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Temperaturverlauf in stromdiirchflossenen Drzhten usw. Von WILHELH WEINREICH. 1 

Über den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Driihten 
besonders im Fa11 von Wechselstrom, 

Von WILHELM WEINREICH in Heidelberg. 

A. Übersicht über frühere Literatur. 

Arbeiten, dio sich mit der Temperaturverteilung wechsebstrom- 
durchflossener Driihte eingehender beschaftigen, liegen nur wenige vor, 
grundlegerid und der folgenderi Arbeit iru Zkl'arri iihnlichsten ist eirie 
Arbeit von C. C r a n z l j ,  der auch die ~ e r t è i l u n ~  der Temperatur bei 
Gleichstrorn untersucht. Er vernachl%ssigt die Abkühlung an den Enden 
des Drahtes und leitet für das radiale Gefalle die Differentialgleichung ab. 
E r  integricrt sic, indein er  die L6sung ais Potenzreihe nach r ansetzt 
(Y ist der liadiusvektor des Querschnitts); hohere Potenzen als die 
zweitc werden vernachliissigt und die Koeffizienten nls Funktionen der 
Zeit bestimmt. 

Bedeulet (vgl. (1)) R den Durchmesser, D die Dichte, c die spe- 
zifische Wiirme, A das innere Warmeleitverm6gen, p das auBere, w den 
spezifischen Widerstand, u die variable Temperatur des Drahtes, die 
von der Umgebiingstempera,tur an gezahlt wird, t die Zeit, i die Strom- 

2 n 
stiirke, = i, für Gleichstrorn, = J siil at für Wechselstrorn, a = -, 

ï' 
1 

I' die Periode, und die Warmemenge, die der Strom 1 beim Wider- 

stand 1 in der Zeiteinheit erzeugt, und wird zur Abkürzung eingeführt 

I 2 pk k = -  A=---- 

so erhalt C r  a n  z die Integrale2) 

1; C. C r a n z ,  Das Gesetz zaischen Ausdehunng und Stromstiirke fiir einen von 
galv. Wecbselstromen durchflossenen Leiter. Ztschr. f. Math. u. Phys., 34 1889, S. 92. 

2) Die Indices g, zu, a bedeuten bzw. Gleichstrorn, Wechselstrom und Au- 
fangszustand, die Argumente die Variabeln. 

Zoitschrift f. Mathematik u. Physik. 63. Band. 1914. E e f t  1/2. 1 
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2 Über den Temperaturverlauf in stromdurchfiossenon Drahten usw. 

wobei ein Rechenfehler in der Bestimmung der E'unktion der Zeit schon 
verbessert ist - C r a n z  hat irn Nenuer der einzelnen Glieder mit Aus- 
nahme des Glieds mit sin2 den Faktor A zuviel -. Ferner für sehr 
kleine R, wobei die radialen Temperaturdifferenzen vernachlassigt werden: 

wobei derselbe Pehler ebenfalls schon rerbessert ist, auf den hier 
E b e l i n g  in seiner unten zu besprechenden Arbeit auftuerksam machte. 
C r a n z  setzt dann bei. kleinem .u die Verlangerung proportional der 
Temperatur an, bestimmt aus der Verlangerung des Drahts (Kupfer von 
1 mm Durchmesser) experimenteil die mittlere Temperatur und berechnet 
aus der ersten Gleichung für den statioiiaren Zustand die Konstante 
der aufieren Warmeleitung p als 0,000 6504; 0,000 6681; 0,000 6821 

bei u = 23,95O; 123,34O; 279,8O; 
d a m  werden die Ergebnisse auch kurz numcrisch diskutiert, doch sind 
seine Schlüsse und Zahlen belanglos wegen des Fehlers im Integral 
und weil er die Uichte als 8,9: 9,81 setzt; auBerdem fehlt im  Integral 
für Wechselstrom die konstante radiale DiEerenz. Der Wert für p ist 
von diesen Fehlern frei. 

Die zeitlichen Temperaturschwankungen bei Vernachliissigung der 
riiumlichen Temperaturdifferenzen behandelt Guy el); er findet fiir p den 
Wert 0,00017. (Der angegebene Wert p = 0,0053 ist auf die ganze 
OberflAche von 31 qcm bezogen). Die Amplitude der Schwankungen 
betriigt 0,2% von u. 

Von einer weiteren Arbeit, von E b e l i n g z ) ,  kommt hier im wesent- 
lichen nur der erste Teil in Betracht; er g-reift zunachst auf die Theorie 
von C r a n z  zurück, dessen oben erwiihnten Fehler er verbessert, und 
leitet das Integrul nochmals ab. Dann geht E b e l i n g  auf den Mange1 
der Cranzschen Theorie ein, die den Widerstand als konstant voraus- 
setzt, was niçht ailgehe, da sogar die Widerstandsanderung zur Tem- 
peraturmessung benutzt werden konnte. Er bestimmt d a m  im Versiich 
die Spannung und Stromstiirke oszillographisch und hieraus die Leistung 
al8 E'unktion der Zeit, ebenso den Widerstand. Nachdem der Tem- 
--  - 

1) G u y e .  Quelques remarques sur les variations de l a  température d'un 
conducteur parcouru par des courants alternatifs. Arch. de Genève (4) 3 1897, S. 264. 

2) E b e l  i n  g. Eber den Temperaturverlauf i n  wechseistromdurchflo86~nen 
Leiteru. Dissert. G6Llin~eu 1908. Ein Auszug in den Anu. derPhys.  27 1908, S. 391. 
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Von WII.HXLH W.XIIIREICH. 3 

peraturkoeffizient bestimmt war, lieB sich aus der Widerstandsanderung 
die Teniperaturanderung berechnen. 

Auf Grurid seiner Versiiche kommt E b e l i n g  zii dem Ergebniu, 
daB die Cranz sche Theorie noch andere MBngel aufweist: es gilt nicht 
das N e w  t O nsche J57iirmeabgabegesetz, wonach die abgegebene WWrme 
proportional der Oberfliiche und der TemperaturdiEerenz ist, sondern 
ein nach Dnlong und Petit erweiter-es, nach dem die Abgabe pro- 
portional der Lange, der 1,25sten Potenz der Temperaturdifferenz und 
umgekehrt proportional dem Drahtradius ist. (Da im folgenden die 
Warmeabgabe wie hei der Strahliing ailein der Oherflsche proportional 

angenommen wird, ist die Konstante p hiernach proportio~ial - E )  
Nach E b e l i n g s  Versuchen kann die Konstante der &deren Wiirme- 

leitung nur in engeii Grenzen sowohl der Temperatur als des Radius 
als wirklich konstant angenommen werden. 

Die Temperaturschwankungen berechnet E b e l i n g  für 80 und 
u e h r  wechsel pro Sek. bis über 200' für Metallfadenlampenl), bei 
einer mittleren Temperatur von etwa 1400°; für Kohlenfadenlampen 
sind sie betriichtlich kleiner. 

Einige neuere Arbeiten, die sich mit der Tempemturverteilung 
wechselstromdurchflossener Leiter beschaftigen, liegen von C o r b i  n oa)  
vor. E r  liBt das Warmcabgabegosetz ganz unbestimmt, indem er mit 
f (z )  die Gesamtabgabe bezeichnet (Abgabe an die Umgebung vermindert 
um die von der Unigebng  ziigeführte Warme). c bedeutet die mittlere 
Wirmekapazitit in dem Temperaturintervall der Schwankungen, ol den 
Temperaturkoeffizienten des Widerstands in  denselben Grenzen, e, s i n a t  
die an den Enden wirkende elektromotorische Kraft, TI die Temperatur 
des Drahts von seiner mittleren z, an gerechnet, w, seinen Wider- 
stand bei z,, wo z die absolute Temperatur ist. D a m  wird die Differential- 
gleichung 

C or  h in O ~ e t z t  v klein gegen z, voraiis und entwickelt f (z, + V )  nach 
dem Taylorschen Satz: 

1) Vgl. dagegen die Bemerkung Corbinos. 
2) C o r b i n o .  Thermische Oszillationen wechselstromdurchflossener Lampen 

mit diinnem Faden und daraus sich ergebende Gleichrichterwirkung infolge der 
Anwesenheit geradzahliger Oberschwingungen. Physik. Zeitschr. 11. 1910,  S. 413. 
Periodische Widerstandsanderung feiner MetalIfiden, die durch Wechselstrome 
m m  Glühen gebracht werden, sowie Ableitung ihrer thermischen Eigenschaften 
bei hoher Temperatur, ebenda 12, 1911, S. 202. 

1 * 
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Uber den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Driihten usw. 4 . "  

Dann bezeichnet er mit W die mittlere im Draht rerbrauchte Arbeit, 
die gleich f ( z )  sein muB, also 

und setzt 
u = .f(~,) + ff(%J; 

so wird 

Es ergibt sich d a m  

u = O cos(2at - cp), 
wobei 

Auf die weitere Untersuchiing brauchen wir hier nirht naher ein- 
zugehen; Corbino denkt sich zwei elektromotorische sinusfirmige a i i f t e  
wirksam, dcren eine die doppeltc Frequenz hat, und zeigt,- daB dann 
einc Glcichstromkon~ponente auftritt. Seine Versuche bestGtigen dieses 
Resultat. cbrigens findet C o r b i n o  nach seiner Methode, da1 die 
Schwankungen, die E b e l i n g  zu über 200 Grad bestimmte, nur 10 
bis 15 Grad betragen konrien. 

Eine Reihe anderer Arbeiten behandelt die Abkühlung des Drahtes 
an den Enden; grundlegend ist ein Aufsatz von L o r d  Kelvin. ')  1st 
1 die Lange des Drahtes, so erhalt e r  für Gleichstrom und Vernach- 
l i s s i p n g  des radialen TemperaturgefLlles die Diffentialgleichung 

deren Integral unter Berücksichtigiing der Qrenzbedingung u = O für 
x = 0 und 1 

Bei dem von ihm resp. Bottomley benutzten Draht, der 50 cm lang und 
fast 1 mm dick war, macht sich der abkühlende EinfluB der Klemmen, 

1) Bottomley and W. Thomson. On the permanent temperaturo of con- 
ductore through wliich an eloctric current is passing, and on surface conductivity 
or ernissivity. Proc. Royal Soc. 37, 1884. S. 177. 
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fails diese als gu t  leitend und sich nicht erwarmend betrachtet werden, 
noch in groBerer Entfernung von den Enden hemerklich, denn noch 
in 12 cm Abstand ist die Temperatur um ein Zwanzigstel kleiner. 
Bottomley bestimmte die K o n ~ t a n t e  der %uBeren Wiirmeleitfibigkeit an 
Kupfer-draht aus der Gleichsetzung der Jouleschen Warme und der 
abgegebeneii Wiirmemerige: 

i 2 . w  
P = -  - - .  ~ Y I Z % ~ U  

Er fand sie bei 0,83 mm Durchmesser und 27,s' zu 0,0005 und bei 
0,40 mm und 24O zu 0,0025. Diese Zahlen bestatigen das Gesetx von 
E b e l i n g ,  daB die p umgekehrt proportional siud dem Quadrat des 
Radius, da die obigen Werte etwa gleichen Temperaturen, aber doppel- 
tem Radius entsprechen. 

Eine iihiiliche Entwicklung enthalt eine Arbeit von T u r n l i r z -  
K r u g l ) ;  die TTerfasser setzen die Temperaturabgabe durch Leitung und 
Stromung in erster Niiherung als proportional der Temperaturdifferenz 
voraus und wenden für die Strahlung das Stefansche Gesetz an, das sie 
nach Potenzen der Temperaturdifferenz entwickeln, wobei sie ebenfalls 
nur die erste P o k n z  beibehnlten. Die Verfaswr p b e n  keinen W ~ r t  
für p an. 

Eine Arbeit von L i n d e 2 )  zeiçhnet sich durch so zahlreiche Druck- 
fehler üus, da8 sie übergmgen werden karin, zuirial aie keine Werte  
der Konstanten e u t h d t  und der theoretische Teil nochmals von Czer -  
mak3)  bearbeitet worden k t .  Seine L6sung ist formeil von der Kel- 
vinschen verschieden, da er  wie  auch T u m l i r z - K r u g  den Koordinaten- 
X u l l p ~ n k t  in die Mitte des D r a h t ~ s  legt. Ziir Rerechnung vereinfacht 
er seine Fornieln durch Annahme groBer Lange. E r  gibt  dann die 
Resultate von Versuchen mit  verschiedenen Driihten von gleichen nadien - 

an und findet bei seinen nur yualitatiren Ergebnissen, daB die lleihen- 
folge der g etwa die der spezifischen Widerstinde ist. Aus deni be- 
kannten A und einem lieBen sich die Konstanten der 5uBeren Wiirme- 
leitung auch für andere Metaile berechnen, aber bei den doch nur  
qualitativen Werteri geniigt es zil bemerken, daB sie sich als von der- 
selben GrGBcnordnung ergeben. 

1) T u r n l i r s - K r u g .  Über d i e ~ n d e r u n g  des Wideistands galvanisch glühender 
Uriihte mit  der Stromstiarke. Wien. Ber. II, %, 1887, S. 1014. 

2) J. L i n d e .  Über die Temperaturbestimmung in einem Draht, wenn durch 
denselben e h  galvanischer Strom flieBt. Repertorium der Physik hrsgeg. von Exner, 
27, 1891, S. 401. 

3) Cz e r m  a k. Über die Temperaturverteilung eines dünnen Drahtes, der 
von einam Iionstanten Strom durchflossen wird. Wien. Ber. Da, 103, 1894, S. 1107. 
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6 ifber den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Drahten usw. 

Die letzte, aber erst im Auszug veroffentlichte Arbeit rührt von 
G r o b e r  und Zi511isch1) her; die Verfasser führen als Gesetz für 
Warmeabgabe durch Strahlung das Stefansche, für Warmeabgabe durch 
Konvektion ein lineares ein. Die Differentialgleichung wird dadurch 
sehr verwickelt; sie wird integriert, indem die Tenlperatur als Potenz- 
reihe nach der Stromdichte angesetzt wird und die Koeffizienten als 
Funktioncn des Abstands von dem eincn Drahtende bcstimmt werden. 
Die Verfasser geben @te Ü b e r e i n s t i m m ~ n ~  der Experimente mit der 
Theorie an. 

Andere Arbeiten, von denen viele bei T e i c  h m ü  l l e r  ') angegeben 
sind, befassen sich hauptsiichlich mit der Bestimmung der Konstante 
der ZuBeren Warmeleitung; meist auch mit der Frage, welches der Zu- 
sammenhang der Stromstiirke mit dem Drahtradius kt ,  wenn die Tem- 
peraturerhohung dieselbe sein soll. 

Es seien einige Werte der aufieren Warmeleitfihigkeit angegeben, 
auBer den oben angeführten: 

M'Far laneS)  Cu 0,0002 wenig von .u abhiingig 

H. W e b  e r4) F e  0,00026 

L. Lorenz5)  Cu  (0,0001) 2 R = l,5 cm 
F e  (0,000099) 2 R = 1,5 cm 

C a r d a n i 6 )  Be 0,001457 - 0,002365 stark von u abhiingig 

1) M. K. G r o b e r  und H. Z 6 l l i s c h .  Zur Theorie der thermischen MeBgerate. 
Physik. ZS. 12, 1911. S. 1048. 

2) T e i c h m ü l l o r .  Die Erwarmung der elektrischen Leitungen. Stuttgart 1905. 

3) 1). M'Yarlane .  Experiments made to determine surface-conductivity for 
heat i n  absolute measure. Proc. Roy. Soc. 20, 1871-72, S. 90. 

4) H. W o b e r .  fjber das Wiirmeleitverrnogen von Eisen und Neusilber. Pogg. 
Ann. 146, 1872, S. 257. 

5) L. L o r e n z .  Über das Leitungsrerm6gen der Metalle für Warms und 
Elektrizitat. Wied. Ann. 13, 1881, S. 422 und 582. L o r e n z  leitet für  eine horizon- 
tale Platte von groBer Fl iche  die Warmeabgabe durch Konvektion a b ,  die der 
5/4ten Potenz von u proportional ist ;  hierfür gelten auch die angegebenen Kon- 
stenten. Die Formol stimmt gu t  mit  der von Dulong und Peti t  experimontell 
gefundenen überein. Die Anwendung der Formel auf Drahte scheint nicht ganz 
unbedenklich su sein, wenigstens für dünne; so betont B i n d e r  @ber iiuBere 
Wirmeleitung und Erwarmung elektrischer Maschinen. Iliss. Miinchen, 1911) Lei 
seiner Bhnlichen Ableitung fiir beliebige OberflBchen, da13 aie nur gil t ,  wenn die 
Dimensionen der Fliiche gron sind. 

6) C a r d a n i .  Sur la mesure des tempchturcs  atteintes . p a r  des fils par- 
coums par  des courants électriques, et  de leur coéfficient de  conductibilité externe. 
Lum. électr., 38 1890, S. 627. 
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Von W I L H E I . ~ ~  WEINKEICH. 

Grüne isen l )  Cu 0,0003 R etwa 0,5 cm 
F e  0,0011 R etwa 0,5 cm 

S c h a u f e l b e r g e r a )  Cu 0,000254 R = 0,35 cm 

Meyers) Cu 0,00267 

W a m s l e r 4 )  Pe 0,0003 - 0,0005 36O-17g0, R = 3 cm 
Cu 0,0002 0,0004 6ï0-243O, R = 3 cm. 

Da die Konstarite der auBeren Wiirrneleitung - diese im all- 
gemeinsten Sinn, Strahlung, Leitung und Honvektion umfassend - sich 
infolge der starken Abhangigkeit der Konvektion von den Versuchs- 
bedingungen und der kaum bekannten Abhangigkeit vom Radius bei 
Drahten nicht gennii angeben l a t ,  genügt es hier, einen der Gr6Ben- 
ordnung nach richtigen Wcrt  anzunehmen. Da dabei auch h6here 
Temperaturen und kleinere Radien zu berücksichtigen sind, p aber als 
konstant gerechnet wird, sei von Anfang an ein hoher Wert  für p au- 
genommen, namlich 0,0012 für Eisen, 0,0017 für Kupfer. Diese inner- 
halb der GrGBenordnung willkürlichen Zahlenwerte wurden einer Ver- 
einfachung der spiiteren Rechnung wegen so gewahlt, daB der spezi- 
fische Widerstand durch sie dividiert eine Potenz von 10 wird. 

Wahrend a180 die früheren Arbeiten die Temperaturverteilung in 
einem Draht nur in den einfachsten Failen untersucht haben (Cranz:  
radiale Verteilung für Gleich- und Wechselstrom mit Berücksichtigung des 
Anfarigszustandes, aber nur niiherungsweise; Guye :  rein zeitlicher Sem- 
peraturverlauf für Wechselstroni; L o r d  K e l v i n :  Abkühlung an den 
Enden für Gleichstrom; G r o b e  r und Z o l l i s c h  benutzen nur die effektive 
- 

1) E. G r ü n  e i s  en .  Über die Beetimmung des metallischen WBrmoleitungs- 
vermogens und über sein Verhiiltnis zur elektrischen Leitfiihigkeit. Ann. d. Phys. 
3. 1900, S. 43. (Diss. Berlin.) 

2) W. S c h s u f e l b e r g e r .  W%rmeleitungsEihigkeit des Kupfers, aus dem 
stationaren und variabeln Temperaturzustand bestimmt, und WarmefluB in einer 
durch Kiihlwasser bespiilten Endf i ach  eines Wirmeleiters. Ann. d. Phys. 7,  1902. 
S. 589. 

3) Ge o r g  J. N e y  er.  Beitrag znr Kenntnis der Abschmelzsicherungen. Diss. 
Berlin 1906. M e y e r  sagt, ,,daB die vereinfachende Annahme der ProportionalitLt 
nicht streug richtig ist, iridem bei Materialien mit hoherem Schmelzpuukt die 
nach auBen abgeführte Wiirme ~ 6 5 e r  id, als dieser Beziehung eutspricht. Da 
sich aber ferner crgab, da6 innerhalb der Versuche mit  demselben Material die 
erwahute Vereiiif;~chung zul&sig ist, so wurde auf eine genauere Bearbeitung im 
Interesse der Übersichtlichkeit ver~ic l i te l . '~  

4) F. W a m s l e r .  Die Wirmeabgabe geheizter Korper an Luft. Diss. 
Miinchen 1909. W a m s l e r  g ib t  eine gute historische Übersicht über die Gesetze 
der Wameabgabe  dnrch Strahlung und durch Leitung und Konvektion. 
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8 Über den Temperaturverlauf in stromdurchfiossenen Drahten usw. 

Stromstiirke, ohne Rücksicht auf die Schwankungen), beabsichtigt die 
folgende Cntersuchung die Differentialgleichung für die Warrneleitung 
besonders fiir Wechselstrom exakt zu integrieren und die typischen 
Wechselstromglieder für  die radiale1), ebenso für die longitudinale Tem- 
peraturverteiluiig zu behandeln. Um besser vergleichen zu konnen, er- 
vies es sich als xweckmiiBig, auch die schon behandelten Falie 1, 
2 und 3 S. 14ff. für ~1eichstr;m in der einheitlichen Bezeichnung 
nochmals darzustellen, wobei auch der Anfangszustand streng- bcrück- 
sichtigt wurde. Daran schlieBt sich in 6 die Temperaturverteilung 
in einem gleichstromdurchflossenen Dralît an,  der Wiirme durch die 
Oberfliiche und Enden abgibt2), d a m  die andoge11 E'iilie für  Wechsel- 
strom, wo 7 wieder nur vergleichshalber arigefülirt wurde. 11 unter- 
sucht die Temperatiirverteilung in einem sehr langen Draht,  wo der 
EinfluB der einen Iilemme auf die Umg-ebung der andern zu vernach- 
lassigen ist. Im folgenden Kapitel werden die radialen Differenzen und 
die Abkühlung in bezug auf ihr GroBenverhaltiiis zur konstanten Ober- 
flkhentemperatur diskiitiert, und insbesondere (in 15) der Verlaiif des 
typischen Wechselstromgliedes für die radiale Temperatnrverteilung 
eingehend untersucht. Im Kapitel D wird der EinfluB des Skinefekts 
im extremen Pal1 (Lcitung nur  an der Oherflkhc) bcrücksichtig-t, was 
z u  einer Methode zur Bestimmung der iiuBeren TIT5rmeleiti'iihigkeit und 
ihrer Abhiingigkeit vom Badius führte (18). Das letzte Kapitel bchandelt 
kurz die Semperaturverteilung iri gleich- und wecl~selstroindurchflos~eneu 
Driihten mi t  niçhlleiterider Hülle, ohne Berüclisiclitiguug des Klemmen- 
e idusses  uiid des Anfarigszustarideu. 

B. Ableitung und Integration der Differentialgleichungen für Gleich- 
und Wechselstrom bei niederen Frequenzen. 

E s  werden folgende Rezeichnungen angewandt, wobei als Einheiten 
cm, Gramm, sec., Ampère, Volt, Ohm, Grainmkalorie und Celsiusgrade 
benutzt werden. 

1) Durch die Trenniing des radialen TemperaturgefXles vom longitudinalen 
wird die Übersicht über die Rcsultate sohr erleichtert. Diosc Srennung dcr Unter- 
suchung ist auch durch die betrschteten Verhiiltnisse selbst gerechtfertigt, de  
bei langen Driihten (2. B. Starkstromleitungen) der KlemrneneinfluB weitaus im 
groI3ten Teil des Leit,~rs ver~chwindot, \*ahrend P r  fiir kurw DrShte fast allein 
wichtig ist (Sicherungen). 

2) Hier sch ie~i  die Beriicksichtigung des A~fan~~zustands  unnütig, da  die  zu 

erwartenden komplizierten Formeln (Doppelsummen) uniibersichtlieh sein diirften 
und keine wesentlichc Anderung mit sich bringen werden. In diesen Problemen 
ist j a  auch der stationare Zustand am wichtigsten. 
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cm 
Z cm 
: cm 

cm 
9 cmp3 gr 

cal g r i  Gr-' 
c cal cm-' Gr-' sec-' 
1 cal cm-' Gr-l sec- l 
: G r  
c Gr  

sec 

1 Amp 

i Amp 
w cm Ohm 

T sec 

v sec-' 
ic sec-' 

Badius vektor 
Drahtradius 
Abstand von der eineu Klemme 
Lange des Drahts 
Dichte 
spexifi3che Warrne 
iiuBeres Wiirrneleitv~rmogen 
iniiercs Leitvermogen 
absolute Temperatur 
relative Teniperatur, = O  fiir die Um- 

gebungstemperatur zo 

Ternperaturschwankung, = O für eine 
mittlere Oberflachentemp. zc, = z, 

Zeit, = O, wenn der Strom zu flieBen 
beginnt 

Strornstarke, = i, für Gleichstrom, 
= J s i n  nt fiir Wechselstrom 

Stromtlichte, analog j,, 3 sin u t  
spezifischer Widerstand 

2 
Periode des Wechselstroms, = - 

Wechsrlzahl (nicht Periodenzahl) 
Frequenz, = v n  

1 

a cal AmpP2 sec-' Ohm-' Wirme, die der Strom 1 beiin Wider- 
1 

stand 1 in t = 1 erzeugt, = 0,2388 

TemperaturleitfLhigkeit, = 
1. 

k cm2 sec-' CD 
- 9 111 k cm-' G r  - 

7. IU 

J ; ~ A >  
12, cm-z Gr - - 

A YI 

9 - -3 an 

- 2 a b 
76 

Die Wechselzahl wird als hinreichend kleiil vorausgcsotzt, so daB 
die Vertei lma des Stroms über den Queruühnitt als konstant angesehen 
werden kann. Auch die zu erwa~tende TemperaturerhGhung mu0 als 
nicht zu groB angenommen verden, damit die Konstanten durch einen 
Mittelwert genau genug angephen sind, eine Beschfinkung, die teil- 
weise aufgehohen werden kann. Vom Thomsoneffekt, dcr hei dem longi- 
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10 Über den Temperaturverlauf in stromdurohflossenen Drahtm usw. 

tudinalen Temperaturgefille in Betracht kommen konnte, wird abgesehen. 
Der Drnht sei an Klemrnen von gut leitenden1 Material angeschlossen, 
deren Temperatur als die der Umgebung vorausgesetzt werde. 

Man wird im Draht eine Temperaturverteilung erhalten, die auf 
konzentrischen Kreisen eines Querschnitts konstant sein muB; jedoch 
wird eine verschiedene Temperatur in verschiedenen Punkten eines 
Radius und einer Parallelen zur Drahtachse herrschen. 

Fiir diesen Zustand ist die Differentialgleichung abzuleiten. In ein 
rohrenformiges Volumelement vom innern Radius r ,  vom iiuBern 
Radius r + dr,  dessen eine Endfliiche an der Stelle x liegt und dessen 
andere bei x + d z ,  tritt wiihrend d t  von der Achse hcr durch die 
innere Zylinderfliiche die Wiirmcmenge 

au 
- A ,  - 2 z r d x d t ,  

o r  
durch die iiuEere Flache 

an der S t ~ l l e  x tritt durch den Querschnitt des Volurnelementa in 
der z-Bichtung die Wiirmemenge 

au a u  -1. d t n ( ( r +  dr)2- r2) = - z d t A 2 r d r z  a x a 
und an der Stelle x + d z  ebenso 

a. ('i) dtz ( ,  + d,2-rz) = z d t ~ 2 , r , r ( a z  +-"z) 
z + a z  a x 

I m  Element wird bei der Stromdichte j wahrend der Zeit 
J O  ule  sche TVirme 

j 9 w d t  ' ' ~ d t  
-- '% - d ~ . n ( ( r + d r ) ~ - r ~ ) = ~ - 2 z r d r d z  a 

d t  die 

erzeugt. Die Summe aller dicser .Wiirmemengen wird dazu verwendet, 
das Element um du zu erwiirmen, es muB also die Gleichung bestehen: 

[ ( "'" 

a u  
P n d z d r r l t  1 r S r f i + + f ' : ) + f z v ] =  s n r d r d x .  citai 

oder aeu.  a u  a e u  
].y + a  $ jr. + j 4 w  au 

a r  a T a *  r = - c D r ,  a t 
also für G l e i c h s t r o m  

i a u  a2u l a u  PU A- 3'; w 
(2) - k a t +  , a ,  +a,,+ h o = ( ) ,  wobei k = , D ,  hO=m 

und fiir W e c h s e l s t r o m  
i a u  iiYu 1 a u  a2u 

(3) 8 t - k  + y ,  Sa,j + h s inaa t  = O, wobei h = 3 ' ~ .  
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Von WII.IIELM WEINXEICH. 11 

Temp. 
Die Dimensionen jedes Glieds aind 7Ungei2 

Statt (3) zu benutzen, führen wir zweckmaBig die komplexe Form 

wird (3), wenn die komplexe Variable mit U bezeichnet wird und als 
physikalische Losung 

(4) 16 = % { u} 
genommen wird, mi 

Lu den Uifferentialgleichiirlgen (3) und (5) treten noch Grenz- 
bedingungen; es kann keine Wirmestauung an der Drahtoberfliiche auf- 
treten, also muB die der Oberflache zugeführte Warine 

gleioh sein der durch sie abgegebenen (vgl. S. 12) 

PU? 

so daB die Grembedi~zpng - fiir die Ahhiingigkeit von r - lautet: 

für  r = R: 

Für die Euderi gilt die Voraussetzung, daB ihre relative Temperatur 
Null ist: 

( 7 )  für  x = 0  und x=Z: u = O .  

Die Anfangsbedingung sei: 

(8) für t = O :  u =  O 

Wenn wir von vornherein vom radialen Gefallc: absehen, dao  die 
Temperatur im ganzen Querschnitt als konstant betrachten, müssen x i r  
die Warmeabgabe durch die Oberflache schon in der Differentinl- 
gleichung berüçksichtigen. Die Betrachtung eines Drahtelements von 
der Lange dx, welches durch die Oberflacfie die Wàrmemenge 

pu 27r Rdxdt 

verliert, ergibt dann die Gleichung 

diese gibt die gesuchte Differentialgleichung fiir das longitudiale Gefiiie 
ailein ; für  Gieichstrom : 

gu + IL, = O, wobei g - 
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12 ûber den Temperaturverlauf in stroiildurchflossenen Driihten usw. 

O der 

(11) 

Hierzu wieder die Bedingungen (7) und (8). 
In den Differentialgleichiingen (9) bis (11) konnen wir auch die 

Abhiingigkeit des Widerstands von der Temperatur: ui, = w(1 + cru) 

berücksichtigen, indem wir an Stelle von g :  g 1 - a 2  setzeu. 
" ( 

Wir hahen hier die Warineabgabe proportional der Teniperatur- 
tlifferenz angenommen, was nach der Einleitung streng sicher nicht 
erlaubt ist; diese Annahme ist also zu rechtfcrtigen und insbesondere 
auf die Grenzen zu untersuchen, in denen sie gilt. 

Das Warmeabgabegesetz sei durch f(z) gegeben. IIa z = z, + IA ist 
(z, die Temperatur der Umgebuag), u aber nach Voraussetzung klein 
sein soil, kann fjz) aach dem Taylorschen Satz eritwickelt werden: 

f (z, + u.) = f (zo) + tif' (zo) + . . . 

Nun ist die Wirmeabgabe bei z, Grad durch f(z,) gegeben, also ist sie 
hei TA Grad Celsius Te~nperatiirüberschuB um uff(z0) groBer als die van 
der Uingebung zugeführte Wiirme, d. h. dic Wiirmenbgabe (vermindert 
um die Wiirmeaufnahme) ist proportional der Temperaturdifferenz, wenn 
,u"(z,) vernachliissigt wird. Wie m i t  und mit welchem Felilcr dies 
erlaubt ist, ist aus den früheren experiment'ellen Arbeiten nicht zu er- 
sehen; Tor allem kann noch niçhts darüber ausgesagt werden, wie sich 
diese Vernachliissigung im fertigen Resultat merklich macht. Perériyi') 
schlieBt ihre Gültigkeit in die Grenzen 0,3 bis 3 Grad ein; Guye 
50-60 Grad, J a e g e r  und D i e s s e l h o r s t "  bis 80 Grad und Meyer, 
mit nicht groBen Abrreichungen, bis zur Schmelztemperatur von Blei 
und Kupfer. 

Es wird also erlaubt sein, die Gesamtairmeabgabe bis zu einer 
Temperaturdifferenz von etwa 20 Grad als proportional der Temperatur- 
differenz anzunehmen, ohne daB man in den Endformeln grd3ere Fehler 
begelit. 

Wie wir in der Diskiission C sehen werden, kfinnen gr6Beie 
radiale und zeitliche Schwankungen nur bei lzolreren Te~qwaturen er- 

1) P e r  én y i. Bestirnmungsrnethoden der Warmeemission und Tomporatur 
elektrischer Leitungen Elektrot. ZS. 6 ,  1884, S. 321. 

2) W. J ~ P  g e r  und TT. T)i es  s e l  h o r s t .  \\'%rrneleitiing, Ciektrinitit~ieitung, 
Warmekapazitat und Therrnokraft einiger Metalle. (Mitteilung der phys. tech. 
Reichsanstalt.) Berl. Ber. 1899, S. 719. 
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Von ~ V I L I I E L X  WEINREICH. 13 

halten werden; da dann aber die Differcntialgleichungen den bei ihrer 
Aufstciiung geinachten Vorausfietzungen miderçprechen, müssen wir die 
Ansatze erweitern oder uinformen. Eine Erweiterung derart, da5 wir 
den Widerstarid im allgemeinen Fail, die Warmeleitungskonstanten, die 
Verliingerunç des Drahts usw. in ihrer Abhaiigipkeit von der  Temperaiur 
einführen, stoBt auf unlosbare Gleichungen. Wir  suchen daher die 
Differentialgleichungôn nicht mehr fiir die Teinperaturdifferenz gegen 
die T!mgebungstemperati11-i sondern niir die fiir die Scii,wanlcu~~gen tim 

eine mittlere Ternperatur. TVir kijnnen demnacli den Anfangszustand 
und das longitudinale Gefiilie, da hier von einer konstanten Mittel- 
temperatur nicht die Bede sein kann, weil für t = O bzw. a = O uiid 
1 die ganze Temperaturdifi'ereuz Null sein muB, nicht mehr berück- 
sichtigen. 

Die Wirmeabgabe ist jetzt 

f (z, + 4 = f (4 + ~ f ' i t ~ ? ~  
wiihrend von der Umgebung f(z,) hinzukommt. Demnach ist nun die 
Warmeabgabe vermindert um die Zufuhr 

E = f'(z1) - f'(z0) + vf '(z,? 
von der Porm 

E=A0+yv. 

Die Grenzbedingung (6) wird unter diesen Umstiinden, wenn rvii- dort 
u0 + v statt u setzen und den Konstanten die der neuen Tempeïatur u, 
entsprechenden Werte geben: 

a (26 + L) -1 -op- 4 ( ' ) a  O + P U E ,  

oder, da uo die zeitlich und in bemg auf r konstante Mitteltemperatur 
bodeutet: 

Um auch die Grenzbedingung auf die alte Form (6) zu bringen, setzen wir. 

a bedeiitet eine solche Temperatur u ,  die dieselbe Wiirmeabgabe 
ergeben würde, wenn diese exakt proportional der Temperaturditferenz 
wire. Die Differentialgleichungen für ii heiBen nun, de auf das longi- 
tudinale Gefaile und den Anfangszustand keine Rücksicht genorrimen 
werden kann, also iï von x unabhiingig ist, nach (2) und (5) f ü r  
Gleichstrom 
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14 Über den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Drihten usw. 

und für wechselstrom, wenn U die entsprechende komplexe Variable 
ist, und dann 

mit der Grenzbediriguiig 

au -- - 
p - .. 

a r 
u fur  r = R, 

so daB die Integrale dieselben sind wie für die entsprechenden u;  dies 
ist erklarlich, da  die Differentialgleichung p nicht enthalt. 

Statt  so zu schlieBen, hatte man auch folgendermaBen verfahren 
k6nnen: das aligemeine Integral der Differentialgleichung ist unabhangig 
von dem Wiirmeahgabegesetz; die im Integral vorkommenden Konstanten 
haben natürlich für hohe Temperaturen andere Zahlenwerte als für niedere; 
für  die Konstanten (w, c, D USW.) sind also jedesmal in das allgemeine 
Integral die Mittelwerte einzuführen, die der Oberfliiçhenteniperatur ent- 
sprechen - diese aber ergibt sich erst aus dem Integral, da wir bei 
groBen Differenzen der Umgebungs- und Oberflachentemperatur zmar 
von den Unterschieden der Konstantenmerte auf Punkten eines ltadius 
ahsehen, aber nicht rnehr die Werte  für die Uingebungstemperatur als 
Werte für die Oberflachentemperatur anmhmen konnen. - Da die 
Grenzbedingung nur EinfluB auf die Bestimmung der Integrations- 
konstanten hat, biauchen wir hier nicht bei dem linearen Gesetz 
stehen bleiben, sondern aetzen es als Funlition der Temperaturdifferenz 
z, - z, = u und im allgemeinen von u, z,, z, hekannt vnraus, so daB 

au (6) wird zu = W(u, z,) für r = B. Hierin ist das allgemeine Inte- a r 
gral der Differentialgleichung einzusetz~n und die Integrationskonstante 
zu bestimmen. Dabei m u 0  zunachst irgend eine Temperatur für die 
Kondanten (TA!, C, UBW.) gewahlt und hieraus die Oberflachentemperatur 
in erster Niiherung berechnet werden; d a m  müsscn mit dieser wieder 
die Konstantenwerte berechnet, diese in die Grenzbedingung eingesetzt, 
die Integrationskonstante und damit die Temperaturverteilung berechnet 
werden usw. 

1. Gleichstronz, 7cein radiales und longitudinales Tem~)eraturgefalle. 

u, a (t).') 
Bus (9) wird - 

1) Die lndices g, w, a bedeuten bzw. Gleichstrom, Wechselstrom und Berück- 
sichtigung des Anfangszustandes. 
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Von WILHELM WEINREICH. 

Bus (8) bestimmt sich C = -ho also wird 
9 ' 

Der EinfluB des Anfangszustandes versçhwindet nach hinreichend 
langer Zeit (bei dicken Driihten etwa nach 10 Minutenj, und zmar urn 
so rascher, je groBer y76 ist, aluo je kleiner R ist, unabhingig Ton der 

h 
inneren Wiimeleitfiihigkeit. Das Glied -" (Dimension: Temperatur) gibt 

9 
die im stationken Zustand erreichte konstante Mitteltcmperatur an, die 
wir in (1) mit zc, bezeiclinet haben. Die Gleichung u, = h,!g gilt mit 
Sicherheit nur, wenn sich u, nicht gr5Ber als etma 20' ergibt. Be- 
nützen wir die Werte von (l), BO ist 

Ci;  
was mit der bei K o h l r a u s c h l )  S. 409 angegebenen Formel zc, 

übereinstirnmt. 

2.  Gleichstrom, longitudinales Temperaturgef alle. u, (x, t). 
Aus (9) wird, wenn wir zunachst u von t unabhangig sein lassen, 

Aus den Grenzbedingungen (7) folgt 

Nit  dieser Bestimuiung der Konstanten wird 

was mit der Formel von Lord Kelvin übereinstimmt. Die Kurve, die 
IA als Funktion von z darstellt, steigt von z = O anfangs rasch an, bis 
sie für x = $ ihren hochstcn Wert erreiclit; dann f i i i t  sie symmetrisch. 
Wir  konnen diese Kurre mit S LI m l i  rz - K r  u g  kurz Gewolbelinie nennen, 
wenn der Ausdruck auch nicht ganz bezeichnend ist. Vgl. IG, (110), (111). 
Bei groBem 1 oder kleinem R verlauft sie in genügendem Abstand von 
den Klemmen horizontal. 

1) F. K o  h l r a u s  ch ,  Lehrbuch der praktischen Physik, 11. Aufl., Leipzig 1911. 
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16 Über den Terriperaturverlauf in stromdurchflosseuen DrLhten usw. 

Aus (9) wird, wenn wir jetzt u auch von t abhaiigen lassen, um 
den Anfangszustand zu berücksichtigen: 

--- ôPc 
" + - - , - g u + h o = O .  

k a t  a x  
Wir  setzen 

u = 44x)f (9 + @, ($1 
und erhalten die einzelnen Differentialgleichunp 

C - g k  t,b;-g*, + l?, = O ,  -=-  c, ",,If+ - -- ",, = 0 
t' k 

mit den Integralen 
@i - ug (x), f = e-Ot, 

Die Koeffizienten bj") - (- 1)"bq) = bn bestimmen sich als Koef- 
fizienten der Pourierschen Reihe 

n z ho [ ( - f i ~ + ~ - V i o - a ] ~ )  
Z 5 n s i n - x = -  1 + a  e 

1 9 

und wir erhalten schliehlich 

Von der Gewijlbelinie ist also eine Reihe von Sinualinien abzu- 
ziehen, deren Exponentialfaktoren nach unendlich langer Zeit verschwin- 
den; die hoheren Gliedcr haben jedoch schon nach wenigen Sekunden 
- bei nicht zu groBcn 1 - einen Wert kleiner als Io/, des Anfangs- 
wertes"). Demnach ist schon nach wenigen Sekunden nur das erste 
Glied abzuziehen, der halbe positive Bogen einer Sinuslinie. 

3. Gleichstrom, radiales Temperaturgef ülle. uQ ( Y ,  1).  
Aus ( 2 )  wird für den stationaren Zustand 

Hier, wo der Anl'angszustand symmetrisch kt, hatte man von Anfang an 
setzen kiknen, d a  die geraden Glieder der Reihe verschwiuden müssen. 
Einige Werke von k sind: für Al  0,S; Pb 0,2; Fe 0,2; Cu 1,l; Pt O$; 
Bi 0,07; Zn 0,4, vgl. auch (@9). 
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mit dem Integral h 
u =  C , l n r - J r s +  C; 

4 

Cl muB O sein, da sonst für Punkte in der Drahtachse die Ternperatur 
unendlich würde. Aus (6) bestimmt man C: 

Wir bekonimen hier, da die Abkühlung an den Enden nicht be- 
rücksichtigt ist, wieder die konstante Temperatur u,, die jetzt aber nur 
für r = R gilt; im Innern ist die Temperatur h6her und zwar in der 

wie es Cranz  gefunden hat. Die Temperatur nimmt mit wachsendem 
r erst langsam, dann rascher ab. 

Berücksichtigen wir das zu 1 (12) Gesagte, so erhalten wir für 
hohe Mitteltemperaturen die radiale Differenz aus 

Da v nur die von r abhangige Uifferenz bedeutet und für r -  R Nuil 

sein nid, ist - also 
9 B '  

(23) 
ho 

v,(Y) = -(RB 4 - r" . 
(22) behalt demnach dieselbe Form, niIr kann jetzt io und R beliebig 
verandert werden, da die Bedingung wegfallt, da0 u0 kleiner ah 20 Grad 
sein mu5.l) 
-- -- 

1) In diesem Sonderfall kt  es auch moglich, das strenge Wirmeabgabegesetz 
zu berücksichtigen; nach dem Stefanschen Strahlungsgesetz (über Werte der 
Konstanten vgl. z. B. Wamsle r  a. a. 0.) ist 

w -  s + w 4  - $1 ; 

für Konvektion und Leitung gilt, wenigstens riir groBe Oberflichen, 

W k -- - pk u=/" 

s u  daB die Grenzbediugung (6) streug heiBt: 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyaik. 69. Band. 1914. Hoft 114. 
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1 8  Über den Temperaturverlauf i n  atromdurchflossenen Drahten usw. 

Um den Anfangszustand EU berücksichtigen, lassen wir u auch 
von t abhangen und setzen in der so enhtehenden Differentialgleichung 

u - Z y  (Y) P(t) f rp, Cr), wo y, ( r )  = ug(r)  ist . 
Daraus erhalten wir die einzelnen Differentialgleichungen 

1 6' 
y"+ ,'P' - krp = O 

mit den Integralen 
= e B l t  

- - -  

9 - f ~ o  ( T V -  :) + 9 ( T V ? )  a 

und 
x 

x x4 + . .  .). 

Hierbei bedeutet JO die Besselsche Funktion erster Art, Y, 
zweiter Art, beide nullter Ordnung. Da Yo(0) unendlich ist, muB der 
Koeffizient 9 nul1 sein. 

Es ist, um auch zugleich die Besselsche E'unktioii erster Art erster 
Ordnung J,  einzuführen, deren Zusarnmenhang mit JO durch 

(24) JO' (x) = - JI (x) 
gegeben ist: 

wo Q' nach der Grenzbedingung (6) zu bestimmen ist: 

(25) 

Dies ergibt keine p o s i t i v e  Losung 5'; denn setzen wir 

x x' x6 + -- - - -- - & ( X ) = ~ - F ~  2 ! % .  2' 31Z.26 + . . .  
x xe x4 

JI @, = - (1 - - + - -2 - . . . 
2 1 1  2 !  z e  21 3!  z 4  1 

sin, so 1aBt sich C graphisch, gr6Rer als RZ) bwtimmen und BI id dem pbpei- 
4 

kalischen Problem entsprechend zu erwarten, da5 es nur eine derartige LOsung 
gibt;  vgl. auch S. 14. 
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so erhalten wir mit (24) 

iJl(ix) =? J,(iz) 
x l R  

Nun ist iJ,(ix) für positive x iminer negativ und für negative x 
stets positiv; J,(ix) ist für aile x positiv, so daB die rechte Seite 
ebenfalls mit x das Zeichen wechselt. Da beide Seiten stets entgegen- 
gesetztes Zeichen haben, kann Q' nicht, positiv sein; wir setxen deshalb 

&'=-o., E>O) 

wodurch die Grenzbedingung (27)) wenn wir noch 

wird. Positive und negative 8 ergeben die gleichen absoluten Betriige der 
Wurzeln, da J ,  eine gorade, JI eine ungcrade Punktion id ,  so da8 die rechte 
Seite mit der linken das Zeichen wechselt. mTir brauchen also nur die 
pvsitiven Wurzeh dieser transzendenten Gleichung aufzusuohen, da der 
Wert der & von dem Vorzeichen der 9. unabhiingig ist. Die Gleichung 
hat unendlich viele positive Wurzeln. Aus den bei J a h n k e l )  S. l l l f .  

angegebrnen Werten für J ,  und J,  berechnet man G: 
4 

(29) % 

--- - -- 

4 4 0  

J I  

0,oo 00 

0,01 200 
0,02 1 O0 
0,03 66 
0704 50 

0,05 40 
0,06 33 
0,07 28 
0,OB 25 
0,09 22 

0,lO 20 
0,30 3,9 
2,o 0,4 
3,5 - 2,s 
3,83 - 575 

1) J a h  n k e und E m  d e ,  Funktionentafeln. 
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20 Dber den Temperaturverlauf in stromdurchflossencn Drahten usw. 

Hieraus findet man graphisch oder durch Interpolatioii die Wurzeln 
1 .  

4, von (28); - -  1st fiir R = 1 (vgl. 89) für Kupfer 530, für Eisen 125; 
P B  

bei kleinerern -- wird 4, grGBer, wiihrend die hoheren 8, von R und 
LLR 

vom Material merklich unabhangig siud, da der Quotient Jo rnsch ab- 
JI 

nimmt?) Die Wurzeln 4, differieren schlieBlich um n, wie die Wurzeln 
der Besselscherl Funktion 4. 

Die Konstanten f, sind aus der Anfangsbedingung (8) zu bestim- 
men, d. h. aus 

t = O setzen. E s  haiidelt sich also um die Aufgabe, eine Funktion 
durch eine Summe B e  s s elscher Funktionen nullter Ordnung darzu- 
stellen. 

4. Darstcllu~zg eeinei. Fun7îtion duwh eine Reihe Besselscher Funk- 
t i o m  nuilter Ordnung. 

Nach S c h a f h c i t l i n .  S. 72 ist die Darstellung einer Funktion 

moglich, weun die Wurzeln einer Gleiclinng 

A4,(4) + Ba JI(+?) = O 

sind, wobei A und B konstant ist. Denn wenn man die beiden Seiten 
der ersten Gleichung mit xJ, ($8,) dx multipliziert und von O bis 1 
integriert, so verschwinden die Integrale mit ungleichem Index und 
die mit gleichem Index Sind von Nuii verschieden. 

Da  wir unsere Funk-tion von Null bis R darzustelleri haben und 
in den 13 esselschen Funktionen der MaBstab im Verhaltnis 1 : R ver- 
groi3ert ist gegen den bei S c h a f h e i t l i n ,  so haben wir die mit 

r 7 , ('2) -- d r  multiplizierte Gleichung von O bis R zu integrieren. 

1) Für R = 0 , l  iat 4, = 0,02 fur Cu, 0,04 für Fe; 8, ist 3,832, 8, = 7,016. 

1 a= 
Da für so kleine Q, die Niiherung J, = 1, J, = 9. gilt, wird (28) 1 = 2, also 

21cR 
4 = 111/g, wau in (31) den t h e r g m g  zu (17) ergibt, wenn wir nur das erste Glicd 
in der Reihe berücksichtigen. 

2) Sc h a f h  ei t l in ,  Theorie der B e s  selschen Funktionen, Leipzig 1908. 
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Wir erhalten also 

Die transzendente Gleichung (28) mit den Wurzeln 4% wird jetzt 
zweckm5Biger geschrieben : 

(33) 
14 JO (9.) - , , c l 1  (a) = O . 

dann wird bei verschiedenem Index nach (33) 

Pür gleiche Wurzeln der Gleichurig (33) dagegeri wird 
R 

dieser unbestimmte Ausdruck wird nach den gewtihnlichen Hegeln der 
Differentialrechnung uriter Benutzung von 

1 
Ji (8%) = JO (9.3 - JI (Sn)> '1 

somie (24) und (33)  berechnet ajls 
R 

Nach (35)  und (36)  werden die Koeffizienten f,, wenn in (32) m - 1,2 . . . 
genommen wird 

R 

1) Vgl. S c h a f h e i t l i n ,  a. a. O. S. 10: 
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22 Über den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Deihten usnr. 

5. Bestimmzlny der Koeffixienten f, in 3. 
Da die d:irzustellende Funktion [(r)  nur ein von r abhaiigiges 

Glied hat, namlich r2, s i id  die zwei auszuwerteriden Integrale 

Ji Il 

Auf Il wenden wir (34) an,  wo wir ,3 gleich Null zu setzen haben, 
und erhalten 

R B  7'") = - J '8 ) = 
p 1zs 

an l i  , La;,wL). 
Das zweite Integral integrieren wir zweimal partiel1 und machen von 
derselben Formel Gebraueh, wobei zu beachten ist, da6 JI (O) = O ist; 
so wird 

1'"' - R";:"' 
i! 

Demnach werden die Koeffizienien nach leichter Reduktion 

(38) 

und damit 

Da 9.: sehr rasch mit n zunimnit, ist schon riach wenigen Sekuri- 
den nur  das erste Glied der Surnme zu berüçkàichtigen; in genügendern 
Abstand von den Enden (weil das longitudinale Gefalle nicht beachtet 
ist) wird also die Temperatur nach einem Exponentialgesetz ansteigen 
und sich (vgl. die Anmerkung zu (29) und (17j)  in etwa 10 Minuten 

bei einem dieken Drnht der H6chstternperatur anniihern. Da .To 

mit  wachsendem r  abnimmt, macht sich innen der EinfluB des Anfangs- 
zustandes etwas langer bemerkbar, doch ist der Unterschied von Jo(0) 
und &(a,) nicht bedeutend. Die Temperaturdifferenz von Purikten in 
der Drahtacbse gegen Punkte in der Oberfliiche ist zu Beginn kleiner 
als im stationgren Ziist,and; da die negative Siimme den iibrigen Teil 
der rechten Seite der Gle ichuq  darstellt, ist auch die Differenz fiir r - O 
und r = r durch 

gegeben; auch hier kommt nach wenigèn Sekunden nur  das Qlied für 
72 = 1 in Betracht. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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6. Gleiclutrom, rudiales und longitudi~zales Te't.)nperaturgefülle. ug(r, x). 

h u s  ( 2 )  wird, da wir hier den Anfangszustaiid nicht berücksichtigen, 

azu a u  PU + - +  e + h o = O .  
arP a r  ax  

Wir setzen 
= 2 F i.)* (x) + 'Fi (y), 

wo wieder tp,(r) - uS(r) ist, und erhalten die einaelnen Differential- 
gleichungen 

2ii'' 1 - 2 3  1;> 'F"+;rp'+Brp=O 

mit den Integralen 

Für r = R muB y der Grenzbedingung (6) genügen: 

Diese Gleichung hat wie (27) und (28) unendlich 
zeln 8,; wenn wir wieder 9, einführen, wird 

viele positive Wur- 

Damit erhalten wir 

h 9, 

fi - + (AI - y?) +z 5.4 (2) bn j e  R + e- fi ( l - z ) ] .  
9 

Dieser Ausdruck mu5 noch den Grenzbedingungen (7) gemLB bestimmt 
werden: 

- 
4 ( r )  + z b n ~ o  c2) b n ( l  + e li 1- O. 

Da einer der Faktoren willkürlich festgesetzt werden lrann, wahlen wir, 
u n  b, in einfacher Form zu erhalten 

(40) 
1 b, = 

3,  
~ + e - a  

und bestimmen dann die b, aus der Gleichung 

2 6. J, ('2) = 9 + 2 (n2-  ra)], 

die dieselbe ist wie für f,; es wird demnach 
m - 

(41) ug (r, XI = g + +1 <R' - ra) + 8 f n b n ~ ,  (3) je  + e 
1 
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24 t b e r  den Temperaturverleuf in stromdurchflossenen Driihten usw. 

Wenn wir wieder in der Summe nur das erste Glied berücksich- 
tigen, was schon bei kleinem 1 und nicht zu kleinem x erlaubt ist, 

und wenn wir JO r2) = 1 setzen (siehe oben), so erhalten wir 

Hieraus sieht man, da8 in einiger Entfernung vom Ende die Tempera- 
turerniedrigung unabhangig vom radius vektor r ist. 

Die Differentialgleichung für dieses Problem IaBt sich auch auf 
einem anderen Wege losen; setzen wir 

=2'~ Cr) w (4 + $1 ($1, 
so erhelten wir die einzelnen Differcntialgleichungen 

Die erste hat als Integral 
ho 

7Ji = - , x" cx + C', 
worin nach (7) 

ho c'=O, C =  1 
2 

zu setxen ist, so daB die Temperatur in erster Anniiherung einen para- 
bolischen Verlauf hat; dies ist die Temperaturverteilung in einem Draht, 
der keine Warrne durch die Oberflache abgibt, denn für y = O wird 

d'zc die Differentialgleichung dz ,  = const.; die Abweichung davon kann je- 

doch - bei kleinem R oder grolem 1 - betrachtlich sein, da für 
p =+ O die Temperaturkurve in der Mitte lang horizontal verlauft. Ferner 
erhalten wir analog S. 16 

12 11: 
@ = nt, s i n l -  x. 

Die Differentialgleichung für rp führt auf eine Besse l  s c h e  Funktion 
rein imaginaren Arguments: 

q - J .  (If i ) .  
E s  wird also 

Hierin müssen die m, so bestimmt' werden, daB (6) genügt wird, also 
aus der Pourierschen Reihe 
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Da JOf(xi)i und &(xi )  durchaus reell und stets positiv sind, ergibt die 
Bestimmung der in, endliche reelle Werte, und zwür wird 

Auch hier wird im wesentlichen das erste Glied von EinfluB sein; 
wir haben jetzt, da ml negativ ist, im wesentlichen von der Parabel 
x(Z - x) eine halbe Sinuslinie abzuziehen, wodurch in der Mitte der 
horizontale Verlaiif entstehen kann. In einem Querschnitt nahe der 
Klemme sind die Temperaturen und radialen Bifferenzen klein, verm6ge 

n a  
des Faktors sin -, und nehmen d a m  zueinander proportional zu, so 

2 
lange der Sinus durch das Argiiriierit ersetzt werden kanri. 

Wir  haben hier dieselbe Gleichnng durch zwei vollstiindig ver- 
schiedene Reihen transzendenter Aiisdriicke integriert, die physikalisch 
heide brauchbar sind, da sie mindcstens halbkonvergent sind und in den 
ersten Glicdern rasch abnehmen. 

Wir konnen fragen, unter welchen Umst3nden wir aus den Glei- 
chungen (41) d e r  (43) die Gleiçhungen (19) und (21) ableiten konnen. 

Die radiale Ternperaturdifferenz ist nach (22) -;, soweit es sich 

um den von Ort und Zeit unabhiingigen Teil handelt. Wenn diese 
ho - ho I l i  

klein ist gegen die gesamte Temperaturerhohung - 
9 

-2, ,  4 .  (171, 
(20), wenn also 

2. R 1. RZ klein gegen - , R klein gegen -- 
P P 

ist, so müssen wir, wcnn wir überail diese Vernachliissigung begehen, 
2 T Â R 

zu u,(x) gelangen; natiirlich ist erst recht ra gegen - und - zu ver- 
P t'. 

nachlassigen. 

Hierdurch wird zunachst (41) 
a,, 

u = h ~ + ~ f n b , L . ~ o ( r > ) ( e  Y 

Nach der Anmerkung 1 auf S. 20 wird, wenn wir jetzt die hiiheren 
Potenzen des dimensionslosen 8, gegen 1 vernachlissige% f ,  bestimmt 
aus (30) zu 

( 4 9  
ha 

f i = -  ,, 
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26 ii'ber den Temperaturverlauf in stromdurchflosseuen Drahten usw. 

a 2 
wie auch ails (38) direkt zu ersehen kt ,  w e m  wir gegen - - ver- 

P R 
nachkssigen. Somit wird das erstc Glied der Summe in (41) 

was die gesuchte Gleichung (19) ist. Es müssen dernnach auch die h6he- 
ren Glieder der Summe, für n - 2, 3 .  . ., gegen das erste klein sein. Nun 
a i r d  für groBere Indizea an rasch @Ber, wir sahen, daB a,+, = 3, + z; 

also wird der von x ahhiingige Faktor kleiner. JO nimnlt allmiihlich ab 
(oszillierend), so daB nur noch der Verlauf der fn eine VergrijBerung 
bewirken konnte. Hier haben wir jedoch nach (38) das rasch wachsende 
8; im Nenner, das mit dem allmahlich kleiner werdenden JO multipli- 
ziert ist, so daB in der Tat die hoheren Glieder vernachlissigt werden 
k" onrien. 

Die Gleichung (43) kann nicht auf die alte Form (19) gebraclit 
werden wegen der verschiedenen Transzendenten. Über die Verriach- 
lassigung des longitudinalen GeTiiies siehe 11. Dagegen geht (43) für 
p = O, also auch verschwindende radiale Differenz, in die parabolische 
Temperaturkurve über, vgl. S. 24. 

7. W e c h  s e l s  tronz, keilz lonyitudinnles ~cnd rad ide s  ï'emrzpertttwge- 
fülle. u, (t) .  

EY wird aus (11) 

Integration mittels Variation der Konstanten ergibt 

worin die Integrationskonstante cl nach (8) zu bestimmen ist: 

O = -  " 9  h 
2 ( b 2 + 9 7  + 2 9  f C 1  

Dadurch wird, weil 

Der EinfluB des Anfangszustandes verschwindet wieder nach hin- 
reichend langer Zeit. Der Paktor von t ist dcrselbe wie bei Gleich- 
strom, aber die Exponentialfunktion ist mit einem Faktor multipliziert, 
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der kleiner ist als 1, so da1 der Anfangszustand weniger lang von Ein- 
fluB ist. P ü r  nicht ganz dünne Drahte ist aiieidings g viel kleirier 
als b, so daB der erwahnte Faktor merklich 1 ist. 

Hier ist die Temperatur an der Oberflache im stationiren Zustand 

Es  ist also wie bei Gleichstroiu zi, proportional I k 3  - was C r a n z  
seines Fehlers wegen nicht erhielt - und proportional dem Quadrat 
des Strommaximunis. Um diese Resultate für  Gleich- und Wechrel- 
strom zu rergleichen, müssen wir die zr,  in Bezieliung setzen zu gleichen 
Leistungen, zu gleichen Warmen-iengen in gleichen Zeiten. Da 

X 
[ ~ a s i n ~ a t d t = . ~  p a  

O 

und für Gleichstrom 

J . .  
so mu8 bei derselben Leistung = z, sein. E s  entsprechen deshalb bei i / z  
gleichen Stromleistungen bei Gleich- und Wechselstrorn nicht riur die 
Joulesche Wiirme, sondern auch die mittlere Temperaturerhtihung ein- 
ander, voi-ausgesetzt natürlich, da13 die Frequenzen so klein sind, da8 
der SkineFekt  vernachliissigt werden kann. 

Das typische Wechselstromglied, die ,,zeitlichen Scl-iwankungen" 
darstcllcndj hat  eine Amplitude, die nicht vom Anfangszustand abh'inpt, 
also nicht erst allrnahlich ihren vollen W e r t  annimmt. Diese Amplitude 
wird u, gleich, wenn b2 gegen g-leiri ist, bei g m z  düiinen Drihteii 
uiid langsamen Wechseln; im aiigemeineri wird jedoch das Gr6Berirer- 
hdtnis  umgekehrt sein, also die Schwankungen viel kleiner als u,. 

Betraehten wir nun die Eintrittszeit der Maxima der Schaankungen 

in bezug auf die der Strommaxima, so sind wieder die obigen zwei 
Palle zu unterscheiden; im ersten, bei ganz dünnen Drahten und daher 

z 
rascher Abkühlung, ist arctg % riahe = - 

2 
und die Xaxima erfolgen 

gleichzeitig, ci. h. die m o m e n t a n  erzeugte Jou lesche  Wiirrne ist fiir 
die Temperatur maBgebend; im zweiten Fall, der praktisch immer ver- 
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28 riber den Terriperaturverlauf in stromdurchflossenen Drahten nsw. 

7c l' 
wirklicht ist, sind die Maxima der Teniperatur um - = -- 

4 a  8 
gegen die 

des Stromes verzogert, sie treten d a m  ein, wenn dcr Ü b e r s c h u ~  der er- 
zeugten Jouleschen Wiirme über ihreii Mittelwert ein Maximum hat. 
Zwischen beiden Extremen der Phasenverschiebung und der Amplituden- 
iinderung dieser periodischen Schwankung findet ein stetiger Übergang 
statt, vgl. (101). Da im allgemeinen g2 gegen 6%egfillt, ist die Ani- 
plitude urngekehrt proportional der Frequenz, wird also rasch kleiri mit 
wachsenden Schwingungszahlen. 

8. Wcchselstrom, longitudinales Temperatwyefalle. u, (x, t). 
Hier gilt 1)ifferentialgleichung (1 1) 

I Ô U  aeu - -- h z ait ' + 9 - g U - T e  f 2 = 0  
k a t  ax 

Da die schliefllich eintretende Temperaturverteilung die Periode 2at 
haben muB, so setzen wir 

wir erhalten hierdiirch die einxelnen Differentialgleichungen 

und finden leicht 

a, bestirnmt sich aus (7) zu 

Um den Wert von b,  kürzer darzustellen, setzen wir 

und ferner 
fi+ b i  = a,+ u, i ,  

also 

wobei die innere Wurzel positiv zil nehmen ist, weil a, und a, reell 
sein sollen; d m  Vorneichen der i i u~e rén  Wurzel ist beliebig, da bei der 
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gleichzeitigen Anderung der Konstanten der Gesamtwort nicht geandert 
wird. Ferner setzen wir b, = b' + iO'\ dann witd 

Nach dieser Bestiminung der Konstanten a i r d  nach leichter Reduktion 

Wir erhalten wie bei uy(z) in (19) eine Gewolbelinie, über die sich hier 
aber periodische, vom Ort unabhiingige Schwankungen superponieran; 
ihre Amplitude ist dieselbe wie in u,(t) (46), ihre Verzogerung n + E, ent- 
sprecherid dern Untersçhied der Vorzeichen. Hierzu kommt noçh von jeder 
Blemme her eine ,,Weiief' - wir brauchen infolge der Symmetrie nur eine zu 

untersuchen - deren Amplitude ) ' ~ 2 + p ~ 5 e - o o z  nach einem Exponential- 
gesetz abnimmt; wenn a, grnB ist, wird diese Welle stark gedampft, so daB 
schon bei kleinerem II  eine Superposition der beiden Wellen in der Mitte 
nicht mehr merklich stattfindet. Die Wellenlinge, wenn man als solche 

2 ac 
den doppelten Abstand zweier Nullstellen bezeichnet, ist -, unabhangig 

u, 
2 u von Ort und Zeit, ebenso die Fortpflanzungssgeschwindigkeit - - Das 
a1 

Dampfiingsverhiiltnis der Amplituden im Abstand zweier Maxima ist 
Bno, 

e . Da i. a. g klein gegen b ist, i a = = a somit die 

1/a 
Weiledinge nach (1) 2 , umgekchrt proportional der Wurzel aus 

i / v  

der Schwingungszahl; für Cu ist der Ziihler 3,5, îiir Fe 2. Die Bort- 

pflanzungsgeschwindigkeit ist 2 fi. Das D%mpfungsverha,ltnis jst 
in weiten Grenzen unabhgngig voin Material, Dicke und Lange des 
Drahts = eëa". Für  v = 50 ist für Cu die Weilenliinge 0,50 cm, die 
,,Fortpflanzungsgesçhaindigkeit" 25 cm/sec und die Amplitude in1 Ab- 
stand einer Wellenlange kleirier als 1 %. Da i. a. also der Faktor im 
Exponenten (a,) gleich dem im Argument (a,) ist, erhalten wir f ü r  
nicht ganz dünne Driihte, was die longitudinale Welle betrifft, dieselbe 
Losung mie für eine unendlich ausgcdehnte Platte, wie z. R. für  das 
Problem der tiiglichen und jiihrlichen Temperaturwellen, die in die Erde 
eindringen. 
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Wenn die Radien sehr klein werden, kommt g gegen b in Betracht, 
u, wachst, a, nimmt ab. die Wellerilange wird grofler und die m'eue 
starker gedimpft. Bei diinnen Driihten k t  demnach der abkühlende 
EinfluB der Klemmen auch auf diese Weiie, nicht nur auf die kon- 
stante Teinperatur, schon in kleinerem Abstand vom Ende als bei 
dicken Drahten unmerklich. 

Wir crweitern, um (8) genügen zu konnen, den Ansatz durch 

ri = u, (x, t )  +2@, (x) f ( t )  , 
wo @, ( x )  f ( t )  dem homogenen Teil der Differentialgleichung ge- 
nügen sou. Die hinzukornmenderi Integrale sind 

worin nach (7) 

Wir  setzen pn = 8 { Pn ) und bestimmen die HoeffizienCen ails der 
Fourierschen Keihe [= uw (x, O)] ; wir bezeichnen 

und finden für diese Integrale 

wobei 

und 
A ,  = cl, (1 - ( -  1;" e - " o l  cos ail)  + (-l)"a, e- ao'sina, 1 

(54) 
A(;) = cl, (1 - (- 1)" e- "oz cos u, 1 )  - (-l)"cc,e- sin a, 1 .  
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Wir erhalten somit für den zu u,(x,t) hinzukoinmenden Teil: 

(55) B b ) f ( t  

Von der oben diskutierten Gewolbelinie mit der superponierten 
zeitlich periodischen Schwankung und den nach der Mitte zu laufenden 
Wellen ist wie in u,(x, t)  eine Beihe von Sinuslinien zu subtrahieren, 
deren Aniplituden mit wachsender Zeit rasch abnehmen. Nach einigen 
Sekunden kommt wieder nur das erste Glied in Betraçht. 

9. TIeclzseLtrom, radiules Temperaturgefalle u, (r, t). 
Aus (5) miïd 

i a u  a2u  au h e 2 a i t + h = 0  --- k a t  2 

Wir setzen 
77 = rp(r)eZait + rp,(r), 

wo mie in 3 

ist und für rp die Differentialglei~hun~ gilt: 

ihr Integral ist: 
hi c~,b i /=G))+  ,. 

Wir hezeichnen mit Lord Kelvin (vgl. Jahnke a. a. O. S. 144) den 
rceilen Wert  der Besselschen Funktion nullter Ordnung mit dem ge- 
misüht komplexen Argument s l / z  durch ber z, und eentsprechend den 
Faktor von i mit bei x, d. h. 

(56) ~ , ( z F i )  = ber x + i bei x; 

entsprechend 

Sach der Definition und (25), (26) ist 
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32 Über den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Drühten usw. 

und 

Wenn noch C = c,+ cl i gesetzt wird, findet man 
h h  (I-- + (p - 

2 g  8 r y  + r ( c o +  - c,i) (ber(rl / i)  + i I>ei(rl/b)) + - ] $ f f i i >  2 b  ' 

Wir bezeichnen ferner - 

(60) r i b  = Q, RD = P, 
und setzen 

(61) 
h IL 

Co = & I o ,  Cl = - d 2 6  l' 

d a m  wird (6) 

( c o + c , i ) ~  (berf P + i beiPP)  = - ' Â. ((co + c,i) (ber P + i bei P) + b ) ,  
2 b, 

und wir erhalten zur Bestimrnung der d durch Trennen des Reellen 
vom Imaginiiren die Gleichungen: 

die als Losungen 

haben. Zuni Verstindnis dcs Rcsultats ist es notig, Kenntnis von dem 
Verlauf von do und dl zu haben; da sie aber auBer P noch die eben- 
falls von Pall zu Fall verschiedenen Konstanten v, y, d, c und D ent- 
halten ist, so i d  diti genaue Berechriuq riicht mGglich oder man müBte 
für jede dieser GrGBen eine besondere Tabelle berechnen. Nun kGnnen 
wir aber die Niiherung 

< 

d o  = - - (Pj 
L V b  

P d, = - - -  BI ( P )  , 
IVb 

be i 'E  + bei P 

b e i P +  ' ; b e r ~  

berPY+- ber^ 
P d - - - -  I v'b 

1 - 
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wobei 

(64) 

anwenden, wo die Ij, und LZ, nur von P abhangig sind; diese Nihe- 
rung ist nicht erlaubt für kleine Y, aber sicher für P gr6Ber als 0,5, 
was schon sehr kleinen Radien entspricht, vgl. 13. E s  ist niimlich 

immer, auch fiir kleine wechselzahl, klein, ber 'P  und ber P, bei 'P  
A i b  

und bei P etwa von derselben GroBenordnung, mit Ausnahrne der 
Stellen, wo ber' Y und bei'Y verschwinden; da für eine Kullstelle 
z. B. von ber' P aber das eigentlich vernachlassigte 

;I/b ùer P 

sehr klein ist wegen des beir P im Nenner, verschebt diese Verriachliissi- 
gung die Nuustelle von dl - ebenso die von do - um eine gailz geringe 
Strecke. Wie die Tabelle (96) zeigt, verschwinden bis P = 10 ber' und 
beir nicht gleichzeitig; da für noch gr6Bere P, wie (97) zeigt, Bo und 
BI immer kleiner werden, also erst recht die do und d, klein sind, kann 
mit Wahrscheinlichkeit geschlossen werden, daB ber' und bei' auch 
hier nicht glcichzeitig Null werden, denn dann müBten Bo und B, un- 
endlich werden. Das wird bestiitigt dureh die S. 49 Anm. 1 angegebene 
Niiherurig. Unter Benutzung von (62) wird nun 

und daher 
h h  

(66) u,(r , t )  = y ,  + 8 ( R P - r 2 )  
h -------- 

( 
d ber Q - d, bei p 

+ - Y ( d o h e r p - d l b e i p ) 2 + ( l + ~ l o b e i p + d , ~ e ~ ~ ) a ~ ~ ~  2 b  ~ a t + a r ~ t g - ( & ~ ; ~ ~ ~ ~ & , ~ ) .  

h 
Wir erhalten hier die~elhe konstante Temperatur - (jetzt ist es 

2 g  
die der Oberfllche) wie bislier; dam kommt die kori~tante radiale Biffe- 
rem, die der für Gleichstrom entspricht, ~ e n n  die Stromleistungen gleich 
sirid; über diesen Zustand superponiert sich noch eine periodische Funk- 
tion der Zeit, deren Amplitude eine E'unktion des radius vektor ist, 

d ber Q - d, bei e 
ebenso mie die Phasenverschiebung arctg (?+ do bei + d, bmJ. 

Wie 

aus der Gleichung für zc,(t), wenn g klein gegen b, zu entnehmen ist, muB 
h 

die Amplitude in (66) für zu verriaçhiiissigendes radides Gefiille zb wer- 

Zeitschrift f. Mathemstik n. Physik. 63. Band. 1914. Heft 112. 3 
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34 'iiber den Semprraturverlauf in  strorndurchflossenen Drahten usw 

den, d. h. die Wurzel muB 1 sein; dies ist, wie (97) und (89) zeigen, 
auch mit groBer Niiherung der Fall, da die transzendenten Ausdriicke 
gegen 1 klcin sind, wenn B nicht zu klein ist. Für ganz kleine R gilt 
diese Niiherung nicht mehr, dann wird aber auch die Amplitude in (46) 
h -- - u,, und wir werden in C sehen, daB dies ebenfalls aus (66) folgt; 

2 9  
in 15 wird auch die Abhingigkeit vom radius vektor genauer untersucht. 
Die Phase ist in erster Naherung - z, für die Werte von P, fiir die (63) 
gilt, so daB auch hier die Überein~t imrnun~ mit (46) hergest~l l t  ist. 

Fiir hohe Mitteltemperaturen werden die radial-zeitlichen Schwaii- 
kungen analog (23) 

(67) 
h 

vu (Y, t )  = - (Re - r 2 )  
8 

h --- - - - - -- d ber Q - d, bei p - , ~ ( d , b e r p - d , b e i p ) s + ( l + d o b e i ~ + ~ h e r p ) P  sin B ~ t + a r c t g ( $ ~  el .- Q + d,bel 

E s  tritt also gegen den aus (66) folgeriden gleichbedeutenden Ausdruck 
fiir kleine uo gar keine formale Anderung auf. 

Wir erwcitcrn den Ansatz zur Losung der oben gegebenen Diffe- 
rentialgleichung, um den Anfangszustand zu bcrücksichtigen, durch 

2 9s (Tl f (4 
und erhalten diese mie S. 18f. als 

also, wenn wir wieder die 8, einführen: 
9:; k t  

u= ~ r ~ ( , t )  + zrn J, ('B)ëli2 . 

Aus (65) und (8) folgt die Bestimmung der Tm, wobei zu den in 5 be- 
rechneten Integralen das neue 

tritt, auf das wir (34) wiwenden. Nach leichter Reduktion unter Re- 
nützung von (%), (57), (60) und (25) und wenn wir I ,  = 13, + I,,i 
sotzen, erhalten mir 

&;) ,;)3 9: ( b e r p p  + -- ber P +- Ps b e i ' ~ + L -  bei P 
~ l / h  ) ( l v b  
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Von WILHELM WEINREICE. 35 

Führen wir dies in rn ein und nehmen yn = 8 { r,}, berücksiehtigen 
ferner nach (62) 

+PZ 
do - dl K;;) - - - 

~ l / b  ' 
so wird 

Dadurch erhalten wir schliefllich 

Nach einigen- Sekunden wird wieder nur das Glied für n = 1 in 
Betraeht kommen, und auch dies wird nach hinreichend langer Zeit ohne 
EinfluB sein. Die Oberfliichentemperatur erreicht wieder, wenn wir uns 

erinnern, daB 3, .u R V ~  ist (Anm. 1 S. 20), nach derselben Zeit wie ohne 
h .  

radiales Gefalle den vollen Detrag; ebenso wie y, annahernd - ist, 
29 

was eus der Bedeutung des ersten Glieds und auch aus (68) abgeleitet 
werden kann, ist y,(l - 4(9.,)) die radiale Differenz D,, die in der glei- 
chen Zeit ihren vollen Betrag erreiüht wie zc,. 

10. Wechsdstrorn, longitudinales und  radiales Tempwaturgefalle. 

% (r ,  x, 4. 
In (5) bleiben alle Glieder stehen; setzt man 

u = [Zrp (r)*(4 i- r p l  (41 e Z a i t  + Z93,(r)+, (a)  + 93, ( 4 ,  

so erhalt man für rp,, rp,, q, und 93, Losungen von der Form 

für und rp die Differentialgleichu~~en 

mit den Integralen 
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E s  wird also 

Das erste Glied gcnügt schon der Grenzbedingung (6). Der von t un- 
a b h h g i g e  Teil wird bestimmt wie bei u,(r, t ) ,  indem wir ebenfalls 
die an einführen. Die Konstante des zweiten Glieds in dem von der 
Zeit abhingigen Teil wird bestimmt wie in u,(r, t)  durçh die Kon- 

d + d i  stante C = hoza-' vgl. (61), (62); das erste Glied wird nach (6) 

und geht für S = S' - bi in die oft benutzte Gleichung für die 

8, = RVS; über. Wir setzen ferner die Eoeffizienten der so auftreten- 

den Reihenglieder 
, .,, 

Sn = Sn + %Sn 
und 

also 

nun bestimmen wir die s, wie in 8 (50) die 6, indem wir dort Po, Pl, 
u0, al durch 1, O, a,, E, ersetzen, und wir erhalten 

S =--- 
ë 6 n Z  sin E ~ Z  

-- 

I I  i + ~ e - ~ n ~ c o , s ~ ~ + e - " n ~  

Dann sind die G, = 6; $ ion analog den 1; auf S. 34f. zu bestimmen, 
nu r  daB die den f, in 4f. entsprechenden Glieder fehlen, aber ill 
hinzutritt: 
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SchlieBlich werden die pn gleich den b ,  in (40) und ebenso die xn gleich 
den fn in (38), niir ist ho durch i h  zu ersctzen, also 

Nun genügt U der Grenzbedingung (9) und jeder Teil für  sich der 
Grenzb~dingung (IO) ,  so da0 der reelle Teil von U die Losung dar- 
stellt, abgesehen Yom Anfangszustand. Diese ergibt sich so als 

Wir haben also die alte Form für den antei l  der Temperatur, der von 
r, X, t unabhangig k t ,  ebenso für die konstante radiale Differenz und 
die radialzeitlichen Schwankungen; zu der konstanten Temperatur ist 
die erste Siimme z u  addieren, deren erster Koeffizient negativ gleich (an- 
nahernd) der konstanten Tempcratur ist ,  so daB wieder eine Gewtilbe- 
h i e  entsteht, die für Punkte auf Parallelen nahe der Drahtachse steiler 
verlauft als für solche riahe der Oberfliiche, vgl. u, (r ,  z). Neu ist die 
xweite Sumrrie, die der in u,(x, t)  besprochenen Welle entspricht und 
zeigt, da6 ihre Amplitude nicht nui- abniinnt mit wachsendem x, son- 
dern auch mit wachsendem r ,  entsprechend im wesentlichen der Ab- 

nahme von JO (y)  - ; allerdings ist diese Abnahme suBerordentlich vie1 

kleiner als die in ;fer Langsrichtung. 

DaB die L6sung in hinreichender Entfernung von den Enden in 
die frühere zcD(r, t )  übergeht, ist leicht aus der Form der von x ab- 
hangigen Glieder zu erkenneri, v@. auch unten; dagegen erfordert es 
eine nahere Untersuchung, den Ubergang in u,(x,t) für verschwin- 
dendes radiales Gef alle nachzuweisen. 

Dazu verfahren wir zunlchst wie bei zc,(r, x), indem wir R 
A 

gegen - vernachlissigen, ebenso die hoheren Potenzen von 9; und 
P 
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38 Über den Temperatiirverlauf in stromdurchflossenen Drahten usw. 

auch die Cflieder der Summen für hohere Indizes; unter Benntzung 
der Anmerkung S. 20 wird (73) vgl. (44) 

h 
XI=-- 2 9 '  

ferner wird ails (70) 

1 
nsch (72) und (48) wird, wenn wir wieder 2 gegen - vernachlasaigen, R 

Oder: aus der Bestimmungsgleichung der G folgt für  n. = 1 

Nnn ist nach (62) und (60), wenn mir von dem dimensiondosen P 
und p htihere Potenzen vernachlassigen 

P PS ., Y ber P = 1, bei P - - - ber' P = - ---, bel P = - - a  

4 ' 16 2 

Dadurch wird zunaühst 
~ l / b  
- - 

P 2 
do = - yqi X 4 h e  R 

4 

und unter der 

Ebenso wird 

erwahnten Vernachliissigung 

und 
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Wir erhalten auf diesein Weg, allerdings umstiindlicher, aber diese 
Beziehungen sind im nachstehenden notwendig, dieselben Werte von 
a; und 6; wie oben. Für kleine p wird der Radikand des zweiten 

und wir erhalten aus den eben abgeleiteten Beziehungen 

h 

( - s a  ') u,([v], x, t )  ;- - +l/,!3:-: sin 2 a t  + aretg -- -) 
29 BI  

( 
P a  4 - BI s i  + e - " O ( l - " )  sin 2 a t  - a, ( 1 -  x) + arctg-- - (sa 6i + pl A)] 

Nun ist nach (40) und (47) - b, = a,; da ferner, wie aus (50), (73) 
und (71) abzulesen ist, 

- /3,s: = hl, 

Bos; + BISl = b", 

haben wir jetzt (74) in (51) übergeführt, indem a i r  pz gegen 1 und 
L R gegen - vernachlüssigten. - 

(L 

Eine zweite Art der Integration der ~ifferentialgleichung erhalten 
wir durch folgonden Ansatz 

U = [Y ( y )  $ ( 2 )  + ir, (x)] eZait + rp, ( y )  $2 (x) 4- $8 (XI. 
Er ergibt die eirizelnen Differentialgleichungen 

h 
1) Im Argument von arctg ist naeh (61) der Faktor + - -  im Z&hlor und 

2 b  
Nenner hinzuznnehmen, da hier nicht das Vorzeichen des B~uchs, sondem dss des 
Zahlers und Nenners wegen (46) getrennt nu beechten ist. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



40 tfher den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Driihten nsw. 

und die Losung 
h . nrr 

O,,,(, X, t) ,  =a z ( 1  - 2) +C<mn J, (7 nr) sin 1- x 

n z +x(rk + in.) JO 7: - ai) sin T z 

und 

( 77 )  u.,(r, x, t)2 = i R(v> x> t)a 1; 
dabei sind die m, wie bei zc,(r, x), reell zu bestimmen; r{" ergeben 
sich wie b'ù" aus (50)) wo die Po, Pl, or,, CL, resp. durch O, - 1, 

, z ersetzen sind: 

Da nach Restimmiing der Integrationskonstanten von iC, in 

eine B e  s selschc Funktion gemischt komplexen Arguments auftritt, i d  
die Diskussion von (76) nur für kleine oder groBe n moglich, da 
entsyrechende Tabelle11 noch fehleri; jedenfalls lassen sich die ~ k ,  
bestimmen aus 

Setzen wir 

und 
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dann wird der von t abhangige Teil von u: 

2 + arctg 9. B e ? ~ , z <  R $ Q ~ ~ - - )  sin nx 
- (5; Bei e ,  + q i  Ber el) 1 x. 

Die gediimpfte longitudinale mTelle, die den EinfluB der Abkühlung 
auf die typischen Wechselstromglieder darstellt, hat  eine ahnliche Form 
wie die S. 29 besprochene longitudinale Welle. Aber der Exponential- 
faktor ihrer Amplitude und ihre Phase hat  nur  dann denselben Wert  
wie dort, wenn y klein gegen b ist, da dort die Paktoren a, sonst von 
- 

$/: versrhieden aind; rie entsprinht also einem Draht ohne Ausatrah- 

lung, ist aber trotzdern von der oben besprocherien Welle nicht merk- 
lich verscliieden, da beide nur  i n  der S i h e  der Klemrneri auftreten, wo 
die innere Wiirmeleitung die auBere bedeutend überwiegt - wieder ab- 
gesehen von ganz dünnen Drahten, vgl. ebenda. Das Gleiche gilt auch für  
die rein zeitlichen Schwankungen. F ü r  n = 1 kann Ber = ber, Bei = bei 
gesetzt werden, wenn i gr08 ist; es la& sich deshalb auch ails dieser 
Formel der SehluB ziehen, daB die Temperatur in ihrer Abhiingigkeit 
von r wenig rariiert; die einzclnen Glieder dürften wohl in der - r- 
Richtung fortschreitende mTellen darsteilen, deren inkonstante Ampli- 
tude auçh von z abhaiigt, vgl. auch 16. 

11. Die Gleicl~ungen fiir z~rzendlicl~e Brahtla.rzge. E s  wird unter Um- 
standen einfacher sein, die Drahtlinge a h  unendlich arizunehmen und 
nur den abkühlenden EinfluB e i n e r  Kleuime zu untersuchen. DaB dies 
für die gesamte Temperatur nur bei wirklich langen oder sehr dünnen 
Driihten erlaubt ist, erhellt ans dem zu (19) Gesagten. Dagegen ist es 
für die typischen Wechselstromglieder immer erlaubt, da hier die Fak- 
toren u, im Exponenten auch bei kleiner Preqiienz groB sind. 

E s  gibt zwei Wege, zu den neuen Glsichungen zu gelangen; ent- 
weder macht man in den Gleichurigeri srlbst den Grenzübergang, odcr 
man integriert die Differentialgleichung von neuem, indem man nur die 
eine Grenzbedingung (für x = 0) berücksiehtigt und anstelle der andern 
die Bedingiing setzt, daB u auch für grofle x endlich bleiht. 
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Gleichstrom, k~rhgitudindes Cefalie. In (18) und (19) wird 

a = - 1  
also 

(83) 
h 

u , ~ ) , =  O (1 - e - 6 ) .  
Y 

Die Terriperatur eines Drahts, dessen eines Ende auf der Lm- 
gebu~igstemperatur bleibt, wahrend das alidere sehr weit entferit (oder 
an einen schlechten Warmeleiter angeschlossen) ist, niihert sich asyrnp- 
totisch nach einem Exponentialgesetz ihrem hochsten Wert. 

Wollen wir hierbei den Anfangszustand berücksichtigen, so i n t e  
grieren wir am einfachsten die I)ifferentialgleichung und setzen 

(7) gibt a = - 1, 1aBt aber b und C beliebig. Wir  setzen 

und erhalten, wenn wir + über y von Null bis cc integrieren, 

Dies genügt den Anforderungen, da für x - 0 und fü r  t = O u = O 
ist, denn es gilt 

(an) l =  Iimfsin rn d y r j f ( E )  sin y6 dE = f(x), 
O O 

für alle Funktionen f (x) ,  die i m  Bereiche endlich und stetig sind und 
für x = O verschwinden. An der oberen Grenze CQ, die uns hier nicht 
interessiert, ist der Wert des Integrals lim f ( l )  für I = W.') 

1) Vgl. z .  B. S c h l 6 m i l c h ,  Kompendium der hüheren Analysis. II. Braun- 
schweig 1906, S. 188. 
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Gleichstrom, radiales und 2ongitudinnZes Gefalle. Aus (40) fol& 
3, 

- ( 1  -4 b, = 1; die Glieder e in (41) verschwinden, daher wird 

Die Formel sa$, wie nach der f ü r  das longitudinale Gefaile allein zu 
erwarten ist, daB die Temperaturen in Parallelen zur Drahtachse asymp- 
totisch ansteigen; denn schon in kleinem Abstand von der Hlemme 
sind die Glieder für  l z  = 2 zu vernachlassigen. Das Gleiche gilt für 
die Differenzen innen und auBen, die im gleichen Verhiiltnis wie die 
Temperaturen selbst erniedrigt werden. 

3n 

Setzen wir in (86) auch e- = O dadurch, daB wir x sehr groE 

annehmen, so erhalten wir die radiale Temperaturverteilung allein, 
vgl. (21). 

Bei der zweiten Art der Integration erhalten wir 

x = 0 laBt in, 92, C beliebig, Cf uiuB Null sein. Da C niçht bestimmt 

und u für unendliches x unendlich wird, ist die Losung unbrauchbar; 
dies beruht darauf, daB sie in +, die Temperatur eines unendlich langen 
Drahtes, der nur an dem einen Ende abgekühlt wird, aber keine miarme 
durch die Oberflaçhe abgibt, für seinen stationaren Zustand enthalt, 
welcher unbe~ t immt  ist. 

TVechselslrorn, longiludinales Gefülle. Bus (47) folgt a, - - 1, 
aus (50) 6' = Po, b" = SI. Da noch 

- 

e - l / ~ ( L - " ) = O  und e-%('-x)=O 

wird, so erhalten wir 
h 

(87) u ,  (C t ) ,  = -lg (1 - KY*=) 

Wir  haben die bekannte Gesamtternperatur und zeitlichen Schman- 
kungen; dazu noch die eine der longitudinalen Wellen, o h e  Superposi- 
tion mit der anderen. 

Bei Rerücksichtigung des Anfangazilstandes erhalten mir analog 
a i e  oben 

2 
(88) ~ , , ( ~ ~ 0 , = % ( 5 7 t ) ~ -  Z I = ~ .  lim Fi, iyx.e-oi+g>*t 

O 
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44 Über den Temperaturverleuf in strorndurchfloseenen DrBhten usw. 

WechseZstrom, ruchales und longitudinales Gefiille. Die Gleichung 
(74) wird wenig einfacher, dadurch, daB nach (71) s i  = 1, sz = O  und 
(40) b, - 1 wird und alle Glieder mit 1 - x im Exponenten Nul1 wer- 
den, die eine -elle also verschwindet. 

C. Diskussion einiger Formeln von B. 

12. Diskussion der konstamten rudialen Différens bei niederer mittlerer 
Temperatur. 

Kach (66) ist der zeitlich konstante Teil der Teinperati~r 

Wwte der Konstanten in Gleichzcng (lJ1) 

Für Cu für  Fe  

Die Mitteltemperatur u, des Drahtes ergibt sich aus 

(89) 

aie ist a190 das arithmetische Mittel zaischen ucO) und dB). W5re nun R 
41 

groB gegen 11 - das betrichtlich gr6Ber als 100 ist, also ein praktisch 

*n 8,9 7,7 
c 0,091 O, 105 

Y 0,001 7 0,0012 
A. 079 0,15 
W O,O, 17 0,0,12 

\ k 1,111 0,1855 

nicht vorkommender FaLi - so erhielte man das Resultat, daB bei ge- 
gebener II6chsttemperatur die maximale Stromstarke proportional R 

4 1. 
wiire. Wenn dagegen 11 gegen - klein ist, ist bei derselben Temperatur- 
- -- P 

1) Diese Werte sind dem Lehrbuch von Bo h l r  a u  s c h  entnommen, mit Ans- 
nahme von y ;  hierüber vgl. A.  
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Von WILRELY WE~XAEICII. 4 5 
3 

erhohung die Stromstarke proportional R 2 .  Letzteres ist die auch 
ohne Integration abzuleitende Formel, vgl. die Bot tomlegsche  Formel 
S. 5, die auch meistens zur Bestimmung von p u. dgl. verwendet wurde, 
siehe auch C r a n z  a. a O. S. 98. Experiruentell fand man nun meist 
die Stromstarke proportional R bei derselben Temperaturerhtihung, rgl. 
die Zusammenstellung bei T c i c h m ü l l e r  a. a. O. Kap. 1, so daB man 
anscheinend die hbhlingigkeit des p vom Radius berücksichtigen muB; 

1 
dieses ware demnach proportional (Es scheint, als ob die Schuld R- ' 
an dieser Abweichung von dem erwarteten Resultat auf die Abhangig- 
keit des ,u von der Tfirnperatur geschoben wurde; wenigstens war immer 
die lineare Warmeahgalse der Punkt, den man verhefisern zu müssen 
glaubte). Da jcdoch diesc Verhaltnissc noch nicht genügend geklart sind, 
mird p des weiteren als Konstante betrachtet; einige Schlüsse würden 
allerdingo geindert werden und konnten üo zu einer experimentellen 
Entscheidung beitragen. 

Bei konstanter Stromdichte wichst un mit dem Radius und zwar bei 
1 

konstantem p wie R, bei y - wie RB; man darf also diçkere Drahte 
R 

nicht mit der gleichen Strorndichte belasten wie dünne, wcnn man nur 
eiue gewisse Temperaturerhohung zulassen will. Dies kommt in gesetz- 
lichen Vorschriften zum Ausdruck'), wo für den kleiristen angegebeneri 

Amp. 
Quersctnitt über 500 qcm erlaubt sind, für den grGBten nur 100. 

Wir finden aus (91) und (92) die zu untersuchende radiale Tem- 
peraturdifferen~ auBeri und iniien 

Wir sehen aus (94), daB LI den gr6Bten Wert anniinmt, wenn 
gleichzeitig zc, und B den gr6Bten Wert haben; niau erhalt deshalb 
den gr6Bten Untersçhied der Tern~eraturen in der Drahtachse und an 
der Oberflache, wenn man beim groBten in  Betracht kommenden Quer- 
schnitt - wir kiirinen den erwahnten gesetzlichen Vorschriften ent- 
sprechend einm Wert von R = 2 als p6Bten anseben - die Strom- 
stirke so gr00 macht, daB u, seincn hochsten Betrag von etwa 20 Grad 
- darüber hinaus ist die Giiltigkeit der Formel vielleicht zweifelhaft - 
annimmt. Für  C u  Lindet nian z. B. für J= 5000 und R - 2 Bk = 0,035'i0, 
u, = 18,g0; für andere Metalle ist die radiale Differenz gr6Ber als für 

1) Uei T e i c h m ü l l e r  a. a. O. S. 2 6 1  sind folgende dentsche gesetzliche 
Vorschriften über die Maximalbeladung einer isolierten Kupferleitung, wenn sie 
in Hausern verlegt ist, angefülirt : 

bei einem Querschnitt mmz: 0,75 2,5 1 0  35 70 120 310 500 800 1000 

eine Stromstiirke ,4mp.: 4 15 40 9 0  130 200 400 600 830 1000 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 cher den Teinperaturverlauf in stromdurchflossenen Drahten usw. 

I Cu, wenn - grijBer ist; fiir Eisen wiichst sie auf über das Vierfache, 
P 

bei J =;: 1540. Da für aile andern Metalle auBer Silber das innere Wiirme- 
leitvermogen kleiner ist als für  Cu ,  ist D - bei als anniihernd gleich 
roiaiisgesetztem iiuBeren Leitvermfigen - gr6Ber; fiir Blei würde D 0,4Q 
betragcn konnen bei 20° Erhohung und einer vie1 geringeren Strom- 
stiirke infolgc des gr6Dcren Widerstandes. 

Die gemachten Voraussetzungon erlauben es nstürlich, Il zu ver- 
kleinern, wenn die Stromdichte konstant gehalten wird, oder um die - 

obere Grenze der Temperatur zu erhalten, wenn die Stromdichte pro- 

portional B-' geiindert wird. Dadurch wird allerdings die radiale 
Differenz kleiner, aber, wie wir sehen werden, die Amplitude der radial- 
zeitlichen Schwankungen groBer. 

13. Iliskussion der zeitiichm Schujankungen bei niderer mittlwer 
Tenyneratw. 

Wir haben hier nach (66) zu diskutieren 
h 

(95) S,, = V(d, ber Q - d, bei @)' + (1 + do bei Q + dl ber pjz 
d ber e - d, bei p 

2ut  + arctg 2 ---- - (1 + do bei p + d ,  ber e )  

Um den Verlauf von do und dl und der mit ber g und bei Q multi- 
plizierten Ausdrücke übersehen zu konnen, seien zuniichst die Werte 
für ber, bei, ber', bei' naçh J a h n k e  a. a. O. S. 146 angegeben: 

ber x 
1,0000 
0,999 
0,9844 
0,921 1 
0,7517 

0,3999 
- 0,2214 
- 1,1936 
- 2,5634 
- 4,2991 

- 6,2301 
7,9735 

- 8,8584 
+ 20,Y 739 

138,8405 

- 2969,79 
47553,7 

bei x 
0,0000 
0,0625 
0,2496 
0,5576 
0,9723 

1,437 1 
1,9376 
2,2833 
2,2927 
1,6859 

0,1160 
- 2,7902 
- 7,3348 
- 35,0167 
+ 56,3704 

- 2952,33 
11500,8 

ber' x 

0,0000 
- 0,0078 
- 0,0624 
- 0,2100 
- 0,4931 

- 0,9436 
- 1,5698 
- 2,3361 
- 3,1347 
- 3,7537 
- 3,8442 
- 2,9070 
- 0,2931 
+ 38,2944 

51,373 

86,648 - 

24323,l 

b e ï  r 
0,0000 
0,2499 
0,4999 
0,7303 
0,9170 

0,9983 
0,880.5 
0,4333 

- 0,4911 
- 2,0526 
- 4,353 
- 7,3729 
- 10,8462 
- 7,6615 

+ 135,23 

- 4089,2 
41491,5 
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Bus diesen Werten berechnet man die Bo und BI (64) und ihre 
mit den Faktoren ber P und bei P gebildeten Aggregatel), die für die 
Obertiiichentemperatur wichtig sind, als: 

Bo ber P 
- B, bei P 

+CO 

4,002 
1,757 
1,367 
1,079 

0,931 
O,8 7 9 
0,852 
0,838 
0,828 

0,1317 
0$07 
0,796 
0,774 
0,759 
0,741 
0,733 

Bo bei P + 
BI ber Y 
- CIS 

0,125 
0,219 
0,371 
O,& 1 

0,571 
0,626 
0,670 
0,686 
0,692 
0,695 
0,697 
O,69 7 
0,702 
0,705 
0,707 
0,707 

1) Die Konvergenz dieser Ausdrücke gegen einen gemeinschaftlichen Wert 

(fi) l%Bt siçh leicht beweioen; nach J a h n k e  a. a. O. S. 101 gilt für groBe s die 
Niherung z 

-~ i 2  
J , ( x i - t ] = b e r x + i b e i z = - - -  [cm (s - 3 + i sin ($ - ;)] 

1/2 x x  

be r ' z  + i bei ' r  eVa j,<.i/- 4 = . ----A - v p ~ i n ( 1 ; 2 - ~ )  i c o s ( + - g ) ]  - v--i 2 n x  

x 2z 
D a  I/z = (1 -1, findet man, wenn zur Abkiirzung - - - = ci gesetzt wird, i /s  2 8 

Also wird nach (64) 
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45 ifber den Temperaturverlauf in  strorndurchflos~enen Drahten usw. 

Für kleine P gilt die K h e r u n g  in (63) nicht, denn es ware für R = O 
do = O und dl = 1, nicht unenrllich. Man findet aus (58) und (59) für 

ber P bei P ber'Y bei' P 

(98) Y = 0 , l :  1,0000, 0,0029, - 0 , 0 0 6 ,  0,0500, 

also mit genügender Naherung für P 0,l 

Yi t  abnehmendem P werden allmiihlich (je nach der Wechselzahl schon 
für gr6Bcre oder kleinere P) die bisher in do, dl verriaclil~ssigten Glie 
der in Uetracht kommen, und zwar für langsame Schwankungen schori 
bei groBerem P, bis zuletzt für ganz klei~ie P - sehr kleine Radien 
- dle Nilierurigeri 

P 

gelten, infolge des Überwiegens von ber P. Da auch für kleine Frô 

quenzen i b  gr6Ber ist als 10, IL kleiner a h  10-g so tritt die &il-  AI/^ 
tigkeit dieser letzten Niihrungsformel in praktischen Fallen nicht auf; 
vgl. bei eiriem kleinen v (101). 

Da bei groBeren Radien (P > 0,9) Bo, BI und die zugehorigen 
transzendenten Ausdrücke htiçhstens von der GroBenordnung 1 sind, so 
konnen wir dieselben Ausdrücke in  den d,  die hochstens von der 
GroBenordnung sind, gegen 1 vermchlassigen. Die Amplitude der 
- -  - 

1 
U ,  ber P -  B, bei P =  - VG 

1 Bo b e i P + B ,  ber P = - -  
Vz 

unabhangig von P, und einauder gleich. Daher ist  die Amplitude für groBe P 
und p = P, d. h. an der Oberfliche, 

-- 

a=l/:+:=i 
und die Phase q(P) in (109) 

1 

In 1 7  erhalten wir die Phase 
i/;J 

1 
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Von WILEELM WEINREIC~~.  49 

zeitlichen Schwankungen ist also in erster Naherurig von dem Abstand von 
der Drahtachse r unabhiingig, also im ganzen Querschnitt konstant gleich 

h y w  -=-- PU0 . 
2 b  4aSlcD a e U R  

Halten wir nun s 2 R  ( 7 4 )  konstant beim Verkleinern dcs Radius, so 
h .  1 

wiichst die Amplitude. 1st proportional - ebenso die Amplitude, R' 
bis die R-iiherung (100) in Kraft zu treten beginnl; d a m  wird nach 
einerri kurzen Übergang wegen (99) und (100) 

b 
I / d r n + d 1 > '  = wo = ) 

h 
und daher die Amplitude: - deich der Mitteltemperatur, so daB bei 

Z q '  

auBerordentlich dünnen Drghten die Temperatur periodisch zwischen 
O und 2u0 hin- und herschwankt. 

Die hier vernachliissigte Abhiingigkeit vom Hadius, die für kleine 
Y noch vie1 kleincr ist als hier, wird in 15 untersucht und mit der 
konstanten radialen Differenz verglichen. 

Y ü r  eine kleine Wechselzahl (v = 50) orientiere riachstehende Tabelle 
über den Zusammenhang von R und Stromstk-ke J, die aus der Bei - 
dingung uo = 20' bestimmt 
Temperaturschwankurig. 

ist, mit der Amplitude A und Phase rp der 

Zeitschrift f. Mathsmatik u. Physik. 63. Band. 1914. Heft 118. 

SP 
n f ü r  Cu 
z für Fe  

n 

n 

x 
z 

n 
?c 

z +  1°17' 
n + Z 0  14' 

7c + 11°59' 
n + 21° 
,z + 61i045' 
n $ 88O 2' 

7t 

3~ 
72 

3-  2 

4 
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50 c b e r  den Temperatiirverlauf in stromdurchflosseuen Drahten usm. 

Für P > 0,5 wurde do, dl Regen 1 vernachliissigt; d a m  bii  0,0,1 nach 
(62) unter Benutzun; von @9), unri schlieBlich aus (100) berechnet; 
die so erhaltenen ci sind: 

.P do (CU) 13 (Fe) dl (Cu) d, (Fe) 
'Y - 0,0022 - 0,00388 - 0,0,2 - 0,0,4 
0,01 - 0,022 - 0,0388 - 0,0,48 - 0,0015 
0,001 - 0,2 11 - 0,334 - 0,0498 - 0,1303 
0,0,1 - 0,364 - O,24 1 - 0,836 - 0,917 
0,0,1 - 0,0445 - 0,0269 - 1 - 1 
1 - 0,00443 - 0,00239 - 1 - 1 

14. Diskzcssion der radiale% Diferejzpett bei hoherew MitkeZ&lî.lpraafuren. 

Die Formeln fiir die radialen Differenzen und die radial-zcitlichen 
Schwankuligen sind dieselben wie in (94) und (95), nur hebcn die 
Konstanten andcre Ver te ;  da es hier jedoch nur auf ungefjhre Kentit- 
nis der Diffcrenzen ankommt, und die Konstanten für hohe Tempera- 
turen nicht oder nur teilweise hekanrit sind, und da schlielllich unsere 
Fornelu für die konstante 31ittelteiii~~erstur nicht melir gelt,en, wir also 
aus deu Aiinahmeri über Radius und Strornstiirke die Sernperatur des 
Draltes, die ffir die genaue Eestimmung des Werts der I<onst;tnten not- 
wendig ware, nicht mehr direlit, sonder11 mir durch das S. 14 bespro- 
chene Xiherungsverfahren berechnen konnen, sei der Einfachheit halber 
mit den alten Werten gerechnet. Jedoch muB gezeigt werden, in wel- 
chem Sinn die Anderung der Konstanten die zu diskutierenden Formeln 
beeinfluBt. Zuverlksige Bestimmungen von 20, c und A bei einer Tem- 
peratur von 18-100 Grad erhielten J i i g e r  und D i e s s e l h o r s t  a. a. O. 
nach einer Methodc von Kohl rausch ' ) ;  dieser untersiiehte den sta- 
t ion leu  Zustnnd, der cintrit,t, wenn an deu Enden e i n e ~  Drahts eine 
gegebene Spannung angelegt und Wiirme nur durch die Klemmen ab- 
geleitet wird. Da hier die \;lr5rmeabgabe durch die Oberflliche uiiter- 
drückt ist, findet K o h l r a u s c h  die erraichte Maximalteinperatur ab- 

a hangig von dern Verhiiltnis ;, menn x das elektrische Leitvermogen 

ist. Dieses Verhaltnis ist ricich der Wied e m a n n -  Franzschen2) Annahme 
für viele Metalle dasselbe und nach L o r e n z  a. a. O. proportional der 
absoluten Temperatur. llies bestiitigen die Versuche von Kirchhoff  und 

1 )  K o h l r a u  sch ,  Uber den den stationsren TSTBriuezustand eines elektrisch ge. 
heizten Leiters. Ann d. P h p .  1, 1900, S. 132. 

2) Wie ri e m  ann  iind F r a n z ,  cher die W;irmeleitungsfiliinkeit der Metalle 
Pogg. Ann. 89, 1853, S. 497. 
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Hansemannl)  und von J i g e r  und D i e s s e l h o r s t  für die gutleitenden 
1 

Metalie hinreichend genau. wachst um etwa 40°/0 bei 100 Grad Tem- 

peratiirerhohung. Eine sehr starke TTeriinderlichkeit der TJeitvermogen 
aird auch duich geringe Verunreinigungen verursacht; so betonen 
Holborn und Wien2)  S. 47: ,,Da die Abwcichungen der Resultate 
der besten Reobaohter die Beobachtungsfehler weit übersteigen und 
auch von denselben Beobachtern bei verschiedener BeschaEeriheit des 
Materials groBe Unterschiede in der Wk-rneleitiing nefuriden sind, so 
kann man den SchluB ziehen, da8 auch geringe Unterschiede in der 
Reinheit und in der physikalischen Beharidlung der Metalle schon er- 
hebliche Versçhedenheiten im Wiirmeleitungsvermogen bedingen wer- 
den". Grüne i sen  a. a. O., der spezieil den EinfluB von Terunreini- 
gilngen auf die Leitvermogen untersucht, fi ndet eine hedeiitende Ernie- 

1 
drigung beider LeitvermGgeri, und zwar derart, da5 mit abnelimen- 

dem elektrischen Leitvermogen zunimmt. Auch dies rechtfertigt wohl 
ein Rechnen mit den alten Werten, da für den besonderen Fall die Kon- 
stanten doch jedcsmal bestimmt werden müssen. 

i wird mit wachsender Temperatur meist zieuilich langsam kleirier, 
also k rasch gr6Ber besonders aegen des rasch wachsenden Widerstands. 
g wird langsam groBer, c wird wenig groBer, D wenig kleiner, so 
dao CD amiihernd als konstant betrachtet werden darf; daher wird 16 

h h 
langsam kleiner, und deshalb b gr6Ber. B b  und - wachsen rasch. 

29 

Die aus den al tm Werten nach (94) herechnete radiale DiRerenz 
wird deshalb vie1 kleiner sein als die tatsachliche. Der E'aktor von do, 
dl in (63) wird boi hGherer Temperatur wohl ebenfalls zieinlich rasch 
wachsen, da A. im Nenner unter der Wurzel steht und p im Ziihler re- 
lativ rasch wiichst. Die Formel (63) h6rt daher schon für gr6Bere R 
auf zu gelten, so da0 die Schwankungen auch wegen des wurzelfaktors 
in der Amplitude gr6Ber sind, als es die Rechnung mit den alten 
werten ergibt, vgl. 13. 

Wir haben die konstante radiale Differenz 

1) G. K i r c h h  o f f  und G. H a n s e m a u n ,  aber die LeitungsEhigkeiten der 
hIetaUe fir Wi rme  und Elektrizitit. Wied. Ann. 13, 1831, S. 406. 

2) Ho1 b o r n  und Wi e n ,  Die biaherigen Bestimmungen dea Warmeleitver- 
mogens der Metalle. (Mitteilungen der phyaik.-techn. Reichaanstnlt.) Zeitschrift 
des Vereins deutscher Ingenieiire. 40, 1836, S. 45. 

4 
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52 Über den 'l'emperaturverlauC in strorndurctillomenen Drahteri usw. 

und die radial-zeitlichen Schmankungen 

von derselben Borm wie früher (941, (95). Aber hier faut  die Be- 
schrankung: u, konstant, weg. Wir  konnen also die radiale Differenz 
beliebig gr08 machen, nrenn wir Tir denselben Draht hohe Stromstiirken 
oder fiir dieselbe Stromstarke kleinen Radius nehmen - solange d ~ r  
Dralit nicht schmilzt. 

Wenn nun auch für die jetzt betrachteten hohen Temperaturen 
h 

u -i nicht mehr streng gilt, so kann es docli einen ungefihren An- 
0- Lq 

halt dafür geben, welche Zusammenstellungen von Stromstarke und 
Radius auszuschlieBen sind, und aiidrerseits, welche der berechneten 
radialen 1)iEerenzen vorkornmeri konnen. 

Unabhiingig von der Frequenz ist u, und A, f ü r  Cu'): 

R- J=10-3 10-2 10-1 1 10 102 io8 104 

10p4 ( 6 600 

1 

R- 
10- 0,064 

10- l 
1 

Praktisch mird demnach die radiale T~mperaturdifferenz immer 
klein sein, selbst fiir glühcnde Dràlite. Daher darf bpi Widerstands- 
messungcn, Liingcniindcrungen u. dg1 die Oberflachentemperatur statt 
 de^ genauen Rlittelwerts gesetzt werden. Dies steht im Gegcnsatz zu 
der Ansicht Wiedernannss ) ,  der zweifclt, ob die durch Schmelzen 
von Stearin gemessene Oberfliichenternperatur genau genug gleich dem 
Mittelwert der Terriperatur ist 

1) Fiir Fe i ~ t  u0 beim gleichen R und J IO mal, A, 60 mal so groB. 
2) G. W i e d e m a n n ,  Die Lehre von der Elektrizitiit. II. Draunschweig 1894, 

5s 290, 294. 
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Wenn diese Temperaturdifferenzen in den praktisch wichtigen 
Failen nicht so sehr klein wiiren, konnten sie z u r  Erklarung des 
Brüchigwerdenul) der Leitungen herangezogen werden, npben den perio- 
dischen, von r unabhiingigen, gr6Beren Temperaturschwankungen bei 
Wechselstom, die jedoch keine longitudinalen Spünnungen innerer 
Schichten gegeneinmder bewirken. Die in 15 untersuchten radial- 
zeitlichen Teiriperaturschwarikungen würden die Elastizitit der Driihte 
wegen des fortwiil-irenden Wechsels der Spannungen vie1 stiirker be- 
einflussen als die von der konstanten radialen Differenz herrühienden, 
wenn nicht ihre Amplitude noch vie1 kleiner mare. 

Die Schwankungen (104) sind nur dadurch von J abhangig, daB 12 

explizit vorkoinmt; alle anderen Gr6Ben enthalten J nicht; da wir keine 
Kücksicht nehmen auf das friihere Aufhoren der Nalierimg (63) durch 
die ~ n d e r u n ~  der Wertc der Konstanten, ist allein die Andermg von 
h 

mit Radius und Stromstiirke zu untersuchen. Auch hier wird man 

wie bei kleinem zc, die Amplitudcn durch passende Wahl von R a d i u ~  
und Stromstiirke so groB mie u, machen konnen; jedenfalls wird die 
Amplitude proportional J 2  und Rp3 ~ a c h s e n . ~ )  

1) Vgl. z. 13 Ver a n  d e r u n g e n  an metallischen Stromlcitern ( P e l t i e r ) .  Pogg. 
Ann. G O ,  1845, S. fi06 und 1,. D u f o u r ,  Ütier die Fevtigkeit von Eisendriihten, die 
von galcanischen Striimen riurchlaufen werden. Pogg. Ann. 99, 1856, S. 611, der 
aus allerdings nicht sehr zahlreichen und genauen Versuchen das merkwürdige 
Resulht firidet, da0 die Festigkeit von Eisendrahten bei Stromdurchgaiig ziininirnt, 
wihrerid Kupferdralite durch den Stromdurcligarig an Festigkeit aLnehrnen. 

2) Bekannt ist ja, da5 die Wechselzahl sehr gonau strohoskopisch bestimmt 
werden kann, indem man  das Flimmern einor eingcschaltcten Glühlampc durch 
einc rotierende Schcibc mi t  ausgoschnittencn Scktoren bcobachtet - bci einer 
solchen Umdrehungszahl, da6 das Vorrücken von einem Sektor zum nachsten i n  der 
halben Periodc des Wechselstroms erfolgt, scheint dann die Scheibe still zu 
stehen. Vgl. z .  B. K. B. S c h m i d t ,  Frequenzbestimmungen langsamer elektrischer 
Schwingungen. Ann. d. Phys. 7.1902, S. 225. H i ~ r  wird gezcigt, wie der mit  
bewegtem Apparat photographierte Faden einer wechselstromdurchflomenen Lampe 
fiehr deutliche Maxima und Minima der le l l igkei t  aufweist; die Photographien 
sind S. 228 reproduziert. - C. F. L o r e n z ,  Conditions for obtaining rapid l ight 
fluctuations from incandescent wires. Phys. rev., 35, 1912, S. 402. L o r e n z  gibt  
in einem kurzen Auazug als Resultate einer offenbar experimentellen Arbeit an, 
daB die Schwankungen um Y O  griiBer sind,  je gr6Ber u, und p ist, und je kleiner 
R; dies stimmt mit dem Resultat S. 4 9 :  

überein, wenn wir bei verschiedenen R, aber demselben u, (durch gleichzeitiges An- 
dern der Stromstarkej beobachten. u, enthi l t  p im Nenner, so daB die Amplitude 
nur d a m  mit wachsendem p machst ,  wenn wieder gleiche Oberflichentemperaturen 
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54 Über den Temperaturrerlauf in citromdurchflossenen U ~ a h t e n  usw. 

A ist für Kupfer '), wenn v = 50: 

15. Die radial-aeitlichen Schwat,kztuzge?z in i1uer'~~ihürzyi~lrn't  vom 
Radius. 

Nach (93) ist 

h, - -- 

S , ,  = , )'(do berQ - cl, bei i j2  + (1 + do bei + d, ber)2 

W-ir losen die Klammem auf, führen (63j ein und vernachlissigen die 
kleinen Glieder zweiter Ordnung (die transzendenten Ausdrücke in den B 

sind nach (97) hochstens von der Gr6Benordnung 1, und E- etma IO-'); 
dies ergibt 

I i b  

h 
8 44 = 2 b  (1 - f ( e ) }  sin(2at + a + $ ( p ) ) ,  

wobei 
P f ( ~ )  - --- (Bo bei P + BI ber P), 

Â i b  

Setzen wir sin+ = @, cos @ = 1 und vernachlissigen f .  $, so wird 

h s = - { .  
t9e  2 b  

sin (2at + n) - f ( p )  sin(2at + n) + $(O) cos(2at + a ) ) .  

berücksichtigt werden; ob L o r e n z  auch dies Resultat erhalt ,  ist aus der kurzen 
Angabe nicht bestimmt zu ersehen, aber wahrscheinlich, d a  er glühende Dfahte 
untersucht, die wohl auf gleiche Helligkeit gebracht werden. - A. L a r s e n ,  Die 
periodische Schwankung der Lichtatiirke von Metallfadenglühlampen bei RTechsel- 
strom Elektrot. XS. 34, 1913, S. 231. L a r s e n  untersucht photometrisch unter Anwen- 
dung einer synchron rotierenden Scheibe die Lichtschwankungen bei Wechselstzom, 
die uni BO @Ber siud, je  dünner der Draht i a t ;  die Lichtritiirke schwankt fi;r e u e  
220 V. 10 HK. Lampe zwischen 7 und 13,4 HE. - da die Lichtinknsit i t  sehr rasch 
mit  der Temperatur wachst, ist die Abweichung des Maximumti der Lichtstarke 
vom Durchwhnitt groBer als die des Minimums ; L a  r s e n findet infolgedesscn die 
Lichtstiirke bei Wechselstrom durchschnit,tlich groBer a h  bei Gleichstrom, bei 
30 Perioden z. B. iim 3.7 O/,. 

1) Für  E'e ist A 6 mal ao groB. 
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Von WILL~ELM WPJBBEICH. 55 

Das entspricht den biaher besprochenen Schwankungen, überlagert von 
IC 

zwei stehenden Wellen, die um gegeneinander verschoben sind. Nach 

(43) fassen wir rliese beiden Ausdrücke zusamnien und erhalten 

also 
h 

(108) S , ,  =,(sin(2al+x) + ~ ~ ( ~ ) s i n ( 2 a t + n + ~ ( ~ ) ) ] ;  
Â f l  

darin ist zur Abkürzung gesctzt: 
-- 

A ( p )  = V(U, beip + B, ber p)2 + (Bo ber@ - BI bei p)2, 

(log) B,be re -3 ,be ie  
çc (Q) = arctg -- ------ 

--- 

- (Bo bei q + BI ber Q) ' 

Wie die f'ulgende Berechnung zeigt, stellt der zweite Ausdruck eine 
Welle dar, die von auBen nach innen liiuft mit abnehmender Amplitude. 
Die Amplituden an der Oberflache nabern sich mit wachsendem P der 

3 n 
Grenze y:, die Phase dem Wort - 

L i / b  
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Über den l'ernperaturverlsuf in stromdurchflossenen Drahteu usw. 

Die Wellenlange ist durchschnittlich 4, = 10; bei P = 20 gelangen 
etmas über zwei ganze Wellen zur Ausbildung, siehe folgende Seite. 

Perner ist, wenn wir für groi3ere P den zu kleinen Wert A ( P )  = 1 
setzen, vgl. auch S. 48f. 

Da die erste Amplitude kleiner (und für groBe Y betrkhtlich 
kleiner) ist als die zweite (= l ) ,  so konnte die Temperatur an der 
Oberflàche im Verlauf der Periode auch kleiner sein als irn Innern, in  
der Nihe  der Zeiten, wo 

X 
2a t  T ~ +  rp(P) =--, 

2 

also bei griiBerem P, wenn 
3 z 2 a t = -  f 2 1 2 ~ .  
4 

Für  solche Zeiten t, wird 
B h p  l 1/ï?+U: [- sin arctg 2 + cas arctg sio, O - &,P = 3 6 0 
- 4 

h 
=--- '" ( v 2 - ~ , , - B , ) < o -  

2 b  a 1 / 2 b  

Dabei haben wir nun aber die radiale, konstante L)ifferenz nicht berück- 
sichtigt; diese iut nach (94) 

h D - - -  

k - * A2> 
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58 L'ber den Temperaturverlauf in ~tromdurchflossenen Drlihten u ~ w .  

also wird uriter Benutzung von (60) 

Für  Y @Ber als 0,5 sind die Bo1, BI klein gegen @ oder nur 
wenig groBer, so daB der Subtrahend klein gegen 1 ist oder etwas 
Positives hinzukommt. Demnach ist, so weit die Naherung (63) gilt, 
die Temperatur infolge der gr5Beren konstanten radialen Differenz 
auBen immer kleiner als innen. Für  noch kleinere P, die ganz dünnen 
Drahten entsprechen, gelten die eben abgeleiteten Formeln nicht; doch 
nimmt die konstante Differenz wie R%b, und die Differenz in den Schwan- 
kungen, an der Oberflache und in der Drahta.chse, rührt von dem Untt~r- 
schied von ber P und ber O her, der bei kleinem P ebenfails PB (also 
auch R" proportional ist. Darnach T i l t  sich erwarten, daB die konstante 
radiale Differenz bei allen Radien @Ber i e t  als die Unterschiede der 
radial-zeitlichen Schwankungen. Da die Amplitude für O 2 e < P immer 
bedeutend kleiner ist als für g = Y, und auch daftir arialog a i e  oben 
geschlossen werden darf, dao die koristarite Differenz groBer ist als die 
Unterschiede in dei1 zeitlicheri Schwankungen, so IaBt aich erwlrrten, 
daB auch für ein p < P kein nach innen gerichtetes Temperaturgefille 
eintritt. Dies fol$ sehr einfach aus der physikalischen Erwiigung, da0 
die Wirme gleichmaBig irn Querschnitt erzeugt wird, und nur nach 
auBen abgegeben wird; es muB also die Temperatur im Innern an allen 
Stellen grGBer sein, als naher an der Oberflache. Cranz,  bei dem die 
konstante radiale Differenz in der Gleichung bei Wechselstrom fehlt: 
knmmt deshalb zu dem falschen SchluB, dan die Temperatur an der 
Ob~rflache periodisch gr6Ber sei als innen. 

16. Die Abkddzcng durch die Klemmen. 
Einige Bemerkungen über die Gleichungen für  longitudinales Tem- 

peraturgefiille seien noch angefügt. 
E'ür S i c h e r u n g e r i  kommt die Maxinialternperatur in der Nitte 

(x = 4 )  in Betracht; sie ist nach (19) 

y - - -: 

Sie ist nur dann u, gleich, wean e "VA gegen 1 zu vernach- 
Izssigen ist, also bei groBem 1 und kleinem R; ein rationaler Zu- 
sammenhang zwischen J, R und 1 für eine bestimmte Temperstur- 
ei.hohung l%Bt sich aus der Formel nicht ableiten, da die Konstante 
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(Dimension [Centimeter] ) von der GrtiEenordniing 1 O p s  bis I O 1  

ist; jedenfails ist der Exponent )/"4 i. a. recht groi3, so daB die 
a V R  

Exponentialfunktion nicht nach dem ekten odcr zveiten Glicd der 
Entwicklung abgebrochen werdcn kann. Nach den Versuchen von 
Xeyer a. a. 0. dürfte die Formel auch für die Schmelztemperatur von 
Blei noch einigermaBen Geltung haben, so daU die dort angefihrten em- 
pirisch gefiinderien Gesetze (P proportiouül 1 bzw. proportional VI) 
eben nur bei geringen Langenunterschieden Geltung haben konnen - 
für groBe Unterschiede ist es ja auch selbstverstandl~ch, daB J nicht mit 
1 immer weiter wachsen muB, da schlieBlich einmal die Temperatur in 
der Mitte durch die Abkühlung an den Enden nicht mehr beeinfluBt wird. 

Da, wie schon Lord Kelvin z~igte ,  die Abkühliing durch die Ableitung 
nach den Enden reclit groB sein kann, sei auch die Mitteltemperatur ab- 
geleitet, die für Anwendung auf Hitzdrahtinstrumente von Bedeutung ist; 
aie ist defiiiiert durch 

-I/G L 

"YH 

A ~ ~ J / F  = 0,0615 für Cu (fiir Eisen e tna  doppelt so groB) findet man 

1 0,047 0,098 
2 0,180 0,173 
4 0,750 0,547 
8 2,943 2,Ol 

1 6  10,97 7 3 9  
32 34,35 23,29 
64 72,53 51,11 

128 !%,O7 74,6 
256 99,93 87,3 ') 
512 93,6 

1024 96,8 
2048 9 S,4 

Die Durchachnittstemperatur wird also sehr bedeutend herabgedrückt, 
auch wenn in der Xitte schon die Hochsttemperatur ei-reicht ist. 

- 

1) Von hier ab gilt 
U ~ -  -- 

2 l---. 
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60 Über den Serriperaturverlauf in stromdurchflossenen Driihten usw. 

D. Joulesche Warme wird nur in  den Oberflachenschichten erzeugt. 

17.  V o h e  Frequenzen. 
Bei hohen Frqiienzen wird die Stromdichte infolge Indi~ktion der 

einzelnen Stromfiiden aufeinander im Innern des Leiters kleiner; vgl. 
z. B. Stefan.lj 

E s  ergibt sich, düB bei dicken Drahten und hohen Frequenzen 
(IO6) die Oberfichenschichten zum groBen Teil die Leitung des Stromes 
allein übernehmeri. Durch diese Verminderung des leitenden Quer- 
schnitts wird der Widerstand des Drahtes groDer. 

Wir  wollen, riaclidem wir hisher diesen ,,Skinf'-Rffekt ganz vernach- 
lassigt haben, den andern Grenzfall betrachten und untersuchen, wie 
sich die radiale Verteilung der Temperatur gestaltet, wenn Joulesche 
Warme n u r  in den Oberflachenschichten auftritt. 

Die Differentialgleichung laiitet 

Dazu k o a m t  eine andere Grenzbedingung als früher: Die in der 
Oberflachenschicht erzeugte Warmemenge ist 

wobei w' nicht den spezifischen, sondern den tatsachlichen Widerstand 
des durchflossenen Leiterteils für die Lingeneinheit bedeutet. Er isf 
wenn die Schicht unendlich dünn ist, unendlich groB, aber für das 
Wiirmeleitungsproblem komrnt nur in Betracht, daB die Joulesche 
Wiirme endlich ist. Die entstehende Warme wird tcilweise nach auBen 
ahgegeben 

pz6 2 z R  

und teilweise nach der Achse zu abgeleitet 

a zc 
Â- 2 n R ;  

al- 

zur Ternperaturerh6hung der Oberfliichenschicht, von der wir im statio- 
niiren Zustand überhaupt absehen konnten, wird eine im Vergleich zu 

den fortgeleiteten Wiirrnemerigen unendlich kleine Warmenenge ver- 
braucht. so daB 

1) J. S t e f a n ,  Über ver5riderliclie Strome in dickeri Leitungjdriihten. 
Wien. Ber. 95, LI. 1887. S. 917. 
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Von WILHELX WELNREICH. 6 1 

sein n i d ;  die Grenzbedingung dieses Problems heiBt also, wenn 

gesetzt wird, 

Dabei ist wieder eine niedrige konstante Mitteltemperatur voraus- 
gesetzt, das longitudinale Gefalle vernachlassigt und (4) zu benutzen. 
Auch der EinfluB des Anfangszustandes wird nicht untersucht. 

Benutzen wir wieder den altcn Ansatz 

U = 4P(r )e2aar  - vl(r), 
so wird 9, = c ln r + c,, worin c Null sein muB; wie früher wird rp 

-. 

die bekannte Besselsche k'unktion  ri- bi) (vgl. 06), also 
p. 

U = CJ,(+ b i )  e z a i t  f cl. 

Bos (1 14) erhalten wir 

und deshalb 
1. 

c, = - H . 
P 

Wenn wir noch C = Co + Cli setzen, so muB von 

der reeile und iinaginiire Teil für sich verschwinden, so daB tinter der 
alten Bezeichnung (62) 

H l  d C = _ L  C - _ H Â d ,  
O 7 1 -  P 

wird. mir erhalten 

Das einem analogen Zustand für Gleichstrom entsprechende Glied 

ist die Temperatur der Oherfliiehe, unshhliigig Ton der inneren 
IL 

Narmeleitf&igkeit. Diese im ganzen Querschnitt konstarite Ternperatur 
ist überlagert von einer Welle, die mit stark gediimpfter Amplitude 
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62 Ober den Temperaturverlauf in stromdurchflossenen Driihten usw 

von auBen nach innen liiuft, wie im folgend~n gezeigt wird. Hier ist 
von der Niihcrung (63) um so oher Gcbrauch zu machen als h bei 
den hohen li'requenzen vie1 gr6Ber ist als bisher angenoininen. Dadurch 
wird auch P groWer, so daB die genannte Niiherung auch noch für vie1 

dünnere Driihte angewandt werden darf. Da die Amplitude & ais 
n'h 

Faktor hat, so wird sie für die hohen Frequenzen bedeutend kleiner 
als die oben betrachteten. Die rein periadische Schwankung, die von r 
unabhiingig ist, fehlt hier im Gegensatz zii 15. 

Wir formen die Phase un]: 

do bei Q + dl ber Q - (Bo bei Q + BI bor Q) _ (117) arctg - --  - - - = arctg - ------- 
do ber Q - d ,  Lei Q - (Bo ber Q - B, bei q)  

% B , b e r ~ - B , b e i ~  n 
- + arctm - ~ - - 
2 - (13. h i  p + 3, bcr y) - 2 + (@) 

(rgl. (109)). Wir sehen also, daB hier dieselhe Welle auftritt wie in 15, 

nur hat die aus 1 5  im Argument + z, die rieue + t; diese ist also 

a T 
um t = - = verzogcrt. Der EinfluB der periodischen Wirmeerzeugung 4 a 

im Innern (15) macht sich also nur in den kleirien Gliedern zweiter 
Ordnung bemerkbar, die wir dort vernachlissigt haben. 

Im stationiiren Zustand wird u von r und t unabhingig sein. Io 
ein rtihrenformiges Volumelement des Leiters vom auBereu Radius R, 
vom inneren Radius R, urid der Hohe d z  tritt durch Warmeleitung die 

ausgestrahlt wird 
p u 2 n R d x ;  

und an Joulescher Warme wird erzeugt 

die Temperaturerhohung im stationiiren Zustand ist 0, also erhalten 
wir die Differentialgleichung 

oder 
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Von WILHEI.M WPIXREICU. 

(119j RZ - Ri 
=--- 

1i2 ' 
mit der Grerizbedingung 

Po) u = O  für x =  0 und x = 2 .  
Wie in 2 wird 

Da E kleiner ist als 1, und die konstante Temperntur zc, (für den 
vollen Draht) (91) von 1 unabliiingig und u dasselbe ist wie für den 
volleri Draht, so 1st bel derselben Stromdichte die konstante Terupera- 
tur kleiner als beim voiien Draht. Bel derselben Stroms t i irke ist natür- 
lich die Mittelteuiperatur hoher. 

Die Gleiçhung (120) als Grundlage eiwer experimentellen Bestznz- 
m z t q  von p hutte geqenuber der an einenz vollen Draht fo1,gende Vorteiie: 
Man kann die T~mperatiir  mittels Thermoelements, das in den isolip- 
rpnden Kern der Lange nach eingelegt wird, hesser bestimmen, als wenn 
das Thermoelcment in eine radiale Bohrung cingefülirt wird, da die 
Temperatur auch in gr6Berem Abstand von der Lotstelle dieselbe bleibt. 
Dann ist hier im stationaren Zustand die Temperatur über den ganzen 
Qu-erschnitt wirklich konstant, wihrend bei d i c k e n  Drahten aus 
sclilechter leitenden Metalien die radiale Differenz nicht ganz verschwin- 
dend klein k t ,  wie wir in 12 salien. Die sonst betrachtliche Abküh- 
lung an den Enden wird geringer sein infolge der sçhleehteren Leitfahig- 
keit des Kerns, was gerade bei dickeren Zylindern ein Vorteil ist. DPS- 
halb uiid besonders wegen der oben angeführten Bemerkung über die 
Stromstiirke ist es moglich, auch schon mit geringer Stromstarke einen 
dicken Zylinder auf eine gewisse Temperaturdiflerenz gegeli die Unl- 
gebmgsteruperatur zu bringen; und gerade eine Untersuchung von p 

in seiuer Anhhgigkeit  vorn Radius bis zu groBen ftadien ist bisher 
weder theoretisch noch experimentell geniigend durchgeführt worden. 

E. Draht mi t  elektrisch isolierender HUlle. 

19. Draht mit isolierender Hulle, von Gkicizctronz durchflo~sen.~) 

Ein Draht vorn Radius R, werde vom Stroui i durchflossen, desseii 
Dichte über den ganzen Quersclrnitt konstant sein soll. E r  sei von 

1) Es müBte hier rioch die longitudinale W%rmeleituug des Kerns berück- 
sichtigt werdeu, wodurch da8 Revultat jedoch uur an Klaiheit verliereu, ohne da0 
die ~ u d e r u n ~  wesentlich sein würde. 

2) Hier ist  eine Arbeit zu erwiihuen von T e i ü h m ü l l e r ,  Zur Theorie der 
Kabelerwarm~n~,  Sonderabdruck aus: Elektrot. ZS. 1904, Heft 44. T e i  c l i m ü l l e r  
sùcht den Minimalradius einer Eabelseele bei gegebcrier 3hximalerwarmuug 
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Vou WILAELM WEMEEICH. 

ails (137) wird 
,JRJ - - c3 ln Ra + c, . 

Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt 

Die radiale Temperaturdifferenz iat also unbeeinfluBt von der Isolation, 
was zu erwarten ist, da in der für den blanken Draht geltenden Dif- 
ferenz (94) die auBere Wiirmeabgabekoiistante nicht vorkommt. Fer- 
ner ist 

Da l n 2  mit R' von Null an dauernd wlchst und .roi ist, 80 wird 
Bl 1, 

bei nicht ganz dünnen Isolationsschichten die Differenz im Isolator 
groBer als die radiale im Leiter. 

Die Temperaturdifferenz aines isolierten Drahtcs gegen ejnen blanken 
k t  in der Drahtachse 

Die Wiirmeabgabefihigkeit eines blanken Leiters dürfte wohl i. a. kleiner 
sein als die des Isolationsrnaterials (Umaiekelung) vgl. W a m s l e r  a. a. O. 
Da R, gr6Bcr ist als R,, so ist die Differenz in der Klammer negativ. 
Der dritte Summand der Klammer ist stets positiv, 1, ist klein, also 
der Faktor des ln groB; der ln wird aber bei dünnen Isolationssçhichten 
klein sein, ao daB der dritte Summand die negative Differem nicht aus- 
gloichen kann, zumal wenn die Wiirmeleitfiihigkeit der isolierenden 
Schicht, die jctzt als ziemlich dünn gedacht wird, relativ gut ist. Dann 
crhijht sich al so die Temperatur (lines isolierten Dra hts weniger als die 
des blanken; das ist je auch plausibel, da wir hior griiBere Warmeabgabe 
und keinen besonders guten Wiirmesehutz angenommen haben. 

20. Dra7bt mit isolierender Hülle, von Wechseistrom durchflossen. 

Die Differentialgleichungen lauten 

mit den Integralen 

-- 

U, = [ (c ,  + ~ ~ i j ~ ~ ( r l / - b i ) + ( ~ ~ +  C ~ Z ) Y ~ ( ~ - F Z ) ] ~ ~ ~ ~ ~  + ~ , l n ~ +  c,, 

Zcitaohrift f. Mathornatik u. Physik. 63. Band. 1914. Heft 1/2. 6 
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66 Ternperaturverlauf in stromdurchflossenen Drahten usw. Von WILHELY WEINREICH. 

wobei c,, c, nicht Nul1 sein dürfcn, weil sonst die Erfüllung der Grenz- 
bedingungen nicht gelingt. Setzen wir unter Benutzung von (60) 

h 
2ti =l/ lcoher  p - cl hei p)' + + c,, b e i ~  + c, ber@)' 

- pp 

~ z = ~ c 3 b e r e - c , b e ~ + c , ~ e i p  - c , ~ e i p ) 2 + ( c , b e i p + c , b e r g + c , ~ e i g + c , ~ e r ~  
(138) 

( 
( c  ber p - c, bei e + c, Zer e - c, Bei e) x s i n  2 a t  + arctg-'- 
- (es bei p + c, ber p + c, BeSc ,Ba)  f 5 ln r  $ CE. 

Wir  erhalten aus (123) 

(139) c7 = - %kR;, 
1, 4 

ans (125) 

(140) '8 = - c i  "- B2 + ln R,) 

und hiermit aus (124) 

(141) 
h 

c,= s R s +  c,lnRi + c,. 

Dies sind wieder, abgesehen vom Faktor +, die Gleichungen wie für 
Gleichstrom, vgl. (128)-(130) und die anschlieBenden Folgerungen. 

Fiir die übrigen sechs Konstanten liefert jede der Grenzbedingungen 
zwei Gleichungen; die Bestimmung der Koeffizienten la5t sich unsehwer 
durchführen, doçh Sind die Resultate zu unübersichtlich, um genauere 
Schlüsse zu erlauben; es lohnt sich deshalb nicht, 'Sie hier anzuführen, 
zumal eine Berechnung im einzelnen Fall nicht mogliçh id ,  da fur die 
FunkLionen 

Ber P, Bei Y, Ber' Y urid 2%' Y 

noch keine Tabellen berechnet worden sind. 

E s  M t  sich erwarten, daB sich über die konstante Temperatur 
und konstante radiale Differenz wieder eine periodische Schwankoiig 
mit von r unabhiingiger Amplitude lagert, von u1 herrührond, und 
dazu noch Wellen kommen, sowohl für g <Pl als auch für g >  Pl. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Theorie n. Konstruktion der Kun-en konstanter Breite. Von F. S c i i r ~ ~ r a o .  67 

Die Theorie und Konstrnktion der Kurven konstanter Breite. 

Von FRIEDRICH SCHILLIXG in Danzig. 

Einleitung. 

Der Kreis in der Ebene und die Kugel in1 Raume besitzen die ein- 
fache Eigenschaft, dai3 je zae i  parallele Tangenten bzw. Tangential- 
ebenen stets denselben Abstand von einarider habrn. In Verallgemei- 
nerung dieser Tatsache nennt man Kurvm bzw. Racken  konstanter Breite b 
Gebilde mit der analogen Eigenschaft, daB niimlich je zwei einander m6g- 
lichst geniiherte parallele Geraden oder Ebenen, welche die (ganz im 
Endlichen gelegcne) Kurve oder Flache zwischen sich einschlieBen, wie- 
der stets konstanten Abstand b besitzen. Auf die gcnauoro Definition 
k6nnen wir natürlich erst spater (im 5 2) eingehen. E s  ist das Verdienst 
von F. R e u l e a u x ,  in seiueni ,,Lehrbuch der Kinematik" (Bd. 1, S. 136ff., 
Braunschweig 1873) zuerst auf die Kurven konstanter Breite hingewiesen 
und eine Reihe von Beispielen angeführt zu haben. In  betreff weiterer 
Literatur haben wir Arbeiten von  A. H u r w i t z ,  H. M i n k o w s k i  und 
E. MeiBnerl) zu nennen, auf die wir im einxelnen spater wiederholt 
zurückkommen. Von der zweiten Arbeit dcs Herrn Mei Bn e r  abgcsehen, 
die mengentheoretischen Charakter besitzt, bedienen sich die ~ ~ e r f n s s e r  
aussçhlieBlich der analytischen Rechnung, insbesoridere benutzen sie stets 
Entwicklungen in Fouriersche Reihen bzw. in Reihen von Kugelfunk- 
tionen zur ~ b l e i t u n ~  ihrer Resultate. Im Gegensatz dam werden wir 
in unseren Untersuchungen mit qioglichst einfachen Mitteln die Resd- 
tate zu erhalten bestrebt sein, insbesondere wolien wir stets Wert dar- 
auf legen, in anschaulicher geometrischer Forrn die Eigenschaften der 
Kurven konstanter Breite, auf deren Behandlung wir uns überhaupt in 
dieser Arbeit beschranken, zu entwickeln, jedoch nicht unter Verzicht 
auf iiuBerste Strenge der Beweisführung. nrir hoffen dadurch einen we- 
sentlich tieferen Kinblick in die vorliegenden geonietrischen Verhaltnisse 
-- - 

1) Hurwitz, Sur  que7ques applications géorn?triqz~es des séries de Fourier, 
Annales de l'dcole Normale, III. série, t. 19, Paris 1902, insbesondere S. 386 ff.  - 
M i n  k o m  ski, Über die K6rper konstanter Breite (znerst in russiacher Sprache or- 
sçhienen in hlathematische Sammlung, Moskau 1904-1906, Ges. Abhandlungen 
Bd. II, Lpz. 1911, S. 277-279.) - MeiOn e r ,  1. Über die Anzcendung von Fourirr- 
Reihen. auf einige Aufgaben. der Geometrie und Kil~ernatik, Vierteljahrsheft der 
Naturforschenden Geeellschaft in Zürich, Jahrgang 54, 1909, S. 309-329; 2. i'her 
Punkt,mengen konstanter Rreite, ebenda, Jahrgaq 56 ,  1 9 1  1, S. 42-50. 

5' 
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6 8 Die Theorie und Konstniktion der Kurven konstanter Breite. 

überhaupt gegeben zu haben.l) Vor allem ist es uns gelungen, rein geo- 
metrische Konstriiktionen zu finden, welche alle Kurven konstanter Rreite 
zu gewinnen iind übersichtlich zu erfassen gestatten. Im iibrigen be- 
handeln wir eingehend den Zusammenliang der einxelnen Kurve kon- 
stanter Breite, der C-Kurve, mit ihrer Evolute, der Z K u r v e ,  und mit 
den übrigen Evolventen dieser Evolute, untor denen eine bestimmte 
Kurve, die C'-Kurve nach Hu r w i  t z ,  besonders ausgezeichnet ist. 

5 1. Beispiele von Knrven konstanter Breite. 

Um unsere anschauliche Vorstellung von speziellen Kurven kon- 
stanter Breite von vornherein nicht allein auf den Kreis beschranken 

Flg 1. 
zu müssen, wollen mir sogleich 
noch 6 weitere Beispiele solcher 
C-Kurven voranstellcn, auf die 
wir auch spater miederholt zu- 
rückgreifen: 

Beispiel 1. Zucrst sei das 
Reuleauxsche Kreisbogendreieck2) 
(Fig. 1) als C-Kurve genannt; es 
ergibt sich, wenn man um jeden 
Eçkpunkt eines gleichseitigen 
Dreiecks (der K-Kurve) mit  dessen 
Seite b als Radius einen Kreis- 
bogen zwischen den beiden anden 
Ecken beschreibt. Die Winkel 
in den Ecken des Kreisbogen- 
dreiecks betragen je 120°. Hinzu- 
gefügt ist  in der Figur (ebenso 

in den fo lpnden  Figuren) noch die C-Kiirve, welche hier aus den drei 
b 

analog mit als Radius beschriebenen Kreisbogen besteht. 

Beispiel II. Man beschreibe um die Ecken des gleichseitigen 
b-a 

Dreiecks T7, U2 2;T, je zwei Kreisbogen, deren Radien gleich ------ 
2 

und 

b + a  . 
2 

- sind, wo a die Seite des Dreiecks und b > a die gew&lte Bre& 

sein soll, und die z. B. für die Ecke 7,: von der Verlangermg der Seitz 

1) Die meisten der in dieser Arbeit gegebeneu Beispiele von Kurven koo- 
stanter Breite sind inzwischen irn Verlage der Firma Xvlartin Schilling in Leipzig 
als Modelle (Serie XL, Nr. 4-19) erschienen. 

2) Reuleaux ,  a. a. O. S. 131. 
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61 UUa zu  der Verlingerung der Seite Dl U, gehen (Fig. 2). Die beiden 
C-Kurven der Figuren 1 und 2 sind crsichtlich zu einander iiquidistante 
Kurven, wenn die Dreiecke VI LT2 U, gleich groB und die GroBe b der 
Fig. 2 entsprechend groi3er als in der F'ig. 1 gewahlt werden. 

Fig. Y. 

u, 

Beispiel in. Ausgehend von der dreispitzigen ,,Steinerschen Iiypo- 
zykioide" U, U, Cr3') als K-Kurve denke man zu ihr die durch die Spitzen 
gehende Evolvente als C-Kurve konstruiert (Fig. 3). TTm sogleich diese 
Kurve als eine solche konstanter Breite zu erkennen, denke man noch 
als C'-Kurve diejenige Evolvente der ursprünglichen Hypozykloide hinzu- 
genommen, die ebenfalls eine Steinersche Hppozykloide ist und ihre 
Spitzen JI', 111'; 02"' in den Scheiteln jerier hat. Zu dieser Cl-Kurve ist 

b die C-Kurve dann die vollstiindige ~cp id i s ton te  im Abstsnde wo b 
r 

gleich der Bogenlange Cll U, ist. 

1) Uiese Knrre wird z. B. von einem Punkte eines Kreises mit dem Iladius 4 
beschrieben, wenn dieaer auf einem Kreise mit dem Radiue 3 6  i~inerlich abrollt. 
Wegen der zahlreichen geometrischen Eigenschaften der Kiirve sehe nian G i n o  
Lor i  a, Spezielle a2gebraische u n d  transzendente ebene Kurven, L p z .  1902,  S. 14G ff. 
sowie die Dissertation: C. W i r t  z ,  Die  Steinersche Hypozykloide,  StraBburg 1900. 
Die Geaamtliinge der Hypozykloide ist z. B. gleich dem 16 fachen Radius p ihree 

A 
einbeschriebenen Kreises. Denn der Bogen Lrl!,M" i d  gleich der Xntfernung des 

8 
Piinktes U, vom Mi t t e lpnk t  des Bogens M " K f '  d. h. gleich 3~ -z = 3; da. 

3 3 

der Radius des der Hypozgkloide M' M" N"' einbeech~iebenen Kreises ist. 
3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Beispiel IV. Man kann an die Stelle der Steinerschen Hypo- 
zykloide als K K u r v e  auch eine aus drei sich berührenden Kreisbogen 
zusammengesctztc Kurve (Fig. 4) treten lassen und wieder die CKurve 
als die Evolvente gewinnen, die durch die drei Spitzen li, 0; b', geht 
und aus 6 kongruenten oder syrnnirnetrischen Boaen der zugehorigen 
gemohnlichen Kreisevolventen bestelit. Die Breite b ist d s o  gleich der 
Lange des einxelrien Ereisbogens der K-Kurve. 

Fig. 4. Fq. 6. 

u. 

Beispiol V. Man gehe von einem geradlinigen ~echseck  UiM'''F3 
dTU,D.f" aus (Fig. 5), das sus einem gleiehseitippn Dreieck ulU2U3 
entsteht, weiin man über jeder Seite nach innen hin dasselbe gleich- 
schenklige Dreieck aufbaut und dann die Basen selbst fortliBt. nieraus 

Beispiel VI.  Ausgehend 

eritsteht dann wieder als ,,EvolrentdL dia 
C-Kurve der P i p r  5, wenn man um die 
Ecken Ui je einen Kreisbogen mit der 
doppelten Lange 2 a der Sechseckseiten 
als Radius und um die Ecken Jill je zmei 
Kreisbogen mit a selbst beschreibt und 
zwar in der Weise, da0 z. B. der Kreis- 
bogen um U, von der Verlangermg der 
Seite U3Di' bis zu der von 74nl" gelit 
und beiderseits daran sich die Kreisbop 
um Jf' und ,II" bzw. bis zu den Eck- 
punkteri li, und Cl aansetzen. 

von einem regiilaren Bünfeck zweiter Art 
7Jl U, U, 7J4 Tl5 konstruiere man als C-Kurve die durch die Ecken gehende 
,,Evolvente", indem man um die Ecken Kreisbogen mit der Seite des 
E'ünfecks als Radius und zwar jedesmal von dor einen benachbarten Ecke 
bis zur anderen heschrcibt (Fig. 6). 
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3 2. Genane Deflnition und einige allgemeine Eigenschaften der Kurven 
konstanter Breite. 

Wi r  gehen nun zur allgemeinen Behandlung der Kurven konstanter 
Breite über. Um nicht zu weit gehende Allgemeinheiten von vornherein 
zuzulassen, setzen wir fur die Ar t  der Kurven, um die es sich handein 
soli, sogleich voraus die 

Annahrnen 1: Die Eurue sol1 aus eiîzer endlichen Zahl einzelner 
,,Teilbogen" baçtel~en, die besogen az~f ein rechiwin7clige~ x y-Koordinaten- 
system durch Gleichungen der Form bestimmt werdm: 

wo cp (t) und (t) zwei nicht beide konstante, reelle, endliche, stetige und 
ei~zdeutzge Funktionen der reellen Variablen t sind für ein bestimnates end- 
liches btervall, dus die Variable t durchlaufen soil. CBerdies sollen bei 
den einselnen Teilbagen die Funlctianen cp(t) und @(t )  für aile Punkte 
dm intervalls (einschlie/.%ich der Rlzdpunkte) endliehe und stetige erste Ah- 
lcitungetz. SF'(t) und ~ ' ( t )  besitzelz, die iiberdies für alle i nneren  Punlcte 
des Intervalls nicht gleichzeitiy uerschwindm. Bei Annül~erung des Ar- 
gumentes 1 an einen hhdpunkt des kntervalles, fur den y~'(t)  = $ ' ( t )  = O id ,  
d. h. an einen singdarert Endpunkt, sol1 [erner stets wenigstens einer der bei- 

cp 'N  dm Quotienten 7") oder kaen baçtiwmten endlichen Grenzwert hahm1) 
rp?) v (t) 

Diesen Annahmen g e l i d  besitzt dann geometrisch jeder einzelne 
Teilbogen eine stetig sich andernde Tangnte, w e m  der Kurvenpunkt den 
ganzen Bogen durchliiuft (mit EinschluB des Palles, daB die Tangente 
überhaupt dieselbe bleibt, weun der Teilbogen eine geradlinige Stïeçke 
id.)' Diese Tangente ist i n  dem Punkte 1' (xJ y) durch die Gleichungen 
bestimmt: 

1) Wenn man will, kann man auch annehmen, daB für die Umgebung eines 
solchen Endpunktes t - t*, falle in ihm y ' ( t )  und ~ ' ( t )  gleichzei~ig verschwinden, 
endliche und stetige aweite Ableitungen rp" ( t )  und q"(t) rorhanden sind, und wenn 
auch diese gleichzeitig verschwinden, endliche und stetige dritte Ableitungen und 
80 fort bis Ableitiingen vm(t) und vm(t), wo m eine endliche positive ganze Zahl 
ist, die dann nicht gleichzeitig verschminden. S a c h  diesen Voraussetzungen gilt dann: 

îii'(t) @ (t") l im -; -- 

t = P r p ' V )  v"( t f )  
(vgl. v. M a n g o l d t ,  Einfiihrnng in  die hiihere Mathematil;, Bd. II, Lpz. 1912, S. 140). 
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72 Die Theorie und Konetruktion der Kurven konstanter Breite. 

hierbei  soli die Tangente in einem singuliiren E n d p u n k t e  des Teilbogens 

ebenfalls durch eine dieser Gleichungen best immt sein, wenn  auf der 
rechten Sei te  der  Grenzwert eingesetzt wird. W o  zwei der Teilbogen 

s ich je  m i t  einem E n d p u n k t e  aneinanderreihen, k a n n  dies entweder mit 

gleicher Tangente oder auch m i t  verschiedenen Tangenten  gescheheq 

im letzteren FaUe bilden die beiden Bogen i n  dem gerneinsamen Punkte 

eine E'cke.') 
Da eine jede den A n n a h m e n  1 genügende K u r v e  ganz im Endlichen 

verliiuft, so  ktinnen wir sogleich die  folgende Definition aufstellen: 

1. Als Stützgerudea) einer den Annahmen 1 genügenden K u r ~ e  te- 
zeichnen zcir jede derartig die Kurve treffende Gerade, da/3 die Eurzle 
ubgesehen von den auf der Geruden selbst liegenden Y,unXten vollstündi~ 
auf der einen Seite der Gmaden gelegen ist, d .  h. da/3 jede a.u[ der an- 
dern Seite gezogene Parallele der Geraden die Kurve nicht t r i f t .  

E i n e  solche Stützgerade k a n n  beziiglich der  Punkte ,  welche sie mit 
d e r  Kurve  gernein hat ,  natür l ich eine gewtihriliche Tangente  der Kune, 
e ine d u r c h  einen Rckpunkt ,  einen E n d p u n k t  oder dergl,  mehr3) gehende 

Gerade, gelegentlich auch mehreres  davon eugleich, sein. 

2. I n  jeder oorgegebenen Biclituny hat dann eine solche Kurve stefs 
und nur zwei Stützgôruden; &Lese schneidvn einen Ebenenstreifen aus, in 
d m  mit Einsci~lu/3 seintr Begrenzung sclbst die gunze Kurve gelegen ist. 

W i r  stellen n u n  an die Spi tze unsere r  weiteren Betrachtungen die 
folgende grundlegende Definition: 

3. Rine den Antaahmen I genügende (nbo ganz im Endlichen liegendr) 
Eurve sol1 d a m  eine Kurve konstnnter Breite hei/3en, ulenn die in belie- 
biger Bichtung verlaufendin beidcn Stützgeraden stets eine konstante Ed- 
fiirnung b bcsitmz und die Kuroe lceine andmn Purzkte als die auf dicsen 
einzelnen. Stiitzgeraden Ziegenden bes i t~ t .~ )  

1) Durch die AnnlrYme 1 des Textes ist übrigens noch keinerlei Festsetzung 
d a ~ b e r  getroffen, a i e  die einzelnen Teilbogen sich eu der ganzen Kurve zusammen- 
oetzen. Es sind also zunachst noch nicht solche Fiille anegeschlossen, da5 etwa von 
einem Punkte drei Teilbogen ausgehen oder die Kurve Endpunkte besitst, sicb 
selbst durchdringt, berührt oder dergl. 

2) Vgl. a. U. M i n k  O a s  k i ,  Sheorie der konvexen Korper, Ges. Abhandlnngen 
Bd. II. S. 136. 

3) Die folgende Untersuchung wird bald zeigen, da8 bei den Knrren k c ~ .  
stanter Breite Punkte, von denen nur einer oder mehr a h  zwei Teilbogen auslaufen, 
ausgerichlossen sind, eine Stützgerade euch n u  einen einzigen Punkt mit der Kurce 
gemein haben kann. 

4) Durch den letzten Teil dieaer Definition sollen solche Fiille, wie beispielaweise 
zwei konaentrische Kreise ausgeschlossen sein; es bildet dann eben niir der gro0ere 
Kreis allein die Kurve konstantor Ureite. 
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Von den Stützgeraden einer Kurve konstanter Breite gilt nun so- 
gleich folgcndes: 

4. Jede Stützgerade kulan die Eurve  fionstunter Breite vzzcr in einem 
einzigen Punkte trefj'en, nichl also in zwei oder mehr gehennten Punkten 
oder gar irt einer geradlinigen Strecke. 

Denn angenommen, es hiitte die eine, etwa y, von zwei parallelen 
Stützgeraden gl und g, zwei verschiedene Punkte Pl und Y', mit der 
Kurve gemeinsam (Fig. 7), wiihrend P, einer der gemein- Pig. 7. 

samen Punkte von y, und der Kurve sei. Dann müBte 91 

notwendig menigstens eine der Entfernungen P,P, und 
P; Y, > Z, sein, z. B. Pi P,. Uie beiden neuen Stiitzgeraden . 

in der zu Pi Y, senkrechten Richtung konnen dann aber 
keinen Abstand t < Pi P, haben, was der Definition (3) ' 
widerspricht. 

Ferner gilt auch folgender Satz: 

; 4 1 2  

5. Die Vwbindungstinbe Pl P, der beiden su zwei parallelen Stütz- 
geraden g,, g, gehorenden. S1ützpunkle Pl, Y, steht auf der Stiitzgeraden 
swzkrecht.') 

Denn würde Y, P, nicht senkrecht stehen, so ware Y, P, > b, also 
konnten die ewei Stützgeraden in der zii P,P, senkrechten IZichtung 
wieder nicht den Abstand b haben. 

6. De finilion : Die Verbindurzgslinie Y, P9 der Stützpunkte zweier paral- 
lelm Stützgeraden nennen wi,r die zugehorige S t ü t z n  O r m a 1 e. 

1st g, bzw. g, speziell Tangente der Iiurve konstanter Breite, so 
ist, die Stütznormale also mgleich gewohnliche Normale der Kurve im 
Punkte Pl bzw. Pi, daher eine ,,Doppelnormale" im gewohnlichen s inie ,  
wenn g, und g, teide Tangenten sind. 

Wir konnen sogleich bei den Kiirven konstanter Breite auch die 
Eigenart der Eekpunkte oder Ecken, d. h. der Punkte, von denen aus 
ewei Teilbogen nicht grade in entgegcngesetzten Richtungen ausgehen, 
niiher hetrachten. Offenbar gilt hier der Satz: 

1) Man vgl. den erheblich umstandlicheren Beweie dieses Sataes bei R e n l e  a u  x, 
a. a. O.:  Sind g,, g, und I l , ,  h, zwei Paare von Stützgeraden in zueinander senk- 
rechten Richtungcn, BO bilden sie ein Quadrat ,  das von der Kurve in  jeder Seite 
,,berührtiL wird. In  diesem Quadrat kann sich offenbar die Kurve noch so be- 
wegen, daB das Berühren der vier Seiten des Quadrates bestehen bleibt. Jede 
unendlich kleine 13ewegiing ist nun als eine Drehung um einen Nomentanpol an- 
zusprechen; letzterar muB hier der Schnit,tpnnkt der vier ,,Stütznormalen" sein, 
d. h. die zwei Stütznormalen in j e  zwei Gegenseiten des Quadrates müssen zu- 
sarnmenfailen. 
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7. Dreht sich die Stützgerade g, um die Ecke E von der Tangente g, 
des einen zzc der g,' des andel-n Teilbogens, so umhüllt  die zugeordnete 
Stützqerade g, einen Kreisbogen vom  FI^. S. 

R a d i u s  b (Fig. 8) .  

Pig. 8. a\ / \\ \ gi 2 g1 

91 d ',LI 
\ 

b / /  \ b  
1 \ 

g* 

Und umgekehrt ergibt sich folgendes: 

8. Roilt die Stützgerade y ,  au f  einetn Kreisbogen d ,  der einen Teil 
der K u r v e  konstanter Breite sei, su rollt die mgeordnete Stützgwade g, ent- 
weder auck a u f  einem konzentrischcn Kreisbogen ab, wobei die Swnme lier 
OeZden Kudien. yleich b is t  (Fiç. 9) oder die Stützgwade y, tlreld sich 11m 

eine Eciie, den Jfittelpunlït des ersten KreisOoyens. 

$ 3. Die Begrifîe ,,UmhullungskurveU und ,,überall konvexe Kurve". 
W i r  knüpfen zur weiteren Untersuchung der Kurven konstanter 

Breite, die wir i n  der Folge kurz als C - K u r v e n  bezeichnen wollen, an 

die folgende allgemeine Definition an: 

9. B e i  einer Defiebigen den Annahnïen I (S. 7 1 )  gmvikynden Kwoe 
verstehen mir  unter ihrer U r n h ü l l u n g s k u r v e  die von a l l m  Sliiliiyeruden 
der gegebenen E t m e  eingehüllte Kzme. ' )  

Die Urnhüllungskurve erh i l t  man demnach, weun niari von irgend. 
einer Stützgeraden ausgehend diese auf der gegebenen Kurve bis sur 
Ausgangslage so abrollen U t ,  daB sie stets Stützgerade bleilit. 

Festsetzung 1. Fernerhin sei diejcnige R i d h n y  der Sbüizgeraden als 
die p o s i t i v e  uusgezeichnet, der entgegengesehen die yeyebene Ku'rce nit/ 
der rer1~tt.n Seite der Sliitzyeraden gelegm ist. 

In einer beliebigen positiven Richtung hat die gegebene Kiirre 
d a m  nur  eine einzige Stützgerade (vgl. Satz 2). Die vollstlindige Un- 
hüllungskurve 'wird also beschricben sein, wenn die positive Richtan: 
der St'ützgeraden sich um den Winkel 2a und zwar in deinselben 

1) Der Fall, da8 die gegebene Kurve aus einer oder mehreren Streclten éiner 
Geraden besteht, sei im folgenden ausgeschlossen. 
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Sinne gedreht  ha t .  Es e r g i b t  s ich  n u n  n o c h  folgender  Satz, dessen Be- 
weis seh r  einfach ist: 

10. Bie Omhullungskurve besteht rtur aus einem einzigen gesehlossenen, 
iuz Endlichen verlaufenden Kurvenzup, der sich zueder selbst schneidet noch 
herührtl); sie setzt sich nus Rogen Fig. 10% 

der gcgebmen Kurve und aus gerad- 
linigm Strecken mit einer mdlichen 

Fig. 10 c. 

Anzulzl von Bcken zusammen, und 
zwar ha{ die Umhdlungskurue au[ 
jeder ihrer Stützgeraden ent~eder 
nur einen ein~igen Punkt oder eine 
einzige geradlinige Strecke liegen. 

W e g e n  verschiedener  h i e r  en t -  

stehender Mogl ichkei ten  vgl. d ieF ig .  

10a-10 d,in donen  die ursprüngliche 
Eurve  du rch  die L i n i e n  abgesehen  

von den Geraden  g e g e b e n  u n d  die 
ziigehorige U m h ü l l u n g s k u r v e  d u r c h  

Schraffieren h e r v o r g e h o b e n  ist. 
Der Def ini t ion 9 m6ge n u n  

noch die fo lgende  Definition z u r  

Seite t r e t en :  

Fig. 10 b. 

/ 

Big 10 à. 

I l .  Bine Oeliebige, den Anna7lmen I geniigende Kurve nennen wir  
eine über a, 11 IL o n v  e x  e Ku r v  e =), wenn sie mit  ihrer eigenen Umhüllungs- 
krrrve ihztisch i ~ t . ~ )  
. -- 

1) Die Gmhüllungskurve kann sich z.  B. nicht selbst schneiden; d e n ~  es  ~ a r e  
nicht moglich, daB durch einen aolchen Schnittpunkt eine Stützgerade hindurch- 
ginge, nras doch der Fall sein muB. Aus ahnliclien Gründen kanu die Urnliüllungs- 
kurve sich auch nicht selbat berühren. 

2) Vgl. den Satz 1 5  des Textes und M i n k o w s k i ,  Uber die Begriffe Linge,  
Oberflache u n d  Volunaen, Ges. Abhandl. Bd. II, S. 123: ,,Unter einem konvexen K&per 
verstehe ich eine Punktmenge im Raume, welche abgeschloasen ist, die Eigen- 
schaft hst, mit  einer beliebigen Geraden stets entweder eine Strecke oder einen 
Punkt oder keinen Punkt gemeinsam zu haben und endlich nicht ganz in  einer 
Ebene zu liegon. Eine lconvexe Fliiche bedeute die vollst&ndige Begrenzung oines 
konvexen Korpers." Man sche auch M i n  k o  W B  k i ,  Theorie der lconvcxen Korper ,  
insbesomh-e Begründung  ihres Ofierflichenbegriffs, ücs. Abhandl. Bd. II, S. 131. 

3) Jcde nach der Definition 9 erhaltene Crnhdlungskurve ist also hiernech 
auch cine überall konvexe ICurve. Nach dem Satze 10 ha t  tiei einer überall kon- 
vcsen Kurve jedc Stützgerade entweder nur einen einzigen Punkt  oder aber eine 
einzige Strecke mit der Kurve gemein. Umgekehrt ist  jcde den Amahmen  1 ge- 
nügende Kurve eine überall konvexe Kurve, wenn jede Stützgerade die letzt- 
penannte Eigenschaft ha t  nnd die Kurve keine andern Punkte ala die auf den 
Etützgeraden liegenden besitzt. 
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R'unmehr kehren wir  zu der C-Kurve zurück und stellen die Be- 
hauptung auf: 

12. Jede K t m e  konsta~lfw Breite ist eine ùberall konvexe Kurze 
u n d  besttzt danzit die in detz Sutzen 10 und  11 ausgesprochenen Zigen- 

sclmftrn.') 

I n  der Tat, da  jede Stiitzgerade mit der C-Knrve nur  einen einzigen 
Punk t  gemeirisam hat, die Kurve selbst aber nach der Definition 3, 
S. 72, andere Punkte als die auf den Stützgeraden liegenden niclit be- 
sitzt, so muB die Kurve mit  ihrer Umhüllungskurre identisch sein. 

MTie für die überall konvexen Kurven überliiaupt gelten nun auch 
für  die Kurven konstanter Breite sogleich noçh die folgeriden Sitze: 

13. ,Jede iiberall 7 i o ~ ~ e ~ e  IGwze, also autlc jede C-Kurve, kann Biict- 
l iehrp~7i te  (Spitzen oder Scl~nabelspitzen) und Wendepunkte2) nicht is 
der T.Creisc? entlznlten, dn/ï b e i d e  Kurvenz,weige, die sonst von eitznenz soichen 
Punkte a~islazrfen, der Kurze a~qehi j r rn .~)  

Denn für jede Stützgerade (bzw. Tangente) der Kurve muB diese 
je vollig auf derselben Seite gelegcn sein, und die Stützgerade mu8 
sich überdies etet's in demselben Sinne drehen, wenn ih r  Kurvenpunkt 
die Kurve durchliuft. 

14. Jede ÜüDernlZ lionvexe Kume,  also azcc7~ jede C-Xurve, ujird mi 

einer heliebigen (in zlmr f i e n e  liegenden) Geraden, die jene schneidet, o h e  
Stützgel-ade zzc sein, stets uncl nur i n  zwei getvennlen Punkten geschniltm. 

DaB eine solche Schnittgerade mit der Kurve eine Strecke gem~in 
hiitte, is t  nicht moglich, da die der Knrve angehorenden Strecken nur 
auf Stützgeraden liegen. Dafi aber die Schnittgerade drei einzelne 
Punkte  mi t  der Kurve gemein hatte, ist deswegen ausgeechlosscn, meil 
die 8uBeren beidcn solcher drci Punkte  dann auf verschiedenen Seitcn 
der Stützgeraden des mittleren Punktes liegen würden, was der Defini- 
tion 1 (S. 72) der Stützgeraden widerspricht. Wenn endlich die Schnit;. 
gerade nur  eineri einzigen Punkt  mit  der Rurve genieiri hatte, so müBien 
nach dem Satze 10 von diesem Punkte  zwei und nur zwei Kurvenzweige 

1) Man braucht also die Eig-enschaft, da0 die Kurve konstanter Rreite eine 
überall korivexe K u \ - e  sein soll, nicht von voruherein in die Voraussetzung auf- 
zuuehmen, wie es von den EIerren Hurwi t z  und AfeiBner (1) a. a. 0. geschieiit 

2) Vgl. Enzyklopidie der math. Wissen~çhaften, Artikel: v. Mangoldt, Ali. 

wendung der Biferential- und Integralsechnung auf Kurcen und Flüchen, Bd. JII. 
:;, S. 41. 

3) Wir werden bald sehen (S. S I ) ,  daB eine C-Kurve Riendepunkte auch nichl 
,,einseitigN ent,halten kann, d. h.  da6 auch ein einzelner Kurvenzweig, der Yi;n 

einom Wendepunkt ausgeht, nicht bis zii tliesem seltist h in  ein Sei1 einer C-Kure 
sein kanu. 
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Von FRIEDRICH SCHILLING. 6 7 

auslaufen, die auf verschiedenen Seiten der Schnittgeraden llgen. Dann 
aber konnte die iru Endlichen liegende Kurve nicht geschlossen sein. 

Gehen wir daher von einer beliebigen Stützgeraden der Kurve ans, 
wobei jene entweder einen einzigen Punlrt oder eine einzige Strecke 
mit der Kurve gemein haben mag, so hat  eine Parallele der Stütx- 
geradcn belicbig nahe zu ihr  auf der Seite der Kurve zwei getrennte 
Punkte mit dieser gemein. Deren Lage lnder t  sich stetig, ohne daU 
ein dritter Schnittpunkt hinzutritt, a e n n  die Parallele weiter parallel 
mit siçh verschoben wird, und die Punkte rüçken erst wieder in einen 
Punkt zusammen bzw. bilden die Endpunkte einer Strecke der Kurve, 
wenn die Parallele in die andere Stützgerade derselben Richtung iiber- 
gegangen kt. Aus dieser Überlegung folgt dann noch weiter, ohne daB 
wir dies niiher ausführen wollen: 

15. Jede iibera-il konvcxe E u r v e ,  also auch jede C-Kurvc ,  teilt i h ~ e  
B e n e  in zwei  uoneinander getrennte Gebiete, ein ,,imeres" u n d  e i n  
~,u~/3eres" .~)  

Fassen wir für eine C-Kurve das ,,innereu Gebiet einschlieBlich dei- 
Kurve selbst als eine aus der ganzen Ebene ausgeschiedene Punktmenge 
mit der Eigenschaft auf, daB je zwei ihrer Punkte eine Entfernung 
( b  besitzen, so gilt sogleich auch der Satz: - 

16. n i e  Pulzktmen,ge i s t  hinsichtlich der genanntetz Ei,qenschaft in 
sach vollstundiy, d. h. sie l iunn dzmh Ireinen Yulakt X azt/3erlzul6 des Ge- 
bieks so emei l e r t  werden, d n p  die gennrznle h'igenschafl erhallen bleibt.2) 

Durch einen solchen Punk t  X geht namlich sicher eine Stützgerade 
der Kurve Lindurch. (Denn man braiicht ja nur durch X eine die Kiirve 
(in 2 Punkten) sclineidende Gerade zu legen und diesc um X gedreht 
zu denken. Da  die bciden Schnittpunkte n u n  deuselben von X aus- 
gehenden Halbstrahl angehoren, dieser aber nach der Drehung um 180" 
in den keine Schnittpurikte enthaltenden Halbstrahl übergeht, so muB 
vorher die Gerade die Lage einer Stützgeraden angenommen haben.) 
Nimmt man dann zu der durch X gehenden Stützgeraden g, mit dem 
Stützpunkt Pl noch die parallele Stiitzgerade g, mit dem Stützpunkt P2 
hinzu, so ist nach dem Satz 5 S. 73 X P ,  > P,P2,  d. h. > b .  

Werfen wir nun einen Blick auf die Annahmcn 1 S. 71  zurüclr, 
so ist leicht noch folgendes zu erkennen: Man kann durch geeignete 

1) Der Satz i a t  bekanntlich für weit allgemeinere Kurven, die ,,Jordanschen 
Kurven" bewiesen von C. Jo rdan ,  Cours d'analyse, 2. id . ,  Bd. 1, Parie 18'33, 
p. 91-99. Vgl. auch Enzyklopidie der math. Wissensch., Artilrel: r. Mangold t ,  
Die Begriffe &nie" und ,,Z?lache", S. 140, insbosondere Anm. S B .  

2 )  Vgl. MoiBner ( 'A), S. 43. 
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78 Die Theorie und Konstruktiou der Kurveu koustauter Breite. 

Wahl des Argumentes t, niimlich durch ganze lineare Transformation 
des ursprünglichen Argumentes, es stets so einrichten, daB die Intervalle 
des Argumentes t für die einzelnen aufeinander folgenden Teilbogen der 
C-Kurve sich stetig in gleicher Richtung aneinanderreihen. (Sind die 
Grenzen eines Intervalles f ü r  t etwa u und v und soii statt dessen cias 
Intervall von u, bis v, für das Argument t, eintreten, so ha t  man einfach 

zu substituieren). lndem wir dies der Einfachheit halber im folgenden 
roraussetzen, wird also die gesanite Kurve konstanter Breite beschrieben, 
wenn das Argument t ein einziges endliches Intervall von c bis d ,  mo 
d>c sei, etwa von O bis 2 n ,  durchliiuft, wobei dann für die Endpunkte 
c und d des Intervalles sich dieselben Werte  der Koordinaten x, y ergeben.') 

5 4. Die Kriimmungsradien der C-Knrve. 

Zur  weiteren Untersuchung der C-Kurven, besonders, um die wich- 
tige Frage zu losen, wie man alle C-Kiirven auf geometrischem W'ege 
erhalten kann, betrachten wir vorerst noch zwei andere Kurvenarten, 
die aufs engste mit den C-Kurven verknüpft sind. 

1 7 .  Denlien w i r  irgendeine C-Kurve gegehn, so soll es sich eininal 
um die zugel~orige C l - E u r v e ,  ubs den yeometrischen Uvt für die Xtte 11 
der Stütznornaalen Pl P, (v,ql. S'atz 6, 8. 73) handeln u n d  [erner unz die 
zugehorige K- Ku r v e als den geonzetsischen Ort der Kriinzmungsmitfel- 
yunkte  oder als die Bvolute der C - E w v e .  

Zur  13ehandlung der C'-Hurve werden wir uns  indes erst im # 9, 
S. 104 ff., hinwenden, indem wir bis dahin unsere Betrachtungen der 
E-Kurve  widmen. W i r  führen jetzt folgende weitere Begrenzung der 
Annahmen 1 (S. 7 1) ein, nm unsere Betrachtung nicht unzweckm2Big 
zu erschweren : 

Annahmen II: nie drjrt e inge füh~ten  Eùnkt ionen ~ ( t )  u d  $ ( t )  
sollen ferner a'n nllcn inneven SS l len  des fiir t y g i f i g m  Intervailes, d. h. 
des einzelncn Tci171ogclzs, elzdliche u n d  stefiige ~ w c i t c  Ablcitungen haitzen. 
I h i m  Gbeqa9zg d m  Argunzentcs t in eeincn der Grén~tcer tc  des Azteroalles 
so l lm ewar die Ableitungen cp" und  +" (absolut gmonzmen) über jeiie 
Grübe h,innzts zcachserz diirfen ; doch soll der Ausdruck q'q" - siels 
gegen einen elzdEic3ten Grenzwo-t lionvergieren. Endlick soll entuieder d t ~  
ilusdt-uck f i r  den Krümmungsradius selbst 

T 

1) Vgl. indessen die Annahmen IV und die erste Amnerkung auf  S. 128. 
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1 
oder sein rezipoker V e r t  , die Eriinznznng, azcch beim L?he,:png des 

P 
Argumentes t in &en sinyuduren Rndpnh-t  des Inte~vnlles (fiir den also 
rpl(t) = +'(t) = O ist) in einelz bestimnzten endlichen Grenzwert iibergehen, 
da dann ais der hl-iimwm~zgsradius hzw. die Xrünmmg in dewz End-  
punkte zu gelten hat.') 

Aus diesen A n n a h m e n  fol@ sogleich auch, da8 d e r  Wert g = 0 
nur in e i n e m  siuzgularen Endpunkte des In t e rva l l e s  (vgl. die Anna l imen  I 
S. 71) s t a t t h a b e n  kann.=) Vor a l l e m  a b e r  besagen  diese  A n n a h m e n  geo- 

metrisch, da0 zu  jedem P u n k t e  P, eines j e d e n  d e r  die C - K u r v e  zu- 

sammensetzenden Te i lbogen  e in  b e s t i m m t e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  ge- 
h6rL3) Da dieser  d e r  Schnittpunkt d e r  N o r m a l e n  v o n  Pl mit der un- 
-- 

1) Wenn bei dem einzelnen der ursprünglichen Teilbogen der C-Kurve z v a r  
die Annahmen 1 (S. 71) gelten, abcr an  einer endlichen Anzahl von Stellen nicht 
die Annahmen II, BO kann man  einfach den Teilbogen weiter i n  eine endliche 
Anzahl kleinerer Teilbogen zerlegt denken, für deren jeden dann natürlich die An- 
nahmen II zu gelten haben. 

2) Vgl. den SchluE der dnmerkung S. 81. 
3) Vgl. J. S o m m e r ,  cher die Definition des E ~ m m u n g s k r e i s e s  in  einem 

Punkte e i n e ~  allgemeinen ebenen Kurüe, Archiv d. Mathematik u. Physik, Bd. XIX, 
Leipzig 1912, S. 19s-214. Auch jeilem Endpunkte des einzelnen Teilbogens ge- 
h6rt nach unseren Festsetzungen ein bestimmter Krümmungsmittelpunkt m .  Aua 
den Gleichungen (1) (S. 71) folgt j ü  ziiri%chst fiir einen inneren Pun7it des 'ïeil- 
bogens, wenn d s  das Bogcnelement in P, ü s  den Kontingenzwinkel iiezeichnet: 

wobei 

d s 
ist. Für den inneren Punkt  P ist dann - stets endlich und von Null verschie- 

d t 
dt 

den, - auch stets endlich und nur Null, wenn 93'. I /"- +'. cp" verschwindet. In 
d t 

diesem letztcren Fa11 sagcn wir (iiher die Definition des Herrn S o m m e r  hinaus- 
gehend), da0 der Kriimmungsmittelpunkt im Unendlichen lie&. 

Beim 0bergang in einen nicht singulüren li:ndpur~kt, etwa für  t = t,, liegen 
die Yerhiiltuisse nicht anders; auch wenn eine der Ableitungen 93'' und ?" dabei 
über jede Grenze hinaus wachsen sollte, so existiert doch stets in dem Enclpunkte 

d z 
selbst die Funktion - zugleich mit  ihrer geometrischen Bedeutung. (Statt an die 

d t  
dz  

Funktion - kann man nimlich auch die Betrachtung mit Herrn S o m m e r  an die 
d t  
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80 Die Theorie und Konstruktiou der Kurven konstanter Breite. 

endlich benachbarten Normale ist, BO ist er nach dem Satze 5 (S. '73) 
zugleich auch der Krümmungsmittelpunkt für den Punkt P, der paral. 
lelen Stützgeraden, wobei wir, wenn wir wollen, den Pal1 bei Seita 
lassen, daB der Bogen von Pl ein Kreisbogen und zugleich P, ein 
Eckpunkt ist (vgl. Satz 7,  S. 74). Für die Doppelnormale PIF8 kann 
aber der Krümmungsmittelpunkt auch niemals aufiel-halb der Streclie 
Pl P, selbst gelegen sein, da ja die ganze Kurve innerhulb des durch 
die Stützgeraden von Pl und Y2 begrenzten Streifens l iegt .  Es gilt 
folglich ausnahmslos der Satz: 

18. Der Ei-ünzmungsradius für jedcn Punkt eines der Teilbogen 
welche dze C-Kztrve von der Breite b zusammensetaen, Zst (absolut je 

nommen) stets 5 b. 

???+* anknüpfen und für den nicht 
9'= 

aingularen Endpunkt die Ableitung 9' von Nul1 verschieden annehmen, da andeni- 
dPz 

falls nur  die Punktion - zu wahlen ware. Es cxistiert daun auc,h in dem End- 
d y' 

punkte  selbst die zweite Ableitung $'Y. Denn man k h r i t e  j a  U'mgekehrt von der 
d x z  

a" - bis in den Endpunkt hinein wohldefiherten Funktion dx, - ~ ( z )  ausgehen und 

du rch  zweimalige Integration und gceignete Festaetzung der Integrstionskonstanten 
mi der Gleichung y = f ( x )  einer Kurve zurückgehen, die dann mi t  der gegebenin 
Eurve  identisch ist.) 

Fiir einen singulnrm Ewdpulzkt t = t, des rntervalls (q,' - q' = 0) sei nnn 

v ' 1 e t w a  -, endlich. 1st dann auch l im- endlich, denn ist auch 
T t=t. e 

d 2 
lim - = lim 

d t  

endlich und bestimmt und ebenso 
3 

d. h .  die Verhiiltniase liegen wieder nicht anders als soeben. h t  aber für den 

siugulkren Endpunkt t = t ,  jetzt lim p = O ,  so kann lim nicht endlich sein. 
t k f .  *=lm d 

1 
vielmehr ist  l i a  - -, = O ,  d. h. es eaistiert dann im Endpunkt ~ e l b s t  niett 

t = 1. b~~ dxS 
d x Z  

und also aueh kein Krümmungsmittclpunkt (nach der Definition de8 Herrn S O r n r n e r ,  
vgl. a. a .  O. S. 201). Gleichwohl schreihen wir dnrch besondere Festsetzung demEnd- 
punkt  einen mit  ihm zusammenfallenden Krümmungsmittelpunkt und den Iuüm- 

mungsradius e = O zu. c h e r  lim d Z  ist  in diesem Halle allgernein nichts aiiszn. 
t = r .  d l  
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Die C-Kurre kann also keinen Punkt mit unendlich groBem Krüm- 
mungsradius, insbesondere keinen Bogen, der von einem gewohnlichen 
Wendepunkte ausginge, bis zu diesem selbst hin enthnlten. (Für aile 
inneren Punkte des einzelnen Teilbogens und die nicht singuliiren End- 
punkte ist also auch der Nenner rp'lC>"- lC>'y~" dcs Ausdrucks für Q 

stets von Null verschieden oder mit anderen Worten: Der Nenner 
r p ' ~ ' f - ~ ' r p "  kann nur für einen solchen Parameterwert t verschwinden, 
für den glcichzeitig g~' = +' = O ist.') 

- 

1) Wir wollen eininal i n  dieser Anmerkung voraussetzen, daB die Funktionen 
x = <p(tj, y = ~ ( t )  für jede Stelle des in Betracht kommenden Intervalles von t 
in eine Potenzreihe entwickelbar sind. EB seien daun mit x;, x[ . . . und y;. y: . . . 
die Ableitungen für t = t, bezeichnet. Um dann das Verhalten der Kurve i n  der 
Kahe eines solchcn singularen Punktes, wo also x: = y: = O ist, au untersuchen, 
wollen wir eine solche lineare Transformstion des Koordinatensystems ausgeführt 
tienken, daB dieser Punkt der h'ullpunkt und seine Tangente die Abszissenachse 
ist. (Vgl. Enzykl. der Math. Wiss. LI1 D 1, 2, Artikel: v. M a n g o l d t ,  Anwendung 
der DiiferentiaL- und I7ategraErechnung auf Xurven und Pluchen, S. 41.) Wir wollen 
der Einfachheit halber auch nach dieser Transformation die Koordinatenbezeich- 
nung x, y beibehalten. Dann gelten alsu jetzt folgende Entwicklungen: 

wo z(ai) und mit den Bedingungen n > na ) 2 die ersten nicht verschwin- 
deuden Ableitungen von x und y sind, oder 

ist und y,, !& Putenzreihen sind, die für t = t, den Wert 1 annehmen. Es er- 
gibt aich dann für den Ausdruck des Krümmnngsradius Q bei Beschrinkung mf 
die Glieder niedrigster Ordnung: 

Q = cm ( t -  t,)'"-" 

wo der endliche und nicht verschKindende Eoeffizient 

naS . A' c = - 
n ( n  - ni)  . B 

kt. Da nun der Krümmnngsradius stets endlich ist, so muB algo zrn>n>m>:! sein. 

mTenn aiao beispielsweise an  der ctingularen Stelle nicht beide zweite Ab- 

leitungen verechwinden, also zo' 2 O, d .  h. nz = 2 ist, B O  kann .n nur gleich 3 oder 
4 sein. In diesen Fillen ist die singul'ire Stelle bzw. eine Spitze erster Art oder 
(im allgemeinen) eine solche zweiter Art (Schnabelspitze), (vgl. wieder Enzykl. der 
Math. Wiss., Artikel: Y. M a n g o l d t  a. a. 0. S. 41. Für x = (t  - t,)', y = (t - t,)' 

Zeituchrift f. Xathematik n. Pbysik. 63. Band. 1914. Hoft  1/2. 6 
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19. Der  Erünzmungsradius  Q i s t  also fiir jeden Teilbugen der C-Kurve 
eirze endliche u n d  stetige Grope vorz utzoeranderlzchem Porseichen. 

Da entsprechend auch der (stets im Endlichen gelegene) Krürri- 
mungsmitt~lpuiikt  eines Punkteu Pi der CKurve  sich stetig andert, 
wenn der Punkt die einzelncn Tcilbogen der CMurve durchliuft, so 
folgt auch: 

20. %tc jedem YeilIiogm der C - K u r c e  gehort als Erolute ein be- 
stinzmter (zqn E r d i c h e n  liegendw) Boyeu, den  w i r  den  atlgehol-igen Teil- 
b o g e ~ ~  der E - K a r u e  nennen wollen, (woiïiei nochmale auf die besondere 
Stellung hingewieaen sei, welche hierbei zu dem Teilbogen der C-Kurre 
gehorende Kreikbogen einnehmen). 

21. Dieser Teilbogen der K-Arurve ist ebenfüils die Evolute su eiwm 
zweiten Bogên der C - K z m e  (dena O ~ t e  des Punlîtes Y,) ,  der jedoch zu 
eawn oder s u  welwerevz der (I 'eilhgen der C-Xurve  gelzomz 1;awtz. Diese 
z w e ~ t e  Bogen der C - K ~ w e  zst mit u d e w n  W o r t e u  zzc dem ï'ezlbogen des 
Punktes  Pl üyzr idislüral. l) 

Wie aus den e in~elnen Bogen die ganze K-Kurve sich zusammen- 

setzt, wollen wir erst spiiter ( 5  5)  betrachten. 
Um diesen Teilbogen der K-Kiirve naber zu erfassen, wollen wir 

nach eine weitere Reschranki~ng hinzufiigen diirch die 

Annahmen III: D i e  Funkt ionen ~ ( t )  und $(t) solzen a n  aller, 
invwefz  Stellen des für t yultigen Initmxillês Iiei dem einzelnen Teilbogen 
der C-Eurve e9zdliche urnd stetwje dritte Dlferentinlquoiiénten besilxen.') 
F é m e r  sol1 der am der Formel (3,) fiir q (S. 78) sich ergebende Diffe- 

z. B. ist die Stelle t = t, ein gnwohnlicher Kurvenpunkt). Katürlich konnen nicbt 
beide Kiirvenhogan, d i e  von einer solchen Spitze aiiolaiifen, der  C-Kurve angehoren, 
d a  diese ICnrve ja stets auf eiuer Seite der Tangente licgen muB, bzw. bei stetiger 
L)urchlaufung der Kurve eine sich stets in demselben Sinne drehende Tangente 
besitzen muB. Der Wert Q = O tritt den obigen Ungleichungen gem%B allemal 
dann au den ~iriguliiren Stellen auf, meun 2111 > TL kt, also z. B. fiir den eben 
erwahuten Fall m = 2, n = 3.  

1) Dieser xweite Tlogen kann durch die Gleichungen dmgestellt werden: 

2) Hier ist zunachst wieder eine analoge Bemerkung wie die der oraten Anm. 
S. 79 am Platze. 
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der nach den 6islterzgen Annahmen und Satzen (vgl. besonders den 
Snte 19  und die Formel (3)) für aile inneren Punkte des Intervalles 
m e  endliche und sfeti,ge Grope ist, nur für eine. end l iche  Zahl dieser 
Punlvte versehwindcn (von den Kreisbopn in endlicher Zahl abgeseheu, 
die EU dern Teiibo,qen geh&.en) und heim Ühe-ang de7 Argumentes t in 
& n ~ n  Xndpnlct des Intervnlls e~tweder selbst oder mit seinem rexiprokelz 
Wcde in einen bestimmten enrllicheta Grenswmt iibergehe~.~) 

Durch diese Festsetzungen soll es also z. B. nicht ausgeschlossen 
sein, daB für  einen Endpunkt des Intervalles eine der Ableitungen cp"' 
und +'" unendlich wird, d. h. über jede Grenze hinaus wachst. 

Auf die geometrische Bedeutung der Annahmen III werden wir  
sogleich eingehen. Zu dem Zweck treffen wir  zunachst i n  Ergiinzung 
der E'estsetzung 1 auf S. 74 folgende weiteren 

Festsetzungen II: Als posi t iver  D r e h u n g s s i n n  i n  der Ebene sei 
dwjenige beseiclznet, der die positive x-Ache in die positive y-Achse über- 
-- - 

1) Inbetreff eines singularen Endpunktes (q' = q' = O) vgl. die Anmerkung 
S. 81. Nach den dase lb~ t  gegebenen Voranssetzungen ist fiir eine solche Stelle 
Q = C . (t - t,)2m-n . %(t  - to ) ,  wo !$(t - t,) eine Potenzreiho von (t - t,) be- 
deutct, die für t = t, den Wert l annimmt, und es ist  dann a190 in  jedem Fallc, da, 

'2, > n int, (2) gleich einer endlichen Zahl oder gleich O .  Bei einer C-Kure ,  
t= t. 

deren Teilbogen die zu Anfang der Aninerkung S. 81 genannte IGgenschaft haben, 

kaon es also überhrtupt nicht vorkommen, daB d e  unendlich groB wird. 
d t  

Es m6ge jetzt  jedoch im allgemeinen Falle (d. h. wenn die aoeben erwLhnte 
Eigenschaft bei dem nach unseren Annahmen zul&ssigen Teilbogen der C-Kurve 
nicht vorauqpetz t  wird) zwar für den Endpunkt t = t,, der z. 13. ein unterer 

d e  .. Endpunkt für t aei, uber jede Grcnze wachsen, aber für alle Werte t i n  an- a t  
geboarer hinreichender Naho von t, der dann stets dasseibe Vorzeichen besitzende 

Ausdruck a @ . (t - toin ebsolut genommen < 8 sein, wo 9. eine bestirnmte end- 
d t 

liche Zahl und O < n < 1 ist. Dann kann man dnrch Einfiihrnng eines neuen 
hgnmentes u durch die Substitution t - to = uz, wo 1 eine noch zn bestimmende 

positive ganze Zahl sei, erreichen, da8 (d:) sndlich i a t ,  da0 alao pin Unendlich- 
u=O 

werden der Ableitung von g vermieden wird. Es ist  namlich, d e  fi = 1 . ui-1 
d u  

wo die rechte Seite eine endliche GroBe i d ,  wenn 12 ist. Man iiberzeugt 
1-12 

sich anch leicht, daB durch dieee Substitution t - t, = uz die Gültigkeit der jetat 
fiir den Puametor u ausgeeprochenen Annahrnen 1, II, III keine Andermg erleidet. 

6 * 
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34 Die Theorie und Konstruktion der Kurven konstanter Broite 

fiihrt. (Der bestimmten Anscha,uz.mg zuegen soll dieser positive Drehungs- 
sinn, besonders in den jklgtrren, [lem des 0-hrzeigers entgegengesetzt sein) 

Fig. 11. 
Als positive Richtung einer 

y = 4  
4. Stütsnormalen fiir den eiwzebzen 

P u d i t  Pl der C-Kurve soll diejenige 
6e;eichnet sein, die aus der ps i -  

C-K~rve tiven Richtung der zzcgel~origen Stiitz- 
genlden dicrch Br.ehun,g zlm $90' 

X-  Kurue hervorgeht. (Fig. 11.) 
F ü r  einen Kurvenpunkt;, der keine 

Ecke kt, zeigt also die positirc 
Normalenrichtuna von dem Punkte 
aus in das Innere der C-Kurve. 

O 0 / 
r F ü r  zwei Punkte Pl und L', mit par. 

x = g  
allelen Stützgeraden sind natürlich 

die positiren Richtungen ihrer gemeinsameii Stütznormalen entgegen- 
gesetzte. Nach diesen Bestsetzungen ist ferner hinsichtlich des Vor- 
zeichens stets + 

@ - P R 2 0  

zu nehmen, mo P ein Punkt des einzelnen Teilbogene der C-Icurve und 
R der zugehorige Krümmungsmittelpunkt ist. 

Festsetzung III: Der Bi~~rachheit halber sei endlich az~ch eine solch 
Wahl des Argumentes t festpsetzt, dap für jeden Teilbogen der C-Kurre 
wuckselzden Werfen des Argumentes t eine positive Umlaufung des 
Bogens, d. h. eine Umlaufung im Slnne der positiven Tangente entspriebt 

Bezeiçhnen mir nun die auf dasselbe Koordinatensystem bezogenen 
Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes R mit 5 ,  7 ,  so lauten die 
Gleichungen fiir den l'eilbogen der K-Eurue 

5' 
COB a: = 7 

S 

und s'= + 1/- ist uud 2', y' die Ableitungen der Funktionen 
x = rp(t), y = +(t)  ( ~ ~ 1 .  die Gleichungen ( l a ,  b). S. 71) bedeuten.') 
- 

1) Tst fü r  einen Endpunkt t = t, x' = y' - s' = O ,  00 treten natürlich f ü ~  
x' 

die Quotienten ---; und ihre nach den Annahmen 1 wohlbestimrnten Grenz- 

ve r t e  ein. 
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da s' 
Da - - = -- ist, so folgt hieraus: 

d t  Q 
d i  - --- d e 
d t sin cc . - , 

LE t 

wo d6 das Bogendifferential der K-Kurve bezeichnet, mit solcher Fest- 
setzung des Vorzeicheiis, daB zunehnliendcn ?Verten des Argumentes t 
auch ein Wachsm. des Bogens der E-Kurre entsprechen soil. Aus den 
Formeln (7 a, b) folgt zuniiclist: 

22. Der einzelne Iéilbogen der K-&rre besifzt dann utzd nur d a m  
eine singulare Stelle E r  = 7'  = 0 ,  wenn für einen einzehen Wert des 

d e  Argumentes t -- = O ist und eine ,,singulareH Stelle 5' = 7' = oo, uemz 
d t  

3 = co ist ,  welch' letzieres ja nur für einen E ~ d p u n k t  des Teilbogens 
d t  
der Full sein 7cunn. 

Wir bezeiclinen nun mit /î den Winkel, den die wachsenden Werten 
von t, d. h. nach der Festsotzung III, S. 84 wachsenden Wertcn von 
a entsprechende Fortschreitungsrichtung der K-Kurve gegen die positive 
f Achse bildct 

Festsetzung IV: Diese so definierte Fortschreitu~~gsrichtung nennen 
wir die posit iue T a n g e n t e n r i c h t u n g  der K-Kurve . ' )  

Es gilt hiernach: 
d + cos or . 3 

sin /î - a t 
d a  

- = $ cos Cr, 

- d e  mn or . - 
d t cosp = = 

d G T sin a 

wo die oberen oder untcren Voreeichen gelten, d. h. P = + 90° ist, 
d je nachdem 2 > oder < O ist, d. h. : 

- -- 

1) Ala diese poeitive Tangentenrichtung der K-Kurve ergibt sich ersichtlich 
dieselbe Richtung, mag die betreffende Stelle der IL-KUIVE als Evolute für den 
Bogen des Punktes Pl oder des Punktes P, aufgefaBt werden (vgl. Satz 2 1  S. 82) 
irn üegensatze zu der positiven Hichtung der Stütznormalen. 
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8 6 Die Thoorie und Konstruktion der Kurven konstanter Breite. 

23. Die  positive ï'angentenrzchtung der K-Kurve st immt wzit der posi- 
d 

tiven Hichtung der Stütznormalen überein oder nieht, je nachdem 2 > O 

oder < O ist. (Fig. lZa ,  b ;  hier geben die Pfeilspiteen die positiven 
Richtungen der Tangente und Normale der C-Kurve und die positiven 
Itichtungen der C- und der K-Kurve an). 

Hierauf kommen wir spiiter (S. 92) ausführlicher zurück, besouders 
d 

auch auf den irn Satze 24 noch naher berprochenen Fall 2 = O ,  ni 

\ Fig. 12 e. Fig. 12 b. 

es, da1 dieser Wert als Grenzwert für einen einzelnen Punkt des Inter- 
valles oder durch das Vorhandensein eines Kreisbogens der C-Iiurve 
(p = const) auftritt. 

Bei beiden Moglichkeiten ist jedenfails noch zu beachten, ob der 
d 

Aiisdruck d e  beim Durchgang durch die Stelle = 0 sain Zaichon 
d t 

wechselt oder nicht. 

Die wesentliche pcometrische Bedeutung der Annahmen III heben 
wir nun noch besonders durch den zusammenfassenden Satz hervor: 

24. Der  eimzelne Teilbogen der E - K u r v e  besitzt in jedem (nicht zu 
eiîzem l i r e i sboge~  der C - K w v e  ge7Grende.n) Pun7cte R eine bestimmle 
Tangente. Diese andert sich stet<q und  zwar  i n  ckr Weise,  daa sie sicic 
stets i n  positivem Sinne drel~t, wenw der sityel~b'rige Yusz1;t P die C Kwce 
in positicem Sinne durchlauft. Passiert hierbei der Punh-t P eine Stelb, 

sprechenden Stelle R der K - X u w e  ilzre positive Tafigentewiclztug von der 
bisheriyen in die entyryengesctzte Hichtung über. Enfhüit aber der Teil- 
Dogen der C-Kurce  einen hi-eisbogen, so entsprici~t diesein ein einriga 
Punld der K - K w v e ;  dleser stellt dunn  e i m n  Eclîpunkt dur, wenn a n  da 
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Von FRIEDRIÇK SCHILLING. 87 

Kreisbogen noch beiderseits andere Bogera bei dein Teilbogen der CKurve 
sich anschiie/3m, und es geht auch hier die positive Tungentenrichtung der 
K-Kurve in die entgegengesetzte Richtung über, wenn beim Passieren des 

d 
Et-eisboqens de sein Zeicken ~ e c h s e l t . ~ )  t 

tj 5. Der gesamte Verlauf der X-Kurve. 

Bisher haben wir allein die einzelnen Teilbogen der K-Kurve be- 
trachtet, die zu den einzolnen Teilbogen der C-Kiirve gehoren. Um 
die K-Kurve jedoch in ihrem ganzen Verlauf zu überblicken, müssen 
wir nun untersuchen, wie ihre einzelnen Teilbogen sich zusammensetzen 
lassen, d. h. wir wenden uns der Betrachtung der gemeinsainen End- 
punkte P' - Y" zweier sich aneinander reihender Teilbogen der C-Kurve zu. 

Erstens rriogerl in dieserri Punkte P' = Y" die beiden Teilbogen 
der C-Kurve dieselbe Tangente, denselben Krümmungsradius Q und 

d 
denselben oder verschiedenen Differentialquotienten besitzen Dann 

hahcn auch die entsprcchenden 'I'eilbogcn dcr E-Kurve stets zusamnien- 
failende Endpunkte R '  = R" und dabei auch noch dieselhe Tangente, 
wenn keiner der Teilbogen der C-Kurve in dem Punkte P'- P" in 
einem Kreisbogen endigt. (Vgl. die Figuren 13a-d.) In Big. 13a  ist 

d e insbesondere jbei positiver Umlaufung der C-Kurve) - vor und nach a t 
dem Passieren der Stelle P r =  P" positjv, in Big. 1 3 b  vor dem 
Punkte P' = P" negativ, nach dem Punkte positiv (vgl. Satz 24). Bei 

l~tzterer Mügliehkeit kann die G r S e  d t  = Q' ùurch O oder m hindurch- 
- -- - 

1) 1 s t  z. B. der Parameter t der Winkel LY selbst (vgl. S c h e f f e r s ,  Anwen- 
dung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie Rd  1, Lpz. 1901, 

d d a  
S. 17, Satz 8) so bedeutet 2 = + - - (rom Vorzeichen abgesehen) den (diesern 

d a  - d m  
Auadruck gemi.5 definierten) Krümmiingsradius pk der K-Kurve. (Vgl. S O m m e r , 
ï%er die Urfiniliun des Erümmunyskreisea in einen~ Punkte e i n e ~  allgenzeilzen elienen 
Kurce, Archir der Math. u.  Physik, Bd. 19, 1912, S. 202) Für  einen Wendepunkt 
der K-Kurve, überhaupt für  jeden Punkt mit mehrfach berührender Tangente, ist  
dann q = cm, (vgl. die Annahme LU, wo susdrücklich solche Werte mgelassen 

k 
siudj. Im allgemeinen Falle (d. h. wenn t nicht grade den Winkel cx bedcutet), 
gibt für einen inneren Punkt des Teilbogens der (7-Hurve, für den also p und s' 
von O verschieden und Q' nicht m ist, analog die folgende Formel 

den Krümmungsradius der K-Kurve an  der entsprechenden Stelle an, wobei aleo 
die Exiatenz von Q "  niçht vorausgeset~t  zu werden braucht. 
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88 Die Theorie und Konstruktion der Kurven konstanter Breite. 

gehen oder auch von einem positiven Werte zu einem negativen 
Werte e; oder umgekehrt springen. E s  braucht hier aleo keineswegs 
die Steile X=R"  eine Spitze im gewohnliçhen Sinne zu sein, soudern 
die beiden Teilbogen der K-Kiirve konnen in R '  = R" sogar gewohn- 
liche Kurvenpuiikte besitzen (vgl. die Figur 4 S. 70). In Fig. 13c ist 
als spezieller Fall der Fig. 13b noch g = O an der Stelie P' = P". In 
Fig. 13d endlich endigt der erste Teilbogen der C-Kurve in einen: 
Kreisbogen. 

Fig. 13 a. 

Pig. 19 o. 

1 I P = P = R C ~  

C-Kzcnie 

R- Kurue 

Big. Y S  b. 
1 b 

P = P  

C- Kurue 

Fig. l 3 d .  

Zweitens mogen beide Teilbogen der C-Kurve in dem gemeinsameu 
Endpunkte P' = Y" (in dem jeder der Teilbogen noch als Kreisbogen 
endigen künn) dicselbe Tangente, aber verschiedene Krümruungsradien 
oder verschiedene Kriimmungsmittelpunkte B' und R" besitzen. Danii 
sol1 sfets die Vwbindu~ngsstrecke R'li" zu der K-Kurvr! hinaugenom~~wt 
werden. (Vgl. die Pig. 14a,  b, c.) 

Urittens m6gen beidc Teilbogen dcr C-Kurve in dcm Punkte 
P' - P", (in dem wieder jeder Teilbogen als Kreisbogen endigen k m )  
nicht dieselbe Tangente besitzen, der Purikt P' = P" also ein Eck 
p ~ d i t  sein. Sind d a m  wieder B r  und Rn die zugehorigen Krümmungs- 
mittelpunkte der Teilbogen, so sollen jetzt stets (wenn a', R" bzw. t o ~  

P', P" verschieden, sind) die sich uneinunder schliefiendeîz Streçken R'P' 
und PUB" zu der K-Xurve hinzugenommen werden. (Vgl. die Pig. 15 a, b, c. 
Insbesonders ist in Pig. 1 5 b  P' = P" = Ii' = fi", in Fig. 15c endigeu 
beide Teilbogen der C-ICurve in  Breisbogeu.) 
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Natürlich konnen nun diesc Vorkornmnisse bei den aufeinanderfol- 
genden Teilbogen der C-Kurve und der E-Kurve  in mannigfacher Weise 
nacheinander eintretcn. Wir begniigen uns, jn der P'ig. 16 z. B. noch 

Fig. 14a. 

\ 
Fig. ll b. 

Fig. 14c. 

Fig. 15 b. 

Fig. 15 o. 

d e r  C-Kurve ein Kreisbogen F'P" an den Pall zu ernahnon, wo bei 
zwei beliebige andere Bogen tangential so anstoBt, daB f ü r  die Endpunkte 
des Kreisbogens alle drei Bogen denselben Krümmungeradiiis besitzen, die 
K-Kurve im Mittelpunkte R'= R des Kreisbogens also eine Ecke zeigt. 
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Nach diesen Betrachtungen konnen wir nun ganz allgemein jede 
Stütznormale der C-Kurve als eine ,,tangierendc Gerade" der 61-Kurve 
aiisehen, die Eigenschaften der K-Kurve aber, die sich für diese al! 

notwendige unseren Annahmen ge- 
Pi& 16. 

mai3 ergeben haben, in dem Resultat 
zusammenfassen: 

25.  Die K-Xurve besleht aus einem 
einzigen inz Endlichen verlau~fenden, 

in  sich geschlossenen Linien- 
C-Kurve fiuge. Dieser sefzt sich au- 

sunzmcn aus ciner endlichen 
Zuhl von im  Sutze 24 naher be- 
stimmtm Teiliiogen l) und von gerad- 

R' = R" 
linigen Streclreua, die alle sich tan- 

gential oder i n  Ecken uneinander reihen. In jeder vorgegebenen Richtung 
besitzt die K-Kurce nur eine e insip  tan,qiwende Gerade. Rollt nEmlic1~ 
die tangiesende Gerade auf der K-Xurve ab, so dreht sie sich stefs iil 

denzselben Sinne und kut sich insgesamt um den Winkel s gedreht, wenu 
der ,,Berührungspunkt" die K-Kurve grade einmal umlaufen haLe) 

Diese Abrollung der tangierenden Geraden, die wir ausdrücklich 
ohne Gleiten anuehmen wollen, mit der Drehung um den Winkel n, be- 
zeichnen wir fernerhin als eine ,,halbvol1stündigei' und als ,,vollstandige" 
Abrolliing eine solchc, bei der der Berührungspunkt der tannierender, 
Geraden die K-Kurve zweimal durchlaufen hat, die tangierende Gerade 
selbst also auch hinsichtlich ihrer Richtung wieder in die Anfangslage 
zurackgelangt ist. Bei der halbvollstandigen Abrollung ist im al@ 
meinen auch ein anderer Punkt R' der tangierenden Garaden in der 
Endlage Berührurigspunkt geworden, als der Berührurigspurikt R der 
Anfangslage. (Fig. 17.) (Nur wenn R gerade der Mittelpunkt der Streclie 
Y,P, (vgl. Satn 6, S. 73) war, ist R'= Ii, wobei Pl und Y, die auf der 
C-Kurve gelegenen Punkte der tangierenden Geraden in der Anfangs. 
lage sind.) Erst  bei der vollstiindigen Abrollung ist auch der Berüh- 
-- 

1) Bus unseren Annahmen folgt natürlich auch sofort, da6 ebenso wie die 
Teilbogen der C-Kurve auch die der K-Kurve eine bestimmte endliciie Linge 
besitzen. nbrigens kOnnen wir jetzt auch der Einfachheit halber voraussetzen, daii 
die ganze C-Kurve BO in Teilbogen zcrlegt ist, dai3 jedesmal dem einzelnen Seil- 
bogen als Ort des Punktes _Pl wieder grade ein (üquidistanter) Seilbogen als Lirt 

des  Punktea P2 entspricht (vgl. Satz 21, S. 82). 

'2) Im Gegensatze zu der C-Kurve kann die K-Kurre ebenso wie geradlinige 
Strecken so auch Bogen enthalten, wie sie von einem gewohnlichen Wendepunkt. 
überhaupt von einem Kurvenpnnkte mit iinendlich groEern Krürnmnngsrsdios sus- 
lsufen (vgl. die Anm. S. 87). 
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rungspunkt der Endlage stets wieder identisch mit dem Reriihrungspunkt R 
der Anfangslage. Über den Zusammenhang der C- und K-Kurven konnen 
wir daher noch folgendes hervorheben: 

~ i g .  17. 

26. Die (bisher noch als von o o ? d w - e l n  
yegeben s u  denkende) C - K w v e  wird als 
,,khol~ente(~ von einctn bestimn~ten L'unkte P 
auf der tangierenden Geraden der K - K u r v e  
bei dcr Abrollung der Gcrarlcjz hcschriebcn. 
uizd zzoar gclzt bei 1~albs.oilsta~zdiyer Ab- 
rollung der G e m d e n  die Anfangzgçlage E', des 1; 

Punktes P erst.in den P,unlit P, iiber, d ,  w c n  . 
Stütznormale sich cbcnfalls .init der An,fai7g.s- 
Zage der Geraden cleckt. (Hierbei ist  noch 
ouf der dnfan,ysslnye der Geraden P,fl = P,Rf, wo R' der Yz~nkt is t ,  
der i n  der Endlage a n  die Stelle des Berührungspunktes I1 der Anfartgs- 
tane tritt). Die ganze G K u r v e  ujird also erst Iiei der uo2lstündigen A b -  
rollu~zg der tangiercndm Geraden von ilirem PzunXte P beschrieben. 

Es  &Et sich nun auçh k c h t  zeigen: 
2 7. Die in deaz Salze 26 angegebenen notzti erz d i g  e n  Eigenschaftm 

der K-Kurve  sind urnyekehî-t in der Hinsicht au cl^ h i n r  e i c h e n d ,  d a b  
e u  einer jeden demgemüp bnalruierten K-Kurue  stets als Bvolventen E u r v e n  
tonstatzter Breite g d  -'   or en. " 

Da die einzelnen Teilbugen einer solchen K-Kurve endliçhe Bogeri- 
lange haben, so kanii man ja atn einfachsten stets einen so weit vom 
aiifanglichen Beriihrurigspunkt eritfernten Punlit P auf der tangierenden 
Geraden der K - E u r r e  angeben, daB dieser Punlit bei der Abrollung der 
Geraden siçher nicht auf die K-Kurve gelarigt. Nach halbvollst~ndiger 
Abrollung der Geraden zeigt eine auf ihr in der Anfailgslage ausgewahlte 
Richtung die entgegengesetzte Iticllturig in der Ebene an, wobei wieder 
die Anfangs- und Eildlage des Punktes P mit Pl, P, bezeichnet seien. W i r  
kihnen danri auch die Streçke P,P, - b auf der K-Kurve halbvollstan- 
dig ahrollend denken. Die Punkte Pl und P, beschreiben daim zu- 
sarnmen eiue in  sich geschlosserie Kurve ohne geradlinige Stüüke und 
bei unserer Annahme des Punktes P olme Ecken und Spitzen; diese 
h'urve besitzt in zwei gleichzeitig üus Pl und Y, liarvorge,, m n, ueneil 
Punkten dieselbe Normale, also parallele Tangenten mit  dem Abstande 
b und überhaupt i n  jeder Iiichtung nur die genaiinten beiden Tan- 
genten. Eine jede ~ o l c h e  Ta.ngente ist aber notwendig zugleich Stiitz- 
geradc! der Evolveritenkurve und hat mit der liurve nur den Berüh- 

rungspunkt gemein, da bei einer Eurve  o h m  Ecken und Spitzen alle 
Stützgeraden nur  Tangenten im gewohnlicheil Sinne sein konnen und 
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es ja in belielsiger Richtung nur zwei Tangenten der Evolventenkurve 
gibt. ]lie Kurve ist also aiich mit  ihrer Umhül1ungsl;urve identisch, d. S. 
sie liegt stets innerhalb des von irgend zwei parallelen Tangenten ge- 
bildeten Streiferis. Hiermit ist aber gezeigt, daB die Evolventenkurre 
der Definition des Satzes 3, S. 72 genügt. 

5 6 .  Die Umkehrpunkte der K-Knrve. 

Unsere weitere Betrachtnng soll nun so vorgehen, daB a i r  jetzt 
allgcmcin die K-Kurven und dann zu der einzclnen von ihnen die zu- 

gehorigen C-Kurveri zu konstruieren suchen. Zu d e n  Zweck werden 
wir vorcrst noch eine w i c h t i g ~  Eigenschaft aller 3-Kurven ableiten, die 
sich als Folgerunp aus dem Satze 25, S. 90 ergeben wird. Wi r  knüpfen 
:in nachstehende geometrische Definitim an, die wir der Einfachheit 
h d b e r  gleich auf die K-Knrven beschririken, obwohi sie sich auf weit 
allgemeinere Kurven ausdehnen lieBe: 

28. Enter einenz U m  ke hrpzlnlit l) einer E - K w u e  verstelm wir 
einen solci~en. Xurcewpudd, dap die d a m  beibehaltene Richtung der hi- 
yierendeia Geraden, die aor denz Yunkie nzit deln fiilzlaufunyssin~z der 
K u r w  (etwa ihrer positiven Tangentenrichtzmg) iibereinstirnmt, nach dem 
~berschreiten dieses Punktes ilw enfgtgelzgesetzt ist. 

29. Offenbar ist in &creinstimnzung mit  der Formel (10) und derd 
d e  Satz23 ein. I/'m7ie/wpz4nlît identisch mit eit~ern solcimz Punktc, itz dem sktij 

oder sp.mgzceise seiw Vorzeichen wechsclt; die AnzahZ der Umhehrpu~iite 
kann daher auch (unseren Annahmm gemab) nur eine endliche seiv~. 

U m  noch einen tieferen Eiriblick in  das Wesen der Umkehrpunkte 
zu gewinnen, betrachten wir, in welch verschiedener Weise überhaupt 
zwci beliebige Bogen a und O der E-Kurve (die also nicht etwa Teil- 
bogen im Sinne des Satzes 20, 

FIE. 18. 

S. 82 zu sein brauchen) sich 
mit ihren Endpunkten anein- 

tk 

ander reihen konnen. In der 
Fig. 18 seien durchPfeilspitzen 
die positiven Umlaufungs- oder 
Fortschreitungsrichtungen der Bogen i und li, die mit den Endpunkter. 
Ui und U, aneinander gesetzt werden sollen, und ihre Tangenten 1, und 1, 
in den Punkten Ci und Crk mgcgeben und überdies die positive Fo.; 
schreitungsrichtuug des Bogens i auf die Tangente tz (ebenfalls durch eint 
Pfeilspitze) übertragen (vgl. den Satz 23). W i r  denken d a m  zunachst die 

1) point de rebroussenent nach H u r w i t z  (a. a. 0. S. 388). 
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Bogen so aneinander gesetzt, daB die Tangenten tz  und t, zusammenfaflen 
und die Fortschreitungsrichturig des Bogens k in dern Purikte Ui= Ir,= 0 
mit der angegebenen Richtung der Tangente ti übereinstimmt (Fig 19a).  
Hierailf woilen wir allein dcn Bogen k mit der Tangente t, urn Uk in 

Fig. 19n. Big. 19 b. 

U 4-* 
% = O  

positivem Sinne (d. h. irn entgegrn- t 

gesetzten Sinne des Uhrzeigers) 
O < % < %  

durch einen beliebigen Winkel < 2z 
gedreht denken. Wir  bezeichnen noch diesen Winkel mit x,  d. h. den 
Winkel, durch den die ,,positive Umlaufungsricbtung des Rogens i im 
Punkte U" (oder die auf der Tangente ti angegebene Ricllturig) um U 
in positivem Sinne zu drehen ist, bis sic mit der ,,positiven Umlaufungs- 
richtung des Bogens li iri Cr" zumamenFillt. Eud- 
lich sei auch stets auf die Tangente t, die auf der 

Pig. 20 b. 

- - 

?(=z n < x < 2 z  c 

Tangente ti angegebene Richtung in  der Weise übertragen gedacht, wie 
aie aich auf t, ergibt, menn die Tangente t, im positiven Sinne um U ge- 
dreht wird, bis sie zuin ersten Male mit der Tangente t, zusarnmenfiilt 
(d. h. menn die ,,tangierende Gerade" t, bis zu der Lage tk im Sinne des 
Satzes 25 S. 90 weiter abrollt). 

EB ergibt sich dann folgendes einfache Resultat: 

30. Der Punkt U bildet 7wceinen. Umkehrpulzkt oder doch, je naci~dem: 

(11) O ( x < z  
(Fig. 19a, b) oder 

(12) 7 C I X < 2 ? d  - 

(Fia 20a, b) id1) 
. -~ 

1) Natürlich lrann in beiden Fiillcn jeder der beiden Bogen i und k anch 
geradlinig sein, ohne daB die Si tze  des Textes hierdurch beeiufluBt werden. 

Jm ersten (bzw. zweiten) Falle des Satzes 90 liegt iiberdies die hinreichend 
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bezeichnet, wo auch R = R' sein kann. E s  müssen nun die Richtungen, 
in denen der Berührungspunkt für die Anfangs- und Endlage (d. h. bzw. 
von R aus und nach 11' hin) auf der tangierenden Geraden bei positiver 
Abrollung wandert, notwendig einander entgegengesetzt sein, da die 
Gerade sich ja bei der halbvollstiindigen Abrollung um den Winkel n 
!gedreht hat. Da nnn stets und nur beim Cberschreiten eines Umkehr- 
piinktes die Itichtung, in der der Berührungspunlrt auf der tangierenden 
Geraden wandert, sich umkehrt (Satz 28), so muB also notwendig eine 
ungrade Anzahl von Umkehrpunkten vorhanden sein. 

Um nun den zweiten Teil des Satzes 32 einzusehen, gehen mir (da 
ja sicher eia Umkehrpunkt vorhanden ist) von einer beliebigen tangieren- 
den Geraden t eiries Umkehrpunktes 0 aus, sodaB die Umgebung des 
Punktes U auf verschiedenen Seiten von t liegt (d. h. von einer Tan- 
gente der im Umkehrpunkte 7J zusammenstoBenden Bogen i, IG oder, be- 
sondera wenn die Bogen i, k (in der Umgebung von Cl) geradlinig sind, 
von einer der tangierenden Geraden, wclche die Tangente des Bogens i 
bei ihrer positiven Drehung um U durchlauft, um in die Tangente des 
folgenden Bogens /c überzugehen, vgl. fi'ig. 20a, b). Da die E-Kurve ganK 
im Endlichen liegt, kann man sich eine Parallele sowohl auf der einen, 
wie auf der andern Seite von t denken, welche die K-Kurvc nicht trifft. 
Die einzelne Parallele kann dann immer sich parallel bleibend aoweit 
auf t zu bewegt werden, bis sie in der Lage t, zum ersteii &le die 
hl-Kurre wenigstens in einem Punkte Cl trifft. Diese Lage t, ist not- 
wendig von t verschieden, da ja die E-Kurve auf verschiedenen Seiten 
von t in der Cnigebung von UT lie@; sie kann auch nicht zu den tan- 
gierenden Geraden gehoren, (d. h. zu den Geraden, welche man von einer 
beliebigen tangiereriden Geraden ausgeherid bei ihren halbvollstindigen 
Abrollung erhalt), da es ja stets nur eine tangierende Gerade in jeder 
Richtung gibt. Der Punkt Ul - ob daneben die Gerade tl noch andere 
Punkte mit der K-Kurve gemein hatte, ist gleichgültig - kann a l m  
weder eine volle rioch eine 7ïonüexe Ecke, speziell also auch keiri gewohri- 
licher I'unkt (vgl. Saki 31a) gein, da die K-Kurve für jede nicht tan- 
gierende Gerade durch einen solchen Punkt auf verschiederien Seiten 
derselben gelegen ist. Es bleibt nur übrig, daB der Punkt LTl ein Um- 
kehrpunkt ist (wobei also die Gerade tl zu den nicht tangierenden Ge- 
raden durch diesen Piinkt gehort). Da wir nun von beiden Seiten her 
eine Parallelgerade sich der Geraden t nahern lassen konnen, so muB 
die Ii-Kurve auBer U noch wenigstens zwei weitere, insgesamt also 
wenigstens drei Umkehrpunkte haben. 

Tm ülirigen zeigen einfache Reispiele unmittelbar, da0 eine K-Rurve 
jede ungrade Anzahl 2 3 von Umkehrpunkten besitzen kann; wir wer- 
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9 6 Die Theorie und Konstruktion der Kurven konstanter Breite. 

den solühe Beispiele leicht gcwinncn, indem wir uns nun weiter der 
wichtigen Frage zuwendcn, wie man überhaupt alie E-Kurven einfach 
konstruieren kann.') 

5 7. Konstruktion der K-Polygone. 

Wirwenden uns zuniiclist zur Konstruktiou alier derjenigenK-Kurveo, 
die sich allein aus geradlinigen Teilen zusarnmensetzen, also der K-Pol!- 
g ~ n e . ~ )  I n  Anlchnung an die Heispielc der Figiiren 212, b (vgl. aiich 

Fig. 21 b. 

LTl 

die Figuren 2, 5 und 6) haben wir vorcrst folgende aligemeine Betracb 
tung vorauszuschicken: Tst irgendein K-Polygon gegeben, so entsprickt 
offeubar jedem Umlaufungssinn desselben ein bestimmter (und zwar 
gemeinsamer) Drehungssinn für die Winkel an den Eckcn, da jn d i  

S u a m e  aller demgemiii gemessenen Wiiikel gleich n sein ~ o l l . ~ )  (In 

1) Es  sei noch erwahnt, daB man die K-Kurven als spezielle ,,Doppelliurced 
im Sinne der &f obiusschen Doppelîlachen aufTassen kann. Denn wenn man die  
auf eiuer K-Kume abrollende tangiereude üerade  in der Ausgaligslage mit eine: 
bestimmten Hicbtung versieht und d a m  als bestimmte Normaleririchtiing d.8 

hieraus durch positive Drchung uni 90° entstehende ansieht, so sinil diese beiden 
Biclituugen nach der halbvollstLndigen Abrollung der tangiereuden Geraden den 
ursprünglichen in  der Rhene der Kiirve entgegengesetzt oder mit anderen Wûri~n 
Wenn man allemal denjenigen a n  die K-Kurve anstoBenden Elementarstreifen mit 
Farbe aulegt, der durch die bestirnrnte Normalenrichtung angegeben wird, r o  
i s t  man bei einmaliger Umleufung der K-Kurve mit  diesem Anlegcn auf die an. 
dere Seite der Il-Kurve gelangt;  man kann also nicht wie etwa beim Kreis, zaei 
Seiten der Kurve unterscheiden und aie mit  verschiedenen Parben anlegen. Eatiir. 
lich gibt es auBer den K-Kurven noch mannigfaehe andere solche ,,Doppelkiirven" 
wie z. B. die geupitzte P a s c a l s c h e  Kurve (Kardioide), die j a  nur einen U m k e h ~  
punkt besitzt; doch haben wir liierauf nicht niiher einzugehen. 

2) Schon jetzt w i  erwihnt ,  da0 die einzelnen Eckpunkte die nach l e m  
Satze 20, S. 82 definierten Teilbogen (vgl. auch die Anm. 1 S. ' J O )  daratellen und 
die einzelnen Seiten die nach 5 5 hinzugenommenen Verl~indungsstrecken sind 

3) Wollte man bei einem K-Polygon mit  m Ecken s ts t t  eincs solchen zo 

einem bestimmten Umlaufetiinn gehürenden Drehungssinnes, der die Winkelsumice 
rn liefert, den urngekehrteu Drehungssinn wiihlen, so würde diesem eine Wiobrtl- 
summe von (v- 1) a zugehoren. Denu für jede Ecke W gilt bei demselben Cm 
lanfungssinn, aber verschiedeneru llrehuugssinne, daB :die beiden zugehiirigea 
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den Figuren 21a, b sind solche zueinander gehorende Urnlaufungs- und 
Drehungssinne diirch Pfeilspitzen nrigegeben; würde der Umlaufungssinn 
in den Figuren sich ~imkehren, so rnüBte auch der Drehungssinn sich 
umkehren). Wir  wollen fernerhin wieder deiijenigen Umlaiifilngssinn 
hevor~ugen und als positi~; bezeichnen, dem ein positiver Drehungssinn - 

id .  h. ein dem Uhrxeigergange entgegengesetxter) zugehort. l m  iibrigen 
zeigen schon unsere Beispiele, daB die Ecken der K-Polygone konkave, 

mnen.  d. h. Umkehrpunkte, oder konvexe sein k" 
FJZ. 23. 

(In E'ig. 2 l b  sind z. B. Ui korikave, N eine 
konvexe Ecke). 

Wir woiien jetzt zunachst alle dieje~iigen 
K-Polygone sünztliche 1Sclten zu Urnkel~rpunkle konstruiereri sind. suchen, Einfache deren 5: , $i 6'4 

Beispiele geben uns die,,K-IC~eiqolygone". Man \ 1 
deiike die volle Kreisperipherie in die ungrade u;b, I 

Anzahl von n Teilen geteilt (E'ig. 23 für n = 5) , 
\ O3 , ,, q 

und die aufeiuander folgelden Bogen bei posi- \ 
/ 

/' 4 
Pl. t i ~ e r  Umlaufung des Kreises mit  1, 3, 5 . .  .N ,  \__-- '5 

2, 4, 6 . . . n - 1 bezeiclinet, die Teilpunkte 
selbst aber so mit q., daB der Index i die zwischeii den beiden Ziffern 
der begreneenderi Bogen liegende ZiEer ist. Dann verbinde man die 
Punkte U,, \vie ihre Indizes aufoinandor folgen, zu dein K-Polygon.') 
Da0 auf solche Weise die allgeiiieinsten K-Kreiapolygone sich ergeben, 
ist leicht zu erkennen. Sind die Bogen des Kreises insbesondere alle 
einander gleich, so entstehen die r-eyzcliirtrz K-Kreispolygone. .. 

Denken wir nun  ein allgemeines K-Polygon nur  mit den Umkehr- 
punkten lJi(i = 1, 2 . . . n) als den aufeinarider folgeriden Ecken gegeben, 

so konnen wir durch Parallele s: zu den einzelnen Seiten s, - Ui- LTi 
die Winkel wi = Ui -, TL Ui+,  des Poly gons üuf demselben beliebig- an- 
genommeiien Scheitelpunkt O übertragen. Das K-Polygon werde ferner 
in dem früher definierten positiveri Sinne urnlaufen, wobei die Eüken 

Winkel (F und 9 (Fig. 22 a, b) der Gleichung 
9 = n - I$ genügen; die Ecke W kt iiberdies (nach 
Satz 31 a, b S. 94) das eine Mal konkav [Fig. 22a),  yig- 22a. 

das andere Mal konvex {E'ig 'L2b). Es gibt also auch 
keiue Polygone, die bei eiriexu bestimrnlen Um- 
fassungssinn f ü r  beide Drehiingssinne K-Polggone 
siud, denn es müBte ja ( n z -  l)n=n, d.h. na= 2 seiu. 

1) Offenbar miissen je zwei einer beliebigen 
Feite des Polygons benachbarte Seiten siüh stets 
schneiden. (Vgl. Satz 38, S. 102, und d ie  siüh an- 
xhlieBende Betrachtung). 

Zeitsohnft f. Nathematik u. Phyaik. 6 3 .  Baud 1914. Heft 118. 
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98 Die Theorie und Konstruktion der Kiirven konstanter Rreite. 

in der Reihenfolge der IiidizesziEern aiifcinandcr folgen niogen, uiid 
4 

die so erhaltenen Richtungen der einzelnen Seiten si = U i - ,  li, seien 
ebenfalls ailf die Parallelen si, etwa durch Pfèiltlpitzen, iihertiagen 
(Fig. 24 für n = 5). Die von O auslailfenden Halbstrahlen dieser Rich- 

Fig. 24. 
tuiigcn folgen dann hei positiver Vm. 
laufung von O in der Reihenfolge 

I I s ; , s ; , ~ ; . . . s ; ~ , s ~ , s ~ , s  6 . . .  ~ ; - ~ a , , f -  

einander, (vgl. die Ziffern auf dei. 

Kreisperipherie der Fig. 23). FaBt 
man nun die Seiten si des K-Pol: 
gons der GroBe und positiven Rich. 

\ tung nach als Krafte durçh den Punkt ri 
/ 

/ 
/ \ 

auf, so sind diese Krafte miteinander 
\ im Gleichgcwicht, da ja iiir Kriite 

4 Il u3 i  
polggon (eben das IC-Polygon) ,,sict 
schlieBti'. 

Aus dieser Überlegung ergibt sich nun die Konstruktion diese! 
Art  von K-Polygonen. Offenbar kann man, umgekehrt vorgehend nie 
soeben, die Figur des Puriktes O zuerst zeichnen. Man sieht, da0 nia 

hierzu zunachst die eimelnen Winke l  wl(i = 1, 2, . . . n) mit der S ~ i i i ~ i t  

n als beliebig yeyehwie annehmen kann. (Man mag vielleicht noch die 

Gerade S; in der Figur horizontal und zwar von recht's nach links i~ 
p o ~ i t i r c r  Kichtung annehmen, was an  sich ja unwesentlich ist). E s  
lassen sich dann auch zugleich die Pfeilspitzen der einzelnen Geradeu 
si unseren obigen Angaben gemiiB einzeichnen. Der Gleichgemichta 
bedingung ailer Krafte gerniB konnen nun weiter offenbar nzu n-? 
Seiten - im ül.>rigen beliebig aus den n. Seiten ausgewahlt - nod 
gegehew sein, jedoch auch vzicht guns  willliiirl.ich. Vielmehr müssen die s~ 

sich ergebenden n - 2 Krafte noch die folgenden geometrisçhen fii. 

gleichungen erfüilen: 

33. D i e  von O ausgehende Iiesultnnte der n - 2 Kriifte (der  drr 
-- -f 

Strec7~e~z si = CL!,_, 0,) mua den Scheitelwinkel des con den letzten beida 
&lbstrahlen gebildelen konkuven W i n k e l s  innerliclz (unter Ausscklu~ dei 
Grenzen) d~rchschne iden .~)  

Zerlegt man diese Resultante dann in  ihre beiden Komponentê~ 
liings den Geradon der lctzten beidcn Halbstrahlcn, BO sind die ,,(kgen 
komponenteiî" (d. h. die entgegengesetzt gleichen Strecken) die ncd 
fehlenden Seiten des K-Polygons nach Gr6Be und Richtung. Das a u  

1 )  Für n = 3 is t  diese Bedingung stets von selbst erfiillt. 
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Von FRIEDRICH SCRILLINS. 99 

alleu Seiten und Winknln ko'nstruierte Polygon schlieBt ~ i c h  dann und 
ist das gesuehte K- Polygon. 

Wir gehen nun zur Konstrzcktion der K-Poly.qmn': mit 1û Umkehr- 
pz~lzkten & und einer beliebigen Zahl zwischen je zzoeien U,-, , U, von diesen 
verteilten konuexen &ken A,, Bi, . . . über. Wir denken wieder f ü r  einen 
Sugenblick irgendein solches fi-Polygon gegeben und durch Zerschnei- 
den in den Punkteri U, in die n gebrochenen Linienzüge zerlegt. E s  seien 
dam noch cc,, P,, y, . . . die Winkel der konvexen Ecken des Linien- 
zuges U+, L< und $J,-~, qi die Fig. 85. 

Winkel, welche die erste Scite 
diwes Liriienzuges mit der Sehne fi 
s, = l7-, U, und diese mit der letzten _ . - \ A~ , 
Seite bildet (Fig. 25). Es gilt hier y 

stets die Gle ichuq:  YJ 2-2 
- - - -+- -  ------ -- 

(13) a i l p i  t Y ~ + - -  . = d ~ i - 1  f (pi. si TI, - 1 

3.1. Jeder diese> Lienienziige k a m  sich offenbar wicht s e h t  durch- 
schneiden, da ja die S u m u e  d e r  Winkel oci 5 Pi + y, + . . . < n ist. 

Um nunmehr ein solches K-Polygon zu konstruieren, kann man 
zuniichst aile Winkcl w i  der lJw,lxhrpun7cte U, und alle Wiwkel oli, Pi, 
y , .  . . der konvexen Ecken aller einzelnen Linie~zz'ige U,-, Ui mit der Ge- 
sumtsumme n yegeben denken, feerner li'ig. atî. 
alle Seitefi von Oeliebigen n - 2 ri, 
Linienzügen (wodurch denn auch 
diese n - 2 Linienzüge selbst und 
ihre Sehnen si vollstiindig bestimmt 
sind), wobei nur wieder die Be- 
friedipng von ù-ngleichungen vor- 
geschrieben ist, wie wir sogleicli 
~ehen werden. Von delz su depz beiden 
ldzten Selznen gehorenden Linien- 
ziigen Icalz~z ma73 endliclz noch die 
Yerl~iiEl~7~isse der su ;idem eimelnen 

------ ----- -------- gehorenden Seiten geben. 
u, S1 us 

Wir bilden d a m  die Winkel 
0: = wi -1 F~ + Qi (fiir i = 1, 2 . . . a), fiir die ebenfaits Z'wi  = n gilt. 
Dam kann man zuniichst ein K'-Polygon nur mit den Umkehrpunkten Ui 
a18 Ecken, mit den entsprechenden Winkeln wi und den w - 2 bekannten 
Seiten si = h:-, Ui konstruicren. 

Als die zu befriedigenden Ungleichungen erlienwen wir dann sogloich 
diejcnigen, die hierbei nach zmercn früheren Betrachtufigen (Satz 33) ebelz 

7 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 Die Thoorie und Konstmktion der Kurven konstanter Breite. 

con den n - 2 Seiten si su erfii7len sintl. Es sind hiermit nun auch die 
noch fehlenden zwei Sehnen s, bestimmt und dann auch die zu ihneli 
gchorenden Liilienzüge. An die Stelle der gegebcnen n - 2 Sehnen 
haben wir schli<!Blich iiocli die zugehorigen gebrochenen Linienzüge eu 

setzen, um das vollstiindige K-Polygon zu erhalten. (Ein Reispiel gibt 
Pig. 26 für n = 3). Man erkeiint noch leiüht: 

35. Je zwei aufeinatzder folgende Linieriziiqe si-,, si Iionnen sick 
nicht schneiden; für r! = 3 lîunn. also überhaupt dus E-Pol~j,yon sick qzicht 
selbst schneiden. 

Ij 8. Konstruktion der K-Kurven.  

Nachdern wir gclernt habrn, die K-Polygone zu konstruieren, id 
auch die Konsiruktion dor K- Kurren mit n Umkehrpiin kten I; 
und einer beliebigen Zahl von konvexen Ecken (und voilen Eckeii) 
nicht mehr schwierig, da ja ein Kurvenbogen zwischen zwei Umkchi- 
punkten als ein gebrocliener Linienzug mit unendlich vielen Seiteo 
aufzufassen ist. Wir wollen demgemaB die K-Kurve durch Zerschneiden 
iii den Uniketirpunkten Ui i i i  die eiidliche Zahl einzelrier Bogen zer- 

legt denken und woilen diese Bogen weiterhin als die konvexelz Bo,qenl) 
der K-Kurve beeeichnen. Wir lionnen d a m  analog unseren Nrgeb- 
nissen im § 7 zuniichst als gegehen denken einmal die Winkel ai der 
n Umkehrpmlctc L:, sodanrz dici lVinkel Qi-,, qi, welche für jeden koiz- 

vexen Bogen l7- ,  Ui die Tanytwte in dem Punlrte U - ,  mit der Selm 
si = Ui-,  6: und diese niit der Ytrngente in dem Punlcte Ti, bilden, wobei 
die Sumrne uller genannten Win1;t 1, also i (w, + cpi + +,), gleich a id, 
e)zdlicl~ n - 2 Selinen selbst, die dem Folgenden gemafi wiedr:, den  in^ 
Sutze 3.3 ~cngegehcnen 1;h$eicI~unyrn su genüyen Iznben. 

Aus dieseii Stücken laBi siçli dann das ,,Skelett der K-Eurue'' kon- 
struieren, d. h. das aus den Sehnen gebildete K-Poljgon (ohne korivese 
Ecken) mit den Umkehrpunlrtun U,, deren Winkel wi = w, + <pi + $, 

sind. Hierdiirch sind auch wieder die beiden noch fehlcnden Sehnen 
bestimmt. 

Weiter konnen wir die zu den Sehnen si gehorenden konvesen 
Rogen Ui-,  li, entweiler von voriiherein als gegeben annehmen oder 
sie auch eiiizeln besoiders konstiuieren (nat'ürlich beidemal mit den er- 
wahnten Winkeln lLi-, , cpi in den Endpunkten Ui-l ,  Ui). 

Soileli die korivexm Bogen von vornherein als Bogen irgendwelcher 
Kurven gegeben sein, HO kann nattürlich für  die zwei zuletzt bestimmten 
- -- -- 

1 )  Dieselben sind ersichtlich nicht identisch mit dem im Sstze 20, S. 82 ein- 
geführten l 'eilt~ogeu d e r  K-Kurve;  vgl. aucli die zweite Anm. S. 96. 
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Von FBIEDBICH SCHILLING. 101 

Sehnen s, dies uur bis auf die zuzulassende iihnliche Veranderuiig dieser 
konvexen Bogen moglich sein, urn diese eben den durch das Skelrtt 
der K-Kurve erhaltenen heiden Sehneu anzup:isseri. Irn übrigeri hat jeder 
dieser konvexen 13ogen LTi, der dann beliebig viele konvexe Ekken 
(und volle Ecken) besitzen kann, ja an sich nur die Eigeiisc,haft zu erfiillen, 
da8 die auf ihm abrollende tangierende Gerade sic11 stets in demselhen 
(positiven) Sinne dreht, namlich ins- 

~ i g .  z 7 .  
gesamt um den Winkel @i-l + qi, , 
den die taqierenden Geraden in 
den Endpunkten Ui-,, U;. mit ein- Ipi- 1 + F~ [>\, 
arider bilden (siehe Big. 27). Diese / \ 

,' 
einzelnen konvexen Bogen ha t  man 
indem Skeletteirifach an die Sehneli si 
nach den richtigen Seiten hin anzu- 
legen, um die LZ-Kurve zu erhaltcn. li' 

Will lnan indes die konvexen 
Zr. = D !  Si rJg-l = A; 

Bogen etwa nach der Konstruk- " 
tion des K-Polygons besonders koiistruieren, so kann man zuniichst 
nach über jeder Sehne si einen beliebigen gebiochenen Jinienzug 
II,-,AiBiC, . . . 6; gernaB unseren Angaben im 5 7 (vg-1. Fig. 25) zeichnen, 
der gleichsam als ein ,,umbeschriebenerC' Linienziig des zugehorigen 
konvexen Bogens gilt. Wciter kann man auf jedw Seite des Linien- 
zuges einen Punkt A,', B: . . . angeben, (der auch niit einem Endpunkte 
der Seite zusnmmenfailen kttnn), mit der Bestsetziing, da5 dcr eineu- 
zeichnende Kurvenbogen in diesen Punkten die Seiten berühren soli.') 
(Soii beispielsweise der konvexe Bogen nicht mit eiiier Strecke beginnen 
der  endigen, so muB der Berührurigspunkt auf der ersteri oder letzten 
Seite natürlich im Punkte O,-, bezw. 17. selbvt gewahlt werden.) Die 
Wahl der einzelnen kleinen Bogen, die den gaiizcm konvexi:n Bogen 
zusammensetzen, (selbstverstiindlich mit der Bedjnl;iin da5 die tangie- 
rende Gerade sich bei ihrer Abrollung stets in demselben Sinne dreht) 
kann dann natürlich eine unendlich mannigfaltige win. 

Reispiclsweise kann man, wenn $J~-, = rpi ist, und der Linienzug 
nur am zwei Seiten besteht, einen Kreisbogen über si wiihlen, mit einem 
diesem Winkel gleichen Poripheriewinkel, oder bei beliebigen Winkeln 
$i-ii qji einen Parabelbogen, der durch die Punkte K._,, U, und die durch 
die Vinkel Gi- , ,  qi gegehenen Tangenten in ihnen bwtimmt kt,  oder in 
der Figur 27 drei Parabelbogen, welche je durch 2 :iiii'einandei folgende 
der Punkte Ut-l = Ar, B,', CA 0, = Bi' und die xugehorigm Seiten 

1) Die fnicht mit den Endpnnkten znsammenfal1endi:n) Punkte A,' B,' . . . 
aind dann ev. als volle Eckeu snzusprechen. (Vgl. Satz 318,  S. 94). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 Die Theorie und Konstruktion der Kurvcn bonstanter Breite. 

als Tangenten bestimmt sind. Noch allgerneiner kann man für die ge- 
gebenen (hoBen {hi-,, ipl, si zunachst von einer beliebigen, an sich ge- 
eigneten Kurve (Ellipse, logarithmischcn Spirale, Kettenlinie) einen 
konvexen Bogen auswiihlen, dereri Tangenten in den Endpunkt,eu mit 
der xugehorigen Sehne bez. die Winkel li-,, qi bilden, und hat dann 
diesen Bogen vor dem Anlegen an die gegebene Sehne s, ahnlich so xu 
rerandern, da13 die Sehne des neuen Bogens die Grd3e si besitzt. 

E s  sei noch der den Satzen 34 u. 35 der K-Polygorie analoge 
Sa,tz erwahnt : 

36. Bbenso u;ie jeder Iconvexe Bogen 6:-, Ui sich nicht seltst 
sckneiden kann, so konnen aztclz je zwei aufeinander folgende konveze 
R q e n  einander nicht schlzeiden. 

Berner gilt auch folgender Satz: 

37. ,Je zwei heliebige konvese Bogen einer K-Kurve ktiwnen sich 
htichstens i n  e i n  e m Punkte schneiden. 

])enri zwei solche konvexc Rogen konnen weder sich berühren, da 

sie keine gemeinsame tangierende Gerade haben konnen, noch sich in 
,ewei Punkten schneiden, da sie sonst zu der gemeinsamen Sehne pa- 
railele tangierende Gerade hitten, was nicht moglich ist. 

Was nun überhaupt die Gesamtheit aller Sch~zit tpnkte einer R-Kwce 
betrifft, (d. h. solcher Punkte, in denen sich irgend zwei konvexe Bogen 
schneiden), so soll hierbei zuniichst folgende Bestsetzung gelten: Es 
soll jedesmal als zwei Schnittpunkte gerechnet werden, wenn ein Um- 
kehrpunkt Ui im Innern eines andern konvexen Bogens liegt und als 

( 
k . (k - 1) 

vier bzw. - 4 Schnittpunkte, wenn zwei (bzw. k) Umkehr- ) 
punkte sich decken. (Letzteres ist z. B. leicht durch eine einfache Ab- 
andernng der Fig. 39a S. 115 zu orreichen). Dann folgt sogleich: 

38. Eine betiebige K-KUYIIC mit n Umkehrpzcr~kten Ui Tiesitzt hii'chslcizs 
$2 . (12 - 3) 

2 
Schîzittpunkte, und swar gibt es fer jede Zah1 n auch stets K- 

Kurven mit dzeser Maximalzahl von Sclmittpunkten. 

Diese Maximalzahl von Schnittpunkten ergibt sich einfach aus dei 
Dberlepng, daB der einzelne konvexe Bogen hachstem die ( n  - 3) von 
ihm verschiedenen und ihm nicht benachbarteri konvexen Bogen je ein- 
mal schneiden kann. Die Maximalzahl der Schnittpunkte wird aber z. B. 
wirklich erreicht von den reguliiren K- Kreis-Polygonen. 

Was nun eine etwaige Minirnalzahl von Schnittpunkten betrifft, 
die jede E-Kurve mit n Gmkehrpunkten besitzen m u 4  so ist es leicht, 
wenigstens folgenden Satz zu erkennen: 
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39. Es lassen sich stets K-Kzwren mit ra L7mkehrpn7den konstruieren, 
n - 3  die - ,  Schnittpunkte besit2ert.l) 
Mari gehe etwe aus von einem K-Polygon mit drei Umkehrpunkten 
n - 3  

und - -, beliebig auf die konvexen Bogen verteilten konvexen Ecken, 

wobei n eine beliebige ungrade Zahl > 3 sei, wie z. B. die Figur 23 
(S. 99) für den Bogen U,_, U, die drei konvexe Ecken Ai, B,, be- 
sitet. IJm jeden konvexen Eckpunkt 

Pig. 28. 
(vgl. Satz 35, S. 100) laBt sich dann 
ein Kreis mit hinreichend kleinem 
Radius so beschreiben, da4 in seinem 
Innern von dem K-Polygon nnr die 
Stücke der von dem Eckpunkt aus- 
gehenden beiden Seiten liegen. Danri 
verlingere man bei jedem solchen 
Eckpunkt (vgl. den Eckpunkt A der 
Figur 28) diese beiden Seiten über 
den Eckpunkt hinaus je um eine 
Strecke, die kleiner als der R'adius 
des Kreises ist, und verbinde die End- 
punkte dieser Verlingerungeri durch 

us 

eine neue Seite. So entsteht ein 
n - 3  

K-Polygou mit lz Umkehrpurikten (ohne konvexe Ecken) und -z 
Sehnittpunkten. 

Oder aber man gehe von einem gewtihnlichen Dreieck U, U2 U, 
aus. Und man verlangere bei einer Ecke, z. B. bei U, die beiden Seiten 
Ul und U, U, über diese hinaus um beliebige Strecken (Fig. 29) und 

trage an diese Verlangerungen in ihren Endpunkten, V, und V3, zwei 
Winkel an, deren Surnme kleiner als der Winkel der fortfallenden Ecke 
U1 ist, und zwar bzw. je nach derselben Drehungsrichtung hin, nach 

der der Winkel t< an den Seiten U, O, und U, U, anliegt. Die freien 
Schenkel der angetragsnen Winkel m6gen sich in Tl schneiden. Dann 
ist V3 ',Pl V, 02 7J3 das an die Stelle des Dreiecks tretende neue K-Poly- 
g«u. Die genannten Verliingerungen solien jedoch so gr06 genommen 

werden, was stets rnoglich kt, daB die freien Schenkel der Winkel F2 
-- 

1) Es l % B t  sich auch folgeuder Satz vermuteu:  
12-3 

39a. X ine  beliebige K - K u r v e  mit 7~ Umkehrpunkten bes%tzt m i n d e s t  e n s  -- 
2 

Schnittpunkte. Ü b e ~ h a u ~ t  sind slets u n d  nu7 die d w c h  f'olgenden Ausdruck gege- 
bewn Anzahlen von  Sehnittpunkten moglich: 

n - 3  n - 1  n - 3 .  - + 2 m, wo m eine positive ganse Zahl < -- - . - 
2 

zst. 
2 
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und die Seiten des ursprünglichen Dreierks Ul U, U, nicht durch- 
schneiden. Bei einer der Ecken V I ,  y,, V, des ileuen IL-Polygoiis ver- 
fiihrt m m  dann ebenso wie ooeben bei der Ecke Crl iind so i'crt. 

7ig. 29. Hat man diesen ProzeU (" 1 ') 
wrl -mal (wobei n wieder eine urigr:lile 

Zahl 2 3 sei) ausgeführt, so id 
ein K-Polygon mit n Umkehr~ 
punkten (ohne konvexe Ecken) 

n - 3  
u11d - - 

2 
Schnittpunkten ent- 

standen. (Wahl t  man die einzelne 
h k e ,  deren Seiten man über jeiie 

liinaus verliingern will, stets ,~iii 

derselbeii Seite desurspriingliclitm 
Dreiecks, etwa stets auf Lllli, 
so ist da!: entstandene K-Polygaii 

IL - 3 
ein solches, dessen --- Schnitt- 

punkte samtlich aiif einer Seite, 
Ui TUB, liegen.) 

Natürlich Zassen sich die so- 

eben genannten beiden Prozesse 
w, der Erweiterung eines K-Polygons 

WS auf eine hohere Zahl von konvereii 
Uogen auch miteinander kombinieren und noch nianriigfitch variieran. 
Sie gewahren jedenfalb .ilber ihren bisheriyen ZWFCA. J~inaus auch ~i?!iti 
t i e f m  Einblick in die grope 1Cf~.nnigfalti,@eit d e r  K-Polyyone ur~d der ii!rb 

ihnen  abszcleitmden K-Kwveli. 

5 9. Die C'-Kurve. 
Ini AnschluB au den Eingang des 4, S. 78  wenden wir iins nuil 

weiter zu der Untersuchung der Cf-Kurve, die zu einer jeden C-Kur~e 
gehort. Die Cl-Kurve war dort im Satz 1 7  bereits defiiiiert als der 
Or t  für die Mitte N der Stütznormalen P,P, einer als gegebeii ge- 
dachten CKurve. Da der einzelne Punk t  M sich durch Ahtragen soc 

auf der Stütznormalen sowohl von Pl wie von P, aus ergibt, et 
2 
folgt sogleich: 

40. B i n e  solclre C ' -Eurve  isl  in d o 1 , p e l t e r  M'eise die &zdia'xiaritr 
zzc del. G-Ku,~ue und cdumit auch e i m  Ezolz1erdc der zur C-Kztrce g t  
l i?hwuhz K- Kurve.') 

1) Der triviale Fall, da6 die C-Kurve ein Kreis ist, sei fiir die genze Fol$ 
ausgeschlossen. 
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In Hück~icht anf die fur die CKurve  geniachten Annahiiieii 1, II, 
III (S. il, 75 u. 82), die ja fur die l i -Kurve den Satz 24, S. 86 zur Folge 
liatten, ergeben sich für die C'-Kurve analoge Einschriiiilrungen. Diese 
brauctien wir iridee hier nidit in extenso arizuführen; siiid doch bei deri 
einzelnen clurch die Gleichungen l a ,  b, S. 71 gegebenen Teilbogen der 
Gl(iirve die zugeh6rigeii 'i'cilbogcn dcr C ' - I ( i i i~c  in don aiif dasscllir: 
Koordinatonsjstem bezogenen Koordi~iaten r ,  ji einfach durch die 
Gleichungen : 

und der KrÜniiriiingsi.t~diiis Q des Seilbogem der C'-Kurve durcli dir 
Gleichung 

(15) p = p -  
6 
2 

gegeben.') 

41.  Jale  C ' -A-urv~  bedeht kierrzach azts  cinem einzigen iîn h'nrllicheu 
verlu~(fer~ilen, i r ~  sick gescl~lossenen Liwienzztgge. Uieser setzl sich zscsurnmen 
nrts einw endliclzen Zuld einzelner Boge~a mzt stetig und  zwnr  im selberz 
B~el~zlnyssinn. szch iindernder ï h n g e n t e  und steti,q siçh iilzderitdcli~ K r i i m  
ntungsrndius. Deiz Sutzen +, S. 73 u. 18, S. 80 e t z t sp~ed~end  s ind jedoch 
geradlinigc S t r e c l m ~  und Wcndepunkte ,  übcrlinupt Yu î tk te  mit melzrfaarl~ 
berukrender Tangente, ausgeschlossen; der l ir i immungsradius  fiir jeden 
Yunkt der C'-Kcrve ist  vielmelzr absolut gcnowrnen s t f ts  5 einer nngcb- 

Caren ~ztr'lichen Zuhl  b, namlich bei einer yegebene~z C - K w u e  2 . ( b ,  

Die e in te lmx  Boyen (vgl. den. ,$ 5, insbesopzdere den Suta 25, S. 90) 
setzen sich tangential oder in Spitzenecken oder in konkaven oder koncexen 
E c k n  9 (mit gleicher oder ve~schiedewer Kri imtr~uqg)  uneinanclr .  In jedm 
wrgegebmen Riclztung besitst die C I - K w v e  n u r  eine einaige ,,tangierelzde 
Gerade". Rollt niinzlick ei~ze Gerude auf der C f - K u r c e  ab, so dreht sie 

1) Es ergeben sich z. B. Kir die ersten Ableitungen x', Y' die Gleichungen: 

(wegen p = 0 vgl. S. 79, inabesondere auch den SchluB der Anm. 3 daselbst). 

2 )  Ein Ueispiel einer C"-Kurve mit konkuûen Ecken gibt h'ig. 5, S. 70. Ein 
Reispicl einer (ebenfalls aus Kreisbogen zusammengeset,ztenj C'-Kiirve mit einer 
koncmet~ Eüke konnen wir leicht durüh folgende Ab&nderung der Fig.  30, S. 107 
erhalten. An der Stelle der Seite UT4 U, des Biinfecks Ul U, Us U,U, soll die Par- 
allele durch den Punkt X tïeten.  Zu diesem neuen K-Polygon gehort dann er- 
aichtlich eine C'-Kune,  die durch U, geht  und dort  eine konvexe Ecke besitzt. 
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sich (mcch hei den Ec7ien) nicht n u r  in demselben Sinne, som!ern sie I ~ : i t  

sich insgesnmt u l n  den TFi,nkel n yedreh t ,  zuenn der ,, B e ~ i i h r u n g s p n l i ~  
die C'- Kurve  grade einmcri umiaufen lzot (d. I L  bei h u l b v o l l s t a n d i g e r  
Abroilzcny der tanyiereizden Geruden). 

42. Diese aus den Eigenschaflen der C-Xztrve sich cris n o t u i e z d i g  

ergebcn,de.n Eigenschaften der C ' - K u r m  sind n u n  jedoch umyeke7irl uud 
h i n r e i c h e n d  dufiir, da13 zu einer jeden solcherz C'-&me Apfdis tanter~ 
existierelz, die Kurven  konstmter  Ihe i t e  sifzd. Sicher sind aile dicjeriigen 
aquidistanten Kurren konst'anter Breite, die sich durch Abtragung einer 

h 
Strecke XP, = MPz = > b, vom einzelnen Kurvenpunkt ill einer 

derartigen C'-Kurve aus nach beiden Kichtungen der Stütznormalen er- 
geben. Der Heweis dafijr ist ganz analog xu führen wie der entspre- 
chende bezüglich der K-Kurven auf S. 91 und braucht daher hier nur 
angedeutet zu werden. Bei hslbvollstandiger Abrollung der tangierenden 
Geraden auf der Cf-Kurve geht ja der Puukt Pl in den Punkt Pz über. 
Die von Pi beschriebene geschlossene Kurve besitzt weder Ecken noch 
Spitzen und hat für die Steilen Pl und P, denselben innerhalb P,Z',=h 
gelegenen Krümmungsmittelpunkt. Ferner hat sie in jeder vorgegebenen 
ltichtung der ,,Doppelnormalen" Pl P2 entsprechend nur zwei Tangenten. 
Sie ist daher all diesem gemaB mit ihrer Umhüllungskurve identisch 
und damit eine Kurve konstanter Breite b. 

Der Vergleich des Satzes 41 mit dem Satze 25, S. 90 zeigt nun, 
da8 jede C'-Kurve der Art nach auch als eine K-Kurve gelten kann 
(aber im allgemeinen nicht umgekehrt, der die Cr-Kurven ja z. B. im 
Gegensatze zu den X-Kurven nicht geradlinige Strecken oder Punkte 
mi t  verschwindender Krüminung enthalton). Es gelten also allc für die 
K-Kurven gefundenen Eigenschaften und Konstruktionen entsprechend 
auch fiir die C'-Kiirven. lnshesondere gilt dern Satze 32, S. 94 gemaB: 

43. A u c h  jede C f - K u r v e  besitzt stets eine u n g r a d e  Arzzuhl V O N  

Oinfiehrpunkten und  zwar mindestens drei.') 
Auf die Konstruktion der Cl-Kurven brauchen wir daher auch nicht 

nalier einzugehen. Wie in den $ 5  T u. 8 gezeigt ist, hat man zuerst 
als das Skelett der Cf-Kurve ein Polygon mit den richtigeri Winkeln mi' 
in den Umkehrpunkten und den n - 2 gegebenen Bogensehnen si zu 
zcichnen, wodurch auch die beiden lctzten Bogensehnen bcstimmt sind, 
und d a m  aile Bogensehnen durch die noch besondors zu konstruierenden 
oder von vornherein gegebenen Kurvenbogen zu ersetzen. 
- -. --- - 

1) Tgl. auch die erste Aiirn. S. 96; auch die C'-Kurven siud ,,Uoppelkurven". 
- Der Satz 43 iat zuerst von Herrn Hurwitz, a. a. O. S. 388 anfgestellt. 
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Von FHIEUHICH SCHILLING. 107 

$ 10. Die Beziehiingen zwischen der K-Kurve und ihrer C'-Kurve. 

Wir wolien jetzt untersuclien, wie zu einer gqebenen K-Kurve eine 
mgehorige C'-Kurce sich eqibt. Wir  denken daian (vgl. den Satz 26, S. 91), 
clal die tangiercnde Gerade der K-Ki i~ve  bei halbvoiist5iidiger Abrollung 
in der Endlage mit der Anfangslage in  umgekehrter Richtung zur 
Deckun; kommt, wobei die zugehijrigen Beriilirnngspunkte K, R' auf 

der Geraden im allgerneinen voneinander verschieden sind. E s  muB 
dam notwendig der Punkt  Jf auf der Geraden, der die Cl-Kurve be- 
schreibt, der Mittelpunkt von K R '  sein, d. h.: 

44. Zu eitzer gegebewn K - K u i w  gehort stets eine und m r  eirze Cl- 
Ku~ve, ziiobei diese in der nlzgqehenerc M7eise BU konstruieren ist. (Man 
rergleiche die im § 1 

K g .  sa. 
angegehenen Reispiele 
der C-Kurven,Fig.l-6, 
bei denen die K- und 
Cf-Kurven stets hinzu- 
gpfügt  sind ) 

u4 

Es liegt jetzt die 
Frage iiahe, ob die X- 
Kurve w d  die su ihr 
gekbrende CC'-Eurveetwa 
sieis gleichviel TTmkehr- 
punkte besit~en (vgl. 
Satz 29, S. 92). Achtet 
man auf dieRichtungen 
der tangierenden (fera- 
den der K-Kurve und der 
jedemal zngehorigen 
zu jener normalen tan- 
gierenden Geraden der Cr-Kurve, so erkennt man leicht: Ein  Umkehr- 
punkt der Cf-Kiirve entsteht stets dann und nur  dann bei der hbrollung - 

der tangierenden Geraden der X-Kurve, wenn der (die C'-Kurve be- 
echreibende) Piinkt 31 dieser Geraden den einzelnen konvexen Bogen S. 

(vgl 5 8 )  innerhdb (unter AusschluB der Endpunkte U,-,: von s,) t r i f i -  
NaturgemiiE kann der Punk t  J I  jeden konvexen Bogen hochstene einmal 
arreichen. E s  kamn also die C'-Kurve nicht mehr L~mkehrp~nkte als die 
K E w v e  besitzea. Ein einfaches Reispiel zeigt jedoch, dap  sehr wohl die 
Cl-Kurve weniger Unzkelzq~unlîte als die K-Kurue besitsen kann. Natür- 
lich muB dann die Anzahl der Umkehrpunkte der K-Kurve (den Satzen 
32, S 94 und 43 gemZB) gr6Ber als 3, mindestem 5 sein. 
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Bcispiel VII: Man gehe aus von eineni reguliireri Fünfeck zwi3iter 
A i t  U, & CT3 VTV (Fig. 30), lasse die eine Seite V W fort und verlangere 

i,- iiiid LT, W bew. über VI, W hinaus um diesclbe Strecke VU, = WC5 
bis u', und IP, und ziehe die Verbindungslinie U4 Cr5; jedoch sol1 Bo, 

u4 Cl6 
= W > >- sein. (Zielit man durch V,  TV hew. die Parallelen eu 

C',U, und iJ, U ,  und bezeiclinet ihren Schnitt mit  X, 80 muB, damit 
tliese Ungleichungen erfüllt sind, U,LT5 die Geraden V X  und TVA 
uu/Jer.haEb dieser Strecken durchschneiden). Das Polygon b; Q li,?J3G 
soll daim die gegebene K-Kurve vorsteilen. Der die Cl-Kurve beschrei- 
bciide Punkt il1 ist dan11 der Mittelpunkt dl' von Z?', U5, wenn die auf 
der K-Kurve abrollende Gerade mit U4 & zusammenfallt, und d i e  C'. 
Kurve selbst besteht aus den beiden Kreisbogen &fflf8 und 31% 

n 
und dem aus drei Iheisbogen zusammengesetzten Bogen M"Jl"', be- 
~ i t z t  also niir die drei Umkehrpunkte M', M", M"'.') 
- - -- - - - 

1) Beispiel YIIa: Anstatt von d e n  Fünfeck zweiter Art der Fig. 39 kann 
m m  auch von einem regularen Kreisbogenfiinfeck zmeiter Art U, bT, U, V W (Kg 31 

ausgehen, das eich aus fünf gleichen Kreisbogen znsammensetzt, wobei ctwa die 
aufeinander folgeuden Bogen sich berühren. Men kann dann wieder den Bogen 

V W fortlassen, dafiir die Tangenten in den Pnnkten V, W hinreichend weit bir 

U4 CU fortsetzen und endlich die Strecke ZTU, hinzufügen. Den dieselbe Rolle 
wie bei der Fig. 30 spielenden Punkt X gewinnt man hierbei, wenn man aunichd 
eine beliebigc Parallele V ' W '  zu V W in V '  und W' mit den Tangenten 7:a 

Schnitt bringt, darauf V '  V = V' V" und TV' W = TV' W' auf dieaen Parallelen ah 
trkgt und endlich VV" und W W "  zum Schnitt bringt. (Natürlich lassen s i ~ h  
aiich die Stmcken VU, ,  WU, und U,TJ6 der Fig. 31 i n  geeigneter Weise nocb 

durch Kreisbogen erseti;en.j 
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Warin besitzt die Cf- Kurre nun ebensociele D i d i ~ h ~ p n l ~ t e  wie die 
K-Kurve? Der Punkt  17.1 der auf der E-Kurve  abrollenden tangierenden 
Geraden muB dann jede92 der n konvexen Bogen si = fi: -, Ui iiinerlich 
erreichen, so daB also die gef'orderte~i n Umkelirpunkte J I ,  der Cf-Kurve 
sich auf die n Bogen si verteilen. Diese Puniite l& zerlegen dann jeden 
Bogen si in die beideri Teile 1 ; - ,  = lJ,-,  Mi und li = Xi C\, wobei ebeii 
die in einem Cmkehrpunkte Oip, zusammenstoBenden Teile der Bogen 
Si-1 und si notwendig einander gleich sind. Wi r  gcwinnen daher die 
11 Gleichungen für die ri Unbekannten l i :  

wobei 1 , =  1, und die Determinante der Gleichungen gleich 2 ist. Ihrc 
Losmgen sind: 

wobei zugleich s,, , = s ,  usw. ist. 

46. n i e  notzc.endiye euud ki,rweiche.nde Bedinyung,  die eine K-Kzwce  
erfillen nlzrfi, danzit die C'-Kurve etensoviele CTnzkehrpunkte hnt wie  die 
K-Kurue, ist  daller d,ie, d a a  albe diesr: n ]Verte li pasitiv (unter Aus.sc'li,l~c~ 
der 0) sind. 

Wir k6nnen dieses Resultat aucli noch anschnulicher gestalten. 
N a n  bilde, was die beiden Teile 1,-, und li von si betrifft, die Sunimen: 

d. h. von den Bogen s,, s,  . . . s,, si+, . . . s, lasse man den Bogen si selbst 
fort und fasse die übrigen in xwei Summen Z > n d  2; zusammen, die 
aus dem nachfolgenden Bogen s,, , bzw. dem dann folgenden Bogen si+2 
und den jedesnial überniichsten Uogen bestehen bei zyklischer Reihen- 
folge ailer Bogen. 1st dann zugleich: 

so sind die beiden GroBen 1,-, und 1, der Gleichuugen (16), die beiden 
Tede von si ,  positiv. 

46. Die oben ange.qebene Bedingung kompnt ,also geometrisch darauf  
hincws, ~ C L P  fïir alle Wer le  i, d.  h. flir alle Bogen si die Ungleichzcnge~~ 
i,19a, b) erfullt sind, die d a n n  insgesanzt n Ungleichtcngen darstellen. 

Pür jede K-Kurve mit h e i  Umkehrpunkten (n = 3) heispielsweise 
hpsitzt nun dein Satz 43 (S. 106) gemiiB die C'-Kurve t.benfall~ drei 
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110 Die Theorie und Konstruktion der Kurren kon~tttnter Breite. 

Umkehrpunkte. Die Engleichungen (lga,  b) fiir i= 1, 2 ,3  besagen also 
- .  

einfach: 

47. Bei allen K-Kurvelz mit drei Utnkehrpztnktera mu/3 die Srb~nliie 

je sweier der Bogen s,, s,, s, groper als der clritte sein, wie das Analoge 
für die drei Seiten eines gemohnlichen Dreieckes gilt. (Vgl. die Fig. 1-5: 
sowie Fig. 26 und die E'ig. 35-38.) 

In  der Tat id das Bestehen des Satzes 47 leicht auch unmittel- 
bar geometrisch nachxiimeisen für die K-Polygone mit 3 Umkehrpiinkteri 
(vgl. Fig. 26) und damit durch einen einfaçhen Grenzübergang für die 

K-Kurven mit 3 Umkehrpunkten. 
Auch ganz unabhangin von derri bisher uritersuchten Fdie (da0 

niirnlich die C'-Kurve ebensoviele Umkehrpunkte haben soll mie die 

Fig. 34. 
K-Kurve) konnen wir nun offenbar die 
obigen 9% Gleichungen (16) aufstellen und 
durch die Gleichungen (17) losen. Y a n  
kann dann auch einen negativen Wert i, 
georrietrisch deuten.') Ein solcher gibt ein- 
fach (wie auch ein positiver Wert) die - Entfernung des Umkehrpunktes 6: von 
dern die C'-Kurve beschreibenden P~irikteJl 
für  diejenigen Lagen der tangierenden Ge. 
raden der K-Kurve an, wo der ,,BerüEirungs- 
punkt" dieser Ceraden ebeu der Punkt C 

ist. Nur liegen tliese Entfernungen für einen negativen Wert li in dem 
Scheitelwinkel des von den Bogen si und s, +, gebildeten Winkels o 

(Fig. 32). lhre  besondere Bedeutung finden die negativen und verschwin- 
denden Werte li aber in dern folgeriden Satze: 

48. Die C'-Kurve hat im Vergleich mit der K-Kurve mit rz. L5- 
kehrpun7cten nur (n  - 2 m )  TJrnX;eIzrpunlcte, wo m d ie  Anzahl der nichi 
positiven Werte 1, der Gleicl~ungen (17)  ist.') 
- ~- 

1) Man kann auoh folgendo Deutung wahlen: Mau denke für einen A u g e ~  
blick vom Cuikehrpunkte LI, aus die (dann doppelt zu denkende) Strecke Z, = GJ1 
(Fig. 32) an jeden der  Bogen si und s i ,  , in einer beliebigen Ricbtung in dm 
Gcheitelwinkel des von dieseri Bogen geliillleteri Winkels wi hinein arigesetzt 
Würde man dann die Uogen si und si+, dnrch s,'= si f 4 ,  und si,, = si+ ,+ 1 
ersetzen, sa wiirde siçh au0 den entsprechenden neuen Gleichungen der Wert 1;=0 
anstelle von li ergeben. Docli soll ini Text ein solches Zusammenfallen zwrie: 
benachbarter Bogen langs einer gemeinsamen Strecke ale unzweckmiiBig ausdruck. 
lich ausgcschlosscn sein. 

2) De die C'-Kurve wenigslens drei Umkehrpunkte besitzt, so folgt hieraur: 
12-3 

% - 2 m > 3  oder m <  . Es ist auch leicht zu zeigen, da8 ea fLir jeden Weri 1 
2 
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Znsatz: Die Gleichiingen (16) lassen auch unmit telbar  erkennen, 
daB s t e k  wenigstens f ü r  e i zen  Bogen si die beiden Teile 2,-, und li 
beide positiv sein müsseri; es fol@ dies einfach 

K g .  33. 

aus der ungraden Anzahi  dieser Gleicliuugen. 
Überhaupt ergibt sich analog, daB stets  fü r  
eine u n y u d e  Anxahl von  Bogen si die Tei le  l ,_ ,  
und 1, beide positiv sind. DaB aber  nach  un- 
serem Satze 43 (S. 106) stets  wenigstcns bci drei '9 

Bogen die Teile li-, u n d  Z, beide positiv sein 
müssen, is t  erst eine F o l g e  dcr  besondcren Ails- 
wahl der GrEBen si i n  den Gleichungen (16), 

+.% 

d. h. der besonderen Eigenschaften der  K-Kurve .  
Für die ersichtlich keine K - B u r v e  vorvtellende Pig. 33, i n  der  sr + sa < ,ç3 
ist, mürden die analog aufgesteliten Gleichiingen (16) eberi n u r  fiir die 
Seite s, zwei posilive Teile ergeben. 

(i 11. Die Gesamtheit der zu einer gegabennn C'-Kiirvn oder K-Kurve 
gehorenden C-Kurven. 

Jetzt wenden wir uns  der  noch ausstehenden wichtigen F'rage zn, 
welche Evolventen einer gegebenen K - I i u r v e  denn die  zugehorigeu 
C-Kurven, d. h. Kurven konstanter  Breite, insgesan~f ergcben. Vorerst  
aber schiclien mir noch die Bemerkung  voraus: W e n n  die Cf -Kurve  
zuerst gegeben i s t  und m a n  z u  i h r  alie zugehorigen C'Kurven erhal ten 
wiil, so bilde man zuerst die  zugehorige K-Kurve als l ivolute  u n d  ver- 
Fahre d a m  wie im folgenden. D i e  soeben aufgemorfene F r a g e  ist nun  
leicht e u  beantworten: 

49. Stets d a n n  und n u r  dann,  u w e n n  der die Evolvente beschreibende 
P d i t  P auf des die lir-Eurve talzgierenden Gcradeiz bei ihrer Abwick-  

~- 

n - 3  auch die Gleichung m = erfüllende E-Kurven gibt, d. h. solche K- Kurven, 
2 

deren jedesmal zugehorige C'-Kurvt! nur drei Umkehrpunkte be~itzt.  Mau kanu 
z. B. von einem regularen K-Polygon mit n Vmkehrpunkten U, , LT2 . . . LTn:,8, 
V, W ausgeheu und, ahnlich wie die Fig. 30, S. 107 entstanden i ~ t ,  die Seite V W  
fortlassen, dafür aber die benachbarten Seiten Un-2 V und Ul W iiber V und W 
uui das gleiche Stück bis und 7Jn so wcit verlangern, daB die als ncue 
Seite hinzugefügte Verbindungsstrecke Un-, Un siüher kleiner al8 die doppelte 
Verlangerurig VU,_, = WU, geworden i ~ t ,  mas  stets iiioglich ist. Man braucht nur 

die Winkelhalliierenden der Winkel, die von der Seite V W  mit den Verlange- 
rungen gebildet werden, im Punkte X zu  chn ne id en, wolriei ersichtlich der Punkt 
X auf der~elben Seite der Geraden VW liegt, wie die Veriangerungen, und daun 
die Verlingerungen so groB zu wiihlen, daB die neue Seite Un die Strecken 
PX iind W X  auBerhalb sclineidet. Die zugehorige C'-Kurve hat d a m  nur drei 
Dmkelirpunkte. 
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112 Die Theorie und Konstruktion der Kiirven kon~ tan te r  Breit,e. 

lung keiîzen der kmzceren B o g r n  s,  i n n e r l i c h  trifft, ist die  I k o l t . e ~ ~ f e  eine 
Kzcrve konstanter Breite. 

Denn dann besitzt eben die Evolvente keinen Umkehrpunkt, vie1 
mehr nur  gewiihnliche Knrvenpunkte (d. h. Punkte mit nur einer tan- 
gierenden Geraden) oder konvexe Ecken. Diese letzteren kfinnen nx 
dann entstehen, wenn etwa der Punkt  P mit einem Umkehrpunkt I; 
der K-Kurve, also mit  einern Endpunkte eines Bogenv si zusamrr~erifillt. 
Die Evolvente liegt auch in der Umgebung eines jeden ihrer Punkte 1' 
stets auf derselben Seite der einzelnen die Evolvente tangierenden Ge- 
raden, d. h. der einzelnen Lage der Normalen in l' zur tangierenden 
Geraden der K-Kurve. F ü r  einen konvexen Eckpiinkt insbesonderc g~ 
lioren alle diejenigen durch ihn gehenden Geradeii, für welche die Evol- 
vente in  der Umgebung dieses Punktes auf ihrer einen Seite lie& zu 

diesen laligierenderi Geraderi der Evolverite h imu.  I n  Rücksicht hier- 

auf vgl. man im übrigen den im wesentlichen hier übertragbaren Be- 
weis des Satzes 27 (S. 91). 

Als Polgerung des Satzes 49 eigiht sich sogleich weiter: 

b 50. Die E v t f e r n u n y  P M  = , zoelcl~e der eine C-Kurue besclueibedr 

l'u1z7ct P von d e m  (l ie  Cl- K u r c e  [Iwkrelbcntlcfi Y u n k t  111 auf dey tan- 
gierenden Geraden del- K - X u r v e  besitxen nzup, zaird durch die  Ungleichuvy 
1 PiII 1 2 lm,, bedingt, w o  lm,, der g r  5/32 e p o s i t i v e  W e r t  aller Graben 1, 
2% den Gleichungen (17)  bedezttet.') 

1st insbesondere 1 1'31 1 = lm,,, so wird P beim Beschreiben der 
C-Kurve, der ,,iiu/3ersten C-Ku~-,ue", mit s l l e~ i  denjenigen Umkehrpunkten I;, 
der K-lcurve zusammenfallen, für welche l i  - lm,, ist, also wenigsteiis 
mit  e inem Umkehrpunkte (vgl. die Fig. 1 und 3-6, S. 68 ff. und die 
Fig. 35-39, S. 113ff.).') 1st dann ein solcher Umkehrpunkt ai eine 
Spitze erster Art einer analytischen Kni.ve odcr doch eine Spitzenecke 
(vgl. Satz 31b, S. 94), so beschreibt P einen gewohnlichen Kurvenpunkt 

1) Es gibt 1,- zugleich den grnfiten absoluten Yig. 34. 

Wert des Krümmungsradius der C'-Kurve an und VI - 

b 
lm., + - das Gleiclie fiir die C-Kurve (Vgl. S a t z  51 

2 
(9.117) und Gleichung 15 (S. 106). 

2) 1st indessen etwa in Beispiel 1 (Fig. 1) 

1 MPI < E , , ,  so besitzt die Evolvente der K-Kurve, 
die Lquidistante der C'- Kurve, 2 x 3  = 6 Umkehr- 
punkte (Spitzenecken), (Fig. 34). Diese fallen zu j e  
xweien i n  einer konvexen Ecbe der ,,auBersten 
C-Knrve" zusammen, wenn M P !  i n  lm, übergeht. 
Analoges gilt ganz dlgemein. 
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id. h. einen Punkt mit nur  einer tangierenden Geraden), jedoch mit dem 
Krümmungsradius O (vgl. die Beispiele III und IV, S. 69 und 70). 1st Ui 
jedoch eine konkaçe Ecke, so beschreibt P eine konvexe Ecke'), wobei 
die beiden Bogen der C-Kurve im Eckpunkt dann auch versühwinden- 
den Krümmungsradius haben, wenn nicht eine Strecke der zugehorigen 
h'ormalen des einen oder andern dieser Bogen irn Eckpiinkt einen 'l'eil 
der K-Kurve bildet (çgl. die Beispiele TT und VI des 5 1, Fjg. 1 4 c  und 
Fig. l5a, b, c, S. 89). A n  allen andern Stellen aber besitzt jede CKurve  
nur gewiihnliche Burvenpunkte (d. h. Kurvenpunkte mit  nur einer tan- 
gierenden Geraden), deren Krümmungsradius endlich und von O verschie- 
den id,, jedoçh beiderseits des Kiirvenpunktes dann verschicdene Werte  
hat, wenn eine Strecke der Normalen in  dieseni Punkte einen Teil der 
1-Kurve bildet. (Vgl. die Fig. 14a, b, c, S. 89, und das Beispiel V des 5 1). 

Die Fig. 35-39 geben noch einige einfache Beispiele für die vor- 
stehenden Betrachtungen; aie enthalten nile die K- und C'-Kurven und 
eine C-Kurve, u ~ i d  zwar i ü t  abgesehen von den Leiden letzteri Beispielen 
die K-Kurve ein Polygon und die C-Kurve die ,,auBerste". 

Beispiele VI11 und IX: Die Fig. 35 a, b veranschuuliühen die beiden 
Falie einer als gleichschenkliges Dreieck gewahlten =Kurve, bei denen 

Fig. 35 a 
Fig. 35b. 

U. 

die Schenkel < bzw. > als die Basis sind und deren Übergangsfall also 
das gleichseitige Dreieck (Beispiel 1 des 3 1) bildet; in Fig. 35a sind 
L\ und U,, in Fig. 35b T7, konvexe Ecken der ZuBersten C-Kume, 
aahrerid dieve selbst sich aus 4 bzw. 5 Kreisbogen zusammensetzt. 

i j  Gilt  doch für beliehige Ki~rven der folgende Satz, wobei die Evolute  
natürlich noch durch geeignete Annahmen niiher bestimmt vorausgesetdt sei: 

Fullt der eine I<:.uoZven'te besehreibende Punkt mit einçr konkaven bzw. k o n v m n  
Ecke der Evoiute zusammen, so bildet er umgekehrt eime lionvexe bzw. konkave Ecke 
der Evoluente. 

Zeitschrift f. Yathernatik u. Physik. 63. Band 1914. Hoft 11% 8 
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Beiepiele X ,  XI und XI I :  I n  den Fig. 36a', b, c hat die K-Kune 
als konvexe Bogen si zwei gleiche Streçken U, und li, li, und einen 
einmal gebrochenen gleichschenkligen(U, JI '= 3f' Cr3) Linienzug &M' I>; 
die 3 E'jguren unterscheiden sich von einander gemii,B den Hcrlingungen 

u u2 
U 2 M ' 5  - '2 -  und haben für die iiuBerste C-Kurve konvexe Ecken in 

U,, ri,, 03 bzw. in O;, U, bzw. in il, zur B'olge, wahrend die C-Kur~e 
selbst aus 5, bzw. 6, bzw. 7 Kreisbogen besteht. 

Beispiel X ï ï ï :  l n  der Fig. 37 besteht die K-Kurve aus einem all- 
gemeinen Dreieck; die M3erste C'Kurve hat d a m  nur in dem Eck- 
punkt des Dreiecks eine konvexe Ecke, in dem die beiden groBten 
Dreiecksseiten zusammanstoBen. 

Beispiel X ïV:  In der Fig. 38 besteht die K-Burve in Verallge~ 
meinerung der Beispiele X-XII aus zivei ungleichen Strecken Lil C2 
iind O; Cl3 iind oincin &mal gebrochenen ungleichschcnkligen Iinien- 
zuge U,AU3; in der B i p r  ist nur der eine Fail dargestellt, daB jede 
der Streckeu Ul U, und Cl U3 gro/3er als der Linienzug 0>A U3 id. 

Beispiel XV: Ein  kornplizierteres Beispiel sodann gibt die Fig. 398, 
bei der die K-Eurve 9 Umkehrpunkte besitzt und die a d e r s t e  C-Kiirve 
aus 15 Kreisbogen mit 3 konvexen Ecken besteht. Die C'-Kurve lait 
sich in der Pin. 39a nicht deutlich voiistiindig darsteilen; es ist daller 
in der ergauzenden Pig. 3 9 b  in sechsfacher VergroBerung der eine Teil 
der P'ig. 39a, der etwa ,,zwischenff den Umkelirpunkten U, und I;, ge- 
legeri ist, besonders dargestellt', um die Spitzenecken der C'-Kurve zu 
zeigen. 

Beispiel XVï :  Die IL-Iiurve ist dargestellt durch eiri ,,regulires 
Kreisbogenfünfeck zmeiter Art", bestehend aus fünf gleichen Kreisbogen, 
deren jeder die beiden benachbarten berührt, Fig. 40 (vgl. die Anm. 
S. 108). Dia allgemeine C-Kurve besteht dann ebenso wie die C'-Kurve 
aus 2 x 5 einander kongrueriten bez. ~ymmetrischen Bogen gewohri- 
licher Kreisevolventen. - -, . Beispiel XVII :  In der Figur 41 sind die Bogen PlY; und P,Y, 
der C-Kurve Quadranten zweier Ellipsen. Die Figur ist in folgen- 
der Weise konstruiert: Zunnchst werden diesc Kllipsenqi~adrantcn ge- 
wahlt, wobei Pl P2 die geivünsçhte Breite F der C-Kurve ist; hierzu er- - n 
geben sich die Quadranten U, U, und U3 A der zugehorigen Evoluten 
als Bogen der K-Eurve,  die dann durch die Strecken AI;', und UlC8 
zu einer gesclilossenen K-Kurve  (nach 8 3) gemacht wirrl. Die B o p  
-, n 
P,P, und l',Y,' der C-Kurve sind natürlich Bogen der Ellipsenaquidi. 
stanteu. Die beiden Ellipsenquadranten sind indes nicht millkürlicli zir 
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wahlen moglich; die Halbachsen ATY,, NP, und NP;, wo NP, f NP,=b 
ist  und NP, 2 ATP2 ssei, niüssen vielrnehr die folgenden notweridigeu 
und hinreichenden Ungleichungen erfüilen: 

Diese Ungleichungeii bringen zum Ausdruck, daB keiner der Krümmungs- 
sadien der Eiiipsenscheitelpurikte gr5Ber als die ausgewahlte Breite t 
sein darf. Setzt man noch NPl  = b . u, NP, - b . (1 - zi) ,  wo dam 
wegen LTP, 2 NP, noch 5 u < 1 ist, so gehen die beiden Uriglei 
chungen über in: 

u4 + '14 2 1 oder $ 5  u 0,724 . . . 
und 

~ . U " A ~ P ' < L ~ / ~ - U .  - I =  

Wir  erhalten also das hochst eigenartige Resultat: 
21 

&r wenn dus Verhdtîzis v = - 
1-21 

der Hnlhachsen NP, ~ m d  flP! 

der Utzgieiclmng 
l < u i 2 , 5  - . . .  

genügt und aut3erdem 

erfiillt ist, wo b - NP, + NP, ist, komen die gemüb der Fig. 41 za- 
sammengeselzten Eliipsenpuadranten die eine ,,&lf'ie" eker  Kurue Lon. 
stanter Breite b bilden. 

(8011 IVP; auBerdem etwa für beide Eilipsenquadrsnten die kleine 
Ilalbachse sein, s o  müssen die engeren Ungleichuqen erfüllt seiu: 
NP: N P9 
- - < NP2 und --h-' 2 NP; < 3P2 d e r :  5 u 5 + (1/3 - 1) und b = 

N P  
24" - 2 <(1 - u)).  - 

b 

Wir woiien jetzt noch niiher von der Anderumg der ILTümmuq fur 
die C'-Kurue odcr die ei~zzelne C-Kuwc spiechen, wenn der Kurven- 
pnnkt P die Kurve durchlauft. Zunüchst wollen wir auch in den 5 5 
S. 87 erwaliiiten F'ailen, daB die K-Kurve eine geradlinige Strecke AB 
enthiilt (wie die Strecke R'R" in den Pig. 14 a, b, c oder die Strecken R'P' 
und P"R" in den Pig. 15a, c, S. 89), von einer stetigen Anderumg des 
Krümmungsradius von dem Werte AP,, bis zum Werte BP, sprechen, 
wo Po die Lage des Kurvenpunktes P bezeichnet, werin die tangierende 
Gerade der K-Kurve mit AU zusammenfailt. 
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Festsetzungen V: Eemzer sei bei d m  einzelnerz k o n ~ e z c ~  Bogen 
si = U,-, U, der hT-Eurw ( H g .  42) wieder zcie friiher diejeniye Richttuzg 
der tangierenden Geraden als die positive azqlezeichnet, die mit dewz posi- 
tiven limlaufz~ngssin~ze der K - E w v e  ü7iereimtiuzmt (d. 11. iri der nach 
unseren früheren Bestsetzungen der Berührungspunkt bei positiver Dre- - 

hung der tangierenden Geraden wandert, vgl. dieFestsetxurig IV S. 83 
und Satz 23, S. 86); ferner m6ge wie früher U,-, der Anfangs- und ?& 
der Endpnnkt des nogens si bei dieser positiven Lmlaufung sein. Den% 
gemab sei jetat (erentuell im Gegensatz zu der Vorzeichenfestsetzung für  
p auf S. 84 und für Q Fig. 42. 

in der Gleichuiig (15) 
S. 105) dm einzeine [ c - ~ u r v e  pf C ~ E U ~ ~  

Krürnmwngsrt~dii~.s einw k 
Ecolnede d m  K- K t m e  Pl PZ 
(insbesondcre der von 
Nbzw. Pbeschriebenen 5-, 
C'- oder CKwve)  positiv K- Kunis 

otkr neyativ gerechwt, je ui 
nachdenz er vonz Eurcenpurikt bis zzim ,,Eriirnnzungsmitte~zcnIît(' R Ain 
gerechnel in  po~ilivfir orler negaiiver R i c l h n g  auf der tungiererden Geraden 
der K-Kurce liegt. 

+ 
Bezeichnet man noch die (positive oder negative) Eritfernung 1'N 

des die Evolvente beschreibenden Punktes P von dem die Cl-Kurve be- 
schreibenden Punkte $1 mit e, sn ergibt sich sogleich: 

-+ -+ + 
5 1. Bcr Krümmungsrad;us P R  = PM + JI K der livolvente ündert 

sich bei der positicén. Durchlaufu~zg des Rogens s, stetig und niemals ab- 
nclinicnd ') c m  e - 7, -, bis e + l, (ins.gesa?ri urn s, = 1,- ,), für die c'-hlzwae 
(e=O) ulso con - li-, bzs +l ,  und für die beide~l Uoyen der C-Kurce 

b b 
con dcr Breite b - 2 e von * - l z - ,  bis f , + l i ,  uio die Grobcn 1, -l 

und 1 durch die Gleichulzgcn (17) S. 109 Festinznzt sind. 

Dieser Satz sei für  die Cf-Kiirve durch die Fig. 43 a, b, c veran- 
-+ 

schaulicht, bei denen bzw. von den GroBen l i - l  = LTi!i-iJfipi und 
- + 

l i  = lVi 6: nur die letzte, beide oder nu r  die erste positir sind und die 
den Endpunkten LI-, und U, ent~prechenden Lagen der Punkte H mit 
i M - ,  und Ni bezeichnet sind. 

-+ 
1) Der Krümmungsradius P R  bleibt für  einen Kreisbogen der Evolvente j a  

konstarit, wabei ein eolcher Kreisbogen einem konvexen Eckpunkte des konvexen 
Rogens si entspricht. 
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Beim Übergang zum Bogen s,,,, d. h. nach dem Cbersclireiten des 
Umkehrpunktes U, ist dann ja nach der obigen Festsetziing die posi- 
tive Richtung der die K-Kurve tangierenden Geraden der früheren ent- 
gegengesetzt (siehe Satz 24, S. 86). Der Hrümmunçsradius beginnt daher 

Fig.  4'93. Fig. 43b. 

l - l \  nun bei dem Werte e' - l i ,  wo 
Fig. 43 c. et = - e ist, uni sich d a m  weitor 

niemals abnehmend stetig zu 
Snderri. 1st der Umkehrpunkt 0, 
insbesondere eine h d î a v e  Ecke 
(vgl. Satz 31 b, S. 94), so hat 
der die Evolvente beschreibende 
Punkt P ja auch noch einen 
Kreisbogen mit dern Radius 1 e-lil 

Ut ',_ , durchlaufen, entsprechend der 
Drehung der die K-Kurve tau- 
gierenden Geraden um Ui vom 
Bogen si m m  Hogen 

Erwahnt sei schlieBlich noch folgendes: 
Früher wer cntsprechend der positiven R,ichtung der Stütznor- 

malen (vgl. die Festsetzungen II auf S. 83) der IZrümmungsradius 
g - P R  für die C-Kiirve stets 2 O gewahlt; uneer Satz 51 ist hier- 
mit  leicht durch eine ~ o l c h e  ~ n d c r u r i g  i n  ~bereinsti i i imurig zu bringen, 
daB man stets die absoluten Betriige der durch diesen Satz gegebenen 
Xrümmungsradien nimmt. 

52. Der stetig sich andernde (absolut genommene) K,ni~nnzz~ngsradius 
dey C Xuroe nimmt drrnn abwcchselnd den aufcinandm folgelzdciz kon- 
vwen Bogen s, entsprcchend n i ~ h t  ab oder nicht xu, so dap er fiir die 
Unllcehrpunkte selbst abwechselnd einen grtfpten oder lîleinslen TVert erreicht, 
ezentuell fur einen Kreisbogen &w C-Kurzie, wenn nanzlich Q eine kon- 
lave Ede ist. 

(Vgl. indes auch den Fall, daB dieser Kreisbogen sich auf eiuen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F n ~ ~ n a x c a  SCHILLING. lly 

F'unkt zusammenzieht, wie in  den Punkten des Beispiels 1 des 3 1, 
so daB also nach unserer Bemerkung auf S. 116 solchen Jlunkten der 
Krümmungsradius O znzuschreiben ist.) 

5 12. Der Satz von Minkowski. 
Wir haben noch zwei bekannte wichtige Siitze über Kurven kon- 

stanter Breite zu erwahnen: den Satz von M i n k o w s k i  und den Satz 
von MeiBner ( 5  13). Wir woilen vor ailem aber für sie auch beson- 
ders anschauliche einfache Beweise geben, die eine weit tiefere Ein- 
sicht in das Wesen der 
Satze gewahren als die 
bisherigen analytischen 
Beweise. 

Der Satz von N i n -  
l iowslx")  lautet: pi 

53. Der l im fang l  
aller Kurven derselhem 
kmstanten Hreitr! b ist 

C- Kurwe Fig. b4. 

auch konstant, namlich gleich dem Dmfang b - s deshlreises vom Durchmesser b. 
Zuiri Beweise genügt es, wie in  der Figur 44, sich einen konvexen 

Bogen si = ?3-, Ui der K-Kurve, der j a  im übrigen geradlinige Strecken 
und konvexe Eeken (vgl. Satz 31a, S. 94) besitzcn kann, und dazu 
zwei unendlich benachbarte Lagen der tangierenden Geraden mit den 
Endpunkten Pl, P, und P,',P,' auf der C- Kurve vorzusteilen, wobei 
P, PI = Plf P,' = b ist. Wir setzen jetzt: 

P,R = pl und P,R - pz, 

t j  W ~ g e n  dieses Setzes vgl. die in der Einlcitung genannten Arbeiten von 
N t n l o m s k i  (Gea. Abh.  Nd. 2, S. 278, insbeuandere die letzte Formel S. 274),  
H u ~ u j i t z :  (a a. O. S. 385, insbesondere in der Anmerkuug die dort ziticrte Formel 

j'?iu)du = 2L ion  M i n  k o e s k i  Wr  Lonrere Flicben und S. 380 die Formel 

O 
L 

p[u f p(u +ni ; ) und X e i p n e r  (i l)  a. a. O. S. 313 und (2) a. a, O. S. 47). In der  
'IZ 

bestimmten Form dos Textes ausgesprochen haben diesen Setz zwar M i n k o w s k i  
und H u r w i t z  nicht; doch ist der Satz uninittelbar in den oben angegebenen 
Fûrmoln bei ihnen onthalten. Man selie auch z. B. in der Arbeit von ~ W i n k o w k i ,  
Vololui~ien und Ober/Ziiche (Math. Annaleri. Bd. 57, 1003 und Geu. Abh., Bd. 2, S. 216) 
die Formel 9 n 

wo 2F,, für  deri konstanten Wert  H, = 1 die L%nge des Umfanges eines ,,voii- 
kommenen Ovaloids 8," (Gea Abh., Bd. 2, S. 223 Nr. 7) ist. 
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120 Die Theorie und Eonstruktion der Kurven konstanter Ureite 

wo wieder R der Rerührungspunkt von P,Y, mit der K-Kurve ist 
und für die Krümmiingsradie~i Q,, g, die absoluten werte genommen - 
werden sollen. Dann gilt fiir die Bogen I* und P, Pz1 der C-Kurri: 

-+ 
wo z der Neigungswinkel der Geraden P,Pl gegen die positive x-Achsc is: 

ieraus: Es folgt h' 

Bei der halbvollstiindigen Abrol lmg der tangierenden Geraden 
(vgl. S. 90) haben die Eiidpunkte Pl und I>, zusammen die voiistin- 
dige C-Kurve beschrieben. 

Integrieren wir daher die Gleichung (21) über den Drehungs- 
winkel n, so folgt sofort der obige Satz. 

Der Satz 53 besagt also, daB aiie Kurven derselben konstanten 
Brcite 1) gleichsam in  einen Kreis vom Durchmesser h diirch Vcrbiegen 
ohne Ausdehnung der Kurve überzuführen sind.]) Ja man kann eine 
gegebene Kurve konstanter Breite b sogar auf stefigem Wege in einen 
solchen Kreis so iiberführen, da8 sie hierbei stets eirie Kurve konstauter 
Breite O bleibt. Dies gelingt z. B. schon düdurch, da5 man die zuge- 
horige K-Kurve iihnlich verkleinert, bis sic sich auf einen Punkt zu- 
sammenzieht, und hierbei stets die zugehorige Kurve der unverinder- 
lichen Breite b als die Verbiegung der gegebenen Kurve wahlt. Kath 
lich kann man d a m  auçh jede Kurve konstanter Breite b in jede an- 
dere derselben Breite b auf etetigem Wege durch eben solche Kur~en 
als Zwischenformen hindurch verbiegen. 

Der Satz 53 1aBt sich nun  leicht auch auf diejenigen Evolûelzten C" 
der K-Kurve übertragcn, die nicht Kurven konstanter Rreite sind, fiir die 

also 1 P M ]  <lm,, ist (vgl. Satz 50, S. 112), und mird vieileicht dadurih 
erst ins rechte Licht gcrückt. b'iir d i ~ s e  Cu- Kurven, die ja auch kei~e 
konvexen Kurven sind, ergibt sich zuniichst der Satz: 

54. Die einzelne Cl'-Etcrve hat 2 (.n - 2 rn + u - v )  Un~lcelirpzinif~: 
hier berleutel n die rlnxahl der kortvexen Bogpn si oder der IJmkelzrpzidit 

dey E-Eurce, m die Anzahl der nicht positiven Werfe  li überhazipf, 
die Anzuld der d c h t  positiven Werte Li, die absol~tt < : P M  uwl v tiic 
Anzaid der positioen Werte Zi, die < - 1 l ' J 1  sind (vgl. die C"-Kurce 

1) Die Kurve gilt als eine linea flexibiliç, sed non  extensibilis, man sergloirhe 
die enalogen Verhiiltnisse bei der Vorbiegung der Fllchcn, z. B. GauB, Disqui- 
sitiones generales circa superficies c u v a s .  
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in der Fig. 45, der Erweiternng der Fiç 3 S. 69, und etwa auch die 
Cu-Eurven für die Fig. 30, S. 107). 

Zum Beweise dieses Satzes denke man zunachst daran (siehe Satz 
48, S. 110), düB die C'-Kurve, d. h. die Rurve für ' 2'111 1 = O, ( n  - 2 m) 
TJmkehrpunkte besitzt. Im Vergleich mi t  

Fig. 45. 
den ühripen Evolventen ist jedoch die 
C' Kurve doppelt durehlaufen zu denken, 

VI 

dein also 2 ( n  - 2 m )  Umkehrpunkte ent- 
sprwhen. Waehst d a m  1 PM 1 bon O aus, 
so treten stets, sobald 1 Pl71 den absoluten 
Retrag e i n ~ s  nicht positiven Wertes li über- 
schritten hat, 2 Umkehrpunkte hinzu, und 
rs fallen, sobald PM 1 > - einem positiven 
Werte 1, geworden ist, 2 Umkehrpunkte L~~ 
fort, die in der Grenzlage eben zu- 6; 

sarnmenrücken. (Da u,,, = 9% und 
cm,, = a - m ist, so ist für P X  / 2 lm,,, wobei lm,, ja stets auch 
der gr6Bte absolute mTert für alle GroBen C, ist, die Zahl der Umkehr- 
punkte, wie es sein muB, gleich O geworden.) 

Wir treffen nun weiter folgende 
Festsetzungen V1: Analog zcie bei d m  C-Kurven  biche die Pest- 

-f 

setamgen II auf S. 83) zcollen ujLr auch hier die Richtung Pa1 als die 
posztiv e auf d m  ,,_h'ornlalen1' drr Cr'-Kurwc, fiir j d e  L ~ P  d o s  YunlEX trs 
Y, azweich~zen. (Der halbvollstandigen Abrollung der Geraden oder 
ihrer Drehung um den Winkel n entsprechend sind dann die positiven 
Richtungen für die A~i fa r i~s l age  Pl und die Endlage P, des Punktes P 
naturlich einander entgegengeseht) Die Grope g, (bzw pJ in den Glei- 
ckungen (.?Oa, 79, S. 120 sol1 demgenzu/3 (im Gegensuts au dcv Fesfsetzurzg 
a l ~ f  S 117) positiv oder negativ gereclmet sein, je nachdem die Richtw2y 

-C . -+ -+ 
Pl Ti' (hzw Y, R) mit der positimn Rie11 king Pl df (hzw.  P2 JI) über&- 
sfzvwnt oder nzchf, so dap  stets p, + @, = 1 Pl P ,  = b ist. 

Diesen Festsetzungen gemaB erhalten je zwei einander aquidistante 
n 

Bogeneleniente Pl Pl1 und PZ der C"-Kurve durch die Gleichungen 
(20a,b) dasselbe (und xwar positives) odrr vcrschicdenes Vorzeichen, 
je nachdem der zugehorige Punkt  R innerhalb oder auBerhülb der 
Strecke PIF', liegt. Und die in grader Anvahl vorhandenen, von 
einem Umkehrpunkt zum niicbsten verlaufenden konvexen Bogen der 
Cr'-Kurve sind abwechselnd positiv und negativ zii rechnen, da ein 
Cmkehrpunkt dann entsteht, wenn der ,,BerührungspunktU R den die 
Cu-Kurve beschreibenden Punk t  überschreitet. 
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122 Die Theorie und Konstruktion der Kurven konstanter Breite. 

So gewinnen wir folgendes Resultat: 

5 5 .  Werden die konvexen Bogen der Clr-Eurve in der Weise ab- 
w~chselnd positiv und negativ gereclmet, da/3 diejenigen Bogen ~zegatlu 
siizd, für deren eilzselne Punkte der aqehijrige ,,Krümn~ungsnaitte~un1it!' R 
az(/3erhalb P,P2 gelegen ist und die dabei einen kleineren absoluten Ue- 
trag des Kriinznzungsradius besitzen als der üquidistante Te11 der Co-Kirne, 
so ist die gesamte Bogmlange der CV-Kurve wieder gleiçh b - z ((vgl die 

Fig. 45). 
5 13. Der Satz von BleiBner. 

Wir benutzen wieder die Figur 44 und fügen nur noch den von 
A 

dem Mittelpnnkte JI der Strecke P,LJ2 beschriebenen Bogen JIN' der 
der C'-Kurve hinzu. (Fia. 46.) W i r  denken nun die C-Kurve derart 

n 
mit  Masse belegt, daB auf dem Bogenelement d S ,  = Pl P', die JIasse 

n 
-- a s ~  = d r  und auf dem Bogeneleinent d S ,  = l',Pi die >Tasse as' = d r  
QI Bn 

C-Eurve  FI^. 46. gleichmaBig verteilt ist, 
d. h.: auf der C-Kurve 

'5 sei eine zur Brürnrnurig 
dS, proportionale Nasse rer- 

teilt. Iler Schnerpuiikt 
pz 

dieser Massenbelegung 
ui- I sei nach S te iner t )  als 

,,Kr~mrn1~n,qsschwerpu)1~7it~~ der CKurve  bezeichnet. Der Salz  uon Meiss- 
> 

n e r e )  behauptet nun:  

50. Der Kriinz~~~ztngsscl~wer~u~z1~1 der C- K u r w  füilt mit ikrem g e  
wohnlichen Schwerpur~Lt (d. h. ilcrem Schwerpunkt bei gleichma/hger 

Um diesen Satz anschauliçli zu beweisen, sei zunachst noch bei 
-. 

der (2'-Kurve das Bogenelement nlnf = d S  und der Krijmniungs- 
-+ 

radius X R  = @ gesetzt und zwar wegen der Vorzeichen (vgl. die Fest- 
setzuiigen II, S. 83 iind die Gleichung (15) S. 105) mit folgenden 

Festsetzungen VII: lnsofern es ausdriiclilich bevorsugt se& soll, d a j  
n 

dm Boyenclrtnent MMr als au PZ iiquidistant an,yeselien wird, sei die 
- -A 

Iliehtung 1',2!i wieder als die positive beaeichnet und a positiv oder r~egaliu 
+ d 

gereclrnet, je naclzdc?n die Iiichtun,~ JIH mit diescr Richtamg Pl dl über- 
einstimmt oder nicht. 
-- 

1) J. Steiner,  Von dem Krümn~ungsschwerpunU ebener Kurven, Ges. Werke 
I3d. II, S. 99ff. 

2) Ygl. E. MeiBner, (1) a. a. O., S. 3 2 1 .  
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- 
Wenso sei wie friiher diejenige su P,iN senkrechte Ricktung a h  die 

positive bezeich.net, aus der durch positicc Lhehung (d. h. Brehzcny eut- 
+ 

gegengesetzt dern Xinne des Uhrzeigers) um 90' die Ricl~tung Pl .?/I Imvor- - 
geht und dem.entsprechend M N '  = d S  positiv oder negutiu, jc .nnchdelîz 

- + 
die Fortschreitungsrichtzcng MM'  mit der soeben definierten positi~wn Rich- 
tung uijereinstimmt oder nicht. 

d S 
Man erkennt leicht, daB hiernach = stets positiv ist, und es da- 

Q 
her genügt, sobald dieser Quotient vorkommt, in ihm fü r  d S  und Q 

stets ihre absoluten Werte zu wiihlen. 

Was nun die gleichrnaBige 3Iasscnbelcgung der C-Kurve betrifft, 
so konnen wir den Bogenelementen dS l  und dS,  entsprechend in dem 

Puiikte Pl die Masse dr'l, = Q, . d z  = - + g dz und im Punkte P, die (2 -) 
Masse dS2 = p2 . d t  = - - 5 dt. vereinigt denken. Die gleichen Teile i: J ~- 

b d SI 
n . d t  in Pl und P, ergeben nun den Gleichnngen d i  = - = ' 3  ge- 

el e ,  
m i 0  eine Relegung der C-Kurve mit einer zur Kiüinmung proportio- 
nalen Masse. Die eutgegengesetzt g-ieichen Teile @di in Pl und - q d z  
in P, dagegen ktiiinen wir als zwei entgegengesetzt gleiche ParaIlel- 
krifte senkreclit zur Ebene der Figur bzw. in Pl urid P, deuten und 
zmar die positive Kraft senkrecht nach oben, die negative senkrecht nach 
unten gerichtst. Das Moment dieses Kraftepaares h g dz = h . d S  1 l2Bt 
sich nun geometrisch durch einen Vektor darstellen und  zmar nach 
Grofle uud liiçhtung durch dau mit O multiplizierte Bogenelement dS 
der C'-Kurve bei ihrem (positiven) Durçhlaufen. Die geometrische 
Surnme aller dieser Momente odor Vcktoren bei der Integration über 
den Drehungswinkel z der tangierendun Geraden P, P, ergibt nun Null, 
da die 6'-Kurve in eich zurücklauft, d. h. gexhlossen ist. Dalier ist 
der zweite Teil + gdz von der gleichmiiBigen Massenbelegung der C- 
Kurve für sich im Gleichgewicht, vomit  der M e  i B n e r  sche Sata be- 
wiesen ist.') 

1; AuBer den Gleichungen 

gelten euch die folgendon: 

(23) 
Vi - Be 

c = -  2 -  - *  
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wir konnen nun noch folgende weitergehende Betrachtung an 
stellen: Was  die der Krüinmung proportionde Massenbelegung der C- 
Kurve betriflt, so k6nnen wir die einander gleichen Ma~senbelegun~en 

dS, d S ,  dz = - = - der Bogenelemente dS1 und dS, i m  Mittelpunkt Ton 
el et 

P,P, vereinigt oder, besser gesagt, ihre Summe 2 d z  auf dem B o p  
n d S JfB' der C'- Kurve gleichmibig verteilt denken. Da auch dt = = gilt, 

so ergibt sich also sogleich der neue Satz: 

57. Ber Schwerpnkt der proportional zur Eriimmuny mit f i s c e  
beleyten C-Kurce ist gleich dem Schzl..erputzlîte d ~ r  proportional seiiia 

(absolut genonmenen) hlriimmung mit (slets posiliver) Jasse belegia 
CI-Kwr ce. 

Endlich lasseri sioh die Satze SB und 57 auch auf die Cu-Xuis~n 
(vgl. S. 120) ausdehnen; nur sind hierbei die Vorzeichen von g ,  und Q, 
und dementsprechend die von dS, = pl - d z  und d S ,  = p,dz den l'est. 
setzungen der Seite 121 gerniil3 zu beachten. Ea iet darin die der Erik 
mung proportionale Massenbelegung stets eine poaitive liings der ganzsr. 

und 

(25 a, bj 

Von alleu diesen Gleichungen sind jedoch nur 4 voneinander unabhinti: 
entsprechend der Tatôache, da0 aus den willkürlich gegebenen 3 GroBen p ,  r l :  
und b sich die Grtifleu p l ,  Q,, dS, und d S ,  harechncn laasen. 

Der Fall, daB einer der Kiümmungsradien Q,, p, oder p für den betreifendtu 
Kurvenpunkt ale dem Endpunkt eines Teilbogens gleich O is t  [vgl. den SchluB de: 

Anm. S. 81) macht ersichtlich für die Betrachtung des Textes keine S c h w i q  
keit. Denkt man die der Erümmnng proportionale Massenbelegung der C-Kurir  
etwa durch &en Llraht mit kreisformigem, zur K ~ ü m m u n g  proportionalen Que: 
schnitt dargestellt, so wird der Draht beispiclsweise an einer Stelle e,,,=,a:=O 
(wegen der GraBe .G siehe die Gleichungen (20a,  b) S. 120) allerdings unendlicb 
dick; gleichwohl ist die Ge~amtmasse der einseitigen Umgebung dieses Puck:ir 
eine endliche. da  

ist. 
In einem Eckpnnkte, in dem der' Winkel 7 von t,, bis z sich acdert, ie: al! P 

der  Kriimmung proportionale Massenbelegung noch einc der GroBe (z+ - z,) p:. 
portionale Masse konzentriert zu denken. (Vgl. die Fignren 15a,  b, c S. 89 und 
Formel 28.) 
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Kurve, die gemohnl iche  M a s s e n b e l e g u n g  a b e r  e ine  pos i t i ve  o d e r  n e g a -  

tive, je nachdem das R o g e n e l e m e n t  positiv o d e r  n e g a t i v  id1) 

1) Zweifellos wkd  die Bedeutung der  Si tze  56 und 5 7  durch den Hinweis 
auf ihre noch weitergehende Ansdehnnng erheblich geklart. Wie  leicht zu über- 
sehen iat, lassen eich namlich diese Satze auf weit allgemeinere, natürlich noch 
niher irn einzelnen zn Oentimmende Kurven übertragen, die a h  Byuidiutantc? 

b 
Bahnkurven dreier Punkte Pl, P2 und ill mit der Bedingung Pl M = M P  -- 

% - 2  
zu einander gehtiren. E in  Beiapiel gibt et,wa der folgende einfache Fall :  Die 
Kurve des Punktes bestehe aus einer beliebigen, üherall konvexen Kurve, 

etaa au8 4 verschiedenen Ellipsenquadranten, die den Koordi~iatenaufaugs~>unkt O 
a h  Zentrum und die a, y-Achsen ale Achsenrichtungen besitzen, sich anf d ie  
4 Quadranten der -Eliene verteilen und sich mit  gleichen Achsenlangen auf den 
gemeinsamen Koordinatenachsen aneinanderreihen (Fig. 47). Die Kurven der Punkte 
Pl und P, sind dann die aus den einzelnen Zweigen der Ellipsenaquidistsntcn 

b .  
im Abstande - sich zusammensetzcnden Kurven. Die ,,verallgemeinerte K- Kurve" 

2 
ist dann eirifach die au0 den Evolutenbogen der Ellipsen und 4 Strecken auf den 
Achsen eich zusammensetzende Kurve und in iibereinstimmung mit  den Fest- 
setznngen der Seite. 121 8ind in  der Figur 47 das Bogenelement und der Krüm- 
mungaradius für die Kurve des Punktes P, positiv, fur die des Punktes P, negativ 
zu nehmen. Oder man wahlt analog als verallgemeinerte K-Kurve ein solches 
gemtihnliches Viereck, bei dem die Summen der beiden Paare von Gegenseiteu 
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126 Die Theorie und Konstmktion der Kurven konstanter Breite. 

Natürlich konnen wir unseren Beweis des MeiBnerschen Satzes 

auch leiçht in ein analytisches Gewand kleiden, ohne, wie I-Ierr N e i l -  
n e r ,  F o u r i e r s c h e  Reihen zu benutzen. Um dies in  Kürze anzugebe~, 
sei, wie schon aiif S. 71, die C-Kurve aiif cin rechtwinlrliges x, y-Koor. 
dinatensystem bezogen. Dann sind die Schwerpunktekoordinaten 2, y' 
bei der gleichmiiBigen hfassenbelegung dei  C-Kurve gegeben durcii: 

und 

wo x,, y, die Koordinaten eines l'unktcs Y,, dS, das zugeh6rigc B q m  
element und L die gesamte Lange der C-Kurve bedeuten. Durch Eiu 

setzen von dS, = ~ , d z  - megen der Stetigkeit von p, siehe (j 5, S 8;ff 
und S. 116 und wegen Einführung der GrGBe z die Gleichurigen (IOa,bi, 
S. 120 -- ergibt die Gleichung (27a): 

$0 70 

wo x,, pz sich auf den Gegenpunkt P, des Punktes Pl beziehen, oder, 
b b 

da pl = -- + g 
2 , Q, - - g nach den Gleichungen (25a, b) ist: 

N u n  ist x, - x2 = b c m  s und . d z  = dS, wo dS wieder das (posi- 
tive oder negative) Bogenelement der C'-Biirre bedeutet. E s  geht also 
das letzte I n t e p a l  über in: 

cinander gloich sind odrr dio Kurve der  Fig. 33, S. 111, 15Bt die tangicrende Gerade 
aich ,,voli~tindig" auf  der K-Kurve abrollen, wobei sie sich bzw. u m  272 ode1 6s 
gedreht hat und mit zwei Punkten P l ,  P2 und deren Mittelpunkt 31 die ge. 
wünschtcn Kurven beschreibt. 

Auch der Satz von Vinkowaki (5 12 ,  S. 119) l d B t  aich dem Voretehenden g ~ -  
maB verallgemeinern. So ist in dem Beispiel der Fig. 47 die Bogendifferenz de: 
beidcn von Pl und P2 beschriebenen Kurven gleich 2b -n. 
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da, die Cf-Iiurve eine geschlossene Kurre  ist und das Integral ihre Pro- 
jektion auf die y-Achse darstellt.') Demnach wird schlieBlich, wenn wir 
L - b - n nach dem Satze 53, S. 110 setzen: 

d. h. gleich der Abszisse des Krürnmungssch~rer~~~inh-tes. Analoges gilt 
für y*, wamit der geivünschte Beweis des X e  i Bne r schen Satzes ge- 
liefert ist. 

Setzen wir in dem vorletzten Integrnl Y, 1 r, = 2 2, wo, wie friiher 
z, y die Koordinaten des Punktes 31 der C'Kurve bezeiclinen, so folgt 
cbenfalis noch: 

welches Resultat den Satz 57 enthalt. 

5 14. Analytische Entwicklungen in  Anlehnung an die Arbeiten von 
Hurwitz und MeiBner. 

Es sei gestattet, unsere bisherigen Betrachtungen noch durcli einige 
analytische Ausführungen zu eigiinzen, welche sich zwar an die Arbeiten 
der IIerren H u r w i t z  und M e i B n e r  anlehnen, um gradezu diese Ar- 
bciten zu unseren vorstehenden Untersuchungen in noch niihero He- 
ziehung zu bringen, doch im Einzelnen über diese Arbeiten hinausgehen 
und im Gegcnsatz zii ihnen die Xntwickliingen in Fouriersche Keihen 
nicht benutzen und insofern einfacheren Charakter besitzen. Unoer Aus- 
gangspunkt sei die Gleichung: 

(30) x -  cosz  + y s i n z  - q(z) = O ,  
wo q(z) eine svgleich noch niiher zu bestimmende eitdeulige und ~xrio- 
dische Funktiolz der Pariabletz z mit der Periode 2 2 ~ e i n  sou. Für jeden 
Wert des Parameters z, der eberi die m e r l e  des Intervalles von O bis 
2n  zu durchlaufen hat, soii niimlich die Gleichung die Stützgerade der 
zunkhst als gegeben gedachteri C-Kurve angeben, wobei der Koordi- 
natenanfangspunkt ein innerer Punkt  der c-Kurve sei (vgl. Satz 1 5, S. 77) 
und die nebst q'(r) für dus gonze Inlervall stetige FunXtiun q(z) die 
,,SfützgeradenfunktiunLL2), und z das Lo t  vom Koordinatenaiifüngspunkt 

1) Es ist COB Z. dS stets die Projektion des absolut genommenen Bogenele- 
mentes dS auf  die y-Achse. 

2) Xach Minkowski; vgl. z. B. seine Arbeit: Volunzeu zmd Oberfluche, Math .  
Ann. Bd. 67, 1903, (Ges. Abh. Bd. 2, S. 231). 
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und dessen dbweichung von der x-Achse bedeuten. (Diese Grole r 

korinen wir also als identisch mit der in den Gleichungen (20a,b) S. 120 
eingeführten ansehen.) Betreffs der Funktion q (z ) ,  fiir die also die 
Bedingung 

(31) P > 0 
gilt, woiien wir sogleich in Beziehung auf uusere früheren Resultate 
noch folgendes voraussetzen: 

Annahmen IV: Fiir die eirzzelnen Teilhogen, in  die wi r  die C-Kuri'e 
serlegt denken konnenl), d. h. für sich aneinander scl~lie/3ende, in endicher 
Zahl vorhandene Intervalle der Variablen z sol1 ( f i e  Funktion q(z) sclbd 
lzebst ihren drei Ableitungzyen qr(z), pV(z), qf"(z) endlich und stetig sein mit 
der eugelassenen Auslzahme, da/3 bei der Annühel-ung a n  einm der End- 

1 
pufiTcte selhl der Wert y,j- stetig gegen O sol1 konvergiere~. konnen. (Vgl, 

s (4 
schon jetzt die Annahmen 1, II, und III, S. 71, 78 und 82 und dis 
Anm. S. 129.) 

Der einzelne Teilbogen der C-Kurve wird danu ale Enveloppe der 
Stiitzgeradena) durch die Gleiçhimgen bestimmt: 

x = p (z)  . cos z - q'(z) . sin z, 
(32% b) y = Q (z)  . tiin z + qr(z) . cos Z .  

Die Stfitznormale, d. h. die Normale zur Stützgeraden irn zugehorigen 
Kurvenpunkt, w i ~ d  durch die Gleichung gegeben : 

( 33 )  x . sin z - y cos z + pf(z) = 0 ,  

und die Evolute der C-Kurve, d. h. die EKurve, durch die Gleichungen: 

f = - pf(z) sin z - q"(z) COS z = x - p . cos z, 
(34% b) 71 - ql(z) COB z - qr'(z) sin z = y - g - sin z, 

wobei die E ,  7-Achsen mit den x, y-Achsen identisch sind (vgl. die Glei. 
chiingen (5a, b) S. 84). Endlich folgen für den Krümmungsradics 

d s 
g  = - = -IV(; - E)2 + (y - q)' der C-Kurve und den Krümrnungs. d r  

d 
radius gk  = 2 der E-Kurve die Gleichungen: 

1) Bierbei bildet auch ein Eckpunkt der C-Kurve gewissermaBen einen Ted- 
hogen für  sich (vgl. S. 131). 

2) Um zu ersehen, da6 die zur Exivtenz der Enveloppe notwendigen B e h  
gungen für die Gleichung (30) erfüllt sind,  vgl. v. M a n g o l d t ,  Einf,thrung f l  

die hiflzere Mathematik, Rd. LI, Leipzig 1912, S. 464. Die dort genannte Detcrmi- 
nante B (z, y, c) iet hier gleich 1, also von O verschieden, ebenvo ist j a  die Eiaiutenl 
von q"(z) vorausgesetzt. 
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Von FHIEDRICK SCKILLIXGI. 

sowie die G l e i c h u ~ ~ e n :  
d x 
- - - 

d r  
Q - sin t , 

d r  
und 

66 = Q, ' COS Z, a s 

*=- 
d  t 

Q, - sin z .') 

1) Die rechten Seiten der Gleichungen j32a, h)  konnen wir, indem mir den 
Parameter z mit dern Parameter t idcntifizieren, direkt als die auf S. 71 eingefiihrten 
Funktionen q ( t )  und q ( t )  in spezieller Form aulieiien. Dann ergibt sich insbe- 
sondere: 

y'(t) = - (g + 4") sin z = - - g . sin z, 

1C"(t) = ( (1  + '1") COB . = g . cos . , 
so da0 sich g = O und <p' = yi' = O gegenseitig bedingen und 

id ,  (vgl. G. Sche f f  e r  8 ,  Anzceizdung der Differeizzial- und Integralrechnzmg auf 
Geomet~ie, Bd. 1, Leipzig 1901, S. 17) .  Die friiheren Annahmen 1 u. II (S. 7 1  u. 78) 
eind dann durch die Annahmen IV für die Funktion g (t) auch jetzt erfiillt. Die 
Annahmeu III, S. 82  jedoch lrcten hier in etwas modifiziorter Form auf. Denn die 
Existenz der dritten Ableitnngon rp"'(t) und q"'(t)  wird hier nicht gefordert, da  die 
Aufstellung der Gleichung (36) diese Ableitungen nicht bcnotigt. Doch der Zmeck 
der Annahmen III mird auch hier erfiillt, namlich stets eine bestimmte ?'augerite 
und ein bestimrntes Bogenelernent dri fiir die einzelnen Teilbogen der K-Kiirve in 

d 6 
der Weise zu gewghrleisten, da0 nur  für einen Endpunkt del  Teilbogeus zwar - -  

d 2 
über jede Grenze hinaus wachsen kann, jedoch dio Bogenliinge der K-Kurve bis 
zu h e m  entqprechenden Endpunkte hin stets endlich ist (val. Satz 2 2  S. 85). 

Sind dagegen zunachst die Gleichungen ( l a ,  h) S. 7 1  mit allgemrinen Funk- 
tionen y ( / ]  und ~ ( t )  gegeberi, so beutimnieri sich aus ihrien z und ~ ( s )  durch die 
Gleichun~en : 

a(.) = q ( l j .  c o s z +  q( t ) .  sir iz ,  
und e0 ist 

q'(z) = - 9 ( t )  . sin z + yi ( t )  . cos t., 
da .- 

q'(t) . cos z + ~ b ' ( t )  . sin t - O 

ist  Doch wollen wir auf diese Zusammenhhge zwischen den Funktionen ~ ( t ) ,  
~ ! ( t )  einerseit,~ und q(z) andererseits (besonrlers wenn y' (t)  = T/J ' ( t )  = O i s t ,  vgl. 
die Anm. S. 80) im einzelnen nicht nkher eingehen. 

Zeitschrift f. Bfathernatik n. Physik. 63. Band. 1914. Heft  112. 9 
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und fiir dm Hopenelement d~ der K-Kurve  gilt: 

' d <  2 d v  2 d e  
(3" ):- +&) + (&) =id;= AZ (qf(" + 9 r 1 r : ~ ) ) ,  

(vgl. die Formeln ( 8 )  und (10) S. 85). 

In  der Fig. 48 seien Y (x, y) und R(g, 7 )  ein beliebiger Punlit ;m 
Innerri eines Teilbogens der C-Kurve (wobei für diesen Punkt nicht " = O sei) und der ni- 

d z 
gehtirige Tirümmu:igs- 
mittelpunkt, d. h. ein 
Punkt  der E-Kurve, und 
RI der zugeh~rigeKrün;- 
rnungsmittelpunkt der 
K-Kurve. AuBerderu 
seien in der Figur Tom 

Koordiriatenaiifarigs- 
punkt die Lote auf die 
'i'angmte und Xormale 

- -- des Punktes P gefallt. 
Z = 5  Dann ist: 

mobei, je nachdem q ' j ~ )  
positiv oder negativ id, 

die Richtung &P mit  der ,jpositiven" (d. h. d e i  Werte i +-- odcr ( 2 )  
wachsenden Werten von t entsprechenden) Tangentenrichtung der C- 
Kurve iibereinstimmt oder nicht, ferner 

-f 

Rh' = qV(z), 

wobei, je nachdem qf'(i) positiv oder negativ ist, R auf der andern 
oder derselben Seite von 1.9 gelegen ist wie der Punkt  P, d. h. die Rich- 

-t + A 

tnng R S  mit der Richtung O &  oder SI' übereinstimmt oder nicht, 
und endlich: R3 - , J I /  

i i - 4  \ i ) >  
-t 

wobei, je nachdem y"'(%) positiv oder negativ kt, die Richtung li,S, 
mi t  der positiven Tangentenrichtung des Punktes P übereinstimmt oder 
nicht. (In der Fig. 48 sind insbesnndere q'(z), q"(z) und qV'(z) positir 
g e ~ i i h l t . ) ~ )  

1) Die Gleichungen (34a, b) der K-Eurve sind ja ganz analog den Gleichungi.~ 
(32a,  b) der C-Knrve gebant, daher kann man natürlich, wonn für  die Cmgebung 
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Wie für die Stellen, wo zwei aufeinanderfolgende Teilbogen der 
GKurve entweder mit  gemeinvamer Tangente oder in einw Ecke zu- 
eammenstoBen, die zugehorigen Teilbogen der Ii-Kurve ev. diirch Hin- 
xufiigen von Verbindungsstrccken sich aneinantler schlieBen, ist in 5 5, 
S. 87ff. ausführlich behandelt. Setzen die beiden aufeinander folgenden 
Teilbogen der C-Kurve sich mit gemeinsamer Tangente aneinandcr, so  
entspricht dieser Stelle ja ein einzelner bestimmter Wer t  z - z,; setzen 
jene sich jedoch in einer Ecke aileinander, so entsprechen die betreEen- 
den beiden Endpunkte der Seilbogen verschiedenen Werten  z, und zp 
des Parameters t, und den Werten von t für das noch ausgefailene In- 
tervall z, 2 t 5 rI3 entspriclit der Dreliung der Stütigeraden uni den 
Endpunkt gemiiB derselbe Punkt  (x, y) in den Gleichungen (32a, b), 
wotiei für alle Werte des genannten Intervails Q = p + y" = O id. So- 
mit erkennt man, daB ailen Teilbogen und Ecken zusammengenommen 
t'tir den Parameter z das Durchlaufen des ganzon Tntervalls O 5 z < 2n: 
entspricht. 

liaben mir bisher die CrKurve als von vornherein g e g e b ~ n  ange- 
sehen, so konnen wir jetzt umgekehrt für die Funktion p(z) folgendeii 
Satz aufatellen: 

58.  Als  notwenriige u n d  I~inreichende Bedingungen da für ,  daa die 
G1eichun.q ((30) i n  Verbindiinq mit den Annahmen IV eine Kurue kon- 
stanter Breite b (mit dent ILoordinateizanfungspunkt in i k r e m  hznern)  be- 
stimmt, ergibt sich: E s  erslem die stets positive finlction q ( z )  eine 
eindeuti,qe und stetige perzodische Funkt ion mit der Periode 2 z sein, deren 
Ableitunq q'(z)  ebenfalls in d e m  ganzen InteruaZl stetig id und die der 
Bediugung 
(40) q + q " - p & O  

sein. 
Den einfachen Beweis dieses Satzes woilen wir nicht weiter aus- 

fiihren; es sei nur noch erwiihnt, daB der erste Teil der Bedingungen 
fir sich die geschlossene Kurve als eine iiberall konaexe (ohne gerad- 
linige Seile) festlegt, wobei nur noch 

- P(Z) + 4 ( t  + n ) > O  
des Punktes P der C-Kurve auch rioch die iiber die  dritte hinaiiagehenden htiherrn 
Atileitungen der Funktion q (2) existieren und endlich und stetig sind, die Figur 48 
in der Weise fortsetzen, da0 man auch fïu die IL-Kurve die Erolute und wieder 
deren Evoluti: usw. hinzufiigt und demgcrn5B die holieren Alileitungen von q (2) 

geumctriscli veranschaulicht. 
9' 
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hinzuzufügen ist, wenn man einen Punk t  oder eine Strecke als solche 
konvexe Kurve ausschlieflen wiil. (EY schlielt sich niimlich jeder fol- 
gende Teilbogen der Kurve unmittelbar mit  seinem Anfangspunkt an 

den Endpuilkt des vorhergehendcn an  und ewar ,,tangential". Aus der 

Gleichung (40) ist ferner, unter Benutzuilg der Gleichungen (3;a,ii) 
leicht zu folgern, daB jeder ziigehDrige Teilbogen, ja die ganzo Iiuive 
stets auf derselben Seite jeder Geraden (30) gelegen sein muB.) 

DaB der erste Teil der Bedingungen des Satzes 58 nicbt schon in 
dern zweiten Teil enthalten ist, lassen diejenigen Co-Kurven (vgl. S. 120) 
erkennen, die zwar Aquidistanten eincr gegebenen C-Kurre, aber uich? 
auch C-Kurven sind. Denn für die C"-Kurven gilt der zweite, aber 

nicht  der erste Teil der Bedingungen. Ebenso zeigen diese Cu-Kurrrg, 
daB auch die Bedingung y 4 p" 2 O niclit selion eine Folge der E.n 
deutigkeit, Stetigkeit und Periodizitat von q jr) und q'(z) ist. 110th 
folgt aus den Gleichungen (40) und (41) 

also g (z) 5 b oder O 5 y (z) + y" (z) 5 6 oder, da q (z) > O und 
q " ( ~ )  + 4" (Z + z) = O ist gemiiB der Gleichung (41), pr'(z) h, d.h. 
da0 q " ( z )  stets endlich sein soll, braiichte nicht noüh besonders in den 
Arinahmen IV ausgesprochen zu werden (vgl. den Satz S. 18, S. 80). 
Die Gleichung (41) enthalt ebenfalls bereits die Bedingung in sicli, da8 
die Funktion q(z) die Periode 272 besitzt. Wir werden sogleich sehen. 
daB die Gleichung (42) zusammen mi t  der B e d i n p n g  der Periodia;Gt 
für p (z) grtidezu mit der Gleichung (31) iderilisch ist. Wi r  heliaupten 
n%mlich, daB die in dem Satze 53 angegebenen Uedinguiigen sich in 

- - 

folgender Weise noch einschriinken lassen: 

69. dem Sa t ze  58 lcann an die Stelle der Gleichung (41) dit 

Gleichung (52) eEi~d?.eten, II. k. es Zti/3t sich (Deim Bestehen der übrigm 1 1  

Satze  58 ausgesprocl~eizen 13edinguîzyen) die Gleichung ( 4 4  aus der Glc- 
ci~wng (42) f'ulgern. 

Um dies zu erkennen, gehen wir aus von den aus den Gleichungen 
(32 a, b) folgenden Gleichungen: 

(43) y (z) = sinz f p ( z ) ï o s r d z -  c o s ~ ~ ~ ( z ) s i o z d z +  ~ c o s z + ~ s i u r ,  
O O 

(44) q1(z)= cosrfp(i)cosr d z +  s i n r f P ( r ) s i n z d r  -As in% + B m f  
O ii 

mo 
A = x , = o  und B = I J , , ~  gilt. 
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Nun ist hiernach: 

+ B s i n ( z  + 7t)  
z + n  z + n 

- - - sin r ./y (z) cos r d r  + cos r .Jq ((, sin r d ,  
n ri 

ir n 

- s in i  J é ( r ) c o s r d r +  c o s r . f i ( r )  s i n r d i - A e o s r - B s i n r .  
O O 

Da nun g (z + x) = b - p (r) ist, so folgt: 

$;ri cos r a r  =,i ( r  + n)  COS ( r  + n) cir = - t~ sin r (ri) cos r i i r  
II 0 0 

und 
i - X  z 

[@ (i) sin r d z  = b cos i - b 
n O 

Also ist: 

q ( z t d = - s i n i ~ ( r ) c o s r  d z  + c o s r  ~ ~ ( i ) s i n l d r + ( b - b c o s r )  
O O 
n n 

- sin i JQ (5) cos i <1r + e o s i  /'? (i) sin r d i  - A cos i - B sin r 
O O 

Hieraue ergibt sich weiter: 
n 

q(~+nj+Yir+8~)=(b+bcosr)-sinr~~Q(z)cosrdr-~asz~~(s)sinidr, O O 

iind durch Subtraktion der beiden Gleichungen: 

nlso : 
4 ( ~ )  + 4!(% -t x ) = b .  

Wollen n-ir diese Itechnung illrem geometrischen Inhalte nach ein- 
fach übersehcn, so müssen mir  wieder zu der Betrachtung der K-Kurve 
zurückkehren. Aus der Gleiehung (42) folgt ja Q, (7) = - p, (i + z), 
nlso nach den Gleichungen (Mn,  b): 

(2)=(;3 Z 2 z Z + %  (;;)z=('g)z+n) 
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oder 

7 (. t z) = q- (2) + 17 (z) - 7 (O), d. h. 

Der Bogen der K-Kurve, der Evolute der C-Kurve, ist m m  V e r t e  ;l 
a b  kongruent zu dem Bogen Tom Werte  O ab. Diese bciden Bogen 
ktinnen aher auch nicht gegen einander verschobcn sein, d. h. es mu1 

(z)  = 5 (0) und (n) = 7 (0) sein, da ja die C-Kurve geschlossen ist 
und also 5 (G + 2 TC) = 6 (7) und 7 (z + 2 n) = 7 (2) ist. Danu abcr mu! 

auch q (z) + q (z $ n) - b sein, da die C-Kurve für die Werto .t und 
c + n die Evolvente desselben Evolutenbogens ist (vgl. auch die Gleichun- 
gen (34a,  b), aus derieri x (z $ n) - x (z) = = cos z .  (q (t) $ g (t f a)) 
und y (z + a)  - y (z) = - s i n z  . (e (z) + p (z + n)) fol&). 

Jetzt  xeigt sich dann endlich, daB nunmehr die Sitze 58 und 59 
noch weiter in die folgende einfache Form gebracht wertien konnen: 

60. Als notwendige und hinreichende Ijedingungen dnfiir, clB/3 die 
Gleichzlng (30) eine Kurve iconstanter Breite b bestimnzt, wenn .c dus I h r -  
va11 von O bis 2% durcldauft, ergibt sich: 2 s  mufi die Fudlion q (7) eiiz 

Integral der Differentialgleichung 

(43) 4 (z) + Y" (z) = Q (7) 

sein, wo die für dus gleiche Intervall erlïlarte und abgesehen von eilzxelizen 
Aztsnahmeslellcn eindeutige und stctip l~ùnklion q (z) der Ungleichun,q (4) 
Q (2) 2 O und der Gleichung (42) q (z) + p (z + TC) = b genügt und 

31an karin dan11 also auch zuerst die Funktion g (z) diesen Bedingun- 
gen gem%B gegeben denken und zu ihr  die Funktion (z) bestirnmen. 
Die lineare Differeritialgleichung (45) ist ein spezieiier Fail der soge- 
nannteii Differentialgleichung der erzwungenen Schwingungz); ihr aii- 
gcnieiiies Integral wird cben durch die Gleichung (43) gegeben. Durch 
geeignete Wahl der Integrationskonstanten A und B kann es stets nuch 
so eingerichtet werden, daB der Koordinatenanfangspmkt im Innern 
der  C - K u n e  liegt. Hervorgehoben sei noch, d:iB der Satz 60 die Ab- 
lei tung der Bunktion Q (z), d.  h. qU'(z) nicht eiithalt. - 

IIerr H u r w i t z  ha t  nun insbesondere (a. a. O. S. 358) den Satz 43, 
S. 106 übgeleitet, daB jede C'-Kurve stets eine ungrade Anzahl von 

1) Vg1. deu Satz von M i u k o w s k i  fü r  konvexe FlLclien, Ges. Abh. Bd, 9 
S. 130 Nr. 4 und S. 264. 

2) Vgl. z. B. A. K a l a h n e ,  Erzwungene Schwingungen, Handworterbuch der 
Eaturwissenschafteu Bd. VILI, J e u a  1913, S. 1112 ff. 
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Umkehrpunkten und zwar mindestens diei besitzt. Seinen Bewcisgang 
k6nrien n i r  auch mit unseren obigen Formel11 (also ohne Fouriersche 
Reihen) leicht wiedergeben: 

Die ~ ~ u i d i s t a n t e  der CHurve  im Abstande c ist durch die Glei- 
chungen gegeben: 

x* = y(zj  cosz  - q7(z). sin z + c .  cosz  

= (q + c) cos z - y'(z) . sin t , 
(47 a, b) 

y* = y(2) . sin z + q' iz)  cos z + c . sin z 

= (q  -+ c) s inz  + q'(z) c o s t ,  

speziell also die C'-Kurve (c = - :) durch die Gleichiingen: 

( 5 )  3 = p - - cos z - p'(z) sin z,  

(49 a, b) 
- ( 2) in z + <(z) C O S  z, Y =  4 -  9 

wobei der Krümmungsrttdius @ für die Cf-Kurve durch 

bestimmt ist. Kerr E u r w i t z  macht niln von dem Satze Gebrauch: 
Eiu Punlrt der Cf-Kurve ist etets dan11 und nur danu ein Umkehrpunkt, 
wenn in ihm der (stets cndliche) TZrümmungsradius das Vorzeichen 
wechselt, nlso durch O hindurchgeht. 

Da nun nach der Gleichung (41) e(z) = - p(z + z) ist, so muB 
notaendig Q(z) f ü r  eine wzyrada Zahl von Werteii z im Iritervall von 
0 bis a, also wewigsterts eilzmal sein Zeichen nechseln. Würde dies 
aber nrw fiiï eincn Wcrt z = z, dieses intervalles stntthaben, so wiirde 
@(z) . sin (Z - zO) im ganzen Iiitervall von O bis 2 z dasselbe Zeichen 
haben Uem miderspricht aber, da5 dm Jntrgral 

za 2 7t 

, )  z r , ) d ~ = c u s z , , ~ ~ ( z ) s i n z d r s i n r  0, f ~ ( r ) - c u s i d z  
O O 

= O  ist, da die Cl-Kurve geschlossen k t  urid folglich 

und ebcnso: 
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ist.l) Folglich miiB e(z) wenigstens fiir &ci Werte z im Intervall von 

O bis n sein Zeichen wechseln, also die C'-Iiurve wenigstens drei Cm- 
kehrpunkte haben. 

E s  ist Iiun nicht moglich, den vorstehenderi Beweis in gleiclier 
Form auf den analogen Satz 32, S. 94 fiir die K - K u r v  zu  übertragen. 
Uni dies zu erkenneri, braucht man nur, von rnuncliem arideren abge- 
sehen, zu beachten, da5 der Krümmungsradius g, der IL-Kurre ja über- 
haupt fijr alle Wcrt,c z verschwinden kami, niimlich dünn, weriri die 
K-Kurve ein Polygon ist. - 

Nach unseren Annahmen ist e (z)  für aiie Werte i n  clem Inter- 
vall von O bis 27c eine endliche, stetige u n d  eindeutige Funktion des 
Argumentes z mit Ausnahme etwa einer endlichen Zahl von Werten t 
für  die ~ ( t )  iinstetig ist ;  auch besitzt e(z) nur  eine endliche Zab1 von 
Maxima oder J l in i~i la .~)  Beim Erfülltsein dieser ,,Dirichletschen He- 
dingungen" liBt sich dann p(%) in  eirie Fouriersclie Reilie entwickelx 

m 

e(z) = 4 +z ((<I c o s x i  + a,' s i n ï r ) .  
1 

Uierrnit haben mir den engsten Anschlui3 an  die Arbeiten der 
Herren H u r w  i t z  und MeiBner  erreicht (vgl. insbesondere MeiBner, 
(1), a. a. O. S. 310 u. 314). Wie  irn einzelnen dort nachzulesen ist, uiu9 
in dieser Fourierschen Reihe insbesondere, da die C-Kurre geschlossei 

L 
ist, a, = a,' = O sein, auBerdem aber a. = , wo L die Lange der C- 
Kurve bezeichnet. Ferner muB der Redingung (42) gemd3 gelten: 

ay = aA' = O 
für x = 2 ,  4, 6 .  . . (MeiBner,  (1) a.a.0. 8.313;  H u r w i t z  a. a .0.  S. 3861, 
und es mu5 stets den Bedingungen (40) und (42) gemii5 

l m I 

sein, wobei ao= b, d. h. gleich der Breite der C-Kurve isL3) Wie schlieBlich 
sich dle Funlitionen g(z) und qf(z), sowie die rechten Sei tm der Gleichungeii 
(32a, b) ebenfalls in Gestalt Fourierscher Reihen aus der Entwicklung(iO) 
ergeben, ist am einfachsten aus der Zusammenstellung der Formeln von 
H u r w i t  z auf S. 310 der Arbeit (1) des I-Ierrn J Ie iBr ier  zu erselieu. 

7) 
1) Da = 0 - - ist, sa ist auch: 

2 

2) Vgl. die Amahmen 111, S. 82. 

3) Vgl. den Satz 50, S. 112. 
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Einige Beispiele zur Lorentz-Einsteinschen Relativ- 
mechanik.') 

Von FEREXCZ J ~ T T X E R  i n  &eslau. 

Da i n  der Li teratur  bisher n u r  recht  wenige Beispiele spezieller 
Art zur Xechanik vom Standpunkte des  L o r e n t  z - E  i n s t e i n s c h e n  Re-  
l a t i~pr inz ips~)  durchgefiihrt wiirdcn, mogc  hier ein Oszillator, desseri 
Anzieliucgsmittelpunkt ruht ,  sowie die Bewegung  lsei konstanter  K r a f t  
nach der neuen Mechanik behandel t  werden, indeni jedesmal m e r s t  die 
Bewegung bei Beschriinkung auf  eine gerade Linie  und  sodann der  
riumliche Vorgang erorter t  werde. Die Darstel lung sol1 so  gestaltet 
serderi, daB die Analogie zu clen Rechnurigeri der  gewfinlichen Mechanilr 
recht deutlich hervortr i t t ;  daher  wird anfangs von  der allgemeinen von 
H. P o  i n c  a r  é3) begründeten Auffassung der  Relativtheorie als e iner  
Invnriantentheorie eines gemissen vierdimensionalen Raumes nicht  un- 
mittelbar Gebrauch gemarh t  werden. Im Einklange hiermit  wird mi- 
erst der Begriff der gewohnlichen Zeit u n d  der  gemohrilichen oder 
Xe w t o n  ~ c h r n  Kraf t  zugriindo gelegt und erst  spater  der Begrif d e r  
Eigenzeit und der , , N i n k o m s k i s c h e n  Kraft" (nach einem Ton K. A.  
Loren tz4)  eingeführten Ausdruck)  angewantlt  werden. 

1. A b s c h n i t t  

Der Oszillator in der Relativtheorie. 

5 1. Der l ineare  N e w t o n s c h o  Osz i l l a to r ;  A n w e n d u n g  auf d i e  T h e o r i e  
d e r  spezif ischen W a r m e .  

Es soli hier  die freie ungedarnpfte Schwingnrig eines Xassenpunktes  
betrachtet werden, der  v o n  einem ruhcnden Anziehungsmittelpunkt eine 
gemohnliche oder N e w t o r i s c h e  quasielüstische Braftwirkung,  d. h. pro-  
portional dem Abstande, erfahrt .  

1) Vorgetragen am 24. Juli 1911 in der Mathematischen Sektion der Schle- 
siachen Ge~ellschaf't  fiir vaterlhdische Kultur in Breslau; abgedruckt (mit Zusiitzen) 
aus den i  Jahresbericht der Gesellsch. für 1911, Breslau 1912. 

2) H. A. Loren tz ,  Vcrslag. Kou. Akad. van Wetensch. Amsterdam 12 (1904), 

6 .  986 bis 1009 (Sitzong vom 23. April 1904). 
A. E i n s t e i n ,  Ann. d.  Phys,  ( 4 )  1 7  (1905), S. 8 9 1  bis 921. 

3) H. P o i n c a r é ,  Rendiconti del Circ. Mat. di  Palermo 21 (1906), S. 129 bis 
176 (Sitzung Yom 23. Juli 1905). 

4) H. A. L o r e n t z ,  Phys. Ztschr. 11 (1910), S. 1237 und 1238. 
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138 Einige Beinpiele zur Lorentz-Einsteinschen Relativmechanik. 

Um zuerst die geradlinige Schwingungsbewegung zu untersuchen, 
so werde die Hahngcrade als x-Achse und d a  Anzichungszentrum als 
Anfangspunkt eines als ruhend betrachteten dgnamisch berechtigten 
Koordinatensystems angesehen. 

1st die (Ruh)-Masse des sich bewegenden Punktes m, seine Ge. 
d x  

schwindigkeit - = x und c die Lichtgeschwindigkeit, so ist sein Iin- 
d t  

der auf die Masseneinheit reduzierte Impuls kt.') Die Bewegungsglei- 
chung des Massenpunktes ist  nun: 

Hierin steilt der rechts stehende Ausdruck die wirkende Newton-  
sche elastische Kraft dar.') In enta-iekelter Form lautet die Diflcren- 
tialgleichi~ng: 

d z  hierin ist der Koeffizient von x, d. i. nz d x ,  die longitudinale Nasse des 

bewegten Punktes. 

Wie  in der gewohnlichen Meclianik ist j: ein integrierender Palitor 
von (3) und fübrt  auf  die Gleichung von der Erhaltung dcr lhzergie: 

die beiden Summanden links hedeuten die kinetische und d i e  poten- 
tielle Energie, die Integrationskonstante E die Gesamtenergie des Massen 
punktes. Maln bezeichne nun den absoluten Betrag der grG5ten Elou- 
gation x, die gemai? (4) moglich ist und offenbar der Gesch~indi~keii 
k ;;- O entspricht, mi t  12, d. h. 

(5) für x = O  sei z = h ;  

1) 17ber die Griindlagen der Relativitiitsrnechanik vergleiche man  Y. P l a n c k ,  
Verh. d. deutsch. Phys. Ges. 8 (1906), S. 136 bis 141  (Sitzung rom 23. hlirz 1906 .  

2) Bci II. A. Lorentz,  I'hys. Ztsclir. a. a .  O . ,  S. 1239, fiiidet man das Kraf t  
gesetz aoch auf den Fa11 transformiert angegcbcn, daB das Anziehungszenirun 
sich geradlinig gleichformig bewegt. 
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Von FERESCZ J~TTNER. 139 

daB dieser Wert h von ( x ; bei der Bewegung tatsachlich erreicht wird 
und somit ihre Amplitude ist, wird sich spiiter zeigen (vgl. Gleichung 
(12;). Kun kann man die Gevamtenergie E durch h ausdrücken: 

((9 E = nac" f a2he, 

und (4) wird sodann 

L6st man diese Gleichurig nach x auf, so folgt 

Vereinfacht inau den Hadikanden und trcnnt dann die Variaheln, 
so ergibt die ~ n t e ~ r a t i o n ,  wenn man noch (Y$. (4)) die meitere Grenz- 
bedingung : 

(8) für x = O sei t = t,, 

einfiihrt, folgende L6sung uneerer Aufgnbe: 

Um eine genauere Diskussion von (9) zii errniiglichen, werde das 
links stehende elliptische Integral auf die Jacob i schen  elliptischen 
Funktionen s n u  und Z(u )  eurückgefiihrt. Zu diesem Zaecke ersetze 
man die Variable x mittels der Gleichung 

x=hE 

diirch 5 ;  ferner führe man die Gi6Be 

ein, die offenbar immer reeLi positiv und kleiner als 1 ist; unter k 
selbst sei die positive Quttdratwurzel aus k 2  verstanden. D a m  geht 
dae elliptische I d e g r a l  in (9) über in: 

d. i. eine lineare Verbindiing eincs Legendreschen  Normalintegrals 
1. Gattung mit eiriem Jacob i schenNormal in te~a l  2. Gattiing, rvobai 7; 
der  Jiodul ist. 
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140 Einige Beispiele zur Lorentz-Eineteinschen Relrttivmechanik. 

Setzt man nun: 
6 = Sn (u, A), 

so wird 
E 

und 
5 P d &  .LP udu = (y J, iG - x j  =J u - z(z~) I ; 

O O 

dabei bedeuten K und E die vollstandigen Eormaliritegrale 1. uiid 

2. Gattung, beide nach L e g e n d r e s  Definition verstanden: 

Ferneï  f ih re  man den zu k kornplementiiren Modiil k' ein, .O oa8 

also die Beziehung gilt: 

(11 a) ke + lC'2 = 1 ,  

oder in  entwickelter Form: 

Dann wird das allgemeine rlliptische Integral in Gleichung (9): 

Somit lautet die L 6 s u n g  unserer Aufgnbe niinmehr: 

(x= h -  snu,  

RTenn t ziiniinmt, so wiichst aiich der reelle Parameter IL, 

variiert bestandig zwischen + 11 und - h, indeni es jedesmal 
früheren W e r t  annimmt, wenn u u m  4 K  wiichst. 

Da ferner schon 2K (lie Grundperiode von Z(u)  ist, so wird d e  
Schwimpngsdazm- T des Punktes gleich dem mit 4K multiplizierteii 
Koeffizienten von tc in der zweiten Gleichung von (12): 

Bührt  man 7' i n  die L6sung (12) ein, so nimmt sie die einfacce 
Yorm an: 
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Benutzt man endlich die Frrquena fiir 4 K Sekunden 

und ersetzt die Grenzbedingung (8) durch die andeie: 

(fia) fiir u = u, sei t = O und x = x, , 

wo u, als Phasenkonstante aufzufassen ist, so geht (14) über in: 

Jetzt moge gezeigt werden, daB die Losung unserer Aufgabe für 
Gesrhwindigkeiten des 'il,zssenpunktes, die s rhr  klei~z yegen die Licht- 
geschwindigkeit c sind, in die Si~zusscl~wi~z~u~zg der gew6hnlichen 3Iechauik 
ausartet. In diesern Falle, der auch durch lim c - cu, gekennzeichnet 
werden karin, ist geuiiB (10) und ( I l  a) 

7;" 0 ]7;'2 L 1. 

Daher arten die elliptischen Funktionen folgendcrmaBen aus: 

Daher ergibt (13) für die Schwingungsdauer 

und die Frequenz für 4 R Sekunden geht in diejenige für 2z Sekunden 
über, namlich gemiiB (13') in:  

ils1*) %(O) = a. pi 
Die L6sung (14a) endlich nirnmt die Form an :  

1; = JL . sin u, d o ) t  + u, = u 

oder in cntwickelter Gestalt: 

(14a") 1. = h .  sin ('t + u,.) 

Am SchluB dieses Paragraphen riloge noch eine Anwendung der 
Formel (13) für die Schwingungsdauer auf die Theorie der spezifischen 
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Würme fesfer E ~ r p e r ,  welche E i n  s t e in l )  auf Crund der Energiequanien- 
hypothese von P l a n c k  gegehen hat ,  gemacht wnrden. Da die Ge- 
schwindigkeit der Oszillatoren, auf deren Schwingungsenergie jene spe- 
zifischi: Wiirme beruht (es sei hier an  elektrisch ungeladenc, l inear  
schwingende -4tozne gedacht), gegen die Lichtgeschwindigkeit c noch 
immer verhiiltnismiiBig klein ist, so kann stat t  der Gleichuiig (13) eire 

Niiherungsformel angewandt werden. Setzt nian namlich niiherungsweist.: 

so erhiilt man durch Reihenentwiclilung den Ausdruck: 

Der Oszillator schwingt also langsamer, als nach der ger96hn- 
lichen N e w t o n  schen Mechanik zu erwarten ware. 

Bet rachtm wir nun als Beispiel die Schwingungen eiries einzelneu 
Atoms im festen Silber. Hier ist: 

ï' = 3 . 10-l3 sec (nach W. N e r n ~ t ) ~ ) ,  

918 = 1,76 . 10-aag, 

daher geuiiii3 (13") ange~ii l iert :  
1 

a - 275 gT sec-'. 

Nimmt man ferner an, daB die Amplitude h eines Atoms in jedem 
beliebigen festen Stoffe hochstem 41, des Mittelpunktsabstandcis zmie r  
benachbarten Atome betragen kann3) und setzt man letzteren für Silher 
zu 0,3.10-7cm an", so wird 

h = 7,5.10-10 c m .  
Da endlich 

c = 3.1010 cm . sec-', 

so wird das Korrektionsglied in  E'ormel (13**) 

5aehi 
- - O,& . 10 -1s. 
16 mc" 

Obwohl also der betrachtete Oszillator, das Ag-Atom, die unge- 
heure %ah1 von 3,3 Billionen Schwingungen in der Sekunde macht, so 

ist die Abweichung des Ergehnisses der neuen Mechanik von dein ùer 
-- - p. 

1) A. Eins te in ,  hnn. d. Phys. (4) 22 (1907), S. 180 bis 190 und S. 800. 
2) W. N e r n s t ,  Ztschr. f. Elektrochem. 17 (1911), S. 275. 
3) Diese Werte ergeben siüh aus den Anschauungen und Bormelu einer -41- 

beit von F. A. Lindemann, Phys. Ztschr. 11 (1910), S. GO9 bis 612. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



altcn unmerklich klein; die Sühwingungsdauer ergibt sicli bei Annahme 
derselben elastischen Kraft in der Relativmechanik um 0,84.10-"9/0 ver- 
gr8Bert. 

5 2. Der raumliche Newtonsche Oszillator. 

Um jetzt dic riiumliche S c h w i n g u i ~ g s b w e g n  ciner punktforrnigp 
Jiasse nz zu behandeln, werde mieder als Anziehungszentrum der An- 
fangspuiikt O des ziigrunde liegcnden rechtwinkligen Koordinatensy- 
stems angenommen. Die Geschwindigkeit des Massenpunktes sei q, seine 
BewegungsgroBe nzg, und die Koinponenten der letzteren nach den 
Aclisen seien mg, m 9, m ~ .  D a m  gelten die Beziehungenl): 

Die Reweyungsgleichungen sind nun: 

worin je rechts die Komponenten der X e w  t onschen elastischen Kraft 
stehen; wciter aiisgeführt lauten die Gleichungen: 

Betrachtet man jetzt die Determinante: 

18s) 

%- 
Y 3 .  

1) Vgl. SI. Planck, a. a. O. 
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144 Einige Reispiele zur Lorentz-Einsteinschen Relativmechanik. 

und beachtet, daB wegen (17) die Elemente z. B. der ersten Zeile durch 
Komposition der entsprechenden Elernente der beiden anderen Zeilen 

mit denselben Faktoren entstehen, so e r k e m t  man, daB wilirend der 
Bewegung des Punktes 

(18b) n ~ o  
ist. Dies bedeutet aber, daB die Schmiegnnpsebenen aller I'unktc der 
Bahnlinie durch den Anfangspunkt O (O/0'0) gehen, d. h., daB die Bahn 
h i e  in einer durch O gehenden Ebene 1iegt.l) Diese Ebene moge edr  
xy-Ebeno gewahlt ~ e r d e n ;  dann ist bestiindig z = 0, uud die dritteu 

Gleichungen von (16) wie von (17)  konnen als identiscli erfiillt uiiter 

drückt werden. 

Diirch Kamposition der ersten beideii Gleichungcn (17) mit dm 
Faktoren j: und ij s o ~ i e  darauf folgende Integration nach t erhalt man 
die Gleichung des &el-giesafzcs : 

worin 

(20) 

das Quadrat des Abstandes des Punktes vou O ist. Analog wie in 
Gleichurig (4) bedeuten die einzelnen Glieder in (19) die kinetische, 
potentielle und gesamte Energie des Massenpunktes. Seine Entferiiuiig~ 
von O gelit auch hier offenbar nicht über eine gewisse endliche GrOBr H 
hinaus, die dem Werte  q = O entspricht; jedoch wird dieser T e r t  il 
hier, faiis die Schwingung nicht in  eine geradlinige aiisartct, bei der 

Bewegung nicht erreicht. 

Komponiert inan ferner die ersten beiden Gleichungen (17) niil 

den  Faktoren , ,  y" und ,,-t z" und integriert d a m  nach t, so erliilt 
man die Gleichung des Fliichensatzes 

wo f eirie Konstante ist. 

Hemerkt sei, daB sich (19) und (21) auch unmittelbar aus den 
beiden erstcn Gleichungen von (16) gewinnen lassen, indem man diere 

1) VerRleiche über dieses keine Integration erfordernde notwendige and Lin 
reichonde Xriterium, (las auch auf den Fa11 ciner nicht durch O gchenden Ebeo? 
üusdehnbar ist, G. U a r d e l l i ,  Eend. 1st. Lomb. (2) 38 (1906), S. 663 bis 668; e i ~  
Referat beiindet sich in den Beibliittmm m i  den Ann. d. Phys. 31 (1907), S. 369 
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mit - E--, und VI+% 
hierbei ist die aus 

Ii - _ _  bzw. mit ,,- y" und ,,+ x" komponiert; 

zn beachten. Die Integration ergibt dann die mit (19) und (21) gleich- 
mertigen Beziehungen: 

Zur weiteren Durchführuiig der Integration führt man nun zweck- 
niiiBig in die Gleichungen (19) und (21) ebene Polarkoordinaten ein 
(vgl. (20)): 

(22) x = p .  c o q ,  y = g . sinrp. 

Dam lauten das Energie- und das Flichenprinzip: 

Division von (24) durch (23) ergibt die Winkelgeschwindigkeit @ a h  
Funktion des Abstandes Q :  

fin c" -. 
= ,e .  (-; 

Setzt man diesen Wert in (23) ein und l6st diese Gleichung dann 
nach 6 auf, so folgt: 

Mittele Division von (2.5) durch (26) bekommt man dann: 

Führt man jetzt die Hilfsvariable 

(28) p e =  s 
Zsitschrift f. Mathematik n. Physik. 63. Bsnri. 1914. Hnft  1/4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



146 Einige Bei~piele zur  Lorentz-Einsteinschen Relativmechauik. 

in (26) und (27) ein und iritegriert darauf unter der Anfangsbedin- 
p n g ,  daB 

(29) für t = O (g = 0 und s = s, 
sei, so wircl die LGsung der betrachteten raumlichen Aufgabe gegeben 

E s  ist also t als Funktioii von s durch cine lincare Verbindun~ 
eines elliptischen Integrals 1. und 2.  Gattung und p ebenso als Funk:ion 
von s durch ein eliiptisches Integral 3. Gattung bestimmt. 

Für  f = O folgt aus (25) <I, = O ,  d. h. = const.; die Bewegun,~ 
artet in diesem Falie in die früher behandelte geradlinige Schwicgung 
aus. I n  der Tat  fiihrt d a m  (261, von der Bezeiçhnungsweise abgeselien 
auf (9) zurück. 

$ 3. Die Einführung der Eigenzeit u n d  die Bedeutung 
des Parameters  u. 

Die allgemeirieri Abschnitte der bisher durchgeführten Reclinunge3 
vereinfachen sich, wenn man von der von H. P o i n c a r é i )  herrührenden 
Erleuterung der relati~theoretischen Physik mittels einer gewissen ~ i e r -  
dimensionalen Geometrie Gebrauch macht und insbesondere den son 
H. M i n  k o  w s  ki2) eingeführten Begriff der Eigenzeit benützt. Zugleich 
wird dadurch auf den in $ 1 auftretenden Parameter u Licht fallen. 

Das Element der Eigenzeit dt eines mit der Geschwindigkeit q te- 
wegten Punktes ist durch die Gleichung definiert: 

es steht dzher eu dem der Geschwindigkeit q ziigehorigen Linienslernent 

(31 a) d6 = 1 /c2dt2  - d x 2  - dy2  - dza  

eines hyperbolischen vierdimensionalen Raumes mit den Koordinaten X, 

y, z, c t  in der einfachen Beziehung: 

1) H. P o i n c a r e ,  a. a. O. § 9, S.168f. 
2) H. M i n k o w s k i ,  Gottinger Nachr. 1908, Math.-phys. Kl., S.53bis111 (Sitza0 

vom 21. Dezember 1907); mari vergleiche den Auhang S. 100. 
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Die auf die Masseneinheit reduzierten Irnpulskompnnenten nehmen 
d a i n  die Form von Geschwindigkeitskomponcnten an wie in der ge- 
wolinlichen Mechanik: 

(32) 
d x d z  d y  * =  . .  E = d z '  9 = & >  d z  ' 

hierzu tritt noch, wenn man das Linienelement des gewohnlichen Raurnes 

(32 a) ds = v d x 2  + d y z  + dzz  

einführt, die Gleichung fiir den Betrag der reduziertcn BewegungsgrijBe 

(32 h)  
d  s p = -. 
d z 

Der Vnllstandigkeit wegen sei noch die selbstverstiindliehe Beziehung 

(324 
d s 

4 = 2: 

hinzugefügt, zu der (31b) und (32b) Analogieen darstellen. 
Die Bewegungsgleichurigen eines Massenpuriktes 

(33) na' (1 t = X ,  ,::=y, m - = ~ ,  d  a t 8 

w o  rechts X, Y ,  Z die Komponenten der Newtonschen  Kraft bedeuten, 
kbnnen ferner geschrieben werden: 

so daB also links Ausdrückc von der Gestalt von Reschleiinigungskom- 
ponentrn stehen, wie in der geaohnlichen Theorie. Um die Gleichung 
der B-haltung der Zneryir: aus (34a) abzuleiten, komponiere man die 

drei Gleichungen mit  d x  y " -  man erhalt dann: d z '  d y '  d z 7  

1 

c8 
oder wegen (31): 

lIieraus ergibt sich die folgeride Gleichung für  die zeitliche Ande- 
rung der Energie: 

die als vierte Beweg~u~sg le i chung  analog zu (34a) angesehen werden 
k a m i  Integration nsch z ergibt dio Encrgiegleiehung selbst: 

(33) drZz - J(xaî: + Y ~ T J  + Z ~ Z )  + E 

I O *  
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oder gemaB (31): 

Die kinetische Energie des Punktes ist also: 

sie gibt, wenn man von dem Baktor mc%bsieht, die ~nderun~s~eschwin-  

digkeit der wirklichen Zeit als Funktion der Eigenzeit an und tritt so- 

d x  d y  d z  
mit den drei Eigengeschwindigkeitskomponenten &, dz (in Gleichuq 

(32)) als vierte an die Seite. 

Die früher gegebenen Gleichungen (4) und (19) lassen sich nun 

aus (33') bei Beriicksichtigung von (2) und (16) unmittelbar ablesen. 

Um den Flachensatz allgemeiner abzuleiten, komponiere man die 
beideri ersten Gleichungen von (34a) mit ,,- y" und ,,+ su: 

Wie in der gewohnlichen Theorie e r h d t  man unter der Bedingung 

(36a) S Y - y x = o  

die ziigehorigo Glcichiing dcs Fliichcnprinzips: 

Damit hat man in Rücksicht auf (16) die Gleichung (21) oder (L'la) 
gewonnen, jedoch nunmehr in einer Gestalt, wie sie ahnlich in der ge- 
wohnlichen Mechanik auftritt: 

Die oben verwandte Bedingung (18a7 b) für die Lage der B a h  
kzcrve eines Punktes in einer durch O gehenden Ebene kann man, - 
wenn man an Stellc von t die Kigenzcit z, die eine stctige eindeutige 
Funktion von t ist, als Parameter der Hurve nimmt, in die Form 
bringen: 

(37) 
d û  a y  d z  
-- l x  d s  d r  y ' B I  d z  = O  

d 2 z  d e y  . -  d S z l  
a r e  a z s  d z P  
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oder anch wegen (31) und (34a) in  die einfache Gestalt: 

DaB die Bedingung (38) auch in der gewohnlichen Theorie gültig 
ist, folgt aus (18a, b) sofort, da die GroBen X, Y, Z in der N e w t o n -  

d Z x  d P y  d4z 
schen Mechanik zu m, zP, p roportional sind. Bemerkenswert ist 

es nun gerade, daB (38) in der Relativtheorie gilt, wo die eben er- 
wiihnte Proportionalitat nicht besteht (siehe z. B. Gleichung (17)). 

DaB die Bewegung des raumlichen Oszillators in einer Ebene durch 
O erfolgt, ist nun aus (38) bei Berücksichtigung von (16) unmittelbar 
ersichtlich, also weit einfacher als aus (18a, b). 

Nachdem N O  gezcigt ist, wie sich durch die Einfiihrung der Eigen- 
zeit z die augemeinen Rechnungen vereinfachen, moge dargelegt wer- 
den, daR sie auch in der Einzelrechnung eine Bedeutung besitzt. Zu 
diesem Zwecke soll jetzt die Eigenzeit des in $ 1 behandelten iinearen 
Oszillators herechnet werden. 

Aus (31) folgt hier: 

oder mit Berücksichtigung von (7) 

Die Eigenzeit ist also als Funktion von x durch 
Integral 1. Gattung bestimmt. 

ein elliptisches 

Nun führe man gemaB (IO), ( l l a )  und (12) die Konstanten k und 
k' sowie die neue Variable u ein. Wahlt man dann als Anfangsbedin- 
gung, daB 

(4 1) Tir u = O z = e, 

sei, so folgt aus (40): 

(42) 
h712 

Z - 2  ---.u 
0 -  2ck  

Der früher aus rein mathematischen Gründen eingeführte Parameter 
u hat also die mehr physikalische Bedeutung, daB er die Eigenzeit z des 
Punktes mi&. 
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Die oberi für  den liriearen Oszillator gewonnene Lijsung (14) lzarn 
man daher in der F o m  schreiben: 

die zweite Gleichung insbesoridere bestimmt hier die Eigenzeit a h  Funk- 
tion der wirklichen Zeit. Für gegen c kleine Geschwindigfieiten artet (42) 
geinaB den in 5 1 angegebeneri Beziehungen aus in: 

(41" *) v n i  
2 - Z o -  - - .  u. 

Ferner geht die zweite Gleichung von (43) über in:  

(43 *) Z - Z o =  t - t,, 
und falls z, = t, angenommen wird, wird auch z = t. Die Eigenzeit ver- 
wandolt sich also in die gcwGhnlichc Zeit, und die beiden Gleichungen 
(43) lassen sich dann ausgeartet in die folgende zusammenziehen: 

SchlieBlich mijge noch die Eigcnzeit des in § 2 hehandelten r i i im 
lichen Oszillators ermittelt werden. 

Aus (31) und (24) folgt 

Wegen (27) geht diescr Ausdruck über in: 

oder wegen (28) schlieBlich in:  

Die Eigenzeit z ist somit durch dieses elliptische Iritegral 1. Gat- 
t ung  in Verbindung mit (28) als Funktion des Abstandes Q des Punktes 
vom Anziehungsmittelpunkt ausgedrückt. Für f = O geht (44), abgesehen 
von der Bezeichnungsweise, wieder in (40) über. 

tj 4. Der Minkowskische Oezillator. 

Füh i t  man fü r  die rechten Sciten der Gleichungen (34a) die He- 
zeichnungen ein : 
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so iiehmen sie ganz die Form der Bewegungsgleichungen der gewohn- 
lichen Tlieorie an: 

- -- - 

Man nennt (nach H. A. Lorentz1))  X, Y, B die Komponenten der 
Minkowskisçhen Kraft im Gegensatz su den X, P, Z,.den IZomponenten 
der gewohnlichen oder N e w t  onschen Kraft. Für  gegen c kleine Ge- 
schwindigkeiten fallen beide Krafte offenbar zusammeri. 

Bisher wurde nun hier die K e w t  O n sche elastische Kraft zugrunde 
gelegt Da aber der Ansata, daB die Newtonsahc, Kraft dem Abstande 
von dem Anziehungsmittelpunkte proportional sei, keine unmittelbar und 
streng physikalische, sondern mehr formal-mathematische Bedcutung De- 
sitzt, so kann man auch die Amahme mnchen und untersuchen, daB 
die Mi nk O w s k i  sche Kraft jenes geometrische Gesetz befolge. 

Die Differentialgleichung des lirzearen Oszillators lautet dan~i: 

Ihr vollstiindiges Jrrtegral ist ails der gewohnlichen Theorie be- 
kannt (man vergleiche (14aY)): 

(48) x = IL - sin(;;z + +); 
hierin ist h die Amplitude und I )  die Phasenkonstante der Schwingung. 
Die Beziehung zwivchen der Eigenzeit z und der Zeit i wird sodann von 
der durch Verbindung von (31) mit (15a) erhaltenen allgemeinen Glei- 
chung geliefert : 

(49 a) 

die in Rücksicht auf (32a, b) auch die Form 

annehmen künn. Wegen (48) ergibt siüh somit: 

es ist also t als F'unktion von z durch ein elliptisches Integral darge- 
stellt, das auf die Normalformen 1. und 2. Gattung zurückführbar ist. 

Ebenso leicht lDBt sich der entsprechend verstandene raumiiche 
Oszillator behandeln. Von seiiien Bewegurigsgleichungen : 

1) B. A .  L o r e n t z ,  Phys. Zeitschr. a. a. O. 
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braucht man nur die ersten beiden zu berücksichtigen, da gerriiB (3,) 
die zugehorige Bahnkurvc in einer durch O gehenden Ebene liegt. Dis 
L6sung 

zeigt, dnf3 die Bahnlinie eine Ellipse ist, wie in der gewohnlichen Theorie. 

Dreht mari nun dtis Koordiriatensysteni so, daB die x- und y-Ache mit, 
den Hauptachsen der Bahnellipse zusammenfallen, so laBt sich die Mes- 
sung der Eigenzeit BO einrichten, das 

(53) für z = O  x = h ,  und y - O  

und infolgedessen +, = I), = O ist. Die Losung (52) nimmt dam die 
Form an: 

i r = h, cos 

1 y = h2 sin ('; z) . 

Nun folgt sus (49b): 

es wird also t durch ein elliptisches Integral angegeben, das dem in (50)  
auftretenden sehr iihnlich ist. 

II. A b s c h n i t t .  

Die Bewegnng bei konstanter Kraft in  der Relativtheorie, 

5 5. Die Bewegung bei konstanter Newtonscher Kraft. 

Als zwcite wichtige Hewegungsart eines Massenpunktes nb sol1 niin 

diejenige besprochen werden, die unter der Einwirkung einer der Grde  
und Bichtung nach konstanten Kraft erfolgt, und zwar zuerst einir 

. N e w  tonschen Kraft. 

E s  werde erstlich die geradlinige Bewegung behandelt. Die Kraft 

wirke in der Richtung der x-Achse und habe, auf die Masseneinheit 
bezogen, den konstanten Wert g. Die Bezeichnungsweise moge hierbei 
darauf hindeuten, daB die Bewegung als F u l l  oder vertzkuler Wurf jauf- 
warts oder abwarts) auf der als dynamisch ruhend angesehenen E d e  
gedeutet werden kann. 
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Die Differentialgleichnng der Bewegung 

in der durch (1) bestimmt ist, ergibt diirch I n t ~ g r a t i n n  nach t und 
Auflosung dieser Gleichung nach li: die Beziehung: 

hierin ist a eine Integrationskonstante, die bei der dein reinen Fail ent- 
sprechenden Bewegung Null  ist. E'ür gegen c kleine GescAwindig7ceikn 
artet die Formel aus in: 

(5 7 *) d z 
-- - 
d t  

- g t  f a .  

Wahrend nun (57") für  t = ao eine unendlich groBe Geschwindig- 
keit ergibt, strebt die Geschwindigkeit nach der relativtheoretisçheri 
Formel (57) dem Grenzwert c zu, den sie nicht übeischreiten kann. 
Graphisch wird die Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der Zeit 
entsprechend der Beziehung (57) durch einen Zweig einer 3urve  4 .  Ord- 

d x 
lzung dargestellt, der die Gerade 2t = c asymptotisch berührt; für 

lin1 c = CG geht die Kurve gemZ3 (57 *) i n  eine gernde Linie über. Noch- 
malige Integration von (57) oder auch unmittelbare Anweildung der 
Energiegleichung gibt: 

(58) = fvF+(@!+!)'+ 9 b ,  

worin b eine zweite Integrationskonstante ist. F ü r  kleine Geschwindig- 
X.&ten artet diese Gleichung aus in :  

9 x=- t"  a t +  b,, 
2 

wo b, wieder eine Konstante ist. 

Graphisch wird (58) durch einen HyperOela.st wiedergcgeben, dcssen 
d x Asgmptotenrichtungen durch - = t c bestimmt sind; in  der gewohn- 
d t  

lichen Theorie artet die Kurve dann gem%B (58*) i n  eine Purahel aus. 

Jetzt m6ge zur raumlichm Hewegilng übergegangen werden, die als 
scl~iefer Wwf gedeutet werden kann. Ihre Differenkiulgleichungen sind: 

nobei r, 9, a durch (15) erklart sind. 
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Die ersten Integrale sind, falls al, a2, as Integrationskonstanten 
bedeuten: 

d x d Y di? 
F ü r  lim t = ~x, wird, wie mari sieht , d t  - = c r d t  - - = O , & = o .  
Nochmalige lntegration ergibt, fd l s  b,, b,, b, wieder Konstanten 

sind: 

-- 

e t + ~  + V I  + ' " + + . I ) * + - U ~  fa: 1 1 0  (61) Y =  c" ) +- h!, 

Die erste dieser Gleichungen lLBt sich übrigens leicht aus (lem 
Eriergiesat~ ablesen. Da die Bewegung in der zur z-Achse paralleleu 
Ebelze 

y-b, = 5% 
z - b, a, 

erfolgt, so kann man diese zur xy-Ebene wihlen. Es ist danil dauernd 
z = O, also a, = b, = 0, und die beiden ersten Gleichungen von (61) 
nehmen d ie  folgende Form an, wenn man noch die Funlition log durch 
die SIr Gin ausdrückt: 

'3 . IV[r Gin g t f ~  y = - + P z ;  

hier ist p, eirie Bonstarite. 

Pür  a, = O geht (62) wieder in (58) über. 

In  der y-Ric7~Luny, d. h. serikrecht zur Kraftrichtuug, findet, wie 
(62) zeigt, keine Trag7ieitsbewegtsng statt, was für die Relativmechanik 
charakteristisch ist. 
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Für gegen c kleine Gesckwindiglîeiten artet (62) aus, in 

9 x = % t e  4- a,t + b,', 

Y = a2 t + Pz', 
norin b; und /3é wiederum Konstanten darstellen. 

Die Hahnkurvc (Wu,rf'linie), die ausgeartet gernaB ( 6 P )  eine Pardel  
mird, k t  ini allpemeinen Falle folgende verallgemeirierte Kettenlinie: 

hieriii sind a,,  A, und B2 wieder Konstanten. 

SclilieBlich mage die zugehorige Eigenzeit und zwar zuerst für  die 
~ a m l i c l ~ ~  Bewegung berechnet werden. 

Aus (4Ya) und (59) erhiilt man: 
d t  d t = _ _  -- - 

ce  

Da nun gemaB (60) 
d y = a, dz 

ist, so wird die Integratiori von dt auf eine oben ausgeführte zurüek- 
führhar und ergibt sogleich: 

no bi  und Konstanten bedeuten. 

Dazu tritt dann, indem man die Integrationskonstante gleich NuU 
nihlt: 

y - a,z. 

Für a, = O liefert (64) sofort die Eigenzeit der iiwarcn Rewegung. 

5 6. Die Bewegung be i  kons tanter  Minkowskischer Kraft. 

Jetzt werde angenommen, daB die wirkende konstante Kraft eine 
Minkomskische sei.') 

Die Gleichung der geradinigen Bewegung is t  dann: 

- 

1) Vgl. M. B o r n ,  Ann. d. P h p .  (4) 30 (1909), S. 1 bis 66,  insbesondere 
8. 25 und 26.  
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ihr  erstes und zweites Integral lauten, wenn a! und /3 Kondanten be- 
deuten: 

P ü r  den Zusammenhang zwischen Eigenzeit und Zeit folgt ai;$ 

(49b) und (66) sofort die Differentialgleichung 

i ~ z + f f ) ' + ~  ("'+" ++p +. -- (SZ t 4' 

w[ 2 g  c Y 

og  7 + i l  + éi-~-),:i. 
-- 

(g r  + =e[Gj/i + c i  + OIT ~ i a -  
2 g  gl:q + Y, 

wobei y eine Integrationskonstante kt. Da (67) in bezug auf z traii- 

szendent ist, ist es hier nicht ohne weiteres moglich, x als Funktion 
von t in entwickelter Gestalt darzustellen. 

Die entsprecheude rüuml.icl~e Bewegung gehorcht den Differential- 
glcichungen 

Ihre  erstcn Integrale sind: 

und ihre zweiten Integrale: 

worin-a,, . . ., p, Konstanten sind. 

Die Bewegung voiizieht sich in  einer der x-Achse parailelen IEfm 
und die Bahn ist eine Parabel, beides wie in  der gewohnlicheri Theorie 
E s  moge niin die Bahnebene zur xy-Ebene gewahlt werden, so d d  
also z = O und cr, = p, = O ist und die dritte Gleichung von (70: fut- 
gelassen merden kann. 

Der Zusammenhang zwischen t und z ergibt sich ganz ebenso vir 
oben: 
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oder in integrierter Gestalt, wenn y und y, Konstanten sind: 

1st cc, - O, so kommt man auf den Fail der linearen Bewegung 
zurück. 

SchluBbemerkungen über die allgemeine geradlinige Bewegung und 
die Bedeutung der beiden Kraftbegriffe. 

Bewegt sich der Massenpunkt rn geradlinig unter der Wirkung 
einer ganz allgemeinen Kraft X = v ( ~ ) ,  die von x selbst, aber nicht 
von seinen zeitlichen Differentialquotienten und auch nicht von der 
Zeit abhangt und faBt man X a h  eine Newtonsche Kraft auf, so er- 
h#lt man die Bewegungsgleichung 

in  der g durch (1) bestimmt ist. Mittels des Energie-Integrals folgt 
leicht ihre voiistandige Losung: 

hierin sind e und C Integrationskonstanten. 

Beschrankt man sich bezüglich der Funktionsgattung von X = cp(x) 
auf ganze rationale E'unktionen, so gewinnt man aus (73) über die mtig- 
lichen Bormen der Losung folgende Übersicht, die zugleich eineri Rück- 
blick auf die oben behandelten Einzelfiiiie gewahrt. 

1st X= O, so führt (73) auf eine lineare Funktion; ist X= const. +O, 
so erhalt man als Losung eine irrationale Punktion; ist X linear, so 
kt  (73) ein elliptisches Integral, gcbildet aus Normalintegralen 1. und 
2. Gattung, und ist X quadratisch oder hoheren Grades, BO liegt ein 
hypereiliptisches Integral vor. 

In der gewtihnlichcn Theorie ist (73) zu folgender Gleichung aus- 

geartet : 
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Hier wird das Integral erst elliptisch, wenn X vom 2. oder 3. Grade 
ist, und zwar ist es dann von 1. Gattung; bei hoherem Grade von S 
erhiilt man wieder ein hypereiiiptisches Integral. 

Die Eigenzeit, deren Ermitt lung bei der N e w  t O n schen Aufgahe- 
steiiung freilich nicht notwendig ist, ergibt sich gemiiB (39) so: 

Diese Beziehung ist also mathematisch der Gleichung (73) sehr 
iihnlich, jedoch einfacher; so ist es verstandlich, daB t als Hilfsrariable 
brauchbar sein kalin (vgl. 5 3). 

PaBt man die wirkende Kraft X als eine M i n k  omskische auf, so 
lautet die Differentialgleichung der Bewegung 

Bei Beniitzung der N i n k o w s k i s c h e n  Kraft hat  man irumer den 
groBen Vorteil, da1 man das Integral der Bewegungsgleichung sofort 
sus der gewohnlichen Sheorie entnehmen kanu. So liefert hier (73%) 
unmittelbar die L6sung von (75): 

entsprechend den oben gemachten Ausführungen ist sie mathematicch 
vie1 einfacher gebaut als (73), d. h. als die Losung bei Anwendung der 
N e w  t onschen Kraft. 

Die mathematische Schwierigkeit liegt bei der Fragestellung nach 
M i n k o w s k i  an einem anderen Orte, namlich in  der hier unbeding~ 
orforderlichen Ermittlung des Zusammenhanges der Eigenzeit mit der 
wirklichen Zeit. Man muB zu diesem Zweck das Tntegral (76) umkehrer, 
s o  daB man x als Funktion von z erhiilt, n6tigenfalls unter Einführung 
eines Parameters; dann gibt Gleichung (49b) die gewünschte Beziehiing 
zwischen t und z. 

Wie  sowohl die im einzelnen durchgeführten Beispiele als aucj 

die zuletzt angestellten allgcmeinen Retrnchtungen zeigen, hat in der 
Relativtheorie sowohl der N e w t o n s c h e  wie der M i n k  owskische Kraft 
hegriff je seine besanderen Vorziige, iind vom Standpunkte der X ~ c l ~ a d  
aus sind beide Begriffe gleich berechtigt. Ers t  die meitere Erfabrung 
kann lehren, ob in allgemein~7zysika2ische~ Hinsicht der eine von iline2 
den Vorrang verdient. 
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Nomograms with Points in Alignment, 
By O. D. KELLOGG, Columbia, Missouri. 

If e function g(x, y , z )  can be pu t  into the form 

in which the elements of the first row depend only on X, those of the 
second on17 on y, and those of the third only on 8, the equation 
g ( x , s z )  = O admits a nomographic representation in which correspond- 
ing values of the variables belong to points which are in a straight 
line.') Simple criteria for the possibility of expressing g (x, y, z) in the 
form (1) are not currently known. D u p o r q 2 )  has given sufficient con- 
ditions in the forru of funetional equations which g(z, y,z) must satis- 
fy, and Boulad3)  has sketched a method applicable in  numerous cases. 
But it has remairied for Groriwal14) to give a çomplete and systematic 
treatment of the problem; in fact h e  treats the broader problerri of 
determining when the dependence of s upon x and y given by the equa- 
tion g(x,  y , a )  = O may be expressed by the vanishing of a third order 
determinant each of whose rows dcpends upon one variable only. H e  
obtains a necessary and sufticient condition in the existence of a corn- 
mon solution of two partial differential equations of the second ordcr. 

If 1 venture a contribution to the  subject, i t  is because the  cri- 
teria which 1 have foiind seern to  leave little to be desired in point 
of simplicity of application, involving as they do merely differentiations 
and the determination of the  ranks of matrices. Incidentally, diEeren- 

1) Each point of the curve X = (z' y =  5 e ( x )  belongs to a certain value 
E Y  (XI ' E3 (4 

of 2; each point of the curve X, y = ??(Y) belongs t o  a certain value 
99 (Y) ' 7s (Y) 

points belonging t u  values of the variables which satisfy the equation g(z, y, z )  = 0. 

2) Comptes Bendus, t. CXXTLI, p. 266, 1898. 
3) Rid. t. CL, p. 379, 1910. 
4) Journal de Mathématiques pures et  appliquées, Ser. 6, t. VIE, p. 59, 1912. 
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tial conditions1) for the linear dependence of functions of several va- 
riables is fourid, a result of soue  interest in itself which 1 have thus 
far failed to meet with in print. 

1. Linear dependence of functions of several variables. 

Given four alzalytic functions, fi (?y, z), f4 (y ,  z), f3 (y ,  B )  and f4(2 / ;  z) ,  

the necessary and sufficient condifion for the existence of a h e u r  homo- 

the coefments c,, c,, c, and c4 being independent of  y and z a d  not all 
zcro, i s  that Uze rank of the matriz  

be iower than 4. Th rank of the snatrix is exactly the uumber of func- 

fions zchich are iinearly independent. The theorem is here stated for four 
functions of two variables for simplicity, and the proof will be given 
for this case, as it differs in no essential point from a general proof. 
For n functions, the matrix would have t z  rows, and the columns would 
be continued through the partial deriratives of order lz - 1. The con- 
dition is necessary, as is seen by repeated differentiation of the equa- 
tion (2) and elimination of cl, c,, c, and c4. In  carrying out the proof 
of the suffieiency of the condition, i t  is siniplest to assume that the 
theorem has been established for any smailer number of functions, t h e  
case of two functions presenting no difficulty whatever. We shall there- 
fore suppose the rank of 2f to be 3, and that the non-vanishing deter- 
minant of which we sliall make use is fvrmed from the elements of 
t he  first three rows, interchanging rows, if necessary, in order ta bring 
this about. The first three functions will therefore be linearly inde 
pendent, and hence tliere is a non-vanishing determinant of third order 
in  the matrix JT' formed from M by the suppression of t h e  l a ~ t  row 
and the last four columns: 

I f 1  f l ,  f l z  fi,, fl,. fi*, 

. . . . . . . . .  93 '1 JI'= f i  f,, &, / I f 3  h ,  A ,  . . . . . .  

1) The well known integral conditions due to Gram are of course applicable 
t o  functions of several variables. 
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Selecting the tbrce columris of 1Cf represented in the non-vanishing 
determinant of third order of M', let ils form the determinarits A, - B, 
C, - D, by suppressing the first, second, third and fourth rows re- 
spectip.ely. B, at least, will be different from zero, and siuce 171 is of 
rank 3, we have the following equations 

The coefficients A, B, C, D, contain, in general, y and z, but their ra- 
tios are independent of these variables. For, if the equations (4) be 
diflerentiated with respect to y, and the equations (4) and (4') be used 
to simplify the results, it will lie found that A,, B,, C, and Dy satisfy 
the equations (4), which, since the matrix of their coefficients is of 
rank 3, uniquely dctermine the ratios of their unknowns. Hence 

whence 

logA- logu = l o g B  - logb = l o g C -  loge = l o g D  -1ogd 

A B  a, b ,  c and d being independent of y. The ratios C 
DI and are 

tlierefore independerit of y, and a sirnilar proof shows them independent 
of z. If the first equation (4) be divided by D, we obtain the relation 
(2), and the theorem is proven. I t  should be noted also that we have 
at  the same tirne a method for actually finding ariy Iinear equations 
nhich obtain among the functions f .  

2. Application to  the  nomographic problem. Irreducible case. 

If g(x, y, a) admits a dctemiinant rcprcsentation of the form (l), 
it is evidently a homogeneous linear function of three functions of x, 
mith coefficients depending upon y and z: 

( 5 )  s(x,2/,4 = F I & +  3'2x2 + 3'3x3. 
If there is a linear relation with constant coefficients among the f u n o  

ZeiBchnft f. Mathomntik n. Physik. 63. Band. 1914. Heft 118. 11 
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tiens XI, X, and X,, or among the functions I;;, F2 and Rd, g ( ~ , ~ , # )  
adniits a representation 

~ ( x , Y > x )  = + 3'2x27 
and further linear relations lead to a representation 

These two reduced cascs we rcscrvc for later treatment, so that in the 
present paragraph, we are under the  assumption that  XI, X, and X,, 
as well as $1, If> and F, are linearly independent. 

Rince g (z, y, z) is of the form (5), it satisfies an ordinary homo- 
geneous linear differential equation of third order in x ,  whose coeffi- 
cients depend only upon x. This is proven by differentiating the equa- 
tion (5) wilh respect to  x three times, and eliminating FI, E',, and 1.3: 

The necessary and sufficient condition for the  existence of this diffe- 

rential equation is very easily stated by means of the last paragraph, 
since it is merely the  condition for the  existence of a honiugeneo~s 
linear relation between the fuiictions g, gz, gz,, and g,,, with coeffi- 
cients independcnt of y and 8, namely that  the matrix 

be of rank lower than 4. This is therefire a first nccessnry covditiua 
Ihat g (x, y, e)  have the form (1). Moreover it is sufficient fo r  the forin (5). 
If we add the condition that the  matris  AT' formed from h' by tlia 
suppression of the last row and the  last four columns shall be of r a ~ k  
3, we shall thus be sure that  the  differential equation for g(x>y,z) is 
efiectively of the third order, and that  the XI, X,, and X ,  of (5) are 
linearly independent. 

I n  order to proceed farther, it wiil be necessary to determine the 
functions occurring in the  form (5). This may be done by forming, in 
accordance a i t h  the indications of the preceeding paragraph, the or- 
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dinary differential equatiori satisfied by 9 (x, y, B ) ,  of which X,, X2,  a n d  
X, are particular solutions; i n  o ther  words b y  forming t h e  linear re- 
lation between g, gZl gz,, and  gxzz, 

We next find three independent solutions1), XI, X 2 ,  a n d  X,; tliis leaves 
in the equation (5) merely FI, Fs, and  F, t o  be  detcrmined. This  m a y  
be done by differentiating the  equat ion twice wi th  respect t o  z a n d  
solving the linear systcm so  formed for  FI, 6, and P3. It should b e  
r~rnarked that iii many cases where t h e  funct ion g(x, y, z) is a t  a u  
simple, the form (5) rnay b e  determined by inspection, withoiit  t h e  
necessity of solving a n y  differential equation, o r  everi of fo rming  ariy. 

We now can regard t h e  functions appearing i n  (5)  a s  known. As- 
suming that  the  fo rm (1) is  possible, a homographic t ransformation 
can be found which wil l  m a k e  t h e  first r o w  of t h e  determinant  XI, 
XI, X,, since these functions a r e  a linearly independent s e t  of solutions 
of a differential equation (8) which  i s  also satisfied b y  E,, E,, a n d  6,: 

Hence 
ris Ti 

l inear There is therefore a homogeneous relation between FI,  F,, a n d  
F, with coefficients depending only o n  y (g,, T ~ ,  and ri3 are  a set  of  
such coefficients) and also one with coefficients depending only upon  z. 
The necessary and sufficient conditions for  thesc relations is t h e  vanish- 
ing of two  M'ronskians, namely,  

1) In the introciuctory paragraph, it  was stated that the application of the 
criteria l o  be developed demancied morely differentiation and the determination 
of the ranks of matiices This is strictly true In the fifth paragraph, we shall 
express al1 criteria, directly in terms of g (x ,  y, z) and its derivetives. The asta- 
blrshment of the determinant form for g ( x ,  y, z), in case it exists, will, however, 
need the simple intekqation problein here indicated, and since one usually wishea 
actually to fiud the exprelivion (1) in case i t  exists, it has seemed best to  follow 
Erst a course of reavoning which would give it. 

Il 
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T h e  coefficients of the linear relations are proportional t o  the minors 
of these Wronskians.') Let  us suppose tha t  we have deterniined them 
b y  this means, and tha t  t he  relations are 

Solving these equations for the ratios of the functions F, we have 

g being a proportionality factor independent of x. The eqiiations (11) 
really determine the ratios of the funetions P, for otherwise the ratios 
of the coefficients Y, being equal t o  the  ratios of the coefficients Z, 
would be constant, and the  functions F would be linearly dependent, 
contrary t o  the assutnptions of this paragraph. 

A sufficient condition for the form (1) for g(x, y,a) is evidentlg 

tha t  g be a function of y tirnes a function of 2, say ~ ( y )  z(z),  or, 

(13) 
a = 

- l o g e  = 0, a y  a z  

g being determirid by the equations (12)) i r i  which the other functions 
are al1 known. But  this condition is  also necessary. For,  comparing 
the  values of the functions F in the  eyuations (9) and (12), we have, 

whence, ciince Q $ 0, 

The  functions Y are not  necessarily linearly independent, but their ratios 
are not  al1 constant, since, by (11) that  would make the functions F 
lincarly depcndent. The  same remark applies to thc functions Z. 

Let  us suppose as  a first case that  the Z are independent. Their 
coefficients i n  the first eqaation (15) then vanish, and therefore 

! VI 72 73 

YI Y, Y, 
XI z2 x3 

If similarly the  Y are independent, 

SI 6, 5 3  - - 
- q = y = >  "Y, +)1 

1) The vsnishing of the second order minora of one of these Wronskisoa 
means that two of the functions 3' have a ratio dependent on one variable onl:, 
which would give the corresponding equation (11) at once. It would not affeci 
the further developinents of this paragraph. 

= O  and 
fi f2 c-3 

Y, Y, l r 3 = 0 .  

4 ;s, 2 3  J 
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so that expressing the functions 7 and f i n  terms of the functions Y and Z 
in the equations (14)) we are lead t o  the conclusion that  Q = G (y) - ~ ( 2 ) .  
If, the functions Z still being linearly independent, there is  a relation 
arnong the functions Y, Say 

the second equation (15) becomes 

in which the ratio Y, : Y, is not constant, otherwise, by (l'i), the ratio 
Y,: Y, would also be constant. Hençe the coefficients of Y,  and Y, 
vanish. From this, as before, we deduce the  proportionality of the func- 
tionç ( and Z, and the produçt form for Q. A similar line of reasoning 
holds if the functions ii are linearly connected. It would appear t o  
fail only when the samc linear relation connected the functions Y whicb 
connected functions 2, but  this case will not  arise, since, by (12)) it 
mould imply a linrar dependence among the  functions 1.'. . 

To recapitulate, the condition (7) is necessary and  szcfficient for the 
farm (5 ) .  If th6 form i s  irredzccible, (10) and (13) are the necessary 
and sufficielzt conditions for the form (1)  for g (x, y, 8). 

3. Firs t  reducible case. 

We now suppose tha t  the form (5) reduces to 

(18) S(X,?!).Z) = l'lx, + Eixz, 
but that neither of the ratios X,: X,  or  Pl :F2 are constant. The in- 
dications of 2. are suffiçierit for the study of the linear relations among 
the functions in the expression (5): If  g(x, y, z) can be giren the form 
(1)) it may tie shown tha t  XI, X, and O may be taken as the first 
row of the determinantl), so  tha t  

1) Developing the determinant, we have 

FI=,+ F~X2=t1~i+E9~n+ty<p.- 
If thia eqnation be  differentiated twice with respect to  x ,  i t  will appear, either 
that  there is a linear relation among the  functions 6 ,  or clse the  system of equa- 
tions may be  solved for t he  minors g > ,  whicli will then be linear homogeneous 
functions FI and F,, and hence linearly dependent. I n  either case we can, by  ct 

hornographic transformation, bring a O into the firut ruw of the determinant. It 
ie easy to complete the reasoning. 
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FI and F2 are therefore solutions of a second order ordinary linear 
homogeneous differential equation in y with coefficients depending only 
upon y. The conditions for this are formed like the condition (7), 
and are 

The  differential equations which the functions 71 must satisfy are ob- 
tained by siibstituting in the conditions (20) q ,  q,, and rlSy for the 
elements of one of the colunms, and the  known values of FI and F2 
and their derivatives in  the other columns. Let  Y,, and Y,, be twn 
particular solutions of the iirst equation thus formed, and Y,, and Y2, 
of the second. Then, writing 

we may find the functions Z by differentiating thcse two equations with 
respect to y and solving the two resulting systems. W e  then have three 
sub-cases to consider, namely, (a), neither Ir, nor F2 reduces t o  a pro- 
duct of a function of y times a function of a, (b), one of the functions 
F reduces to such a product, and (c), both the functions F reduce ;O 
such products. For example, E l  wiii reduce to a product if there is a 
linear homogeneous relation between Y,, and Y,,, or one betaeen Z,, 
and Z,,, and then only. 

Taking up  the first case, on the  assumption of the possibility of 
the  determinant form for g(x, y, z), a cornparison of (19) and (21) leals 
t o  the  equations 

Upon elimination of the functions vj and of the functions . f ,  we arme 

a t  the necessary condition for the  determinant form for g(qy ,~) :  tlierî 
is a iinear hoînogeneous equation eo~znecting the functions Y, and a h e o r  
hornoge)wous eyuation with the same coefficients connecting the functions 1 
This condition is also sufficient, for the linear equations enable us to  
make eyual the  elements of one column of the determinant Fl with 

t he  corresponding elements of a coluinn of F2, so that  these funetions 
appear as tlic miiiors of one and the  samc determinant of third order 
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Taking up the second case, since i t  is a mere matter of notation, 
we rnay suppose that i t  is FI which is the product: 

Com~aring with equations (19), we find that either '>le and rs are in 
a constant ratio, o r  else g2 and &, with possibly both ratios constant. 
In any case we find the result: either Y, is a homogeneous linear 
function of Y,, and Y,,, or else Zl is a homogeneous linenr function of 
Z,, and Z9,. This is therefore a necessary condition for the determinant 
form for g(x, y, 2) .  But it is also siifficient, foi. if Y, = cl Y,, + c, T:,, 

which gives the required form. Both cl and c, wiil not be zero, and 
the change in the procedure to be made if c2 =.O is evident. 

If both FI and F2 are products there are evidently no further 
conditions required; the deterrriinarit forrn for y(%, y, a) c m  be mritten 
d o m  at once. 

4. Second reducible case. 

Here we are supposing that g(x, y, a) has the form 

(24) g ( x ,  Y, 2 )  - PlXI. 

As in the other cases, it map be shown that the determinant equivalent 
for g(x, y, B), in c,ase i t  exists, rnay be an transfurmed as to have for 
first row, XI, O, O. Hence FI must be a homogeneous linear function 
of two fiinctions of y alone, with coefficients depending only upon z. 
The condition for this is 

This is also sufficient. 

5 .  Expression of the criteria in terms of g ( ~ ,  y, 2). 

In the preeeeding paragraphs, a line of treatment bas been foilowed 
nliich will in general be the casiest to  apply to any particular problerii. 
Theoreticaily i t  demands the integrration of two or dinar^ differential 
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equations of t h e  linear hornogeneoue type, and whereas in practice this 
operation can usually be avoided, this paragraph is added in order t o  
attain our aim of supplying criteria which do not demand integration. 
It will again be necessary to distinguish between cases, although the! 
will not exactly coincide with those used heretofore. 

The first case to be considered is the one in which g ( x ,  y, z) is 

irreducible when arranged as a homogeneous linear function of tliree 
functions of x, or else when arranged as a homogencous linear function 
of three functions of one of the other two variables; expressing it more 
briefly, w-e suppose, in this case, that g(x, y, a )  is irreducible in n, lenst 
one of the variables, x, y, or z. By a change of notation, if necessary, 
we may make it irreducible in x. The necessary and sufficient con- 
ditions for this are that the matrices N and N' are of rank 3. T h e ~ e  
existu, then, an irreducible equivalent for g(x, y, B ) ,  (5). If this equation 
be differentiated twice with respect to x, we have the set 

The determinant of the functions X and their derivatives will be dif- 
ferent from zero, so that the equations (25) and their derivatives aith 
respect to y and e make clear, with the aid of Laplace 's  rule for the 
product of determinants, the equivalence of the conditions (10) with 
the following: 

As for the remaining condition (13): it must first be expressed in 
terms of the functions F. From the first equation (Il) with its B 

derivative we deduce 

p being a factor of proportionality. Similarly from the second equation 
(11) with its y derivative, we have 

The factors of proportionality p and q are not completely determined, 
except that they are such as make the furictions Y depend only o n j ,  
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and the functions Z on 2 alonc. This f'act will give us differcntial 
equations for them. Differentiating the equations (27) with respect t o  
2 ,  multiplying the results by FI ,, Pz,, and F,, and adding, we have 

where we have introduced the notation 

the variables in the parentheses indicating the differentiations which 
occur in the corresponding rows of the  determinants. Similarly 

If nom, in the first equation (12) we substitute the values for Y, and 

Y, from (27) and the values of 2, and 2, from (28), we find 

The-factors on the riglit are aii finite, and hence different from zero. 
For it Q mere infinite, the equations (12) would show the functions Y 
proportional to the functions 2, and hence by (11) the functions F 
would be linearly dependent. If p were infinite, the equations (27) 
aould be sufficient to prove tha t  the functions P' were proportional 
to  three functions of y alone: 

If these values be substituted i n  the second equatioil of (Il), and the 
result divided by F(y, s), we have; upon giving s a suitablc constant 
value, a liriear houiogeneous equation -between the  functions ~ ( y ) ,  and 
hence between the functions F, contrary to the hypothesis of the 
present case. 
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It foilows that the condition (13) may be given the form 

or, expanding, and using the equations (29) and (30), 

As second case, we take that in wliich g(x, y,  Z) is reducible in 
aii three variables, but reserve as third case that i n  which it is a pro- 
duct of one function of one variable by a function of the other tno. 

W e  have thus obtained the condition (13) expressed in terms of the 
funütions F. The eyuations ( B a ) ,  however, together with their deriia- 
tives with respeck to y and s, enable us to express the condition in 
terrns of y and its derivatives. In fact, we have only to interpret the 
parentheses in (32) as determinants i n  which the rows are g, g,: ard 
gXr, and the indicatcd derivatives of these quantities, for instance, 

Here, then, we assume that the matrices 

g, gzy Qxzy 

together with the two obt'ained from these by interchanging x and y, 
and the two obtained by interchanging x and B ,  are all of raiik 2 
Under these circunistances, g ( x ,  y, a) is a linear homogeneous function 
of two functions of x, say X, and Xp, of two functions of y, say 7, 
and Y,, and of two functions of 2, Say 2, and 2,. Further, in the 
expression (18), FI and F, are both linear homogeneous functions of 
the samc Y, and Y,, and of the sanie .Yl and Z2. If, in the expression 
(18) we substitute for XI and X2 two different linear combinations 
of these functions a i t h  constant coefficients, the functions F niL 
undergo a similar trausformation. W e  shail show that it is necessarg 

. 
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and sufficient for the determinant form for g (3, y, 2) that  the functions 
X can be so sclected that  one of the functions F reduces to a product 
of a function of y by  a function of z. For ,  if the determinant form 
is possible, it may be written 

1 x1 x2 0 1 

in which the functions 7 are linear combinations with constant coef- 
ficients of Y, and Y,, so that  by adding constant multiples of the 
second and third columns to the first, o r  else of the first and third 
to the second, we may produce a zero in the place of the first o r  
secorid element of the second row. Denoting by I", and F2 the  coef- 
ficients of the elements of the first row, either E; or F, will be a 
product of a function of  y by a function of s. Conversely, if in t he  
equation (la),  Pl, say, is  such a product, we may write 

in which not both a, and a, are zero. Suppose it is a, which does 
not vanish. Then the above equation takes the  form 

so that g(x, y ,  z) has the  determinant form, as slated. 

The neccssary and sufficient condition, then, that  (18) may be 
put  into the form (l), is that  there exist two constants, cl and c, such 
that c l f i  - c,F2 is  the product of a function of y by a funetion of B. 

We proceed to indicate how this condition can be expressed in terms 
of g and its derivatives. W e  start from ita equivalent 

E'rorn the equation (18j  and its x derivative, we deduce 

so that mriting c,X,  - cnX1  = X, the eqnation (33) becornes 
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X ' 
I n  other words, the quotient r = must satisfy the  quadratic equation 

X 

whose coefficients are second order determinants in g ( ~ ,  y, z )  and its 
derivatives. W e  may, however, establish a differential equation for r. 

Selecting from the  matrix N" a non-vanishing determinant, and from 
t h e  matrix N p  the two columns eontaining this determinant, we denote 
by B, 3' and G the second order determinants formed from these 
columns. W e  then have for g(x, y, z) the differential equatioii, analogous 
t o  (8) in the irreducible case, 

Of this differential equation, XI, and X, are solutions, and hence, BO 

i s  X. Brom i t  we derive the equation for r 

If  we eliminate r and r' between this equation and (35) and ite z 
derivative, the  resulting eyuation in g and ils derioalives is the repziired 
condition for the determinant form for g (x, y,  2). An exception arises 
only in case t h e  eqiiation (35) has a double root, in which case it is 
t o  be replaced by  its r derivative: 

The preceeding considerations establish the  necessity of the last - 

given condition for the existence of c, and c, satisfying the eqiiation 

(33). I ts  sufficiency follows from a reversal of the steps. If the con- 
dition is fiilfilled, there exist two quantities, r and t, satisfying the 
equations 

E ( t  + re) + F r  + G = 0,  

A r 2 +  Br + C = 0 ,  

2 A r t  + Bt + A'r" BB'r + C' = 0, 

t h e  primes indicating differentiation with respect to  x. Subtrscting 
the  r derivative of the second from the  third, we find, either that 
2 A r  + B = O, o r  else that  t = r'. Reserving the first case for later 
consideration, we see that  (33) and (37) have a common solution r. 
The  ratios of the  coefficients A : B : C and E : F: G are independent 
of y and s, as is seen by  differentiating them with respect to these 
variables and recalling that  the matrices N' and the two otherri ob. 
tained from it by interchanging x and y and x and 2 are of rank 2 
Hence r i s  a function of x alone, and if X is detcrmined from the 
equation X' = Xr, i t  wiil satisfy the  equations (34) and (36). Brou 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



the latter fact we know i t  will be expressible in the form X=qX,-c,X,.  
If this value be employed in (34) and the equation (18) and its x 
derirative kept in mind, we find again the condition (33). The same 
sort of reasoning holds in case (35) has a double root and is re- 
placed by (38). 

We come to the third case in which g(x, y, 8) admits the form 
(24), or can be brought to such a form by a change in the notation 
of the variables. The condition for this is that the nlatrix N" or else 
one of the two derived from it by an interchange uf x and y or of 
z and z be of rank 1. Let us suppose g(x, y ,  z)  = XI&. Referring 
to p a r a p p h  4, we see that Pl, and hcnce g ,  since i t  is a function 
of z alone times FI, must satisfy the condition 

6. Remarks. 

If g(x,  y, z) cannot be put into the determinant form (l), i t  may 
still be that the functional relation betmeeri x, y and z given by 
gix, y,  z) = O can be exhibited by the vanivhing of such a determinant. 
If this is the case, there will be a function G(gj which admits the 
representation (1). To test this possibility, one would substitute C(g) 
for g in the equations glving the conditions for the deterrninant form, 
and require that the coefficients of the ordinary differential equations 
thus formed for G depend only on g. This reyuirernerit fulîîlled, one 
nould examine their compatibility. If compatible, their common solutions 
give the possible forms of G, and the second, ttiird and fourth para- 
graphs give a method for establishing the determinant. 

It is interesting to note thst  the first reduced case has for meaning 
frorn the nomographic standpoint, that the curve for one of the variables 
(see the first paragraph) reduces to  s straight line. The second reduced 
case is uninteresting from a nomographic standpoint. 

Iri the irreducible case, if the condition (13) alone is not satisfied, 
we have a determinnnt representation, not of g(x, y, z) = 0, but of 

( y  y , )  0 As p depends on y and z onlg, this will, in some 

applications, give a satisfactory result. 

Columbia, Missouri, Feb. 23, 1913. 
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1 74 Cber T a ~ i a t i o n s p r i n z i ~ i ~ n  in der Elastizitiitçlehre nebst Anwendungen usa.  

aber  Variationsprinzipien in der Elastizitatslehre nebst 
Anwendungen auf die technische Statik. 

Von OSKAR DOMKE in dachen. 

1. 

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, angewendet auf eineii 
formbaren KGrpclr, liefert mit den in der teçliriischeu Statik üiiliclien 
Bezeichnungen G und z für die Spannungen, E und y für die zugehciri- 
gen Formiinderungen (Verzerrungen), w für die Ver~chiehungen dm 
5uBeren Kriif'te P in ihrer Richtungslinie und d V für das 1taiimiilhal:r- 
diffcrential die bekannte Beziehang: 

(1) f l G z ~ ~ z + G y ~ ~ l +  %S.sIf ~ ~ d y ~ + r ~ d y ~ + r ~ ~ ~ ~ ) d ~ - ~ ~ ' . ~ i ~ = ( i  

Der Satz setzt bei deri Kraften nur Gleiçhgewicht, bei den Forin- 
anderungen nur Vereinbarkeit voraus, ist also bei beiiebigem Foma)iil~- 
rungsgesets gültig. Bei vollig elastischclz Korpern ist das erste Glieo 
die vollstandige Variation einer Pnnlrtion A,  der liOr~nanderu~zgsarEeit 
(Verzcrriingsencrgie, elastisches Potential); somit wird aus (1) 

SA-A7P6w = O 

oder, wenn man das Variationszeichen herauszieht, und durch den 
Zeiger w andeutet, daB sich die Variation nur auf die 3'orrnanderun;en 
bezieh~n soll: 

(2) a, [ A  ->'Pw] = 0.  

Der Klammeraiisdruck wird hiernach ein %uBei.ster Wert, und 
zwar, wie leicht zu sehen ist, ein Minimum. Das durch Gleichuiig (2, 
ausgedriickte Variationsprinzip, (las wir zum Unterschied gegen cin 

zweites spater abxuleitendes a h  erstes bezeichnen wolleri, findet sich 

in  anderer Ausdrucksweise schon bei K i r  c h h o  ff.') 
Denkt Irian sich A alu Furiktiori der Verschiebiingen w dargrsteiit, 

so folgt aus diesem ersten Prinzip wegen 

sofort der nach Green genannte S:ttz: 

1) K i r c h h o f f ,  Vorles. iitier mathem. Physik, Mechanik 1876, 11. Vorles. $ 5 .  
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ferncr, da die P als Punktionen der w aufzufassen sind, durch weitere 

Diese Beziehung ist ein Gegenstück zu dem bekannten M a x w e l l -  
schen Satze der technischcn Statik. 

Bus dem Greenschen Satz ergibt sich ferner durch Integration 

Dies ist dic allgemciiie Form des C l a p e y r o n  schen Gcsctzcs dcr 
technischen Statik; unter Voraussetzung des II O O k e  schen Formande- 
rungsgesetzes geht ( 5 )  über in 

Vou den angeführten Siitzen ist der letzte fast der cinzige, der in 
der technischen Statik iu merklichem MaBe angewendet wird. Dennoch - 

ist er mit Vorsicht zu gebrauchen, denn er ist keineswegs in auen 
Failen richtig. Ein einfacher Hall, wo er nicht zutrifft, liegt bei der 
Knickung gerndcr St ibe  vor; bezeichnet man die Eu le r sche  Knicklast 
mit PF, die aus der L~ngszusammendrückung des Stabes hervorgehende - 
Senkung mit dl ,  endlich die weitere, aus der Staliaushiegung hervor- 
gehende Senkung mit w,  so erhalt man nach der üblichen ungenauen 
Tlieorie, wonach bei Rrreichung der Eulerschen Knicklast eine be- 
liebige Ausbiegung inoglich ist, und unter der Voraussetzung, da0 der 
Geltungsbereich des Hookeschen Gesetzes nicht überschritten wird, f ü r  
die Arbeib 

A =  : P E . d l + P E . w ,  

also keineswegs das C l ~ p e  y r onsche Geeetz. Auch nach der genaueren 
Theorie, wonach zu jeder Stabauuhiegung eine bestimrute Belastung 
Pl > PE gehort, ist keine U b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit Gleichung (6) vorhan- 

den, da Pl nur ganz menig @Ber ale YE ist, das Zusatzglied des ge- 

naueren Ausdrucks für A also kaum etwas ausmacht. 

Der Grund für die Abweichung von dem allgemeinen Gesetz liegt 
hier darin, daB zmei verschiedene Arten von Formanderungcn zusnmmcn- 
nusetzen sind. In solchen FaUen ist es am einfachsten, von dem stets 
zutreffenden ersten Variationsprinzip auszugehen; in der technischen 
Statik empfiehlt sich das um so mehr, als manche weniger einfache 
Aufgaben mit seiner Hilfe reçht kurz und klar behandelt werden k6nnen. 

Als Beispiel für  die Anwendung des Prinzips sei die Ermittlung 
der Knicklast eines Stabes bei Berücksichtigung der Schubkrafte an- 
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gedeutet.l) Mit den gebrauchlichen Bezeichnungen (31 für das Moment, 
& für die Querkraft) hat man als Ausgangsgleichurig: 

Da wir uns auf klcine Ausbiegungen brschrankcn, kiinnen Stab- 
a c h e  und Sehne vertauscht werden; die Arbeit der Liingskrsft ist 
gleich von vornherein weggelassen, da sich ihre Einfliisse aufheben. 
E s  ist d a m ,  wenn I o  die ursprüngliche Stablknge bezeichnet, 

Man hat nun, menn y die Ordinate der Biegungslinie darsteilt, 

Die von der Ausbiegung allein herrührende Senkung ist: 

Somit wird aus der Ansatzgleichung: 

Variiert man y, so erhilt man: 

woraus in bekannter Weise mit G = 0, 4 E und J = Fia folg-t: 
P zYE 

II. 
Neben dem soeben erlauterten ersten Variationsprinzip gibt es 

noch ein sweites, das bisher unbekannt gewescn zu sein ~cheint, veiin 
auch einzelne seiner Folgerungen in der technischen Statik vie1 ge- 
braucht wcrden. Es  ist das vollstiindige Gegenstück und die Ergiinzuiig 

1) Die Aufgabe ist  .auf anderem Wege (durch Zusammensetznng von B:e- 
gungslinien) bereits von F. E n  ge s s e r  gelost worden (Zentralblatt der Bauserwal. 
tung 1891 8. 483). 

2) p ist der übliche Beiwert f'ir die Sühubarbeit; es id für deu Hachteck- 

querechnitt /3 = +, für den Kreiaquerschnitt j3 = i: . 
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des ersten. Es gestattet bemerkenswerte Anwendungen, die nicht n u r  
in der Elastizit%tslehre, sondern namentlich auch in der technischen 
Statik nutzbar gemacht werdcn konnen. 

Bevor der Satz abgeleitet wird, sei daran erinnert, daf3 die vor- 
kommenden Formiinderimgen elastischer Korper so gering sind, daB sio 
die ursprüngliche Kraftverteilung nicht merklich beeinflussen und s e  
mit in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen eingesetzt werden 
dürfen. Man gelangt so eu dem in  der teçhnischen Statik wohlbe- 
kannten Satzl): 

Kriifte iind Ji'ormiinderungen konnen hierin ohne gegcnseitige Ab- 
hiingigkeit angenommen merden; nur müssen innere und iiui3ere ICriifte 
im Gleicligewicht sein, und innere und 5uBere Verschiebungen mitein- 
ander vereinbar. 

In dem Sonderfall, wo Krafte und Verschiebungen zusammen- 
gehoren, nerint nian das erste Glied der Gleichung (7) die virtuelle 
Arbeit A, der inneren Krafte und gelangt zu der Beziehung, da8 die 
innere virtuelle Arbeit gleich der Lufieren ,,virtuellenu Arbeit ist. E s  
ist bemerkenumert, daB man ohne weiteres auch die Bormanderungen 
infolge von Temperuturwirkungen in Gleiçhung (7) einsetzcn darf. 

Dieser Satz bleibt nun aber auch dann richtig, wenn man in ihn 
untcr sich vereinbare Variationen der Krafte einführt; er  lautet dann: 

Schon dieser Satz gestattet eine sehr allgemeine Anwendung. In 
dem Sonderfall, wo das erste Glied die vollstandige Variation einer 
Funktion B ist, erhalt man 

S B - 2 6 ~ .  = O 

und, wenn man hier das Variationszeichen herauszieht und durch den 
Zeiger Y andeutet, daB sich die Variation nur anf die Kriifte bezieht, 

t 9) S,[B - ~ Y W ]  = O .  

nieeer Satz sol1 als das zzcieite Pariationsprinzip bezeichnet a e r -  
den. Die Punktion IZ 1aBt sich schreiben: 

1) Der Satz bildet die Gnindlage der Berechnung elastischer Systeme in  der 
Statik der Baukonstruktionen (vgl. z. B. Müller-Breslau,  Graph. Statik der Ban- 
konstr. II, 1 oder Neuere Methoden der Pestigkeitslehre). 

Zeitachrift f. Mathematik  n. Physik.  63. Band. 1914. Hoft 119. 12 
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Durch partielle Integration findet man sofort: 

(l0) B =  A , - A .  
Somit ist B bei vdl ig  elastischen Korpern ein vollstiindiges Lute- 

gral. Nach E n g e s s e r ,  der den Begriff aus Gleichung (7) uninittelbar 
entwickelt hat'),  heiBt B die Erganzungsarbeit; man konnte aie als 
Gegenstück zur Formhderungsarbeit  auch ,,SpannungsarbeitU nennen. 
Gilt das 13 O o kesche Forrniiriderungsgesetz, und ~ i n d  Temperüturande- 
rungen ausgeschlossen, so i d  wegen der Gleichungen (6) und ( 7 ) :  

I l - A .  

Aus dem zmeiten Varintionsprinzip folgen ~nmi t~ te lba r  die be- 
kannten Siitze der technischen Statik. Drüclit man B als Funktion 
der  iiuBeren Kriifte P aus, so ergibt sich wegen 

der Satz von der Abgeleiteten der Ergiinzungsarbeit (Cas t ig l i ano  und 
E n g e s s e r ) :  

(11) 

oder, wenn die zur ausreichenden Abstiitzung notwendigen Lager C 
Verschiebungen w, erfahren, 

Aus der Gleichung (11) wird, wenn die statisch unbestimmten 
GroBen Xa als Lasten betrachtet werden, und ihre Verschiebuiigen 
w, = O sind, 

(13) 

Das ist der Satz vom Minimum der Formiinderurigsarbeit, eigent- 
lich Erganzungsarbeit, in dem gewohnlichen Sinne der technischen 
Statik. 

Aus der Gleichung (11) folgt durch weitere Differentiation nach P,,: 

also der Maxmel l scho  Satz fiir ein belieiniges E'ormiinden1ngsgesrt7. 
Beim I lookeschen Gesetz ist B eine homogene Funktion zweiten 
Grades der P, woraus übr igen~  wegen der Gleichiing (11) sofort th 

1) E n  g e  s s e r ,  rber  statisch unbeatimmte Trager bei beliebigem Forminde 
rungsgesetze und über den Satz von der kleinsten Erganzungsarbeit. Zeitschr d. 
Arch. u. hg.-Vereins zn Hannover 1889, S. 733 .  
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Clapeyronsche Gesetz folgt; wegen derselben Gleichung drückt danu 
Gleichung (14) einfach die Gleichheit zweier Konstanten aus, in der 
Ton Müller-Breslau eingefülirten Indexbezeichnung: 

wm, = W n , .  

III. 

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ermoglicht nicht nu r  
bei gegebenen Verschiebungcn di0 I-kziehungen zwischen den Kraften, 
also die Gleichgewichtsbedingungen, aufmstellen, sondern auch umge- 
kehrt bei bekannten Kraften die Verschiebungen zu finden. Da sich 
Gleichgewichtsbedingungen meist viel einfacher aufatelleri lassen als 
Vereinbarkeitsbedingungen für  Pormiinderungen, so  hat  das zweite 
Variationsprinzip als Mittel zur Aufstellung solcher Beziehungen be- 
sondere Bedeutung für die Anwendungen. 

Xs sollcn ~ u n a c h s t  die Biegiingslinien von geraden oder krummen 
Staben betrachtet werden. Diese Linien sind oft zur Vorausberechnung 
Ton Diirchbiegnngen notig; viel wichtiger aber sind sie dadurch, da8 
sie die EinfluBlinien statischer GroBen bei statisch unbestimmteri 
Spstemen sind, also zur Berechnung selbst gebraucht werden. 

Bekanntlich gibt  es nun zwei Verfahren, eine solche Biegungslinie 
au ermitteln. Entweder wendet man da3 Arbeitsprinzip in einer Forn-i 
an, die auf die Anwenduug der Gleichung (11): 

oder auf der aus ihr ableitbaren: 

hinauslaufti oder man benutzt eine aus Formanderungsbeziehungen ab- 
leitbare Di~erentialgleichung zweiter Ordnung. Beide Verfahren haben 
Vorzüge und Nachteile; bei dem ersten erhalt man nur  einzelne Ordi- 
natcn, da der Ausdruck B gewohnlich jedesmal bcsonders berechnet 
~erden muD; bei dem zweiten muB man erst integrieren, erhalt aber 
dann den ganzen Verluuf der EinfluOhie. Beide Verfhhren scheinen 
vdlig zusammenhanglos, und doch müssen sie auf dieselbe Quelle 
zurückgelie~i. Es wird sich irn folgendcn zeigen, da8 beide Wege aus 
dem zweiten Variationsprinzip hervorgehen. 

Für das erste Verfahreri ist die Herleitung schon gezeigt; das 
Kesentliche dabei ist, daB die auBeren Krafte P ale nnabhiingige GroBen 
gewihlt merden. 

12' 
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Man kann nun auch andere Funktionen der ZuBeren Kriifte als 
unabhangige GrGBeu einführen. In  Betraclit korrimen bei Stiiben: Langs- 
kraft, Querkraft und Moment. Da in dem zu variierenden Integral nur 
die Unabh'ingige und ihre DiEerentialquotienten vorkommen dürfen, da 
die Querkraft der Differentialquotient des Momentes ist, und da die 
Liingskraft nur bei kriimmen Stiiben in Hetracht knrnmt und eiiüh da 
durch das Moment ausgedrückt werden kann, so bleibt nui- das Moment 
als unabhiingige Gr6Be wrwendbar. 

1. Es soll zunachst die Differentialgleichung der Biegungsliiiie 
eines geradon Balkens unter Berücksichtigung der Schubkriifte auf- 
gestellt werden. 

Kach dem zweiten Variationsprinzip ist, wenn y die Ordinate der 
Biegiingslinie bezcichnet, und p eine stetige Rclaatung darstellt, d ie  

allein variiert werden soll, 

Nun ist 

also 
1 

Die Durchführung der Variation nach Jf ergibt: 

oder 

Man sieht sofort, daB die Schubkrafte allein eine Biegungslinie 
erzeugen, die der Mumentedinie iihnlich (affin zugeordnet) iut. 

Um den wirklichen Sinn der Gleichung (15) hervortreten zu lassen, 
sind einige erlauternde Bemerkungen notig. Die Gleichung gilt n i m -  
lich für  irgendeine gegebene Belastung P; also auch für Einzelkrafte. 
Um das zweite Variationsprinzip anwenden zu kGnnen, wird eine stetige 
Belastung p aufgebracht gedacht, die, wie angegeben, allein vaiiiert 
werden soll und nach AufsteLlung der Differentialgleiçhung gleich Sul1 
gesetzt werden darf. Da die Lasten P nicht variiert werden, kann ihre 
auBere Arbeit gleich in der Ansatzgleichung weggclassen werdcn. Auch 
von dl wird nur der antei l  Np variiert, der von p abhangt; dams 
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erklirt sich, daB p - - 17.iP' mit  dem Index gesetzt werden muBtc. 
Die Ansatzgleichung hatte eigentlich geschrieben werden müssen: 

Diese Betrachtungen gelten auch für die folgenden Fslle. 
Die gegebene Ableitung der Diffe- Fig 1. 

rentialgleichung zeigt, daB der xweite 
Differentialquotient der Biegungslinie 
aus rein statischen Gründen auftreten 
muB. Da5 sich nicht die genaue Glei- 
chungmit dem Krümmungshalbmesser 
ergibt, l i ~ g t  daran, daB Moment, Quer- 
kraft und ~ n t e k a t i o n s w e ~  auf die un- 
verbogene Balkenachse bezogen sind. 

2. Die Differentialgleichung der 
Biegungslinie eines Kreisrings folgt, 
wenn w die nach inncn positiv gc- 
richtete Radialverschiebung, v die 
Tangentialverschiebung bedeutet, und 
wenn p, und p, die xu variierenden stetigen Belastungen sind, nach Fig. 1 : 

Hierin is t  
171 9 ==y- -. 
r 

Z ist der wenig vom Tragheitsmoment abweichende Wert, der bei 
gekiümmten Stiben einzuführen i8t.l) 

Die Variation nach p, liefert: 

Ilurch den Zeiger 1 wird hervorgehoben, da5 in den Variationen 
niir die Glieder berücksichtigt zu werden brauchen, die von JJ, her- 
rühren. 

1) Zn diesen Forrneln vgl. Müller-Breslau,  Die neueren Methoden der Festig- 
kcitslehro. 4. Aufl. 1913. S. 236ff. 
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Es ist nun nach Fig. 2 allgemein: 

also 

Ferner aus dcm Moment um den Krümmungsmittclpunkt: 

d N , .  r - dï iq  = O 
oder d 31, 

d; = O  

oder endlich 
9; = O ,  

b) !RI - C .  
Daraus folgt: 

Ml AT, = C f -  

SchlieBlich hat man für die Krafte in radialer Richtung 

Die Grundgleichung wird hier~nit:  

Die Ausführung der Variation ergibt: 

Es folgt somit die bekannte, hier erweiterte Gleichnng: 

Es ist sehr beachtenswert, daB die Dehnung der Mittellinie ein- 
fluBlos ist. 

Verfahrt man entsprechend bei p,, so findet man leicht: 

a) Q, = M2'. 

Ferner aus den Kraften in radialer Richtung: 
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Aus dem Moment um den Krüminungsmittelpurikt: 

Die Einsetzung in die Grundgleichung ergibt: 
1 

und dnraus crhalt man: 

Mit Benutzung der Gleichung (16) laBt sich dies leicht umfor- 

Ader der Losung: 

die einer Parallelv~rschiebiing entspricht, hat man noch die bekannte 

Auch die Gleichung (16) hat, wenn alle Kraftc verschwinden, die 
Losung: 

w = Cl cos cp + C2 sin cp , 
also eine Parallelverschiebung. 

3. Bei Stiiben anderer Form bezieht man die Durchbiegungen besser 
auf ein rechtminkliges Achsenkreuz. - Es soll die senkrechte Durch- 
biegung w für einen ursprüngliüh krummen belasteten Stab ermittelt 
~ e r d e n .  

Aus Fig. 2 folgt leicht: 

C 
Np = - NP' sin a: + -- cos a 
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Da d a  in Fig. 2 negativ ist, wird der Krümmungahalbmesser: 

Somit ergibt sich 

folglich : d sin n C 
9Ip - - 171,'sina + bfp7 + 

Der Integrationsweg ist ds, die unabhiingige Verznderliche x; da- 
her  lautet die Grundgleichung: 

1 

B Q' !Tls +- -+ ~ / [ P E ~ : o s  or 2 6 . 0  cos or 2 l i ~ ~ c o s c z  
dz = o. 

Die Einsetzung der ermittelten Werte liefert: 
1 

Y? d sin or C + , . s (- M; sin a + 3fP -- + --) 
h E  casa da: cosn 

d tg a + W . ~ ( B ; ' - C ~ ~ ) ] ~ X = O .  

Es ergibt sich: 
d d sin or 

M d(M1cosor) - z ( ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ - ~  dx . cosor +- E 11' f W" = O .  
EZcosor G F  d x 
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Mit Beachtung der vorhergehenden Gleichungen ist dies leicht um- 
zuforrnen in: 

Zu beachten ist, daB 

Die Differentialgleichung für die wagerechten Durchbiegungen er- 
gibt sich hieraus durch sinngemaBe Ymrechnung auf die andere Achse. 

Die 14nwendungen des zweiten Variationsprinzips im vorigen Ab- 
schnitt setzten das Hookesche Gesetz voraus. Es ist aber mit Leichtig- 
keit zu sehen, daB überhaupt ktiine Annahrne über die Eigenschaften 
der Formiinderringen notig ist, wenn man das Prinzip in der Form der 
Gleicbung (8) anwendet. Die Ergebnisse der  Variation sind dann ein- 
fach die Beziehiingen zwischen den inneren Formiinderungen, z. B. Deh- 
nurigen und Gleitungm, und den ZuBeren, den Verschiebungen. Man 
erlialt also die Bedingungen der Vertriiglichkeit der inneren und ZuBeren 
Formanderungen, dio sogenaiinten ,,Kompatibilititsbedingungen". Wendet 
nian diese Erwiigung auf das erste Bcispiel des vorigen Abschnitts an, 
so erhiilt man, wenn man mit  s( die Krümmungsanderung iufolge des 
Nomentes, mit y die Gleitung infolge der Querkraft bezeichnet: 

U 

daher 
+ x - r ' + y " = O  

Da nach dem Prinzip nu r  kleine F'ormLnderungcn angesetzt wcrden 
düifen, erhiilt man nur  die Glieder erster Ordnung für  die Formiinde- 
ruiigen. 

Wie der Satz bei formbaren Korpern (also auch unelastischen) an- 
zuwendcn ist, zeigen die folgenden Beispiele. 

1) Die Formel i s t  auf anderem Wege bereits von M ü l l e r -  Breslau gegeberi 
worden (Graph. Statik II, 2, 1908, S. 513 G1. 27 und 28. Ferner: Neii~re Methoden 
der Festigkeitslehre 4. Aufl. S. 248 Formel (120); sie enthiilt dort ein Versehen. 
Veigleicht man Formel (60) auf S. 176 ,  so erkcnnt man, da5  in den Formeln (120) 

d s 
onci (121) der Faktor - im letzten Gliede zii etreichen ist; Formel (122) ist wieder 

dx 
richtig.) 
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1. Es sollen die Beziehungen zwischen den Dehnungen und Glei- 
tungcn und den aufieren Verschiebiingen u, v, w eines hoinogenen Kiir- 
pers für ein rechtwinkliges Achsenkreuz aufgestellt werden. 

Wenn X, Y, Z Massenkriifte (bezogen auf die Raumeinheit) nach 
den drei Achsen darstellen, so bestehen bekanntlich die drei Gleich- 
gewichtsbedingungen: 

Nach dem zweiten Variationsprinzip verachwindet für sich die über 
den Gesaintkorper ausgedehnte Variation 

Die Arbeiten der auBeren Krifte kommen nur in den R,andintegralen 
vor, fallen also im Itaumintegral aus. 

Für X, Y, Z führt man die drei obigen Ausdrücke in das Inte- 
gral ein: 

Die Variation nach den sechs Spannungen einzeln durchgefülirt ergiht 
die Gleichungen: 

a v  azu &, - * -O y - - - -=  0 a x a 2  2 y  

Das sind die wohlbekannten Beziehungen für die homogene in- 

finitesimale Deformation; ihre Ableitung setzt also auBer der Kenntnis 
der Gleichgewichtsbedingurigen nur die Anfmgsgründe der Variations- 
rechnung voraus. Es ist klar, daB die Massenkrafte auch beliebig klein 
angenommen wcrden dürfen. - 

Bekanntlich kann man die drei Gleichgewichtsbedingungen zwischen 
den Spannungen durch die Einfiihrung von drei Spannungsfiinktion~n 
entbehrlich machen; die Einsetzung dieser Funktionen ergibt dam be- 
kannte Beziehungen zwischen den Form%nderungsgr6Ben, von denen 
hier nur die für den Fall des ebenen Problems, wo eine Spannungs- 
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funktion ansreicht, gegeben werden mag. Es ist hier (bei AusschluB 
Ton Masseilkraften) 

âsF G = -  6 =  
3'3' alF 

" a y 2  y a r z  Z =  - 2 x a y '  

Somit wird, da die auBeren Lasten wiederum nur  in  den Randintegralen 

noraus sofort folgt: 

Dio Differentialgleichung fiir die Spannungsfunktion des ebenen 
Problems 

erhalt man Gleichung (21), wenn man die aus dem Hookeschen 
Ge& folgenden Beziehungen zwischen Spannungen und TTerzerrungen 
einsetzt. Noch einfacher 
kommt man zu dieser Gloi- 
chung, wenn man die Span- 

w 
nungen in den1 nach dem / 

Hookeschen Gesetz gebil- 
deten Ausdruck für B durch 
F ausdrückt und nun die 
Variation nach .$' bildet. 

2. Es sollen die Ver- * 
ei1;barkeitsbedingungen für das ebene Problem unter Voraussetzung von 
Polarkoordinaten hergeleitet werden. 

Mit den Bezeichnungen der Fig. 3 hat man, wenn X ,  und X, die 
Xassenkrafte, bezogen auf die Raumeinheit, bezeichnen, bekanntlicha): 

Da! zweite Variationsprineip ergibt : 

1) Vgl. L o v e ,  Lehrb. d. ElestizitLt, deutsch von T i m p e  1907, S. 59. 
2) Tgl. L o v e ,  Elastixitit, 8. 107.  
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Setzt man die obigen Werte  von X, und X, ein und variiert die 
einzelnen Spannungen, so folgen die Gleichungen 

V. 

Die Formanderungsarbeit A. für die Raumeinheit führt den Namen 
,,elastisches Potential" deswegen, weil ihre partiellen Ableitungen nach 
den Verzerrungen E und y die jeweilig zugehorige Spannung ergeben, also 

Das folgt unmittelbar schon aus den Darlegungen zn den Gloi- 
chungen (1) und (2). Diese Beziehungen gelten also auüh für ein be- 
liebiges Formanderungsgesetz, wenn die B'ormanderungen nur vdlig 
elastisch sind. 

Genau ebenso folgen aus den Gleichungen (8) und (9) die Glei- 
chungsgruppen: 

(24) 3 3  a 34 - &, usm. -~ = y, usw. a cz a rz 

Auch hier kann das Formiinderungsgesetz beliebig sein, nenn nur 
vollige Elastizitiit besteht. 

Die beiden Variationsprinzipien zeigen somit in ihren Bolgerungen 
einen vollkommenen Parallelismus, und es ist lehrreich, die einander 
entsprechenden SBtze nochmals kurz gegcnübcrzustellen. 

a) Wahl t  man zur Darstellung der beiden Arbeiten A und B die 
Spanniingen und die Verzerrimgen, so gelangt man zu den soehen er- 
w a h n t e n  Differentialsatzen (23) und (24). 

b) Der Darstellung der Formanderungsarbeit A durch die Kraft- 
verschiebungen w entspricht die Darstellung der Ergiinzungsarbeit B 

1) Vgl. Love, Elastizitat, S. G G  
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durch die LuBeren Krafte P. E s  entsprechen sich der Satz von Green 
(3) und der von C a s t i g l i a n o  und E n g e s s e r  (11). 

Dies sind die eigentlichen Differentialbeziehungen; aus den Varia- 
tionsansiitzen folgt : 

c) Stellt man die Arbeiten A und h' diirch die Spannungen und 
Verzerrungen dar, so erh i l t  mail nach dem zweiten Variationsprinzip 
unter Benutzung der Gleichgewichtsbedingungen die Beziehungen zwi- 
aclien den Verzerrungen und Verschieburigen (Gleichung 20). Ganz 
entsprechend erhalt man aus dem ersten Variationsprinzip unter Be- 
niitzung der Beziehungen der Gleichungen (20) die Gleichgowichtsbe- 
dingungen für die Spannungen an einem unendlich kleinen Prisma.') 

d) Der Darstelliing der Arbeit H durch E'unktionen der ZuBeren 
Krifte, die Momente 34 entspricht die Darstellung der Arbeit A durch 
Punktionen der Verschiebungen w ,  die Ordinaten y der Biegungslinie. 
Die irn Abscliuitl 1 behandelte Kriickuiigsaufgabe ist ein Beispiel für 
diesen letzten FaLi. - 

Man erkennt jetzt einen weitmcn J'arallelismus, der gleichartig bci 
jedem der beiden Prinzipe auftritt:  Den Differentialbeziehungen unter 
a) entsprechen die TTariationsbeziehungen c), und ebenso entsprechen 
sich die Satze iinter b) und d). 

Der Ersatz der Spannungen in der Ergiinzungsarbeit U durch 
Spannungsfunktionen hat  kein eigentliçfies Gegenstück bei derri rruteri 
Variationsprinzip. Ein  solches scheint auch nicht eiforderlich zu sein; 
denn der Mtiglichkeit, die sechs Spannungen durch drei Spannungs- 
funktionen auszudrücken, steht gegenüber, daE die sechs Verzorrungen 
durch drei Verschiebungen ausgedrückt wcrdon konncn. 

VI. 
Wahrend die bisher aufgeführten einander entsprechenden Satze 

auch dem lnhalte nach verschieden sind, bildet der Maxwellsche Siitz 
(Gleichung 14): 

Z t c ,  aw, 
- - - 
au, a g  

eine bemerkenswerte Ausnahme; denn er sagt a u r  der Form nach, nicht 
der Sache riach, etwas anderes aus als sein Gegenstück (Gleichiing 4): 

Innerlich ist dies darin begründet, daB es sich hier nur urn Difterential- 
beziehungen zwischen Kraften und Verschiebungen handelt, sonach die 

1) Vgl. L o v e ,  Elastizitat, S. 198. 
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eweite Reihe von Heziehnngen denselben lnhalt haben muB wie die 
erste. - Mathematisch geht die Übere ins t imn~un~  aus folgendem Satze 
hervor : 

,,Besteht zwischen zwei Gruppen von unabhiingigen \'eSnderlichm 
P und w die Reihe der Beziehungen: 

so muB auch die Reihe der Beziehungen (,,Umkehrungen"): 

bestehen." 

Der Beweis für dicsen Satz ist einfach und bereits in den vorher- 
gehenden Abschnitten seinen Grundzügen nach gegeben: Bus der ersten 
Reihe folgt, daB Pm der partielle DiEcrentialquotient einer Funktion A 

nach tu, sein mu8: aus A = 2 J ~ d w  ergibt sich durch partielle Io- 

tegration, dii3 B =>Jw d~ sin rolls8ndiges Integral sein muB, dafi 

daher w, der partielle Differentialcpotient von B nach Pm ist. Die 
nochmalige Din'erentiatiori ergibt dann die zweite Reihe. - 

Ebenso wie der Maxwellsche Satz hat  auch seine Erweiterung, der 
Satz von B e  t t i ,  nur ein formales Gegenstiick. Die ~eraiigenieinerte 
Form dieses Satzes bei beliebigem Forrnanderungsgesetz findet man auf 
folgendem Wege : 

Man kann die Verschiebungen w als Funktionen gewisser Para- 
meter zc betrachten: 

(25) w m = f m ( u l >  . '  us, U k i  . ' ' 1  
Jeder dieser Parameter ui kennzeichnet einen bestimmten Verschiebungs- 
zustand, der durch eine Kriiftegruppe Pi erzeugt gddacht werden kam. 
Bus  dem ersten Variationsprinzip folgt nun: 

demnach durch nochmalige Differentiationen nach tc, und ui: 

Führ t  man die Differentiation aus, so erhalt man naqh Weghebui g 
der beiderseits gleichen Glieder: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von OSKAR DOHKE. 191 

Dies ist die erste Porm des verallgemeinerten Satzes von B e t t i .  
Werden die Verschiebungeii w selbst a h  Parameter gewahlt, so ergiht 
sich sofort das Gegenstück des Maxwellschen Satzes (Gleichung 41, da  
links nur die Kraft P,, rechts nur  P, übrig bleibt, wihreiid d e  ührigen 
f i i f t e  ausfaiien. - 

Zur Ableitung des erganzenden Gegenstücks betrachte man die 
Krafte P als Funktioncn gewisscr Pnrnmeter R, also 

Jeder dieser Parameter Ri kennzeichnet einen bestimmten BC- 
lastuiigszustand, dem eine Verschiebungsgruppe wi zugeordnet ist. Aus 
dei11 zweiten Varintionsprinzip fnlgt dann: 

und hieraus ganz entsprechend wie oben: 

als zmeite Form des verallgemeinerten Bettischen Satzes. W i h l t  man 
die P selbst als Parameter, so folgt sofort der erweiterte Maxwellsche 
Satz (Gleichung 141, da links nur wi, rechts nur w, übrig bleibt, wih-  
rend aile übrigen Verschiebungen ausfallen. 

Die beiden Pormen des Bettischen Satzes unterscheiden sich n u r  
durch den Sinn; der den Parametern beigelegt war. Mathematisçh ist  
diese ünterscheidung gleichgültig, und somit sagen beide Formen in- 
haltlich dasselbe aus. In den Anwenduiigen wird man natürlich zweck- 
naBig entweder die w als Zineare Punktionen der u oder die P a h  
lilware Funktionen der R ansetzcn. 

Legt man das Hookesche Formanderungsgesetz zugrunde, so wird 
die Cbereinstirnru~n~ beider Formen Fesonders deutlich. Da dann wegen 
des Superpositionsgesetzes sowohl die Verschiebungen als auch die Krafte 
Iineare Funktioncn der Pararricter wcrdcn, so ergibt sich: 

worin der erste Zeiger den Angiffspunkt der Kraft oder den Ort 
der Verschiebnng angibt, der zweite Zeiper die Kriftegruppe oder 
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Verschiebungsgruppe kennzeichnet. Damit folgt sowohl aus ( 2 7 )  wie 
aus (28): 

(29) X(pmi . ~ m k )  -Z(Pmk  mi) 
oder: Die virtuelle Arbeit der Krifte des Belastu~igszustandes i beiui 
Verschiebungszustand k ist gleich der virtueilen Arbeit der Kriifte des 
Belast~n~szustandev k beim Verschiebungszustand i. 

Über Preisverteilung bei Spieltnrnieren. 

Einleitung. 

E s  m6gen n 2 ~ - 2 Pcrsonen an einem Spielturnier boteiligt sein. 
Jeder spiele mit jedem ein Spiel, dessen Ergebnis entweder Gewinn 
für den einen und Verlust für den anderen, oder aber Cnentschieden 
(Remis) ist. Ersterenfalls werde dem Gewinner 1, dem Verlierer O in 
Anrechnung gebracht, letzterenfalls jedem der beiden Spieler ', . Daiiii 

entsteht, wie es z. B. bei Schachturnieren üblich ist, ein Schema von 
folgender Gestalt, bei dem jede Zeile das Ergebnis der - 1 Spiele 
des an  ihrem Anfang genanuten Spielers angibt: 

Angemein also, wenn die Hauptdiagonale mit NuUen ausgefüiit wird, 
eine Matrix M = (a, J 

\ A ,  A, . . . A,  

von n q l e m e n t e n  aLA ( x  = 1, . . ., n ;  d = 1, . . ., n), in der 

a,, = O für  x = i . ,  
a , , + a , , = l ;  a,,=O, + oder 1 fur x 2 1 .  

ist. 
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Es ist nun bei Schachturnieren üblich, für  jeden Spieler A, die Points 
seiner n -  1 Partieen oder, was dasselbe ist, die ihm entsprechende Zeile 
a , ,$ .  . . $- a,,= s, der Xatrix zu addieren; dies ergibt im obigen Roispiel: 

Xan pflegt nun, wenn E < n Preise (im Beispiel etwa 2 Preise) zu ver- 
teilen sind, sie den 1 Spielern mit hochster Zeilensummel) xuxusprechen. 
Wenn aher - was ja bei manchen Spielen zmeckmabig ist - eine 
Geldsumme, etwa s Mark, unter aile Spieler im Verhiiltnis der Turnier- 
leietuiigen zu verteilen ist, so ist es üblich, sie im Verhiltnis s, : s, : . . . : s, 

'S 
zu verteilen, d. h. dem xten Spieler s - - - Mark zu geben2)  

s , + . . . + s ,  

Gegenüber dieser Art der Bewertung jeder Partie mit  demselben 
Gewicht (d. h. ohne Beschriinkung der Allgemeinheit mi t  1) ist nun  
von  ersc chie den en Seiten3) eine andere Forderimg erhoben worden; es 
liegt mir als reineni Mathematiker ganz fern, mich über die Berech- 
tigurg oder Nichtberechtigung deraelben zu ZuBern; nur über ihre 
Eionsequenzen habe ich einiges zu sageri. Die Forderung besteht darin, 
nicht jede Gewinnpartie gleich zu bewerten, sondem proportional der 
aus dcm Turnier ersichtlichen Spielstirke des Gegners; desgleichen 
jede Remispartie proportional der halben Spielstiirke. 

Nan hatte demgemiil vorgeschlapen4): l m  Spezialfall (1) den ge- 
wonrienen Partieen gegen A, B, C die Gewichte l$, l ,  + zu geben, den 
Remispartieen je die Hiilfte, und rechnete somit als Turnierleistung 

des A: l . l + ' . ' = l '  4 e 4 9 

des B: 0 . 1$ + l . ; = l  2 7 

des C: $ .  1; + O - 1 3 - - - 
4 7 

vies also C den zweiten Platz an. Desgleichen beim allgcmeinen 
Schema (2), wo dern Spieler A, die Zahl 

1) Was bei Gleichheit von Zeilensiimmen geschehen soll, hat mit dem Problem 
meiner vorliegenden Abhandlung nichts zu tun, 

2) Da Pfennige nicht geteilt werden konnen, geht das nicht immer genau 
zu machen. Velche volle Anzahl von Münzcinheiten jeder Spieler enthalt ,  damit 
.,rnaglichst genau" da8 l ' e r ld tn is  s, : se : . . . : s, entsteht, is t  da8 Problern der 
Propo~tionaLwahl und kommt für rien Zweck meiner vorliegenden Ahhe.ndliing - 
auch niel i t  in Betraüht. Man denke siüh übrigeris statt  der Geldsumme eine Torte, 
und jene Schwierigkeit ist gar nicht vorhanden. 

3) Literatur a. z.  B. bei A h r e n s ,  Zur relativen B e ~ e r l u n g  von ï'urniw- 
pzt-tien [Wiener Schachzeitung, Ud. I V  (1901), S. 181-1921. 

4) Nur von diesem Vorschlag hendelt meine gegenw2xtige Abhandlung. 
Zeitschrift f. Yathematik n. Physik. 63. Band. 1914. Haft 112. 13 
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d. i. offenbar die Summe der Elemente der x-ten Zeile der Matrix JI?, 
zugeordnet wird. 

DaB dies Verfahren in sich widersprucbsvoll, also unzulassig ist, 
habe ich in einer (für Nichtmathematiker gcschriehcncn und dt.mgemiB 
den Begriff der Determinante vermeidenden) Notizi) vom Jahre 1895 
bemerkt; diese Notiz bexcichnet Hcrr A h r e n s  in  seinein Artikel ,,Matho 
matische Spiele" der Mathematischen Encyklopadies) vom Jahre 1902 
als den richtigen mathematischen Ansatz des noch unerledigten Prohlrms, 
nachdem er sie in dem schon oben genannten Artikel der Wiener Schach- 
zeitung3) mit den Worten erwahnt hatte: ,,Nach der mathematisrhen 
Seite sind, so vie1 wir sehen, alle bisher gemachten Vorschlage durcllaus 
fehlerhaft und widerspruchsvoll. Zwar hat  Herr Dr. E. L a n d a u  gezeigt, 
wie man die versühiedenen Methoden verbessern konne, und die mathe- 
matisch correcte Pormulirung des Problems angegeben. So pracis und 
durchsichtig nun auch dicse Arbeit ist, so geht doch aus den spkiter~n 
Publicationen anderer Autoren hervor, dass ihnen das Fehlerhafte ihrer 
Methoden noch nicht zum Hewusstsrin gekoinmen ist. Ich wcrde daher 
in  diesem Artikel zwar nicht die Landau'sclien Ausführungen über das 
algebraische Problem, das - nebenbei bemerkt - rein theoretisch be- 
trachtet, auf ausserst schwierige Fragen fülirt, reproduciren, sondern 
niich bemühen, an einigen besonders typischen Beispielen For allem 
die Wldersprüühe mit sich aelbst, in die die meisten Autoren verfallen, 
sowie sonstige Irr thümer nachzuweisen. Diese Widersprüche werden 
gcw6hnlich dadurch verursaçht, dass fast alle Autorcn das doch ver- 
ponte Quantitatsprincip zunachst zugrunde legen, also auf einem dock 
ihrer eigenen Ansicht nach schwankcndcn Fundament ihr G r b h l e  er- 
richten". Der Behler ist also, um beim Beispiel (1) zu bleiben, folgen- 
der: Eine gegen B gewonnene Partie wird doppelt so hoch bewertet 
als eine gegen C gewonnene, wiihrend doch das Ergebnis der obigen 
Rechiiung gerade ist ,  daB C über B komint, sogar um 5041, besser 
abschrieidet. Ich brauclie wohl für  einen matheniatisch denkenden Leser 
diesem einen Beispiel nichts hinzuzufügen, damit er diese Methode aber 
Bord wirft. 

Wie  ist also zu verfahren? Wenn die obige Qualitàtsbewerturig 
die Grundlage der Preisverteilung sein soll, handelt es sich darum - 
und soweit reicht mein Ansatz vom Jahre  1895 - die unbekailnten 

1) Zur relatiaen We~tbcrnessung der Tzcnzierrestdtate [Deutsches Wocherschach, 
Bd. XI, S. 366-3691, 

2 j  BLI. 1 (S. 1080-1093), S. 1081. 
3) S. 182.  
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n Qualititen z,, . .  ., zm der Spieler so zii bestimmen, daB die n Turnier- 

den Zahlen x,, . .  ., xn proportional sirid. 

Es sind also n Zahlen xi, ..., xn, die alie 2 O, aber nicht alle 
= O  sind'), und eine Zahl r so zu bestimmen, daB 

al,x, + . - . + alnx, = rxl, 

'41 $1 f a 2 3 x 3 +  - . .  + U ~ ~ X ,  = rz2, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Q7,iXi S . . . + arr ,n- i 'n- i  - YZ, 

ist. Eo ipso muB dann r 2 O sein. Es handelt sich also um das 
Gleichungssy stem 

alzoe), wenn in bekannter Weise e X l  = 1 für x - 1, sonst = O ist, 
n 

Das Problem - dessen LGsurig sioh heute aus neueren Sütxen der 
Herren P e r r o n  und F r o b e n i u s  ergibt - lautet: Zii entscheiden, ob 
stetseineLosungz .,..., x , , r m i t x , > O ( x = l ,  ..., m ) , x , + - . . + x , > O  
existiert. Weiter wird es sich d a m  fragen, mas man niachen sou, wenn 
eu, abgeseheii von einem willkürlichen konstanten Faktor, mehrere solühe - 

Losungen gibt. Da es sich bei festem r um m homogene lineare Glei- 
chungen mit n Unbekannten handelt, fragt es sich also zuniich~t,  ob 
die Gleichung 

(4) I T e x 2  - a x l  I = 0 

1) Wenn x, = . . .  = x, = O i s t ,  g ib t  08 keine Moglichkeit, die s Mark 
unter die Spieler sinngemSB EU verteilen. 

2) Schon oben war ax,, = O definiert. 

13* 
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eine riolche Wurzel  r besjtzt, daB die Gleichungen [3) in x,, . . ., sn 

eine L6sung in Werten 2 - 0 ,  die nicht alle verschwinden, hesitxen. 
E s  war oben - dem Schach mit je einer Partie zwischen je zwei 

Spielern entsprechend - 
%l. + a;.x = 1; a,,= 1, $, O für  1 < x  < A ~ v  - 

festgesetzt. Natürlich kann man auch allgemeiner annehmen, daB jeder 
Spieler mit jedem anderen tu (statt 1) Partieen spielt und demgemil 
(da es auf einen konstanten positiven Faktor nieht ankommt, also die 
Qesamtleistung beider Spieler bci dem betreffenden Spiel jedesmal = 1 
gesetzt werden kann) 

ax ,  4- aLx = 1 ,  a x ,  rational, O < -- a,, 5 1 für 1 < - x < A In 
annehmen. Aber axl darf für das Folgendc auch irration;tll) sein. 

§ 1. 
Herr P e r r o n 4 )  hat  den Setz bewiesen: 
Ist jedes ax ,  > O ( x  = 1,. . ., n ; 2 = 1,. . ., ,>, so 7mt die charakteristische 

Gleicliung 

(4) I reyl - aï;, 1 = 0 

eine Wurzel r ,  welc7~e > 0, einfuch z~nd ubsol~d grG/3er alsjede andere TVzirzel 
ist. E'ür dieselbe sind die ( n  - 1) -reihigen Lrnterdeterminnnten der Nat~iz 

r E  - Jf = (vexA - ax l )  

alle positiv, also die n li~earen. Gleichungen 

in positiven x,, . . ., x, iosbar; und -.mur ist dies ubgeseheiz von einem 
konstanten Falctor iibcrhaupt die ci~zzl:ge su r gehoriye Losmg con (2). 

Herr F r o b e n i u s 3 )  fügte hinzu: Nur der Maxilnalwurzel r e ~ t -  
spricht eine T&mng in x, 2 0, . . ., x, 2 0, X, + . - . + x, > 0. 

Das bisher in Erinnerung Gebrachte ist auf meiri vorliegendes 
Problem noch nicht anwendbar, weil ich nur ax,  2 0  habe. Für  lhtrieen 
mit Elernenien 2 O hat  nun Herr  F r o b e n i u s  dem, was aus Stetigkeits- 

1) Dies eutspricht z. B. dem Spiel, da5 beide eine als ideale Liuie geda d e  
Marzipa.nstange von beiden Seiten bis ziim Ziisammentreffen dnrchzuesscn habin. 

2) Grundlngen fur eine Theorie des Jacobisc?wn Kettenbruchalgoritl~~tlus [Natt e- 

matische Annalen, Bd. LYIIII (1907), S. 1-7131, S. 47, und ZUT Theorie der JIati.rfr 
[ebenda, S. 248-2633, S. 261. 

3) uow Zutr izen aus positiven E'lemenlela, LI [Sitzungsberichte der K6ri:l; 11 

Preussischen Akademie der Wissenschsften, Berlin, Jahrgang 1909,  S. 614-il',, 

S. 514. 
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gründeri im Perronschen Satz enthalten ist, vie1 hinzugefügt und 
spezieU folgenden Satz bewiesenl): 

Es sei ux, 2 O ( x  = 1, .. ., II; 2 = 1, .. ., n). Die Mutrix 31 = (ax,) sei un- 
zerlegbar; d .  h. es gebe lîein System von p Zeilen und q = n - p  Spalten, 
deren lndizes die der p Zeilen eu 1, 2, . . . , n ergawen ( p  > 0, q > O), 
so dup die pq gemeinsawzen Blernenk ?;ersclzwinden. Dann hat die 
ei~araliterisiische GZeiclzung ( 4 )  ei,ne V7urse2 r ,  weiche 2 O ,  einfach und 
ahsolut 2 - jeder antlern Wursel ist. E'iir jmcs r siG! d i e  ( n  - 1)-reihiyen 
Oiiterdeterminanten der Matris 

r E  - JI = (rexl - axA)  

positiv, also die n linearm GZeichu9zgen 

in  positiven x,, . . ., z, 16sbar, was abpsellen von einem korzsfanlen Eirlitor 
die einzige zu jenem r gelzorige Losung von (3) darstellt. Ferner gibt es 
su keilzem andercr, Wwte von r eine .l,osung won (3) mit x, 2 0 ,  . . ., 
X , , > O ,  XI + . a . +  % , > O .  

Ilie P'ro hen i u  ssche Aniiahme der Unzerlegbarkcit von 31 ist bci 
meinem Spielproblem dann und nur dann erfiillt, wenn es nicht m6g- 
lich ist, die Spieler in zwei Klassen einzuteilen, so daB jeder Spieler 
der ersten Klasse gegeu jeden Spieler der zweiten K h s e  das Ergebnis 
1 : 0 hat (d. h. im speziellen Fall des gewohnlichen Schachturniers 
seine Partie gewonnen hat). In diesern Falle führt also der Arisatz 
fürs Spielproblem zu einem eindeutigen Resultat. 

Nun sei die Spielmatrix niçht unzerleghar. Dann ist es, mogliçh, 
die Spieler in zwei Klassen zu zerlegen, so daB jeder der ersten Klasse 
- - 

1)  7iber Matrizen aus nicht ~ zega t i~en  Elementen [Sitzungsberichte der Eoniglich 
Preussiachen Akademie der Wissenschaften, Berlin, Jshrgang 1912, S. 456-1771, insb. 
S. 484-465. Auch IIerr P o  t r o n  hatte unabhangig die alteren Pe r r o n - F r  O b e n i u s -  
schen Unte~suchun~en in  einigen Richtungen fortgesctzt und Anwendungen gemacht 
(die sich nicht mit den meinigen decken): &uelquespi.opriétés des substitutions linéaires 
à coefficients 2 O et 7eur application a u x  problimes de la production et des salaires 
[Comptes renzus tiebdorriadaires des séances de I ' A c a d h i e  des Sciences, Paris, 
Ild. CL111 (1 n l l ; ,  S. 11 29-11 321; AppZication a u x  problèmes de la ,,production 
suffifj,u~de" e t  du ,,sulaire vital" de quelques prop~ii tés des substitutions linéaires 
a coefficients 2 O [ebenda, S. 1458-14591; &uelques propriétés des substitutions liné- 
aires a coefficients > O ç t  leur application a u x  prob7ènaes de la production et des 
salaires LAnrialea ~cientifiques de l'École Normale supérieure, Ser. III, Bd. XXX 
(1913), S. 53-76]. 
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gegeri jedon der zweiten Klasse 1 : 0 erzielt hat, wiihrend es nicht mtig. 
lich ist, die erste Klasse noçhmals in diesem S i m e  zu zerspalten. 

Der F r o  b e n i u  ssche Satz über unzerlegbare Matrizen zeigt, daB min- 
destens eine L6su11g mit x, > 0 ,  x, & 0 ,  . . ., x, > 0, x, + . . . + z, > O 
moglich ist; man nehme nur aile Preise der Spieler, die nicht zur 
ersten Klasse gehoren, = O an und tiehandle die der ersten Klasse 
entsprechende Matrix, die ja unzerlegbar ist, nach dem Früheren. 

Jcne Losung kann die einzige sein, wie das erstc der beiden fol- 
genden Beispiele lehrt; sie braucht es aber nicht zu seic, wie dau 
aweite lehrt. Ich nehme beide Bcispicle im Schachturnier~~ezialfall 
aX2 = 1, $, O. 

E r ~ t e s  B e i s p i e l :  

IIier zerfallen offenbar die 6 Spieler in  je drei ,,oberelC (A,  13, C) und 
,,untereu (D, E, FE') Spieler. Es ist das Gleichungssystem aufzul6sen: 

34 $ 3 4  + x, 4- z, = rz,, 

5 $ X* + X5 $6 = Y %  , 
x~ $ x4 f x5 + $6 r x 3 ~  

3% = rx4, 
X6 = rx5> 

= 9-5,. x4 

Die charakteristische Gleichung ist 

1 r -1 0 - 1 - 1  - 1 1  
i O r -1 - 1 - 1  - 1 1  
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jedenfalls mu8 also r = 1 sein. Daher ist nach den drei letzten der 
gegebenen Gleichungen 

x 4 = x j  = X E ,  

also nach den drei ersten 
xa + 3 x ,  = X I )  

xs + 3x, = x, ,  
x1 f 32, = x3, 

woraus durch Addition 
92, = O ,  

xs = O,  
XI = x2 - x3 

folgt. Von der ausgesetzten Geldsumme s erhalten also die Spieler 
respektive 

Z w e i t e s  Be i sp ie l :  

Hier zerfallcn gleichfails die 6 Spieler in 3  f 3 .  Das Gleichungs- 
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9 . 1  Der erste Faktor r3 - - hat ale einxige positive Wui-ze1 

r, = 0,884 . . .; der zweite Faktor rS - 1 hat als einzige positive Wurzel 
T2 = 1. 

Es kornmen also nur die beiden Werte r  = r, und r = r, in 
Betraclit. 

1) r  = r, = 0,884 . . . gibt auf Grnnd der drei letzten Glei~hun~en 

dadurch werden die drei ersten Gleichungen 

- r l x l +  f x a +  x 3 = 0 ,  

i x l - r l x g +  S x 3 = 0 ,  

$xz  - r,.x, = 0, 
woraus 

2) r = Y ,  = 1 gibt auf Grund der drei letzten Gleici-iungen 

alsdann lauten die drei ersten Gleichungen 

- " C 1 + + ~ z +  z 3 = - 3 x 6 ,  

$xi - xz +*x ,  = - 3 x , ,  

; r e -  x 3 = - 3 2 ,  
und ergeben 

x I = 3 6 x 6 ,  x 2 = = 3 , ,  iç3=18x6. 

Das Ergebnis des Ansatzes r = r, lautet also 

X~ = Y ; S  = 0,413 . . . s; x2 = :!s - 0,344 . . . s; ~ ç ,  = $:s = 0,206 . . . S i  

x4 = ,',s - 0,011 . . . s; x, = &s = 0,011 . . . s; iç, = &s  = 0,011 . 
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Um zu jeder Spielmatrix eine eindeutige Preisverteilung herzu- 
steUen, niuB also irgend eine Festsetzung hirizukominen. 

Man konnte 7. B. daran denken, die oben angegebene Losung als 
die kanonische zu walilen, bei der die Spieler der Unterklasse nichts 
erhalten, und diese Entscheidung damit rechtfertigen, da8 eben die Ge- 
samtheit der Spieler der Unterklasse (als Gesarntheit gedachtl)) gar 
nicht schlechter abschneiden konnte, als indem jeder aus ihr gegen 
jeden Spieler der Oberklasse 0 : 1 erzielte (ganz gleich wie die Partieen 
jener Gesarntheit untereinander ausf:illen). 

Dies ist allerdings eine Begründung, über die sich streiten laBt. 

Kiemand aber ciürfte folgendes Prinzip bestreiteri: 

Falls bei festem s mit einem bestimmten Turnierergebnis ein fester 
S'leler die A S U I W E ~  a. erhalt und ein zztieites ïù~-nierergebnis ia Betracht 
gezogen wird, bei dem ceteris paribus" eeines seiner Einxelergebnisse 
8, : 1 - 8, sich BU a2 : 1 - a2 .o.erhesscrt ( O  < - 8, < 8, < l), sa dur! er 
bei deln neuert Ergebnis nicht weniqer ais cr erhalten. 

Herr P e r r o n ,  dem ich diese Fragen vorlegte, teilte mir ein Bei- 
syiel einer zerlegbaren Matrix mi t  zwei moglichen Verteilungen mit, 
in der auf Grund dieses Prinzips überraschenderweise beide Verteilungen 
zu verwerferi sirid. 

Danach ware noch moglich gewesen, daB bei Beschriinkung auf 
unzerlegbare Matrizen das Axionl erfüllt bleibt. Durüh Weiterführung 
des Perronschen Grundgedankens finde ich jedoch, daB es auch hier 
~e r l e t z t  ist. 

Beispie l :  Ich betrachte die beiden Schemata 

wo 1 > E > O ist, und hehaupte, daB bei passender Wahl von E der 
Spieler B bei (II) weniger erh i l t  als bei (1). 

1) Man denke sich diese Spieler als Mitglieder ein und desselben Schach- 
klubs, der geg-en die Mitglieder eines andern Klubs ein Turnier veranstaltet. 

n(n - 1 )  
2) D. h. alle andern - - 1 Einzelergebniase seien dieselben. 

2 
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l n  der That strebt bei Abnahme des E zu O die positive Wurzel 
der Gleichung 

- r  1 1 - & ~  
O - 7  $ - - - r " ( f  + ~ ( l - E ) ) ~ + ; = O  
& -7 

gegen $, die positive Wurzel der Gleichung 

gegen O. Wenn E hinreichend klcin ist, licgt also der Preis des B bei 
(1) beliebig nahe an dem aus 

hestimmten 3, cl. i. i n  s, der Preis des B bei (II) beliebig nahe an 
6 

dem aus 
xz + 2 3  = 0,  

x3 = O )  
O - O, 

'Xi + x 2  + x3 = S  

bestimmten a,, d. i. an O. E s  gibt also, wie behauptet, ein E ,  so daB 
B Lei (II) weniger erhalt als bei (1). 

Ilas Qualitiitsprinzip der im Vorstehenden benutzten G e l b f u h s -  
Neus tad t l -Brandisschen  Methode ist also auch, wenn man den einzig 
a priori moglichen Ansatz mit unhekannten x,, . . ., z, niacht, zu ver- 
werfen. Denn sonst wird, wie in § 3 bewiesen ist, der alte Scherz zur 
Wahrheit, daB bei der gewahlten Art der Preisberechnuiig der Spieler 
bei einer einzuhen Partie eventuell besser tut, auf Verlust a18 auf Ge- 
winn zu spielen. 

G o t t i n g e n ,  den 27. Mai 1913. 
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Hydrostatische Gleichnngsmaschinen. 

Von KARL FUCHS in PreBbiirg. 

Ein System von n Gleichungen mit. n Unbekannten wollen wir so 
bezeichnen : 

a,x+ b , y + . . . = l ,  

Aus Zylindergefiiflen, deren Querschnitte durch die Koeffizienten der 
Gleichurigen (1) ausgedrückt werden, urid die den Koeffizienten gleich 
in n Reihen und n Kolumnen angeordnet sind, kann man eine groBe 
Auzahl von Maschinen bauen, mit denen sich die Werte der Unbekannten 
sy.. . auf Grund hydrostatischer Rirkungen bestimmen lassen: zuweilen 
unmittelbar, zumeilen durch sehr rasche Niiherung. Viele diescr Maschinen 
besitzen den Vorzug, daB sie keilze lleibung haben. 

Die Maschinen, die ein System von der Form (1) auflGsen, losen 
bei anderer Behandlnng auch cin ilz~~erses Gleichungssystem von der 
Porni 

a,x+a,y + - 1 ,  

auf, wo die Koeffizienten und Absoluten dieselben Werte haben, wie 
in (1). 

Es soilen hiermit nur ilaschinen ohne Reihng beschrieben merden. 

1. Die folgende Maschme arbeitet mit Schwinzmern. 

Wir setzen vorlaufig voraus, daB aile Koeffizienten positiv sind. 

Jedem Koeffizientenzylinder ab . .  . entspricht ein StandgefàB A B.. . , 
das Wasser enthiilt. Die Zylinder a, b,  . . der ersten Reihe sind mittels 
einer Leiste LI zu einein Schwimmer SI verbuderi, und mittelst der 
Ahsenker MlM, und des Laufgewichtes N l  kann man stets den Schwer- 
punkt so verlegen, daB die Leiste L, horizontal liegt. Analog sind alle 
Reihen beschaffen. Die Wasser der StandgefaBe komrnunizieren kolumnen- 
mise,  und in der Nullstellung des Apparates zeigen die Wasserspiegel 
der einzelnen Kolumnen die H6hen Hl H, . . . 

Nun belasten wir die Lcisten L, L,. . . mit 1,asten rz,qt,. . . D a m  
sinken die Schwimmer SIS, . . . um Strecken hlh, . . . ein, die Wasaer- 
spiegel in den GefaBkolumnen stcigen um Strecken z y  . . ., und jeder 
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Fig. 1.  
)LI ' N, 

....... - ....... - 

xi pos. pas. ILeg. 

Koeffizientenzylinder erleidet cinen erhohten Auftrieb. Am ersten Schnim- 
mer muB der Zuwachs der Auftriebe die Summe n, ergeben. Wenn 
die Volumeinheit Wasser das Gewicht 1 hat, muB also gelten: 

(3) a, (a + hl) + 4 (y + hl) + . - . = El- 

Die Summe a, f Ei,  + - .  . der Zylinderqucrschnitte wollen wir mi t  k ,  
bezeichnen. ES gilt dann für die einzelnen Schwimmer: 

a , x + h l y + . - - = n l h , k l  

a,x $ b,y + = nn - h, k, 
. . . . . . . . . .  

n die Standglaser nur wenig weiter sind als die Koeffizientenzr- 
r, dann werden h,li,. .. so klein, daB angeniihert gilt: 

a,z $ b,y + = n, 

u ,x  + Ir,y + . . .  = n2 
. . . . . . . .  

Erhohungen der Wasüerspiegel an den eineehen Kolumnen gebrn 
also unmittelbar die Werte der Unbekannten xy .. ., wenn wir nehinen 

(6) n,=Z, n,=Z, . .  - 9  

oder genauer, wenn wir n,n,. .. so variieren, daB sich ergibt: 

. . .  ( 7 )  n,-h,7~,=1, n,-Il,l:,= 1, 

Die Werte n,n,. . ., die sich ails (7) ergeben, weichen bei engeri Stand- 
gefiiBen nur menig von den WTerten (6) ab. 

U7enn ein Koeffizient, wie e twa  c, in Fig. 1, negativ ist, daun 
geben wir ihm kein StandgefaB, lassen den Koeffizienteri7vlinrlPr a h  
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Tasser enthalten, das mit dem Wasser der Standgliiser seiner Kolumne 
komruuuiziert. 

Wenn wir die Standgliser der einzelnen Reihen nicht neben-, 
sondern untereinander anordnen, d a m  fali t  die Schwerpunktregelung 
durch Absenker und Laufgewicht a e g .  

2. Dcr bcschriebene Apparat kann i n  der folgcndcn Weisc bcniitzt 
werden, die wir die Inversion der ersten Anmendung nennen woiien. 

Die Fig. 2 steilt die erste IColzwtne (nicht Keihe) des Apparates 
dar. W e m  der Apparat in die Kullstellung gebracht ist,  heben wir 
diese Kolurnne von 
Standglisern urn eine 
Strecke hl. Das ist das- 
selbe, als hiitten wir 
in die Standglaser der 
Kolunine ein Wasser- 
voluuieri 21, - li; hl an- 

..... gefüilt Hier bedeutet 
F', den Gesairitquer- H ~ . . . . . .  .. 

schnitt der Standge- 
faBe dieser Kolunine. 
Analog verhalten sich 
die andereu Kolum- hi 

nen. DerWasserspiegel 
steigt dann in den eiri- 

fi 
4 

pus. 
zelnen Kolumnen ab- 

Fig. 2. 

L, 

a, 

neg. 

solut uin Strecken u1u,. ..: die Schwimmer S, S, . . .  aber heben sich absolut 
um Wege zy  . . .  Über dm absolute Niveau Hz ist d a m  das Wasservolumen 
fi th l  getreten, wobei f, die [mie Oberfliche des Kolumnenwassers ist. 
Cm diesen Betrag f,u, muB das Wasservolumen unter der Ebene Hl 
abgenornmen haben. Abgenommen hat  dieses Volumen unter Hl durch 
die Hebung der GefiiBboden urn hl, zugenonimen ha t  es durch die 

.. I-Iebung der Koeffizienlenzylinder urn xy .; es mu13 also gelten: 

. . .  (81 fi% - P1h1- (al2 + %Y + ), 
oder allgemein gilt: 

a , z+a ,y  + . . . = F l k , - L u ,  

(9) h,x + b,y f a - . = = F z h e - f 2 u 2  . . . . . . . . . . .  
. . .  Das sind aber die inversen Gleichuiigen (2) ,  wenn mir h,h, so vari- 

ieren, daB gilt: 

. . .  ( Io) F,h,-flu,=i,  F,h2- f ,u ,= l ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



206 Hydrostatische Gleichungsmaschinen. 

Diese genaueren Werte h,h, . . . sind wenig verschieden von dcn ange- 
naherten Werten: 

(11) 
4 1' h - -  hl - -- FI 2 - F, 

In Big. 2 ist der Koeffizient a, als negativ angesehen. Der eiit- 

sprechende Zylinder a, hat  darum riicht ein StandgefaB, sonderri einen 
Kern A, bekommen, und dieser wird um hl gesenkt. 

3. Der folgcnde Schwimmerapparat ist  nu r  eine verbesserte Form 
des vorher beschriebenen: die Koeffizientenzylinder sind oben offene 

Fig. 3. 

.... 
---- 

BI 
pos. 

Cl 
neg. 

hohle Tauchzylinder, die ebenfalls Wasser enthalten, und deren Winde 
wir zunachst als dickenlos annehmen. Das neue Element des Apparates, 
die inneren Wasser, lassen wir aLle mit einem unendlichen Wasserspiegel 
kommunizieren, so da0 sirritliche innere Spiegel konstant dieselbe ali- 
solute Hohe Ho zeigcn. W e m  ein Koeffizient, wie cl, negativ ist, danu 
müsseri i n  seinem Zylinderpaare inrieres u ~ i d  ZuBeres Wasser vertausclit 
kommunizieren. 

Den Vorteil der inneren mTasser liBt schon der Zylindersatï; des 
Koeffizienten al erkennen. Wenn infolge der Belastung n, der Zylinder 
CI, sich um hl gesenkt hat  und das ZuBere Wasser um x gestiegen id, 
d a m  ist a o h l  der Auftrieb um n,(x + hl )  gewachsen. Gleichzeitig aber 
hat auch die Ilelastwzg des Zylinders durch inneres Wasser um a,iz, 
zugenommen, so daB die reine Zunahme des Auftriebes nur mehr a,$ 
ist. Die Gleichung (3) lautet jetzt also einfacher: 
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Die Ni~eauiinderun~en sy . . . geben uns also unmittelbar die reinen Werte 
der Unbekannten, wenn wir die Gewiclite n der Absoluten 1 gleich machen: 

(13) n,=i, n . . . 
Die Gleichungen (12) gelten auch für ncgative Koeffizienten, wenn im 
Zylindersatz der negativen Koeffizienten die Wasser vertauscht kommu- 
nizieren. 

4. Denselben Apparat k m n  man auch invers verwenden. Zunachst 
rielimen wir nur positive Koeffizienten an. 

Fig. 4. 

11, L? 

Die aui3eren Wasser siimtZkh,er Zylindcrpaare lassen wir unterein- 
ander kommunizieren, so daB i n  der Nullstellung alle auBeren Wasser 
dasselbe Niveau Ho zeigen; die inneren Wasser aber lassen wir 7;o- 
lum~z~nweise kommunizieren, so daB aie iii den einzelnen Kolumnen die 
Stade JA Hz.  . . zeigen. 

In der ersten Kolumne zeigen inneres und aiiBeres Wasser einen 
Kiveauunterschied Dl = Ho - Hl. Die vereinte Wirkung von innercrn 
und auBerem Wasser gibt also am ~ o e f l i z i e n t e n ~ ~ l i r i d e r  a, den re-- 
sultierenden Auftrich a, Dl. Das Entsprechende gilt für alle Zylinder. 

Nun entnehmen wir dem Becken, das durch die aui3ereri Wasser 
dargestellt wird, cin Wasservolumen v,  = Z,, und fiihren es dem Becken 
zu, das durch die inneren Wasser der ersten Kolumne dargestellt wird. 
Eutspechend verfahren wir mit den andcren Kolumnen. Die Wirkung 
~ l l . d  sein, daB gnr Xein Xiveau sich a~zrieert. Nur werden die Sehwinlmer 
S,S,. . . siçh um Strecken xy . . . scnkcn. Jeder Koeffizientenylinder 
nimmt genau so rie1 Vï7asser in sein Inneres auf, wie er  durch sein 
Einsinken an auBerem Wasser verdriingt. Die Differenzen Dl D, . . . bleiben 
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ungehder t ,  die resultiercnden Auftriebe bleiben imgeandert, und es wird 
gelten: 

(14) 

TVir koririen also die Mrerte der Unbekarmten als Wege der Leisten 
L,L, . . . unmittelbar und rein ablesen. 

Wenn ein Koeffizient negativ ist, dann 1iBt man inneres und au0erea 
Wasser des betreffenden Zylinderpaares vertauscht kommunizieren. 

i las ist wohl die eleganteste Gleichungsrnascliine. 

5.  Der folgende Apparat arbeitet mit Wasser und Luftdruek. Die 
Koeffizient,enzylindcr sind oben gevchlossene Glocken, die in das Wasser Cer 

L, Fig. 5.  L I  
Standglaser tauchen 
und die wir zuriicfist 

hl dickenlos denken. Die 
Gloüken sind re i lm  
weise durch Leisten 
LI L, . . . gekiippelt, und 
reihenweise kommuni- 
zieren auch die auBe- 

reri Wasser der Sti~nil- 
gliiser; die Luftriunie 
der Glocken aber kon- 
munizieren koluinnen- 

-4 81 CI weise. In der h'ull- 

stcllung ist in alleil Glockcn nur a tmosphir i~cher  Druck, so daB iu 
allen Zylinderpaaren das innere Wasser und da5 iiuBere Wasser den 
gleichen Stand Ho zeigen. 

Nun se)zken wir die erste Glockenreihe um eine Strecke I L , .  EJ 
entstehen tiadnrch in den Glockenlrolumnen die Liiftdriicke xy . . .; dio 
inneren Waeserspiegel der ersten Reihe senken sich uin Strecken k, 7 , .  . ., 
miihrend das iiuBere Wasser dieser ILeihe um zc, steigt. 

W i r  gewinnen zuerst die Druckgleichungen: 

Sodann gewinnen wir eine Volumgleichung, die besagt, daB das n ' m e r -  
voliimen f l u ,  iiher deni Niveau Ho gleich id  der Summe dcr W a w r  
si iden,  die durch den Luftdruck aus den Glocken gedrangt morden 
sind: 
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Wir setxen für &7jl die Werte  aus (15) ein, und berücksichtigen, 
daB fur den Qesamtqnerschnitt Fl der Standglaser und die freie Ober- 
flache f, der LuBeren Wasser gilt: 

(1 8) FI- f i= . ,+  b l +  

Wir finden dann für die einoelnen Reihen die Gleichungen: 

ai"+ b , y  + = F l u ,  

(18) a,z+ b , y +  . . -  = F,U, 
. . . . . . . . . 

Um die Werte der Unbekannten xy. .  . zu bestimmeri, müssen wir also 
die Glockenreihen so um Retriige hl h, . . . senken, daB die auBeren Wasser- 
h6hen die Werte erhaltcn: 

Die Luftdrucke xy . . . werden an Manometeni abgelesen. 

Dcr Apparat in der beschriebenen Form vertragt nur positive Koeffi- 
zienten. Die Einstellunç des Apparates ist um so bequemer, je kleiner 
die freie Oberfkche f ist, je enger also die Standgliiser sind. 

Die Inversion des Apparates übergehen wir. 

6. Im folgenden Apparat ist jeder Koeffizient durch einen freien 
Form eines Zplinders mit  dicken  ande en 

- 

Schwimmer vertreten, der die 
hat und in 'seiner Hohliing 
Wasser enthalt. Die inneren 
Wasser (in den Schwiminern) 
kommunizieren kolumnen- 
weise, die auBeren Wasser (in 
den Standglasern) kommuni- 
zieren reihenweise. I n  der 
Nullstelluug haben alle auBe- 
ren Wasser dieselbe absolute 
Spiegelhohe Ho, svahrend die 
inneren Wasser kolumnen- 
weise die absoluten Stiinde 
VI H, . . . zeigen. 

Nun heben wir die erste 
Reihe von Standglisern um 
die Strecke hl. Das ist das- 
aelbe, als hit ten air i n  die Standglaser der ersten Reihe das Wasser- 
volnmen v, = F l h l  eugefüllt. Durch das LIeben der GefaBe werden 
auch die Schwimmer um Strecken E 1 ~ l  - .  . gehobcn, und die inneren 
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Spiegel heben sich kolumnenweise um Strecken xy . .  . über den alteii 
Stand. Der auBerc Gesamtspiegel fl der ersten Reihe wird sich um 
irgendeirien Betrag u, heben. 

W i r  fassen den Schwimrner a, ins Auge, der den %deren Quer- 
schnitt a! und einen inneren Querschnitt a' hat. Der Schwimmer gibt uns 
auf folgende Weise eine Druclcgleichung. Die TITasserlast, die der S c h ~ i m -  
mer in seinem Inneren tragt, hat einen Zuwachs af(z - E l )  erhalteii; 
der Auftrieb aber, den der Schwiuimer erleidet, bat einen Lumaclis 
u(zc - E,) bekommcii. Die beiden Zuwacbse miisscn glcich sein: 

oder: 

(21) a 'x  - au, = - tl(a - a').  

Yür den zweiten Schwinimer 6, der Reihe gilt analog: 

11SW. 

W i r  finden noch eine Yolzcrngleichung für  das aui3ere masser der 
Reihe: das Wasservolumen flul, das iibm das Xiveau Ho getret~n ist, 
muB gleich sein der Volumabnahme des Wassers utzter 15,. Dieses 
Voluiiien ist durch das Steigen der GefiBboden verkleinert, durch dns 

S t e i p n  der Schwimmer vergr5Bert werden. E s  mu4 also gelten: 

(*3) fizii = Flhl - uE1 - j3ril - . . . 
Die Werte vuri E,?;,  . . . nehmen mir aus (21), (22): 

Wi r  setzen nun vereinfachend 
a a '  

- - -  

~ - a  = a l ,  @ : = b , ,  P - P '  . . .  

Ferner berücksichtigen wir, da8  gilt: 
cYz - DL a' 

- , + C L ,  . . .  
a - u  f f - C Y  

Phtilich gilt auch: 

(27) I ; ; - f , = a + P + - m e  

Auf Grund clieser Gleichungen wizd aus (24) für die einzelnen Reihen: 

F,(u, - h,) = a ,x  + b,y + - u,k, 
kW E',(u, - li,) = u , x  -t 6,y  + - - . - kZkB, 

. . . . . . . . . . . . . .  
wo, wie schon früher, gilt: 

P I  k ,=a , - j -b , . . . ,  k , = a , +  O,+..., 
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Die Gleicliungcn (28) werden leicht auf die Porm gebracht: 

U,X + b,y+ a . . =  »z,(u, - ~ , h , )  

(301 a ,x  + 6,y + . - .  = m,(u, - p,~),) 
. . . . . . . . . . . .  

Hier sind p,p,. . . echte Brüche. Wenn wir die Bebungen h,h, . . . sr, 

wiil~len, daB die rechten Seiten gleich den Absoluten c,c2 . . . werden, 
dann geben uns die Niveauiinderungen x y .  . . der innoren Spiegel die 
Werte der Unbekannten an. 

In der beschriebenen Form vertragt der Apparat nu r  positive 
Koeffizientcn. 

Auch dieser Apparat arbeitet bequemer, wenn f , f ,  . . . klein wird, 
und wenn feste Zylinder in die inneren Wasser tauchen, so daB kleine 
Scliwa~ikun~en t9 . . . schon groBe Schwankungen x y  . . . verursachen. 

7. Der folgendc Apparat  arbeitct mit  Ifisser und 61. 
Jedem Koeffizienten entspricht ein Standzylincler, dessen innerer 

Querschnitt durch den entsprechenden Koeffizienten ausgedriickt wiril. 
In der Nullsteilung sind simtliche Zylinder bis zu einer IIiihe IT, mit  
Wasser, darüber hiiiaus bis zu einer Hohe IT2 mi t  ijl gefiiilt. Die 
Wassersiulen konirriunizieren reihenwe~se, die Olsiiulen kolurnnenweise. 

Nun heben wir die erste GefaBreihe um einen W e g  h,. Das i s t  

dasselbe, als hiitten wir  in dieser Reihe das T4Tasservolnmen u, = &hl 
zugefiiit, wobei FI = a, + b, + . - . iut. In den Zylindern dieser fL~ ihe  
werden sich dann die Wasaerspiegel urn Strecken &rll . . . über das ab- 
solutc Niveau Hl heben, wiihrend die Olspicgel sieh um Streckeii xy . . . 
uber II, heben. 

Es sei II2 - II, = D, und die Voluuieinheit 01 soli das Gewicht 
0 = 1 - S haben. 

Druckgleichungen. Im GefgBe a, befindet sich iiber H, eine Was-  
serEiule von der Hühe 5, und eine Olsaule von der I16he 1) + x - El, 
und diese beiclen Siulen geben zusammen in 11, den einen Druck 2 1 , :  

(31) ul = El d- @(Il + x - El)  
O ( D  $ x) + bt,. 

Denselben Druck u, muB auch im GefiiBe h, die Flüssigkeitssiiule über 
II, geben: 

(32) zbl = O (D -1 - y) + Sq, 
usw. Diesen Druek u, k a n n '  man in einem Steigrohr 171, ablesen, das 
mit den Wassersiiulen der ersten l teihe kommuniziert; in diesein Steig- 
rohr steigt der MTasserspiegel in die Rohe u, über Hl. 

14' 
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W i r  finden die Unbe- 

- kannten xy . . ., wenn 
iO 

wir hlh,. . . so nehmen, 
daB die rechten Seiteu 

i1" Die 7olumgleichung. Die Summe der Wasservolumina, 

i 6 die in der ersteri Reihe über das Niveau Hl getreten sind, 
j muB gleich Flh, sein: 

: (33) 
t ' 

I : 
alEl + b,ril + - a .  = F , k , .  

* --. IlilIl TVir nehrnen die Werte 

I I der Gleichungen glcicli 
ill, . . . werden. 

' < 
, , [ [ I l l i ; : :  

b. - - - - - - - - - -  - - I 

s ragen lassen, dessen 
ai Querschnitt nur uni 

einiges kleiner ist als der betreffende Standzylinder, dann genügen scliou 
sehr kleine Hebungen A,h, . . ., und wir konnen angeniihert schreibeii: 

6' 

r 
' I a ,  - I 

; ; 
i :  d 
6 8  . s  

, 5 * b : h  
6 ', + :  I 

f i q i . .  . aus (31), (32): 

(34) @(a,x+ b , y t , . * )  
=F, (u, -OD-h,@ 

cj- 

Nun ist OD niçhts 
anderes als die Wasser- 
hohe uo,die inderNuIl- 

2 

I I 1 ,  
I I I 1  

' 1 : ;  
I I  

Wenn wir in je- 
den Standzylinder von 
oben her in das 01 

I 

steliung in siimtlichen 

\ : 
. '. I!llllii i 

1 einen unbeweglichen ' s - 4  
1 -e 

Q : zylindrischen Iiem 

, 
1 

0 * 
, 
1 

Steigrohren 111, . . . 
vorhanden id .  f ir 
setzen u, - t h ,  = 4, 
d. h. wir nehmen die 

: s Rohe u, als Nuilpunkt ;qI der Manometerstinde 
m A,À, . . ., und erhalten 
f i  dann die Gleichungen: 

; ,  (35) a , z + b , y S  
- 8  

: : = F l ( A ,  - h 1 8 ) : D  

l , ,  
1 ,  I ; 
1 I 

, 
l n ' ,  , _. 

i - I I ' ,  

/::: 

1 1 1 ,  

1 ' 1 ,  
1 ' 1 ,  

, i l ,  û 
( 1 , '  
1 '  1 .  
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Man findet dann die MTerte der Unbekannten als Niveauandermgen 
des OIS, wenn man wahlt: 

Eine eingehendere Untersuchung lehrt, daB die uwtere Grenze der 01- 
siiiilen die Werte xy . . . v e r v i e l f i d ~ t  zeigt, also ungleich genauere Ab- 
lesungen gestattet. 

8. In der Maschine (Fig. 3) haben wir angenommen, da8 die 
Xoeffizientenzglinder dickenlos sind. E s  SOU gezeigt werden, wie man 
der Wanddicke Rechnung tragen kann. 

Alle Koeffizienten sollen positiv sein. W i r  denken uns, die Zy- 
lirider a,bl . . . waren wohl  dickenlos; sie wiiren aber inneph mit  einer 
dicken Wand verkleidet. D a  die Querschnitte der inneren Wassersaulen 
dadurch um Betrage trp. . . vermindert werden, wird auch die Belastung 
des Schwinlrners 8, dureh inneres Wasser entsprechend vermindert. 
Ihesen Ausfall an Belastung d e c k ~ n  wir dndurrh, da8 wir an die ver- 
langerte Leiste Ll ein ergamendes GefaB Vl hiingen, dessen innerer 
Qiierschnitt rp, gleich der Summe der Wandquerschnitte czljjl . . . ist: 

(38) T l = %  + B I + . . .  

Dieseu GefaB Y, enthiilt Wasscr, das mit den inneren Wassern der 
Kneffizientenzplinder kommuniziert. W a s  also an Lastwasser infolge 
der Wanddicke in d m  Kocffizicnteneylindern f ~ h l t ,  findet oich als E r -  
ginzung in1 Hilfszplinder Vl vor. So ist  das Feblen der Wanddicke 
eliminiert. 

Bei einem negativen Koeffizientenzylinder wie cl nehmen wir um- 
gekehrt an, daB er wohl dickenlos ist, aber nubelz mit einer dicken 
Wand verkleidet ist. Diese VCTand verursacht, daB der Zylinder cl einen 
au groBen Auftrieb erleidet, der wieder durch das entsprecheiide Wasser 
in Pl kompensiert wird. W i r  sehen daraus, daB in G1. (38) die m'and- 
querschnitte ohne Kücksicht ouf das Vorzeichen des entsprechcnden 
Koeffizienten einzusetzen sind. 

So erhaltcn allo Schwimmer SIS, . . . ein ErgiinzungsgefiB VI 5 . .  ., 
das den Behler der nTanddicke eliminiert. 

Ganz analog deuten wir die Maschine Pig. 4. W i r  denken, die 
K~effizientenz~linder ulb ,  . . . des Schwinirners Sl (dessen Leiste LI die 
Fig. 4 im Querschnitt zeigt) waren wohl dickenlos; sie waren aber 
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2 14 Hytirostatische Gleichungsmaachinen. Von KARL Fcci~s .  

nuben mit einer dickcn M'and verkleidet, die zur F o l p  hat, claB der 

Schwiinmer einen zu groBen Auftrieb erleidet. Diese Auftriebsexzesse 
wcrden dadurch kompensiert, daB die Leiste LI ein ErganzungsgefiB VI 
bekonimt, desseri Wasser durch Komuiunikntion auf dem Niveau go 
erhalten wird. Das Analoge gilt für  die anderen Schwimmer. 

Ahnlich verfahren wir bei der Maschine Fig. 5. Die Glockeri 
denken wir uns dickenlos, aber aupen  mit  eiiier dicken Wand verklei- 
det. Wenn die Leiste L, mit den Glocken versenkt wiril, verdringen 
die mittauchenden dicken Wande auBeres Wasser und stauen es. Dieses 
gestaute Wasser nimmt ein ErgBnzungsgefaW I.T, auf, das an L, gehingt 
ist, so daB die IIohe u durch Stauung nicht gefalscht wird. 

9. Den Apparat E'ig. 7 kann man so erggnzcn, daW er aiich mit 
negativen Koeffizienten arbeitet. W i r  gehen von dem Gedanken aus, 
da0 man in den Gleichungen (1) das negative Vorzeichen eines Gliedea 
statt auf die Koeffizienten auf die Unbekannte beziehen kann. W i r  
sagen also, daB alle Koeffizienten positiv sind, da5 aber die U)îbelîanntm 
i n  manchen Gliedein positiv, in anderen negrttiv eu nehrnen sind. 

Zur ersten Kolumne von Koeffizientenzylindern gehort ein Zylinder- 
gefiB I;, das 01 enthalt. Das 01 tri@ eirien Sühwimmer SI, der sus  
zwei konzentrischen dickenlosen Zylindern bestelit, und die so ent- 
stehenden zwei Kammern K+ und K- haben gleiches Volunien. Wenn 
beide Kammern bis zur absoluten H6he mit 01 gcfüllt sind, muO 
das G c f a  Tl bis zur H6he H, 61 enthalten, und aiif dieser Hiilie wird 
es durch Kommunikation mit  einem unendlichen Spiegel konstaiit er- 
halten. Diese Anordnung hat  zur Folge, daB dm 01 in den beiden 
Iiamniern K+ urid K- nur  in gleichen und entgegengesetzten Hoheu $ x  
stehen kann. Man laBt nun K+ mit den Olsiiulen der positiven, 
mit den Olsiiulen der negativen Koeffizienterieylinder kornm&iziereo 
und gibt so jeder Zylinderkolumne einen Erganzungstopf T,1; . . .  
Durch diese Einrichtung wird der Apparat Fig. 7 befiihigt, auch mit 
negativen Koeffizienten zu arbeiten, und durch dieselbe Eiilrichtung 
mit Wasser knnn man auch den Apparat .Hg. 6 negativen Koeffizienten 
anpassen. Der Fehler der Wanddickc der Schwimmerwiinde ist leiclit 
zu eliminieren. 

Eine praktische Bemerkung sei gemacht. E i n  Koeffizieritenzylinder 
von irgendeinem Querschnitt a kann leicht in einen Zylinder Ton 

einern Querschnitt u - u verwandelt werden, indem man in ilin einen 
zylindrischen St,ab vom Querschnitt u steckt; und ein Zglinder von 
eincm Querschnitt a + a' kann ersetzt werden durch zwei  Zylinder von 
den Querschnitten a und a'. 
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Kovarianzeigenschaften der Feldgleichungen 
der auf die verallgemeinerte Relativitatstheorie gegründeten 

Gravitationstheorie. 

Von ALBERT EINSTEIN in Berlin und MARCEL GROSSMAXS i n  Zürich. 

I n  einer 1913 erschienenen Abhandliiugl) haben. wir eine verallge- 
meinerte Ilelativitatstlieorie auf den absoluten Differentialkalkül ge- 
gründet, die auch die Theorie der Gravitation umfaBt. In dieser Theorie 
treten Gleichungssysteme von zwei grundsiitzlich verschiedeneri Arten 
auf. Wir haben erstens Gleichungssysteme aufgestellt für den Ablauf 
niaterieller (z. B. mechaniacher, elektrischer) Vorgiinge in einem ;ils 
gegeben anzusehenden Gravitationsfeld; diese Gleichungssysteme, welche 
a19 Verüllgemeinerungen entsprechender Gleichungssysteme dcr nrspriing- 
lichen Relativitatstheorie aufgefaBt werden konnen, sind beliebigen Sub- 
stitutionen der R>anm-Zoit-Variabcln (,,Koordinaten") gegenüber kova- 
riant. Wir haben zweitens ein Gle i~hungss~s tem aufgestellt, welches 
al! Verallgemeinerung der P o i s s  onscheii Gleichung der N e w  t onschen 
Graritationstheorie aufiufassen ist, und welches das. Gravitationsfeld be- 
stimmt, sofern die die materiellen Vorgiinge bestimmenden Gr6Ben ge- 
geben sind. Zu diesem Gleichungssystem gibt es kein entsprecliendes 
in der ursprünglichen Relativitatstheorie. Im Gegensatz zu den oben 
erwiihnten Gleichungssystemen konnten wir für diese ,,Gravitations- 
gleichungen" die allgemeine Kovarianz nicht nachweisen. Zu ihrer d b -  
ieiturig war  nsmlich neben den Erhaltungssatzen nur die Kovarianz 
gegenüber beliebigen Zinearen Substitutionen vorausgesetzt worden, und 
es blieb die Frage offen, ob es noch ündere Substitutionen gebe, welche 
die Gleichungen in  sich überführen. 

Die Entschejdung dieser Frage ist aus zwei Grüriden von beson- 
derer Wichtigkeit für die Theorie. Ihre Beantwortung gibt erstens 
AufscliluB darüber, einer wie weitgehenden Entwicklurig der  Grundge- 
danke der Relativitiitstheorie f i h i g  k t ,  bat  also groBe Bedeutung f ü r  
die Lehre von Ilaum und Zeit. Zweitens ist das Urteil über den der 
Tlieorie vom physikalischen Standpunkte aus zuzuschreibenden Wer t  in 

1) Entwurf einer verallgemeiuerten Belativitëtstheorie und einer 'l'lieorie der 
Graritation, Leipzig 1!113, B. G. 'f'eubner. (Im folgenden abgekürzt zitiert ala 
,,EntworP'j. Diese Abhandlung ist abgedruckt i r i  diemer Zeitoclirift für Mathematik 

und Phy~ik, Bd. 62, S. 226-261. 
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Von ALBERT EINSTEIN und MARCEL GROEBKANN. 217 

velche die Impuls-Energiegleichungen des materiellen Vorganges dar- 
stellen. Samtliche Gleichungen der Theorie nehmen eine besonders 
übersichtliche Form an, w e m  man die GroBen 

I< t' 

einführt, die sich nur durch den Paktor 1/q von den Komponenten eiiies 
gemischten Sensorsl) unterscheiden, und deren Inbegriff wir den ,,Kom- 
plex der Ener@erZichte" des physikalischen Vorganges nennen. Die obigen 
Gleichungen lauten dann 

Führt man eritsprechend an Stelle des Energietensors des Gravi- 
tationsfeldes den ,,Komplex der Energiedichte des Gravitationsfeldes" 
ein, nimlich die GroBen 

so folgt aus den Gleichungen (14) bzw. (13) des ,,EntwurfesiL 

wo 8," O oder 1 k t ,  je nachdem 6 =+ v odcr G = v ist. 

An Stelle der Gravitationsgleichung (21) bzw. (18) des ,,Ent- 
surfesff treten dann die Gleichungen 

Aus (1) und (II) kann man, auf analogem Wege wie in  5 5 des 
,,Entwurfes((, die allgemeinen Erhaltungssatze ableiten, die nun die 
Form annehmen 

5 2. Bemerkungen über die Wahl des Koordinatensystems. 

Wir mollen nun z u n ~ c h a t  ganz abgeseheri von den von uns auf- 
gestellten Gravitationsgleichungen zeigen, daB eine vollstandige Be- 
stirnmung des Funda~rientaltenüors ypv eines Gravitatiorisfeldes bei ge- 
g~benen 8!,, durch ein allgemein-kovariantes Gleichungssystem unm6g- 
lich ist. 
-- - 

1) Vgl. 5 1 des II. Teiles des ,,Entwurfes". 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Wir  ktinnen niimlich beweisen, daB, wenn bei gegebenen a,, eine 
L6sung für die y,, bereits bekannt kt ,  aus der ailgenieinen Kovarianz 
der Gleichungen auf die Existenz weiterer Losungen geschlossen wer- 
dcn kann. 

Es gebe in unserer vierdimensionelen Mannigfültigkeit einen Teil 
L, in welchem ein ,,materieller Vorgang" nicht vorhanden sein soll, in 
welchem also die verschwinden. Durch die auBerhalb L gegebenen 
O,,, seien die y,,, überall, also auch im Innern von L bestimmt (An- 
nahme 'a). 

Wir  denken uns nun statt der ursprünglichen Koordinaten x, neue 
Koordinaten z: eingeführt von folgender Art. AuBcrhalb L sei über- 
all x: = x,, iniierhalb L aber sei wenigstens für einen Teil von L uud 
wenigstens fiir einen Index xl $ xy. ER ist klar, da5 durch eine der- 
artige Substitution erreicht werden kann, daB wenigstens für einen 
Teil von L y,, + yp ist. Andererseits ist überall 8;" = HP,,, niimlich 
auBerhalb L, weil fur dieses Gebiet x: = x ist, innerhalb L aber, weil 
fiir dieses Gebiete O;, = O - O,,, ist. Wenn also alle Substitutionen 
zugelassen werden, so würden zu (lem ~iiiniliclien Systeni der MF,, mehr 
als ein System der y,, gehoren, was i m  Widerspruch mit der An- 
nahme a) steht.l) 

Nachdem wir so eingesehen haben, - daB eine brauchbare Gravita- 
tionstheorie notwendig einer Spezialisierung des Koordinatenuystenis 

- 

bedarf, erkennen wir auch leicht, daB bei den von uns angegebenen 
Gravitationsglcichungcn ein ~pezielles Koordinatensystcm eugrundc liegt. 
Aus den Gleichungen (II) folgen namlich durch Differentiation nach 
x, und Sumination über v iinter Reriicksicktigung der Gleichungen (III) 
die Beziehungen 

also vier Differentialbedingungen für die Gr6Ben g,,, welche wir abge- 
kiirzt 

Ba = O 
schreiben wollen. 

1) Diese Betrachtung ist bereits i n  den Bemerkungen irn Anhang des R'ieder- 
abdruckes des , ,Entm~rf 'es '~ im 62. Band der Zeitschr. f. Math. u. Phys. enthalten. 
Die sich dort anschlieBende Behauptung über die EinschrLnkung des Koordinaten- 
systems ist aber nicht zntreffend; es folgt n h d i c h  aus (III) nur dann, da8 nur 

lineare Substitutionen znkssig sind, wenn man den Gr6Ben & Tensorcharaliter 
v- g 

beilegt, was sich ala unberechtigt erwiesen hat. 
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Diese GroBen B, bilden, wie in 5 gezeigt ist, keinen allgemein- 
korariant,cn Vektor. Eieraus kann geschlossen werden, daB die Glei- 
chungen B, = O eine wirkliche Bedingung für die Wahl des Koordi- 
natensystems darstellen.') 

3 3. Hamiltonsche Form der Gravitationsgleichungen. 

I m  nachfolgenden Beweis der Hovarianz der Gravitationsgleichungen 
wird davon Gebrauch gemacht, daB man dies; Gleichungen in die Form 
eines Variatiorisprinxipes bringen karin.') 

Man kann zeigen, daB die Gravitationsgleichungen (II) gleichbe- 
deutend sind mit der Biissage 

ist, und die y,, unabhangig voneinantler derart variiert werden, daB die 
Variationen an der Begrenzung des vierdimensionalen Gebietes, auf 
welches sich die Integration erstreckt, verschwinden. 

Berücksichtigt man bei der Berechnung von SLT die leicht ersicht- 
lichen Formeln 

80 findet man mit Rücksicht darad, daB die Variationen von Obcr- 
fachenintegralen rerschwinden 

1) Man k m n  die Gleichungen B, = O auch erhalten, wenn man an den Gra- 
~itationsgleichungen die Operation der Dirergenz im Sinne des absoluten Differen- 
tislkdküls ausführt, und den Erhaltungasatz für die Materie rnitbenützt. 

2) Die Ariregung dam, uns den zo führenden Beweis durch eine derartige 
Cmformung zu erleichtern, verdanken wir Herrn P a n 1  B e r n a  y s in Zürich. 
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Nit Benutzung der Definitionen (14) und (16) des ,,Entwurfes" 
nimmt somit die Bedingung (Y) die Form an 

. D a  die r3y/l, voneinander unabhiingig sein sollen, B O  folgen hier- 
aus die GIeichungen (2:) des ,,Entwurfes" d. h. unsere Graritationç- 
gleichnngen in der kovarianten Form. 

8 4. Beweis eines Hilfssatzes. AngepaBte Xoordinatensysteme, 

Unsere Aufgabe wird es nun sein, die Kovarianzeigenschaften der 
Gleichung (V) zu untersuchen. Zu diesem Zwecke suchen wir zuniichst 
die Transformationseigenschaften des Integrales 

E s  liege eine beliebige vierdimensionale Mannigfaltigkeit M vor, 
die auf ein Kooïdinatensystem K der x, bezogen sci. AuBerdem be- 
ziehen mir dieselbe blannigfaltigkeit nI auf ein zweites Koordinaten- 
system K' der xi, so daB 

d x , , = ~ ~ , d x ~  = ~ ~ ~ , ~ d x ~ ~  
. U U 

die Transformationsformeln sind. J und J' seien die Werte des oben 
eingeführten Intcgrales in bezug auf K bzw. K. Dann ist 

Transformiert man J' auf das Koordinatensystem 

sichtigt man, dail Fg'. dz' ein Skalar kt, so erhiilt 

E, und berück- 

man 

Für die weitere Rechnung wollen- wir annehmen, da8 sich die Iio- 
ordinatcnsysteme K und K' nur  uncndlich wenig voneinander unter- 
acheiden, d. h. daB die Transformation eine infinitesimale sei. D a m  
ist  zu sctzen 

xV = xi - Ax,., 
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also 

und 

mobei die d x v  als unendlich kleine GrGBeri aufzufassen sind, deren 
Quadrnte und. Produkte zu vernachliissigen sind. Dann wird 

Durch partielle Integration entsteht hieraus 

Wir bemerken, daB die beiden ersten dieser Integrale sich ohne 
weiteres als OberKichonintcgrale sehreiben lasseri, die wir zur Abkürzung 
mit  0, bzw. 0, bezeichnen: Den Faktor von dx, im  dritten Integral 
erkennen wir gemiiU der im AnschluB an Gleichung (V) eingeführteri 
Bezeichnung als B,,,. I n  abgekürzter Schreibweise lautet also die Glei- 
chung (3) 

J f  - J =  O, + O2 - ~DB,A<. d r .  
>il 

Wir haben in § 2 die Grüude auseinandergesetzt, die 
vorzugung solcher Koordinatensysteme führen, fur die 

zu einer Be- 
die GroBen 

4 = 0 sind. Solche Koordinatensysteme wollen wir der Mannig- 
faltigkeit ,,an.qepafiteu nennen. Wie aus Gleichung (3a) hervorgeht, ist 
dus angepapte Eoordinatensystem so gewahlt, dab es bei festgel~altenen 
Raduerten der Koordinuten und ihre~z ersfen Ableitungen ( in  einem be- 
Ziebzqen 1ioordinate)zsystem betrachtet) dus Integral J zic eiwem Extl-emum 
maekt. 

Eine Transformation zmischen angepaBten Koordinatcnsystemen 
woilen wir eine ,,herechtigteC' nennen. 1st die Transformation von K auf K' 
eine berechtigte, so folgt aus Gleichung (3a) 

J r -  J =  O, + O,. 
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g 5. Beweis der Kovarianz der Gravitationsgleichungen. 

Wir betrachten niin aui3er der in 5 4 untersuchten Mannigfaltig- 
keit 31 eine von dieser uncndlich wenig abweichende zweite Nannig- 
faltigkeit Ml für welche die GroBen g,,, und deren erste Ableitungen 
a n  dcr Rcgrenziing des betrachtetrn Gehictes L mit den entsprerlien- 
den der Mannigfaltigkeit 11.1 übereinstirnmen. I n  ï@ legen wir die Iio- 
ordinatensy~teme K und E' i n  folgender Weise: 

a) Reide Kordinatcnsystemo seien der Mannigfaltigkeit angepaBt. 

b) An der Begrenzung des Gebietes L sollen die Koordinaten x, 
mit den x,, und die Koordinaten a: mit den x: ühereinstimrnen. 

cJ Diese Übereinstimmung der Eoordinatensysteme SOU nicht nur 
a n  der Bcgrenzung des Gebietes selhst, sondern i n  Gr6Ben erstcr Ortl- 
nung auch unendlich nahe an der Begrenzung stattfinden; diese Be- 

a PX,) a m )  überej,- dingung bringt es mi t  sich, da6 die -- mit den - 
d xc, 8% 

stimmen. 

Die Widerspruchslosigkeit der Bedingungen b) und e) geht a u s  

folgender oberlepimg herror:  Da die Mannigfaltigkeit M auf ein au 
gepaBtes Koordinatensystem bezogen ist, so ist nach 5 4 dieses Koor- 
dinatensystem K so gewiihlt, da5 das Intcgral J bei festg~haltrnen 
Randwerten der Koordinaten und ihrer ersten Ableitungen ein Extremum 
ist. Daim ist  es moglich auch in die rariierte Mannigfaltigkeit L@ eiii 
angepaBtes Koordinatensystem xu legen, welches auBerhalb L m i t  
dem Koordinatensystem K zusammenf&llt, also nur  innerhalh L von K 
abweicht; d e m  auch für die variierte Mannigfaltigkeit 17.i m u 1  bei un- 
geanderten Randwerten eiil Extremum des Integrales J existieren, woraus 
die Erfüllberkeit der Gleichungen B,,, = O für die variierte Manriig- 
faltigkeit fol@. 

Nehmen wir zugleich an, daB die Koordinatensytstenie E und Ii', 
auf welche mir die Mannigfaltigkeit 171 bezogen haben, angepaBte seien, 
so gelten gemLB (3b) die Gleichungeri 

J' - J =  O, + oz, 
J ' -  f .= 0, + O,, 

oder nach Subtraktion 

( J I -  - d )  - ( J  - d )  = (O, - O,)+ (O, -0,). 

Aus den Festsetzungen b) und c), sowie aus den Bezichungen von 

M zu M geht mit  Rücksicht auf (3) berTor, dafi 0, - 0, und 0, - O, 
verschwinden. 
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J/f konnen wir als eine aus JI durch Variation hervorgehende Mannig- 
faltigkeit bezeichnen. Dementsprechend bezeichnen wir sinngemiiB 

J -  J =  b,J, 

J' - cT' = Sa J', 
und erhaltcn also 

(4) Su J' = 6, J .  

Der Index a soil m m  Ausdruck bringen, daB zugleich mit der 
Mannigfaltigkeit das Koordinatensystem in solclier Weise mitvariiert 
norden ist, da0 das variierte Koordinatensystem der variierten Rlannig- 
faltigkeit stets angcpaBt ist, derart, daB dm Koordinatensystem an der 
Beqenzung unvariiert bleibt (,,angepaBte Variation"). 

Unser Ziel ist der Nachweis, da0 eine Gleichung 

d J ' =  SJ 

für eine Eielieliige Variation der Mannigfaltigkeit erfüiit ist, nicht nuy 
mie Gleichung (4) aussagt, fir eine angepa/3te Variation. Nun konrien 
nir aber eine beliebige Variation der gllY SLUB einer angepaBten herror- 
gehen lassen, wenn wir nach ihr noch eine Variation des Koordinaten- 
sptems ausführen. E s  ergibt sich, dao' für einc Variation der giL,,, die 
nur einer Variation des Koordinatensystenis entspricht, die Variation 
ron J j  die wir mit S,J bezeichnen, verschwindet, sofern wir voraus- 
setzeri, daB die Variationen 62, und ihre emten Bbleitungeri an der Be- 
genzung des Gebietes verschwinden, und daB das Koordinatensystem, 
von d m  auu die Variation erfolgt, ein angepeBtes System kt.  Aus 
Gleichung (3a) folgt namlich unmittelbar 

Wir konnen daher der Gleichung (4) die Gleichung 

zur Seite stellen. Aus beiden Gleicliungen, in  Verbindung damit, daB 
man aus der Superposition einer angepaBten Variation und einer Peineil 
Eoordinatenvariation eine beliebige Variation der y,, erhalt, fol& daB 
fur eine solche beliebige Variation 

i ~ t .  
hus dieser Gleichung kann aber in einfacher Weise die Kovarianz 

der Gleichnng (V) gefolgert w-de;;  denn da die Sy,ul kontravariant, 
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2 24 Kovarianzeigenachaften der Feldgleichungen usw. 

T,, kovariant sind, so ist ~ ~ ~ , , d ' y ~ ~  ein Skalar, und das Gleiche gilt 
P V  

von v-g . dz. Es ist also 

(7) ,[v'i--y- zi,.si, - di' =J<g. ~ T ~ ~ G ~ ~ ~ .  d r .  
P V  IU v 

Aus (6) und (7) folgt, daB die Gleichung (V) allen berechtigten 
Transformationen des Koordinatensystems gegenüber kovariant ist, so- 
fern die Variationen so gewahlt werden, daB die dy,,  und ihre ersten 
Ableitungen an der Begrenzung deu Gebietes verschwinden. Der Vari- 
ationssatz, dessen Kovarianz au€ diese Weise bewiesen worden kt, ist 
also etwas weniger allgemein als der in 5 3 zur Ableitung der Grsvi- 
tationsgleichungen benutzte. E in  Blick auf die Entwicklungen des $ 3 
lehrt aber, daB jene Ableitung der Gravitationsgleichungen durch dirsc 
einschriinkende Randbedingung für die Variation nicht beeintrichtigt 
wird. Damit ist bewiesen: 

Die GravitationsgZeichu9~~qen (II) sind koçariant gcgenülier nllrn 
berechtigten Transformationen des lioo~dinatensyste)ns, d. h. gegeniiber 
allen Transformationen zwischen Koordinntensystemen, für welche die Be- 
ding ungen 

erfüllt sind. 

W i r  haben in 5 2 behauptet, da8 die Ausdrücke Ba keinen au- 
gemeinkovarianteu Vektor bilden Den Beweis hiertür führen wir des- 
halb erst an  dieser Stelle, weiT e r  sich unteï  Verwendung der bisher 
gewonnenen Ergebnisse besonders einfach gestaltet. Wiiren die B, ko- 
variant, so wiiren alle im Vorhergehenden als angepaBte bezeichneten 
Koordinatensysteme beliebige Koordinatensgsteme. Keiner der Schritte 
des Beweises würde zufolge dieses Umstandes seine Hcweiskraft ver- 
lieren. Das Endergebnis des Beweises ware die vollig ailgemeine Ko- 
varianz der Gravitationsgleichungen. E s  ware dann 

ein allgemeiner gemischter Tensor, folglich 

ein Skalar bezüglich beliebiger Transformationen. Wie aber aus der 
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Theorie der Differentialinvarianten hervorgehtl), stirnmt diese GriiBe 
rnicht überein mit der einzigen Differentialinvxriante zweiter Ordnung 

TITenn such die vorstehenden Überlegui~~en die angepaBten Koor- 
dinatensysteme und die berechtigten Transformationen noch nicht vollig 
mschaulich machen koilnen, so gewinnt doch die neue Theorie der Gra- 
~itation durch diese weitgehende Kovarianz der Grav i ta t i~ns~le ichun~en  
an überzeugender Kraft. Da die Bedingiingen B, = O, durch die wir 
die Koordiliaten~~sterne kingeschriinkt haben, eirie unmittelbare Folge 
der Grt~vitationsgleichungen sind, so ist durch unsere Betrachtungen 
gezeigt, da8 die Korarianz der Gleichungcn eine denkbar wcitgehende ist. 

1) Vgl. § 4 des II. Teiles des ,,Entwurfes". 

Zeitachrift f. Mathematik n. Phgsik. 63. Band. 1914. Hoft 1)P. 
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Kleinere Mitteilnngen. 

Kleinere Mitt eilnngen, 

Naherungskonstrnktion für die Seite des eingeschriebenen regelmaoige~ 
Elfecks. 

und, weil Pz der Schnittpunkt des Kreises k ,  zur Gleichung 

Bezeichnet M den Mittelpunkt des gegebenen Kreises, und sind in diesent 
X M 1 ,  MM, irgend zwei xueinander senkrechte Halbmesser, so Orage man den 

Halbmesser R des Kreises von NI 

(x - Il2 + (y - 1)2= 1 

mit der Geraden g zur Gleiühung y - r tg 60' ist: 

A 

oder auf vier Dezimalstellen genau: 

x, = 0,2177, y, = x, tg 60° = 0,3771. 

*nr, - nach der Seite von JI2 hin als'Sehne 
ein - der Endpunkt heiBe Pl, so 

.- 

da0 Ml Pl = B ist - ziehe die 
Sehne N, Pl und schneide sie durch 

R den aus ii, als Mittelpunkt eben- 
falls mit dem Halbmesser R be- 
schriebenen Kreis k, i n  Pz, dam ist 
-- - 

&Y, nahezu gleich der Seite s,, 
des eingeschriebenen regelmiiBigen 

X I l -ecks.  

Mit n ~ = x ~ - x ~ ,  % = y 1 - y $  
erhalt man sch1ieBlich 

lJ1l', = s = l/rn2 + 7 2  = 0,5646.  

hl Zum Beweis bezeichne man in 
bezug au5 das in der Figiir ange- 

gebene Achsençystem die Koordinaten v i n  Pl und Pz beziehlich mit s,, y, und. 
x,, y,. Daun ergibt sich, m-enn R = 1 g e s e t ~ t  wird: 

xl = cos 60° = :, y, = sin 60' = 7, 

Der genaue Wert  ist, ebeufalls auf vier Dezimalen abgeruudct: 

s,, = 0,5635.  

Somit liefort obige Konstruktion die gssuchte Seite des Elfecks ctwas zu groh 
und zwar is t  der Fehler, auf den Halbrnesser 1 bezogeu: 

Olmütz (Mahreu). PIICHARD Graf LAVAULX. 
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Bücherschau. 

Bücherschan. 

Dr. V. Kommerell, Rektor des Kgl. Realprogymnasiums in Niirtingen, R a u m -  
geometrie (Stereometrie und darstellende Geornetrie). Mit Benutzung von 
K o m m e r e l l - H a u c k s  Lehrbuch der Stereometrie für den Schulgebraùch 
hearbeitet. VI1 il. 1 9 6  S. Mit 1 1 5  Figuren. Tübingen 1910, Verlag der 
H. Laupp'schen Buchhsndlung. 2.-, geb. 2.60. 
Im Jahre 1906 wurden die württembergischen Lehrplane für  Realgym- 

nasien und Obcrrealschulen hinsichtlich der Raumgcometrie in der Weise ge- 
liudert, daB die Beha~idlung der eiufachen Korper an den Anfang z u  stellen 
ist und daB Stereometrie und darstellende Geometrie in enpe Verbindunz zu 

u 

treten haben. Das vorliegende Schulbuch t ragt  dicsen Grundsatzen Rechnung. 
Allerdings ergibt sich bei Einhaltung dieser Reihenfolge die methodische Schwie- 
rigkeit, da0 die einfachen Korper behandelt werden müssen, beror die Stereo- 
metrie syçtematisch aufgebaut-ist. Der  Verfasser umgeht diese Schwierigkeit, 
dadurch da5 er der propiideutischen Behandlung der einfachen Korper (Quader, 
Würfel, Pyramide, Pyrarnideni-umpf, Zylinder, Kcgel, Kegclrumpf, Prismatoid, 
regulire Polyeder) ,,Hilfss~tze" voranstellt und auf deren Beweise im syste- 
matischen Teile verweist. Diese einfachen Korper werden sowohl in Grund- 
und AufriB, als auch in Parallelprojektion dargestellt. Daran schlieBt sich die 
Behandlung von Punkt, Gerade und Ebene in stereometrischer und deskriptiver 
Behandlung und ebenso der Kegel, nach beiden Gesichtspunkten eriirtert. 
Sphirik und Vielkant bilden den SchluB. Die Darçtellung ist klar und deut- 
lich, die Figuren sind ausgezeichnet sch6n und bildrndBig wirksam. 

Yünchen. KARL DOEHLEJIANN. 

Prof. Eniil Ludwig, B a r c h a n e k s  dars te i l ende  G e o m e t r i e  und R a u m l e h r e .  
Ein Lehr- und Chungsbuch für die IV. bis VII. Klasse der Realschulen. 
Mit 3 5 3  FiDaren. Dritte, nach den neuen Lehrplanen vmgearbeitete Auf- 
lage. Mit MinisterialerlaB rom 15. Okt. 1910 ,  Z. 3 6 6 7 8  allgemein zuliissig 
erklart. 147  S. Wicn 1910 ,  Verlag von F. Tempsky. Geh. Kr. 4.-. 
Das Buch gibt in  einem 1. 'i'eil ( ~ o r k u r s )  eine elementare Darstellung des 

Grund- und AufriB - Verfahrens iind der Parallelperspektive, wohei der Aus- 
gangspunkt von einfachen Kürpern genomnen wird, die übrigen drei Teile be- 
handeln die gleichen Gebiete in systematischer Weise, d a m  kotierte Projektion, 
die Kreislinie und ihre Projektion (Keg-elschnitte), Kegel-, Zylinder- , Kugel- 
und  Drehflichen mit EinschluB von Sehatt,en- Konstruktionen. Schwierigere 
Si tze  werden ohne Bewcis mitgeteilt. Text und Figuren sind gut durch- 
gearbeitet, die praktischen Beispiele geschickt gewahlt. 
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Prof. Dr. J. Peters, Observator am Kgl. Astronomischen Rechen-Institut, 
Fünfs te i l ige  Logar i thmentafe l  d o r  t r igonomet r i schen  Funktionen 
für j e d e  Ze i t sekunde  d e s  Quadran ten .  Berlin 1912, Georg Reimer. 
Geb. A 7.- 

Die Tafel bezweckt die Umgehung der bei Benützung einer gewohnlichen 
Logarithmentafel für gewisse Rechnungen erforderlichen Umrechnung von 
Zeit- in  Gradma0 und umgekehrt von Grad- i n  ZeitmaB. Sie enthalt in 
einer Haupttafel die fünfstelligen Logarithmen der trigonometrischen Funk- 
tionen für jede Zeitsekunde des Quadranten, und i n  einer Hilfstafel für jede 
Zehntel-Zeitsekunde die fünfstelligen Logarithmen von sin und tg von Oh O"' 
bis Oh srn und von cos und ctg von 5h 5qm bis 6h On. Zur ausnahmsweiscn 
echirferen Bechnung bei sin und t g  von Oh Om bis O" 10" auf Grund der 
Maskelyne'schen Regel sind in einer besonderen Tafel die HilfsgroBen S und 
T angegeben. 

Dio Anordnung der Tafcl ist derart vorgenommen, daB die fünfstelligen 
Mantissen je in zwei Gruppen zu xwei bzw. drei Ziffern zerlegt wurden, wobei 
die erste Gruppe bei der vertikal gegliederten Raupttafel oben, und bei der 
horizontal gegliedcrten Hilfstafel links vorgcdruckt wurde; in beiden Failen 
wird ein Wechsel in  der zweiten Mantissenstelle innerhalb einer Reihe in der 
üblichen Weise durch einen Stern hervorgehoben. 

F ü r  die bequeme Ausführung der Interpolation ist durch die Beifügung 
von besonderen Tiifelchen Sorge getragcn. 

Naeh den Angaben des Verfassers wurden bei der Haupttafel alle Werte, 
und bei der Hilfstafel die Halfte der Werte durch Abkürzung aus der Tarn 

Verfasser und J. B e u s ü h  i n g  e r  herausgegebenen achtstelligen Logarithmen- 
tafeli) erhalten. Die andere Hiilfte der Werte der Hilfstafel murde in ahn- 
licher Weise berechnet wie die Werte jener achtstelligen Tafel. 

StraBburg i. E. P. WERKMEISTER. 

Prof. Dr. A. Galle, Abteilungsvorsteher am Kgl. Geodiitischen Institut zu 
Potsda,m, Mathemat i sche  I n s t r u m e n t e .  Leipzig und Berlin 1912, 
B. G. Teubuer. Geb. ,A 4,80. 

Ilas Uuch zerfallt i n  neun Abschnitte, in  denen arithmetische Apparats 
mit logarithmischer Skala, Rechenmaschinen, die MeBrolle, stetige Rechen- 
apparate, Differentialapparate, Kurvenmesser , Fliichenmesser, Apparatc znr 
harmonischen Analyse und Integraphen behaudelt werderi. Nit  Rücksichl auf 
den Umfang des Buches ha t  der Verfasser die mathematischen Zeicheninstru- 
mente weggelassen. Ein Abschnitt über Apparate zur Auflosung von Glei- 
chungen, der den Umfang des Euches nicht wesentlich vergr6Bern würde, lieBe 
sich bei einer zwciten Auflngc vielleicht noch unterhringen. 

I n  dem Ahschnitt über Rechenappa.rate mit logarithmischer Skala wird 
insbesondere der gewühnliche Rechenschieber besprochen; bei der Aufz~hlung 
d e r  Instrumente mit anderer Form fehlen die von E. L e d e r  konstruierten 
Rechenapparate. ') 

1) Vgl. die Uesprechung irn 61. Band dieser Zeitschrift (1913), 9. 204. 
2) Vgl. diese Zeitschrift fûr Mathematik und Physik, 59. Band (1911;, S. 161. 
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Bei den Rechenmascliinen behandelt der Verfasser reine Additionsmaschinen, 
erweiterte, für die Multiplikation eingerichtete Additionsmaschinen, eigentliche 
Multiplikationsinaschinen und Differenzenmaschinen. Nach einer allgemeinen 
Bespchung der Hauptteile - Zihlwerk, Zehnerübertragung und Scbaltwerk 
- einer Rechenmaschine werden die bekanntesten Maschinen kurz beschrieben 
und die wichtigsten Merkmale in ihrer Konstruktion und bei ihrem Gebrauch 
angeteben. 

Unter den Anforderungen, die an eine ,,moderne Rechenmaschine" gestellt 
werden, mird ein Druckwerk aufgefiihrt, ,,dm wenipstens das Reçultat druckt,, 
nenn moglich auch die Aufgabe". Diese Anforderung ist etwas zu weitgehend; 
es gibt viele mit der Rechenmaschine aus~uführende Arbeiten, bei denen ein 
Drutkmerk keinen nennenswerten Vorteil bieten würde. 

In dem der MeBrolle gewidmelen Abschnitl werden nicht nur diese, sondern 
auch die sie ersetzenden Vorrichtungen und deren Wirkungsweise behandelt. 

Eei den stetigen Rechenapparaten werden insbesondere ,der Proportional- 
rechenschieber und der arithmetische und trieonometrische Univeflalrechen- 

u 

apparat von Ch. H a m a n n  beschrieben. 
Den verhlltnismëBig gr6Bten Tcil - nahezu die Halfte - des ganzen 

Buches nimmt der Abschnitt über Fl%chenmesser ein. Nach einer kurzen Re- 
sprechung der einfacheren Arten - Fliichentafeln, Harfenplanimeter und Ver- 
wandlungçplanimeter - werden in ausführlicherer Weise die Planimeter bc- 
handelt, die eine MeBrolle in  Form einer Integrierrolle besilzen. Den SchluB 
des Abçchnitts über Fliichenmesser bilden die Schneidenplanimeter und ihre 
Abarten. 

AuBer den mathematischen Grundgedanken und den aus ihnen sich er- 
gebmden Einrichtungen der Instrumente ent,halt das Biich verschiedenfach 
aurh Angaben über ihren Gebrauch und über die mit  ihnen zu erreichende 
Genauigkeit. 

Zur Cnterstützung des Textes dient eine groBe Anzahl von Abbildungen 
und Figuren. 

Eine zusammenhangende Darstellung der Grundlagen und der Einiich- 
tungen der mathemetischen Instrumente war seither nicht vorhanden; diesc 
Lücke ist durch das vorliegende Buch ausgefüllt. 

A. Padoa, La logique déductive dans s a  dorniéro p h a s e  d e  déve- 
loppement. Avec une préface de O. P e a n o .  1 0 6  S. 8'. Paris 1912,  
Gaiithier-Villars. Geb. f rs.  3.25. 
Cnter ,,logique déductiveLL versteht der Verfasser dasselbe, was sein hleister 

P e a n o  urspriinglich ,,logique mathématique" genannt hatte. Aber mit der 
Xatliematik hat die ,,deduktive LogikLL'nur die Methode geinein und sie kann 
ihr passende Beispiele entnehmen. Sonst ist  diese Disziplin, deren Idee von 
Leibniz stammt, die dann von S c g n e r  und L a m b e r t  gefdrdert, von 
de Morgan ,  B o o l e ,  S c h r o d e r  u. a. vieiterausgebaut, von P e a n o  und seinen 
Mitarbeitern aber besonders verfeinert wurde, rein philosophisch. Das Haupt- 
instrurneut dieser ,,deduktiven LogikLL ist eine gewisse Ideographie, d. h. eiu 
System von (16) Zeichen, als Symbolen fiir die logischen Verkniipfungen. 
Padoa vcrgleicht diese Ideographie, mittels der man Begriffsuntersçhiede 
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wahrnehmen und darstellen kann, die dem gewohnlichen Spracbgcbrauch ent- 
gehen, mit einem Mikroskop, das auch gestattet Objckte zu sehen, die dem 
unbewaffneten Auge verborgen bleiben. E s  leidet auch keinen Zweifel, da0 
diese logische Ideographie e i n ~  wesentliche Verhesserung und Verschiirfung 
der  durüh die ~ c h d a s t i k e r  überlieferten und ins Breite gezogenen Aristotelischen 
Logik ermoglicht hat. Was  die Darstellungsweise des Verfassers betrifft, so 
k a n n  man den Wortcn P e a n o s ,  dcr das Buch als ,,clair, ordonné, complet" 
bezeichnet, nur zustimmen. F a d o  a führt den Leser auch in die Geschichte 
der  Disziplin ein und er ist hierin wie auch in den sonstigen historischen Be- 
merkungen recht gewissenhaft. Gerade aus diesem Grunde aber sei hervor- 
gehoben, da8 die Bemerkung (S. 21) über das D e s  c a r t  essche (!j Gleich- 
heitsieichen (nicht m!) ganz unrichtig und die über Einführung des 
, ,vinc~lurri '~ und der Klarnmern (S.-46) mindestens unrollstindig und daher 
irreleitend ist. 

Pirmasens. H. WIELEITSER. 

H. Vuibert, Lee Anaglyphes  géom6triques. 32 S. 8'. Paris, Librairie 
Vuibert. [Copyright 1912.1 

Die ,,AnaglyphenLL ( ~ j  &vuyAvcplj, die orhabeneschnitzarboit) sind Stercoskop- 
bilder, die in  zwei Komplementirfarben gezeichnet sind und mit einer ent- 
sprechenden Brille betrachtet, sehr schon und deutlich die raumlichen Figoren 
erkennen lassen. Vor einigen Jahren tauchte ja dan Verfahren in Ansiehten- 
albums auf. Durch die vorliegende Schrift, deren letzte Halfte aus den Tafeln 
hesteht, sol1 die ~ e r w e n d i i n ~  der Anaglyplien im Stereometrieunterricht, in 
der  Kristallographie und Physik angebahnt und zugleich auf Sammlungsn 
solcher Anaglyphen aufmerksam gemacht ' werden , die in Vorbereiiung sind. 

Pirmasens. H. WIELEITNEK. 

T a a c h e n b u c h  für M a t h e m a t i k e r  und Phys iker .  Unter Slitwirkung zahl- 
reicher Fachgenossen herausgegeben von F. Auerbach und IL. Rothe. 
Mit einem Rildnis F. K o h l r a u s c h s .  3. Jahrgang 1913.  X u. 364 S. Au. 
Leipzig 1913, B. G. Teubner. Geh. ,,& 6.-. 

Der Absatz dieses Taschenbuches ha t  sich jetzt, wie es scheint, erfreu- 
licherweise so stetig gestaltct, daB der Verlag sein Erseheinen auf alle zwei 
J a h r e  festsetzen kann. Leider muBte, damit der Preis wieder auf die ursprüng- 
liche Hohe gebracht werden konnte, der Umfarig gegen dan vorigen Jahrgang 
u m  etwa 100 Seiten gekürzt werden. Düs hatte, abgesehen von verschiedenen 
Xürzungen, zur Folge, daB besonders im mathematischen Teil vieles enger und 
kleiner gesctzt wurde. Da auBerdem auch stark durchscbcinendes Papier ver- 
wendet wurde, dürfte für viele die 8uBerste Grenze der Lesbarkeit erreicht oder 
schon überschritten sein. Über die Auswahl des Gehotenen hier zu sprechen, 
is t  kein Raum. Auch wird schlieBlich jeder etwas anderes vermissen. Ver- 
schicdentlich gewechselt haben die Verfasser und Themen der Einzelaufsatza 
Ganz neu sind in diesem Jahrgang die Aiifsatze über K o h l r a u s c h  von W a r -  
b u r g ,  über rnehrdeutige Funktionen und Uniformisierung von Bi eberbach, 
über die Internationale Mathematische ~Jnterrichtskommission von Lietzmann, 
über Qnantentheorie von S o m m e r f e l d ,  iiber Niedero Geodasie von Gast 
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und über Kristallogra.phie von Mi lch .  Der physikalische Teil wurde durch 
mehrere graphische Darstellungen aus A u e r b a c h s  gr6Berem Werk iiber den 
Gegenstand bereichert. Eine kleine Zeittafel zur Geschichte der hlathematiker 
wurde beigegeben. Sehr dankens wert ist , da5 sowohl im Inhaltsverzeichnis 
als im Rcgister auch auf die Beitriigc der bciden frühercn Jalirgiinge hin- 
gewiesen wird. Verschlechtert hat  sich das Verzeichnis der mathematischen 
Zeitschriften, indem die laufendcn Jahrgiinge nicht mehr angegeben wurden. 
Sonst sei noch bemcrkt , daB von H a m m e r  s Trigonometrie-Handbuch die 
3. Auflage (1907) zitiert werden sollte. 

Pirmasens. H. WIEI.NITNER. 

z. Hichadis, Einfahrung in die Mathematik für Biologen und Che- 
miker. 2 5 3 S. 8' mit 9 6 Textfigurcn. Berlin 1 9 1  2, J. Springer. Geb. & 7-80. 

M. Lindow, Differential- und Integralrechnung mit Berücksichtigung 
der praktischen Anwendung in der Technik. 111 6. 8' mit 4 2  Text- 
figuren (Aus Natur  und Geisteswelt Nr. 387). Leipzig 1913 ,  B. G. Teubner. 

' Geb. 1.25. 
Wie groB heute das Bedürfnis nach Belehrung in hoherer Mathematik 

id, k a m  man aus der groBen Zahl von Leitfaden ersehen, die i n  den letzten 
Jahren auf den Markt kamen. Leider sind gerade diejenigen unter ihnen (und 
wiederum am meisten die kleineren), die sich a n  Nichtmatliematiker wenden, 
liufig auch von solchen verfalit. So ist es mit dem Buche von M i c h a  e l i s ,  
das mit der Definition beginnt: ,,Zwei Korper schneiden sich in  einer Ebene (!j 
zwei Ebenen in einer Linie (!) usw.'& Ich bringe noch einige Zitate: S. 6:  
,,Der geom. Ort is t  eine Figur  S. 7: ,,Jeder Peripheriewinkel über dem 
Halbmesser (!) ist . . . ein rechter". S. 16 :  ,,Die . . . Korper teilt man ein i n  
Trieder (!), Tctraeder usw. einLL. ,,Ein Parallepipedon (!) mit lauter rechten (!) 
Winkeln heiBt ein Pris&aLL. ,,Man teilt die Zahlen ein in  1. Katürliche (!) 
Zahlen, positive und negativeLL. S. 54: ,,Ilje horizontale Achse (!) nennt man 
Abszisse". Das ist nur eiue Auswahl. Merkwürdiger Weise verringern sich 
i n  den hoheren Gebieten diese krassen Fehler. Freilich steht auch da noch 
allerloi, was nicht richtig, oder wenigstens nicht ohne Einschrankungen richtig 
ist. Man hat aber im ganzen doch den Eindruck, daB der Verfasser das rein 
~uI3erlicbe der hoheren Rechnungsverfahren beherrscht und anzuwenden weiB. 
Aber das genügt eben nicht, urn ein Lehrbuch zu schreiben. Dabei bin ich 
weit davon entfernt, dem .Verfasser etwa Mange1 an Strenge vorzuwerfen: es 
fehlt eben, wie meine Zitate $chon zeigen, an den Grundbegriffen. Auch das 
Deutsch und die F i p r e n  (bes. S. 74, 76, 165,  198)  lassen sehr zu wünschen 
übrig. Das Ruch ware aber verbesserungsfihig, wenn es bei einer etwaigen 
Xeuauflap von einem Mathematiker gründlich durchgesehen würde. 

X i c b a e l i s  begründet die Herausgabe seines Werkes damit,  da6 die be- 
stehenden Einführungen den Bedürfnissen der Biologen nicht vollig entsprechen 
jer bringt aber selbst nur  chernische Anwendungen). Wenn aber einer die 
Grundlagcn nur irgcndwie ordentlich lernt,  so wird er sie schon in seinem 
eigenen Fach anwenden konuen. Von diesem Gesichtspunkt aus kann man 
das Büchlein von L i n d o w  alleu Naturwissenschaftlern empfehlen. Der Ver- 
fasser ist e i n  Praktiker und doch Nathematiker. Freilich, manches macht tir 

sich unnotigerweise etwas zu leicht, wie die Einführung der Differentiale und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 Bücherschau. 

des Grenzwertes (S. 11 u. S. 92), anderes wieder - ebenso unn6tigerweiso - 
zu schwer, wie die' Ableitung des Differentialquotienten von sin x (S. 25)- 
Hier t u t  M i c h a e l i s  das einzig Richtige, er macht den Grenxwert 1 für s i n x : ~  
bei zu Nul1 abnehmendem z'aus der Logarithmentafel heraus plausibel. Lindow 
macht etwas Ungewohnliches, was keineswegs leichter ist als die gewijhnliche, 
ganz strenge Ableitung, erschleicht aber dabei noch das Rcsult,at, da in d e r  
Ausführung ein unbewiesener Grenzwert vorkommt. Die Beispiele zur An- 
wendung der Taplorschen Reihe sind bei L i n d o w  wirklich schon und auch 
jedem Biologen verstandlich. Auf weitere Einzelheiten kann nicht eingegangen 
werden. Doch sei noch erwahnt, da0 das Wort  ,,integerLL, von dem ,,IntegraliL 
kommt', hier nicht ,,unversehrtgL bedeutet (S. S. 84), sondern ,,ganzl', ,,gesamtk'. 
Denn das Symbol 1 . 2 ,  das L e i b n i z  am 29. Oktober 1675 zum erstenmal 
schrieb, ersetzte da; von ihm vorher irn AnschluB an C a v a l i e r i  und Wal l i s  

benutzte Ornnia Z. Lnd dss ~ e i c h c n J i s t  nicht, wie M i c h a e l i s  schreibt (S. 140) 
ein groBes S, sondern ein kleines, langes, wie es bis i n  die neueste Zeit ge- 

schricben und gedruckt wurde. 
Pirmasens. H. WIELEITNER. 

Des Claudius Ptolemiius H a n d b u c h  der Astronomie. Übersetzt und mit 
Anmerkungen versehen von K. M a n i t i u s .  2 Bande. XXVIII u. 462 S.; 
VI u. 446 S. kl. Bo. (Bibliotheca Teuhneriana.) Leipzig 1912,  1 9 1  3. Jt! 16.-. 

Das hier vorliegende Buch wird von allen, die der Geschichte der Astro- 
nomie und Jlathematik Interesse entgegenbringen, mit besonderer Freude be- 
grüBt werden. Man ist jetzt zwar nicht mehr auf den ~ e n i g  einwandii-sien 
griechischen Text des Almagest angewiesen, den N. H a l m  a 181 3/16 in Paris 
herausgab, nachdem 1 .L .Heib  e r g  1898/1903 eine auf der gründlichsteii Durcn- 
forschung des gesamten handschriftlichen Materials beruhende Ausgabe der  
Syntaxis veroffentlichte. Immerhin aber muBte ein des Griechiscben nicht 
kundiger Astronom auf H a l m a s  franzkische i;'bersetzung zurückgreifen, die 
a n  allen schwierigen Stellen irn Stich laBt und ihren Hauptwert durch die von 
D e l a m b r e  beigegebenen sachlichen Anmerkungen empf'angt. Hier legt nun 
M a n i t i u s  in  einer nach Ansicht des Ref. schon gelungerien deutschen cber- 
setzung das Handbuch des Claudius Ptolemaus vor, eins der wenigen wissen- 
schaftlichen Werke des Altertums, die in tadelloser Verfassung auf uns ge- 
kommen sind. 

Der obersetzer ha t  den Ptolemiischen Text für  den modernen Gelehrten ço 
leicht lesbar gernacht, wie er es eiust etwa für eineri grieehischen Zeitgenossen 
des Butors gewesen sein mag. Die mathematischen Ableitiingen und Beweise 
wurdcn in die bequcmo moderno Formelsprache umgegossen und die von den 
Abschreibern bisweilen entstellten Zeichnungen exakt wieder ~urecht~erückt; 
zahlreiche neue Figuren sind ferner zur Erlauterung schwieriger Stellen hinzu- 
gefügt. Die vielen numerischen Tafeln in ihrem modernen Aussehen verlocken 
geradezu zu Berechnungen nach der im Ptolemaus zu grunde gelegten Theorie. 
I n  d m  Anhiingen der beiden Bande ha t  der ijbersetzer eine &lenge wertvollen 
philologischen und sachlichen Stoffes verarbeitet; durunter Erliuterungen zu 
schwierigen korrumpierten Textpartien und - was vornehmlich den Astro- 
nomen interessiert,- Beispiele m m  Gebrauch der Ptolemiischen Tafeln nebst 
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Revisionsrechnungen. Der wichtige und vielumstrittene Fixsternkatalog steht 
im zweiten Band in sorgfiltiger Wiedergabe und Rczension. Die Identifikation 
der Sterne nahm Manitius von neuem mit modernen Ililfsmittelu vor. Das 
Resultat dieser Arbeit ist dem Katalog in zwei Kolonnen vorangestellt, deren 
eine die Nummern der Sterne in L.-A m b r  onri s ,,~ternverzei&nis für das '  
Jahr 1900.0" (Berlin 1907) enthalt, die andere die B a y  ersclien Buchstaben 
oder die Flamsteedschen Zahlen. An den Katalog schlicBt sich die bekannte 
treffende Beschreibung des Verlaufs der MilchstraDe an, den wir heute nicht 
besser mit Worten skizzieren konnen. 

In der Einleitung gibt Manitius eine Geschichte der 6berlieferung des 
Werkes und des Textes, die auch den groBen politischen Hintergrund malt, 
auf dem man den von alleu Kulturvolkern gleich hoch geschatzten Text des 
Ptolemaus durch die Jahrhunderte gleitcn sieht. 

Der Astronom wird in  dieser bequemen Form gern ein Buch im Original 
zur Band nehmen, das diirch 1 5 0 0  Jahre die Grundlage jpglichen astrono- 
mischen Studiums bildete. das Auflaee über Auflaee erlebte und das in  den " 
Kommentaren, die es facd, auch AnlaB zur Niederlegung eigener Forschungen 
gab. Dem astronomisch int,eressierten Hist,oriker und Philologen ist es leicht 
gemacht, sich aus der Lektüre des Handbuçhes ein übrigeris gleiçhgültiges 
Werturteil von dem vielberiihmten Alexandrinischen Astronomen Claudius 
Ptolemaus zu bilden. Und das mu0 dahin gehen, daB Ptolemius weder ein 
origineller groBer Mann, noch ein Kompilator war. Ein groBer Mann schon 
nicht, weil er überliaupt ein Lehrbuch schrieh. E r  war ein tüchtiger, ge- 
wissenliafter, geleiirter Universitiitsprofessor, der mit vie1 Sorgfalt und Ge- 
nauigkeit den Stoff seiner Vorlesungen vorbereitete, und so schliefilich in langen 
Jahren ein Lehrbuch zusammcntrug. Lückcn, die beim Ineinandcrpasscn sich 
noch nicht aus dem Vorhandenen schlieBen lieBen, bearbeitete er selbstiindig 
und ma~chmal nicht ohne Gliick. Objektiv aber iiberliefert uns die Syntaxis 
historisches und wissenschaftliches Material von unschatzbarem Wert. Und 
dem Autor, dem wir die Erhaltung dieses Schatzes verdanken, dürfen wir 
sicher die dankbare Anerkennung widmen, wie sie Tacitus hin und wieder 
mit kühler Reserve zu verteilen ~ f l e ~ t ,  ,,baud spernendus GrLc. 

l\'. Leicik, Ast ronomischo  O r t s b o s t i m m u n g a n  m i t  b e s o n d e r e r  Berück- 
sicht igung d e r  Luf t sch i f fahr t .  VI11 u .  130 S. 8'. Leipzig 1912,  
Quelle II. Meyer. Geb. 4 3.50. 

Der Verf. ist von seiner Tiitigkeit als Ballonfahrer her zu der Beschafti- 
gung mit der astronomischen O r t s b e s t i m m ~ n ~  gelangt, und dieser Umstand 
pragt sich seinem Buchr, deutliçh genug auf. Aber nicht zum Nachteil. Denn 
es gelingt der Darstellung, diejenigen Gchwierigkeiten in  den astronomischen 
Grundlagen besonders eingehend zu erlautern, die geeignet sind, die Manner 
des Rallorisports von der -4nstellung astronomischer Messungen abzuschrecken. 
So nehmen denn die zum Verstandnis der Ortsbestimmungen crforderlichcn 
Grundbegriffe einen ziemlich breiten Raum im Rahmen des UTerkchens ein, 
betonen aber nicht ohne Geschick das Wesentliche. Das den Hauptteil ein- 
leitende Kapitel über d e  astronomischen MeBinstrumente lSDt indes sehr die 
mm Verstandnis kaum entbehrlichen Zeichnungen und Abbildungcn vermissen. 
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Unter den Methoden der Ortsbestimmung greift der Verf.diejenigen heraus, 
die durch Einfachheit der Beobachtung und Rechnung für  Ballonzwecke sich 
empfehlen. Neben den klassischen Methoden, wie sie unrnittelbar aus der Be- 
trachtung der Sphare AieBen, werden einige Methoden dargelegt, die speaiell 
i n  der enceren Fachliteratur der Ballonfahrer ihre Entwickluno oder Tabu- 

u u 

lierung gefunden haben. Dazu gehoren Liingenbestimmungen beim ersten Ver- 
tikal, Restimmung der I,angenanderung, vollstiindige Ortsbestimmung aus zwei 
Fixsternen in gleicher Hühe. Tafeln oder Tafelbeispiele daeu bringt der An- 
hang des Buches, das sich allgemein die Bogenminute als Genauigkeitsgrenze 
setzt. Erst  nach dicscn Ausführungen, die noch keinen mathcmatischen Formol- 
apparat  notig machten, geht d e r  Verf. a n  die allgemeine rechnerische Auf- 
losung des astronomischen Fundamentaldreiecks, um dann gleich die graphischen 
Methoden der Ortsbestimmung folgen zu lassen, die sich allesamt aus dem 
Begriff des Sumnerkreises ableiten. Dieses auch für  den Astronomen durch 
seine literarische Vollstandigkeit interessante Kapitel hiitte aber noch sehr an 
Verstandlichkeit gewonnen, wenn der Verf. (oder die Verlagshandlung) sich 
zur Beigabe von Abbildungen der ganzen Apparate und erlauternder ï ' g  ' 1  uren 
entschlossen hatte. Ein kurzer Abschnitt behandelt die neueren nomomaphischen " .  
Verfahren, die in  zwei verschiedeneri Beispielen vorgeführt werden. h'ach An- 
sicht des Ref. ist das Problem der Ortsbestimmung im Ballon am besten ge- 
l6st durch die ,,Tafeln zur astronomischen Ortsbestimmung im LuftballonLL 

-von K. S c h w a r z s c h i l d  und 0. B i r c k  (vgl. diese Zeitschr. 61 (1912), S. 213). 
Der Anhang ,,TabellenLL ist zwar zweckmiiBig ausgewahlt, aber menig 

übersichtlich gedruckt. Bedenkt man die schwierigen SuBeren Verhiiltnisse, 
unter denen diese Tafeln oebraucht werden müssen. so kann man in best- " 
moglicher Anordnung gar  nicht genug tun. Für  eine nene Auflage wiirde sich 
das Studium einiger musterhaft überlegter und gesetzter astronomischer Tafel- 
werke empfehlen, wie z. B. Th. A l  b r e c h t ,  Formeln und Hülfstafeln ftir geogr. 
Ortsbest.; L. A m b r o n  n ,  J. Do mke,  Astronomisch-geodatische Hilfstafeln; 
J. B a u  s c h i n  g e r ,  Tafeln zur theoretischeq Astronomie. 

Die Literatur der jungen Disziplin ist in den FuBnoten und einem be- 
sondorcn Verzeichuis bis Mitte 1 9 1 2  sehr vollstiindig nachgewiesen. - 

Trotz des groBen Xutzens, den die astronomische ~rtibestimmung dem 
Ballonführer gewahrt, macht man heute doch erst vereinzelt Gehrauch davon. 
Vielleicht ist das vorliegende Buch geeignet, die Ahneigung zu verrinçern. 
E in  ausführlich vorbereitetes und durchgerechnetes praktisches Beispiel astro- 
nomischer Ortsbestimmung im Ballon teilt E. K o r n  mit in seincm ,,Fahrtbericht 
des Ballon Uitterfeld 1 Tom 12.  10.  1912." (D. Luftfahrer-Ztschr. 16 (1912), 
S. 625). 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

L. de Bdl,  Lehrbuch der sphàrischen Astronomie. Mit 112 Figureu im 
Text und 2 Karten. gr. Bo. XV u. 387 S. Leipzig 1912 ,  W. Engelinam 
Geb. 1 21.50. 

Der Stoff des Lehrbegriffes ,,sphiirische Astronomie" i s t  heute so fest um- 
rissen, da6 er dem Butor in der Auswahl keine groBe Freiheit laBt. Und auch 
in der Art der Bearbeitung unterscheiden siüh die bisher vorliegenden Lehr- 
und Handbücher dieser Disz i~ l in  nicht gar  sehr. C m  nur  ein paar der gr6Beren 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



23 6 Riicherschan. 

1. O.  Hartmann, Ast ronomische  E r d k u n d e .  4. umgearb. Aufl. Mit 36 Text- 
fig., 1 Sternkarte und 88 i;'bungsaufgalien. 8'. XII u. 79 S. Stuttgart und 
Berlin 1912,  Fr. Grub. Kart. & 1.20. 

2. H. C. E. Mnrtus, Ast ronomische  E r d k u n d e .  Ein Lehrbuch angewandter 
Mathematik. GroDe Ausg. mit 1 0 0  Fig. im Text u. 2 Tafeln. 4. Aufl. mit 
vielen Zusiitzen bearb. nach dem Stande d. Wissensch. i. J. 1911. 8". XX 
u. 502 S. Dresden und Leipzig 1912 ,  C. A. Koch. A 12.50. 

1. Der Verf. ha t  seinem Buche eine Einteilung gegeben, die von der An- 
ordnung des Stoffes abweicht, die man gemeinhin in  den zahlreichen Lehrbiichern 
und Leitfaden der mathematischen Geographie antrifft. E r  zerlegt den Text in 
zwei Haiiptteile: die Erschcinungen und die Erkliirungen. Der erste Abschnitt 
schildert die Vorgiinge, die wir an Sternhimmel, Erde und Sonne aahrnehmen, 
der zweite sol1 die Begründung des Beobachteten geben. Das ist didaktisch 
niüht ungeschickt und verdient insbesondere deshalb begrüBt zu werden, mil  
eine solch strenge Trennung gar nicht gelingen kann. Darum ist sie geeignet, 
den Leser ganz von selbst zu der richt,igen Auffassung 7.11 bringen, daB ~ i r  
sçliliefllich keine Erklarungen, sondern nur  mfigliçhst einfache Beschreibungen 
von Katurvorgangen anstreben. Die Gesetze, die Prinzipien, sind, um es zu- 
gespitzt zu sagen, nichts weiter als mnemotechnischc Hilfsmittel zur bequemea 
Rekonstruktion und geistigen Beherrschung komplizierter Naturvorgange. Uud, 
diese Erkenntnis wird beim Studium der astronomischen Erdkunde nach dem 
Leitfaden O. H a r t m a n n s  auch dem Sçhüler nicht verschlossen bleiben, nenril 
er sieht, wie hier die Grenzen von Erscheinungen und Erklarungen flieEen. 
Da der Stoff gut a l ~ s g ~ w a h l t ,  der mathematische Formelapparat nicht zu sparsam 
behandelt ist, verdient das Büchlein die Arierken~iung, die es jetzt zur vierten 
Auflage geführt hat.  

2. Die dritte Auflagc des ganz anders gearteten J l a r t u s s c h e n  Buches 
erschien i. J. 1904. Sie wurde angezeigt in dieser Ztschr.Bd. 54 (1907)~ 8.222; 
die damais erwahnten Versehen sind jetzt bescitigt. Nachtrage und Ergiinzungen, 
die der inzwisühen ~erstorbene Verf. hinzulugte, haben den Unfang des Werkes 
um 29 Seiten verstarkt. Die Vorzüge i n  Anlage und Durchführung des Buches 
bliebcn bcstchen und in die eigenartige Sprache liest man sich hald hinein. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

E. Kohlschütter, Ergebnisse  der Ostaf r ikan ischen  Pendel-Expedition 
d e r  Kgl. G e s .  d. Wiss. zu G o t t i n g e n  in den J a h r e n  189B und 1900, 
ausgeführt v o n H . G l a u n i n g $  u n d E . K o h l s c h ü t t e r .  II.I3d.: Die astro- 
nomisch-geodatischen Beobachtungen. Mit 4 Tafeln und 5 Figuren imText- 
4'. V I  u. 101 S. Abh. d. K. Ges. d. W.  Gottingen. Math.-phys. KI. S e u e  
Folge Bd. VIII, Nr. 5. Berlin 1912 ,  Weidmann. Jl Il.-. 

Der 1. Band der ,,Ergebnisse der Ostafrikanischen Pendel-Expedition" er- 
schien im Jahre 1 9 0 7 ;  er berichtete über Verlauf und Ausrüstung der Expe- 
dition und brachte die Bearbeitung der barometrischen Hohenmessungen zum 
AbschluB. Die vorbildliche Bedeutung, die jener Teil für Htihenbestimmungen 
auf geographischen Forschungsreisen gewonnen hat,  kommt auch der hier Tor- 

liegenden Diskussion der im Laufe der Fxpedition gewonnenen absoluten astro- 
nomischen Ortsbestimmungen zu. 
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Als Hauptinstrument diente dasselbe Zenitteleskop, mit dem H a y n  die 
fundamentalen Liingenbestimmuiigen für  die Deutschen Kolonien in der Süd- 
see vowahm. Das Instrument war unmittelbar für diesen Zmeck auf der Leipziger 
Sternwarte nach den Angaben von H. B r u n s  aus einem a l t m  Hohenkreise uk- 
gearbeitet worden. Die storenden Miingel, die der provisorische und flüchtige 
~harakter  des in Eile zusammengestellten Apparates nach sich zog, hebt der 
Verf. nachdrücklich hervor; man erkennt aber auch, da0 es nur  geringe cbel-  
stinde sind, die zwar i n  Afrika sich nicht inehr abstellen lieBen, vor der Ab- 
reise in Europa unter den Handen eines geschickten Mechanikers aber leicht 
hatten bekainpft werden kfinnen. Als weiteres Instrurnmt zur astronomischen 
Ortsbestimmung war noch ein kleines Universal von Bamberg mitgenommen 
worden, ausgerüstet mit einem IIorrebow-Niveau zur Beobachtung gleicher Zenit- 
distanzen. Zwei Pendeliihren (StraBer & Rohde und Hawelk) und vier Taschen- 
ubren von Lange 61 Solirie lieferten die Mittel zur Zeitbestimniung und Zeit- 
dbeitragung. Die Eigentümlichkeiten der Uhrgange, ihr Verhalten in Ruhe, 
bei der Ingangsetzung, auf dom Marsche, gcgen Temperatur%nderungcn sind aufs 
singehendste geprüft worden. 

Die Zeitbestirnmungen erfolgten nach der dem benutzten Instrument allein 
zuginglichen und genauen  eth ho de gleicher Zenitdistanzen zwcier Sterne. Sie 
verteilen sich auf die 42  Stationen der Pendelmessungen. Die Orter der be- 
n i ~ t ~ t e n  Sterne legte der Verf. in  das Newcornbsche Fiindamentalsystem und 
er verwaridte grole  Mühe a u €  die genaue Ableitung der ReduktionsgrfiEen für 
die Sternorter aus anderen Quellen. Die Beobachtungen zeigen eine sehr be- 
friedigende Genaiiigkeit; der m. F. eines ans durchschnittlich 4 Sternpaaren 
abgeleiteten Uhrstandes kommt z u  + W.3 hciaus. Uemerkenswert sind die 
Erfahrungen, die aus dem Vergleich der Genauigkeit der Methoden der ~ e i t -  
bestimrnung an dern kleinen Bambergschen Universal sich ergeben. An 3 Sta- 
tionen beobachtete Kohlschütter die Zeit auch mit diesem Instrument nach der 
.\let,hode gleicher Zenitdistanzcn, an 5 andercn Orten nach der Mcthode der 
Eirizel-Zenitdistanzen. Dabei fiel die Methode der gleichen Zenitdistanzen 36  mal 
so genau aus, als die Messung einzelner Hohen mit dern Hohenkreis. 

Die Breitenbestimmungen beruhen ebenfdls auf glcichen Zenitdistanzen. 
Sie erstrecken sich über 37 Stationen und weisen für das einzelne Breitenpaar 
einen mittleren Fehler von 1- O."A auf; der mittlere Breitenfchler ciner Pendel- 
station folgt zu 1 0."5: Eine ahnliche Untersuchung wie die für die Zeit- 
hestimmungeri ausgeführte zeigt, daB am kleinen Universal nach der Methode 
gleicher Zenitdistanzen 2 4  mal so genau beobacbtet wird, als wie mit Zuziehung 
des Llühenkreises durch einzelne Zenitdistanzen. 

Absolute L%ngenbestimmungen nshm der Verf. an 18 l'unkten vor. Teils 
wandte er die Methode der relativeu Zenitdistanzen an, d. h. e r  ma8 gleiche 
Zenitdistanzen des Mondes und eines in  der Nahe stehenden Vergleichsterns 
arn Zenitteleskop, teils beobachtete er Sternbedediungen durch den Mond, fu r  
die ein Refraktor von 9 cm Offnung bei 60- oder 30facher VergroBerung zur 
Terfügung stand. Den Mondort lieferten B a t  t e r m a n n  s Formeln, die die Ver- 
besserung der Mondephemeride des Nautical Almanac für jeden Tag zu be- 
rechnen erlauben. Für den mittleren Fehler einer absoluten Langenbestimmung 
findet sich wieder der hinreichend geringe Betrag von 2Y2. Im  AnschluB 
an seine afrikanischen Langenbestimmnngen bearbeitet nun Kohlschütter die 
Lingen H a p s  für Jaluit und blatupi neu, da sich herauszustellen schien, da6 
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Hayns Beobachtungen dem gleiclien systematischen Fehler unterlagen, wie 
Kohlschütters eigene, namlich einer AuffassungsverschiedenheitzwischenBisektion 
der Vergleichsterne undTangierung des Jlondrandes. Eine Anzahl von Stationen 
der Südsee würde auf die Weise gegen Hayns Ausgleichung eine VergroBerung 
ihrer Langen urn 54" erleiden. - 

Zur Zeitübertrapng und zur relativenlangenbestimmung solcher Stationen, 
a n  denen Mondbeobachtungen nicht vorkommen, verfiigte die Expedition über 
4 Taschenuhren von Lange &.SGhne. Der k r f .  entwickelt ein einfaches und 
beachtenswertes Verfahren, durch das er die taglichen Uhrvergleichungen auch 
wirklich auszunutzen strebt, indem er sie zur Erkennung und Eliminierung 
von UngleichmaBigkeiten in Stand und Gang der Uhren wahrend des Marsches 
heranzieht. I m  Gegensatz dazu stellt das sonst übliche Verfahren anf rechne- 
rischem Wege aus allen benutzten Uhren eine fingierte mittlere Uhr her, für 
die man einen konstanten Reisegang annimmt. Insgesamt sind so noch 28 
weitere Stationen in das h'eta der absoluten Liingen eingehangt worden. 

Das reiche Xaterial, das der Band in einer m m  Teil recht knappen Form 
bietet, macht die Grundlage der Hauptaufgabe der Expedition aus, der Pendel- 
messungen. D a m  treten eine groBe Fülle wertvoller Erfahrungen, die künftigen 
astronomischcn Expeditionen m m  Nutzen gereichen. Freilich mag Kohlschütters 
Expedition wohl die letzte gewesen sein, die zu absoluten L%ngenbestimmungen 
sich auf den Mond angewiesen sa8h. Heute schon gestaltet die drahtlose Tele- 
graphie die Liingenbestimmung fast ebenso mühelos und genau wie die Breiten- 
bestirnmung. 

StraBburg i. E. 

H. E. Timerding, Die Ereiehung der Anechauung. Mit 1 6 4  Textfiguren. 
VI1 u .  241. 8'. Leipzig und Berlin 1912 ,  B. G.Teubner. Geh. 4. BO, geb. 5.60. 

In  diesein schonen und eigenartigen Buche untersucht der Verfasser, in 
welcher Weise die geonietrischen Formen die hnschauung nusbilden und wie 
sich diese wiederum als ein wichtiger Faktor  im Unterricht erweist. Nach 
einem kurzen Überblick über die geschichtliche Entwiclrlung der Anschauuog 
werden die Forderungen der Gegenwart dahin zusammengefaBt, daB an Stelle 
des Formnlismus eine lebendige Erfassiing der Virklichkeit und klare Each- 
lichkeit treten soll. Der Verf+ser betont mit Kecht, daB die niederen Schulen 
den Menschen für  die Erwerbsarbeit vorbereiten müssen. Der Unterrielit in  
der Geometrie kann auf dieser Stufc durchaus anschauunpsmiiBig gehalten 
sein und die streng logische Ableitung nach Euclids Vorbild ist hier durch- 
aus nicht angebracht. Im 4. Kapitel wird ein solcher Lehrgang kurz skiaziert. 
Daran schliebt sich (5. Kap. die Raumbilder) eine Betrachtung der Zcichnung, 
sofern sie ein Raumobjekt zur Darstellung bringt mit nemerkungen über geo- 
metrische Rilder, Perspective usf. Die andere Art  der Verwendung der geo- 
metrischen Zeichnung, das Diagramm, behandelt das nachste, ,,die Zahlbilder" 
betitelte Kapitel. IIier mijge auf die auBerst instruktive Darstellung einer Zahl 
durch Quadrate verwiesen werden (S. 156). Sie gibt den EinfluB der verschie- 
denen Dezimalen, in schlagender Weise wieder. Bei einer 2. Aul'lage nire 
dann allerdings auch die Figur 124 ,  a n  der oben fünf Quadrate fehlen, rich- 
t ig  zu stellen. 
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A d e r  der geometrischen Anschauung definiert der Verfasser dann noch 
eine statische Anschauilng, welche Kraftesysteme (etwa in einem B r ~ c k e n t r a ~ e r )  
beurteilt, sowie eine physikalische, astronomische und topographische Anschau- 
mg; diese letztere wird verfolgt a n  der Darstellung eines Gelandes durch 
Hohenkurven, Schraffen, Releuchtung. Rein asthetische oder kiinstlerische Fra- 
gen, welche sehr nahe liegen würden - man ùenke an das Problem der Form- 
nerden absichtlich ausgeschlossen. Die Darstellung setzt keine mathematischen 
Kenntnisse voraus. In  einem mathematischen Anhang finden sich Bemerkungen 
über Korbbogen, Krümmung der Kurven, Epziykloiden und Welleuliuien, die 
Ausmessung des Ereises und die Grundgesetze der Perspektive. Was die un te r  
e) erwahnte Konstruction dor Ellipse betrifft, so las ich vor kurzern einen ganz 
ihulichen Beweis in dern Buche von E. Ludwig: Barchaueks darstellende Geo- 
metrie. Wien 1910. S. 138 .  Timerdings Buch ist gerade in der Gegenwart 
besonders sympathisch zu begrüBen: scheint doch das Verstandnis für geo- 
metrische Forschuug und für  geometrische Schonheit im Zeichen der Arith- 
metisierung der Mathematik fortwahrend abzunehmen. 

Münchon, Juli 1913.  KARL DOEEILEMANN. 

Richard Suppantschitsch, k. k. Professor an dei  Staatsrealschule irn XVIII- 
Bezirke Wiens, L e i t f a d e n  d e r  d a r s t e i i e n d e n  G e o m e t r i e  für d i e  V, 
und  VI. Khsse d e r ' R e a l g y m n a s i o n .  Ni t  212 Figuren im Tcxt und 
204 Aufgaben. 1 9 6  S. 8'. Wien 1910 ,  Tempsky. Geh. 3 K. 
Das Buch zerfallt in 2 Teile: der erste behandelt das Grund- und Auf- 

riD-Verfahreu und die schiefe Projektion, die Fundameutalaufgaben und ein- 
fache Schattenkonstrkutionen. Der zweite Teil beschaftigt sich mit ebenen 
Fiprcn im Raumc, mit Prismen, Pyramidcn, Umdrehung Cylindcr und Um- 
drehungskegel, der Kugel den Kegclschnitten und Umdrehungsflachen und den 
Echattenkonstruktionen. Affinitat und Kollineation werden herangezogen. D i e  
Darstellung ist klar und sorgfiltig. Den eigentlichen Siitzen werden hautig 
zum besseren Verstandnis vorlaufige Besprechungen vorausgeschickt, i n  Hilfs- 
satzen wird auf die eigentlichen Resultate vorbereitet. Trotzdem ist das Werk 
ziemlich reichhaltig. Die Figuren lassen nichts zu wünschen übrig. Die TVorte 
,,DraufsichtL' und ,,DruntersichtL' (S. 59) aber kann man im Schriftdeutsch 
nicht zulassen; sie w k e n  durch ,,ObersichtLL und UntersichtLL zu erset~en.  

Miinchen, Juli 1913. KARL DOEELEYAXN. 

The Svedberg, Prof. an der Univcrsitat Upsala, Die Exis tenz  d e r  Mole- 
küle. Experimentelle Studien. V I E  u. 244  S. Mit 4 Taf. u. 78 Abb. im Text. 
Loipzig 1 9 1  2, Akadernische Verlagsgesellschaft m. b. H. ,,& 12.-. 

Der bekannte schwedische Foi-scher gibt hier eine Zusarnuieufassung seiner 
intcressanten Arbeiten auf dem Gebiete der experimentellen Atomistik. In  dem 
Cmstand, daB er sich ganz auf die personlichen Untersuchungen beschr%nkt, 
lie$ zugleich der poBe Vorzug, wie auch ein gewisser Nachteil des Werkes. 
Dsnn einerseits bekomrnt der Leser einen guten Einblick in die Werkstatt 
eines originalen Forschers, was oft mehr wert ist  als die Kenntnisnahme noch 
so vollstandiger Darstellungen aus Lweiter Hand. Aber man empfindet ùoch 
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andererseits die unvermeidliche Einseitigkeit des Buches mit Bedauern, da der 
Tite1 immerhin eine allseitige Behandlung der zeitgemaBen Frage vermuten IaBt. 

DerVcrfasser setzt in dm Einleitung auseinander, was, naturwissenschaftlich 
gesprochen, unter einem Existenzbeweise zu verstelien sei. Ein Beweis für die 
Exi~ tenz  der Moleküle ist  erbracht, sobald eine Erscheinung rorliegt, die in 
keiner anderen Weise 81s durch die Annahme, da0 die Materie aus kleinen 
diskreten Teilchen aufgebaut ist, in Zusammenhang mit  unserem naturwissen- 
sèhaftlichen Weltbilde zu bringen wiire; er ist sornit nur solange zwingend, als 
sich keine bessere Erklerung als die molekular-theoretische finden 1iBt. 

Sodann schreitet der Verfasser zu diesen Beweisen selbst, indem er zuerst 
die multimolekularcn, d. h. durch groBe Mengon von Molekülen bewirkton Er- 
scheinungen der Lichtabsnrption und der Diffusion untersucht. Durch eine 
Reihe kolorirnetrischer und spektrophotometrischer Messungen führt er den 
ATachweis. daB bezünlich der Farbstarke kein wesentlicher Unterschied zwischen " 
kolloiden, also nachweislich aus diskreten Seilchen bestehenden Losungen und 
dcn molekularen hesteht, da, mit abnehmender TeilchengroBe aiich eine stetige 
Abnahrne der Farbstarke Schritt halt. Es liegt also der AnalogiescliluB nahe, 
daB auch die molekularen Losungen aus diskreten Teilchen aufgebaut sind 
Ahnlich ergibt die Untersuchung der Diffusionserscheinungen in kolloiden und 
molekulardispersen Losungen, da0 ein Unterschied beider nur in der GroBe 
der Teilchen begründet sein kann, denn die durch molekularkinetische Betrach- 
tungen gewonnene Diffusionsformel von Einstein und Smoluchowski erklart 
f ü r  beide Arten von Losungen die Erscheinungen befriedigend. 

Noch fesselnder sind die folgcnden Untersuchungen iibcr pauzimolekulare 
Erscheinungen, bei denen' die Tiitigkeit nur  rreniger Moleküle zum Vorscliein 
kommt, da  hier die Überlegenheit der Molekulartheorie gegenüber anderen 
Erklirungsrersuchen besonders schlagend ist. Der Verfasser hat sich vor allem 
um die Beobachtung der Brownschen Bewegung und der spontaneu zeitlichen 
Wonzentrationsschwanki~ngen in radioaktiven Losungen und Gasen groBa Ver- 
dienste erworben. Auch hier handelt es sich darum. die von der Molekulartheorie 
gegebenen Beziehungen qualitativ und quantitativ Lu bestatigen, was tatsachlich 
überzeugend gelingt. Den Mathematiker wird die Theorie der spontanen Kon- 
zentratiousschwaukur~gen hesonders anziehen. 

Dem Texte sind viele Zahlentabellen und graphische Darstellungen ein- 
verleibt, die aber i n  ihrem c b e r m a ~ e  oft eher verwirren als aufklaren. Viel- 
leicht lieBe sich in einer neuen Auflage eine engere Auswahl treffen und 
dafür die einschlagige Literatiir ausführlicher berücksicht,igen. Jedenfalls 
wird man das Werk des schwedischen Gelehrten als einen Markstein in der 
Entwicklung der jüngsten physikalischen Disziplin, der experimentellen Ato- 
mistik, begiüBen. 

Freiburg i. Br. FRIEDRICH MULLER. 
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Geometrische Untersnchnngen znr Dynamik des freien 
starren Korpers im Ranme. 1, 

Von THEODOR POSCHL in Prag. 

Einleitnng. 

Die Nethoden und Resultate der Schraubentheorie, wie sie zuerst 
zusarnmenfaesend von R. S. Ba l1  in seinem bekannten Werke "Theory 
of Screws" (Cambridge 1900) gegeben wurden, sind liingst zu einem 
unentbehrlichen Hilfsmittel für die Untersuchung mechanischer Systeme 
geworden. Erst  durch sie konriten zahlreiche wichtige Probleme, u. a. 
die Frage nach der Klassifikation der moglichen Falle infinitesimaler 
Beweglichkeit erledigt werderi. Die tieferen geometrischen und al- 
gebraischen Entwicklungen, wie sie vor allem E. S t u d y  in seiner ,,Geo- 
metrie der Dynamen" (Leipzig 1903j gegeben hat, sind geeignet, den 
groBen lieichtum der damit znsarnmenhingenden geometrischen Frage- 
steliungen vor Augen zu führen. Unter denen, die ~ieuerdings beson- 
ders nachdrücklich auf die Bedeutung der Schraubentheorie für die 
Mechanik hingewiesen haben, sei noch bcsonders F. K l e i n  genannt, der 
sowohl i n  seinen alteren Arbeiten (Math. Ann. Bd. 2 und 4) wie auch 
in einer neueren (Ztschr. f. Math. Bd. 47 und Math. Ann. Bd. 62) ihre 
Pflege besonders zu fordern bestrebt gewesen ist. 

Die genannten Arbeiten (aufier der letzten von F. Kle in )  stchen 
mit der 'llechanik dadurch im Zusarnmenhang, daB sie Bewegungen in 
einern Zeitelement, kurz gesagt den Geuchwiridigkeitszust.dnd untersuchen. 
In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht worden, diese Be- 
trachtungen auf ein zweites Zeitelemerit auszudehnen und damit eine, 
soweit (lem Verfasser bekannt ist, in der Literatur nicht betrachtete 
Blasse von Fragen aufzugreifen, die noch weit mehr in das Gebiet d e r  
hlechanik hineinspielen, als es die obengenannten g~ometrischen Unter- 
suchungen tun. E s  soii namlich mit der Schraube der eingepragten 
Krgfte (1)yname) jedesmal auclz dus ilzr zugeordndc I ~ e s c h l e u n i g u ~ g s s y s t e m  
mit betrachtet u w d e n .  Wenn wir - mit allen Vorbehalten - die ,,kali- 

Zeitachrift f Mathsmstik n Physik 63 Rand 1914 Heft 3. 1 6 
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sale" Vorstellungsweise heranziehen, so erhalt durch ein System von 
eingeprzgten Kraften jeder Punkt des hewegten Korpers eine ganz be- 
stimmte Beschleunigung; die Gesamtheit der Beschleunigungen ailer 
Punkte des bewegten K6rpers (m6gen sie nun dem hewegten Korper 
selbst angehoren oder nicht) bezeichnen wir eben als das Beschleu- 
nigungssystem. E s  gibt dann, und darauf woilen wir die Betrachtung 
in erster Linie lenken, i. a. einen und nur  einen Punkt, dcssen Be- 
schleunigung Null ist, den sog. Beschleunigungspol, dessen Kenntnis die 
Beschreiburig des Besclileunigungszustandes wesentlicli erleichtert. Seine 
Bestimrnung und seine Beziehungeii zur ,,er7eugendenfl Dyname siild 
die Gegensliinde, die wir hier uritersucheri wolleii. 

Pü r  das erste Zeitelenient %ürde die andoge Frage so lauten: 
Welches ist das Impulssystem, das den momentanen Geschwindigkeits- 
zustand (u,u,u,p,p,p,) her~usteilen iinstande ist? Die Koordinatcn der 
betreffenden Irnpulsdyname sind bekanntlich: 

FE = mu;, 9, = 421, (i = 1, 2 , 3 ) .  

In der Behandlung von Kraft und Moment einerseits und (infini- 
teaimaler) Rotation und Translation andererseits besteht bekanntlich 
überdies eine weitgehende formale Analogie, die früher vielfach in kau- 
salem Sinne - und damit unrichtig - gedeutet wurde. 

Die Frage nach der Zusammensetzung der Dynanlen findet für die 
hier zu behandelilden Probleme ihre Bedeutung in  der Frage nach der 
Superposition der von ihnen erzeugten Beschleunigungssysteme; dabei 
stellt sich sogleich die Frage ein: wenn die Beschleunigungspole zmeier 
oder mehrerer Beschleunigungssysteme bekannt sind, wo liegt dann der 
Beschlcunigungspol des durch Superposition dessclben hervorgehendeii 
resultierenden Beschleunigiingssysten~s? 

Diese Frage wird insbesondere d a m  von Bedeutung sein, wenn die 
Bewegungsfreiheit des Korpers (aiich im zweiten Zeitelement,) durch 
eine bestimmte Anzahl von Bedingungen (1, 2, 3, 4, 5) beschrbkt id, 
was gleichzeitig dein Beschleunigungszustand eine gleiche Anzahl Ton 
Bedingungen auferlegt. E s  eiltsteht dann die Aufgabe, bei gegebeneiil 
Geschwindigkeitssystem und gegebenen eingepriigten Kraften das Be- 
schleunigungssystcm und die Reuktionskrafte zu ermitteln. Die vor- 
liegende Arbeit beschaftigt sich jedoch noch niclit mit diesen weiter- 
reichenden Problemen. 

E'ür die Behandlung derselben Gruppe von Fragen in der Ebeue 
m6chte der Verfasser ziim Schlusse auf drei seiner früheren Publika- 
tioneii verweisen (diese Zeitschrift Bd. 58 und 60 und Berichte der 
Wiener Bkademie Bd. 118). 
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5 1. Über das Beschlennignngssystem. 

Die Fragc der Verteilung der Beschleunigungen in einem bewcgten 
System ist schon mehrhch zum Gegenstande eingehender Uritersuchungen 
gemacht aorden.') 

Von den oahlreichen geometrischeri Ergebniesen m6gen hier nur 
jene wiedergegeben werden, die für das Problem, das der rorliegenden 
dbhandlung e u p n d e  liegt, von Bedeutung sind. 

Die Verteilung der Beschleunigungen eines im Raum frei bewegten 
Korpers um den Keschleiinigungspol B ist dieselbe, als ob dieser Punkt 
festgehalten w-ürde, und die Vektoren der Winkelgeschwindigkeit und 
Winkelbeschleunigung an ihn angesetzt würden. Damit ist der ailge- 
meine Fall ltuf diesen speziellereii zurückgeführt. Die Punkte des be- 
wegten Systems und die Endpunkte ihrer von irgendeinem Punkt aus 
ahgetragenen Beschleunigungen sind a@ne Systeme; aus dieser Affini- 
fit flieBen eine Anzahl der bekanntesten Siitze, z. B. der, daB die Punkte 
gleicher Beschleunigung eine Schar akinliçher und iihiilich liegender 
Eilipsoide bilden, für welche B der gemeinsame Nittelpunkt ist. 

Für unuere Zwecke ist insbesondere von Bedeutung die Tatsache, 
da0 jbei gegebenem Geschwindigkeitsoustand) der Beschleunigungspol 
einer Bewegung bekannt ist, wenn man die Achse der Winkelbeschleu- 
iiigung und die Beschleunigung eines Systempunktes kennt. S t ü b l e r  
liat (a. a. O.) eine Konstruktion des Beschleunigungspols il aus diesen 
Elementen angegcben und auch gezeigt, wie man bei gegebenem 3 die 
Beschleunigung jedes andercn Systcmpunktes findcn kann; bezüglich 
der busführung dieser Konstruktion sei auf die geuannte Arteit  selbst 
verwiesen. 

5 2. Grnndgleichnngen. 
1. Zur Aufstellung der Grundgleichungen machen wir folgende 

Wir denken uns einen vollstiindig freien starren Korper und wiihlen 
das System der Haupttriigheitsachsen mit, dem Massenmittelpunkte S 

1) Aus der hierher gehorigen Literatur seien hier auBer den bekannten Lehr- 
biichem von RBsa l  und S c h e l l  insbesondere e ~ w a h n t  (man vergleiche auch die 
hgaben bei Schel l  1. Bd. S. 516): 

G r u e y ,  Sur les accélé~ations des points d'un solide en mouvement, Paris (1878). 
G i l b e r t ,  Recherches sur les accélérations en général, Annales de Bruxelles 

13 (1889) und 18 (1894). 
Marco longo ,  Siill' accelerazione ne1 moto d i  un solido intorno a d  un punto 

fisso. Giorn. di mat. 27 (1889). 
S t ü b  1 e r ,  Das Beschleunigiing~sy~tem bei der Rewegung eines starren Kor- 

pers. Jahresb. d. Dtsch. Math.-Ver. 19 (19i0). 
16* 
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als Ursprung zu (beweglichen) Koordinatenachsen (z,x,x,), die Haupt- 
tragheitsmomente A, A, A, seien gegeben, ebenso die Masse des bewegten 
Korpers, m. Der Geschwindigkeituzustand zur Zeit t wird d a m  durcli 
Angabe der momentanen Schraubenbewegung festgelegt und wird eben- 
falls als bekannt vorausgesetzt: es m6gen (u,, u,, u,) die Komponenten 
der Geschwindigkeit u von S' und (pl, pz, p3) die Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeit p des Korperu um S sein, genommen nach den 
Achsen (x,, x,, x3); es ist also p"p? + pi + p i ,  und es werde p als 
von NuIl verschieden vorausgesetzt.') 

Dann hat  eine Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes (x,, s,, 2,) 

nach den Achsen (x,, x,, z,) die Komponenten 

die Gleichurigen der A c h e  dér Geschwindigkeitsschraube, der ,,Vin- 
dungu sind dann in  Punktkoordinaten 

oder wenn mi t  

der Parameter der Schranbe bezeichnet wird, so wird die Achse in 
Linienkoordinaten dargestciit dnrch 

In (2) bedeutet dabei, wie im folgenden immer, 

(4) a ; b = a , b , + a , b , + a , b ,  und a j a = a ~ + a ~ + u ~  

das innere Produkt der Vektoren a und b, bzw. das innere Qiiadrat 

oder Quadrat der Lange des Vektors a. 
Die Komponenten der Beschleunigung (y,, y,, y,) des Punhtes 

(z,, x,, x,) mit Rezug auf die Achsen (z,, x,, x3) sind 

oder ausgeführt, da (x,, x,, x,) bei der Differenziation nach t als kon- 
stant zu bet,rachten sind2) 

1) Die von der sonst meiat üblichen abweiehende Bezeichnung durch Indizes 
1, 2 ,  3 für  die drei Achsen wurde gewahlt, weil sich damit viele Formeln im Teste 
wesentlich einfacher schreiben lassen. 

2) Siehe z .  B. G. Koenigs, CinAmatique 1, S. 131. 
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Setzt man in diesen Gleichungen y, = y, = y, = O, so erhalt man 

durch Aufl6siing nach (x,, x,, x,) die Koordinaten des i. a. cinzigen 
Punktes ohne Beschleunigung, des sog. Besclilmnigu~gspols B, wir be- 
zeichnen seine Koordinaten mit (El,  E , ,  f,) .  

2. Das Verschwiiiden der Determinante des Systems ( 5 )  

Die Gleichungen für die Achse der Kraftschraube (Dyname) lauten 
d a m  in Punktkoordinaten (x, x, cc3) 

- (P$ + P:) P I P ~  - $3 PIP,  S- $2 

und iihnlich wie früher in Linienkoordinaten. Wie ist nun der Be- 
schleunigungszustnnd des Kcrpers beschaffen, der diesem ]Liraftesvstern 
entspricht? 

Zur Bcantwortung dicser Fragc ziehen wir die Bewegungsgleichungen 
für den Korper heran, welche auf das Achsensystem (x,x,x,) bezogen 
lauten . 

= pl p, + $3 - (PQ + PS) P Z P ~  - $1 = Q  [+r,=z] 
Pl213 - $2 PZ& Pl - (15: +&>, 

bedeutet, daB 
$1 : P 2 : ~ 3  = p l  :P , :Ps ,  

d. h. also, daB der Vektor der Winkelgeschwindigkeit mit dem der 
Rinkelbeschleunigung zusammenfiiot; .es ist bekannt, daB in diesem 
Fali nicht ein einzelner Beschleunigungspol, sondern eine Beschlezcrz.iyunys- 
achse existiert. Tatsachlich sind in diesem FaUe die drei Gleichungen 

y, = 7, = y, = O nur zwei lincaren Gleichungen in (x,, x,, x,) %qui- 
valent und bestimmen daher eine Gerade; die Richtung dieser Achse 
l iuf t  zu p normal. 

Es ist leicht zu sehen, daB mit p + O eine weitere Ausartung für 
den Ort der Punkte ohne Beschleunigung nicht eintreten kann. 

3. Auf den gegebenen Korper denken wir uns nun ein System 
aderer Krafte wirkend, das nach S reduziert, die Komponenten (XI X, X,) 
fur die Einzelkraft X und (Yl Y, Y,) für das Moment Y liefert, so daB 

x=i/xTX, Y - V ~ Y .  

d p  + pzu3 -&u2) = 4 A 2 a t  - ( A ,  - A,)p,p, = Y, 

( 7 )  . JP, "(2 + f~~ - pluS)  = & ( T r )  Ap 27 - (AS - = YI 

d u  d p  
i7)~($ +Pi% - P ~ ~ ~ )  = X 3  A " d t  - (A ,  - A ~ ) P I P ~  z Y3. 
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d u  a171 Wir setzen nun die MTerte der Differenzialquotienten 2, . . . =, . . .i 
d t  

die wir daraus ableiten, in die Gleichungen (5) ein und erhalteri 

Um nun statt mit den Beschleunigungen (y,, y,, y,) mit rcinen 
Strecken zu operieren, führen wir an ihrer Steile die reduzierten Ke- 
schleunigungen (g,, g,, g,) einJ indem a i r  (8) durch p2 dividieren und setzen 

Y 1 

(9) 
Y 9  Y s  

91 = , j e ,  9 s  = p e )  93 = l l s t  

analog statt (X, X,  X, Irl YY, Y,) die reduaierlm Kraftc und die reduziwten 
Momente, wovon die ersteren gleichfaik den Charakter von reineu 
Strecken haben, durch 

Der Einfachheit halber werden wir meist diese Gr6Ben XI,. . .g, . . . 
verwenden. 

Ferner operieren wir statt mit (plpzp3) mit den ltichtungskosinusseii 
der Schraubenachse, 

(11) il = Pl P '  ,I , I, = - 3 ,  P 1 1  a = 1. 

Beachten wir endlich daB die in (8) auftretenden Veïbindungen der 
Tragheitsmomente (A, A, A,) die doppelten Tragheitsmomente in bezug 
auf die Koordinatenebenen sirid, so setzen wir 

(12) A,+A, -Al=2A; ,  A3+Al-A,=2AS,  Al+A,-A,=BAj. 

Durch Einführung dieser Bezeichnungen schreiben sich die Gleichungen 
(8) so: 

Führen wir dann noch zur  weiteren Abkürzung der Schreibweise 
die Bezeichnungen ein 

2 A ,' 1., A, - ' 2A;L,L, 
- a,,, + A; = a,, , - - - a23 

4 
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wobei diese szmtlichen Gr6Ben ai, für  das vorliegende Prohlem konstant 
sind und die Beziehungen gelten 

so folgen zur Bestimmung des von dein reduzierten System jXlX,X3, 
g2 g3) erzeugten Beschleunigungspols Il(& 6, &) die einfachen Clei- 

chungen 
a1,k, + (9, + a,)&, - (9, - '13)-3 = X, 

(92 + a d & ,  - (91 - a,&, + a,,& = x 3 ,  

welche die Haupfgleichunyen f ü r  die folgenden Untersuchungen dar- 
steilen. In diesen Formeln ist alles verschwunden, was mit der Trans- 
lation (u,u,u,) der gegehcnen Schraiibcnhewegung zusammenh%ngt; alle 
aus diesen Gleichungen abgeleiteten, für das freie System geltenden 
F:ntwicklnilgen gelten also für  beliebi.qe Translationen (vgl. 5 1). 

Wenn wir endlich noch die folgenden Bezeichn~ngen benützen 

so schreihen sich die Gleichungen (1) noch kiirzer so: 

4. Wir bernerken, daB die Determinante des Systems (16) i. a. von 
Eins vcrschioden ist ; die dadurch gegebene lineare Transformation 
steiit kezfie Bewegung dar. Diese Transformation - wir wollen sie 
mi t  T beeeichncn - ordnet jedem Punkte B ( & ,  E,, 6,) einen Punkt 
Bl(ql, T,, 773) ZU; ihre Umkehrung bezeichnen wir in gebrauchlicher 
Weise mit T-l. 

Es ist leiclit anzugebeu, was diese Transformation T geometrisch 
bedeutct. Um dies zu erkennen, schreiben wir die erste Gleichung (16) so: 

oder mit Rücksicht auf die Betleiitungen der Gr6Ben ai, in (14) 
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Wenn wir noch die beiden anderen hinzufügen, ergibt sich: 

--+ 
A 6 = Ai& + Â2& + A s &  ist die Projektion von SB = S auf die Achse 
der Winkelgeschwindigkeit durch S, die letzten Glicder sind die Kom- 

-+ 
ponenten des seitlichen Produktes (,,Vektorproduktsi') des Vektors SB 

-f 

und eines Vektors S d  = d mit den fcsten Kumponenten A,,&, 
"8 - A, 
-- , Al L 1) . - Die anderen Glieder auf der linken Saite 

A, As 
von (1") stellen die Komponenten des seitlichen Produktes der Vek- 
toren 5 und 9 dar. 

Die Formeln (17) lassen sich in folgende Vektorgleichuiig zu- 

sammenfassen : 

( la> T) . . . 7 = C; - A 6.2 + dAS, 

wenn durch a A h  das seitliche Produkt der Vektoren a und b bezeich- 
net wird. 

Die Gleichungen (1") lauten mithin in  Vektorform: 

(19) r = 9.s + q = E - L I E - A +  (s + 9)"s. 
Wir werden spater noch die transponierte der linearen Transfor- 

mation (16) benützen, (d. h. jene, die durch Vertauschung der Zeilen 
und Kolonnen in dem Koeffizientenscherna der a entstcht) und woilen 
sie mit bezeichnen; ihre Vektordnrstellung lautet einfach 

(20) T) q = & - A g . 1 1 - â A $ = E - A I E - Â + g A 6 ;  

die Urnkehrung dieser letxteren sei T- l .  

Ohne damit etwas anderes als die geometrische Zuordnung aus- 
drücken zu woiien, sagen wir kurz, da8 die Dyname (x, 9) einen Be- 
schleunigungspol erzmyt, dessen Koordinaten durch die Gleichungen (1) 
gegeben sind. 

$ 3. Konstruktion des Beschleunigungspols für aine gegebene Dyname. 

Die erste Frege, die a i r  nun losen woilen, ist die: 

Wenn die momentane Schrauberibewegung und die Dyname ( X , ! )  
der eingepragten Kriifte gegeben sind, das Bes~hleunigungss~stem, also 
insbesondere den Beschleunigungspol B (El, E2, &) zu ermitteln. 
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Da die Beschleunigung des Schwerpunktes S mit X bekannt ist, 
- die reduzierte Beschleiinigung ist X selbst - so wird nach 5 1 die 
Beschleunigung jedes anderen Punktes des Systems bekannt sein, menn 
mir den Beschleunigungspol kennen. 

Die Koordiuaten des gesuchten Beschleunigungspoles ergeben sich 
durch Auflosungen der Gleichungen (1) nach El, 5,) 5,; diese Auflosung 
ergibt unübersichtliche, undiskutierbare Ausdrücke. E s  ist jedoch leicht, 
an der Rand der Vektorglei- 
chung (19) eine Konstruktion 
zur direkten Ermittlung des. 
Beschleunigungspoles anzu- 
geben. 

Nach (19) haben wir 3 
in die zwei Komponenten 
6 -  A I L ;  . A  und (6 + 
zu zerlegen, von denen die 
erste jedenfalls in einer 
Ebene El senkrecht zu 2, die 

E* (1 Cr+@ 
zweite in einer EbeneE', senk- 
recht zu dcm Vektor d + 9 
liegt (siehe Fig. 1, welche 
die Projektion auf die Ebene 
{ S  + 9, ?.} vorstellt); beide 
Vektoren gehen natürlich 
durch S. Da sie zur Summe 
den Vektor X geben sollen, legen wir durch den I'unkt X die zu E, 
und El parallelen Ebenen, die El und E2 bzw. in den Geraden G, und 
G, schneiden. Die Ebenen des Büschels durch X schneiden d a m  aus 

den geradlinig begrenzten Vektorenbüscheln ( S ,  G, } und { S, G, } die 
überhaupt moglichen Zerlegungen a m .  Der Punkt  f muB sonach in  
einer Ebene Es liegen, die man durch G, parallel zu i. legt. 

Bezeichnen wir nun den kürzesten Abstand der Geraden G, von S 
als Vektor mit  Ic. Die Ebene E, parallel zu Ic und ô + 9 in einem 
solchen Abstande Z, daB (ô + (1))"Z = k, schneidet die Ebene 3, i n  einer 
Geraden G,, die den gesuchten Purikt B enthiilt; denn die Endpunkte 
aller Vektoren, die mit 6 + 9 seitlich multipliziert einen Vektor des 
Büschels {S ,  G,] geben sollen, liegen in dieser Ebene E,. 

Die Ebene E4 schneidet forner G, in jenem Punkte, der die Ler- 
legung von X in die zwei Komponenten 6 -11 L;. A und (d + (D)"g nun 
vollstiindig bestimmt. Die Ebene B5 durch S senkrccht zu dem letzteren 
der eben gefundenen Vektoren schneidet G, i n  dem gesuchten Punkte B. 
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E s  ist sogleich zu sehen, daB diese Honstruktion nur dann unhe- 
stimmt wird, wenn ô + '1) zu À parallel wird, des ist aber gerade der 
in 5 2, Art. 2 betrachtete besondere Pall, in welchem eine Beschleunigungs- 
achsp. aiiftritt. 

$ 4 .  Folgernngen ans den Gleichnngen 1. 

1. Der in den Gr6Beri ( f , ,  k,, t,) einerseits und !Tl, . . .  y,, . ..) 
andrerseits Lineare (nicht homogene) Charakter der Gleichungen (1) führt 
zu einer Reihe von einfxhen Satzen über die Lage der Bcschleunigungs- 
pole für gewisse Mannigfaltigkeiten von Dynamen, von denen vir die 
wichtigsten hier zusammenstellen wollen. 

Wir  erhalten zunachst aus den Gleichungen (1) durch Multiplikation 
mit (El, E2,  &) bzw. und unter Berücksichtigung von (15) 

oder kürzer 

In bezug auf die &E,& erhalten wir somit eine Fliiche zmeiter 
Ordnung, von welcher man leicht verifiziert, dao die Determinante der 
quadratischen Glieder identisch verschwindet. Diese Gleichuq sagt fol- 
gendes aus: 

Satz 1. Die Besckleunigu~zgspole, ujelcl~e ton  der Schar der m3 

Dynamen erzeugt u-erden, die dadurclz ge7;ennzeichnd sind, dab sie eitzesi. 
festen Werte von iï ( X , & X , )  und beliebigem '1) (9, V), 9,) entsprechen, liegen 
aztf einem elliptischen Paraboloid, dus durch X und die Richtung (41, A,) 
der yeyelrenen Schraubenachse vo11stÜmdig bestimmt ist, dus aber als ganses 
von den mec7~anischen Konstanten des Korpers (u. n. von der Lage m d  
Gr?il3e der H(~upttriiy?~eitsuch.~en) vollstilndig unaOl~ilngig ist 

Dieses Paraboloid hat die durch X und die Richtung (%,A,i.J be- 
stimmte Ehenc zur Symmetrieebciie, und seine reeiie Hauptachse ist 

E 
zur Richtung I normal; ihre Achse schneidet 2 im Halbierungspunkt . 
Das Paraboloid kann aiif einfache Weise wie fol@ erhalten werden. 
(Siehe Fig. 2). 

Wir  ziehen einen beliebigen Strahl E durch S und suchen den 
zweiten Schnittpunkt B (8 selbst ist der erste) von E mit dem Para- 

boloid (21). Rezeichrien wir mit 5 = SR = i g j  6 die Entferriung d e ~  
Punktes B von S und die Winkel ( X E ) - &  (LE)=  a, dann schreibt sich (21): 
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Wir bekornmen also dcn auf dem Stralil E gelegenen Punkt  der 
Fliche, wenn wir durch den Endpunkt X von (J,X2X,) eine Ebene 

senkrecht zu E legen, die E in T und rl in O' schneidet, so daB S T - J cosp 
X coaP. 

und S U  = die Normalebene durch U zu A sclineidet dann wegen 
sinac 

(22) auf E den gesuchten ng. a. 
PunktB aus. Der Sühnitt des t 

Paraboloides (21) mit der 
Ebene ( I ,  A.} ist durch die 
Parabel in Fig. 2 angedeutet. 

2. Unter den m3 Dy- 
\ 

namen ( 5 ,  \C) } kommt auch 
die Rinzelkraft J For, für  sie 
ist also 9, = C), = 9, - 0. 
In diesem Fall kt der Be- 
schleunigungspol gepeben 
durch 

&=y1,  J z = q 2 ,  x ,=y , ;  Y - 
wir bezeichnen ihn mit P. 
%u seiner Auffindung dient ebenfalls die in 5 3 erklarte Konstruktion, 
bei der nur â an die Stelle von 8 + rl) tritt.  Der Übergang von 3E zu 
B* ist aquivalent der oben mit T-l bezeichneten Trailsformation. 

3. Den 003 in Satz 1 gekennzeichneten Dynamen entsprechen die 
oos Punkte der FlHchc, (21). Jeder Piinkt derselben wird somit durch 
oo' Dynamen dieser Schar erzeugt, und wir fragen nach dem Ort  der Achsen 
dieser m1Dynamen. In den Gleichungen (I*) sind also {XI, X,, X,, El, f, ,  S, } 
und daher a u c i  ('ll'lrTa) konstant zu halten. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich dann, wenn wir mit C),\C),'$), 
multiplizieren und addiaien: 

(23) ( X - T ) ~ ! ) ~ ( ~ I - ? ~ I ) ' $ ) I +  (Xz-%)gzf  ( x , - r ~ s ) 9 s = 0 .  
Simtliche 9, die mit dem festen iX (XI 5, X,) zusammen die ool Dynamen 
bestimmen, welche dem Punkte B(&f , t , )  zugeordnet siiid, liegen mit- 
hiu in ezher E b e m  durch S, welche den Punk t  R selbst enthalt und 
zum Vektor X - ?; normal steht; die Endpunkte der Strecken 9 (C),'$), y,), 
wenn üie iu S augesetzt werden, liegen ih einer Geraden. Denn aus (I*) 
folgt durch Quadrieren und Addieren 

(24) 9 g - S l S - ( ' m ) 2 = c P ,  
wenn 

bedeutet 
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Wenn daher C den Endpunkt des Vektors c bedeutet, so da6 
4 
S C =  C, und wenn irgend ein Strahl in der Ebene (23) mit 6 den 

Winkel rp einschlieBt, so be- 

deutet (24) 
92. 6 2  - 9 2 5 2  C O S ~ v  = ce 

also 

(25) gsinlp = y .  
Die Gerade g, die der End- 

punkt von FL) in dcr Ebene (23) 
durchlG~ft, lie@ parallel zu 
-t 

S U  = in einem Abstande c, ço 
k 

daB $Ag = X - 7 (Fig. 3). 

Wir erhaltcn somit: 

Sate 11. Die reduzierteva iMonzente der a9 Dynamen, die bei fatent 

X (X,X2 XIE,) eimen ge,pbmen Punlkt R(& E,&) des Yaraboloids (21) als 71e- 
schieuni.qungspol erzeugen, bilden einen geradiinig begrenztcn Veklorediüschel 
mit dem Sckeitel S. 

Die Achsen bilden eine Schar von geraden Linien, die einen para- 
bolischen Zylinder umhüllen. 

4. Der unendlich ferne Punkt des Paraboloids (21) entspricht nun 
gerade jener Xichtung gl : 9, : y,, für die der in 5 2, Art. 2 bezeich- 
nete Ausnahrnefall eintritt - denn nur für  ihn verschwindet die Deter- 
minante des Gleichungssysterns (1). Diese Gleichungen (1) sind dam 
niir sztiei lincaren Gleichungen aquivnlent, die den Ort der Punkte mit 
verschwindender Beschleunigung bestimmen; wir erhalten soinit eiue 
Resch,Zeunigu~~qsacIzse. l h r e  Richtun.~ ist parallel der reellen Adse des 
Paraboloids (21). 

5. Nun wollen wir noch einfach unendliche Mannigfaltjigkeiten von 
Dgnamen betrachten. 

Halt man C)(g,'U),g,) fest und laBt lE(XIX,X,) frei, so folgen ge 
mai3 den Gleichungen (1) alle Punkte des Raiimcs als Beschleunigungs- 
pole. Schriinkt man aber bei festerri 8 die Veranderlichkeit von X so 

ein, daB die Verhahisse  XI : E,  : X, dieselben bleiben, X also einen 
Strahl durch 8 d u r c h h f t ,  so ist der geometrische Ort der Beschleu- 
nigungspole, die von den dadurch gekennzeichneten ml  Dpailien er- 
zeugt werden, wieder eine Gerade durch S, deren Gleichungen in Punkt. 
koordinaten (tlkf E3) 80 lauten: 

(26) ~ , : X 2 : ~ ~ = ( ~ i + C ) B f g - ~ 2 ~ s ) : ( r / 2 + ~ l t 3 - ~ 3 ~ l ) : ( ~ i ~ + ~ ~ ~ ~ - ~ i ~ n l  
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Wir erhalten somit den 

Satz 111. Die w1 Beschleunigungspole, entsprechend den cm1 Dpanzm 
= konst., X, : X, : X, = konst., liegen in einer geraden Linie durck S. 

Die Achsen der Dpa 'men sind eirie Schar von parallelen Geraden 
in einer Ebene. 

5. Urngekehrt, wenn wir x(X,X,E,) festlassen und U)('$),U),C),) so 
variieren, da8 die Verhaltnisse C), : U), : 9, = konst. = z bleibenl), so 
schreiben wir in (1) zg1, z'&, 59, für  U),, g,, 9, und erhalten durch 
JIulLiplikation mit C), V ) ,  C), wieder die Gleichung (23), in der aber ( & E ,  &) 
die laufenden Koordinatcn sind, uiid die wir daher so schreiben: 

(27) ~ I ~ - 5 ~ - a . ~ I c D - 5 , . a . , ~ - f 3 . a . , ~ ~ = ~ ,  

wobei natürlich 

(28) a.l C) =alls) l+ '21U)2+ a 3 1 9 9  

bedeutet. 
Diese Gleichung sagt in Verbindung mit  (21) folgendes a m :  

Satz IV. Die ool B~schleunigungspoie, die con deu ml Dynamen 
l =  konst., C), : U), : 9, = konst. erzeugt werden, liegew auf cher ebcnen 
K~trve sweiter Ordnztng, namlich auf dem Schzitt der Ebene (27)  mit 
denz clliptiscl~en Paraboloid (21). 

Die Achsen dieser Dynamen bilden wieder eine Schar von paral- 
lelen Geraden iri einer Ebene. 

Die Ebene (27) geht durch den oben (Ende des Art. 1 dieses 9) 
bestirnmten Punkt H* hindurch. Den oo' Strahlen 9, : 9, : 9, durch S 
ents~rechen BO die cm2 Ebenen (27) ,  d. h. also die no-on diesen und 
der Friche (21) bestimmten Kcgelsçhnitte. 

Die Richtung der Normalen der Ebene (27) ergibt sich, wenn man 
aiif einen beliebigen Punkt  '?J die in  5 2 erklarte transponierte Sub- 
stitution T ausübt uiid den so erhaltenen Punkt mit S verbindet. 

Wir erhalten somit endlich 

Satz V. Der Bescldeunigungspol B,  de^ cine geyehene Byraume (S, 9) 
erzeuyt, wird gefmden, indem man die Gerade (26) durch li' mit der 
Ebene (27 )  durc7~ B* suln Schnitt bri~zgt. irjizser Schnittpnkt liegt natür- 
lich auf der)& Paraboloid (21). 

$ 5. Bestimmung der Dynamen zn einem gegebenen Punkt  als 
Beschleunignngspol. 

Im vorigen Paragraphen haben wir schon die Beziehungen erit- 
wickelt, welche zwischen gemissen Mannigfaltigkeiten von Dynamen und 
- -- 

1) Mit ?), : T l r  : Ys - konst. fol$ natiirlich auch Y, : Y, : Y, = konst. 
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den von diesen erzeugten Beschleunigungspol6rtern bestehen. Wir kom- 
men nurimehr dam, das folgende allgemeiriere Problem zu behandeln: 

E s  ist ein fester Punkt B(a,, a,, a,) gegeben, man BOU aile Dynariicn 
bestirnmen, die ihn als Beschleunigungspol erzeugen. Es  sind mithin 
alle Dynamen zu suchen, deren Xoordinaten XI, . . . C),, . . . die drei 
Gleichungen (I*) befriedigen, die wir nun so schreiben: 

+ '92'3 - U)3% = b L  

P9? 9 '91% (r, + 93~1- b2 

x 3  + 91% - 92% = b 3 ,  

wobei in gewohnter symbolischer Schreibweise 

{ a } ï ' =  ( b ] .  

Aus diesen Gleichungen erhalten wir zunachst durch Multiplikation 
mit (a,, a,, a,) die folgende: 

(36) X , a = a b - konst. 

Die letztere Gleichung sagt aus: 

Satz VI. Die h 'ndpnkte  der in S angesetzten ~eduzierteu K~üfte, 
die B(a, ,  a,, a,) als Beschleunigungspol erzeugen, liegen in einer Ebene, 

die auf fi8 senkrecht steht und deren senkrechter Abstand von S durch 
u s -  a y c o u y ~  

- - - a sina, 
a 

wenn wieder a =ml +K ( U A )  = a: geçetzt wird, gegeben ist. In Ana- 

logie mit einer vom Verfasser frühcr gebrauchten Bezeichniing nennen 
wir ein solches Gebilde einen ebenbegrenzten Kraftebii~de1.l) 

Da es im Raum o o q y n a m e n  und 003 Punkte gibt, so mird jcder 
Punkt von ooS Dynamen als Beschleunigungspol erzeugt. Es gilt dam 
der Satz: 

8 th  Vïï. Die Achsen der cos Dynamen, welche einen Punht B 
als Beselzleunigungspol erzeugen, bilden ei~zelz Komplex zweiten Grades 

U m  die Gleichung dieves Komplexes zu erhalten, führen wir statt  
der Schraubenkoordinaten 

'17 X 2 7  '97 911 9 2 1  9 3  

die gewohnlichen Linienkoordinaten ihrer Achse ein: 

€ i : € % : Ë n : h : h : ! h ~  
welche die quadratische Identitàt befriedigen 

-- i c I 9  - O> 

1) Siehe diese Zeitschrift, Bd. 60 (1912), S. 154. 
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wjr erreichen dies, indem wir setzen: 

oder umgekehrt 

aobei k den Parameter der Schraube 

hedeutet. 

daniit aerden die Gleichungen (26) 

nebst zwei analogen, die wir darnus durch zyklische Vertnuschung der 
1 Indizes erhalten. Die Elimination von k und aus diesen zwei Glei- 

cliungen liefert die gesuchte Cleichung des Komplexes in der Porm 

oder entwickelt und reduziert in der einfaehen Gestalt 

menn [agg] das ZuBere Produkt der drei Vektoren a, g, 9 ,  d. h. die 
Determinante 

(37) ' ' Fi F e  Es I 
1 91 hn 9 3  1 

bedeutet. 

Aus den Gleiühungen (34) erkennt man sofort, da8 die ooS Dynamen, 
die einein festen Werte des Parameters k entsprechen, je eine lineare 
Kongruenz bilden. Der yuadratische Komplex (36) gehort mithin zu 
jenen, die sich aus linearen Kongruenzen zusammensetzen lassen. 

(Fortsetzung fo1gt.j 
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Über Gleichungswagen. 
Von P. KIEBESELL in Ramburg. 

3 1. Bedeutung der Gleichungswagen. 

Nachdem f~stgestelit war, daB die Gleichungen vom dritten und 
vierten Grade nur mit relativ komplizierten Methoden und die Glei- 
chungen hoheren Grades allgemein algebraisch nicht mehr auflosbar 
oirid, bemühte mari sich, Nal~erungsmethoden zu finden, die mit Hilfe 
einfacher algebraischer Operationen wenigstens die reellen Wurzeln dei. 
Gleichung liefern. Ein zweiter Weg war der graphische, der mit geo- 
metrischen Hilfsmitteln die Losung gestattete. E r  ist hauptsachlich 
von d 'Ocagne  in der Nomographie ausgebaut. Eine dritte Methode 
benutzt physikalische Gesetze, auf ihr beruhen die Rechenmaschinen und 
Integratoren sowie die reinphpikaliechen Apparate, die Gleichungswagm, 
von denen hier die Itede sein soll. Da die versçhiedensten phgsika- 
lischen Kriifte zur Anwendung kommen, ist eine Erweiterung des Re- 
griffs ,,wage"erforderlich, und sie soli in  einer im AnscliluB an Skutsch'i 
verallgemeinerten Form definiert werden als ,,eine Vorl-ichtung, die für 
die Wirkung willkürlich zu wiikilender Gr6Ben eingerichtet ist und be- 
nutzt wird, um Beziehungen zwischen diesen GroBen aus einer Nuli- 
stellung abzuleiten". Dicse Dcfinition iimfaBt die verschiedensten Ap- 
parate, mit denen nicht nur die reellen sondern auch die komplemz 
Wurzeln der Gleirhungen beliehigen Grades mit beliebiger Annaherung 
erhalten werden korinen. 

5 2. Zweck der vorliegenden Arbeit. 

Die Literatur über diesen Gegenstand ist bis 1902 von Mehmke 
zusamrnengestellt worden.') Seit dieser Zeit sind zahlreiche neue Xe-  
thoden ersonnen, die das Gebiet von einem einheitlichen Gesichtspunkt 
zu betrachten gestatten. AuBerdem lassen sich an den Gleichungen 
mit einfachen Hilfsmitteln Umformungen vornehinen, die bedeutende 
Vercinfachungen der Gleichungswagen zur Folge haben und auch eiu 
Auffinden der komplexen Wurzeln ermoglichcn. Die vorliegende Arheic 
soll auBerdem die Moglichkeit der Anwendung allgemeinerer phpsika- 
lischer und mathematischer Prinzipien dartun. E s  kam weniger d a r a d  

1) Diese Zeitschr. f. Math. u. Phya. Bd. 47 (1902), S. 85. 

2) Encykl. d. math. Wiss. 1, 2, Numerisches Rechnen. 
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an, exakt arbeitende Apparate zu konstruieren al8 Methoden für ihre 
Konstruktion anzugeben. Die Untersuchung der Anwendbarkeit und 
Brauchbarkeit der maschinellen Vorrichtungen gehDrt in ein anderes 
Gebiet. 

5 3. Die mathematischen Grundlagen. 

Augemein ist bisher die Gleichung in ihrer ursprünglichen Form 
benutzt worden: 

(1) f(x) = aOxn + alxn-' + a Z x n - 2  + + a, = O. 

Die Gleichungswagen, moist mechanischcr Natur, die diese Gleichungs- 
form zugrunde legen, werden so eingerichtet, daB die anpeifenden 
Kriifte oder ihre Hebelarme den Koeffizienten bzw. Potenzen von x 
proportional sind. Zuweilen kann auch, besonders für kleine x, die 

1 
Siibstitiitinn z = - h ~ n u t z t  werden, wodurch die Gleichung folgende x 
Form erhalt: 

AuBerordcntliche Vorteile für die Konstruktion der Wagon bietet nun 
die Einführung einer Hilfsîunktion 

q(x) - (3: - u)(x - P)(x - y )  - . .  (x - v ) , ~ )  

wo die a, B, y . . . v beliebig gewahlt werden konnen. Man kann dann 
mit  elemcntaren Hilfsmitteln immer folgende Portialbruchzerlegung vor- 
nehmen: 

Es sind hier wieder Krafte bzw. Hebelarme zu siichen, die den Koef- 
fizienten proportional, bzw. den Gr6Ben x - a, x  - j3 . -' x - v umge- 
kehrt proportional sind. Dadurch dnB die hoheren Potenzen von x 
verschminden, mird die Vereinfacbung bzw. Ermoglichung der Appara- 
tur erreicht. 

1 Auch hier ist es haufig zweckmaBig, die Substitution x = ein- 
zuführen, wodurch man erhilt: 

Kine weitere Ausgangfiform liefert die Gleichung: 

x = r . c o s q ,  

1) Vgl. Luclts ,  Compt. rend. 1888 ;  R u s s e l l  n. A l t y ,  Phil. Mag. 1909. 
Zeitsehrift f .  Xnthemstik n. Physik 63. Band. 1911  Heft 3. 17 
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durch welche Zolgende Form entsteht: 

(5) ~ ( ~ ) = Y ~ + ~ ~ c o ~ < P ~ Y ~ c o s ~ ~ + ~ ~ ~ + ~ ~ c o s ~ ~ = ~ .  

Letztere wird hauptsachlich bei Apparaten m i t  Drehrorrichtungrn ver- 
wandt werden konnen. 

5 4. Gewohnliche Wagen. 

Eine gewohnliche Wage hat zuerst B é r a r d 1 )  benutzt, die von 
L t i l annez )  rervoilkommnet ist. Das 

Fig. 1 

Prinzip ist sus Fig. 1 zu ent- 
nehmen, in der nur die eine 
Halfte ausgeführt ist. 

Durch Verschiebung des be- 
weglichen Wagebdkens W nuf 
der festen Achse O P ,  werden 
dio deri Koeffizienten proportio- 
iialen Gevichte, die bzw. an dcn 
Kurvi1n y = xO , .  y = x', y = xa . . - 
gleiten, in die Entfernungen ro, 
xl, x 2 .  . . ~ o ~ n  Drehpunkt ge- 
braeht, wodurch die Nomente 
a,, a,z, a2x2.. . erzeupt werden, die 

mit den riegativen auf der anderri Seite ins Gleichgewicht gebracht werden. 
Eine einfachere Form ergibt sich, wenn man nicht das feste Bur- 

wnsystem an drm heweglichen Wagcbalken vorbeischiebt, sondern dafi 

Fig. 2 
ganze, aus Draht konstruierte 
Kurvensgstcm als um Pl be\irg- 
lichen Wagebalken baut und d m  
Wagebalken W als Schiene oder 
,,Wurzelsuclier(' Fangs der Achse 
verschiebt. Jedenfalls ist die Be- 
festigung der Gewichtc, die al? 
Reiter auf den Kurveu gleiten 
kiinnen, bedrutencl einfacher. 

Eine  iihnliche Form der Fage 
erhiilt mail durcli Befestigung 
von Spi~al[edern, die ~)roportiaiial 

ihier Lange wirken. Die Potenzen von x werdeii wieder durch die Kuiven 
y = 2, y = x2 . . . nach Fig. 2 kunstruiert, in der wieder nur eine Hilfte 
auugeführt ist. 1st das Kurvensystem bei P fest, und werden die Federii 
-- - 

1) B 6 r a r  d ,  Opuscules mathématiques, 1810. 

2) L a l a n n e ,  Compt. rend. 1840. 
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Von P. RIEBESELL. 259 

- 

auf den Kurven zu gleiten, wie ~ i g .  4. 

in Pig. 3. 
Eine andere Borm der 

tlirekten Wage ist von K a n n  
nach Fig. 4 konstruiert.') Auf 
einem um A B  drehbaren Brett 
sind die Kurven y =  x, y= x2 . . . 
eingeschnitten. Die den Koef- 
iizienten proportionalen Ge- 
wichte konnen so angehangt 
werden, daB ilire durüh das Brett 

paiallel W, wirkend gedacht, so sind die Mornente 17.1, = zO. X, Jf2 - 3;'. xi 
31, = x2 . x - .. Wirkcn dagrgen die Spiralfedern alle in P,, wo PP, = 1 
ist, so daB die y-dchse P,O, ist und wird der Wurzelsucher WS mit den 
Eurven am Wagebalken vor- FIR 3. 

beigeschoben, s u  sirid die AP 

hindurchragenden Hopfe mit Hilfe des Wurzelsuchers W i n  der Richtung 
der x Achse verschoben werden konnen und auf den Kurren gleiten. 
Die Momente a,%, a,x2 . . . werden dureh Verschiebung des Wurzel- 
suchers ins Gleichgewicht gebrartit. 

a 5. Die Partialbrnchzerlegung. 

% 

Y 

W 

Riiouîente bP1 = xO, JI2 = xl, 
'II3 = x2 . . . 

Die Koeffizienten sind 
- wcnn auch in der Praxis 
schwierig - durch ent- 
sprech~ndr Verkiirzunqen 

Die im vorigen Paragaphen beschriobenen Apparnte vereiilfachen 
s.kh durch Anmendung der Gleichung (3). Dabei ist zu bernerken, da6 
die u, p, y .  . . gaiiï. willkürlich gewiihlt werden dürfen, su da6 sie den1 
jeweiligen Apparat ailgepai3t werden konnen. Die Vorrichtungen der 

facher gestaltet sich die Be- 
rhcksichtigung der Koeffizieriten, wenn der Nullpunkt des Kurvensystems 
nicht in P liegt, sonder11 jede Kurve ihren Kullpunkt im Abstande a, 
b z ~ .  a,. . . von P O  l-iat, und das Kurvensystem mit dem Wurzelsucher TV 
am Wagebalken vorbeigeschoben wird, wahrend die Federn durch seit- 
liche Führungen veranlaBt werden, iinmer senkrecht zum Wagenbalken 

/ ,  

1) Diese Zeitschr. f. Nath. u .  Phys. Bd. 48 (1903), S. 266. 
17'  

x O der Federn anzubringen. Ein- 
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260 b e r  Gleichungewagen. 

Big. 1-4 vereinfachen sich dahin, daB entweder eine Kurvenart von 
1 

der Form y = - in zahlreichen Exemplaren auf der Achse in den be- 
x 

züglichen Abstanden a, P, y . . . befestigt wird oder daB nur eine eiii- 
zige Kurve dieser Art gcnommen wird und zahlreiche Wurzelsucher in 

Pig. 5.  
den Abstanden a, P, y . . . rorbeibewegt 
werden. So m r d e  für den Kanrischen 

10 
Apparat nach Fig. 5 die Kurve y = 

gezeichnet. Die Wurzelsucher wurdeil 
auf zwei an den Seiten des Brettes be- 

-B findlichen Schienen, anf denen ihre Ent- 
fernung untereinander verandert werden 
konnte, verschoben. 

Der Vorteil der Partialbruchzerlegui~g 
wird hauptskhlich bei der Berücksichti- 
gung der 7îomplexm Wurzeln sichtbar. 

Als erster hat C o l l i g n o  nl) diese Wurzeln einer Betrachtung unter- 
zogen, indem er den TTTagebalken des Lslanrieschen Apparates zu 
einer Ebene erweiterte. Setze ich 

e - r(cos g? + i sin rp) 

in  die Gleichung (1) e h ,  so ergibt sich: 

(6) a, . rn (cos nrp + i sin nrp) 

+ a,rn-' (cos (n - l jq  + i sin (n - 1 ) ~ )  + . . . + a, = 0. 

Die einzelnen Summanden sind auf der z-Ebene darstellbar, und wenu 
die Ebene im Nullpunkt unterstützt wird und den Koeffizienteu ent- 

1) Traité de mécanique, 1873, Dd. 2, S. 347 

m g .  G. sprechende Gewichte angehlingt werden, Pr- 

Y 
gibt sich für die Gleichgewiehtslage, d. h. 
wenn O Schwerpunkt ist, a a19 Losung dei 
Gleichung (vgl. Fig. 6). 

b'iir die praktische Verwertiing, iiber die 

C o l l i g n o n  keine Angaben macht, besteht 
die Schwierigkeit darin, dafi bei wiilkiir- 
licher ~ r i d e r u n ~  von ,G die übrigen Gewichte 
in den bestirnmten Entfernungen w, = s', 
zc, = s3 - . . anzuhangen s h d ;  es wiiren also 
die verschiedenen w-Ebenen auf die z-Ebene 

abzubilden. Das ist recht kompliziert und jedenfaiis durch mechanisclie 
Vorrichtungen schwer ausführbar. 
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Von P. RIEREBELL. 261 

Einfacher gestalten sich die Abbildungen fiir die Fiinktion 

A 9 ( z ) = A o + - A ~  + -_+ . . . ,  
z - w  2 - p  

die reelle- chs se kann fortbleiben, da dadurch in bezug auf die Gleich- 
gewichtslage der Ebene nichts geandert wird. 

da hier nur Abbildungen durch reziproke Radien in Frage kommeii. 

In der Fig. 7 seicn Y,, Y,, P, die Punkte ~ l g .  7 

z - a, B - p, s - y, die auf einer Parallelen g 
p3 

ZUT reeUen Achse liegen QI, Q,, Q,, ihre 
Abbildungen durch reziproke Radien, Liegen 
bekanntlich auf einem Kreise, der durch den 
Jlittelpunkt der Abbildung geht und devsen 

g 6 .  Die Drehwagen. 

Xicht die Niiilage sondern eine bestimmte Gleichg~wichtslage be- 
nutzt  Exrier2) bei seiner Wage, die in Fig. 8 wiedergegeben ist. 

2% + 1 Rollen von der Gestalt 
Fig 8. 

der Kurven L,, LI, Li, L,, L i . .  . sind 
an derselben horizontalen Drehungs- 
achse angebracht. Die den Koeffizienten. 
entsprechenden Gewichte a,, a ,-,, . . 
werden an Faden der Rollen L,, L I . .  . 
bzw Li . . . befestigt. Dann sol1 nach 45 

Drehurig des Systems um einen in 
Bogenmdgemessenen Winkelx Gleich- 
geFicht heïrsçhen, es müssen also die 
Hrbelarme der Gewichte proportional 
X, x2, x3. . . sein. Es gilt also, die 

O 
Kurven L,, L, . . . so zu konstruieren, 
daB sie die Enveloppen von Geraden sind, deren Abstand vom Anfangs- 
punkt einc gegebene Fiinktion des Winkels dieses Abstandes mit der 
Koordinatenachse ist. Die Gleichung dieser Kurven mird in etwas anderer 
Form nls bei E x n e r  nach Pig. 9 folgendermaBcn gefunden. 
- -- 

1: Tgl. z B. B. v. M a n g o l d t ,  Einführung in die hühere Mathematik, Bd. 2. 
2) Jahresbericht des k. k. S t a a t ~ ~ y m n a s i u m s  in Wien IX, 1881 

Tangente in diesem Punkt zu g parallel 
1st.') Man findet ihn also einfach, sobald 
ein Punkt QI mit E l f e  der Gleichung 
O &  . OP, = 1 bestimmt ist. Das bei der 
Abbildung erforderliche Herumklappen um 

\, 0 
\ 
\ 

'-- 

I I  1 
/ 

/ 
I 

.-.- 0' 
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262 Über Gleichungswageri. 

Die Gleichung der Enveloppe lautet allgeinein : 

( 7 )  
û f f ( X ,  Y, x) = 0 und = O.  

In unscrni Fall ergibt sich 

X . c o s x +  Y s i n x - x n = O  

- X .  sinx + Y .  C O S X - ~ X ~ ' ~ =  O ; 

daraus folgt: 
X = xn . cosx - n z n - l s i n x  

(8) Y = xn . sin x $ fzxn-'cos x, 

die als Parameterdarstellung der Kurve gelten knnneri. In Polaikoor- 

Y, dinaten erhiilt man: 
Flg. Y. 

, ( )  i ,,.2 = $ n!?Z2n - 2 

xvi tg x + nrrn 1 
tgrp = - - 

x l z - 1 2 x n 1  tg x 

* Die Kurven gehoren dem Typus der Schrauben- 
linien, und zwar den reühtsgewundenen, an. 

Wenden wir nun unsere Gleichung (3) auf diesen FaLl an, so 

1 ist TL = - 1 zu setzcn, und die Kurvengleichungcn nïhnicn die 
F o r a  an: 

cos x  in 2  lin x + x . eo8 x + . = -- - ~ 

(10) 
x " 2 

2" xa 
oder 

r 2  = 2-2 + x-4 

z .  tgx-1  
t g  rp = ----; d. h. gp = x + arctg ( ) . 

k x + x  

Wir erhalteri linksgewundene Schraubenlinieii, was dadurch ausgeschaltet 
werden kann, dai3 die Wage nach der entgegengesetzten Seite gedreht 
wird. Der groBe Vorteil besteht aber darin, daB man nur eine Art Ton 

Rolien braucht, da die verschiecienen Winkel z - u, x - j3 . . - durch 
mfingliche Drehung der verschiedenen Rollcn eingestellt werdeii kijniiix. 

5 7. Systeme van Wagen. 

Xehrere Wagen sind von Grant1)  benutzt, dessen Apparat Ton 

S k u  t s  cha) vervollkornmnet und leistungsfiiliig geiiiacht ist. Das Prin- 
zip ist aus Fig. 10 ersichtlich. 

1) Amencan Machinist 1896. 

2) a. 5. O .  S. 96. 
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n + 1 Balkenmagen sind so aiigeordnet, daB jede mit eiiiein I'unkt 
ihres rcchten Armes das rechte Balkenende der folgendcn \Vage unter- 
stützt. Dabei kann die Entfernung des unter- na IO 
stiitzenden Punktcs vom L)rch~iunlit bei allen 
Kagen gleichzeitig um denselben Wert  ge- 
indert werden. 1st diese Entferriiung 5 und 
die Armlange 1, so werden, wenn die Balken 
durch die Rlomente 171,) 171, . . . belastet 

sind, die Slornente JI,,, N ,  l ,  ,7.i 2(f)2 - . . . ausgeiibt, so daB die Gleirh- 

gewichtsbedingung lautet: 

die mit der Gleichung (1) zu vergleichen ist. 

Die praktische D u r ~ h f ü h r u n ~  der gleichzeitigen Veriiiiderung des 
[ bei allen Wagebalken wird durch Schraubenspindeln erreicht, die sich 
mit Gesçhwindigkeiten bewegen, die sich 

Fig. 11. 
wie die Glieder einer nrithinetiechen 
Reihe verhalteri. 

Eine bedeutende Vereinfachung wird 
wieder durch Ariwendungder Gleiühungs- 
form (3) erreicht. Die praktische Duïch- 
führung gestaltet sich riach Fig. 11 in 
folgender Weise. 

Die gewichtslosen Wagebalken Pt;, 
W,, IV,. . ., denen durch die Verschie- 
bucg der Schneiden A ,  23, C . . . in 

w2 
Richtung auf O (etwa durch Schrauben 
oder über eine l-lolle bei O gnzogene Bindfiiden) die gemeinsam ver- 
inderlichen Langen 1, 1 - c i ,  1 - P . - . gegeben werden, üben, wenn sie 
in der Entfernung 1 durch die Gewichte Gl, G2, G, . . . belastet worden 
(je nach dem Vorzeichen von verschiedenen Seiten der Schneiden) in O 

G G, die Krifte q, &, - . . . aus. Die Gleichgewichtslage liefert die 
l - P  

X'urzel 1 = x der vorgelegten Glei- Fig. 12. 

chung. 'L- 1 t 2, CO 
n n 

Ein anderes Sy stem von Wagen A - - - 
À i B  c D 

hat ebenfalls S k u t s c h angegeben, 
indm er n. gewiühtslose Stiibe von der Lange 1 in ihren Endpunkten 
gelenkit: verbancl und zu eincm geraden Stabzug vereinigte, wie in 
Fig. 12. 
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264 Über Gleichungswagen. 

Die 1î Schneiden A, B, C . . . haben den Abstand 1, und teilen saint- 
hche Balken im Verhiltnis 5 : (1 - &). Werden in Go, G,, G, . . . wieder 
entsprechende Gewichte angebracht, so herrscht Gleichgewicht, wenn 

3 = O  

ist. 
Bei Ausführung des Apparates in Zwillingsform IaBt sich die B e  

sühriirikung auf Gleichungen, die in den Gliedern keinen Zeichenwechsel 

Fig. 13 oder keine Zeichenfolge habeii, vermeiden 
Eine wesentliche Vereiufachung er- 

fahrt  namentlich die praktische Aus- 
führung des Apparates durch Anwendung 
der Gleichung (4). 

Die gcwiçhtslosen Wagebalkcn W,, 
W,, W, . . . wirken wieder wie in Fig. 11, 
so auch in Fig. 13, auf 0. Die Schneidm 
A, B, C .  . . sind gleichmaBig verschieb- 
bar und befinden sich wieder in der Ent- 
fernung von den Enden der 1,) 1,: 1,. . . 
langen Wagebalken. Werden diese durch 

G,, G,, G,  . . . behstet, so wirken in O die Krafte 

Gibt man nun der Gleichung (4) die Porm: 

HO sieht man sofort die Beziehung, die zwischen den Koeffizionten und 
den Gewichten bzw. Balkenlangen bestehen muB. Ebenso ist das Vor- 

zeichen Lhnlich wie in Fig. 11 zu beriicksichtigen. 

(j 8. Hydrostatische Wagen. 

Waren bisher die Eebelarule durch Potenzen der Wurzel und die 
Krafte diirch die Koeffisienten. dargestellt, so gilt das Umgekehrte bri 
den hydrostatischen Wagen.')  E s  werden hier nach ùleslin ') Korper 
. 

1) Von der Demane t schen  Konstniktion (Mathesis 8, ItiYB) sei hier ab- 
gesehen. 

2) Cornpt. Rend. 1900. 
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in Wasser getaucht, deren Meridian die Fliiche j e  - c p - 1  bat, so daB 
das Volumen und damit der Auftrieb 

(15) A = C.Z" 

wird, wo x die Tauchtiefe bezeichnet. Die Hebelarme werden durch 
die Koeffizicnten angegeben, so daB in der Entfornung a, vom Dreh- 
punkt die Auftriebseinheit angebracht wird, oder in der Entfernung 1 
an der andern Seite das Gewicht a,. Die Mrage wird zuniiahst aus- 
halanziert und dann allmiihlich in eine Flüssigkeit getaucht, bis wieder 
Gleichgewicht eintritt. Die Rotationskorper von M e s l i n  sind ein zylin- 
dritrcher Stab, eine Paraboloid, ein Kegel, ein KGrper mit semikubischer 
Parabel als Meridian usw. S k u t s c h  hat  gezeigt, daB man bei den 
Gleichungen dritten Grades mit  ebenflgchigen Ktirpern üuskommt, in- 
dem man den Zylinder durch ein Prisma, das Paraboloid durch einen 
Keil und den Kcgcl durch eine Pyramide ersetzt. S c h a e f e r l )  vcrein- 
fxh t  die IKorper dadurch, daB er Schablonen aus AluminiumguB kon- 
struiert, die die Gleichung 

(16) 
n . c  ZY = - . s"-1 

d 

haben, so daB ihre F lkhe  

(17)  p = L .  d 

nird, und das Volumen des Korpers von der Dicke d 

(18) v = e . xn. 
Dabei ist c eine Konstante, die für x = 1 die Auftriebseinheit liefert. 
Durch passende Wahl  von c und d sind brauchbare Korper zu schaffen. 

Bei den Parabeln hoherer Ordnung wird jedoch für groBe x auch 
y sehr groB, wodurüh die rom Wasser benetzte Fliche zu erheblichen 
Fehlern führt. Eine Abhilfe mird hier geschaffen durch den von 
Schae f e r  rorgeschlagenen Kunstgriff der Substitution 

(191 x=+VÉ5. 

so daB die Flachen der Kurven die Gleichung erhalten 

Da für groBe xn die y zu groB verden, muB c Hein genominen wer- 
den. So wird bei S c  hae f  e r  c = ,1,,, d = 0,8 für n = 5. Dadurch wer- 
deil aber die Spitzen der Korper für kleine x schmer ausführbar. 

1) Diese Zeitschr. f. Ilath. u. Phys. Bd. 61 (1913), S. 61. 
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266 Übcr Gleichungswegen. 

Brauühbare Korper erhalt man schon, wenn nian etwa aus einer Xink- 
platte von 0,s cm Dicke Kurven von folgender Gestalt aussi$: 

2y = 9 2 .  xn l ,  

so daB die Flache wird 
F = xn, 

wobei als Einheit 1 cm gewshlt werden kann. Eventuell ist die Sul)- 
stitution (19) anzuwendeil. Falls aile K6rper gleich click sind und als 
Auftriebseinheit eine Platte von der Oberfliiche 1 qcm aus demselben 
Material benutzt wird, braucht d nicht berücksichtigt zu werden. Durch 

d d 
Anderurig von d i n  - 

4 " '  
sind Konstruktionsschwierigkeiten zu ker 

meiden. F ü r  groBere x empfiehlt sich entweder die Substitution s = 10y 
oder einfacher eine MaBstabsiinderung der z mit entsprectiender hiirle- 
rung der Auftriebseinheit, allerdings auf Kosten der genaueren Ablesurig. 

Auch bei der hydrostatisçhen Wage 1iiBt sich nun mit Vorteil das 
Prinzip der Gleichung (3) anwenden. Man braucht dann nur eilze E'orni 
von Korpern, die den Auftricb 

Fig. 14. v=? X 

lieferil, deren Kurven also die Gleichung haben 

2y  = - c r 2 .  

,41s Beispiel ist  i n  Figur 14 die Kurve 
4 

2 y  =- 
ze 

gezeichnet, wobei der Koeffizient 4 bei der Dicke, bzw. Auftriebseiii- 
heit oder beim Hebelarm berücksichtigt werden kann. 

Allerdings ist jetzt zu bedenken, da1 das Integral 

unendlich wird. Man muB vielmehr nehmen: 

Der K6rper muB also von z bis m eintaucheri, so daB jetzt z der 
aus dem Wasser hervorragende Teil des Korpers ist. Für  kleine x kanu 
der K6rper an beliebiger Stelle unterbrochen werden, wiihrend das Elid- 

stück, in Fig. 14 z. B. 
cm 

4 

als Platte ausgebildet ist. 
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Die z - u, x - p, . . . der Gleicliiing (3) werden einfach doi-ch 
Scnken der Nullngen der Iiorper u i i  a, 0, . . . erhalten. 

Man k a m  in ah l i che r  TTTeise auch das Prinzip des Schzuimizens 
beiiutzen mit Rilfe von Ktirpern von der Diclte a,, a, .  . . und vorn 

1 1  
Lingsschiiitt - , . . ., wie es fiir Gleichungen mit  mehreren Un- 

x 2 - a :  

bekannten im vorliegenden 13antle dieser Zeitschrift von K .  F u c h s  be- 
sclirieben ist. Doch ist die praktische Verwendharkeit wegeii der Ver- 
sciiiedenlieit der Rijrper je nach dern verschiedenen Koeffizienten gering. 

5 9. Elektrische Gleichungswagen. 

Den Widerstünd von Drahten beiru elektrischen Strom hat zuerst 
Bann1) zur L6sung von Gleichungen benutzt. E s  werden an hinter- 
cinander gcschalteten parsllelen Urahten Schablonen der Form y = x, 
y = x" . . ., die an  einem Rahnlen befestigt sind, vorbeigeschoben, so 
daB von den Drahten die Langen x, sB . . . abgeschnitten werden. Bei 
der Piullstellung gibt ein eingeschaltetes Galvanometer einen bestimm- 
ten Ausschlag, und werden dann die Widerstiinde x, x2 . . . je nach 
ihrem Vorzeichen ein- oder ausgeschaltet, so gibt derselbe Ausschlag 
eine Wurzel der Gleichung. Schwierig ist hierbei die Berücksichtigung 
der Koeffizienten. K n n n  sçhliigt entweder verschiedene Drahtdicken je 
nach dein Koeffizienten \-or, oder Zahnrader, die heim Verschieben des 
hhmens selbsttiitig die Vielfacheii der Drahtlingen eiiischalten. 

Eine bessere Rerücksichtigung der Koeffizienten erreichen 11 ii s s el 1 
und Wr igh t "  mit einem elektrischen Rechenschiebcr. ?rlultiplilratioii 
und Division werden ebenso wie Addition und Subtraktion durch ITin- 
tereinander- oder Pnrallelschaltung von Drahten bewirkt. Hine Scha- 
blone von der Gleichung 

I 

(03) - - 
y = k . 1 0  

die in Fig. 15 wiedergegeben ist, wird mit isoliertern Draht bewickelt. 
Lkiga OS, die mit logarithmischer Skala veraehen ist, gleitet ein 

%hieber. Steht am Punkte N der Skala die Zahl p, so ist 

O N =  h .  logp 
und 

k y = P N  =- .Y)  
P 

1) Diese Zeitselir. f. Math. u. Phys., Bd. 48 (1903), S. 266. 

2) Phil. Mag. 1909. 
3) Man erhalt hier also eine Kurve, deren Ordinaten den Ziffem der Ab- 

sziesenskala umgekehrt proportional sind, die also mit Vorteil auçh = alle Glei- 
chungswagen, die auf Gleichung (3) beruhen, benutzt werden kanri. 
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Nun ist der Widerstand des Drahtes zmischen O und N annaheriid 
proportional der Fliiche O N P Y ,  d. h. proportional 

Y 

k 10 j 
,U R, und füge an S einen Draht 
S R  = AR, so ist der Wider- 

stand von B bis B gleich f . il, 
O P N 

P 
I O 3 4 5 6 7 8 9 1 0  Werden also n solchei Srh iph-  

widerstande nebeneinaiider geschaltet, so ist der Gesamtstrom 

wenn p die Ablesungen auf den Skalen und E die angewandte Poten- 
tiuldiflcrenz hedeuten. 

Somit ist durch Parallelschaltung eine Addition erreicht. Die 
Multiplikation wird nach dem Prinzip des gewohnlichen Rechenschiebers 

 PI^. 16. durch Hintereinanderschalten z p2 
erzielt. Soll ich p mit q mnl- - a2 

4 Iy-3 tiplizieren, so lege ich den 
Xullpunkt einer zweiten loga- 

O2 rithmischen Skala auf N urid 
lese liei dem Punkt q der 
zweiten auf der ersteri da8 

Al syl Produkt p .  q ab. Ebenso ver- 
fiihrt men beim elektrisclitn 

Rechenschieber. Wird die Nullinie ZZ der Figur 1G 

"1 z 

aiif a, gestellt, so kann ich mit (lem Schicber bei NI 
beliebige a, . x abgreifen. Dabei ist es praktisch, 

L 
die logarithmische Skala wie in Eiig 16 senkrecht 
anzuordnen. Steht der Zeiger L auf 1 bei K, 
so befindet sich O, in Tl. Wird L mit der Fiih- 
rung Z Z  um E L  heruntergesühoben, E O  wird die 

Berührungssteile NI um Tl versehoben, wobei 
T,N,  = ï; 0, = LK ist, da cp=45O. 

Man ist nun auch in der Lage, beliebige Potenzen von x zu schaf- 
fen, dadurch, daB der Zeiger O,P, immcr andere Winkel mit der 

Sühiene Z Z  bildet, etwa T2 Oz&. Da T2ATZ = ï', 0,. tg 9, ist, so 1st 

(24) T2 & = h . tg rp, . log x = h . l o g d g ~ ;  
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1) Durch eine sinfache Anderung lBBt sich der .4pparat auch zum Abgreifen 
dr r  reziproken Werte und damit zum Hintereinanderschalten der Widerstiinde ein- 
richten. Das hier angewandte Prinzip der Konstruktion mi t  Hilfs des Proportional- 
satses laBt sich*auch* auf die übrigen Apparate der Gleichung (3) anwenden, ohne 
datl Iiztrcen henutzt werden. 

so daR der Widerïtnnd des zweiten Schiebers i-:gh ist. Mit einer Tu- 
a 

belle der Tangeiisfunktion sind daher beliebige Potenzen von x xu schafferi. 
Zur L6sung von Gleichungen sind dann die einzelnen Widerstiinde 

deui TTorzeichen der Gleichung eut- K g ,  17. 

sprechend so in Gruppen parallel zu 
schalten, daB ein Ga1vnnomt:ter keirien 
Ausschla; gibt. In Fig. 17 ist das 

P 
Beispiel 

a = b + c  a 

dargestellt. Die gleichmiiBige Ein- " 1  

stelliiug der LE für die , I L  + 1 Brücken R 
geschieht durch die Befestigung s imt-  
licller Schicbcr auf %Z und Einstcllung der Winkel arctarig 0, arctaiig 1 . . . 

Eine bedeutend einfachere Form erhalten die elektrischen Glei- 
chungswagen durch Einf'iihrung des Prinzips der Partialhriichzerlegung. 

Wahrend die Kannsche  Konstruktion durch einheitliche Gestal- 
tung der Kurven oder clurch Benutzung nur  einer Schablone eine Shn- 
liclie Vereinfachung erhalt wie die gew6hriliche Wage des 5 5, gestaltet 
sich die elektrische Brückenwage 

Fig. 1s. 
folgeiderinaBen. I n  Fig. 18 sol1 die 
Gleichurig 

b (05) a - z L a - -  .:fi - O 

geltist werdeil. 
X Y bedeutet ein rechtwink- 

liges Koordinatensystem, das Zenti- 
meterteilung tragt. Auf der X-Achse 
ist eine Schiene mit dem Anfangs- O, 

punkt W~erschiebbar,  die Führungs- 
nuten NI, AT2 für  die Zeiger O, iV,, 
O,& triigt. iVl und AT2 haben von 

A ,  I B ,  

Y W die Abstiinde cç bzw. P. An die 
Y-dchse werden gewohnliçhe Schieberwiderstiinde (z. B. Riihstrat-Wider- 
staride oder einfache Driihte mit Schleifkontakt) herangesch0ben.l) 

1 
Auf dem ersten AlBi wird der TViderstand ; abgegriffen. Der zweito 
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270 Über Gleichungswagen. 

A,B2 wird in1 Abstand b - 1 von der X-Achse aufgtstcllt, wzhrend 
der zugehorige Zeiger den Abstand b hat. Der dritte A,B, befindet 
sich im Abstand c - 1, sein Zeiger im Abstand c. D a m  wird bei 
Verschiebung des Wurzelsuchers um O W = x auf A, B, der Widerstaiid 
x-(Y 
- - 

h 
" - '. Wcrden nun abgegriffen und auf A,& der Widerstand 

die drei Widerstande nach Pig. 17 zur Brücke geschaltet, eo gibt, wenn 
das Galvanometer keinen Ausschlag zeigt, x die Wurzel der Gleichung 

an; denn, weiiri i3 düs Potential in R und B in P oder Q ist, werin 
ferner r der spezifische Widerstand des verwandten Drahtes kt, so gilt 
nach dem erstcn K i r c h  hoffschen Gesetz: 

B - V  3:-J' E-V 
- - - - - -- - - - = O  

r 
- 

?.(.-ci) r ( . - p )  

oder 

was in (25) verlangt wiirde. 

5 10. Elektromagnetische Gleichungswagen. 

Wihrend die elektrischen Gleichungswagen ein Aufsuohen der 
imaginiiren Wurzeln nur nach umstiindlichen algebraischen Operationen 
etwa durch Einsetzen von z = x $ i y  und Zurückführen auf Gleichungen 
hoheren Grades1), zulassen, ist es durch eine elekti.omagnetische Ne- 
thode moglich, direkt die knmplexen Wurzeln zii crhalten. huf diese 
Moglichkeit hat zuerst L u c  a s  2, hingewiesen, dessen Vorschlige von 
R u s  s el1 und A l  t y zu praktisch verwertbaren Apparaten ausgebaut sind 

In  Gleichung (3) werden die ai, /I' . . . so gewahlt, daB 

ist, so daB beim Pehlen des xweiten Gliedes die Gleichung besteht 

a i + P f  y + - - - + v = o .  

Durcli (26) wird aiich 

Nun ist die Kraft, die ein langer Draht von der Stromstarke i 
auf einen Einheitspol P in der Entfernung r 

1) Vgl. Rfi i sse l l  und W r i g h t ,  a. a. O., S. 304.  
2)  Compt. Rend. 1588. 
3) Phi1 Mag. 1900. 
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Nultipliziere ich X mit  i und sublrahiere, so ergiLt sich: 

Habe ich n Drkhte in einer m m  magiietischen Meridian seiik- 
rwhten Ebene, die senkrecht die Zeichnu~igsebene der Fig. 19 in den 
Piinkten BI, B,, Il3 . . . in den Abstiinden a, ,B, y . . . von O durchsetzen 
iind von den Strorneil il, i,, i, . . . durch- 

Y r i g  19 

i i Y +  i X =  (.rl- a - i y l )  + -+ (xl - $ -  iy) $ 
r e  

flossen sind, so sind die Komponenten 
der auf P(xl, yl) wirkenden Kraft 

4 - x = L  .%+-.fi+... 
5rl r ,  5 1 ,  r2 

iind 
7 X 1 - U  Z 6' Y = H + L .  + & . x l C P + . . .  

5 r ,  T, or, ro 

In eincm neutralen Funk t  ist niin die Kraft O, d. h. X =  O, Y -  O. 
1st also z x + iy ein neutraler Punkt, so ist s Wurzel der Gleichung 

P 

- = ' x  
el Be 

Da n ~ c h  (26 a) Y i  = O id, wird eine relativ einfache Appaixtur er- 
moglicht. 

Zur niheren Untersuchimg iibw die Gestalt des Kraftfeldes soilcn 
folgende Betrachtungen dienen. 

Ein Vergleich von (28) mit (27) zeigt, dail die Formel für die 
magnetische Kraft auch in der komplexen Ebene gilt, so da0 ich für 
die Entfernungun r die betreffenden z + i y  - a . . . zu nehmen habe. 
Daraus folgt aber die Notwendigkeit der Untersuchung der Gesauitkraft 
27a), die mit X,  i Y, bezeichnet werden mage, auf ihre Existenz als 

eindeutige analytische Funktioii von s. 

danach stehen die Koeffizienten A,, A, . . . zu den Intensitaten il, i, . . . 
in der Beziehutig 

. 5 . H . A ,  

(-9) 

2 - - -  
a: 

. 5 . I I . A , .  
$2 = -- a- 

. . . . .  
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272 Über Gleichungswagen 

Setze ich nach (3) und (27a): 

so muB die Hcdingung erfüllt sein 

Diese L a p l a c e  sche Gleichung ist aber, da die einzelnen Summaii- 
den in (27) und (28) sich wie N e w t o n  sche I'otentiale verhalten, in 
der x, y-Ebene erfüllt. 

Nimmt man nun an Stelle der elektrischen Strtime in den Punkten 
BI, B2 . . . Massenpunkte von den Massen ml, m, . . . an, die umgekehrt 
proportional ihrer Entfernung auf P wirken, so ergibt sich die Gesamt- 
kraft 

Die Niveau- und Kraftlinien in diesem Falle sind von Lucas  unter- 
sucht worden. Qualitativ dasselbe Ergebnis liefert der von Maxwella) 
konstruierte FaU, daB drei Magnetpole + nz,, - m,, + rn, in ihrer 

. Wirkung aufeinander untersucht werden. Die elektromagnetische Wir- 
kung unterscheidet sich nun dadurch von der mechanischen, daB aie ui 

jedem Punkt  senkrecht zu der Verbindungslinie der beiden Punkte 
wirkLS) W i r  haben also die senkrechten Trajektorien der mechanischen 
Kraftlinien als die mapet ischen Kraftlinien anzusehen, das sind aber - 
die Niveauh ien  des mechanischen Fcldes. Diese werden erhalten durch 
die Gleichung 

V = const., 

wo V das Potential der Gesauttmirkung bedeutet. Setzen wir nuil 

so ist 
V = lgp + const. 

das Potential der Gesamtkraft (32); denn 

d'ge 
d z  

gibt  (32). 

1) Vgl. L u c a s  a. a. 0. und Géométrie des polynomes, Journal de l'Éc. Polyt 
46, 1879. 

2) Lehrbuch der Elektrizitat und des Magnetisrnuq, R d .  1, Taf. 5 .  Vgl. auch 
F. K l e i n ,  Forlesungen iiber Riemannsche Flachen. 

3) 11 wnrde hier der Eirifachheit halber nicht be r i i ck~ ich t i~ t .  
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Von P. KIEBEYELL. 

Die Gleichungen der Niveaulinien sind dann 

g" const. 

Dies sind unsymmetrische Cass in i  sche Linien, die sich aus Kombina- 
tionen von Lemniskaten und Kreisbüscheln ergeben. Allerdings he- 
wirkt der EinfluB des erdmagnetischen Feldes eine erhebliche, jedoch 
nicht charakteristische Anderung Die singularen Punkte dieser Krafk 
linien erhiilt man nun aus der Gleichung 

nP(z )  = o. 
Es gilt aber identisch: 

Daher ist: 

2' (c) m f (4 =z Fm = - - 
cp (4 

oder 

Es liefern also die Punkte a, jî . . . die isolierten Punkte und die 
Wurzeln von f (z)  die Knotenpunkte der Krafthien. 

Nach dem Vorschlag -von R u s s e l l  und A l t y  werden die neutra- 
lm Punkte mit einem KompeB in der GauBschen Ebene aufgesucht, 
die Stromstirken durch w - 1 Ampèremeter bestimmt. Einen andern 
Vorschlag macht Lucas  in cincr spiitcren Arbeitl), in dor ailerdings H 
nicht berücksichtigt ist und keine praktischen Vorschlige gemacht werden. 
Er wiil die Langen der Uriihte nmgekchrt proportional den Koeffizienten 
A , .  . . machen, so daB bei Parallelschaltuag der Driihte die Intensi- 
taten der StrGme proportional den Koeffizimten werden, wodurch erreicht 
wird, da0 der Strom voilstandig beliebig ist. Nun ist allerdings H 
durch eine eiserne Platte anszuschalten, und die TAngtm dcr Driihte 
sind etwa mit der gleichseitigen Hyperbel des 9 5 oder der logarith- 
mischen Kurve des 5 9 direkt abzugreifen. Bei Berücksichtigung von H 
ware am besten ein Spannungsmesser zu verwenden, der einen Strom 
von der Spannung 

521. R v= ----- 
a, ' 

wo R der spezifische Widerstand des Drahtes ist, in die Parailelschal- 
tung schickt, dann waren, wenn die Drahtlangen den Koeffizienten 
A, . . . umgckehrt proportional sind, die Stromstiirken 

1) Compt. r m d .  1890. 
Zeitschrift f. Mathsmstik u. Phyeik. 63. Band. 1914. Hoft S. 
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2 74 Über Gleichungswagen. Von P. RIEREBELL. 

was (29) verlangt. Dabei ist man an die Bedingung (26) niüht ge- 
bunden, kann vielmehr cp (x) ganz willkürlich wiihlen. 

Für eine Gleichung dritten Grades kommt man auch bei einer 

Drei Drahte durchschneiden (vgl. Pig. 20) die Ebene E bei 0, B, 
und Z?,, wo BI O = O B ,  = b ist, und der Strom ist nach (36) reguliert. 

Fig. ao. Anordnung, die ganx 
iihnlich derjenigen von 

§ 11. Erweiternngsmiglichkeiten. 

E 
BI 

Wahrend die meisten Wagen Krafte benutzen, die der ersten Po- 
tenz einer Gr6Be direkt proportional sind, so daB die hoheren Potenzen 
durdi mathematische Hilfsmittel konstruiert werden müssen, sind im 
5 1 0  Krifte benutzt, die umgekehrt proportional den ersten Potenzen 
gewisser Strecken sind. Sclhstverstandlich lassen sich auch andere 
Krafte, je nach entsprechender Umformung der Gleichung verwerten, 
und BO f i l l t  es nicht schwer, Apparate aus der Optik, etwa nach dern 
Prinzip der Photometer, aus dem Magnetismus, nach dem Prinzip der 
Polwage, und aus der Elektrostatik, nach dem Prinzip der Drehwagen, 
anzugeben, die denselben Gesetzen eutsprechen würden wie die hier be- 
schriebenen. Ebenso sind andere Apparate aus der Mechanik, etwa 
solche, die Torsionen benutzen, oder auu der Elektrizititslehre, etwa 
durch Benutzung von Solenoiden, denkbar, die vielleicht praktisch 
besser verwertbar waran. Auch auf Gleichiingen mit mehreren Unbe- 

- - + Dann ist 

0 

kannten, sowie auf transzendente Gleichungen sind die hier entwickelten 
Prinzipien anzuweilden. 

R u s s e l l  und Alty  ge- 
st,altet kt, mit einem 
Ampèremeter am. 

B2 
Die Gleichung wird 

auf die Form gebracht 

z3- bex  + c = 0 .  

Ham b u r g ,  September 1913. 
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Über das Graeffesche Verfahren. Von G. P ~ L Y A .  

Über das Graeffesche Verfahren.') 

Von G. POLYA aus Budapest. 

Im Folgenden wird gezeigt, daB das Graeffesche Vei-fahren zur 
beliebigeri Annaherung der absoluten Werte der VCTurzeln irgendeiner 
Potenzreihe taugt. Das Verfahren wird mit dem Hadamardschen ver- 
glicheri, und die Besonderheiten der praktischen Durchführung, die bei 
Anwendung auf Potenzreihen auftreten, werden an einem Beispiel er- 
Iiiutert. 

Die Fragestellung dieser hrbeit  rührt von 1rerrn C. R u n g e  her. 
Der Heweis des wichtigsten Satzes 1 ist das Ergebnis gemeinsamer 
L%erlegungen des Verfassers und des Herrn C. R u n g e ,  desseri freund- 
liches Interesse auch für den übrigen Teil der Arbeit ftrderlich war. 

1. Wiil man die Wurzeln des Polgnoms 

nach dem Gra  eff e schen TTerfahren ') berechnen, so bildet man nach- 
einander die Gleichungen, denen die 2"" bzw. die 4ten, Pu, lSten, 32ten ... 
Potenzen der vorgelegten Gleichung f(x) = O genügen. Die Gleichung 

.welcher die kt" Potenzen der Wurzeln geliügen, hat m m  ersten, zweiten, 
. . . . . w-ten Koeffizienten die erste bzw. die zweite, . . . . . n-te elemen- 
tare symmetrische Funktion der n Gr6Ben 

1 1 1  
- - 

1 
- 

a $ J  a $ >  ' . ' a; ' 

Nehmen wir einen Noment an, die Wurzeln seien von verschie- 
denem absoluten Betrage 

ai < " a l  < l a J < - . . < l a n I ,  
so i b t  ersichtlich, daB bei genügend hohem k in jedem Koeffizienten 

1 ein Glied uorwiqt, niimlich in dem ersten das Glied q ,  und in den 

1) Eine vorlaufige Mitteilung ,,Sur l a  méthode de Graeffe" erschieu in den 
Comptes Rendus, S. CLVI, p. 1145 (1913, 1)  (Paris). 

2) E n c k e ,  Allgemeine Anfl6ouug der numerischen Gleiühungen. Journal 
für die reine und angewandte Mathematik Bd. 22 (1841) S. 193-248. C. R n n g e ,  
Praxis der Gleichungen (1900) S. 167-182. E. C a r v a l l o ,  Methode pratique pour la 
résolution numerique complète des équations algébriques ou transcendantes (1910). 

18. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



276 Über das Graeffesche Verfahren. 

1 1 nachfolgcnden bzw. die Glieder GGj, . . .; auf Orund dieser Be- 

merkung lassen sich die absoluten Betrage der Wurzeln aus den Koef- 
6zienten der Gleichung für die kten Potenzen mittels Division und Aus- 
ziehung kteP tlTurzeln in guter Anniiherung berechnen. 

Wie wir selien, beruht das Gr  a eff e sche Verfahren im wesentlichen 
auf dem Satze, daB die Koeffizienten eines Polynome die elernentaren 
symmetrischen Funktionen der Wurzeln sind; oder wenn das absolute 
Glied des Polynoms = 1 genommen wird, so sind die Koeffizienten die 
elementaren symmetrischen Bunktionen der reziproken Wurzeln. 

Dieser Satz trifft aber auch fiir ga,nze trmszendente Funktionen 
vom Geschlechte O zu, und daraus ergibt sich sofort, daB das Graeffe- 
sche Verfahren auf irgendeine ganze transzendente Funktion vom end- 
lichen Geschlecht anwendbar ist. Denn sei f (x )  vol11 Geschlechte 
p, f (0)  = 1; d a m  hat f(x) die Gestalt 

1st d a m  k >p,  und setzen wir 

so ist die linke Seite der Gleichung, die die 7cten Potenzen.dcr Wur- 
z e h  gibt, 

also einc ganze transzendente Funktion rom Geschlecl~te 1YuZ1 dor Ya 
riabeln d.') 

J .  Schur  hat, eine Methode von E. S c h m i d t  erweiternd, das 
Graeffesche Verfahren zur Ermittelung der Eigenwerte der Integral- 
gleichung angewandt. Die neterminante der Integralgleichung mit sym- 
metrischem Kern i ~ t  eine ganze Fiinktion, hochstem Tom Geschlecht 
Eins, und mit lauter reellen Wurzeln; die Berechnung ihrer Wurzeln 
faut also uriter die eben gemachte Berrierku~ig.~) 

1) B o r e l ,  Fonctions entières (1900) S. 27-28. 

2) Hem J. S c h u r  schliigt, in vollcr Kenntnis dieser Bemerkung, einen rtndern 
Weg e in ,  der zugleiçh zur Berechnung der Eigenfuukti0,nen führt, und der die 
Kenntnis des Geechlechts der Determinante nicht voraussetzt. Vgl. seine Abhand- 
lung, Zur Theorie der linearen homogenen Integralgleichungen. biathematieche 
Annalen 67 (1909) S. 306-339. 
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Von G .  P ~ L Y A .  

Wir werden im Bolgenden eine beliebige Potenzreihe 

f ( x ) -  1 + a , x $  a ,xZ+ . . -  + ansn + . . .  
untersuchen, die im Innern eines Kreises vom Radius g konvergiert; 
nir werden zeigen, daB die absoluten Werte der Wurzeln der Potenz- 
reihe durch das Gr  a e f f  e ache Verfahren beliebig approximiert werden 
konnen. 

Genauer gesagt, seien 

a,, a,, a,, . . . a,, . . . 

c ~ i ~ a , l ~ n , ~  . . . S I  a, S . . . < @  
die nach ihrem absoluten Werte geordneten wurzcln der Gleichung 

f ( x )  = 1 f a l x  + a2x2 + + ansn + .  . . = O  

inncrhalb des Konvergenzkreiaes, mehrfache in richtiger Mehrfachhoit 
geschrieben; sei ferner 

f ( x ) f ( ~ x ) f ( a ~ x )  . . . f (  m k - 1 x ) = 1 + a l , , ~ + a , , , x 2 k + . . - + a n , k x n k + ~ ~ .  
2 a i  
- 

o = e  k .  

Wir werden drei Sitze beweisen, die sich mit den soeberi eirige- 
fühten Bezeichnungen so aussprechen lassen: 

1. 1st 1 al, 1 < a, +, l ,  uder lieyen nur la Wuraeln im Innern des 
Eonvergenskreises, so ist in beiden Fullen 

lim ~ f c t t c t ;  . . . anan,, = (- 1)". 
k- m 

II. 1st a, = a, +, ~ , so iabt sich noch imvzer behalcpten, dafi 

lim snp af  cri . . . aAa,,, = eine positive ganze Zahi. 
k: m 

Ill. Lie.qen im I n m  d a  Kulzvergenzkreises mit dem Radius p nur 
n - 1 Wwrxeln , so ist 

Wir untersuchen also die GrGBcn a,,,, indem wir k aiie positiven 
ganzen Zahlen durchlaufen lassen. Die Besonderheiten, die auftreten, 
wenn k nur die Werte 2, 4, 8, 16, 32, . . . annimmt, wie das bei dem 
gewohrilichen Graeffeschen Verfahren geschieht, k6nnen dann leicht 
festgestellt werden. 

l 2. Wir nehrnen an, da0 1 un < a,,, 1 ,  oder daB die Potenzreihe 
f(x) nur n Wurzeln im Innern ihres Konvergenekreises 1 x 1 < p besitzt 
Setzt man die logarithmische Ableitung von f ( x )  
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27 8 Über dss Graeffesche Verfahren. 

m 

so konvergiert in beiden Falien die Potenzreihe 2 b , x n - 1  i m  lnnero 
1 

und auf dem Rande eines Kreises, desselz Radius R > ' cc, / ist. R ist 
namlich entweder (an+, - 6 oder Q - E ,  wo E eine beliebig kleine PD-  
sitive Zahl bedeutet. ' 

Aus der Konvergenz für 1 z = R folgt, daB 

(1) 
M 

I % l & n .  

In dieser Ungleichung kann gewiB 312 1 angenommen werden; diese 
Annahme erspart uns spkter einiges Schreiben. 

Diese Ungleichung (1) drückt die Bedingung des Satzes 1 in der 
für unseren Zweck bequemsten Form aus. 

Nun iet 
Z 

also 
f ( x )  fia.) f(w"., . m .  f ( ~ ~ - ~ x )  = 

2 bn kg 
Die letzte Zeile von Formel (2) entsteht, i d e m  wir en=' nach 

Potenzen von xk entwickeln; dabei bedeutet 

4 , k  = 6, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von G. P ~ L Y A .  279 

v o  die Summation über alie nichtnegetiven ganzeahligen LGsungssystcme 
( A , ,  A,, . . . 1,) der diophantischen Gleichung 

zu erstreclren ist.l) 

Nun ist nach Ungleichung (2) 

wobei wir unsere Annahme benutzten, daB il12 1. Daher folgt aua 
Formel (3), daB 

1 

Auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist 'In mit eioer n w  von n, 
R" 

nicht von k  abhangigen Zahl multipliziert. Dies genügte eigentlich auch 

für unseren Zweck; setzen wir aber in Formel (3) 

k = l  

so ergibt die Identifit 
x z2 x= , . . .  

1 + z + 2 2 + x 3 +  ... =, l + z i  s 
9 

daB die fragliche Zahl auch von n unabhzngig und genau = 1 ist.') 
Also gilt die Ungleichnng 

3. Aus Formel (2) schlieBen wir 

Dabei sind durch die Q irnmer dicjenigen elernentaren sgnrns- 
1 1  1 

trischen Funktionen der n Zahlen ut, . . . - angedeutet, die mit 

dem dahinterstehenden Gliede beginnen. 

1) Abgeseheu von den Vorzeicheri, is t  (3) mit der sogenannten Waringschen 
Formel identisch. Vpl. z. B. S e r r e t ,  Algebra, iib. W e r t h e i m  (1878) 1 S. 376-377. 

2j Vgl. z. R. Serre t ,  1. c. U. S. 218-219. 
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28 0 Über dm Graeffesclic Verfahren. 

Bus (2') folgt durch Koeffizientenvergleichung 

Nach Abschatzung (4) ist 

n 
Unter den 0 + (r) + - + d) = 2% - 1 Gliedern der Differenz 

Ubersteigt kein einriges die Zahl 5 i k  also ist l ' 

und somit ist Satz 1 liewiesen. - 

Man findet ebenfalls durch Vergleichung der Koeffizienten in (2') 
die Gleichung 

Die au'? der rechten Seite der letztgewonnenen Gleichung nicht an- 

gesehriebenen Glieder haben hachstens die Ordnung / 2 / ', naoh den 

eben gemachten AbschLtzungen; also besteht von einem gewissen k an 
die Ungleichung 

Iafu: . . .  anRkafl+,,,j < A I +  E .  

Daraus fol& dafi 
---- 

l imsup)cr,a , . . .  a,) R ~ ' I ~ ~ + ~ , ~ I  5 1. 
k = m  

Witï aber q die letzte Wurzel, so kann R = p - E gesetzt werden, 
woraus die Bichtigkeit des Satzes 111 folgt. 
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Um den Beweis von Satz II nicht zu sehr in die Lange zu ziehen, 
betrachten wir den Fall, daB 

( j )  j~lp-il<b~l= I a p + 1 1 = I \ + 2 I = . ' . =  ulL l 
Dabei wird noch immer vorausgesetzt, entweder, daB a, die letzte Wurzel 
im Konvergenzkreilie, oder daB 

Iani < I ' , + I  
ist. mir werden beweisen, daB unter dieaer Bedingung (5) 

lim sup latas ... apa,,,I = n - p  + 1. 

Ifan erhalt aus (2') durch Koeffizientenvergleichung, daB 

Auf Grund der Bedingung (5)  und durch Betrachtung der elemen- 
taren symmetrischen Funktionen, ergibt sich mit IIilfe der Abschiitzung 
(4), daB die Ordnung der durch die Punkte angedeuteten Glieder die 

Cr?, , k 
gr68ere der beiclen Ordnungen 1 1 ' und 1 , , nicht übersteigen 

kann. Die Anzahl dieser Glieder ist 

eine von k unabhangige Zahl. 

Ich behaupte erstens: da 

so folgt, daB fiir alle hinreichend groBen k 

/ a : a t  .. .apap,kl < w - p  4- 1 + E ,  

wie klein auch E > O gcwahlt sei. 

Ich bemerke sweitens: es kann gesetzt werden I 

a = a p i  e Z n 3 p i ,  a,,, = 1 E~ l e h 3 ~ + i i ,  . . . a, = cz 1 e Z n 3 n i  
P P 

Man kannl) k eine solche spezielle unendliche Polge von ganzen Zahlen 
durchlaufen lassen, daB für diese WTerte von k die n - p Zahlen 

(aP - ap+d - Kap - ap+d 4 2 - . . (ap - a,) - Nap - 3"J 4, . - 
1) Vgl. z. B. H. M i n k o w s k i ,  Diophantische Approximationen (1907) S. 8. 
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gleichzeitig gegen Null konvergieren. ([XI bedeutet die groBte garize 
Zahl, die x ist.) 

Also ist fiir unendlich viele Werte von k 

Die beiden Ungleichiingen zusainmen sagen aus, daB 

l i m s i i p  c r ~ a ~ . . . u ~ ~ ~ , ~ I = ~ - p f  1, 
k = m  

W. z. b. W. 

Waren zufilligerweise 

CI - E l  - p p + l  - EP+Z = = a,, 

so ist in der letztgeworinenen Gleichung lim sup durch lim zu ersetzen. 
E'ührt man den Beweia für Satz II allgemein und nicht unter der 

speziellen Bediugung (5), so tritt an  die Stelle der Zahl n - p  f 1 ein 
gewisser Binornialkoeffizient. 

4. Zur Erginzung betrachten wir noüh den Fail, wo keine Wur- 
zeln im Innern des Konvergenzkreises liegen. Ln diesem Faiie haben 
die logarithrnische Ableitung 

CW tL + t,s + . .  + tnx.-' ; ... 
f (4 

und die ursprüngliche Potenzreihe 

f(x)= 1 +a,$+ a , x 2 + a , x 3 +  . . .  

den nimlichen Konvergenkreiv vom Radius p. 
Nun ist (vgl. die Formel (2), (3)) 

a,,, = 4 
und folglich 

k /--1 2 -  1 lirn sup v 1 a,,, = lim sup f ,  t, = -. 
k - m  k =  m P 

Nach dieser Bemerkung konnen wir die Diskussion der verschiedenen 
moglichen Fil le beginnen. Wir betrachten die Folge von positiven Zahlen 

(6) 
1 lim sup  y ~ G  lim s u p  v G  

- -- -- - -- - -- 
- - 

- - 

- 7 " '  

iim s i ~ p  r/  i lim s u p  a z , k  1 ' iim sup a 3 , i  / 
Wird ein Glied dieser Folge (6) durch Verschwinden des Nenners sinn- 
los, so sethen wir dieses Glied = + oo, und brechen mit ihm die Folge 
(6) ab. 

Erster  Fall: aiie Glieder der Folge (6) sind klei>zer als die Zahl p 
(mit AusschluB der Gleichheit). In diesem Falle muB die Potenzreihe 
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unendlich viele Wurzeln im Innern des Konvergenzkrcises haben, und 
die Folge (6) muB eine nie abnehmende Folge von positiven Zahlen 
sein, die gegen g konvergiercn; und zwar stellen die nacheinanderfol- 
genden Glieder der Folge (6) die absoluten Betrage der der GroBe 
nach geordneten Wurzeln dar, jede Wurzel mit  ihrer Multiplizitat be- 
rücksichtigt. 

Batte nimlich [(x) keine Wurie ln  im Konvergenzkreise, so wiire 
schon das erste Glied der E'olge (6) = p .  Oder wenn f(x) nur  eine 
endliche Anzahl ka) Wurzeln im Innern des Korivergenzkreises besSBe, 
ao waren (kraft der Satze 1 und II) die ersten N Glieder der Polge (6) 
die absoluten Betrage dieser lz Wurzeln, und das f i  + lte Glied ware 
- kraft des Satzes III - 2 Q .  

Zmeiter Fail: das n + lto Glied in der Polge (6) ist das erste, 
dessen Wert  - > g ist; i n  diesem Falle hat  f(x) genau tz Wurzeln. 

Bctrachtcn wir die Volge (6) nur  bis zum ersten Glied (dieses ein- 
geschlossen), das 2 g kt, so hat  sie folgende Eigenschaft: jst ein Glied 
kleiner (also nicht gleich) als das nachstfolgende, so ist im Nenner 
dieses Gliedes das Zeichen liin sup durch lim zu ersetzen. 

Diese Siitze geben uns ein theoretisches Verfahren, um die abso- 
luten Betriige der Wurzeln irgerideirier Potenzreihe eu berechnen. Sind 
alle Wurzeln von verschiedenem absoluten Betrage, und sind die Koef- 
fizienten reeil, so ist man selten im Zweifel, welches Vorzeichen den 
Wurzeln zu geben ist; sind aber die Koeffizienten komplex, jedoch die 
Wurzeln von verschiedenen absoluten Betriigen, so gestattet noch 
immer der Satz 1 die Berechnung der Argumente. Aus Satz 1 folgt 

nimlich, für 1 cl, < 1 an+, , 
an, k lim - - alup . . . a,, . 

k = m  an,k 11 

1st also auch 

Ian-1I < I a n I >  
no ist 

Nach einem interessanten Gedankengang von J. K 6 n  ig l )  k6nnte 
mail, wenn die Bedingung i an < 1 an+i  1 besteht, nur  aus den Vor- 
zeichen der reellen Teile der Zahlen 

1) J. K o n i g :  Ein allgemeiner Ausdmck fiir die ihrem absaluten Betrsge 
nach kleinste Wurzel der Gleichung ~l~~~ Grades. Xath. Ann. IX, S. 530 u. ff. 
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die Summe der Argumente der ersten n Wurzeln berechnen. Der Be- 
weis beruht ebenfalls auf Satz 1; dies wollen wir aber nicht naher aus- 
führen. 

5. Diese Resultate zeigen eine merkwürdige Verwandtschaft mit 
den wohlbekannten Kesultaten von Hadamard. ')  

Um die beiden Verfahren zu vergleichen, 'denken wir uns die Auf- 
gabe vorgelegt, aus den Kocffizienten der logarithmischen Ableitung 

die Wurzeln von f(x) zu berecfirien. 

Für  die Berechnung der Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage 
fallen beide Methoden miteinander und mit der alt,en B e rno  ullischen 
Methode (im wesentlichen) zusammen; man bildet 

Um die gr6Beren Wurzeln zu finden, bildet man nach Hadamard die 
Determinante 

1 tk 'k+i " - t k + n - l  / 

also eine rationale ganze Funktion der 2 n - 1 konsekutivm Koeffieienteu 

*t,n-I ist ,,isobar(' vom Gewichte nk + n (n - 1)) wenn jedem 
Koeffizienten t ,  sein Index k als Gewicht beigelegt wird. 

Oben wurde der Ausdruck 

gebildet (vgl. Formel (3)), also eine ganze rationale Funktion der n 
aquidistartten Koeffizienten 

a,,, ist isobar vom Cxewicht mk, zufolge der Bedingung 

l j  H a d a m a r d :  Essai sur l'étude des fonctions donndee par leur développe- 
ment de Taylor. Journal de Mathématiques p. et appl. (4 eéne, 8) (1892) S. 101 

bis 186 .  Vgl. S. 118-164. H a d a m a r d :  La serie de Taylor (Scientia; (1901), 

S. 38-43, 91-93. 
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Man hat nach I I a d a m a r d  

O a ,  a ,  . . . a die n verschiedenen Nullsteilen vom kleinsten ab- 
soliiten Betragc bedeuten, ohne Riicksicht auf die Mehrfachheit. (Mehr- 
fache Wurzeln von f (x) sind nur einfache Pole der logarithrnischen 
Ableitung.) 

Nach Satz 1 und Satz II ist 

In letzterer Formel treten mehrfache Wurzeln so oft auf, wie ihre Mul- 
tiplizitiit betriigt ; dasselbe Itesultat wird nach H a d a m a r d  erzielt, wenn 
man die Determinante D,,,-, nicht aus den Koeffizienten der logarith- 
mischen Ableitung, sondern aus den Koeffizienten der Potenzreihe 

1 
- -1 + c l x + c , x a +  a.-+c,xn+... 
f (4 

bildet. 

1 so besteht die Gleichungl) 1st 1 a,,*/ < 1 , 7 

l . . . n  

iim ut, a: . . . a:. D ~ , ~ ~ ~  = (- 1)" fi3 . . . rnn (i; - e)', 
k - m  " W .  

j < k  - .  
wo die positiven ganzen Zahlen 

In,, wz,, m,, . . . mn 

die Multiplizitiit der Wurzeln a,, a,*, . . . cc bedeuten; und zwar kon- 
vn 

vergiert der Ausdruck linker Hand gegen seinen Crrcnzwert mit einem 

Fehler, dessen Ordnung ist'. Dies ist das Analogon zu 

unserem Sutz  1. m'ire die Determinante Dk,,-, anstatt aus den Koeffi- 
f' (4 1 zienten von --- aus den Hoeffizienten von gebildet, BO würde zwar 
f (4 f (4 

iinter der Bedingung a, < 1 a,+, 1 die Gleichung 

gelten, dagegen würde der Ausdruck ai as . . . ai Bk,,-, im ailsemeinen 
keinem bestimmten Grenzwert zustreben, wenn einige unter den Zahlen 
a , ,  a,, . . . a, einander gleich wiiren. 

1) V i v a u  t i -  G ut z m  er:  Theone der eindeutigen analytischen Fuuktioneu 
(1906) S. 463. Man beachte, da0 bei nus die Indices der Koeffixienten um 1 ver- 

nchobeo sind. 
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6. Wir haben das H a d a m a r d s c h e  und das Graeffesche Verfahren 
iiiir in beeug auf die Berechnung der absoluten Werte der im Kon- 
vergenzkreis liegenclen Wurzeln verglichen. Beide Verfahren gestatten 
auch die Argumente dieser Wurzeln zu berechnen, aber die dam an- 
gewandten Mittel sind zu heterogen, um mit Nutzen verglichen werden 
zu konnen. Das H a d a m a r d s c h e  Verfahren besitzt übrigens eine vie1 
aligemeinere Hedeutung, die jedoch hier nicht berührt zu werden braucht. 

Lafit man k alle ganzen Zahlen durchlaufen, so leisten die beiden 
Methoden bei Berechnung der ahsoluten mTerte ungefiihr dasselbe; auch 
die Genauigkeit der Annztherung ist von derselben Ordnung, niimlich 

Einen entschiedenen Vursprung gewinnt das Grae f fe  sche Ver- 
fahren von reçhnerischem Staridpurikt aus erst dadurch, daB ruan 76 riur 
die Potenzen von 2 durchlaufen laBt. Dadurch wird erstens die Ge- 
nauigkeit nach dem k-ten Schritt gnnz erheblich gesteigert; man hat 
ja für an < / an+l 1 nach Satz 1: 

Der zweite, und vielleiüht noch wiühtigere Vorteil id ,  daB 

sich sehr einfach und aile su gieicher Zeit aus 

a0,k7 '1,kl '2,kl . . 'n,kl ' ' ' 

berechnen lassen. Man bildet namlich die dreieckige Tafel 

gerade 
' o , s~>  '1,2k> a 2 , 2 k ?  '3,2k> '4,3k> ' . 

(wir haben bisher immer a,!, = 1 gesetzt). 

LaBt man k anstatt durch aile positiven ganzen Zahlen nur durch 
die Potenzen von 2 ins Unendliche wachsen, so bleiben immerhin die 
Siitze 1 und III voilstandig richtig. Bei dem Satz II mu0 aber das 
Gleichheitszeichen durch das Zeichen j ersetzt werden. 
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Die reellen und die rein imaginiren Wurzeln und überhaupt die 

Vurzeln, deren Arcus die Borm 2 TC $ @, r gani) hat, spielen hier eine 

au~gezeichnete Rolle, indem ihre 2'-ten Potenzen von einem gewissen 
k an positiv werden. - 

7. Um die ersten n + 1 Koeffizienten von f,x) f(- cc), d. h. ao,z, 
a ,,,, a ,,,, . . . a,,, zu berechnen, braucht man nur die 2 fi 5 1 ersten 
Koeffixienten a,, a,, a,, . . . a,, der vorgelegten Eeihe f (x)  in Rech- 
nung zu ziehen Um also z. B. bei der 4t8n Annaherung (in der Glei- 
chung für die 16ten Potenzen) fünf Koeffizienten eu erhalten, (so viele 
Koeffizienten sind zur Berechnung von vier Wurzeln notig) muB man 
von 65 Koeffizienten der vorgelegten Reihe ausgehen. 

Da manchmal eben die Berechnung der Koeffizienten der vorge- 
legten Reihe den schwierigsten Teil der Arbeit bildet, wird man darauf 
peführt, wc~t r k h t  vollstandig berechneten Koeffizienten in den Gleichungen 
für die 2t"n7 4'"", Fe" . . . Potenzen zu arbeiten. 

So berechnete ich zur Stichprobe die wohlbekannten Wurzeln der 
Gleichun g 

Z Z P  zJ 
~ , ( 2 ) =  1 - - + - . .=  

1 !" 3 !' 
O 

nach dem Gra  effeschen Verfahren. Ich berechnete 17 Koeffizienten 
1 

(der letzte n a r  d s o  16!2)i aus diesen 17 Koeffizienten lassen sich voll- 

standig nur 9 Koeffizienten in der Gleichung für z2 berechnen; ich be- 
rechnete noch zwei Koeffizienten (a,,,, a,,,,), also insgesamt elf, und 
vemachliissigte den Teil der Ausdrücke von a,,, und a,,,,, der von 
1 1 1 1  

18., 19!2 , abhangt. So fuhr ich fort, indem ich in der Glei- 

chung für 
3 z2 z4 z8 2' 

b z ~ .  
17  11 7 7 5 

Koeffizienten hatte. R i t t e  ich mich auf ,,vollst~ndig'( berechnete Koef- 
fizienten beschriinkt, so hstte ich in diesen Gleichungen bzw. nur 

17  9 5 3 2 
Koeffizieriten gehabt. Hiitte ich andererseits in der Gleichnng für fii6 

fünf vollstandig berechnete Koeffizienten haben woilen, so hatte ich 

6 5 3 3 1 7  9 5 
Koeffixienten in diesen Gleichungen berechnen müssen. 

Dieses Vernachlassigungsverfahren kommt irn wesentlichen auf 
dasselbe hinaus, was Carval lo ' )  vorgeschlagen hat:  man nehme einen -- 

1) Siehe a. a. O. S. 24-46. 
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,,genügendC' hohen Abschnitt der Potenzreihe, und wende Jas Graeffe- 
sche ITerfahren auf diesen Abschnitt an. So z. B. hatte ich aus der 
Gleic,hung für zl" Wurzeln bcrechnet. Eigentlich ist aber nur der 
für  die erste Wurzel erhaltene Wert ein Niiherungswert für die Wurzel 
der Gleichung JO (2 fi) = 0; die übrigen drei Werte sind Kaheriings- 
werte, im Sinne des Gr aeffeschen Verfahrens, für die kleinsten Wurzeln 
des 1 Abschnittes der Potenzreihe. ~hnlicherweise hat Car  val10 
in seinem Beispiel (+ = sin 8) in der Gleichung für 

B z2 k o8 

6 5 3 2 
Koeffizienten. 

Ich wahlte mir ein Beispiel, wo die Vernachliissigung systematisch 

und mit einer ratioriellen Kontrolle gernacht werden kann. JO (2fi) 
ist eine ganze transzendente Funktion, mit lauter reelien positiven 
Wurzeln, und vom Geschlechte Null.') Folglich sind die Eoeffizieiiten 
in der Gleichung 

-- 

J ,  ( 2 i i )  JO (2iW) . . . J, (~VU' - l z )  = O 

- nach einer Bemerkung in 1 - bei jedem Ic von abwechselndem 
Vorzeichen. Ich habe die nicht vollstandig berechneten Hoeffizienten 
bis zu dem letzten (einschlieBlich) beibehalten, der noch ein richtiges 
Vorzeichen gezeigt hat. Trotzdem merkte man schon an der GrüBen- 
ordnung, daa die letzten beibehaltenen Koeffizienten ,,schlechtC' waren. 

Das erhellt aus dem Resultat der Rechnung ebenfalls. 
- --- 

N~~ Wurzel 
von JO ( x )  

- - 

2,4048 

5,5201 

8,6537. 

11,7913 

14,9309 

18,0711 

- - - - 

a',, B 

(Mit dem Akzent in a',,,, a',,,, wiil ich andeuten, daB diese Koef- 
fizienten, wie eben gesagt, nicht vous tad ig  berechnet warei-i. - 
- 3 
274337 bedeutct 2,74337 X Io-'. - Die Zahlen in der zweiten und in 

--- 

a 'n ,~+ î  -- 
a' 

1) Ein einfacher Beweis steht bei L a g u e r r e :  Oeuvres 1, S. 202-204. 
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der dritten Spalte wurden, ebenso wie die Koeffizienten von JO ( 2 i 8 )  
mit der Rechenmaschine auf sechs Steilen genau berechnet. - Die Zahlen 
der sechsten Spalte sind dem Jahnke-Emdeschen  Buche entnommen.') 

hus der Gleichung für sa bercchnet ist die 5'"Wurzel gr6Bcr al% 
die 6'" das spricht dafür, daB die beiden letzten Koeffizienten schon 
,,schleehtU sind. Die 3" und die 4te Wurzel scheinen eine konstante 
Abweichung vom wahren Wert zu zeigen. 

Dieser Saçhverhalt erklart sich wahrsüheinlich so: das Rechnen 
mit unvollstandig berechneten Koeffizienten lauft, wie schon gesagt, un- 
gefihr darauf hinaus, die Wureeln eincs gewissen Abschnittes anstatt 
der Wurzeln der Potenzreihe zu approximieren. Kun niihern sich im 
algerneinen nur die absolnt kleinsten Wurzeln der Abschnitte den 
7;Turzeln der Potenzreihe, wahrend die gr6Beren aus dern Konvergenz- 
kreise hinaus, oder ins Unendliche streben. Ein schlagendes Beispiel 
für dieses Verhalten liefern die wohlbekanuten Reihen für sinx, cosx, 

J,(z), J,(r), . . . Alle diese Reihen stellen ganze transzendente Funk- 
tionen mit lauter reellen einfachen Wiirzeln dar, wlhrend alle ihrc Ab- 
schnitte, von einem gewissen an, irnaginare Wurzeln haben (was sich 
leicht mit Hilfc der Newtonschen Regel zcigen M t )  =); so habcn z. B. 
nur die ersten beiden Abschnitte der Reihe JO (2fi) lauter reelle 
wurzeln. Die paarweise auftretenden imaginaren Wurzeln der Ab- 
schnitte k6nnen natürlich nicht nach den einfachen Wurzeln der Punk- 
tionen konvergieren, und müssen folglich ins Unendliche streben. - 
Wenn die Arbeit mit unvollstandig berechneten Koeffizienten auf 
schlechte Resultate fiihrt, so ist dies, wie es scheint, hauptsachlich 
diesen ,,überflüssigen" Wurzeln der Abschnitte zuzuschreiben. 

Die im Palle von JO (2fi) angewandte Kontroile (richtiges Vor-. 
zeichen) ist zwar einfach und systematisch, aber keineswegs sicher, 
und dabei nur ganz selten anznwenden. Carva l lo  schlug vor, die 
Differenz des Abschnittes und der Reihe in einem gewissen Kreise ab- 
zuxhitzen, und nur solche Wurzeln des Abschnittes zu betrachten, die 
innerhalb dieses Kreises liegen. 

Das Gr aeff e sche Verfahren scheirit nur suf die Berechnung der 
kleinsten Wurzeln von Potenxreihen mit Vorteil angewandt werden zu 
konnen; die gefundenen Werte müssen durch Einüetzen probiert und 

1) J a h n k e  und E m d e ,  F'unktionentafeln (Leipzig 1909) S. 122. Tafel IV. 
2) Vgl. für dieao und Zhnliche Erscheinungen meine Arbeit, Über Annaherung 

durch Polynomo mi t  lauter reellen Wurzeln. Rendiconti del Circ. Mat. di  Palermo, 
1913, 2, S. 279-295, ferner eine im Archiv d. Math. n. Phyaik erscheinende Arbeit 
des Herrn L n  k a c 3 : Übor eine Eigenvchaft des Konvcrgenzkreiscs. 

Zeitschriît f. Jlathernatik u. Phymk. 63. Band. 1914. Haft 3. 19 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



290 Determinazione delle parti  visibili di  un poliedro rappresentato graficarnente 

auf anderem Wege verfeinert werden. Darum ist auch die Rechnung 
mit urivollstindig bereühneten Koef'fizienten, selbst wenn mail sich, ohue 
genaue Kontrolle, nur durch die Gr6Benorclnung führen IiiBt, nicht 
vdi ig  abzuraten. Die kleinsten Wurzeln der Abschnitte niihern sich 
besser den Wurzeln der Reihe, und da die Werte ohnehin dwch Ein- 
setzen kontrolliert werden, riskiert man nicht viel dabei. 

Die Entscheidung darüber, wie viele Koeffizienten der vorgelegten 
Beihe zii berechnen, und wie viele Koeffizienten bei den sukzessivcn 
Schritten mitzunehmen sind, bildet das eigentlich Neue gegenüber der 
Anwendung auf Polynome. Die übrigcn K,sgcln über Reihenfolge der 
Rechnungen, Erkennung der imaginaren Wurzeln, ,,Zerfallung6' der 
Gleichung, Beendigen der Rechnung usw. - diirften fiir Potenzreihen 
ebenso lauten wie fiir Polynome. 

Es wurden in den eisten hbschnitten dieser Arbeit nicht alle üb- 
lichen Kunstgriffe des G r  a e ff e schen Verfahrens gerechtfertigt (jedoch 
alle, die z. B. in Anwendung auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln 
vorkommen); ich meine aber, daB diese Kunstgriffe bei Potenzreihen 
zu rechtfertigen nach den gegebenen Ausführungen kaum viel schwie- 
riger sein dürfte als bei Polynomen. 

Sopra la determinazione delle parti  visibili 
rappresentato graficamente 

di GIXO LORIA a Genova. 

di un poliedro 

Siipporrcmo, come è lecito cd utile di farc, chc. i piani di proje- 
zione siano transparenti, mentre che tali non siano i solidi che si rap- 
presentano con i nietodi propri della Geornetria descrittiva. Si prescnta 
ailora la questione di determinare quali siano le facce e gli spigoli d'un 
assegnata figura poliedrica che riescono visibili all'occhio dell'osserva- 
tore, supposto questo situato ne1 punto ove giace il centro di projezione, 
tanto se questo sia un punto proprio, quanto se esso si trovi all'inhito. 
Siccome si ha l'abitudine di segnare con un tratto continuo soltanto 
gli spigoli che sono visibili, cos: la risoluzione di tale questione è in- 
dispensabile per eseguire esattarnente i l  purlteggio di qualsia disegno di 
Geometria descrittiva. 1 trattati da noi conosciuti non dànno sopra tale 
queslione regole abbastariza esatte, corriplete, generali per permettere a 
tutti di risolverla in ogni caso, cioè qu$unque sia la figura che si 
considera e qualurique sia il rnetodo di rappresentazione che si usa; si 
direbbe, anzi, che gli autori suppongono che il disegnatore sia già in 
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possesso di un concetto chiaro della forma e delia posizione delia figura 
rappresentata rispetto agli elementi d i  riferimento; mentre, all' opposto, 
uno degli scopi che si  vogliono conseguire mediante le figure della Geo- 
metria descrittiva è appunto quelle di perrnettere O di agevolare la 
concezione della struttura e della situazione delle figure rappresentate. 
Ora (se non c7inganniamo) le osservazioni esposte ne1 presente articolo 
bastano a togliere qualunque incertezza intorno al modo di  punteg,' mare 
le figure di Geometria descrittiva relative a i  poliedri regolari convessi, 
nell'ipotesi che se ne conosca giii l a  rappresentazione grafica, anche alle 
persone che non possiedono una spiccata facoltà di concepire le figure 
a tre dimensioni; a m i  il lettore vedrà agevolmente che le regole da noi 
date possono servire anche quando s i  trat t i  di figure più complicate 
degli ordiriari poliedri. 

Cominceremo con alcune osservazioni generali seinplicissirne; ne  
mostrerenio poi 1' applicazione al  Metorlv d i  Monge {doppia projezione 
ortogonale), ai Piani qnotati ed alla Projezione centrale, finendo con 
qualche generalitii concernente 1'Assonometria ortogonale. 

Considerazioni generali, 

Si suppongano dati  un poliedro convesso ed un  centro di pro- 
jezionc (non necessariamente a distanza finita). Qualunque retta passante 
per questo punto taglia'la superficie del poliedro in 2,l O O punti ;  ne1 
primo caso la si chiame secante e ne1 secondo talzgente del poliedro: 
in questo secondo cas0 essa incontra i l  colztmno apparente del poliedro 
guardato da1 centro d i  projezione. Evidentemente dei due punti in cui 
una retta secante un poliedro ne  incontra la superficie uno ed u n  solo 

- 

è risibile, e, precisamente, è visibile il punto più vicino al  centro di  
projezione; invece il puwto di contatto di  una retta tangente è sempre 
risibile. 

Ernerge da ci6 che la projezione sopra un  piano qualunque di un 
poliedro convesso ricopre doppiamente une regione (semplicemede) connessa 
del quadro: coll' avverbio '(doppiamente" noi intendiamo esprimere che 
ogni punto di tale regione corrisponde a due punti della superficie polie- 
drica; mentre all'aggettivo "connesso" noi attribuiamo un  senso un 
po'più ampio del solito, giachi: noi intendiamo che due punti  della re- 
gione possano congiungersi ~iempre col mezzo di  una linea tutta situata 
nella regione e chiusa eventualmcnte all'iafinito (come ci6 succede nei 
pseudo-poligoni') o neila regione costituita da  tutt i  i punti interni 

- -  

l j  Cfr. le mie Vorlesungen über da r s t e l l ende  Geometrie (Leipzig, 
Teubner, 1907 e 1913), 1. Tl. p. 101. Avverto che, in generale, ne1 presente scritto 
mi servirb delle notazioni e della nomenclatura ivi  usate. 

19% 
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d7una iperbola). Il contorno di siffatta regione di piano altro non 5 
che la projezione del contorno apparente del poliedro, vale a dire il 
luogo geometrico delle tracce sopra il piano di projezione di tutte le 
rette tangenti al poliedro stesso. 

Se une faccia di un poliedro bonvesso contiene un punto invisibile visibile J 
non situato su1 contorno apparente, tale faccia à tutta linvisibile ; di  visibile i 
modo che per riconoscere se una faccia sia visibile basta accertarsi che 
sia visibile un suo punto non appartenente al  contorno apparente del 
poliedro. A tale scopo consideriamo una retta che passi per il centro 
di projezione ed incontri in un punto M la faccia considerata; essa 
taglierà una seconda faccia della superficie; sia N questo nuovo punto 
d'incontro; ora dei due punti 31 e AT uno solo è visilde da1 centro 
di projezione; secondo che Io è il punto I1I od il purito N sarà visi- 
bile la prima O la seconda delle facce di cui si è parlato. Dimodochè 
la ricerca sulle visibilità, è ricondotta alla determinaeione di quale dei 
due punti N ,  N sia piti vicino al  centro di projezione. 

Quando si sia riconosciuto direttamente col mezzo di questo arti- 
fiüio che una certa faüüia f, del poliedro dato è visibile (od invisibile) 
si pu6 dedurne se 10 sia un'altra faccia qualunque, come ora mostre- 
remo. La projezione f :  dolia faccia f ;  avrâ una determinata regione 

f' comune con la projezione di una cert'altra faccia f, del poliedro 
considerato; ora i: chiaro che se fi è visibile, f, sarà invisibile e vice- 
versa. Ragionando ora sopra f, come si fece sopra f, e seguitando 
con Io stesso metodo si giungerà ad investigare tutte le facce del po- 
liedro da1 punto di vista della visibilità. Allora si  earà in grado di de- 
cidere anche quali siano gli spigoli visibili, perchè b chiaro che 10 
spigolo comune a due facce visibili è sempre visibile, mentre due facce 
inrisibili si tagliano jn uno spigolo invisibile e 10 spigolo comune ad 
una .faccia visibile e ad una invisibile è visibile ed appartiene al con- 
torno apparente del poliedro. 

Netodo di Monge. 

Fer chiarezza e semplicità della nostra esposizione giova ragionare 
sopra un caso particolare; ma i lettori vedranno subito che le nostre 
considerazioni sono sempre applicabili, fatte le modificazioni necessarie 
caso per caso. 

Supponiamo, dunque, che si abbia (Fig. 1) un prisma avente per 
base un poligono A B C D E ,  posto in  un piano arbitrario (determinato 
dalle sue tracce t, e t,) e di cui sia nota la projezione orizzontale A'B'CD'E~ 
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294 Determinazione delle parti visibili di  un poliedro rappresenhto graficamente 

Per  complctare l a  dcterminazione di qiiesto poliedro supporremo cono- 
sciute le due projezioni A; e A;' del vertice A, della seconda base che 
corrisponde al  vertice A delia prima. La projezione orizzontale del priclma 
si completa subito perche i suoi spigoli laterdi  sono ret,te fra loro 
equipollenti e la relazione di equipollcnea non scompare passando da 
una figura ad una sua projezione parallela. Similmente si trovano le 
projezioni verticali di tut t i  i vertici, dopo di avere determinata le pro- 
jezione verticale della base ABCDI;: mediante uns  nota procedura. 

Giunti a questo punto, per distinguere le parti visibili dalie invi- 
sibili, è necessario considerare separatamente le due projezioni del po- 
liedro. 

P r o j e z i o n e  o r i z z o n t a l e .  L'ispezione della figura mostra che i 
due poligoni A'EYC'D'E' e A1B'C;D; hanno una regione comune; fis- 
siamo ad arbitrio uri punto di tale regione e consideriamolo come pro- 
jezione di un  punto P della base ABCDE e di un punto Q della 
faccia Db7E1 Dl ; determinittmo i punti Y' c gr'.  A ta1 fine conduciamo 
per il punto Pr-&' una retta arbitraria che tagli l e  rette A'E'e C'D' 
risp. in H e K' e le ret te EI:; e B'B; risp. in 1 .  e W .  Hu sari l'in- 
tersezione dell' ordinata del punto Il' con la retta A B " ;  in un modo 
perfettarnente analogo ~i trovano i punti R', W ,  N". Uniamo medi- 
ante rette II" a K" e M" a N"; tali rette saranno incontrate dall' ordinata 
del punto P'E Q' nei due punti cercati Y" e Q". Ora l'esame della 
figura mostra che la quota orizzontale del punto Q è maggiore di quella 
del punto P; ci6 prova che i l  primo punto è visibile, mentre il secondo 
è nasüosto, per conseguenza la base A B C D E  è invisibile, mentre è vi- 
sibile la faccia laterale DEEl D, . Ora i due poligoni A'B'C'D'E' e 
A;B; Ci DiE; banno una regione cornune, dunque la seconda base del 
prisma è visibile; in modo analogo si  riconosce che anche le due facce 
C D B ,  Cl e AR& A, sono visibili, mentre che le due rimanenti sono 
nascoste. Segue da cib che sono invisibili i soli spigoli del prisma che 
escono da1 vertice B. La Fig. 1 venne piinteggiata in base a tali con- 
clusioni. 

P r o j e e i o n e v e r t i c , z l e .  1 due po1igoniA"B'G"DE"e AyB;'C;'DiE;' 
hanno una regione in  comune; sia Lw= Li u n  punto di tale regione, 
che noi consideriamo come projezione di  un  puiito L della prima base 
del prisma e di  un punto L, della seconda. Una retta condotta per quel 
punto taglia le rette Df'E", DYE;', B"C", B;' C i  risp. nei p n t i  I " ,  I;',J", 
Ji; le corrisporidenti ordinate dànno üopra le rette D'E', DiD; ,  B'C', 
Bi Ci risp. i punti 1', Ii ,  J ' ,  J; ; conduciamo le rette 1'J e <Ji; le 
loro intersezioni con 1' ordinata del punto L"- L;' saranno risp. i puuti 
L' e Li. Ora, siccome la figura dimostra che la quota verticale del p u t o  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LI i: maggiore di quella di L, cosi è il primo di tali punti che è visibile, 
mentre non Io è 1' altro; in conseguenza la prima base del prisma rimane 
nascosta, mentre la seconda è sçoperta. Se, ora, si osserra che i due 
poligoni A"B"C"D"E" e A"E"E;'Ai si coprono in parte si  vedrà che 
la faccia Ah'RIA, è visibile; si  riconosc<: similmentc? che le d t r e  due 
facce DEE,D, e CDDIC,  si  trovano nella medesima condizione, mentre 
le due rimanenti facce sono nascoste. Ne segoe che i tre spigoli UA, 
BC, BD sono gli unici invisibili in seconda projezione; in consegueriza 
nella Fig. 1 le loro projezioni verticali vennero punteggiate. 

Metodo dei piani qnotati. 

Considerazioni del tutto analoghe possono servire quando si adoperi 
il metodo dei piani quotati. Z'er dirnostrare la verità di tale asserto 

sopra un esempio un po'diverso da1 solito, consideriamo (Big. 2) i l  te- 
traedro ABCD determinato da quattro piani di cui si conoscano le 
scale di pendenza. Per  ottenere le projezioni dei suoi vertici seghiamo 
tutta 13, figura con un  piano orizzontale, p. es. con quello di quo- 
ta 1; le rette condotte dai quattro punti segnati 1 sopra le date scale 
perpendicolarmerite alle sedi delle sçale stesse sono leti di un quadri- 
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latero completo i cui vertici (che noi indichereino con i simboli (12), 
(13), (14), (23), (24), (34)) sono evidentemente le projezioni ortogoiiali 
su1 quadro delle intersezioni del piano orizzontale ausiliario con gli 
spigoli del tetrscdro ABCD. Ripetiamo la stessa operazione mediante 
un secondo piano orizzontale, p. es. servendosi di  quel10 di  quota 3 ed 
otterremo in modo analogo i sei punti [12], [13], [14], [23], 1241, [34]. 
Ne segue che le projezioni dei sei spigoli sono le rette (12j [12], ..., 
(34) [34]. Queste rette passano tre a tre per i vertici del tetraedro; ad 

es. le rette (23) [23], (24) 1241, (31) [34] concorrono ne1 punto A'. 
Ora la semplice ispezione della figura prora che i due triangoli A'B'C' 
e A'B'D' hanno una regione cornune; prendiamo un punto di essa e 
designamolo con P' O con Q' secondo che è projezione di un punto 
del piano A B D  oppiire del piano ABC; con un noto procedimcnto si 
trova che la quota del punto P è eguale a 2, mentre che quella di P 
è minore di 2; ne segue che la faccia ABD è visibile, mentre non 10 
è la faccia ABC. Se ne trae che è pure visibile la faccia ACD nientre 
la rimanente BCD è nascosta; per cib è invisibile il solo spigolo AC. 

Metodo della projezione centrale. 

P r e l i m i n a r  i. Quando, per rappreseritare un poliedro, si adopere 
il Metodo della projezione centrale per fissare la posizione di ciascun 
vcrtice, oltre la projezione, bisogna dare une retta (Y', 1') che 10 con- 
tiene; ora neLla scelta di tale retta non vi è limitazione alcuna, ma si 
pu6 rcstringerne l'arbitrarietà, assoggettando la  traccia T od il punto 
di fuga 1' a qualche condizione. Fra  gli irifiniti sistemi che si potreb- 
ber0 imrnaginare uno ve n'ha che sembra particolarrnente raccoman- 
dabile; esso nasce supponendo che le rette ausiliari relative a tutti i 
vertici N del poliedro abbiano il medesimo punto di fuga e corne 
tale giova assuniere il punto principali Co; d o r a  la traccia della retta 
ausiliare non è che il piede JIo della perpendicolare calata da1 punto 
M sopra, il quadro. Si passa dalla rappresentaaione generale del punto 
M 2 (TI', H f )  a tale rappre~entazione speciale (Mo, M') osservando 
che i tre punti M', Mo, Co sono in linea retta e che le rette COI' e 

TMo sono fra loro parailele. 
Sopra questo speciale sistema di rnppresentazione si possono fare 

le osservazioni seguenti: 
a) Dctto sistema si pub interpretare dicendo che di ogni punto 

dello spazio si conoscono la projezione centrale M' e la projezione or- 
togonale Mo su1 quadro; questi punti non sono fra loro indipendenti, 
ma vincolati dalla condizione che la loro congiungente passi per il 
punto ~ r i n c i ~ a l e  Co. A seconda che il punto M cade nella 1, nella II 
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O nella III regione del10 spazio, l'ordinc di succcssione di quei tre 
pudi è il primo, il secondo od il terzo dei seguenti: 

fi anche evidente che se due punti il1 e AT stanno sopra una retta pas- 
sante per il centro di projezione, l'ordine ne1 yuale si seguono i tre 
punti 31, Arl C è Io stesso 
di quel10 ne1 quale si sncce- 
dono i punti JIo, No, Co. 

b) La determinazione 
degli elementi descrittivi 
deila retta che unisce i 
due punti Jf = ( M o ,  M'),  
X= (4, NI) pu6 farsi age- 
volmente osservando anzi- 
tutto (Fig. 3) che la  sua 
traccia Tz non è che il 
punto d'incontro delle rette 
M'AT' e ilIo hi. Ne sia poi 
IjZ il punto di fugct; appli- 
cando la condizione di co- 
planarità di duerette sivede 
che le rette T e COI' 
debbono riuscire fra loro parallele; ci6 prova che Tz non è che il punto 
d'incontro deila retta ICI'N' con la parallela condotta da1 punto Co alla 
retta 310iV,. 

C) Si possono anche determinare agevolmente gli elementi descrit- 
tivi del piano che passa per i tre punti dati L = (L,, L'), M - (lTTO, M') ,  
X = (Ai, N') (Fig. 4) osservando che essi passeranno per gli elementi 
descrittivi delle trc rette MN, N L J  LN. Ci6 prova (v. sopra) che la traccia 
1, di tale piano passa per i tre punti ICjl'N'. IC1OATolnPL'. ATo LOl L'M. L o J f o ;  
in comeguenza esse è più ehe determinata. Kon è sema interesse osser- 
pare che la collinearità di  questi tre punti è una semplice conseguenza 
del significato stereomctrico della figura piana considerata; onde si ha 
cos: una semplice dimostrazione diretta del teorema fondamentale sopra 
i triangoli prospettivi. Passiamo alla retta di fuga iB del piano L M N ;  
per construirla determiniamo il punto di fuga Il' della retta MN; è 
l'intersezione della retta N'ni' con le paraliela condotta del punto Co 
alla retta Mox0; in  modo analogo si possono trovare i punti di fuga 
Ik e 1; delle rette Xi5 e L N ;  ora i tre punti Ii, lm, Ii appartengono 
alla medesima retta iX che è parallela a t, ed è l a  cercata retta di fuga; 
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si noti che, se  s i  rinuncia alle verifiche, per trovare la retta ii basta 
determinare uno di qiiei tre punti  e tener conto dell'essere essa paral- 
lela a t,. La colinearita dei tre punti I;, In,, 1: ddà luogo ad un teorema 
sopra due triangoli prospottivi qiialunque che è facile enunciare; si pua 

aggiungere che si arriva ad una terza ret ta j parallela alle due i,, i: 
considerando l e  intersezioni dei lat i  del triangolo i1,M0A70 con le paral- 
lele condotte da1 punto Co ai lati del triangolo L'MAT'; la figura mette 
anche subito in  evidenza che l a  distanza fra il punto O, e la retta i: 
è eguale alla distanza fra l e  due rette t, e j'. 

d) Queste stesse considerazioni porgono una cnstruzione assai sem- 
plice dei punti comuni ad un poliedro ed una retta rappresentati col 
metode della projezione centrale (cfr. le  mie Vorlesungen über darstel- 
lerde Geometrie, II T., p. 54-55). Si supponga, infatti, di considerare, 
ad esempio, un tetraedre i cui vertici siano i punti P- (P', Po), 
& G ( Q ' ,  Q,), R = (R', R,), S r (Sr, 8,) e la retta r E (T, I I ) .  Per 
trovare i punti i n  cui questa s e p  queilo, tagliamo il poliedro col piano 
che projetta l a  retta r ;  la  figura insegna subito che la sezione sarà un 
triangolo L M N ,  avente i vertici risp. sopra gli spigoli PQ, QS, &A. 
Di essi le projezioni centrali si hanno subito; giova trovarne la pro- 
jezione ortogonale. A tale scopo si osservi che L' e L, sono allineati 
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COI punto go e c h  Lo cadrà sopra l a  retta PoQo da1 momerito che 

il punto obbiettivo L si trova sopra Io spigelo P Q ;  onde Lo aitro non 
è chc l'intersezione delle due rette COL1 e Po Qo Similmente si 

vano i punti iWo e No. 
Determiniamo anche 
la projezione ortogo- 
nale ro della retta 
r,: à notoriamente la 
parallela condotta da1 
punto T alla retta 
CJ'. Siccorne i puriti 
richiesti sono quelli in 
cui la retta r taglia i l  
contorno del triangolo 
LMN, cos1 l e  loro Y 

projezioni ortogonali 
sono i punti Xo e Y,  
in cui ro taglia il cou- 
torno del triangolo 
L,MoATo. La figura 
dice che tali punti ap- 
partengono alle rette 
L,X, e LONo. Con- 
giungendo X ,  e Y, a Co 
mediante rette, queste incontreranno ka r e t h  T' n e b  projezioni X' e Y' 
dei punti richiesti. 

R i s o l u z i o n e  d e l  -problema. Per fissare le idee supporremo di ra- 
gionare sopra la piramide (E'ig. 6) determinata da1 suo vertice (Po, v ) 
e dalla sua base, che è il poligono di  cui s i  conosce il piano [t, if] e 
la projezione L'M'N'P'Q'. L'esarne diretto della figura dimostra che 
nessuno dei vertici della data piramide appartiene alla II regione dello 
spazio, percio tutti i suoi spigoli si projctteranno in scgmenti propria- 
mente drtti e tutte l e  facce secondo veri poligoni. Per  distinguere le 
parti visibili della data pirainide dalle invisibili conviene rappresentare 
anche i vertici della base col sistema speciale esposto prima. A tale 
8COpO consideriamo il lato LM deUa base ed osserviama che i suoi 
elementi descrittivi 2' e 1' sono le  intersezioni della retta L'Jf' risp. 
con t e i f ;  per conseguenza Lo e Jlo sorio le intersezioni della parailela 
condotta da1 punto T alla retta COI' risp. con le rette CoK e C , W .  
Quanto ai punti No, Po, &, si troversnno osservando che le due figure 
L'M'A7'P'Q' e ~ , J ~ o N o P o Q o  si corrispondono in un'omologia di  cui 
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il centro è il punto principale Co, mentre l'asse è la retta t. Ora i 
due poligoni L 'M'N'P 'Q'  e V'L'g' hanno ilna regione comune, onde 
uno soltanto dei corrispondenti poligoni obbiettivi è visibile da1 centro 
di projezione. Per distinguere quale Io sia, fissiamo la nostra attenzione 
sopra un punto d i  detta regione e consideriamolo siccome projezione 
di un punto A della base della piramide e di un punto B della faccia 
PL Q .  Abbiarno bisogno di procurarci i punti A, e Bo. A tale scopo 
conduciamo una retta arbitraria per il punto A'- B' e sepamone le 

Pig. 6 .  

I 

intersezioni E', F', G', E' risp. con le rette L'M', N'Y', T L :  P 'Q ' ;  
unendo questi punti B Co e determinando le intersezioni della con- 
giungenti risp. con le rette Lo310, NoPo, V, L,, V, &,, si otterranno i 
punti Eo, Fo, Go, a; ora le rette BOFo e Go& saranno tagliate dal- 
la retta che unisüe il punto principale Co al punto K G  B' nei punti 
cercati A, e Bo. Esaminando la figura risultante si scorge subito che 
il punto Ho cade fra A, e Co; percib è i l  punto B che solo è visibile 
da1 centro di projezione, dunque la base della piremide resta nescosta, 
mentre è visibile la faccia TL&. Da ci6 risulta che sono pure visibili 
le facce VLJI e V P Q ,  melitre non 10 sono V M N  e VATP; qiiindi 
gli unici spigoli nascosti sono M N ,  NP e V N .  

Il procedimento esposto è ancora applicabile quando uno O più dei 
vertici del dato poliedro considerato cadano nella seconda regione delio 
spazio; soltanto bisogna distinguere con cura quali siano le facce del 
dato poliedro che si projettano secondo ~ o l i g o n i  e quali in pseudo-PO- 
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ligoni. Per chiarire i l  nostro concetto supponiamo (Fig. 7) che si abbia 
un tetraedro di vertici L = (L,, L'), M - (Mo, N'), X -(&, X'), 
P G (Po, P'). La figura mostra subito che il punto L cade nella 1 
regione del10 spazio, JI nella III e gli altri due nella II; per conseguenea 
i soli spigoli LM e NP si projettano secondo segmenti propriamente 

detti, mentre gli altri quattro daranno per projezione altrettanti paeudo- 
segmenti; tutte le facce poi si projetteranno secorido pseudo-triangoli. 
Ora i due pseudo-triangoli L'H'N' e L'N'P' hanno una parte comune, 
dunque delle due facce corrisponderiti una soltanto è visibile. Per deci- 
dere quale sia, si pub procedere precisamente corne ne1 caao precedente, 
cioè considerare un punto A' = Br di quella regione, riguardarlo corne 
projezione di un punto A della faccia LMN e di un punto B della faccia 
LJIP e finalmente costruire i punti A, e Bo. E siccome Bo cade fra 
A, e Co, C la faccia L M P  che è visibile, mentre L MN è nascosta. Ne 
consegue che è visibile anche la faccia LArP mentre non Io è la fac- 
cia dIATP. Per consegiienza non vi è di nascosto che 10 spigolo JIN. 

O ss e rva  z i  oni. 1. È importante osservare che nelle considerazioni 
e construzioni precedenti interviene il punto principale, ma la distanza 
non ha parte alcuna; cib prova che se il centro di projezione varia per- 
correndo la perpendicolare innalzata da1 punto principale al quadro, la 
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II. Le stesse considerazioni servono evidentemente a distinguere le 
facce illuminate del poliedro da quelle oscure, nell'ipotesi ühe ne1 centro 
di projezione si trovi una fonte di luce. 

Assonomotria ortogonale. 

Per  esaurire la questione esporremo qualche osservazione atta a 
dimonstrare che i medesimi principii possono applicarsi au' Assonometria, 
limitandoci, per rimanere in questioni suscettibili di  più frequenti appli- 
cazioni, all' Assonometria ortogonale. 

Conveniamo anzitutto d'indicare in generale con S la projezione 
assonometrica di una figura J e, per fissare le idee, ragioniamo su1 
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prima rappresentata alla Fig .  1.') Sia O l'origine dcllc coordinate e 
[u,, u:,] il piano che funge drt quadro assonometrico. Giova rappresen- 
tare subito il piede O* della perpendicolare calata da O su1 piano 
[u,, us] ;  converremo che il punto di vista sia il punto all'infinito nella 
direzione 0 O*. Sia R u n  punto arbritrario della base A B C D  E del 
prisma; d a  questo punto conduciamo l a  parallela alla retta 0 0 * ;  tale 
parallela incontrerà in un  secondo punto l a  superficie del poliedro; 
la figura ci dice che l ' incontro ha luogo in un punto R della seconda 
base del prisma; ora siccome i due sensi RR, e 00' sono concordi, 
è evidento, cho attualmente il fi010 punto XI è visibile; epperb è 
visibile la seconda base del prisma, invisibile la prima. EEettuiamo 
ora la projezione assonometrica del prisma (Fig 8) segilando successiva- 
mente i punti A*, . . ., E*, Al*,. . ., El*. Siccome i due poligoni A t . .  . E*, 
e A,'. . . El* hanno una regione cornune, d' accordo con quanto precede, 
si pub affermare che una soltanto delle due basi del prisrna è visibile 
e che precisamente Io è la  base A , .  .El.  Allora la figura porta a con- 
cludere che sono pure visibili l e  tre facce laterali ABB, Al, B C C I B l ,  
CD Dl Cl, mentre le due rimanenti AA,B1 E e D D, EIE rimangono 
nascoste; cih proba che sono invisibili soltanto gli spigoli del prisma che 
si dipartono da1 vertici A e E. 

Genova,  16 Agosto 1913. 

Schwingnngen unter EinflnB einer dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportionalen Dampfnng. 

Von H. BURKHAR~T in München. 

1. Die Methode der sukzessiven Approximationen zur Integration 
gewohnlicher Differentialgleichungen führt  bekanntlich auch dann, wenn 
die erste Annaherung nur  trigonometrische Funktionen der unabhangigen 
Verinderlichen liefert, auf sog. Siikularterme, d. h. auf Glieder, welche 
diese Veranderliche auf3erhalb der Zeichen der trigonometrischen Funk- 
tionen enthalteil. Den Astronomen ist ein von N e w c o m b  und L i n d -  
stedt angegebenes Verfahren geliiufig, durch das man das Auftreten 

1) Sell' Assonometria u i  snppone d i  regola che le figure considerate siano 
determinate dando di ciascun punto le  coordinate cartesiane ortogonali; ma con 
queeti dati nulla d i  p i6  facile di  trovare l a  reppresentazione col metodo di Monge; 
onde la ~upposizione d a  noi fa t ta  non contraddice a quella che si fa d' ordinario 
quando si parla d' Assonometria. 
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solcher Glieder vermeiden kann; dagegen scheirit wenig bekennt zu 
sein, daB dieses Verfahren auch für die Behandlung von Problemen der 
terrestrischen Mechanik mit Nutzen herangezogen werden kann, obwohl 
das bereits Herr J. Horn1)  allgemein auseinandergesetzt hat und auch 
das von Herrn Il. J. K o r t e w e g 2 )  im Interesse der mechanischeri Auf- 
fassung der Lichtemission entwickelte Verfahren damit im wesentlichen 
identisch ist. Es wird daher vieileicht doch manchem Leser der Zeit- 
schrift nicht unwillkommen sein, wenn ich das Verfahren an dem Bei- 
spiel der Glcichung 

noch einmal auseinandersetze; Herr R. E m d e n  hat mir schon Tor einiger 
Zeit mitgeteilt, dnB es gegenwiirtig für manche Zwecke von Nutzen sein 
würde, wenn man das Integral dieser Gleichurig in einer für die Rech- 
nung brauchbaren Gestalt besSBe. 3, 

Dasjenige Integral dieser Gleichung, das für 1 = 0 den Aufangs- 
bedingungen 

(2) 

genügt, ist für hinliinglich kleine q,, wie bercits Herr H o r n  im Vorbei- 
gehen bemerkt und neuerdings Herr von I g n a t o  wski4) auf Grund der 
Darsteilung der L6sung durch einc Quadratur nLher dargclegt hat, peri- 
odisch und laBt sich daher nach den trigonometrischen Funktionen der 
Vielfachen einer zur Zeit proportionalen GrGBe entwickeln. Um diese 

1) Zeitschr. Math. Phys. 47, 1902, S. 400. 
2) Amsterd. Verhandel. 5, 189.7; franz. arch. néerl. ( 8 )  1, 1898, S. 229. 
3) Bis zu Gliedern erster Ordnung einschlieBlich (wo noch kein Sakularglied 

beseitigt zu werden braucht) ist die Rechnung bereits von S. D. Po i s son  (traité 
de mécanique 2me éd. 1, Paris 1833, nr. 189, p. 357) durchgefiihrt worden. Den 
Fall, da6 neben dem zum Qoadrat der Geschwindigkeit proportionalen Dimpfungs- 
glied noch ein anderes auftritt, das der üeschwindigkeit selbst proportiond iat, 
h a t  E. J. R o n t h  bchandclt (Dynamik der Systeme starrer Ktirper, 2, 5 364, S. 264 
der deu t~chen  6beraetzung); seine Methode versrtgt aber f i r  den im Text bespro- 
chenen Fall. 

4) Arch. Math. Phys. (3) 1 7 ,  1911,  S. 339. Man kann übrigens mit H e m  
A. F o p p l  (Dynamik, 3. Bufl., Leipzig 1909, S. 57) diese Darstellung der L6snng 
durch eine Qiiadratur auch aiif einem weniger kiinstlichen Wege a h  Herr 
v o  n 1 gn a t O w s k i erhalten: die Gleichung enthil t  die Zeit nicht explizite, 
sondern nur ihr Differential, liiBt sich also i n  eine Gleichung mit x sls unab- 

d x 
hangiger und -- als abhangiger Variaheln transformieren; diese Gleichung id 

d t 
d x  2 

fùr (di) linear. 
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Entwicklurigen zu erhalten, führen wir dern N e w c o m b - L i n d s t e d t  - 
schen Verfahren entsprechend') dnrch die Substitutionen 

neue Veranderliche ein; y bedeutet dabei eine Konstante, über die wir 
uns noch Verfüguiig vorbehalten. Die Differeritialgleichun; geht da- 
durch über in:  

die Anfangsbedingungen in:  

Dabei ist n = az, eine dimensiorislose Konslante, die für das Folgende 
als ,,hinlinglich klein" voraurgesetzt werden rnuB; aus den genannteii 
Untersuchiingen von Herrn v. I g n a t o w  s k i  geht hervor, daB sie jeden- 
falls kleiner als X sein muB, wenn überhaupt die den angenommenen 
Aiifaiigshediugiingen geniigcrido Iltjsiing periodisch sein soll. 

Der Gleiühung (4) kann nun durch eine Entwicklung der Form 

genügt werden; verlangt man, daB in  dieser Entwicklung keine andern 
als trigonornetrische Funktionen von w auftreten; so kann das dadurch 
erreicht werden, da5 man auch für p eine Entwicklung der Form2):  

ansetzt, die einzelnen Glieder der Entwicklung (6) den Bedingungen 

untermirft und dabei ,u,, . . . jedesmal so bestimmt, da0 in den Inte- 
gralen ailer dicser Gleichuiigeii niir trigonornetrische Funktionen von tu 

auftreten. Das gibt der Reihe nach: 
-- 

1) Die Anwendung dieaes Verfilhrens vereinfacht sich hier vermoge der be- 
sonderen Forrn der üleichung uoch dadurch, da5 p auf der rechten Seite von (4) 
nicht auftritt. 

2j DaB man in die Entwicklung von p nach Potenzen von cr kein Glied erster 
Ordnung aufzunehmen braucht, lLBt sich bereits ans den Resulteten von P o i s  B O  n 

schlieBen. 
Zeitaehrift f Msthsrnatik n. Phpik .  65. Raiid 1914. HeR 3. 20 
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Pz=  + >  

f ,  = - ; + ;; cos tu - -9 cos 2 w  - -', cos 32~'; 
also: 

Darans fol& daB f zunkhst  abnimmt, bis w den Wert z erreicht hat;  
der zugehorige M7ert von isti): 

1;s ist also der Mittelpunkt der ersten (Halb-)Schwingnng: 

ihre (Doppel-)Amplitude: 

ihre Dauer: 

Handelte es sich nur um die IntJegration der Differentinlgleichung 
(1)) so mürde man die Abszisse des zweiten Umkehrpunkts aus den- 
selben Formeln durch die Brinahme w = 2 x  erhalten; er fiele also mit  
dem Ausgangspunkt zusammen; und von da an würde sich der panze Schmin- 
gungsvorgang periodisch rriederholen. Aber physikalisch hat die Auf- 
gabe doch nur dann einen Sinn, wenn die Dampfung der Bewegunga- 
richtunp stets entgegengerichtet kt; es mu8 also für die Rückschwin- 
gung das Zeichen von a umgekehrt werden." Sol1 unter dieser Voraus- 
s e t ~ u n g  die bisher betrachtete Bewegung weiter verfolgt werden, so ist 
in den Formeln a durch - a, x, durch x,, also a durch 

1) Man kann die Gleichung (10) auch erhalten, indem man mit Hilfe der i n  
d k  . 

Note 4 von S. 304 erwiihnten Qiiadratur den Wert  von 5,  fur den m e d e r  =; O 
d l  

wird, durch Reiheniimliehrung bestimmt,. Das Glied mit a! ist sa von Herrn F o p p l  
S. 58 bestimmt worden. 

2) Nan beachte dabei, daB für das physikalische Problem das ursprüngliche 
a das entgegengesetzte Zeichen haben muB wie x,, daB also cu für dieses Prolileui 
eiue negative GrGBe ist. 
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zu ersetzen. Innerhalb der bisher benutzten Anniiherung eigibt sich 
dan11 die Dauer der Enckschwingung als ebensogrnB wie die dor Hcr- 
schmingung; dagegen der scheinbare Mittelpunkt der Rückschwingung 

und der ni i~hste U~ukehrpunkt  liat die Abszisse: 

2. Wiil man dasselbe Verfahren zur Aufsuchung der den Anfangs- 
bedingungen 

(16) 
d x 

x =  O, d t  = v O  

genüpenden Losung der Diilerentialgleichung (1) anwenden, und wiil 
man dabei den Vorteil nicht aufgeben, der darin lie& daB in den zu 
der entsprechenden LC~urig der reduzierteri Gleichung gehorenden ,4n- 
fangsbedingungen der Parameter nicht auftritt, so hat  man neben der 
ersten Substitutionsgleichung (3) nn Steile der zweiten diesmal 

ges~ tz t ,  sa nimmt die reduzierte Gleichung die Form an: 

die etwas weniger einfach als (4) ist, übrigens in derselben Weise be- 
liandelt und innerhalb des hier benutzten Grades der Anniiherung sogar 
mit ihr identifiziert werden kann, indem der Unterschied erst bei den 
Gliedern 3. Ordriung wirksam wird. Die Gleichung für die drei ersten 
Glieder der Entwicklung (6) haben dann dieselbe Form wie in (8), n u r  

bei der ersteri sind die Anfangsbedingungen: 
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Die Integration liefert hier: 

t, - sin w, 

E, = ;B sin w - 9 sin 2 w  - i4 siil 3 W .  

Die Schwingungsdauer ist also (immer innerhnlb des hier b~nutz tm 
Grades der Anniherung) in beiden Pallen dieselbe, wenn das x, dea 

einen Falles gleicli deiri 2 defi andern genomrnen wird. 

Mit diesen Resultaten stimmen diejenigen nicht überein, die IIerr 
v o n  I g n a t o w s k i  aus der L6sung diirch einc Quadratur abgeleitet ha:. 
E r  ersetzt namlich die in dieser Quadratur vorkommende Exponential- 
fuiiktion exp (-2ax) durch die drei ersten Glieder ihrer Entmicklung 
nach Potenzen von 2ax ,  wodurch die Quadratur sich auf eine zyklo- 
metrisçhe reduziert. E s  ist aber diese Exponentialfunktion mit einem 
Faktor : 

multipliziert, dessen beide Glieder unter den auch von 11eri.n von Ig -  
n a  t O w s k i  fcstgehnltenon Voraussctzungen des N%hcriingsrerfalircns von 
verschiedener GrGBenordnung sind; denn wenn a! klein sein sou, 6 0  niuB 

n 
v,  klein gegen - sein. Wili mari also konseyuent reriiachlassigen, so 

muB man entweder einen Teil der von Herrn v o n  I g n a t o w s k i  mit- 
genommenen Glieder weglassen - das wiirde aber ganzliche Veinadi- 
lissigung der Diimpfung bedeuten - oder wenigstens ein weiteres Glied 
noch mituehmen - das würde aber auf ein zu numerischer Beliaadluna 
wenig bequemes elliptisches Integral führeri. 

3. Nach Ahsc:hliiB der vorhergehenden Untersuchungen a n r d e  ich 
zufillig durch eine Notiz des Herrn J. S O n imer  ') auf die ein llinliches 
Problem betreffenden Unter~uchungen von Fr. B ess  elz) aufmerk- 
sam. Bei B e s s e l  handelt es sich nicht ilni die Differeiitialgleichung 
pp 

1) Zeitachr. Verm. 40, 1911, S. 337. 
2) Astr. Nachr. 9, 1831, S. 221  = Abhaniil. 2, S. 210. Die dort zitierte Ab- 

handlung von G. Pioln iu den effemeridi di MiInno fiir 1831 v a r  mir nicht au- 

ganglich. Merkwürdig ist iibrigens, daB Bessel nur das oben als das ,.matlie- 
matische" bezcichncte Problcm behendelt, w&hrcnd doch für seinen Zweck nur da3 
,,physikalioche" in Uetractit kommeu konute uud er auch au ariderer Stelle (Ab- 
h a n d l .  2, S. 183; ausdrüclrlich von der Moglichkeit q~richt, d a e  ein aiiftretender 

Koeffizient ,,eine zweif6rmige Funktion ist, welche fiir beide Rirhtungen der Be- 
wegung eineu verscliiedenen Ausdr~ick ertialtL'. 
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(l), sonderri um eine andere, bei der an Stelle des Gliedes mit x selbst . . 

ein solclics mit s i n x  steht; sein Verfahren 1% sich aber auch auf die 
hier vorliegende Gleichurig anwendrn. TZTerrlen die Hezcichnungan von 
1. beibehnlten, so ist zur Bestimmung der Schwingungsdauer die Qua- 
dratiir '): 

auszuljerteii. Zu dieseru Zwecke i ~ t  zuniichst das Maxinium der unter 
dern Quadratmurzelzeichen stehenden Funktion zu bestimmen; es liegt 
bei x = 0 urid liat den lTTert 1. DemgemiiB ist eine neue Variable s 
durch die Gleichung 

(241 (1 + 2ax) exp (- 2 u x )  = 1 - 2s2 

und eine neue Konstante s, durch die entsprechende Gleichung 

einzufihren; mird zur Abkürzung 

(26) nx = r j  

gesetzt und wird die Exponentialfunktion nach Potenzen ihres Argu- 
ments entwickelt", so ergibt sich: 

und umgekehrt: 

1 )  Das Terfahren, durch das B e s s e l  zu solchen '~urtdraturen kommt, würde 
eich hier folgendermaBen gostalten: man müBte eine HilfsgroBe z dnrch die Glei- 
ch un^ 

~ z * z P  = n=x= - kg 
eiufiihren; es fol& daun: 

(zP - x5)adx - z dz = 0,  

wodurch. wie B eE s e l  sich ausdriickt, ,,das Zeitdifrerential eliminiert istLL. Diese 
Gleichung hat  einen integrierenden Faktor, der  nur von x abhangt, namlich 
exp !- 2ax); [sie ist niimlich linear i n  zP, elienso wie die von B e s s e l  selbst be- 
handelte linear in cos y]; usw. - Man erkennt übrigens, da0 dieses z sich von 

d x 
dern das bei dem in Note 4 von S. 304 erwahnten Verfahren auftritt, nur durch 

<lx' 
einen konstanten Faktor nnterscheidet. 

2) Uiese Entmicklurig rnuB auch hier mindestens bis zu Gliedern 4. Ordnung 
gptriehen werden. wenn mari überhanpt den EinfluB der Diimpfung auf' die Periode 
hekommen mill. 
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daraus dann weiter: 

und durch Diffeferentiation : 

Man erkennt die Übere i i~s t immun~ dieses R,esultates mit (13), wenn 
man beachtet, da5 die hier mit  s, bezeichnete Gr6Be von der dort mit 
a bezeichneten sich nur  um Glieder hdierer  Ordnung ala die hier bei- 
behaltenen unterscheidet. 

Soweit nur die Berechnung der Schwingungsdauer in Retraülit 
kommt, hat das Besselsche  Verfahren vor dem Newcomb-Linds ted t -  
schen einen unleugbaren Vorteil: es liBt a priori erkennen, daB in der 
Entwicklung der Schwingungsdauer nach Potenzen von s, nur Potenzen 
mit geraden Exporienten auftreten. Freiliüh fallen die Glieder unge- 
rader Ordnung erst beim letzten Schritt, dem Übergang von (52) zu  
(33), heraus und müwen bis dahin mit durchgeschleppt merden. Es 
ware zu erwigen, wie man das vermeiden kann; ich werde an nnderer 
Stcllcl) darnuf zuriickkommen. Will man die Annaherung mit  dirscm 
Verfahren weiter treiben, so ist die Reihenumkehrung, die von (28) zu 
(29) führt, Iastig; indesfien auch bei dem Newcomb-Lindstedtschen 
Verfahren wachst die Mühe der Berechnung etwa proportional deni 
Quadrat der Anzahl der zu berechnenden Glieder. 

4. Cber den Verlauf der Bewegung wahrend der einzelnen Schwiii- 
gung gibt daa B es  selsche Verfahren keine Auskunft,; Besse l  hatte bei 
der ihrn rorliegenden physikalischen Aufgabe keinen AnlaB, sich diese 
Frage zu steilen. Man konnte daran denken, es mit den1 von Weier- 
s t r  aB ') angegebeneri Verfahren zur Urukehrung von Quadraturen zu 
kombinieren, bei dem ja die Berechnung der Periode als bereits erledigt 
vorausgesetzt wird; indessen ist durch die B e  s s elsche Substitution (24) 
für die Anwendung der W e i e r  s t raBschen Nethode nichts gewonnen; 

1) Das ist inewischen Jahresb. d. D. Math.-Ver. 22,  1913 ,  S. 2.25 geschelie~i. 
2) Berl. Ber. 1866, S. 77. Werke 2 ,  S. 1. 
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und iiberdies bietet (lie W e i e r s  t r al3 sche Abhandlung an entscheidenden 
S t e l l ( ~ ~ ' )  Dunkelheiteri, deren Aufhellung mir nicht gelungen ist. Kann 
irgend ein Schüler oder Scliüler eiries Schülers von W e i  e r s  t raB hierzu 
au? miindlicher Tradition noch etn~as mitteilen? 

Über den Spannungszustand in kreisrunden Platten mit 
verschwindender Biegungssteifigkeit. 

Von Dr. Ing. ET. HENCKY in Darmstadt. 

1. Die Differentialgleichung der verfeinerten Theorie ebener Platten in 

Polark~ordinaten.~)  

Die Spannungen, welche an einei belastcten dünnen Platte den 
a111Jerrn Kriiften das Gleichge\vicl-it halteu, xrrfallen in zwei verschic- 
dene Arten. Die Spannungen der einen Art setzen sich zu Riegungs- 
momenten xusammen, die der andern Art zu Spanniingsresultanten, 
welche gleiche Richlung mit der elastischen Fliclie der Platte haben 
und die Lasten nach Art einer Kette auf die Auflager übertragen. 

Je nachdein man eine diesei beiden Arten von Kraften allein be- 
rücksiühtigt, erhilt mari zwei GreiizfiLle, einrrial den Fall der Platte mit 
unendlicli kleiner Durchbiegung, in welcher nnr Biegungsmomente auf- 
treten, andererseits den Fall der Platte mit verschwiridender Biegungs- 
steifigkeit, welche als Kettenfl%che,betrachtet werdeil kann. Obgleich in 
Wirkliçhkeit keiner dieser beiden Grenzfalie rein vorkorrirrit, ist es doch 
niitzlicli, sich über die Grenzen llechenschaft zu geben, innerhalb deren 
die Spannungen und Durchbiegungen sich Lildern. 

Die folgenden Entmicklungeii beschranken sich auf den FaU der 
Kreisplatte mil symmetrischer Belastuug. Berücksichtigt mari sowohl 
Biegungsmomente wie Spannungsresultanten, so erhalt man das simul- 
tane System von Differentialgleichurigen: 

1) Wie hat  sich W e i e r a t r a B  i n  einern Falle mie deni hier vorliegenden die 

K a h l  dpr r o n  ihm mit &(z,12) bezeichueten E'uriktiorien (S. 12) gedacht? und mit 
welcheni Recht nimmt er S. 15 für die Koiistantenbestimmung an, rlaB die von 
ihm lmutzten Eutwicklungen noch für ü. = a und x = 0 konvergieren, bzw. so 
giit konbergieren, da5 sie zil numerischer Berechnung noch braiichbar sini17 

2) A. Fopp l ,  Vorleaungen über technische Mechanik Bd. V. S. 132 u.  f. - 
EricYklopadie der math. Wissenschafteu Bd. IV. Nechanik 27.  Th.  v. K i r  m i n  
(Kr. 8 Ebene Platten). 
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Die Last p in G1. (1) ruuB man sich in zwei Bestandteile zerlegt 
denken, von denen der eine von den Biegungsmomenten, der andere 
von den über den Querschnitt gleicbmiiBig verteilten Sparinungen auf- 
geaommen wird. 

Die G1. (1) enthalt die Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben 
in  senkrechter Eichtung, die GI. (3) gegcn Verschieben in horizontaler 
Richtung, die G1. (2) enthiilt das Elastizitatsgesetz in Verhindung mit 
den kinemati~chen Bedingungen des Problems. 

Vernachlassigt man in Gl. (1) clic dritte Potenz von h gegen die 
erste und riimmt p holistant an, so laBt sich eine LGsung des ohigen 
Gleichungssystems angeben, welche zwar nicht in  geschlossener Form, 
aber doch durch B O  konvergente Reihen darstellbar ist, da8 der nume- 
rischen Ausaertung nichts im Wege steht. 

Diese Losung laBt sich übrigens auch fiir den E'all verallgemei- 
nern, daB p durch eine Potenzreihe oder überhaupt als endliche und 
eindeutige Funktion von r gegeben ist. 

II. Die Differentialgleichung der diinnen Platten ohne 
Biegungssteifigkeit. 

Unter Berücksichtigung der Beziehungen (3) erhiilt man aus der 
Gl. (2) 

(4) 

Die Integrationskonstante mird 0, weil die Anderring der Spannungen 
in Plattenmitte mit dem Radins einen enrllichen Wert haben und - = O fiir r = O werden muB. 
d r 

Die zweite Gleichung k h n t e  auu (1) durch Vernachlksigiing des 
ersten Gliedes und Integration gewonnen werden, l%Bt sich aber auch 
direkt ableitcn. 
-- -- - 

1) A. E'opp l ,  Vorl. iiber techu. Meclianik Bd. V. S. 139, wo die Ableitung 
der Diffgl. ansfuhrlich dargestellt is t .  

2) Die Bezeichnngen sind im mesentlichen dieselben wie in der Encykl. der 
math.  Wiss. 
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Es gilt namlich für jeden konzentrischen Kreisschnitt, dnB die 
Summe der Vertikalkomponcntcn von G~ der innerhalb des Kreises be- 
findlichen Belastung gleich wird. Ximiizt man an, daB man den Sinus 
mit der Tangente verwechseln darf, so crgibt sich 

oder 

Sowohl die Durchbiegungen cl wie die radialen und tangentialen Span- 
nungen 6, und 6, sind durchweg in dem hier in Betracht kommenden 
Intervali endliche, e i n d c ~ t ~ i g e  und stetige E'unktionen, auBerdeni auch 
symmetrisch zur Plattenmitte. 

Sic nind daher in dem Intervull von = O bis ' = 1, a o  o der 

Radius der Platte, durch Potenzreihen darstellbar, welche nur die ge- 

raden Poteilzen von (LI entlialteu, und künuten iii aolche Palenrreihen 

eritrvickelt werden, wenn sie bereits in irgend einer Porm gegeben 
miireii. l )  

Unter Rerücksichtigung der mechanischen Alidichkeit setzen wir 
daher 

Die Bexiehungen (3) werden durch die G1. (6j und (7) befriedigt, die 
G1. (8) ergibt für  r = a S - 0; die Werte der Koeffizienten A, und B, 
lassen siüh aus der Differentialgleichung und aus den Randbedingui~gen 
ermitteln. 

Man erhiilt mit  (31. (6) und. (7) 

1) Vgl. R u n g e ,  Theorie u n d  Praxis der Keihen. 5 14. Entwickliing in ein- 
fache Kugelfunktionen. 
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314 Spannuug~zustand in kreisr. Platten mit verscliwindeniler Biegungssteifigkeit. 

Substituiert man den Wer t  von :I au8 Gl. (54  in G1. (4), su liehen 

siçh die Diriiensiorisgr6Ben lieraus, w e m  man  noch 6,. durch seine Po- 
tenzreihe ersetzt, und man erhalt die B e z i e h u q  

Konvergieren die beideri Rcihen unbediript, mas hier vorausgesetzt 
werden soll, so kann man das Mult~iplikationstheoreni von Cauchy 

für unendliche Reihen anwenden und nach Potenzen von ordileu. 

Da die G1. (9) f ü r  alle Werte  von gelten 8011, muB jedcr Kosfiirieiit 

fiir sich verschwinden; d. h. es müssen die Beziehungen gelteri 

Alle Koeffizienten B, lassen sich nach Gl. (10) durch Potenzen von Bo 
darstellen. Es wird 

Der Wert  ron Bo ist vorliiufig ganz unbest immt und hiinpt von der 
Eandbedingung ab, welche noch nicht benützt ist. Kimmt man an, 
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clai3 die Flatte am Eande festgehaltcn wircl, N O  mu0 die Dehnung E ,  

1 1  
verscliwinden; d. 11. E ,  = 6, - -6T - = O für r = a. ( m ) E  

Nach (6) und (7) ergibt sich (m Qiierkontraktionskoeffizient) 

Mit den bereits bcrechnetcn Werten von IL lautet die Redingungs- 
gleichung für Bo 

und mi t  o l ~  = ?: 

Hieraus auf 3 1)ezinlaLen genau 

Bo = 1,713. 

Physikalische Bedeutung konnen nur die Wurzelii der Gleichung haben, 
welche > 1 sind. Tragt man die Werte von f ( l j o )  als Ortlinaten und 
die WerLe von 6, als Abszissen ab, so erkennt man leicht, daB die 
Funktion f(Bo) die Abszissenachse nur  einmal zwischen 8, - + 1 und 
Bo',= + w schneidet. Die Aufgabe hat  also nur  eine Losung. 

Xoch e h  anderer Fail der duflagerung liiBt sich erledigen, wenn 
man tinriimmt, daB die Platte am Rand überhmpt  niüht festgehalten 
kt, aber um den kleinen Betrag d a  übersteht. In diesem Fall muB 

A u  
die Randbedingung lauten 6 ,  + Br = O, wovon man sich durch An- 

schreibcn der Gleichgewichtsbedingungen für den Auflagerring über- 
zeugt. 

Für d a  = O miiB aber G,  am Rand unendlich werden, d. h. die 
Platte mird am Rand knicken; dieser Fail son hier iiicht weiter ver- 
fol$ wcrdcn, da er nur  ein geringee praktisches Interesse für sich in  
Aiispruch nehmen kann. 

Um die Aufgabe für  die am Itand festgehaltene Platte vollstiindig 
zu loaen, muB man noch die Gleichung der elastischen Fliiche be- 
stimmen. 

Setzt man in  die Gl. (5) die Reihen für 6,. und 2: so heben sich 

die DimensionsgriiBen wieder weg, und man erhnlt 
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316 Spannungszustand in kreisr. Platten mit verschwindender Biegnngssteifigkeit. 

oder mit Benutzung der Werte von B, 

und hiereus aus der M~lti~likationsregel von Ca u ç h y 

die Durchbiegung iu Plattenrnitte wird 

(128) ' 

Der Wert von Il,, ist dabei für ein gegebenes m aus de i  G1. ( l l a )  zu 
errnitteln. Vür m = ergeben sich die Formeln 

doBo - -1 -0  
A,& + i 2A , I~o  = O  
A,B, + 2A,& + 3A,B0 = O 

A,B, + 2A,B4 $ 3 A , 4  + 4A,B0 = O 

AOB8 + 2As& + 3A4.R4 + 4413% + 5A8B, - O 
AOB,, + 2A,B8 + 3A4B6 + 4A6B4 + 5 4 B ,  + 6A,,BO = O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

3 ---e 
sa = 0,3281/~$'> (Spannung am Ranùe) 

3 - -  ( f = 0 , 6 ~ 2 a l / g  (Durchbiegung in Flattenmitte). 

Die Werte der Sparinungen siud BO angegehen, wie ~ i e  aus den Gleicb- 
gewichtsbedingungen folgen, da auf die verschiedenen Theorien für die 
richtige Beurteilung der Bruchgefahr hier nicht eingegangen werden BOU. 
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ln  ganz iihnlicher Weise, wie es hier für die biegsame Platte ge- 
schehen ist, lieBe sich das Problem unter Beïücksichtigiing der Uiegiings- 
steifigkeit losen. 

Mari erkennt aber ohne weiterm aus der G1. (l), daB in diesem 
Fall die Diinensionsgr6Ben in die Bedingungsgleicliungen für die Koef- 
fizienten der Roiheni:ntwicklilngcn eingeheii. Alan wiirdr, schlieBlich 
zwei Gleichungen mit zwei Uiibekannteri von unendlich hohem Grad 
erhalten, d ie  durch Probieren in jedem einzeliieii FaIl aufgel6st merden 
mül te i i .  Dieses Verftlhrcn ist jodoch so umstaridlich, daW von einer 
Durchführung abgesehen werden soll. 
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Bücherschau. 

Bücherschau. 

C. h n g r !  und F. h d 0 ,  Rechnungsformuler eur Zer legung  einer em- 
pirisch gegebenen  Funktion in Sinuswellen. h'ebst einer Erliiuteiung 
von C. 13unge. Braunschweig, Vieweg oi Sohn. 

Die Z~rlegung einer empirischen Funktion in Sinusrrellen kon~mt auf die 
Uerechnuug der sog. Fourier-Koeffizienten hinaus. Bei einer approxiinativ-nu- 
merischen Herechniing dersolben gelit man au8 von 11 t0ert.m der gegebenen Funk- 
tion, die diese an TZ aquidistanten Stellen der Periode ünnirnrnt. Sind yl die 
betreffenden Funlitionswerte, so werden die Koeffizienten durch die Summen 

approximiert und die eigentliche Rechenaufgabe besteht in  der zmeckmi5igen 
Uerechrii~ug diesel- Summcn. 

R i l n g e  geht ails von einer Einteilimg der Periode in zwolf Teile, so da6 
die Suniinen ails je  zwUlf Gliedern bestehen Bus den zwdf Funktionswerten 
lassen sich die awolf ersten Koeffizienten a. . . . . as und b, . . . . ti, einer mit 
diescn Glicdern abbreclicnden trigonomet~iischen Reibe so berechnrn, da0 diese 
die zwolf gegebenen \Verte wirklich auuimrnt. - ., 

Die s~uszurvertenden Sunimen b ~ s t r h e n  hiei-bei aus zwolf Gliedern, in 
denen nur die Sinus der Viclfachen von 30' auftreten, also die Werte von 0; 
k $; k -: 1/3; -1- 1. Durch Zusamrnenfasçen der Surnrnanden in geeignete 
Partialsui~inien konnen die Summen schnell berechriet werden. 

Uei einer Einteilung der Periode i n  24 Seile lassen sich aus den 24 ge- 
gegebenen Funktionswerten die ersten 24 Koeffi~ient~en no .  . . . alB und 
bestimrnen. Ihrc Rerechnung wird in diesem Falle zurückgeführt auf eine znei- 
nialige Durehführung der Rechnung für zwdf Ordinatan. Bierbei werden 
eiiimal die z w d f  Ordinaten yol ye1  y,, . - mit  geradem Tndex, das andere Mal die 
andercn, i n  die Rechnung eingefihrt und man erhalt zwei Gruppen von je 
zwolf Kocffizienten. Durch eine gewisse Nittelbildung kann man nun aus 
diesen die eigentlich verlangt,cn 2 4  Koeffizicntcn bercchncn. 

I n  den mehr oder waniger stsrkcn hbwt.ichungen der provisorisch herech- 
neten KoefIizien1,en der beider~ Gruppcri hat rnau datiei noch ein Kriterium 
dafür, ob sich die gegebene Funktion bereits durch einen 12-gliedrigen trigo- 

I 
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noruetrischen Ausdruck wicdergeben laBt, oder oh dazu mehr Glieder erforderlich 
sirid. Das erstere ist namlich der Fall, wenn die hezw. Xoeffizienteri beider 
Gruppen nicht wesentlich ïoneinander abweichen. 

Das soeben erschiciiene Rcchnungsformular sol1 nun eine zweckmiiBige 
DurchfYuhrung der oben angedeuteten Rechnungen ermoglichen. Durcli geeignete 
Vordrucke wird den gegebenen Filnktionswerten somie den im Verlaiif der - - 
Rcchnung sich ergebenden GroBen ein ganz bestimmter Platz zugeiviesen, wo- 
durch die Bildung der Summen çanz wesentlich erleichtert wird. Die Rechnung 
wird dahei in der Tat  zweimal für  je zwolf Ordinaten durchgeführt. Geeignete 
Kontrollen erlauben eirie Prüfung der Resultate, wobei es selir angenehrri ist, 
da0 sich die einzelnen Teile der ganzen Rechnung für sich kontrollieren lassen. 

Fcrner ist noch eine Umrechnnngstabelle daftir vorgesehcn, wenn man die 
trigonometrische Reihe nur aus Siniisgliedcrn zusammensetzen und in jedes 
Glied einen Phasenwinkel einfiihren will. Endlich mag  noch darauf hinge- 

u u 

n-iesen werden, daB sich dasselbe Formular auch zur Losung der umgekehrten 
Aufgabe, die zwolf oder vierundzwanzig Funktionswerte einer trigonometrischen 
Rcihe aus den Koeffizienten zu bestimmen, verwenden IaOt. 

Die dem Gchema beigegebene Erlauterurig ist reicblich kurz gehalteii, 
wenigstens mit Riicksicht darauf, daB bei diesem Formular in erster Linie a n  
die Bedürfnisse der Prairtiker gedacht ist, doneu der Gedankengang der panzen 
Rechnune fremd ist. " 

Das Formidar kann aber nicht nur jedem, der es mit der Zerlegiinp perio- 
uischer Funktionen zu tun hat, empfohlen werderi, sonder11 auch jedem an 
numerischen Recliuungen uberhaupt Interessierten, da es ein hIusterbeispie1 ist 
fLr eine übersichtliche Anordnung einer umfangreicheren Rechnung, wodurch 
bekanntlich der Erfolg in  vielen Fallen ausschlaggebend bedingt ist. 

Giuo Loria, professorc nella R. Universith di Gcnova. Po l iedr i ,  c u v e  e 
superficie s e c o n d o  i m e t o d i  de l la  geomet r ia  descri t t iva.  Con 62 in- 
cisioni. Ulrico Hoepli Nilano 1912,  hl~nualiHoepli serie scientifica 148- 149. 
X u. 236 S. kl. 8. 

Das Rnch gibt eine Fortsetxung der in der gleichen Sammlung von dem 
gleiclien Verfasser bearbeiteten Aletodi d i  geometria descrittiva und es wird 
die Darstellung fur gewohnlich in dem Mongeschen System, gelegcntlich 
jcdoch auch in Zentrdprojcktion oder kotierter Projektion durchgeführt. 
Der Verfasser behandelt das Dreikant und die Polyeder, ebene und Raumkui-veu, 
die Flaclien im allgemeinen, die Rotations- und allgemeinen Schraubenflachen, 
Zylinder und Kegelflachen und endlich die abwickelbaren und windschiefen 
Regelflachen; alles in  groWter Kiirze, aber doch mit Hervorhebung des Wesent- 
lichen. In ru a t l i e m a t i  s c  h e r  Hinsiçht kann die Uarstellung als ausgezeiçhnet 
b~7eichnet werden, namentlich was die moglichste Allgemeinheit der Methoden 
betrifft. So werden z. B. die Rotationsfliichen gnnz allgcmein durch Rewegung 
einer Kurve gegeben und wir finden (S. 1 3 7 )  eine sehr schone und allgemeine 
Losmg der Aufgabe, die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Rotationsflache 
zu bestimmen. Zu erwahnen ist ferner, daB das Uuch auch die analytischen 
Fnrineln der betrachteten Gehilde, die Gleichungen für  die Tangente, Tangenten- 
ebene usw. gibt. Die ~ r a k t i s c h e  Beite aber komrrit zu kurz. In bezug auf 
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die Figuren konnte mehr geboten werden. Fürs erste ist  überhaupt an Figuren 
gespait worden. Denn dieallgerneinen Ausführungen über Kurven usw. würderi 
sehr gewinnen, wenn sie durch gnte Figuren illustriert würden. Wciter geben 
aber auch die beigefügten Figuren nur die betreffende Konstruktion, aber fast 
nie ein Ge s a m m  t b i l d  des betrachteten Gebildes. Wenn z. B. (S. 103) von 
der logarithmischen Spirale dic Rede ist, so ware es vorteilhaft, die ganze Kurve 
zu zeichnen, nicht bloB ein kleines Stück derselben. -4uf S. 5 ist die Zahl der 
Schnittlinien der beiden Kegel falsrh angegehen; sie betragt irn allgerneinen 4; 
Figur  54 erithalt einen Irr tum; der Punkt E mu8 auf der Kontiirmantelliuie 
liegen. 

Miinchon. 
- - 

KARI, DOEIILEMASN. 

Dr. Marcel GroBmann, Professor an dcr Eidg. Tochnischen Hochschule in 
Zürich. Einfiihrung in d i e  dars te l l ende  Geometr ie .  Leitfaden für den 
U-erricht an hiiheren Leliranstalten. Zweite neu bearbeitete Auflage mit 
80 C b ~ r i ~ s a u ~ ~ a b e n  und 1 1 8  Figure" in  besonderern Heft. 92  S. Basel 
1 9 1 2 ,  Helbing und Lxhtenhahn. 

Den Inhalt des Buches charaktcrisieren dic KapitelübcrschriFten: Die 
Normalprojektion auf e i n e  Ebene. Die Normalprojektionen auf zwei zu cin- 
ander rechtwinkligen Ebenen. Darstelliing der Polyeder, ihrer Schnitte, Durch- 
dringungen und Kotze. Darstellung von krummen Plachen. Elemede der 
Asonometrie. Elemente der Zentralprojektion. Projektive Eigenschaften der 
Kegelschnitte. 

Die Darslellung ist einfach uud klar, die Pigiiren sind übersichtlich, ve r in  
aucn nicht nach dem Geschmack des Referenten. 

Dr. phil. Eugeii Weiidling, D e r  F u n d a m e n t e l s a t z  d e r  Axonometrie, 
96  S. 8. Zürich 1912,  Speidel. 

Dor Verfasser hat  in dankenswerter MTeise die ganze Literatur über dru 
Pohlkeschen Satz durchgearbeitet und zusamrnengestellt. E r  selbst gibt vei- 
schiedene Erganzungeii und rine Vereinfachung der Konstruktion. Zn erwii'lin~ii 
w%re auch noch eine Arbeit von D e n i x o t :  Wien. Ber. 117,  1908. 

Miinchen, Oktober 1913.  KARL DOEHLEXAXN. 

H. Ciipdle,  D i e  m a t h e m a t i s c h e  G e o g r a p h i e  und i h r e  Nutzanwendung. 
E'ür den Gebrauch an nautischen und hoheren Lehranstalten sowie zuiii 
Selbstunterricht. X i t  xahlr. Fig. im Text, 3 Karten in Steindruck uuJ 
28 Tafeln raumliche Photographien. V u. 268 S. 8. Bcrliii 1913, E.  3. 
Mittler und Sohn. 

Die Neiiaitigkeit dieses Ruches besteht, darin, da8 es wohl zum ersteri 
Mal versucht, da; stereoskopische 13ild in  wtiitem Umfang xur Unterstüteung 
der Anschauung im Unterricht heranzueiehen. Auf 56 Bildseiten werden hier 
i n  ~ a u r n a n s c h a u u n ~  alle diejenigen Verhiiltnisse der rnathematischen Geographie 
vorgefülirt, die den Gegenstand des Werkes bilden. Eine Durchsicht der Dlitter 
unter dem Stereoskop ~ zeigt, daB die meisten Bilder auch einen guten stmw 
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skopischen Effekt geben. Allerdings sieht man, daB an die Vorstellungsgabe 
des Schülers sehr geringe Ansprüehe gestellt siiid; selbst für die einfachsten 
Beziehungen z. B. der Koordinatensysteme untereinander findet man stets 
mehrere Darstellungen. Der Verf. beruft sich hier auf seine zehnjshrige Er -  
falirung als Lehrer an der Ingenieur- und Deckoffizierschule in  Wilhelmshaven ; 
dem moclite indes Ref. seinen eigenen Eindrnck entgegenstcllen, den er wahrend 
einer etwa einjahrigen l'ibigkeit als Lehrer a n  einer Navigationsschulo ge- 
wann: dern Seemann f i l l t  es gar  nicht sehwer, ,,sich von Vorghgen  im Rauine 
eine zutreffcnde Vorstellung xp machen". . 

So zahlreich wie die stereoskopischen~Bilder, so ausführlich, niari darf 
schon cagen unistiindlich ist der Text'. Gedenstand der Darstellung ist etwa 
da!: Pensum, das ein Schiffer für lrleine Fal-irt an astronoinischen Kenntnissen 
gebraucht. Die Breitenbestiniinung aus Meridian- und Kebenmeridianliohe und 
die Langenbestimmung aus Einzelholie und Chronometerzeit wird gelehrt, da- 
zu der Begriff der Standlinie und ihre I3enutzung auf der Seekarte erlaiitert. 
Die auftretenden Pormeln der spharischen Astronomie sind aber nicht ent- 
airkelt, niir niit,geteilt. 

Bas Vorwort des Verf. schlieBt mit den Worten: ,$ei der Wiedergabe 
des Textes liabe ich mich bemiiht, nichts vorauszusetzen und in ihm alle Ge- 
dankcnsprünge, die naturgeniiiB hei dem lornenden Schiiler Lücken hinterlassen 
mussen, zu veri~ieiden.'~ 

FtraBburg i. K. ~- WIKTZ. 

C. V. 11. Charlior, Studies in stellar statistics. II. T h e  nlo t i o n  o f  t h e  
s ta r s .  110 S. und 7 Tafeln. 4. Meddel. Lunds astronom. observat. Ser. II. 
Nr. 9. Lnnd 1913,  C. W. K. Gleerup. 

In dcm im J. 1 9 1 2  ausgcgebcnon 1. Teil sciner ,,Studies i n  stellar statis- 
tica'' (sielie diese Ztschr. Ud. 61  (1913)~  S. 437) hatte der Verf. die Verteilung 
der Sterne i n  bezug auf die MilchstraBe und Ausdehnung und Gestalt des sicht- 
baren Sternsysterns untersucht. Der vorliegende II. Teil ist dem Studium der 
beobachteten Bewegungen der Sterne senkrecht m m  Visionsradius, den trans- 
versalen sclieinharen Eigenbewegungcn (EB), geaidmet. Das Material bilden 
die Sterne bis zur sechsteii Gr6Benklasse, deren E B  dem ,,Preliminary general 
catalogue of starsLL von R o s s  entnommen werden konnen. Fiihrte der 1. Teil 
in die Tiefen des Universums, so diskutiert der II. Teil die Uewegungsver- 
hiltnisçe in der Nachbarschaft unseier Sonne; denn die zugezogenen Sterne 
sind einmal hcll (nicht schwacher als 6") und d a m  zeigcn sie eben noch cine 
E B .  Die vorhandenen EB-Daten ordnete der TTerf. in die 48 inhaltsgleichen 
Trapeze, deren er sich auch in der ersten Studie bedient und die er hier auf 
TaFel VI übersichtlich irn Bilde nochmals mit den von ihm gewahlten Be- 
zcichnungen vorführt. Jedes Trapez ist unabliangig für sich behandelt worden 
und die Resultate der Abzahlungen werden ausführlich mitgeteilt. 

Das lIauptproblem in der Diskussion der Sternbewcgungen besteht darin, 
a u  der Verteilung der beobachteten transversalen E B  in AR und Dekl. die 
Haufigkeitskurve der entsprechenden prqjioierten linearen Geschwindigkeiten 
kennen 7,u lerneii. Um diese Aiifgabe zu losen, müssen wir die Zab1 der Stcrne 
der verschiedenen süheinbaren ~ r o f i e n  und die Streuung ihrer absoluten Gr6Ben 
kennen. Unter absoluter GroBe versteht der Verf. die auf die Entfernung eines 

Zsi t~cl i r i f t  f. Msthcmatik ii l'liysik. 63. Band. 1914. Heft 3 .  2 1 
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Siriometers (= 1 0 0 0 0 0 0  Erdbahnhalbachsen) reduzierte GroBe eines Sternes. 
Die mathematische Untersuchung zeigt nun, da6 der Übergang von der Vor- 
teilung der E B  zu jener der linearen Bewegungen vermittelt wird durch einen 
einzigen Parameter q ,  den der Verf. zu 1.27 annimmt. Der Apex der Sonnm 
bewegung kommt im Bfittel aus den Ergebnissen für die Sterne 4. und 5. Gr& 
heraus zu 

A = 270' D - + 33' 

und die mittlere Parallaxe der Sterne 5* findet sich 

Zugleich mit dem Apex bestimmt C h a r l i e r  die Rewegung des Knotens 
der invaiiabeln Ebene des Planetensyste~us au€  der Ebene der MilchstraBe; 
er gelangt xu dern Resultat, daB der Pol  dieser in  direktem Sinne vor sich 
gehenden Rotation in wo = 187', cYo = + 15', also nicht weit vom MilchstraBen- 
pol entfernt liege und daB die Umlaufzeit der Knoten etwa 370 Millionen 
Jahre betrage. 

Der zweite Abschnitt der Arbeit studiert die Iiaufigkeitsverteilung der 
linearen Geschwindigkeiten und führt zu dem Ergehnis, daB die ersten Glieder 
der Geschwindigkeiten sic11 ziexilich gui einer ellipsoidischen Verteilung der 
E B anschlieBen. Die groBe Achse des Eilipsoids zeigt auf den Punkt (Vertes) 
A R  = 18" 51'", Decl. = - 19O.4, die Exzentrizitat ware 0 .  863,  und die 
Sterne bewegten sich dann durchschnittlich doppelt so rasch au€ den Vertex 
zu und von ihm weg, als in der Richtung senkrecht zur Ellipsoidachse. Die 
Reste der Darstellurig, die diese ellipsoidische Hypothese iibrig laBt, sind nicht 
unerheblich. Durch Annahme zweier unabhangiger Stemstrome (Kapteyn) 
k6nnen die Abweichungen indes nach den Untersuchungen des Verf sicher 
nicht verringert werden. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

A. Hofler, Didaktik d e r  H i m m e l s k u n d e  u n d  d e r  astronomischen Geo- 
g raphie .  Mit 2 Tafeln u. PO Fig. im Text. X I I  u. 414 S. 8. Leipzig 
und Berlin 1913 ,  B. G. Teubner Geb. 12.-. 

Das Buch enthalt vie1 Polemik, mehr vielleicht, als de.n meisten Lesern 
lieb sein wird. Denn die ,,Klagen und AnklagenL', die ,,Abwehr alter und 
neuer Bedenken", die bekampften ,,GefahrenLL, die vielen Anekdoten aus der 
Pra,xis des Unterrichts und der Erfalirung des Verf. zerhacken den Vortrag 
und stellen die Geduld dessen, der in  die sachlichen Absichten des Werkes 
eindringen will, unnotigerweise auf eine nicht leichte Probe. 

Die sicher notwendige und m m  Tcil schon durchgeführtc Reform des 
Unterrichts in  der mathematischen Geographie strebt H 6 f l e r  in der Weise 
an, daB er gleich irn Anfang auf die Wahrnehmungen des Schülers aufbaut, 
ihn zu eigenen Beobachtungen der Sonne angeleitet wissen will. So sollen auf 
der untersten Stufe, die die zwei ersten Schuljahre urnfaBt, die Kugelgestalt 
der Erde und der Sinn ihres Gradnetzes erkannt werden. Di? zweite Stufe 
(3. und 4. Schuljahr) lernt den Mond kennen, und erst dann folgt die erste 
Orientierung am Fixsternhimmel. Daran lnBt sich leicht die jahrliche Bewegung 
der Sonne im Sierkreis und nun auch die wirkliclie Bewegung des Mondes 
UIU die Erde anschlieBen. Zwanglos geht es hierauf über zum heliozentrischen 
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System des Koppernikus. Die dritte Stufe (5. und G. Schuljahr) nützt die in- 
zwischen erworbenen mathematischen Kenntnisse aus und zeigt. deren Anwen- 
dung auf astronomische Rechnungen. Der Abscbnitt bringt eine groBe Anzahl 
schoner Aufgaben aus Kreislehre, ~ h n l i c h k e i t ,  ebener und sphariçcher Srigono- 
metrie, die mit groBem Geschick a,llen Zweigen des hisherigen astroiiomischen 
I'ensums eutuouimen sirid. Die Aufgaberi sind nicht zu schwierig; sie setxen 
aber Schüler voraiis; die dern Gegenstande mit Liebe gefolgt sind. Die vierte 
Stufe (7. und 8. Schuljahr) sol1 an crster Stelle das gewonnene astronomische 
Ifiltbild in das pliysikalische einfiigeu. Einen breiten Raum muB hier die 
Verknüpfung von K e p l e r  s phorouomischen Gesetzen mit N e w t o n s  dynami- 
schem Gesetz einnehmen. Die Lichter aus Optik und Astrophysik hëtte erst 
das letete (8.) Schuljahr dem bisher rein mathematischen und phoronomischen 
Weltbilde rtufzuseteen. 

In dern Huche verstreut finden sich viele Aufgaberi, Lehrproben, Vor- 
schlage für den astronomischen Handfertigkeitsunterricht und gute Abbildungen, 
die sicher wertvolle Anregungcn bilden für manchen, der in der Praxis des 
Jlittelschuluntcrrichts steht. Dennoch mochte Ref. seine Meinung dahin aus- 
sprechen, da6 das speziell osterreichische Schulverhiiltnisse berücksichtigende 
Buch. durch Weitschweifigkeit ermüdet und durch die Zerschnittenheit des 
Stoffes, die rnosaikartige Um-uhe der Darstellung auch als Nachschlagewerk 
verliert. Wcniger wiire mehr. 

Das NaB ast,rononiischer Xenntnisse, das der Verf. für den hlittelschul- 
abaolventen anstrebt, ist nicht übert,rieben. Und an manchen lioheren Schulen. 
des westlichen ~ e u t s c h l a n d  zumal, wird das auch schon erreicht. Meist sind 
es die Anstalten der groBen Stadte, die im allgemeinen mit Leiehtigkeit tücht,ige 
Lehrkriifte erwerben und festhalten konnen. -- 

Es ist eine immer wiederkehrende Klage in den Lehrbüchern und Leit- 
faden der mathematischen Geographie, daB gerade für die Himmelskunde so 
wenig Interesse und Verstandnis im gebildeten Publikum bestehe. Uennoch 
trifft das heute nicht mehr zu. Dafür spricht nicht nur  die weite Verbreltung 
kleinor astronomischer Fernrohre, sondern aueh dcr raschc Verkauf der lctztcn 
Auflagen des besten popular-astronornischen Werkes im Deutschen Sprach- 
gebiet : die dritte Auflage von N e w  c o m b -  E n  g e  1 m a n n s  ,,Populiirer Astro- 
nomie'' erschien 1905,  die vierte Auflage 1 9 1 0  und die fünfte starke Auflage, 
bearbeitet von K e m p f ,  E b e r h a r d ,  L u d e n d o r f f ,  S c h w a r z s c h i l d ,  wurde 
schon 1913 notwendig. Dos spricht eine beredte Sprache für  das Bedürfnis 
nach solider und zuverlassiger Belehrung aus dem gesamten Gebiete der IIimmels- 
kunde. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

JI'. Laska, L e h r b u c h  d e r  Astronomie und der m a t h e m a t i s c h e n  Geo- 
graphie. II. T e i l :  P r a k t i s c h e  u n d  t h e o r e t i s c h e  A s t r o n o m i e  n e b s t  
der m a t h e m a t i s c h e n  G e o g r a p h i e .  VLII u. 1 6 4  S. 8. Bremerhaven 
und Leipzig 1913, L. v. Vangerow. Geh. A 5.-. 

Der 1. Teil dieses Uuches erschien 1906, er führte den Untertitel ,$phi- 
rische Astronomie"; ein kuizes Referat findet man i n  dieser Zeitschrift Ba. 56 
(1908), S. 334. Der vorliegende II. Teil ist  der praktischen und theoretischen 
Astronomie und der mathernatischen Geographie gewidmet. Auf insgesamt 

21. 
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3 5 3  Seiten hat  also der Verf. das ganze Gebiet der Astronomie mit AusschluS 
der Açtrophysik zu behandeln unternommeri. Das vorausgesetztc NaIj mathe- 
niatischer Kenntnisse ist  iiicht gering; mit Differential- und Integralrechuuug 
~ L I B  der Leser vertraut sein. 

Die Aufzahlung der Abschnitte mag eine nahere Würdignng des Inbaltcs 
erretzen. 1. Astronomische Xessungen; enthiilt die Theorie der MeBinstru- 
mente. II. Die geographischen Ortsbestiinmungen. III. Die Rahnbcstiin:nu,ig; 
führt u. a. die Berechnung der Kreisbahu durch, erliiutert die Bestirnmur.~ 
einer parabolischen Uahn, enthiilt Absatze über das Xondstorung~-glid der 
Erdbewegung und über den Zusmnmonhang zwischen Sonnenparallaxc unli 
Erdmasse und schlie5t mit der Ermittelung der Rotationselemente der Sonne. 
IV. Die astronornische Phanom~nologie; Hestimmung der Schiefe der Ekliptik. 
Leitgleichung und Zeitreuhnung, Mondbewegung und Pinsternisse. Y. Karto- 
graphie. Die letzten Paragraphen des ICapitels behandeln die Indikatrix von 
T i s  s O t und ihre Uenutzung zur Reurteilung der Kartendarstellungen. TI. Die 
Geoxnetrie der Erdgestalt. Rechuungen auf dern Ellipsoid. 

Die Übersicht zeigt schon die TTielheit der behandelten Gegenstznde. 31a3 
wundei-t sich daher auch nicht, wenn die sehr lturz gehaltcilen Paragraphen 
oft ihr Thema nicht zu Ende führen, sondern ziemlicli plotzlich abbreclieu. 
Unrichtigkeiten, Ungenauigkeiten, schiefe Ausdrücke sind gar nicht se1tc.n. 
Ein reiches Felilerverzeichnis zum 1. Sei1 bildet das Ende des II. Teiles. 

StraBburg i. E. 
- -- 

W1xï.z 

C. S C ~ O J . ' ,  Vermischte A u f g a b e n  der m a t h e m a t i s c h e n  Geographie und 
spharischen Astronomie mit vollstandigen Liisungen. Zuin Gcbrauch füi. 
den Cnterricht an hoheren Schulen sowie beim Selbststudiiim. Mit 2 4  Fig. 
auf einer Tafel. IV u. 8 9  S. gr. 8'. Bamburg 1913 ,  H. Grand. 

Der Verf. konstatiert irn Vorwort einen Mangel an Aufgabensaminiunge~i 
aus dem Gebiete der sphirischen Trigonometrie. Den will er durch das ror- 
liegende Heft heben, das eine Anzahl Aufgaben mit ihren Losungen zusanirnen- 
stellt, deren Stoffe der mathcmatischen ~ k g r a p h i e  und sphiriscicn Astrouoiiiie 
entnommen sind. 

Das hfaterial is t  in 55 A u f p b e n  zerlegt, die nach fünf Abscbnitteii 
gruppiert siud. Abgesehen von der Anregung, die der Xittelschullehrer aus 
der Schrift schopft, wird auch der Geograph und Ast,ronom des Heft, mit 
lnteresse durchbl%tleru. Den rneisteu Aufgaben k a t  der Verf. in hislorisclien 
und literarischen Notizen ihren Heimatschein anhiingen konnen, und alle klassi- 
schen Aufgaben der spharischen Astronomie und noch manche andcre finden 
sich hier bequem vereinjgt. Der 1. Abschnitt (Bestimmung der geogriiphisclien 
Breite) hringt natürlich auch die Douwessche  Methode und das llotheno:- 
sche Problem auf der Sphare. Der II. kurze Abschnitt zeigt die Anmendung 
der Hyperbelfunktionen auf einige einfachc Aufgaben der astronomischen ~ e o -  
graphie. Die geringen erforderlichen Kenntnisse über Hyperbelfunktion~n 
werden auf eine Seite zusamniengedrangt den Losungen vorangescliickt. Recht 
schiine Ailfgahen bietet der III. Abschnitt (sphllrische Maxima und hlinima'l. 
darunter auch das früher vie1 behandelte und berühmte Problem der kürxestrn 
Dammerung. Auf aeniger  schwierige als langwierige Losungen fühi-en di? 
Aufgaben des TV. Ahschnittes (Zeit- und Ortshrstirnmungen sowie verwandte 
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Probleme), und der V. Abschnitt (Geometrische Orter) dürfte für den Schüler 
wühl überliaupt nicht in Frage kommen. Aufgaben aus der Gnomonik und 
die stienge Behandlung von Scliatt~naufgaben, mit denen sich schon die arabi- 
scheri Astronomen beschif'tigten, bilden den reizvollen Inhalt dieses letzten 
J'aragraphen. Um den Charakter dieser Aufgaben anzudeuten, sei die letzte, 
55 .  Aufgabc des Buches hier hingesetzt. ,,Nach den mohnmmedanischen Heli- 
gio~islelirer~i Xâleli und Hambeleh is t  das Asr jene Zeit des Kachmittags, die 
in dem Augenblick eintritt,, in welchem der Horizontalschatten gleich dem 
Blittagsschatten verrnehrt uin die Cange des Gnomons ist. Welches ist  der 
geornetrische Ort aller Eudpunkte dieser so definierten Nachmittagsschatten 
aiif deni Zifferhlatt einer nazithah (Horizontalsonneniihrj?" - 

Für die nuinerisçhe Ucrechnung von aslronomisckien Beobachtungen zur 
geographischen Ortsbestimmung koiumt allerdings keine der von S c h o y  be- 
handelten Losungen in Betracht; in der Praxis führt stets irgendeine indirekt,e 
iletlicde leicht, sicher, beyuem aum Ziele. E s  mag diese sellistverstiiridlicho 
Bemerkunç hier noch stehen, meil irniiier wieder ,,neue Methoden" geographi- 
schcr Ortsbestimmung auf den Plan treten, die entwcdcr komplizierte Beob- 
achtungen u n d  langwierige Rechnungen oder nur das letztere verlangen, und 
i n  die Behauptung ausklingen, daB die umstiindlichen langen Formeln rechen- 
flüchtig seien. 

S cho y s Schrift weist einen unangenehmen buchtechnischeii Fehler auf: 
sie liat kein Tnhaltsverz~ichnis. 

StraBburg i. E. W I K ~ Z .  

Joamis Verneri de t r i a n g u l i s  sphaer ic i s  l i b r i  q u a t u o r ,  d e  meteoro-  
scopiis libri s e x  cum prooemio  Georgi i  J o a c h i m i  Rhe t ic i .  II. D e  
J l e t e o r o s c û p i i s ,  herausgeg. von J. W ü r s c h m i d t  unter Benutzung der 
T'orarbeiten von A. B j o r n b o .  Mit einem Vorwort von E. W i e d e m a n n  
und 9 7 Fig. im Text. 2 6 0  S. 8. Leipzig und Berlin 1 9  1 3, B. G. Teiibner. 
Geli. di?!. 12.-. 

Die Schriften des Niirnberger 3vIatheniatikers7 Asi,ronomen und Pfarrers 
Johannes W e r n e r  (1468-1528) sind zu seinen Lebzeilen nur zum Teil irn 
Druclr erschienen. Ein umfangreiches Jlanuskript zur sphiirischen Trigono- 
mctrie wird hior zum ersteninal ver6ffcntlicht. Den ersten Teil der Hand- 
sclirift, betitelt ,,de triangulis sphaericis libri quatuor" gab noch A. A. U j o r n  bo  
in1 Jahre 1 9 0 7  selbst heraus; fiir den vorliegenden zweiten Teil ist  das von 
ihm vorbereitete und hinterlassene Jlaterial ari J. W ü r  s c h m i d  t übergegangen, 
der die Herausgabe dieses groBen Werkes besorgte und inshesondere den Intei- 
riischen Text ,,de meteoroscopiis" nicht einfaçli wortlich übersetztc, sondern 
,.den Inhalt der einzelnen Siitze und Beweise, erlautert durch Figuren, in  
moderrier mathematisaher Sprache, aber iin engen AnschluB an W e r n e r s  Bc- 
liandlunpsweise" darstellte. Zur Charaktelisierung der Handschrift und zur 
Tcxtgeschichte beider V7erke liatte schon B j tirn b O 1907  die notigen Angaben 
geinacht. 

r i n  Meteoroskop nennt W e r n e r  eine Vorrichtung zur niechanischen Auf 
10sung spliürischer Dreiecke. E r  besçhreibt in  der vorliegenden Schrift vier 
solcher Apparate und schickt ihrer Darstellung die notigen LehrsRtze über 
Projektionen voraus. E r  erlautert dann die Konstruktion des ,,ersten Meteoro- 
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skops", das aus der Abbildung einer aquatorealen stereographischen Projcktion 
besteht, um deren Mittelpunkt ein der Entwurfsart entsprechend geteiltes 
Lineal drohbar ist. Am einfachsten lassen sich mit dem Instrument recht- 
winklige spharische Dreiecke sozusagen direkt ablesen; daB aber auch korn- 
plizierte Aufgaben durch Zurückführung auf rechtwinklige Dreiecke leicht ge- 
lost werden, das zeigt Werner an zahlreichen Aufgaben des iimf;ingreichen 
dritten Buches, die alle der spharischen Astronomie, der matliematischen Geo- 
graphie und der Astrologie entnomrnen sind. Das ,,zweite Meteoroskop" be- 
steht sus  einem Quadranten, dessen Umfang i n  90' gctcilt ist und dessen 
Basisradius eine Sinusteilung tragt. Das zugehorige Lineal wird gleich der 
Basis nach Sinus geteilt und im Mittelpunkt des Quadranten drehbar bcf~stigt. 
AuBerdem erhalt das Lineal noch eine zweite Teilung in 60 glelche TeZe. 
Das ,,dritte Meteoroskop'' beruht auf der aquatorealen orthographischen Pro- 
jektion; es verlangt die Zeichnung einer Schar von Ellipsen, deren Konstruktion 
angegeben wird. Uas ,,vierte hleteoroskopl' erlaubt eine Beihe von Aufgaben 
einfach zu losen, bei denen man am ersten Meteoroskop mehrere Fundamental- 
aiifgaben anwcnden muB. Zugrunde liegt wieder cine orthographische Pro- 
jektion; sie ist aber mit zwei Linealen ausgerüstet, von denen nur eines in 
beliebig viele gleiche Teile geteilt zu sein braucht. Die Leistungsfihigkeit 
dieser Konstruktion erliutert W e r n e r  wieder durch viele Aufgaben aus der 
reinen und angewandten sphàrischen Trigonometrie. 

Es  ist sehr zu bedauern, da0 diesem wichtipen Werke kein Inhaltsver- - 
zeichnis beigegeben worden ist. 

StraBburg i. E. WIRTZ 

Theodor Vahlen, K o n s t r u k t i o n e n  u n d  A p p r o x i m a t i o n e n  i n  systema- 
t i s c h e r  D a r s t e l l u n g ,  a i n e  E r g a n z u n g  d e r  n iederen ,  a ine Vorstufe 
z u r  h o h e r e n  Geomet r ie .  Nit  1 2 7  Figuren im Text. (B. Cr. Teubnerç 
Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der mathematischen Wissen- 
schaftcn mit EinschluB ihrer Anwendungen Bd. XXXIII. XII u. 349 S. 8. 
Leipzig und Berlin 1911 ,  R. G. Teubner. Geh. 4 Il,-, geb. A 12,-. 

In den ersten vier Teilen behandelt der Verfasser die linearen, qua- 
dratischen und kubischen Konstruktionen, wobei noch zwiuchen pxjektiven, 
affinen und metrischen zu unterscheiden ist. Die verschiedensten Zeicheninstru- 
mente, Lineal, Zirkel, Streckeniibertrager usw. werden inbezug auf ihren Kon- 
struktionsbereich und ihre Leistuugsfàhigkeit untersucht. Daun geht der Ter- 
fasser zu den hoheren algebraisclien u n d  transzendenten Xonstruktiouen über; 
die Geometrographie und einigos über Fehlerthooi-ie wird hier angeschlosçen. 
Der  5. bis 8. Teil des Buches ist  den Approximationen gewidmet. Natürlich 
steht dabei das Problem der Quadratur des Kreises im Mittelpunkte der ganzen 
Betrachtung. Handelt es sich um die ri%herungsweise Darstellung des Kreis- 
umfanges als rationales Bielfaclies des Durchmessers, so nennt der Verfasser 
diese Annaherungen ,,numcrisch". Weiter suchtc man gesetzmaBige Dar- 
stellungen der Zahl n und der damit zusammenhiingenden gonioinetris~heri, 
zyklometrischen, logarithmischen und Esponential-Funktionen. Alle diese Be- 
tEachtungen faBt d& Autor unter dem ~ i g r i f f  ,,analytische Approximationen" 
zusaminen. Jede angeniiherte Darstellung der Zahl z führt dann aber wieder 
zu einer h'4herungskonstruktion, womit man zu den ,,konstrukticen Approsi- 
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mationen'' gelangt. Der lctate, 8. Teil behandelt endlich die Ii-rationalitiit und 
Transzendenz der Zahlen e und n, wobei der Verfasser den von ihm in den 
Math. Annalen Bd. 5 3  gegebenen Beweis reproduziert. Das Buch verrat eine 
geradezu erstaunliche Kenntnis der ungeheurenLiteratur, viele Zusammenhange, 
Korrekturen und Verbesserungeu werden gegeben. Das Uestreben, sich m6g- 
lichst kurz zu fassen, führt  allerdings hie und da zu Unklarheit (S. 114, S. 142).  
Die Figuren müBten bei ciner 2. Auflagc numeriert werden, und dann konnten 
auch die ,,Rypothenusen" auf S. 239 verschwinden. Dai3 das I3uch die Lücke 
ausfüllen kann, welche zwischen dern mathematischen Unterricht an den Mittel- 
scliulcn und an den Hoehschulen klaflt, glaubt der Referent allerdings nicht. 
Denn es ist wesentlich ein Nachschlagebuch, wenn sich der Verfasser auch 
redlich be~nüht hat, so ~ e i t  als rnoglich eine zusammenhingende Darstellung 
zu geben. 

Miinchen, Marz 19  14. 
- 

Kairc DOEIILEMAXS. 

Ph. Maennchen, Geheimnisso  d o r  R e c h c n k ü n s t l e r .  IV u. 48 S. 8'. 
A. Witting und M. Gebhardt, Beispiele zur Geschich te  d e r  Mathe-  

matik. Ein math.-hist. Lesebuch. II. Teil. VlII  u. 6 1  S. 8'. (lilath. Biblio- 
thek 1 3  bzw. 15). Leipzig 1913, B. G. Seubner. Kart. je ,,& -.80. 

Die Bandchcn der ,,&Iath. Bibliotliek" gehen, so horc ich, gut, wiewohl der 
Preis von A -,a0 fur manche (z. B. das von 31 a e n n  chen)  etwas hoch ist. 
Nicht ,,die Geheimnjsse" der Rechenkünstler will der Verfasser enthüllen, da er 
sie vielleicht nicht alle kennt, aber einige gibt er preis, die sich in zwei Kate- 
gorien teilen: die Ausziehung von Wurzeln und die Bestimmung des Oster- 
datums bzw. der Mondphase für ein gegebenes Datum. Der Abschnitt über die 
,,denkenderiLL Kosse von Elberfeld ist  eigentlich überflüssig, da  er dem Verfasser 
nur dazu dient, mit einigen Scherzen auf den Rechenkünstler F e r r o l  überzu- 
leiten. Man sollto aber nicht von einem , ,Ferro lschen RechenverfahrenL' spre- 
chen. Denn wie schon Ilerr M a e n n c h e n  selbst sagt, ist F e r r o l s  Multipli- 
kationsverfahren iiralt und der Gehranch nemtiver Ziffern nicht neii. aber auch 

L, 

das Divisionsverfaliren, das Herr M a e n  ri ch e n in der Literatur noch nicht ge- 
funden hat, ist mit dern von J. B. F o u r i e r  in seiner Analyse des équations 
ddermim'es (Paris 1831 ,  S. 187ff.) gegebenen vollig identisch, nur  daB eben 
Ferrol im Kopf rechnet. Wegen der Keuheit des Gegenstandes wird das gut 
geschriebena Randchen vermutlich v ide  Leser finden, , . . 

Iri gleicher Weise verdient das zweite Bandchen vielseitige Aufrherksam- 
keit. Überall ist  Interesse da für historische Ausführungen, besonders irn Unter; 
richt; schlimm aber sieht es mit den groBen Handbüchern aus, aus denen der 
Lehrer selbst vor allem seine K e k h i s s e  schopfen mufl. Als bestimmt richtig 
kann man bci dern heutigen 7mst,ande eigentlich nur das betracliten, was man 
in einer ersten Quelle gelesen hat. Da sind Quellenbiindchen, mit .zuverlassigss 
Anmerkungen versehen, wie ein Trank dern Durstigen. Das vorliegende geht 
vom Jahr 1 0 0 0  etwa bis zum 1 6 .  Jahrhundert und bringt Stücke aus ara- 
bischen Mathematikern, aus Le  on  a r d o  d e  Cr  em on a ,  aus Cossischen Schriften, 
(darunter R e g i o m o n t a n ,  D ü r e r ,  Riese ,  S t i f e l ,  S c h e u b e l ,  R u d o l f f ) ,  
sus C a r d a n o s  Aïs magna, einiges von Gernma F r i s i u s  und B o m b e l l i  usw. 
Die frcmdsprachlichen Stücke muBten ja  bei dem vorlicgendcn Zwccke leider 
übersetzt werden (,,A1-itltmelica inleyu'' heiBt nicht ,,Reine Arithmetik" (S. 39). 
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sondern ,,Gesamte A.&&), die deutschen aber sind irri genauen Wortlaut nieder- 
gegeben und werden den Schülern mit ihrer krausen Orthographie vie1 Frcude 
bereiten. Ich niachu einige kleirie Bemerkungeu. B e i ~ n  2. und 3. Stück sind 
die Zitate der i;'berschriften unvollstiindig. E s  konnte erwahnt werden, da6 
Drachme (S. 26), Dragma (S. 23) und Dirhem (S. 6) denselbcn Stamrn haben. 
Hei K i k o l a u s  v o n  C u s a  (S. 44) brauchte mari nur zu sagen, da6 ,,CusaLL 
den Ort Cues (a. d. Mosel) bedeutet, um die ,,deutsche Abstammung" sofort 
zu erklaren. Uei R u d o l f f s  Cap (herausgeg. von ?II. S tif e l  1553) dürfte (ahnlich 
wie es an anderen Stellen geschah) i n  einer FuBnoto erwahnt werden, da8 die 
1. Auflage schon 1625 erschienen war. Der Originaltitel sollte wohl (der 
leichtereu Hestellung auf Bifiliotheken wegen) bei allen Werken arigegeben 
werden. Auch miire bei einer zweiten Auflage beizufügen, wann das betreffcnde 
Verfahren z u m  e r s  t e n m a l  auftrat. In  der A u ~ s t a t t ~ u n g  ist das Bandchen 
inusterhaft. 

Pirmasens. H. WIELEITNEK. 

F. I)ingelùey, S a m m l u n g  v o n  A u f g a b e n  zur A n w e n d u n g  der  Diffe- 
ren t ia l -  und I n t e g r a l r e c h n u n g .  Erster Teil: Aufgaben zur dnwendung 
der Differentialrechnung. VI u. 202  S. gr. 8' m. 99 Textfiguren. Zweiter Teil: 
dnfgaben zur Anwendung der Integralrechnung. I V  11. 382 S. gr. A o  m. 
96 Textfiguren. Leipzig 1 9  13, B. G. Seubner. Geb. A 6.- bzw. 13.-. 

Dieses Werk fügt nicht bloB den bestehenden Cbungsbüchern ein mi -  
teres bei, soudern stellt einen neuen Typus dsr,  in  dreierlei Hinsicht. Erstms, 
und das is t  die IIauptsache, bringt es eine reiche Auswahl von wirklichen 
physikalischen und technischen Anwendungen und a,n geometrisehen meist 
sdche,  die auch eiri praktisches Interesse haben. Da0 diesen Aufgaben auch 
die Losungen heigefügt sind, ist  sehr begrüBenswert; denn nichts entmutigt 
mehr als eine Aufgabe, die man nicht herausgebracht hat.  Zmeitens gibt der 
Verfasser an vielen Stellen zuverlassige und bibliographisch genaue Literatur- 
angaben, die den Studierenden zum weiteren Eindringen reizen sollen. Drittens 
enthalt jeder Band ein ganz eingehendes Sach- (und Namen-) Register, wo- 
durch es ermoglicht wird, eine Aufgabe, deren man sich nur flüchtig erinnerî, 
sofort wieder zu finden. DaB die gewohnlichen notwendigen Differentiationa- 
und Integrationsiibungen daneben nicht vernachlessigt wurden, ist selbstver- 
standlich. ,Was würden die Herren S t r a u c h  und Do!p aber fiùr Gesichter 
machen, wenn sie noch sehen konnten, W ~ A  das hier alles mit,cinander in Zu- 
s a ~ r i n i e ~ i l ~ a ~ ~ g  steht. Ich rriGchte die beiden D i  ri g e l  d e y  schen Bücher allen 
Studierenden, insbesondere auch denen der reinen Mai;liernatik, aufs wirmste 
einpfehlen. 

Sachlich erwiihne ich m m  ersten Band,  daB seit dessen Erscheinen die 
ganze Geschichte von den Rienenzellen und den Mathematikern 3Iaraldi: 
KGnig  usw. (S. dort S. 120) von H. V o g t  als schones Marchen entlarvt wurde 
(S. dessen Büchlein Geometrie zc. Okonomie d. Bienenzelle, Breslau 1911). 

Pirrnasens. H. WIEI,EITNEII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Neue Biicher. 

Nene Bücher. 

Astronomie, Geodisie, Nautik. 

1. KR~BER,  L., Transformation der Koordineten bei der konformen Doppelprojek- 
tion des Erdellipsoids auf die Kugel und  die Ebene. (Ver6ffentlichung des 
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4. E nc  y c l o  p é d i  e des sciences mathématiques pures et appliquées. Tome VI, 

2. vol.; Géome'trie descriptive. Gsomotrie élementaire. Paris 1913, (Leipzig, 
Teubner;. & 6 . -  

5 ,  Haussmn, ROB., Darstellende Geometrie. Erster Teil. Elemente; ebenflachige 
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Leipzig 19 14, Goschen. geb. A -. 90. 

6. HTELMSLEV, JOHANNES, Darstellende Geometrie. (Handbuch der angewandten 
Mathematik, IL) Leipzig n. Berlin 1914, Teubner. 

A 5 . 4 0 ;  geb. in Leinw. X 6 . -  
7. KEISER, KARI., Freies Skizzieren ohne u. nach Mode11 f. Maschinenbauer. Ein 
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Springer. Geb. in Leinw. X 3.- 
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Qeschichte. 
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13. SJIITII, DAY. EIJCIENE, and MIEAMI, Josir~o, A history of Japanese nlathematicu. 
Leipzig 1914, Neiner. Geb. in Leinw A L  1 5 . -  

S. auch 76. 
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metodo. Borna 1914 1,. 4.- 
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pliata. Iffilsno 1913. L. 12.-  
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18. E n  c y c l  o p  é d i e  des  cie eu ces rriath6rriatiqnes pures et  appliquées. Éd. fran- 
çaise, rédig6e et  publiCe d'après l'édition allemande. Torne IV.,  6. vol. Sy- 
stèmos déformablm. Fasc. 2. Paris 1914, (Leipzig, Teubner). Jt 4.20. 

19. F ~ Ç H E K ,  GEO.! Das Spiel der IIrZfte iin Verbundbalken. Kine DamteUung der 
Lehre vom Verbund, von der Spannungsverteilung und Ermittlung in auf 
Biegung bcanspruchten Eisenbetonkorpern. Liasa 1914, Eulitz. X 6.- 

20. F o r r ~ ,  A., Vorlesungen über technische Mechanik. Dritter Band. Festigkeite- 
lelire. 5 .  Aufl. Leipzig u.  Berlin 1914, Teubner. Geb. i n  Leinw. A 12.- 

21. FULLER, C. E., m d  JOHNSTON, W. A., Applied Mechanice. Vol. 1. Statice and 
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52. GIORLI, E., Xomenti d'inerzia e loro applicazioni a d  iiso degl'ingegneri, ecc. 
(Man. Hoepli.) Milano 1913. L. 2.50 

23. JUNG, WILH., Über die Ihlissensteuerung der Walzenzugniaschine. Leipzig 
1913, Teubner. 

24. KLEIN, F. II. SOYMEHFELD, A., Über die Theorie des Kreisels. Heft 1: Die kine- 
matisehen u. kinetischen Gnindlagen der Theorie. Zweiter durchgesehener 
Abdruck. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. X 5 . G O ;  geb. in Leinw. X 6.60 .  

26. Laas, HORACE, Dynamics. Cambridge 1914, University Prese. 10 B .  6 d. 
26. LEITZ, HEINR., Die Berechnung der frei aufliegenden recbteckigen i'latten. 

(Forscherarbeiten aus dem Gebiete des Eisenbetons, 23. Heft.) Berlin 1914, 
Ernst & Sohn. df 3.60. 

27. MAWI, G. A . ,  Geometria del movimento: lezioni di  cinematica. Con un' 
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biete des Eisenbetons, 24.  Heft.) (Erweit. Sonderdr. aus: ,,Xtschr. f. Bau- 
wesen".) Berlin 1914, Ernst B Sohn. & '2.80. 

29. WITTENBAUER, F., Aufgrtben eus der tochn. Mechanik. 1. Bd. Allgemeiner 
Teil. 3., verm. u. verb. Aufi. Berlin 1914, Springer, Geb. in Leinw. 6.40. 

S. auch 32, 34, 37, 44, 40. 

Physik. 

30. BAULINU, C., L'entropia e i diagrammi entropici, con molte applicazioni nume- 
riche. Livoruo 1914. L. 6.- 
- Trettato d i  mecchine termiche. Vol. 1: Elementi di termodinamica 
pratice. Libro d i  testo per la r. Accademica navale, con molti esempi nume- 
r i c i  Livorno 1914. 1,. 8 - 
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3:. BPRJDT, GEO. W., Phpikalisches P r a k t i k u ~ .  1. Teil. Mechanik, Akustik, 
Wirma,  Optik. 2. verb. u. verm. AuH. Jena 1914, Schmi~it .  

Geb. in Leinw. X i I .50. 
33. Con~isn, VAUGIIAX, Waves of sand end snow and the  eddies which make them. 

London 1914, Unmin. 10 R .  
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44. P a ~ A c n ,  MELCH., Die Relativitatstheorie in der modernen Physik. Vortrag. 
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Vergleich der  Widerstandsmessungen in einem Kanal und 
in einem Luftstrahl.') 

Von V. V À ~ ~ c o v r c ~  in Jassy (Rumanien). 

Einleitung. 

Die verschiedenen hydrodynamischen Ansiitze zur Behandliing des 
Widerstandsproblrms verm6gen uns keine Schliisse von praktischer Ke- 
deutung über den Verlauf der Bewegung und über die GroBe der da 
auftretenden Kriifte zu geben. F ü r  die meisten Forderungen der Praxis 
bleibt man auf clas Experinient angewiesen; man laBt einen Strom in  
einem Kanal (mie i n  der Gottinger Versuchsanstalt) fliei3en oder einen 
freien Strahl aus einer Düse (wie in  der Eiffelschen Versuchsanstalt) 
gegen den Korper stromen und miBt d a m  die hydrodynamischen Drucke. 
Die auf diese Weise erhaltenen Zahlen werden mangeh etwas Besseren 
als in der in allen Richtungen unendlich ausgedehnten Flüssigkeit gel- 
tend betrachtet. Die Aufsabe dieser Arbeit soli die Restimmiing der 
Abweichungen jeder von diesen zwei Versuchsarteii von dem Verhalten 
in der unendlich ausgedehnt~n Pliissigkeit sein; dabei sol1 überall die 
zweidimensionale H e  lm h o l t z  sche Bewegung zugrunde gelegt sein. 

Es  wird zunachst die symmetrische Str6miing aus einer Düse mit  
ebenen Wiinden gegen eine Platte behandelt; durch ~ b e z i a l i s i e r u n ~  be- 
kommt man den Fa11 der Platte in einem Kanal mit parallelen, ebenen 
Kanden. Der funhtionentheoretische Teil wird im folgrnden nur kurz 
skizziert; für  die strenge und ausführlichere Behandlung dieses Teiles 
verweise ich auf den ersten Teil meiner Diswrtation. 

9 1. Die Eiffelsche Einrichtung. 

Aus eiiier symmetrischen Düse (Fig. 1) kommt ein Strahl BI C; Bs C3 
heraus und st6Bt gegen eine senkrecht zur St r ihungsr ichtung in der 
Yitte der Stromung gestellte ebene Platte A, A,. Wir beziehen diese 
Bewegung auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit  derri Nullpunkt 
im Stanpunkt A und mit den Achsen AA,  als y-Achse und einer dazu 

1) Auszug aus meiner Dissertation: Über diskontinuierliche Flüssigkeitsbe- 
wegungen mit zwei freien Strahlen, Gottingen 1913. 

Zeitsclirift f .  Mathematik n. Physik. 63. Band. 1915. Heft 4. 22 
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senkrecht stehenden Gerade als x-Achse; die positive Richtung derselben 
sol1 die der Geschwindigkeit auf der Stromlinie D A  sein. Die Rcch- 

konform auf die obere Halfte der F-Ebene (Fig. 2) abgebildet; dabei 

Fig. 1. l/ cl nung wollen wir dadurch ver- 
einfachen, daB wir die Strom- 
h i e  D A  als starre Wand be- 

4 Al trachten. H a t  das komplexe Po- 

sind: 
a b a + b  - - - -- 

a b - 

D 

Fig. 2. E s  gelten die Ungleichungen: 
-- - -- - -  

BI 12 

CI o < ? n < 1 7  

A tential f = q~ f ZI,!J den Wert 
Null in A, so wird das in der 

so  daB der durch die Beziehung 
A 

n\ f-Ebene entsprechende Gebiet 
durch die Fig. 2 dargestellt sein. 
Es sei a der Abstand AA, in 

Ce der f-Ebene, d. h. der Wert des 
Geschwindigkeitspotentials rp i n  A, und (b, ne) die Koordinaten des 
Punktes BI ebenfalls in der fEbene,  d. h. die Wer te  des Geschwindig- 
keitspotentials 5p und der Stromfunktion li, in BI. Dieeer Streifen in der 
f-Ebene wird durch die Beziehung 

X 
definierte Winkel E, reell zwischen Null und angenommen werden 

darf. Sind u und v die Komponcnten der Geschwindigkeit nach den 
betrachteten Kaordinatenachsen, BO is t  bekanntlich u - i v  eine analy- 
tische Funktion w von x + iy ,  so daB 

ist, wobci 
z = x + i y  

ist. 
W i r  definieren durch die Beziehung 

(31 = e-it  
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eine analytische Funktion 
t = e + i s  

von 8 ;  ihr Healteil 6 gibt den Neigungsminkel der Ge~chwindi~ke i t  
gegeri die Ox-Achse und ilir Imaginiirteil g den Logarithmus des ab- 
soluten Betrnges der Geschwindigkeit an. Sie ist eine regulare analy- 
tische Funktion F in der oberen Halbebene S(P)  2 O. Auf dem Tcil 
;4,00 CB, von dem Rande dieses Gebietes ist Q = O, da wir den kon- 
stanten absoluten Betrag der Geschwindigkeit auf den freien Grenzen 

gleich 1 setzen mollen. Ferner haben wir 0 = -:- auf der Strecke A A ,  

und 6 = 0 auf B I D A .  Wir  haben also mit eincr gemischten Rand- 
nertaufgabe zu tun, die wir durch einen Bunstgriff, den man L e v i -  
Civit à verdankt '), auf eine gewohnliche Randmertaufgabe zurückführen 
wollen. Wir  bilden namlich zuerst die positive Halbebene 3 (2') 2 O 
auf das Innere eines Fig. 3. 

Halbkreises in der CL B, D A 
s-Ebene konform ab, -- - -l- 

Al - 

so da5 die Strecke -11. 1 C 0 8 & ,  0 + 1 

BlA, auf dem Halbkreis selbst und das Stück A, oo Cl BI auf den Durch- 
messer abgebildet wird (Pig. 3). Dies erreicht man durch die Beziehung: 

!4 ! F = - ; ( s + t $ )  
oder 

(4') s = - F + ~ F " I  
s ist also eine mehrdeiitigc Fimktion 3' mit den Verzweigungspnnkten 
F =  + 1; wenn wir diese beiden Punkte durch kleine Ualbkreise ober- 
balb der reellen Achse ausschlieBen und Fig. 4. 

einen bestimmten Zweig der Funktion s(F) A 
herausgreifen, dann bleibt sie in der ganzen 
oberen Halfte der F-Ebene eiildeutig. Wir 
rroilen denjenigen Zweig der Funktion s(F) 

n 

bobaehten, welcher den Wert + i = e ' ~ '  Al 
annimmt, wenn F auf irgend einem in der 
oberen Halfte der F-Ebene enthaltenen Wege 
in dem Sullpunkt ankoirimt. Dem Halbkreis 
U,DdAl (Big. 4) ent,spricht in der F-Ebene 
die Strecke BIDAAI, denn s ist gleiçh ei" in A 

diesem Palle, wenn E das Argument der Veranderlichen s bedeutet und also 
F = - cos E, wie sich aus der Beziehung (4) crgibt; .der Winkel D O B, 

- -- 

1) Scie e leggi d i  ~esisteriza, Reudicouti Palenno, 1907. 
22 * 
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ist gerade der oben definierte Winkel E , .  Ebenso einfach sieht man 
ein, da6 sich die gradlinigen Strcclren A, B in der s-Ebene und A,m B q  
in der 3'-Ebene entsprechen. Im übrigen entspricht der positive Lauf- 
sinn in  der 3-Ebene bzgl. ihrer oberen Hiilfte dem positiven Laufsinn 
langs des Randes in der s-Ebene in bezug auf das Iririere des betrach- 
teten Halbkreises, woraus man schlieBen darf, dalj die Beziehung (4) 
die obere Halbeberie 3 ( F )  > O auf das Innere des Halbkreises in der 
s-Ebene konform abbildet. Die gesuchte Funktion t, welche jetzt das 
Inncre dieses Halbkrcis~s als Begularit%tsgehiet besitzt, hat ihreil Ima- 
ginarteil gleich Nul1 auf der Strecke A,Bl der reelien Achse in der 
s-Ebene. Sie kann also unter diese Achse mittels des Schwarzschen 
Spiegelungsprinzipes aualytisch fortgesetzt werden. Das neue Ilegulari- 
tatsgebiet der Funktion t ( s )  wird das Innere des vollen Kreises s l  = 1 

sein. Itir Realteil 8 nirnmt den konstanten Wert  % auf deui Kreiubogen 

A,A und den Wert Nnll auf AD& an. Auf dem unteren Halbkreis 
bekommt man das Verhalten von 8 durcli analytische Spiegelung. 

Nun k6nnen wir die im Innern des Kreises 1 s 1 = 1 harmonisclie 
Funktion 8 bestimnien, und somit die Funktion t(s) selbst bis auf eirie 
additive Konstante, welche übrigens durch die Symmetrieeigen~ichaft der 
Funktion t(s) eindcutig bestimmt ist. Die S e h  w a r  z sche Formel1), 

welche die Funktion t (s )  direkt durch die Randwerte 0 ( ~ )  ihres Real- 
teiles 0 angibt, liefert 

wobei 

72 ist. In dem Punkte E = ist din Rnndfunktion 8 nicbt erklkt; da 
2 

bleibt sie aber endlich und somit ist die Existem der oben angege- 
benen Form von t (s )  gesichert. Die Bechnung gibt: 

t(s) = 2 ' log (-) - 
1 - s i  

Mittels dieser Funktion kann man jede kinematische oder dynamische 
Gr6Be herechncn. 
-- - 

1) S C  hw arz, Ahhandlungen, II. 
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5 2. Die Bestimmnngsgleichungon für die Parameter cr, b, c.. 

Man hat für das Linienelernent dz 1 :  
d f l  c l r : ( = - - .  

PU 1 ' 
auf A,A, ist df reeil und positir und 

Daraus hat man die Keeiehung: 

auf A A , .  Man erhalt aber aus (1) 
C(YL - COBfJ df =-  - (IF 

( F f  cos F , )  (E'f n) 

Ersetzen wir hierin E' kraft der Reziehung (4) durch - cos E ,  so be- 
kvmmen wir: 

e(?t -  cos^,)  sin^ d f  = --L- - - .  ds. 
(COB Eo - COB E )  (17, - C O 8  E )  

Soruit hat man fur 1 da  j auf AA, den Ausdruck: 

c (n - cos s0 . sin s 
d z  = e 

(COB fo - COS E) ( I Z  - C O 8  f) 

i (t-;) 

dabei ist e durch den sich aus (5) ergebenden Wert: 

d zu ersetzen. Sodann erhilt man für die Lange der Platte AA,: 

- 
2 

oder, wenn man tg (1 - :/ = u setzt: 

Andere zwei Gleichungen zur Bestimmung der Parameter a, b, c er- 

hdlt man, wenn man die beiaunten Koordinateo (xo, q) des Kinktes BI 
(Fig. 1) mittels t (s) ausdrückt. Dabci hedeutet Il den Durchschnitt 
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B, B, (Kg. 1) des Tunnels. Die Koordinaten x, y irgendeines Punktes JI 
in der a-Ebem werden durch die Gleichung: 

gegeben, wobei der Integrationsweg von A bis nl innerhalb des Halb- 
kreises in  der s-Ebene verlauft. Auf diese Weise bekommt man den 

n 
folgenden Ausdruck für die Koordinaten x,, des Punktes Il,: 

4 - 1  - I 

D d F  
( 7 )  a, f i - = c (n - cos 

2 

dabei sind 3' und dF durch die Beziehung (4) gegehen. Wir woilen 
nebenbei bemerken, daB man die Formel (6) in derselben Weise be- 
kommen konnte. 

Der Integrationsweg in der Formel (7) ist irgendeine analytische, 
in dem Regularititsgebiet der Funktion t (s) enthaltene, die beiden 
Punkte i und 1 verbindende Kurve; wir nehmen als solche den Kreis- 
bogen AD (Fig. 4) bis auf den singulëren Punkt Dl den wir durch 
einen kleinen Halbkreis nach innen vermeiden. Dann kann man (7)  
folgendermaBen iimgestdten: - - 1 

D 
/ B i n e .  { tg  - i-) ' 

2, + i = c (n  - cos E,) - - - 

2 (COH f0 - C O B  E )  (12 - C O S  E )  
. d &  

n 

Das letzte Glied rechter Hand ist das Reoultat der Integration lings 
des kleinen Halbkreises um den Punkt D, also das halbe Residuum 
des Integranden in diesem Punkte. Das Lntegral reçhter Hand soli 
seinen Cauchyschen Hauptwert darstellen; der singulare Punkt dabei 
ist E - (d. h. I)), wie es zu erwarten war. Im übrigon ist dieses 
Integral reell, sodaB man schreiben kann: 

1 - 

xo - C (n - cos 

(7') II 
- 

2 
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Pür die letzte von diesen zmei Gleichungen hat man unmittelbar eine 
phpikalische Deutung; die Geschwindigkeit in dem Punkte D im Un- 

-- -- 

endlichen ist namlich gleich l / tg  (l - :) , die man aus (5) herleiten 

n 
kann, und das Produkt ]/tg - 2 )  stellt gerade die Hiilfte der se- 

kundlich ins GefàB gekommcnen Wassermenge dar, die offenbar gleich 
der Differenz nc der Werte der Stromfunktion auf den Stromlinien 
UB,  Cl und DAAICI ist. 

5 3. Die Gleichnngen zur Bestimmung der drei Parameter a, b, c. 

Durch die Funktion t (s) lassen sich simtliche Bewegungspara- 
meter ausdrücken; die dazu gehorigen Werte enthalten dennoch die 
Konstanten a, 6, c als unbekannte Parameter. Dieselben lassen sich 
mittels der drei Gleichungen (6) und (7') bestimmen. Durch die Aus- 
führung der Quadratur erhalt man aus (ô), wenn man c durch seinen 
aus (7') entnominenen Wert  

ersetzt : 
-- -- -- - -- 

?t 

(A) - l.I/tg 4 + €0) 2 = v t g  (? 4 + 5)  2 srctg l / t g  (: + 2) 

dabei bedeutet a den durch die Gleichung: 

(8) 
1 

cos 2 a  = - -  
n 

definierten, im Intervalle (O, P) enthaltenen Winkel und I2 dûs Yerhilt- 
d 

nis -- In ahnlicher Weise ergibt sich aus (73: D ' 

- 2 cos or log t g  - n sin a. ( 3  
D 6 ist an Stelle der Gr6Be - 2% b e s e t i t  worden; es mi6t die in in 

Einheiten ausgedrückte Entfernung des Staupunktes A (Fig. 1) von der 
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Projektion B des Punktes BI auf die 02-Achse und ist positir oder 
negativ, je nachdem A sich rechts oder links von B befindet. 

(A) und (B) stellen zwei Gleichungen zur Bestimmung der Para- 
meter und ci dar; mittels (7") hat  man ahdann c und durch (2') 
und (2) die GrGBen a und b selbst. 

§ 4. Die verschiedenen geometrischen und kinetischen Parameter 
der Bewegung. 

Der durch die Beziebung (4') definierte Winkel E ,  wird sehr klein, 
menu D ins Cnendliche wachst, denn dam wird c sehr grnB und a180 

sowohl 9n als auch lz werden beinalie gleich 1. Anstatt E ,  wollen wir 
einen neuen Parameter x einfiihren, derart daB 

ist ;  x darf infolgedesseii als sehr klein angenommen werden, wenn D 
sehr gr05 ist. 

Die Geschmindigkeit V o  im Punkte D bekommt man aus (5); es 
ergibt sich - 

oder diirch den neu eingeführten Parameter x ausgcdrückt: 

Den Winliel Oc,  den der Strahl im Punkte Cl mit der Achse 
einschlieBt, bekommt man ebenfalls aus (5) für  F = - n ,  d. 11. 
s = tz - 1/=; rechnet man das sus, so bekonimt man: 

(10) oc = a. 
Für den gegen die Platte A,A, ausgeübten Widerstand TV finden wir 
vermittels des Impulssatzes: 

Il 
2 

- 2 n c cos a.l) W = ( l +  7') 

Ersetzen wir 2 n c  durch D . und cos ci durch 1 - 2 sinY CS', so be- 

kommen wir: 
n 1 1) 

W = ((1 - VI,)s + 4 VI, sina , , 
oder, wenn wir anstatt Vli seinen durch (9) angegebenen Wert  nehmen: 

1) Für die Ableitung dieser Formel siehe ebeufalls den ersten Teil meiuer 
Dissertation. 
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Bei den Eiffelschen Versuchen bezieht man den Widerstand auf 
die Geschwindigkeit, welche auf der freien Grenze herrscht, d. h. auf 

W 
1 in unserem Falle; infolgedessen ist -- gleich dem dimensionsloseu d 

Faktor Y'), den wir FE nennen wollen: 

Im Falle des in der x-Richtung unendlich ausgedehnten Kanals 
wird a! = O, derin b wird unendlich groB und also n - 1, wie es sich 
aus der Gleichung (2) ergibt. Die Widerstandsformel lautet in  diesem 
Falle : 

Bei den Versuchen der Gottinger Anstalt konnte man daran denken, 
diese Widerst,Snde auf die Geschwindigkeit in D zu beziehen, d. h. auf 

1 
~7~ = - dividiert man W durch Vo und durch d, so e rhd t  man 

1 + x '  

den dimensionslosen Faktor T, den wir  Y, ncnnen wollen: 

Auf den Vorschlag von Prof. Prandtl bezieht man jedoch den ge- 
fundenen Widerstand auf die Geschwindigkeit in einiger Entfernung 
hinter dem Korper, oder was hier dasselbe ist, anf die Geschwindig- 
keit an der freien Grenze, d. h. auf 1. Den entsprechenden Zahlen- 
faktor bekommt man, indem man den Wert des Widerstandes bloB 
durch d dividiert: 

Wir wollen noch den Fall des vollkommen freien Strühles betrachten, 
d. h. b = m; aus (2) erhalten wir In - n, also E ,  = O und infolgedessen 

- - f 1: tg (: + 2 )  = 1. Der Widerstand wird also durch die Formel (11) 

gegeben, wo wir r. = O setzen müsscn: Der entsprechnde dimensions- 
lose Faktor !Pa ergibt sich dnrch Division des Widerstandes durch d i  

1) Betreffs dieser Bezeiçhnung siehe L u  d W. Prandtl, Bemerkungeu über 
Dimensionen und Luftwiderstandsformeln, Beitschr. für Fliigtechnik und Motor- 
luftwhiffahrt, 1910. 
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5 5. Die Bestimmnng von a und x.  

Diese beiden Gr6Ben werden in dem allgemeinen Falle mit Rilfe 
der Gleichungen (A) und (B) bestimmt. Zu diesem Zwecke werden 
wir die verschiedenen in (A) und (B) auftretenden E'unktioneii von E ,  

und a durch Potenzreihen nach x  und a ersetzen; a: wird namlich auch 
sehr klein, wenn D stark wachst, denn s a  wird in diesem Palle nahezu 
gleich 1, wie die zweite von den Forrueln (2) zeigt. 

Man hat 

durch (rnod. 5) wollen wir andeuten, daB die hiiheren ganzen Potenzen 
von x als die vierte vernachlk+$ worden sind. Ferner hat man: 

- -- 

'X 
a r c t t  (: - ) = - 2 - arctgl/tg (: + 2 )  

S Z X  
= - - + - - '&' (mod. 5 )  

4 2 4 1 2  
und: 

1 

i t g ( f  -3) = 1 - Y  + II- x S + x 4 ( m o d 5 ) ,  

so daB die Beziehung: 
- -- 

i / t g  (; + 2) a r c t g v t g  (: + 3 +]/'tg (q - t) a x t g l / t g  (f  - :) 
% 1 1 + 3 n  

=y + x +  +:) - - 3 ( 1 + + )  + x (mod. 5) 

gilt. AuBerdem konnen wir schreiben: 
as 

sina: - a - -- (mod. 5 ) )  
6 

us 
10, ( tg  (z - :)) = - a = - ti (mod. 5)) 

u z  a4 
cos a: = 1 - - + - (mod. 5) 

2 24 
und also: 

?C ?C 1 ?C 
~ i n a - l ~ g ( ( ~ - ; ) ) + ~ c o s a = - - a ~ ( l + + )  2 +za4(mod.5) .  

Führt man diese Werte in die Gleichung (A) ein, so erhiilt man 

l + x  a 11+3z 4 x (A') A. = x s f  a:"x3+- Y - a4(mod.5). 
4 + ~  3(4+7z) " 12(4+n)  

Durch ahnliche Reinentwicklungen bekommt man aus (B): 
x' œ x S  LYt 

(B') 2 2 4 6  
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Die GroBe 1, woiien wir als sehr klein ansehen. Dagegen werden wir 
die GroBenordnung des Verhaltnisses 5, vollkommen willkürlich lassen; 
es wird in der Tat sogar unendlich groB, wenn sich die W5nde des 
GefaBes bis ins Unendliche in der positiven R'icehtung der x-Achse aus- 
dehnen (Kanal), oder wenn das GefiiB volikommen nach links (Fig. 5 )  
vcrschwindet (der Fa11 des vollkommen freien Strahles). Diese beiden 
exiremen Fiille wollen wir ausschlieBen und annehmen, daB 1E = 

d 2, . -27d . - 

D D 
irnmer noch seehr klein angenoinmen werden darf. Setzen 

wir etwa: 

wobei x' und a' zwei kleine Korrektionen bedeuten, so erhalten a i r  
aus (B') 

und aus (A') 2 7z 
x; + a: =,,,na, 

indem wir die Gr6Ben gleicher Ordnung gleich setzen. Daraus ergibt aich 

(15) 

Setzen wir  ferner: 

x' = x ,  (1 + x"), a' = a, (1 + a"), 
führen diese Werte in (A') und (B') ein und greifen wieder die Glie- 
der gleicher GroBenordnung heraus, so bekommen wir: 

In derselben Weise konnen wir die ersten Annaherungen x, und 
cc, der Gr6Beri x" baw. a" berechnen. E s  ergibt sich: 

dabei haben wir angenommen, da5 x:, a;, x8, logx,, a: log al kleine 
GroBen von derselben GroBcnordnung sind. Das Erscheinen dieser letzten 
Gr6Ben in der 13erechnung angenaherter Werte von x und a hat uns 
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verhindert für x und a von vornherein Entwicklungen nach Potenzen 
von d anzusetzen; in der Tat vertriigt sich die Gleichung (B) mit keinem 
solchen Potenzansatz. Jedenfalls kann man auf ahnliche F7eise jede ge- 
wünschte Aproximatinn bcrechnen. 

Im Falle des Kanals hat  man, wie oben bernerlit, n. = 1, also 
a = 0; die Gleichung (A) oder (A') sieht folgendcrmaBen aus: 

woraus man durch Vergleich der Gr6Ben gleicher GrtiBenordnung be- 
kommt: 

Die Gleichung (B) bzw. (B') reduziert sich zu der Identitiit oo = LW. 

Dagegen hat  man x = O für  den vollkommen freien Strahl. Die 
Gleichung (A') reduziert sich zu d m  folgenden: 

Die exakte Form (A) dieser Gleichung e n t h d t  nur gerade Potenzen von 
2, was man unmittelhar verifizieren kann, wenn man a mit - rz um- 
tauscht. \Tir konnen also den Potenzansatz 

cl" aa, A2 f a4 d4 

machen. Die obige Gleichung liefert: 

Die Gleichung (B) resp. (B') wird die Identitat - co = - m. 

l j  6. Die Berechnung von 'FE. 

Um z& numcrisch auszuwerten, müssen wir seinen durch (12) an- 
gegebenen W e r t  nach Potenzen von x und a entwickeln. Wenn man 
in der Klanimer die fünfte Potenz von x und oc veruachlissigt, so hat 

oder der GrüBe nach geordnet: 
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Das von der ersten Ordnung kleine Glied in der Klammer verschwin- 
det infolge der ersten von den Gleichungen (16), so daB die Abmei- 
chung SE = 'FE - !P von dem Ki r  chhoffschen Widerstandsfaktor 

iC .q = --- gleich dem von der zweiten Ordnung kleinen Ausdruck: 
a + %  

ist. Ersetzt man hierin die Klamrner 2 ( x , x 9  f eia2cc3) durch ihren aus 
(17) entnommenen Wert  und benutzt man hinterher noch die erste von 
den Gleichungen (lc), BO erhilt man schlieBlich: 

Das Augenfiilligste bei dieser Formel ist wohl das TTerschwinden von 
JE für 5 = O, d. h. wenn die Platte sich in (B) befindet, dann gibt es 
keine Abweichung von dem Kirchhoffschen Widerstandskoeffizienten 
bis auf GrGBen von der GrGBenordnung von L3. Sonst verschwindet SE 
nirgends, so daB diese Lage als die günstigste bei den Eiffe lschen J%Ti- 
àerstandsversuchen zu betrachten wiire. 

MaBgebend bei der Variation von aE ist der Faktor: 

Man erhiilt durch Differentiation: 

Diese Ableitung ist fortwiihrend negativ und verschwindet nirgends im 
Endlichen. Daraus schlieBen wir, daB SE riegativ für positive Werte 
f i r  5 und positiv fü r  negatives > 

I- ausfalit, d. h. bedeutet 5 eine positive 
Zahl, dann ist 7 7 ( E )  = - r]L und 
v(- &) = + T~~ wobei vi und 7, zwei D 

positive GrGBen sind; die Differenz 
..-. . -. - -  - -  - - - - - -  

e t - i  vi - >is ist gleieh x . - )  , alsa B~ 
e + l  

immer positir: V o n  z w e i  i n  b e z u g  auf  d i e  O f f n u n g  BlB2 s y m -  
metrischen L a g e n  d e r  P l a t t e  i s t  d ie  i m  K a n a l  b e f i n d l i c h e  d i e  
geeignetere f ü r  d ie  Widers tanc l sversuche .  

Der Verlauf der Kurve ist ungefahr durch die Figur 5 gegeben. 
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9 7. Die Berechnung der GroBen Fk, -Fr', und ?rrs. 

Für  den Kanal hat man aus (13): 

wenn die Geschwindigkeit vor dem K6rper gemessen wird. Führt man 
den durch (18) gegehenen Wnrt von xS ein und xieht man den Kirch-  

X hoffschen Widerstandskoeffizienten 7P - - 
4+n 

ab, so erhalt man: 

z 
d - - { 2 x a +  x: + 2 x , x , }  = 0,8251, + 1,232da (uiod. d3). 
k- 4 + n  

D e r  p o s i t i v e  F e h l c r  h e t r a g t  b c i  A 2 =  i, ungef i ih r  27°/0. 

Bezieht man den Widerstand auf die Geschwindigkeit hintcr dem 
Korper, so hat man aus (13'): 

Für den entsprechenden Fehler Sk hat man: 

2 7c 
= - - (xA 

4 + a  
, - x,)x, = + 0,018 d2 (mod. As). 

Der Fehler ist ebenfalls positiv aber bedeutend kleiner als Sk; er ist 
vollkommen vernachliissigbar bei der heutigcn Gcnauigkeit der hydro- 
dpamischen Messungen. Der Widerstandsfaktor der Platte in dern voll- 
kommen freien Strahle wird durch die Formel (14) gegeben: 

Wenn man hierin aa durch seinen durch (19) gegebenen Wert ersetzt 
und daraus den Kirchhoffschen Druck ahzieht, so hat man für den 
Fehler as: 

4 n e  as = - 6 ( 4 + ~ ) ~ ~ ~ -  - 0,018A2 (mod. d4). 

Der Fehler ist in diesem Falle negativ und bei gleichem A gleich dem 
Fehler 6; im absoluten Betrage. 

Man kann also sagen, da0 die Abweichung S des Zahlenfaktors ZI' 
von dem K i r  c h h  of fschen wenigstens fiir schr klcines il eine monoton 
abnehmende Funktion von f ist. Sie ist positiv und gleich 0,01812', 
werin die Versuchsplatte sehr weit im Kanal steht; kommt die Platte 
immer naher an die Offnung BlB2 heran, su nimmt d bestiindig ab 
und verschmindet schlieBlich, wenn die Platte dicht vor der Offnung 
steht. Rückt die Platte weiter nach rechts, so wird S negativ und 
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nininit stets ab, bis sie sehr weit von B den W e r t  - 0,018L2 erreicht. 
Der qualitative Verlauf von 6 als Funktion von f ist durch die in  
Figur 5 gczeichnete Kurve gegeben. 

5 8. Die Fehlerkurven & und Ss. 

Ich mil1 jetzt den allgemeinen Verlauf der Gr6Ben 8; und as als 
Punktionen von L 5 t u d i e r e n .  Für  den Kanal reduziert sich die Glei- 
chung (A) zu der folgenden: 

Dabei ist 

Der Widerstandsfaktor Ti. mird durch die Gleichung (13') oder 

Wir müssen den Wert  von x als Funktion von l. aus (A") heraus- 
ziehen und denselben in (22) einsctzen. Dieser Wert wird diireh den 
Schnittpunkt der Kurve 

1 (-3) 1 x y = x arctg x + - arctg- - 
Ü: z 2 

mit der Geraden 
7d ('24) y =  - nez 
2 

bestimmt. 

Die Kurve (23) geht durch den Piinkt x = 1, y - O,  wo sie die 
X-Achse berührt, und besitzt die Asymptote 

Die Gerade (24) schneidet sie in zwei Punkten, wenn A" 1 k t .  1st 
A'> 1, so gibt es nur  einen Schnittpunkt mit  einer Abszisse kleiner 

/ ils 1. Die Abszisse sou aber gleich )I tg(: + %), d. h. gr6Ber als 1 

sein, so daB nur  dieser Schnittpunkt für  uns in  Betracht kommt. Da- 
rails sieht man, daB es immer eine L6sung gibt, wenn A" 1 k t ;  f ü r  
j.?> 1 gibt es aber keine Losung. 

Die Variation von 6'; als Funktion von L2 kann man auch dadurch 
bekommen, daLi man in (A") vcrschiedene Werte  für x einsetzt und 
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dazu die entsprechenden Werte von A berechnet. Man bekommt auf 
diese Weise folgendo Sabelle: 

Daraus erhalt man die durch die Figur 6 angegebene Kurve als die 

die Variation von 13; als Funlition von darstellende. I n  der vor- D 

A % stehenden Tabelle hahen wir auch die entsprechendenwerte von ?FF, 
und 8, eingetragen, d. h. diejenigen Widerstandsfrtktoren 

I und Abweichungen von der K i r c h h  offschen Stromiing, 
I 

,' % die man bekommt, wenn man den Widerstand auf die Ge- 
1 

1 schwindigkeit vor 
I Fig. 6. 

1 
A derplatte bezieht. 

I Daraus sieht man, , 0.06 daB der Fehler in 

. 05 diesem E'aile be- 
d 

I reits bei - = 1, D 
- " etwa54O/,,desgan- 

I 
I - zen Widerstandes 

betriigt. Die punk- 
- 0.02 tierte Linie in 

der Figiir 6 gibt 
- 0.01 

denyerlauf dieses 
. d Pehlers als Funk- 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
. 
B d 

tion Ton 

Bei dem voiikomrnen freien Stralil wird die Gleichung (87durch 
die folgende ersetzt: 

z 'z (A"') = + sin a h g  [tg (; + -;)] - ; cos a. 
2 

Der Widerstandsfaktor Ts wird durch die Gleichung (14) gegeben, 
und der entsprechende Fehler bet r lg t  also den Wert: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von V. VÀLCOVICI. 353 

Setzt man in (A'") verschiedene Werte für a: ein und berechnet 
den dazu entsprechendcn Wert von L2, so erhiilt man folgende Tabelle: 

Der Pehler ist überall negativ und sehr klein im absoluten Betrage. 
Die Uivergenz der beiden Zweige des Strahles hinter der Platte ist 

betragt den Wert  von 20° bereits bei dem Werte aber betrachtlich; sie 
a 0,035 von = .  Figur 7 

stellt die Variation 
von 68 (vollgezogene 
h i e ' )  und von a 

(punktierte Linie) als 
a 

Funktion von - dar. D 

5 9. Zusammenfassung 
der Resnltate und 

SchlnBbemerkungen. 

Der Fehler 3, den 
man bei der experi- 
mentellen Ermittlung 
des Widerstandes be- 
geht, ist sowohl bei 
den Eiffelschen als 

d .  
auch bei den G6ttinger Versuchen sehr klein; er ist kleiner als in erster 

-. 

Ann%herung, d. h. p rak t i s~h  vernachl%sigbar, und zwar positiv im Palle 
des Kanals und negativ bei der Eiffelschen Einrichtung. Diese Tatsache 
steht im Einklang mit dem Experiment; die sich aus den Eiffelschen 
Messungen ergebendcn Zahlen sind niimlich kleiner als die von der 
Gottinger Versuchsanstalt veroffentlichten, die Unterschiede sind jedoch 
sehr k1ein.l) E s  ergibt sich übrigens als günstigste Lage der Plattc 

1) Siehe hierzu O. Foppl, Ergebnisse der Aerodyn.Versuchsanstalt von Eiffel 
verglichen mit den Got t .  Resultaten, Zeitschr. f. Flugtechnili und bfotorluftschiff- 
fahrt, 1912. 

Zeitachrift f. Methematik n. Phyaik. 63. Bznd 1915. Hoft 4. 2 3 
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in einem Kanal mit parallelen Wanden die unmittelbar vor der Off- 
nung des Kanals, wo S gleiüh Nul1 wird. 

Auffallend groB wird der positive Fehler 8, wenn der Widerstand 
bei den Versuchen im Tunnel auf die Geschwindigkeit vor der Platte 

- 

bezogen wird; S betragt in diesem Falle 0,s 1//: in erster Annaherung 

Die Erklarung hiervon ist darin zu suchen, daB die Geschwindigkeit 
weit vor der Platte bedeutend kleiner als die weit hinter der Platte 
ist. Die sich theoretisch ergebende Geschwindigkeit vor der Platte ist 
nach der Formel (9) gleich 1 - x, in erster Annaherung, wenn die Ge- 
schmindigkeit weit hinter der Platte gleich 1 ist. Der Unterschicd zwischen 
den beiden Geschwindigkeiten vor und hinter der Platte betragt also 

11 1 904  i z ,  d. h. 0,30 etma bei = - 
10 ' 

I n  Wirklichkeit ist dieser Un- 

terschied vie1 kleiner, da die Geschwindigkeit hinter der Platte infolge 
der dort auftretenden turbulenten Bewegung vermindert wird. Man er- 
mittelt also experimentell Widerstandsfaktoren, welche um ein paar 
Prozent @Ber sind, als die in der nach allen Richtungen unendlich aus- 
gedelinten Flüssigkeit auftretenden. Dieser Geschwindigkeitsunterschied 
vor und hinter der Platte wird bei der Eiffelachen Xinrichtiing schr 
klein, wenn die Flatte sehr weit von der 0ffnung angebracht wird. Er ist 

- - 

niiinlich in erster Annaherung gléich Il ; für 6 = cc 

verschwindet er. Diese Lage der Platte ist aber a m  praktischen Grün- 
den untirauchbar, denn der aus der Offnuüg B,Bs austretende Strahl 
wird in einiger Entfernung vollkommen turbulent. 

.Jedenfalls liefern die Messungen im Kanal, wenn der Widerstand 
auf die Geschwindigkeit vor dem Korper bezogen wird, die grolten Ab- 
weichungen; aus dem Griinde empfiehlt es sich, denselhen auf die Ge- 
schwindigkeit hinter dem K6rper zu beziehen. 

Retreffs der Stromung eines Strahles aus einem I h a l  mit par- 
allelen Wanden ist noch Folgendes zu bemerken. Die beiden Zweige 
des Strahles hinter der Platte laufen divergent unter dem Winkel 2a,  
wobei or in erster Anriiiherung nach der zweiten von den Gleichungen 

- - 

(15) gleich 1' 2 n 
- k t .  Die Kurve, welche die Varia- 

(4 $ nj (1 + ëq; 
d 

tion von a: als Funktion von - darstellt, hat also einen parabolischen n 
d 

Charakter wenigstens für kleine Werte f ü r  für den Fall, da0 die 
- 

Wande des Kanals verschwinden, weicht sie sehr menig von einer wirk- 
lichen Parabel ab (vgl. die punktierte Linie auf der Fig. 7 sowie die 
Tabelle auf Seite 353). 
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t b e r  die Rsndkorrcktion des Dreiplattenkondensators. Von G. A. Snoo~. 355 

Will man die beiden Zweige des Strahles hinter der Platte in 
einem zweiten Kanal auffangen, so muB der Anfangsquerschnitt dieses 
letzten Kanals gr6Ber als der des ersten sein und zwar für jede Platte 
ein anderer. 1st z. B. der Abstand zwischeii den beiden parallelen 
Winden des ersten Kanals gleich l,5O m ,  so muB die Offnung des 

d 1 
zweiten 3 m betragen, wenn = 3 - = lo und die Entfernung zwi- ' D 
schen den beiden Kanalen 3,60 m ist. 

Über die Randkorrektion des Dreiplattenkondensators. 

Von G. A. SZIOOK in Urbana, Illinois. 

In der physikalischen Zeitschrift für den November 1012 haben 
E. Grüneisen und E. Giebe  den folgeriden Ausdruck f ü r  die Kapa- 
zitit des Dreiplattenkondensators ohne B e w e i ~  angegeben: 

BO C die Kapazitat, R den Radius der drei parallelen Kreisplattcn, 
a die 1)istane zwischen den Plattcn und L die konstanto %ah1 2,1426902 
bedeuten. In dieser Mitteilung SOU die IIerleitung der Randkorrektion 

mit Hilfe der Transformation von S c h w a r  x-Cris toffel  gegeben werden. 
Ein Polygon in der a-Ebene wird in jener Transformation in die 
u-Achse der W-Ebene verwandelt mittels der Differentialgleichung: 

N ist eine reelle Konstante; w,, w, . . . w, entsprechen don Eckpunkten 
des Polygons und ctl, a, - . . cl, Sind die inneren Winkel des Polygons. 

Wenn das Polygon eine Anzahl 1,eiter von verschiedenem Potential 
bedeutet, dann ist eine Transformation nicht genügend; denn die ver- 
schiedenen Potentiale konnen nicht dargestellt werden diirch eine ge- 
rade Linie von konstantem Potential, z. B. durch die U-Achse der 
w:-Ebene allein. Wir  betrachten dahcr eine dritte Ebcne ,fj mit den 
Achsen X und Y. Ein gegebenes Polygon von Leitern in der 5-Ebene 
mag z11nachst in die X-Achse der 8-Ebene trnnsformiert werden. Wenn 
die Potentiale der Leiter gegeben sind, so kann das entsprechende 
Polygon in der W-Ebene bcstimmt und dieses in die &Ebene trans- 
formiert werden. 

23' 
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356 o b e r  die Randkorrektion des Dreiplattenkondensators 

W i r  betrachten das Polygon in der z-Ebene, gebildet durch die 
drei halbunendlichen Metallplatten A, B, C der Figur 1. B hat das 
Potential a, wahrend A und C mit der Erde verbunden siud. 

Fig. 1 

An den fünf inneren Winkeln des Polygons nehmen wir die fol- 
genden Werte der Funktion 8 an: 

Für u l = 2 z  & = = A  

a,- O 82= 1 

- 2  a , = o  
a,= O a4=- 1 
a , = 2 z  & = - A .  

Wir  wollen die 0-Ebene zuerst in die 8-Ebene transformieren mittels 

der Gleichung : 

Nach Einführung der eben angegebeneu Werte erhalten mir: 

J ist eine im allgemeinen imaginare Integrationskonstante. 

Für x = O und y = O wird 3 = O, daher 

1 - a P  
O = % [, log (- 1) + J ]  
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Von G. A. SEOOK. 337 

Wenn s groB ist und y = a, daun ist 3 - 1, daher 

2 a X =  
(k1- l jn  

Die Losung nimmt jetzt die Form an: 

Dadorch wird die s-Ebenc in  die &Ebeiie transformiert, und wir woilen 
nun weiter die W-Ebene in die 3 - E b e n e  transformieren niittels der 

In der W-Ebene a i r d  das Polpgon gebildet durch zwei unendliche 
parallele Ebeneri v = O und v = z gemiiB der Fig. 2. In diesem Polygon 
haben wir die folgenden Wertepaare: 

Für CL, - O 8 = 1 

,, a 2 - O  3=-1 
- --- d w = ~ ( F J - l ) - y ~ + l ) - l ,  
d d 

Fig. 2. 

daher : 

y 

huf der unteren Seite der Platte A der  F i g u r  1 l i u f t  3 von 1 nach d 
und 3 - 1 ist daher positiv. Da A das Potential O hat, H O  liefert die 
letzte Gleichung: 

u 

Daher ist 
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358 Über die Randkorrektion des Di.eiplatte~ikondens~tors. 

Auf der oberen Seite der Platte B iindert sich 3 von O bis 1, 
8 - 1 ist daher negativ, somit 

B - 1 l o g -  = log  ,-- 
8 + i  

+ iz 
d + l  

Die vorhergehende Gleichung gilst daher: 

-'+' -1 iz) = u + i a .  ~ ( k  g +  
Folglich 

L = l .  

Die zweite Transformation erscheint jetzt in der Form 

(2) 
8-1 

W = l o g -  = u + i v .  
3 + l  

Die Ladung auf einem Streifen von 1 cm Breite und von der Lange 
PQ' der Platte B der Figur 1 ist gleich: 

oder 
1 

1 1 --(Up- - 4n U J .  

Wir betrachten einen Streifen auf der Platte B. In P gilt: x = O ;  
y = O und 3 = O. Dafür folgt aus der Gleichung (2) 

W = l o g ( - l ) = i n =  U p + i z  

up= o .  
Wenn x wachst, dann nabert sich 3 rasch dem Werte 1, so daB, wenn 
Q weit vom Rande entfcrnt ist, die Gleichung (2) die Form aniiimmt: 

W = l o g ( 3 - 1 ) - l o g 2 =  77 Q + i ~  
T I T = l o g ( 1 - 8 ) + i a l o g 2 =  I: Q + i z  

U = log (1 - 8 )  - log 2 .  Q 

Um 3 durch z auuzudrücken, gehen mir zurück auf Gleiühung (1). 
Wenn wir daselbst 8 = 1 setzen, dann folgt: 

Daher 

al30 

x = -  log (1 - 3) - log 21 

sn . 1 [J = - - -  + 
Q - 2 log 2 

a L e - 1  
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Die Ladung auf jenem Streifen von 1 cm Breite wird jetzt: 

i)ies ist die Ladung auf einem Streifen mit der Oberflgche z auf der 
oberen Seite der Platte Bi die totale Ladung auf dem Streifen x ist 
daher xmeimal so groB. 1)ie Kapazitat dieses Streifens ist daher: 

Die Konstante 
Gleichung (1) 

A. kann folgendermaBen bestimmt werden: Wir setzen in 
x = O ;  y = a  und 3 = k  

log ( L a  - 1) +- i x  

Â Z  
- - = log (A.= - 1). 

l*-1 

Durch eine graphische Losung erhalten wir fü r  t den Wert:  

A = 2,1427. 

Die Korrektion für die Breite 1 cm wird gleich 

Wenn wir jetzt anniherungsweise annehmen, daB die Horrektion 
für eine Kreisplatte von groflem Radius dieselbe sei wie für einen 
geradlinigctn Rand, so wird die Korrektion für den ganzen Umfang: 

Die korrigirte Kapazitat wird daher gleich 

nahei ist noch vorausgesetzt, daB die Dicke der Platten verschwindet. 
Würden rvir die Dicke berücksichtigen, so hatten wir für die Trans- 
formation der z-Ebene in die 8-Ebene die Differentialgleichung: 

In der L6sung des vorliegenden Problemes bin ich von Prof. J a c o b  
Kunz unterstiitzt worden. 

U r b a n a ,  Illinois, 22. Okt. 1913. 
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360 DJ-namische n. geometrische Eigenechaften d.  rïlumlichen P~tentialstromun~. 

Dynamische und geometrische Eigenschaften der raumlichen 
Pot entialstromung. 

Von MAX LACALLY in Miinchen. 

I n  den letzten Jahren ha t  sich eine Reihe von Autoren1) mit der 
Strvmung des Wassers in Drehungshohlriumen, insbesondere in  Tur- 
binen beschiftigt; der Zweck ihrer Arbeiten ist  die Auffindung von in 
der Praxis brauchbaren, vorwiegend zeiühnerischen Methoden zur Her- 
stellung des Stromungsbildes in der Meridianebene und zur konstruk- 
t iren Ehmittelung der geeignetsten Schaufelf'orm. I m  Gcgcnsatz zu die- 
sen Arbeiten ha t  R. v. Mi s e  s " die allgemeinste Flüssigkeitsstr6mung 
vom mathematischen Stanrlpilnlrt aus untersucht und durch gecipcte 
Sprzialisierung- auf die Theorie der Turbinen angewandt. 

Die vorliegende Abhandlung nimmt in der Auffassung (:inen mitt- 
leren Standpunkt ein; sie untersucht die allgemeine rLumliche Potential- 
stromung nach ihren geometrischen Eigenschaften, eowie nach der Ver- 

Fig. 1. teilung der lebendigen Kraft. NaturgeniiiB kt  ein 
Teil der gewonnenen Satze in  den oben genannten 

"./4v Arbeiten erithalten oder d o n  früher wenigstens 
in speziellen Fiillen bekannt gewesen. 

zy, ,  & x Ein Spstem von einfach uriendlich vielen Flichen 
sol1 durch eine Cileichmg g,(x, y, z) = a gegeben 
sein, wo a einen Paraineter inedeutet, der für jedc 
von den Flachen einen festen Wert  hat. Schreitet 
man Iàngs einer Rormalen von einem Punkt der 

Blache g, bis zur benachbarten g; + dg, fort, so sind die Andermgen 
der Koordinaten 

dx = dl cos a dy = dl cos P dz  = d l  C O B  y ,  

wo a ,  /3, y die Richtungswinkel der Kormalen und dl dcr unendlich 
-- 

1) V. K a p l a n ,  Die zweidimensionale Turbinentheorie mit Uerücksichtigung 
dor Wasserrcibung und deren dnwendung und Ergebnisse bei Schaufellionstruk- 
tiouen. Zeitsclirift für das gesamte Turbineuwesen. 9. Ud. (1912), S. 533 f. - 
R auer s fe l  d, Die Konstruktion der Francis-Schaiifel nach der Lorenzschen Tur- 
binentheorie und ihre Eigenschaften. Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure. 
G G .  Bd. (1912), S.  2045f. - M. Droszko, ebenda. 57. Bd. (1913>, S. 677. 

2) R. F. M ~ B C B ,  Theorie der Wasserriider, diese Zeitschrift für Mathematik 
und Phgsik. 57. Bd. (19091, S. 1 f. 
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Von MAX LAGALLY. 301 

kleine Abstand der benachbarten Plachen in dem betreffenden Punkt 
ist. Dabei wachst der Parameter um 

Da andererseits die Richtungskosinus dcr Normalen den Gr6Ben 

3 r?- 3 proportional und durch die Gleichiingen i.c' c y '  O Z  

a rp 

gegebcn sind, ist 
- - - 

ô(P 2 .  
d y  = d l l / ( g ) '  + (2)' f (%) 

Damit sind der unendlich kleine Abstand und auch die Koordinaten- 
inderungen gegeben. Setzt man zur Abkürzung 

yt.+Fy+(v:=Jz, 

so gelteri die folgenden Grundgleichungen: 

Die Orthogonaltrajektorien 

'P Y 9 z  cos /3 = - 
V J  i/iil 

<pYd<p 'p,d'P 
dy  = = .  LW ' 

der li'lkchen rp sind durch das Gleichungs- 

bestimmt. 
Es sei nuil auf einer Fliiche g> e h  System von Parameterkurven 

2~~ v angenommen, das auf alle anderen Fliichen (v in der Weise über- 
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362 Dynarnisçhe u. geometrische Eigenschafteil d. raurnlichen Potentialstrijmung. 

tragen werden soll, daB den Punkten samtlicher Fliicheii cp larigs einer 
beliebigen Orthogonaltrajektorie die gleichen Werte u,  v zukommen 
Dtlnn kann man u ,  v und (F als Parameter der Punkte des Raurnes 
auffassen; die Gleichung rp(x, y, z) = a ist durch 3 Gleichiingen 

zu ersetzen. Die Parameterflachen rp sind die Ausgangsflachen, wah- 
rend sich die Parameterflachen u und v in den Orthogonaltrajektorieri 
der Flachen cp schneiden. 

Da der Wert  des Parameters cp sich nicht Lndert, wem mari auf 
einer P1:che rp fortschreitet, gelten die Gleichungen: 

oder ausführlicher geschrieben 

und durch Differentiieren nach u iind v :  

Sach  den getroffenen Vereinbarungen sind die Koeffizienten des 
Linienelementes der Flichen 9: 

Iangs einer Orthogonaltrajektorie nur von dem Parameter (F abtiangij. 
Gleiches gilt von den 2. FundamentalgroBen, die sich in folgende Form 

Die Abhingigkeit des Linienelements von den Parameter rp ergibt sich 
in folgender TTeise: 
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s 5 2  
Fülirt man in - - die Differeritiation nach y zuerst aus und be- 

a ~ a r p  
ô x 

riicksiohtigt, da8 nach (1) - = 2 ist, ao folgt: 
G 9 

also 

Unter Berücksichtigung von (2) und (2a) und (3) erhalt man 

Ebenso findet man die Andermgen von F und G :  

Die Gleichungen (4) lassen einige bernerkenswerte Schlüsse zu: 
Wenn die von einer Haupttangentenkurve einer Plache rp ausgehenden 
Orthogonaltrajektorien auf allen Fltichen cp eine Haupttangentenkurve 
ausschneiden, so sind auf diesen samtlichen Haupttangentenkurven ent- 
sprechende Btigen gleich h g .  Wcnn allgemein bei der durch die Or- 
thogonaltrajektorien vermittelten Abbildung die ~aupttangentenliu~ven 
eznander elztsprecl~en, sa sind die v o n  ihnen ybildeten iVctie ??winander 
deformierbar durch alleinige Andermg der Naschenwinkel, ohne Aude- 
derung der Maschenlangen, wie das von dem Reispiel der konfokalen 
einschaligen Hyperboloide bekannt ist. 

Das von den Haupttangentenkurven einer beliebigen Fliche rp ge- 
bildete Netz kann auf die benachbarte Flache cp + dgi dadurch anfge- 
legt werden, daB sich die Knoten des Netzes in Richtung der Korrna- 
len verschieben. Wenn umgekehrt ein Netz eine Deformation gestattet, 
bpi der sich die Knoten in Richtung der Normalen bewegen, so ist es 
ein IIaupttangentennetz. 

Wenn sich auf samtlichen Fliichen rp ein konjugiertes System ent- 
spricht, so hat F auf simtlichen F l k h e n  in entsprechenden Punkten 
den gleichen Wert. Bilden insbesondere die konjugierten Kurren auf 
einer Flache die Krümmungslinien, so tun sie es auf samtlichen Flachen. 

Die von den Krümrnungslinien einer beliebigen Flache ausgehen- 
den Orthogonaltrajektorien schneiden, wie auch aus der h s c h a u u n g  
uninittelbar folgt, die benachbarte Flache in  einem Orthogonalspstem. 
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364 Dynamische u. geometrische Eigenschaften d. raumlichen Potentialstromung. 

Es sol1 nun die Anderring des Querschnittes einer von Orthogonal- 
trajektorien gebildeten R6hre untersucht werden. Nirnmt mau als Quer- 
schnitt ein von aufeinander folgenden Parameterlinien gebildetes Pa- 
rallelograuim: 

dzu = ) % G - ~ ' ~ d u d l ; ~  

so ist 

wenn V die mittlere Krümmung der Flicl-ie becteutet. Führt man nach 
(1) in  (5) den Abstand dl zweier aufeinander folgenden Flachen ein, 
ao ergibt sich: 

2 l g i w  (5 a )  - -  -==.-. r l l g d w =  H a l : .  
8 'P arp' 

Die Gleichungen ( 5 )  und (5a) geben einen einfachen Zusammenlzang 
ztuische~z denz Qziersclznitt einer vou Ortliogonult~aje7ito~it:n gelrildelen RiJire 
t~rzd  der mittleren Krümmzo~g der geschnittenen E'lache. 

Sind die durch rp (x, y,  B) = ci dargesteilten Flichen Xinimalfiichen, 
so hat  jede von Orthogonaltrajektorien gebildete Rohre einen konstan- 
ten &uerschnitt. In iihnlicher Weise wie die &nderung des Querschnit- 
tes einer R6hre l%Bt sich die Andermg ihres Winkels untersuchen. Die 
Bedingung für die Unveriinderlichkeit des Winkels ist HE'+ 2 D f =  0.  

Ich wi l l  nun die mittlere IZrümmung einer Fl'ache rp (x, y, 2) = a  

an irgendeiner Stelle als Punktion von x, y, a berechnen. Zu dcm Zweck 
sei die Gleichung der Fliiche nach s aufgelost: 

Führ t  man die Kurven x = const. und y = const. auf der E'liiche a h  
Parameterlinien ein und setzt zur Abkürzung: 

so merden die Koeffizienten des Linienelementes 

E=l+p \  F = p p ,  G = 1 + y 2  

und die Gr6Bei1 der 2. Fundameutalform 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Vou MAX LAGALLY. 

mihrend die mittlere Krümmung folgende Form annimmt: 

Z P Y ~  - (1 + P 3 t  - (1 H -  --- 
(1 +JI" T7P 

Für die Fliiche (p (x, y, z )  =; a lassen sich die GroBen p, q ,  r ,  s ,  t 
dnrch implizite Differentiation bereclinen. Auu den beideri Gleichungen: 

ergeben sich durch Vergleich mit 

folgende Ausdrücke: 

Hierauv erhalt man für die mittlere Krümmung: 

+ ~ y y + 2 ~ Y y z + ~ 2 ~ 3 1 + ~ 2 ~ g i y + - ~ Z ~ ~ y s + ~ 2 ~ B ~ * a  

+Yxz+2P~x*+P'~~~+*~<pzz+2P~~rpx~+l~'~~F;~]. 

Wenn man in der Klammer den Ausdruck rpls + pzqZ, 7 q2(pyy 
hinzufügt und wieder subtrahiert, erhalt man: 

Der so erhaltene Ausdruck für die mittlere Krümmung laBt sich noch 
vereinfachen. Bus 

dl = y2, + [P; f (p: 
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erhalt man diirch Uiflcrentiieren 

&['PzJL + I P ~ M ~  + ~ z - 1  = >: 7 < P x o Y x î r  

Da dieser Ausdruck in H vorkommt, ergibt sich 

Dieser Ausdruck laBt noch eine besondere Vereinfac7zzazg zu, zcenn die 
F l ü c l ~ e n  q~ (z, y ,  B )  = ~1 Poterztialflachen sind, d .  Ii. der Gleichung 

geriügen : d a m  zcird die pnittlere Erüwwnulzg') : 

Es soil nun untersucht merden, in welcher W e i ~ e  sich der Abstand 
zweier beriachbarter Flacheu y aridert, wenn man Iiings einer Ortho- 
gonaltrajektorie um gleiche Betrage dg, fortschreitet. -4us 

Dieser Ausdruck hat  nur,  wenn die Flachen rp Potentialflachen sind 
und sicli die inittlore Krümmiing einführen ]%Ut, eine einfache geome- 
trische 13edeutung. Man erhklt d a m :  

oder 

(8 a> 
a 1 d l g - =  H d l  a r 

- -- 

1) L)as Vorzeichen von H bereitet Schwierigireiten. Da 1/1 + p 2  + g' positis 

zu nehmen ist, gilt das gleiche für ; setit man dafiir 

- 9 2 ,  80 h&t man dem M: stets das Beichen von cp, zu geben. Ys- 

icp:-tzf-9: M $  
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Die logaritimische dnderu~zg  des Abstandes zweier Potentialflachen 
ist an jeder Stelle gleiclz dem Abstand der Potentialflaclzea mal der 11,ittle- 
ruz Krümmung. Dieser Satz entspricht in der Forrri vollstandig dem 
durch die Gleichungen ( 5 )  und (5a) ausgeeprochenen, vie1 allgemeiner 
gültigen Satz über den Quersühnitt einer Rohre.') 

I m  folgenden soil die Untersuchung auf Potentialflichen beschrankt 
blciben und dcr Funktion (p die Bedeutung eines Geschwindigkeits- 
potentials beigelegt merden. Dann ergibt der Vergleich von (5) und (8) 

a z d lg d w  = d Ig ~ - 

arp' 
also 

vo c eine Konstante bedeutet. 

Der Querrschnitt einer Stromrol~re ist a n  jeder SteZle proportionai dem 
Alistuîzd zweier benachliarter Potentialfluche)~, wenn m a n  um konstante Po- 
tenlialdlfferensen f~rtsckrei let .~)  Diever S a t ~  gilit eine Verallgemeinerung 
der bekannten Quadrateinteilung der Ebene durch Potentialkurven und 
Stromlinien, und führt darauf zurüük, wenn die Poteritialfliichen Zylin- 
derflichen sind. 

Der Inhelt eines so bestimmten Raumclcmcntes einer Stromrohre 
c a l e  

ist d l .  dzu = - - Die G e s c h ~ i i i d i ~ k ï i t  der Stromung ist v - :; ; be- 
d rp 

zeichnet man mit p die Dichte der stromenden Flüssigkeit, B O  ist die 
lebendige Kraft im Innern des Raumelementes: 

Jede Strom~oltre wird also durch dze P o t e n t i a l f l d m ,  die nach glei- 
ehen Potentinldiffercnzen angeordnct sind, in Raumelementc zerle,qt, dcnem 
die gleiche Zebcrtdye l f i a f t  innewohnt. Auch dieser Satz ist eine Verau- 
gemeinrriing eines für  ebene Striimungen geltenden Energiesatees.') 

Wenn es gelingt, eine Potentialflache durch zwei Scharen von 
Parameterkiirven in mVarailelogramme so einmteilen, daB der Inhalt 
eines jeden Parallelog-ramms dem Abstand der betreffenden Stelle von 
der benachbarten Potentialfliiche proportional jst, so gebm die con die- 
scn PuralleZogra~~cmen ausgehendera Stromrhl'zren susammen mi t  den CO' Po- 

l )  Ein Bhnlicher Satz b d o t  sich bei K i m m e l ,  Theorie der Luftschraubon 
auf  aeradynomischer Grundlage, Dissertation, Münchon 1912, 8. 7. 

2) L an c h e s t  e r (Aeradynamik, Bd. 1, S. 71) stellt den Satz als Behauptung 
auf;  Beweis und Quellenangüben fchlen. 

3) Vgl L a n c h e s t e r ,  Aerodynamik, Bd. 1, S. 92. 
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tentialflac7mz eine Einteilumg des ltaunzes nach  Raumelcn~en tcn  mit gleiclmi 
Energieinhait .  

Die l~lüssigkeitsmenge, die in der Sekunde durch einen Qncrschnitt 
einer Stromrohre flieBt, ist durch das Produkt aus Querechnitt und Ge- 
schwinrligkeit gegeben; also: 

Da dieser Ausdruck liings der garizen Stromrohre konstant ist, so 
flieBt, wie zu erwarten, durch jeden Querschnitt die gleiche sekundliche 
Flüssigkeitsmenge; ihr  Volumen, also die Ergiebigkeit der R6hre ist 
durch die Konstante c gegeben. 

Dieser SchluB liiBt sich auch umkehren und, soweit es sich nur 
um den Nachweis des obigen Energiesatzes handelt, zum ilusgangs 
punkt der Betrachtung machen.l) Weil  durch jeden Querschnitt der 
Rohre bei einer stationaren Stromung die gleiche Flüssigkeitsmenge 

d<p i n  der Sekunde tiicBt, so ist  dzu . dl Iangs der ganzen Elohre konstant. 

Schreitet man also um gleiche Betrage des Geschwindigkeitspotentials 
drp fort, so zerfàllt die Rohre in Zellen, deren Qurrschnitt ihrer Lange 
proportional ist. I n  zwei Rohren, in  denen die gleiche sekundliche 

d w  . drp 
Flüssigkeitsmenge flieBt, hat  

d l  
den gleichen konstanten Wert. 

Cnterteilt man beide Rohren durch Potentialflachen mit gleichem kon- 
stanten Potentialunterschied drp, so ha t  der Quotient ails Querschnitt 
und Lange der so entstandenen Zeilrn ebenfalls i n  beiden Rohren den 
gleichen konstanten Wert. W e n n  malz folglich die ganac Stromung ha 
Rohren  zedegt, in denen. sumtlich die gleiche Sekundenmenge durch jeden 
Querschnitt stromt, u n d  u e n n  m a n  diese B o h r e n  durch Potentialfluchen mit 

gleichem Potentialunterschied d ~ p  unterteil t ,  so zerfüllt die ganze Strornung 
in ZeZlen, deren Querschnitt zur L a n g e  ine gleichen Verhaltnis stelzt. Die 
in jeder dieser Z e l l m  enthaltene Flüss igkei t  besilzt diesefie lebealllye h l u f t .  

Besteht das System von Potentialflachen aus bauter $Iinimalflacl~en, 
so  ist wegen H =  O nach (5) und (8) sowohl d w  als auch dl konstant. 
Langs einer Stromlinie Sind also alle Potentialflachen gleich weit von- 
einander entfernt; der Querschnitt einer Stromrohre andert in ihrem 
ganzen Verlauf seine Grole nicht. Die Geschwindigkeit der Stroriiurig 
ist in der ganzen Stromrohre konstant. Als ein nicht ganz triviales 
-- 

1) Einen ahdichen Gedankengang verfolgt Broszko a. a. 0. bei der Unter- 
suchung der achsensymmetrischen hIeridionalstr6mung in Drehungshohlraumen. 
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Beispiel werden wir ein Systeiil von Minimal-Schraubenflacheri kennen 
lernen. 

Wenn die Potentiaifluchen die eine Schar der Fliichen eines drei- 
faehen Orthogonalsystems bilden, sind die Stromlinien die Schnittlinien 
der beiden anderen Schuren. Jede Stromrohre, die ein von Krümmungs- 
linien einer der Flachen begrenztes Dliichenelement als Querschnitt hat, 

- 

schneidet jcde von den Flachen in einem ebenso begrenzten Fliichen- 
element. Der Querschnitt der Rohre hleibt rechteckig. Aus den Glei- 
churigen (4) ist ersichtlich, daB nur in dern einen Fall, in dem Si& 
die Iirümmungslinien auf samtlichen Fliichen entsprechen, der Quer- 
schnitt einer an einer Stelle rechtwinlrligen Stromrohre rechtwinklig 
bleibt. 

In dem von den konfokalen E'iacl~en 2. Grades gebildeten dreifachen 
Orthogonalsystem liBt sich, wie zuerst LaméL) gezeigt hat, jede Fliichen- 
schar als System von Potentialflachen anordnen; in den zugehorigen 
Stromlinien schneiden sich die beiden anderen E'liichenscharen. Wenn 

die Gleichung des konfokalen Sy-stems ist, so muB das Potential V, 
vorausgesetzt daB die Flachen der einen Schar als Potentinlfl%chcn auf- 
gefaBt werden konnen, eine noch uiibekannte Punktion von 1 sein, 

v =  V(?.), 

und entsprecheiid den Grenzen, zwischen denen sich A iindern kann, 
nird V gewissen Beschriinkurigeri unterworfen sein. Die Gleichung 

geht über in 

Bestimmt man A,, A,, A,, A,,, A,,, A,, durch implizite Differentia- 
tion, so erhalt man tstsachlich eine Gleichung zwischen V und A allein, 

deren Integral 
k 

ist, in dcm k eine willkürliühe Konstante bedeutet. Führt man eilip- 
tische Koordinaten ein und schreibt jedem Punkt die 3 Parameter 
- - -- 

1) Lopons sur les fonctions inverses des transcendentes et les surfaces iso- 
thermes par G. L a m é ,  Paris 1857, p. 17, 18. 

Zoitschrift f. Mathematik u. Physik. 63. Band. 1915. Heft 4. 24 
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A,, i.,, A, der durcli ihn gehenden Flachen zu, so wird clas Linien- 
element des Rnumes 

In diesen Ausdruck sollen die Potentiale der 3 Flachen 

eingeführt werden; die Konstanten Ai sind nur  dadurch beschriinlit, 
daB die Potentiale 7, reeil werden soilen. 

Tri& man bezüglich der BrijBenbeziehungen von a ,  h ,  c, A,, A,, A, 
die Voraussetzung 

so wird (a2 + A,) (b' + A,) (ca + A,) negativ, wiihrend die entsprecheii- 
den IJrodukte mit  A, und Â, positiv sind. Man kann also kl = 1, 

Iî, = - i, k,  = 1 setzen. D a m  nimmt das Linienelement des 
Raumes die Forrii 

an, in der die GroBen A, durch die Ti ausgedrückt werden konnen, aui 
einfachsten durch drei WeierstraBsche p-Funktionen,  die zum selben 
Perioderiparallelogramn geliiiren. 

Betrachtet man die zu den Potentialflachen des einen Systems, etwa 
VI gehorigt: Stromuug, so ist der Querschnitt eirier Stromr6hre 

dw = ( A ,  - 1,) KA, - A,) (A, - A, j d IT, d c, 
wahrend die Distariz benachbarter Potentialflachen durch 

gegeben ist. Der Quotient 
d w d y3 d y, - = (A2 - A3) -- 
d 1 VI 

ist 1Lugs der garizeri Stronir5hre, die durçh eiii Wertesystem A,, i., , 
, d V 3 ,  definiert ist, konstant, menn man um konstante Differenzen 
fortschreitet. Das Raumelement der so  unterteilten Stromrohre i d :  

dw. dl  = (A, - I , , )  (1,- 2,) ( A ,  - n,) av, d v 2  d v 3 .  

Die Geschwindigkeit der Stromung ist: 
1 = - -_ 

d l  vK-=qzq 
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und die lebendigc Kraft in cinem Ilaumelement ist: 

\ r e m  p wie früher die Dichte der I~iüssigkcit bedeutet. Die Xvtergie 
ist niso iîz jedem Elemevt der StrowzrLihre diesellie. Dnrch jedes h u m -  
element gehen drei Stromungen hindurch, deren Energien sich verhalten 
vie (A, - 1,) : (1, - A,) : (1, - 1,), so daB die Energie einer von ihnen 
(der dritten) gleich der Snmnie der Energien der beiden anderen ist. 

Die Energie benachbarter Stromrtihren ist dem Wert von (A, - A,) 
propurtiorial; riiari überzeugt sich leicht, da0 es &lit moglich ist, auf 
den Krümmungslinien beider Systeme eine solche Einteilung zu tïeffen, 
tlaB in ssmtlichen StromrBhïen ewischen zwei Potentialflikhen die 
gleiche Energie flieBt. Dagegen ist ebenso wie die Energie einer Strom- 
rohre auch die Encrgie der Gesamtstr6rnung zwischen zwei I'otential- 
fiachen der Potentialdifferenz proportional. 

Wenn eine Schar von Urcllflacl~en mit gemeiîzsamcr Acksc ein System 
von Potentialfliichen bildet, so lassen sich die Stromlinien zu zwei 
E'lichenfamilien ziisammenfiissen, wolche mit den Drchfliichen cin drei- 
faches Orthogonalsystem bilden. Die Stromlinien sind ebene Kurven; 
iln-e Ebenen hilden das eine E'l~cliensystem; das andere wird von den 
IIrehKiclrien gebildet, die durch Drehung einer Stromlinie entstehen. 
Lum Unterschied von den konfoknlcn E'lachen 2. Grades ist es hier 
moglich, die Krümmungslinien, die Parallelkreise und Meridiane, so ein- 
zutcilen, daB allc einer Ausgangsfliiche an- 
liegenden Raumelemeiite gleichen Energie- 
inhalt haben. Da die Stromrohren sdhst  von 
den folgenden Potentialfliichen nach gleichem 
Energieinhalt unterteilt werden, und auBerdem 
ihren rechteckigen Querschnitt%eibehalten,wird 
der Baum in unendlich kleine rechteckige Ele- 
mente von gleichem Energieinhalt geteilt. 

Bezeichnet man (Fig. 2) den R,adiiis eines 
I'srallelkreises mit r ,  sein Bogenelement mit 
r d 8 ,  so bat m m  das Hogcmolement ds der 
Neridiane bis zuin niichsten Parallelkreis so I 

groW zu nehmen, da5 der Bechtecksinhalt r d 4 d s  für konstantes d 4  an 
jeder Stelle der Pliche dem Abstand d l  von der nachsten Potential-Bache 
proport,ional ist : 

r d a d s  = c -  d l .  
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w e i l  rb4 liings jeder Stromrohre von selbst konstant iat, so hat c iui 
d z 

ganzen Eaum deri gleichen Wert. 

Retrachtet man den Teil der Stromung zwischen zwei aufeinandi>r 
folgenden Meridianebenen, und die in einer solchen Ebene von den ble- 

Fig. S. 
ridiankurven nnd den Stromlinien g e  
bildete Einteilung, so el-hXt man ein 
Netz von Reühteükeu mit den Seiten 
ds und dl. Dabei ist: 

d l  d a  
-- d s = r - .  

Der Quotient der Rechteckseitnz ist 
der Entfernung ?;on dey Bl-elzuchse pro -  
portiolzal.') Bei Annaherung an die 
Drehuch~e nshert sich die durchstrihte 
Richtung dl des Rechtecks dern Wert 
Nuil, niit waühsender E~itfernung von 
der Achse dem Wert unendlich, wenn 
nicht die andere Seite unterjede Grenze 
sinkt. 

B e i s p i e l :  Die Drehfliichen 
z - l g r = F  

sind Poteutialflachen, die durch Ver- 
schiebung Engs der Drehachse zur 
Deckung kommen. Die Gr6Be der Ver- 

echiebung ist das Ma% der Potentialdifferenz zweier Fliichen. Die Distanz 

l'-- ' a  das Bogenelement der Meridiankurve ds = '+'P dr .  ist  d l  = --- 
i / i t -7 '  ' 

Die Einteilung der Meridiankurven ist auf siimtlichen Fl'ichen diesclbe; 
sie ist durch die Forderung: 

rS  
gegeberi. Die Str6mungslinien sind die Parabeln z f = k, wo k 

eine Konstante ist. Sie bringen, wenn man k um eincn geeigneten 
konstanten Betrag wachsen laBt, von selbst die verlangte Einteilung 
auf ailen Potentialflkhen hervor. 

1) Dieser Satz findet nich nowohl bei K a p l a n  und Brot lzko als auch bei 
v. M i s e s  und bildet die Grundlage für die konstruktive Aufsuchnng der Stromung+ 
bilder. 
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Um eine Potentialstr6mung allgemein nach Raumelementen von 
gleichem Energieinhalt zu unterteilen, genügt es nach dem früheren, 
eine von den PotentialKichen durch zwei geeignete Kurvensysteme u und 
u so einzuteilen, daB der Inhalt eines jeden Flichenelemcntes der Distanz 
von der benachbarten Potentialfliche proportional ist. 

Dabei ist d u  und d v  als konstant zu betrachten, also kann 

(10) 1/E-Tqm= c 
gesetzt werden. 

Transformiert man das Linienelement der Fliche, die zunlchst auf 
x urid y als Pararneterkurven beeogen sei, auf neue Koordinaten u und 
v ,  so kt :  

a sP=( l  + p 2 ) a x e +  2 p q d x d y  + ( i + p 2 ) r l y 2 = ~ a t c e  + 2 ~ a ~ a ~  + G ~ V ~  

Führt man u = u (xy) und w = v ( x y )  
au a zc a v a v d u = - d ~ + - d y ,  a x d ~ = ~ d x + ~ d y  a Y O .c fi Y 

ein, so ist 
au a u  

d s 2 =  [~(83' + 2 P Z a r + ~ ( ~ ) ~ d 2  

au au  au a~ a u  au a~ a v  
+ [ z z  a y  + ~'(25 ay + s, a v )  + oaX a y ]  d x d y  

dann ist die Diskriminante: 
au a~ a v  a u  = 

i + p s +  ( B G -  P ) ( -  a x  - a y  -- ax -) a y  . 
Gleichung (10) wird 

- au a v  a v  au 1 / - f y . 1 / 1 - ~ ( ~ - - -  o X a y  c i ~ a y  -), 
-- - 

oder wenn man in  M und i l  + p z +  qZ die ~ifferential~uotienten von 
rp cinführt: 

(11) 
a u  a s  a u  au c,,:+ ,p" c , , P  = C .  q, (- - -  - ) .  

Y a x  a y  as a y  

Wie man sieht, kann man  von den beiden Funktionen u(x, y) 
und v  (x, y) eine, etwa v (z, y) willkürlich annehmen; die andere ge- 
nügt dann einer linearen partiellen Differentialgleichung, deren allge- 
mcines Integral von einer wiilkürlichen Funktion abhangt. Die ziigeh6- 
rigen L a g r  a n g  eschen Gleichungen sind: 
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erhalt man ein erstes Integral v (x, y) = c l ;  berechnet man hieraus und 

aus rp (x, y, Z) = die GrfiBen y und z als Funktionen von x, so laBt sich 
d zc - als F'unktiou von x allein darstellen; durch Integration ergibt sich 
d x 

ein zweites Integral der L a g r a n g e s c h e n  Gleichungeri und soniit das 
allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung für u (x, y), deraz. 
Inteyration auf d k e  Weise mtf d i e  LGsung nlgebruischer Bufgnben t w l  

eine Quadl-atur zurüc7cgeführt ist. 

Ein  p a r  geometrisch eirifaclie FLlle verdienen hervorgehoben zu 
werden. Wahlt man als Kurven v die ,,Apidistanzkurven[' JI = const., 
die zugleich Kurvcn gleichcr Geschmindigkcit sind, so hahen siimtliclie 
einer Kurve v anliegenden Parallelogramme fileichen Inhalt,. Eine so 
gefundene Eintciliing licfert zwar cinc Teilung des K,c~iimcs nach llaum- 
elementen von gleichem Energieirihalt, aber die anderen Potentialflachen 
sind im allgemeinen nach anderen Gesetzen geteilt als die Ausgangs- 
fliiche, da den ~ ~ u i d i s t a n z k u r v e n  der Ausgangsflache irn allgemeinen 
nicht die Aquiclistanzkurven der anderen Potentialflachen entsprechen. 

aw . 
Das ist nur der Fall, wenn eine Funktion von M allein ist. a (P 

Also nur i n  solchen Systemen von Potentialfluclzen, zn denen die &pi- 
distanzkurven Kurven konstanter nzittlerer Kviiînmung sinri, entsprechen 
sich die Aquidi.~tanzXzcrtie.n. Das ist z. B. bei den Ilotationsflachen der 
Fall, und wic wir bald sehen werden, bei den Schraubenfliichen; auBer- 
dem natürlich bei den Fliichen konstanter mittlerer Krümmung, ins- 
besondere den Minimalflüchen. 

Nimmt man a18 Kurven v = çonst. eine Schar von geodütischpnrnllelen 
Linien in gleichem Abstand, so muB die L a n e  des Elementarparallelo- 
granims proportional der Distanz sein. Eine Aquidistanzkurve, welche 
die geodatisch parallelen Linien schneidet, bestimmt also die Lage von 
unendljch vielen Parallelogrammen gleicher Lange. Doch bildet e i n ~  
Schar von geodiitischen Parallelen zusarnmen mit  den ~~u id i s t anzkurven  
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nur danii eine Einteilung der F l k h e  Ton der gewünschten Art ,  Nenn 
zwei bcliebige Aquidistanzkurren auf siimtlichen geocliitisch parallelen 
Linien R6gen von gleicher Ilange niisschneidnn. I h s  ist z. B. auf den 
Rotations- und Schraubenfliichen der Fail, wenn die geodiitischen Par- 
allelen sn gewahlt werdeii, rlnB sie durch Itotation, bxw. Schraubung 
ineinander übergehen. 

Beispiei der Scliraubelzflaciien. Sucht man eine Stromung, die in- 
sorern Rotationssymrnetrie besitzt, als ihre Potentialfliichen durch Drehung 
nm einc feste Achse iueinander übergehen, so erhiilt man durch Trans- 
formation der Potentialgleichung in Zylinderkoordiriate die Differential- 

Iliese Qleichung KBt ein Tntegral von der Form 

z u ;  die dargestelllen Fliichen sirid Schraubenfliicheii, unter denen uriter 
anderen die Minimalschraubenflache enthaltenist. Die ~ ~ u i d i s t a n z k u r v e n  
sind Schraubenlinien gleicher Ganghohe, und zwar werden sie als Eurven 
konstanter mittlerer Krümmung durch die Stromlinien ineinander über- 
gcführt Nimmt man auf eincr Schraubenfliiche zu den Schraubenlinien 
noch ein beliebiges System von Kurven hinzu, die ihrerseits durch 
Srhraubung u m  gleiche Betriige sich miteinander vertauschen, so erhiilt 
man eine Einteilung der Flaclie, welche zu einer Teilung des Raumes 
nach Elementcn von gleirhem Energieinhalt führt. Hierzu braucht men 
nur die Bbstiinde der Schraubenlinien so zu wiihlen, daB die Inhalte 
der rivischen zwei beliebigen Trajektoricn gelcgcnen Parallelogramme 
proportional der Distanz sind. Den Trajektorien entsprechen durch Ab- 
bildung mittels der Stromlinien nuf den anderen Potentialfliichen wie- 
der I<urvensysteme, deren einzelne Kurven durch Schraubung ineinander 
übergehen, deren Gesamthcit aber aus dem Ausgaiigskurvensystem in1 
allgemeinen nicht durch Drehung hervorgeht. E s  gibt vielmehr nur ein 
einziges Kurvensystem, dern diese Eigerischaft zukomnit; es wird aut' 
den Potentialfliichen durch jene ool Rotationsflachen ausgeschnitten, auf 
derien sich die m%tromlinien anorclnen lassen, und kann ebenso wie 
die Stromlinien selbst durch Quadraturen erhalten werden. Auf d e r  
hIininiülsclirauber~flache fiilt es mit den Aquidistanzkurven zusarnmen, 
weshalb diese Flache von der folgenden Betrachtung auszuschlieBen ist. 
LiBt man eine beliebige Stromlinie sich u m  die A c h e  des Systeuis 
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von 8chraiibenflachen drehen, so ist sin in jeder Lage Stromlinie des 
Systems. Diese ml Stromlinien bedecken eine Drehungsflache, welche 
die siimtlichen Schraubenfliichen in kongruenten Kiirven schneidet; 
diese Kurven werden sowohl durch Drehung als auch durch die Strom- 
linien ineinander übergeführt. Ihre Richtung liiBt sich in jcdem Punkt 

einer Schraubenflache in folgender Weise bestimmen: Geht man von 
eiiiem Punkt einer Schraubenflache durch Drehung zur benachbarten 
Flache und lings einer Slromlinie zur Ausgangsfliche zurück, so 

definiert der so erhaltene Punkt zusammen mit dem Aus- 
D 

gangspunkt ein Linienelement der gesuchten Kurve. Ihre 
llichtung wird folglich auf der Tangentialebene der Schrauben- 
fiache durch jene Ebene ausgeschnitten, welche die Normale 

ache und die Tangente des Drehkreises um die 
Schraubenachse enthiilt. 

l m  Yunkt A (Fig. 4) einer Schraubenfliiche sci A Tl 
das Linienelenient der hindurchgehenden Schrauben- 
h i e ,  A C  das des zugehorigen Drehkreises, AD die 
Tangente der Meridiankurre. Die Fliichennormale 

B in A steht auf A B  und AD senkrecht. Weil auch 
A C  auf A D  senkrecht steht, ist die durch A C  und 

die Flichennormale bestimmte Ebene eine Lotebene von AD; sie schneidet 
also auch die Schraubenfliche in einerri Linienelenient, das auf der 
Meridiankurve senkrecht steht. 

Es gibt nlso auf jeder ~Schruubenflüche awei im ubiyemeinen lzicht su- 
sammenfailende Ewvensysteme, die durch die Stromlinien in kongruente 
Kurl;msysteme auf allm anderen Sclwauhenflüchen des Systems ÜbergefiiIb 
werden; dus &île wird von den Schraubenlinien, dus anclere von den Ortho- 
gonaltrajektorien der Meridia~zkurven gebildet. Bei cntsprechcndcr Wahl des 
Abstandes der Schraubenlinien einer Schraubenfliiche erhalt man eine 
Einteilung der Flache in Parallelogramme, doren Inhalt dem Abstand 
von der niichsten Potentialflïche proportional ist; die Stromlinien über- 
tragen diese Einteilung kongruent auf aile anderen Potentialflachen. Man 
erhalt so eine Einteilung der Stromung in gerade, schiefwiriklige Prismen 
von gleichem Inhalt an  lebendiger Kraft, die sowohl durch Drehuog urn 
die Schraubenachse als auch durch Verschiebung liings derselben mit sich 
selbst auf unendlich viele Weisen zur Deckung gebracht werden kann. 

Für die bisherigen Untersuchungen war die mittlere Krümmung 
der Potentialflachen von grundlegender Bedeutung, wihrend die Krürn- 
mung der Stromlinien niüht auftrat; es zeigt sich jedoch, da5 diese 
beiden Clr6Ben in enger Beziehung stehen, ahnlich wie bei der ebenen 
Potcntialstï6mung die Krümmung der Potential- und Stromkurven. 
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Die Richtung einer Stromlinie ist nach (1) durch: 

d x =x= 'P" 
d 1 m 

cl z und entsprechende Ausdriinko fiir %: und - gegeben. Durch noch- 
d z 

maliges Differentiieren ergiht sich: 

1 avz 'P. M A(-%) zG->/p- 
a9 1/% 

Also 

Die Schmiegungsebene einer Stromlinie ist durch 

gegeben, w e m  mit  5 ,  q ,  [ ihre laufendcn Koordinaten bezeiühnet werden. 
d x  d Z x  

Setzt man für =, US". ihre Wexte ein, so folgt, a e n n  un- 

wesentliche Paktoren untcrdriickt wcrden, als Gleichung der Schmie- 
gungsebene : 

31 - 5 9;., M, 

(13) 

Die Richtungskosinus ihrer Kormalen, also der Binormalen der Strom- 
h i e ,  sind den Deterrninanten der Matrix 
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proportional. Die Elementc der ersten Zeilt! dieser Matrix bestimmen 
die Normale der Potentialfliiche cp = const., die der zweiten Zeile die Xor- 

Tanurntr 

Pür die erstc Krümmung J 

male dcr E'lachc gleicher Geschmindig- 
keit Jf = const. 

Jlie Ic;cl~mie,q~~~z,~se/~ene einer Strom- 
linie steht i n  jedem Punkt auf der hiw 
durchphenden Pote~t ial f lacl~ zmd da 
Flaclze gleicher Geschwi~ldi,gkeit senk- 
r~clzt; ihre Biizorvmie ist Tangente der 
Schlzittlmie dieser Oeiden Fluchen, ulso 
der ~~uid i s tanzkurve .  

e r  Stromlinic ergibt sich: 

Die Hauptnormale einer Stromliriie berührt die Potentialfliiche in 
einer Richtung, welche uuf der ~ ~ u i d i s t a n z k i i r v e  senkrecht steht. Diese 
Richtung des Geschwindigkeitsgefdles auf der E'lache gleichen Ge- 
schwindigkritspotentials soll mit t,, &, t, bczeichnet werden. 

Dann gelten zur Bestimmung der 4 die drei Gleichungen: 

1 4 t, 

1 cpz 
Y!, 2z ', = 0 ,  

.Mx Mx q 
t l ~ ~ +  t2g?y-k ' 3 ~ 2 =  ' 1  

t ; + I q + t ; = l .  

Die erste dieser Gleichungen gestattct, die t, als lineare Kornbinationcn 
der Differentialquotienten von cp und M darzustellen: 

t, = arp, f F A !  usw., 
aus der xweiten und dritten lnssen sich dann die 'ilultiplikatoren a: und be- 

- <c,~~M,g>, + M,Jf t z - Y  - 
- 7 1/X ~ / M z M ~  - (2'1).I~rp,j~ 

nebst entsprechenden Ausdrückeri fur t ,  und t,. 
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Schreitet man in der so definierten Richtung um ein Linienelement 
d t  fort, so ist die Andermg,  die M dahei erleidet, durch folgenden 
Ausdruck bestinimt : 

Durch Einführung der ersten Krümmung der Stromlinien wird eine 
Vereinfachune: erzielt,. 

Ecrücksichtigt man, daB Jf = v2 ist, wo v die Stromiingsgeschwindig- 
keit bedeutet, so fol$ 

2lgz: 1 - - 
a t  e 

Schreitet m a n  a u f  eirzer Potentialflache in Richtung des Gescl~windigkei ts-  
gefalles fart, so iç t  d ie  logari thmiscl~e A n d e r m g  der Geschwindigkeit  gleich 
dem Produkt n u s  der Fortschreitung und der ersten Krz immung  der durch 
den Ausgav~gspunkt  gehenden Stromlinie. 

Sind die Potentialfliicheil Zylinderflichen, so werden die hquidistanz- 
kurven von den Mantellinien gebildet, wihrend die Gefsllslinien mit  
den ebenen Potentialkurven selbst zusammenfaiien, deren Ebenen auf 
den Mantellinien senkrecht steheii. Der Satz gilt also ohne weiteres 
auch für die ebene StrGmung. - Wenn die Potmtialf lkhen Umdrehungs- 
flichen mit gleicher Achse sind, so sind die Yarallelkreise ~ c p i d i s t a n z -  
kurven, die Neridiane Gefallslinien. Der Satz gilt also für das in einer 
Meridianebene von den Meridianen und Stromlinien gebildete Ortho- 
gonalsystem nnd ist für  diesen speziellen Fall bercits van R a u ~ r s f e l d ~ )  
aufgestellt worden. 

Stellt man die Gleichiing 

oder 

mit Gleichung (13) zusammen: 

1) Wis auch an anderen Stellen, ist  hier die Unbestimmtheit des Vorzeichens 
storend. 

2) B a n e r s f  e l d ,  Zeitechrift des Vereius dentscher Ingenieure. Bd. 56 (1912). 
S. 2046. Dort findet .der Satz zur Konstruktion des Stromurigsbildes in Francis- 
Turbinen Verwendung. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



380 Dy~iam. u. geom. Eigenschaften d. riuml. Potentialstrihnung. Von M. LAOALLY. 

so ergiht sich eine Reziprozitat zwischen den Stromlinien und Gefiils- 
linien einerseits, der mittleren Krümmiing der Potentialflachen und der 
ereten Iirümmung der Stromlinien anderseits. 

Durch Differentiieren der beiden Gleichungen nach t und Z findet man: 

Schreitet man ton einem Punkt aus auf einer Gefallsiinie einer Po- 
tentialflaclze und auf eiiw ~Ytromlinie um gleiche Wegdifcrcnaera (dt = d l )  
fort, so a~zdert skh die nzittiere Erümmung der Yotewtialflaclte und die 
erste Krüwzmung der Slromiinie ecm gleiche Betrage. 

Wenn die Potentialflachen Zylinderfliichen sind, geht die mittlere 
Krümmung in die Krümmung der Potentialkurven der ebeiien Stromung 
über. Bezeichnet man mit gl und g, die Krümrnurigsradien, mit s, und s, 
die Bogenliinge zweier Kurvenscharen, die die Ebene in unendlich kleine 
Quadrate teilen, so fol@ aus (16) ein bekannter speaiellcr Satz: 

1 " 1  a -  0- 

(16'1 O = -Qz , ') 
as, as, 

Dezeichnet man mit  e den Winkel, unter dem eine PotentialKiche 
von einer Fliche gleicher Geschwindigkeit geschnitten wird, so ist: 

=,.,vz -- cos & = - - 2 H M  

also 

(17) cotg E = - He p .  

Die Kotangente des Winliels einer Hache gleicher Geschwindigkit mit 
einer Pote~~tialflüche ist gleich dem Produkt aus der mittleren Krümmung 
der Potentialflache und der erstelz K~ümmz~ng der Stromlinie. Für  ebene 
Stromungen ergibt sich in der Bezeichnung von (16'): 

(17') - 5  =tg  E .  
P a  

W ~ P  insbesondere aus dem durch (16) dargeütellten Satz ersichtlich 
k t ,  lu/% sich eine vartnzliche Potentialsfromung in der Dmgehung eines 
belzelrqen Punktes durch eme ebene Potex2~ulstrünzulzgg in  erster ,Vi?wuny 
ersetzm, deren Ebene auf der durch den Punkt gehenden ~~uidzs ta f ixkurve  
se~zkrecht stel~t, urzd derer~ ,c&ndrml~e Poteritiulfl~hen dze gegebenen Pu- 
tentialflùchen ilz der Umgebuq des Punktes iangs der Gefallslinien beruhrelz. 

l j  Ein direkter Beweis dieses Satzes findet sich z. R. bei R. v. Lilienthal, 
Vorlesungen über Differentialgeometrie. 1. Bd. Leipzig 1908,, S. 167. Die positive 
Richtuiig der Rogen s, id da'uei umgekehrt. 
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Znr Dynamik ebener Flüssigkeitsbewegungen. 

Von 1- M. JAEGER in ~indenberg.') 

Uag Fundarnent jeder Dynamik von Flüssigkeitsbewegungen ist die 
sogenannte Bernou l l i sche  Gleichung, die ein Integral der Eu le r schen  
hydrodynamischcn Bewegilngsgleichungen dars t~i l t .  Hczeichnet p den 
Druck, (g das Geschwindigkeitspotential, q die Geschwindigkeit der Fliissig- 
keitshewegiing, g die Oichte der  liliissigkeit, 32 das Potential ZuBerer 
auf die Flüssigkeit ausgeübter Krafte, so lautet diese Gleichung 

a + -2- ;yZ- ,, $2 - J'bpP + F (t) 

oder, wenn mir g als konstant voraussetzen und p als die Unbekannte 
auffassen : 

(2) 

Der Druck besteht also au3 drei Bestandteilen, deren einer a- nur von a t 
Veririderung des Bewegungszustandes, dessen zweiter unabhiingig vom 
ersten von der ortlichen Geschwindigkeit abhangt. Das Integral des dritten, 
erstreckt über die Oberfliiche eines eingetauchten Korpers, steiit den 
archimedischen Auftrieb dar. Das ~ n t e r k s e  der ~ ~ d r o d p a r n i k e r  hat  
sich bisher fast ausschlieBliüh dern zweiten Teile zugewendot; wir woilen 
ihn als den Geschzuindiykeitsdruck bezeichnen, zum Unterschied vom 
ersten, den wir b r ~ p l s d r u c k  nennen woilen, wahrend der dritte Bestarid- 
teil der archimediscl~e Druck heiBen sou. Der Name des ersten Bestand- 
teiles als ,,Impulsdruck", dessen Errnittelung f ü r  beliebige Profile be- 
wegter Korper bei zweidimensionaler Stromung die folgende Untersuchung 
gilt, sol1 folgeriderruaBen gerechtfertigt werden: nT i r  deriken an  eine 
Fliissigkeitsbewegung, die im Unendlichen in Ruhe ist, und nur  durch 
I)ewegung eines Korpers hervorgerufen wird, indeni die Flüssigkeit 
gezwungen ist, dem Korper auszuweichen. Es soil diese Bewegung des 
Korpers plotzlich mit der Geschwindigkeit c einsetzen; vermoge der In- 
kompressibilitiit der E'liissigkeit mird demgemiiB auch diese sich instantan 
in der durch die hydrodynamischen Grundgleichungen vorgeschriebenen 
Wcise in Bewegung setzen. Das Koordinatensystem, aiif (las die ab- 
- - - - - - -- 

1) Der Verfasser hat a h  Obermatrose im freiwilligen Marine-Fliegerkorps bei 
einem ihrlandfliig ain 17.  Februar 1915 ,  seinem 31. Geburt~tag, dnrch Absturz 
den Tod für sein Vaterland erlitten. Die Sçhriftleitung. 
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soluten Bewepngen bezogen werden, ist irn Korper fest gedacht. Denken 
wir uns die Definitionsgleichungen des Geschwindigkeitspotentiales 

durch c dividiert, so ist erskhtlich, da6 die raumliche Koristante c ails 
dem Geschwindigkeitspotential der betrachteten Stromung als Faktor 
abgespaltet werden kann. 

(3) rp = C F o .  

Hier ist cp, nur noch von1 Ort, nicht von der Zeit abhingig, weil unser 
Koordinatensystem mit dem Korper fortschreitet. So ergibt sich der 
impulsive Bestandteil des T h c k e s  pi diirch Difierentiation 

und der impulsive Druck, der die betreffende Bewegung der Flüssig- 
keit erzeiigt, ifit 

l + B t  

( 5 )  ,/pidi = P ~FO" Q T; 

ë ist die in der Zeit 6 t  erreichte Geschwindigkeit der Korperbewegung. 
Das Bild einer ebenen Flüssigkeitsbewegung kann als die Abbil- 

dung einer Ebene 
x = r p + i $ J  

auf die Ebene 
~ = x + i y  

durch eine E'unktioii 
x = f ( 2 )  

aufgefaBt werden. Hierbei konnen beide Ebenen inehrbkttrige oder un- 
endlich vielblattrige Ii i em annsche Flachen sein. Die Gesçliwindigkeit 
der Stromung wird durch den Vektor 

gekennzeichnet. 
Die Resultierende (X, Y) der Geschwindigkeitsdrucke ergibt sich 

dannl) als das komplexe K,esidniim der Funktion wa und zwar als 

E s  liegt nahe anzunehmen, daB auch der Impulsdruck sich als ein vom 
Wege unabhsngiges lntegral der xy-Ebeno und also in komplexc'r Porin 
darstellen lasse. 

1) Vgl. H. H l a  s i u  s , Funktionentheoretischs Yethoden in der H~drod~namik ,  
diese Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 58 (19101, S. 93. 
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Der Volistindiglreit halber sei darauf liirigewiesen, daB das Ltesiduiim 

die Summe der Zirkulation und der imaginar genommenen Quellener- 
giebigkeit darstellt, in uxiserem einfachsten Fa11 der zirkulationsloseri 
Umstromung eines Hindernisses also nul1 ist. 

Da der Druck physikalisch nur eirle einwertige Funktion des Ortes 
sein kann, ist klai, daB wir uns auf den Fall eines einwertigen Ge- 
schwindigkeitspotentiales beschranken müsseii, so wie w i r  auch eine 
Zirkulationsbewegung in der vdl ig  reibungalosen Flüssigkeit durçh keine 
Rewegung des Ktirpers herrorbringen ktinnen, sondern dazu weitere 
Krifte braucheu, die sich über einen solchen Querschnitt der Flüssig- 
keit erstrecken, der den Raiim zu einem einfach zusammenhangenden 
macht. Diese Beschrankung ist aber in Wahrheit der Allgemeinheit 
unserer Resultate nicht hinderlich, denn die Krafte, die hei der Ab- 
losung von Wirbeln und infolge davon bei Einleitung der Zirkulations- 
bewcgung auftrctcn, wcrden sich zu den fiir einwertiges Geschwindig- 
keitspotential zu untersuchenden Impnlskriifteu ebenso unabhangig ad- 
dieren wie ein mehrwertiges Potential zu dem der zirkulationslosen 
Stromung. 

Es sei da8 Residuum 

Il  ist die Uicke der in Betracht gezogenen Schicht der cbenen Bewegung. 

Wir wahlen als Integrationsweg die Oberflache des Hindernisses 
und haben 

also 

5 und rj sirzd die Komnporneden des ~ ~ r n ~ ~ u l s i v m  Druckes: Die ebene Be- 
wegung einer Flüssigkeit sol1 nur von der Bewegung eines in ihr be- 
hdlichen zylindrischen Ktirpers herrühren und demgemaB die Flüssig- 
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Nit Rücksicht auf die Wahl  unseres Koordinatensystems ist iiun 

In bekannter Weise ist d a m  

l" = cos (nx) 
d n 

(1'7) $9 on = cos ( ~ y )  

a %  = z cos(lay) - y c m ( n r ) ;  a rb 
so wird 

# A  -J&Y 1) =Jquxdx - b u y d l  

Elieraus fol$ unter Rücksicht auf G1. (15) 

(13) 

Iihl= U U + B V  + ~ q .  

Eine Drehung des Koordinatensysteuis um den Winkel a 

B -Jvoaz 3; - " [v8mix -JTnYay. 

(22) 
2 C 

t g2a  = -- A - B  
Zeitseùrdr P Ysthemntik u. Physik. 661. Band. 1915. LIeft 4. 2 5  

. c = ryO d y  =Jy,dr 

Wir wollen, da, uns hier nur  der EinfluB der Flüssigkeit auf die Be- 
wegung des Korpcrs interessiert, uns diesen als massetilos vorstellen. 
Die Flü~sigkei tsbewe~ung sei in der kurzen Zeit t, - t, aus der Ruhe 
entstanden, infolge der aiif den K6rper ausgeübten gro8en Kraften X, Y 
Yom Moment M. Wir verstehen unter dem Impuls der Bewegung 
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führt die Gleichung über in die P'orm 

f AtU<'+ nt4 

(23) 

1 
A'= E 'u ' f  D'v'+ Mg, l @l.  

so daB bei q = 0 5' mit (6' und q'  mit v'  verschwindet. 
Offenkuildig stellt die Transforination (-2) den Übergang auf die 

Hauptachsen der Ellipse 

(24) A x 2  + b'y2 + 2 C z y  + 2g ( D x  + E y )  = const. 

(Gl. 15) dar. Denkt man sich von dem willkiirlich im Korper ange- 
nommenen Bezugspunkt aus die Geschwindigkeitsvektoren (zc, v) abge- 
tragen, welche mit je einer vorgegebenen Eiiergiemenge dcm Korper erteilt 
werden konnen, so erfüllen deren Endpunkte je eirie Ellipse der Schar (24). 

Ilwe Hauptachsen sim? durch die F m r n  der Gl. (23) clmraliterisiert, 
dab nanzlich, u-enii von einer Drektiing abgesehen wird (g = O), der 
Anpuls in der Be weg ~ingsricll tung liegt . Für alle antleren Rie11 t'ungen 
zoeicllt der zu ylebende Inymls von der Richlung dm gewollle~~ Bweguîzg ab. 
?Tir nennen diese Achsen die hydrodyna~nischen Achsen des Korpers. 

Diese Achsen sind die bekannteil Kichtungen, in  denen ein stabiles 
oder labiles Gleichgewicht einer Translationsbewegung besteht. 

Es lie@ nahhe, die vorstchenden Iliitersuchungen auf die Bewegung 
eines Fliigels anzuivenden, die Lage der hydrodynamischen Achsen auf- 
zusuchen und die GriiBe und Richtung der Kriifte zu bostimmen, welchc 
bei plotzlichen Bewegungssnderungen auftreten. Die G1. (21) zeigen, daB 
hierzu die Kenntnis der GrEBen A, B, C, LI und E notig ist. Würden wir 
die nach denselben Ansatzen durchzuführende Untersuchung von Schiffs- 
schwankungenl) hier erstreben, so hatten wir das Hauptinteresse auf R zu 
richten, welche Gr6Be im vorliegenden Zusammenhang bedeutungslos id. 

Die mit graphischen Methoden durchzuffihrende Konst,ruktion des 
Bildes der dem Korper a~isweichenden Parallelstromung gestattete), die 
in die Bewegungsrichtung failende Komponente, den eigentlichen Trag- 
heitszuwachs A bzw. B aus der  Figur zu entnehmen und zwar als einen 
den Korper umschlieBenden Fliicheninhalt. Derselbe ist in Fig. 1 und 2 
für  zwei zueinander senkrechte Stromungen für das behandelte Flügel- 
profil eingezeichnet. Ergebnisreicher is t  der Weg, die Integrationen 10 
und 11 nicht durch Planimetrieren, sondorn durch cin Kiiftepolygon 
-- - 

1) Vgl. Enzyklopkdie der math. Wissenschaften I V  22,  7a .  
2) Vgl. meine Dissertation: Graphische Integrationen in de r  Hydrodynamik, 

Gottingen 1909, S. 36 und 40. 
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auszuführen, indem man senkrecht zu jedem Oberflachenelement A, eine 
Kraft cpd, zeichnet und aile Kriifte zu einer Resultierenden vereinigt. 
Man erhalt so den Vektor G1. 8 

in der xy-Ebene. Das Geschwindigkeitspotential cp der Parallelstrtimunj 
hiingt nun mit demjenigen y' der Ausweichbewegu~ig der im Unendlichen 
ruhenden Flüssigkeit, welches auf ein ebenfalls iui Korper festes Koordi- 
na tensptem bezogenwerden soil (vgl. S. 3811, in folgerider Weise zusariimen: 

Die Differenz des ganzen F'lacheninhalts und des Ktirperprofiles mit der 
Flüssigkeit erfiillt ergibt den Tragheitszuwachs A bzw. B, wiihrend die 
volle Flaclie (eirischlieBlich des Korperprofiles) die Kraft miBt, welche 
bei Beschleunigung der StrGmung den Korper mitzureiBen, bei einer 
Abnahine ihn gegen den Strom zu treiben bestrebt ist. 

Mit dem lmpulsdruck 

sind A und C grapbisch ~ r m i t t e l t  als die Komponenten der Impuls- 
drucke in Richtung des Stromes und senkrecht zu ihm. Für eine gegen 

n 
die vorige um - gedrehte Stromrichtung haben wir 

2 

Aus einem solcheu zweiten Str6rriungsbild haberi wir also die Griipe Ç 

grzconnen und eine Kofitrolle des Wertes  C!. Weiter kann nun durch eiii 
Seilpolygon auch die Lage der Kraft gefundeii werden, welche auf den 
massenlosen Korper angewendet die gewünschte Bewegung hervorruft. 
Für die gezeichneten Strornungeil haben wir aus (21) 

sonzit auch die  Koeffizienten D und 15 [p-apl~isch erwittelt, und es kann 
für jede beliebige Strtimung nach G1. die Ilesultierende des Irnpuls- 
druckrs nach Gr6Be und Kichtung ~ingezeichnet werden. Besondere Be- 
achtuiig verdient hei einem E!iigelprofile die Lage der hydrodynainischeu 

Achsen, die nach G1. (28) tg 2u: = il:B ' einzuzeichnen Sind. 

Die Achse der kleinsten kinetischen Energie geht unter sanfter 
Neigung gegen die Flügelsehne abwarts, wie die Bewegung im Gleit- 
flug. Die .-~chsenrichtung des groBten Widerstandes gegen Bemegungs- 
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anderung ist nicht die beim Flügelschlag angewendete, vielmehr mi- 
steht bei der Nesultante aus dm nach umten gericlttetert Schiagbezue.qung 
mit der Pmwartsbewegung ein V o r t r i e b .  In der Tat sieht man auch 
die V6ge1, wenn sie gegen den Wind fliegen, vie1 mit den Flügeln 
schlagen, obwohl sie doch sicher keiner vermelirten Tragkïaît bedürfeii. 

Es ist aber nicht zu erwarten, daB die erhaltenen ltesultate durch- 
n-eg und ohne weiteres sich auf die Wirklichkeit werden anwenden lassen. 
Die verwendeten Methoden soilen auf das Studium der bei Flügelschlag- 
bewegungcn auftretenden Krafte hinführen. Zu einer weiteren Ausgo- 
staltung einer Theorie der Schlagbewegung ist es notwendig, die Vor- 
steiiung der Zirkulation un1 den P'liigel, dercn Fruchtbarkeit aus den 
Arbeiten vcn K u t t a  uud B l a s i u s  erhelit, zu den erhaltenen Resultaten 
hinzuzufügcn. Wir  haben uns also in G1. (15) noch ein Lusatzglied, 
welches die Energie der Zirkulation eiithàlt, hinzuzudenken. Es würde 
dieses Glied sodaiin ZusatzgroBen zu dem Impuls E r j  zur Folge haben. 
Die Betrachtung derselben ist aber hier unterblieben, weil die Lirhu- 
lation durch keine am Korper angreifende Kraft hervorgerufen werden 
k a m ,  sondern dazu die Reibuiig der Flüssigkeit in Betracht gezogen 
werden muB. Hierzu bietet die P r  a n d  tlsche Grenzschichtentheorie die 
JIoglichkeit und es ware in Fortsetzung des Ausgeführten notwendig, 
in der Art der von  Kiirmanschen Arbeiten zu untersuchen, welche 
KriRe die Wirbclabl6sung auf den E'lügcl nusübt. 

Ein Vergleich mit Esperimenten ist zurzeit noch nicht moglich. 
Wiihrend die alten Experimentatoren P o n c e l e t ,  Did ion ,  D u c h e m i n  
den in Rede stehenden Teil des Widerstandes bei Bewegungsiinderung 
berücksichtigt haben, hat man lange Zeit hernach nur noch an die 
stationare Bewegung gedacht. Bei O. L i l i e n t h a l  findet sich die Be- 
merkung, daB die bei Schlagbewegungen der Vogelflügel auftretenden 
lirafte den zwanzigfachen Betrag des normalen Widerstandes erreichen. 
Neuerdings ist Herr G. L i l i e n t h a l  mit Messungen in dieser Richtung 
beschàftigt. Auch anderwiirts wendet sich das Interesse der hier vor- 
gefülirten Aufgabe zu und zwar in dem MaBe, als einerseits der Wunsch 
besteht, die bei plotzlichen Bewegungsiinderungen der Flugapparate - 
auch beim Einfallen von Boen - auftretenden Beanspruchungen kennen 
zu lernen l) ; andererseits ist das Problem des Schwingenfl~igapparates 
in der gcgenwartigen Entwicklung der Fliigtechnik nicht vollig zii- 
rückgetreten. 

1) Erwahnt sei hier, daB die wissenschaftliche Gesellschaft für Flugtechnik 
bei i h e r  Tagung im Juli 1913 ein Preisausschreiben erlassen hat für einen im 
E"lugzeug mitzunehmenden Apparat, der diese Heanspruchungen registrieren 8011. 
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Risikoberechnnngen bei mehr als zwei Ereignissen 
ein und desselben Zeitranms. 

Von HANS KOEPPLER in Berlin. 

Zur Grundlage bei der Xerechiiiing des jahrlichen ltisikos der Todes- 
und El-1ebensfaUversicherungen wiihlten s t e i n  und H at tendorf  
das einfache Bernoul l ische Theorem. Daher liegt es nahe, zur Berech- 
nung des jahrlichen Risikos einer Versicherung, welche auf mehr als 
zwei sich zu eins ergiinzenden Wahrsüheinlichkeiten beruht, eine Unter- 
suchung anzustellen über das B e r n o u l l i  sche Theorein fü r  rnehr als 
zwei Ereigniszahlen. Dies führt zu dem Satze: 

Gibt es PZ Wahrscheinlichkeiten, deren Sumue  

P 1 + p , + - . . f p i + . ~ . + p n = 1  
ist, und betragt die Gesamtzalil der iiioglichen Valle s, so i d  die Walir- 
scheinliehkeit einer Abweichung I si von der wahrscheirilichsten An- 
eahl spi gegeben durcll den Xuàclruük 

Die Eritstehung clieses seiner Form nach allgemein bekannten Gesetdes 
erfordert, da0 nian bei beliebig gewihltem a, den übrigen Abmeichungen 
G ~ ,  . . ., B ~ _ ~ ,  G , , , ,  . . ., G~ aUe nur zulissigeil \Verte zu erteilen hat. 
Aus diesem Grunde darf man im vorliegenden Falle das Bernoullische 
Shcoiem nicht in dersclben Wcise anwendcn wie hoi den einfacheren 
Risikoberechnungen. Unser Augenmerk diesem Urnstande zuwendend, 
wollen wir uns zunlichst mit folgendem P r o b l ~ m  beschiiftigen: 

Das Eintreffen des Ereignisses El, dessen Wahrscheinlichkeit pl 
ist, bringt den Verliist D, das Eintreffen des Ereignisses E,, dessen 
Wahrscheinlichkeit p, ist, fiihrt den Gewinn G, herbei, wiihrend dau 
Eintreffen des Ereignisses E,, dessen Wahrscheinlichkeit p, ist, deil 
Gewinn G2 zur Folge hat. Zwischen den Wahrschejnlichkeiten pl, p,  
und p3 bestehe die Beziehung 

p, + p, + P, = 1. 

IIat nun ein Unternehmer s Risikovertriige auf das Eintreffen des Er- 
eignivves El ahgeschlossen, su besteht für ihn die Wahrsçheinlichkeit 
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daB er in S, E'allen den Schaden D zu verzeichnen hat, wahrend er 
mit der glcichen Wahrscheinlichkeit die Gewinne ç,G, und s,G, er- 
warten kann, demnach darf der Unternehmer den Verlust erwarten 

N(s l ,  ss) = siI) - s,G, - S, G, 
= s , n  - S, G, - (S - SI - .q2) G~ 
= sl(U + G,) - s,(G, - G,) - SC;, , 

welcher ein Gewinn ist, im Falle die Ungleichung besteht 

1st s, gleich der erwartungsrniiBigen Zahl von Schadenfiillen, xlso gleich 
spi, und ferner s, = spa gleich der zu erwarteiiden Zahl von Gewinn- 
fillen G, infolge des Eintritts des Kreignisses E,, so wird 

Uicse Differenz muB gleich null sein, sofern cs sich nin cineil einer 
sogenannten billigen Wette entsprechenden Vertrag haiidelt. In  diesem 
Falle wird niimlich aus 

Es findet also auch in einem verwickelteren Falle die Regel Be- 
stiitigung, daB die Gemirinerwartungen zweier Spieler gerechterweise 
einailder gleich sein müssen. Weiterhin laBt sich zeigen, daB die Ge- 
winnhoffnung des Unternehrners auch null ist, merin er eirie sehr groBe 
Zahl von gleichen Vertriigen abschlieBt. Man kann annehmen, daB bei 
s Vertrigen s, = sp, + ri, Schadenfille B eintreten, wiihrend die Ge- 
vinne G ,  in s, - sp, + G, und die Gewinne G, in s, - sp, f 6, Fiillen 
zu ermnrten sind. Maüht inan über die Gr6Be der Abweichungen G, - 
und G~ irgendwelche Annahmen, so ist damit gleichzeitig auch 6, be- 
stimnit, weil wegen 

Die riiathernatische Erwartnrig cler Gebarung N(G,, G~), m-elche dio Form 

l5Bt sich hiernach durch den Ausdruck ~eranschaulichen 

H (61, a,! = P (61, 6 2 )  AT(% 1 6 2 )  , 
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392  Risikoberechnungen bei mehr als zwei Ereignissen ein n. desselben Zeitranma. 

in welchem N(G,,  6,) einen Gewinn bedeiitet, wenn die Ungleichung 
besteht 

f l l ( D +  GA <fl,(G, - G,), 

und  einen Verlust, falls die Vngleichung stat that  

Die Wahrscheinlichkeit P(G,, G,) wird aus der Wahrscheinlichkeit 
P (s,, s,, s,) auf folgende Weise gefiinden: 

- -  

Subutitilieren wir s, = sp, f B , ,  s, = sp2 + G , ,  s, = sp,  - 6, $ G , ,  

so  erhalten wir 

Wenden wir zuniichst die S t i r l i n  gsche Formel an, so bekommen 
wir, vorerst zur Abkürzulig G, + 6, = - 6, schreibend und beaclitend, da0 

3 

ist: 

~ h n l i c h  wie beim einfachen E e r n o u l l i s c h e n  Theorem haben wir 
dem Exponenten von e einen vereinfachten Wert  beiznlegen. Knt-  
wickeln wir die Logarithmen in Reihen, wiederum G~ = - (G, + a,) 
~ e t z r n d ,  AO ergibt uich 

3 
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Nun losen wir die Klammern auf und vernachlissigen einerseits 
alle Glieder, in welchen die Potenzen der Abweichungen den zweiten 
Grad übersteigen. Fernerhin unterdriicken wir auch die Glieder, welche 

1 
von der Ordnung sind, wenn angenommen wird, daB die entspre- 

l'"pi 
chenden Abweichungen G~ von der Ordnung is2,, sind. E s  ergibt sich 
alsdann f ü r  den Exponeriten der Xiberungswert 

= a, 6: + a, 6: + a, 6, G2. 

Darnach betrRgt also die Wahrsçheinlicbkeit der beiden vonein- 
ander unabhangigen Abweichungen 6, und G , :  

Setzen a i r  vorlaufig noch A, = K ,  so finden wir 
2 x s  l'pi P,P, 

Da s, und s, alle Wertc von O bis s annehmen konnen, also 6, 

variierbar ist von 6, = - sp, bis 6, = . ~ ( l  - p l )  und G~ von (i2 = - sp, 
bis G~ = s ( l  -P,), so helauft sich die mit einern Geschifte von s 
gleichartigen Risikovertriigen verbundene Verlust- oder Gewinnermar- 
tung auf 

Für  diese k h n e n  wir auch schreiben 

Machen wir die übliche Annahme, da0 bereits f ü r  unbetrichtliche 
Werte von 6, und G, die Wahrscheinlichkeit P(G,, 6,) sehr klein wird, 
so k6nnen wir die oberen Grenzen durch $ ffi und die unteren Greiizen 
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394 Risikoberechnungen bei mehr sls zwei Ercignissen ein u. desselben Zeitraums. 

durch - cx, ersetzen. Beide Doppelintegrale lassen sich alsdann loiçht 
nach derselben Art  behandeln. Wi r  betrachten z. B. das Doppelintegral 

Um dasselbe auswerten zn konnen, çehen wir zunachst 6, als kon- 
stant an und erganzen die ICxponentcn des lntegranden des zweiten 
Integrah zu einem vollstiindigen Quadrat; wir erhalten danu 

m 

wobei a! durch die Gleichung 

2i/a, i /c(.=a, 

bestimmbar ist. Weiterhin finden wir, wenn wir (a, - a) 6, = z b ,  sowie 

fi fi, + i/i G,  = z setzen, 

m 

Da aberSe-" 'udu = 0, so ist sawohl = O, als auch U2 = O.  
- m 

Sohin folgt 
H - K ( B +  G , ) O - K ( G , - G , ) O - 0 .  

Die Erfahrung lehrt nun aber, daB sich Risikovertriige mangels 
einer hinreichend groBen Anzahl niemals im Einklange mit der mathe- 
matischen Erwartung abwickeln. E s  besteht daher die weitere Auf- 
gabe, die Wahrscheinlichkeit einer beliebig gewiihlten Abweichung 

zu beutimnien, wenn die voneinander unabhangigen Abwcichungen G, 

und 6, dem gemeinsamen MTahrscheinlichkeitsgesetze unterliegen: 

wobei die Konstanten a,, a,, a, abkürzende Bezeichnungen für die oben 
gefundenen Werte sind. 

Um auch die Vorkehrungen für eine spiiter zu besprechende Aof- 
gabe zu finden, mollen wir auf Grund des ermittelten Wahrschi~il ich- 
keitsgesetzes die Wahrscheinlichkeit eines Behlers 

8 = Cl 6, i C, G2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von  HAN^ KOEPPLEB. 395 

ableiten. Zu diesem Behuf eliminieren wii. G, mittels der Substitution 

aus dem Exponenten der Wahrscheinlichkeit und bekommen 

d a  
Da nmn für dfi, eu setzen hiitte & - ,  so ergibt sieh 

c2 
1 

P (6, 6,) = ~ - 
e- AL<P - A 2 < l 1 ~  - As 'i 

~~~VP,P,P,(* c,) 

Um aus diesem husdruck die Wahrscheinlichkeit einer beliebigen 
Abweichung d zu finden, erteilen wir der Abweichung G, alle nur m6g- 
lichen Werte, wiihrenddessen 8 als konstant ansehend. Es ist dies 
statthaft, weil zuvor 6, eljminicrk wurdc. Jnfolge der vorlaufigen Kon- 
stanz von 3 ist dann 6, gezwungen, stiindig ausgleichende Werte an- 
zunehmen, so daB die Gleichung 

wiihrend des ganeen Integrationsprozesses befriedigt wird. Zur Durch- 
führung der Iiitegration setzen wir 

es ergibt sich sodarin dm Gleichungssystem 

Bl + = A , ,  Q =  A, ,  2B2B3 = A , ,  

aus welchern wir erhalten: 

Setecn mir abkürzend 

so haben mir an Stelle des früher zu benutzenden d ~ ,  zu setzen 
5 Für  die Wahscheinlichkeit einer Abweichung 8 ergibt sich somit la' 4AlA,-A,y2 m 

1 
- -  - 

P (6) = -e  4 -4 

'2 n i i G , p , ? i ~  p x v ,  
- 9 
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396 Risikoberechnungen bei mehr alil zwei Ereignissen ein u. desselben Zeitraums. 

Führen mir nun noch für a,, a,, a, die Werte ein, so ergibt sich 

Beilaufig sei bemerkt, da13 die Beziehung (u) noch durch eine - 

andere Berechnung gewonnen werden kann. Das Integral 
m m 

hat  namlich den Wert  

(Vergleiche auch D i e n g e r  , Die La  placesche Methode der Aus- 
gleichung von Beobuchtungsfehlern bei zahlreichen Beobachtungen, 
Wien 1875). Die Wahrscheirilichkeit zweier Gr6Ben 6, und a,, welche 
mit einer dritten G ,  der Bedingung 

6, + 6, + a, = O 

unterworfen sind, ist folglich (nnch der Iiegel von B a y e s )  darstellbar 
durch den Ausdruck 

welcher unter dem Namen ,,Fehlergesetz in der EbenelL bekannt ist. 
(Siehe beispielüweisi: 77Ausgleiçhuiigsreühnung" von Prof. U a u s c h i n g e r  
im ersten Bande der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, 
Seite 796; fernor C h .  M. S c h o l s  ,,Over de Theorie der Foute11 in de 
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Von HASE KOEPPLER. 397 

Ruimte en in het platte vlak", sowie ,,~ahrscheinlichkeitsrechnun~" von 
Prof. H s c k ,  Seite 100.) 

kommen somit zu den uoch der Verallgemeinerung fahigen 
Ergebnissen: 

Besteht für zwei voneinander unabhangige GroBen G, und G, das 
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsgefietz 

90 unterliegt die Funktion 
6 - cl G, + c, G~ 

dew W&rscheinlichkeitsgesetze 

(8) P(6) = 2- e-?Jz 

l/sc ' 
in welchem die Prazision nach der Formel zu berechnen ist 

Für die Wahrscheinlichkeit der Abweichung 

6 - N(G,,  G ~ )  = dl(D + Ge) - G,(G, - G,) 
finden wir darnacli das Gesetz (A) mit der Priizision 

'i = 1 : ~2s&(i-p1j(DtG,)"f i2(i - p2)  ( G ~  - GP)' + 2p1p2 (D  + G2) ( G ~  -G~)] .  
Die Wahrscheinlichkeit, da8 der zu erwartende Verlust N(B,, 6,) zwischen 
die Grenxen O und R faut,  bettr5gt also 

Setzen wir ICrj = y, so fol@ für R die Formel 
- -- - - - - - - - - - -- - 

(Ii a= IJ 1 / - s [ ~ ~ ( l ~ p , ) ( ~  + G,)'+p,  (1-p,)(G,- G , ) 2 + 2 1 ) 1 ~ 3 ( n  + ~ 2 ) ( G , - 1 ~ 9 ) 1  
A 7  

= I J T L s g ,  
welche wir als Risiko bezeichnen wollen. 

E s  gibt nun noch andere Arten von Bisikovertriigen. Eine Gat- 
tung, welche gr5Bere Bedeutung hat,  ist von der Beschaffenheit, daB 

mit deni Eintritte des Ereignisses E, der Schaden D,, 
17 Y? ?? J7 17 Es 2, I l  D 2  7 

77 97 ,) 79 ?' 
E, fl Gewinn G 

verbunden ist 
Hat nuii ein Untemehnier miedcrum s gleicl~artige Vertrage abge- 

schlossen, so besteht fiir ihn die Wahrscheinliclikeit P (s,, s,, s,), den Verlust 

NJ~,,s,) =S,D, + ~ , D , - S ~ G = S ~ D ~  + s p a ,  -(s-s,  - SJG 

= s1 (Dl + (*) + $2 (Dg + G) - s G 
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398 Risikoberechnungen bei mehr ah  zwei Ereignissen ein u. desselben Zeitraurns. 

zn erleiden. Derselbe steiit aber einen Gewinn dar, sofern die Un- 
gleichung statthat 

s1(D, + G) + s,(D, + G) < sG. 

In  der Voraussetzuug, da0 auch diese VertraparL der Spielregel ge- 
niigt, daB also ist 

~1711 +~2n2 = P a G ,  
finden wir 

Setzen wir in ~ b e r e i n s t i m m u n ~  mit  den vorangehenden Betrachtungen 
s, = sp, + 6, und s2 = sp, + G , ,  so folgt 

GemiiB den bereits angesteiiten Bereclinungen besteht alsdarin die Wahr- 
scheinlichkeit -, 

daB der Verlust 1y(6,, 6,) innerhalb der Grenzen O und R liegt. Das 
Bisiko dicser Vertragsart ha t  also die Form 

- Y -- 

"Il 

(II) = y ~ ~ s [ ~ , ( ~ - ~ , ) ( ~ ~ + G ) ' + p ~ ( ~ - p ~ ) ( ~ , + ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ , i ~ , + C - ) ~ ~ , t ~ ~ ~  

R = y ~ B S ~ : .  
Nach der Wahl  der Brenze y der Wahrscheinlichkeit 

k h n e n  wir auch bei den hier betrachteten Vertragen das Risiko in 
Analogie zur Fehlertheorie verschieden benennen. 

1 
Für  y = - - 0,70711 heiBe das Risiko mittleres, 

fi 
1 ,, y=- -=O ,56419 ,, ,, J durchschnittliches 

v z  

7 1  Y = 0,47694 , ,, ,, wahrscheinliches, 
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Um die so benannten Risikoarten zu erhalten, hat Inan also die ab- 
soluten liisikobetriige I/$ oder 1 / ç j j  mit den Koeffizienten 

y 1 / 2  = 1 (mittl. R.j 
2 

y V / a  = )/ = 0,79788 
s 

(durchschn. R.) 

y - 0,47694 1/S = 0,67449 (wahrsch. R.) 
1 

y i 2  = - - z  = 0,39894 (mathem. R.) 
l/2 z% 

zu multiplizieren. 
Die Wahrsclieinlichkeiten, die den hier angeführten Werten von y 

eiltsprechen, haben der Reihe nach die Gr6Be 
0,68467; 0,37305; 0,5; 0,31005. 

Von den verschiedenen Risikoarten ermeckt das an letzter Stelle geliannte 
Risiko unser be~onderes Inteiesse. Dustellbar durch das lntegral 

m 

F" e-,'?D 

E =  J Y ;  U ~ U ,  

O 

darf es wohl in Anlehnung an die Definitionen von J. B r o d é n  (Be- 
merkuiigen über Mengenlehre und Wahrscheinlichkeitstheorie, Malmo 
1901) nueh als der wahrscheinlichsto Wert des Risikos bezeichnet 
werden. Ein Verdienst H a t  t end or f s  ist es, die vorstehende Formel, 
welche mir auch bei Wi t t s  t e in  (Das mathemntischc Itisiko der Ver- 
sicherungsgesellschaften) finden, durch Ausfühïung einer n-fachen Inte- 
gration dargcstcllt eu haben. P'iir die hier betrnchtct,en Vertragsarten 
ist die Herleitung eine weit schwierigere. Betrachten wir die erste 
derselben, so bcsteht die Aufgabe, di<: Integiation 

.fj= e-a, 0.l --a. ~ ( i l < i 2 ( " ~ l  - ~ ~ 6 , ) d ~ , d ~ ~  

derart vorzunehinen, daB den Ungleicliungen 

Cr0 2 - V, 6, - C, Go ) 0 
stindig geniigt wird. Znr Ausführiing der L6sung setzcn wir zunachst 

C,G,- %ci, = 4 [l/G%+ v'+,1 - 1, [ i G % + i G ~ , l ,  

wobei a, und a, zwei Koeffizienten darstellen, deren Bedeutung aus 
den folgenden Vornahmen hervorgeht. Zur Bestiminung der unbekannt 
angenommenen Koeffizienten 1, und 1, dient das Gleichungssystem 

LI v<- L2 fi = Cl 

nJ<- n , i & = - c , ,  

ails welchem man erhalt 
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Wir finden nun für das Risiko die Integraldifferenz 

welche wir umgestalten in 

Aue dieser Umformung ist ersichtlich, daB die Koeffizienten a, und a, 
durch die Gleichungen 

4 = 2 va,, a, = 2 f i e<  
bestimmt siild. Das Vorzeichen des zweiten Doppelintegrals wurde in 
das entgegengeset'zte verwandelt, weil bei diesen1 zunkhst  nach der 
zweiten Variübelen integriert wird. Dabei erhalt aber die erste Varia- 
bele das entgegengesetzte Vorzeichen, und die Gleichung 

würde sonst nicht mehr befriedigt werden. Die Doppelintegrale Dl 
und U, sind von gleicher Beschaffenheit, so daB es geniigt, eins zu betrach- 

ten. Da bei der Innenintepation von O', die Variabele cl1 von - G ~  
Cl 

bis cc zu vaiiieren ist, so hat man die fuiiktionale Variabele V a l  ~ T + ~ L X ~ ~ ~  

von (5- + 1/<) i bis cc ru integrieran. Es ergibt sieh hiemuoh 
c, 
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Durch entsprechende Berechnungen findet man 

Siibstituiert man nun die Werte in 

E = K(I., Ul + A, U,), 
so findet man 

worin zu setzen ist 

d G c , ( c , V G + c , f i )  +VKc,(sl/<+ c , C )  = aa,c,% + a,c% + a,c,c, 

und 
1 2  ( v a ,  a, - V K )  1/0,< = a, a, - , a,. 

Mithin bekommt man 

Es war aber 
V'4a u - U Z  K =  I L -  

2 %  ' 
daher kommt 

Durch eine analoge Entersuchmg gelangt nian z i ~  dem mathematischen 
Risiko dei  zweiten Vertragsart. Dasselbe mird durch die Formel 

zum Ausdrucke gebracht. 

Vicl einfacher ist die Darsteilung des sogenannten mittleren Ris iko~,  
welches in Analogie zum mittleren Behler durch das Integral 

ver:~nschauliüht wiril. F ü r  die erste Vertragsart setze man 

l - - l - - a 3 ,  , y,,,,,, &72 = 

2% . ( 1 1  2 2  

- m  - m  

Zeitichrift f. nlsthematik u. Physik 63. Band. 1016. Heft 4. 2 6 
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Niin findct man bei H a c k  (S. 101) die lntegrale 

deren hnwendung auf die Formel führt 

Für die zwcitc Vertragsart ergibt sich durch eine entsprechende Be- 
rechnung -- - - 

2 (a ci + a, c: - a3 cl cz) . 
- 2 - 

4 a, ri,  - a4 

ilas irn Vorangehenden für  eine Gruppe gleichartiger Vertrage 
Resprochene behiilt auch Gültigkeit, wenn ein Unternehmer ~ n .  ver- 
schiedene Gruppen von gleichartigen Vertriigen unterhalt. Die als sehr 
groB zu behandelnden Anzahlen der Vertrage, welche die einzelnen 
Gruppcn bildeil, seien dcr Reihe nach 

(os, wS > m .  1 ( " - l ) S  (771)~. 

Bezeichnet alsdann x eine Zahl aus der Reihe der natürlichen Zahlen 
von 1 bis m )  su gelte die Festsetxung, daB in der x-ten Gruppe fur 
jeden der cx)s Vertrage 

mit der Wahrscheirilichkeit ( x : p ,  der Verlust ("ID, bzw. der Verlust ("'Dl, 
J> YI > )  (X)172 ,, Gewinn (x)G, ,, ,, ,, ( / j B 2 ,  

WP 
i7 91 17 3 >, 7, @ ) G 2  , ,, Gewinn ")G 

Erteilen wir nun x alle Werte von 1 bis m,  so erhalten wir für den 
gesamten Verlust oder Gewinn den Hetrag 

X = RI X = 7,' 

= (")N(G,, 6,) =z [ x ) ( $  - 
x = 1  x = l  
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Die Wahrscheinlichkeit dieser Abweichung betragt bekanntlich 

mobei gemLB unseren Untersuchungen zu setzen ist entweder 

und die GriiBen (x)g2 und (")Q: (lie Bedcutung haben, die ihnen nach 
den Bormeln (1) und (II) zukommen. 

Aus dem vorstehenden Wahrscheinlichkeitsprodukte findet man, 
wie beispielsweise auch Linde lof  (Über die Ermittelung der Genauig- 
keit der Beobachtungen bei der Analyse periodischer Erscheinungen 
und in  der Methode der kleinsten Quadrate, Helsingahrs 1901) gezeigt 
liat, die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes oder Gewinnes 

in dein bekannten Ausdrucke 

iri welcheru zu setzen ist 

Mit der Wahrscheinlichkeit 
v - H K  

kann man sonaçh erwarten, daB ein Gesamtgewirin oder Verlust bis xu 
K Mark eintritt. Dabei wird E bestimmt durch die Formel 

Wie wir sehen, ist E die GrGBe, die wir früher als Risiko bezeich- 
neten. Setzen wir daher 

so ergibt sich auch 

1) Die Gr6Ben K und R stellen die Risikobetrage desselben Versicherungs- 
bestaudes dari sie untersçheiclen sich aber voneinander infolge mgleicher Werte 

26 
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Da Risikoberechnungen nur zum Rückhalt gegen etwaige Leist,ungen 
vorzunehmen sind, welche die rechnungsm8Bigen Deckungsmittel über- 
steigen, so hat man sich eigentlich nur mit den einseitigen Wahr- 
scheinlichkeiten zu befassen. 

E s  betragt darnach die Wahrscheinlichkeit, daB ein Schaden hoch- 
stem die Sumnle K erreicht, 

T K  

Ferner hat die Wahrscheinlichkeit, daB der Schaden gr6Ber als die 
Summe K kt ,  den Wert 

Diese Wahrsclieirilichk-eit benutzte S c  h 6 n m i e s  e eur Berechnung der 
Risikorücklage. (Osterreichische Versicherungszeitung, XXIII. Jahrgacg 
Nr. 48). 

Rechnet man eher mit einem Gewinn beliebiger GroBe, gibt aber 
dcr Miiglichkeit Raum, daB ailenfalls ein Verlust bis mir Hijhe von K 
Mark eintreten kanu, so hat man die Wahrscheinlichkeit anzuwendeu 

mittelst derer Dr. P au1 E a  d t k e (Die Stabilitiit der Tlebensversicherungs- 
anstalten, S. 18) eine  ergl lei ch en de Statistik aufstellte. 

An diese wahrschcinlichkeitstheoretischen E:rliiiiterungen reihe sich 
noch der TIinweis, daB in Anlehnung an B i e n a  y m é  (S. May er-  Czu b er, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1879; ferner J. W. H u l t  man, 
Minsta Qvadratmetoden, Stockholm 1860) die Wahi.scheinlichkeit 

des Sicherheitskoeffizienten y. Setzt man hiernach K = v R,  so erhiilt man H Z =  7 .  r ,  

und sa iat y u  dae Argumout der Wahrscheinlichkeit einer Abweichung bis ziu 

GroOe des v-fachen flivikos R. Da ruan setzen kaun y .  u = y', so i a t  v bestirniiit 

durch den Quotienten Y - 
Y .  
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besteht, oder die g l e i c h ~ e r t i ~ e  
Y? 

daB beispielsweise in der x-ten Gruppe der Verlust den Betrag 

nicht iiberschreiten wertfe. 

Unsere Untersuchungen eigneii sich auBerordentlich zur Bemessung 
des jiihrlichen Misikos verwickelterer Versicherungsformen mit und 
ohne Rückgewiihr. Wir denken uns eine Versicherung, welche auf 
den ailjahrlich niiiglichen Eintritt des Ereigiiisses El abgeschlossen ist. 
Tritt das Ereignis El ein, dessen Wahrscheinlichkeit für einen x-Jiihrigen 
pz)  ist, so wird der Betrag Xz+, gezahlt. Tritt das Ereignis E, ein, 
dessen Wahrscheinlichkeit pz )  ist, so erlisüht die Versicherung, ohne 
daB eine Leistung erfolgt. Sofern keines der beiden Ereigiiisse eintritt, 
liege der >'dl der Beharrung vor, d. h. die Versicherung laufe weiter. 

Die einmalige Priiinie dieser Versicherung wird berechnet nach der 
Formel 

z=n-1 

Die zur Bemessung der jahrlichen Beitragszahlung notwendige Rente 
ergibt siçh auu der Formel 

so daB die jahrliche Prsmie dnrch den Quotienten 

dargesteilt wird. Die Reserve am Schlusse des (îc + l)t"n Versicheru~i~s- 
jahres betragt 

. J x + l  = % + X + l  - v Z a z + X + l ,  

wahrend die ihr entsprechende aufgezinste Risikopriirnie den Wert  hat 
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Diese der Risikohereclinung einer gr6Beren Anzahl gleichartiger 
Vert,riige eigentümliclie Gr6Be kann als das mittlere Ri~iiko der einzeliieii 

Versichermg bezeichnet werden. In Nr. 95 des 49. Jahrganges der 
deutschen Versicherungszeitunç (1908) habe ich sa für die einfache 
Invalidititsrente aufgeatellt, irideni ich das Quadrat dea jihrlichen Risikos 
als die G r S e  definierte, welche sich ergibt, w e m  die Gewinn- und Ver- 
lustbeti-iige der Gewinn- oder Vcrliistglcichiing 

P ! i X  { -  [Kz+y+l  - ( z Y + 1 +  ~zK+l)-! 1 + @ + . ( z Y + 1 +  T P x + 1 )  

+ P : g ~ x ~ . + l )  = 0 

quadriert werden. In  der erwiihnten Arbeit fand ich durcli Umformuiig 
aus der Bestimmuiigsgleichung 

so  ergibt sich durch einfache Umformungen 
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Diese Übereiristimmung zwischen der elementaren und der analytischen 
Methode wird durch die Untersuchungen des kommenden Abschnitts 
noch hestatigt Die dort vorgcnornmenen Entwickliingen aeigen deut- 
lich den Zusammenhang der als Risiko des einzelnen Vertrages be- 
zeichncten GrtiBe mit den1 analytischen Risiko. 

Zum Schlusse betrachten wir noch den Fall, daB von dem Eiil- 
tritte des Ereignisses El die Summe h'pid, von dem Eintritte des Er- 
eignisses E, aber die Summe ICyiz abhangig ist ( x  = 1, 2, 3, . . .). . 

Die einmalige Priimie dieser V~rs icherung InBt sieh durch die Formel 

veranschaulichen. Man kann dieselbe noch ausgestalten 
fiigung des Gliedes 

Auf Grund desselben hiitte der Versicherte bei Erreichung des Alters 
x + n Anspruch auf die Summe KJf n .  Weiterliin bestehen die 
Formeln 

, T i , + 1 =  %+,4 - V , a z + , + 1  
und 

(Y) (K(21 rZIT,+l = I ~ ~ ! + ~ ( K > J ~ + ~  - r v x + l )  z + x + l -  z'x+l). 

Mit Reachtung cler Gleichung 

xi ("1, G ~ )  = Gl (Dl + C) + G2 (D2 + G )  
eetzen a i r  

Dl = q7+l - m . + I  + r x f l ? ,  1) 

Di? = 22:x+l - (zK+l + QI,+ l ,  

G = r,n7+1 
und bekommen durch Einführung dieser Werte in  die Formel 

Die soeben vorgenoininenen Berechnungen sind jrdoch nur richtig, so- 
fern ist 

K%+1 > z o + 1 +  r,X+17 
&-pi 

z + x + ,  > z Y + 1 +  rzJTx+l. 
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408 Riaikoberechuungen bei mehr els zwei Erejguioseu ein u. desselben Zeitraums. 

In der Praxis kann haufig der Fa11 anftreten, da5 z a a r  ist 

dann haben wir es wiederum mit einem Risikovertrage der ersten 
Gattung zu tun. Behufs Berechnung des Risikos denken mir uns in 

die Werte eingesetzt 

finden wir alsdanri 

Wie diese verallgemoinerten Beispielc crkennen lasseil, ci_pen sich un- 
sere Pormeln recht gut zur Berechnung des jahrlichen Risikos von 
Versicheriingen auf den Iiivaliditiitsfall mit und ohne Kückgewahr beim 
Tode als Aktiver, zweitens von IIeiratsaussteuerversicherungen für 
Bliidchen mit und ohne Rückgemghr beim Tode vor der EheschlieBung, 
drittens, für besondere Arten der Junggesellenversicheruiig und schlieB- 
lich für temporiire und alternative TodesfaUversicherungen bei Ver- 
wendung von Stornotafeln. 

Z w e i t e r  Teil .  

Wahrend wir irn Vormgehenden des Risiko auf kombinatnrischer 
Grundlage darstqllten, also beispielsweise nach dem Vorgange von 
W i t t s t e i n  und H a t t c n d o r f  und in Anlehnung un die auf das Ber- 
noullische Theorem gestützten Betrachtungen iiber die mathematische 
Hoffiung in1 Lehrbucho von Meyer -Czuber ,  wollen wir nun in Kürze 
zeigen, da% wir dieselben Formeln und cntsprechende allgemeinere 
finden, wenn wir die Laplacesche Methode zur Anwendung bringen. 
Dieses Verfahren, welches ebenfalls in dem bereits erwiihiiten Ab- 
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schnitte des Meyer-Czuberschen Lehrbuches zur Besp-echung kommt, 
ist beispielsweiso auch von D i e n g e r  (vgl. Dr. Karl Wagner: Das Pro- 
blem m m  Risiko) und von K ü t t n e r  (Das Itisiko der Lebensversiche- 
rungs-Anstalten und Unterstützungskassen) angewendet worden. Zur 
Herleitung von Formen des Fehlergesetzes dient es N. Sab  u d s  k i  
(Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch Ton Ritter von E b e r h a r d )  und 
dem schwedischen Astronoinen C. V. L. C h a r l i e r  (Archiv fo r  mathe- 
matik, astronomie o. fysik, Bd. 2), wahrend N o r b e r t  H e r z  (Wahr- 
scheinlichkeits- und Ausgleichungorechriung) das Laplacesche Fehler- 
gesetz selbst in dieser Weise darstellt. In den soeben angeführten 
Werken von X e y e r - C z u b c r ,  S a b u d s k i  und N. H e r z  begegnet das 
Verfahren übrigens noch des ofteren bei der Behandlung anderer Auf- 
gabcn. Auch E. Cziiber (Wahrscheinlichkeitsrechnung, Lj 2 das Theo- 
rem von Poisson) und A. A. M a r k  off ( Wahrscheinlichlieitsrechnung, 
deutsch von H. L i e b m a n n  5 24, Ein ver&erneinerteb Würfelproblem) 
bedienen sich desselben. Von den alteren TVerken ist vor allem das 
Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Poisson zu nennen. 
Ein Verdienst von Poisson ist es, die Laplacesche Methode vervoil- 
kommnet und eine groBere Zahl von Anwendungen gegeben zu haben, 
die allerdings mehr oder weniger miteinander verwandt sind. Einer 
der ersten deutschen Mathematiker, welche mit den SchGpfungen des 
Laplace und Poisson erfolgreich arbeiteten, war Bessel. E r  erfand 
das nach ihm benannte Fehlergesetz, zu dessen Darstellung er eine 
besondcre Methodc des 1)islrontinuit~tsfaktors bcnutzte (Schumachers 
Astronomische Nachrichten, Bd. 15, Altona 1838). Eine modernisierte 
Herleitung dieses Diskontinuitiitsfaktors findet man in dem bereits ge- 
nannten Werke von Czuber  (Nr. 126, Gesetz, welchem eine lineare 
Funlition unabhiingiger Beobachtungsfehler folgt) und bei k'. H a  ck 
($ 24, Hilfssiitze über bestimmte Integrale). 

Ehe  wir uns jedoch der Besprechung des Risikos nach der La- 
placeschen oder franzosischen Methode zurvenden, erscheint es noch 
bemerkenswert,, daB wir bereits die Wahrseheinlichkeit P(B,, (3,) nach 
diesem Verfahren hatten ermitteln konneu. Wir  betrachten die er- 
zeugende Funktion 

X = ('ylcUi +p,ev' +p,)l 

und entwickeln dieselbe in eine Eeihe, welche nach Potenzen der Zahl 
e fortschreitet,. Das Ergebnis dieser Entwicklung sei 

2 P (s', e ( ~ '  u + d ' a '  i 

wo P (s', s") die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB das Ereignis El, 
dessen Wahrscheinlichkeit pl kt, s' mal, und das Ereignis E2, dessen 
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410 Riuikobereclinungen bei mehr ala zwei Ereigni~aen ein u. desselben Zeitraums. 

Wahrscheinlichkeit p, k t ,  s" mal eintritt. Um nun die Wahrscliein- 
lichkeit zii erhalten, daB rlas Ereignis FA s, nia1 und das Ereignis E2 
s, mal eintritt, bilden wir die Gleichung 

Integrieren wir diese sowohl nach zc als nach v zwischev - ïc und 
+ z, so ergiht sich 

n n .- . 

p , Ss) = /. Jx e- (.SI u + i u d v  
( 2 4  yn - f l  

als Ausdruck der gesuchten n'ahrscheiiiliclikeit. 
Für jede ganze Zahl a ist namlich 

2 .  
&-ami d o  = ficos am i i s inoo)  d o  = - sineïc = 0 ,  

- n - 7 1  

und andrerseits 
n n 

Jiw = 2n, sowie ,la , j â u ( ~ v  = ( 2 ~ ) ~ .  
- 1 -n - n  

Um für die Wahrscheinlichkeit P(s,, s,) einen gceigneten Niherungs- 
vïert zu erhalten, setzen wir 

X = ~ , ( 1 + . u i - ~ t ~ ~ - - . ) + r ) 2 ( 1  + ~ i - f v ~ - . . . ) - p J ~  

- [i + + p,v)i - (pluS + ppv2) - - *]I 

InX =sln[l  + (plu +p,v)i- ~ ( p , u V f p , v 2 )  + .  - . l  

so daB sich die Anniiherung ergibt 
X = 

Setzen wir für  X deu gefniiderien Wert in die Formel für  P(s,, -), 
so gelangen wir zu der N i h e r ~ n ~ s f o r r n e l  

I n  der Annahme, daB der Integrand bereits für  maBige Ttierte von lc  

und o sehr klein ist, erweitern wir die Integralgrenzen bis - <x, iind 
+m. Zuniichst .u als konstant anueherid, konnen wir das Doppel- 
integral in der Form schreiben 
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-CC 

BO ergibt ~ i c h  

~ - .  
"Pl % -  

V + P 1  (1 - Pl) - -- 
2 (1 -PA 

In diesem Ausdruck müssen wir zuvorderst setzen 

Weiterhin finden wir 

Pühren wir schlieBlich noch die Abkürzungen ein sp,  - s, = 6, und 

sp, - s, - G,, ao stellt 

die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen G ,  und G ,  dar. 

Nachderu uus diese Berechnung mit dem Wesen der Laplaceschen 
hlethode vertraut gemacht hat, treten wir an die unmittelbare Berech- - 
nung des Risikos herün. 
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412 Risikobe~echnungen bei mehr a h  zwei Ereignissen ein u. desselben Zeitraums. 

Für  die erste Gattung des Kisikovertrages, bei welcher für den 
Unternehnier aus jedeni Vertrage ein Verlust oder der eirie zweier ver- 
schiedenen Gewinne erwachsen kann, finden wir die Wahïscheinlich- 
keit eines Gesanitverlustes K nach der beliannten Formel 

wenn wir für die erzeugende Funlition der gesuchten Wahrscheinlich- 
keit setzen 

Alsdann erscheint auch anf der rechteri Seitc die Wahrscheinlichkeit 
P des Verlustes K, weil stets ist  

Diirch Ausführung der In tepa t ion  ergibt sich 

Hedeutet a eine ganze Zahl, so folgt wegen eZa l r i=  1 sogleich (2). 
Wenn jedoch a eine irrationale Zahl vorstellt, so werde zuvorderst ge 
setzt cl. = k . cl. Uabei bezeicline k eino ganze und a! eine irrationale 
Zahl. Durch diese Vorkehrung ergibt sich 

wodurch wiedernm die Formel (2) bestiitigt wird. 

Da stets ist  

plD -p!dG1 f pBG,, 

so erhalten wir nach der üblichcn Methodc für X den Niiherungswert 

mittels dessen die Wahrscheinlichkeit die Form annimmt 
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Durch Anwendung der bekannten Vomahnien ergibt sich hieraus die 
Wahrscheinlichkcit eines Gesamtverlnstes K in dem Ausdiuck 

Wir konnen nun die Wahrscheinlichkeit @(y) einer Abweichung 

Y * K = + H = + y f B s $  

sogleich bestimmen. 

In den beiden let'zten Formeln setzten wir p2 für den durch S p -  
metrie sich auszeichnenden Ausdruck 

plD"pp,GS + p 3 G ; .  

Indessen bleibt nocli zu zeigen, daB dieser identisch ist mit der Gr6Be 
des ersten Teiles. Aus der Bedingungsgleichung 

PID = Pz Gl + P3 G2 
ergibt sich 

P l D  ==P,G,f  (1 -p,-p,)G,= G , - P , G ~ + P ~ ( G ~ - -  GA, 
also ist 

"1 G2-r),(D+ GA f ~ z ( G 1 -  G , ) = O  
b) Pl(D + G2) - P,(Gl - GZ) - G, = 0 

C) P ~ D - P ~ G ~ - ( ~ - P ~ - P ~ ) G Z = ~ .  

Addieren wir diese drci Nullwerte zur Basis der Quadrate D" , und 
G;, so bekommen wir 
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414 Kisikoberechnungen bei mehr als zwei Ereignissen ein u. deaselben Zeitranms. 

und somit 

Zur Berechnung des Risikos der zweiten Vertrageart, bei welcher einer der 
Verluste D, und D2 oder der Gewinn G eintreten kann, haben wir 
in die Formel (A) einzusetzen 

X = ( p l e D ~ w i  + p , e D 2 w i  + p , e - G " i ) ~  = z P k e k m i .  

Unter Berücksichtigung der Gleichung 

p,n, + p , n ,  =P3G 
finden wir den Kiiherungswert 

und vermoge desselben fiir die Wahrscheinlichkeit P den genaherten 
Ausdruck - 

Auf bekannte Weke  crgibt ~ i c h  hierans die Wahrschcinlichkeit des - 

Verlustes E 

welcher bereits irn ersten Teile hergeleitet wurde. 
Der besondere Vorzug der Laplaceschen Methode besteht aber 

darin, dnB ihre ~nwcndba ike i t  das Vorhandensein von s gleichnrtigen 
Vertriigen nicht zur Bedingung macht. Selbst bei der Voraussetzung, 
daB saintliche s Vertrage untereinander verschieden sind, gclingt es, 
in formaler Analogie zur Verallgemeinerung des Poissonschen Theo- 
rems ein der Exponentialformcl genügendes ltisiko herzuleiten. Dabei 
mird die Erfüllung des Erfordernisses, daB die Anzahl s hinreichend - 
groB kt, vorauegeschickt. 

Um wiederum mit Hilfe der Formel (A) die Wahrscheinlichkeit . . 
eines Verlustee K bei der ersten Vertragsart zu bestimmen, haben wir 
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Von HANE KOEPPLEB. 415 

und erhalten sodann auf Grund der üblichen Reihenentwi~kluil~eii  
X = 8  

- 2 ( , ! ) ~ 1 +  G,1+ ( L ) ~ ,  ("1 G ~ A )  

X = e  r!=1 

Ilas Risilrn nimmt darnach die Form an 

Für die zweite Vertragsart müssen mir der erzeugenden Funktion die 
Form geben 

x = I 

welche in den Kihcrungswert 

umzuformen k t .  Daher hat  das R i ~ i k o  der zweiten Vertragsart die Form 

X = I  

K = Y 1/2 2 (x>D: + Wp2 (x)@ + <z>p, (21G7 
r! = 1 

Z u r  Darsteiiung der a,bgeleiteten Risikoformeln konnen wir uns 
auch des Verfalireris bedienen, welches bei M e  y e r -  C z u b  e r  für  einen 
einfacheren Pall  gezeigt wird. Dasselbe erfordert eine andere Erkliirung 
der Risikovertrige. Für  die erste Vertragsart selzen wir dieses Mal 
fest, da8 das Ereignis El, dessen Wahrscheinlichkeit 21,  ist, den Schaden 
a) lierbeiführt, wahrend der Eintri t t  des Ereigilisses E,, dessen Wahr- 
scheinlichkeit p, ist, den Gewinn (8 zur Folge hat. Aus jedem Ver- 
trage flieBt eine Risikopriimie !$$ welche der Unternelimer für  die durch 
die Übernahme des Vertrages erwachsende Verbindlichkeit empfangt. 
Diese Risikoprihie ist gleich dem früheren Gewinne G,; denn sie be- 
deutet für den einzelnen Vertrag einen Gewinn, wenn das Ereignis E, 
stattfindet, desscn Wahrscheinlichkeit p, ist. GernZB dieser Definition 
ist die Risikopramie $3 ein Bestandteil des fi-üheren Gewinnev G,, wie 
sie andrerseits i n  dem Schaden 1') der frühercn Definition als subtrak- 
tives Glied enthalten sein muB. Da niimlich der Unternehmer den Be- 
trag nls Gegenleistung erhllt,  so kann er dieseii beieits zur Horab- 
setzung der eintretenden Schaden verwenden. Xun wird aber hier die 
mit dem Gewinn G2 identisçhe Risikopriimie als natürliühes B p i -  
valent des übernommenen Risikos betrachtet, daher darf dievelbe bei 
den Gr6Ben und (3 nicht zur Verrechnung kommen. Unseren Er- 
Grterungen entsprechend ist hiernach 

59 = D + Ga U U ~  @!J = G1- G2. 
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416 Risikobereühuungen bei m e h r  als zwei E r e i p i s s e n  ein u. desselben Zeitraums. 

Damit die Formel ,, 

die Wahrscheinlichkeit bedeute, da5 der Gesamtverluvt den Betrag Ie 
ausmache, haben wir zunachst zu setzen 

v : = l  

Führen wir die üblichen Umformungen aus, so ergibt sich der Niiher- 
nngswert x = ~  X = 8  

~ ( ( ~ ) ~ ~ ( i ' ) ~ - ( x j ~ ~ ( x ) ~ ) ~ ; - l ~ ( x ) ~ ~ ~ z  

y= ,y=' x = l  

Vermoge desselben finden wir nach Ausfiihrung der Integration 
Wahrscheinlichkeit eines Gesamtverlustes R in dem Ausdrucke 

x = 8 

x =  8 
((*),,(")a - (+,,k)a)- R 

1 1 
p (Q)  = 
- z = 1  

2 2 '  ( ~ ' ~ 2  fi v7 

die 

z = 1  

Diese Wahrscheinlichkeit hat dieselbe Bedeutung wie die früher ab- 
geleitete. Setzen wir 

("Lp1 ( 4 %  - (4pg (x)@ - ( ~ ) p ~  ( ( 4 0 2  +- (4 G2) - (x)P2 ( ( Y )  G1 - (4G2) 
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die Wahrscheinlichkeit, dai3 der wahre Verlust K betrage; denn um 
diesen übersteigen die Aiisaahliingen die verfigbare llisikopr~miensiimme. 

Einer entsprechenden Abandermg laBt sich naturgemaB auch die 
zweite Vertragsart unterziehen. 

Beim Eintritte des Ereipisses  E,, dessen Wahrscheinlichkeit 11, 
ist, entsteht der Schaden D,; infolge des Eintritts des Ereignis~es E,, 
des se^: Wahrscheinlichkeit p, ist, dagegen der Schaden D,. Jeder 
Vertrag bringt dem Lnternehmer als Entgelt die Risikopriimie p. 
Aus der Sunime der Risikoprimieii erwachst ein umso gr6Berer Ge- 
samtgewinn, je ofter das Ereignis E, eintritt, dessen Wahrscheinlich- 
keit p, ist. ist identisch mit dem Gewinne G der früheren De- 
finition. 

Stellen wir entsprcchende Untersuchungen an wie bei der. erstcn 
Vertragsgattung, so finden wir 

23, = (Dl + G) und D, = (B, + G). 

Um mittels der Formel (A') die Wahrscheinlichkeit eines Gesamt- . , 

verlustes $? zu bestimmen, führen wir die erzeugende Funktion ein 

aus welcher sich der Nüherung~wert ableiten laBt 

In diesern bedeutet 

Weiterhin ermitteln wir für  die Wahrsçheinliclikeit eiries Verlustes R 
die Formel 

% =  8 

1 1 p(R) =p--pe x = l  

fi v2 a(xip. 
x = 1  

Zsitschrift f. Mathomatik n. Physik. 6 3 .  Band. 1915. Hsft 4. 
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418 Risikoberechnungen bei mehr als zwei Ereignissen ein u. desselben Zeitraurns. 

Da sich nun zeigen la&, daB 

ist, und die Zerlegung vorgenommen werden kann 

so ergibt sich aus der vorstehenden Wahrscheinlichkeit jene eines Ver- 

ï = 1  

Wie bei dem vorigen Beispiele, so bcdeutet auch hier die GrfiBe K den 
Mehrbetrag an Auszahlungen über die vorhandene Risikopr~mierisumme. 

Die Übereinstimmung beider Nethoden 1;iBt sich übrigens schon 
beim Beginne der wahrsüheinlichkeitstheoretischen Berechnungen dar- - 

legen. Setzt man namlich von vornherein 

9 = Z i n ) p  + K ,  
so ergibt sich für die erste Vertragsart 

X = l  

z =  5 ( 2  '*'"+> 
y,- aw i = fj(:/$, e(")2 w i + ( x $ ~ -  

m i + (/k2) z = 1  

r = l  

z = s  
- - 11 (L)& e ( ( 4 ~  -!xh$; w i + i/b2 e- ( ( 2 ) ~  + (")%) rn i + e- ( ~ ) ' p  oi i )  e-h i 

x = l  

- X e - R w i  
- 

und für die zweite 

x = J .  - ('5;r)1.+R) w i  

Y ~ - R  w i  I J ( ( L ) ~ ~  , O . ) T ~ C U I  + ( ï ! l 1 2 e ( / ) ~ ~ ~ ~ l  i I ( z b 3 )  e r = l  

r = l  

1)a bei rechtmabigen Vertrigen die Verlusterwartnng gleieh sein muB 
der Gewinnerwartiing, so hat man zu setzen: 

a) für die erstc Vertragsart 

PL@ - Y) = P*(@ + P) + &Pl 
b) für die zweite Vertragsart 

PA - P) +pz(% - Pj =P,P 
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Vergleicht man diese Ergebnisse mit den Risikopramien verwickelterer 
Versicherungen, so bemerkt man, daB ist: 

a) % = R - V ,  U = V ;  
b) a,= KI- V, E2= A', - V;  

b') oder für K, < V :  D = KI - V, G = V- K2. 

Dabei bedeuten K, KI,  K, die versicherten Leistuiigen (Surriruen oder 
Rentenbarwerte) und V die Reserre am Ende des betrachteten Ver- 
sichcrungsjahres. Kaum eines 'uesonderen Hinweises bedarf es, daB die 
Methode auch Gültigkeit behiilt, wenn beide Vertraçsarten und gar 
noçh andere gemeinsam betrüchtet werden. 

Hinsichtlich der mathematischen Darstellunp m6gen noch einige 
Bemerkungen Platz finden. 

Sta t t  die Wahrsçheinlichkeit 
n 

bcispielswciso in die Wahrscheinlichkeit 

uinziibilden, welche bekanntermden die GauB1sche Form annimmt 

(siehe auch das Besselsche k'ehlergesetz bei G. Z a c h a r i a e ,  De  Mindste 
Kvadraters Nethodc), k6nnen wir von der Formel (A) ausgehend, so- 
gleich die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen suchen, daB der Verlust 
innerhalb zw-eier Grenzen liegt. In Anlehnung an Poisson findct man 
fiir die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes zwischen k, und k2 

d m .  
2 n 

- n 
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420 Ri~ ikobe rechnun~en  bei mehr als zwei Ereignisseu ein u. desselben Zeitraums. 

Beachten wir ferner, daB die Beziehung statthat 

Setzen wir nunmehr 7c, - 4- = - K und 7c2 + $ = K ,  so betriigt die 
Wahrscheinliühkeit einer Abweichuq innerhalb der Grenzen - K 

n n 
e K w i  - e-Kliir diil 
- - - -- - 

2 i sin i 
- 7f - z 

sin Km 
2 a Xii , lw"Q. 

-JI 2 

Auf Grund unserer früheren Ausführungen setzen wir hierauf 

x ë f  pu2, (p. = ; r ! " s 2 ) ,  

entwickeln fernerhin sin+ w in die Reihe 

und begnügen uns mit dem ersten Gliede derselben. Wenn wir schlieB- 
lich noch die Grcnzen bis i oo ausdehnen, so ergibt siüh 

Bei der Entwickluiig des Poissonschen Satzes wird biswcilen gezeigt, 
da0 die Beziehung statthat 

K j t-tEwl sin Ka 
O 

U 

Somit finden wir 

n 
Ilierbei ist y = und daher wiederum K = y R .  R' 

Zu demselben Ergebnisse kommt man auüh durch Anwendung der 
verwandten Rechnungsmeise, deren sich A. A. Markof f  (5 16 Grenzmert 
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der Wahrscheinlichkeiten) bedient. Fernerhin findet man den mit der 
Wahrscheinlichkeit @(ah)  identischen Ausdrnck 

- 
- 

auch dargestellt bei W. B r u n s  (Wabrscheinlichkeitsrechnung und 
KollektivmaBlehre, 5 31 die Funktionen @(x) und sg(x)). 

D r i t t e r  Tei l .  

Wenn auch das Verfahren des Laplace recht handlich und an- 
sprechend ist, so versagt es doch bei Problemen über die aposteriorische 
Wahrscheinlichkeit. Stpllen a i r  uns die Aufgabe, die behandeltcn Bisiko- 
arten auf Grund der %Tahrscheinlichkeiten a posteriori zu berechnen, 
also nach dem Vorgange von E. B l a s c h k e  (Vorlesungen iiher mathe- 
rnatische Statistik, 5 4G die Versicherungspriimie), eo sehen wir uns 
veranlaBt, zu der Rechnungsweise des ersten Teiles zurückzukehren. 
Ziir Ausführung unseres Vorhabens ist es notwendig, die bekannte 
Formel von Condorcet zu verallgemeinern. Kachdem bei s = s, + s, + s, 
Vcrsuchen die Ereignisse El, E,, E, beziehungsweise s,, s,, s, mal ein- 
getreten sind, soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, daB die- 
selben Ereignisse bei s '  weiteren Versuchen beziehungsweise s,', s;, s: mal 
eintreffen. 

Sind xi, x,, x, die unbeliannten Wahrscheinlichkeiten für das ein- 
malige Eintreffen von El, E,, E,, so ist die Wahrscheinlichkeit des s,- 
maligen Eintreffens von El, des s,-maligen Eintreffcns von E, und des 
s,-maligen Eintreffens von E3 bei s Versuchen gegeben durch den 

Da aber die Wahrscheinlichkeiten x,, x,, x, unbekannt sind, so haben 
wir  die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daB die Kombination (s,, s,, s,) 
btattgefunderi hat, wenn den Ereignissen El, E2, E, die Wahrscheinlich- 
keiten x,, x,, x3 zukommeu. Diese Wahrscheinlichkeit betragt nach 
der  Bestimuiungsweise der wahrsüheinlichsten Hypothese 

2y zS' x$ 
- - - 

1 1 

s! 
denn der Faktor -,- fallt aus dem Ziihler und dem Nenner fort. 

S i ! S Ï . $ !  

Die Integration des Kenners ist derart auszuführen, da0 stets der Bedingung 
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genügt wird. Setzen wir daher für das Integral des Nenners das andere 

so erhalten wir für die betrachtete Wahrscheinlichkeit den Wert 

Unter Zugrundelegung der W'ahrschcinlichkciten z,, x2, x, betragt die 
Wahrscheinlichkeit, daB die Ereignisse El, E,, E, bei S' neuen Ver- 
suchen s;, s;, SQ n a l  in beliebiger Reihenfolge eintroten werden, 

s'! 
s i !  s;! s i !  x;$'x;', 

die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit der nacheinander stattgefuil- 
denen Erscheinungen ist gleich 

(s+ 2 ) !  s ' !  $1 + d l ' X %  + 8 , ' S ~ ,  + sa2 

SI ! s, ! s, ! s; ! s; ! s; ! 1 2 3 ? 

und weil man x,, x,, x3 nicht kennt, so hat man die Summe aiier nur 
moglichen Wahrscheinlichkeiten zu bilden. Die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit wird darnach durch den Ausdruck dargestellt 

in welchem man, der Hedingung xl + x2 + x3 - 1 geniigend, setzen muB 

E s  ergibt sich somit die erste Verallgemeinerung der Condorcetschen 

so k6nnen wir vermoge des Ausdruckes 
('9 + 2) ! w =  s  ' ! [(R + s')Pt + cl]! [(s + s ' ) f i +  %l! [(s + s ' h a !  

-- - ppp- -- 

s l ! s a ! s , !  ( s 'p ,+s , ) ! ( sp ,  +s,)!(s'p, f s,)! ( S  + s'+ 2 ) !  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen G , ,  G,, G, ableiten. Wenden 
wir wie im ersten Teile die Stirlingsche Formel an und entwickeln 
nach logarithmischen Reihen, so ergibt sich nach mehreren Umformungen 

befriedigt werden mu0, so hat man eiue der Abweichungen durch die 
beiden anderen ausziidriicken. Setzen wir dnhcr 

G; = ( G ,  + G , ) ~  = 6: + G; + ~ G ~ G ~ ,  

oder 

Um vermoge dieses Gesetzes die Wahrscheinlichkeit dcr Funktion 

abzuleiten, haben wir die Berechnungen des ersteil Teiles zu wieder- 
holen. Dabei ist jedoch zu beachten, dai3 bei jeder Integration der Faktor 

berücksichtigt werden muB. Diesem Urnstande Rectinung tragend, er- 
halten wir die Wahrscheinlichkeit 

in welcher die Prazision H durch die Forriiel 

bestimmt wird. 
Auf Grund unserer Untersuchungen konnen wir mit der Wahr- 

scheinlichkeit Y 
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zwischen die Grenzen 

+ y ) h s . ( l + ; )  [pl ( l -p l )  (D+~2)P+~p(l-~)(~:1-~32+2~I~1(D+ Gd(G1- Gd1 

und die Abweichung 

hTl !%,%) = 6, (Dl + G)  + 6, (D2 + G) 

zwischen die Grenzen 

f $Ut. 
Wenn wir diese Formeln hier aufgestellt haben, so geschah es 

nur, um eincn vollstiindigen Üherblick der Thcorie zii geben. Eine 
groBe Bedeutung kann ihnen nicht beigemessen werden, weil der Fak- 

tor 1 + der Einhcit umso niiher rückt, je kleiner die Zahl s r  der 

Versicherten im Verhaltnis zu s ist. Da nun die Praxis eher mit 
Fallen zu rechnen hat, bei welchen s' bedeutend kleiner als s ist, so 

S' 
wird man - vernachlassigen konnen. Dadurch gelangt man aber zur 

blethode des erstcii Teiles. 

V i e r t e r  Teil. 

Den SchluB unserer Ausführungen bilde ein Hinweis auf den wei- 
teren Ausbau der Theorie des Risikos. An die narstellung des letzteren 
reiht sich die Berechnung der von mTi t t s  t ei n eingefülirten Risikore- 
serve, welche von Prof. B o h l n i a n n  (Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, Blind 1, ferner: Gutachten, Derikschriften und Verhand- 
lungen des Sechsten Internationalen Kongresses für Versicherungs- 
Wissenschaft, Wien 7. bis 13. Juni 1009) und von Dr. R a d t k e  (S. a. 
a. O.) eingehend behandelt wurde. Bezeichnet man die Risikoreserve 
durch 8, so heiBt die zu ihrer Berechnung dienende Formel 

Dabei bedeutet im einfachsten Falle G den Barwert der Sicherheits- 
zuschlage, welche wihrend der betrachteten Periode vereinnahmt wer- 
den. Weil man  setzen kann 
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so laBt sich die Risikoreserve in der Form des ILisikos selbst darstellen. 
Man erhalt - 

Solange die Ungleichung y > q besteht, schützt die Risikoreserve vor 
einem mit  der Wahrscheinlichkeit 

Mittels der Risikoreserre pflegt man die Jfinintaizahl der Ver- 
sichertepz zii berechnen. Uurch Hildimg der 1)urchschnittswerte 

)? =1n 

y ( . )  (2' 9 
s 'e 

x = 1  
-- = Me 

x = m  

( x ) ~  
ii 

n = 1  

und 
G 

x  = ,7' - = 9  
Y 

n = l  

erhalt man, nachdem man noch die Abkürzung 
z = m  

2 ("!,y = S 
x = l  

eingeführt hat, 
% = yvz. M - s - g .  

Da, für groBe Werte von s die Risikoreserve negativ wird, so bezeich- 
net man rlenjcnigen Wcrt von s, fiir welchen die Kisikorcscrre Null 
wird, als die Ninimalzahl der Versicherten. Kennt man dieselbe s,, so 
folgt aus 

der Ausdruck 

Es ist einleiichtend, doB für einen anderen Sicherheitskoeffizienten 
y' die Minimalzahl 
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ausmacht. Dividiert man mit sO in s,, so ergibt sich die Proportion 

die sich durch den folgenden Satz aussprechen 1'iBt: 

Die Sicherheitskoeffizienteri. terhalten sich zueiriander wie die 
Quadratwurzeln aus den zugehorigen Minirnalzahlen. 

Von der Minimalzahl s, unterscheidet sich die Anzahl 

welche ails 

gefunden wird. do) stellt die Zahl der Versicherten dar, welche die - 

Risilcoreserve zu einem Jfaximum macht; denn es ist 

Weil '% fur do) den Wert do)g annimmt, so Lat die entsprechende 
Bisikoreserve die Gr6Be 

2d0)g. 

Das von Prof. B r o g g i  (T.'ersicherungsmathematik, Leipzig 1911) wohl 
zuerst berechnete Maximum der Risikoreserve führt zu dem Satze, dafi 
die Versichertenzahl, welche daa Maximum erzeugt, den vierten Teil 
der Minimalzahl betragt. 

Auf Grund der Theorie des Risikos laBt sich auch die Frage be- 
antworten, wie hoch die Surrime oder Rente eines neu hirizukorrimenderi 
Vertrages sein darf. Zur Losung dieses Probleîns vom lklaximu~n d a  
neuen Versicherung verwendet mari neuerdirigs vornehmlich den Landré- 
schen Ansatz (vgl. L a n d r é ,  Mathematisch-technische Kapitel zur Lebens- 
versicherung sowie das bereits angeführte Werk von Blaschke) ,  welcher 
auf der Einführung des Begriffs vom relativen Risilio beruht. Man kann 
das letztere auf verschiedene Weise definieren. Für die hier betrach- 
teten Versicherungsarten werde das relative Risiko durch den Quo- 
tienten dargestellt 

In diesem bedeutet (x)!$3 die aufgezinste Risikopramie, welche jedem der 
tx )s  Versicherten eigentümlich ist. Um.auch dem relativen Risiko eine 
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wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung zu geben, denke Irian sich die 
Verluste oder Gewinne durch die Gleichung 

x = m  

K = $, 2[")s P)S@ 
i<=1 

dargestellt; dann darf man mit der Wahrscheinlichkeit @(y) erwarten, 
daB der Faktor + innerhalb der Grenzen liegt 

IIandelt es sich um Versicherungen auf das Kapital oder die Rente ("KY, 
so werde gesetzt wo = . ( 4 ~ ,  

wp = wc . ( 2 ) ~ .  

Hierbei bedeutet (':M das mittlere IEisiko und ("Tl die aufgeziuste Risiko- 
priimie des betreffenden Vertrages für die ~ersicherte Einheit. Setzt 

so kann man mit Benutzung einer leicht hersteltbaren Hilfstabeiie in 
einfacher Weise den Durchschnittsvertrag bestimmen, welcher den Wert  
des berechneten Risikos nahezu unveriindert liBt. Da das relative Ri- 
siko s vdl ig  gleichartiger Vertrage unabhiingig ist von der versicherten 
Summe oder Rente, so darf man für C einen Durchschnittswert ein- 
führen, heispielsweise den Betrag 

x = m  2 (>os (412 

Unter dem Maximum der Surrime oder der Rente des lieu liinzutreten- 
den Vertrages versteht man nun denjenigen Wert, welcher das relative 
Risiko uriverandert liBt, also der Gleichung geriügt 

Hierin bezeichnet X den zu bestimmenden Maximalwert und Ml und TT, 
die dem neuen Vertrage entsprechenden Werte des inittleren Risikos 
und der KisikoprSmie. Durch Aufl5siing der vorstehenden Gleichung 
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1st s hinreichend groB, so wird man 

vernachlassigen dürfen. Für  das Maximum ergibt sich sodann der 

Beilaufig sei bemerkt, daB auch L. F r a n ç o i s ,  Brüssel, das Problem 
naeh der Landréschen Methode behandelt hat. (La Réassurance dans 
Yassurancc sur la vie; S~pt ième Congrès intrrnational d'ilctiiairos, Am- 
sterdam, 2 au 7 Septembre 1912). 

Wie H ails do  r f f  (Das Risiko bei Zufailsspielen, siehe auch B r  oggi) 
zuerst gezeigt hat, IaBt sich das vorstehende Problem noch verailne- - 

meinern. Man kann annehmen, es treten zu dem alten Bestande s, neue 
Vertrage hinzu. Jeder derselben ist auf des Kapital oder die Summe Cl 
abgeschlossen. Das mittlere Einheitsrisiko dieser Vertrage sei mit M, be- 
zeichnet: und die Risikopriimie für die Einheit betragc Ti,. Damit das 
relative Bisiko des neuen Bestandes jenem des alten Bestandes gleich 
sei, muB die Gleichung erfüllt werden 

y l / 2 ( s C P ~ e f  
s . C l l  + s, Cl TT, 

Durch Auflosung derselben findet man 

ec? + :c,(:)'= cl(;)' 
und hieraus 

oder 

TTM CTT 

Sol1 also das relative R,isiko unveriindcrt bleiben, so darf die Zahl der 
neiien Vertrage die durch den vorstehenden Ausdruck gegebene Zahl s, 
nicht überschreiten. 

Will man endlich noch die Frage beantworten, wie die versicherten 
Kapitalien oder Renten beschaffen sein müssen, damit das ~elat ive  Ri- 
siko zu eirieni Xinimum wird, so setze man 
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Man sieht sodann, daB >'R einen ausgezeichneten Wert annimrnt, im 
Falle auch die Funktiori 

einen solchen darstellt. Damit ein Maximum oder Minimum stattfindet, 

und ferner 

Besteht diese Proportion für aile Werte von i und k ,  so ist das rela- 
tive Risiko ein Minimum. 

Man überzeugt sich leicht, daB dasselbe Wertesystem das relative 
Ilisiko zii einem Minimum macht, sofem noch die Bedinpng gestelit 
wird, daB die Risikopriimiensumme Z C i q  = S konstant bleibe. Statt 
diese Aufgabe zu losen, kann man aber auch das Extremum der Funlition 

aufsuchen, in welcher 1. die zu bestimmende Korrelate ist. 

Nachdem bereits R a d t k e  das Xininzum des Risikos 

bei konstanter Gesamtsumme vermoge der Multiplikatoreiimetliode be- 
rechnet hatte, wurde dieselbe Aufgabe von Prof. B r o g g i  in der gleichen 
TVeise behandelt. Zur  Bestimmung des Extremums geiiügt es, den 
Ausdruck x = 7n 

gJ7Jt L (ds ( x !  

x = 1 
es 

zu untersuchen, der zu diesem Zwecke in der Form 
I = * 
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dargestellt werde. Da  die Bedingungsgleichung 

befriedigt werden muB, so hat man das Extremum mit Berücksichtigung 
der vorstehenden Beziehung zu ermitteln. Indem man beispielsweise C, 
als Fnnktion von (4, (:?, . . ., (5-, ansieht, erhiilt man aus (1) die 
Minimumbedingungei7 

Setzt man nun (b) in  (a)  ein, so bekommt man 

moraua allgemein folgt 

Mittels dieses Ergebnisses findet man aber auch 

Führ t  man noch den Durchschnittswert ein 

l n  Worten heiBt dies: 

Bei gegebener Gesamtsumme der versicherten Suinmen oder Renten 
ist dm mittlere Gesamtrisiko ein Xinimum, wenn die auf die einzelnen 
Vertriige entfallenden Renten oder Surnmen sich zuï Gesamtsumme ver- 
halten wie die umgekehrten Quatrate der xugehijrigen mittleren Ein- 
heitsrisiken. 

so ergibt sich aus (c) 
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Diese Gleichung stellt den bereits von L a n d r é  und spater auch von 
C z u b  e r  (vgl. a. a. 0.) aufgesteilten Satz dar: 

Hei gegebener Gesa~ritsumme und gleichern Eiuheitsrisiko der ein- 
zelnen Vertrage ist das Risiko ein Minimum, wenn die versiclierten 
Summen oder Renten von derselben GrGBe sind. 

-- 

Der Kürze wegen beschriirikten wir uns darauf, die Werte  der 
Kapitalien bzw. der Renten zu ermitteln, die das Extremum des be- 
treffcnden Bisikos erzeugeri, unterlieBen es jedoch, die Kriterien der 
Minima herzuleiten. Am einfachsten erfolgen die Herleitungen auf ele- 
inentarem TVege, indein man für die i t e  Variable z, setzt z,(O) + &,. 
Dabei bedeutet xJO! den Wert, welcher das Extremum erzeugt, und 
irgendeine Abmeichung von demselhen. (Siehe S ç h m e r i n g ,  Lehrbuch 
der kleinsten Quadrate, S. 36). 

N a c h t r a g .  

Elementare Herleitungsmethoden. 

1. 
Eine Zahl von Fachleuten wird gegen unsere Darsteliungen clen 

beliebten Einwand erheben, da0 dieselben nur für  eine sehr groBe Lahl 
von Einze@illen Gültigkeit haben, wahrend es sich meistens um die 
Hegutachtung eiries kleineren Iireises von Versicherungsnehmern han- 
deln mird. Hierauf l2Bt sich zunachst erwidern, daB das sogenannte 
mittlere Risiko stets anwendbar ist, selbst wenn es sich nur  um die 
Schatzung eines kleinen Versicherungsbestandes handelt. VernGge eines 
elementaren Verfahrens, wie wir es zum Beispiel bei G. F. L i p p s  (Die 
psychischen MaBrnethoden; 15. Die Mittelwerte der Beobachtungsreihen) 
besprochen finden, kihnen wir den mittleren Fehler aller nioglichen 
dbweichungen von der rechnungsrnaBigen Gebahrung berechnen. Auch 
dieses Mal werde die Annahme gemacht, es seien s gleichalterige Ver- 
sicherte vorhanden, von denen jeder mit der Wahrscheinlichkeit pl die 
Leistung R erwartet. Tri t t  das E r e i p i s  ein, dessen Wahrscheinlich- 
keit p, k t ,  so erlischt der Vertrag. Dcm Institute verfailt alsdann die 
am Ende des Jahres vorhandene Reserve V. Sofern das E r e i p i s  ein- 
trifft, dessen Wahrscheinlichkeit 11, ist, gewinnt das Institut die auf- 
gezinste Risikopramie TT. Die Gesamt~summe aller Risikopramien zu- 
sammen mit den frei gewordenen lteserven deckt den gesamten Schaden, 
im Faile sich der nTandel des Bestandes in Übereinstirnmung mit  den 
Rechnungsgrundlagen volizieht. Wie aber die Erfahrung lehrt, finden 
stets Abweichungen statt. Um daher den zu befürchtenden mittleren 
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Fehler des zu erwartenden Ergebnisses zu bestimmen, bilden wir die 
Quadratsumrne 

S! M2 = 2 ,p>:p?p; Ls, (K  - V) - s, V - s i l I2 ,  S, ! So ! S, . 

die wir uns übrigens entstanden denken konnen aus der der ersten 
Definition entsprechenden Quadratsiimmo 

Die angedeutete Bummation ist hierbei über alle nur moglichen Verte 
von s,, s,, s, zu erstrecken, welche der Gleichung genügen 

Si + s, + s, = S.  

Losen wir  das Quadrat auf und setzen für die Wahrscheinlichlieit znr 

Abkürzung P( , ,  ,,, ,,), so folgt 

M2 = ( K  - V ) P ~ P ~ , 7 , ,  , 5z ,  S3)~S -k F ' ~ P ( ~ L ,  a . , . ~ . ) ~ i  ~ ' Z P ( S ~ ,  d 2 ,  ,y3) 

- 2 ( K -  V ) Y ~ p b l , , 9 z , , , s l s , 2 s ( K -  QnzP( s , , h , , ) s l  

+ 2sm.n'(,,,s2,s3) a s2 .  

Nim finden wir durch Anwendung eines bekannten Kunstgriffs, der iii 
vielen Lehïbüchern gezeigt wird, so auch bei B o b e c k  (Wahrscheiu- 
lichkeitçrechniing), 

z P ! ~ i  S)  S i  = 'Pi> 
( i  1, 2, 3) 

~ P b i l S 2 . ~ a ) ~ ~  == .S(S - 1)~: + Spi, 
(i = 1, ?, 3) 

ZP(.5,, s,, ,S,)S,S, = s ( s  - l)p,p, .  
( i , k = l , 2 , 3 ;  % Z k ) .  

Daher ergibt aich 

M e  = (E- V ) ' [ s ( s  - 1)p:  + spi] + Y 2 [ s ( s  - l)pi + sp,] + s2119 

- 2 (K  - V )  V s ( s  - l )p ,p2 - 2 s ( K  - V)TTsp, + 2 s  Y l l s p , .  

Mit Benutzung der schon früher mitgeteilten Formel 

TT = pl(K - V )  -p,V 

laBt sich die mittlere Abweichung auf die durch besondere Einfachheit 
sich auszeichnendc E'orm bringen 

M =)"-TT+ p, V 2  - IlB]. 

Entfernen wir andrerseits TT durch Einsetzung der arigegebeneri For- 
mel, so erhalten a i r  den bereits bekannten Ausdruck 

M =ishxl -&)(K-  VI2 f p,(1 - p , ) P V  f p , p , ( K - V ) P ] .  

Diesen Untersuchungen kann man die Folgerung entnehmen, da0 der 
mittlere Verlust oder Gewinn innerhalb der Grenzen i M liegen wird. 
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II. 

Ein umfassenderes Hilfsmittel zur Herleitung des Risikos einer 
kleineren Anzahl von Vertragen bietet der erste Satz von T s c h e b y -  
s ch off .  l) Dieser Umstand ist bereits von Prof. C z u b  e r  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, S. 191 und 192) erkannt worden, doch mag eine für 
die von uns betrachteten Vertrage besonders eingerichtete Darstellung 
hier Platz finden. 

E s  seien s verschiedene Vertrage vorhariden. Beim xten Vertrage 
ist zu erwarten mit der wahrscheinlichkeit 

Bezeichnen wir mit K einen der moglichen Gesamtverluste oder Ge- 
winne, welcher mit der Wahrscheinlichkeit 

"+. '". '", . . . ("'pi" . . . 
'L '2 'z 

( i x  = l x ,  2,, 5 % )  

zu erwarten ist, so steilt 

2 3  K2 (1$bL(2@i2 . . . (?)piX . . . 

die mathematische Hoffnung der Quadrate aller nur moglichen Verluste 
oder Gewinne dar. Führen wir die Summation in bezug auf den ersten 
Vertrag aus, so erhalten wir 

,y(# - 1)  ppl ( l ) p  + (l)K,e + cl$, c ' ) q )  (')p. (3)p. . . . ( x ) ~ ,  . . . 
'% '. X 

Nun lassen sich die Verluste oder Gewinne (')KI, ('IK', cl)K, zerlegen 
in die den Wahrscheinlichkeiten (1 )171 i  (')pz, (')p, entsprechenden Ergeb- 
nisse des ersten Vertrages und einen unbestiriimten, vorderhand kon- 
stanten Teil, welcher von den Wahrscheinlichkeiten des ersten Vertrages 
unabhangig ist. Setzen wir daher beispielsmeise 

( 1 ) ~ ~  = c l ) n  + ( 2 ) ~  

( 1 ) K  - - (l)Gl + (VK 
2 - 

( 1 ) q  = - ( ' ) G e  $- ( e ) g ,  

1) Die Kenntnia der richtigen Aussprache des sonst ,,TschebyscheffiL ge- 
schriebenen Kamens verdanke ich Herrn Prof. Dr. Nehmke. 

Zeitschrift f .  Msthematik n. Physik 63. Band. 1915. Heff 4. 28 
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erhalten wir als Ergebnis der ersten Summation 

~ ( a - 1 )  [('IM" . . . '")pi, . . . . 
Wir  wiederholen darauf die Summation in bezug auf den zweiten Ver- 
trag und bekommen 

;S('- ZI[(l)M" (c">M" f ( S p ] ( " .  . . . (")pi, . . . . 
'z 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir zu der Gleichung 

z i i  . . (7: . . . = (1JMZ + (2)Me + (s)M2 t . . - + (")M2 + - . .- 
Pi, 

Die weitere Herleitung des Satzes stimmt mit den übliehen Darstellung~n 
überein. Ehe wir dieselbe jedoch wiedergeben, vergegenwiirtigen wir 
uns, daB die Bezeichnung 23" nur beziehentlich der aufeinander fol- 
gcnden Siimmationen nach Vertragen z u k s i g  ist. Im ganzen gibt es 
3"erschiedene Gesamtgewinne oder Verluste, von denen einem jeden 
eine der zusammengesetzten T4'ahrscheinlichkeiten 

p - 'l'p. '9. '3!p . * , (xIpix ' . . 
,A) - 1, 2, i* 

zukommt. Hiernach k6nnen wir die gefundene Beziehung auch in der 
Form schreiben 

ZPp)@..) = E(xjMz, 

aus welcher zunachst folgt 

Bezeichnet jetzt t eine nicht naher bestimmte Zahl, sn konnen wir die 
neue Gleichung bilden 

= P(4 K?2)~ = 1 
teZ(4Me t P  

Wun wird es unter den Quotienten der linken Seite eine Anzahl gebeu, 
bei welchen ist 

(a> 
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Von Ham K O ~ P L E R .  435 

Diese Glieder vernachliissigen wir, indem wir sie Nul1 setzen. Die übrig 
bleibenden Quotienten genügen der Ungleichung 

tb )  = ;  > 1. 
~ Z ( > I ) M ~  =; 

q, 
Ersetzen wir in denselben den Bruch F ~ ( ~ ) ~ - K  durch 1, 80 h m n e n  

wir zu dem Ergebnisse, daB die Wahrscheinlichkeiten3umme T T '  dieser 
Ungleichung der hieraus folgenden Lngleichung unterliegt 

Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeitensumme der Uugleichung (a) 
mit TT, so mu0 sein 

TV + mi = 1. 
Weil nun aber ist 

1 
W f  , I > L  

s o  folgt 1 
W>1-,,- 

Endlich te = Z y Z  setzend, gelmgen wir zu dem Satze: 

Mit einer Wahrscheirilichkeit 

darf man erwarten, daB der eintretende Gesamtverlust oder Gewinn 
durch die Urigleicliurig 

li < * yv2-zw 
begrenzt ist. 

Ohne den besonderen Zweck unserer nachtraglichen Ausführungen 
einschranken zu wollen, scheint uns der Hinweis zweckmd3ig zu sein, 
daB auch die einfacheren Bereühnungsweisen des Risikos unter be- 
stimmten Voraussetzungen die Anwendung der hoheren wahrschein- 
lichkeitsreühnung zulassen. 

W i r  kehren zur ersten Darstellung unseres Kachtrags zurück und 
rnachen die Voraussetzung, daB die Vertragszahl s hinreichend groB sei. 
Alsdann konnen wir annehmen, daB die eintretenden Verluste oder Ge- 
winne bestandig veranderlich das GauBsche Fehlergesetz befolgen. In- 
dem wir das GenauigkeitsmaB H als unbekannt ansehen, bestimmen wir 
nach GauB (Abhandlungen zur Methode der kleinsten Quadrate; in 
deutscher Sprachc herausgegeben von Dr. A. B o r s  c h  und Dr. P. S i m o n ,  
S. 131) jenen Wert von H, für welchen 

H - H M 2  

se 
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436 Rieikoberechnungen bei mehr als ewei Ereignissen nsw. Von HANS KOEYPLER. 

ein Maximum wird. Differentiieren wir nach H und setzen den Diffe- 
rentialquotienten Null, so muB H die Gleichung 

befriedigen, also den Wert 
1 H z -  

V2MY 

annehmen. mit der Wahrscheinlichkeit 

k6nnen wir nunmehr erwarten, daB der Verlust oder Gewinn innerhalb 
der Grenzen liege 

-t YPM. 
Auch das an zwcitcr Stelle behimdelte Tschebyschoffsche Verfahren 
l%Bt sich, wie T s che b y s c h  O f f selbst wuBtc, bei Erfüilung gewisser 
Bedingungcn auf dic Wahrschcinlichkeitsfunktion znrüclrfiihren. Im 
Anhange 1 des bereits erwahnten Lehrbuchs von A. A. Markof f  finden - 
wir den dort in allgemeinerer Fopm ausgesprochenen Satz: 

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Summe 

von niogliclien Werten der voneinander unabhiingigen Furiktionalgr6Oen 

innerhalb der Grenzen liege 

wobei die GroBen a, die mathematischen Hoffnungen von 2: sind, niihert 
sich mit unbegrenzt waühsendem s dcm Grcnzwerte 

Dabei müssen die unabhiingigen GroBen zk folgenden Bedingungen unter- 
liegen: 

1. die mathematisclien Roffiiungen der Gr6Ben zk sirid gleich Null; 
2. die mathematischen Hoffnungen der aufeinander folgenden Po- 

tenzen der Gr6Ben z, bleiben endlich für jeden Wert von s, ohne viiliig 
zu verschwinden. 
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Kleinere Mitteilungen. - Bücherschau. 

Kleinere Mitteilungen. 

Alfred-Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis 
zur Fordernng der Mathematischen Wissenschaften. 

Der von Hofrat Dr. A l f r e d  A c k e r m a n n - T e u b n e r  in  Leipzig am 
31. Januar  191  2 gestiftete Alfred-Ackermann-Teublzer-Geddcj~tnispreis zur E«rde- 
rung der Hathematischen Wissensckaften, der zum ersten Male für Arbeiteu auf 
dern Gebiete des Mathematischen Unterrichts rerliehen werden sollte, ist  durch 
Verfügung des Stifters dem Geh. Regierungsrat Professor Dr. F o l i x  K l e i n  
in  Gottingen, Mitglied des IIerrenhauses, zugesprochen worden. 

Bücherschan. 

L. Prandtl, AbriB d e r  L e h r e  von der Flüssigkei ts-  und Gasbewegung .  
Jena 1913, A. Fischer. Preis Jl 1.60. 

Die Broschüre enthslt einen Abdruck zweier Artikel L. P r a n d t l s  aus 
dem ,,Handworterbuch der Naturwissenschaften"; ihrem Inhalte nach kann sie 
jedoch als ein kleines 1,ehrbuch bezeichnet werden. I n  kurzer und überaiis an- 
schaulicher und przziser Form werden die Begriffe erklart, die in der Mechanik 
der flüssigen und gasfikmigen Korper vorkommen, und ebenso klar werden die 
wichtigsten Probleme, Methoden und Ergebnisse auseinandergesetzt, die - zum 
groBen Teil durch die eigenen Arbeiten P r a n d t l s  - heute als gesicherter 
Besitz der Wissenschaft gelten konnen. So dürfte die Darstellung der Ab- 
schnitte über Flüssigkeitsreibung und über den ,,Mechanismus" des Wider- 
standes von Korpern in Flüssigkeiten - um nur etwas aus dem reichen In- 
halte zu nennen - a n  Klarheit kaurn zu übertreffen sein. Über hundert Ab- 
bildungen, darunter einige der bekannten P r  and t l schen  Stromungsbilder, 
vervollst%ndigen noch die Verdeutlichung der Worte; auBerdem werden sehr 
zweckrnaflig ausgewahlte Literaturangaben zur weiteren Orientierung gegeben. 

Die Tendenz des kleinen Buches geht dahin, die Verbindung zwischen der 
sog. theoretischen Hydromechanik und der Hydraulik der Ingenieure noch weiter 
zii festigen, die sehr znm H d e  der beiden noch vor kurzem sich ganz getrennt 
entfaltenden Gebiete nunmehr tatsachlich gefunden zu sein scheint. Moge es in 
den Kreisen der Physiker und auch der Ingenieure recht weite Verbreitung finden! 

Prag. TH. POSCHL. 
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438 Uücherschau. 

A .  Mitzscherling, D a s  Problem d e r  Kreis tei lung.  Ein Beitrag zur Ge- 
schichte seiner Entwicklung. VI u. 214 S. Bo m. 210  Textfiguren. Leip- 
zig 1913,  R. G. Teubner. Geb. Jfi: 8.40. 

Dns Buch wurde aus dem NachlaB des i n  jungen Jahren verstorbenen 
Verfassers herausgegeben und von einem Hochschullehrer mit empfehlendem 
Vorwort versehen. In diesem Vorwort wird auf zweierlei hingewiesen. Es ist 
ja  unterdessen Th. V a h l  e n s Werk Konstmktionen und Approximationen (Leip- 
zig 1 9 1 1 )  erschienen, das den hier hehandelten Stoff in nuce ebenfalls enthalt. 
Da ist mit Recht gesagt, da0 das vorliegende Buch vie1 eingehender und schul- 
m%Biger ist als die betreffenden Kapitel bei V a h l e n ,  der sich ein weit ho- 
heres Ziel steckte. Ich stelie auch nicht an, von diesem Gesichtspunkte aus 
M i t  z s c h e r l i n  g s  Arbeit als n ü t ~ l i c h  zu bezeichnen und sie den Schulmannern 
zur Belebung des Unterriclits recht zu empfehleii. nenn  das Buch von G. L o r i a  
über die speziellen ebenen Kurven (2.Aufl. Leipzig 1 9  1Ojl l)! aus dem M i t  z s c her-  
l i n g  einen groBen Teil seines Stoffes entnahm, dürfte wegen seines hohen Preises 
nicht die Verbreitung finden, die dem vorliegenden Buche zu wünschen ist. 

Uas Buch will aber, wie schon sein Unterlitel sagt, auch historisch ge- 
nommen werden und aus diesem Grunde wird es im Vorwort noch besonders 
empfohlen unter Hinweis auf die richtige Bemerkung M. G e b h a r d t  s ,  daB der 
Lehrer selbst nur  unter Schwierigkeiten geschichtliche Delehrung und Anregung 
finde. Dieser Hinweis des Vorworts z ~ i g t  niir von neuem, daB man in den 
allerweilesten Kreisen gar nicht weiB, woran es hier fehlt, und ich m5chte 
daher nachdrücklich auf die Leitartikel von G .  E n e s t r o m  zu den Banden 13 
(1913) und 14 (1914) der dritten Reihe der ,,Bibliothcca mathematicau auf- 
merksam machen, wo man es deutlich lesen kann. Leider wuBte auch unser 
Verfasser nicht, daB man, um etwas historisch Brauchbares zu liefern, Vor- 
studien machen muB, die umso schwieriger sind, als es hierzu weder mündliche 
Anleitung in Vorlesungen, noch irgendwie gedruckte Leitfiden gibt. Denn die 
Geschichte der hhthematik is t  eben kein ,,FachLi. Die ersto Forderung ist, da5 
man ordentlich und gleiclimaBig zitiert. Aber hier sind bei Büchern meist 
nicht, die Erscheinungsjahre, ja gelegentlicli nicht einmal die Aiiflage (wohl 
aber die Seitenzahl!) angcgetien. Die Zeitschriftentitel werden abgekürzt, wie 
es gerade kommt oder urie es die benützte sekundare Quelle gab. 81s solche 
Quelle diente mehrfach auch 11. S i m o n s  i n  dieser Hinsicht sichcr nicht vor- 
bildliche Entwicklung der Elem.-Geom. i. 3 9 .  J h h .  (Leipzig 1 9 0 6 ) ~  ein Buch, 
das aber nur ein einziges Mal mirklich angeführt wird. Cnd was sollen die 
zahlreichen aus L o r i a  entnomrnenen Zitate von Arbeiten, die der Verfasser 
selbst nie sah und von denen vide fur den deutschen Lehrer einfach unzugang- 
lich sind? In  eigcntlich historischcr Beziehung befriedigt das Buch ebensowenig. 
Von einer ,,neuen Nonographie aus dem Gebiete der Geschichte der Mathe- 
matik" kann gar keine Rcde sein. Oh üherhaupt irgendeine neue bistorische 
Tatsache miteeteilt wird. erscheint mir zweifelhaft. Das würde noch niçhts 

L. 

ausmachen; aber, was der Verfasser bringt, sind eben nur gelegentliche Lese- 
früchte aus zum Teil veraltcten Quellen. V a h l e n  steht in  bibliographischor 
und in historischer Hinsicht weit hoher. 

I'irmasens. H. WIELE~TNER. 
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Neue Biichel-, 

Neue Bücher. 

bnaly sis. 

1. Czrusn, E r a s c s ~ ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 1. Bd. Wahrscheinlich- 
keitfitheorie. Fehlerausgleichung. KollektivmaBlehre. 3., sorgfaltig durch- 
geaehene u. erw. Aufl. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. 

Y 12.-; geb. i n  Leinw. A 14.-. 
2. HEL(I, JOHAN, Über die Newtousche Niherungsmethode und eine Verallge- 

meinerung derselben. Akademische Abhandlung. Helsingfors 1914, Uruckerei 
der Finnischen Literatur Gesellechaft. 

3. Hoan, C. G., A theory of intcrcst. Kew York 1914, Macmillan. Cloth $ 1.50. 
4. ZATVAD~KI, W., Les mathématiques appliquées à l'économie politique. Paris 1 9  14, 

RiviEre. Fr. 8 .  -. 
Astronomie, (Teodisie. 

5. Grannsna, P., Corso d i  nautica ashonomica teorico e pratico. Vol. 1: Ele- 
menti  di cosmografïa e d'afitroriomia fiferica. Palermo 1914, Mirto. L. 4.50. 

6. RAGES, JOII. GEO., S. J., Die veranderlichen Sterne. 1. Bd. Geschichtlich-tech- 
nischer Tl. 2. Lfg. Die Beobachtg. der rerinderl .  Sterne. Freiburg i. B. 1914, 
Herder. A l u . - .  

7. JAARRT:CII, Berliner astronomisches, f. 1916, m. Angaben f. die Oppositionen 
der Planeten (1)- (ï54)f. 1914. Hrsg. v. dem kijnigl. astronom. Recheninstitnt 
zu Berlin. Berlin 1914, Dümmler. A 12.-. 

8. JORDAX, W., Handbuch der Vermessungsknnde. Fortgesetzt v. C. Reinhertz. 
2. Bd. Feld- und Landmessung. 8. erweit. Aufi. Bearb. v. O. Eggert. Stutt- 
gar t  1914, Metzler. geb. in Leinw. X 23 .-; in Halbldr. X 24 .-. 

9. M O U L T ~ N ,  F. R., An introduction to Celestial Mechanics. 2nd revised ed. 
London 1914, Macmillan. 15 S. 

10. PRZY~YT.~.OK,  E., Polhohen-Schwankungen. (Sammlung Vieweg Heft 11.) Braiin- 
schweig 1914, Vieweg & Sohn. 1.60.  

1)arsteiieiide Geonietrie, graphische  Methoden. 

I l .  A r ~ w o o n ,  E. L., and Cour~+ J. C. G.. A textbook of laying off;  or the  geo- 
rnetry of shipbuilding. New York 1914, Longmans. Cloth $ 1.75. 

12. DALWIGK, P. v., Vorlesungen über darstellende Geometrie. (In 2 Banden.) 
II. Perspektiçe, Zentralkollineation n. Gmndziige der Photogrammetrie. Leipzig 
u. Berlin 1914, Toubner. X 10. -; gob. in Leinw. X Il.-. 

13. KOMXERELI., V., Raumgeomet~ie (Stereometrie u. darstellende Geomctrie). Mit 
Reniitzung Y. Kommerell-Haucks Lehrbuch der Stcreometrie f. den Schulgebrauch 
hearheitet. 2. Aiifl. Tübingen 1914, Laupp. 

14. PIRAYI, MARCELLO v., Graphische Darstellung in  Wissenschaft u. Technik. 
(Sammlung Goschen Nr. 728.) Berlin u. Leipzig 1914, Goschen. 

geb. i n  Leinw. ,K -. 90. 
15. TEACY, J. C., and NORTU, H. B., Descriptive geometry. 1. Lines and planes. 

II. Solids. New York 1914, Wiley. Cloth. $ 2.-. 
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440 Neue Bücher. 

Geschichte. 

BUUNOW, NZ~OI.AUS, Arithmetische Selbstindigkeit der europ&ischen Kultur. 
Ein Beitrag zur Kulturgeschichte. Berlin 1914, Fr i ed lhde r  & Sohn. X IO.-. 

S. auch 6. 

Mechanik. 

B~suixscx,  AXEL, Die Methode der Alpha-Gleichungen zur Berechnung von 
Rahmenkonstruktionen. Berlin 1914, Springer. A 3 . - .  
Bonnaurn~os,  P., Cours de cinématique théorique et  appliquée. T. II. Paria 
1914, Prieur. Fr. 15.- .  
COTTON, ÉMILE, Cours de  MiZécanique gbé ra l e .  (Introduction à l'étude de la 
Mécanique industrielle.) Vecteurs - GéomBtrie des masses - Principes - 
Cinématique - Statique. (Bibliothèque de 1'É:lève Ingénieur.) Grenoble 1914, 
Rey. (Paris, Gauthiers-Villars e t  P.) Fr. 6.- 
DCNCAN, J., Applied mechanics for engineers. New York 1914, Macmillan. 

Cloth $ 2.60. 
P A , ~ - K H ~ u ~ E K ,  ED., Die Festigkeit kegel- und kugelformiger Boden u. Deckel. 
(Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, 162. ii. 163. Heft.) 
Berlin 1914, Springer. X 2 . - .  
HEUKDL, A., Formelsarnmlung u. Anloitung f. die Bcrechnung v. Massivkonstruk- 
tionen aus Eisenbeton. Xiinchen 1914, Duncker & Hnmhlot. 

geh. i n  1,einw. X 3 .20 .  
KLEINLOOEL, A. ,  Rahmenformeln. Gebrauchsfertige Formeln f. einhiiftige, zwci- 
stielige, dreieckformige u. geschlosseue Rahmen ans Eisen ode1 Eisenbeton, 
nebst Anh. m. SonderfiIlen teilweise u. ganz eingespannter Ti-Zger. Berlin 1914, 
Ernst & Sohn. A IO.-; geb. X I l . - .  
MAOGI, GIAN ANTOSIO, Geometria dol'movimento. Lezioni d i  Cinematica, cou 
un 'appendice sulla Gcornetria della Masea. Pisa 1914. Spoem. 
M A ~ E R ,  E. R., Technical mechanics. 3d ed., rewritten. New Vork 1914, Wiley. 

Cloth. $ 2 . 6 0 .  
NEWTON, ISAAC, HAN. BPRNOULIJ II. I'APBICK U'AKCY, Abhaudlungen über jene 
Grundsatze der Mechanik, die Integrale der DiIierentialgleichungen liefern 
(1687; 1746 u. 1747). (Ostwald's Klassiker Nr. 191). Aus dem Lat. u. Franz. 
übers. von A. v. Ottingen. Hrsg. Y. E .  B. Jourdain. Leipzig 1914, Engelmttun. 

geh. in Leinw. X 2.80.  
Pom,  EARL, Untersuchungen üb. das Znsammeuwjrken wagerechter Verbande 
u. eingespannter Stützen im Eisenhochbau. Leipzig 1914, Zngelmann. A 2 .80 .  

S. auch 9, 30, 41, 61, 69,  60, 61. 

Physik. 
B ~ c a ~ n ,  A. u. C. RAMSAUER, Über radioaktive MeBmethoden u. Einheiten. Aus 
dem radiolog. Institut der Uuiversitat Heidelberg. Mit e. Vorwort v. P. Lenard. 
Heidelberg 1914, Winter. X -. 80. 
BEKSDT, Gso. W., Physikalisches Praktikum. 2.  Tl. Elektrizit i t  u. Magne- 
tiamus. 2. verb. u. verm. Aufi. v . :  Physikalisches Praktikum 2. Tl. v. G. Berndt 
u.  B. Uoldt. Jena  1914, Schmidt. geb. i n  Leinw. Jl 4 .50 .  
BBILL, A., Das Eelativitiitsprinzip. Eine Einführung in die Theorie. 2. Aufl. 
Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. X 1 . 8 0 .  
DANNEEL, EEISRICH, Elektrochemie II. Experimentelle Elektrochemie. MeB- 
methoden, Leitfihigkeit, Losungen. 2. Aufl. (Sammlung üoschen Nr. 253.) 
Berlin u. Leipzig 1914, Goschen. geb. i n  Leinw. X - .go.  
FINDLAP, ALEX., Der osmotische Druck. Autoris. deutsche Ansg. v. Guido 
Szivessy. Mit e. Einführg. zur deutschen Ausg. Y. Wilh. Ostwald. Dresden 
1914, Steinkopff. A 4.-. 
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33. G I ~ I Y S E ~ L ,  E., Lehrbuch der Physik zum Gebrauche beim Unterricht, bei akadem. 
Vorlesungen n. zum Selb~t~studium. (In 2 Bdn.) 1. Bd. 3., verm. u. verb. Aufl. 
Leipzig 1914, Teiibner. Für vollstindig A 1 5 . - ;  geb. in Leinw. ,# l e . - .  

34. HANERT, Li, Physikalische Aufgaben der Artillerie, Navigation u. des Schiff- 
baus. (Beiheft zur angewandten Mechariik, Leitfaden der Naturlehrr.) Berlin 
1914, Mittler & Sohn. "46 2 .-. 

35. HET,MHOI.TZ, H. v., Vorlesungen iiber theorethische Physik. Hrsg. Y. Arth. Ktinig, 
Otto Krigar-Menzel, Carl Riinge. 5. Rd. Vorlesungen üb. die elektromagnet. 
Theorie des Lichts. Hrsg. v. Arth. Kihig  u .  Carl Runge. 2. unveraud. Abdr. 
(Manuldr.) Leipzig (1897) 1914, Barth. -4 14 . - ;  geb. in Leinw. ,L 1 6 . 5 0 .  

36. HUGHES, 8. L., Photo-Electricity. Cambridge 1914, University P r e s ~ .  6 B. 

37. KAROI.I.U~, F m z ,  Auflosungen der Aufgaben irn J,ehrbuche der Physik f. die 
oberen Klassen der Mittelschulen von Ignaz G. Wallentin. Mit Anleitnngen 
bei schwierigeren Aufgaben. Wien 1914, Pichlers Witwe & Sohn. K. 1.-. 

38. KOHLRAUSCH, FRIEDBLCH, Lehrbuch der  praktischen Physik. 12., stark vermehrte 
Aufl., in Gemeinschaft m. H. Geiger, E. Griineisen, 1,. Eolborn, W. Jager, 
E. Orlich, K. Scheel, O. Schtinrock hreg. v. E. Warburg. Leipzig u. Berlin 1914, 
Teubner. geb. in Leinw. Jt I l . - .  

39. L A N G ~ T H ,  MAX J., Der physiltalische Schiilerrersuch in der Volksschule. Hildes- 
heim u. Leipzig 1914, Lux. X 3 . - ;  geb. X 3.70. 

40. LODGE, SIR OLIVER, Radioaktivitat u. Kontinoitat. 2 Vortriige. (1. Die Ent- 
deckung der Radioaktivitat u. deren EinfluB auf die Entwicklung der physikal. 
Wissenscbaft, Becquerel-Gediichtnisrcdc. JI. Kontinuitât. Eroffnungsrede.) 
Leipzig 1914, Barth. A 5 .-; geb. i n  Leinw. X 6.-. 

41. I~OREXTZ, H. A., Das Relativitat~prinzip.  Drei Vorlesungen, gehalten in  Teylers 
Stiftung zu Haarlem, bearb v. W. II. Eeesom. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. 

X 1 . 4 0 .  
42. LUXMER, O., Verflüssigung der Kohle u. Herstellung der  Sonnentemperatur. 

(Sammlung Vieweg, Doppelheft 9/19.) Braunschweig 1914, Vieweg & Sohn. 
A 6 . -  

43. LYON, W. V., Problems i n  altcrnatiug current machinery. New York 1914, 
Mc Graw-Hill. Cloth $ 1 . 6 0 .  

44. MORECROFT, J. H ,  Continnoua and altemating current machinery. (Wiley 
technical series.) New York 1914, Wiley. Cloth $ 1 .76 .  

45. OYBECK, IIuco, Druckverlust stromender Luft i n  geraden zylindrischen Rohr- 
leitungen. (Yorschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, hrsg. 
Tom Verein deutscher Ingenieure, 168. u. 169. Heft.) Berlin 1914, Springer. 

A Al.-. 
46. PCNT, Elektrotechnisches Merkbucli f. Artillerie-Spezialisten der Raiverlichen 

Marine. Berlin 1914, Mittler u. Sohn. Brosch. ,# 2 
47. SUMPF, K., Grundrifi der Physik. Ausg. B, vorzngweise f. Realschulen u. d ie  

Unterstufe htiherer Realanstalten, hohere Bürgerschulen u. verwandte Anstalten. 
lIrsg. v. H. IIartenstein u. W. Bahrdt. Hildesheim u. Leipzig, Lax. 

geb. X 2 . 7 0 .  
48. THEPPTZ, EXICH, Über die Kontrsktion kreisforrniger Flüsiligkeitsstrahlen. Uiss. 

StraBburg i. X. Leipzig 1914, Teubner. A 2.-. 
49. T ~ o a r s a ~ ,  W ~ L I A X ,  Über die dynamische Theorie der Wiirrne mit numeriachen Er- 

gebnissen aus Herrn Joules ~ ~ u i v a l e n t  e. thermiscben Einheit u. Herrn Regnaults 
Messungen a m  Dampf (1851 u. 1852). (Ostwalds Klassiker Xr.  193.) Ins Deutsche 
übertr. u. hmg. v. Walt.Block. Leipzig 1914, Engelmann. geb. in Leinw. Jt 6.20.  

60. WEIMARN, P. P. v., Zur  Lehre v. den Zustandcn der Materie (Preisschrift der 
kaiserl. Akademie der Wissenschaften St.  Petersburg n. der kaiserlichen Uni- 
versitat Moskau.) 2 Bde. Text iind Atlas. Dreaden 1914, Steinkopff. & 7 . - ;  

geb. in Leinw. A 9 .  - 
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442 Neue Bücher. - Eingelaufene Schriften. 

51. WEINSTEIN, MAX B., KrBfte und Spannungen. Das Gravitations- und Btrahlenfeld. 
(Bammlung Viewcg Heft 8.) Rrauschweig 1914, Vieweg & Bohn. "4t 2.- 

52. ZEIINUBII, I ~ D W I G ,  GmndriB der Physik. 2.umgearb. Aufl.Tübingen 1914, Laupp. 
A 7 .-; geb. in Leinw. X 8.- 
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