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INTEGRALES

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES COURBES
QUI ONT UNE MEME SURFACE POLAIRE

(par Mr. Uabbé Aousr professeur & Marseille.)

La recherche des courbes qui ont une méme surface polaire, lieu des inter-
sections successives des plans normaux & ces courbes, dépend du calcul intégral;
elle se lie intimement & plusieurs questions de la théorie des surfaces et entre
autres & la détermination des surfaces dont toutes les lignes de courbure d’une
série sont planes; elle se lie aussi & plusieurs problémes sur les courbes non
planes, tels que le probleme des courbes paralleles, des courbes développées
d’une courbe donnée. Le but de ce travail est de montrer comment on obtient
les intégrales premitres et secondes des- équations différentielles des courbes de
la question posée au moyen des équations que nous avons données (Compfes
rendus, t. 70, pag. 978) du probléme général des roulettes dans le cas ou une
courbe non plane, entrainant le point décrivant, roule sur une courbe égale-
ment non plane sous cette condition que les plans osculateurs des deux courbes
coincident & chaque instant.

Pour mettre la solution dont nous parlons dans tout son jour, il convient de
traiter d’abord analytiquement la question et de la résoudre ensuite au moyen
des formules des roulettes.

§ L. Solution analytique.

1. Equations différentielles. Soient les équations de I’aréte de rebrous-
sement de la surface polaire

M =00, ¥=9.( ¥=9.00}4
Annali di Matematice, tomo VII. 1
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2 Aoust: Intégrales des équations différentielles

¢ étant la variable qui fixe la position du point; .2/, ¢/, 2’ les coordonnées d’un
point quelconque de cette courbe; z, y, # les coordonnées du point correspon-
dant de la courbe cherchée. Nous appelerons ¢/, C la premidre et la seconde
de ces courbes. Soient 7, p, v la tangente, le rayon de courbure, et la binor-
male de la courbe C; de, do, ds les angles de premitre, de seconde et de
troisidbme courbure; ds la différentielle de 1'arc; nous représentons par les
mémes lettres accentuées les éléments correspondants de la courbe C’. I est
évident que les coordonnées 2/, 4/, 2/ de V'aréte C’ sont données par les équa-
tions du plan normal & la courbe C supposée connue, et les derivées premiére
et seconde de cette équation. Si I'on représente ces trois équations par

@) {IN=0, N'=0, N"=0}

le systéme de ces trois équations dans les quelles o/, 4', 2/ sont remplacées par
leurs valeurs tirées des équations (1), sont les équations différentielles des cour-
bes cherchées.

2. Réduction des équations différentielles. Les équations (2) sont des équa-
tions différentielles du premier, du deuxidme et du troisiéme ordre; nous allons
prouver que l'intégration de ces équations ne dépend que d’une équation du
second ordre, linéaire, & coefficients constants & I’exception du dernier terme
qui est fonction de la variable {. Si nous employons le signe S pour indiquer
une somme qui §'étend & chacune des coordonnées z, y, 2, la premidre des
équations N est

/\
N=8(x—z)cos7x=0;
elle exprime que la distance de deux points correspondants des deux courbes
C et C’ est normale & la tangente =. Si 'on a égard aux valeurs des diffé-

. N N,
rentielles de cos7x et de cospx qui sont:

N\ N\ N\ AN\
dcostz _ cospx  deospx costr do N\

Ts = % 0 Tds T T 0

on a pour I'équation N:

N
V=8 — ) 2%72 1 = §(o! —a)cosp s —p=0;

et pour 1’ équation N”':

AN
N =S( — )d"“”—%—sw-a:)c<>sm+d9 —0.
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des courbes qui ont une méme surjface polaire. 3

Or, I'équation N’ exprime que la projection de la distance de deux points
correspondants des deux courbes C et ¢’ sur le rayon de courbure de la courbe

C est égale & ce rayon de courbure, et la seconde, que la projection de cette

méme distance sur la génératrice de la surface polaire est égale & —g_i‘; cette

distance peut donc étre considérée comme la résultante de deux composantes
orthogonales, I'une égale & p, et I'autre égale & —(d;g; cela posé, comme la

projection d’une résultante sur une direction est égal & la somme des projec-
tions des composantes sur la méme direction, si I'on remarque que p, ¢/; 7,
¥y v, @/ sont paralltles deux & deux, et que, par suite, d¢, do sont égaux,
ainsi que de et do/, I'on obtient les trois équations contenues dans le .type
suivant, en y remplagant successivement z, ' par y, ¥'; 2, 2.

/ — / 7 eem 7l
(3) & T=pcosp'xr ae C087' I,

et ces équations ont cela de remarquable que les quantités o, cos@, cos 7%
dé¢ se rapportant maintenant & la courbe C/ et nullement & la courbe C, sont
des fonctions connues de la variable ¢, de sorte que si 'on obtient p en fonc-
tion de £, les coordonnées x, ¥, 2 seront connues en fonction de cette variable
au moyen de ces équations. Si l'on différentie I’équation (3), on frouvera par
des réductions intuitives, I’équation suivante

d(d
(4) P+ ae (d—ﬁ) = p’.

Cette équation se rapportant aussi & la courbe C’, il en résulte que le rayon
¢ de courbure de la courbe C’ est connu en fonction de & et que, par con-
séquence, I'intégration des équations N, N/, N’ est ramenée & l'intégration
d’une seule équation linéaire du second ordre & coefficients constants entre les

deux variables p et ¢/, ¢ étant égale & [de/ +¢;, dans la quelle ¢, est la con-

stante d’intégration.

3. Intégrales. L’équation (4) s intdgre immédiatement, et si I’on repré-
sente par @ et b les constantes introduites par 1I'intégration, on obtient I’ équa-
tion suivante :

(5) p=asin¢ + beose’ + sinet/;;’ cose’d el — cOSeyg‘)’ sine/dé.

Les équations (1) de la courbe C’ font connaitre ¢ en fonction de la variable
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4 Aoust: Intégrales des équations différentielles

t, done si dans I'équation (5) on remplace & par cette fonction et qu'on porte

Z—g—, dans les trois équations (3), on aura les intégrales
générales des équations différentielles (2), et ces intégrales feront connaitre «z,
y, z explicitement en fonction de ¢ Mais il est mieux d’éxprimer en fonction-
de ¢ les coordonnées o/, y/, 2/ ainsi que les cosinus des angles que @/ et ¢
font avec les trois axes; on obtient ainsi les trois équations contenues dans le

type suivant

les valeurs de p et de

AN
#/ — & = (sin#’ cos / &z — cos ¢’ cos -z’:c)(a +ﬁ’0055’d e’) +
(6)

+ (cos & cosp/z + siné’ cos r’x)(b —ﬁ’sxne’de’),

lesquelles sont les intégrales générales des courbes qui ont pour surface polaire
la surface développable, lieu des tangentes & la courbe donnée C’; ce qui est
la solution du probléme que nous nous étions proposé.

§ II. Solution géométrique.

4. Premiére méthode. Cette méthode fait dépendre la question d’une seule
équation linéaire du premier ordre et conduit avec non moins de facilité aux
intégrales des courbes dont il s agit.

Développons la surface polaire sur un de ses plans tangents; la courbe C’
se transformera en une courbe plane C’/,; menons par un point fixe 0/, du
plan les deux axes 0/, 2’|, 0/,¢/,, rectangulaires, situés dans ce plan; les coor-
données 2/,, %/, d’un point de la courbe C’ par rapport & ces axes seront
donnés par les équations:

) gx’l—x(,:\/;)’cosa’ds’, y’l—yozfp/sins’ds’g,

il suffit maintenant d’exprimer en fonction de ¢ les coordonnées x, ¥, # du point
O’, par rapport aux axes fixes auxquels la courbe C’ est rapportée; or, si dans
les différentes positions du plan tangent, on abaisse du point O/, une perpen-
diculaire p & la tangente & la courbe C’, qui se confond avec la génératrice
rectiligne de contact, le lieu des pieds M de la perpendiculaire dans le plan
tangent sera la podaire du point /, par rapport & la courbe €', et si I'on
appelle 2/ la longueur comptée sur cette tangente & partir du point de contact
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des courbes qui ont une méme surface polaire. 5

jusqu’'au pied M de la perpendiculaire, et a 1’angle de cette perpendiculaire
avec I'élément de la podaire, on aura les deux équations suivantes:
—dt'4-ds' _p

de T

(8) tanga =

Si 'on remarque que par la nature de la podaire 'angle a est égal & I'angle
que la distance du point ¢/, au point correspondant de la courbe (', fait avee
la tangente 7/, on aura la relation:

yida'—x dy',

vy +ad,’

9) tang o =

laquelle fera connaitre tanga en fonction de ¢ au moyen des équations (7) de
la courbe C7,; d’apres cela, la premidre des équations (8) que nous éerivons
sous la forme suivante:

(10)

as’

qe +¢/tanga—p/ =0,

devient I'équation résolvante de la question. C’est une équation linéaire du
premier ordre entre les deux variables ¢/ et ¢; son intégrale est

(11 ‘z’—_—e_\ftf?g“'da'(fo + [¢le rmg”“"l"ol:s') .

D’une autre part, la seconde des équations (8) donne p en fonction de ¢, expri-
mée explicitement par la relation suivante

(12) p _ tanga ) e_ftg,ngq,.del (70 +ﬁ,eftangad;r ) dsl)

en remarquant que dans ces deux équations la constante d’intégration est 7,
laquelle est fonction des constantes x,, ¥,

Les équations (11) et (12) donnent la solution de la question, puisque, si I'on
projette la figure sur les axes fixes de «, ¥, 2, on obtiendra les trois équations
contenues dans le type suivant:

@ ¥ — 1 =—/cos 7, +peos7, @ (31 ¢

dans lesquelles il suffira de substituer les valeurs de </ et de p que nous ve-
nons de trouver.

(*) Le chiffre 3 entre crochets [ ], placé & droite d’une équation, indique le nombre
d’équations que I'on obtient en y changeant successivement « en y et en 2.
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6 Aoust: Intégrales des équations différentielles

5. Seconde équation résolvante. On peut, sans sortir de la méthode, éviter
I'équation linéaire compléte (10) et obtenir une équation résolvante plus simple.
En effet, si I’on rapporte la podaire & ses deux coordonnées polaires qui sont,
d’une part, le rayon vecteur p et, de I'autre, I'angle p0/,2/,, on a I’ équation

(13) ‘-lpﬁ:cotgade/;

et comme « est connu en fonction de ¢ par suite de 1'équation (9), les va-
riables de I'équation (13) sont séparées, et 'on obtient 1'intégrale suivante

f cotgade’

p=p.c )

dans laquelle p, est la constante d’intégration. En portant cette valeur dans la
seconde des équations (8), on trouve la valeur de </

'Z’———pocotgaef

cotgads’
?

et finalement les équations (3), dans lesquelles on substitue les valeurs de p
et de 7z’ que nous venons de trouver, deviennent

/\ !
(6)’ x,__. x :po(cotga COS’Z/x + COS@)@J‘OOtgudG ) [3]

6. Seconde méthode. La marche que nous allons suivre donne immédiate-
ment, sous forine explicite, les intégrales du probléme qui se présente alors comme
cas particulier du probleme général des roulettes, enoncé sous la forme suivante
(Comptes rendus, t. 70, pag. 978): « Une courbe non plane roule sans glisse-
ment sur une autre courbe non plane avec cette condition, qu’d chaque instant
-les plans osculateurs des deux courbes coincident; trouver sous forme finie les
équations de la courbe engendrée par un point solidairement lié avec la pre-
miére courbe. »

Considérons la courbe plane C’, qui aurait pour rayon de courbure la méme
fonction de ¢ qui donne la valeur de ¢/; les équations cartésiennes de la courbe
C’, par rapport & deux axes rectangulaires O/, #/,, 0',%/, menés dans son plan
par le point fixe O/, sont celles que nous avons données au commencement du
n.° 4; on connait donc en fonction d'une seule variable ¢ ou ¢ la distance B
d’un point de la courbe C’, au point O’,, ainsi que I'angle de cette distance
avec la droite fixe (/,«/,. Supposons maintenant que I’on fasse rouler sans glis-
sement la courbe C’, sur la courbe C/, par cette condition que le plan de la
premiére coincide & chaque instant avec le plan osculateur de la seconde; le
point ¢/, engendrera, dans ce mouvement, la courbe cherchée, de sorte que si
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des courbes qui ont une méme surface polaire. 7

x, y, 2 sont les coordonnées du point décrivant 0/, par rapport aux axes fixes
A~
auxquels la courbe C’/ est rapportée, en remarquant que cosRE» est nul par ce -

N
que Vangle Bv est droit, on aura les trois équations contenues dans le type
suivant:

6y’ z—a =R(cos1€;’ cos@—k cosIf;’ cos @); [3]

et comme tout est connu dans le second membre en fonction de ¢ ou de ¢, ce
sont les équations de la courbe et, par conséquent, elles ne sont pas distinctes
des intégrales des équations différentielles (2).

1. Identité des intégrales. Il est facile de démontrer a postériori que les
différentes intégrales que nous venons d’obtenir par différents procédés, sont
identiques.

Considérons en premier lieu les équations (6) fournies par le procédé analy-
tique; si 1’on rapporte les deux axes 0',2/,, Oz aux trois directions rectangu-

: I of. o ’ TS ;
laires 7/, ¢/, +/, et qu’'on remarque que les angles 2/,», ¥/, » sont droits, on a
les deux équations:

N /N AN
cosa/, £ =— cosz/wcose 4 cosp/ xsiné/,
AN IN /N
cosy' , x= cosz/xsine + cosp/xcose.

Done, si I'on a égard aux équations (7), les équations (6) deviennent

AN P N\
¥/ —x=2af cosa/,x+ 4 cosy/,x=RcosRx. [3]

Donc les intégrales (6) ne sont pas distinctes des équations (6)'.
En second lieu, si I'on élimine 7/ et a entre 1'équation (13) et les deux
équations (8), on tombe sur I'équation :

— d (dp
P'—P"'gg(;,ﬁ)’

qui coincide avec I'équation (4). Ceci prouve que la solution analytique du pro-
bléeme ne différe pas de la solution donnée par la premitre méthode géomé-
trique.

Ainsi la marche due & la géométrie a cet avantage que, suivant les pro-
priétés géométriques mises en jeu pour trouver la courbe, on tombe ou sur une
relation différentielle du second ordre, ou sur une différentielle du premier ordre,
ou enfin sur une équation finie. Les deux premilres circonstances se rapportent
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8 Aoust: Intégrales des équations différentielles

au cas ol les propriétés sont relatives au rayon de courbure ou & la tangente;
la dernitre se rapporte au cas ol ces propriétés dévoilent un mode de géné-
ration de la courbe par suite du déplacement d’un de ses points.

§ III. Passage d’une intégrale particuliére a 1’intégrale générale.

8. Des courbes paralléles. Si I'on méne & uné courbe C une série de nor-
males des différents points de cette courbe, de sorte que deux normales infi-
niment voisines se rencontrent, et qu’a partir des pieds de toutes ces normales
on porte sur chacune des longueurs égales, les extrémités de ces longueurs
formeront une seconde courbe qui est la courbe paralléle de la ligne C. Il est
évident que la courbe C et la paralltle ont méme surface polaire, lieu des in-
tersections des plans normaux; de 1a résulte que si I’on connait une seule courbe
C, en cherchant les courbes paralltles on aura toutes les courbes qui ont méme
surface polaire que la ligne C. On voit, en effet, que les équations d’une courbe
paralltle d’une courbe donnée contiennent deux constantes arbitraires: 1'une
relative & la position d’une des normales de la série qui se rencontrent suc-
cessivement et 1’ autre relative & la longueur invariable, prise sur chacune
d’elles & partir de son pied; et on voit de plus que, par une détermination con-
venable de ces deux constantes, on peut faire passer la courbe par un point
quelconque de Y'espace. Ces considérations montrent que lorsqu’on connait un
seul systeme d’intégrales particulidres des équations (2), on peut obtenir les
intégrales générales. Ainsi, le passage d’une intégrale particulitre & 1'intégrale
générale est une question que la géométrie sait aussi résoudre.

Des développées d’une courbe non plane. Si I’on mene en tous les points de
la courbe €' les normales qui se rencontrent deux & deux successivement, le
lieu des intersections est une développée de la courbe C. SiI’on développe suc-
cessivement tous les plans normaux de la courbe C sur un seul, tous les points
de la courbe C se reduiront & un seul point 4; done tous les pieds des normales
se superposeront, et comme elles se rencontrent deux & deux successivement,
toutes les normales seront superposées et ne formeront, par le développement
de la surface polaire qu'une seule et méme ligne droite. De la résulte que si
réciproquement, on mene dans ce plan par le point A toutes les droites pos-
sibles, lorsque le plan §’enveloppera sur la surface polaire, les droites §’enrou-
leront sur les développées de la courbe C; et comme ce raisonnement existe
pour une quelconque des courbes paralleles de la ligne C, on voit qu’une
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des courbes qui ont une méme surface polaire. 9

droite quelconque tracée dans le plan normal avant son enveloppement sur la
surface polaire, déterminera lorsqu'il 'aura enveloppée une courbe développée
ou de la courbe C ou d’une des paralleles de cette courbe. On voit également
que toutes les courbes paralltles d’une ligne C ont, pour des points corre-
spondants, méme flexion dw et que leurs rayons de premitre courbure ne peu-
vent différer que par une constante. °
9. Recherche des équations des lignes paralléles & une ligne C. Il y a
deux cas & considerer, suivant que I'on connait les équations de la courbe C
ou les équations de la courbe (', aréte de rebroussement de la surface polaire
de la courbe C.
1.° Si I'on connait les équations

e=f0), y=50), 2=£,0

de la courbe C, on méne par deux points infiniment voisins pris sur cette courbe
deux normales qui se rencontrent en un point de la surface polaire de la courbe
C; Yangle de la normale et de la génératrice correspondante de cette surface
est égale & la somme des flexions do de la courbe C augmentée d’'une con-
stante relative & la génératrice initiale, et variant, pour cette génératrice, sui-
vant I'inclinaison de la normale initiale sur cette génératrice, de sorte que cet
angle Q est donné par la relation

Qz‘/;lco—i-coo;

or, si Ion opére comme au n.° 7 et qu'on appelle # la longueur constante
. comptée sur la normale & partir de son pied, on a les trois équations contenues
dans le type suivant:

A\ N A\
coSNIL = cospwsm(oo +/;la)+ COS Y 2 COS (Oo +fdc.>) (3]

qui font connaitre les angles que la normale n fait avec les trois axes; par
conséquent, les équations de la courbe paralltle de la courbe C, sont

X—x Y—y Z—=z
(14) ANTTATT AT,
COSNZ COSNY  COSHZ

dans lesquelles X, Y, Z sont les coordonnées courantes; ces coordonnées sont
donc connus en fonction de la variable independante # Les équations de la
courbe parallele de C sont donc les intégrales générales des équations (2), uni-
quement déduites d'un systtme d’intégrales particulidres des mémes équations.
Annali di Matematica, tomo VI, 2
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10 Aoust: Intégrales des équations différentielles

2.° 8i la courbe. €’ est connue, on tracera une droite ! quelconque dans
le plan osculateur de la courbe C/, on prendra sur cette droite & partir du
point ou elle coupe la tangente une longueur dont la projection sur la direc-
tion du rayon de courbure de la ligne C/ soit égale au rayon de courbure de
la courbe C augmenté d’une costante; de sorte que si I'on appelle z”/ la lon-
gueur de la tangente & la courbe C’, comprise entre le point de contact et
son intersection avec la droite Z, et ¢ I'angle de cette droite et de la tangente,
les coordonnées X, Y, Z de la courbe cherchée seront données par les trois
équations contenues dans le type suivant
(15) @ — X:*z”cos@—l— :iT—:’P cosTa. [3]
Comme p est donné par 'équation (5), il n’y a plus & déterminer dans ces
équations que les cosinus des angles que la droite ! fait avec les trois axes
fixes et la longueur 2”; or 'on a, d’une part,

N A\ . AN
coslx = cosp/ xsin& + cos7/ xcose [3]

et d’une autre part, si 'on considére la position infiniment voisine de ¢”/, on

obtient 1’équation
ds' —dr"

J— /
—ge T CotBE,

qui donne !'équation différentielle linéaire du premier ordre, suivante
az" ’
-Cw-+*z’cotge’:p,
dont I'intégrale est, en représentant par ¢ une constante arbitraire,
(16) 7//siné/ =ﬁ’sins’ole’+ a.
AN
En portant cette valeur de 7”7 et les valeurs des cosl/x dans les équations (15)

et en remarquant que & =g, j;le’, ol & est une constante arbitraire, on

tombe sur des équations équivalentes aux équations (6).
La solution de ce second cas est donc une nouvelle solution du probléme qui
fait I'objet de ce mémoire,
10. Equations des développées d’une courbe et de ses paralléles. La re-
cherche des développées d’une courbe C et des développées de ses paralléles
présente aussi deux cas, suivant que 1’on connait la courbe C ou la courbe C;
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des courbes qui ont une méme surface polaire. 11

et nous ne donnons la solution de cette question déja résolue par les géométres
que parce qu’elle est implicitement contenue dans la solution du probléme que
nous venons de traiter.

1.° Si la courbe C est donnée, les équations (14) seront les équations
de la développée, pourvu que dans la derniére I’on remplace » par une lon-
gueur variable ayant pour projection, sur la normale principale de C, le rayon
de courbure de cette ligne; on a ainsi, en représentant par X, Y, Z les coor-
données de la développée, les équations suivantes:

X—x Y—y Z—z 0

a N N
COSNIL  COSNY COSNZ cos(m0+ dco)

)

2.° 8i la courbe C’ est donnée, les positions de I'extremité de la ligne
¢/ donnent les coordonnées de la développée d’une quelconque des paralléles
de la courbe C, on a donc les équations de ces courbes

b

! ot ’ ’

ine'de’ .«

7y p—X_y—¥_s—z_, ** 7 i
N AN /N sing’ o

cost'z  cost'y costz

t

Ceci nous conduirait & une derniére solution géométrique de la recherche des
intégrales des équations différentielles (2). En effet si I’on considére la surface
développable dont 1’aréte de rebroussement est la développée (17) et que I'on
méne une développante quelconque de cette aréte, les équations de cette déve-
loppante ne seraient autre chose que les intégrales des équations (2). Ce caleul
sera développé dans un numéro suivant.

§ IV. Généralisation.

11. Propuine. Efant donnée Uaréte C' de rebroussement d’ume surjfuce
développable, on fuit rouler sams glissement sur cette surface un plan conte-
nant une courbe D et, dans chaque position du plan, on méne sur lao généra-
trice rectiligne de contact une perpendiculaire tangente & la cowrbe D; déter-
miner le liew des points de contact de cette tangente & la courbe D.

On développera comme au n.° 4 la surface développable sur un de ses plans
tangents; la courbe ¢’ se transforme en une courbe plane C’, dont les équa-
tions par rapporte & deux axes fixes rectangulaires ¢/ «/,, 0’ Y, situés dans
ce plan seront les équations (7). Puisque la courbe D est connue, on connait
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12 Aoust: Intégrales des équations différentielles

aussi les équations de cette courbe par rapport aux mémes axes; soient ¢ son
arc et » son rayon de courbure; la question consiste & exprimer les coordon-
nées z, y, z du point de contact de la perpendiculaire p ¥ la génératrice,
tangente & la courbe D. Pour rester fidele & notre notation du n.° 4, nous ap-
pelons 7/ la longueur de la génératrice, & partir de son point de contact avec
la courbe €' jusqu'au pied M de la perpendiculaire p, et « 'angle de cette
perpendiculaire avec 1'élément de la courbe, lieu des points M; si 'on con-
sidéere une position infiniment voisine des longueurs p et ¢/, on aura les deux
équations :
I —ds —da!

19) j p,ole =ds —d7/,
<de =do + dp;

desquelles on déduit la relation suivante
ds' . d(dp\, d(ds
a?—ﬁ+a?(@)+w(d—a)'

On a donc I'équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients con-
stants suivante

d (dp dr
@ d—s:(gg) +p=¢—7;

or le second membre est une fonction connue de ¢, on trouvera done I'inté-
grale de cette équation sans difficulté et I’on voit par la comparaison des équa-
tions (4) et (4)” que I'on passera de I'intégrale (5) & l'intégrale de I’'équation

(4)" en changeant dans la premitre la quantité ¢/ placée sous le signe j:an

o ——%; on obtiendra ainsi I'intégrale suivante:

6) p= [a -;-f(p’—%;) coss’de’] sing/ + [b —f(p’—— %) sine’de’] cosé.

Si I'on projette les deux cotés de I'angle p<’ sur les trois axes coordonnés
fixes, on aura les trois équations contenues dans le type suivant

/N
(19) ¥ — X=—alcos?/x +pcos@; [3]
or, si 'on remarque d’aprés la seconde des équations (18), 'on a
ap
0
T=ge Tt
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des courbes qui ont une méme surfoce polaire. 13

les équations (19) deviendront aprds la substitution des valeurs de p et de 7/

N N
—X=—rcos?'z + [a +f(p’—%)cos s’ds']cosw’lx +

+ [b +f(p’—§—:,) sine’ds’] cosy/’l\:v. [3]

Ces équations donnent les coordonnées X, Y, Z d’un point quelconque de la
courbe explicitement exprimées en fonction de &.

12. Interprétation géométrique. Cherchons quelle devrait étre Y aréte de
rebroussement C” pour que la surface développable lieu de ses tangentes fat
la surface polaire de la courbe dont le rayon de courbure serait égal a la
somme de la perpendiculaire p et du rayon de courbure correspondant d’une
développante de la courbe plane D.

Soit R le rayon de courbure, on aura d’aprés les données de la question

R=p -I-ﬁde’;

or si 'on appelle I’ le rayon de courbure de I'aréte de rebroussement de C”,
I' équation (4) appliquée aux rayons de courbure R et R’ donnera la relation

A2p dr
R=p+[rdd + ’2+ds’ H

19y

done, par suite de 1'équation (4)7, on obtient pour R’ la valeur suivante
R =+ [rdé.

Ce résultat indique’ que le rayon de courbure de 1’aréte de rebroussement C”
sera égal au rayon de courbure de I'aréte de rebroussement C’ augmenté du
rayon de courbure correspondant d’une développante de la courbe plane D et
que cette relation a lieu quelle que soit la loi des flexions de I'aréte C7.

§ V. Applications.

13. Surfaces dont les lignes de courbure sont planes. Appliquons I'analyse
qui précéde & la recherche des équations des surfaces dont les lignes de cour-
bure d’une série sont planes. Nous avons déja donné ces équations dans notre
Analyse des courbes tracées sur une surface quelconque, pag. 157, en suppo-
sant connues les équations de la courbe C. Si I'on connait seulement les équa-
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14 Aoust: Intégrales des équations différentielles

tions de l'aréte de rebroussement C’ de la surface polaire de la courbe C
comme le suppose Moxar dans son Application de U Analyse & la Géométrie,
§ XXV, on opérera de la manitre suivante: Au moyen des équations (1) de
la courbe C’ on caleulera, n.° 10, les équations (17) des développées de‘la
courbe C. Soient done X, Y, Z les coordonnées en fonction de ¢ d’une de ces
développées; soient ¢ son arc et T' la longueur d’une de ses tangentes com-
prise entre le point de contact et le point correspondant de la développante C,
cette courbe donne la relation
o+ T=b,

dans la quelle b est une constante, par suite les équations cartesiennes de cette
développante sont:
X—z Y— Z—z

(20) ~T /3= AN
cosTz cosTy cosTz

=b—o.

Cela posé, la surface dont les lignes de courbure d’une série sont planes est
la surface engendrée par le profil d’une courbe plane dont le plan coupe nor-
malement suivant une génératrice T' la surface développable, lieu des tangentes
de la développée (X, Y, Z), et dont une point fixe O/ parcourt la dévelop-
pante C de telle sorte, qu'une droite fixe O/,§ située dans ce plan coincide
successivement avec les génératrices T' de la surface.

Si done 1’ équation du profil par rapport aux deux axes fixes 0/, &, O/, {, situés
dans le plan mobile, est la suivante

@1y §=/©),

en réprésentant par X'/, Y7, Z’ les coordonnées, par rapport aux axes fixes,
d’un point quelconque de la surface déerite, il suffira de projeter un systéme
de coordonnées { et & de la courbe du profil sur ces axes, pour obtenir les
trois équations contenues dans le type suivant

@2) X! —w=Ecosta +{eosta 3]

qui sont les équations de la surface cherchée, de sorte que les coordonnées X7,
Y’, Z’ sont connues en fonction des deux variables indépendantes ¢ et £ En
éliminant ces deux variables entre les trois équations (22) on aurait I’équation
cartésienne de cette surface entre les trois coordonnées X/, Y/, Z/.
14. Développement des calculs. Si I'on se reporte au n.° 9, on obtient
les équations
dsl — d="" = dacosé,

7/'de/ = dosiné/;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



des courbes qui ont une méme surface polaire. 15

de la seconde on déduit la valeur de ¢ donnée par la relation

a-+ [ ¢'sine’de’
o=/( f )dE’;

sing'

on a de plus les trois équations contenues dans le type suivant:

AN . AN
cos T'x = cose’ cos?/ z + siné cos v/ ; [3]

done, par la substitution des valeurs de X, Y, Z ftirées des équations (1T),
dans les équations (20), on aura le trois équations de la développante C con-
tenues dans le type suivant:

o
x’—x-{—M(a—F p’sine’de’):
sine
(23)
a+fp'sins’de’ ~ A~
= [b _f(__gi_na—’—_) de’] (cos & cos 7’z + sine cosr/ z).

Ces équations sont la nouvelle forme des intégrales générales des équations (12);
ce sont les intégrales que nous avons annoncées & la fin du n.° 10.

. , . A AN
Enfin, si 'on remarque que dans les équations (22), cos§x égale cos Tz et

2N .
que la valeur de cos{x est donnée par 1'équation

AN : A A
cos {& =—sine cos 7/ + cosée/ cosv/x,

les équations (22) deviennent
. N . N
(22 X'—ax=[Ecose —+ f(§)sine/] cos 7’ + [Esine + F(E)cose] cos v/ .

Si I'on retranche, membre & membre, de ces équations les équations (23), on
obtient les coordonnées X', Y’, Z’ d’un point quelconque de la surface, expri-
mées explicitement en fonction des variables £ et = par les équations suivantes:

X' — . cosT'a (a +ﬁ sme’ds’)
sine’
3 a+ [ ¢'sins’d¢
= % (§— b)cose’ — f(£)sine’ + cos ef(—‘is‘ﬁs,——-) de cosz{’\x (3]

/N
cosv x

3 . a+fp'sins’ds’
+ %(z;—b)sme’ + /() cose’ + sinei/(————~) dé

sing'

et telles sont les équations de la surface cherchée.
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16 Aoust: Intégrales des équations différentielles

14. Des courbes dont la surface polaire a pour aréte de rebroussement
une hélice. 11 convient d’appliquer nos formules générales & un exemple. On
donne une hélice tracée sur un cylindre circulaire et ’on se propose de trouver
les équations de toutes les courbes qu’ont pour surface polaire, lieu des plans
normaux, la surface développable dont cette hélice est 1’aréte de rebroussement.

Soit B le rayon de la base du cylindre, ¢ 'angle constant que la tangente
4 I'hélice fait avec le plan de cette base; si 'on pose @ —tang?, les équations
de I'hélice sont:

(24) {o' =Recost, y =Rsint, 2/=aRt}.

En représentant toujours par </, ¢/, »/ la tangente, le rayon de courbure, et la
binormale de cette courbe, ’on a les équations suivantes:

cos7/, x=—sinfcosé, cos7/, y = costcoss, cos7/, z=sini
PN PN . P
cos¢/, © =— cost, cosp/, y =—sint,  cosp/, 2=0
dt . R
ds =— de¢ =cosidt, =
Co81? C0os“2

D’apres ces dernitres valeurs de ¢/ et de dé/, I’équation (4) devient

iy

2, —
=7 +peos t=R,

dont l'intégrale, en représentant par a et 4 deux constantes arbitraires, et en
posant cos¢=m, prend la forme suivante

p=%+Acos(mt+a).

Si I'on porte cette valeur de p et celle de sa derivée g—z dans les équations

(3) ainsi que les valeurs de 2/, %/, 2/, qui donnent les coordonnées de I’hélice
(24), on obtient les trois équations suivantes :

x=—Ra’cost + A{costcos(mt+ a)+msintsin(mi +a)}
(25) y—=—Ra’sin¢ + A{sintcos(mt + a) —mcosisin(mt + a)}
2= Rat -+ Asinisin(mt+a).

qui sont les équations de toutes les courbes qui ont pour surface polaire Ia
surface développable dont I'aréte de rebroussement est 1'hélice proposée.
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des courbes qui ont une méme surface polaire. 17

On obtient une solution particuliére de la question en posant A nul, cette
solution donne les valeurs suivantes:

x=—Ra’cost, y=— Ra’sint, z=Rat,

qui sont les équations d’une hélice, qui a le méme pas que 1'hélice proposée
(24) et dont le rayon R, de la base cylindrique est liée avee le rayon R de
la base du cylindre de 1'hélice donnée par la relation

R, = Rtang®:.

15. Conclusion. L’analyse dont nous venons de faire usage, nous donne
la solution de cette question générale consistant & trouver toutes les courbes qui
coupent orthogonalement les positions successives d’un plan qui se meut d’a-
prés une loi quelconque. Car puisque la loi du mouvement du plan est déter-
minée, il sera facile d’avoir les équations de I'aréte de rebroussement de la
‘surface développable engendrée par les intersections successives des positions
de ce plan, et alors la question sera ramenée & chercher toutes les courbes
qui ont pour surface polaire cette surface développable. Si I'on traitait direc-
tement la question sans recourir aux équations de 1I'aréte de rebroussement,
on obtiendrait un systéme de deux équations lineaires simultanées du premier
ordre & coeflicients variables; et 1’analyse précédente démontre qu’on parvien-
drait par un changement de variables & intégrer ce systéme d’équations; mais
ici, comme dans tout le cours de 1’ étude que nous venons de faire, on est
guidé par la géométrie sur le genre de transformation qui conduit & cette in-
tégration.

Marseille, 19 avril 1874.

Annali di Matematica, tomo VIL 3
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INTORNO

AD UNA CLASSE DI INTEGRALI
ESPRIMIBILI CON SOLI LOGARITMI

(Nota di Carro Maria Proma, dottore aggregato in Matematica
nella R. Universita di Genova.)

N ella presente Nota io mi propongo di estendere agli integrali della forma

d
fiz, )

[dove m & un numero primo, # un intero positivo qualunque ed f e 6 rappre-
sentano due polinomi interi rispetto alla x, pel secondo dei quali posto

b=g

0=T@—a)" @)

sieno tutti i ¢,<<m] il teorema che dimostrai nella mia Nota che ha per
titolo: Propriett di una classe di integrali di irrazionali algebrici possibili
con soli logaritmi, pel caso di n=1. (Vedasi Torromt, Annali di Matema-
tica pura ed applicata, vol. IV, pag. 4.)

1. Rappresentiamo con « una radice primitiva dell’ equazione

zr"—1=0 3)
e con M, funzioni intere della xz, posto

1
K=m"-1

-1 gemTp
Xop= Kéo (= 0" ) My, 4)
se 1'integrale (1) & esprimibile, con soli logaritmi, come & noto, devesi avere
n-l -1 _.m_]_ m
S aTy T R e x )
g q=0 =0
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Piuma: Intorno ad una classe di integrali, ecc. 19

dove A & una costante; e sappiamo pure, che se X,, & nullo per un valore

h, della x, esiste sempre una potenza (xz—h,)P#x di —h, per la quale il
rapporto

conserva un valore finito e diverso da zero per ¢ =k, e di piu che B,,, &
un’intero se %, non & eguale ad alcuno degli @;; e nel caso contrario, O,

pud anche essere frazionario, ma allora il denominatore della frazione rap-
presentata da B, & divisore di m” (vedasi la mia Nota precitata, pag. T);
per cui posto

mn »
Y =X pat €1 M ‘8 =Vox

si vede che Y, , & della stessa forma (4) di XM, € 7y & Un intero; inoltre
evidentemente si ha
X;"::' —-— Y’P’X =
(@—he)"Pox (@—hy)'ox i

dove Z,,, rappresenta una funzione di z né nulla nd infinita per z = h,.
Dalla (5) poi si deduce

/ f dw Aq—’”"_l—l =m—1 +m"p g=m?"1-1 P—m— q+m*p
9"'"

2,0 IOg(X )“ =4, ;0 10gY , (0O

10—

essendo ,i:ﬁ = A, costante. T chiaro che se mella (7) scriviamo X,,, al luogo

di Y,,,, che hanno la stessa forma (4), ed 4 al luogo di A, che sono costanti,
otteniamo un’ espreqsmne della forma (5), in cui le X, avendo la forma data
dalla (4), possiamo supporre che se una di esse si annullasse per z = k,, esi-
sterebbe sempre una potenza intera (x —h)#»x di x—h, per la quale 1 due
rapporti
Xoyx (z—h,)"#x
e
(& —hp)'%:¥ Xo/x

resterebbero finiti per = = A,.
2. Poniamo quindi

Ko = @—ho)'v2 2y, (8)

dove Z,, si conserva finita e differente da zero per z = h,. Dalla differenzia-
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20 Piuma: Intorno ad una classe di infeqrali

zione della (5) tenuto conto della (8) si ottiene
1

1 n—1_1 1 n—1_1
—_— = — = — — » — =m=1 —
A 97”” mZ p ?‘"‘ aq_l_mn lp Z’q,p A f" g=m P nz aq_l_mn 11,
J— d T n— T A 2 Yap )
g=0 2):0 P 0 g=0 p=0

ma, per z=h,, il primo memhro dell’eguaglianza precedente non & infinito,
mentre il secondo lo diverrebbe [cid che risulta dal fatto che, anche ammesso
0 =0 per z = h,, si avrebbe 0 = (r—h,)"0,, 0, essendo un polinomio intero
diverso da zero, per z=Ah,, e n<<m"] quando non si avesse

g —1__ —— o 1
q__mz 1p g 1 aq+mn 1p _q mv laq{ a(m__l)mn—x
g A7 T B A o
(m—2ym=—1 (m—8)ym"—*
+ Vg m2® + Vg m-s e +7q,0%—0’

per cui questa relazione deve essere verificata dagli interi y,., e da a.
L’ equazione

x(m—l)m"_1 m—2)m"~1 + x(m—3)mn_l+ ceed 1=0 (10)

¢ irriducibile, e perché a & radice primitiva della (3), deve pure essere radice
della (10) che ammette tutte e sole le radici primitive della suddetta equazione
(3), quindi dovremo avere

O‘(m—l)m"—1 + a(m—2)m"" + a(’”—?’)’""—l 4 +1=0 (11)

¢ moltiplicandone i due membri per

+x(

q:m”—l— 1

o q
.2 7 q,m—1 @
q:O

si ottiene
e (L) (=21 Tm—3ym"—1
Zf) * { 7q’m"'1 & _!- yq;m’“l @ + 7%’”‘1 @ + et + yq,m_l ;:0
9=

risultato che, sottratto membro a membro dalla (9) ¢i fornisce

n—l__l

'S q (m—2)m"=?
A‘J @ % (yq,m-—2 - yq,m_l)a’
= (12)
(m=3)m"?
+ (yq,m—?)-_- yq,m—l)a’ et YN yq,m—l %: 0.

Ora la (12) & soddisfatta da o radice di un’ equazione irriducibile (10) di grado
(m—1)ym»-1, e i coefficienti delle diverse potenze di « nella (12) sono interi,
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esprimibili con soli logaritms. 21

ed il grado della potenza pilt elevata di @ in quest’ultima equazione non su-
pera (m— 2)m*1 + m»-'—1=(m—1)m**—1, quindi & inferiore almeno di
un’ unitd al grado della (10), il che ci fornisce la serie seguente di eguaglianze

Vorm—1=="Yom=2=="7pm-3==""*==Yp17= V4,0 (13)
o cid che torna lo stesso ci da per risultato che gli m esponenti y,,, che hanno
eguale il primo indice ¢ sono eguali tra loro. Ripetendo gli stessi calcoli e
gli stessi ragionamenti per un altro valore qualunque %, di z pel quale X,
fosse nullo, si perverrebbe ad un risultato analogo; da cid ¢ facile concludere
che esistono #-! funzioni intere della z

2/ Za 2’ n—1

07 12°°° m

delle quali perd alcune possono essere anche eguali a costanti diverse da zero,

tali che posto
X?:X:x? T?’Z (14)

nessuna delle funzioni 7, cosi definita sia nulla od infinita per valori finiti
della 2.
3. Sia ora

g=m"~11 p=m—1
II n

. =0 =0
V? - p=m—1

n X?:P
p=0

ed osservando che per la (11) si ha

X%P

1+ am”"1 + a2m”“1+ .. ._l_a(?n—l)m”'l: 0

poiché a & radice primitiva della (3), e quindi

dx A g=m -t p=m-l T fg=mt L p=mel  gimtp
f_ =n 2 X lgX, +m 3 A7 (15)
em” = =0 q=
A q—m”_l—l p=m—1 q + 1 Ly

=m X “ log (X7

Ma X2V, ¢ della forma attribuita a X dalla (4) e si passa dla X" Vo

iy g 9)

n—1 —
a X™ V_col sostituire nella prima di queste due funzioni o’ ‘PG”‘ al luogo
X @ P q
1

di 0™ sostituzione colla quale si passa da X,, a X,,,, e facendo
U, =XV, o £ A sy
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poiche
g=m""'=1 p=m-1
n 'T'b? E
m __emmm —_ 9=0 =0 .5
X, =wTo, eV, =
n T, ?
=0
sl ha
g=m*1_1 p=m—1
1I n T,,
- n _ m q=0 =0 .
Jorx™= X;,sz’—ET?,x =m—1 —ER?,X: (16)
plEO T?:P
ponendo
n-—1
g=m""1—1 p=m—1
n 7.,
— qm _ g=0 =0 "
R(p,x - T?,x p=m—1
n T?JP
=0

per cui R, , & differente da zero ed & finito per valori finiti della x. La (15)
diviene dunque

fdw _ Ar=rTi=1 el LT g g= il pemel  g4mtlp
/ T=n 2 2 log(X7,7,) =— qu) 2, vs, 5 (1)
emn q= =l

ma % & una costante e U, , & della forma, assegnata per X, , dalla (4); dun-

que scrivendo nell’ ultimo membro della (17) 4 al luogo di 1‘—:— e X, al luogo

di U, otteremo una relazione della forma della (5) soltanto, che in essa, ci
sarda lecito supporre che le X, soddisfino alla

X%xz‘ERé,x (18)

dove R, , rappresenta una funzione finita e diversa da zero per qualunque va-
lore finito della , e dove £ & un polinomio intero rispetto alla stessa variabile.
4. Le (4) tenuto conto delle (18) ci forniscono

g=m""1_1 p=m—1 1 g=m""1=1 p=m—1 1
—w(g4m —w(g+m" p)
\ o (g p) Xq , — & 2 E o R
q=0 =0 ’ q= p=0

K
- z \ 2 (K-“‘)(q+m" 11))0”1" M

PR x
. — mn
T Ew) 1 M 9™,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



esprimibils con soli logaritma. 23

ora, essendo @ e K interi e positivi ed entrambi minori di m”, il numeratore
di quest’ultima frazione sard sempre zero, ed il denominatore differente da
zero, eccetto il caso di K=o, nel qual caso la frazione ha per valore m,
quindi finalmente avremo

g=m*"1_1 p=m—1

m M, qm”.__g z Y

p=0

—u(q+m"'_’

p)
RM=EN,,, (19)

ponendo
g=m"=1_1 p=m—1

a(g4m®"
No» — E 2 a (q+ ) R

g:O p:o P
per cui evidentemente N, non diviene infinito per valori finiti della #, e facendo
e =m"ry 48, , $20 e s<m?,

dalla (19) si ricava .

M, H (x— “6) b’ b=g 85,0
b=0 mn
N,=m» z bl‘l (r—ay)

ed essendo s, , <m” e N, non divenendo infinito per valori finiti della #, dovra
lo stesso verificarsi pel quoziente

baxcg ”
M, T (z—az) **
b=0
4

di due polinomi interi della z e quindi dovrd ridursi ad un polinomio intero,
da cui

P,=

b 86, »
=g poors
No=m"P, Il (x —a,)
b=0

8

b,m
e M, Om"_EP H (x —a,) = (20)
e le (18) divengono
=l _K(pammy) bmvl-I
Boy= 3 o P, n (—a) ™. (1)

E da qui si vede che E,, ha la stessa forma. di X, , soltanto che in esso al
mcb sb’m
luogo di 6 ——H(w—ab) si sostituisce H(x—ab) dove s, , rappresenta

il resto minimo posmvo di ¢,0 relatwamente al modulo m.
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5. Se mnella (5) sostituiamo &I, , al luogo di X, , ed osserviamo che

l+a5+a5+“_am”—2+am”—1:0

g=m""'=1 p=m—1  qm*p
‘/‘f‘?f:A s Y R 22)

emn <0 =0 P

sl ricava

deve R, conserva un valore finito e differente da zero per tutti i valori finiti
della . Quindi il prodotto

g=m""1—-1 p=m—1

II II R
—0 p=0 P

che & un polinomio intero rispetto alla x, e che non si annulla per valori finiti
attribuiti a questa variabile, deve ridursi ad una costante. E 1’ equazione
q:m”']—l p:m—l

T II B _—costante
=0 me0 TP

& I espressione del teorema dimostrato (pag. 21 volume suddetto) nella ipotesi
di »=1 nell’indicata mia Nota esteso al caso generale di » qualunque, per

1 integrale
f fdax
1 ?

6";‘”

essendo 7 un numero primo; con che ho conseguito I’ oggetto del presente
mio lavoro.

Sestri-Levante, 24 agosto 1874,
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I COMPLESSI E LE CONGRUENZE LINEARI
NELLA GEOMETRIA PROJETTIVA. ()

(Memoria del prof. Exrico v’ Ovinio, a Torino.)

Sia
Yyij2u=0 ovvero ¥7;n=0
(i k1=1234, 3412, 1342, 4213, 1423, 2314)
Vequazione di un complesso lineare C di 1.° grado: essendo costante per una

stessa retta il rapporto 2;;:{u, sard pure costante per uno stesso complesso il

rapporto ¥i;: 7., € noi per semplicitd attribuiremo sempre a questo rapporto il
1

Vo

valore Va o I'eguale
Le sel quantitd

Yier Ysor Yisy Yssry Yo Yos
si diranno coordinate-raggi omogenee del complesso, e le

Mgy Msar sy Yaey My Mas
le coordinate-assi omogenee.
Diremo poi invariante di un complesso C la funzione quadratica

Ly=2Va(y s Y50+ Y1sYsa T+ Y1aYs0) = DY
(=12, 34, 13, 42, 14, 23)
o la equivalente

Ly =2\ (1,57, + 7145Mag + 744%50) = 2Ys5%s5,

(*) Questa Memoria fa seguito allo « Studio sulla Geometria projettiva» pubblicato negli
Annoli di Matematica pura ed applicate (Serie II, t. VI, da pag. 72 a 100). Mi si permetta
quindi di supporre nel lettore la conoscenza del citato Studio (almeno de’§§ I, II, III, X),
e di continuare a fare uso delle notazioni ivi adottate.

Annali di Matematica, tomo VII. 4
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26 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze lineari

ed invariante simultaneo di due complessi C, C’ la funzione bilineare

-
Ly =\a Xy:;y'w= 2y
o0 la equivalente
Im;' = V&_E’?eﬂ’m = Eyij ﬁ/ij-

L’annullarsi dell’invariante di un complesso & la condizione perche il com-
plesso sia speciale intorno ad una retta, ciod si riduca ad una retta (diret-
trice) ed alle sue secanti: allora le y e le # divengono le coordinate 2z o { di
quella retta.

Le rette appartenenti ad un complesso sono in numero tre volte infinito. Le
rette comuni a due complessi C, C’ sono in numero due volte infinito, e sono
comuni anche a tutti i complessi di coordinate

29,5+ 1Y sy-.. OVVETO 29,1 e

2:u essendo un parametro arbitrario: tutti questi complessi, in numero sempli-
cemente infinito, o meglio tutte le rette comuni ad essi, costituiscono una con-
gruenza lineare. Fra’ complessi della congruenza ve ne ha due speciali cor-
rispondenti a’ valori di A:ux forniti dalla equazione

Liyspyrgsny =0 ossia I, A%+ 21, Ap~+Ipyu*=0,

e le loro direttrici diconsi le direttrici della congruenza.

I’annullarsi dell’invariante simultaneo di due complessi & la condizione perché
questi siano in involuzione, ossia perché i punti (o piani), corrispondenti ad
uno stesso piano (o punto) qualunque nei due complessi, siano coniugati armo-
nicamente rispetto a’ punti d’intersezione del piano con le due direttrici della
congruenza originata da’ due complessi (o rispetto a’ piani condotti pel punto
e per le direttrici). Allora, rotando un piano intorno a una retta che si appoggi
alle direttrici, 1 punti corrispondenti ne’ due complessi generano su quella retta
una involuzione quadratica; e similmente, scorrendo un punto su una retta
che si appoggi alle direttrici, i piani corrispondenti ne’ due complessi generano
intorno a quella retta una involuzione quadratica.

Quando di due complessi in involuzione uno & speciale, la sua direttrice ap-
partiene all’altro; e quando entrambi sono speciali, le loro direttrici s’ incon-
trano, ossia sono in un piano. Infatti I'equazione di un complesso pud scriversi:

I,.=0.
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nella geometria projettiva. 27

IL

Tutti 1 complessi possibili in uno spazio di tre dimensioni costituiscono uno
spazio di 5 dimensioni, il quale pud organizzarsi in infiniti modi, cosi che riesca
di curvatura costante. Per es., possiamo assumere come equazione dell’assoluto,
o spazio limite di quattro dimensioni, rispetto allo spazio suddetto, la seguente:

-AnyZbil.pqyij?/pq=0
(¢, pg=12, 34, 13, 42, 14, 23)
ovvero la
A’mzzﬂij,pqmi”pq:o;
che equivale alla prima, poich® dalla ipotesi
Y5 M =" pq " Mre =\
(Gkl, pgrs=1234, 3412,..))

e dalla relazione gia dimostrata (Studio ecc., X)

1
bz’j,pq = ;ﬁkl,rs
risulta
Ayy = A’?ﬁ' (l)

Anzi, pill generalmente, costruite con le coordinate di due complessi C, C' le
due funzioni bilineari

Ay =3bij 0 ¥ii¥ pay A= L., 0aM:;" 00
si ha
Ay = Any. @)
Si ha pure

aAyy . aA'fm_ —_
ay.-,- ) B‘nkz _Va_

L’ attuale scelta dell’assoluto de’ complessi ci & suggerita dalla seguente ri-
flessione. I complessi speciali formano nello spazio de’complessi un parziale
spazio di quattro dimensioni caratterizzato dalla equazione I,,—0, ed allora
le ¥ o # divengono le coordinate z o { delle loro direttrici. Ora fra codesti
complessi appartengono all’assoluto, qualunque esso sia, quelli le cui direttrici
hanno delle coordinate z o { soddisfacenti alla equazione dell’assoluto; e sic-

1
= ®)
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28 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze lineari

come I'equazione dell’assoluto de’punti o de’piani espressa in coordinate di
rette 2 o {, quale fu ottenuta nel citato Studio (X), &

4= Z bija%ij2pg=0 ovvero Ag= 28,2465 $pe=0,

vale a dire appunto cid che diviene la A4,,=0 o Ay;=0 quando si mutano
le e % nelle 2 e §, cosi apparisce manifesta I'opportunitd di assumere 4,,=0
0 Appy=0 come assoluto de’ complessi.

Dato un complesso

0. .o Zyijzk,.: 0,
le rette coniugate alle rette di C, rispetto all’assoluto de’punti o de’ piani, com-

porranno un altro complesso ¢, che diremo coniugato a C. Sapendo che
quando due rette di coordinate z o { e Z o Z sono coniugate, pud assumersi

1042z _ N2 94
2 oZiy 2 aZkz

se si sostituisce questa espressione di 2 mella equazione di C, si ottiene 4,,=0
ossia

194y »
z:ﬂ ayij Z’J—O

come equazione del complesso ¢ coniugato di C.
Quindi & lecito assumere come coordinate di ¢

r A -A-'ﬂﬂ
Ej:l/;@ivzf 19 [per la (3)], (4)

e simmetricamente

H,,=20Lm 104y, @

Da queste formole & facile dedurre le seguenti identitd:

Ay =Am =4y =Awa =1,y =TI ®)
Iyy =I’i’7 =Ipy =T =Ayr =A’7H (6)
Ayy' =A,MI=AYry = AHE’ =Iy1,y =I7jn' (7)
Iyy’ =I7M' =In,r = dyy =Ayyr=A,7nr’ (8)
visto che la A, si trasforma nella 4;, mediante la sostituzione Y —%%’ ,

e cosl via.
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Cid posto, un complesso C & in involuzione col coniugato ¢ quando I,,=0,
ovvero [per la (5)] 4,,=0, onde si conclude che I'assoluto de’complessi
& il sistema di que’ complessi che sono in involuzione co’loro con-
iugati.

Se un complesso appartiene all’assoluto, lo stesso avviene del coniugato.

Quando un complesso & speciale, il coniugato & anche speciale, e le loro
direttrici sono due rette coniugate: esse dovranno incontrarsi nel caso della
involuzione, e perd saranno tangenti in uno stesso punto e piano all’assoluto
de’ punti o de’ piani, e saranno armoniche rispetto alle generatrici relative a
quel punto o piano. Per conseguenza, 1'assoluto dello spazio di quattro dimen-
sioni (non di curvatura costante) costituito da’ complessi speciali contiene i com-
plessi speciali intorno alle tangenti all’assoluto de’punti e de’piani.

Da ultimo vanno notate le seguenti identitd, che sono in fondo le stesse di
quelle stabilite nel § X della citata Memoria:

1] 0 ¥ 1] 0 #
Ayy'—AW—_'_E y B = ’5” 7 b ' ®)
Y 7
l Aym Ayys ‘:. Arﬂh A’?ﬁs ‘:l_ 0 yF =l 0 w (10)
Ay’v; Ay'ys ATM; A’]”?s B b ,
Y, Ys B 7, My b
e cosl di seguito, sino alla
Aym . Ayys A’?’h . A’?’?s Yig =« Y Y12« Y1.908
........ I BRI IS | BRI
................ )
Ay, o Ay, Ageny « o Ay Yis o« Yo Y12 - - Yo.e8
N1 Nss LIRT N2
_—l ..............
R T I
N8« - Mo o2 = » Y08

Queste identitdh sussistono quando le % e le » denotano rispettivamente le coor-
dinate-raggi e le coordinate-assi sia di un medesimo complesso, sia di due
complessi coniugati.
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30 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze lineari

111

Nell’attuale spazio di complessi va definita come distanza di due complessi
C, (' la quantita

1 A—uy’ +"'v11uu Ay u’_A vy’ 1 lAwﬂ’—l"’iVAmAn’n’—Aem’ , (1)
2 v 'AJy' ,& \/Ayy Ay’y’ '—‘Azyy’ 2 ( Avm'_@. vA.,m A"II'V]' J— A%M,

(CO)=5;

ove ¢{=Y—1; dalla quale definizione si ricava

cos(C 0N = —Au/ “ “ [per 1a (9) I, (@)

2 1 ;" d I
‘ o ¥ H
) y
sent (0C) =2urd =Ly = y_* L erla0)II, (3)
S DR E

ove & indifferente mutare le % nelle » e scambiare mutuamente le & con le A.

Quando i due complessi sono speciali, le loro coordinate divengono le coor-
dinate delle rispettive rette direttrici, ed allora il coseno della distanza de’ due
complessi diviene cid che noi chiamammo (Studio, IIT) il co-momento delle
due rette, ciod il prodotto de’ coseni delle loro due distanze, nel senso spie-
gato nel precitato Studio.

~ La congruenza CC' possiede due complessi appartenenti all’assoluto, e le
coordinate (Ay;;+py';;) di uno qualunque di essi corrispondono a’valori di
A:u forniti dalla equazione Aiy,uy gy =0 oVvero

Ay 22+ 2 Ay~ Ayyu®=0. (4)
Detti A, :u,, A,:u, questi valori, si ha evidentemente dalla (1)

1 7\ 7\
CC, —tard —.—)
( ) 27 ((‘1 )

Se chiamiamo, col sig. Linoemany, rapporto anarmonico di quattro com-
plessi congruenti, per es.

c, ¢, ZlC-I—[llC/, 2y C 4, O,
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nella geometria projettiva. 31

la quantitd %::—;-‘2-, come quella che rappresenta il rapporto anarmonico de’
i 2
punti o piani corrispondenti ad uno stesso piano o punto qualunque ne’quattro
complessi, avremo che la distanza di due complessi & eguale al loga-
ritmo, diviso per 27, del rapporto anarmonico determinato da essi
con quei due loro congruenti che fanno parte dell’assoluto.
Sono ad una stessa distanza D da un complesso C’ tutti quei complessi C

che verificano la equazione
2 2 .
cos’D- Ayy- A,y — A%y =0:

essi formano uno spazio di quattro dimensioni che pud dirsi circoseritto al-
I assoluto.
Sono a distanza nulla da C’ que’ complessi pe’ quali

Ayydyy—A4%,=0:

essi costituiscono similmente uno spazio di quattro dimensioni circoseritto al-
I’ assoluto; e le congruenze che ciascuno di essi determina con C/ possono dirsi
tangenti all’ assoluto, poiché per esse 1 due complessi appartenenti all’ assoluto
coincidono, come apparisce dalla superiore equazione (4) in 2:u.

Sono a distanza-g da €/, e perd saranno detti ortogonali a €/, i com-

plessi C pe’ quali

Ay =0:
essi costituiscono uno spazio di quattro dimensioni e di curvatura costante or-
togonale a C’. Nella congruenza determinata da ciascuno di essi con C’
i due complessi appartenenti all’ assoluto sono armonici rispetto a C e C’,

. . . A

poiché la detta equazione in A:u di attualmente p—‘ : 2—‘3:—1. Inoltre, essendo
i e

I,,=A4,,=0, si vede che I'ortogonalitd di due complessi significa

che ciascuno & in involuzione col coniugato dell’ altro.

Sono a distanza infinita da un complesso €7 tutti i complessi pe’ quali 4,,=0,
vale a dire quelli dell’assoluto; onde questo pud anche chiamarsi I'infinito
dell’ attuale spazio di complessi.

Gli elementi (complessi) comuni a’ quattro spazii di quattro dimensioni ora
considerati sono i medesimi: essi costituiscono uno spazio di- tre dimensioni
contraddistinto dalle equazioni

Ayy:07 -Ayy'= O;

il quale comprende i complessi in involuzione co’proprii coniugati e con C'.
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32 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze linear:

La distanza di due complessi & eguale a quella de’ loro coniugati.
Dati due complessi C, C/, e designato con ¢ il coniugato di C, si ha dalla (2)
Ary — Ly — Loy .
VAdrr Ayy  NAydyy Ao daw
Questa espressione la chiameremo momento de’ complessi C, C’. Essa & nulla
per due complessi in involuzione, infinita quando uno de’ complessi almeno
appartiene all’ assoluto.
Il momento di un complesso rispetto a st stesso equivale al momento del
complesso coniugato rispetto a sé stesso, esprimendo entrambi il coseno della
distanza fra i due complessi coniugati: il valore ne &

cos(cCy=

T T,
. ogyvero -2

Ay, Aoa

Tale momento & nullo per i complessi speciali, infinito per quelli dell’assoluto,
ed eguale a =1 per que’ complessi che soddisfanno rispettivamente alle equa-
zioni A,,==1I,,, fra’ quali si trovano i complessi speciali dell’ assoluto.

IV.

I complessi coniugati a quelli di una congruenza danno origine ad un’altra
congruenza, che diremo coniugata alla prima. Le rette delle due congruenze
sono coniugate ciascuna a ciascuna, e in particolare le direttrici; inoltre le due
rette comuni alle congruenze sono coniugate, e sono precisamente quelle sulle
quali va contata la doppia distanza di ciascuna coppia di direttrici (. ¢. III).

Quando due complessi C, ¢ sono coniugati, la loro congruenza coincide con
la coniugata, le due direttrici sono coniugate, e le altre rette della congruenza
sono anche coniugate a due a due. Fra esse figurano quattro rette coniugate
a sé stesse, cioé le quattro generatrici dell’assoluto de’ punti o de’ piani che
secano le due direttrici.

Nella presente congruenza appartengono all’assoluto due complessi corrispon-
denti a’ valori di Z:u forniti dalla equazione (4) del § III, che per le (5) e (7)
del § II diviene

Ay ¥+ 2L, Ap + Ay p*=0:

essi coincidono con C e ¢ quando questi appartengono all’assoluto, sono orto-
gonali quando C e ¢ sono speciali, e coincidono quando il momento di Ce ¢
rispetto a sé stessi & £ 1.
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Le due direttrici poi si determinano mediante la equazione
Ipy2* + 24, Au+I,,u*=0:

esse coincidono quando il momento di C rispetto a s& stesso & == 1.

Un complesso che coincida col suo coniugato & manifestamente caratterizzato
dalle equazioni [cfr. II (4)]

o4
Y=y ayZ

b

le quali sono sei di numero e contengono come incognite i rapporti di cinque
delle % alla sesta, piu il fattore . Esse perd non son tutte indipendenti.

Per vederlo, supponiamo per un momento !'assoluto de’punti riferito ad un
tetraedro proprio coniugato rispetto ad esso; supponiamo, ciog,

Ape=ZFa.z?,
1
onde a=a,a,a,a, OG=——:
N NN A

2

n;

Ap=Y—>

m a
A, — 2 Ay =— iy
w =200y, Ap= aa,
ity

_— E 3 — g3 %k
b=(a,a,0,0,) =0, B=0a® (*).
Allora le equazioni in esame divengono
EY 2= A0, Y5, EY13=0,0,Y,s Y1a=80Yss
Yu=0,0,Ys Y15=0,03Y,s Y3=0,0,Y 10>
e da due qualunque che si trovino nella stessa verticale si ricava
e==+\a g a,a,==\a.
Quindi si scorge che le dette equazioni si riducono a tre:
! — ! — I — —_— _ —
\a,a,y,,==F\aza,yy,, \,0.y,,==\0,0,Y,s, \0,0,5,=F\a,05y,,

ove i segni = si corrispondono; e se ne trae, indicando con 4, &, v tre inde-
terminate,

— S Ny
Y.,=2:\a,0a,, 3/54=i"'\a’3a47

Ys=u:\a,a,, y;zzi[‘:vdT&n

—ay e\ _ .
Y=r:\a, e, y,,=Fv:\o,a,.

(*) Le relazioni b=a3, § =o3 sussistono dunque anche per la forma pilt generale delle
A.., ece.

Annali di Matematica, tomo VII. 5
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34 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze linear:

Dunque vi sono due serie doppiamente infinite di complessi coincidenti co’ loro
coniugati, rappresentate dalle due equazioni

Az Va0, 2y, V‘;s—&:) + u (2,3 V“laa +z, Va*a,) + (2, V“x a,Et2z,\e,0,)=0.

I complessi di ciascuna serie hanno di comune infinite rette, generatrici di
uno stesso sistema di una superficie di secondo grado. E di ciascuna serie
fanno parte infiniti complessi speciali, de cui direttrici sono determinate dalle
coordinate

z,=2\w,0,, 2z, ==F2:\a,a,,
—q e\ — .
Zig=u\a, a,, 342“1—-1"'\/“4“2
z,=v:\a,a, 2,==tv:\o,a,
con la condizione
A4 P +'=0.

Queste direttrici, essendo evidentemente coniugate con sé stesse, sono genera-
trici di uno stesso sistema dell’assoluto de’ punti o de’ piani. Dunque le rette
comuni a’ complessi della prima serie sono le generatrici dell’ un sistema nel-
I'assoluto de’ punti o de’ piani, e le rette comuni a’ complessi della seconda
serie sono le generatrici dell’ altro sistema. Il primo sistema di generatrici cor-
risponde al segno — nelle soprascritte espressioni delle z e il secondo sistema
al segno +.

Ritornando alla forma generale delle A4,,, ecc., si pud concludere che vi
sono due serie doppiamente infinite di complessi coincidenti co’ loro coniugati,
e le loro coordinate soddisfanno alle rispettive equazioni

— A o4
=\ :1_8 vy e + 1 OLm

\ay., * Oym ovvero V&?]” 2 O !
che a queste due serie appartengono rispettivamente i complessi speciali intorno
a’ due sistemi di generatrici dell’ assoluto de’punti o de’piani, e le coordinate

di queste generatrici soddisfanno rispettivamente alle equazioni

— oA aA;r
1 2 o1 3
iVaz,-j_;———az“ ovvero £\l =1 ok

e che infine le generatrici dell’un sistema sono le rette comuni a’ complessi
dell’ altra serie, e viceversa.

Si osservi che le precedenti equazioni nelle y sono verificate quando si pone
Yo =2y s+ 1y, ecc., (fy5,---) € (4,4,...) essendo due particolari soluzioni
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delle medesime; sicché & chiaro che due complessi di una stessa serie danmno
luogo ad una congruenza di complessi appartenenti tutti a quella serie, e le
direttrici della congruenza sono due generatrici dell’ assoluto de’ punti o de’ piani.

Una conseguenza analitica delle cose ora esposte si & che il determinante

delle equazioni = \ay ,=%%§:’ ¢ nullo, ossia
b:z.sr_l;\l‘_‘_ bys,ss e by
bsss biss VO o - bgyge
..................... =0,
o
bisns big.1s by T\

identitd che si scinde in due per via del segno 7, e che sussiste anche fra
le B ed a.

V.

In ogni congruenza esiste un complesso involutorio od ortogonale ad un
complesso dato: poiché se C/, C” sono due complessi della congruenza e C
il complesso dato, ciascuna delle equazioni

Lyipyry= 0 Asyipyry=0

fornisce un valore per A:u.

Quindi, date due congruenze, i loro complessi si possono far corrispondere
in modo che due complessi corrispondenti siano involutorii od ortogonali. Si
hanno cost due serie proiettive di complessi. Ed & chiaro che i punti (o
piani) corrispondenti ad uno stesso piano (o punto) arbitrario in due complessi
corrispondenti formano due punteggiate proiettive (o due fasci proiettivi).

In particolare, i complessi di una stessa congruenza si possono far corrispon-
dere in modo da essere a due a due involutorii od ortogonali; e le varie coppie
cosl condizionate formano una involuzione quadratica. Cid & d’ accordo col fatto
che nella congruenza esistono due complessi in involuzione con s¢ stessi (quelli
speciali intorno alle due generatrici) e due complessi ortogonali a & stessi
(quelli che appartengono all’ assoluto).

Dato un complesso C’/, vi sono infiniti eomplessi C in involuzione con esso,
ciod quelli che verificano la equazione lineare I,,=0: essi costituiscono uno
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spazio parziale di quattro dimensioni e di curvatura costante nello spazio totale
de’ complessi.. In particolare, i complessi speciali intorno alle rette del complesso
(' formano uno spazio parziale di tre dimensioni nello spazio precedente. E
qui si noti ehe, se un complesso C/ & in involuzione con altri due C, C,, tale
sara con tutti quelli della loro congruenza; poiché dalle relazioni I,,=0,
I,y =0 si deduce subito I,,,,,, =0, qualunque sia A:y. Quando avviene
questo fatto, che un complesso sia in involuzione con tutti quelli di una con-
gruenza, si dirdh che quel complesso & in involuzione con la congruenza.

I complessi in involuzione con due complessi dati ¢/, C”, e quindi con la
loro congruenza, costituiscono uno spazio di tre dimensioni e di curvatura co-
stante, come & provato dalle I,,=0 I,»=0. E i complessi speciali intorno
alle rette della congruenza formano uno spazio parziale di due dimensioni nel
precedente.

I complessi in involuzione con tre complessi dati ¢/, C”, C"”’, non congruenti
(e quindi con le infinite congruenze che se ne possono dedurre), fanno uno
spazio di due dimensioni e di curvatura costante. Tutte le rette comuni a’detti
complessi €/, C, O, ece. sono generatrici di uno stesso sistema di una su-
perficie di secondo grado, e i complessi speciali intorno ad esse fanno parte
dello spazio in esame.

I complessi in involuzione con quattro complessi dati, de’ quali tre qualunque
non siano congruenti, sono in involuzione con le infinite congruenze originate
da questi, e formano uno spazio di una dimensione e di curvatura costante.
Tale spazio & una eongruenza; poiché le coordinate di ciascun suo elemento C,
soddisfacendo a quattro equazioni lineari I,,=0, ecc., possono esprimersi come
funzioni lineari omogenee di due parametri A, u; vale a dire che si pud porre

Yis =APij~+ G5
Le direttrici della congruenza sono le due rette comuni a’ quattro complessi dati.

Vi & un sol complesso in involuzione con cinque complessi dati a tre a tre
non congruenti.

La condizione perch® vi sia un complesso involutorio a sei altri dati e non
congruenti a tre a tre, & che il determinante delle coordinate di questi sei
complessi sia nullo.

Tutto quanto & stato detto circa i complessi in involuzione con uno o pilt
complessi dati C/, C”, ecc. si applica immediatamente a’complessi ortogonali
ad uno o pilt complessi dati, poiche essi sono in involuzione co’coniugati dei
dati (cfr. III). Cosl, un complesso ortogonale ad altri due, sard ortogonale a
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tutti quelli della loro congruenza, e si dird ortogonale alla congruenza. Inoltre,
si vede che la condizione per I'esistenza di un complesso ortogonale a sei com-
plessi dati & che si annulli il determinante delle coordinate di questi, come nel
caso della involuzione; poiché se un complesso & ortogonale a’sei dati, il suo
coniugato sard in involuzione con questi, e viceversa.

Reciprocamente, ¢ manifesto che ogni complesso le cui coordinate verifichino
delle equazioni lineari, & in involuzione co’ complessi aventi per coordinate i
coefficienti di queste equazioni, ovvero ortogonale a’coniugati di tali complessi.

Se un complesso C & in involuzione con una congruenza C'C”, ogni con-
gruenza che contenga C si dird in involuzione con quella congruenza C'C".
Questo stato delle due congruenze & reciproco. Infatti sia C” un altro com-
plesso di una congruenza che contiene C: allora nella C/C” esisterd, un com-
plesso in involuzione con C’, e questo complesso, essendo in involuzione anche
con C per ipotesi, sard in involuzione con tutta la congruenza CC”’: adunque
le due congruenze sono tali che ciascuna contenga un complesso in involuzione
con I’ altra. ,

Analogamente, due congruenze tali che la prima contenga un complesso or-
togonale alla seconda, e quindi la seconda contenga un complesso ortogonale
alla prima, si diranno ortogonali mutuamente.

Due complessi ed altri due in involuzione con ambedue i primi, danno ori-
gine a due congruenze che possono dirsi in perfetta involuzione, poiché cia-
scuna ha tutti i complessi in involuzione con I'altra. Le direttrici dell’una
congruenza secano quelle dell’altra formando un quadrilatero gobbo, le cui
diagonali sono le due rette comuni alle due congruenze. Ad ogni congruenza
corrisponde un numero quattro volte infinito di congruenze in perfetta involu-
zione con essa; poich® le due coppie di lati opposti in un quadrilatero gobbo
qualunque possono essere scelte come direttrici di due congruenze in perfetta
involuzione.

Analogamente, due complessi ed altri due ortogonali a ciascuno di essi ge-
nerano due congruenze perfettamente ortogonali, ciod tali che ciascuna abbia
tutti 1 suoi complessi ortogonali all’altra. Le direttrici di ciascuna congruenza
sono ortogonali a quelle dell’altra (nel senso spiegato nello Studio, III), poiché
secano le coniugate di queste. Due rette ed altre due rette che sechino le loro
coniugate sono sempre direttrici di due congruenze perfettamente ortogonali.
Ad ogni congruenza ne corrispondono oc* ortogonali.
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VI.

Due complessi C C’/ individuano una congruenza. Con le sei coordinate di

C e le corrispondenti di C/ si pud formare la matrice

yn .7/34 le yii ylL ?/23

r r r r 14
ylﬂ ?/34 ?/13 f’/u yl4 :L/QS

dalla quale si ricavano quindici determinanti di second’ ordine, che indicheremo

con la lettera w variata mediante due coppie d’indici, come segue:

- ! 4 — / !/
Uigsse =YY s Y 1Ysar+oy Yiges=Y ¥ ea— Y 14Y:s

Se denotiamo, per brevitd, rispettivamente con

I I 1m IV VvV VI

1 gruppi
12 34 13 42 14 23,

potremo scrivere

— ot _ 7 ’
Uu=UY n_:‘/llym- vy Uea=Yv Y —YvYw,
o in generale
wy =495 — vy

indicando con ij ciascuna delle quindici combinazioni binarie che si possono
farc con gl’indici 1, 1, ecc. in modo che in ogni combinazione il primo indice

sia minore del secondo.

Le quindici quantitd # le chiameremo coordinate-raggi omogenee della

congruenza.
Quando scrivendo u%; non si vuole supporre sempre i<Cj, bisogna ricordare
che u;=—u; e u,=0.
Le quindici coordinate % non sono tutte indipendenti: poiché si ha identi-
camente
Yo Yu Yu Yv Yv  Yum
Y1 Yu Yu Yv Yv Y —0
Yo Yu Ym Y~ Yv  Yu
y’I yru y'm :’/'xv y'v y,w
ovvero

Uy Uy —+ Uy Uy + Uy Uy =0,

indicando con ijk] una combinazione quaternaria degl’indici 1, m,...
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Si ottengono cosl fra le # quindici relazioni, le quali perd non sono tutte
indipendenti, ma si riducono a sei, come or ora mostreremo.

In primo luogo si osservi che mutando uno o ambedue i complessi C C'
in altri della stessa congruenza, le coordinate # variano tutte, ma proporzio-
nalmente, onde i loro mutui rapporti, che son poi cid che importa considerare,
rimangono inalterati. Ne segue che in ogni funzione omogenea di grado nullo
delle « & lecito mutare a piacere i due complessi dalle cui coordinate le % sono
composte.

Cid premesso, si possono scegliere i due complessi C C/ individuanti la con-
gruenza in modo che siano rispettivamente in involuzione con due complessi
dati qualunque C,C,, poich® in ogni congruenza esiste un complesso in in-
voluzione con un complesso dato (V): allora le equazioni I,,=0, I, =0
permetteranno di esprimere una coordinata di ciascuno de’complessi C C' in
funzione lineare omogenea delle altre cinque, e quindi le coordinate w della
congruenza si potranno esprimere come funzioni bilineari omogenee di cinque
coordinate di C e di cinque di C’, vale a dire che risulteranno proporzionali
ad altrettante funzioni bilineari non omogenee de’rapporti di quattro coordinate
di C ad una delle altre due e di quattro coordinate di C’ ad una delle altre
due; onde la congruenza sard individuata per mezzo di otto variabili indi-
pendenti.

Segue da ¢id che delle quindici relazioni innanzi accennate fra le coqrdinate
» di una congruenza solo sei sono indipendenti, e le altre sono conseguenze
di esse.

Ora consideriamo il sistema o complesso di primo grado delle congruenze,
in numero sette volte infinito, che soddisfanno ad una equazione lineare fra le
loro coordinate

Xtu;=0.
Ad ogni gruppo di valori de’ quindici coefficienti

tx,n, t;,my--; tv,w’

o meglio ad ogni gruppo di valori de’rapporti di quattordici di essi al rima-
nente, corrisponde un complesso di congruenze: se dunque si assume un com-
plesso di congruenze come elemento di uno spazio di quattordici dimensioni,
le ¢ saranno le coordinate omogenee di un elemento di questo spazio. Anzi,
essendo le ¢ indipendenti I’una dalle altre, ogni spazio di quattordici dimen-
sioni potra venir rappresentato, elemento per elemento, dallo spazio che ha per
elementi i complessi di congruenze. E si noti che nulla vieta di dare alle ¢ gli
stessi indici adottati per le #, purché si supponga &;=—%;.
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L’ insieme di tutte le possibili congruenze costituisce uno spazio parziale di
otto dimensioni nello spazio de’ complessi di congruenze: questo spazio parziale
& contraddistinto dalle relazioni innanzi stabilite fra le w, coordinate di un
elemento di esso.

Risultamenti del tutto analoghi si ottengono partendo dalla considerazione
delle coordinate-assi di due complessi C, C’/ che individuano una congruenza.
Si assumeranno allora come coordinate-assi omogenee della congruenza CC’
le quindici quantita v definite dalle equazioni

—_— A — (2™ A
Vigss = g% 5y — % 13340021 Vyigos =14 M es % 1423

i .
o pilt brevemente
vy=nr/;—'i1;;

fra le quali coordinate passano quindici relazioni, riducibili a sei, della forma
VU + VU + v, v, =0. )4
Supposto, come fu stabilito fin dal principio,
y,z:n“=---=y’1,=n’34=~-=V5=Wa

si ha fra le coordinate-raggi ed assi di una stessa congruenza la relazione

1
ui,-:v,rjr=a=(—z— ’ (2)

purchd le » e le v siano composte mediante le coordinate-raggi ed assi di una
medesima coppia di complessi, e ii/, jj indichino uno qualunque de’gruppi

(,m (o1 (1) @,m) (v, v) (v, V)
(12, 34) (34, 12) (13, 42) (42, 13) (14, 23) (23, 14).

Per analogia, chiameremo coordinate-assi di un complesso di congruenze
le quantitd 7 definite dalla equazione

ossla

tiityy—=a=

: ®)

VIL

In infiniti modi possiamo organizzare lo spazio de’complessi di congruenze
talmente che riesca di curvatura costante: possiamo, per esempio, scegliere
P y P p1o,
per assoluto lo spazio di tredici dimensioni determinato dalla equazione

uE Zcij,mn tij tmn = 07
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ove sia posto
bim bin 1 aQB

—— 1
bim bjn p ap’imdpjn ( )

e ij, mn indichino le combinazioni binarie degl indici 1, m,...
Conformemente a questa scelta, assumeremo la

A

ij, mn

A =2 Cj U Ua = 0

come equazione dell’assoluto per lo spazio (non di curvatura costante) delle

congruenze.
Fu giad asservato [IL (10)] che
¥
\ Ay Ay 1 0 y'
= )
Aypy Ayy g y y B8

ora 1'ultimo determinante si sviluppa in
1
25 a@ o 0y — Y Y)Yt =Y y.)
ovvero in 4,,; dunque '
A=A, Adpy— Ay,
sicche la equazione 4,,=0 equivale all’altra
Ay Ayy— A%y =0.

Ma dimostrammo (IIT) che nelle congruenze C'C’ soddisfacenti a questa equa-
zione i due complessi che appartengono all’assoluto de’complessi coincidono,
sicché tali congruenze possono chiamarsi tangenti all’ assoluto de’ complessi:
per conseguenza 1’assoluto delle congruenze & costituito dall’insieme

delle congruenze tangenti all’assoluto de’complessi.
L’ equazione dell’ assoluto de’complessi di congruenze, espressa nelle coor-

dinate 7, sard la seguente: ~
An——z?’u mnfu mn —— 07
ove si ponga
ﬂ im p, in 1 82 b (3
o ﬁjm ﬂjn - -b- a bim a bjn 2 (2)

infatti dalla pit volte adoperata relazione b,; M:éﬂkn e S1 TiCAVa

1
bim = ; ﬂi’m’ ) eCC- )

Annali di Matematica, tomo VIL 6

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



42 D’0vidio: I complessi e le congruenze linear:

e quindi si ha dalle (1) e (2)
]_ p‘ i'm ﬂ i'n'

Cyj,mn =— F ﬂjvmv ﬂj’n'
d’ altra parte [VI (3)]

1

= “—2 }/i'j', m'n’ ;

=0Ty, l.=0aTyy;
per conseguenza
A= z Vi mn’ Tily Tm'n'
ossia
Au= Atto (3)
In particolare, posto
Ao =¥, Vg Vany
sara
-Auu = Avv,
sicché A,,=0 & I'equazione dell’assoluto delle congruenze espressa in coor-
dinate-assi.
Similmente, se con le coordinate di due elementi de’due spazii in questione
si costruiscano le funzioni bilineari

A[t' e Azz', Auu' e .A.yv"

si trova
.A.”’ == Art’ ) -A-uu’ = .Auv'. . (4:)
Si ha pure
aAtt,aA’r’r___l__a_aAuu_aAuu . (5)
ot; " Omy @  Ouy  Ouy
Fra le ¢ e le » passano le seguenti relazioni
2iesrs=1, Ziesys=0. (6)

Risolvendo un sistema di equazioni- lineari e chiamando ¢, » i discriminanti
delle forme quadratiche A4,, A:, se ne deduce

*/F%;%cﬁ: ca=%§%; (7)
e quindi si ottiene (precisamente come nel § I del citato Studio)
cy=1 (8)
Yim Vi 1 J%¢ Cn Cin 1 oy
Yim  Vin . ——é aCmaCjn ’ Cm  Cin .:?am ann ’ (9)

e cosl di seguito.
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Dal fin qui detto si rileva che le forme A4,, A;: sono reciproche e che si
trasformano I’una nell’ altra mediante le sostituzioni lineari reciproche

OAz: A
=157 n=1%7"; (10)

e in particolare le 4,,, Ay, si trasformano I'una nell’altra mediante le sosti-
tuzioni

T

— 1 %‘ 1 aAuu .

§— 72 anj ’ 2 auu

Le % e le v che figurano in queste sostituzioni sono le coordinate-raggi ed
assi rispettivamente di due congruenze coniugate, purché queste §’intendano
individuate da due coppie di complessi coniugati nella formazione delle loro
coordinate: infatti in questa ipotesi si ha [cfr. IL (4)]

u vy

OAm OAum
, P o o
.. — f =YY, =T —
Y y yJ .7/ % 4 aAn'n' aAﬂ,”,
on: o1}
_ Iei,l"‘ ﬁi,,w 771"' 77v1 .\ 7/ v _lsAuu .
ﬂj,l“- ﬂj,n "4,1“- ”’vx A ftra e * auﬁ

Quindi & facile dedurre, analogamente a quello che facemmo nel § II, che
le ¢t e le v che figurano nelle sostituzioni (10) testt considerate sono le coor-
dinate-raggi ed assi rispettivamente di due complessi coniugati di congruenze,
cioé composti di congruenze coniugate ciascuna a ciascuna.

Rimanendo in questa ipotesi, ed indicando con le # e 7/ le coordinate di
altri due complessi coniugati 'di congruenze, si dimostra facilmente la identita

Au’ = An’, (11)
Auu': -A-Ul/’-

Meritano, anche di esser notate le seguenti identitd, che derivano immedia-
tamente da quelle stabilite nel § I dello Studio per i spazii di quante si vogliano
dimensioni e di curvatura costante:

e subordinatamente la

il 0 ¢ 1l 0 =
Agt'—:AL’t':_“— = ’ (12)
Y t, ?/ 4 ‘Z/ c —
t T
-A-t Al Art -A-tr 0 0
“ s o= ! : =l 74 :l 7/ 9 (13)
A, At'tg Ay, Arn, Y 4
toty Ty Ty €
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e cosl di seguito sino alla

‘A'”l . ‘A'"IS Atll LI -A.lt‘s t[ . » txv tl.l . - tl,n
........ D T O 1...... D T
........ e e e e Tleooooo
At“tl N A.‘Mtw .A.li"t‘ . . Az“t” tI. .o . t'x‘v tl5,l .« . tm,“
T Txv Typ o« o Ty
1 - . ® o & o & o+ s
- 6 § o . - .
14 1/
7 .. T Tisr « » Tigxv

In queste relazioni le ¢ e le = possono indifferentemente rappresentare le
coordinate-raggi ed assi rispettivamente sia di uno stesso complesso di con-
gruenze sia di due complessi coniugati.

Da ultimo, si pud dimostrare che i discriminanti delle 4., A:; sono rispet-
tivamente le quindicesime potenze di quelli delle 4., Az, ossia le quinte po-
tenze di quelli delle 4,,, A

Infatti, supponendo la A,, ridotta alla forma canonica

.
Aza;:zaiyiz)
come nel § IV, si trova

2

:

. 2 if,mn
An__-zaia] d,,‘a,,t ij,mn A.['t—- 2;_‘ " 'n >

onde
— 16 — 4156 __ 25 —gl5__ 25
c=(a,a,0,0)°=0a"®=0°, y=a'*=p"

VIII.

Abbiamo innanzi (V) dimostrato che, se un complesso & in involuzione con
due complessi di una congruenza, sard in involuzione con tutti gli altri com-
plessi della congruenza, e percid potra dirsi in involuzione con la congruenza.
Cerchiamo ora la relazione che deve passare fra le coordinate del complesso
e quelle della congruenza quando questo fatto ha luogo.

Se C & il complesso dato, e C' C'" due complessi qualunque della congruenza,
dovranno verificarsi le seguenti due equazioni di condizione, necessarie e suf-
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ficienti: I,,=0, I,»=0, ovvero (I)
2yini=0 Xy7";=0,
(¢ =12, 34, 13, 42, 14, 23).
Da esse si ricava
zm:l/u(yl is" /mn’_"77” i mn) 0
(mn =12, 34, 13, 42, 14, 23),
che pud scriversi
Y.y0,=0 ovvero X,7u;=0. @

ove i, j indicano gl’indici 1, m,... vi gid definiti (VI).
L’ ultima equazione ne fornisce sei, ma di queste solo due sono 1nd1pendent1

Deriva da quanto precede che le condizioni affinché un complesso sia orto-
gonale ad una congruenza sono

o4

"
8 N

v;=0, (2)

>t aa‘j/””u =0 ovvero X+

le quali equivalgono a due sole indipendenti.

Quando il complesso C & speciale, le condizioni d involuzione e di ortogo-
nalith ora esposte divengono le condizioni affinché una retta (la direttrice di
C) o appartenga ad una congruenza, ciod ne incontri le direttrici, o sia or-
togonale ad esse.

Cercheremo, in secondo luogo, la condizione affinché due congruenze siano
in involuzione od ortogonali, tali ciot che ’una abbia un complesso in-
volutorio od ortogonale dell’altra, e quindi viceversa (V).

Siano C' C’ due complessi dell’una congruenza, e C, C, due dell’ altra: nel
caso della involuzione dovrd aversi simultaneamente Dy, py 4, =0 Ly pyy, =0,
ossia

I!/.'/4z‘+Iyys”:0 Iy'!/lz""'Iy'z/s[":O;

onde la condizione

I!/.'l; Iy!/s l — O
Iy'yn Iy’yz ’

che si trasforma facilmente nella
I Yo Yu - - Yu

N1 Tu - - Tywm [_0
y,I y,n . ylu

772,1 972,11 LI 772,‘71
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ovvero
2w vy =0, 6))
indicando con le % e le v/ le coordinate-raggi ed assi rispettivamente delle due
congruenze.
Ne segue che la condizione di ortogonalitd fra due congruenze &

aAuu

ua,

=0,

ossia
A,.=0. 4)

Le condizioni affincht un complesso C appartenga ad una congruenza C’/C”
si esprimono mediante le loro coordinate % e %, osservando che allora dovra
coesistere il sistema di sel equazioni

ry+ 4y + Wy=0 (=1, n,..., vi)
fra A, »/, 27: onde le condizioni, delle quali quattro sole indipendenti:
Yo Yu - Yn
?/’1 ?/’u .. y/“ -0

?/"1 :’///n .. yllw
ovvero

Yithp~+ Y th + Yty =0 ®)
ijk essendo un gruppo di tre fra gl’indici 1, m,...

Due congruenze CC’ C,C, in generale non hanno alcun complesso comune:
perche lo abbiano dovranno verificarsi le sei equazioni in A4, %/, A, A,:

AYi+ 2y 4 20 Y s 25 Y, =0;
onde le condizioni

Y Yn -« Yn
3/: ?/’n .. ‘7/'1'1 — 0’
yl.l yx,ﬂ T yx,‘?l
Ysr You - - Yom

le quali equivalgono a tre, e possono scriversi cosl, introducendo le coordinate
u, o delle congruenze :

(w0 + wo 'y + wy ) + (o + wgnly +w,w/)) =0 (6)
ijk1 essendo quattro degl’ indici 1, m,...

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nella geometria projettiva. 47

Ma ogni complesso di una congruenza, combinato con un complesso arbi-
trario, da origine ad un numero quattro volte infinito di congruenze aventi
un complesso comune con la data; onde le congruenze aventi un complesso
comune con una data sono in numero cinque volte infinito.

Le congruenze aventi complessi comuni con due date sono in numero due
volte infinito, essendo determinate da un complesso dell’ una e da uno dell’ altra.
E le condizioni affinch¢ un dato complesso C appartenga ad una di siffatte
congruenze aventi elementi comuni con due date C’'C”, C,C, sono espresse
dalle sei equazioni simultanee:

2Yi+ WY 2y Ry Y+ 2y =0,
dalle quali risulta
Y Yo -« - Yu ’—_—0,
Vi Yu oY
Y S
yl:‘ .q/x,ll ¢ . ?/1,\71
Y1 You -« You

ovvero, introducendo le coordinate # »’ delle date congruenze:

r
Z ?/i(ujxu,m —+ Uy U+ Uy u,kl + Uy, u,jk + Uy u,jl + uklu,jm) =0 y (7)

ove la somma si estende alle permutazioni circolari del gruppo ijklm, e questo
& per ciascuna equazione il gruppo di cinque fra gl’indici 1, i, ece. Si hanno
cost sei equazioni di condizione, di cui perd due sole indipendenti.

Date tre congruenze, non vi & in generale alcuna congruenza che abbia
elementi comuni con esse: quando vi fosse dovrebbero verificarsi le sei equa-
zioni:

Ay Nyl + 27y A+ Wy 20y 2y =0

supposto che CC’, C"C", C,C, siano le tre congruenze. Quindi dovrebbe
essere

v ' 9" v Y. Y

" m
Yu ?/n, Y Yw Y1 Yom
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introducendo le coordinate u, «/, w” delle tre congruenze, si ha la condizione

Zul,uulm,rvu”v,vx:oy (8)
ove la somma si estende a tutte le permutazioni di prima classe del gruppo
(1, O,..., VI).

IX.

Nello spazio di quattordici dimensioni studiato al § VII va definita come
distanza di due elementi E, E’ la espressione

v 1 A -+ VAlt App— A2 ¢ Acrr 14 V-A-r-r Ay — A
E.E 111 t . 1
( ,) 2 T Att' —1 VAtt Apy— A3y A‘r:'_i V-A':': Ay — AZ; ? ( )

da cul si ricava

0 ¢
NN 3 4 I s o
13
Y ¢
e @) e g 7
iy t

|

Y
ove & lecito mutare le ¢ nelle = e scambiare le ¢ con le ¥

Quando le ¢ e = si mutano nelle coordinate-raggi ed assi di due congruenze,
le precedenti formole definiscono la distanza di due congruenze G, G'.

Precisamente come al § III, si vede che sono a distanza infinita da una con-
gruenza G’ tutte le congruenze appartenenti all’ assoluto; sono a distanza nulla
dalla G’ tutte le congruenze G per le quali & soddisfatta la equazione

Auu -A-u'u' _A?uu',: 0;
sono a distanza -12-"- dalla G’ tutte le congruenze G per le quali si ha 4,.,=0,
ciot appunto tutte le congruenze che gid chiamammo ortogonali alla ¢/
(cfr. V e VIII).

La nozione ora introdotta di distanza fra due congruenze si pud ricondurre
a quella pitt semplice di distanza fra complessi, a quello stesso modo come
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altrove (Studio, III) riducemmo la nozione di distanza fra due rette a quella
di distanza fra punti o piani.

A tale uopo consideriamo due congruenze G, G'. Ad ogni complesso C della
prima corrisponde nella stessa un complesso C/ in involuzione con C (cfr. V);
ed a’complessi C ¢/ corrispondono rispettivamente nella seconda congruenza i
due complessi C” C’" in involuzione con essi (cfr. V): a C” poi corrisponde
nella stessa seconda congruenza un complesso in involuzione con C”, che chia-
meremo C7. Ora & chiaro che ¢/ ¢ C" variando generano due serie pro-
jettive di complessi: infatti ad ogni posizione di C’” ne corrisponde una di ',
e quindi una di C, e quindi una di C”, e quindi una di C"; e viceversa. Vi
sono dunque nelle serie suddette due elementi uniti, ossia coincidenti co’ cor-
rispondenti: chiameremo C/, (', questi due elementi, su’quali & da osservare
che quando C” e C™ coincidono in €/, C' coincide con C7,, e viceversa.
Se dunque siano C, C, i due complessi involutorii rispettivamente a C’, e C/,
nella prima congruenza, & manifesto che verranno a determinarsi due con-
gruenze C, C', e C,(’, tali, che ciascuna avrd due complessi involutorii a due
dell’altra, e quindi, come dimostrammo nel § V, tutti i complessi dell’una
saranno in involuzione con quelli dell’ altra e le due congruenze si diranno in
perfetta involuzione.

Le due congruenze C, C’, C,(’, sono dunque in perfetta involuzione fra loro,
e ciascuna ha un elemento comune con le due congruenze proposte. Inoltre,
esse sono le sole che adempiano tutte queste condizioni.

Allo stesso modo si dimostra che, date due congruenze, esistono due altre
congruenze, e due sole in generale, le quali siano perfettamente ortogonali
fra loro ed abbiano un elemento comune con ciascuna delle due date.

Fermandoci a quest’ultimo caso, siano G, G/ due congruenze date, C, e C,
i complessi che le due congruenze perfettamente ortogonali, la cui esistenza
abbiamo or ora provata, hanno comuni con la G; e C/, C/; i complessi che
hanno comuni con la G'. Sara

Ay, = Ay =Ay =4y, =0.
Allora, indicando con #,; ecc. le coordinate di G' e con #, ecc. quelle di
@', si potrd porre wy;=1,:Ys;—Y5:Y1s © Ws=Y 1Y 5s—Y 5915 € perd, in
virtd della definizione de’ coefficienti ¢ (§ VII) e delle ultime formole del § II,
sl avra successivamente

0 Yi 4 A
A== X Coma s “m'.:% Y ||= I Aym Aym \: Ayiyy Ayays
y, ¥y, B yay1 Yays
1 2
Annali di Matematica, tomo VII. 7
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50 D’ Ovidio: I complessi e le congruenze linears

e similmente

A= Ay'w'l A?J'w'a —4 A
u'u! = A A =y “Ay'ay'y
KN Yaya
A, = Ay, Ay, —A A
wa! — A A =Ly’ Ayay'ye
yey's yey's

D’ altra parte si ha (§ III)

cos(C, C')) = A, , eos(C,C1,) = Ayes

4.  ?
y'1y's VAyaye Ayoys

per conseguenza

4,4 A
cos(C, C7)eos(C, €’ ity L'y e
( ) ( 2) VAJlJl AJS?/S Ay 4./ 1 ‘A'y 2 Ay 2 VAuu Au'u

o finalmente [cfr. la (2)]
cos(C, C'))cos(C,C",)=cos(G @). 4)

Questa relazione c¢i pone in grado di esprimere la distanza fra due con-
gruenze in funzione di due distanze fra complessi, secondo I'intento che ci
eravamo prefisso.

Il prodotto de’seni delle due distanze (C,C’)), (C,C’,) ora considerate, si
determina come segue.

La seconda delle identith sottintese in fine del § II di nel caso attuale

0 i Ay Ay, Ayayz Ay,
1 Z:l _ Ay Ay Ayyys Ay :\ Ay, Ayw'g 1Anyz Ay
b y, 'A'BS!II A 7"t Aysys Ayzy's Ay'm Ay'ay’; 'AJ 2y2 Aysyz
Yi Y. :’/,1 ?/,z ﬁg Ay S A Ay',yg -Ay',y'g

ed il primo di questi determinanti si sviluppa in
o1 o8
2‘3 apeia{jﬁ apmpap’nq

ciod in una funzione biquadratica delle coordinate delle congruenze G e G, la
quale potremo indicare con B,,.., OVe si ponga

uef u’i.i u’,mn ulm b

vl o'p RN
Btt ‘"""——H(j ape,aﬁﬁaﬁmd{inqt tut mn P
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Da queste formole e dalla (3) si ottiene

1
Aym yu ] yz!s Ast 2 2 1
A:' 9 Ay u' AII 1 .A. fou' uuu ! 2
sen(C, C',)sen(C,C’,) = Ui AL e _—_ua'e
(€, ¢ )sen (G, 0 Ay Ay iy Aygys Ayay's Ve

Essendo ! ultimo fratto una funzione omogenea e di grado nullo nelle #,
ne segue che pud assumersi

— ' [ —— ] Y 4 !/
Ue =Y Yot Y2 Yy UWa=Y e e Yol 1ny €CC

indicando con le ¥,, ¥, le coordinate di due complessi qualunque della con-
gruenza @, e con le o/, 4/, quelle di due complessi qualunque della &’; e
in tale ipotesi si ha

!
?

1
sen(C, C’])sen(CzC’z):{Af“Z’:,sz ®)
Y
Aym Ayw'a 0 Y2 1
......... % / b y", 2
O Ya
_ Aygyy o o Ay _ Y Y Y Ye B .
T Avn Ave ‘ Ay, Ay, | 0 U 0 Y
Ayz!h Aym Ay'gy'. A.’l’sy'a Ya y,‘.)
Y Y B Y1 ya 8

Anche qui & lecito mutare le coordinate-raggi nelle coordinate-assi e scambiare
mutuamente le b con le B.
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SOPRA UN NUOVO PUNTO DI CORRELAZIONE

FRA LE FORME BINARIE DEL QUARTO GRADO
E LE TERNARIE CUBICHE.

(Da una lettera del prof. Brioscm al prof. CREMONA.)

........ Voi avrete certamente al pari di me dovuto meditare pit
volte sulle singolari analogie o correlazioni esistenti fra le forme binarie del
quarto grado e le cubiche ternarie. Aleuni anni ora sono in una Nota pub-
blicata nei Comptes Rendus de U Académie des Sciences (6 aprile 1863) mi era
prefisso di porre in evidenza quella analogia considerando le trasformazioni che
le due forme indicate possono subire mediante la teorica dei covarianti asso-
ciati. La lettura di un recente lavoro del sig. Cavrey (The Quarterly Journal
of pure and applied Mathematics, novembre 1874; A Geometrical Illustra-
tion of the cubic Transformation in Elliptic Functions, pag. 211) ha richia-
mato la mia attenzione sopra I'argomento della mia Nota del 1863, e paren-
domi che il nuovo punto di correlazione a cui sono giunto possa portare luce
nelle ricerche tanto analitiche quanto geometriche che a quelle forme si legano,
mi affretto a comunicarvelo, esprimendovi insieme il desiderio che questa let-
tera sia pubblicata nel prossimo numero dei nostri Annali di Matematica.-

1. Indicando con f(3, ) una forma binaria del quarto grado, rappresento
con h(&, ) il suo hessiano, con 0(%, ») il covariante di sesto grado; ossia:

Fo Fa | _yme o | S S
f?l f22 =?(ff')’ e—z h h
1 @f

1 2
d . ..
essendo f1=%&€-, fu:g_AW’ ecc....; infine con ¢;, 95 gli invarianti qua-

;L = = 2(fh)

dratico e cubico. Si ha come & mnoto la relazione:
62:_(4h3—"92hf2+93f3)' (1)
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Pongo ora nella f(Z, ) in luogo di &, # i binomj:

§=§ X— de, n_n1X+4g:&Y )

s1 avra:
SCy )=S0 fIX, T 3)

essendo £/, f,... covarianti di /' nei quali siensi sostituiti alle &, » le &, #,.
Ma dalla teoria dei covarianti associati si hanno per f/, f”,... i valori:

J'=—139, f”=%f(gzh_gaf); Vf/”_———g(gzh 9sf)
f“’:;%f(ggk—ggf)z+gah3
ossia per la relazione (1)
S =5l —90) 9.0+ 89./) — 19,0

quindi se supponesi che le £, », annullino la f(3,, #,), si avranno pei coef-
ficienti della (3) i valori seguenti:

f: 07 f/ g f/l O f//l — %g,kﬂ, f.\v_,: _%9392
e la (3) stessa diverra:
JGm)=—20Y [X°+3g,h XY +34,07°]. )
Ora siccome dalle relazioni (2) si deducono le:
cdf L, df _ [, dh
d51+n 1 20Y gdgl—'}- ‘~4hX
se poniamo:
»dh ah
o S +"’d,“ __2hX )
T
E.'d—s:-l-'ﬂdm

si avrd X ——i%xY, il quale valore sostituito nella (4), rammentando essere

per la (1) 6* =—4h® condurrd alla:

FE =407 4o’ —g,2—g,) ®)
Finalmente s¢ in quest’ ultima poniamo »=—1z e:
o 9:=38,  go=—¢ ()
81 avra:

FE, n)=102Y*(2¢+ 3s2—2%). ®)
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54 Brioschi: Sopra un nuovo punto di correlazione

2. Considero ora la forma ternaria cubica:
Pz, z,, 2,) =a{+ )+ 2} + 6 Iz, 2,2,
ed indico con s, £ i suoi invarianti di quarto e di sesto grado, ossia:
s=41(P—1) t=81+20P—1

con H, K, © i suoi covarianti di grado terzo, sesto e nono rispetto alla x,,
x,, T,; cloe:

F, F, F,
H:G}:(iF“F”F%), K=2(FH)”FrH'n 6= H1 H, H,
K, K, K,
nelle quali
ar ____1__sz
sz’%m’ F, 2-3dx‘1”“.

ed
(FHy*=F,H,+F.H.—F,H,—E,H,

I valori delle H, K sono i seguenti:
H=6[1+ 8P®)x,z,2,—I*F]
K=—4(148P)Q+4P(P+2)F*—3IQFP+1)FH+ ;' H?
essendo Q = 2’2} + 222} + 2’23 K noto d’altronde che il quadrato del cova-

riante © si esprime in funzione razionale, intera degli altri covarianti e degli
invarianti di F. Pel caso in cui le #,, #,, 2, annullino la F' si hanno le:

H=6(1+8l)xx,z,; K=3IH*—4(1+8P)Q
540 =6°K*—3 6.sKH*+2¢tH".
3. Rammentate queste formole relative alla teorica delle due forme che

qui consideriamo, passo alla ricerca del rapporti «, :z,:z, che soddisfano alle
due equazioni:

)

£<x1 +.’1)2)—-77933=0; F(xn L9 'x:)):O

od in linguaggio geometrico (Vedi la Nota citata del sig. Cavrey), alla ricerca
dei punti di intersezione di una retta che passa pel punto di inflessione x, +z,=0,
z, =0 e della cubica F'=0. Eliminando dalle due ultime equazioni la z,, si
ottiene:

7 (5} + 2) + &z, + 2,) + 6 Ln'z 2, (3, + @) = 0;
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nella quale ponendo:

T, =p+q; T, =p—q e quindi oc,‘=2p§l (10)
s1 deduce la relazione:
PPAE+7° + 6157 =3¢ 7* (2LE—n)
od anche:
P°f(E, n) =3¢ 7" (216 —n) (11)
posto:

SE 7) = QRIE—7) (48 +7°+ 61ExY).
La f & una forma binaria del quarto grado, di cui gli invarianti hanno i valori
seguenti:
g, = 121(P’—1), gs=1—200—81°
ossia indicando come sopra con 8, ¢ gli invarianti della ternaria cubica F':
9. =3s, gs=—1 —

come si & supposto nelle relazioni (7). La formola di trasformazione (5) ossia la:

gdh . dh

— wd—»;-‘ dn,
P=Erarar
@z, dn,

condurrd quindi alla formola (8). Ma evidentemente la f(§, %) & annullata
ponendo &, =1, %, = 27, percid essendo:

MGy m)=—( 8D, 0, n)=—2(1+82), JE=s11+8P)

dh ah 5 d
L= — U+ 2B)(A+80), HIi=—3P(1+8D) d—i = —4(1+87)

sl avranno le:
E=—11+8P)Y(e—60), n=—01+8P)Y(z+1+2P)
e la formola di trasformazione sard la.:

o (1+2P)E+ 3127
z=2"— "5 . (12)

Per questi valori e per la (8) la formola (11) si muta nella:

1Pt +3s2—2°) =q*(lz+ 14 2)
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56 Brioschi: Sopra un nuovo punto di correlazione

per la quale:

p:—lé(lz+1+2l3), ¢ =2V5®)
posto .

d(R)=+(@2¢+ 3s2—2").

Le (10) daranno quindi i valori richiesti dei rapporti x,:x,:z, e ciod:
o, =le+14+204\9@), pz,=l2+1+20—Vp(), fr,=2—60 (13)
essendo p una indeterminata; il doppio segno del radicale corrispondendo ad
un’ altra serie di valori, od all’altro punto di intersezione.

4. T valori (13) annullano quindi la F'(z,, x,, *,), i loro rapporti sono
ciod coordinate di un punto situato sulla cubica F = 0. Sostituendo i valori
(13) di « , z,, =, nelle espressioni (9) si hanno pei valori dei covarianti H, K
in funzione di 2:

3 3
1481 ’ Ko (180

H= & a 525

Vza*—T2aBy+6406% (14)

essendo : )
a=2"—652"—8¢2—3s" B=2—3s2—2t=—69¢, y=2"—s

e la terza delle (9) da:

@:“—g%:)?' 275+ 4-81a%y® —32 27af% + 8 BYNT ().
Ora ponendo A= ——2—? si deduce dai valori (14) di H, K la equézione se-
guente del nono grado in #:
I —2)a?+ T2a8y —645°=0 (15)
mentre dall’ ultima delle (9) si ottiene la:
O
39—\ (16)

e quindi la:
27a*\N9 (%) = (2Ta+ 4-81a2y*—32 27aB% + 8°6*)V4 (2)
e siccome dalla derivazione della (15) si ottiene:
9a®dA+ (27a®+4-81-a*y*—32 27.aB%y + 8°F%)dz
si avra evidentemente dal confronto di queste ultime la equazione trascendente :

3Vg()dz+\¢ (2)dAr =0
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vale a dire la equazione corrispondente alla triplicazione delle funzioni elit-
tiche, e la (15) & la equazione algebrica del nono grado la quale, come & noto,
¢ il suo integrale (¥). I valori (13) delle z,, z,, z, nei quali pongasi per z una

radice della equazione (15) saranno percid le coordinate dei punti di flesso
della cubica F'=0.

5.° Indicando con © una radice cubica immaginaria dell’ unita, essendo:
(@} +eai+2)( si+’r}+2) = (@} +a}+2) —3 (L2} + 2lal+ alx))

supponendo che le x,, «,, #, rendano F =0, si ha dalle relazioni (9) che:

(*B+oex}+ 2) (. i+ o’2d+ 2)) = 3(0 H*+ K)»? an
1 . . v
essendo v= TETION Ma si ha facilmente per la terza delle (9):

63(I*H*+ K)* =2[18IK+ (10 —1)H*]*H? + 564©°®
od anche:
108(PH?+ Ky’ =
={H[181K+ (10*—1)H ]+ 30V—3}{ H[18/ K+ (10/° - 1) H ]—30V—3!
quindi ponendo:

Yy =0 w}+exi+x], y,=oxj+o’zi+al, —2my,=ai+ai+a} (18)
essendo m una indeterminata, facendo come sopra —%17{_ A e rammentando
la equazione (16) si ha:

Y= HB8IA+1—100 —\—3oR)}{8IA+1—108 + V=39 (1)}
dalla quale:

=1 3H3[3l7¢,+ 1—108—\—39()) (19)
¥y =t H? [3zz+1—1013+\l—3¢(x)]
e per la terza delle (18)
my, =L Hv. (20)

(*) Le formole generali per la moltiplicazione delle funzioni elittiche poste sotto questa
forma furono date da me fino dal 1864 (Comptes Rendus de U Académie des Sciences, n.° 19)
deducendole dal teorema d’ABEL. Recentemente il sig. KiepErT in una Memoria pubblicata
nel Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band. 75, 1873, pag. 21 ha ottenuto
alcune fra quelle formole, partendo dalle funzioni doppiamente periodiche corrispondenti a
quella forma di funzioni elittiche.

Annali di Matematica, tomo VIL 8
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58 Brioschi: Sopra un nuovo punto di correlazione

Le ultime relazioni danno:
P+yi+yi= v3H3[3lA+ 1—108+ Tf:—*}
e per le (17) (18) essendo:
o Yy, =—1H*A—61) 21
S1 avra:

) l
NYsys=—3 HV'(A—61)~
la quale moltiplicata per 6m ed aggiunta alla superiore da:

3
Y+ iyt 6mylyzys=H“V*”(1+ 81“+%)
ossia :
P=yi+ Y+ ys+ 6my,y,y,=0
determinando 7 per modo che sia:
8Pm® + P+ m*=0.
Le cubiche F'=0, ® =0 hanno fra lore la corrispondenza considerata dal
sig. CayLey nel suo recente lavoro, ciot ad un dato punto sulla curva F'=0
corrisponde un punto sulla ® =0, ma ad un dato punto sopra quest’ultima
ne corrispondono tre sulla prima.
Indicando con v un nuovo parametro ed » una indeterminata, si avrd ana-

logamente (13) che i valori:

ry =mv+1+2m* +\(v), ry,=mv+1+2m* -\ (), ry,=v-6m?, (22)
nei quali:

JW)=127+30v—17%), o=4m(m*—1), v=8m*+20m*—1,
soddisfano la @ (y,, ¥,, ¥,) = 0. La relazione algebrica esistente fra i parametri
4, v trovasi facilmente dalle quattro relazioni che si deducono dalle (22) e.

dalle (20) (21), ossia:
r”ylyzz(mv+1+2m5)9-—-\}.(v), ylyz=_‘%H%’2()‘_6lz)

2
r*yi= (v—6m)’, Yl = Zlﬁ yiE
per le quali:
— 1§ () —(mv =14 2m3)? 4+ 3 m?(v— 6m?)?
T ey (23)
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che differenziata da:
2 L})(u)—f-?x(mu—l— 1 +2m3)
di= 2 (v—6m?)?

Ora dai valori (22) si deduce che:
P2y + y, Y+ yD) =4 (v) + 3(mv+ 1 + 2m’)?

(24)

e quindi:
—r (i —y )= [ (") +3(mv + 14+ 2m°)*] (y, —v,)

relazione la qua]e rammentando le (19) (22) diventa:

S IN—3¢ (%) = 2[4 (v) + B(mv +1 4+ 2m®) [ V¥ (v).
Infine essendo:
rPyy = (@v—6m*)’,  wmPyl= 1P H??®
sl avra:

———-V—3¢(2)_2 (v—6m?)?

la quale posta a confronto della (24) di la equazione differenziale:
1d2NY () + mdv-N—3-Vp(R)=0 (25)

di cui I'integrale & la (23) corrispondente alla trasformazione del terzo ordine
delle funzioni elittiche (*). Analogamente I’integrale della equazione:

mdvv‘?’—(z—).-l- Idz\—3 V\—;‘(l—))= 0 (26)
sara la:
0(2)—(12‘—!— 14 2B)2 432 (s—612)2
(e—61%)?2

v=2"% @7)

e quindi la equazione differenziale della triplicazione delle funzioni elittiche

che si ottiene eliminando il rapporto % dalle (25) (26) ha per integrale la
(15) la quale pur ottiensi eliminando il parametro v dalle equazioni algebriche
(@3) (27).

Notisi infine che dalle (18) si deducono le:

393?:0?/1"'02%1— 2my,, 3xy=0"y, +oey,—2my,, 3Ti=y, +Y, —2my,

(*) Vedi Ia mia Nota Sur une formule de transformation des fonctions elliptiques. Comptes
Rendus, novembre 1874, gennajo 1875.
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nelle quali le y , y,, y, sono date dalle (19) (20). Queste equazioni sono pel
caso di F'=0 paragonabili a quelle date da Cresscm nella sua Nota « Usher
die Bestimmung der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung » pubblicata
nei Mathematische Annalen dell’agosto 1869. Ponendo poi nelle medesime i
valori (22) si ottengono le:
3rz}=—[3mv+1—10m* —\—3{(v
==l : __(_)] 8rai=2(1 + 8m?)
3ray =—[3mv+1—10m® + V—3¢(v)]
le quali corrispondono alle superiori (19) (20).

Febbrajo 1875.
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RECHERCHE DES SURFACES
QUE L'0N PEUT REPRESENTER SUR UN PLAN.

[Méthode de Mr. O. Boxzer enseignée cette année aux éléves
de U Ecole Polytechnique (*).]

Soient z, ¥, # les coordonnées d’un point de la surface et a, 5, celles du
point correspondant sur le plan; on doit avoir

do*+dy*+dz*= * 10?4 d B (1)

et en remplacant dz par sa valeur da+ d,()’, et faisant de méme pour
dy et dz, I'équation (1) donne:

(B2 () o
() 0
i dets Sty g

En prenant les dérivées de ces trois equahons par rapport & @ et & B, on
trouve :

dadz  dy @y | dz dPe dz d*x  dy d*y  dz d*z

72d7 Taxde Taggs =0 0 d«dad@"'da dadp‘*'dadxdp 0
de &z  dy d*y  dz @z dzdPz | dydly | dzds _
@B dedp d@docdﬁ = ZsaE tagae twmaE =0 ©
dr d*z  dy dPy | dz s _ dz @z  dy dy dzds __
o Targs Tapaa =0 O Zoaw Taeaw taegw =° 10

en ayant égard, pour les deux dernidres, aux équations (6) (7).

(*) II chiarissimo geometra sig. BErTRAND, Segretario perpetuo dell’ Accademia delle
Scienze, avendomi pochi giorni sono comunicato verbalmente la dimostrazione superiore
dovuta all’egregio prof. BoxxEr, ebbe, dietro mio invito, la cortesia di dare ad essa forma
opportuna per la pubblicazione. F. Brioscar.
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Or, si I'on compare les systtmes (5) (9) et (6) (7); puis les systtmes (8) (10)
et (6) (7) on en conclut:
@z #y  dz
dal da? dul
Fr = @y @ (4)
ded8 dxdf dadB
et:
dx d*y d*z
I _ ¢ _ aF

wirihe BT .2 (B)
dedf dadB dadf
dx dy dz . , R
et par conséquent en vertu de (4) — T’ T2’ Iw sont fonctions d’une méme
dx dy

%, mais & cause
d[i d{i dﬁ’

de (4) ces variables dépendent I'une de I'autre et les six dérivées sont fonc-
tions d’une méme variable ¢.
Cela posé étant:

variable, et il en est de méme, en vertu de (B) de —

dz=pdz+qdy

on a:
dz dx
(ﬂ—pdo: qdot C
dz dx dy ©)
ag = Paz T 1gs

et ces équations donnent p et ¢ en fonction de #; donc p est fonction de ¢,
et la surface est, comme I'on sait, I’enveloppe d’un plan mobile.
Les systémes (5) (9), (8) (10), (C) dont nous avons fait usage ne peuvent

étre identiques, car il faudrait que les dérivées gg ) Z—‘z, g—: fussent propor-
gg Z‘g Zi, et par conséquent que z fut une fonction de #; ce
qui est impossible.

Vous pouvez, cher monsieur Brioscmi, faire tel usage qu’il vous plaira de
cette élégante démonstration qui est inédite. Elle a recu dejd une publicité
assez grande par I’ einsegnement de I'Ecole Polytechnique pour qu’il n’y ait
aucune raison & hesiter pour la publier.

tionnelles 3

Milan, avril 1875.
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BARNABA TORTOLINIL

A nessuno pil che ai Direttori degli Annali di Matematica incombe 1’ ob-
bligo di onorare la memoria dell’illustre matematico, il cui nome & scritto in
cima a quest’articolo. BarnaBa Torrorint nacque in Roma nel giorno 19 no-
vembre 1808; studid lettere e filosofia nel Collegio Romano, dov’ ebbe a maestro,
fra gli altri, il gesuita A. Cararra, autore di alcune opere matematiche; e
continud gli studi matematici e filosofici nell’ Universitd della Sapienza, con-
seguendovi nel 1829 la laurea privilegiata, detta ad hororem. Presso la stessa -
Universitd compié il corso tecnico degli ingegneri; indi, studiata teologia, fu
ordinato prete nel 1832. \

Ebbe nel febbrajo 1835 la nomina a professore di fisica matematica nel
Collegio di Propaganda fide; nel 1836 fu assunto a supplente al prof. G. Oppr
nella cattedra di meccanica e idraulica nell’Universitd; e nel 1837 vinse per
concorso la cattedra d’introduzione al calcolo sublime. Nel medesimo anno fu
nominato professore di calcolo differenziale e integrale presso la medesima
Universitd; nel 1845 professore di fisica matematica nel Seminario romano; e
nel 1856 direttore della tipografia di Propaganda fide. Colpito da paralisi nel
1869 dovette lasciare ogni occupazione. Ritiratosi in Ariccia per assaggiare
aria pilt salubre, vi morl il 24 agosto 1874 (*).

A porgere un’imagine adequata dell’attivith scientifica del TorTormi, pud
utilmente servire il catalogo che delle opere di lui compild colla sua solita
diligenza il sig. principe Boxcompaeni, catalogo che fu pubblicato neghi Até
dell’ Accademia pontificia. Sono oltre cento Memorie inserite per la maggior
parte nel Giornale Arcadico di Scienze, Lettere ed Arti, negli Atti dell’ Ac-

(*) La sostanza di queste notizie & presa da un articolo del prof. Dorio inserito negli
Atti dell’ Accademia pontificia de’ Nuovi Lincei (sessione 20 dicembre 1874).
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cademia pontificia des Nuovi Lincei, e negli Annali di Matematica, relative
specialmente alla Teoria degli integrali definiti, ed alla Rappresentazione di
aree e di volumi per mezzo di integrali di questa specie; alla Teoria degle
integrali elittici ed alle loro applicazioni, sia alla divisione degle archi di
curve piane, sia ad altre quistioni geometriche; al Calcolo dei Residui ed al-
Puso del medesimo nella integrazione delle equazioni differenziali linears, di
quelle a differenze finite e delle equazioni a derivate parziali; infine varie
Memorie intorno a questioni d’analisi applicata alla geometria.

Ma ' Italia dev’essere grata al Tortorin specialmente per aver egli fondato
e pubblicato gli Annali di scienze matematiche e fisiche (Roma, 1850-1857),
e poi, insieme coi professori Bertr, Brioscar e Gevoccrl, la prima serie degli
Annali di matematica pura ed applicate (Roma, 1858-1865). Questi periodici,
raccogliendo e diffondendo i lavori de’ pilt operosi e distinti cultori delle scienze
esatte, servirono a due nobilissimi fini: I'uno di ravvivare e fecondare I’amore
per gli alti studi; 1’altro di rappresentare decorosamente, in faccia alle altre
nazioni, 1'attivitd scientifica della nostra penisola, anche quando questa era
molto lontana dall’aver raggiunto I'unitd politica. Per questo titolo il nome
del Torroumnt sard onorato fincheé duri fra noi il culto della scienza.

Il Torrormvt fu uno dei XL della Societd Italiana delle scienze (fondata dal
Loraexa); era inoltre stato ascritto alle Accademie di Bologna, de’ Nuovi Lincei
in Roma, di Napoli, di Torino, di Upsal, ecc.
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IN MEMORIA DI JACOPO STEINER.

Lettura fatta davanti alla Sezione matematica
della Societa svizzera di scienze naturali,
nell’ adunanza annuale ch’ebbe luogo in Sciaffusa il 22 agosto 1873,
dal dott. C. F. Grser, professore nel Politecnico svizzero (*).

Chi abbia avuto il piacere, la gioja, I'onore — come devo esprimermi? —
di assistere alla seduta pubblica di un’ Accademia di scienze, conserverd lun-
gamente la impressione ricevuta da un corpo si rispettabile. Intorno al gran
tavolo verde siedono in tranquillo contegno i personaggi, per massima parte
attempati ed incanutiti, che si sogliono riguardare come i piu eminenti tra i
dotti del loro paese; e la gradazione dei cui meriti vedesi molto acconciamente
espressa nella relativa ricchezza delle stelle degli ordini cavallereschi; in quella
stessa guisa che l'etd degli alberi di una foresta pud dirsi scritta nel numero
degli anelli annuali. .

La mestizia avvolge I’ adunanza, quando I’ Accademia ricorda i proprii estinti,
e specialmente se con particolareggiata commemorazione vien posto un segno
di affettuoso ricordo ad un luminare della scienza. E veramente nessun luogo
sarebbe pill adatto a siffatte solennitd, del circolo in cui I’estinto ha passato
1 suoi ultimi anni, e da cui uscirono i suoi lavori. Non soltanto I’attivita sua
come dotto, ma tutta quanta la persona continua quivi ad esercitare azione
viva; e tante cose a lui attinenti, che altramente sarebbero rimaste ignote,
possono in tal luogo venir rintracciate.

Ma sventuratamente le commemorazioni accademiche hanno pure il loro
calcagno d’ Achille; non senza motivo in Francia si chiamano éloges. Il tuono
piuttosto freddo e maestoso impone riserbo su tutti i punti dubbiosi; e le con-
traddizioni, che non si possono lasciare in disparte, vi appajono nella stessa

(*) Fu leggermente modificato qualche passo per facoltd gentilmente concessa dal chiaris-
simo Autore. ()

Annali di Matematica, tomo VII. 9
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fina maniera che il sorriso del signor di Miixcunavses nel romanzo di Imuer-
MaNN, il quale, come si sa, finiva per sorridere tanto finamente, che pil nes-
suno da ultimo poteva accorgersene. Percid avviene che cosi fatti elogi spesso
ricordino le moderne imagini dei santi, nelle quali si ricorre ai pilt splendidi
colori di anilina per far meglio figurare 1’ abbigliamento pittoresco col rosso
purpureo e coll’azzurro del cielo, e ben si sa che non vi devono mancare le
lunghe e bionde anella di capelli elegantemente disposte.

Ma non tutte le teste possono fare da modello ad una siffatta imagine; — e
dove troverebbesi, per esempio, il pettine per arricciare in forme accademiche
la selvaggia capigliatura di Jacoro Stemer? Questo pud ben essere il motivo
per cui finora & mancata una commemorazione al nostro grande compatriota,
che per quasi trent’anni fu uno dei pilt splendidi ornamenti dell’Accademia
di Berlino. Ormai da pil di dieci anni giace egli sepolto nella patria terra; la
sua originale personalith comineia a poco a poco a dileguarsi dalla memoria
de’ suoi contemporanei; eppure non si & per anco trovata una mano amica,
che ne descriva la vita e le opere. Sard io biasimato, se, appoggiandomi alle
relazioni di parentela, di persona e di scienza, e alle rimembranze tutte che
vi sono connesse, mi accingo ora a tracciare un leggero abbozzo della sua
figura? In questa nostra Societd non si & tenuti ai riguardi testé accennati;
si pud dispensare a talento luce ed ombra, e non si vien meno alla vera pieta
verso !'estinto, esponendone insieme e pregi e difetti. Del resto, chi non ap-
provasse il carattere della mia esposizione, ed anzi pensasse che allo ZoLuyer (*),
il quale metteva non ha guari a rumore il mondo scientifico, siasi ora accop-
piato anche il peccatore, quegli potrd consolarsi nel pensiero, che questo ef-
fimero foglio sard da gran tempo scomparso col vento, quando ancora le opere
magistrali di Stever in crescente splendore seguiteranno ad eccitare 1’ ammi-
razione delle generazioni future.

Jacoro Srtrmer nacque il 18 marzo 1796. Di tal giorno egli pit tardi,
quando I'iracondia si impadroniva del suo animo, lagnavasi col destino, che
per tal modo non gli permettesse di festeggiare in Berlino il proprio nata-
lizio, se non a costo di parere un democratico pericoloso al governo costitui-
tosi dopo il marzo. In Utzenstorf, suo luogo nativo posto circa a mezza via

(*) In ital. pubblicano. 11 lettore si ricorderd della curiosa opera: Ueber die Natur der
Cometen pubblicata in Lipsia nel 1872 dal prof. G. F. C. ZOLLNER. (T.)
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tra Burgdorf e Soletta, egli passd la maggior parte della giovinezza, non gia
come pastorello da idillio di (Gessser, ma non appena il poté, come lavora-
tore agile e diligente nel piccolo podere de’ genitori, in compagnia del fratello
e delle sorelle. In questo villaggio agricolo non ebbe altro eccitamento intellet-
tuale, fuorche quello dei pil elementari ammaestramenti della scuola, i quali
consistevano principalmente nel mandare a memoria il catechismo di Heidel-
berg e il Libro dei cantici. Neppure ne ebbe dalla famiglia, essendo egli « il
primo nella nostra casa » che si elevasse al disopra dell'istruzione elementare,
comune nel villaggio. Egli si lagnava ancora nella vecchiaja di non aver im-
parato a scrivere che a quattordici anni, imperocche il Pontefice del villaggio
non concedeva altra istruzione, finche gli scolari non sapessero recitare a me-
moria il catechismo, dal principio alla fine e viceversa. Questo & il motivo
per cui Stemer ebbe sempre la mano difficile, e s’acconciava assai di mal
animo al lavoro meccanico dello scrivere.

Per ben concepire il suo modo di vivere fino al diciassettesimo anno, dob-
biamo far capo agli scritti del suo amico di gioventi Brrzivs, il quale, sotto
il nome di Geremia Gorrrerr, descrive con inarrivabile maestria i costumi e
le condizioni del paese di Berna, quali durarono cosi lungo tempo pressochd
invariati. La continua dimora nella libera aria dei campi e dei boschi rinforzd
1l suo corpo ed aguzzd i suoi sensi. Egli ricordava spesso con orgoglio d’aver
visto pascolare le bestie bovine sul lontano Jura circonfuso di splendore azzur-
rino; e non senza ironica compiacenza, soggiungeva d’aver saputo anche in
pit tarda etd discernere consimili bestie a distanze persino maggiori.

Naturalmente Stemver non fu mai ¢id che si direbbe un fanciullo miraco-
loso, ciod un ragazzo che parli correntemente il latino a quattro anni, e che,
dopo aver recitato in una societd i proprii discorsini, non tenda mai le mani
senza invito sul pezzo di torta che gli & destinato. Tuttavia da un certo mo-
mento in poi dev’ essergli invalso il pensiero, cblto bramosamente e promosso da
aleuni tra’suoi amici, che la sua vocazione fosse ben’altra che quella di col-
tivare i campi del padre e di procacciare, colle cure di un piccolo commercio
di pecore, il materiale per le calze della famiglia. Quante volte, standosene
dinanzi a libri a stento compresi invece di andare al campo col cavallo e col
carro per trasportare il fieno a casa, avrd egli pesato in mente sua i mezzi
di dare sfogo all’interno impulso! Le circostanze favorirono ottimamente i suoi
ardenti desiderii, aprendogli una via che non poteva essere pilt propizia allo
sviluppo della sua natura originale, e che qui tenterd di descrivere brevemente.

Le conseguenze dolorose della rivoluzione francese, nel massimo infuriar della
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quale Striner vedeva la luce, avevano gid abbastanza cessato di farsi sentire,
quando egli entrava nell’adolescenza, perchd i reggitori della nostra patria potes-
sero pensare ad una ricostruzione di cid ch’era stato distrutto; ma d’altra parte
ne rumoreggiava ancora il tuono sul continente a tal segno che, fin nel tranquillo
Utzenstorf, si seguivano con viva attenzione tutti i passi delle patrie autorit.
Cosi avvenne che si parlasse con calore nel solitario villaggio delle aspirazioni
attuate in Yverdon, coll’ajuto di governi svizzeri, dal PEestavozzi, il grande
educatore del popolo, che aveva gia lavorato al principio del secolo nel vicino
Burgdorf, colla protezione morale delle autoritd francesi. La parte piu vecchia
della popolazione era avversa a tutto quanto poteva ricordare la rivoluzione
e 1'Elvetica; parecchi degli uomini pratici e benestanti, i quali manifestavano
tale sentimento, erano forse stati presenti nel 1797, allorche il generale Buo-
NAPARTE, viaggiando per la Svizzera, fu fermato da paesani bernesi col grido:
« maledetto briccone, i bricconi devono stare a casa loro. » Ma la genera-
zione pit giovane era gid, per vaghezza d’opposizione, di altro avviso, senza
contare che la simpatica e nel tempo stesso gagliarda figura del riformatore
dell’arte educativa esercitava un’attrattiva irresistibile sopra tutti gli spiriti
ardenti.

Il giovane STEINER, pilt che per chiara riflessione, era forse solo per confuso
istinto venuto nella idea che nell’Istituto d’educazione di Yverdon egli po-
tesse progredire nello studio; ma, di cid convinto una volta, adoprd all’ esecu-
zione del suo pensiero tutta I’ostinata tenacita di un buon bernese. Io devo
alla di lui stessa descrizione la notizia delle scene violente che precedettero la
decisione della famiglia su questo importante affare. Un senso d’esagerata
parsimonia passato anche nel figlio, indusse il padre a negargli i mezzi per
I’educazione, tanto pitt che egli si privava a malincuore d’un collaboratore in
sommo grado diligente ed economico, mentre I'altro figlio pit giovane non
dava di sd le stesse speranze. Fortunatamente SteiNer, col suo piccolo com-
mercio, s’ era risparmiato un tenue peculio; cosi che, avendogli poi finalmente
il padre, con una meschina aggiunta, dato il permesso di partire, egli, padrone
ormai del proprio destino, non senza il sacrificio di cari interessi, si avvid
contento al Prsrarozzr

All’arrivo di Stemver il rinomato Istituto era gia in decadenza, e fra le strom-
bazzate colle quali i collaboratori di Pesravrozzr intrattenevano il mondo sui loro
risultati, udivasi assal spesso un doloroso accento che faceva intendere come
il grande amico degli uomini vedesse i proprii ideali svanire a poco a poco e
sentisse strapparsi con essi il cuore a brano a brano.
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B difficile a dirsi che cosa di positivo abbia ricavato Stenver dallo studio
in Yverdon, poiché un’istruzione veramente fondata e scientifica non vi si
dava; per quel ch’io sappia, Stemer fu il solo scolaro dell’Istituto, a fianco
del geografo Cirro Rirrer, che siasi guadagnato posto eminente nella repub-
blica letteraria. Ma altrettanto maggiore ne fu il vantaggio indiretto. Prsta-
vozzi teneva molto a far principiare I'istruzione col tradurre in numeri i concepi-
menti geometrici, e fu cosi per la prima volta eccitata la fantasia creatrice dello
scolaro vago di sapere. Il quale s’accorse prestamente di essere assai superiore
ai proprii insegnanti, ed applicd con successo ai loro assistenti il principio
fondamentale del maestro, di eccitare gli scolari ad una loro propria operosita,
obbligando quelli a studiare per poter capire ¢id che egli novizio vedeva nella
propria mente. Fin d’allora si elevava sempre a punti di vista generali, come ne
fe’ prova la sua prima scoperta geometrica, la quale, per quanto possa parere
insignificante e piccola, merita qui un cenno. Il suo maestro gli aveva detto
che con tre piani si forma un triedro; al che Stemer, i cui abiti sentivano
tuttora della stalla paterna, subito oppose: anzi se ne formano otto.

I modo, col quale apprese gli elementi della scienza, esercitd un’azione
decisiva su tutta quanta la posteriore sua attivitd. Egli apprezzava anche il
successo pilt modesto, ogni qualvolta fosse risultato da forza propria, da pro-
pria meditazione; mentre diffidava e faceva poco conto di cognizioni, anche
molto estese, quando non fossero state rielaborate internamente e riprodotte in
modo originale. Lo stesso istituto in Yverdon non bastava alla di lui tendenza
di elaborare da s& stesso tutto lo scibile. Una volta si lagnd, che, mentre prima
@’ entrarvi, era capace di disegnare abbastanza bene, istruito che fu nel disegno,
non avrebbe pit potuto riprodurre sulla carta, distintamente come prima, la
chiesa del patrio villaggio.

Stever deve pure a PEestavozzi una qualitd che pil tardi diede una parti-
colare attrattiva alle sue lezioni universitarie, cioé il metodo didattico di So-
CRATE, per cui ogni momento si viene a riconoscere fin dove arrivi I'intendi-
mento dello scolaro. Non bastando i limitati mezzi dell’ allievo al totale paga-
mento delle tasse scolastiche, dovette impegnarsi, compito il corso, nell’ufficio
di maestro assistente. Il grande pedagogista sentiva di trovarsi dinanzi ad un
ingegno ricco di avvenire, ed ajutava, ogni volta che il potesse, il novello
docente; cosi che questi conservd di lui memoria fedele, professandogli illimitato
rispetto ed alta stima, anche quando il destino si scatend contro il nobile uomo,
rendendolo ludibrio della moltitudine. Con quell’ acutezza con la quale aveva
saputo predire la prossima rovina dello stabilimento in Yverdon, Stemer non
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perdette mai la fede che 1'astro di Pestavozzr avrebbe brillato nuovamente di
splendida luce.

Stemver aveva lasciato la casa paterna fra lampi e tempeste per obbedire ad
un pitt nobile impulso, col farsi scolaro di un uomo eminente ed avvezzo ad
invigorire altrui, senza per anco sapere qual dovesse essere lo scopo della
propria vita, forse dominato soltanto dal pensiero di diventare maestro. Ma
ora che alla casa, per lui divenuta seconda patria, sovrastava, per effetto di
maggiore tempesta, la rovina, egli abbandonava quest’uomo, collo scopo ben
prefissato di dedicare la propria vita alla matematica e sopratutto alla geo-
metria. Per continuare gli studii si diresse ad Heidelberg, senza dubbio colla
prospettiva di dovervisi mantenere col ricavo di lezioni private. E per veritd,
nei tre anni di sua dimora [1818-1821], vi trovd sufficiente sostentamento; ma,
& debito di riconoscenza 1'avvertire, che parecchi fra 1 pilt ricchi compatriotti
e condiscepoli suoi giovaronsi del suo insegnamento soltanto per spianare e
facilitare la via all’amico volonteroso e pilt vecchio di loro. Il quale anche
nelle ore piu tristi della tarda etd ripensava con gioja ed amore a questo
tempo ed a questi compagni, tra i quali mi limito a nominare il nostro Casr-
mro Pryrrer e il signor Naer consigliere della Confederazione.

Non & necessario che descriva la meschinitd dell’insegnamento che si dava
allora in Heidelberg, essendo abbastanza noto qual fosse lo stato della mate-
matica presso quasi tutte le scuole superiori tedesche di quel tempo; mentre
in solitaria e suprema grandezza Gauss, sovrastando a tutti i contemporanei,
formava la fama e 1’orgoglio dell’ universita di Gottinga. Stemer si guastd presto
col suo principale docente, il professore Scawerss, dando pit tardi, con ischerzo
per veritdh non del tutto ingiusto, alla geometria insegnatagli nella universitd
il nome di questo docente. Pili stimolanti erano per lui gli studii privati, fatti
con scarsezza di sussidii letterarii, ma con altrettanta intensitd di forze intel-
lettuali. Indubbiamente egli pose gia in Heidelberg le pietre fondamentali delle
sue prime memorie.

Allorche, compiuti gli studii accademici, accettd un posto di insegnante in un
istituto d’educazione privato in Berlino, presentiva forse il novello matematico
che sarebbe rimasto in questa cittd pit di quarant’ anni, ciod dire, con brevi
interruzioni, I'intera sua vita? Probabilmente no; giacche in principio le cose
non andarono secondo desiderava; abbandond il posto e lavord qualche tempo
come insegnante privato; ed un tentativo di collocarsi durevolmente nel gin-
nasio Feprrico WEerDER, dove allora era stato nominato Dove, non gli riusei,
perche la rigidezza dello Svizzero non poteva combinarsi cogli elementi tede-
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schi del settentrione e specialmente di Berlino, ai quali non era ancora assue-
fatto. Egli pensava gia di partirsene; ma frattanto la fama sua, quale distinto
insegnante privato, era andata sempre crescendo; ond’® che nel momento de-
cisivo una buona stella lo condusse nella casa di GuerieLwo di HousorpT, quale
istitutore del di lui primogenito. Fu qui che per una felice catena di circo-
stanze StEmvER si riveld in tutto il suo valore, e poté saldamente mettere piede
in una vera carriera scientifica.

Quando, dopo Vinfelice campagna del 1806, i Prussiani cominciarono a
raccogliere le loro forze, essi non erano nella fortunata posizione di un odierno
partito in Francia, a cui la Madre di Dio in apparizioni miracolose promette
gratuitamente uno splendido avvenire. Lo stato protestante aveva compreso
che i mezzi principali per riacquistare la perduta potenza erano quelli di esten-
dere a tutti I’obbligo del servizio militare e di promuovere l'istruzione popo-
lare; ed appunto dietro impulso di HumorpT una schiera di giovani maestri
prussiani erasi recata a spese dello Stato a prendere personalmente cognizione
della scuola di Prsravozzi, dandone poi alle competenti autorith una relazione
entusiastica. Cid porse buona occasione a conversazione animata fra il mini-
stro d’allora e il giovine insegnante, il quale, con propria sorpresa, nell’esame
dell’ allievo aveva dato di s& prova assai favorevole. Stemzr si vide d’un
subito tirato nel circolo dei personaggi ragguardevoli che frequentavano quella
casa rinomata, e 1 suoi rapporti divennero ben presto aggradevoli, cortesi e
cordiali, in quanto che HumsoLpr era stato qualche tempo in Berna come
inviato prussiano, e parlava volontieri delle condizioni della Svizzera, per le
quali aveva conservato vivo interesse. i quando poi in una riunione piu grande,
a cui il privato docente bernese era stato invitato, la moglie di Sua Eccellenza
gli porse una tazza di caffé colle parole: « Herr Stemver, weit er 6ppe-n-e chli
Nidle zum Gaffeh? (*) » la di lui venerazione per la eccelsa coppia non ebbe
pitt limiti.

L’ Eccellenza medesima pero si diede cura che non avesse pill a mancare la
panna nel caffé al nostro compaesano, il quale ormai era riconosciuto gene-
ralmente come insegnante distinto e matematico di molte speranze. Gli si trovd,
sebbene non cosl presto come egli desiderava, un posto nella Gewerbeschule,
dove ebbe occasione di lavare la macchia del mal riuscito tentativo nel gin-
nasio Werper. Ma cid che ancor pit valse si fu, che, alle sue aspirazioni

(*) Parole del dialetto bernese, che significano: « Signor StEINER, volete forse un po’ di
panna nel caffe? » (T.)
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si era ormai rivolto un occhio benevolo, il cui sguardo avrebbe seguito con
attenzione un cosi ardente ingegno, ed avrebbe sempre curato che non gli man-
casse n& la protezione necessaria, né 1’eccitamento. Ho io bisogno di aggiun-
gere che parlo di Aressanoro di HumBorpr, a cui la scienza tedesca deve mol-
tissimo, anche per riguardo a Diricrrer e Jacosr? Sino alla morte, il gran
dotto enciclopedico restd fedele protettore di Stemer; ed ancora in una delle
ultime lettere al matematico diceva in termini commoventi, essergli ricordanza
mesta e cara ad un tempo, di aver visto il pit giovane collega dell’Accade-
mia per la prima volta in casa del fratello da lungo tempo perduto.

Perd non soltanto protettori, ma anche emuli ed amici eranvi in questo tempo
pieno di operositd e di speranze. Tra i medesimi prese una posizione intermedia
il consigliere superiore Apamo Lovbovico CrerLE, il quale, ad onta della cera di
protettore, che sapeva vestire di un fino ed elevato sorriso, aveva per il rozzo
Svizzero un rispetto diabolico. Ma I’amicizia pitt cordiale fu quella che il legd
ad Aser, un po’ pitt giovane di lui e che attendeva al proprio perfezionamento in
Berlino. SteiNer raccontava molto umoristicamente il loro primo incontro presso
CreLLE, e come ciascun di loro anche di poi compassionasse ancora segreta-
mente 'altro per la scarsezza delle doti sociali. Fidente nelle forze produttive
dei due giovani matematici, il consigliere superiore fondd il giornale, che di-
venne poi celebre; e spesso lo si incontrava a passeggio coi suoi protetti; laonde
i famigliari, con grande amarezza di StEiNer, che in tale scherzo certamente
ci perdeva, esclamavano: « Ecco Adamo coi figli Caino ed Abele. »

Quasi contemporaneamente sorsero i pilt intimi rapporti con Jacosr, la cui
straordinaria potenza si era fatta conoscere ben tosto, e che recava essenziale
vantaggio a STEINER, pill maturo, ma pill esitante e di coltura meno completa.
L’effetto pili rilevante di questo avvicinamento va naturalmente veduto nella
eccitazione scientifica che muoveva da Jacosr; per la quale, ad ogni convegno
degli amici, aprivasi una miniera di nuova e feconda attivita mentale. Perd
anche dopo la traslocazione a Konigsberg, il nascente astro matematico non
cessd di influire vivamente in pro dell’amico. Dopo la comparsa della Syste-
matische Entwickelung, in riconoscimento de’suoi meriti scientifici, gli pro-
caccid il diploma di dottore onorario dell’ universitd di Konigsberg; e si deve
pure agli sforzi riuniti di Jacosr e di HumsoLpr I essere stata fondata per
SteiNEr, nel 1834, una cattedra straordinaria all’universitad di Berlino; mentre
la r. Accademia prussiana delle scienze eleggevalo a socio.
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E tempo di dire una parola anche dei lavori di STeiNER; e non si troverd
biasimevole, che insieme coi risultamenti pubblicati fino all’anno testé nomi-
nato, si prenda tosto in considerazione l'intero campo delle sue scoperte. Con
cid diventa possibile di far astrazione dall’ ordine cronologico e di trattare
insieme le questioni tra loro connesse. Il problema di descrivere un’operosith
scientifica di molto momento resta pur sempre abbastanza difficile, poiche
quelli che conoscono gli seritti in discorso sanno gid stimarne il valore, men-
tre ad alfri deve riuscire senza pregio ogni spiegazione su argomenti a loro
estranei. Vogliano specialmente i pratici della materia perdonare la incertezza
dei giudizii e delle dilucidazioni. Se un uomo, che tiene un posto distinto anche
in mezzo ai primi matematici di tutti i tempi, espresse con squisita modestia
la difficoltdh di descrivere le opere di un emulo che gli era vicino, si capira
facilmente come uno spigolatore del vasto campo coltivato da SteNeEr non possa
tentare se non con mano timida di tracciare un quadro della ricca messe da
lui raccolta.

I primi lavori di StEiNer, comparsi in parte negli Annali di Gercoxye, in
parte nei primi tomi del Giornale di CrrrrE, non rivelano per anco il genio
innovatore, ma annunziano gid il maestro, pel molteplice modo di riguardare
date figure semplici. Alcune delle memorie, in ispecie le ricche Geometrische
Betrachtungen, nel primo tomo del Giornale di CrErre, costituiscono una trat-
tazione esemplare delle proprietd dei circoli e delle sfere, alla quale il secondo
capitolo del breve e ingegnoso scritto pilt tardi comparso: Die geometrischen
Constructionen, ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises,
pud in certo qual modo servire da introduzione. Che in virtu della sua forza
indagatrice penetrasse piu addentro di altri competitori, lo dimostrano e il
tentamento di parecchi problemi nuovi, e la soluzione, pubblicata senza dimo-
strazione, del problema di Marrarm: da lui generalizzato. Lavori di data pilt
recente, condotti per la strada da lui battuta, hanno dato, in confronto delle
meschine piccolezze di altri matematiei, una splendida giustificazione di STEINER.

Convenevole apprezzamento incontrd la sua memoria: Verwandlung und
Theilung sphdérischer Figuren, avendo perd egli stesso pil tardi confessato,
che ai suoi tempi si era annessa alla geometria sulla sfera un’importanza esa-
gerata. E qui possiamo anche ricordare la dimostrazione del teorema cardinale
d’Evcero sui poliedri; la quale, benchd non si fondi esclusivamente sugli ele-
menti dati della figura, ricorrendo alla misura degli angoli, pure va distinta
siccome semplice e facile ad intuirsi.

In seguito a questi lavori vengono altri, contenenti gid gran copia di risul-
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tati sopra luoghi geometrici, che conducono a coniche e superficie di secondo
grado; e fra essi emerge quello comparso nel tomo 19 degli Annali di Ger-
conne: Développement d’une série de théorémes relatifs aux sections coniques.
Queste ricerche vennero da lui pilt tardi, in quanto alla sostanza loro, raecolte
e fatte argomento di lezioni universitarie, pilt volte ripetute, sotto il titolo
modesto di Populiier Kegelschnitte. La maggiore loro attrattiva sta in cid, che,
dalla soluzione di un problema affatto elementare di massimo e minimo, si de-
ducono quasi colla facilith d’un giuochetto 1 pili bei teoremi relativi alle coni-
che, e specialmente ai loro fuochi. Stewer parlava con grande soddisfazione di
questo metodo di pervenire ad, estesi risultamenti colle considerazioni pit sem-
plici. « Se mi si mette davanti un piatto di ciliege, diceva una volta, io prendo
dapprima pensatamente le meno appariscenti e con interno compiacimento vado
gustando le pil belle alla fine. » Un’altra volta, ai suoi scolari, che avrebbero
voluto aprire a vapore le noci geometriche ch’egli loro proponeva, disse: « Se
non diventerete innocenti come fanciulli, non entrerete mnel regno dei cieli. »
Singolarmente bello era il modo con cui metteva in relazione l'iperbola equi-
latera col triangolo insecritto e la parabola col circoscritto, e ne deduceva i teo-
remi che vi si connettono « insistendo sempre sullo stesso punto e girando pu-
ramente sul tallone. »

In questo indirizzo non poteva mai contentarsi; le note sulle coniche popo-
lari vennero d’anno in anno rivedute ed aumentate; singole parti ne furomo
anche pubblicate, come, per esempio, le memorie: Elementare Lisung einer
geometrischen Aufgabe, ete. (CreLLr, t. 37) e Ucber eine neue Erzeugungsart
der Kegelschnitte (t. 45), nelle quali segnatamente & anche svolta la idea di
surrogare ai fuochi circoli toccanti la conica due volte. Vi appartengono anche
le Aufgaben und Lehrsitze, messe fuori in diversi tempi, e tra cui meritano
particolar menzione quelle del t. 55; come pure le postume Geometrische Be-
trachtungen und Lehrsdtze (t. 66). Lo studio di queste pubblicazioni si pud
raccomandare specialmente ai giovani, che per la prima volta bramano disten-
dere le ali e mirano a scopi belli ma non troppo elevati.

Innanzi di provarmi a dire del carattere dell’ opera pilt vasta di Stemer:
la Systematische Entwickelung der Abhingigkeit geometrischer Gestalten von
etnander [1822], ricorderd brevemente gli sforzi de’suoi predecessori, ripetendo
fatti storici noti e sovente enunciati. Per opera di Eurero, Laeraxee e La-
PLACE, la superiorita del metodo analitico e di caleolo, in confronto del sinte-
tico ed intuitivo, sembrava, come Gauss dice molto nettamente in varii luoghi,
talmente stablhta, che per la maggior palte del secolo decimottavo la geo-
metria stette quasi silenziosa.
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A questo punto compare MoxeE, che apre, colla Géométrie descriptive e le
Applications de U Analyse & la Géoméirie, una via nuova, aggiungendo alla
scienza in varie direzioni nuovi risultati e creando metodi nuovi. La geometria
descrittiva, che rimarrd per sempre legata al nome di Moxnce, fa nuovamente ri-
conoscere la intuizione come fondamento di ogni scienza dello spazio; mostra
come le pill semplici regole di costruzione possano condurre ad una lunga serie
di veritd geometriche, e colle svariatissime applicazioni pratiche di cui & su-
scettibile risveglia in larghissima sfera l'interesse per la nuova disciplina. N&
meno vivamente influiscono le Applications, mostrando che analisi e sintesi
non devono atteggiarsi a potenze nemiche I’una contro l'altra, ma bensi col-
legarsi a penetrare quei profondi misteri della matematica, al cui scoprimento
disunite non potrebbero mai pervenire. Quand’anche il libro lasci qualche cosa
a desiderare rispetto all’ ordinamento della materia, e i metodi di dimostrazione
non siano sempre soddisfacenti, pure terrd un durevole posto nella storia della
matematica, come felice connubio di acume analitico con spirito geometrico
d’invenzione.

Allorche la via fu aperta, gli scolari continuarono 1’opera del maestro, e fra
essi con prevalente successo Dupiv e BriancuoN, GErcoNse e Bopmwrier. Un po’
pitt tardi, ma con splendore straordinario, sorse Poxcerer, che, prigioniero di
guerra sul Volga, senza verun esterno sussidio, compiva la preparazione di un
libro, il quale doveva assicurargli il primo posto fra i geometri francesi del
suo tempo.

Nella grand’opera Traité des propriétés projectives des figures, che il pri-
gioniero di Saratow diede al pubblico nel 1822, fu per la prima volta fatto
un tentativo felice di riassumere in pochi teoremi e principii fondamentali
il portentoso numero di proposizioni, che nel corso dei secoli si erano conse-
guite per le figure rettilinee, il circolo e le coniche. Ed infatti & noto qual
folla di risultati poté offrire questo libro, riunendo i metodi scaturiti dalla Géo-
métrie descriptive di Moxee per mezzo della intuizione, e dalla Géométrie de
position di Carxor per mezzo del calcolo.

Tre grandi principii geometrici, dei quali fin’allora non si era fatto uso che
in casi isolati, vengono per la prima volta in tutta la loro importanza ricono-
sciuti ed esposti da PonceLer, e con cid segnatamente alcuni germi posti da
Mownge e Briancuon diventano strumenti fondamentali della geometria. Pox-
CELET s§i occupa anzitutto di quelle proprietd delle figure piane che restano
invariate in una projezione centrale, e col loro mezzo trasporta immediatamente
le pit essenziali proprietd del circolo alle coniche. Dippoi, basandosi sulla teoria
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dei poli e delle polari rispetto ad una conica, mostra che ad ogni proposizione
projettiva della geometria piana si pud farne corrispondere un’altra, scambiando
punti con rette, punti in una retta con rette passanti per un punto, ecc. Inoltre
si vale continuamente dell’osservazione, che, in tutto il campo da lui eonsiderato,
la sussistenza di una proposizione geometrica non dipende menomamente dall’ es-
sere reali piuttosto che imaginarie le figure ausiliarie assunte per dimostrarla.
Tra i molti risultati nuovi del libro ricorderd in particolare le proposizioni sui
poligoni, simultaneamente inscritti in una conica e circoscritti ad un’altra, a
motivo del legame molteplicemente considerato che esse hanno con regioni della
matematica apparentemente affatto diverse. Da ultimo vuolsi citare anche il
Supplément, che contiene il tentativo del passaggio dal piano allo spazio, e che
segnatamente per la prima volta fa vedere, che in un fascio di superficie di
secondo grado si contengono quattro coni, i cui vertici sono in intimo rap-
porto colle proprieth armoniche delle superficie considerate.

Poxcerer non poteé troppo gioire della sua ingegnosa produzione, poiche, non
appena comparsa, ne sorse una polemica disgustosa, la quale fu senza dubbio
il principale motivo per cui il grande geometra si volse alla matematica ap-
plicata ed alla meccanica pratica, ove parimente doveva cogliere allori im-
perituri. Ripensando oggi a quei giorni di viva discussione, si riconoscera
facilmente, che I'irritazione, manifestata da PoxceLET in un secondo volume del
Traité des propriétés projectives [1866], risale alla campagna non sempre
lealmente condotta, in cui Gercosye cercava di soppiantare la teoria delle
polari reciproche col proprio principio di dualith, certamente pili comprensivo
ma non perfettamente stabilito; e Civcry, con innegabile malevolenza, scan-
dalizzandosi della mancanza di rigore nelle dimostrazioni, assaliva il principio
di continuita.

F vero che sulla sterminata onda delle quistioni sollevate, Mosivs tracciava
ben tosto, nella classica opera Der barycentrische Calewl [1827], i tranquilli
giri del suo pensiero, che all’occhio esperto dovevano annunziare un acuto
maestro della geometria. Ma il concettoso lavoro giacque quasi negletto ac-
canto alla strada maestra delle idee volgari, finché Stemer col libro, del quale
dobbiamo parlare, comparendo sul campo, decise la sorte della battaglia, ed
aperse alla scienza, nel pienissimo senso della parola, nuove vie, ch’essa finora
non ha per anco terminato di misurare.

Se vogliamo riconoscere tutta 1'importanza del nuovo fondamento della geo-
metria creato da Stemer, dobbiamo ricordarci come fosse gid stata ampiamente
apprezzata per opera di Mosrus la proprietd projettiva del doppio rapporto dei
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segmenti formati da quattro punti in una retta, e da quattro raggi uscenti da
un punto; rapporto, che, dai tempi di Papro sino al Mémoire sur les lignes
de second ordre di Briaxcmox ed ai lavori di Poxcerer, tornava sempre a
rappresentare una parte nei lavori geometrici. Appoggiandosi sulle ricerche
del calcolo baricentrico, sgraziatamente perd senza conservare il conseguente
riguardo dei segni de’segmenti e degli angoli, coordinando projettivamente
nei loro elementi in numero semplicemente infinito la punteggiata e il fascio di
raggl, StEINER riesce a definire perfettamente ed esporre tutte le piu essenziali
proprieta delle forme veramente fondamentali, colle quali si possono generare
le coniche. Se si considera altresi che il passaggio allo spazio, ciod I'uso del
cono retto, non costituisce un anello necessario della teoria, si riconoscerd fa-
cilmente il grande progresso fatto in confronto di Poxcerer.

Questo progresso invero non apparve in piena luce che nel secondo volume
delle lezioni pubblicate [1867] dopo la morte di Stemer; ma le dichiara-
zioni in data 24 maggio 1836, che sono stampate nella prefazione del me-
desimo, prese insieme con varii cenni della Systematische Entwickelung (fra
gli altri a pag. 167), mostrano quanto presto egli avesse gia compiuto nei suoi
tratti essenziali I’ edificio. Anzitutto compare nelle considerazioni senza velo il
principio di dualitd; la conica vien generata projettivamente, senza abbando-
nare il piano; i pochi elementi impiegati rivelano non solo la vera natura della
involuzione, ma conducono eziandio in modo semplicissimo alla teoria dei poli
e delle polari. Finalmente diviene superfluo il principio di continuitd, che in
PoxceLer cosi spesso intenebra la vera intuizione geometrica, e per es. scinde
gid il teorema di Pascat in due casi, che in fondo non sono punto diversi.

Non meno che per le coniche, le forme fondamentali di un numero sempli-
cemente infinito di elementi sono importanti nella teoria delle superficie rigate
di secondo grado, sulle quali Stever diede una serie di sviluppi fondamentali.
Le medesime inoltre gli servirono a dimostrare un gran numero di proposi-
zioni e porismi, concernenti i poligoni, i moltilateri, i poliedri, nel piano e
nello spazio, ed a ricondurre linearmente le necessarie costruzioni alla sua fa-
mosa determinazione degli elementi uniti di due punteggiate projettive.

Se si aggiunge, che, svolgendo le idee preliminari sino a costituirne com-
plete sezioni dell’opera, secondo 1 intenzione primitiva, ne sarebbe seguito
naturalmente I’esposizione della dottrina delle superficie generali del secondo
grado, come pure la teoria delle linee gobbe di terzo e quarto ordine (fors’an-
che le superficie di terz’ ordine secondo il modo di generazione di GrassMaNy),
si deplorerd che Stever non abbia mai tradotto in atto il grande piano che
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si era prefisso. Forse le belle memorie di Sevpewirz, che spiccano come verdi
oasi in quello sterminato deserto di sabbia, che & I’Archivio di Gruxert, danno
un concetto approssimativo di una parte delle idee balenate alla mente del
grande geometra.

Queste dilucidazioni non sarebbero compiute se non facessi notare che SteNer
stesso sapeva perfettamente qual durevole vantaggio egli avesse recato alla
scienza. Oltre due luoghi nel testo medesimo (pag. 128 e 140) viene qui in
acconcio la mirabile prefazione, dalla quale tolgo cid che segue:

« Nel presente scritto si & tentato di scoprire 1'organismo che lega fra loro
i pit svariati fenomeni dello spazio. Vi ha un piccol numero di relazioni fon-
damentali e semplicissime, onde si rivela lo schema, secondo il quale la re-
stante congerie di proposizioni si svolge conseguentemente e senza veruna diffi-
coltd. Appropriandosi debitamente le poche idee fondamentali, si diventa pa-
droni di tutte I’argomento; I’ ordine subentra al caos, e si vede come tutte le
parti naturalmente si connettano, come si dispongano in serie nel piu bel modo,
e come in gruppi ben delimitati si riuniscano le affini. In tal guisa si giunge,
per cosl dire, al possesso degli elementi, dai quali la natura piglia le mosse
per largire infinite proprietd alle figure nella maniera pit semplice e colla
massima economia ».

Un’opera che rivela, per cosl dire, il cammino seguito dalla natura nelle
proprie creazioni e formazioni geometriche, ben giustamente parve degna al-
I'autore di essere dedicata al personaggio che egli teneva per il piu geniale
che avesse visto, ed al quale era altresi per pil titoli obbligato. La dedica
porta dunque il nome di GuernELmMo di Humsorpt, e ricorderad ancora per lungo
tempo, che due uomini valenti, le cui carriere erano affatto diverse, poterono
accostarsi amorevolmente nel corso della vita.

Assai presto si era STEINER, or pill or meno, occupato delle curve algebriche
d’ordine superiore al secondo, in parte legate colla teoria delle coniche, in
parte generabili per via geometrica semplice, indipendentemente dalle coniche.
Cosl incontrava sul bel principio delle sue ricerche sulle parabole inscritte
in un trilatero, come inviluppo delle tangenti nei vertici, una mirabile curva
di terza classe e quart’ordine, della quale faceva conoscere, perd piu tardi,
una serie di belle proprietd. Inoltre quasi tutte le memorie, che ho designato
come spettanti ai populire Kegelschnitte, contengono cenni a curve superiori.

A questo campo egli si avvicind vieppill colla scoperta dei nuovi metodi geo-
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metrici, come lo mostra I’ appendice alla Systematische Entwickelung, dove
si contengono parecchi problemi e teoremi che vi si riferiscono. Il § 59 con-
tiene anche il primo esempio di una trasformazione superiore di figure piane,
e pud quindi considerarsi come il punto di partenza di importanti lavori pilt
recenti. B qui possiamo anche notare, che Stemer conosceva la trasformazione
per raggi vettori reciproci, col mezzo della quale ingegnosamente conseguiva
teoremi mirabili sulle serie circolari e sferiche.

Maggior estensione hanno i suoi lavori sulle curve di terz'ordine, che sven-
turatamente non pubblicd, allora quando sarebbero stati ancora tutti nuovi. Per
una parte si valse dei bei teoremi di Macravriy e di Poxcerer; per un’altra
studid la curva da nuovi punti da vista, considerandola come luogo dei ver-
tici dei triangoli armonici di una rete di coniche. Conobbe anche la sua rela-
zione prospettiva con la curva fondamentale di un fascio di superficie di secondo
grado. E comunque sia, parecchi dei risultati da lui pypblicati hanno un gran
pregio, come segnatamente quelli che versano sui poligoni inscritti, e quelli
che si riferiscono alle coniche aventi contatto sipunto (sechspunktig).

D’assai pit durevole importanza & perd ' articolo: Allgemeine Figenschafien
der algebraischen Curven, letto nell’agosto 1848 dinanzi all’Accademia di Ber-
lino, e comparso di poi anche nel tomo 47 del Giornale di Crerre. In esso
vedonsi definite, seguendo BosmwuiEr, le diverse polari di un punto rispetto ad
una curva d'ordine n, e studiati gli inviluppi polari; vi si trova sviluppata
per la prima volta la generazione di curve algebriche per mezzo di fasei pro-
jettivi d’ordine inferiore; inoltre dichiarate le singolarita delle curve mnodali;
e finalmente spiegato nella sua forma pill generale il paradosso di CramEw.
Un’occhiata alla Introduzione di Cremona, dove questi risultamenti sono trattati
per disteso insieme con molti altri, giova ottimamente a riconoscere nella sua
vera luce tutta Vimportanza della” memoria di StEiNEs.

La feconditd di queste proprietd generali si & manifestata in due esempii:
nel problema delle normali alle curve algebriche, ed in quello delle tangenti
doppie di una curva di quarto ordine. STEINER risolvette nei suoi punti principali
questo secondo problema al tempo stesso di Hesse (CreLLE, t. 49), ma con mezzi
affatto diversi da quelli impiegati dal celebre analista. Dalle indicazioni che
Stemver dd nei tomi 45 e 47 del citato Giornale non soltanto emerge quanto
presto egli abbia trattato il difficile problema, ma con esse si sono anche potute
ristabilire « le combinazioni degli elementi dati, insolite ed intrecciate in modo
particolare » che menano alla soluzione. Oltre i risultati sulle curve di quarto
ordine, si trovano nella memoria belle proposizioni sulle curve di terzo ordine
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e loro curve nodali, e sulle curve di terza classe, che adesso portano il nome
di Cavrey.

Nominerd ancora, siccome appartenente a questo campo, la grande memoria:
Ueber solche algebraische Curven, welche Mittelpunkte haben, ete. Nella stessa
guisa che, nel lavoro sulle tangenti doppie, STemvEr aveva dato splendida prova
della propria maestria in una sfera la cui intima essenza, a lui affatto stra-
niera, risiede nella teoria delle equazioni algebriche, come & fatto palese dalla
connessavi teoria di certe funzioni abeliane; cosl qui non & stato meno felice
nel proposito-di rendere idonei i suoi metodi geometrici generali per i pro-
blemi connessi coll’idea della misura. Ed anche 'aver egli confessato, che pa-
recchie delle stabilite proposizioni non sono fondate con bastante soliditd, non
scema il gran valore delle ricerche in questo difficile argomento.

Olire le curve algebriche dovettero essere da lui trattate anche le superficie
algebriche; ma, pur treppo, di queste nulla & stato pubblieato, donde si possano
trarre bastanti induzioni circa i risultamenti di Stemver pel caso generale delle
superficie dell’ordine #. Ne & perd compenso il suo ingegnoso lavoro sulle su-
perficie di terzo ordine, che, principiato assai prima delle ricerche altrui sullo
stesso argomento, e senza bastante cognizione delle investigazioni che andavano
pubblicando i matematici inglesi, egli presentd all’Accademia nel gennaio 1856.
Il pregio capitale di questo lavoro sta nei varii modi di generazione delle su-
perficie « pei quali le medesime diventano d’ora innanzi presso che cosl acces-
sibili e facili a trattarsi come finora le superficie di secondo grado. » Ma anche
quei risultati che risguardano la superficie nodale, come la teoria delle polari
in generale, palesano I'ingegno creatore di lui, benché qui appunto avessero
gli inglesi lavorato con segnalato successo.

Alle ricerche gid menzionate sulle normali alle curve algebriche, Stemer fe’
tosto seguire considerazioni sulle normali alle superficie algebriche, le quali fu-
rono specialmente svolte pel secondo grado. All’infuori di queste due memorie
non esiste forse una prova stampata delle ricerche di Stexer sulle superficie
d’ordine superiore; se non si fa valere come tale la comunicazione fatta da
altri (*) circa la superficie Romana. Forse non manca d’interesse il sapere,
che StENER asseriva di aver preso le mosse dall’angolo retto nel semicircolo
per generare questa superficie; ed infatti il teorema sull’involuzione, a cui si
vuole alludere, esteso allo spazio, fu preso anche da ScrrOTER come base della
nota sua memoria sullo stesso argomento.

(*) Monatsberichte dell’Accad. di Berlino, 1863, 333. (T.)
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Un interesse tutto loro proprio presentano poi quei lavori che versano, per
cost dire, sulla geometria infinitesimale. Qui vuolsi nominare anzitutto la me-
moria sul baricentro di curvatura delle curve piane, dove vedesi dedotta in
modo assai semplice la proposizione fondamentale circa le aree delle curve
pedali di una curva data, ed inoltre scoperte le reciproche relazioni di curve
che rotolano 1'una sull’altra. Gid in coteste questioni assumono rilevante in-
teresse i massimi e minimi geometrici, ai quali Stemer, dopo una serie di mi-
nori articoli affini, dedicd la celebre memoria: Sur le maximum et le mini-
mum des figures (CrELLE, t. 24).

Uno dei pilt acuti matematici viventi pose nella propria dissertazione la tesi:
« la matematica essere ad un tempo arte e scienza, » al che Esexstemv oppose:
« la matematica essere bensi arte, ma non scienza ». Questo paradosso non po-
tevasi difendere in modo pilt luminoso di quello che richiamandosi alla nominata
memoria. Senza ombra di dubbio, Stexer ha fornito lavori pitt grandiosi e che
al progresso della scienza hanno finora contribuito piu efficacemente di queste
ricerche; ma nondimeno, se guardo alla varietd di concetti ingegnosi ed alla
bellezza della forma, non esito a dichiarare le ricerche stesse come la cosa piu
splendida che la ricchezza del suo genio ci abbia regalato. Sui pill piccoli
oggetti sa spandere una luce chiara che li rende interessanti, in quanto che si
riconoscono legati con forme superiori; e viceversa, riduce problemi, che prima
di lui sembravano insolubili, a proposizioni affatto elementari giuocandosi di
ogni difficolth. Qui innanzi tutto confermavasi il suo intento di tenere conti-
nuamente in moto le figure geometriche per poterne sorprendere le proprieta;
irrigidire freddamente egli non le lascia mai, bensi le tiene sempre in calda
corrente.

Chi voglia convincersi in qual modo sorprendente operino i suoi metodi di
dimostrazione, paragoni le dimostrazioni di Leeexpre e di Stemer pel teorema
« di due poligoni regolari d’egual perimetro, contenere maggior area quello
che ha il maggior numero di lati; » e chi voglia ravvisare quanto Stemer sor-
passi I’ Humer, da lui medesimo senza invidia riconosciuto qual precursore in
questo argomento, confronti specialmente quei problemi, nei quali « la natura
si ride delle condizioni ai limiti da noi impostele. » Il calcolo delle variazioni
non seppe trovare, che lungo tempo dopo Steiser e per la via da lui aperta,
i mezzi di tener dietro alla sintesi nella risoluzione di cosi fatte quistioni.

DiricrLET era tutto lode per questa memoria, e ne spiegd calorosamente 1'im-
portanza al grande fisiologo Grovanst MiiLLer, il quale si era meravigliato che
nell’ Accademia si trattassero argomenti di tanta semplicitd. B cosa caratteri-
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stica, che quegli, dal punto di vista dell’estremo rigore, notasse allora come
difetto, che la dimostrazione Steineriana del teorema fondamentale « fra tutte
le figure d’egual perimetro, il circolo contenere la massima area » suppone 1'e-
sistenza di un massimo, mentre sarebbe possibile un infinito avvicinamento as-
sintotico ad un limite non raggiungibile.

STEINER & stato in tutto e per tutto un sintetico, cosl che sovente, ma a torto,
lo si designava come avversario dei metodi analitici, ai quali nondimeno ac-
cordava una parte onorevole, benché naturalmente con riserva, come, per es.,
nella prefazione alla Systematische Entwickelung e nella introduzione ai Ma-
ximum et minimum. Altri hanno anche creduto, che sapesse d analisi pilt di
quanto volesse concedere (*), e che, come dieevasi argutamente, a porte chiuse
numerasse le costanti. Secondo a me pare, la cosa & all’incirca cosi. Nel
primo periodo delle sue creazioni, che comprende nominatamente anche le due
grandi produzioni testé menzionate, egli seguiva interamente il proprio ingegno;
ma pilt tardi, quando s’impegnd nella teoria delle curve e superficie algebriche
d’ ordine superiore, prendeva talvolta dall’analisi e dall’algebra (che allora cer-
tamente sapeva adoperare con grande acume) una serie di proposizioni sem-
plici, senza poterne investigare ulteriormente la esattezza da punti di vista
puramente geometrici; e tal’altra, quando si facevano innanzi questioni pilt
remote, rivolgevasi per notizie a matematici amici. Dei fecondi ajuti portigli
segnatamente da Jacosr, AroNmoLp e Scurigrui, cui egli sapeva sempre dare
'impronta della sua mente originale, si possono ricomoscere qua e 13 le orme,
specialmente nei lavori non pubblicati. Questo egli lo riconosceva anche volen-
tieri, benché qualche volta in forma comica; come quando in onore di Jacosr,
che mediante il parametro arbitrario in un fascio di curve avevagli risolto
parecchie questioni importanti, parld nella scuola con grande ammirazione
dell’utilita del giudaico coefficiente (**), e come quando ad un matematico pilt
giovane, che lo poté una volta ajutare con un teorema della teorica dei de-
terminanti, gridd, con sguardo indescrivibile, stranamente misto di diffidenza e
gratitudine: « Come? il birbaccione s’intende anche di determinanti? »

Jacosr e Diricnrer, praticando a lungo con StriNER, sapevano, avere egli non

(*) E quest’opinione probabilmente durerd; sembrandoci che non mancherd mai chi tro-
vera la principal ragione della grandezza di SteiNer nell’aver egli avuto, come gli altri
grandi geometri moderni, concepimenti di una generalith somigliante a quella che gia da
te po si era introdotta nei concepimenti analitici. (T)

**) STEINER soleva chiamare Jacosr: I Ebreo. (T.)
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solo una immaginazione veramente sconfinata, ma eziandio una rara potenza
di combinazione; e perd, desiderando di far fruttare queste grandi qualitd
anche in altre parti della matematica oltre la geometria, lo indussero a provarsi
nella teoria dei numeri e nella meccanica (specialmente nel problema dei tre

corpi). Ne & perd emerso, che all’ingegno suo erano pur imposti certi limiti;
essendo che niun successo degno di nota coronasse gli sforzi in questa via.

L’ operositda di Stemer come pubblico insegnante ci riconduce, nella nostra
esposizione, dalle sue opere scientifiche alla carriera esteriore. Abbiamo gid
detto che si era esercitato nell’insegnare sotto la direzione di Prsrtavozzi, il cui
metodo, affine al socratico, ritenne anche di poi. Per tal guisa si procacciava
I'inapprezzabile vantaggio di conoscere ad ogni momento lo stato degli scolari
e di poter ordinare la lezione corrispondentemente ai loro bisogni. Il punto di
partenza consisteva sempre in cose affatto elementari, che egli rischiarava in
modo sorprendente da punti di vista pilt elevati, cosi che gli uditori, con un
po’ di riflessione da parte loro, venivano introdotti rapidamente nelle teorie piu
generali, e non gia con trattazione astratta di aridi teoremi, ma bensi ognora
per mezzo di esempi ben scelti, chiari e facili all’intuito. Certamente era indi-
spensabile 1’ attivithd propria del discente, non bastando il semplice udire e tra-
serivere. SteINER a questo riguardo soleva usare la similitudine: « Non tutti
quelli che a me dicono Signore, Signore, entreranno nel regno de’cieli. »

Cid che ne rendeva le lezioni particolarmente interessanti, erano le frasi
originali, per cui mezzo pareva ch’egli plasmasse la materia in trattazione;
cosl che le figure, specialmente quelle nello spazio, non avevano bisogno di
essere disegnate, comparendo all’occhio in virth della pura deserizione. Cid
aveva tanto maggior valore, inquantoch® Stemer serbavasi fedele a questo prin-
cipio gid prima enunciato: « Le considerazioni stereometriche non si compren-
dono esattamente se mon quando si intuiscono, senza ricorrere ai sensi, pu-
ramente colla immaginazione. » Le sue lezioni pertanto costituivano un eccel-
lente mezzo generale di educazione, che specialmente Jacosr apprezzava in
sommo grado, solendo dare agli studenti il consiglio di assistere alle lezioni di
Stemver prima che alle sue. La forza della imaginativa geometrica diede a
tutta la personalitdy di StEmer un’impronta affatto propria anche al di fuori
dell’ attivitd scientifica e pedagogica. Essa lo abilitava in alto grado a giu-
dicare opere d’arte plastiche, come si vide segnatamente nel suo viaggio in
Italia; imperocch® senza ammaestramenti sapeva cogliere in statue mutilate
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le intenzioni dello scultore, e discutere i fattivi ristauri, in quanto alla loro
giustezza, con un acume che veniva altamente apprezzato dagli esperti. Per-
sino produzioni letterarie considerava egli in quanto manifestassero 1’arte del-
I’ esprimere chiaramente; e da cid si spiega come ammirasse vivamente la ru-
vida possanza e il descrivere realistico di GrortHELF, sebbene suo avversario
politico (¥).

Nello scrivere non poteva tenersi mai pago, finché non avesse trovato do-
vunque |'esatta espressione del pensiero; ciascun lavoro riscriveva due, tre
volte, prima della definitiva redazione. Per tal modo consegul il grande van-
taggio, che non solo i risultamenti trovati, ma anche i metodi usati e tutta
quanta la esposizione ottenessero un valore durevole; mentre, per contrario,
accade pur troppo spesso, che gli scritti di matematici anche distinti non ot-
tengano un tale valore, se non per virth di trasformazioni operate da scien-
ziati posteriori. Il proposito suo di dare vita, moto, calore alla lingua da
usarsi per questa materia apparentemente fredda e morta, chi non rammenta
quanto gid spicchi mnelle nuove denominazioni, che sempre esprimono felice-
mente alcunche dell’essenza della cosa; come, per esempio, Strahlbiischel, Ke-
gelschnittschaar, Schaar-Schaar, Kerncurve, Flichengebiisch, Voll-und Theil-
Curve, ecc.? Quanto miseri sotto questo rapporto ci si mostrano questi ultimi
tempi, in cul o si presta ai nomi un culto esagerato, benche giustificabile in
qualche grado, o peggio, fra noja senza conforto ci si presenta un pajo di
curve, denominandole Pippian e Quippian pel solo motivo che nella memoria
del loro scopritore erano designate colle lettere P e Q (**).

Finche il fuoco della giovinezza e la forza della migliore etad virile dura-
rono, la maggior attrattiva della vita per SteiNer stette nella instancabile atti-
vith, come nella pura gioja delle sue scoperte stette il pili alto piacere; aven-
dosi cosi in lui una conferma, quale di rado in altri, della veritd del detto, che
il vero genio voglia compagno il pil intenso lavoro. Ma pur troppo col cre-
scere dell’etd la cosa mutd aspetto. Per le straordinarie fatiche intellettuali i
suo organismo restd offeso, e mentre prima egli aveva combattuto con successo,
giusta I’ espressione di Hesse, lo spettro imaginario nel piano e nello spazio,
ora dovette intraprendere un infelice combattimento cogli spettri reali nel suo
addome. Da questo punto andd effettuandosi un triste rivolgimento in tutto

(*) Brrzivs era conservatore e STENER liberale. (T.)
(**) Phil. Transactions 1857, p. 415. (T.)
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'essere suo. Sentiva venir meno la propria forza creatrice, la memoria sva-
nire, e nel tempo stesso vedevasi di fronte una gran serie di problemi, la cui
soluzione avrebbe richiesto tutto il suo vigore primiero. Contemporaneamente
comincid ad occuparsi, pilt del bisogno, del suo posto nella scienza; voleva
sapere riconosciuto ogni pilt piccolo titolo della sua fama, benche di riconosei-
mento non gliene mancasse punto. Ed invero I’Accademia di Parigi, propostolo
a socio corrispondente « au premier rang et hors de ligne » lo eleggeva con
tutti 1 voti, tranne uno; e negli ultimi anni della di lui vita lo poneva nella
lista dei candidati per la nomina a membro straniero. Persino nel suo Cantone
nativo si cercava di provargli quanto altamente vi fosse stimato, volendosi
istituire per lui una cattedra nell’ Universita di Berna, la quale sotto qualche
rapporto sarebbegli stata pil vantaggiosa di quella di Berlino.

I geometri sono davvero una gente curiosa. Se la loro forza creativa in
matematica ha da dare buoni risultamenti, bisogna che vi si aggiunga molta
fantasia; ma se questa salti dalle astratte forme dello spazio alla concreta realta
della vita, pud esser oagione di casi disgustosi. Cid era gid avvenuto nella
spiacevole lotta dei geometri francesi, di cui femmo parola, e si rinnovd allorché
apparvero gli ultimi scritti di Poxcerer, nei quali persino a STEINER, suo amico
ed allora appena defunto, toecd una stretta di mano un po’troppo energica.
Né meno vivamente si manifestd la cosa stessa, quando si seppe per mezzo
del signor Droxkr, come il consigliere intimo Pricker solesse, nel prendere
una tazza di leggiero the, espandere il proprio cuore spettrale-analitico-geome-
trico; e quando fra i tuttora viventi vedemmo compiersi una seconda edizione
della lotta col dragone (*). E chi sa che in seguito non si adduca precisamente
anche questo mio ricordo a Jacoro StENER come nuovo esempio illustrativo
della fatta osservazione generale?

STEINER aveva, naturalmente, bastante prudenza per non far nulla stampare
delle sue segrete querele, quantunque una volta avesse preparato una Awuf%ld-
rungsbrochure. Ma chi avesse desiderato di ascoltarlo, ben poteva seguire la
corrente de’suoi discorsi per intiere notti in estate passeggiando, o per lunghe
sere d’inverno sedendo in una bottiglieria, senza riuscire a vederne né anche
in lontananza il termine. Il modo di discorrere, da lui usato in simili occasioni,
suole nella vita ordinaria qualificarsi per ingiurioso, ed in questo era quasi an-

(*) In ted. Drache. Cfr. Rendiconti dell’ Istituto Lombardo, T maggio 1868; Zedtschrift di
Scanomien, t. 12, Supplement; t. 13, p. 353. (T
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cora pilt grande che in geometria. Io ebbi il piacere di praticare persone, che
sotto questo rapporto tengono tra i viventi un posto assai distinto, ma, senza
voler offendere nessuno, devo confessare, che nessuno di loro, né anche da
lontano, pud stare a petto del vecchio Strner. Le di lui espressioni origi-
nali, la facolta d’ esporre, plastica ed energica, lo aiutavano in cid egre-
giamente: quando egli prorompeva, le sommitd dell’Olimpo tremavano, ed il
sole, la luna e le stelle nascondevano la loro luce dietro la nube che sorgeva
terribilmente procellosa. Jo sono fermamente convinto, che, se avesse vissuto
un pajo di secoli fa, noi venereremmo adesso in lui uno dei maggiori teo-
logi del suo tempo.

Che tali qualitd dovessero nuocere assai alla di lui posizione sociale nei ecir-
coli dell’ Universitd e dell’ Accademia, si capisce senz’altro. Nondimeno mi credo
in obbligo di aggiungere qualche parola circa i suoi rapporti con Jacoss, dei
quali tradizionalmente si parla assai, e che hanno dato occasione a non pochi
aneddoti, e cid affinché non paja egli il solo colpevole. Le relazioni d’ami-
cizia fra i due personaggi erano sorte assai presto, e si erano fatte ancora pilt
strette quando entrd nel loro circolo Diricarer, che, d’indole nobile e mite,
appianava le asprezze degli altri. Questo era necessario, in quanto che il legit-
timo sentimento di s&¢ da parte di Jacosr facevasi valere talvolta pilt del conve-
nevole, e per contraccambio, Stemer dimenticava pur troppo volontieri i molti
servigi ricevuti. Se, in questi scontri, I'uno vibrava !affilatissima lama del pro-
prio spirito berlinese dinanzi al viso dell’avversario, questi strepitava intorno
alle orecchie dell’altro col robusto coreggiato di sua innata ruvidezza bernese,
sino a farlo uscire fuori di se.

Jacosr, che presumibilmente ha reso possibili gli accurati richiami nella Sy-
stematische Entwickelung, dovette ben tosto riconoscere una delle principali
debolezze di Stemer. Questi era stato, pur troppo anche nelle imperfezioni,
scolaro di Pesravozz, il quale un giorno si vantava di non aver letto libri pel
corso di trent’anni. Bench® non si possa condannare recisamente la parsimonia
delle citazioni di Steiner rimpetto alla moderna smania citatrice, per la quale
s'incomincia anzi a nominare quelli che non si dovrebbe; nondimeno alcuni
casi di silenzio su lavori altrui sono troppo sorprendenti. Io qui alludo segna-
tamente al modo singolare con cui egli introduce nelle proprie memorie le for-
mole di Pricker, il pilt durevole titolo di gloria del loro scopritore, che del
resto, sotto questo rapporto, non era migliore di lui né anche d’un capello.

Che Jacosr profittasse di cotali avvenimenti per farla a Stemer, s'intende
da sé. Per caso mirabile si deve ad una di queste sfuriate la cognizione di
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una importante memoria di ABeL. A Jacosr piaceva di comunicare in succinto
e rendere intelligibile a Strver la sostanza de’ proprii lavori, sebbene questi
non a tutte le di lui idee potesse tener dietro. Ora avvenne che il Sintetico
un po’irritato rinfacciasse una volta all’Analista: « Ah! questo m’& gid stato
raccontato molti anni fa da Aser, che I'ha pure comunicato all’Accademia di
Parigi. » T discorsi occasionati da questa dichiarazione devono essere stati
il primo indizio dell’ esistenza del Mémoire sur une propriété générale d’une
classe trés-étendue de fonctions tramscendantes, venuto in luce soltanto dopo
energici richiami di Jacosi.

Non mi piace di dare minuto ragguaglio del tramonto del grande geometra,
né di descrivere come per lunghi anni fraesse in estate « uno spento cratere »
da un luogo di bagni ad un altro « con fastidio suo ed altrui, » ripigliando a
fatica 1'insegnamento nell’inverno, d’onde perd di quando in quando, comunque
disgraziato, sapeva trarre belle ore per sé e per gli scolari. Si sente stringersi
il cuore al vedere come destino infelice e colpa propria lo opprimessero sempre
pill, come una vera ed una imaginaria malattia sconvolgessero e minassero il
suo corpo, come malcontento e diffidenza gli intenebrassero I’anima. E basta;
mori il primo d’aprile 1863 in Berna, colla triste certezza di morire per voler
della natura, avendo persino cacciati via i medici.

Ma presto ’amaro ricordo delle scorie di sua persona sard svanito, e perd
lasciamolo in disparte, e compiaciamoci di considerare di nuovo benevolmente
le sue care e grandi qualitd, la sua potenza di lavoro, la sua mente creatrice,
congiunte all’affetto per la patria e per i suoi buoni costumi antichi. Ancora
negli ultimi anni della vita non si faceva rincrescere, per le vie e pei campi
del luogo nativo, di farsi raccontare pev disteso da fanciulli sconosciuti qual
fosse la loro provenienza, o di ajutare qualche vecchio contadino a rimettere
in moto il carro affondato. E mentre il premio Stemzer dell’ Accademia di
Berlino attesterd per lungo tempo la sua passionata devozione alla scienza, il
premio al calcolatore mentale, da lui fondato per la scuola elementare, ricor-
derd ogni anno nell’ameno Utzenstorf il figlio fedele al paese nativo.

Se a conclusione di questi ricordi, il cui svariato tenore non basta di certo
per abbracciare interamente la vita e le opere di Stemer, io dovessi tentare
di esprimere in compendio tutto il valore dell’nomo con un confronto, sentirei
una certa difficoltd. Quando morl voy Stavpr, in Monaco si aveva come il
sentimento della morte del moderno Evcrie; un altro eminente geometra,
tuttora in vita, che divide col pit grande matematico dell’ antichitd la sor-
prendente particolarith di non aver letto le memorie in tedésco del Giornale
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di Crerre, & stato chiamato I’ ArcamiEpE del nostro secolo. Un confronto retro-
spettivo nell’antichitd, quale volentieri si fa in queste occasioni, mi & dunque
in sostanza precluso; percid mi volgo all’avvenire e dico: se in una lontana et
un geometra supererd in splendore tutti i colleghi ed emuli suoi per I’ esube-
ranza della forza inventiva e il magistero dell’esposizione, desso si chiamer3
il redivivo Jacoro StEmEr.
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Sulla teoria delle forme binarie del sesto
ordme e la trisezione delle funzioni
iperelittiche (.

(Memoria di A. Cresscn, traduzione con note ed aggiunte di F. Brioscur.)

La forma binaria pit generale del sesto ordine (f) pud rappresentarsi in
varl modi sotto la forma f=v®—u® essendo # una funzione quadratica e v
una funzione del terzo ordine. Gid da molto tempo mi occupava del problema
di trasformazione corrispondente a questa equazione, quando il sig. CAYLEY nel
IX volume del Quarterly Journal, pag. 215, faceva conoscere il complesso
delle equazioni dalle quali il problema dipende. In queste equazioni gli inva-
rianti di f sono espressi in funzione degli invarianti simultanei di » e di v e
fra gli ultimi si ottiene anche un sistema di quattro equazioni di grado supe-
riore. Una superficiale computazione farebbe credere che la soluzione del pro-
blema debba dipendere da una equazione del quarantacinquesimo grado, ma
una pilt scrupolosa ricerca dimostra che la equazione finale del problema &
soltanto del grado quarantesimo.

Questa equazione del 40° grado mi parve possedere molte notabili proprieta,
ed alcune di esse comunicai al mio onorevole amico, il signor Camiro JorDAN
di Parigi, il quale, occupato in ricerche intorno le equazioni corrispondenti
alla divisione delle funzioni Abeliane, ha ad un tratto riconosciuto, che le stesse
proprietd appartengono a quella equazione del 40° grado a cui conduce la
trisezione delle funzioni iperelittiche della prima classe. Infatti potei dimostrare
che le due equazioni sono identiche, e che percid il problema di trasformazione
sopra enunciato conduce alla equazione modulare corrispondente alla quistione
indicata nella teoria delle funzioni iperelittiche.

(*) Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Gottinga, vol. XIV. Anno 1869.
Annali di Matematica, tomo VII. 12
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Mentre quest’ultima circostanza lascia scorgere facilmente il modo di rag-
grupparsi delle 40 soluzioni, la presente Memoria versa sulla connessione alge-
brica esistente fra le varie soluzioni del problema e specialmente fra esse ed
una qualsivoglia. Dimostrasi infatti, che allorquando una soluzione del problema
¢ data, le altre 39 si trovano per mezzo di radicali non superiori al terzo
grado. Queste 39 soluzioni si dividono in due classi, delle quali una comprende
27 soluzioni, I’altra dodici. Le prime 27 formano 9 gruppi ciascuno di 3, ed
i nove gruppi dipendono da una equazione Hessiana del nono grado; le altre
dodici sono date da una equazione del dodicesimo grado, la quale pud consi-
derarsi come la nota risolvente del dodicesimo grado che deducesi da una
equazione Hessiana; essa cioé risolvesi per mezzo di una equazione del quarto
grado, di cui il primo invariante & nullo, la quale & altresi la equazione ca-
ratteristica delle equazioni Hessiane del nono grado.

E di molto interesse il nuovo caso di equazione Hessiana del mono grado
indicato pidt sopra e svolto interamente nelle pagine seguenti. Il problema, che
ad essa conduce, pud esprimersi nel modo seguente: Sieno date due fun-
zioni #, v, di due variabili, la prima del secondo 1’altra del terzo
ordine. Si vuole determinare una funzione lineare § per modo che
la espressione 2v—3u& + & sia un cubo perfetto.

La ricerca del modo con cui 39 soluzioni del problema si raggruppano ri-
spetto alla quarantesima, conduce ad un aggruppamento delle soluzioni che al-
gebricamente & della maggiore importanza, ed ha un’intima connessione colle
ricerche relative alla trisezione delle funzioni iperelittiche pubblicate di poi dal
signor Joroan (Comptes Rendus, 12 aprile 1869). Dimostrasi, ciod, che le 40
soluzioni formano 90 quadrupli, i quali nuovamente si dividono in 45 paja
di quadrupli, e percid possono determinarsi mediante una equazione del quaran-
tacinquesimo grado. Le 40 soluzioni poi si possono disporre in 27 differenti
modi in 5 paja di quadrupli; e la equazione del quarantacinquesimo grado
conduce cosi ulteriormente ad una equazione del ventisettesimo grado, per la
quale si risolve quella del quarantesimo grado. A questo stesso risultato giunse
il sig, Jorpan nella sua Teoria delle sostituzioni.

Gottinga, il 5 giugno 1869.
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§ 1.

Correlazione fra il problema della riduzione
di una forma binaria f del sesto grado alla forma v?—u3
e la trisezione delle funzioni iperelittiche (p —2).

Le curve normali delle funzioni iperelittiche (p=2) sono curve del quarto
ordine con un punto doppio. La equazione di una tale curva si pud sempre
porre sotto la forma:

29z, y)=+4(, y) 1)
dove ¢ & una funzione omogenea del secondo ordine, ¢ del quarto ordine,
delle =, y. Il punto doppio & determinato da =0, y=0; le sue tangenti
non coincidono. Gli integrali iperelittici di prima specie, a cui I’ equazione (1)
conduce, sono della forma:

[z +By)(xdy—ydz)
s—f Vo v

[ty —yis).

Vo9
La espressione ¢ -4 sotto il segno radicale & una funzione del sesto grado,
la quale indicheremo con:

f:@.q};.
Gli integrali si estendono fra due limiti inferiori z,, y, fissati ad arbitrio con
segni determinati pel radicale V¢ -, fino ad una coppia di valori variabili
delle x, y.

Indicando gli integrali, con alfri limiti superiori, mediante le stesse lettere
con un apice, si avrd che il problema inverso delle funzioni iperelittiche &
espresso dalle equazioni:

s+8=o¢
t4 t=r.

Sia ora v una indeterminata funzione omogenea del terzo grado in z, y; la
equazione :

2p=v (2)
rappresenta una curva del terzo ordine; la quale pure ha nel punto =0,
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y =0 un punto doppio, punto doppio che possiede le stesse tangenti del punto
doppio della curva (1). Dei dodici punti di intersezione delle curve (1) (2) sei
coincidono quindi con questo punto, gli altri si ottengono dalla equazione del
sesto grado:

V=22P?=9d =1 (3)

Per gli integrali iperelittici, 1 quali corrispondono a questi punti di interse-
zione, sussistono in conseguenza del teorema d’AsrL le equazioni:

3(1)+3(2)+ ek 50 —=¢

AL ) BE TR () I & (4)

ove ¢, y indicano due costanti le quali sono indipendenti dalle costanti della
funzione v. Mediante queste equazioni due punti di intersezione sono deter-
minati per gli altri. )

Cerchiamo ora in particolare le curve (2) le quali hanno colla data, in due
punti differenti, un contatto tripunto. Per esse la equazione (3) deve avere
due radici triple, deve cio® essere identicamente :

v2:-f+u3

essendo » una funzione quadratica di z, y; o, cid che & lo stesso, deve la
funzione f poter essere posta sotto la forma:

f:’UQ—us.

A’ ciascuna rappresentazione della funzione f sotto questa forma corrisponde
una curva di contatto della specie richiesta, o piuttosto ne corrispondono due,
le quali sono date dalle equazioni:

2 —v=0 29 +v=0.

Contemporaneamente nelle equazioni (4) gli argomenti diventano eguali fra
loro a tre a tre e le equazioni stesse diventano:

3[8(1) 4 s(?)] — c’ 3 [t(l) + t(2)] — 7/. (5)

Ma la equazione (2) manifestamente riesce pure soddisfatta nel modo qui ri-
chiesto mediante una curva impropria del terzo ordine che consista di una
retta passante pel punto doppio, e da contarsi tre volte. Una qualsivoglia linea
di questa specie seghi la curva data in due punti, ai quali corrispondano gl
integrali o), o®; ), %) si avrd anche:

3[6® +0®] =c¢, 3[tW 4 z®] =y
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e pereid in luogo delle equazioni (5) le seguenti:
3 [s(l) -+ 3(2)] — 3[0(1) + 0(2)] 6)
B[ + £9] = 3[) 4 2], (

Le espressioni dei due membri di queste equazioni possono, come & noto, dif-
ferire di periodi degli integrali di prima specie; sieno P, @, questi corrispon-
denti periodi, le equazioni (6) si potranno porre sotto la forma:

s 4+ §(8) —=¢g(t) £ g .1__?.
3

A 4 f3) = 20 +7(2)+_(33_.
In queste equazioni sta scritto il problema della speciale trisezione delle fun-
zioni iperelittiche (Vedi Cressce e Goroan: Teoria delle jfunzioni Abeliane,
pag. 235 e seguenti). Per P=0, @ =0, la soluzione del problema di inver-
sione contenuto in queste equazioni & conosciuta; essa corrisponde alla sopra
accennata impropria ed insieme indeterminata soluzione della quistione. Ri-
mangono ancora 3*—1 =80 altre soluzioni proprie, le quali corrispondono ai
vari modi di rappresentazione della funzione f nella forma v?—u«®. Ma queste
80 soluzioni sono due a due in tale rapporto fra loro, che quando una di esse
conduce a v, ’altra che vi corrisponde dd — v. Infatti consideriamo due solu-
zioni, le quali differiscano I'una dall’ altra soltanto in ¢id, che i periodi dell’una
sieno gli opposti a quelli dell’altra (o cid che in questo caso & lo stesso, 1 doppi
dei medesimi). Indichiamo gli integrali appartenenti ad una soluzione cogli
indici 1, 2, quelli appartenenti all’altra cogli indici 3, 4; avremo:

81 o+ g8 4 ¢® 4 g 4 o) - 6B = 3[0’(1) + 0(”] —c
KO 4 40 1) 4 49 4 ott) 4 7 = 3[¢) 7] = .

I punti di contatto delle due curve di contatto impiegate coincidono cosi coi
punti nei quali una retta qualsivoglia passante pel doppio punto sega una curva
(2) nelle condizioni presupposte per le equazioni (4). Ma questa curva del terzo
ordine sarebbe segata in quattro punti dalla retta arbitraria condotta pel punto
doppio; e quindi essa consisteri della retta stessa e di una conica; la quale fi-
nalmente dovendo tagliare la curva data ancora quattro volte nel punto doppio,
epperd avere quivi un punto doppio, si spezza in due refte. Percid i punti di
contatto di una delle curve di contatto come quelli dell’altra sono situati sopra
due rette passanti pel punto doppio; la equazione v? — f=0 deve dare le stesse
radici per entrambe, cio¢ le due v possono soltanto differire pel segno. Due
soluzioni di questa specie conducono cosi alla stessa trasformazione di f.
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n

§ 2.

Aggruppamento delle soluzioni del precedente problema,
quando una delle stesse & data.
Soluzioni di prima e di seconda classe. — Problema ausiliare.

Allo scopo di ricercare le varie soluzioni del problema di esprimere la fun-
zione f nella forma v* —w®, suppongasi che una di queste trasformazioni sia
conosciuta, ciod la funzione f sia gid data nella forma v® —u? e si chieda di
esprimere quella funzione in altro modo nella stessa forma v/*—«/%. Si dovra
percid soddisfare identicamente all’equazione

v? — d =0 — 3,

Questa equazione si pud scrivere sotto la forma:

02— = — 1/t
od anche:

v+ V) v—vV)=(u—u)(u—ecu)(u—=eu)

essendo ¢ una radice cubica immaginaria dell’unita.

Si scorge tosto che questa equazione pud essere soddisfatta in due maniere
affatto diverse, e che percid tutte le altre soluzioni del problema si
suddividono rispetto ad una di esse in due gruppi. Nel primo caso
ciascuno dei due fattori cubici:

v+, v—
contiene interamente uno dei tre fattori quadratici:
u—oy, wu—ew, u—e*,;

nel secondo ciascuno dei primi fattori ha comune con ciascuno degli ultimi
soltanto un fattore lineare. Le soluzioni #/, v/ saranno denominate, verificandosi
il primo od il secondo caso, soluzioni di prima o di seconda classe ri-
spetto ad una data soluzione w, v. Consideriamo il primo caso. Eviden-
temente & affatto indifferente il modo col quale si legano i primi due fattori
agli altri tre; infatti ¢/, ' non sono interamente determinati; ma nel primo
rimane indeterminato il segno e nel secondo un fattore eguale alla radice cu-
bica dell’unitd. Mutando questi elementi, 1 fattori superiori si permutano 1'uno
nell’altro, e si pud quindi colla determinazione di questi elementi arbitrari
legare fra loro quei fattori in modo arbitrario.
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Sieno percid uw—ew/, ed u—e®w i due fattori quadratici, i quali devono
essere contenuti interamente nei cubici. Se si indicano con £—ex, E—e?xn 1
fattori lineari che devono entrare in quelle relazioni, si otterranno le equazioni:

v+ =(E—e n)(w—e %) .
v—v=0E—en)(u—ed) @
e la equazione
ISC SR, YU Y
da luogo per le (7) alla:
U = (E—er)(E— ). ®

Le tre equazioni (7) (8) conducono alla determinazione delle #/, v/, &, #. In-
fatti eguagliando a zero, nelle medesime, i coefficienti delle varie potenze delle
varigbili, che indicheremo con z,, z,, si ottengono undici equazioni, ed in
egual numero sono le incognite.

Le equazioni (7) (8) si possono facilmente risolvere per le #/, v/, v e si ot-
tengono le:

2

W=u—8 —En—n
20 =e(e— 1)[(E+ 2n)u— €+ 7) (E+ En—+7Y)) 9
2v=238us—E %%

Le prime due fra queste equazioni danno la nuova soluzione, allorquando si
suppongano trovati i valori delle espressioni lineari &, #. L’ultima di esse offre
poi il mezzo di determinare queste espressioni, e conduce ad un nuovo pro-
blema di trasformazione, il quale per le chieste soluzioni della prima classe &
caratteristico.

Possiamo intanto osservare che a ciascuna soluzione &, # della terza equa-
zione (9) corrispondono tre soluzioni del dato problema. Infatti I'ultima equa-
zione (9) contenendo soltanto il cubo di %, questa funzione viene determinata
fino alla radice terza dell’unitd; quindi se la stessa muta, varia anche il sistema
w/, v/. Tre soluzioni «/, v/ cosl connesse si denominerd un triplo. Si dimostra
cosi che le soluzioni della prima classe costituiscono nove tripli, poiché la terza
equazione (9) conduce ad una equazione del nono grado. Si pud osservare in-
fine che questa equazione del nono grado & una equazione Hessiana.

Il problema a cui abbiamo condotto la ricerca delle soluzioni della prima
classe & il seguente:

Problema. Sieno date due forme binarie, # del secondo, v del
terzo grado; si devono determinare due espressioni lineari &, #, per
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modo che si abbia identicamente:

2v=35y—&>+%° (10)
od anche, si deve determinare una espressione lineare & per modo
che la espressione 2v—3&u+ £® sia un cubo perfetto.

Eguagliando nei due membri della equazione (10) i coefficienti delle stesse
potenze delle variabili, si ottengono quattro equazioni le quali contengono come
incognite i coefficienti di £, »; e quindi il problema & interamente determinato.
Passo ora alla ricerca della equazione del nono grado dalla quale il problema
dipende, ed a questo scopo faccio precedere quanto pud essere necessario ri-
spetto al sistema di forme simultanee delle u, v.

§ 3.

11 sistema di forme simulfanee di « e di v.

Dovendo nelle pagine seguenti fare uso pressoché di tutte le forme alge-
briche che dal sistema delle #, v si derivano, parmi opportuno innanzi tutto
rammentare come il sig. Gorpaw, nel vol. II, pag. 265, dei Matematischen An-
nalen, e nel vol. LXIX del Giornale del sig. Borcmarpr, ha dimostrato che
tutte le forme del sistema richiesto si possono esprimere come funzioni intiere
delle 15 seguenti forme, fra le quali sono comprese le w, v.

Ordine rispetto 2 , v, %
v =al,=0% ... ... ...... 0, 1, 3 1
7 =@l a,l,=% .. ... ... 0, 2, 2 @)
0o =(@a)elr,=0% .. ...... 0, 3, 3 (3)
A = (771)2 .............. O, 47 0 (4)
w =al,=b%. . ... ... 1, 0, 2 (5)
S =(@a)ata,. .. ... .. ..., 1, 1, 3 (6)
p =@ a, ............. 1, 1, 1 (7
P =(@T)@T, . . 1, 2, 2 (8)
Ao =(@7P. .o oo 1, 2, 0 )
r =@l o, ... 1, 3, 1 (10)
Ay =@ . .. oo 2, 0, 0 (11)
= (7)1 2, 1, 1 (12)
s =(@pfo, ... 2, 3, 1 (13)
Appp=p)f ... . i 3, 2, 0 (14)
M o=@pP .......00 ... 3, 4, 0. (15)
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Questa tabella & evidentemente ordinata dapprima tenendo conto dell’ordine
discendente dei coeflicienti di %, e dei coefficienti di v; infine scendendo dalle
pit alte forme nelle  a quelle d’ordine minore. La notazione per gli inva-
rianti & scelta in modo che l'invariante di due forme quadratiche ¢, ¥ il quale
contiene linearmente i coefficienti delle medesime, & indicato con Agy. Fra le
forme sopra esposte si trovano:

5 invarianti, dei quali uno gobbo;

4 forme lineari, delle quali due gobbe;

3 forme quadratiche, delle quali una gobba;

3 Forme cubiche, delle quali due gobbe.

Siccome i prodotti ed i quadrati delle forme gobbe si ponno sempre espri-

mere in funzioni intere di forme dirette, cosi una forma qualsivoglia del si-
stema pud rappresentarsi come segue:

A+Bo+ C3+Dp+Er+Fq+GM

dove 4, B... G, sono funzioni intiere di v, u, =, p, s e dei quattro inva-

rianti diretti. Fra le espressioni, le quali si possono ottenere pei quadrati e pei

prodotti di forme gobbe, scelgo le seguenti, di cui trarremo profitto pili avanti:
3 =—15(4,,—2uvp+u'7)
S o= ';(z'vp—qr?»u-—-v“’A“r)
Sp= (rup+vud,,—7vd,,)

pr= vs—37p"

@

Una seconda serie di formole comprende le relazioni lineari fra le forme gobbe,
i coefficienti delle quali sono composte soltanto con forme dirette. Fra queste
citeremo la:

TS —Uuo=uvp. (II)

Infine relativamente alle equazioni sussistenti fra le forme dirette scelgo le
seguenti:

us =vAypp—pUdp—7r4,)—p°

78 =vA75,,—pUAn—74,7) {II)

Az pp =3 (Auu dre— A7),
Tutte queste formole sono conosciute o si ponno dimostrare facilmente; mi
limito quindi alla loro enunciazione (¥).

(*) Vedi Nota 12 e seguenti dopo il § 9.°
Annali di Matematica, tomo VIIL 13
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§ 4

Ricerca della equazione del mono grade
dalla quale dipende il problema ausiliare.

Il problema a risolversi consiste nella ricerca di due funzioni lineari &, »
per le quali la equazione:
Qv=3uf—E+7° 1)

sia soddisfatta. In luogo di eguagliare ora i coefficienti della 2 nei due membri
della equazione (1) considero dapprima le &, » come variabili, e paragono in
seguito i coefficienti. Si ha identicamente :

(En)v=(En)a®, =[(an) & — (2 7]
En)'u=(En)"a’=[(an) s —(@8)7.]"

Si sostituiscano questi valori nella equazione (1) ed eguagliando i coefficienti
delle stesse potenze di &, », si ottengono le:

2an)  =3(Em)(an)’—(n)
— 6(an)*(@d) =— 6 En)(an) (@8)

6 (am)(ak) = 3En)(ad)
—2a8"  =(n)

Da queste equazioni si devono dedurre i valori delle &, #. Io voglio dapprima
eliminare le #, e quindi giungere ad una equazione, la quale contenga sola-

@)

mente il rapporto %‘— Per giungere al primo scopo, basta soltanto osservare
2

che dalla terza delle equazioni (2) si deducono le:
e, =2(ad e, — (@f)'E,
zn,= 2(a k)’ a,—(a)’E,
nelle quali » & un fattore a determinarsi. Da queste equazioni segue la:
2(57) =—2(at)’

e questa posta a confronto coll’ ultima delle equazioni (2) da per la determi-
nazione di = la equazione:

(3)

20 = 4(ak)’ - (BEY. 4)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e la trisezione delle funzioni iperelittiche. 99

Le equazioni (3) (4), allorquando sieno determinate le &, daranno il valore delle
espressioni » fino a radici cubiche dell’unitd; e che queste non possano essere
determinate pilt completamente & chiaro dal fatto che la equazione (1) contiene
soltanto il cubo di 7.

Delle equazioni (2) rimangono ora a considerarsi le prime due, le quali
quando si ponga pei rapporti delle # i valori dati dalla (3), diventano equa-
zioni fra le sole & Per ottenere queste ultime, considero dapprima le espres-
sioni (a8)(ax), (an)}, (@&)(an)?, (a%)®, le quali coll’introduzione dei valori di
» diventano :

#(@8)(ar) =2(a0)(@d)(@h)— (@b ey
#(an)'  =4(ac)(ab)(ad)’(65)" —4(aa)(@d)(28)’ (bE)’ + (@) (b4)*(c8)*
# (a8) (an) = 4(a/6)(@y) (#€) (BE) (£ — A(a£) (2 E)(B) (a6 +
+ (25’ (af) (68)°
Pan) = 8(ab) ) (WENBEY (4E) (06) - 12 (o) ay (aE)BEY (vE)' ()’ +
+ 6(aB)(@t)*(B8) (a)"(BE)" — (x8)’(a5)* (€)' (c8)’
In seguito supporremo che nelle forme appartenenti al sistema u, v, di cui fa-
remo uso, siasi posto z,=§,, ed #,=—§&,. In questo senso si poira scrivere
v in luogo di (a£)’, # in luogo di (#¢)® e cosi via. La equazione (4) condurra
per esempio alla:

®)

2’ =40* (6)
e la prima delle equazioni (5) si muterd nella:
z(at)(an) =28 —u’. )

Quanto alla seconda equazione (5), osservo dapprima che col quadrare la
identita:
(aa)(B8)— (ab)(at)=—(aB)(at)
si ottiene la:
(aa)(@B)(BE)(a8)=3[(aa) (BE)*+ (@B)(28) — (26)*(28)'],
epperd il primo termine del secondo membro della seconda equazione (5)
diventa :

(¢0)(aB) (@)’ (B8)' =pv—jz7u
e I'intera equazione si muta nella:
x(an)*=4pv—27u—4du +u' ®)
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Nella terza equazione (B) sparisce identicamente il secondo termine giacché
permutando a e £ il suo segno cambia; e pel primo sussiste la identitd:

(28)( ) — (27)(88) =— (67) (2£)
che quadrata da:
(@B) @y} BE)(r &) =F[(28)' (v €)'+ (29)*(BE) — (By ) (a8)']

e pereid: o

(@6)(@y)(B8) (v&) (ak)=37v
eosi che la terza equazione (5) diventa:

2 (wE)(an)’ =v(27 +ub). 9)
Infine la stessa identitd, che c¢i ha or ora giovato, conduce alla:
(46)(a7)(@8)(BE) (38" =(z0)(39)" (78) v =vo

e la quarta equazione (5) prende quindi la forma:

x*(an)’ =v(Bo—67u—1u’). (10)
Per mezzo delle relazioni (7)... (10), quando si sostituisca nelle prime due

equazioni (2) i rapporti delle » dedotti dalle (3), si ponno ora avere le equa-
zioni seguenti:
0=40—6ur+6vp—63u+u*— 2v° "
0=27+45—u’ g (D)
nelle quali si & ommesso un fattor comune v.
Le due equazioni (11) nen sono omogenee in &, &; dalle stesse devesi

ora dedurne una sola la quale sia omogenea rispetto a queste quantitd. A tale

scopo pongo %1, % in luogo di &, &,; le equazioni (12) prendono eosl la forma:

0=40A*—6urA’ +6vpA* —63ur +u’ —20°
0=27A"+ 431 —u' g

e la cercata equazione si dedurrd da queste due colla eliminazione di 2.
Aggiungendo alla prima equazione (12) moltiplicata per due, la seconda
moltiplicata per 3w, si ottiene la:

0=80A+6(2vp—ut)A* — (v’ + 40%). (13)

Formo ora con questa e colla seconda delle equazioni (12) il determinante

(12)

funzionale di 2, e di li, il quale parimenti deve essere eguale a zero. Si ha:
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8oA’ +42vp—ur)A 272423
22 vp —ur)At — (u®+40v?) 234 —u?
ossia dividendo pel fattore 2:
0=2*B0s —47vp + 27%u) + A" (43vp — 23 uv —4u’o) +
+ 23w v+ 4vivr—4uPvp) + S (WP +4v).
Sottraendo da questa la equazione (13) moltiplicata per &, ed aggiungendo la

seconda delle (12) moltiplicata per A(2pv—wu7) +23u, si otterrd dopo alcune
riduzioni la equazione quadratica in A:

0=4Xu(rS —wuo) +A(drv?+ 476’ —6u’vp + 8udH)+830%  (14)
Questa equazione & divisibile pel fattore v; rammentando infatti le relazioni
I, II, § 3.° ossia le:
T3 —u=pv, P =—L(rv’—2uvp+ 4,,0)
e sostituendo, si ottiene dividendo per v la seguente:
0=42*up+2(4rv—4uvd,,+2u*p)+83v. (15)

A questa ed alla seconda equazione (12) si pud aggiungere come terza equa-
zione del secondo grado, quella che risulta dall’eliminare nella (13) e nella
seconda della (12) le pi alte potenze di A: essa &:

0=(12vpr—6ur*—1603)2*+40u’r— 7w’ + 4v°).

Sottraendo da quest’ultima la seconda delle (12) moltiplicata per uz e divi-
dendo per 4 si ha:

0=@Cvp r—2u72—40S)x2+~u(ou—z’§)x—rv2

equazione pure divisibile per v. Infatti sostituendo per Sz —wuo il valore pv,
e rammentando essere:

So=—1(Fu+v*4,,—7vp)
si giunge alla: ’
O=(p+204,)A —upi—zv. (16)

Deducendo dalle (15) (16) i rapporti di 4%, A, 1, si trova che essi sono ancora
divisibili per v. Infatti indicando con » una indeterminata si hanno le:

A =v[—47tv+ 27uv A, —2ulpr+ 83pu]
vd =v[837p +163vd,s 4 4up7]
vl =v[-472p+2urpd,,- 8vvAutduvdy A =40 p Ay - 297 (p°7 +2p%).
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Ma dalle I & p*z+ 2p*=2vs, e percid i secondi membri delle equazioni su-
periori sono tutti divisibili per v; supponendo questo fattore anche compreso
in ¥ e ponendo per Sp, us, 1 valori dati dalle I, III § 3.° si ottengono le:

v A =—47% —2vud 4 wpTr+ 2utpT+ 4utv A
veA =837p+163vA,c+ 4upr %))
vl =—42°p—2urpd,,—871v A+ duv(dy, dur— Ay py) + 4up®
i quali valori sostituiti nella seconda delle equazioni (12) conducono alla ri-
chiesta equazione del nono grado:
0=v[—87*+127%4,, —8ulv A, s — 4’ (Ayu Adur— A4 p,)] + 1s)
+ 20 Tp Ayu— 407 p® + 327vp U — 16(z Ay — 4u A )V p— 32 4, A o0®

Questa equazione dd i rapporti delle £; indicando con % una radice dell’equa-
2

zione, e sostituendo in luogo delle & nelle equazioni (17) i valori assoluti delle

{, comunque determinati, si otterrd il valore di A e percid i richiesti valori
delle & saranno dati dalle equazioni:

f=

_7;

=22

Si pud adunque determinare in nove modi una funzione lineare §
per la quale la espressione 2v—3uf~+&® sia un cubo perfetto (*).
Voglio ora dimostrare che la equazione (18) & una equazione Hessiana.

§ 5.

Aggruppamento delle radici della equazione del nono grado
rispetto ad una di esse.

Supponiamo che una soluzione del problema sia conosciuta, siano ciod noti
i valori di due espressioni §, » che diano identicamente:

2u=8uf—E+ »°.
Per una seconda soluzione &', »’ dovrd sussistere identicamente la:

3u—8+n*=3uf —&% 4+ »*

(*) Vedi Nota 22,
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ossia : )
E—O[E*+8E+8—3u]l=%°—n". 19)
Si vede da quest’ultima che & —% non pud differire che di una costante da

uno dei tre fattori di »*—»® e quindi, se indicasi con ¢ una certa immagi-
naria radice cubica dell’unitd, e con m un fattore costante, dovra essere:

7 —en=em(7 —E); (20)
ed in altre parole esisterd sempre una funzione lineare z tale che:
F=E+2
(21)

n =e(n+mz).

Posti questi valori di &, »' nella equazione (19), dividendo pel fattore & — %,
si ottiene la equazione:

Bu=3(E*—mn?)+3(-—m’n)z + (1 —m®)z2" (22)

Per risolvere questa equazione si introduca una nuova funzione lineare { legata
alla 2 dalla relazione:

2 20— (E—m?n)

Z——-% 1_”23. (23)
e la (22) si trasforma facilmente nella equazione:
—m3 ; 2
(= L — B )+ (E—mt ) @4

La quantitd costante 7 deve cosi essere determinata per modo che il secondo
membro di questa equazione sia un quadrato, ossia il diseriminante della espres-
sione quadratica del secondo membro deve essere nullo. Ora, rammentando
quanto si disse al § 3.° rispetto alla notazione degli invarianti simultanei, si
otterra pel valore di quel discriminante:

32 '
) Qa gm ) [Auu—2Au,§f+ 2mAu,7]77—2mA5§.7]77:|+

1—m?

+ 1= [Au,&—gmmu,&, +m Ay +m(1 —mS)Asg,,,,,].

1 —m?
3

Ay ge=4, A.en=B, Aupm=0C
ed osservando che:

Dividendo pel fattore

» ponendo per brevitd:

Afﬁ"m =E?”§_ 2 21 Ez‘?;ﬂg -+ Egﬂf': (5”)2
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si avrd per la determinazione di = la equazione biquadratica:

0:1—;’m3 [Auu_zA_‘_sz_%m(g,?)zJ_;_%[A—Qm”B-l-m‘C]. (25)

Rimane cos) dimostrato che rispetto ad una soluzione qualsivoglia
£, n del proposto problema, tutte le altre si aggruppano in quattro
coppie, la ricerca delle quali dipende dalla risoluzione dell’equa-

zione biquadratica (25) e dalle equazioni (21) (23) (24).
Questa equazione del quarto grado ha proprietd molto rimarchevoli. Secri-

vendola ordinata secondo la potenza di m da:
0=m'"[(§7)) —C]+4m*[Ad—1A4,,] —6m*B+4m[C—+(E%)]+24,.,—4
e quindi il suo primo invariante sard eguale all’espressione:
i=[(7)*— O][24us — A] —[4C—(E%)*][A — 1 4,,] + 3B* =
= 1(En) Ay — 3(AC— BY).

40—B*=3[(af)"(b7)* —2(a*) (68)(am)(b7) + (a7)*(bE)*] =
=3 [@))®7) —(@n)BH)]*=3(b)*¢n)' =t Auu(67)"
percid =0 ossia il primo invariante della equazione biquadratica

¢ identicamente nullo.
Si pud inoltre trovare facilmente una sostituzione lineare per la

quale 1’equazione biquadratica si trasformi in un altra di cui i
coefficienti non contengano pit le £, » ma soltanto gli invarianti

simultanei delle forme u, v.
Sostituendo nella equazione biquadratica:

mra+4m*b+6mic+4md+e=0
la nuova variabile ¢ legata alla m dalla equazione:
' me=—0o—b

si giunge alla:
o*+6ac?+480+4+y=0

nella quale:
a=ac—10b? B=3abc—da®*—2b°

e siccome ogniqualvolta, come nel presente caso, che il primo invariante sva-

nisce sl ha:
9/ —_ — 3&2
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cosi la equazione biquadratica prende la forma:
c*4-6ac*+4066—3a2=0.
Nel caso che si considera, la equazione di sostituzione &:

tdp—A—oc
Gi—0 (26)

ed i coefficienti &, 8 hanno i valori:
a=-B(En)'- O] (A~ 4.)" { @
B=~3B[(E7) - Cl[A- §A.] -[C-7(En) ][En)* - C]* 2[4 -5 4..]"

Si vuol dimostrare che queste espressioni sono funzioni razionali degli inva-
rianti simultanei delle funzioni %, v. A questo scopo determino le forme si-
multanee di # e di v, prendendo per v la espressione

2v:3u£—£3+ﬂ3-

m=

81 ha identicamente :.
u(Er)2 Ce*—2Bin+An®
quindi anche:
2u(En)=[3C— (877)2] 3 6BE* 43 AL + ()P,
inoltre se si determinano le varie forme simultanee relative alle variabili £,
e si moltiplicano per opportune potenze di (£7), si ottengono le:

A,.(Er)=2(4C—BY
2p(En)'=45(AC—BY)— At (En)? +7 C(gn)?
ossia quando si divide per (§7)*:

2p=E[24,,—A]+nC "
e percid:
44,,=A*+C*—24BC+ 4A,,,,,(BO-—A’)+4A2WA
Cost s1 ottiene:

3C—(En? —2B
27(n)'=| —2B 4 =&y

_ 4 (Eny? g
da cui:

—(¢En® —2B C

24,.(7) =] —2B A —B

A (En)® A

Annali di Matematica, tomo VII, 14
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o sottraendo dagli elementi della prima colonna quelli dell’ultima, sviluppando
il determinante e dividendo per (57)*:

24,=—A*+BC+ A,,A— B(i7)
per la quale:
o= 24,—1A4%,. (28)
Infine essendo:
3C—(7)?! —2B 6A4C—2A4(57)'—8 B¢

8 An(én)'=| —2B A 2AB + 3C(En) — ()t
A (En)? —4B(5n) —24*

se agli elementi dell’ultima colonna si aggiungono quelli della prima molti-
plicati per 24 e quelli della seconda moltiplicati per 2B, si ottiene dividendo

per (s7)": .
3C—(En)' —2B 6A4,,—44

8 Ape= —2B A 8C—(E7)' |=
4 Zn) —2B
=44°+ 8B —124BC—6 A A*+ (in)[12AB—124,,B—9C7 +
+6C(En) —(En)°

B=5Awdr—2An—A4A, oot LA (29)

La ricerca delle altre otto radici, quando una & data, dipende quindi dalla
risoluzione della equazione biquadratica (*):

o*+6(24,.,—1A4%.)0' +4(A,, A—24rn—44,,,+514%,,)0—
—3QRA4,—+4%.)=0.
A ciascuna radice o di questa equazione corrispondono due soluzioni le quali
sono date dalle equazioni:

e percid:

(30)

3m i2t—(i—m2'n3

I 3£ 2,0 .,

§=E+] 1 —md > Em=nsg 1—md 61)
s 1—md g . Ay —c—A
f=-——u—8—mr)+i(E—m'), m=EEi—

Osserviamo ora che per le equazioni (3) del § 4.° il rapporto delle » essendo
esprimibile per le &, si avra:

xn, =) X7, ==

(*) Vedi Nota 32.
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dove 7% % sono funzioni note delle £, e % & altrest esprimibile per le . Percid
'ultima delle equazioni (31) da:

m=zx m°

essendo m° una funzione razionale di &, &, o; e quindi risulta:

677,03 .
;2=1 ';m (u_gy_moﬂoﬁ)_,_%(g__xamoznof

una funzione razionale delle sole £, &, 0; come anche i secondi membri delle
prime due equazioni (31):

' 20—+ m0®3 %0

§=E+ T

|

33 m0 =20 —E 4+ mP 1310
En'x=n"+ 3 T

non contengono che quelle quantitd. A queste ultime formole pud anche darsi
la forma schematica:

£=M + N VQ(,, &, o)
exn' =M+ N'\NQE, &, o)

essendo M, N, M’', N' funzioni lineari e Q una costante, le quali contengono
le &, &, o solo razionalmente.

§ 6.

Soluzioni conjugate.

Tre soluzioni del problema, di cui due si deducono da una medesima me-
diante la stessa radice della equazione biquadratica, si denomineranno soluzioni
conjugate. Voglio ora dimostrare, che le medesime rimangono sempre
conjugate qualunque sia quella delle tre da cui si parte.

Infatti se si indica nuovamente I’ originaria soluzione con &, # e le conju-
gate con ¢, 5 &, #”, si hanno per le equazioni (21) le:

g =k+z n =& (n-+me)

32
a//=5+zl 77"=€,(’7'+m-z,) ( )
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-

essendo #, & radici cubiche dell’unitd. Ma queste equazioni si ponno porre
sotto la forma:

F=F_—2 n =& (1 —mez)
=+ (2,—?) n"'=¢" 1 +me(z, —2)]

le quali dimostrano il seguente teorema :

Se invece di partire da una soluzione £, # si parte da una &, »
conjugata con quella per mezzo della radice m della equazione
biquadratica, riesce di nuovo conjugata con £, »' anzitutto &, #,
e poila soluzione che in prima era conjugata con &, 7 e &, . Percid
tre soluzioni le quali sieno una volta conjugate lo rimangono sem-
pre da qualunque delle tre si parta. Ed in vero partendo da &, 7/,
invece che da &, » non si ha che a porre me in luogo di m; —z e
2,—=z in luogo di z e 2. La terza potenza della radice m della
equazione biquadratica rimane quindi inalterata.

Si pud facilmente dimostrare che anche la radice ¢ corrispondente alla
ridotta equazione biquadratica (30) rimane inalterata, e percid ap-
partiene ad un sistema di radici conjugate. Indicando a questo scopo
con 4, B, C' i valori delle 4, B, C allorquando si sostituiscano in queste
ultime quantitd le &, »' in luogo delle &, #; si dovrd quindi dimostrare essere
(vedi equaz. 26):

m[(En) —C]l + A=em[(5'7") —C'|+ 4.

Rammentando la equazione (22):

!

Bu=38E"—m7*) +3E —m*n)z + (1 —m®)z? (33)

e ponendo in essa in luogo di &, », m, 2 le ¥, #', me, —z si ottiene la:
Bu=3(&"—men")—3( —m’e®r)z + (1 —m) 2™ (34)

Pongasi ora nella prima di queste equazioni (33) »,=§£,, z,=—F, oppure

— — . —&f —_ .
By= gy Hy==15 © nella secoTldaE x, =8, »,=-¥, oppure x,=v%,, x,=~-7;
si otterranno le quattro equazioni:

34 =— 3mEn)' — 3m’(En) (B2) +(1—m’)(E2)
3C = 3G+  3(En) (1) +(1—m)(zn)
BA'=—3em(E'n)'+3&'m’" (' 7') (3 2) + (1 —m®)(¥ 2)*
3C'= B@E)Y—  BEY)E)+(U—m)(er)
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dalle quali:

A= A'= - m[Ery=e @ Y] -m [En)(ER) e’ (Fn)E D) + gl - (E2)
3

) (35)
C-eC'=  [(En)'=e(Z'n')]+[En)(en) e (@ n') (e 7))+ 1—_3—“ [(z7)*-¢(2 /)]

Ora essendo:
(E2)— (F2)=[(s) +(F2)]E—F, 2)=0
(zn)' —e(zn)' =[(z7) + & (21)](e) n—&*7)=0
si deduce dalla (35) la:
A— A —m(C—eC)=
= —2m[(En) — e(E ') ] + m(En)(z, mE—n)+me(n) (e, emE —7).
Pongasi ora in quest'ultima & —£ in luogo di 2 e si osservi che:
em& —» =g(m&—n),
la equazione stessa prenderd la forma:
A—A —m(C—eC)=
=—2m[(En) —e(E ) 1=~ mEn)E 7 )+ m@En)' + EmEn)(E 7 )—m(En') =
=—m[(Zr) —e(E7) ]
come doveva dimostrarsi.

La equazione biquadratica (30) appare quindi come fondamentale nella ri-
soluzione della equazione del nono grado. Siccome ciascuna radice di quest’ul-

tima appartiene a quattro sistemi conjugati, cosl essa deve dare E’—;=12 si-

stemi aventi la proprietd che a tre a tre devono corrispondere ad una radice
della equazione biquadratica. E che cid sia dimostrasi ancora pil chiaramente
formando la equazione del dodicesimo grado dalla quale dipendono i dodici
sistemi conjugati, in quanto che essa per mezzo della equazione biquadratica
(30) si spezza in quattro equazioni del terzo grado. Cid che vedremo nel sus-
seguente paragrafo.
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§ 7.

Ricerca della equazione del dodicesimo grado,
dalla quale dipendono i dodici sistemi
conjugati delle radici della equazione del nono grado.

La relazione (20) § 5.° o

7 —en=em(§ —5&)
che si & dimostrato sussistere fra due soluzioni &, # e &, » di un sistema
conjugato, si pud soddisfare identicamente quando si introduca una funzione
lineare ¢ per mezzo della equazione:

. n=mE+ 1) (36)
La equazione superiore conduce quindi alla:
' =em(E + 1) (37)

e le equazioni (32) danno per la terza soluzione appartenente al sistema delle
conjugate : _ ‘
7 =& m(§" + ¢). (38)
Queste tre espressioni di » condurranno quindi alle tre identita:
2v=38uf —& +m*@E +1)°
2uv=3uf —&° 4 m*@E +18°
9 v:3u£u___£//3_+ mﬂ(&”—l—t)s.
Le tre soluzioni conjugate &, &, & sono quindi, allorquando si
suppongano determinate le w’ ¢, le radici della equazione cubica:
20=3uE—EB+m*(E+1)® (39)
e la determinazione delle ¢ ed m® risulta dalla condizione che
questa equazione in & sia risolvibile per modo che le irrazionalita
dipendenti da quella.soluzione affettino soltanto i coefficienti
delle z.
Pongasi ora, per risolvere la equazione cubica:

_ mitp R 2 ol e o \
§ = 1—m3 e
m3t 4 %2y t4 x4 n2y
R e T (10)
M3t -2 Cpaa?
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ove » & una radice cubica dell’unitd; si otterranno per la determinazione delle

funzioni lineari u, », ¢ e della costante m*® le equazioni:
pv=m’t* + u(l—m’) 1)
w+21 P =m* 1 +m®) e+ 3m* (1 —m®)tu — 2(1 — m®)’v

le quali devono essere soddisfatte identicamente. Eguagliando infatti i coeffi-
cienti delle » nei due membri di ciascuna di queste equazioni si ottengono
sette equazioni nelle quali le incognite sono le sette quantitd w,, @,; v,, v,;
t, t,; m*. Vogliamo ora mostrare che la soluzione di questo problema dipende
da una equazione del dodicesimo grado.

Allo scopo di dedurre dalle equazioni (41) altre equazioni le quali non con-
tengano le espressioni lineari u, », osserviamo dapprima che le due forme di
secondo e di terzo grado:

pr=u' @+ vi=1

hanno la proprietd (cid che risulta manifesto se si considerano le ¢, » come
variabili) che la forma p che risulta da esse (§ 3.°) s’annulla identicamente.
Inoltre la forma 7 corrispondente a v’ & eguale a 2uv moltiplicato pel qua-
drato del determinante di x e di »; e d’altra parte & anche:

Auruvz-—%(uV)?.
Devonsi ora formare le due identitd:
(Dew=0;  @uw=—4ur4u (42)

quando per %', v’ si pongano i secondi membri delle equazioni (41).
La forma p corrispondente alle due forme:

w=m*t* 4 (1 —m*yu
v, =m*(1 +m*)* + 3m* (1 —m®) tu—2(L —m®)’v
si trova facilmente quando dalla v,” deducasi la espressione:
v/ v,  =mP (L4 m®)E, 8, + m' (1 —m®) (ta'y + 28, 0,0,)— 2(1 —m") a,a?, (43)

e nella medesima sostituiscansi alle %}, —v,y,, y} 1 coefficienti delle #' in
ordine inverso, e siccome cid si eseguisce per le due parti della espressione
soltanto sopra ', cosl ottiensi tosto:

(p)u,o=m" (L —m?) ¢, (at) — 2(L —m®) mPa, (at) + m? (L — m)t, (at) +
o+ (L) [£, A + 2 (D) 2, (aB)] — 2(1 — )t (. 2)?
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nella quale ancora un termine rimane ad ulteriormente trasformarsi, cio&
(t8)a.(ab) =13 (@d)[a. (t0) = b.(ta)] =% At
cosicehd la equazione (p),,»=0 togliendo il fattore comune 1—m*® diventa:
0=m®(1+2m%) ¢, (at)' - 2m* (L ~m®) o, (a £) 4+ 2m® (L -m®) 4,, £, - 2(L =m?)’ p,.

Questa.equazione deve essere soddisfatta per tutti i valori delle x. Pongasi
dapprima x,=t,, x,=—1,, essa pud scriversi tralasciando il fattore —2(1 - m®):

m?(af)®+ (1 —m®)(pt)= 0. (44)
Pongasi in secondo luogo z,=p,, x,=—p,, essa diventa dividendola per m’:

A 0=(1+2m®)(¢p)(at)’ —2(1 —m®)(ap)(at)® + 2(1 —m*) A4,,(¢p)-
a:

(@p)(at) =(a)(@l) (2 1)’ =1(@B)[(at) (@) + (Bt (aa)] [(x?)(al) - (B1)(ac)]=
=(xf) (at)(af)(@B)=(ad)(z))(a7)=(p?)* § 3.))
quindi si pud dare all’equazione superiore la forma:
A +2m*) (pt)(@t)* + 2(1 —m®*)(pt)* +2(1 —m®*) 4,,(pf)=0. (45)

Per la determinazione delle tre incognite ¢,, #,, m oltre le (44) (45) & neces-
saria ancora una equazione, la quale deducasi dalla seconda delle (42) nella

ipotesi che x,=t%,, x,=—1¢, e quindi {=0. In questa ipotesi la (43) si tras-
forma nella:

(' v, =2m> (L —m®) t,a, (a ) —2(1 —m®) (a t)a?,

e si ottiene (7)., quando pongasi in questa gspressione per ¥i, —¥,Ys, Yi 1
coefficienti della espressione stessa in ordine inverso; cosl si ha:

(P)or==2m° (1-m®) (a t)* D £)*+ 8m* (L-m®) (¢ 8)* (@) (at) + 4 (L - m)' (e 8) (B¢)(a b)*
=—2mf (L —m®) (at) (b1) + 8mP (L — m®y (R 1) + 4(1L —m®)' (v £)e.
Analogamente si ha:
Ay =1 —m? 4,,+ 2m* (1 — m®)(at)’.
La seconda equazione (42) divisa per 2(1 —m®) si trasforma quindi nella:
0=—m® (@t () + 4m* (1 —m®)(S1)® +2(L —mw®) (v8)’ -+
+2(at)’[(1 —m®) Ao+ 2m* (a?)?].

Nelle formole seguenti supporremo che nelle varie forme le quali entrano nelle

(46)
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medesime siasi posto #, =¢,, ,=-—1¢,. In questa ipotesi le equazioni (44) (45)
(46) assumono la forma seguente:

O=m*v+(1—mMp \

O=(1+2m)pu+2(1—mp+2(1—m"4,,p (47)

0=m"4—m)u’ + 4m (1 — m") S+ 2(1 — "' 7+ 2(1 —m") 4, u.
Queste equazioni contengono le incognite ¢,, ¢,, m. Ponendo nelle medesime

in luogo di ¢,, £, 1 rapporti t:'i: ‘s & hanno le:

P
0=m’v+ (1 —m)pa* \
0=(1 4+ 2m*)pu +2(1 —mpA + 2(1 —m ) A,.pA* (48)
0=n"(4 — mYu' +4m* (1 — m)SA + [2(1 — w’)’r + 2(1 —m" 4, 4] A*

dalle quali eliminando le A, m si ottiene una equazione omogenea nelle ¢, Z,
che & la richiesta equazione del dodicesimo grado. Dalla prima delle superiori
equazioni si deduce:

s _p¥

il qual valore posto nelle altre due da:
0= (v—38pA)pu +2vpA +2v4,,pA° 50)
0=—(4v—3pA)pu’—4pv3a+ 2v[vr+ (v—pAH)4,,u]

delle quali Y’ ultima fu divisa per A%. Aggiungendo alla seconda delle (50) la
prima moltiplicata per # si ottiene una equazione divisibile per v e ciod:

0=—38pu’—Adps—2up)r+2v(z + 4,,u)
dalla quale:

_ —3put42u(v+ Ayuu)
A= 4pS—2up (51)

e sostituendo questo valore di A mella prima delle (50) si ottiene la:
p(Bup —24,,v)[8pu*—24,,uv —27v]* —upv(4d3p— 2up)’ +
+ 2pv(dS3p—2up)[8pu*—2A4,,uv—27v]=0.

Questa equazione & del quattordicesimo grado, essa perd riducesi al dodicesimo
giacche, come dimostrasi facilmente, & divisibile per #. Infatti 1 termini della
Annali di Matematico, tomo VII. 15
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medesima che non contengono # sono:
—16pv*z(dp+ 1 4,,7v)
¢ questa espressione per valore di Sp dato dalla tabella I* & eguale alla:
—8pviru(d, v+ p7).
Sostituendo infine per p% Sp, S* le formole date della tabella I.*
S =—1(4,,0V° —2vup+ru’)
Sp=1(4d,uv—A4,,v7 + pru)
pr=vs—trp
e nel risultato ponendo in luogo di us, 7s le formole date dalla tabella III.*

ossia:
us =v-A-u,pP+p(AuuT —Au’u) —.p3

T8 =0As pp+ P(AurT— Az 1)
si giunge, dividendo per #, alla richiesta equazione :
0=27p*u*—b54 A, vp’W + 36(A°,, + A,)V'p*u’* —
— 84+ 24, Auc+ 24, pp+ Ar) VP pu 4+ 8(Auu A pp + Ar pp) V'
Questa equazione del dodicesimo grado non contiene piu la forma 7; essa &

. . . . . . w . .
infatti una equazione biquadratica in 13;’ e la sua soluzione dipende dalla so-

luzione di una equazione biquadratica e da quella di pilt equazioni cubiche.
La equazione biquadratica non & altro in conclusione che la equazione (30)
giacché mediante la sostituzione:

Spu=(+34,)v (52)
si passa dalla equazione del dodicesimo grado alla biquadratica (30), ossia:
0=0c*+6(24,,—14%,)0" + }

4B Ay A —24r— b A, gyt 1 A',)0 — 3@ A — +A%,)! i 3)

ed il problema & cosl ridotto alla risoluzione di questa equazione del quarto
grado ed a quella delle equazioni cubiche (52). Le ultime danno i tre sistemi
conjugati, i quali corrispondono ad una radice della equazione (53) e devono
contenere, ciascuno solo una volta, tutte le radici della equazione del nono
grado (*).

(*) Vedi Nota 42,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e la trisezione delle jfunzioni iperelittiche. 115

§ 8.

Altra derivazione delle equazioni ausiliari cubiche.
La risoluzione della equazione del nono grado.

Gli sviluppi di calcolo necessari allo scopo che ci eravamo proposti nel pa-
ragrafo antecedente, ponno essere evitati se procedesi in modo diretto alla
ricerca della equazione cubica (52). Si & trovato sopra (26)

_;AW—A—G ’

T @n—C
ed inoltre si & mostrato al § 6.° che quando le &, » sieno sostituite per &, »’
o per &', #”, m si muta in me ed in me. Si hanno cosl le:

g iAm—A'—a
- ('gl_n')-g_ Cl
14— A"—oc

=Ty ="

nelle quali 4', C’; A", C" indicano i valori delle 4, C allorquando si pon-
gano nelle medesime &', %’; &, %" in luogo di &, #.

Pongasi ora in queste tre equazioni in luogo delle &, #; &, »'; &', %' le
espressioni (40) delle soluzioni conjugate, si otterrd moltiplicando pei denomi-
natori la seguente:

m () + E)]* —m'[(@d) + (ap) + (@¥)]" =
=L — Y[ Adu— o] —[m(at) + (ap) + (av)]*®

ed altre due equazioni le quali deduconsi da questa sostituendo nella mede-
sima in luogo di u, » le xu, x*»v oppure x*u, zv; essendo z una radice imma-
ginaria cubica dell’unithd. La equazione superiore si spezza percid nelle fre
seguenti :

m' (tu)" —m*[(ap)* + 2(af)(@r)] = —(au) —2m’ (at)(av)

(8 — w3 [(av)* + 2(af) ()] = — (a2)* — 23 (at) (o)

2 (¢ (¢) - m*[(@ )" + 2 (@) @9)] = (1~ ) [§ A ~0] - (0t - 2 (@) (@)
Ma dalle equazioni (41) si hanno le:

E)E)=A—m)a?)’,  (ap)(@)=m"(@t) + (1 —m’)d,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



116 Clebsch: Sulla teoria delle forme binarie del sesto ordine

le quali sostituite nella terza delle superiori, e ponendo nella medesima x, =¢,,
#,=—1, quindi (af)’=u, danno, dividendo pel fattore 1 —m’, la seguente:

0=(1—m)[24,.~+ o]+ 3m’u.
Aggiungendo a questa equazione la prima delle (47) cioé:
0=(1—m"p + m'v
od eliminando da esse la m si ottiene:
Bup=v(o+34..)

ossia la equazione cubica (52) (*).

La risoluzione della equazione del nono grado presentasi per i risultati pre-
cedenti nella forma seguente. Si cerchino due radici o, ¢’ della equazione bi-
quadratica (53) e si risolvano le due corrispondenti equazioni cubiche (52) le
quali daranno dapprima i valori dei rapporti delle corrispondenti ¢, poi anche
1 valori assoluti per mezzo delle (51) (49), come pure i valori della m®

Sieno ora ¢, ¢’ due funzioni lineari ottenute da due equazioni cubiche dif-
ferenti. Si ha, dalla (39), che per una certa soluzione & del problema sussi-
stono le equazioni:

2v=3uf—E-+m*(E+ 1)
20=3uE—E+ m*(§+ ).

Da queste, immaginando i valori delle 7, m' determinati dai dati valori di
m?, m'"%, si deduce la:

(54)

mE+)=em' (£ +1¢)
dalla quale:
£ mt—em't’
T Tm—em’

Rimane ora soltanto a determinarsi la ¢. Ponendo in una delle equazioni (54)
il valore superiore di & si ottiene:

mt—em' t mim £ + (mt—sm )’

2v=—3u m—ce (m— em)3(t —em')}

la quale equazione non potendo essere soddisfatta che da un solo valore di e,
conduce percid alla sua determinazione.

(*) Vedi Nota 52
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§ 9.

Aggruppamento delle soluzioni di fripli diversi
rispetto alle soluzioni di un triplo.

Considerando nel loro assieme tutte le soluzioni della prima classe vedesi
che esse costituiscono nove tripli i quali dipendono da una equazione hessiana
del nono grado.

Ma fra le soluzioni dei diversi tripli sussistono delle relazioni le quali sono
espresse per mezzo della equazione (36). Sieno & ed:

n=m(Z+1) (1)
due funzioni lineari, le quali insieme costituiscono una soluzione della equazione:
Qu=38ul—E + . 2)

e determinano una soluzione della prima classe. Appartengono allo stesso triplo

le soluzioni, le quali si esprimono colla & e rispettivamente colle espressioni:
"=em(E+1)
7' =e*m (g -+ 9).

®)

Ad un secondo triplo, caratterizzato colla funzione lineare &, corrisponderanno
cosi le espressioni:

7, = m(Ex""t)
7'y =em(E +1) 4)
7'y =e"m(§, + 1)

ed ai due tripli considerati & conjugato un terzo, il quale si esprime colla &,
in modo analogo:
N3 = m(Ez""t)
7'y =¢ m(gz + 1) ®)
7' =m (g, + 9.
Sostituendo in queste equazioni in luogo delle m, ¢ le m/, ¢'5 m", t'; m'", ¢";
essendo m, m', m", m"" le quattro radici della equazione (25) si ottengono i
tre altri sistemi di tripli conjugati ai quali appartiene il primo.
Per queste formole alle soluzioni di un triplo sono coordinate ad una ad
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una quelle di ciascuno degli altri otto, inquantoché la potenza di & che entra
nelle medesime rimane la stessa per soluzioni corrispondenti. Si presenta ora
la domanda, se questa specie di coordinamento rimane inalterato, quando in
luogo della soluzione &, #» si assuma dapprincipio una soluzione di un altro
triplo, per esempio §&,, #,. ]

Dapprima scorgesi facilmente che pei tripli conjugati nei quali en-
trano &, 7; &, #,; &, #,, 1l coordinamento non pud alterarsi, e quindi
tre tripli conjugati possiedono sempre uno stabile coordinamento
delle soluzioni in essi contenute.

Infatti le equazioni superiori continuano a sussistere da qualunque delle_ tre
soluzioni si parta. Ma & facile dimostrare che per uno degli altri sei tripli il
coordinamento non pud persistere. Sieno £, # le soluzioni dalle quali dapprima
siamo partiti; &, #, quello da cui vogliamo ora incominciare, le quali colle
£, m, costituiscano tre soluzioni mon appartenenti ad un triplo conjugato; si
avra:

ny=m' (& + 1), ny=m'(§, + ).
Se ora la specie di coordinamento deve rimanere inalterata anche quando si
parta da &, 7,, dovrd essere altresi:

n,=m'" (& +1"), ny=m" (§,+1").
Si ottengono cosl per 1’ eliminazione delle ¢ le tre equazioni:
ny—n=m (§,—E)
n —na=m'(§ —§&)

Ny— "= m' (Eo - 51)
ed anche la: B
0=m(E, — &) +m' (E—E)+m"(5,—E)

e siccome le 7 sono in generale fra loro differenti, ne segue che le & avranno
la forma:

E=A~+m'"B
£ =A+m B
§&=A+m B

essendo 4, B due funzioni lineari. Per queste si hanno le:
n,—»n =m (m —m'")B
n —n,=m' (m"'—m )B

To—n= " (m —m')B
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dalle quali:
n =C+m'mB

n,=C+mm'B
no=C~+m''m'B

indicando pure con C una funzione lineare arbitraria.
D’altra parte siccome le &, #; &, 7,; &, 7, soddisfano le equazioni:

Qu=S8ut — B+
2v=3uk — I+
2v="38uf,— 47

ne segue essere identicamente:

1 & 713__23
0= 1 51 Z?{—E?
1 Eo 7, —k}

Sostituendo in questa i valori delle &, », si ha dapprima omettendo il fattore B:
1 m' -8

I m  #—&
poi eliminando per mezzo degli elementi della prima e della seconda colonna
alcuni fra i termini degli elementi corrispondenti dell’ultima, si vede tosto che

la equazione & nuovamente divisibile per B, e che il solo termine il quale non
ammette d’essere diviso per B una terza volta & il seguente:

1 m" Smwm' C? 1 m" m'?
1 w 3wm'mC* |=3C: 1 wm w*
1 m 3wm'm’C? 1 m m?

Ora siccome il prodotto della differenza delle  non svanisce, dovrebbe essere
C divisibile per B e quindi le » non dovrebbero differire I'una dall’altra che
per fattori costanti, il che in generale non pud essere.

Se dunque &,, #,; &, 7, sieno coordinate alla soluzione &, » ma apparte-
nenti a tripli i quali non sieno conjugati col triplo che comprende le &, 7,
si avranno in questo caso non solo le:

n=m (§+1) n,=m (& +1)
n=m'(E+t)  ny=m'E,+7)
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ma anche:
ny=m" (€, + ¢)

no=em" (3, + t")
essendo ¢ una radice cubica immaginaria dell'unitd. Le soluzioni del triplo £,,
7, non sono dunque cosl coordinate a quelle del triplo &, », come si corri-
spondono tra loro in causa del loro simultaneo coordinamento al triplo &, #;
ma nelle soluzioni di uno dei tripli bisogna fare una sostituzione ciclica per
ottenere la nuova correlazione.

Consideriamo ora il triplo conjugato a &,, 7,5 &, 7,. Questo deve avere con
£, » un modo di coordinamento che non coincide ne con quello del triplo &,
7,, ne con quello del triplo &, #,. Indicando dunque con §,, », la soluzione
di questo triplo per la quale hanno luogo le equazioni:

n= mw(e + t//r)’ 773 — ,n,LHI (53 + tr/l)

il modo di coordinamento relativamente a &, #, deve esprimersi colle equa-
zioni:
m=n G t)  m=em G t)

Partendo dunque da altro triplo &, », anziché dal triplo &, » e
considerando due tripli conjugati con quello, fra i quali non si
trovi &, #, si ottiene il modo del loro coordinamento al triplo §,, #,
applicando le due diverse sostituzioni cicliche ai loro coordina-
menti rispetto al triplo &, ».

Cid deve naturalmente aver luogo anche reciprocamente, ritornando da £,
7, come triplo da partenza a £, ». Nel nuovo modo di coordinamento
due tripli conjugati con &, » devono dunque comportarsi in modo
da doversi applicare al loro modo di coordinamento rispetto a §,
n, due diverse sostituzioni cicliche per ritornar al primitivo coor-
dinamento.

Per tale mezzo tutto riesce ora facilmente determinato. Indichiamo i nove
tripli nei numeri 1 sino a 9; il coordinamento rispetto al triplo 1 con indiei
@, b, ¢ di guisa che il triplo ¢ contenga le soluzini i,, %,, %, coordinate alle
soluzioni 1,, 1,, 1.. Le ventisette soluzioni di prima classe ordinate rispetto
al triplo 1 il quale & sottolineato, si possono allora disporre come segue:

1/1 ]-b 1c 454 4b 4c 7a 7b 7c
2, 2, 2, 5 J s M 8. 8 8.
3. 3% 3. 6, 6, 6, 9% 9 9.
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Inoltre i dodici sistemi di tripli conjugati, distinti in quattro gruppi di tre
ciascuno corrispondentemente alle radici della equazione biquadratica, sieno i
seguenti

1 2 3 1 47 1 5 9 1 6 8
4 5 6 2 5 8 2 6 1 2 49
7 8 9 3 6 9 3 4 8 3 b T

Volendo ora cercare il coordinamento dei nove tripli rispetto ad uno qualunque
degli altri, per esempio 2, si pigliano dapprima due tripli conjugati con 2,
per esempio 5, e 8; nell’uno, (sia il 5) a, b, ¢ si mutano in b, ¢, ; nell’altro,
8, in ¢, @, b. I nuovi coordinamenti degli altri tripli si trovano cercando i
sistemi conjugati che contengono 5 ovvero 8 od 1; il che conduce a 9 e 6,
e poscia ancora quelli che contengono 2 e 9 ovvero 6, il che conduce infine
a 4 e 7. Applicando sempre le due proposizioni precedenti si ottiene il se-
guente nuovo coordinamento dei tripli, in cui il triplo 2 serve di punto di
partenza:

1, 1, 1, 4, 4, 4, . 7, T
2. 2, 2, 5 5. b, 8 8. &
3« 3 3. 6, 6. 6, 9. 9. 9.

Volendo invece trovare il nuovo coordinamento dei tripli nel quale & posto a
base il triplo 3, bisogna permutare di nuovo ciclicamente nei posti corrispon-
denti @, b, c¢; perd in modo che mentre i tre primi fripli restano invariati il
coordinamento degli altri non coincida né con quello relativo ad 1, né con
quello relativo a 2. Si ottiene dunque il seguente coordinamento dei tripli:

1, 1, 1. 4, 4, 4, o1,
2. 25 2, 5 B, b5, 8, 8. 8,
3. 3 3. 6, 6, 6, % 9. 9.

Il coordinamento rispetto ad ognuno dei sei altri tripli &, dopo Iesposto, facile
a trovarsi, non avendosi che da applicare sempre le proposizioni precedenti e
profittare dei tre schema superiori; ed infatti si ottengono senz’altro i seguenti
nuovi-schemi:

la lb lc 4a 4:5 45 7u 76 76
2. 2, 2 5. 5, B 8 8 8
3 3. 3. - 6, 6. 6, % 9. 9%
Annali di Matematica, tomo VII. 16
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1a lb lc 41) 49 4a 7¢ 7a 7b
2c 2a 2b 50. 5b 5c 86 8c 8a
3 3 3. 6. 6, 6, 9, 9% 9.
la ]-b 1:: 45:: 4a 46 7b 70 7a
2c 2a 26 56 5c 5a 8a 8b 8(.
3 3. 3. 6, 6, 6, 9 9. 9
1, 1, 1, 4, 4, 4, 1, 1 1.
2, 2. 2, 5, b, b, 8 8. 8.
3. 3. 3 6. 6, 6, 9. 9. %
1, 1, 1, 4, 4, 4, . 7. T
2 2. 2, 5. b, b, 8, 8 8.
3. 3. 3 6, 6, 6, % 9. 9.
]-a. 1 b 1c 40 4a 41: 71; 7c 7a
2, 2. 2, 5, b, b, 8. 8. 8
3. 3. 3, 6; 6. 6, 9% 9 9.
AVVERTENZA.

Col § 9.° compiendosi quella parte della Memoria di Cressce che ha pil specialmente
riguardo alle soluzioni della prima classe, che comprende, cioé, la soluzione del problema
ausiliare del § 2.° indicato alla pag. 95, crediamo opportuno di interrompere la pubblica-
zione della Memoria per far seguire questa parte dalle Note e dalle Aggiunte relative alla
medesima.
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NOTA 12

Raccogliamo in questa Nota alcune fra le pid importanti formole relative
al sistema di forme simultanee di una quadratica % e di una cubica .

Sieno:

— 2 —
u=(a, 4,5 8,)(Z,, 2,)}, v=(0gy %y Ggy Bg)(Zy, T,)
Per la prima si ha Yinvariante 4 =3(uu)’; per la seconda il covariante qua-
dratico (hessiano):
T=(0)*=(cy, 0y €,)(®,, 2,)°

il covariante cubico © = (v7), 'invariante C'=L(77)%. Si hanno cosi sei forme
comprese le due date. Come forme simultanee si presentano dapprima le com-
binazioni della forma u colla forma v e col suoi covarianti, ciod le seguenti:

S=(v), p=wv)’; p=(r), B=g@7); (o), r=(e)
dalle quali escludiamo la (#@) perché funzione razionale, intera delle altre,
potendosi facilmente dimostrare essere:

(#0)=2Bv—p7.

Combinando il covariante p colle forme %, v si hanno le ulteriori quattro
forme simultanee:

q=(up), E= @)y, (p)=@7)=p, s=(vp)’, K=3p)

Queste colle undici superiori formano I'intero sistema di forme simultanee di
una quadratica e di una cubica, composto come segue:

5 invarianti 4, B, C, E, K dei quali I'ultimo gobbo;
4 forme lineari p, ¢, r, s delle quali la seconda e la terza gobbe;
3 forme quadratiche u, 7, p Vultima delle quali gobba;
3 forme cubiche v, @, & le ultime due gobbe.
Rammentiamo dapprima le note relazioni:
(p)'=2(4C—B), (py=2K
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e ponendo G=A4C—B* la (*):
K*=—(AG*—2BGE+ CE?).
Fra i quattro covarianti lineari devono evidentemente sussistere due relazioni

lineari; esse sono:
Kp+ Gq+Er=0
(AG—BE)p—Kq+ Es=0.
Assumendo 1 covarianti lineari p, ¢ come nuove variabili in luogo delle z,, z,,

si ottengono le seguenti rappresentazioni tipiche per le forme %, v ed i loro
covarianti:

@)

2Eu=Ap*+¢*
2E’r=Q2BE—AG)p’+2Kpq+ Gq*= E[Bp*+ ps—qr] 2)
2E0=—AKp*+2(BE— AG)pg+ Kq*=E[Apr+ Bpg+qs]
dalle quali:

2Gr=Cp* +7r*; 2Kp=Gp*+¢’ (3)
e le:

4Bv=(QE'+ A*G— ABE)p'—3A4Kp*¢—3(AG—BE)pqg*+ K¢*
4E3=A*Kp’+ 2E*+3A4°G-3ABE)p*q-3AKp¢*-(AG-BE)¢® “4)
4E'o=-(AB+2E)Kp*+3(B'E- GE-ABG)p’q{-?;Bqu%(BG;CE)qa.
La prima di queste da per le (1):
4E*v=s0"+2A4pqr+2Bpg*— Ap*s+2Ep®

o ponendo per ¢* e g» i valori dati dalle prime due relazioni (2):

2Ev=su+2p(Bu— A7) + p* (5)
ossia la prima delle formole IIT di Cressca.

Analogamente si ottiene dalle superiori la seconda di queste stesse formole
ossia la:

2Gv=s7+ 2p(Cu— B7) (6)
e la terza della medesima specie non considerata dall’Autore, ossia:
2Kv=sp—p’r. )

(*) Vedi BessEr, Ueber die Invarianten, ete. Mathematische Annalen. Exster Band., pag. 182.
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Dalle relazioni (2) si ottengono anche facilmente le:
ps=Ev—Gu, Gp*—s*=2F(Cu— B1)—2G(Bu— A7)
per le quali moltiplicando la (5) per s, e sostituendo i valori di s, ps dati
dalle medesime, si ottiene la:
sv=—Cu*4-2Bur— A7* + {p*c. (8)
Le espressioni pei quadrati e pei prodotti dei covarianti gobbi si ottengono
applicando ai medesimi le formole seguenti. Sieno ¢, + due forme binarie;

indicando con ¢,, P,,, P,s.-. le rispettive derivate divise pel grado del poli-
nomio, si dimostrano tosto le:

29, %, =0V, +¥p,, —(9¥)'2}
PV + P =0V, +40 4 (P 2,7,
20, %, = Pgy + ¥Pyy — (V) 7}
le quali conducono alla formola generale per la moltiplicazione, ossia:
@9)(6¥) + (@ 4)(B9)=3[29(BYV)’ +ad(B9)' + B (a¥) + B4 (a9) —
—2aB(p¥)' —29¢ (28]
essendo o, & due altre forme binarie.

Da queste si deducono due formole particolari. Supponendo dapprima S=a,
si ha:

)

@) (@) =1[a¢(a¥)' + ad(29)* —a’(p¥)' — pd(aa)] (10)
e supponendo inoltre ¥=¢ si ottiene:
(@)’ =1[209(29)’ —a*(99)' — 9*(@a)’]. (1)
A complemento di queste formole dobbiamo aggiungere le:
a(@V)+ (o) +34(29)=0
(@ 9)(BY)— (@) (B )= (ab)(9¥)

facilmente dimostrabili.
Applichiamo ora queste formole al caso considerato in questa Nota. Sieno
dapprima a=u, ¢ =v, ¥=7, le relazioni (11) (10) danno:
S =1[2uvp—u'r—2.4%]
Sp=3[2Buv+upr—24v7]

(12)

essendo (v7)*=0. In secondo luogo supponendo a=v, ¢ =7, Y=u le rela-
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zioni suindicate danno:
o'=—14[200' +7]

So=1[2Bv*+ur*—vp7],
da ultimo ponendo a=7, p=wu, ¥=v si ottengono le:

p?=2Bur — A7’ — Cu?

po=3[2Bvr —p7®—2Cuv]
la prima delle quali per la equazione (8) da:
pP=sv—1ipiz.
La prima delle relazioni (12) in ciascuna delle tre ipotesi superiori da la:
4o —pv+S7=0

la quale completa il numero delle relazioni che volevamo trovare fra le forme
simultanee di una quadratica e di una cubica (*).

(*) Fra la notazione di CieescH e quella adottata nella presente] Nota e nelle seguenti
esiste qualche differenza e cioé:

nella Memoria . . . . Aduw, Aur Aor Aupy Arppy M
nelle Note ... ... 24 2B 2C 2E 2G 2K —w.
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NOTA 2%

Se con z,:2,:, si indicano i rapporti fra le coordinate di una curva piana,
la equazione: ’
— 3 —
F(r,, 25, x,) =23—3uz;+2v=0

nella quale #, v sono due forme del secondo e del terzo grado in z,, x
rappresenta una cubica generale.
La retta:

27

ry=E& 1z, +Ex,=E
sega in generale la cubica in tre punti; se questi costituiscono un punto di
flesso della curva, dovrad essere:
F(z,y g, §,@, + &) =(1,2, +n,2,)* =»°
dovra ciod sussistere identicamente la equazione:
£ —3uE+2v=n"

e quindi il problema del § 2, pag. 95 della Memoria, equivale a quello che
ha per iscopo la ricerca dei punti di flesso di una curva del terzo ordine.
Indichiamo con f(z,, ,) una forma binaria dell’ordine #, con ¢ una forma
binaria dell’ordine m, e sia:
J=9
per cui n=mr. Ponendo h=}(ff)® si ottiene facilmente:

s m—1

L — 10T g2r-) 2
h=55—5 9" (99)
eccetto il caso in cui ¢ lineare nel quale 2=0. Se ¢ & una funzione qua-
dratica sard (p$)® costante rispetto alle z,, #, e quindi pel risultante valore
di & si avrd il covariante (f/%)=0. Si hanno cosi i due teoremi:

1.° Se una forma binaria dell'ordine # & eguale alla potenza ennesima
di una funzione lineare, i due covarianti della forma stessa:

k=L(fF)?  (h)

sono identicamente nulli.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 Clebsch: Sulla teoria delle forme binarie del sesto ordine

*

2.° Se una forma binaria -dell’ordine # pari & eguale alla potenza g di

una forma quadratiea, il covariante (%) della medesima & identicamente nullo.

Sia:
S, z)=(a, 0, b, c... 3) ¥, B a)(’,:, 1) 4y

nella quale £=§ z,+£,2,; e le a, b, c... 0, ¥, B, a sono degli ordini 0, 2,
3... (n—3), m—2), (n—1), n rispetto alle z,, z,.
Ponendo:

A=y, 11y-ee Yiyy Byyy @) (E, 1)*2
B=(b,3, €137+ Y555 Byay ts)(E, 1)**
C=(byyy Cogy-+- Vggy Baggy %a0)(€, 1)*?
G=(a, 0, b, ¢,... 8, y)(, 1)**

D=(n—2b, e+ 0=DO=8 gty oy (127,54,

E=(n—2)bt® +(n—_212(£——3)c,2”“+ vt (n—2)7,E+ B,

nelle quali bl=%g—£, cl=%§§-.-, si ottiene facilmente:
1 1

h=G[A%-2BEL, + CE+ AC-B*+ 2[ E(AE,~ BE)--D(BE, - CE)]-(Et,-D5,)".

Se il covariante & & identicamente nullo, sard pure eguale a zero il valore

di % che si ottiene ponendo £,, —£, in luogo delle z,, z,; e'siccome in questa
ipotesi diventano:

A=ay,, B=oa,, C=ay,, G=y, D=8, E=4,
la identitd =0 dard luogo alla equazione:
ay —B+L(aa) + 8(aB)=0.

Nello stesso modo e nelle stesse ipotesi trovasi per la identitd (f2)=0 la
equazione :

a*d—3afy +26°+3a(ay)+Sa(ap) — 6 8(ab)—6080+2(ad)=0

posto ¢ =1(aa).
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Queste due equazioni non sono evidentemente omogenee, ponendo come nella
Memoria %‘ ) % in luogo di &, &, si potranno sostituire ad esse le:
oA+ 2(af)A+ay—LB2=0 1 @®
2(x0)A* + 3[a(af)*~2B 0]+ 3[a(ay)-26(al)]A+atd-3aly+26°=0.
Pel caso di n=3 ponendo a=d=1, a=2v, B=—u, y=0 e quindi pex
le denominazioni della Nota 1*:
0=27, (af)=23, (a0)=40, (af)’=—2p, (ay)=0
la equazione (1) diventa la:
S, 2)=E—3uk+4+2v

2T+ 434 —u*=0
40A° 4+ 6(zu—po)A 4+ 6udd + 20° —u* =Y
“ossia le equazioni (12) pag. 100 della Memoria.
La eliminazione di A4 dalle due equazioni (3) e quindi la richiesta equazione
del nono grado, si ottiene facilmente col seguente processo.

Sieno ¢, ¥ due funzioni omogenee delle variabili «, 4 di secondo e di terzo
ordine, e si indickino con D, A i loro hessiani:

D=(99)}, A=)
Si determinino le forme simultanee:
P=(pV), Q@=(%2), E=(P)

la equazione risultante dalla eliminazione del rapporto z, y dalle equazioni
=0, =0 & la (*):

e le (2) danno:

R—2DQ=0.

Applicando questo risultato alle equazioni (3) si hanno facilmente, col mezzo
delle relazioni trovate nella Nota 17, le seguenti:

D=—A4@w't+ 23)=8v(dv—up)
Q:8v2(2Auvp—4Bv2—p,§";ﬁ)
R=32v*[u(z*+24uz* + 2Bu'v + 4 ABw — Eu®)—4uvp’r +
+4Aprv+ 8 A uv*p — 1240 vp® + 24P p?®].

(*) TReorie der bindren algebraischen formen von A. CLesscm, § 27.
Annali di Matematica, tomo VIL 17
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&

Ora essendo:
2DQ =128v*[2A4uv*p—3Au’vp® +u'p® + 4 Buv’p — 4 A Bv']
la equazione B—2D@Q =#0 & divisibile per 32v® e si ottiene la equazione del
nono grado:
v[z®+ 24ur*+ 2Butr+ (4 AB—E)u’] + 1u’p® — 4up’ve +
+4pv*(A7r—4Bu) + 16 ABv*=0 (¥).
Se la cubica fosse dotata di un punto doppio sarebberoes =3=0 e le due equa-
zioni in A diverrebbero le:
‘ 27AT+ 434 —u’=0
402 +6(ur—vp) AP+ 6udA —u®=0.
In questo caso essendo:
D=8v(Adv—up), Q=8uv?p(2Av—up)
R=32uv’[84%*v’p—124uvp® +4 A Bu*v— Eu'v+ $u’p’]
sl avrd per la equazione R—2D@Q =0 la equazione del terzo grado:
244AB—E)v+p*=0.
3.° I risultati ottenuti nel precedente paragrafo si ponno anche porre sotto
una forma pilt generale la quale trova riscontro in altre ricerche geometri-
che. E noto che per ottenere la equazione della curva reciproca ad una data

F(z,, ©,, ) =0 non si ha che ad eliminare una delle indeterminate, per
esempio z,, dalla equazione F'=0 e dalla:

Eie,+ 62,4 82, =0
ed eguagliare quindi a zero il discriminante della forma in z,, z, che si ottiene

da quella eliminazione.

Ora se supponiamo dapprima essere F'(z,, z,, ,) del terzo ordine e quindi
pure del terzo ordine la forma binaria f(x,, ,) che risulta dalla eliminazione
di z,, si ha, come & noto, che il complesso dei covarianti e degli invarianti
indipendenti relativi alla medesima si compone delle forme:

S h=x(fNy  0=0Uh, D=i@Gh)

(*) L’equazione (18) dell’Autore contiene due errori di calcolazione che sono coxretti
nella superiore.
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A2l

fra le quali ha luogo la relazione identica:
0*+ 1*+ Df*=0.

Indichiamo con P, @ i valori che assumono le forme 7%, 0, allorquando pon-
gansi in esse in luogo delle z,, =, le &, —&,; se, come nel § 1.° si ha:

F(z, v, v)=2}—3uxs+ 2v
la equazione superiore si trasformerd nella:
Q>+ P>+ 4Dv*=0

ed 1 valori delle P, @, saranno evidentemente i primi membri delle equazioni
(3) nei quali siasi posto —&, in luogo di A.
Si avranno ciod le:

P=2v5—43F,—u®
Q=—4a)£§+.6(1u—pv)5§;—6u§£s+2u2——u”
pei quali valori si ottiene:
D=4C&—12rE+3(8A7—4Bu—3p")&i—2(8 A8 —qu—20)E—
—3(Aut+ 27u—2pv) B2+ 6uSE, + u' —0°

La eliminazione della &, dalle equazioni P=0, @ =0 dard quindi la equa-
zione del nono grado in £, £, corrispondente ai punti di flesso e la D=0 &
la equazione della curva reciproca alla data.

Le nove tangenti di flesso della cubica F'=0 sono quindi tangenti alla curva
P=0 della quarta classe ed alla @=0 della classe sesta.
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NOTA 3.

1. La teorica 8elle forme simulfanee di una fornra binaria pud avere una

opportuna applicazione nelle ricerche sulle forme ad un maggior numero di
indeterminate.

Considerando la forma ternaria cubica:
—_ 3 €
F(zx, x5, ) =23 —3ux;~+20

& evidente che i covarianti di essa potranno esprimersi per polinomj in z, di
cui i coefficienti saranno forme simultanee delle forme binarie #, v. Indicando
con H D'hessiano di F' trovasi infatti essere:

H=Ax}—2px;(Au+27)2, + 2(4dv—pu)

ed indicando con € il contravariante che corrisponde alla curva di Caviey
si ha:

C=2B8—qB+ (du—1)E+

nella quale intendesi posto nelle ¢, 4, 7, S le &,, —§&, in luogo di z,, z,. Ora
operando col contravarjante C sulle forme F, H si ottengono le:

C(F)=—12(A°—4B), C(H)=4(4*+104B—20—4E)

espressioni le quali non differiscono che di un coefficiente numerico dagli in-
varianti s, ¢ della forma F, essendo:

s=4(A*—4B) t=—8(4A’+104B—2C—4E). 1
2.° 11 valore di H trovato sopra potendo porsi sotto la forma:
H=AF —2[px;—RAu + 7)x, + pu]

la eliminazione della x; dalle equazioni /=0, H =0 si potra ottenere elimi-
nando la z, dalla F'=0 e dalla:

pri—QAu+7)r, +pu=0

vale a dire eliminando la x, da una quadratica e da una cubica. Applicando
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il metodo indicato nella Nota precedente, s1 avranno in questo caso lew
D=1i[4p’u—(QAu +7)]
Q=2[v2Au +7)—2pu’]
=4o[2pv——u(2Au +o)]*
quindi la equazione risultante:
R—2D@Q=0
condurrd alla equazione del nono grado nelle z,, z, seguente:
 20Q@Aut)-3put @ Autg) - 12p uv@Au+e) +16p* + 4p*0?=0  (2)
che corrisponde alla (18) dell’Autore.
3.° B noto che I'Hessiano della forma:
AF+6uH (3)
nella quale A, u sono due indeferminate, & eguale a:

AF+u H
posto:
A =182+ At + 15t o, =27 —3sAul—2tu’

le s, ¢ essendo gli invarianti della forma F.
E noto altresi che per ciascuno dei valori del rapporto A:u i quali soddi-
sfano alla equazione:

A, —BuA, =0 (4)

la equazione (3) rappresenta tre rette, ciascuna delle quali passa per tre punti
di flesso della cubica F'=0.

Ora la equazione (4) pei valori superiori di A,, #, & eguale alla:
A*—BsATu? —8fAp—3s'ut=0
o ponendo in questa %: 2 o, eguale alla:
o' —2so®—to—s*=0. {5)
Sostituendo in quest’ultima per s, ¢ i loro valori (1) si otterrd quindi la:
0*—6(A4’—4B)o*+8(4°*#10AB—2C—4E)6—3(4"—4B)*=0 (6)

la quale coincide colla equazione (30) di Cressch.
Dalla equazione (6) deducesi facilmente la equazione che di il prodotto delle
dodici rette corrispondenti ai quattro valori del rapporto A:u. Ponendo infatti
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nella AF+ 6 H=0, 2¢ in luogo di A:u si ottiene la:
cF+3H=0 (7)

il primo membro della quale rappresenta il prodoito di tre rette per ogni valore
di o che soddisfa la (5) o la (6). Eliminando quindi la ¢ dalle equazioni (6)

(7) si avrd la equazione richiesta, ossia la:

2TH*~18(4*-4B)H*F*~8(A4*+104 B~ 20—4E’)HF{— (4’-4B)'F*=0
come aveva gih dimostrato in una breve Nota pubblicata nel Giornale di Creiiz
fel 1856, vol. 53.
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NOTA 4.

1.° Dalle espressioni di F' e di H della Nota precedente si ottiene las.
6F + 3SH=ka—6par}+3(4Au+27—kuym+2(kv—3pu) (1)

posto k=0+ 3 4. B noto che la espressione 0 F'+-3H si decompone in tre
fattori lineari per ogni valore di ¢ che soddisfa la equazione (4) della Nota 3%;
cioe la:

ot —350°—t0—Ls'=0 €)
percid la equazione che si ottiene eguagliando a zero I'ultimo termine della
(1), ossia la:

8pu=(o-+34)v 3)

che coincide colla (52) dell’Autore, di per ciascun valore di ¢ tre sistemi con-
jugati. ‘

Riservandoci di ritornare sulla equazione (3) nella Nota 5%, vogliamo ora
mostrare come si effettui la decomposizione della ¢ F'+ 3 H in tre fattori lineari,
e come per mezzo di essa si ottengano le formole generali per la tras-
formazione di una forma cubica ternaria nella sua forma cano-
nica.

2.° Indicando la espfessione (1) colla:

(4,, 4,, Ag, Ag)(x,, 1)°
si ottengono facilmente le:
Co=A,4,— A=—Fu+2QAu+7)k—4p°
C,=3(4,4,— A A)=Fk v—4kpu+2p2 Au-+7) 4)
C,=AA,—A2=—F w*+4(24u* +7u—pv)k +12p"u—4(2 4u + )’
per le quali:
P=A4,0,—A,C,=kv—6k"pu+6kp@2Au+7)—8p° 6))
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D=C,C;— Ci=Fk'(u* —v*) — 6L u(2Au’ + ur—2pv) +
+ 128 [u(2Au+2) —pv(2Au+7)-w2p u | — (6)
—8k[RAu+)’—3p u(RAu+7)—2p%v]+ 12p" [(2Au+ 7)*— 4 p*u].,
Questa espressione D del sesto ordine in z,, 2, pud trasformarsi per modo: che
risulti eguale al quadrato di una forma binaria del tef¥o ordine. A questo
scopo faremo precedere alcune considerazioni sulla equazione del quarto grado
in § di cui faremo uso in luogo della biquadratica (2) imo.
3.° Ponendo nella equazione (6) della Nota precedente £—3A4 in luogo
dr o, si ottiene la:
B —3ak’+ 68 — 4y k+ 3(ay —BF)=0 (7)
posto :
a=44;, [B=42A4A*+B), y=4(4A4*+44B+C+2E) (8)
per la quali
ay —3=16(G@+24E).

Questa equazione in £ ha due proprietd che vogliamo notare. Essa pud porsi
sotto la forma:

B =)’ —a)— % —£) =0 )
che ci sard utile in Seguito; inoltre ponendo:

_ 1 I § __ B - %
h—%a - ';d-—m: 36—-0(.{_?52, 40_0!'{—'{52
si ha:
1
B(ay—Pp%)
e quindi dalla superiore si ottiene la equazione seguente della stessa forma:

k*—3ah*+6bh*—4ch+3(ac—b*)=0

3(ac—0b)=

affatto analogamente a quanto verificasi per la equazione del moltiplicatore
nella trasforntazione del quintp ordine delle funzioni ellittiche.

4.° Ritornando ora al valore superiore di D), noteremo dapprima come
indicando con &=(uv), ®=(v7) i due covarianti simultanei del terzo ordine
delle forme #, v (vedi Nota 1%), e ponendo:

W=0—243—qu (10)
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si ha il seguente gruppo di relazioni, le quali si ponno facilmente dimostrare
per mezzo delle formole contenute nella Nota 1*. Esse sono:

u[u@Au+7)—2pr 5 ia(w’ —v)—29*

uRAu+2) —pvQRAu+7)—2p*u =10’ —v*) + 23w

QAu+ ) —3puRAu+7)—2p'v=1y @ —v*)—2w?

P2 Au+ ) —p*u]l =1 (ay — 67’ —v') — (ew® + 2BwS + yS)

nelle quali le @, 8, ¥ hanno i valori (8); e la espressione D si trasforma per
le medesime, avuto riguardo alla equazione (7), nella seguente:

D=12[F*S* 2K’ Sw + +kw® — (aw® + 28w +y %))

(11)

ossia:
D=3k —a)w*+2(k' — L)wd + (B —y)S*

la quale appunto per la equazione (9) dimostra essere D il quadrato di una
forma del terzo ordine. Da essa si ottiene la:

V=D = 3n[(tk-—a)w + (k*— 8)3] (12)

posto:
ne— 2 — 1
V3a—4k \—o

13)

5. Rammentando ora come le C;, P, D sono formate colle 4,, 4, 4,
A, si verifica tosto la identitd della equazione:
Ci+ P+ A4:D=0
la quale posto:

l={P+k\—D; m=yP—k\—D . (14)
osservando essere 4,=£F, conduce alle:
Im=—C,, P+m’=2P, P—m®*=2k\—D (15)

essendo 7, m, funzioni lineari delle z,, =,.
Ma la espressione (1) di aF +3H pei valori (4) (6) di C, e di P pud
seriversi:

0F + 3 He= [(kr, — 27)° — 3(bt,— 2p) I + I + m’]
od infine:
oF+3H=7X,X,X,
Annali di Matematica, tomo VIL. 18
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posto:
X =kx,—2p+1l+m
X,=kx,—2p+e’l +em (16)
Xy=ka,—2p +el+em
essendo ¢ una radice cubica immaginaria dell’unitd. Passiamo ora alla ricerca
dei valori delle funzioni lineari 7, m. :
6.° Se nella espressione (4) di C, poniamo in luogo di # e di = i loro
valori in funzione dei covarianti simultanei lineari p, q trovati nella Nota 1%

si ottiene la:
2E*Cy=0,p" + 20, pq +0a,q*
essendo:

a,=—AEk +2QA’E+2BE—AGk—8E g an

a,=2Kk, a,=—Ek+2(G+2AE)k.

Analogamente esprimendo il valore (5) di P coi covarianti lineari p, ¢ si
glunge alla:

4E9P=(ﬁo7 !61’ 627 183)(1’7 Q)s

nella quale:

B,=QRE*+ A’G-ABE)K’-12AE°*+12EQQA’E+2BE-AGk-32E°
B,=—(4k*-8E)Kk, B,=[(BE-A@k*-4E*k+4E(G+2AE)k, B,=KFk
e ripetendo la stessa operazione ber la espressione (12) di \—D si avra:

4E3V:D=(707 Y1 Ve 73)(?7 Q)s

o

posto:
vo=nK[3A'E? —4Q2A’+AB+2E)k+24AE]

v,=n[QE‘+3A'G—3ABE)E® +
+4(B*E—GE—ABG—2A4*G+2A*BE—2AE)Ek+
+8A'E'—8BE*+12AGE] (19)
yo=nKE[—3A4k + 84+ 48], :
yvs=n[3(BE—AG)k*+ 4(BG—CE+2A’G—2ABE—2E")k+
+12E(G+ 24 E)].
Le equazioni (15) daranno quindi le:
2E Im=—(ay, @,y a,)(p, Q) ; 2E°(P+m’)=(8,, 6y, Bs, Bs)(p, 9 (20)
2EN(P—m*)=k(ve 715 70 V(D) O
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Incominciamo dapprima dal dimostrare essere le /, # funzioni lineari dei
covarianti p, q. Le equazioni (17) (18) (19) danno infatti, avato riguardo alla
equazione del quarto grado in %, le relazioni seguenti:

aotas_2axﬂ1+azﬁo=0 ao‘72_2“17’1+a270=0
@By —2a,B8,+a,8,=0 ayyg—2a,y;+a,y, =0

le quali dinotano essere identicamente nullo il covariante simultaneo lineare
che ottiensi dalle forme quadratica e cubiche che costituiscono i secondi membri
delle equazioni (20) operando su di esse come si ottenne il covariante p dalle
u, v; proprietd, come & noto, necessaria per la sussistenza delle equazioni (20).
Si hanno inoltre le:

Bi—B,8;=2a,9, BBy —B,B;=4a,&, B —B,B;=2a,0"
E(ryys=90=20,0% B (roys-7,7:)=40,8  k (r,7,~7)=2a,%

posto 8* =al—a,a,, le quali corrispondono ad una seconda proprieth pure
necessaria e relativa al covariante quadratico analogo al covariante 7. Se
infine osservasi sussistere le:

Bors—28,y,+8,7,=0
Bors— By 7+ Bay)) +847,=0
Biys—2B,y,+ By, =0
si deducono da queste e dalle superiori le:
(Bat by ) (B, ky)— (8, % iy, =0
BoEky)(By L by)—(B, £ ky ) By ky;)=0 "
@, EEy,)(Bs L kyy)— (B, Ehy,)' =0
le quali dimostrano che le forme cubiche in p, g;

Bo Biy By B) () O*LE(yys 719 725 V(B 9

sono ciascuna eguali al cubo di una funzione lineare delle stesse P, ¢-
Le !, m sono adunque funzioni lineari delle p, ¢ e potremo porre:

(21)

El:a1p+azq1 Em:bl.p'l'sz' (22)
7.° Per questi valori di , m la prima delle equazioni (20) da:
20,b,=—a,, a,by+ a,b,=—a,, 2a,6,=—a, (23)
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dalle quali ponendo d=a,b,—a,b, si ha:
F=al—a,a,. (24)
Cosi dalle altre due equazioni (20) si ottengono le:
d+bi=1B, ala,+blb,=16, o0+ b, b=18,  al+b}=10,
@-Bi=thy, ala,-Bb,=thy,  od-bl=iky, a-U=iky,
Le (23) (24) danno evidentemente le:

a =a‘_3a b=

(25)

a‘+sbg

% %y

e le a,, b, sono per le ultime (25) eguali a {(G,=ky,).
Le formole di trasformazione saranno quindi per le (16):

1
EX1=EI€$5+-&—2[C€I((1'2 +bz) —3(“2 _be) —2Ea2]p+(az "'be)g
EX,=Ekz,+ + [a,(¢%a, + ¢b,)— 8('a,—eb,) — 2 Ea,]p+ (e, + e b,)q) (26)
2

E){szlwmpui_2 [, (eay + €2b,)— S(ea, — ¢*b,) — 2 Ea,] p-+ (ea,+ ¢*b,)q
ed il modulo della sostituzione che indicheremo con A avrd il valore

A=—6 Iﬁg \—3, @n
Da queste ponendo:
X, +eX,+eX,=X, X +eX,+eX,=Y, X +X,+X,=Z
si otterranno per la sostituzione reciproca i valori seguenti:
30kx,=0Z—2FE(@,X—b,Y), 30p=E(},Y—a,X),

) E X 28
3aq=a_2[ax(“2X_sz)—a(an+bQY)] )

per mezzo delle quali si pud operare la trasformazione della forma cubiea
ternaria:

F(x, 25, 2,)=23—3ux;+2v

nella sua forma canonica, supponendo espresse le %, v in funzione dei cova-
rianti lineari simultanei p, q.
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Perd la forma di questa trasformata essendo, come & noto, la:
e, X3+, X} 4, Xi+6cX, X, X,
si potranno pid facilmente determinare i valori delle ¢, ¢,, ¢4, ¢ facendo uso

delle (26) o meglio delle (16). Sostituendo infatti in quest’ultima per X,, X,
X, i valori (16) si ottiene per la medesima la espressione:

v+ 6c)(kx,—2p)* + 3L+ pum)(kxy,—2p)* + %9
+ 3l +am*—2vC,+ 6¢C)(kx,—2p) + 2P (v + 6¢)— 3C (Al 4 um) (29)

essendosi posto 2P, — C; in luogo di I*+ «? e di Im; ed avendo indicato
con A, u, v, le:

A=c,+e'c,+ec,, u=c,+ec,+e’cy, v=e¢,+c,+c,. (30)

Il coefficiente di «} nella formola superiore risultando eguale a (v 6¢)%’
dovrad la medesima essere identica alla:

(v+6)° F(x,, x,, x,).

Pereid il coefficiente di 2} dovendo essere nullo si avra:
A4+ um=2p(v+6¢)
e quindi pei valori (22) delle 7, m:
Aa, +ub, =2E(v+ 6¢); Aa,+pb,=0
da cui:
IA=2Eb,(v+ 6¢); du=—2Ea,(v+ 6¢). (31)

Da queste deducesi la:

d(ul +2m)=2E( + 6¢)(b,m* —a,l®)
ossia:

d(ul’+ Amt) 2%(11 +60)[(3,0—a,ad)p® +2(b,bi—a,a)pq + (B3 —ad)q']

la quale per le relazioni (25) da la seguente:

v+ 6ec

5(ul’+1m“):— E k(71p2+272pq4‘73q2)' (32)

Cid posto confrontando i coefficienti di x, si ottiene: -

4 W+ 60) + o5 (v 600, P" + 27, pg + 740 ) + 20 —36) Gy =k (v + 6c)u
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nella quale esprimendo le C,, u, in funzione di p, ¢, si dedurranno dal con-
fronto dei coefficienti di p*, pq, ¢° le relazioni seguenti:

(v+60)E(8E+27§-7,——Ak“)+2(u—-3c)m0:0
E(v+60)7§y2+(v—3c)a1:0 E(v+6c)( —73—70") +2(v—38c)a;=0
dalle quali si hanno le due condizioni:

XY o—0 Y ’—'(SE_AI‘;)]G 17 axya—ase?'s:%kdax (33)

ed 1l valore:

da, —2 Ekvy,
v= 3ckaQ (34‘)
Ora per le (17) (19) si ottiene:
@,y — A,y =2 EKk[—3ak® + 108k*—8 5k + 6 (xy — 52
178 VS
ossia per la equazione (7) in k:
&,y — gy, =—3 EKE (K — jak+6)
La seconda condizione (33) dard quindi:
3=_’§’Ek(k —3ak+P) (35)

che verificasi colla
2 __ 42
F=al—a,a,

come alla (24). La prima delle (33) conduce allo stesso valore di J, e per esso
si hanno anche facilmente, rammentando il valore (13) di »:

ba,+ Eky,=EKY,  3a,—2Eky,=—nEKI(# —3ak-+36)

le quali sostituite nella (34) danno:

F2—3ak4 38

v=3c—_k—(k——-—W

(36)
e quindi si avranno per le (31):

cn
2=867gb, u=—36%;0,
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Richiamando ora le (30) si ottengono pei valori di ¢,, ¢,, ¢; le seguenti espres-
sioni:

cl=§c_?; [12(6, —a,) —nk(#—3ak+30)]
¢, =3 [12(eb,— ¢a) —nk(k*—3ak+36)] 37)

¢y="5 [12(c"b, —ea,) —nk(k* —3ak + 36)]

e non rimane a trovarsi che il valore di ¢. Percid supponendo:
F(@, %5 2)=¢, X{+ ¢, X3+ ¢, Xi+6cX X, X,
dovrd per la (29) essere:

(v+6c)k*=1
e da questa pel valore (36) di »:
h—3a 1 ¢

=55 a—n (39

c=g3

Questa espressione di ¢ rammentando le equazioni (35) e (27) da le altre due:

__E Vs
C=T8knS —ay3 (39)
ed osservando ioltre che dalle (37) si ottiene dopo alcune riduzioni la:
o2 —1g
€,63Cg=0"—3*
si avrd anche:
3 o2 A
c= =55\ C,C,Cq
ma dimostrasi facilmente essere:
2 62
(*—18)=( “33)62_§s
percio:
¢?—! 8 g——
¢ =3/t‘~’—‘s3 Ve, CyCs-
Ponendo infine:
X, vcx =Y X, ?‘703 =Ya X, %s:ys (40)
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si avrd che la forma cubica ternaria F'(z,, «;, x,) riducesi alla forma canonica:

Yi+ 4+ 9:+699.9.9,
nella quale:

__e?—is
A (41)

8.° Riassumendo le cose esposte in questa Nota possiamo enunciare il

seguente risultato.
La forma cubica ternaria generale:

F=m§—3ums+ 2v

mediante la sostituzione lineare (26) o la sua reciproca (28), e la
sostituzione (40) si trasforma nella:

Y g3+ g+ 69y, vy,

essendo i valori dei coefficienti ¢, ¢;, €5, g dati dalle formole (37),
(41), e quelli delle a,, b, dalle ultime (25).
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NOTA 5™

La risoluzione della equazione:
kv—3pu=0
si ottiene tosto pei risultati ottenuti nella Nota precedente osservando che per

le relazioni (16) della medesima i fattori lineari del primo membro di quella
equazione sono:

—2p+l+m, —2p+eliem, —2p+el+em.

Un risultato pitt importante possiamo ricavare dalle (16) o meglio dalle (26)
ed & la determinazione delle coordinate dei punti di flesso di una cubica, od
infine la risoluzione della equazione del nono grado [(2) della Nota 37

2v(2Au+a)’-3pu’QAut1) -12p°uv(2Au +7)+16 p*u’+4p°v*=0. (1)
E noto infatti che i nove punti di flesso della cubica:
e X3+ e, Xi+ ¢, X3+ 6cX X, X,
sono determinati dalla intersezione delle rette:
X,=0 colle 2, X,+ 7, X;=0, eh,X,+eh,X;=0, eh,X,+¢hX,=0
X;=0 » hX,+0X,=0, EhX +eh X, =0, eh,X,+e¢hX =0
X=0 » X +hX,=0, ehX +eh,X,=0, eh,X,+ehX,=0
nelle quali:
he=Vc, h,=Ve,  h=Vc,
Ora ponendo per brevita:
U=a,—b,, V =e*a,—eb,, W =eq,—e%,
U=a,+b, V,=¢a; + ¢b,, W,=ea, + €'b,

si_hanno pei rapporti delle p, ¢ che soddisfano alle equazioni superiori 1 valori
seguenti:

pp’ :a’i( th— kaV) PP(,) =a,( by U~ kIW) P.p; :(x2( klv‘ th))
pp" =a,(*h,W=-e b,V) pp] =a,(hU-e 0,W) op/ =a, (eh,V-e sz)S(Q)

pp"'=a,(e hR,W-ehV) pp)'=a,(e hyU-’h,W) pp'= a,(e b, V-e"h,U),
Annali di Matematica, tomo VII, 19
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Pq’ :8( hzﬂfo" ksVo)—:_;pp’ P‘JG :6( tho— knWo)':T;pP(,v
Pg: :5( hLVO— ngu)"Z_;PP:
pq' =@ h,W,~e b, VO)—— " pqd :B(e"’kan- e leo)—%pp;f
3

! (3)
pq. =¢(@h,V, ekU)——pp

pq""=8(e h,W,~e'h,V,) -ﬁpp 9, =% h,U,-e*h W)~ —910”’
0q" =8(e B, V,- €*h U)——pp"’

La risoluzione della equazione del nono grado (1) non dipende
quindi che dalla risoluzione della biquadratica in % od in o e dalle
estrazioni di radici cubiche necessarie per avere i valori di a,, b,,
hiy Byl

Per le ricerche che intendiamo esporre intorno a questa equazione dobbiamo
anzitutto determinare il valore di p. A cid osserviamo che dal gruppo di equa-
zioni (2) si ottengono le:

PP P =i, W —e V), PP ppp) =i (e, U — ¢, W),
o' p P = al(e, VP —c,U%)
e quindi per le (23) (25) e le (37) della Nota precedente:
pPpp'p" =1(e—e) L ol(dy,—nda)U, (4)
essendo ¢ =k*—3ak-+306. Ora per le formole (17) (18) (19) che danno 1
valori delle a,, @, ... ¥, 7,... nella Nota precedente, si ottiene:
dy,—noo,=—2n(G+ 2AEVk(E*—2ak + 6)

o rammentando il valore (35) di &

G+24F 4
E

quindi sostituendo mella (4) superiore si avra:

G +24FE cnd s77

4ys—n¢a2:4

PP =6(—e) —5—— —7-xl,
ma pel valore di ¢ (39) della Nota 4* si ha:
6ond 1
E 3k
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percid il prodotto superiore sard eguale a:

Py =2 3“ ;:z (G+24E)U,.

Affatto analogamente si otterranno i valori degli altri due prodotti mutando
in quest'ultimo U, in V,, W,. Indicando quindi con IIp il prodotto di tutte

le nove p, p”... si avrd:
— e2)3
prip=1 2 G+ 24EyEp,

ossia pel valore (18) di B,:

pTip=3 =)

()

Ora indicando con @ il primo membro della equazione (1) del nono grado,
vedesi tosto per le relazioni (2) (4) stabilite nella Nota 1% che introducendo
nella medesima in luogo delle v, %, = i loro valori in p, ¢ si ha pel coeffi-
ciente di ¢° la espressione

K(G+24E)3
16 E°
quindi essendo:

Q=TI(pg' —qp)

si avra:
. K(G+2A4EYy
Up=——"15z
e la (5) superiore dara:
3 2 E3d
p = —_—
V—3 %

da cui il valore di p.
Cid posto indichiamo con I la espressione:

L=(pq —ap)09" — 9" )pq" —qp")
e con L,, L, le analoghe per cui LL, L, = Q. Sostituendo nelle medesime 1
valori (2) (8) si trovano dapprima rappresentate sotto la forma seguente:

PaL =G4 [(axp +a, Q)V_(SVO})P — G [(%.p + a‘zq)W_BWop] 37

quindi con qualche maggiore lunghezza di calcolazione si ottiene pel valore

del secondo membro la
Eo?

STV 3[XU +YU+ Z]
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e percid rammentando il valore di p°:

1

I valori delle X, ¥, Z sono i seguenti :
X=4{(B,p*+28,pq + B:9)p—ECE[K+ (G+2A4E)q]}
Y=—E*Cypnkp, Z=12E*Cpa,

nei quali tutte le lettere hanno lo stesso significato che nella Nota precedente.

Le altre due espressioni saranno analogamente:

L,= [XV,+YV+Z], L= [XW, + YW + Z]

1 1 _
4E%k%a, 4E%* P,
e quindi la equazione (1) del nono grado si potrd porre sotto la forma:

1 1

+2a, Z(X'— V) + Z°]=0.

LL,L,= B(X'+3Y) X+ thy (Y +3X) Y +

Dalle espressioni (2) (3) si ponno facilmente dedurre le proprietd gid note pei
lavori di Hesse e di altri geometri, e relative alle radici della equazione del
nono grado che da i punti di inflessione di una curva piana del terzo ordine.
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Sulla superficie del quinto ordine
dotata d’una curva doppia
del quinto ordine.

(Memoria presentata per la lawrea oll’ Universitda di Roma da Ertore CAporALL)

Ci proponiamo in questo lavoro di iniziare lo studio d’una superficie alge-
brica del quinto ordine dotata d’una curva doppia ancora del quinto ordine;
essa & rappresentabile sopra un piano, e gode di interessantissime proprieta.
La prima menzione precisa della superficie si trova in una nota posta alla
fine della Memoria di Cuessca: Ueber den Zusammenhang einer Klasse von
Flichen-Abbildungen mit der Zweitheilung der Abel’schen Functionen (*). Vi
si fa cenno delle sue rette e della sua rappresentazione sopra un piano. Il
prof. Crenoxa, mnella sua Memoria Ueber die Abbildung algebraischer Fli-
chen (**), accenna ancora alla rappresentazione della superficie ed alle coniche
esistenti su di essa. Infine il sig. SturM enuncia le principali sue proprietd nella
Memoria Ueber die Flichen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Ge-
raden, vorzugsweise die der vierten und finften Ordnung (***). Noi abbiamo
in animo di presentare ed estendere questi risultati, cercando specialmente di
porre in evidenza I'utilith della rappresentazione piana, dalla quale, per altre
superficie, si & gid tratto tanto profitto.

§ 1.

Formazione di un sistema lineare di superficie del quinto ordine.

1. Sia data in uno spazio S una curva gobba razionale del quarto ordine
(2* specie) Q; I'assoggettare una superficie generale del terzo ordine a con-
tenere questa curva, equivale a tredici condizioni lineari: vale a dire, le su-

(*) Mathematische Annalen, vol. III.
(**) Mathematische Annalen, vol. IV.
(***) Mathematische Annalen, vol. IV.
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perficie del terzo ordine passanti per tale quartica, sono In numero sei volte
infinito. Se quindi si considerano tutte quelle che hanno in un certo punto O
un piano tangente 7' comune, si ha un sistema lineare (triplicemente infinito)
di superficie cubiche ®. Due qualunque di queste superficie hanno in comune,
oltre la quartica ¢, una curva del quinto ordine (che chiameremo R), la quale
passa per O con due rami toccati dal piano 7. Questa curva incontra la qua-
drica H determinata dalla quartica @, in punti tutti situati sulla stessa curva
Q: infatti, se vi fosse un punto comune ad B ed H, fuori di @, per esso pas-
serebbe una trisecante di @ che sarebbe contenuta per intero sulle superficie
cubiche passanti per le curve @ ed R. Dunque:

Le intersezioni variabili B delle superficie del sistema ® sono
curve del 5° ordine con un punto doppio in O (le tangenti essendo
nel piano 7T') e seganti 10 volte la curva Q.

Consideriamo tre superficie del sistema: la quintica ulteriore intersezione di
due di esse incontra la terza in 15 punti, dei quali 4 coincidono in O e 10
sono sulla curva Q. Ne segue che:

Tre qualunque delle superficie ® s’incontrano in un solo punto
non comune a tutto il sistema. Ossia: Le superficie ® formano un
sistema omaloidico; vale a dire, possono farsi corrispondere punto
per punto ai piani d’uno spazio 2.

Viene ad essere cosl stabilita una corrispondenza razionale (univoca) fra i
punti dei due spazi S e Z. Noi la esamineremo, seguendo le nozioni generali
sull’ argomento, gia stabilite da altri (¥). Frattanto & evidente che:

Alle rette dello spazio X corrispondono le curve R.

2. Cerchiamo la Jacobiana del sistema delle superficie ®: essa & dell’ot-
tavo ordine e risulta dall’insieme delle superficie dello spazio S alle quali cor-
rispondono linee o punti nello spazio = (**). Per c¢id, consideriamo una delle
superficie &, e immaginiamo il piano corrispondente ¢ nello spazio X: tra le
27 rette della superficie ve ne sono due che incontrano la quartica ¢ tre volte,
e cinque che non hanno con essa alcun punto comune (***), Le due prime
rette non incontrano le superficie ® in punti variabili: quindi ad esse corri-
spondono due punti del piano ¢. Il luogo di tutte le rette analoghe & la qua-
drica H, che percid fa parte della Jacobiana delle superficie ®. 11 luogo dei

(*) Noermer, Math. Annalen, t. 2, 3. — CrEmoxna, Annali di Matem., s. 22, t. 5.
(**) Noeruer, CrEMONa, 1. c.
(***) CrenoNA, Mémoire sur les surfaces du troisiéme ordre: G. Crelle-Borchardt, t. 68.
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pY

punti corrispondenti ad esse & una curva C dello spazio X, fondamentale per
la trasformazione: essa & una conica (perché sopra ogni piano vi sono due de’
suoi punti) ed & contenuta semplicemente dalle superficie dello spazio = che
corrispondono ai piani dello spazio S, vale a dire dalle superficie del sistema
omaloidico, del quale andremo gradatamente determinando la mnatura (*).

Le cinque rette d’una superficie ® che non incontrano la curva @, deter-
minano col punto O cinque piani, i quali segnano sulla superficie medesima
cinque coniche che incontrano ¢ quattro volte e toccano in O il piano T
esse non incontrano in punti variabili le superficie del sistema, e per conse-
guenza hanno per corrispondenti (in un piano dello spazio X) cinque punti.
Tutte le coniche analoghe formano un sistema semplicemente infinito, il cui
luogo & una superficie K che fa parte della Jacobiana delle ®. A questa su-
perficie corrisponde nello spazio % una curva fondamentale E del 5° ordine
(perché sopra una delle ® vi sono cinque coniche generatrici di K): essa &
doppia per le superficie del sistema omaloidico (*¥).

3. Determiniamo la natura della superficie K. Se si considera una retta
passante per O e appoggiata alla quartica @, le coniche generatrici che la
incontrano passano necessariamente pel punto d’appoggio: vale a dire, il nu-
mero delle coniche generatrici che partono da un punto della curva @ & lo
stesso che il numero di quelle che incontrano una retta passante per 0. Cid
posto, le superficie cubiche che contengono la quartica @ ed hanno un punto
doppio in O formano una rete: una retta L passante per O ne determina una,
la quale & appunto il luogo delle coniche che incontrano quattro volte la @,
passano per O e incontrano la stessa retta L. Il piano T sega la superficie
secondo una cubica con un nodo in O; i punti di questa cubica sono le in-
tersezioni ulteriori col piano T' delle coniche sopraindicate: ma la cubica ha
due punti infinitamente vicini ad O; dunque la retta L & incontrata da due
coniche generatrici di K. La quartica @ & quindi doppia per la superficie K:
siccome una superficie @ incontra la K nella quartica e in cinque coniche
generatrici, K & del 6° ordine: ne segue inoltre che il punto O & per essa
quadruplo. Riassumendo,

La superficie K luogo delle coniche che incontrano quattro
volte la quartica @ e toccano nel punto O il piano T, & del 6° or-
dine; contiene la curva ¢ come doppia e il punto O come qua-
druplo.

(*) Noerner, CreMoNa, L c.
(**) Noerner, CrExoxna, L c,
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4. Le superficie H e K formano tutta la Jacobiana dello spazio S: quindi
nello spazio = non vi sono altri elementi fondamentali oltre le curve C ed E.
Le superficie corrispondenti ai piani dello spazio S sono del 5° ordine, perché
questi piani incontrano in cinque punti le curve R corrispondenti alle rette
dello spazio Z. Dunque:

Ai piani dello spazio S corrispondono superficie ¥ del 5° or-
dine, le quali hanno in comune una curva doppia del 5° ordine E
e una conica C.

Le curve dello spazio 2 corrispondenti alle rette dello spazio S sono del 3°
ordine, perche del 3° ordine sono le superficie ®. Il numero delle loro inter-
sezioni variabili con una curva fondamentale & eguale all’ordine della super-
ficie corrispondente a questa curva. Dunque:

Alle rette dello spazio S corrispondono nello spazio 2 le cu-
biche gobbe che incontrano sei volte la quintica E e due volte la
conica C: queste cubiche non sono soggette ad altre condizioni, perché for-
mano gia un sistema quadruplamente infinito.

5. Esaminiamo meglio la superficie K e quindi la curva corrispondente E.
Alcune coniche generatrici di K si spezzano in due rette e sono le seguenti:

1.° Il piano T sega la quartica fondamentale in quattro punti: si con-
sideri la retta che congiunge uno di questi punti al punto O; essa incontra
I'iperboloide H in un altro punto, pel quale si potrd condurre una generatrice
trisecante della curva Q. Questa retta e la prima formano insieme una delle
coniche generatrici della superficie K. Vi sono quattro coniche cosl degenerate:
ognuna di esse corrisponde evidentemente ad un punto di E situato anche su
C, perch® ai punti della conica C corrispondono le generatrici dell’iperboloide
H. Dunque:

Le curve fondamentali C ed E dello spazio = hanno quattro

punti comuni.

2.° Pel punto O passano tre corde D,, D,, D, della quartica Q: due
qualunque di queste rette rappresentano ancora una conica generatrice di K:
ciascuna delle tre corde appartenendo a due di tali coniche, & chiaro che le
tre rette corrispondono ad uno stesso punto singolare della curva E, che chia-
meremo U. Il punto U & triplo per la quintica E; e secondoche ad esso
si giunga per uno o per un altro dei tre rami della curva, gli si deve consi-
derare come corrispondente una od un’altra delle tre coppie di rette che si
ottengono combinando le D,, D,, D,. Queste ultime sono rette doppie per
la superficie K.
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6. Alle rette dello spazio ¥ passanti per il punto U, corrispondono (to-
gliendo dalle curve R le tre rette D,, D,, D, corrispondenti al punto U) le
coniche che passano per O e segano quattro volte la quartica @. Queste co-
niche incontrano in due punti variabili un piano qualunque dello spazio S: lo
stesso avviene quindi delle rette passanti per U rispetto alla superficie corri-
spondente a quel piano: vale a dire che U & triplo per quella superficie.
Dunque:

La curva del quinto ordine E che & doppia per le superficie ¥,
¢ dotata di un punto triplo U che & triplo anche per le superficie.

§ 2
Jacobiana del sistema ¥. — Proprietd della trasformazione.

7. La ricerca della Jacobiana delle superficie ¥ ci farh conoscere com-
pletamente la trasformazione di cui ¢i occupiamo.

Un punto di @ & semplice per le superficie ® e per la quadrica H, mentre
& doppio per la superficie K: dunque ai punti di ¢ corrispondono le rette che
incontrano due volte E ed una volta C (*). Il luogo di queste rette & una
superficie gobba che chiameremo J: essa & del 10° ordine, perché le curve
R (dello spazio S) incontrano 10 volte la curva @: ha la conica C tripla,
perché le generatrici della quadrica H trisecano @: possiede la quintica E
come quadrupla, perché le coniche generatrici della superficie K incontrano ¢
quattro volte: infine la superficie J ha un punto sestuplo in U, perché le co-
niche dello spazio S corrispondenti alle rette uscenti da U incontrano in quattro
punti variabili la quartica fondamentale.

8. Al punto fondamentale O dello spazio S deve corrispondere in % una
superficie del 2° ordine, inquantoché alle rette dello spazio = corrispondono le
curve B2 che passano con due rami per O. Infatti la quintica E & projettata
dal punto U da un cono quadrico, il quale non incontra le superficie ¥ in punti
variabili, ma soltanto nella quintica stessa. Questo cono adunque, che chiame-
remo I, corrisponde al punto O.

La superficie J e il cono I contato tre volte (**), formano insieme tutta la
Jacobiana del sistema lineare .

(*) CrEmona, 1 c.
(**) Cremona, L e,
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9. Siccome non & nostro scopo principale lo studio generale della trasfor-
mazione, ci limiteremo ad indicare i risultati che ei saranno utili in seguito.
Quando una retta si appoggia ad una curva fondamentale del proprio spazio,
la linea che corrisponde al punto d’appoggio si stacca dalla curva corrispon-
dente alla retta. Se ne deduce in particolare che:

Alle rette che si appoggiano alle curve K e C corrispondono le
coniche che incontrano tre volte la curva @ e toccano in O il
piano T.

Alle corde della quintica E corrispondono le corde della quar-
tica @. Alle tangenti di E corrispondono le corde di @ che toc-
cano la superficie R.

Abbiamo veduto (6) che alle rette (dello spazio Z) passanti pel punto U cor-
rispondono le coniche che passano per O e segano quattro volte Q: in parti-
colare, alle rette che projettano la conica C da U corrispondono le rette che
projettano da O la quartica Q.

10. Fra le coniche dello spazio S corrispondenti alle rette passanti per U,
sono a considerare quelle formate da una delle rette D,, D,, D, (5) (per esempio
D)) e da un’altra corda della quartica @ appoggiata alla stessa (D,): di queste
corde il numero & semplicemente infinito; e tutte corrispondono a rette dello
spazio Z, le quali oltre al passare per U, incontrano ogni superficie ¥ in un
solo punto variabile; vale a dire, corrispondono a rette che hanno in U quattro
punti comuni con una superficie ¥. Queste rette formano uno dei piani tan-
genti in U alle superficie medesime; piani tangenti i quali sono fissi, essendo
evidentemente le faccie del triedro determinato dalle tre tangenti in U alla
quintica E. Chiameremo questi tre piani z,, 2,, z,: ad essi corrispondono nello
spazio S tre superficie gobbe del 3° ordine che contengono la quartica @ ed
hanno rispettivamente per rette doppie le D, D,, D,.

11. Se una superficie nello spazio = ha in U un punto 7P, la superficie
corrispondente nello spazio S conterrd come r-ple le rette D, D,, D,. Cosi:

Ai piani passanti per U corrispondono le superficie cubiche
che contengono la curva @ e le rette D,, D,, D,; vale a dire, che
hanno un punto doppio in O.

Dalla superficie corrispondente al piano della conica C si stacca 1’ iperboloide
IT corrispondente alla conica medesima. Quindi:

Al piano della conica C corrisponde il piano T.

Inoltre: ai punti del piano 7' infinitamente vicini ad O corri-
spondono le generatrici del cono I
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Ai piani dello spazio S passanti pel punto O corrispondono (st;tccando dalle
superficie ¥ il cono I) le superficie del terzo ordine contenenti le curve C ed
E ed aventi per conseguenza un punto doppio conico in U. Se il piano nello
spazio S passa per la retta D,, il cono osculatore in U della superficie corri-
spondente si spezza in due piani, uno dei quali & il piano x, e I'altro passa
per la retta x,z,. Al piano delle corde D,, D,, corrisponde ancora una super-
ficie cubica con un punto biplanare in U; ma i due piani tangenti sono i piani
z,2,. Le tre superficie corrispondenti ai piani D,D,, D,D,, D, D, sono com-
pletamente determinate dal dover contenere le curve C ed E e dall’aver per
piani tangenti in U rispettivamente due dei piani z,, ®,, z, (*).

12. L’ attuale trasformazione offre allo studio diverse superficie interessanti.
Una fra queste & la superficie K. Inoltre, per esempio, da una superficie del
2° ordine posta mello spazio = e contenente la conica C, si ottiene nello spazio
S la superficie del 4° ordine dotata di un punto uniplanare (in O), che & stata
rappresentata punto per punto sopra un piano dal sig. Noermer. Da una qua-
drica qualunque dello spazio X, si ricava una superficie del 6° ordine, con una
quartica di 2* specie (@) doppia e con un punto (O) doppio uniplanare, ecc.

(*) B facile scrivere le formole che si riferiscono a due curve corrispondenti qualunque.
Abbiasi nello spazio 2 una curva d’ordine » la quale tocchi in U i piani z,, 2,, «, rispet-
tivamente con «,, o,, %, rami, passi ancora per U con altri 3 rami, incontri § volte Ia
quintica E e y volte la conica C. La curva corrispondente nello spazio S incontrerd le rette
D,, D,, D, rispettivamente «,, a,, @5 volte: inoltre sia m il suo ordine, incontri s volte la
quartica @, tocchi in O il piano 7' con p rami e passi per O con altri ¢ rami. Si hanno
allora le formole

m= 5n—4(x,+o,+o,) —2p—y—33
$ =100 —8(x, +ap+0;) — 48— 3y — 63
p= 2n—-2(,+ o, +u) — B—23, q=23
e inversamente
n=3m—2p—q—s
f=6m—5p—49—2s—2(a,+ o, +0,)
y=2m-—s, 8=gq.
Se N ed M sono i numeri delle condizioni lineari che sarebbero necessarie a determinare
le due curve, si trova facilmente dalle eguaglianze precedenti che
N—-4n=M— 4m,.
Questa formola & vera in generale per due curve corrispondenti, situate in due spazi che

si corrispondono punto per punto secondo una legge qualunque: vale a dire, il numero N—4#x
non & alterato da una trasformazione razionale.
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§ 3.

Rappresentazione piana d’una superficie ¥. — Rette della superficie.

13. Prendiamo come fisso un piano £ nello spazio S e quindi la corri-
spondente superficie del 5° ordine ¥ nello spazio =; il piano Q potrd assumersi
come piano rappresentativo della superficie ¥. Esso incontra la quartica @ in
quattro punti 1, 2, 3, 4, che chiameremo punti fondamentali del piano, e le
rette D,, .D,, D, in tre punti O,, O,, O,, che chiameremo punti principali.

Questi tre punti (5) rappresentano il punto triplo della superficie ¥: vale a
dire, un punto della superficie infinitamente vicino al punto triplo U sard rap-
presentato in Q da un punto infinitamente vicino all’'uno o all’altro dei punti
0,, 0,, Oy; e cid secondochd esso sard situato nell’'uno o nell’altro dei piani
tangenti alla superficie in U. Quindi, se una curva della superficie ¥ ha in U
un punto multiplo secondo e, + m, + m,, toccando con m,, m,, m, rami rispet-
tivamente i piani x,, #,, %,, la sua immagine nel piano £ passerd rispettiva-
mente con m,, m,, m, rami pei punti O, 0,, O,

14. T quattro punti fondamentali 1, 2, 3, 4 (appartenenti alla quartica ¢)
rappresentano (7) quattro rette della superficie ¥ che indicheremo con @, a,,
a,, @,. Le rette che congiungono due a due i punti fondamentali (corde della
quartica Q) rappresentano (9) altre 6 rette della superficie che indicheremo con
b,sy bgy b9y biyy byyy by Ora & facile verificare che, se ad una retta dello
spazio 2 non corrisponde un punto od una retta, corrisponde necessariamente
una linea gobba o una linea piana passante per O e quindi non contenuta nel
piano Q. Se ne conclude adunque che la superficie ¥ possiede dieci
rette. Esse sono corde della curva doppia E (7, 9) (*).

Evidentemente due rette b s’incontrano solamente quando le loro immagini
non passano per uno stesso punto fondamentale; e una retta @ e una retta b
g'incontrano quando 1’immagine della retta & passa pel punto immagine della
retta a. Segue da cid che una retta della superficie (per esempio a,) ne
incontra tre (b,, b,,, 4,,). E quindi:

Le 10 rette sono distribuite due a due in quindici piani a e
s’incontrano in quindici punti 8. Per ogni retta passano tre piani
a: per ogni punto @ passano 5 piani @ e in ogni piano « vi sono
cinque punti B.

(*) Cresscy, Math. Annalen, f. 3.
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I piani a s8'incontrano secondo altre 75 rette delle quali per ogni punto 3
ne passano quattro.
15. Poiche una retta della superficie non ne incontra sei, vi sono 92—10 =30
coppie di rette che non s’incontrano.
Presa una di queste coppie vi sono tre rette della superficie che non la in-

T 3:30 . ’ .
contrano: quindi vi sono 5 terne di rette che non s’incontrano.

Due gruppi (per esempio a,b,.b,,, a,b,b,) tali che le rette di ciascun
gruppo non s’incontrano, mentre ciascuna ne incontra due dell’altro gruppo,
si diranno conjugati (Doppeldreien). Due rette che non s’incontrano (come
a,, a, nell’esempio scelto) determinano una coppia di gruppi conjugati; d’altra

parte in questa coppia vi sono tre coppie di rette che non s’ incontrano; ne

segue V1 sono 3—:10 copple di gruppi conjugati; esse sono le seguenti

a2b12b2-& a3 b23b34 al b;n b14 al b%lbl2 “2 b12b23 a3b23b31
aﬁ bSIbS‘l al bl2bl4 a’? b2sb24 a-& b&sb-!:‘z_‘ alr b4l b43 a’4b42b41
a2 013 al. a’s a-& a’l a4 al az al az a’B
b34b42b23 bublabu b12bz4b41 b2SbSIbl2

Le altre 10 terne di rette che non §'incontrano godono della_proprietd che
per ciascuna terna vi & una retta che le incontra tutte tre (14).

Presa una coppia di terne conjugate vi & una retta che non incontra nessuna
delle 6 rette della coppia: questa retta insieme a ciascuna terna forma un
gruppo di quattro rette che non s’incontrano. Vi sono cinque di queste qua-
terne di rette: una & rappresentata dai quattro punti fondamentali e le altre

quattro da ciascun punto fondamentale insieme alle rette che conglungono gli
altri tre: vale a dire, esse sono le seguenti

alaéafla:i? alb28b24b3~“ aszIbE-iblA) asbl2bl4b247 a4b28b31b12'
Questi gruppi sono, come si vedrd, della massima importanza.

§ &

Immagine della curva doppia.
Costruzione di una rappresentazione piana della superficie ¥.

16. L’immagine della curva doppia della superficie & data dalla interse-
zione del piano rappresentativo colla superficie fondamentale K: essa & quindi
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una curva © del 6° ordine la quale ha sette punti doppi nei punti fondamen-
tali e principali (3, 5). Un punto della curva doppia E ha per immagini due
punti della curva ©, e precisamente i due punti in cui la corrispondente conica
generatrice di K incontra il piano rappresentativo. Quindi i punti della
curva © sono conjugati due a due: anzi, poiche la quintica E & razio-
nale (avendo un punto triplo), la curva © & iperellittica.

17. 11 piano di una conica generatrice della superficie K & un piano tan-
gente della superficie stessa: infatti la sua sezione ha un punto doppio di pit
della sezione fatta con un piano qualunque passante per O. Quindi I'inviluppo
dei piani delle coniche generatrici & il cono circoscritto alla superficie K col
vertice in O: ora la sezione nella superficie d'un piano passante per O & una
curva della 10* classe e percid dal punto O (quadruplo) le si possono condurre
due sole tangenti. Il cono circoscritto & dunque del secondo ordine: ne segue
che, nel piano rappresentativo, 1’inviluppo delle rette che contengono
le coppie di punti conjugati della immagine della curva doppia, &
una conica (che diremo A) la quale tocca in sei punti I’immagine
stessa. I tre punti O,, 0,, O, sono conjugati evidentemente due a due, perche
colle tre coppie che formano, rappresentano i tre punti della curva doppia in-
finitamente vicini al punto triplo. Dunque:

La conica A @& inscritta nel triangolo dei punti principali.

Questa conica corrisponde punto per punto alla curva doppia, come risulta
dalla sua generazione. Essa ¢ l'immagine di una curva gobba del 6° ordine
(perche incontra in sei punti le superficie ®), la quale pud esser costruita di-
rettamente nello spazio. Infatti i punti della sua immagine A sono le interse-
zioni del piano rappresentativo colle rette che passano pel punto O e toccano
la superficie K; e a tali rette corrispondono nello spazio % coniche tangenti
alla curva E, che passano per U e bisecano la conica C. Dunque:

Le coniche che passano pel punto triplo della superficie ¥, bi-
secano la conica C e toccano la curva doppia, incontrano la su-
perficie in un solo altro punto il cui luogo & una curva gobba del
6° ordine che ha per immagine la conica A.

11 luogo di queste coniche (corrispondente al cono circoscritto alla superficie
K) & una superficie del 6° ordine per la quale la curva E & cuspidale, la
conica C & doppia e il punto U & quadruplo: essa interseca ulteriormente la
superficie ¥ lungo la suddetta curva del 6° ordine. Del resto i piani delle
coniche che servono alla costruzione di questa curva sono i piani tangenti del
cono I che projetta da U la curva doppia.
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18. La costruzione ora indicata rientra in un’altra colla quale si pud ot-
tenere direttamente la rappresentazione della superficie ¥ sopra un piano.

I punti del piano rappresentativo & (nello spazio S) corrispondono univo-
camente alle rette che li congiungono al punto O. Cid dimostra, per mezzo
della trasformazione, la seguente proprietd, nello spazio =: un punto della
superficie ¥ determina una (ed una sola) conica che passi pel punto triplo e
seghi due volte le curve E e C: vale a dire, un punto della superficie deter-
mina un certo piano. Inversamente ciascun piano passante pel punto U sega
le curve E e C in quattro punti che insieme ad U determinano una conica,
la quale incontra la superficie ¥ in un altro solo punto: vale a dire, un piano
passante per U determina un punto di ¥.

Segando quindi con un piano A la stella dei piani passanti per U, le coniche
ora considerate ci permettono di stabilire una corrispondenza univoca fra le
rette del piano A e i punti della superficie .

19. Le rette del piano A corrispondenti ai punti di una sezione piana di
¥ inviluppano una curva che rappresenta la sezione piana medesima. La classe
di questa curva & eguale al numero delle coniche determinate dai punti della
sezione piana, le quali incontrano ulteriormente una retta passante per U: ora
queste coniche si trasformano nelle rette (dello spazio S) passanti per O e
situate in un piano, le quali incontrano una sezione piana d’'una superficie
omaloide ®@; e tali rette sono tre. Dunque nella rappresentazione della super-
ficie ¥ che abbiamo costruita, le sue sezioni piane hanno per immagini curve
della terza classe; e percid tale rappresentazione & la trasformata per dualitd
di quella punto per punto che abbiamo precedentemente stabilita, ossia della
rappresentazione normale.

§ 5.

Sezioni piane di ¥. — Piani tangenti e bitangenti.
Quartiche piane della superficie.

20. Ritorniamo allo studio de] piano rappresentativo Q. Le sezioni piane
della superficie ¥ sono rappresentate dalle intersezioni del piano Q colle su-
perficie del sistema ® e percid sono cubiche passanti pei quattro punti fonda-
mentali. I dieci punti d’intersezione d’una qualunque di queste immagini colla
immagine © della curva doppia debbono formare cinque coppie di punti con-
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jugati (16) rappresentanti i cinque punti doppi della sezione di ¥. Siccome
quelle cubiche debbono essere in numero tre volte infinito, ne deduciamo, a
posteriori, che le cubiche passanti pei quattro punti fondamentali, le quali in-
contrano in due coppie di punti conjugati la curva ©, la incontrano ancora in
altre tre coppie di punti conjugati. Del resto, questo sard chiarito in seguito:
e cosl ci riserbiamo di ricercare la completa determinazione geometrica del
sistema delle immagini delle sezioni piane e della immagine della curva doppia.

21. Le sezioni prodotte dai piani passanti pel punto triplo sono eviden-
temente rappresentate dalla rete delle cubiche passanti pei sette punti fissi del
piano (fondamentali e principali) (13).

22. Preso un punto ad arbitrio nel piano, vi & una cubica del sistema
lineare (tre volte infinito) che ha ivi un punto doppio: questa cubica & I'im-
magine della sezione fatta nella superficie dal piano tangente nel punto corri-
spondente a quello assunto nel piano.

Se si conduce pel punto triplo un piano tangente alla superficie, 1'immagine
della sua sezione & una cubica passante pei sette punti (21) fissi e dotata di
un punto doppio. Dunque la Hessiana della rete delle cubiche pei sette punti,
é 'immagine della curva di contatto del cono circoscritto alla superficie, che
ha il vertice in U. Questa Hessiana & una curva del 6° ordine (che chiame-
remo Il) la quale passa con due rami per ciascuno dei punti 1, 2, 3, 4, O,,
0,, 0,: essa incontra le immagini delle sezioni piane in 10 punti; dunque la
curva di contatto & una curva del 10° ordine: infatti si pud verificare diret-
tamente che il cono circoscritto & del 4° ordine.

23. La curva di contatto del cono circoscritto deve passare pei punti cu-
spidali della curva doppia e viceversa, i punti comuni alle due curve sono cu-
spidali per la seconda: ora le curve © e Il §’incontrano in 8 punti ©; dunque
sulla curva doppia vi sono 8 punti nei quali i due piani tangenti alla superficie
coincidono.

24. La sezione di un piano bitangente, dovendo possedere sette punti
doppi, deve necessariamente essere composta di due curve, le quali possono
essere una retta ed una quartica, ovvero una conica ed una cubica.

I piani passanti per una retta della superficie sono bitangenti: si hanno
dunque intanto dieci fasci di piani bitangenti, ed anche dieci serie di curve
piane del quarto ordine, ciascuna coordinata ad una retta della superficie. Esse
sono rappresentate come segue:

1.° dalle sei serie di coniche che passano per due punti fondamentali
e incontrano la curva © in due coppie di punti conjugati; queste coniche in-
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contrano la curva © in una terza coppia di punti conjugati, e in due punti
fissi conjugati a quelli in cui I'immagine della retta coordinata alla serie in-
contra la stessa curva ©;

2.° dalle quattro serie di cubiche assoggettate ad avere un punto doppio
in uno dei punti fondamentali, a passare per gli altri tre e ad incontrare la
curva © in due coppie di punti conjugati; esse la incontrano in altri due punti
conjugati variabili, e®in due punti fissi determinati sulla curva © da quella
delle cubiche della serie che passa per i punti O, O,, O,.

Infatti, sulla superficie, le quartiche di una serie hanno tutte tre punti doppi
sulla curva E' e inoltre la incontrano in due punti fissi che sono comuni anche
alla retta asse del fascio. Quindi questa retta e le curve della serie hanno in
comune due punti variabili, i quali generano sulla retta una involuzione. Vi
sono due quartiche della serie che toccano la retta coordinata: i punti di con-
tatto sono punti parabolici della superficie: vale a dire, i piani delle due quar-
tiche sono piani tangenti stazionari.

Risulta immediatamente dalle immagini nel piano rappresentativo, che due
quartiche appartenenti a due serie diverse hanno in comune quattro o tre punti,
secondoch® le due serie sono coordinate a due rette che s’incontrano oppur no.
Per un punto della superficie passano evidentemente dieci curve piane del
quarto ordine: quelle passanti per U hanno ivi un punto triplo.

§ 6.

Coniche; cubiche piane. — Sviluppabili dei piani bitangenti.

25. La sezione di un piano bitangente pud esser formata anche da una
conica ed una cubica. Ora una conica della superficie non pud aver per imma-
gine che una retta passante per uno dei punti fondamentali, ovvero una conica
passante per tutti quattro. Percid vi sono sulla superficie cinque serie
semplicemente infinite di coniche, le quali sono rappresentate dal
fascio delle coniche passanti pei punti 1, 2, 3, 4, e dai quattro
fasei di rette aventi i centri in questi stessi punti (¥).

Si vede che ognuna di questa serie & coordinata ad uno dei cinque gruppi
di quattro rette, che abbiamo gid distinti (15): e precisamente le coniche di

(*) Cremona, Story, 1 c.
Annali di Matematica, tomo VIIL. 21
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una serie incontrano le quattro rette d’un gruppo e non incontrano le altre sei.
Una conica qualunque incontra in quattro punti la curva doppia. Due coniche
della stessa serie non s’incontrano: due coniche di serie diverse hanno in
generale un punto comune.

Per un punto qualunque della superficie passano cinqu. coniche, una per
ciascuna serie: per un punto di una retta passano due sole coniche, le alire
tre avendo degenerato in coppie di rette: per uno dei quindici punti 8, comuni
alle rette della superficie, non passa nessuna conica propria. Per un punto della
curva doppia passano dieci coniche, due per ciascuna serie: pel punto triplo
ne passano quindici, tre per ciascuna serie.

26. Nel piano rappresentativo, per un punto fondamentale possono con-
dursi quattro tangenti alla immagine di una sezione piana: dunque una sezione
piana della superficie & toccata da quattro coniche di una serie. Questa pro-
prieta, come & facile scorgere, pud essere enunciata cosi: il luogo dei poli,
rispetto alle coniche d’una serie, delle rette comuni ai loro piani
e ad un piano fisso, & una curva gobba del quarto ordine.

In ispecie:

Il luogo dei centri delle coniche d’una serie, & una curva gobba
del quarto ordine: nella serie vi sono quattro parabole (¥).

27. Ecco altre proprietd, che riferite al piano rappresentativo diventano
evidenti. Le quattro punteggiate che una serie di coniche genera sulle quattro
rette che la caratterizzano, sono projettive. Se si considerano due serie di co-
niche, v'¢ una retta della superficie che & incontrata da ambedue le serie:
diremo che le coniche delle due serie si corrispondono projettivamente, quando
projettivamente si corrispondono i punti in cui esse incontrano quella retta. Il
luogo dei punti comuni alle coniche corrispondenti & una curva gobba di quarto
ordine e seconda specie, che incontra due volte quella retta.

28. L’esistenza di cinque serie di coniche porta con sé quella di cinque
. serie di cubiche piane: queste cubiche hanno un punto doppio sulla curva E
e la incontrano in altri quattro punti pei quali passa la conica che completa
la sezione piana. Ogni serie di cubiche & congiunta ad una serie di coniche:
le cubiche incontrano le sei rette che non sono incontrate dalle coniche. Queste
cubiche piane sono rappresentate delle rette che congiungono due
punti conjugati della curva ©® e dalle coniche che passano per
tre punti fondamentali e incontrano ® in due punti conjugati.

(*) Story, L c.
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Due cubiche della stessa serie hanno un punto comune: ne segue che le
cubiche d’una serie hanno un inviluppo. Abbiamo gid veduto che le rette che
congiungono i punti conjugati della curva © inviluppano la conica A (17), la
quale rappresenta una certa curva gobba del 6° ordine: questa curva & dunque
'inviluppo della prima serie di cubiche piane. Tale proprietd mostra che la
conica C, che ha servito alla costruzione di questa curva nello spazio a tre
dimensioni, gode di una proprietd speciale che la distingue dalle altre della
sua serie. )

Quella curva del 6° ordine tocca in 6 punti la curva doppia, ed ha per
corde le 6 rette che incontrano le cubiche inviluppate, mentre non incontra
le altre. Queste proprieta, che valgono anche per le altre 4 curve analoghe
prodotte dalle altre serie, fanno conoscere senz’altro le loro immagini. Cosi
I'immagine dell’ inviluppo dell’ alira serie delle cubiche piane che non incon-
trano la retta @,, & una curva del quarto ordine per la quale i punti 2, 3, 4,
sono doppi: essa & toccata dalle tre coniche che passano pei punti 2, 3, 4 e
per due punti principali.

29. Intanto si vede che per un punto della superficie passano dieci cu-
biche piane, due per ciascuna serie. Pel punto triplo ne passano tre per cia-
scuna serie. Per un punto della curva doppia (e per una data serie, per esempio
la prima) passa una cubica piana avente ivi un punto doppio, e ne passano
semplicemente altre due, le quali hanno un altro punto comune. Troviamo il
luogo di questo punto. Il problema riportato nel piano rappresentativo & questo:
trovare il luogo del punto comune alle tangenti condotte alla conica A da due
punti conjugati della curva ©. Ora, si consideri una tangente di A; essa in-
contra © in due punti conjugati e in altri quattro punti: pei punti conjugati
a questi ultimi si conducano le tangenti alla conica, le quali determineranno
sulla tangente considerata quattro punti del luogo cercato: esso & quindi del
quarto ordine, passa evidentemente pei punti O,, O,, O,, ed & razionale, perché
i suoi punti corrispondono univocamente alle tangenti della conica A. Dunque:
il Juogo dei punti comuni alle cubiche piane d’una serie, le quali s’incontrano
diggia sulla curva doppia, & una curva gobba razionale del 12° ordine che
passa per U con tre rami, ha tre punti nodali ed & incontrata quattro volte
dalle sei rette coordinate alla serie.

30. Le cinque serie di piani bitangenti che segano la superficie secondo
una conica ed una cubica, inviluppano cinque sviluppabili che chiameremo S,
S, 8,y S, S,, in corrispondenza alle cinque quaterne di rette della superficie,
che le distinguono. Abbiamo veduto che per un punto qualunque della supexr-
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ficie passa una conica d’una serie e due cubiche piane della serie congiunta,
vale a dire, vi passano tre piani bitangenti d’una stessa serie. Dunque le cinque
sviluppabili S sono della terza classe e per conseguenza del quarto
ordine.

Consideriamo la S. La curva A che abbiamo gia considerato come inviluppo
delle cubiche piane (28) & evidentemente la curva d’intersezione della svilup-
pabile colla superficie: e siccome questa curva & incontrata da sei rette della
superficie in due punti, senza esserlo dalle altre quattro, ne segue che la svi-
luppabile S ha per tangenti doppie le quattro rette del gruppo coordinato e
per tangenti semplici le altre sei (*).

31. L’immagine della curva di contatto della sviluppabile S sard il luogo
dei punti comuni ad una retta che contiene due punti conjugati, e alla conica
passante pei punti 1, 2, 3, 4, che insieme colla retta forma I'immagine d'una
sezione piana. Ora, per questo luogo i punti fondamentali sono doppi, perchd
per ciascuno di essi passano due delle rette (le tangenti alla conica A) e le
due coniche corrispondenti. Inoltre, sopra una conica del fascio non vi sono
altri punti del luogo che i quattro punti doppi e i due punti nei quali la conica
& segata dalla retta corrispondente. Dunque I'immagine cercata & del quinto
ordine: essa incontra in sette punti variabili I'immagine di una sezione piana;
e percid la curva di contattp della sviluppabile S & del 7° ordine.
Essa ha per corde le quattro rette del gruppo coordinato ed & incontrata una
volta dalle altre sei rette.

Questa curva passa evidentemente Per gli otto punti cuspidali (23) della
curva doppia, e pei punti in cui la curva doppia & toccata dalla curva del 6°
ordine, secondo la quale la sviluppabile sega la superficie: quindi la sua imma-
gine incontra la curva © negli otto punti ® e nei 6 punti conjugati ai punti
di contatto delle curve A e ©.

Come si vede, le coppie di punti di contatto sono segnate sulla curva dalle
coniche della serie corrispondente: sei di queste coniche toccano la curva, i
punti di contatto essendo punti parabolici della superficie.

32. Tutto quel che s’¢ detto vale anche per altre quattro sviluppabili
bitangenti: le immagini delle loro curve di contatto sono le curve del quarto
ordine che hanno un punto doppio in un punto fondamentale, passano per gli
altri tre e per gli otto punti @, cid che basta a determinarle.

(*) Vale a dire che ogni retta della superficie tocea due volte due delle cinque svilup-
pabili e una volta le altre tre. — Srurwm, 1. c.
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§ 7.

Piani tritangenti.

33. Affinché un piano tocchi in tre punti la superficie, & necessario che
la sua sezione (dovendo avere otto punti doppi) si spezzi in tre curve, le quali
potranno essere, o due rette e una cubica, o una retta e due coniche.

Ne segue che i quindici piani che contengono due rette della superficie, sono
piani tritangenti. I tre punti di contatto somo il punto d’incontro delle due
rette e i due punti in cui le rette incontrano la cubica fuori della curva doppia.

T piani passanti per una retta della superficie la segano secondo una serie
di quartiche: quante di esse si spezzano in due coniche? Consideriamo, per
fissare le idee, la retta b ,, rappresentata dalla retta 12: le quartiche piane
relative hanno per immagini le coniche che passano pei punti 3, 4 e pei due
punti @ e B conjugati a quelli nei quali la retta 12 incontra la curva ©:
quindi le coppie di rette a3, 84 e 83, a4, rappresentano due quartiche piane
degenerate in coppie di coniche. Percid, oltre quelli gid considerati, passano
per una retta altri due piani tritangenti. Concludendo:

La superficie possiede in tutto 35 piani tritangenti, 20 dei quali
segano la superficie secondo due coniche e una retta e 15 secondo

- due Tette e una cubica: per ogni retta, ne passano due della
prima specie e tre della seconda.

§ 8.

Punti conjugati della superficie.

34. Veniamo ad uno studio pilt accurato della curva ©® immagine della
curva doppia della superficie.

Le sezioni fatte nella superficie dai piani passanti pel punto triplo, hanno
per immagini (21) le cubiche passanti pei sette punti doppi della curva @:
ora, le medesime sezioni, hanno due punti doppi sulla curva doppia; quindi,
nel piano rappresentativo, le cubiche della rete determinata dai sette punti
doppi della curva ©, la incontrano in due coppie di punti conjugati. Le curve
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della rete, le quali passano per un punto fisso della curva @, rappresentano le
sezioni fatte dai piani i quali passano pel punto triplo e per un altro punto
della curva doppia: esse hanno in quest’ ultimo un punto doppio, che & rap-
presentato dal punto assunto sulla curva © e dal suo conjugato. Ne segue
che tutte le cubiche T' (*) che passano per un punto della curva © passano
anche pel punto conjugato.

Cid posto, & naturale di far rientrare la corrispondenza di punti sulla curva
©, in una corrispondenza di tutti i punti del piano rappresentativo. Chiame-
remo conjugati due punti del piano rappresentativo i quali for-
mano insieme coi sette punti fissi, i punti base di un fascio di
cubiche. La corrispondenza & univoca e costituisce una trasformazione razio-
nale del piano su s& stesso.

35. Quando un punto del piano percorre una certa linea, il conjugato
descrive una linea conjugata alla prima. La curva © & conjugata a sé
stessa.

La curva conjugata ad una retta & stata trovata direttamente da Gerser (**);
ma nel nostro caso pud essere agevolmente ottenuta con considerazioni spe-
ciali. B evidente che due punti conjugati del piano rappresentativo
sono le immagini di due punti della superficie allineati col punto
triplo: quindi due curve conjugate sono le immagini di due curve costituenti
la completa intersezione della superficie con un certo cono avente il vertice
nel punto U. Ora, una retta del piano rappresenta una cubica gobba della
superficie : questa & projettata dal punto U per mezzo di un cono del terzo
ordine, il quale sega inoltre la superficie secondo una curva del 12° ordine,
che passa con nove rami per U e incontra tre volte ciascuna delle rette a:
la sua immagine & quindi una curva dell’ottavo ordine avente come tripli i
sette punti fissi del piano. Le curve analoghe a questa formano una rete ra-
zionale conjugata alle rette del piano (¥**).

36. Deve esservi un luogo di punti conjugati a loro stessi. Una retta
incontra la curva conjugata in otto punti: fra queste vi & una sola coppia di
punti conjugati, perché pel punto triplo della superficie si pud condurre una
sola corda ad una sua cubica gobba: gli altri sei punti d’incontro sono quindi
conjugati a loro stessi. Infatti i punti che coincidono coi loro conjugati, sono

(*) Chiameremo cosl le immagini delle sezioni piane passanti per U.
(**) Geiser, Ueber zwei geometrische Probleme: CRELLE, t. 67,
(***) Cremoxs, Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane.
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i punti doppi delle cubiche T, il cui luogo & la Hessiana IT, che abbiamo gii
considerata (22) come immagine del luogo dei punti di contatto delle tangenti
condotte da U alla superficie.

37. Le cubiche I" sono conjugate a sé stesse. Considerandone una, le rette
che congiungono i punti conjugati su di essa passano per un punto fisso della
cubica stessa (the coresidual, secondo Syrvester). Il luogo di questo punto
[per proprietd note (*)] per tutte le cubiche dotate di punto doppio, coincide
coll’ inviluppo delle rette del piano sulle quali i due punti conjugati coincidono.
Questo inviluppo & una curva della quarta classe e del 12° ordine, i cui punti
doppi sono: 7 nei punti fissi del piano e altri 21, uno su ciascuna delle co-
niche determinate dai sette punti presi cinque a cinque.

38. Queste proprietd del piano rappresentativo danno le seguenti altre
della superficie:

Le rette del piano sono le immagini di una serie doppiamente infinita di
cubiche gobbe (**); 1 due punti conjugati su ciascuna retta sono le immagini
dei due punti della cubica gobba allineati col punto U,

Cid posto, data la sezione fatta da un piano passante per U, tutte le cubiche
gobbe d’un sistema le quali contengono due punti della sezione allineati con
U, passano per un altro punto fisso della sezione stessa. Il luogo di questo
punto per le sezioni di tutti i piani tangenti alla superficie, coincide coll’in-
viluppo delle cubiche gobbe (dello stesso sistema), le quali hanno una tangente
passante per U: questo inviluppo & una curva del 28° ordine, che passa con
6 rami pel punto triplo, incontra due volte quattro rette e otto volte le altre
sei, ed ha 21 punti doppi.

39. Preso un punto P nel piano rappresentativo, il luogo delle coppie di
punti conjugati situate su tutte le rette passanti per esso, & una cubica della
rete (***). La retta che congiunge al punto P un punto comune a questa cubica
ed alla curva © contiene necessariamente un altro punto comune a queste due
curve (34); e siccome la cubica incontra in quattro punti la curva ©, ne
segue che nel punto P passano due rette, ognuna delle quali contiene una
coppia di punti conjugati della curva ©. Queste due rette sono infatti le tan-
genti condotte da P alla conica A (17).

(*) Sauwow, Higher plane curres, 2% ed., art. 264.

(**) Vi sono, come vedremo, altri sistemi di queste curve, i quali perd godono di analoghe
proprieta,

(***) Sawxox, 1, c.
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§ 9.

Caratteri iperellittici della curva o,
Costruzione del sistema delle immagini delle sezioni piane.

40. Poiche una cubica T" incontra in generale la curva ® in due coppie
di punti conjugati, quando essa la tocca in un punto, la tocca necessariamente
anche nel conjugato: vale a dire, vi & un sistema semplicemente infi-
nito di cubiche I' che hanno un doppio contatto colla curva ©.
Queste cubiche sono le immagini delle sezioni prodotte nella superficie dai
piani passanti per U e tangenti alla curva doppia. Il punto coresiduale (37)
dei sette punti fissi sopra una qualunque di queste coniche bitangenti & un
punto della conica A, per la quale si ottiene quindi un modo di generazione
per punti.

Vi sono 8 serie di cubiche I' tali che tutte quelle di una serie toccano la

curva © in uno stesso punto, che & un punto conjugato a s& stesso, ossia un
punto o (23): esse rappresentano le sezioni prodotte nella superficie dagli 8
fasei di piani aventi per assi le rette che vanno dal punto U ai punti cuspi-
dali della curva doppia. Cosi vi sono 28 cubiche I’ che toccano © in due
punti . -
41. Queste proprietd che fanno eccezione alle proprietd generali delle
curve, dipendono dalla natura iperellittica della curva ©. Ancor pil interes-
santi sono le proprietd analoghe del sistema lineare delle cubiche immagini
delle sezioni piane della superficie.

Cos}, vi & una serie semplicemente infinita di queste cubiche, osculatrici
in due punti conjugati della curva ©: esse rappresentano le sezioni fatte
dai piani osculatori della curva E. Vi & un numero semplicemente infinito di
quelle cubiche, che hanno quattro contatti bipunti colla curva ©; sono
le immagini delle sezioni fatte dai piani bitangenti della curva doppia. Vi sono
ancora 8 cubiche che hanno due contatti quadripunti e 12 che hanno
due contatti tripunti e due semplici colla curva ©: infaiti la curva
doppia ha otto piani stazionari, e dodici piani osculatori in un punto e tan-
genti in un altro.

Di pid, vi sono a considerare i piani passanti per uno, due o tre punti cu-
spidali, e si vede che vi sono 8 serie doppiamente infinite di cubiche del
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sistema lineare tangenti a ©® in un punto o conjugato a s& stesso, 28 serie
semplicemente infinite di cubiche tangenti in due punti @ e 56 cubiche tritan-
genti, i punti di contatto essendo conjugati a s& stessi.

42. La curva © avendo 7 punti doppi & della sedicesima classe: quindi
essa ha 32 tangenti in comune colla conica A: otto di queste sono le tangenti
nei punti ©; le rimanenti sono le tangenti della curva ® che conten-
gono una coppia di punti conjugati, ossia rappresentano le cubiche
piane di una serie, tangenti alla curva doppia. Dodici di quelle tan-
genti sono assorbite dalle tangenti alla conica A nei punti in cui essa tocca
la curva ©.

43. Ricerchiamo ora come si possa geometricamente determinare un si-
stema lineare di cubiche capaci di rappresentare le sezioni piane della nostra
superficie.

Supponiamo in primo luogo assunti ad arbitrio i sette punti 1, 2, 8, 4, O,
0,, O,; allora i punti del piano diventano conjugati due a due, nel senso che
abbiamo gia fissato. La curva ©, nella sua natura geometrica, & completamente
definita dall’ essere una curva del 6° ordine conjugata a st stessa. Quest’ultima
condizione porta con s& I'esistenza dei 7 punti doppi: per tutte le curve cosi
fatte, I'inviluppo delle rette che congiungono i punti conjugati & una conica.
Inversamente: presa una conica qualunque, il luogo delle coppie dei punti con-
jugati situate sulle sue tangenti & una curva del 6° ordine. E poiche le co-
niche sono in numero cinque volte infinito, ne segue che le curve del 6° ordine
conjugate a s& stesse, sono in numero cinque volte infinito.

D'altronde, si pud vedere direttamente come cinque punti arbitrari A4, ...
4, determinano una (ed una sola) di tali curve. Infatti, sia 4, il punto con-
jugato ad A : siccome una curva del 6° ordine & determinata da 27 condi-
zioni, cosl i sei punti 4,, 4,,... 4, e i sette punti fissi presi come doppi
determinano una di queste curve: e questa curva & conjugata a s& stessa,
perche pei sette punti fissi e pei punti 4,, 4, passa un fascio di cubiche le
quali incontrano la curva in due punti variabili, che sono conjugati.

44. Cid posto, venga fissata una cubica passante pei punti 1, 2, 3, 4 e
del resto arbitraria: la sua curva conjugata & una curva del 12° ordine che
passa con quattro rami per ciascuno dei punti fondamentali (*): le due curve
§'incontrano in 20 punti; togliendone le dieci intersezioni della cubica colla

(*) Questo si trova come abbiamo trovato la curva conjugata ad una retta (85).
Annali di Matematico, tomo VIL 22
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Hessiana 11 (36), risulta che sulla cubica, esistono cinque coppie di punti con-
jugati. Se si prendono cinque punti, uno per ciascuna coppia, essi determi-
nano una curva del 6° ordine conjugata a s& stessa e passante per conse-
guenza anche per gli altri cinque punti: assumendo questa curva come im-
magine della curva doppia, la cubica, incontrandola in cinque coppie di punti
conjugati, rappresenterd una sezione piana della superficie.

Dunque il sistema triplicemente infinito delle immagini delle
sezioni piane, pud essere determinato per mezzo della rete delle

cubiche pei sette punti fissi e di una cubica qualunque pei punti
1, 2, 3, 4.

§ 10.
Singolaritd ordinarie della superficie. — Curva parabolica.

45. Le sezioni piane della superficie, essendo curve del quinto ordine
dotate di cinque punti doppi, sono della 10* classe: quindi, il cono ecirco-
scritto alla superficie che ha il vertice in un punto qualunque
dello spazio & del 10° ordine. ‘

46. Le immagini delle sezioni prodotte dai piani passanti per una retta
formano un fascio di cubiche, i punti base essendo le immagini dei cinque
punti d’incontro della retta colla superficie e i quattro punti fondamentali: fra
le curve del fascio ve ne sono dodici che hanno un punto doppio e che rap-
presentano sezioni di piani tangenti: dunque la superficie & della 12%
classe.

47. La sviluppabile dei piani bitangenti essendo formata da 10 fasci di
piani (24) e da cinque sviluppabili della terza classe (30), ne segue che per
un punto dello spazio passano 25 piani bitangenti.

Ora che conosciamo I’ordine del cono circoscritto alla superficie (45), la sua
classe (46) e i suoi piani tangenti doppi, le formole di Pricker ci danno im-
mediatamente le altre singolaritd. E si trova che per un punto dello spazio
passano 18 rette osculatrici della superficie, 12 tangenti doppie
e 24 piani stazionari.

48. Se il cono circoscritto ha il vertice in un punto della superficie, di-
viene dell’ottavo ordine, mentre conserva la stessa classe e lo stesso numero
di piani tangenti inflessionali, come nel caso precedente. Se ne ricava che
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per un punto della superficie passano quattro tangenti doppie e
12 rette osculatrici.

In un piano qualunque vi sono 15 rette osculatrici e 20 rette
bitangenti. Fra le tangenti in un punto alla superficie, ve ne sono
quattro che la toccano altrove.

49. Abbiamo veduto che la sviluppabile dei piani stazionari & della 24*
classe (47): essa tocca la superficie lungo la curva parabolica, secondo la quale
la superficie stessa & incontrata dalla sua Hessiana. La Hessiana & del 12°
ordine: la curva doppia della superficie deve contarsi otto volte nella interse-
zione (*): quindi la curva parabolica & del 20° ordine. Quale & la sua imma-
gine? Una retta del piano rappresenta una cubica la quale incontra la Hessiana
quattro volte in ciascuno dei 6 punti che la cubica ha comuni colla curva
doppia e in altri 12 punti: quindi I’immagine della curva parabolica
¢ una curva del 12° ordine.

Ogni retta della superficie tocca in due punti la curva parabolica (24):
quindi i punti fondamentali 1, 2, 3, 4 sono quadrupli per la sua immagine,
le tangenti distinte in ciascuno essendo soltanto due. I sei lati del quadrangolo
dei punti fondamentali, sono tangenti doppie dell’immagine.

50. Abbiamo veduto che sulla curva di contatto di una delle sviluppabili
S dei piani bitangenti, vi sono sei punti parabolici (31); in questi punti la
curva di contatto e la curva parabolica si toccano. Le immagini delle due
curve §'incontrano 28 volte: 12 intersezioni sono assorbite dai sei punti di
contatfo e le altre 16 dalle immagini dei punti cuspidali della curva doppia
(punti ©). La curva di contatto dei piani bitangenti passando semplicemente
per ciascun punto cuspidale, la curva parabolica vi passerd con due rami (**¥).

(*¥) Sappiamo che ogni retta della superficie ha comuni due coppie di punti colla curva
parabolica (24): le altre 8 intersezioni sono sulla curva doppia.

(**) Diversi dei risultati di questo paragrafo possono essere verificati colla considerazione
delle superficie polari: queste superficie essendo del quarto ordine e passando per la curva
doppia, le loro intersezioni variabili colla superficie hanno per immagini curve del 6° ordine
che passano due volte pei punti fondamentali. Due di queste curve s’incontrano nei punti w
(perch® le polari foccano la superficie nei punti cuspidali) e in altri 12 punti: dunque la
superficie & della 122 classe. Una di queste curve incontra la curva © mnei punti w e in
altri 12 punti: dunque la sviluppabile dei piani tangenti alla superficie lungo
la curva doppia & della dodicesima classe. Una di quelle immagini incontra 40
volte I'immagine della curva parabolica: 24 intersezioni dipendono dal fatto che la svilup-
pabile dei piani stazionari & della 24 classe: le altre 16 sono assorbite dai punti w: dunque
i punti » sono doppi per I'immagine della curva paraboliea.
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§ 1L
Curve gobbe della superficie. — Sistemi di curve iperellittiche.

51. Fermiamoci un momento sulle curve tracciate in generale sulla su-
perficie. Sia C,, una curva della superficie d’ordine 7 e di genere p, senza
punti multipli effettivi: e supponiamo che la sua immagine nel piano rappre-
gsentativo sia una curva d’ordine , per la quale i punti fondamentali siano
multipli secondo a; (¢=1, 2, 3, 4). Si avranno le formole

m=3n—Ta, p=ir—1)n—2)— Xie(a—1)

Per determinare completamente 1'immagine, bisogna fissare
300+ 3)—Sja(a+1)

punti: in virth delle formole precedenti, questo numero diviene m —+p—1:
quindi, una curva della superficie d’ordine m e di genere p & deter-
minata da m +p—1 punti: ossia per questi punti passa un numero
finito N di curve. .

Si troverebbe facilmente in modo analogo, che: per m+p—2 punti della
superficie passano N serie semplicemente infinite di curve C,,: le
curve di ciascuna serie hanno in comune altri p punti fissi e nes-
sun punto variabile: fra le curve di ciascuna serie ve me sono
m—+6p+1 dotate di un punto doppio (¥).

Per m+p—3 punti passano N serie doppiamente infinite di
curve C,,: il luogo dei punti di contratto delle curve d’una serie,
¢ una curva d’ordine 3m—5 (¥).

I1 cono del 2° ordine che contiene la curva doppia incontra la superficie
soltanto nella curva doppia medesima. Quindi: Una curva C, incontra in
2m punti la curva doppia.

52. Le cubiche gobbe della superficie formano cinque serie doppiamente
infinite: le loro immagini sono le rette del piano rappresentativo e le coniche
passanti per tre punti fondamentali. Ciascuna serie & coordinata ad una qua-
terna di rette: ogni cubica non incontra le rette della quaterna, mentre sega
una volta le altre sei.

(*) Quest’ultimo numero & esatto solo quando nessuna delle « sia eguale a zero.
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Ci si sono gid presentate alcune proprietd di quéste curve. Una cubica &
toccata da due coniche della superficie. La curva doppia & toccata in un swo
punto da due cubiche d'una stessa serie: le loro immagini (per la prima serie)
sono le tangenti alla curva © in due punti conjugati: quelle cubiche hanno
un punto comune, il cui luogo & una curva che corrisponde univocamente alla
curva doppia.

La curva © ha 30 tangenti stazionarie e 72 tangenti doppie: quindi, fra
le cubiche d'una serie, ve ne sono 30 che osculano la curva doppia e 72 che
hanno con essa un doppio contatto.

53. La superficie non possiede curve del quarto ordine e di prima specie.
Vi sono invece 10 serie triplicemente infinite di quartiche gobbe razionali,
che sono rappresentate dalle coniche passanti per due punti fondamentali e
dalle cubiche aventi un punto doppio e tre punti semplici nei punti fonda-
mentali. Le quartiche d’una serie incontrano due volte una retta della super-
ficie, e percid ogni serie & coordinata ad una retta: le curve d’una serie non
incontrano le tre rette appoggiate alla prima e incontrano una volta le altre
sel. Queste curve del quarto ordine possono tutte esser generate mediante le
intersezioni delle coniche di due serie corrispondentisi proiettivamente (27).

54. Sono interessanti, per le proprieta delle loro immagini, le curve d’in-
tersezione della superficie coi coni che hanno il vertice nel punto triplo. Queste
intersezioni sono rappresentate da curve conjugate a sé stesse mella corrispon-
denza di 8° grado che abbiamo stabilita (34, 35). Se il cono & d’ordine #
I'immagine della sua intersezione colla superficie ¢ una curva d’ordine 3n
che passa con n rami per ciascuno dei 7 punti fissi. Il cono essendo determi-

nato da g(n+3) condizioni, ne segue che le curve d’ordine 3» conju-

s s n o pe s
gate a s& stesse formano una serie ;(n+ 3) volte infinita.

Per un punto del piano passano n rette che contengono due punti conju-
gati dell’immagine: ossia, I'inviluppo delle rette che congiungono due
punti conjugati & una curva della classe n (39).

Quando questo inviluppo & una curva razionale, la curva immagine & ipe-
rellittica. Dunque: le curve iperellittiche d’ordine 3x con 7 punti
n-pli, sono in numero 3n—1 volte infinito. In questo caso I'inviluppo
¢ d'ordine 2(n—1), possiede 2(n—2)(n—3) punti doppi, 3(n—2) cuspidi
e +(n—1)(n—2) tangenti doppie. Se osserviamo che questo inviluppo & il
luogo dei punti coresiduali (37) per le cubiche bitangenti alla curva iperellit-
tica, si deduce dai numeri precedenti, che:
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Data una curva iperellittica d’ordine 3% con 7 punti #-pli, fra
le cubiche passanti per questi sette punti, ve ne sono 2(n-2)(n-3)
che toccano in quattro punti la curva e ve ne sono 3(n—2) che la
osculano in due punti (*¥).

Inoltre: La curva ha 4n punti conjugati a s& stessi (i punti d'in-
tersezione colla Hessiana I). In ciascuno di questi punti essa & toccata
da un numero infinito di cubiche passanti pei sette punti multipli:
fra queste ve ne sono 2(n—2) che hanno inoltre colla curva un
doppio contatto. Infatti, i coresiduali di queste cubiche stanno nei punti
d’intersezione della curva inviluppo colla sua tangente corrispondente al punto
conjugato a s& stesso che si considera.

La curva inviluppo ha una tangente doppia, quando la curva data ha due
punti conjugati doppi. Quindi: la curva iperellittica possiede (n-1)(n-2)
punti doppi, situati in §(n—1)(n—2) coppie di punti conjugati.
Questo ci mostra che si ottiene una immagine iperellittica, quando si seghi
la superficie con un cono razionale; e che il cono e la curva inviluppo nel
piano rappresentativo, si corrispondono per dualitd.

55. Terminiamo accennando all’esistenza di certe altre curve che danno
luogo ad una bella proprietd della curva ©. Sulla superficie possono essere
tracciati cinque sistemi cinque volte infiniti di curve gobbe razionali del 6°
ordine: esse sono rappresentate dalle coniche del piano rappresentativo e dalle
curve del quarto ordine che hanno per punti doppi tre punti fondamentali.
Ciascun sistema & coordinato ad una quaterna di rette. Fra queste curve sono
da contarsi le linee d’interseziome della superficie colle sviluppabili dei suoi
piani bitangenti. Abbiamo indicato una maniera di costruire la curva che ha
per immagine la conica A: le coniche dello spazio, in numero semplicemente
infinito, che passano pel punto triplo U della superficie, toceano la curva doppia
E e segano due volte una certa conica C (la conica fondamentale nel sistema
lineare delle superficie del 5° ordine), incontrano di nuovo la superficie in un
punto variabile che descrive la curva rappresentata dalla conica A. Ora, invece
della conica C, qualunque altra conica della serie pud servire ad una costru-

(*) Se la curva ip’erellittica & del 9° ordine, vi sono tre cubiche della rete
che hanno con essa due contatti tripunti; le tre corde di contatto passano
per uno stesso punto. Se lacurva & del 12° ordine, vi sono quattro cubiche
della rete che hanno con essa due doppi contatti; le otto corde di contatto
toceano una stessa conica,
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zione analoga: e si ottengono altre curve della stessa natura, rappresentate
da coniche, le quali, come A, toccano in sei punti la curva ©. Dunque:

La curva © & toccata in 6 punti dalle coniche di un sistemsa
semplicemente infinito.

§ 12.

Equazione della superficie. — Formole della rappresentazione piana.
Equazione della conica A,

56. Prima di abbandonare questa superficie, vogliamo dare le principali
equazioni che si riferiscono alla sua rappresentazione. Sappiamo (11) che vi
sono tre superficie cubiche completamente individuate dalle condizioni di dover
contenere la quintica F e la conica C e di avere nel punto U per piani tan-
genti due dei tre piani z, «,, #,, il cui triedro ha per spigoli le tangenti in
U alla quintica F.

Indichiamo con P=0 I'equazione (che per ora lasciamo indeterminata) del
cono che projetta da U la conica C. Sia z,=0 il piano di questa conica e

siano 9,, d,, d,, le coordinate del punto della quintica E situato su questo
piano fuori della conica. Allora le equazioni

b, =d z,2,2,—P,z,—0,2)=0

D, =d" xx 2, — P(0,2,—3,2,)=0 (1)

q)szd’/lxxxzx4_P(32x1—lez)_——o
rappresentano tre superficie le quali hanno il punto doppio e i piani tangenti
sopra indicati, segano il piano x, =0 secondo la conica C e, rispettivamente,
secondo le rette che congiungono il punto d,, d,, J; alle traccie degli spigoli

del triedro =, x, x,: inoltre se si elimina la x, dalle tre equazioni combinate
due a due, le tre risultanti hanno in comune il fattore

P, x,2,+d"d, 2,2, +d" §,z, ,),
purchd le costanti d', d”, "', soddisfino alla relazione
d+d" +d"=0.
Posta (iuindi questa condizione alla quale soddisfaremo collo scrivere
d=d,—d,, d'=d;—d, d"=d,—d,,
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le equazioni 1) rappresenteranno le tre superficie cubiche di cui abbiamo par-
lato: e l'equazione

I=d'8z,2,+ d"8,z,2,+d"d,z,2,=0
rappresenterd il cono quadrico I che contiene la quintica E.

57. Cid posto, la nostra superficie del quinto ordine ¥ e il cono P=0
formano insieme un luogo del 7° ordine pel quale sono doppie le curve C ed
E, ossia le curve comuni alle tre superficie ®,, ®,, @,. Questo luogo sard
dunque rappresentato da una equazione della forma

X' P+ X"D} 4+ X" D)+ X, P, Py + X, 0, P, + X; P, P, =0,
dove le X sono espressioni lineari nelle z,, z,, ,.
La parte di questa equazione che non contiene P &
1A} X'+ dPwl X'+ d"P el X+
+2,2,7,(d"d" 2, X, +d"d 2, X, + d' d"z, X,)} 23
e affinché essa sia, come vogliamo (*), della forma 2z, z,x,2P, basta porre
identicamente
XI =X/I:XIII — 0.

Scriveremo dunque
X, =ax, 40,2, + a2, X,=bwx +bz,+bz, X,=cux +cx,+¢,2,;

P=d"'d"z,X,+d"d z,X,+d d" z,X,; 2)
S=X¢,9, +X, 0,9, +X;PP,; 3)
e I'equazione della superficie ¥ sara
S
¥ =5=0,

e sviluppata, avra la forma
Vv=2g, 1,22} —Fz,+ GP=0.
58. Frattanto osserviamo che le equazioni 1) si possono scrivere cosi:
¢ =z,(d,x,2, — 9, P)—ux,(d,z,2, — 3, P)
&, =z,(d,z,2,—90, P)—=z,(d,x 2, — S, P)
@, =z, (d,z,2,— 8, P)—=z,(d,z,2,— 9, P).

(*) 11 coefficiente di #} nell’equazione della superficie W deve essere il prodotto delle
equazioni dei piani tangenti alla superficie in U, ossia 7,75,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dotata d’una curva doppia del quinto ordine. 171

Quindi, se poniamo .
DD, D=y, :Y,Y,,
ne risulta

Y%, + Y Xy + ysxs:O

. 4)
yl(dlx1w4_alP)+ye(d2w2$4_azp)+ ya(d?.xax;_aaP):O'
Dalla prima di queste due equazioni e dalla 3) che diviene
yeysxx + ?/3?/1Xz+y1sz3:07
Si ricava
z, i, 2, =L:M: N, (5)
dove

L=yW—y,V, M=%U——?/1W, N=y1V—yﬂU

U:ax Y, Y+ b1 YsY,+¢,.9.Y,
V:a2y2y9+b2y3yl+ Cﬂyl y2
W= asyz’ys'l‘bs?/s?/l +C3Y,Ys

Posti i valori 5) nella seconda delle 4), se ne pud ricavare ,, € scrivere
quindi il sistema di formole

pz, =L (d,y, L+ d,y,M+d,y,N)
pr,=M(d,y, L+ d,y,M~+d,y,N)
pzs= Ny, L+d,y,M+ d,y,N)
pr,=P@y, +9dy, +d,y)

(6)

dove p & una quantitd arbitraria e P si intende espresso con ¥,%,¥s in virtd
delle 5)
Queste formole esprimono ancora il luogo rappresentato dalla equazione 3)
S8=0, alla quale si ritornerebbe eliminando da esse le quantith p, ¥,, ¥,, ¥
Ma osserviamo che
a,L+a,M+a,N=y A
b L+b,M+b,N=y,B
¢, L+ec, M+ ¢, N=y,C,
dove
A=y,v—y,w, B=yw—y,u, C=y,u—1Ys"
Annali di Matematica, tomo VII. 23
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e quindi
A+ B+ C=0;
e dove u, v, w, sono i tre determinanti (in y,, ¥,, y,) tratti dalla matrice
l ¥y, a, b, ¢
Y, @3 by ¢,
Ys @5 by ¢
In conseguenza di cid, si ottiene
P=d"d"y AL+d"dy,BM+dd"y,CN= ; @
=@, A +d,B+d,C)d,y, L+dy,M+d,y,N):

e percid dalle formole 6) si pud togliere il fattore che si riferisce al cono
P=0, e si ottengono le formole

pry=Yy,W—y,V =L
pr,=y,U —y, W=M
prs=y,V —y,U=N
p2, =y, + 8y, +39.)d, A +d,B+d,C)=38D |
le quali esprimono le coordinate di un punto qualunque della superficie ¥ in
funzione dei parametri variabili y,, ¥,, ¥,
59. Se le y,, ¥,, ¥, si considerano come le coordinate di un punto del
piano Q (13), si ottiene precisamente la rappresentazione piana della super-

ficie ¥, che abbiamo studiato fin qui.
Le curve

(8)

N

L=0, M=0, N=0,
hanno in comune sette punti rappresentati dalle soluzioni comuni alle equazioni
v_v_Ww.
Yi Y Y
tre di questi punti sono i vertici del triangolo

¥,=0, y,=0, y;=0,

che sono i punti O,, O,, O,: ognuno di questi & doppio per una delle tre
cubiche; del resto esse sono le immagini delle sezioni fatte nella superficie dai
piani tangenti nel punto U.
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Le curve composte
y,A=0, Yy, B=0, ¥, C=0,

come abbiamo veduto, sono espresse linearmente colle L, M, N, vale a dire,
appartengono alla rete da queste determinata. Esse rappresentano evidente-
mente le sezioni dei tre piani bitangenti della serie coordinata alla prima qua-
terna di rette, i quali passano per U.

Frattanto 1 quattro punti fondamentali sono i punti comuni alle coniche
A=0, B=0, (=0,
ossia i punti dati dalle equazioni
Y U=,V ="YW.

Il piano x,=0 & anch’esso un piano bitangente la cui sezione & rappre-
sentata dal luogo

dD=0.
60. Conosciamo diggid quattro rette
¥,=0, ¥;=0, ¥,=0, d=0,

che rappresentano cubiche piane della prima serie: troviamo I'immagine di
una cubica piana qualunque della stessa serie. Una sezione piana qualunque
& rappresentata dall’equazione

ML+2,M+2N+2,0D=0
ovvero anche dall’altra '
o, 94,4+0,94,B+0,y,C+0,8D=0.

Determiniamo i parametri @ in modo che quest’ultima rappresenti la sezione
di un piano bitangente, vale a dire sia della forma

AA+uB+2C)(ly, +my,+ny)=0.
Per identificare le due equazioni, basta porle sotto la forma
(03Y; = 0y + 0, d )y, U+ (0yy,= 0,9, +0,d" 8y, v+(6,y, -0y, +0,d" 8)y,w=0
(y,+my 40y} (u —2)y, 8+ —2)y,0+ A—p)y,w;=0.
Eguagliando i coefficienti di #, v, w, se ne ricava

31 . 82 . 83 . 1 (9)
p—y vy—=A A—p dAt d"pd"y

0,:0,:0,:0,=
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d'sl . d"sg ) d"'83

l:m:n:yl__v.v_)\.)\_y‘ (10)

ed anche ' )
NN L
Ne segue che la retta
ly, +my,+ny,=0,
qualora rappresenti una cubica piana, & una tangente della conica

Vd'o,y, +\d" 0,9, + V" &y, = 0.

Questa & dunque l'equazione della conica A, immagine della curva d’in-
tersezione della sviluppabile S dei piani bitangenti, colla superficie. Per avere
I'immagine della curva di contatto della sviluppabile medesima, basta eliminare
%, @, v, dalle equazioni

A4+ [lB +2vC=0

dlg d"S d”’S
i Ty Yt 5=, =0

Si ottiene la risultante
@3,y,BO+d"8,y,CA+d" 8y, AB=0

che rappresenta I'immagine richiesta. Non eci dilunghiamo nel ritrovare su
queste equazioni le proprietd che abbiamo gid studiate.
61. Poiche la conica

Z.A.+(1B+'VO:0

passa per quattro punti fissi, le quantitd A, u, » debbono esprimersi per mezzo
d’un parametro variabile. Si riconoscerd molto opportuno il porre

A=d 0+d,d, w=d,0+dd, v=dfi+dd,
Allora le formole 9) e 10) diventano

@ O O Q. — 3, . 3 . 3 L1
110yt O O = T —dy) A —dy) AT
limin= d, % %

0—d, 0—d, I—d;

I diversi valori di 0 corrispondono nel piano rappresentativo alle coppie di
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punti conjugati della curva ©: la retta che congiunge due punti conjugati &

84.’/4 82?/9 3593
i—d oot i—a,—

Dai valori delle o, si ricava che 1'equazione di un piano bitangente della

prima serie &

" Jit n Jt U II
@ay o d d82X+dd bX,—a=0.
6—aq, 1T 0—

Il discriminante di questa equazione, considerata come funzione del para-
metro 0, & P'equazione della sviluppabile S.

§ 13.
Equazioni delle curve Il e . — Curve conjugate a s® stesse.

62. Scriviamo le formole di quella trasformazione razionale, nella quale
due punti corrispondenti sono le immagini di due punti della superficie alli-
neati col punto triplo. Ad una retta qualunque del piano corrisponde (35) una
curva dell'ottavo ordine passante con tre rami per ciascuno dei sette punti
fissi. D’altra parte in conseguenza della definizione geometrica di due punti
conjugati, alla retta che congiunge due punti fondamentali della trasforma-
zione, corrisponde la conica determinata dagli altri cinque. Ne segue che ad
un punto fondamentale corrisponde la cubica che passa per esso con due rami
e contiene gli altri sei. Cosl alle rette
y,=0, ¥,=0, Y;=0

corrispondono le coniche
A=0, B=0, C=0;

ed ai vertici del triangolo ch’esse formano, corrispondono le coniche
L=0, M=0, N=0.

Dunque le formole della trasformazione sono
Y,:y, Yy —=AMN:BNL:CLM.
63. La curva conjugata alla retta

Yy + Ay, =0
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AM4+2ABL=0.

I quattro punti d’intersezione (dipendenti da 2) delle due linee, sono punti
dell’ Hessiana II: quindi eliminando 2 fra le due equazioni, si avrd per la
curva II V'equazione

y,BL—y, AM=0,
che pud scriversi pil simmetricamente come segue:
Y Yy AU+ 49, BV + 4,4, CW=0. (11)
64. Alla retta
Ly, +my,+ny,=0
corrisponde la curva

IAMN4+mBNL+%xCLM=0.

Ponendo per L, M, N le loro espressioni 8), questa equazione pud essere
facilmente ridotta alla forma

(¥sYs AU+ 95y, BV +3,y, CW)(AU + mV +nW) +
+ (@ AVW+y, BWU+y,CUV)(ly, +my,+ny)=0.
Cosl, in primo luogo & posto in evidenza che i punti d’incontro della retta

colla Hessiana appartengono alla curva conjugata. Inoltre, vediamo che la
coppia di punti conjugati della retta

ly,+my,+ny,=0 (12)
¢ determinata su di essa dalla conica
ITU4+mV+4nW=0 (13)
che passa pei punti O,, 0,, O,
65. I due punti conjugati coincidono, se & verificata la condizione
VIT A-\mm +-\nw” =0 (14)

dove I', m/, n' sono farmate colle /, m, n come le X colle z. Questa & 'equa-
zione tangenziale dell’inviluppo delle rette sulle quali i due punti conjugati
coincidono (37).

66. Se si vuole il luogo delle coppie di punti conjugati situati nelle rette
d’'un fascio il cui centro & il punto ¥';, ¥, ¥s, basterd eliminare I, m, n fra
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I'equazione
ly',+my'y+ny',=0
e le 12) e 13): si ottiene
¥ L+y M+y ,N=0,

che & l'equazione di una cubica qualunque della rete, dove perd sono poste
in evidenza le coordinate del punto coresiduale che serve a determinarla.

67. Le coordinate della retta che congiunge due punti conjugati della
curva © soddisfano (60) alla relazione

'S ”8 "
dl _|_d 34 3% d 3 —0;
se fra questa equazione e le 12) e 13) si eliminano le quantith I, m, n, si
ottiene I'equazione della curva O, che & la seguente
dd MN+d"é,NL+d" 8, LM=0.
Questa equazione poteva scriversi direttamente, osservando che il cono qua-

drico che contiene la curva doppia e non incontra la superficie fuori di essa,
ha per equazione (56)

d'd,x,0, +d" 8,2y, +d" 8z, 2,=0.

68. La risoluzione delle equazioni 12) e 13) da fe coordinate di due punti
conjugati qualunque: i loro valori possono essere posti sotto la forma

Y, =k, (mm' —nn) +1 (k,m—Ekn) £k \NQ
yy =k, —10) +m,n—F, ) +k\Q
=k —mm)+n k1 —k,m) = E\NQ

dove I, m', n' hanno il significato loro attribuito pil sopra (65); k,, k,, &,
sono tre quantitd arbitrarie, ma che soddisfano la relazione

Ik, +mky+nk,=0;

Q & il primo membro della condizione di contatto fra le linee 12) e 13), os-
sia & il primo membro della 14) resa razionale (*).

(*) Queste formole sono facili a stabilirsi: k,, %,, k;, sono le coordinate di un punto
qualunque della retta 12): le parti che precedono i doppi segni sono le coordinate del punto
reciproco a questo, rispetto alla conica 13) e situato sulla retta stessa.
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Se la retta 12) contiene due punti conjugati della curva ©, si ha
84 . 8? . 83 .
0—d, 0—d, 0—d;

lim:n=

Supponendo sostituiti nelle formole precedenti questi valori, esse esprimono
le coordinate di un punto della curva © per mezzo del parametro 0; & cosi
posto in evidenza il carattere iperellittico delle curva stessa.

Fatta la sostituzione medesima nella equazione

Q=0,

essa diventa una equazione dell'ottavo grado in 0, le cui radici sono i para-
metri dei punti @, immagini dei punti cuspidali della curva doppia.
69. Le cubiche
L=0, M=0, N=0,

sono conjugate a sé stesse: quindi una equazione della forma
F(L, M, N)=0
rappresenta una curva conjugata a sé stessa. Inversamente I'equazione di ogni

curva conjugata a s& stessa, deve potersi porre sotto quella forma; perch® una
tal curva & I'immagine della intersezione della superficie con un cono

F(w, a0,y 2)=0.
Cosl per esempio il quadrato dell’equazione 11) della Hessiana II pud esser

posto sotto la forma
0O N M 44

N 0 L y,B —o:
M L 0 ygcC |
y A y,B y,C O
e noi sappiamo che i prodotti ¥, 4, ¥,B, y5C sono esprimibili per le L, M, N.

Questo risultato ci mostra che I'equazione del cono circoscritto alla superficie
col vertice nel punto triplo &

0 =z =z, X

2, 0 Z, _X2 —0
e, x, O X, |
X X X, 0

1
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0VVero

Ve, X, +\2, X, +Vr, X,=0:

il cono & adunque generale mnel proprio ordine; e sono posti in evidenza sei
dei suoi piani bitangenti.

Cosl ancora il prodotto delle equazioni di due curve comjugate deve essere
esprimibile razionalmente per le funzioni L, M, N: ne abbiamo incontrato un
esempio nell’ equazione 7), dove i due fattori

dA+d,B+d,Cedy L+dy M+dyN

eguagliati a zero rappresentano due curve conjugate.
Sia
JUu, m, n)=0
'equazione in coordinate di rette di una curva qualunque di classe u: se si

eliminano le 7, m, n fra questa equazione e le 12) e 13), si ottiene la ri-
sultante

f(L7 M, N):01

che rappresenta il luogo delle coppie di punti éonjugati situati sulle tangenti
della curva data: il luogo & una curva d’ordine 3u. Si ritrovano cosi le pro-
prietd precedentemente enumerate (54).

Mediante questa osservazione, si poteva passare immediatamente dalla equa-
zione 14) alla 15).

§ 14.

Formole della corrispondenza fra gli spazi S e =.

70. Possiamo infine scrivere le formole della trasformazione che collega
gli spazi S e = (§ 1).
Siano
y,=0, Y,=0, Ys=0
le facce del triedro formato dalle tre corde D,, D,, D, della quartica @ pas-
santi per O: sappiamo (11) che a questi piani corrispondono nello spazio  le
superficie
P, =0, P, =0, ®,=0;
Annali di Matematica, tomo VIL 24
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186 Caporali: Sulla swperficie del quinto ordine

mentre al loro punto comune O corrisponde il cono
I=0

che contiene la quintica E. Sia inoltre y,=0 il piano Q al quale corrisponde
la superficie del 5° ordine (57)

T=0.

Allora le formole che esprimono un punto dello spazio § per mezzo del punto
corrispondente dello spazio =, sono

P?/xzq)lI
Py, =2, 1
P?/?;chal’
Py =¥

71. Troviamo le formole inverse. In primo luogo rammentiamo che, per
I’ equazione 7), alla intersezione colla superficie ¥ del cono P=0 corrisponde
nello spazio S e sul piano y,=0, il luogo

d,A+d,B+d,C)d,y,L+d,y,M+dy,N)=0:

d’altronde al cono P=0 corrisponde il cono che projetta da O la quartica
@, mentre alla conica C contenuta nel cono P=0 corrisponde I'iperboloide
contenente la quartica @ (2, 9). Segue da cid che I'equazione del cono- che
contiene la quartica @ &

dy,L+d,y,M+dy,N=0. (16)

Cid posto, ai piani #, =0, 2,=0, x,=0, dello spazio Z, corrispondono (10)
le superficie cubiche che contengono semplicemente la quartica @ e due delle
rette D, D,;, D; e contengono come doppia la terza retta. Le sezioni di
queste superficie nel piano y,=0, sono le curve

L=0, M=0, N=0:
le equazioni delle tre superficie sono le seguenti
@ y,%y,+L=0
d" yyy, 9, + M=0
4"y, Y3Y~+ N =0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dotata d’una curva doppia del quinto ordine. 187

Infatti, se da queste equazioni prese due a due si elimina la y,, le tre risul-

tanti hanno in comune, come fattore, il primo membro della 16) (*).
Sara dunque frattanto

T, %y =d'y, Yy, + L:d"yy,y,+M:d"y y,y, +N. 10

Al piano z,=0 corrisponde (11) un luogo formato dall’iperboloide H e dal

piano T. L’equazione del piano 7' & quella della sua traccia sul piano Q,
vale a dire

81 y1+3sy2+33'ya=0'

Per trovare 1’equazione dell'iperboloide, osserviamo che se 1 equazione del
cono P, ossia

d'd"x X, +d"dz,+dd 2, X,=0,
si trasforma colle formole 17), si deve ottenere il prodotto dell’ equazione
dy,L+d,yM+dy,N=0

e dell’equazione della quadrica H. Siccome si conosce I'uno dei due fattori,
¢ facile ricavar l'altro; e si trova per I'equazione dell’iperboloide

H=dd"d"yi+@'d"p+d"dqg+dd"ry,+d,A+d, B+ d;C=0,
dove
P=aYy— Y3, 9="b,y,—byy,, r=0cY,—0 Y,
Cid posto, le formole inverse cercate saranno
oz, =d 9,99, + L
ox,=d" y,y,y,+ M
ory,=d"y,y;y,+N
ox, = (8,y, 40,y + 8y, H.
72. Se 1 valori 17) si sostituiscono nell’equazione
dd zx,+d'dzx, +d"8z,2,=0
del cono I, si ottiene I'equazione della superficie fondamentale K. Qualora si
ponga ‘
P=d,y,y,—T, Q=d,y,y,—V, R=dyy,y,—W,

(*) Per vederlo subito, basta rammentare che si ha identicamente
d+d'+d"=0, y L4y, M+y,N=0.
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I'equazione pud seriversi cosi
0 d"e, d"9d, y,
d"d, 0 &9 vy,
d'd, d'd, 0 oy,
Y Ys Y 0
P Q E 0 O

© o N

Forse ritorneremo su quest’ultima superficie, che presenta molto interesse.

Roma, 6 luglio 1875.
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Sulle condizioni per la decomposizione
di una forma cubica ternaria
in tre fattori lineari.

(Nota del prof. F. Brioscur, a Milano.)

\

1.° E noto che se una cubica ternaria & decomponibile in tre fattori
lineari la stessa proprietd ha luogo per 1 hessiano di essa, il quale eguaglia
il prodotto di quei tre fattori lineari per un coefficiente costante.

11 sig. Saumox nel suo eccellente libro: A treatise on the higher plane curves,
(2.* Edizione, pag. 190) considerando questo caso, osserva che per la suddetta
proprietd dell’hessiano devono i coefficienti delle varie potenze e prodotti delle
variabili di esso essere proporzionali ai corrispondenti coefficienti della forma
data; ottenendosi cosl un sistema di quarantacinque equazioni, che in realtd
deve potersi ridurre ad uno composto di sole tre equazioni.

Scopo di questa Nota & di completare in questa parte le ricerche del si-
gnor SaLmox col determinare effettivamente le tre equazioni, condizioni neces-
sarie e sufficienti per la decomposizione di una forma cubica ternaria in tre
fattori lineari.

Supporremo la forma cubica ternaria posta sotto la forma:

F(x, z,, 2)=23—3ux,+2v

nella quale %, v sono due forme binarie in z,, #, quadratica la prima, cubica
la seconda.

Assumendo le notazioni o denominazioni delle Note 1* e 3* da me aggiunte
alla Memoria di Cusscu: Sulla teoria delle forme binarie del sesto ordine e
la trisezione delle funzioni iperellittiche (Vedi Annali di Matematica, t. VII,
pag. 123, 132) si ha che I'hessiano della forma F' &:

H=Axz}—2pat+ (Au+27) s +2(Av—pu)
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essendo:
A=i@af, T=@7,  p=()"

Ora se F' & decomponibile in tre fattori lineari, si ha identicamente:
H=uF )

essendo u un coefficiente costante; e quindi dal confronto dei coefficienti delle
medesime potenze di x, si avranno le relazioni:

A=p, p=0, Adu+27=—3uu, Av—pu=2pv.

La prima e la seconda di queste rendono 1'ultima una identitd, e trasformano
la terza nella:

2Au+c=0. ©)

Le condizioni quindi per la sussistenza della equazione (1) sarebbero quest'ul-
tima e la p=0, ma osservando essere in generale (zv)*=0, riesce evidente
che la p=0 non & che una conseguenza della (2), e quindi che la condizione
richiesta & 'annullarsi identicamente della espressione di secondo ordine 2 Au+.
Si hanno ciod effettivamente tre condizioni le quali risultano dall’eguagliare a
zero i coefficienti del primo membro della equazione (2).

Se non che possiamo a queste tre condizioni sostituirne altre pilt epportune.
Infatti essendo 244+ =0 si hanno tosto per gli invarianti:

B=i(es)  C=}(zey
i valori:
B=—24* C=4A43

ed essendo p=0 si ha l'invariante E=(up)*=0.
Possiamo cosi enunciare il seguente teorema:
Le condizioni necessarie e sufficienti affinché la forma cubica
ternaria generale:
F=x}—3ux,+2v

sia il prodotto di tre fattori lineari, sono le tre seguenti:
B=—24° C=44°, E=0
essendo 4, B, C, E invarianti simultanei delle forme u, v.

2.° Pei valori superiori degli invarianti B, C, E, le espressioni degli in-

varianti s, ¢ della forma cubica F, cioé:

s=4(A'—4B), t=—8(A°+104B—2C—4E)
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diventano:
§=2%.3%. 4% t=2%.3%.43

e quindi sard nullo il discriminante della medesima. Da queste ultime si ha

evidentemente
s? ¢
A=5=%s

h

e quindi essendo =4, per la (1) si avranno le:
s$'F—6tH=0, tF—6sH=0 (%.
Rammentando inoltre che pel covariante @=(v7) si ha in generale:
' =—1[2Cv*+ %]
si avrd per le 24Au+7=0, C=44° la:
o’ =C(u* —?)
dalla quale:

u=[+-L”——°)—J
V—C V—C
Vogliamo ora dimostrare che i fattori del secondo membro di quest’ultima
equazione od in generale la espressione:
(0]
V—C
& il cubo di una funzione lineare delle z,, z,. Infatti formando 1'hessiano della
forma ¢ si ottiene:

P=vkt

(49)= (00 £ =5 (00 — 5 00)';

(*) E noto che essendo f(#,, #,) una forma binaria biquadratica, se essa & eguale al qua-
drato di una forma del secondo ordine, indicando con % I’hessiano della medesima, si ha,
analogamente all'equazione (1) superiore, z=y.f, essendo p costante. (Vedi Anmnali di Ma-
tematica, pag. 127, Tomo VIIL.) Se quindi si fanno coesistere insieme le equazioni di una
ternaria biquadratica o di una curva del quarto ordine e quella di una retta; oppure le
equazioni di una quaternaria cubica o di una superficie del terzo ordine e quella di un piano;
e si suppone che le forme risultanti (binaria nel primo caso, ternaria nel secondo), abbiano
la proprietd analitica qui considerata, per le quali in amendue i casi I'hessiano & propor-
zionale alla forma stessa, si avrd che questa condizione o le altre che se ne deducono sono
le condizioni perchd la retta, nel primo caso, sia tangente doppia della curva del quarto
ordine, ed il piano nel secondo sia piano tritangente alla superficie. Da questa prima analogia
alire ne derivano assai importanti che formeranno argomento di uno speciale lavoro.
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ed essendo in generale:
@'=0, (00)=Ce

si avrd (¢9)*=0, come si & annunciato. Cid posto indicando con I, m le
espressioni :

3  —— 3
w (&3
l=l/v+———v_07 m=VU_—v_——"U
si hanno le:
Im=wu, P+mP=2v

e la espressione della cubica ternaria F pud scriversi:
F=g3—3lmx,+ I’+m®
ossia:
F=@,+1+m)(x,+e I +em)(x; +el+e'm)

nella quale ¢ & una radice cubica immaginaria dell’unitd. Cosl si & anche
ottenuta la decomposizione della forma cubica ternaria nei suoi fattori lineari.

Possiamo infine per le cose sovraesposte enunciare il seguente teorema:

Sia v una forma binaria del terzo ordine, v=(vv)* il suo hes-
siano, C=1(z7)* il suo discriminante; la espressione piti generale
di una forma cubica ternaria decomponibile in tre fattori lineari
& la seguente:

T
F=a}+3 52, 2.
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Correzione alla Memoria intitolata: Quan-
d’ & che dalla superficie generale di ter-
zordine si stacca un pezzo rientrante? ¢

(del prof. L. Scuvaerit, ¢ Berna).

Uno scambio di lettere col sig. Krrmv, professore in Erlangen (**), m’ha
convinto, che il modo di contare il numero dei nessi nelle cinque specie della
superficie generale di terz’ ordine, adoperato da me nella Memoria citata, &
difettoso. Avuto riguardo alla sola idea del nesso, si pud sostituire, per esem-
pio, alla quinta specie il sistema di un piano e di una sfera non intersecantisi
realmente; e Verrore commesso sta in cid, che ho attribuito al piano il numero
zero, come ge il piano fosse equivalente alla sfera, in riguardo al nesso. Ma
comunque si trasformi il piano in una superficie sferica, non si potra far cor-
rispondere, senza eccezione, ad ogni punto di questa un solo punto di quello e.
viceversa. Quando vi si adopra, per esempio, la projezione stereografica, a quel
punto unico della sfera, il quale serve di centro di projezione, corrisponderanno
gl'innumerevoli punti della retta all’infinito nel piano. Ma una siffatta singo-
laritd reale distrugge il concetto di nesso. Questo si fonda sull’intuizione; e
da cid parrebbe che la difficoltd che proviamo nell’adattarlo al piano nascesse
dall’idea dell’infinito che si sottrae all'intuizione e richiede il soccorso dell’a-
nalisi. Ma fortunatamente la retta, a cui l'analisi assegna un solo punto all’in-
finito, porge il sussidio bastante a vincere questa difficoltd.

Se in cid che segue fard uso di rette e di sezioni coniche, anziche di curve
arbitrarie, ¢id servird a semplificare il discorso, senza derogare alla generalita
delle considerazioni. Con questi sussidi si potrd fare meglio attenzione al pas-
saggio delle superficie attraverso il piano all’infinito.

(*) Nel tomo 5° di questi Annali, p. 289.
(**) Ora professore a Monaco (Baviera).

Annali di Matematica, tomo VIL 25
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Qual numero dei nessi per la superficie sferica io assegnai lo zero. Impe-
rocche, fissati su questa superficie due punti 4 e B qualisivogliano, & pos-
sibile di muovere un cerchio per modo da descrivere tutta la superficie senza
passare due volte per verun punto, a cominciare da un cerchio piccolissimo
intorno ad A e terminando con un cerchio simile intorno a B. Lo stesso non.
& possibile in una porzione del piano racchiusa, per esempio, in un cerchio;
si pud fissare un solo punto A4, e poi descrivere tutta la superficie cominciando
da un circoletto intorno ad A4 e terminando al contorno. Ma se si volesse
fissare ancora un altro punto B, la linea rappresentante il nesso intorno ad A4
(un circoletto positivo) si cambierebbe al pilt nel sistema del contorno positivo
e di un circoletto negativo intorno a B. L’ostacolo che il contorno della su-
perficie oppone alla linea del nesso ordinario, mentre questa col suo moto ten-
derebbe a circondare il punto B, m’ha indotto ad assegnare alla porzione del
piano il numero 1.

Ora consideriamo il piano illimitato e fissiamo in esso due punti 4 e B,
coll'intento di descrivere tutto il piano con una sezione conica mobile, che
abbia da sorpassare ogni punto del piano una sola volta, tranne i punti 4 e
B, e che cominci da un piccolo cerchio intorno ad 4. La curva, dopo avere
percorso una serie di ellissi e infine una parabola intorno ad 4, tali che B
rimanga sempre di fuori di esse, sard obbligata a cambiarsi in un’iperbola,
di modo che A si trovi dalla parte concava di un ramo di essa, mentre B
sta dalla convessa per ambedue i rami. L’ ultimo termine del moto della curva
del nesso sarebbe una retta doppia passante pel punto B, o, poiché questo
termine, come singolaritd, non deve ammettersi, sarebbe un’iperbola vicinis-
sima a quella retta doppia, fra i cui rami troverebbesi il punto B, e non sa-
rebbe gid un circoletto intorno a B. Benché quella retta doppia passante per
B non sia affatto determinata, come lo sarebbe un contorno di superficie, non-
dimeno credo di doverla riguardare come un ostacolo alla curva del nesso
ordinario intorno ad 4, e da cid mi veggo costretto ad assegnare il numero 1
al piano illimitato, e non gia lo zero, come venne fatto nella Memoria citata.

A conferma di questa decisione adduco ancora un’altro procedimento, sem-
pre contando il punto del piano una sola volta. Una retta illimitata non se-
para il piano in due pezzi, giacch® si pud partire da un lato di essa ed ar-
rivare all’altro lato, seguendo, per esempio, un’altra retta. Quella retta, essendo
un taglio circolare, conta per zero, epperd non muta il numero de’ nessi.
Dopo fatto questo taglio, la superficie ha un solo orlo, come facilmente si vede
sostituendo alla retta doppia, quale orlo, un’iperbola pochissimo differente da
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essa; e si pud descrivere tutta la superficie con una conica mobile, che co-
minci da un piccolo cerchio e finisca nell’orlo; perlocche si ha da attribuire
alla superficie segata il numero 1 di nessi. Lo stesso numero dunque appar-
tiene anche al piano.

Il sistema di un piano e di una superficie sferica, che non lo interseca
realmente, conta in conseguenza di cid, 1 per il piano, O per la sfera, e —2
per la separazione delle due superficie; in somma —1. E poiche, riguardo
al numero dei nessi, tala sistema & equivalente alla specie quinta della super-
ficie generale di terz'ordine, mi veggo obbligato a correggere i numeri dati
nella Memoria citata in 7, 5, 3, 1, —1 per le cinque specie.

11 sig. KrEv nella sua Memoria: Bemerkungen dber den Zusammenhang der
Flichen (t. 7 Mathematische Annalen, pag. 549) §'® decisp a contare ogni
punto d'una superficie due volte; la prima volta come punto della faccia su-
periore, la seconda come punto della faccia inferiore. Allora la rktta doppia
cessa di costituire una singolaritd, atteso che una retta appartiene alla faccia
superiore, I altra all’inferiore, e che esse non hanno in comune che i loro punti
all’infinito, precisamente come 1 due rami d’un’iperbola, uno nella faccia supe-
riore, altro nell’inferiore (*). La retta doppia dunque, la quale, per fissar le
idee, immaginiamo diretta dall’indietro all’avanti, costituisce lo stato di tran-
sito da un’iperbola infinitamente poco diversa dalla retta, ed il cui ramo supe-
riore corre alla sinistra del ramo inferiore della medesima, ad un’altra iperbola
il cul ramo superiore corre alla destra del proprio altro ramo. Da cid si fa
evidente che, dati due punti 4 e B, per esempio ambedue nella faccia su-
periore del piano, una conica variabile pud descrivere tutte e due le faccie
del piano passando una sola volta per ciascun punto di ciascuna faccia, e co-
minciando da un circoletto intorno ad 4 e terminando in un ¢ircoletto intorno
a B; epperd si deve attribuire al piano il numero zero di nessi.

Alla stessa conclusione si giunge per mezzo di un taglio. Una retta doppia,
composta di una retta superiore e di una inferiore, che ancora vogliamo im-
maginare diretta dall'indietro all’'innanzi, sega il piano in due pezzi, uno con-
sistente della parte sinistra della faccia superiore e della destra della faccia
inferiore del piano, I'altro consistente delle parti rimanenti. Ciascun pezzo ha

(*) Immaginando una retta che seghi il piano sotto angolo piccolissimo, si pud riconoscere
pitt facilmente cid che or ora si disse, vale a dire, che al punto tendente all’infinito in una
retta della faccia superiore del piano, ed in un senso che diremo anteriore, succeda nella
corrispondente retta della faccia inferiore il punto che tende all’infinito nel senso contrario,
ciod posteriore.
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un .solo orlo ed & semplicemente connesso; e poiche lo spezzamento semplice
conta per —2, il numero dei nessi del sistema dei due pezzi si trova essere

1+1—-2=0.
Siccome poi il taglio fatto nel piano & circolare, epperd non conta nulla, cosi
per il piano illimitato, qual numero dei nessi, si ottiene lo zero.
Ma ormai anche nella superficie sferica si deve distinguere la faccia esterna
dalla interna; e poiché non v’¢& alcun nesso tra le due faece, si ottiene
04+0—2=—2

come numero dei nessi per la superficie sferica. Il piano contava zero, la
separazione del piano e della sfera conta per —2; dunque il sistema del piano
e della sfera non intersecantisi conta per — 4.

In conseguenza di ¢id, i numeri da assegnarsi alle cinque specie della su-
perficie generale del terzo ordine diventano 12, 8, 4, 0, —4.

Berna, 2 settembre 1875.
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Alcune formole fondamentali per lo stu-
dio delle equazioni algebrico-differen-
ziali di primo ordine e secondo grado
tra due variabili ad 1ntegrale generale
algebrica.

(Nota (*) del prof. F. Casoram, a Pavia.)

1. Si rappresentino con a, b, ¢ tre funzioni delle variabili u, v, e si
prenda in considerazione I’equazione risultante dall’eliminazione della costante
arbitraria Q tra

aQ:+-26Q4c=0 1)
e la differenziale
daQ?*42dbQ+de=0.
Questa risultante &

(cda—adc)*—4(adb—bda)(bdc— cdb)=0. (2)
Pongasi
e b ¢ a by ¢,
ab 2a 9b o .
g= bel k= a—ua_u%‘ ) =\ ay by ¢y |, (3)
%a Bb Pe
a—,; Aa_v %— ay by Co

dove s'intenda che 'ultimo determinante sia quello ad elementi reciproci, od
in altre parole, quello del sistema aggiunto al sistema degli elementi di k.
Col mezzo di g, la (2) pud ridursi alla importante forma

(@9 — 4glda-de—(@by] =0 @)

(*) Letta nell’adunanza del 10 dicembre 1874 del R. Istituto Lombardo di Scienze e
Lettere, e qui riprodotta per essere seguita da applicazioni.
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laonde si ha per la risultante I'una e Y'altra espressione in du, dv

(bp,du— by dvy — 4(codu— ¢, dv)(a,du —a, dv)=0, ()

(g”dwgg )-49[@—2% g“dv)(g”du gcdv) (gidu+%—zdv)z]=0._(24)

L)
Epperd, esprimendo la risultante con

Aduw*+2Bdudv+ Cdv*=0, (2s)
si hanno per 4, B, C i due sistemi di espressioni
A= b —4ascy
= —byby+ 20y + 2anc,y Y]
C= b2 —4aucy

_ 'a—g z_ Faa'ac @- 2
A—(au stdkrkm (a)J

0909 [0a0c | 0adc _ 50b0b
B=tutv 29\ 5uge Tovgu a—a‘v] ()

. 0w
_(09Y_4,]000c _ (0b
o= -l i -]
Si cerchi il rapporto del discriminante
A Bl

G= (5)

B C

al g. Dalle formole (4) si cava
G = 4(0uby — aoby) (buo — boCu) — 4(Coully — Coty,)?

e dalle (3), per una nota proprietd dei determinanti ad elementi reciproci,

08 by —bocu=Fa,

0

%?:oua,,—c,,au=kb, (6)
ok T

60—aub — by =ke;
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delle equazioni algebrico-differenziali di primo ordine, ecc. 199
quindi il rapporto si trova espresso dalla formola notabile (*)
G
—=4k 7
F (M

Nel determinante k si pud e giova introdurre ¢ con le sue derivate, invece

di una tra le funzioni @, b, ¢ e rispettive derivate. Ne scaturiscono tre for-
mole, le quali, esprimendo i valori delle incognite ¢, — 25, a cavati dal sistema
di equazioni algebriche lineari

ca —2bb +4ac =2¢
0 0b , ,0¢_ 04
O b8u+ Ou ou (8)
aw 0b , 0c __0g
T TR Tt rk
s0N0
29 b ¢ a 29 ¢ a b 29
_| 09 05 0cl __op5_| 00 09 0¢ _| 02 9% 09
e T g e @
09 0b 0c 0a 09 0¢ 0o 9b 09
ov ov Qv ov Ov ¢v ov ov Qv

2. Tutte le formole esposte sussistono qualunque sia la natura delle fun-
zioni @, b, ¢; ma acquistano la maggiore importanza quando le @, b, ¢ sup-
pongansi algebriche, razionali, intere. In tale supposizione, tra le conseguenze
di esse formole, sono da notarsi primamente quelle che si riconoscono confron-
tando i due discriminanti e il determinante % tra loro.

Un fattore che entri m volte in ¢, entra almeno m —1 volte in £
Ed invero, si consideri, per semplicitd, un fattore primio ¢ di detto fattore che
in questo entri » volte; entrando rm—1 volte in ogni elemento di una co-
lonna del secondo membro di ciascuna (9), il fattore ¢ entrerd rm—1 volte

(*) Questa formola, che trovai nel 1869, in ricerche che quest’ammo soltanto ebbi agio
di ripigliare, la vidi trovata anche dal sig. CaTauax, sotto la forma

iPiQ dPd
B'—44C=(P*—4Q) (%d_‘; _@%>

ciod per a =1, nella eliminazione che egli pure ebbe a fare della costante arbitraria ¢ fra
I'equazione ¢®*+ Pc+ Q=0 ¢ la sua differenziale immediata (Compte R. de I'Acad. des
sciences du 4 juillet 1870).
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in ogni primo membro, e perd in k. Nel caso che una potenza ¢* di questo
fattore dividesse simultaneamente g, b, c, si avrebbe il fattore ¢*™* in entrambe
le altre due colonne dei secondi membri, e potendosi quindi raccogliere, come
fattori dei medesimi, le potenze ¢" % ¢*™ ¢#* dalle colonne e ¢ dalla prima
linea, si vede che ¢ dovrebbe entrare in % almeno rm 4-p—2=m—1 volte.
Non st pud, reciprocamente, dalla esistenza di fattori in £ conchiudere a
quella dei fattori stessi in ¢. Pigliando, p. es., una a contenente ¢*™ ed una
b non divisibile per ¢, si avrd un % contenente ¢* ed un ¢ non divisibile per ¢.
Nel fatto confronto di g con %k, si pud prendere ba—c* oppure cb—a?
invece di ac—0b? come valore di g.
Poichd % entra due volte in G, dall’esposto teorema segue che k dividerad
il determinante
4 B C
04 9B pC
9w 0w gv (10
94 9B 9C
v ov v
Designando ordinatamente con

L4

m,  w, m

1 gradi di multiplicitd di un fattore primo in

9 k 2 GJ
la (7) da
m+2m =m’, 11)
e da questa relazione e dal teorema concernente ¢ e £ hannosi le diseguaglianze
3m'=m"—1, mwm'=3m—2, wm=m—1L (12)

Fra le proposizioni, che stanno qui scritte, quelle da motarsi adesso sono
pitt particolarmente le seguenti: Ogni fattore primo, semplice di G &
fattore semplice di g e non divide k; Ogni fattore primo, multiplo

in G & anche fatiore di £.
3. Si imagini ora che la (1) sia I'integrale generale della equazione diffe-

renziale

adu?+2B8dudvo~+ydv*=0 (13)
dove a, B, y significano funzioni razionali, intere di «, v. Il confronto di questa

equazione colla (2;) da
A=08:qa, B=4.4, C=0-vy; (14)
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delle equazioni algebrico-differenziali di primo ordine, ecc. 201

donde
a b ¢ |?
G—t(ae—b)| 82 20 00 | —oay—p), (15)
oa 0% Qe
v 9v Ov
ed anche
4 B C a B 7
04 9B 00 | _ 4| 0% 08 Oy
Bu ou ou || Qu ou gu (o)
04 9B 0oC 0% 08 0y
ov v gv ov ov ov

Le funzioni «, f, y ritengansi da qui innanzi prime tra loro. Ne segue che
il fattore razionale 6 dev’essere intero.
Indicando con ¢ il discriminante della (13), ciod ponendo

= ; , donds G—e%, am
scriveremo la (7) o (15) come segue
gk =6 (18)

Per quanto precede & chiaro che ogni fattore primo di ¢ dev’ essere
fattore di k. L’eguaglianza

6(adw+2B8dudv 4 ydv?)=(dg9)*— 4g[da-dc—(db)] (19)

fa manifesto che un fattore il quale entri una sola volta in g non
divide §; giacch® nel caso contrario dovrebbe dividere dg, ossia entrambe
le derivate prime parziali di g, la qual cosa non ha luogo che per fattori
multipli in g. Per questi invece, la eguaglianza stessa dice che un fattore,
il quale entri in g pild volte, entra almeno altrettante volte in 6.

Confrontando ¢ con g, vediamo nella (18), che, ogni fattore primo entra
in tutti e due questi diseriminanti un numero dispari, od in tutti
e due un numero pari di volte; cosi che, in particolare, i fattori, che
entrano un numero dispari di volte sono gli stessi per ambi i di-
scriminanti. E rispetto a ¢ e % noteremo, che, ogni fattore, il quale
entri pilt volte in ¢, entra anche in %.

Annali di Matematica, tomo VII. 26
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Studi analitici
sulle curve del quarto ordine.

(Memoria del prof. F. Brioscm, a Milano.)

Sono noti i lavori di Hesse, di AroxmoLp, di Sarmon, di Crmssch, di G-
sEr (¥), sulle curve del quarto ordine, e di essi faremo menzione pil avanti
allorquando i nostri studi si incontreranno con quelle ricerche. Il nostro punto
di vista & un po’ differente, giacch® non & tanto alle proprietd geometriche
della curva del quarto ordine che si rivolge la mostra attenzione, quanto alle
proprietd delle forme ternarie biquadratiche che eguagliate a zero rappresen-
tano le curve stesse.

1.°

Sieno x,, ¥z, ®; le coordinate di una curva del quarto ordine, esprimeremo
la equazione di essa eguagliando a zero la forma ternaria quartica:

F(xi, 2, x)=aat+ 67224482, 4 = (1)

nella quale @ & costante, e le y, B, « sono forme binarie degli ordini 2, 3, 4
nelle z,, z,. I covarianti della quartica F' saranno evidentemente polinomj in z,
di cui i coefficienti saranno funzioni intere e razionali di a, delle y, 3, « e delle
forme simultanee di queste tre forme binarie. Analogamente gli invarianti di F
saranno funzioni intere e razionali di @ e degli invarianti simultanei delle forme
binarie y, 8, «.
Sia: .
Exy &% &2, =0

(*) Hessge, Journal de CrELLE, vol, 49, pag. 243. — AroxnoLp, Monatsberichte der K, Aka-
demie zu Berlin, 1864, pag. 499. — Satwow, A T'reatise on the higher plane Curves. Se-
cond Edition, pag. 206. — Cresscr, Journal fiir die Mathematik, Band. 59, pag. 125. —
GEsER, Mathematische Annalen, Band. 1, pag. 129.
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Id

'equazione di una retta; eliminando da questa ¢ dalla =0 una delle coor-
dinate, per esempio la 2, si ottiene la:

f(xn xe) = a(glxi + Es%)‘ + Gyii(éixi + 52%)2_ 4.353(515”1 + Eaxz) + aé;

vale a dire una forma f binaria del quarto ordine, i coefficienti della quale
sono del quarto grado mnelle &,, &, &.
Sia:

=S/, $=(fo) o= (S r=35(f9)*
il sistema di forme corrispondenti alla biquadratica f. Le espressioni o, v sono,

come & noto, contravarianti della forma ternaria quartica F'(z,, @, @;); e fra

la forma f, i covarianti ¢, ¢ e gli invarianti o, = di essa, ha luogo la rela-
zione identica:

fi=oeft—4¢°—4¢ (2)

Se nei covarianti ¢, ¢ si sostituiscono alle z,, =, le &, —&, si ottengono le
espressioni (*):

9o=hE—2(af)é+ay—p* g(?’)
2¢o=—2(2h)E} + 3[a(xB) — 28R]&; — B[a(ay) — 2B(af)]é: + 26° — Ba By
moltiplicate per potenze di & e nelle quali 7 =173(x«)?; inoltre si ha:
o=3(aa) 55— 4(=f) &+ 6[(ayy — (BEY1E—12(7B)ea+aa+3y* (4

dai quali valori e dalla equazione identica (2) si deduce il valore di .

2 o
La equazione:

f(xh x2)=0

pud avere le quattro radici eguali, oppure tre radici eguali, od in fine due
coppie di radici eguali. Nel primo caso il covariante ¢ & identicamente eguale
a zero, e si ayranno cosl le equazioni:

‘Po=07 "1’0=0

per la determinazione dei rapporti delle &, £, &. Nel secondo, corrispondente

(¥) Vedi la IL2 delle Note aggiunte dall’Autore alla traduzione di una Memoria di Cressca
negli Annali di Matematica, vol. 7, pag. 128.
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ai punti di flesso della curva del quarto ordine, saranno:

e=0, r=0;
finalmente nell’ultimo, che corrisponde al problema delle tangenti doppie, si
avra:
p=pf

essendo p una costante. Questa relazione di in primo luogo ¢ identicamente
eguale a zero, e quindi:

$o="0; ()
inoltre si hanno le:

(for=e(fry; (o=ulff)

od osservando essere (f¢)*=-+40of, le:
of=12p9; 3r=2po.

Sostituendo il valore di ¢ data da quest’ultima nella precedente e nella ¢ = uf,
si ottengono le due seguenti:

?f—1879=0; 209—37f=0 (6)
dalle quali:

*—212=0.

Le equazioni (6) sussistendo identicamente si potrd porre nelle medesime &,
—¢&, in luogo di #,, 2, e si avranno le:

o*a— 1879,=0, 209p—37a=0 Q)

dalle quali eliminando = si otterra la:

st — 1292 =0,

Possiamo cosl enunciare il seguente teorems.:
Le tangenti doppie di una curva del quarto ordine sono insieme

tangenti comuni a due curve:
Go=0, ca*—12¢;=0 (8)

la prima della nona classe, la seconda della dodicesima.
Cressca nella sua Memoria: Ueber symbolische Darstellung algebraischer
Formen (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 59, pag. 52)
ha dimostrato un teorema analogo al superiore, sostituendo a quelle due curve
speciali un sistetha di curve della decima classe che pud dedursi dalla seconda
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delle (7). Ma le superiori sono, fra le varie della stessa specie, quelle mnelle
quali & meno alto il grado della & e percid le pit opportune nelle ricerche
che esigono la eliminazione della stessa &.

3.0

Supponiamo dapprima nella espressione (1):
Cy =, ) =0, a=1u.
La equazione della curva del quarto ordine che consideriamo dapprima sard la:
, Fxyy 2y 2)=02t+46val+u=0 (9)
essendo v, w forme binarie in z,, , quadratica la prima, biquadratica la se-
conda.

Le forme simultanee indipendenti del sistema #, v sono, come & noto, in
numero di diciotto, e cioé un covariante di sesto ordine, cinque covarianti
di quarto ordine, sei covarianti di.secondo ordine e sei invarianti. Abbiamo
creduto opportuno di assumere come forme principali del sistema le seguenti:

Ordine rispetto %, v,
e o e 1, 0, 4 Q)
Ve e e e e e e e ey .0, 1, 2 2)
swup=nh. ... .. .o L. 2, 0, 4 (3)
Wh) =g........ . ... ... 3, 0, 6 4
swuy=2c. .. .. ... ... .. 2, 0, O (5)
shy=j. ... ... .. 3, 0, 0 (6)
vl =k. ... 0, 2, 0 (M
(Mv) =w........ ... 1, 1, 4 8)
(hv) =8 .. ... ... 2, 1, 4 (9)
(gvp =p. ..o 3, 1, 4 (10)
(woy =w. ... .. ... .. ... 1, 1, 2 (11)
WP =t ... 2, 1, 2 (12)
w) =l................ 3, 2, 2 (13)
() =m ... 2, 2, 2 (14)
W) =n ............... 1, 2, 2 (15)
wyp =I................ 1, 2, 0 (16)
swr=4i0tr=J. ... ....... 2, 2, 0 17)
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ed infine I'invariante:
Vqy Vgg Voe

G= Wiy Wie Wy
byt .tss

Quest’ ultimo invariante & gobbo, e lo sono anche le forme g, o, 3, I, m, =
I quadrati ed i prodotti di covarianti gobbi potendo esprimersi in funzione
intera e razionale degli altri, si avrd il primo gruppo di relazioni:

4P=—4n+ihuw—ju
w*=uvw—ku*— hv* (10)
125*=3htv—ihv* —3juv*— 12kh*
dgo=2huw -+ iwtv—u*t—4h*v
499 =jutv—hut 42w (11)
40S=uvi+2hvw—iuv*—4khu.
Cosi osservando essere:
1@ty=iJ+jI; (wiyp=iI+4j5k
si hanno pei quadrati e prodotti dei covarianti quadratici I, 7, n il secondo

gruppo:
B=(GI+4jkywt— T +jIywr—J8

m*=2Jvt— k¢ —(GJ+jI)u* (12)
nt = Tvw— Jv* — kw?
omn— (i1 4jk)v* — Lot — 2Jvw + 2k tw
2nl=2J(w?*+ tv) — (GI+4jk)vw— Ttw (13)
2m =TIt —(GI1+45K)vt + 2T +jI)vw—2 Jtw.
Infine moltiplicando G pel determinante:

Ve —2 Uiz Uy
Wee — 2w Wy =2@G
by —28, 1ty
#1 ottiene la
2k I 2J

=2l I 2T  iI+4jk
0J iI+4jk 26J+4I)
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dalla quale:
Ghk=AC—B* (14)
posto:
A=4kJ—I*, B=IJ—¢kI—A4k%, C=k(@EJ+jI)—J2 (15)
Dai valori di v, w, £ deducendo quelli di 22, z,2,, 22 e sostituendoli nelle
forme quadratiche 7, m, n si ottengono per queste ultime i valori seguenti:
2G1 =(4i*—4Ci+4B))v+24jw—(Ai—40)¢
2Gm=24jv+4+4Cw+2B¢ (16)
2Gn =—(A4i—4C)v+2Bw -+ At. )
Analogamente si otterranno le:
Gu=—(Adi—4C)jv*+ (4j + Bi)w + Bt + 4 Cwt+ 2 Ajtu + 4 Bjuw) -
G*h= A+ (Bj+ Ci)w*+ O+ (4j + Bi)wt+2Bjtv+ 4 Cjvw @)
alle quali devesi aggiungere la equazione identica:
(A47*—4Ci+4B))»*+4Cw+ At 44 Bwt—2(4i—4C)tv+4 4juw=0
ossia la:
lu+mw+nt=0. (18)
Le equazioni (17) (18) danno facilmente le tre relazioni:
Tu+4kh=w?—iv*4+2v¢
Ju+Th=jv* 4wt (19)
I+ 4E)Nu+4Jh=iw*+ 4 4jvw
gia da noi fatte conoscere alecuni anni sono nella breve Nota: Les tangentes
doubles & une courbe du quatriéme ordre avec wn point double; Math. An-
nalen, 1871. -

Infine indicando con A il discriminante simultaneo od il risultante delle
forme %, v si ha:

A=TI*—16 (] — ki). (20)

4.0

Addottando le denominazioni del paragrafo antecedente si hanno cosl per

le (3) (4):
%=h£§+uuj %=—Es[gE§+%uw]

. (21)
o=108; -+ 6w& 4 au 4+ 3°
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per le quali e per la relazione (2):
r=7E 4 (B3t —20v)8 4 (ah— 3vw + Ik u) &2+ v(au—v?). (22)

Le espressioni ¢,  sono contravarianti quartico e sestico della forma F (9)
del quarto ordine, gia calcolati dal sig. Satmon e dal P. Jouserr (*), ed &
confrontando le espressioni stesse con quelle date da questi Autori che si pud
formare un giusto criterio della molta opportunitd di far dipendere la ricerca
dei covarianti e degli invarianti di una forma ternaria dalle forme simultanee:
di forme binarie. ’

Il valore del covariante di Hesse & il seguente:
H=oakz!+ (aw—3kv)zi+ (ah + 4ku—Svw)x;+ hv

sul quale operando col contravariante ¢ si ottiene un primo covariante qua-
dratico del quinto grado, cioé:

L=[aj+ a3+ Tki)—6kI]at+(9aj—5J— Tké)v -+ (ai — I)w-+ 16 kt.

Cosl operando colla forma F' sul contravariante r si ha un contravariante qua-
dratico del quarto grado:

P=@Baj+5J—Fki)ei+(at—31)v+8kw+2at

nel quale le v, w, ¢ sono funzioni delle ,, &. Infine operando col contrava-

riante P sulla forma F' si ha un secondo covariante quadratico del quinto
grado:

N=[3a% + a(@J+ ki) +2kI]a: + (Taj +5J — ké)v+3(ai— Dw + 8kt.

Dai due covarianti quadratici L, N possiamo dedurne un terzo assai semplice
che sostituiremo ad uno di essi ed & il seguente:

A\=5tBL—N)=k(ai—Da}+(aj —ki—J)v+2kt.
Questo covariante quadratico ha una speciale importanza geometrica nelle ri-
cerche intorno ad una classe di curve del quarto ordine gid considerate da
Cressce e che forma soggetto di una interessantissima Memoria del sig. Li-

rotH (*¥). Per questa classe di curve, di cui la proprietd caratteristica consiste
nel ridursi della forma F alla somma di cinque quarte potenze, deve essere

(*) Comptes Rendus de ’Académie des Sciences. Premier Semestre, 1863.

(**) Einige Eigenschaften einer gewissem Gattung wvonm Curven vierter Ordnung; Math.
Annalen, Erster Band, pag. 37.
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nullo Pinvariante di sesto grado della forma # medesima dato dal determi-
nante sestuplo:

Fuu FM22 Fﬂ33 FM23 FM31 Fum
E= F2211 F2222 F2233 F2223 F2231 F2212
Fssu F3322 F3333 F3323 F3331 F334:2
Fzsu F2322 F2333 F2323 F2331 F2312
Fsiu F3122 F3133 F3123 F313£ FSM?.
qu Fﬂ.222 F1233 F1223 F1?31 F1212

di cui 1l valore &:
E=Fk(aj+ki—J).

Se E=0 dovra essere aj=J—Fki ed il covariante A riducesi per quella classe
di eurve al seguente:

A=k[(ai— 1)z —2(v—1)]
e le cinque rette 4, 4,, 4s;, 4, 45 le quali danno:
F=3p; A% -
sono tangenti alla conica A=0 od alla:
K=(i—I)x—2(tv—1t)=0.

Dal determinante E possiamo dedurre un contravariante del quarto ordine che
pud esprimersi colla:

Q = ZEmnrsngn E‘I‘Es

dE
d F mnrs

Q=kjtA+[(aj +2ki— T — k&4 k(ah + ku—vw)
si otterrd facilmente per le formole (19) del § 3.° che:
Qkj=R[jE+ 1 Gv— O+ EGui 4 kh)
e quindi per le curve per le quali E=0 la curva Q=0 della quarta classe
riducesi alla conica ripetuta:
JB+Hv—=0
ossia alla K=0, essendo la equazione superiore quella della conica K espressa
in coordinate lineari.
Annali di Matematica, tomo VIIL. 27

supposto essere Eynrs= - Ora il valore di questo contravariante essendo:
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Infine il covariante S del quarto ordine che si ottiene dalla polare cubica
della forma F, il quale da la curva S=0 che passa pei punti di intersezione
delle cinque rette 4,, A,, As, Ai; As, ha il valore:

S=4kx;—2[a(lv—1)+ 2kw]x) -+ iv* +w* — Tu
ed il covariante T' del sesto ordine il seguente:
T=8kxi+42a[(bki—2J)v+2Tw—5kt]—6 k*w|x;+
+ie2(th—ju)+ 3a(2Ju—ivw —wi) + 3k Tu + 24 k*h 4 3(J — ki)v* — 3 Tvw)| 2} —
— w4 30w —u(dJuv+2kiv—Tw—2ki).

5.°

Le equazioni delle due curve (8) saranno in questo caso:
&85+ fuw)=0
Cur— 121784 6u(uw — 4 ho) &l 4 u(au—9v*)=0.

La prima di esse & evidentemente soddisfatta eguagliando a zero 'uno o I'altro
dei fattori del suo primo membro, ossia dalle:

ES=07 gg§+%uw=0.

Nel primo caso la seconda equazione (23) da:

(23)

cau—9u2=0

ossia la equazione biquadratica dalla quale si dedurranno i valori del rapporto
£,:&; corrispondenti alle quattro tangenti doppie che passano pel punto z,, z..

Nel secondo caso eliminando &} e sostituendo per g%, gw, «? i valori dati
dalle relazioni (10) (11) giungesi ad una equazione divisibile pel fattore u°,
equazione che per mezzo delle prime due (19) riducesi alla:

O[(J — ki)yw — Thut + 4k heu] — a[41* — ihu? +ju?] =0, 24)

Supponiamo dapprima a=0, 1’equazione & nuovamente divisibile per u e si
ha 1'equazione dell’ottavo grado:

(J—=EkDuwr—Thu+-4khr=0
decomponibile evidentemente nelle due del quarto grado:
Eu—4kh=0, Du—4kh=0 (25)
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posto:
E=3I-VAl, D=1{[I+V4] (26)
avendo A il valore (20).

La ricerca delle tangenti doppie ad una curva del quarto ordine con un
punto doppio dipende quindi dalla risoluzione di due equazioni del quarto
grado (25), come abbiamo gid dimostrato in altro modo nella Nota sopracitata.
Ottenuti i valori del rapporto delle £,, &, dalle equazioni stesse, la prima delle

(23) dard il valore di &. Nel caso particolare osservando che per la prima
delle (25) le (10) (11) danno le:

Egp=Mk, E*go=[4ki—E)v+2Ekw— 4k )0
nelle quali:
——E° 44k E— 161
si otterrd la relazione seguente;
ME 4 6k[(452— E)v+2 Ekw— 4k*¢]=0. (27)

Se a non eguale a zero la equazione (24) decomponesi evidentemente in una
biquadratica :

2u-t+h=0 (28)
e nella cubica:
4022+ 36k2*+(9]—ai)z—(aj +9%ki—9J)=0 (29)

dalle quali si otterramno i valori dal rapporto delle £,, £, mentre i valori
della ¢, saranno dati dalla:

(42*—iz—))i=2%(4v2" 2wz 4 t—1v)
ossia per la (29) la:
4kt T2+ J—ki)Ey=—3(4v2t 2wz + Lt —1v)
od anche indicando con ¢ la forma quadratica:

p=4v2*+2wz+t+{—dv
la seguente:
(gvr&s=—19. (30)
Possiamo cost enunciare il teorema:
La ricerca delle tangenti doppie di una curva del quarto ordine
rappresentabile per mezzo della equazione:

F=axi+6va4u=0
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nella quale v, #» sono forme binarie di secondo e quarto ordine, di-
pende dalla risoluzione di equazioni cubiche e biquadratiche.
Nel caso in cui =0, vale a dire se la quartica ha un punto dop-
pio, la ricerca delle tangenti doppie non richiede che la risolu-
zione di una biquadratica.
- La equazione cubica (29) ha una proprietd assai interessante la quale ve-
niamo a stabilire. Rammentiamo essersi dimostrato pit addietro che le quattro
tangenti doppie passanti pel punto x,, 2, si ottengono dalla risoluzione della

equazione :
au—9v*=0. (31)

Ora se indichiamo con g¢,, ¢; gli invarianti quadratico e cubico della forma
biquadratica primo membro di questa equazione, si trovano le:

go=a (ai—9I) +108%°

32
gs=0a*(aj +9ki—9J)—3ak(ai—9I)—2164° 2
pei quali valori la (29), moltiplicata per @? pud scriversi:
4(az+3kP —g;(az+3k)—g:=0
o ponendo:
az+3k=y

la (29) trasformasi nella:

' LY~ g2y — 9o =0 (33)

¥

ossia mella nota risolvente della equazione di quarto grado (31). Cid posto
indicando con p, ¢, 7, S. quattro funzioni lineari, ciod p=1p,& —p,&, ecc. e
ponendo:

au—9VP=pqrs (34)
si hanno per le radiei ¥, ¥, y; della equazione (33) i seguenti valori:

y=3[@NgN+@MN@9], =il +(ps)rg),

ys = Al(pr)(39) + (pa) ). %)

Si ha cosi il teorema:
Se si indicano con p=p,x,+p,2:=0, =0, r=0, s=0 le equa-
zioni delle quattro tangenti doppie passanti pel punto xz,, @, i

valori del rapporto dei parametri &, &, delle altre 24 bitangenti
si otterranno risolvendo le tre equazioni biquadratiche:

(y—3ku-+ah=0 (36)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Studi analitici sulle curve del quarto ordine. 213

che risultano dal porre nella superiore per y le y,, ¥, y: date
dalle (35).

Dalla equazione (34) deducendosi la:
au=9v4pqrs
st hanno, rammentando essere:
w==(uv)?, t=(uw)
le relazioni seguenti:
aw=12kv+4iV
at=9alv—T2kv+EkV 4+ 1rs[yVpg— () Vrs] +
+ 5390 Vor — $(07) Vgl + 597y Vos — 2 () Vel +
+ 509y Ves— 5 s) Vol + 507 [42Vsg— 5 (8O Vir]
+408[YsVar— @7V Vsl

essendo:
V=28Vpg+89Vpr+qrVps +9qVrs+ 07 Vsg +psVgr
Vpg=v1p: @z —vi2(P192 "l‘fp?qi) + vae i Qe
Per queste relazioni la forma quadratica:

p=4ve? 42wz +t—iv

in cui pongasi z="2 - L per y le yi, 9, ¥s di luogo alle seguenti tre
espressioni :
@ o= (4y:— v +478[4:Voy — (P9 Vsl + 50941 Vs — 5 F Vg
= (45— g)v + 1594 Vor — 1 () Vsl T 307 [1:Veg — 16 O Verli BT)
= (43— g2)o +3 47 [ Vpe— 1 (p5) Vo] +5051ysVir — 1(7)Vs]
dalle quali si deducono facilmente la:
(o) =2k(4y— 9+ Y VpVes— 5@ Vs —5(rsf Vg (38)

e le analoghe, e quindi per la equazione (30) il valore di & in funzione delle
£y, &, dei coefficienti della v e di quelli delle p, g, 7, s. Notiamo che essendo:

y‘VPqVN + yzvperq + y;;Vpqur =9 kgg

se indichiamo con R la espressione:

R=(pqyVrs + () Vg + (pr) Vg + (89 Vor + (08P V2er (a7 Vs
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si ottiene la:
B =—8a*[(p.v)* + (92 v)* -+ (3sv)’]- (39)

Rimane a considerarsi la equazione zu+ k=0 dalla quale dobbiamo dedurre
i valori del rapporto delle &,, £,. Rammentiamo anzitutto che indicando con
G:, G: gli invarianti del primo membro della medesima, si hanno, come &
noto:

Go=iz+3jz+ 40"

Gumjar 4% i 2 (B4 — ) 4
per le quali il discriminante ha la proprietd pure nota:
VE—2TF:=1(42* —iz—j)\e* — 2T
ossia per la (29):
8a\GE—21G:= 9(qau)”V@3 275 (41)

I valori delle ¢, j formati coi coefficienti di v e delle p, ¢, 7, s, sono i se-
guenti:

-

a*s=108%k*+g¢,+ 3P
a*j=216+6kg,+ g, +9kP—3E

nelle quali espressioni:

#2)

P=VpVrs+ VorVog+ VosVyr

ed B ha il valore superiore (39).
Infine siccome ponendo:

U=(pgyres*+(rsyp* g +(pry s+ (sqrp’r* +(ps)y ¢*r* 4 (gryp's®
si ottiene la:
@h=2Tkv*—6kpgrs+3Vv—4U

la equazione stessa 2u—+h=0 o la (36) si trasforma nella:
Yy tpgrs)—9kpgrs+2Ve—iU=0. (43)
Riassumendo avremo cosl ottenuto il seguente risultato:

Le 28 bitangenti ad una curva del quarto ordine rappresen-
tabile colla equazione:

F=azj+6vai4+u=0

si distinguono nelle quattro p=0, ¢=0, r=0, s=0 passanti pel
punto =z, », date dall’uguaglianza

au—dF=pqrs
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per la quale, I’equazione della curva trasformasi nella:
(axi+43v)+pqrs=0.

Le altre ventiquattro bitangenti si distinguono in due serie di
dodici ciascuna, rappresentabili mediante le:

£y Eowe 4 £ =0, E:x1+£2xz‘—zs%=0-
I dodici valori del rapporto &:£ sono dati dalla risoluziome di
tre equazioni del quarto grado (43) di cui i coefficienti sono fun-

zioni dei coefficienti di v e delle p, ¢, 7, s ed i valori corrispon-
denti di & si deducono dalla equazione (30) ponendo in essa per
9y (pv)* 1 valori (37) (38).

La equazione (34) conduce ad una relazione fra i parametri delle p, ¢, 7,
s che veniamo a stabilire. Indichiamo con u,, v, 1 valori delle %, » ponendo
nelle medesime p;, p, in luogo delle &, &. Si avranno le:

Sup—\au, =0, Syy—\aug—=0, 3Bv,—Vau,=0, Sv,—\au,=0
dalle quali eliminando @ ed i coefficienti di » si ottiene:
2 ppe p7 Vup
¢ ut 6 Vi
oy
st 88 SE \us
o pel teorema di AsEwn la:

P dpe—padp, jQ|sz—QadQc f"ld"e—”zd"l fs!dsi—szdsl:_:cost_e
R R ks ks s b

Us

=0

la quale ponendo:

Po“p'{‘hp:O’ qouq-"'hq:o’ 7‘014'r+kr= b sou8+h$’¢0 (44)
trasformasi, come & noto, nella:

" dpo dqy dr, ds, — Cost.® 45
JW’(PO) +J Vq»(qo>+f oo f ey M (#9)

¢ (po)=4ps—1po—J-

essendo:

Supponendo ora:

Po=0:8N* T+ €CN* T To=1¢€*SN*-p4-ecn’-p g (46)

qo=ezsn'-x+escn’-u Sy=¢e,8n% -0+ eycnt e
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nelle quali e,, ¢; ed ¢, sono le radici dell’equazione cubica:
4¢*—ie—j=0
si hanno le:
4pi—ipo—j=4(er— &) (s — &) snPnenPndnin
dp,=2(es—e;)snnenndnrndn; k==zg;zf.
37 @9
e da esse:
dp, — dn )
Vaps—ipo—J  Ne,—e
La (45) diventerd quindi la seguente:

n+x+p -+ o=~Cost.°

e si avrd il teorema:

I valori dei rapporti dei parametri delle bitangenti p=0, ¢=0,
r=0, s=0 ponno esprimersi per le relazioni (44) (46) col mezzo
di funzioni elittiche, di eui gli argomenti =, «, g, ¢ hanno la pro-
prietd che la loro somma & costante.

(Continua.)
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Sulle forze in equilibrio.

[Memoria del prof. Rovorro Sturn, ¢ Darmstadt (*).]

1. La ricerca della posizione scambievole di quattro fino a sette rette,
lungo le quali agiscano forze in equilibrio, nonché della grandezza di queste
forze fu, per quel ch’'io ne sappia, intrapresa per la prima volta da Mosivs
nel suo classico Lehrbuch der Statik (**). Mosius trovd Iinteressante teorema,
che se quattro forze sono in equilibrio le rette secondo cui agi-
scono devono appartenere allo stesso sistema di generatrici di un
iperboloide, ed ottenne i rapporti delle quattro forze pel caso che le loro
linee d’azione soddisfacessero a questa condizione.

Ecco i suoi risultati per gli altri casi ch’egli non tratta cosi a fondo:

Siano date quattro rette ad arbitrio; tutte quelle rette, ciascuna
delle quali pud rappresentare una forza in equilibrio con forze
agenti lungo le quattro date, o, ch’¢ lo stesso, una forza che presa
in senso opposto sia a queste equivalente, sia la loro risultante,
sono cosl distribuite nello spazio che per ciascun punto ne passa
una, e in ciascun piano ne giace una. Tutte queste rette formano -dunque
¢id che ora si chiama una congruenza lineare (di 1° ordine e di 1* classe).

Se sono date cinque rette ad arbitrio, passano per ciascun punto,
giacciono in ciascun piano infinite rette formanti un fascio, delle
quali ciascuna pud divenire linea d’azione d’una forza equilibrata
con forze agenti sulle cinque rette date. Tutte quelle rette formano
dunque un complesso lineare (di 1° grado) secondo 1’odierna terminologia.

Se sone date sette o pil rette ad arbitrio, esse ponno sempre
assumersi come linee d’azione di forze in equilibrio.

(*) La traduzione di questa Memoria fu dalla Direzione affidata al prof. Juxe.
(**) Lipsia, 1837, t. 1, § 98-103.

Annoli di Matematica, tomo VII. 28
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218 Sturm: Sulle forze in equilibrio.

2. Moeos ha trovato il teorema (*): Secondocheé si possano asse-
gnare o no delle forze equilibrate le quali abbiano per linee d’a-
zione delle rette date, sussistera o no una dipendenza fra i mo-
menti, rispetto a quelle rette come assi, di un qualsivoglia sistema
di forze (somme de’momenti delle singole forze del sistema).

Mentre di solito per momento di una forza rispetto ad un asse s'in-
tende il momento della projezione della forza sopra un piano perpendicolare
all’asse, rispetto al piede del medesimo, Mosivs riferisce il momento ad un
asse limitato e intende per momento il volume del tetraedro che ha per spi-
goli opposti la forza e 1'asse; al che naturalmente vanno aggiunte ancora in
ambedue i casi le considerazioni che fissano il segno del momento.

I due momenti sono proporzionali e svaniscono insieme, quando cioé la linea
d’azione della forza e I’asse siano nel medesimo piano.

Usando la denominazione introdotta dal sig. CayLey (**), il quale chiama mo-
mento di due rette il prodotto della loro minima distanza pel seno dell’ an-
golo da esse compreso, si rileva che: se si moltiplica il momento dell’asse e della
linea d’azione della forza, per la forza, ovvero per la forza e per 1'asse, si ottiene
risp. il momento solito, ovvero il momento di Mosivs, della forza considerata.

3. Per opera di Pomsor (***), di Mosrws (****) e di Crasues (****¥) fu
scoperta 1'analogia fra le rotazioni infinitesime e le forze, e in particolare fu
enunciata la proposizione: Se un sistema di rotazioni infinitesime si
annulla, sarad in equilibrio ogni sistema di forze ad esse propor-
zionali e agenti Jungo i loro assi di rotazione.

4. T teoremi relativi a forze in equilibrio si possono sempre, in virth dei
ni 2 e 3, enunciare ancora in due altri modi.

5. Molte Memorie su questo oggetto furono pubblicate, particolarmente
nei Comptes rendus del precedente decennio, Memorie in parte interessanti per
cid che, come Vindole stessa della materia comporta, esse somo i precursori
della geometria dei complessi.

10 sig. Syuvester (***¥***) riprende la questione nei Comptes rendus (******¥)

* L. ¢; § 97. ‘

(**) Comptes rendus, t. 11, p. 829.

*#xx) Théorie nouvelle de la rotation des corps, 1834; nelle edizioni posteriori della Siatique.
(***¥) Lehrbuch der Statik, § 183 e nel Giornale di Crerrk, t. 18 (1838), p. 189.
(**#**) Comptes rendus, t. 16 (1843), p. 1420.
(e*#¥¥%) Devo al sig. Hirst la notizia che il sig. SyLvester ha trattato questo argomento

nei Comptes rendus.
(eex#+ix)y O, R. LII (1861), p. 741.
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P

e dapprima di una costruzione geometrica di quelle rette che, insieme a 5
rette date, possono essere linee d'azione di forze equilibrate, ovvero assi di
movimenti infinitesimi annullantisi; poi comunica in un’altra Nota (*) la con-
dizione analitica affinchd 6, 5, 4 rette possano essere tali linee d’azione o assi,
ossia, affinché possano essere rette in involuzione, com’egli le chiama gia
nella prima Nota: questa condizione & I'annullarsi di 1, 2, 3 certi determinanti.

Il sig. CaviEey, che poco prima (**) era pervenuto al concetto delle coor-
dinate della retta, se ne serve e da nel medesimo volume dei Comptes
rendus (***) un determinante pit semplice formato con le 36 coordinate di 6
rette, il quale uguagliato a zero esprime la condizione dell’involuzione delle
6 rette; e trova anche la condizione geometrica perché sei corde di una curva
gobba del 3° ordine siano in involuzione.

In parte quale aggiunta a queste Note di Synvester e CavrEy il sig. Crastes
deduce (****) altri casi di rette in involuzione e teoremi sulle stesse, dai teo-
remi sulle rotazioni infinitesime nella sua Memoria gid citata.

Nel luogo gia citato al n.° 2 il sig. CaviEy riprende nuovamente la questione
delle grandezze di quatiro forze equilibrate, il che fa pure il sig. CreLmv nelle
Memorie dell’ Accademia di Bologna (*****), Questa stessa questione relativa
ad un numero qualunque di rette ha poi occupato ancora i signori Sporri-
§WOOD (¥**#%) o CHELINI (FHFHH¥%¥)

6. Ora che le forme (figure) della geometria de’complessi sono divenute
imagini famigliari e che, mediante la Statica grafica, la trattazione geometrica
di problemi meccanici & entrata sempre pili nelle istituzioni scolastiche, non
mi pare inopportuno di riprendere tale questione, tanto pit che le Note citate
contengono spesso teoremi non dimostrati; epperd nelle prime tre parti di questa
Memoria, mi permetto di pubblicarne una esposizione puramente geometrica.
Nell’ultima parte mi propongo inoltre di mostrare come si possa considerare
la questione mediante le teorie di GrassManN (F*¥*¥E¥¥) od ottengo la maggior
parte dei risultati analitici di Mops, Synvester, Caviey, Spormswoon. Dal

(*) Ibidem, p. 815.

(**) Quarterly Journ., t. 3, p. 225.

(***) Pag. 1039. }

(****) Pag. 745-1042-1094.

(#*¥*¥) 1866, p. 1, specialmente n.° 26.

ki) Comptes rendus, t. 66 (1868), p. 97.

sexsxir) Memorie dell’Ace. di Bologna,. 1870, p. 370.

(**m**rs**) Ansdehnungslehre, Leipzig, 1844; 2% ediz. Berlin, 1862.
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proponimento del sig. Grassmanx di pubblicare in seguito applicazioni della sua
teoria alla Statica, si pud presumere ch’egli stesso si sia occupato della pre-
detta quistione.

Nella estesa Memoria: Ueber projektive Behandlung der Mechanik starrer
Kborper, pubblicata tempo fa dal sig. Lixoemany (*), questa questione fu trat-
tata a p. 142 analiticamente sotto un punto di vista pilt generale; tuttavia la
mia trattazione pit semplice non mi pare inutile, tanto piut che il sig. Liy-
pEMANN si addentra poco nei particolari di quest’oggetto.

1.

7. Se le forze di un sistema equilibrato variano tutte propor-
zionalmente 1’equilibrio continua a sussistere; essendo dunque sem-
pre ammessa la possibilitd di tali variazioni, non se ne fard cenno speciale.

8. Se lungo n rette g,, gs,... g» agiscono due sistemi equilibrati diversi
(ciod non proporzionali) P, P,,... P,, P,, P%,... P’y; anche le n forze
AP, +XP', AP+ X P,... AP,+ X P, agenti lungo le rette g,, gzy.- 9
formeranno un sistema equilibrato, quali pur siano i valori di A e . Cosicche
attribuendo al rapporto 1:1" tale .un valore che riesca nulla la forza agente
lungo una delle rette, si avrd un sistema equilibrato lungo le altre »—1 rette.

Quindi se fra le » rette non ve ne sono n—1 rappresentanti un
sistema equilibrato; lungo le » rette non potranno agire due si-
stemi equilibrati diversi, cio® non proporzionali.

Se invece le n—1 rette ¢i, gsy... gn_ s0no linee d’azione di altrettante
forze in equilibrio P,, P,... P,_,, e si aggiunge una %™ retta arbitraria g¢,,
per modo che non siano possibili altri aggruppamenti di »—1 rette rappre-
gentanti sistemi equilibrati; sard P,, P, P,_,, 0 l'unico sistema ‘equilibrato
rappresentabile dalle » rette g, g,... g.. Eppero se n & tale, che in generale
n— 1 rette non possano rappresentare un sistema equilibrato, e se lungo » rette
s1 vogliono fare agire altrettante forze in equilibrio, le quali tutte siano diverse
da zero, si dovra evitare che fra quelle % rette ve ne siano n—1 le quali
possano rappresentare un sistema equilibrato.

9. Se imaginiamo che n rette rappresentino due sistemi equilibrati diversi,
nei quali coincidano (o siano proporzionali) le forze agenti lungo # rette, ma

(*) Math., Annalen, t. 7, p. 56.
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non le altre, si ottiene per sottrazione un sistema in equilibrio rappresentato
da n—r rette. Per cid se di #» rette »—» non sono tali da poter rap-
presentare un sistema equilibrato, lungo le » rette non possono
agire due sistemi equilibrati nei quali » delle forze, ma non le
altre, siano coincidenti.

10. Se tutte le forze P; (agenti lungo ¢;) di un sistema non piano Y si
trasportano parallelamente a s stesse in un punto qualsivoglia O dello spazio,
clascuna forza P; & scomposta in una forza equipollente passante per O, ed
in una coppia situata nel piano Og;, il cui momento & uguale a quello di P;
rispetto ad O. Come le forze in O si compongono in una risultante B mediante
il poligono delle forze, cosl tutte le coppie si compongono in una coppia ri-
sultante mediante il poligono dei momenti o degli assi: vale a dire si riducono
i loro momenti (P;, O) ad una base b, cio® si cercano le altezze di paralle-
logrammi di base data b e che siano equivalenti alle aree-momenti, si portano
questi momenti ridotti, perpendicolarmente sui piani ¢;0 delle coppie e da
quella banda dalla quale il piano, per effetto della coppia, si vedrebbe girare
in un senso convenuto, p. es. quello dell'indice di un orologio; di questi seg-
menti normali o assi si forma il poligono degli assi; la retta che chiude il
poligono, dall’origine al termine, rappresenta I'asse della coppia risultante,
ciod & normale al piano di questa coppia ed & uguale al suo momento ridotto.

11. La projezione ortogonale sopra una retta [, passante per O, della
retta che chiude il poligono degli assi & uguale al momento (solito) ridotto di
Y, rispetto a questa retta.

- Se questo momento & nullo, p. es. quando ! incontra le linee d’azione di
tutte le forze, o la retta che chiude il poligono degli assi sard perpendicolare
ad 7, o questo poligono sard chiuso.

12. Variando O, R resta equipollente a sé stessa, cioé non varia di gran-
dezza, di direzione e di senso, ma varia invece 'asse della coppia risultante.

Se il poligono” delle forze si chiude per una posizione di O, cosicchd sia
R =0, esso si chiuderd sempre. Allora Y, & equivalente ad una coppia il eui
asse ¢ indipendente da O; epperd quando il poligono delle forze & chiuso, la
retta che chiude il poligono degli assi & equipollente per tutte le posizioni di O.

13. L’equilibrio di ; richiede che siano nulle la risultante e la coppia
risultante, e conseguentemente che per qualsivoglia punto O siano chiusi am-
bedue i poligoni, e quindi anche che sia nullo il momento rispetto a qualsivoglia
retta come asse. Percid, se una retta I incontra le linee d’azione g., ¢,y gn-s
di n—1 fra n forze equilibrate, incontrerd anche la linea d’azione della n™'
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forza. Il che pud vedersi anche senza far uso dei momenti rispetto ad un asse,
nel seguente modo dovuto a Cueumv (*): si trasportino le forze Py, Py,... Py,
P, al punto O=g,_,!; le coppie provenienti dalla traslazione di P,, P,,..
P, _, giacendo in piani per /, lo stesso avviene della loro coppia risultante:
P,_, non produce alecuna coppia, e quella proveniente da P, giace nel piano
g»0. Ora, il sistema essendo equilibrato, quella coppia risultante e quest’ultima
devono elidersi tra loro, epperd devono trovarsi in piani paralleli, o identici,
poiche ce le imaginiamo tutt’e due in piani passanti per O; quindi / giace in
9»0 e incontra ¢,.

14. B da questo teorema che Mosivs dedusse D'altro gid ricordato, ciod
che le linee d’azione di quattro forze in equilibrio sono genera-
trici del medesimo sistema di un iperboloide; e cosl pure risulta dal
medesimo che le linee d’azione di due o di tre forze equilibrate sono risp.
identiche o appartengono ad uno stesso fascio (piano) di raggi.

Se finalmente si ammette che si possano prendere i momenti rispetto ad assi
imaginari, si pud fin d’ora concludere che le linee d’azione di 5 forze in equi-
librio devono trovarsi nella stessa congruenza lineare, imperocche le due rette
reali o imaginarie che ne incontrano quattro devono incontrare anche la quinta,
e quindi divengono le direttrici della congruenza.

15. Reciprocamente quattro rette ¢,¢9.¢:9. di un sistema (ciod di uno dei
sistemi di generatrici d’un iperboloide), se pur possono rappresentare un sistema
equilibrato di forze, ne potranno rappresentare uno solo; perché tre qualunque
di quelle rette non possono esser linee d’azione di forze in ethbno (n.° 8).

16. K noto che se un poligono delle forze (o un moltilatero) si chiude
per un dato ordine delle forze (o dei lati) si chiuderd anche quando si muti
comunque quest’ ordine. Per un ordine determinato, p. es. ¢.¢:9:9., si pud co-
struire un solo quadrilatero chiuso, i cui lati siano paralleli a quattro rette date,
generatrici dello stesso sistema di un iperboloide generale, tali ciod che tre
qualunque di esse non risultino parallele ad uno stesso piano. Si pud facilmente
persuadersene attribuendo al lato del quadrilatero ch’# parallelo a g, una lun-
ghezza arbitraria K, K; [il che & lecito essendo lecite le variazioni proporzionali
(@.° 7)], e conducendo pei suoi termini le parallele a g,, g,: esiste allora una
sola retta che abbia la direzione di g, e che incontri (in K, K,) queste due
parallele.

(*) Mem. dell’Accad. di Bologna, 1870, p. 357.
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Quindi Jungo le quattro rette g.g.9:9, del sistema si possono fare
agire in un solo modo forze tali che il relativo poligono delle
~ forze sia chiuso. Io dico ¢he queste forze si trovano in equilibrio.

Infatti, essendo chiuso il poligono delle forze, la retta che chiude il poligono
dei momenti, ammesso che esista, & di direzione costante per qualsivoglia po-
sizione di O (n.° 12); ma quando O si trova sull’iperboloide, vi & una retta
passante per O che incontra tutte quattro le rette g; e rispetto alla quale quindi
il momento delle quattro forze & nullo; la retta che chiude il poligono de’mo-
menti dovrebbe dunque, se esistesse, essere normale a tutte le direttrici del-
I'iperboloide, il che non & possibile se, come qui, si tratta di un vero iperboloide.
Dunque anche il poligono dei momenti riesce chiuso, epperd le quattro forze
sono in equilibrio.

Il teorema & evidentemente vero per un numero qualsivoglia di forze for-
manti un poligono chiuso e agenti secondo rette appartenenti allo stesso sistema
di generatrici di un vero iperboloide.

17. Un quadrilatero chiuso, i cui lati siano paralleli a quattro generatrici
di un vero iperboloide, potrebbe costruirsi anche sull’iperboloide medesimo,
giovandosi delle direttrici parallele a due generatrici non consecutive ¢,g,. In-
dicando g'; la direttrice parallela a g;, G il punto g:9'z, Gr: il punto grg’s;
i punti G e Gi; sono simmetrici rispetto al centro M dell’iperboloide; le rette
GG e GriGy; sono uguali parallele ma di senso opposto, e quindi le Gy Gy
e (GixGy sono equipollenti. Il quadrilatero chiuso & Gy,G,, G, Gsy e le richieste
forze in equilibrio agenti lungo le ¢, ¢.9: 94 sono uguali o proporzionali a G,,G,,,
@Gy GGy GuGisy di modo che, come gid si era osservato nel numero
precedente, una delle quatiro forze pud prendersi ad arbitrio. Attribuendo ad
una il valore zero, sono nulle anche tutte le altre forze; invero se nel quadri-
latero costruito al n.” 15 si fanno coincidere K, e K; in un punto, tutt’e quattro
i lati passano per questo punto e hanno lunghezze nulle.

Concludo:. Stabilito un ordine ciclico, si costruisca 1’intersezione
di ciascuna delle quatiro linee d’azione (generatrici di un iper-
boloide) con le direttrici parallele alle due vicine e si otterranno
i segmenti che misurano le forze. Il senso delle quali, per due non
consecutive, & dato dal senso del segmento che ha per origine
I’intersezione della forza con la parallela alla forza precedente ¢
per termine la sua intersezione con la parallela alla forza sus-
seguente; ed & opposto al senso dell’analogo segmento, per le

altre due forze.
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Lo stesso vale evidentemente per un numero pari qualunque di rette, gene-
ratrici dello stesso sistema di un iperboloide.
La costruzione & lineare.

18. L’ordine di successione essendo qui senza influenza, se ne pud facil-
mente ricavare un teorema relativo a un numero pari di generatrici e ai seg-
menti determinati su queste dalle direttrici parallele; teorema che d’altronde
& una conseguenza della nota proprietd che le rette dell’un sistema incontrano
quelle dell’altro in punteggiate projettive.

19. Dalla simmetria dei punti Gix e G; rispetto ad M risulta, che i te-
traedri GpGo GGz € GeGiGiiGsy sono di ugual volume; ma essi sono di
senso opposto, perchd i due triangoli simmetrici GbGuGi € GiGuGs 5000
percorsi in senso opposto quando sieno veduti da M, epperd anche quando
siano veduti risp. da Gy e Gy, punti che, come M, sono tutti e due dalla
stessa banda dei piani dei triangoli o tutti e due da bande opposte.

Inoltre &

GGG Goy=— Gy G12G14G34§

perché con tre permutazioni si pud passare dall’una all’altra di queste due
notazioni dello stesso tetraedro; per cid & anche

GuGu Gsz G34 = G23G21 Gu G43-

Uno di questi due tetraedri ha per spigoli opposti le due forze G\ Gy, Gs G
agenti lungo ¢i, gs, e I'altro le due forze GGy, GGy agenti lungo g,, ¢,
ciascuna forza essendo cosi percorsa nel proprio senso. Dunque: Se quattro
forze sono in equilibrio, il tetraedro formato da due di esse, per-
corso nel loro senso, & uguale anche pel segno al volume del te-
traedro formato dalle altre due.

Se le forze di uno dei due tetraedri si prendono in senso contrario, cosicch®
esse divengano equivalenti a quelle dell’altro, il tetraedro non cambia di segno.
Se ne ricava il noto teorema di CHasrEs.

20. Nelle precedenti considerazioni si & pertanto trovato il seguente risul-
tato: Data una forza agente lungo una di quattro generatriei ¢,6.9:¢:
(dello stesso sistema) di un iperboloide, non si pud trovare che un
solo sistema di forze che siano in equilibrio (o equivalenti) con
quella e che agiscano lungo le tre altre generatrici.

Se sono date soltanto tre rette ¢.¢.,4;, si possono prendere ad
arbitrio le forze agenti lungo due di esse; dopo di che tanto la
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forza che agisce lungo la terza retta quanto la linea d’azione e
la grandezza di quella forza c¢h’s in equilibrio (o equivalente)
con quelle tre, sono determinate univocamente; la linea d’azione
'di quest’ultima & una generatrice dello stesso sistema di ¢,9.9:
dell’iperboloide [g,g.9:]-

Infatti, se sono date P,, P, si cerchi sulla direttrice parallela g, il punto
Gy determinato, anche riguardo ai segni, dalla proporzione GG : GeGe=
= P,: P;; la generatrice passante per G, & la linea d’azione della quarta
forza, e si ha P,: P,: Py: Py= G4,Gyy: GGzt GGyt Gus Gy,

Se P,=0, P,20, G,, coincide con Gy e Gy con Gy; anche P, diviene
=0 e P, ha la stessa linea d’azione di P;, ma & =—P,.

Facendo K,K,, K,K, equipollenti a P,, P:, conducendo per K, la paral-
lela s; a gs, e per K, le parallele a tutte le generatrici dell’iperboloide, il
cono di 2° grado che cosl ne risulta, ha un lato parallelo ad s;; 1'altro lato
che & incontrato da s, (in K;) da il quarto lato del poligono chiuso.

Se anche ¢, si muove descrivendo !iperboloide, anche s, descrive un cono;
i due coni oltre la conica nel piano all'infinito ne hanno in comune un’altra,
sulla quale s’incontrano rette corrispondenti s;, Si.

Le rette gs, g, descrivono, come risulta facilmente dalle promesse, una serie
involutoria di generatrici; ma d’altronde esse sono rette corrispondenti del
Nullsystem di ciascun sistema di forze equivalenti a (Pi, i), (P2 ¢2), € I'in-
voluzione & una proprietd del Nullsystem (*).

21. Se le rette date sono le generatrici di un paraboloide anzichd di un
iperboloide, tutto il ragionamento del n.” 16 cade, poich® le direttrici essendo
tutte parallele a uno stesso piano, possono riuscir tutte normali alla retta che
‘chiude il poligono de’momenti. Qui si ha invece il teorema: Se lungo un
numero qualunque » di generatrici d’un paraboloide rigato, ap-
partenenti allo stesso sistema, agiscano forze il cui poligono &
chiuso, il piano della coppia equivalente a questo gruppo di forze
¢ parallelo al piano direttore delle generatrici dell’altro sistema,

D’altronde in questo caso il poligono delle forze & sempre piano ed & pos-
sibile che si chiuda, qualunque siano le grandezze di n—1 delle forze.

(*) Stavpr, Beitr, z. Geom. d. Lage, n.o 94. Nullsystem & un sistema di figure polari reci-
proche nello spazio, dove ciascun piano passa pel corrispondente polo (Nullebene, Nullpunkt).

Annali di Matematica, tomo VII, 29
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I (*.

22. Una congruenza di 1° ordine e di 1* classe o una con-
gruenza lineare & determinata, com’? noto, da quattro de’suoi
raggi ¢.9:9:9. che non appartengano al medesimo fascio gobbo (*¥).
Lissa pud essere generata completamente prendendo dal fascio pas-
sante per tre dei quattro raggi, p. es. per ¢.¢.¢s, un raggio fisso
(p. es. uno di questi tre) e un raggio variabile, e congiungendoli
mediante un fascio con g.

La sola retta passante per un punto O, situata risp. in un piano , che
incontri g, e il raggio fisso del fascio [¢,¢.¢;], incontra ancora un altro raggio
del fascio: ed & questo raggio variabile quello che determina il fascio dal quale
si ricava il raggio della congruenza passante per O, risp. posto in w; cosicche
questo raggio si ottiene con costruzioni lineari.

Un fascio gobbo contenente tre raggi della congruenza, le appartiene com-
pletamente. Le direttrici della congruenza sono le due trasversali delle quattro
rette g; e sono raggi dei fasci direttori (gobbi) della congruenza; quattro raggi
qualunque della medesima sono da esse incontrati.

Due fasci qualsivogliano della congruenza hanno due raggi co-
muni; sono le intersezioni dei due iperboloidisu cui sono situati, e che inoltre
hanno due direttrici comuni.

Prendendo tre o due direttrici qualunque del primo fascio, e una o due
direttrici qualunque del secondo fascio, le due trasversali comuni di queste
quattro rette sono appunto quei due raggi comuni; e si costruiscono nel modo
indicato nel n.° 57 del Syst. Entw. di Stever. In quanto segue & sempre noto

(*) Si cfr. Mosivs, Statik, I, § 84-87 e Giorn. di CrErLE, t. 10, p. 317; REYE, Geometrie
der Lage, 11, 9 Vortrag e in Priicker, Neue Geometrie, v. i capitoli sul complessi lineari
e sulle congruenze lineari, o le Memorie di REye e Siuporr nel Giornale di BorcmarpT,
t. 69 e mel Giorn. di ScmromiLcm, t. 20. Parlandosi qui esclusivamente di complessi e di
congruenze lineari, ommetterd spesso in seguito 1’aggiunto « lineari ».

(**) 1l tedesco Regelschaar, che esprime la serie di tutte le generatrici d’un iper-
boloide, appartenenti allo stesso sistema, & qui tradotto per brevita con fascio gobbo o
fascio generatore. L'altro sistema di generatrici che dai tedeschi & detto Leitschaar
(rispetto al Regelschaar) pud dirsi fascio direttore. Fascio piano (Strahlenbiischel)
¢ il sistema di tutte le rette poste in un piano e concorrenti in un punto. Stella di raggi
o stella (Strahlenbiindel) & il sistema di tutte le rette concorrenti in un punto dello spazio.
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uno dei due raggi, epperd la determinazione dell’altro diviene lineare e pilt
semplice. I raggi della congruenza che sono appoggiati ad una retta arbitraria
formano un fascio (gobbo), tre raggi del quale si ottengono facilmente con
costruzioni lineari. \

23. Un complesso lineare o di 1° grado & determinato da cin-
que dei suoi raggi, che non si trovino-nella stessa congruenza
(lineare). Il complesso contiene completamente ogni fascio passante per tre
dei suoi raggi, ogni congruenza passante per quattro dei suoi raggi, epperd
anche ogni retta che incontri le due trasversali di quattro dei suoi raggi.

Date cinque rette g,,... ¢5, il complesso da esse individuato si pud
ottenere cosl: quattro rette, siano ¢,,... g,, determinano una con-
gruenza, due raggi della quale, uno fisso e uno variabile, deter-
minano con gs un fascio (gebbo); oppure tre, delle cinque rette,
siano ¢.9,¢:, determinano un fascio (gobbo), due raggi del quale,
uno fisso e uno variabile, insieme alle altre due rette g4, g5 deter-
minano, una congruenza.

I raggi del complesso che concorreno in un punto O giacciono in un piano
w, epperd formano un fascio piano; e viceversa.

Il complesso s’intenda generato nel primo modo da g,,... gs: si costruisca
la retta # (unica) passante per O, risp. situata in w, che incontra g e il raggio
fisso della congruenza [g.,... ¢.]; essa & una direttrice di tutt'i fasei (gobbi)
che forniscono raggi del complesso passanti per O, risp. posti in », e quindi
& incontrata anche da tutt’i raggi variabili della congruenza [g.,... ¢.] che
servono a determinare quei fasci; per cid essi stessi formano un fascio (gobbo),
contenente anche il raggio fisso (n.° 22); g5 incontra, oltre m, un’altra diret-
trice » di questo fascio, la quale risulta direttrice per tutt’i fasci (gobbi) che
conducono ai raggi del complesso passanti per O, risp. posti in w; conseguen-
temente questi raggi formano un fascio (piano) intorno ad © nel piano w=0On,
risp. nel piano w intorno al punto O=wn. Questa costruzione di w, risp. di
0, & lineare.

24. I punti O e i corrispondenti piani » formano, com’® noto, un Nullsy-
stem e si chiamano, secondo Méerus, Nullpunkt e Nullebene o anche polo
e piano polare. Se O descrive una retta /, » ruota intorno ad una retta 7,
la corrispondente di I nel Nullsystem o, secondo Priicker, la conjugata di [
rispetto al complesso. Tutti i raggi del complesso che incontrano una retta 7,
ne incontrano dunque un’altra I, formando una congruenza le cui direttrici
sono [, I'. Le rette conjugate del complesso, o le rette corrispondenti dell’an-
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nesso Nullsystem, sono identiche alle direttrici delle congruenze contenute nel
complesso o alle trasversali di tutti i gruppi di quattro raggi del complesso.
Ogni retta appoggiata a due di queste rette conjugate & un raggio del com-
plesso. Ogni raggio del complesso & una retta coincidente con la propria con-
jugata.

Si considerino un fascio (gobbo) e una congruenza appartenentl
ad uno stesso complesso, e sia [ una direttrice del fascio; i raggi della
congruenza che l'incontrano formano (n.° 22) un fascio (gobbo), del quale si-
costruiscono facilmente tre raggi, quando la congruenza & data mediante quattro
rette; questo fascio e il dato si trovano nella stessa congruenza, quella formata
dai raggi del complesso appoggiati ad [; quindi essi, epperd anche il
fascio dato e la congruenza data, hanno due raggi comuni, la co-
struzione dei quali fu gid indicata al n.° 22.

25. Dalle 5 rette ¢,,... g5 si pud ricavare il piano polare del punto O
anche nel seguente modo: si formino con le cinque rette due gruppi di quattro
ciascuno, e si costruiscano le due coppie di trasversali di questi gruppi; le due
rette uscenti da O, appoggiate a queste due coppie, sono raggi del complesso
e determinano il piano polare w; gli altri tre gruppi di quattro rette forniscono
tre altri raggi del fascio piano (0, ).

26. Se [ descrive un fascio piano (0, '), la retta conjugata descrive un
fascio piano projettivo (0, w): proprietd del Nullsystem; il raggio del com-
plesso 00’ =ww’ corrisponde a sb stesso.

Sia ¢ un raggio del complesso incontrato dalle due trasversali d’uno di quei
gruppi di quattro rette; O e O siano due suoi punti, i cui piani polari w, o
passino per ¢; e, f siano pure raggi del complesso appoggiati all’una o al-
Ialtra delle cinque coppie di trasversali, e incontrino i piani e, &’ risp. in X,
F, E', F'. Siccome O'FE giace in «, passa per O' e incontra e, la sua con-
jugata, dovendo passare per O, giacere in " e incontrare la e stessa, sard la
OE’; e cost sono conjugate O'F e OF’. Abbiamo dunque tre paja di raggi
corrispondenti dei due fasei (piani) projettivi (0, ) (0, o), ciot: O'(0, E, F)
ed 0(0, E', F'); per cid le altre paja di raggi corrispondenti, anch’essi con-
jugati, si possono costruire linearmente. D’altronde ogni retta che incontra due
di questi raggi corrispondenti appartiene al complesso, epperd per ottenere
completamente il complesso bastano i due fasci piani.

Le costruzioni date nei nl 25 e 26 furono comunicate senza dimostrazione
dal sig. Syivester nelld prima delle Note citate sopra e, sia per cid, sia
perche nel seguito saranno necessarie, mi sono qui occupato un po’a lungo
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delle proprietd di un complesso. Queste costruzioni presuppongono problemi di
secondo grado, mentre le prime sono lineari.

27. Le corde di una cubica gobba, che siano inoltre raggi di un complesso
lineare, generano una superficie di 4° grado, perch® per ciascun punto della
curva e per nessun altro passano due di tali rette; donde gid si conclude il
grado della superficie (*). Ma il cono i cui piani tangenti projettano le rette
della superficie da un punto della curva doppia & di 2° grado; si ha quindi
il teorema del sig. Caviey (**) che 6 corde in involuzione di una cu-
bica gobba sono projettate da un punto della curva secondo 6
tangenti di una conica; la generazione della curva mediante stelle (Strak-
lenbiindel) collineari manifesta che, se 6 corde sono projettate in tal modo da
un punto della curva, lo stesso avverra per qualsivoglia altro punto della me-
desima.

IIL

28. Siano P, P.... P; cinque forze in equilibrio agenti lungo le rette
g 9s... g5, © si determini su ¢, una forza P’; in modo ch’essa possa com-
porsi con P, e P, in una unica risultante P’, il che pud farsi, pel n.° 20, in
uno ed un solo modo. La linea d’azione ¢' di questa forza P’ appartiene al
fascio gobbo [¢:1¢:9s]; ora poiche le forze P’, P's= P,— P’;, P,, Ps sono in
equilibrio e le loro linee d’azione ¢', g5, ¢i, ¢s appartengono allo stesso fascio
gobbo, epperd tanto g,g,9:9" quanto g’ gsg,¢s si trovano nel medesimo fascio,
le ¢.9:9:9.9s s0n0 raggi di una medesima congruenza (lineare) (n.° 22). Dun-
que: Le linee d’azione di cinque forze in equilibrio si trovano
sempre in una stessa congruenza lineare ed ammettono due tras-
versali comuni (n.° 14).

29. Viceversa, se sono date cinque rette g,... ¢ di una con-
gruenza, e si prende ad arbitrio su una di esse, p. es. su ¢, la
forza P,; le forze che sono in equilibrio con questa e che agiscono
lungo le alire quattro rette, sono univocamente determinate.
Infatti, i fasci gobbi [9.9.9:] e [9:919:] appartenendo alla stessa congruenza
hanno, oltre ¢;, un secondo raggio (reale) comune, ¢g', che si costruisce linear-
mente (n.° 22). Ora essendo data P, e g,¢,¢;9" essendo nel medesimo fascio,

(*) Cfr. anche Harpuen, Comptes rendus, janv. 1872.
(**) Comptes rendus, t. 52, p. 1041,
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vi & uno ed un solo sistema di forze P,, P’5, — P’ agenti lungo le g,¢,¢
che siano in equilibrio con P, (n.° 16); epperd P’ & la risultante di P,, I, P',.
Parimenti, ¢"¢;¢,¢; essendo nel medesimo fascio e P’ essendo nota, vi & un
solo sistema di forze P”;, P,, P; agenti lungo ¢,9.¢s, le quali siano in equi-
librio con P’ ossia con P,, P;, P’,. Quindi le forze P,, P;, Py=P;+ P,
P,, P, sono in equilibrio e possono costruirsi secondo il n.° 16 o 17.

Variando P,, variano proporzionalmente anche le altre forze.

Il n.° 9 prova che mutando I'ordine mnon si perviene a soluzioni diverse.
Se 9.9.959« appartenessero al medesimo fascio gobbo, la forza P; sarebbe nulla
e le forze agenti secondo g,... g, costituirebbero esse il sistema equilibrato.

30. Se sono date solamente quattro rette ¢,¢.9:9, e tre di esse
si prendano come linee d’azione di forze arbitrarie P, P, P, si pud
determinare una sola forza P, agente lungo ¢,, in modo che
P,P,P,P, facciano equilibrio ad un’unica forza P; (o siano equi-
valenti a — P;). Dapprima si determini P’y su ¢, cosi, che P, P, P’; siano
equivalenti ad una forza P’, il che pud farsi sempre e in un solo modo (n.° 20);
la linea d’azione ¢’ di P’ si trova nel fascio gobbo [g,g.¢:]. Poi si determini
P, su g, cosi, che P, P’y=P;—P’;, P, siano in equilibrio con una sola
forza P Allora P & in equilibrio con P, P,P,P, e la sua linea d’azione g,
appartiene al fascio [g9'¢:9.], epperd alla congruenza [g,9.9:¢.]-

Se invece P; non & data, non & data nemmeno P’y; ma P’s, P’, ¢’ non
dipendendo da P;, il fascio [¢'gsg.] resta fisso, mentre g, si muove in esso e
naturalmente le P, P,, P; variano con g;. Dunque: Se sono date quattro
rette ¢,9,9.9, nonche le forze agenti lungo una o due o tre di
esse; la retta ¢g; lungo la quale agisce una forza che sia in equi-
librio con le forze date e con forze agenti lungo le altre rette,
si troverd nella congruenza [¢,9.9:9:], ¢ vi potrd prendere una
posizione qualsivoglia o sard legata a trovarsi in un certo fascio
gobbo (contenente le due rette secondo le quali agiscono le due
forze non date) o ad assumervi una posizione affatto determinata.

Se assumiamo che di tre forze date P, P;P;, sia P,=0, ma P, e P, diverse
da zero, allora viene P, =0, P’;= P;, ¢’ coincidente con ¢, e P'= P, (n.° 20);
e, com’era da prevedersi, g; diviene la linea d’azione di quella forza che sta
in equilibrio con le P, P; agenti lungo ¢,, g, e con una forza agente lungo g,

31. Con ragionamenti analoghi si concludono i teoremi seguenti:

Le linee d’azione di sei forze in equilibrio sono sempre raggi

di un medesimo complesso (lineare).
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Viceversa, presi ad arbitrio sei raggi di un complesso ed una
forza pure arbitraria agente lungo uno di essi, le forze agenti
lungo gli altri cinque raggi, che costituiscono con quella un si-
stema equilibrato, sono determinate univocamente.

Basta ricorrere al teorema sopra ricordato, che un fascio (gobbo) e una
congruenza appartenenti allo stesso complesso hanno due raggi comuni (n.° 24),
e tener presente il n.° 9.

Al contrario se sono date soltanto cinque rette ¢,9:9:9.9s e se
le forze agenti lungo la prima o lungo le due, tre, quattro prime
si assumono ad arbitrio, la linea d’azione g, di una forza in equi-
librio con le forze date e con altre agenti lungo le rimanenti
rette, si troverd sempre nel complesso [g:9:9:9:95] e Vi potrd assu-
mere una posizione qualsivoglia, o sard legata a trovarsi in una
certa congruenza, contenente le rette ¢,9.9s, o in un certo fascio
(gobbo) contenente le rette g¢,, g5, 0 a prendervi una posizione
completamente determinata. )

32. Se sono date ad arbitrio sei rette ¢,g....gs nonché le forze agenti
lungo la prima, o lungo le due,... cinque prime; la linea d’azione ¢, di una
forza, che sia in equilibrio con le forze date e con altre agenti lungo le re-
stanti rette, potrd avere una posizione qualsivoglia nello spazio, o sara legata
a trovarsi in un certo complesso o in una certa congruenza o in un certo
fascio (gobbo) contenente le rette lungo le quali agiscono le forze non date, o
ad avere una posizione affatto determinata; e le forze incognife in quest’ultimo
caso (ed evidentemente anche negli altri, quando siasi fissata una delle posi-
zioni lecite) sono univocamente determinate.

A persuadersene giova ricordare il teorema che un fascio (gobbo) e un com-
plesso, o due congruenze, hanno due raggi comuni.

33.-Ora siano date ad arbitrio otto rette g,g,...¢s; la congruenza [g,...¢,]
ed il complesso [g,...gs] hanno in comune un fascio (gobbo) contenente il raggio
9. Assumendo ad arbitrio le forze P,, P, sopra ¢,¢., la linea d’azione della
forza ch’® in equilibrio con queste e con altre forze agenti lungo le g, ¢, sara,
pel n.° 30, raggio di un fascio (gobbo) contenente ¢,g, e appartenente alla
congruenza [¢,...g:]. Quest'ultimo fascio e quello sopra nominato, trovandosi
nella medesima congruenza [g,...¢,], avranno in comune un altro raggio ¢,
oltre g,. E quindi vi sard una forza P’ agente Iungo ¢/, equivalente a P,, P,
e a certe forze Ps, P, agenti lungo le ¢;9,. D’altra parte ¢’ & anche raggio
del complesso [gs...gs], epperd esistono delle forze P’y, F,..., P; equilibrate
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con la P'. Le otto forze P., P;, P, P,=P'+P",, P, P;, P,, Py, delle
quali le due prime sono arbitrarie, sono dunque in equilibrio.

Sei rette arbitrarie non potendo in generale rappresentare un sistema equi-
librato di forze, segue dal n.° 9 che il testd trovato & il solo sistema di forze
equilibrate agenti lungo le g,...¢s, che sia compatibile con P, P,.

Si potevano invece considerare il complesso [g,...¢;] e la congruenza [gs... gs];
e allora sarebbe stato necessario il teorema, che una congruenza e un fascio
(gobbo) appartenenti allo stesso complesso hanno due raggi comuni.

34. Siano date solamente sette rette g,...¢; e se ne prendano sei come
linee d’azione di forze: P,P;...P; 8i cerchi quella forza P’,, agente lungo
¢4, che composta con P, P;P, di per risultante una forza P’ (n.° 30), la cui
linea d’azione ¢" apparterra alla congruenza [g,...g,]. Allora la linea di azione
gs di una forza che insieme alle P', P",—= P,— P',, P,, P, e ad un’altra forza
agente lungo la ¢, forma un sistema equilibrato, appartiene (n.° 31) al com-
plesso [¢'9:9:9:9-]- Se Ps o Ps, Ps 0o P,, Py, P; non sono date, la g;, ap-
partenendo sempre al complesso [¢'gs...g-], potrd percorrervi un fascio (gobbo)
contenente g,¢, 0 percorrervi una congruenza contenente ¢;¢.g; O assumervi
qualsivoglia posizione.

35. Possiamo ora dimostrare i precedenti teoremi per un numero qualsi-
voglia di forze, assumendoli veri per numeri minori di forze.

Siano dunque date n rette ¢,...9. (n>6) ed »—6 fra esse, ¢,...¢n_q, si
assumano come linee d’azione di forze arbitrarie P,.:.P, . K sempre e in
infiniti modi possibile di trovare una retta secondo la quale deva agire una
forza che sia equivalente al sistema delle P,...P,_s e di certe altre forze, da
determinarsi, agenti lungo ¢,_s, gn_s, imperocche il teorema che nel prossimo
numero dovrd dimostrarsi per n—1 & assunto vero per n—4. Il luogo di
quella retta & un fascio (gobbo) contenente ¢,_s € gn.4, il quale ha in comune
col complesso [¢n_4...¢n] un’altra retta g oltre g, ,. Sia P’ la forza, agente
lungo ¢', ch’® in equilibrio con le P,...P,_s e con certe due forze P, s, P'n,
univocamente determinate agenti secondo ¢»_s, 9»_s; appartenendo le ¢'gn_s... gn
allo stesso complesso, esisteranno- delle forze P",_y, P,_s,... P, agenti lungo
le gn_sy.-- gn ed equilibrate con P, ossia anche con P,,... Py_sy Pu_s, P'n_s;
e, pel n.° 9, il sistema P,,... Py, Poy=Pn (+ Py sy Pus,y... Pn &1
solo sistema di forze equilibrate agenti lungo g,,..., ¢, compatibile con le
forze date P, Py,... P

86. Se non sono date che n—1 rette ¢,,..., ¢._,, lungo n—2 di esse
ponno farsi agire altrettante forze arbitrarie P,,..., P, _,. E si pud determipare
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=

sulla ¢n_, una forza P’,_, tale, che P,,..., P, 5, P'»_, siano in equilibrio con
una sola forza P’, la cui linea d’azione diremo g¢': imperocche, come sopra,
il teorema che qui stiamo dimostrando per n—1 & gia vero per n—4.

Quindi ancora (n.’ 31) una sola retta g, esiste, lungo la quale agisca una
forza P,, in equilibrio con P’, P"y_y=P,_ 4—P'n_s; Pn_s, Pn_, € con una
certa forza P,_, da determinarsi, agente lungo la ¢,_,; ed essa appartiene al
complesso [§'gn_s...gn_s]. Che se, al contrario, delle forze Pn_y, Pu_s, Pn.»
si dinno soltanto le due prime, la prima, o nessuna, la g, potrd percorrere un
fascio (gobbo) contenente ¢, s, gn 4 O una congruenza contenente ¢, s, g2,
gn_1 (appartenenti ambedue a quel complesso) o potrd percorrere tutto il com-
plesso; e se non & data nemmeno P, s, la g, potrd assumere qualsivoglia po-
sizione nello spazio, come & dimostrato dal n.° precedente. Quindi, date ad
arbitrio n rette nello spazio (#>>6), lungo %—6 di esse si ponno
fare agire altrettante forze pure arbitrarie; dopo di che le forze
agenti lungo le rimanenti rette che con queste sono in equilibrio
sono univocamente determinate.

Se invece non sono date che n—1 rette e sun—6, n—5,..., n—2
di esse sono date altrettante forze, la linea d’azione della forza
ch’® in equilibrio con queste e con certe forze (da determinarsi)
agenti lungo le altre rette, descriverd 1’intero spazio, o un com-
plesso, o una congruenza, o un fascio gobbo (ciascuna di queste
forme comprendendo in sé le successive, nell’ordine qui conside-
rato, e ciascuna contenendo come raggi le rette che sono linee
d’azione delle forze risp. non date) o avrd una (unica) posizione
determinata nel fascio ultimo nominato.

37. Un sistema di 7 forze di cui sono date le linee d’azione e le inten-
sita pud, per un noto teorema della Statica, in infiniti modi ridursi a un si-
stema di due forze; & indifferente prendere uno piuttosto che I'altro di queste
paja di forze conjugate; perché essendo tutte fra loro equivalenti, se un pajo
¢ in equilibrio con certe altre forze, avverrd lo stesso di ogni altro pajo:
epperd le soluzioni a cui si perviene adoperandone uno, si ripeteranno adope-
rando un altro pajo qualsivoglia. I nostri teoremi relativi ad » rette ed n—6
forze, o ad n—1 rette ed #—6, n—>5,... 0 n—2 forze sono dunque identici
al teoremi relativi ad 8, 7, 6,... 8 rette e a 2 forze (n. 34, 33, 32, 31, 30, 20);
nell'ultimo caso, in cui sono date #»—1 rette ed n—2 forze, anche la retta
data ¢,_, e la ¢, non data, sono linee d’'azione di due forze equivalenti al
gruppo di quelle n—2, epperd sono rette corrispondenti nel Nullsystem con-

Annali di Matematica, tomo VIL. 30
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nesso a tale sistema di forze, ossia rette conjugate in quest’ultimo sistema;
quindi !'esistenza di una (unica) retta g, & una cosa nota.

38. Le forze non date essendo in equilibrio con ogni pajo di forze con-
jugate nel sistema delle forze date, ne ricaviamo 1 seguenti teoremi:

Se sono date m forze in grandezza e posizione, ed inoltre una, due o tre
rette, Gmys; Gmisy Gmiz) Gmity Gmysy Gmys Tispettivamente, tutt’i fasei (gobbi)
contenenti la ¢,.,, e due rette qualsivogliano conjugate nel sistema di forze
date, contengono inoltre una retta fissa, — teorema noto, perche g¢,.,, e questa
retta fissa sono esse stesse conjugate, ed ogni fascio gobbo che contiene due
rette conjugate e una terza retta, deve contenere anche la conjugata di que-
st’ultima —; tutte le congruenze contenenti un pajo di queste rette conjugate
nonche le g, € gm,. hanno in comune un fascio, e tutti i complessi conte-
nenti un pajo di queste rette conjugate nonché le ¢4y gmiey gmys, hanno in
comune una congruenza.

Si noti perd che i due ultimi teqremi (i quali d’altronde possono enunciarsi
come teoremi puramente geometrici relativi a rette corrispondenti di un Nullsy-
stem o a rette conjugate di un complesso lineare) scaturiscono dal primo. In-
fatti i due fasci (gobbi) che contengono due rette conjugate e risp. gim,iy gmys
appartengono alla congruenza determinata da queste quattro rette; e d’altra
parte essi contengono, pel primo teorema, risp. le rette ¢'m,s, g'mse cOnjugate
di 9my1y Gmys Di modo che, cosi le rette ¢'mys, g'mi» come il fascio gobbo
[9mity §'misy Gmyzy §'mye] sONO contenuti in quella congruenza; il che dimostra
il secondo teorema, e in modo analogo si deduce il terzo.

IV.

39. Siano, secondo Grassmany (¥), E,E,E,E, i punti-unith (vertici del
tetraedro fondamentale); o,...a, © B,...5; siano i loro coefficienti (pesi) nella
rappresentazione di due punti A, B come somme di quei punti o, ch’® lo
stesso, le coordinate baricentriche di Mésrus de’punti 4 e B, cosicche

4 4
A= zl‘af,EP, B=3X B.E, (1)

ove per semplicitd si suppone ¥ a,=Yf,=1.

(*) Ausdehnungslehre, 2% edizione, v. in particolare il primo Abschnitt, cap. 5; v. anche
la Memoria di GrassMANN nei Math., Am,, t. 7, p. 538, § 2.
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Se si moltiplicano i due punti 4 e B secondo le regole della moltiplicazione
esterna (*), si ottiene un segmento rettilineo (Lénientheil) [AB] come
gomma dei segmenti terminati ai vertici del tetraedro E, E,E, L, e affetti da
certi coefficienti. L.’addizione di segmenti & una conseguenza dell’addizione e
moltiplicazione di punti e si effettua allo stesso modo come la composizione
delle forze da essi rappresentate.

Risulta dunque:

[AB] =71 [Ei E2] + 75 [E2E3] + 731 [E3E,] + 734[E3 E4] + 714 [E1E4] -+ 724[E2E4] )
ove
Vi =tpfe— s, @)

epperd le sei y. sono le coordinate della retta 4B nel senso della Geo-
metria de’complessi e sono legate, com’® mnoto, dalla relazione

712734 + 723714 + V31Yu=— 0. (3)

40. Due altri punti della stessa retta conducono bensi a sei altre y,;, ma
queste sono alle prime proporzionali, il rapporto essendo quello delle lunghezze
dei due segmenti rettilinei. A tutti i segmenti (o forze) uguali spetta uno di
questi gruppi proporzionali, e le 6 quantitd del gruppo si possono chiamare le
coordinate del segmento o della forza; come coordinate della retta illi-
mitata si possono prendere le 6 quantitd di uno qualunque dei gruppi; ma per
le nostre considerazioni & preferibile di prendere quelle del gruppo corrispon-
dente ai segmenti uguali all'unitd, ed & cid che faremo nel seguito. In con-
seguenza @y,, sono le coordinate di un segmento di lunghezza o (di una forza
d’intensitd o) di una retta (agente lungo una retta) di coordinate y,.; @ invece
¢ il rapporto della lunghezza del segmento che si considera alla lunghezza del
segmento che ha per coordinate le coordinate della retta.

41. La somma di pilt segmenti [4;B;] di coordinate @;y%,; pud sempre
considerarsi come somma di due segmenti [A'B] e [4"B’], uno dei quali
appartiene a una retta y,, data.

* Infatti I'equazione di GRrassmany

2[4:Bi]=[4'B]+[4"B]

(*) Nella moltiplicazione esterna lo scambio di due fattori estensivi di 12 specie (Stufe)
produce un cambiamento di segno, epperd la loro identitd rende nullo il prodotto; per tale
moltiplicazione sussistono bensi i prineipi d’associazione e di distribuzione, ma non quello di
commutazione.
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comprende in s& le 6 equazioni ordinarie
N\ ; r 1 L 4
zai)"m=x Yi+T ¥

Eaz)’ 23 =10 723+x'/ 23
4

Eai}'iu = x'}"ﬂ -+ x”}’"u

ove &’ e z"y",, rappresentano la lunghezza del segmento sulla retta data e le
coordinate del segmento incognito, le quali ultime devono inoltre soddisfare
alla relazione identica (3). Ora risolvendo le (4) rispetto alle z”y"; e sostituendo
nella (3) i valori di queste quantitd, viene a mancare il termine in z2, perché
le ¥ .. soddisfanno alla (3); epperd, I’equazione essendo di primo grado in z, il
problema non ammette che una soluzione.

La condizione esprimente che la somma di pitt segmenti si riduce a un unico
segmento &

Z“i?'im ' Eai7i34 + zaiyizs y za'i}'iu + Zai'/isi g Eai"/iu e O,
la quale, applicando la moltiplicazione esterna, equivale a
2[4:Bi]- E[4:Bi]=0 (*).

42. 11 prodotto di due segmenti [4;B;] e [4xBx] di coordinate a;yi. e
ary%. & il parallelepipedo (lo Spat secondo il sig. Grassuany) [4;B; AxBi]; la
moltiplicazione esterna da

[A,'BiAkBk]= )

aiak(}'iw }’ku + 7i34 ‘/km "}‘ }'iza )/ku ‘I‘ “/iu ‘}’kza ‘I‘ 7i31 }’k24 + 7i24 7k31) [E4 Ez Es E4] 5
essendo [E,E,E,E,] 1 parallelepipedo dei quattro punti-unith. Se, come fa il
sig. CaviEy, si dinota con (7, k) la quantitd in parentesi, sard (¢, k)= (k, 1),
e (i, ©)=0 a motivo della (3); ed a;ax(¢, k) esprime il rapporto fra il mo-
mento (secondo Mésivs) di un segmento rispetto all’altro ed il volume del

tetraedro delle E;, mentre (¢, k) esprime il rapporto fra il momento delle
due rette (secondo Cavrey) e il volume dello stesso tetraedro (n.® 2).

(®)

(*) V. Grassmany, L c., p. 182, — Anche Priicker con gli ordinari metodi analitico-mec-
canici era arrivato al concetto delle coordinate di una forza, e quindi anche al teorema che
le forze si compongono addizionandone le coordinate omologhe (Fundamental views regar-
ding Mechanics, Philos. Transactions, 1866, p. 361; Newe Geom., n.° 25; cfr. anche Kmm,
Math. Ann., t. 4, p. 403 e LixpEmanw, ibidem, t. 7 p. 121).
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~

Se le rette alle quali appartengono i due segmenti sono in un piano, il pa-

rallelepipedo [4:B;A4xBs] si annulla, e si ha

i, H=0. (6)
11 parallelepipedo [A4;B; E, E,], per la moltiplicazione esterna, si trova uguale
ad aiyu[E;E,E E,|=a;yu[E.E,E,E,]; e lo stesso dicasi degli altri formati
dal segmento {4;B;] coi lati del tetraedro fondamentale.

Preso un segmento sopra una retta, le coordinate di quello e le coordinate
di questa sono dunque proporzionali ai parallelepipedi o tetraedri che il seg-
mento forma con gli spigoli del tetraedro fondamentale (¥).

43. Dunque per trovare delle forze in equilibrio agenti lungo »
rette g; di coordinate y%,, sulle quali i segmenti [4;B;] siano uguali -
all’unitd, si devono determinare delle quantitd x; tali che sia

3410, M

equazione che si scinde nelle sei seguenti:
I2ipe=0, Iwiyn=0, Ziyu=0
2riu=0, Iwiyu=0, Fzyh=0.
44. La moltiplicazione esterna dell’equazione (7) con gli # segmenti
[4:B;] conduce ad # equazioni, esprimenti che la somma de’momenti delle »

forze rispetto a ciascuno degli # segmenti come assi limitati (o rispetto alla
propria linea d’azione) & nulla.

Dalle (5) e (3), dividendo anche per [E,E,EgEJ, si deduce che queste »
equazioni sono:

(8)

+x.(1, 2)+2(1, 3)+--- +2a(1, n)=0

(2, 1)+ - F2(2, 8+ + 2.2, )=0 .
03, D+206,2)+ - - +206,n)=0 C)
z,(n, 1)+2,(n, 2)+x5(n, )+---+ - =0;

le quali, quando #n>>6, sono equivalenti alle sei equazioni (8), e quindi #»—6
di esse sono conseguenza delle rimanenti; percid non determinano univoca-

(*) Cfr. Zeurmer, Math. Ann., t. 1, p. 432.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



238 Sturm: Sulle forze in equilibrio.

mente le z;; bensi »—6 di queste possono assumersi ad arbitrio; e allora le
altre ; sono univocamente determinate. Invece, quando »<<6 le (9) non
bastano a produrre 1’equilibrio; allora esse non sono equivalenti
alle (8).

Le (8) sono le equazioni che si trovano sotto lo stesso n.° a pag. 99 della
Memoria sopra citata del sig. SporTiswoopE, soltanto che ivi le P non rappre-
sentano i valori assoluti delle forze; non facendovisi sulle coordinate delle
linee d’azione un concetto analogo al nostro; almeno il sig. SporTISWOODE non
lo dice esplicitamente.

Dalle medesime egli ricava mediante eliminazioni le equazioni (9), alle quali
il sig. CrELINI & arrivato per alira via pit geometrica (*).

Per n=4 le equazioni (9) furono gid trovate da Mosivs nella sua Stafik:
sono le (4) del § 102; noi abbiamo ripreso il suo metodo; anche le sue p, ¢,
r, 8, che corrispondono alle nostre z;, sono i rapporti fra le forze e certi seg-
menti delle linee d’azione, che non sono precisamente uguali all’unitd.

45. Per n=26, la condizione per la coesistenza delle (8) &:
7112 }'212--- 7612
.D6= 7123 7223--- }'623 =0, (10)

1 2 N
Yes Y2deee Yo

che & il determinante di Caviey (*¥),
La condizione per la coesistenza delle sei equazioni (9), che sono completa-

mente equivalenti alle (8), &
07 (17 2)1 (]'7 3)7“‘7 (17 6)
2,1, 0 (238),., (26

56— =O; (11)

(6,1), (6,2) (6,3),..., O )

che & il determinante di SyuvesTer (**¥),
L’equazione Ds=0 esprime immediatamente che le 6 rette g¢,...g; appar-

tengono allo stesso complesso lineare; la A;=0 deve esprimere la stessa cosa,

(*) Mem. di Bologna, 1870, p. 370.
(**) Comptes rendus, t. 52, p. 1040.
(***) Ibidem, p. 815.
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benche sia di 2° grado rispetto alle coordinate di queste rette. Ma gid il si- -
gnor Syivester ha notato essere il suo determinante il quadrato di quello di
Caviey; il che d’altronde si manifesta subito, moltiplicando per se stesso il
determinante D, dopo avervi scambiato le tre prime con le tre ultime linee.
Indicando con T%, i determinanti complementari degli elementi y%, in D,

si avrd dunque:
Ly iyie et We=T"4T%1 1T (12)

quali pur siano i valori degl’indici p, o; similmente le forze x; sono propor-
zionali ai determinanti complementari degli elementi di una linea qualsivoglia
di A,

46. Quando n=>5, le sei equazioni (8) coesistono tostochd siano nulli
tutti 1 determinanti inclusi nella matrice

1 .2 5
72 7Ti2ees Fi2

7123 7223 ces 7523
(13)

{ - 5
Vot Yaeer Pu

determinanti che sono le I%,, di D, Le sei condizioni, com’ noto, si tiducono
ora a due; uno qualsivoglia dei determinanti inclusi in (13), uguagliato a zero,
esprime che cinque delle equazioni (8) sono risolvibili e i valori delle z; sono
proporzionali ai suoi determinanti complementari; I’altra condizione richiede
che la sesta equazione sia soddisfatta da questi valori, vale a dire richiede
che siano nulli gli altri cinque determinanti in (13).

, Queste due condizioni esprimono che le g,...gs si trovano simultaneamente
in due complessi lineari.

Se le sei I'%,; sono nulle, & nullo anche D,, e cid indipendentemente dai
valori di y., ossia dalla posizione di g;; la «, si annulla anch’essa, a motivo
delle (12), com’® d’altronde staticamente necessario; cfr. n.° 8.

La condizione per la coesistenza delle cinque equazioni (9) & A;=0, A,
essendo il determinante complementare — indipendente da g, — di (6, 6) in
Ae. Ma le (9) non essendo sufficienti a effettuare 1’equilibrio, si aggiunga una
sesta retta ¢, che soddisfaccia alla condizione A;=0; esistono allora sei forze
in equilibrio agenti lungo le sei rette g,...gs e proporzionali ai determinanti
complementari degli elementi dell’ ultima linea di As;; quindi s & proporzionale
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a A;, epperd & nullo. Ne viene che le forze agenti lungo g¢,...¢s sono gid in
equilibrio e quindi che la g, pud assumere qualsivoglia posizione. Dunque &
necessario, affinch® cinque rette possano rappresentare un sistema equilibrato
di forze, che sia A;=0 ed inoltre che per una, epperd per qualsivoglia, po-
sizione arbitraria di g, sia A;=0; vale a dire che g¢,...¢g; devono appartenere
con una sesta retta arbitraria ad uno stesso complesso lineare, o in altri ter-
mini che esse devono trovarsi in una congruenza lineare. Queste sono le due
condizioni date dal sig. Syvvester (*).

Quando siano soddigfatte, le forze equilibrate agenti lungo g,...gs sono pro-
porzionali ai determinanti complementari degli elementi d’una linea qualsivoglia
di A,

Il semplice annullarsi di A; esprime 1’esistenza di forze agenti lungo g,...¢;
e tali che la somma dei loro momenti rispetto a ciascuna delle cinque rette &
nulla. Secondo il sig. Syrvester, A;=0 & la condizione perche le cinque rette
ammettano una trasversale comune ¢, e quindi con le equazioni

(z, )=0, (z, 2)=0,... (z, 5)=0
coesista la
(x, x)=0.
Essa & anche la condizione perché le cinque rette siano situate sopra una su-
perficie di 3° ordine (*¥).
47. Per n=4, le equazioni (8) coesistono se tutti i determinanti inclusi in
Vi Phse.. 7he
.......... (14)

1 2 N
Voa Y24 /424 |

sono nulli, il che ha luogo quando se ne annullino tre. Le quatiro rette si

trovano dunque negli stessi tre complessi lineari.

Ricorrendo ancora alle (9) si rileva che le quattro rette devono soddisfare
alle condizioni A,=0, A;=0, A;=0, nelle quali gs e g, sono rette arbitrarie
(SyuvesTER), di modo che esse si trovano in una stessa congruenza lineare con
qualsivoglia quinta retta e in uno stesso complesso lineare con due altre rette
qualsivogliano.

*) L. ¢c., p. 816.
(**) Caviey, Proc. London Math. Soe., III, p. 84.
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La
‘ ) (17 2) (11 3) (1) 4) l
= (27 1) ) (2) 3) (27 4) —0 (15)
G D G2 - 69

%1 2 43
non basta da sola per I'equilibrio; essa esprime soltanto che le quattro equa-
zioni (9) coesistono e che per cid esistono tali forze, agenti lungo le quattro

rette, che la somma de’loro momenti rispetto a ciascuna linea d’azione & nulla.
Sviluppando A, si ottiene:

(1, 23, 47 +(1, 3+ (2, 42+ (1, 42-(2, 3)—
—2.(1,2)-3, 9-(1, 9@, H—2-(1, 2)-G, -1, 4-@2, 3) { (159

—2.(1, 3)-@2, 4-(1, 4-@, 3)=0
ossia

\({@, 2)-B, H+V{A, 3)-2, 9+, 4.2, 3)=0, (15%)
ove i radicali hanno i segni 4 -+—, +—-, +——, secondo che & nume-
ricamente maggiore la quantitd sottoposta al terzo, secondo o primo radicale.

48. Queste due formole furono date gid da Mosws (¥); il quale perd le
ritiene sufficienti per I’equilibrio e ne conclude che quattro rette soddisfacenti
alla condizione (15) sono generatrici dello stesso sistema di un iperboloide,
perché cid & mnecessario per I’equilibrio. Egli ne da anche una dimostrazione
geometrica, la quale a prima vista sembra non ammettere obbiezioni; impe-
rocch® egli mostra che, se le quattro rette soddisfanno la (15), esse determinano
sulle Joro due trasversali gruppi di punti aventi uguali rapporti anarmonici.
Ma d’alira parte quanto sopra si & detto, nonche la circostanza che una sola
condizione non basta a che quattro rette siano generatrici di un iperboloide,
appartenenti allo stesso sistema, manifesta che anche la dimostrazione geome-
trica © erronea.

E il sig. Caviey che ha scoperto la cosa.

Gid nei Comptes rendus (**) il sig. Syuvester ricorda aver Cayrey trovato
la A,=0, come condizione perché le quattro rette non ammettano che una
sola trasversale (**¥), o, per adoperare la frase dello stesso sig. Cavry (¥*¥¥),

(*) Statik, I, p. 185 (7) e p. 189.

(**) T. 52, p. 816.

(*¥¥) Cfr. Voss, Math. Ann, t. 8, p. 60.
(*¥**¥) Comptes rendus, t. 61, p. 830.
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perché ciascuna delle quattro rette tocchi 1’iperboloide delle tre altre (di che
& soltanto un caso particolare che tutte quattro siano situate sull’iperboloide).
Se quindi le 3%, si considerano come coordinate variabili, la A,=0 & la equa-
zione del complesso delle tangenti dell’iperboloide [g.g.¢:]. Ma se le gi...q:
ammettono una sola trasversale, la dimostrazione di Mosrus cade.
49. Tuttavia, servendosi delle sue cons1deraz1om si pud ricavare la dimo-
strazione del teorema esatto.
Se quattro rette g,...g, ammettono due trasversali @ e b che le incontrino
risp. in 4,4,4,4,, B,B;B; B,, sarh
(1,.8).(1,4) Tetr.4,B,A4,B, Tetr.4,B,A,B,
(2,3) (2, 4) Tetr.d,B,A4,B,  Tetr. 4, 8,4, B,

elidendosi i prodotti degli spigoli opposti, quindi anche

TetrAABB TetrAABB
Tetr_AAB.B " Tetr. 4,4, B,B,

ma gli spigoli opposti 4;4r e B;Br giacciono sempre sulle stesse rette a e 5,
quindi:
(1,3).(1,4) _ A,4,-B,B, A,4,-B,B,

.5 GO AL BB, 4,4, BB, A1d:4:4)-(B.B, B, B)), (16)

N

epperd il rapporto anarmonico dei quattro momenti & uguale al prodotto dei
rapporti anarmonici de’due gruppi di punti determinati dalle quattro rette
sulle loro due trasversali. & quindi naturale che, col sig. Voss (*), denominia-
03,00
(2,8)7(2,4)
Infatti se le quattro rette sono generatrici (dello stesso sistema) di un iperbo-
loide, i rapporti anarmonici dei gruppi di punti ch’esse determinano su tutte
le trasversali sono fra loro uguali; epperd il rapporto anarmonico di quattro
generatrici di un iperboloide & uguale a quello dei quattro punti nei quali
sono incontrate da qualsivoglia direttrice. Ma se le quattro rette ammettono
invece una sola trasversale che le incontri in 4,...4,? In questo caso, quando
non si voglia considerarlo come caso limite dell’altro n& si voglia aver che
fare con trasversali infinitamente vicine e con tetraedri infinitesimali, si pud
mostrare che se, tenute fisse tre, ¢,¢.¢s, delle quattro rette, si fa muovere
la quarta g, intorno alla sua intersezione A, con la trasversale (unica) ! in

mo rapporto anarmonico delle quattro rette la quantitd

(*) L. c., p. 6L
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modo che le g,...g, ammettano sempre una e soltanto una trasversale, il rap-
(1, 4) (1,3).(1, 9
(2, 4) (2,38)°(2,4)
stanti. Infatti, la retta g, descriverd un fascio nel piano «, che tocca 1'iperbo-
loide [g,9.95] in .4,, piano che contiene la /. Siano B, B, due punti fissi di
i, 9. ¢ B, I'intersezione variabile della g, ‘con una qualsivoglia parallela ad
lin a,; sard

porto e quindi anche il rapporto anarmonico restano co-

(1,4) Tetr.4,B,A,B,: 4,B,
(2,4) Tetr.4,B,4,B,:4,B,

elidendosi A,B,. Ma i volumi dei due tetraedri si conservano uguali, poichd
il solo vertice variabile B, si muove sopra una retta parallela ai piani delle
rispettive basi; dunque & dimostrato 1'asserto.

Ora in questo movimento la ¢, coinciderd una volta con una generatrice
appartenente al sistema delle ¢,g,¢;: essendo per questa posizione di g,

(1,3).(1,4)
tale eguaglianza sussisterd anche per le altre sue posizioni. E quindi il rap-
porto anarmonico di quattro rette che ammettono una sola trasversale & uguale
~a quello dei quattro punti da esse determinati sulla medesima.

50. Dividendo la (15%) pel radicale numericamente maggiore, e supposto
che questo sia \(1, 3)-(2, 4), si ottiene:

/(1, 2)-(3, 4) (1,4)-(2,38)
(1,3>-(2,4)+\/(1 3@ 4

\/(2., .2, 4)+\/(2, 3). (2, 4)_1
G, DG4 V(1,3 6,49
Siano le quattro rette generatrici dello stesso sistema di un iperboloide o sia

che ammettano una sola trasversale, dinotando con 4,....4, le loro intersezioni
con qualsivoglia direttrice o risp. con quella trasversale, si avra

(s A, A, A)+ (4 4, A, A) =1

che & manifestamente esatta; se invece ammettono due, e soltanto due tragver-
sali, che siano da esse incontrate nei gruppi di punti 4,..,4,, B,... B, aventi
rapporti anarmonici differenti, la formola superiore esprimerebbe che

V(A2A3A1A4) * (Bz B3B1 BA) + V(AzAz Aa A4) . (B2B1B3B4) =1 ]

= (Ai A2 ;’1344.4),

ovvero
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ossia che o
oy +VT=a =) =1,

relazione impossibile per z e y disuguali.
51. Se le quattro rette sono generatrici di un iperboloide, appartenenti

allo stesso sistema, o se ammettono una sola trasversale, si sono trovate or
ora le relazioni:

(1,2)-(3,4)
To@,n - Adsdid)

(1.9)-2,3) .
Vi@, g e didedds
se 1 quattro punti 4; si succedono nell’ordine 4, 4, A4;A,, epperd se anche le
rette g; (nel caso che siano generatrici dello stesso sistema di un iperboloide)
si succedono nell’ ordine g, g, ¢5¢., il rapporto anarmonico (4,454, 4,), e quindi
anche il suo complementare (4,A4,4;4,), sono evidentemente compresi fra 0
e 1; per cid (1, 3)-(2, 4) & maggiore di (1, 2)-(3,4) e di (1, 4)-(2,3), e
conseguentemente nella (15%) devesi prendere la succcssione di segni +—+,
appunto come dice Mosrus.
52. Percid se la (15) & soddisfatta, ciod se le quattro rette ammettono
una sola trasversale o appartengono allo stesso sistema di generatrici di un
iperboloid’e, le (9) sono risolvibili e conducono mediante la (15%) ai valori

T2 2 =\(2, 3)-(2, 4)-(3, 49):—\(1, 3)-(d, 4)-3, 4):
AT D D@, H:— VTG 9@ 9E, 9)

nell’ipotesi che I’ordine di successione sia quello detto sopra.

Nel caso che le quattro rette ammettano una trasversale unica, le ; sono
le forze che agiscono lungo le medesime e per le quali & nulla la somma dei
momenti rispetto a ciascuna; nel caso invece che le rette siano generatrici
dello stesso sistema di un iperboloide, le z; sono forze in equilibrio agenti
lungo le medesime.

Le equazioni (17) si trovano in Mosms (Statik, I, pag. 189), in Cavuey
(Comptes rendus, t. 61, p. 830) e in Crermvt nei due luoghi citati, ma sono
date pel solo caso dell’equilibrio, anche dal sig. Caviey; il quale le ha rica-
vate probabilmente col metodo da noi esposto e me ha poi dedotto il teorema
di Crasces, mentre Mosius e CreLmt deducono quelle da que to.

17
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Dunque il teorema di Cuastes & vero non soltanto nel secondo caso speciale
dell’ equilibrio, ma anche nel primo caso generale; e lo stesso dicasi della re-
lazione

2:xn(e,y k) +anwi(l, 1) 4z (2, /'i) =0

fra tre delle quattro forze, trovata da Mosmws (pag. 188).

53. Mosrvs (pag. 187) servendosi delle sue equazioni (4), che corrispon-
dono alle nostre (9), ha trovato ancora per quattro forze equilibrate agenti
lungo generatrici dello stesso sistema di un iperboloide delle relazioni, formate
coi segmenti scambievolmente determinati dalle quattro generatrici e da due
direttrici @, b qualsivogliano: indicando A4; e B; i punti d’incontro con le due
direttriei, si ha per es.

. ‘A 3 'B B&-
wig, =20 A B —Flpt- A,B,
ovvero
4,4, B, B,
=55 4B~ 4B,

il che pud d’altronde ottenersi facﬂmente dalle (17); infatti dalle (17) segue
x,:x2=\’(2 3)-2, 49):—\{1, 3)-(1, 4
———=\Tetr. 4, B, A; B, - Tetr. 4, B, A, B,

-A2 By

A, B, \Tetr.4,B, 4, B;-Tetr. A, B, A, B,,

elidendosi 4;B; ¢ A,B,.
Per conseguenza

1 1
Ty 1l = A2B2 . B2B3 . .A.g.A.,; . B2B4 . —ZTEVAPA;; . BiBs . A1 .A4 . B4B4 )
ma .
(Ai AzAs -A4) == (Ba BzBs B4),
dunque

A2A4 ‘B2B3:A4A4‘B1B3=A2.A3'B2B4:A1A3'B1B4‘

Se ora nel valore di 2,:x, si eliminano i primi due o gli ultimi due termini
di questa proporzione si ricava o la prima o la seconda delle relazioni di Moprus.

Parimenti si ha
4,4

a4, b=

-A3B37

Ty Xly= .B_B
3 %
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e prendendo per le due direttrici @, & quelle che sono parallele a g,, g,, viene

A, 4y BB, _ odi
4,4, B.B, =1, quindi

w,_:xg:AgBL:—AaB;;

ossia, tenute presenti le notazioni del n.° 17,
2,1 %= G Gy s — Gy Gy = GGy G32G34;

donde segue il risultato ivi trovato.
54. A esaurire 1’argomento resta a dire di quei casi nei quali fra le forze
ve ne sono di date; a queste possomo sempre sostituirsi due forze (n.° 41),
le coordinate delle quali siano @'y'ps, @"7"us; s€ g% sono le coordinate delle
linee d’azione di cinque forze incognite ed equilibrate con quelle, ha luogo la
relazione :
a'7'12 +a 7"12; Pazgerr P2

a'7'24+a")’"247 7124;--- 7524
la quale esprime che ciascuna linea d’azione delle cinque forze incognite deve

trovarsi in un certo complesso determinato dalle forze date e contenente le
altre quattro linee d’azione.

Analogamente si rileva che se quattro o tre forze incognite sono in equi-
librio con altre date, le loro linee d’azione si trovano in una certa congruenza
o in un certo fascio (gobbo). '

Il caso di due forze incognite fu risoluto al n.° 41.

Darmstadt, 18 ottobre 1875.

ERRATA-CORRIGE.
pag. 218 lin. 7 dall’ult. invece di 11 leggi 61
a 222 , 12 »  (un moltilatero) , (dei segmenti)
a2 o 11 ” ) lati ) » segmenti
» 228 , 11 ” ” ne 15 s .° 16,
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Sulla teoria delle forme binarie dei sesto
ordine e la trisezione delle funzioni
iperelittiche (.

(Memoria di A. Crrsscr, traduzione con note ed aggiunte di F. Briosca1.)

§ 10.
Soluzioni della seconda classe. — Loro riferimento al problema ausilidre.

Per quanto spetta alla equazione Hessiana le soluzioni di essa si ponno
porre facilmente in rapporto colle mote proprietd corrispondenti al problema
dei punti di flesso di una curva del terzo ordine. Cosl le soluzioni conjugate
corrispondono ai punti di flesso situati sopra una stessa retta; alla equazione
cubica (52) corrisponde un triangolo di punti di flesso, ed infine alla equazione
biquadratica i quattro triangoli dei punti di flesso (**). Si pud dimostrare che
le stesse rappresentazioni servono inoltre a rendere evidente il raggruppamento
delle soluzioni della seconda classe, alla considerazione delle quali passiamo
in questo paragrafo.

Le soluzioni della seconda classe risultano dal supporre (vedi § 2) che cia-
scuno dei fattori:

v+, v—1

ha un fattore comune lineare con ciascuno dei fattori:

w—u, u—ew, U— e,
Si pud quindi porre:

u—u =ab v+ =aaad"

u—ew =a'b’ v—v =0bb"b"

u—cly =a'b"

rappresentando le @, & le funzioni lineari.

(*) Continuazione, vedi Annali di Matematica, t. 7, pag. 89.
(**) Vedi Nota VI3
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Queste equazioni si ponno trattare come lo furono pid addietro quelle che
corrispondono alle soluzioni della prima classe; percid assumendo in luogo delle
prime tre equazioni quelle che risultano dalla loro somma moltiplicando le
stesse dapprima per 1, 1, 1; poi per 1, ¢, ¢; infine per 1, % ¢; ed in luogo
delle seconde quelle che risultano dalla loro somma e dalla loro differenza, si
ottengono le:

Su=ab+4a'b +a’d’ —3u =ab}ead'b +ea"b"
O0=ab+teca'd+ea’d 2v'=aa'a”"—bb'b". (1)
2u=aqaada’"+ b0
Le ultime fra queste equazioni danno le nuove soluzioni quando si suppongano
note le funzioni lineari @, b; le prime offrono il mezzo per la loro determina-

zione. Se non che queste funzioni lineari non sono completamente determinate
dalle equazioni (1). Queste infatti non si alterano alloraquando alle funzioni:
a, b, a, v, o, b
si sostituiscano le:
1 b ’ ’ 1 bl " _n 1 b”
xa, 9 xa, P x @, %
purché:
wxn =1,
Si introducano in luogo delle sei funzioni ¢, & le seguenti:
3a =a-t+a +a 3B =b+b +0b
3’ =a+tca e 3B =b-cb +e2b" 2)
3" =a4-2d +-¢ca” 38"=b+eb +cb"
si pud sempre per mezzo dei fattori » modificare le ¢ per modo che « si an-
nulli identicamente; condizione la quale & sufficiente per la completa deter-
minazione dei rapporti delle . Posto quindi =0, la risoluzione delle equa-
zioni (2) da luogo alle:

@ =d +ad b=p+F +¢
o = +ea” b =B+ +¢f 3)
@ =¢ca +e%a” V'=p+cf +24
espressioni le quali introdotte melle (1) conducono alle seguenti equazioni:
u=ao p" -+ a"
0=o'f +a'B B C)
Qu=a® a7 —36E 0
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'—ul=a“@,+o€”6 (5

20 =t - O B )

La seconda delle equazioni (4) pud essere soddisfatta identicamente. Suppongasi

dapprima che le «, «” differiscano soltanto di una costante, trovasi facilmente

che le equazioni provenienti da questa ipotesi non ponno essere in generale

soddisfatte. Ottiensi infatti che le ¢ non differiscono che di un fattore costante,

e siccome questo pud ritenersi compreso nelle b, cosi le equazioni (1) si mutano
nelle:

Bu=a(+b+5" —3u =a(b+b b
O=a(d+eb +e2b") 2V =0a*—bb'b".
2u=0a®4-00'0"

Ora siccome ¢ non pud essere nulla, cosi deve annullarsi la espressione
b+ b -+ 2b"; ossia quando si esprimano come nelle (2) le & colle nuove
quantita B, si avrd =0, e percid:

u=ap, Qu=aqa®- 3+ B".
Egli & chiaro che in generale le #, v non ponno essere rappresentate sotto
questa forma, la quale contiene solamente sei costanti.

Devesi percid soddisfare alla seconda equazione (4) ponendo:
o =xf, a'=—uf3

ove x & una costante ancora indeterminata. Le altre equazioni (4) (5) si tra-
sformano per le superiori nelle seguenti:

u=(5"*— Bf) \
2v=(1—x)B +£°+ (1 +)8" — 366 " )
=—x(E+BE)

2 = (L) — 2 — (L — )5+ 366 6"
Le prime due fra queste equazioni non differiscono ora dalle equazioni (41),
le quali sopra condussero ad una equazione del dodicesimo grado, risolvibile
per mezzo di una biquadratica. Infatti servendosi delle medesime per dedurre
1 valori di 8¢ e di (1—a%)f°+ 87 si ottengono le:

, ve U
R =p"——
, 6”
(L—)B +p°=2u 42— )6 — 3"
Annali di Matematica, tomo VII. 32
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e quando 'si ponga in queste:

. xmdt 1—m? mu ,
F=1—w’ == —m > F== 0 F=— :

si ottengono nuovamente le equazioni (41)
py =m*t* - u(l —m?)

~ —

7
2+ =m 1+ md) e+ 3w’ (L —m?) tu—2(1 —m®)tu ) @
ed analogamente le altre due equazioni (6) diventano le:
, m
u =—1_m3 (P'g—yt)
- ®)
2u =m [v3—(1 -_ 2m3)pr" —]—m3t3— 3m3{ut].

Si serivano ora le (7) come queste ultime, esprimendo ciod le #, v in funzione
delle ¢, v, ¢, m; si hanno le:

1
u=1—zlr—m't)

©)

Qu= [m(1 —2m) & —p® —*+ Impvt].

_
(1 —m?)?
Dal complesso delle (8) (9) si deducono tosto le:
—m)u—u) =@—mt) (+mp +m)
(1—m3)(u—eu')=(u—smt) (v-l—emfl. —{—s’m”t) (10)
(1 —m?)(u—eu)=(@p—mi)(v + Emp + em?)
(L —m) (o4 ) = — (e —m ) —em) (s — e'm)
(U= mP(o—v) = — O+ mpF ) emp e me ) mut em*)
per le quali si rende chiaro lo spezzamento delle espressioni u®—w?, vt—vu"
appropriato alle soluzioni di questa classe.

(11)

§ 11.

Dimostrazione che le frovate soluzioni di seconda classe
sono dune a due identiche.

Per cid che precede sembra essere 24 il numero totale delle soluzioni di
seconda classe appartenenti alla soluzione #, v. Imperocch®, dapprima si hanno
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dodici sistemi delle quantitd ¢, m*; ed a ciascuno spettano tre paja di espres-
sioni p, v, che si ottengono da uno fra essi moltiplicando . per e od ¢ ed in
pari tempo v per ¢* o per e. Ma vedesi facilmente che quest’ ultima operazione
e la sostituzione di em ed em ad m, non muta affatto v’ mentre la «' diventa
ew od eu. Per ciascuno dei dodici sistemi #, m? si ottengono dunque sola-
mente due soluzioni diverse, in quanto che p, » ponno essere scambiate I'una
coll’altra; dunque si otterrebbero in tutto 24 soluzioni di questa specie.

Ma un esame pill preciso mostra che queste soluzioni sono eguali due a due,
cosl che in fatti esistono soltanto 12 soluzioni diverse di seconda classe.

Ed infatti affinche ricompaja la medesima soluzione di seconda classe con
%, v; nelle quali percid bisogna introdurre al posto delle quantitd m, ¢, p, v
altre quantlté my, ti, pi, vi, & Decessario o che i tre fattori di v-4-v' (equa-
zioni 11) siano eguali, astrazion fatta da fattori costanti, ai corrispondenti della
nuova forma, e che ai corrispondenti di essa siano parimenti eguali i fattori
di v—v'; ovvero che i fattori di v+ nell’una forma sieno eguali ai fattori
di v—' nell'altra. E poiche¢ # non pud diversificare in ambo le forme che
di una radice cubica dell’unitd, cosl la maniera secondo cui devesi far corri-
spondere i tre fattori dell’'una a quelli dell’altra resta determinata, salva una
trasposizione ciclica: la quale perd corrisponderebbe ad un semplice aumento
di un fattore ¢ od * per m od m,; il che & insignificante. Si pud cosi nel primo
caso scrivere le equazioni:

1—m
p—mity =a(p —mi), vit Mapy + Mt =m(y+mp. +m’t)
, 1—
pi—emt, =a (p—emi), Vi +EMyphy +e’m'ft,=a—(—— ms)(xwemy. +etm*t)s (12)
” 1-—’”1
pu=etm b =a"(u—e*mil), vi+Emypremily =m3—)(v +etmp + em*t)
] 1_m3
eia =15 (13)
e nel secondo caso le:
. 1 —m
vormapy +mit, =ap —mt), pa—Myty =W—i—)-(/+mp +m*f)
’ 1—
wremyp, +eemiti=a' (p—emi), el = i M, (u+emp. setmt)} (14)
1—
v1+szm,p4+emft, =a"(y.—szmt), pa— My = ———— ,,(1 (y+e mu +ecm*t)
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(1—m})?

ad o' =
1—md

(15)

dove le a, o/, @” tanto in un caso che nell’altro indicano costanti.
Considerando ora dapprima le equazioni (12), dalle prime di esse si pud
ricavare la seguente:

a(p—mi)+ ea'(y.—emt.) +eta"(u—e'mf)=0
e siccome le due funzioni lineari p., ¢ sono differenti:
ated +e2a"=0
at-ea +ea"=0
0, cid che & lo stesso a=a'=a". Le ultime tre equazioni (12) danno quindi:

1 —ms 1—m3 1—m?
i, 1

_——— m —_ 2 —_— ———
al—md) ! =y mity a(l—m?)

1 . 24,
ng, mEt;

Yy

mentre dalle prime si ottengono le:

pr=0ap, mity = amt

. o . . w .
e siccome dal confronto delle espressioni di — si ha:
(J.

g 1—m}
my 1—m?
essendo per la (13):
1 —m3
3 i
r= 1—nd

. my . e ey e . .
sara a=7;, il qual valore sostituito in quest’ultima di m?=m?. Le equa-

zioni (12) (13) non conducono quindi ad alcuna quantitd ¢,, g, », 7y, la
quale differisca realmente dalla quantitdy ¢, p, v, m.

Ad un risultato assai differente conducono le equazioni (14) (15). Infatti
dalle prime tre equazioni (14) si deducono le:

3v. =(a+d +a)p —(@+ead +ea")mt
3mgpu=(a+d +ea")p —(a+a +a")ymt (16)
3miti=(a+ea’ +eaYu—(a+c2a’ +ea")ymt,
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le quali sostituite nelle seconde- (14) danno:

1"”*<u+my ety =02 Lpr gy, d —eamd]

m,

— " emp +emet)—s“ —*) “[(a @) etut (e — < aym]

s(l—

411

(u+e mu -+ em?f) = -ii[(a'—a)sy. +(ca —ea)ymi].

1

Si moltiplichino queste ultime prima per 1, 1, 1; poi per 1, ¢, &; infine per
1, ¢, ¢*; e si sommino ogni volta, si otterranno le:

3
31—:::5” ——g[(“ @' +ea"a+ead)p+(da"+a" a4 aa)mt]
1—m} 1
31_,”37”.“'— W(“a/ +ea'a +<taa) (17
gl Mg = Ty

I—md Waa +ed'a +aa).

Vedesi tosto che le due ultime equazioni riduconsi ad una sola fra costanti
e ciod:

’ ’ 1'—_ 3
aa"+ca"a+t<aa =3mm11_;’2§- (18)

La prima delle equazioni (17) deve all’incontro tornare alla identitd esistente
fra le funzioni lineari y, », ¢:

v(pd) +p(tr)+i(p)=0
e percid indicando con » un fattore indeterminato si pud porre:

da’ +ea"a+tcaa =x(tv)

r n » v P
na +aa +aa _E(vy) (19)
1 —md
3m11—__—7;; =Y.({Lt)

e siccome alla equazione (18) pud ora darsi la forma:

aa"+ca"ateaa =xm(ut) (20)
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dalle equazioni (19) (20) si deducono le:
a'a"= Ny .1 Wil(vp)+ (y-t) +(tll)] ‘\

(f) 1—m?
oo omy  1—mif (vp)
a'a = (V-;) . [ +etm(ut) -« (tu)] (21)
' 1—m3 .
ad =2t -1_:;3[‘::)+sm(,;t) 1 (tv)].

Moltipliecando fra loro queste equazioni, e sostituendo al prodotto dei primi
membri il suo valore (15), trovasi infine:
(A—md*_ mi (1—m}[(vp)’
o~ o | S ety o (P — 360,
per cui m? sard determinato dalla equazione:
1 1 ¢ ;L) .
= T | e+ (0P =36 ()|
Trovasi cosi un sistema m,, p,, v, & il quale somministra nuovamente la
stessa soluzione di seconda classe, e per cid & dimostrato, che il numero totale

delle soluzioni di seconda classe & soltanto dodici.
Ma contemporaneamente egli & facile porre in chiaro per le altre relazioni
quelle soluzioni del problema del § 7 le quali conducono alla stessa soluzione

della seconda classe.
A questo scopo si osservi che dalla equazione (16) si deduce la:

81mi(uit)(vit) = —m*(ut)*-[(a+ o +a")(a+2a' Fea”) —(w+ca’ +eta’)]
Jle+a +a)(a+tea +-ea”)—(a+ea +ea’)]

ossia:
Imi(n, 8) (vat) = —m*(pt)*(@'a" +ea’a+aa’) (@ a”+2a"a+-caa).
Si introducano nel secondo membro i valori (19) (20), si ha:

mi (w8 (v4) __ m* (n)(v1)
(1 Llanf)‘“‘ s (1—m3)? : (22)

Ma dalla prima equazione (7) del paragrafo precedente si ottiene:
(0 ¢0) =u(l —m)
supposto essersi sostituito in  alle —x;, 2, i coefficienti di ¢; quindi sard anche:

(24t2) (1) = u(l — m)

dove in « alle —=,, «, si intendano sostituiti i coefficienti di %,
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Rammentando ora la prima delle (47) e la (52) del § 7 si ha:

(L—m*)3 1 —md ==
e per la espressione formata colle p,, vy, ¢, m, si ottiene lo stesso valore. La
equazione (22) insegna quindi che due soluzioni del problema del § 7 le quali
conducono alla stessa soluzione della seconda classe, sono coordinate alla stessa
radice ¢ della equazione biquadratica.

Le tre soluzioni del problema del § T le quali deduconsi dalla equazione
cubica (52) corrispondente ad una radice ¢ della equazione biquadratica, con-
ducono cosi a sei soluzioni di seconda classe, che perd sono due a due eguali,
restandone quindi distinte I’una dall’ altra soltanto tre.

Se si paragonano le quattro radici della equazione biquadra-
tica coi quattro flesso-triangoli di una curva del terzo ordine, le
soluzioni della equazione cubica (52) coi lati di un flesso-trian-
golo, devonsi paragonare le dodici soluzioni di seconda classe coi
dodici vertici dei flesso-triangoli.

Le stesse formano quattro gruppi di tre ciascuno; di queste tre ciascuna &
coordinata a due soluzioni del problema del § 7 nello stesso modo che un
vertice di un flesso-triangolo, il qual vertice sta nello stesso rapporto ai due
lati che concorrono in esso.

§ 12.

Aggruppamento delle soluzioni,
assumendo per base un’altra soluziome «, v. — Quadruplo.

Abbiamo finora investigato 1’aggruppamento delle radici della equazione alla
quale conduce il nostro problema, esclusivamente in quanto per rispetto ad una
radice data tutte le altre si comportavano diversamente. Abbiamo veduto che
esistono altre 39 radici, cosl che la equazione originaria deve essere del qua-
rantesimo grado. Le 39 radici costituiscono due distinti gruppi, ciod 27 radiei
sono della prima classe, 12 della seconda. Le 27 radici della prima classe
formano nove tripli i quali sono determinati per mezzo di una equazione Hes-
siana; presupposte le radici di un certo triplo quelle di ciascuno degli altri si
coordinano alle stesse in modo unico. I nove tripli formano dodici sistemi con-
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jugati di tre ciascuno, i quali nuovamente costituiscono quattro gruppi di tre,
analogamente ai flesso-lati di una curva del terzo ordine. Le 12 soluzioni di
seconda classe formano altresl quattro gruppi di tre, analogamente ai vertici
dei flesso-triangoli.

Vogliamo ora ricercare come si modifichi questo raggruppamento, quando
in luogo della soluzione #, v assunta finora si prenda a base un’altra soluzione.
Si hanno a considerare due casi, secondo che la nuova soluzione fondamentale
sia rispetto alla antecedente della prima o della seconda classe.

Supponiamo dapprima che la nuova fondamentale soluzione %', »" sia una
soluzione di prima classe rispetto alla #, v. Per determinare il modo di com-
portarsi delle altre radici, dovremo di nuovo distinguere una serie di casi.

Dalla definizione stessa, presa a base per le soluzioni di prima classe, de-
ducesi che fra due soluzioni della medesima esiste una specie di relazione di
reciprocith per la quale quando «, v’ rispetto ad u, v appartiene alla prima
classe, anche u, v rispetto ad ', v', appartiene a quella classe; ed altresl quando
una soluzione rispetto all’altra sia di seconda classe, sard anche I'ultima ri-
spetto alla prima della seconda classe.

Supponiamo siano le «, v (vedi § 2) date per le equazioni:

W=u—E—En—n’ | n
v =e(e— D[E+2nu—E+n) @+ Endn)] )
essendo:
Qv=38uz— 4. @)

Analogamente una soluzione, la quale sia della prima classe rispetto alle )
v, sard data dalle equazioni:

u”=ul—glz_51nl_nlz

n 4 ’ ’ P 4 ! o’ ’ 3
2 = (e DIE 4200 — ¢ )G+ 87+ 9
ove le &, » sono determinate per mezzo della equazione:
Q0 =B L — £ 4y, (4)
La equaziome (4) per le (1) & soddisfatta ponendo:
/ g — ' —1 =
g =Dy, =iy ©)
dalle quali viceversa deduconsi, osservando essere (¢ — 1)?=— 3, le seguenti:
g=— Dy, a=—C Dy
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-~

per le quali le (3) danno:

L] ”
u =u, ==

Le espressioni (5) riconducono -cosi alla originaria fondamentale soluzione.

Se in luogo della seconda delle espressioni (5) si pongono per »" le ey op-
pure ¢y, si ottengono le:

W =u—E—c*n—cy
oppure:
u' =u—E—cfn—8e2yt

Si ha cosi il teorema:

Quando in luogo della soluzione #, v si assume come fondamen-
tale, una soluzione di prima classe ', v, questa forma un triplo
di prima classe appartenente ad ', v, con quelle due soluzioni le
quali dapprima formavano con #«, v un triplo di prima classe ap-
partenente ad u, v.

Devesi notare che le soluzioni dapprima caratterizzate con &, en; &, ¢y so-
nosi ora tramutate in quelle caratterizzate con &, *y'; &, e, ed hanno dunque
subito nel loro modo di comportarsi un permutamento.

Una soluzione qualsiasi costituisce, come si vede dalle superiori, con tre
goluzioni che relativamente ad essa formino un triplo di prima classe, un si-
stema originale. Il quale & caratterizzato da cid che, ponendo a base una
qualunque di tali quattro soluzioni, le altre tre formano sempre
un triplo coordinato di prima classe. Un sistema siffatto di quattro so-
luzioni si chiamerd un Quadruplo.

Esistono novanta quadrupli. Imperocch, ciascuna soluzione conducendo
a nove tripli, vi sono 40-9 combinazioni di una soluzione con quelle di un
triplo che le appartiene. Ma, secondo il teorema precedente, ognuna di queste
combinazioni si presenta quattro volte, e percid il numero dei quadrupli egua-
glia il numero superiore diviso per 4.

(Continua.)

Annali di Matematica, tomo VII 33
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Sulle serie Y, 4,X.

(Memoria del prof. G. Ascori, a Milano.)

1.

Il prof. Dixt in una Memoria inserita nel tomo 6° di questi Annali (*) dimo-
atrd il teorema:

Se, fatta astrazione di un gruppo di punti dell’ordine r (**)
compresi tra 1 e —1, si ha
24, X, =3B, X,
per gli altri punti dello stesso intervallo, sara:
Ap=B,.

Questo teorema pud enunciarsi anche nel modo che segue:

Una funzione f(z) nulla tra 1 e —1, tranne che per un gruppo
di punti dell’ordine » (e circa al significato della medesima in
essi punti nulla viene supposto), pud esprimersi in un sol modo,
fatta astrazione del gruppo indicato, per serie della forma:

Eaan,

essendo a,=0, oppure, cid che torna lo stesso,

On-1 (+1
=22 f f@) Xudz.
1

Tale proposizione & caso particolare della seguente, che mi propongo di dimo-
strare in questa Memoria:

(*) V. pag. 216.
(**) Per gruppo di punti dell’ordine » intendo cid che nella mia Memoria: Sulla serie di

Fourier ho chiamato sistema di punti » volte infinito. V. il vol. 6° di questi Annali, pag. 55
e seguente.
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Se la serie Y4,X, rappresenta una funzione ovunque integra-
bile; che va all’infinito in un numero limitato di punti, purche,
considerata soltanto nelle estreme vicinanze dei valori +1 e —1,
s1 possa integrare anche presa sempre con lo stesso segno, sard:

An=2n;_1f+l(2]sAsXs)Xndw.

v

-1

Questo teorema riesce molto interessante, in quanto per provarne la verita
fa di mestieri toccare alcuni punti fondamentali del Calcolo integrale. Anuzi,
cid che mi indusse a scrivere questa Memoria non & gia il desiderio di dimo-
strare la proposizione enunciata, che pur non mi sembra scevra da qualche
interesse, ma bensi la brama di esporre alcune ricerche di Calcolo integrale
ed altre relative alla teoria delle funzioni X,, le quali sono necessarie per
porre in sodo il teorema indicato.

2.

Anzitutto converrd chiarire c¢id che va inteso dicendo la serie X A4,X,
rappresenta una funzione integrabile (¥).

Supposto che ¢,(z) e g¢,(x) sieno due funzioni finite dei punti del segmento
ab ed in esso integrabili, consideriamo il simbolo ¢,(x) & ¢:(2). Questo pud
essere ovunque scevro da significato, il che avrebbe luogo ad es. se la o¢,(z)
fosse eguale ad 1 in tutti i punti distanti dall’origine di lunghezze commen-
surabili con la unitd di misura, non avendo luogo dipendenza per gli altri,
e se la ¢,(x) fosse nulla in questi ultimi e non esistesse nei primi. Il simbolo
91 £ 9, potra anche aver significato in un numero limitato o illimitato di punti.
Quando poi in un intervallo qualsivoglia di ab esiste un punto, e quindi infi-
niti, pel quale il segno ¢, % ¢, rappresenta una grandezza, gli & chiaro che,
se si pone ¢==¢, * g,, sard:

f"’qo(x)dx.—_ f *o@)da + f “ou(@)de, a=c<d=b.

c

(*) Per Yintelligenza di questo paragrafo e di alecuni di quelli che seguono fa d’uopo
leggere la mia Nota: Sul concetto di integrale definito, inserita nel t. 20 della Serie 2*
degli Atti della Reale Accademia dei Lincei.
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B altrest manifesto come due funzioni non integrabili ¢, g, possanq dare ori-
gine ad una funzione integrabile ¢, — ¢, oppure ¢, + ¢:; In questa ipotesi perd
le due espressioni ¢, — ¢z, 9:-+ ¢ non sono integrabili nel medesimo tempo.

Cid posto, sieno ¢, e ¢, due funzioni finite tra @ e b integrabili insiems
all’altra 9, —¢», in guisa che sia

i d
fq;,(x)dx——f p(@)dr =0, a=c<d=b,

Y

e studiamo la funzione ¢(x)=¢,(x)— () il cui integrale & nullo.

Dico Gy, G:, Gs,..., G4,... una serie illimitata di gruppi di punti nel
segmento ab, scelta in guisa che i punti di qualsiasi gruppo G's appartengano
al successivo G., e che, indicati con &%, dy*,... gli intervalli corrispondenti

a (s, si abbia limd,” =0, quale si sia . Chiamo poi S la somma degh

spazi ¢ relativi a (s nei quali, inclusi i limiti, la funzione ¢(x) assume valori
positivi e negativi, somma che potrd essere anche nulla. Ora, la quantita S,

1 . . “ o
converge a zero con — oppure cid non ha luogo: suppongo anzitutto il primo

caso. In tale ipotesi attribuisco ad s un valore s, 47 (r =0) tale, che la somma
Sis,+ sia arbitrariamente piccola. In ciascuno degli spazi ¢ non appartenenti
a Ss+4m la funzione ¢(x) sard, compresi i limiti, sempre positiva o negativa:
poniamo che nel tratto 0, abbia il segno 4-, essendo p e ¢ le ascisse dei
suoi estremi. Quindi, considerato il gruppo Gs.ry: € posto mente che per la
fatta ipotesi si ha

[“s@az=0, p=p<q=q,

Py

la somma degli spazi appartenenti al tratto d{,,, nei quali la funzione ¢(z)
ha un limite superiore che non & pill piccolo della quantitd arbitraria o, con-

vergera a zero.con 7 Il numero dei tratti ds 4, In ciascuno dei quali, inclusi

i limiti, la ¢(x) & sempre dello stesso segno, & limitato per ogni valor partico-
lare del numero intero s,-7, e per cid la somma dei segmenti d,4r4e appar-
tenenti ai medesimi, nei quali il limite superiore od inferiore supera, astrazion
fatta dal segno, la quantitd arbitraria o, va a zero con % Adunque nel caso
ora contemplato la somma degli spazi nei quali la funzione studiata assume,
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0

non tenendo calcolo del segno, un valore pit grande della quantith arbitraria

. 1
g, si annulla con <

. . 1
Poniamo ora che T'espressione S, non tenda a zero con ~-

Sia s scelto in guisa che le quantith S e 3, 4,73 sieno arbitrariamente
vicine al loro limite, A,") essendo il limite superiore della funzione ¢(z) nel

tratto s, i confini compresi. Cid posto, formando I integralefq»(x)dx si potrd

moltiplicare ciascuno dei tratti appartenenti alla somma S pel limite superiore
dei valori della ¢(x) nel medesimo, e poiche per gli intervalli non appartenenti
ad S vale il ragionamento fatto or ora, ne consegue che anche la somma
degli spazi Js appartenenti ad Sy, nei quali il limite superiore & maggiore di o,

va a zero con - Se poi calcolando Vintegrale moltiplicassi ciascuno dei tratti

appartenenti ad S5 pel suo limite inferiore, ne inferirei che la somma degli
spazi appartenenti ad S5 e nei quali la ¢(x) ha, astrazion fatta dal segno, un

T . . . 1
limite inferiore pit grande di o, converge a zero con ra Adunque:

Se una funzione dei punti di b ha il suo integrale nullo, dovra
convergere a zero la somma degli spazi nel quali essa raggiunge
valori maggiori, astrazion fatta dal segno, di una quantitd arbi-
traria; e reciprocamente.

Se consideriamo la funzione ¢(x) in un tratto qualsivoglia appartenente ad
ab, nel quale & sempre positiva, supposto che tale tratto possa assegnarsi,
sard il limite inferiore dei valori assunti della medesima in esso, compresi
amendue i limiti o uno o nessuno, eguale a zero. Questa asserzione non trae
perd di necessaria conseguenza che la ¢(x) abbia a raggiungere questo valore

. \ - . 1 .
in esso segmento. Cosl per es., se definissi nell'intervallo - 1 una funzione per
modo, che in tutti i punti di ascissa g fosse eguale al valore corrispondente

1 . . . . .
7 mentre negli altri non avesse luogo dipendenza, otterrei una funzione sempre

positiva il cui integrale & nullo e che non raggiunge mai lo zero.

Ora possiamo spiegare cid che va inteso col dire la serie ¥4,X, rap-
presenta una funzione integrabile.

Essendo ¢, €, ¢s,... una serie illimitata di grandezze, consideriamo la
funzione
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—————

1
I (11)) = ;ncn)
. . qe 1 1
la quale esiste soltanto per valori di « della forma 1, 5’3"

Facendo convergere z allo zero la f(z) potrd restar finita o no: poniamo
che si verifichi il primo caso. In tale ipotesi la f(z) oscillerd per =0
fra due rette limite (*), le equazioni delle quali sieno y=4, y =B (4=B).
Indicheremo questo fatto dicendo che la serie Y, si mantiene finita e
che la sua somma oscilla tra le quantitd 4 e B.

Lasciando indeterminato il significato della serie Y .A4,X, in un gruppo di
punti dell’ordine », poniamo che essa del resto si mantenga finita per ogni
valor particolare di z compreso tra 41 e —1, e sieno 6,(x) e 6,(z) le
quantitd tra le quali oscilla la sua somma. Voglio dire con cid che, essendo z,
un punto appartenente a questo gruppo, ignoriamo se 1 simboli 6,(x,), 6,(z,)
rappresentino o no una grandezza. Stando le cose in questi termini diremo
che il simbolo ¥ 4,X, rappresenta una funzione integrabile quande
sieno tali le due funzioni 6, (), 6:(r), e di piu sia

["’e,(x)dx=fde2(x)dx, e<<d, e=—1, d=4+1.

4

L’ asserire poi che la funzione ¥.A4,X, va all’infinito in un numero
limitato di punti equivale all’ammettere che la funzione 6,(z) o la 6,(z),
oppure amendue, crescano o diminuiscano al dila di ogni limite per un numero
assegnabile di punti. Osservo che se una delle funzioni 6,(x), 6,(z) si comporta
nel modo indicato in un punto del segmento —1 -1, ¢id non ha luogo di
necessitd dell’ altra.

Infatti, se si considera nell'intervallo 4 Oc una funzione che va all’infinito
per ¢ =0 (**), non potrd assegnarsi al certo una almeno delle rette limite
corrispondenti al medesimo, oppure nessuna delle due. Nel caso che ne esista
una, essa sard una funzione di ¢, la quale si scosta indefinitamente per e=+0
oppure converge ad una posizione.

(*) V. la mia Memoria: Sulla serie di Fourier, pag. 28. Ivi io mi accosto al punto a+0
che & a distanza finita supponendo la funzione continua tra a e & (¢<Cd) e finita. Di queste
condizioni perd basta che sia soddisfatta la terza perché esistano le due rette limite. La
differenza 4 — B & la oscillazione O a destra della origine della funzione f(x). V. anche
lIa mia Nota: Sul concetto di integrale definito, n® III, par. 2.

(**) V. la mia Memoria: Sulla serie di Fourier, pag. 33 e seg.*
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0

Ammesso poi che la 6,(x) vada per x=-40 ad es. all'infinito, se non esi-
stono le due rette limite corrispondenti al tratto 4 0c dovrd la 6,(x) crescere
oltre ogni misura, astrazion fatta dal segno, per =+ 0. Perché se cid non
avesse luogo, essendo sempre 6,(2)<<C6,(x), la 6,(x) avrebbe un limite inferiore
nel tratto + O¢; la qual cosa & contraria all’ipotesi. Supposto invece che nell’in-
tervallo +0¢ la 6,(z) manchi della retta limite superiore soltanto, se la retta
limite inferiore va all’infinito per e=--0 anche la 6,(x) crescerd per z=-+0
oltre ogni confine, inquantoché I'integrale della funzione 6,(x) — 6,(z) essendo.
per ipotesi nullo, si pud sempre assegnare nel tratto 4 Oe, quale si sia &, un
punto, in cui la espressione 6,(x)—&.(x) & arbitrariamente piccola. Se all'in-
contro la retta limite inferiore convergesse per ¢=--0 ad una posizione asse-
gnabile, la 6;(x) non andrebbe per 2=--0 di necessitd all’infinito. Per ultimo,
se nell’intervallo +0¢ la 6,(z) non ammettesse la retta limite inferiore sol-
tanto, la 6,(x) crescerebbe, astrazion fatta dal segno, al di la di ogni limite per
x=-+0.

Gli & chiaro adunque cid che debba intendersi col dire la serie ¥.A4,X,
rappresenta una funzione integrabile o meglio & atta all’integra-
zione, e come ) integrabilith della serie non porti di necessaria conse-
guenza che la medesima abbia a convergere sia pure in un sol punto del
tratto —1 1.

Il sig. Pavr pu Bois-Reyvonp asserisce in una Memoria sulle serie trigono-
metriche (*) che una serie di cui tutti i termini sono funzioni della
x debba convergere almeno una volta, e quindi infinite, in un in-
tervallo qualsivoglia per essere integrabile; asserzione che per quanto
or ora fu detto non mi sembra del tutto esatta.

Diamo adesso alcuni schiarimenti circa alle condizioni imposte alla serie nelle
estreme vicinanze dei punti —1 e 1 e, a tal fine, dimostriamo il teorema:

Se f(z) & una funzione finita dei punti del segmento ¢b ed in
esso integrabile, nel medesimo segmento la funzione f,(z)=- [f(@)]?
sard atta all’integrazione.

Infatti, sia Gy, Gs,... Gs,... una serie illimitata di gruppi nel segmento
ab, tali che i punti formanti un gruppo appartengano anche al successivo.
Supposto s, sufficientemente grande, la somma Ss,y,(£=0) degli spazi nei quali
la oscillazione massima della f(z) & eguale o maggiore alla quantitd arbitraria

(*) Aus den Abhandlungen der k. bayer. Akademie der W, II. CL XII Bd. I Abth.
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— —— SRS

s, sard piccola quanto si vuole. Cid posto, & chiaro che in uno qualunque
degli intervalli ds 4. non appartenenti ad Ss. i valori della f(z) saranno,
compresi i limiti, o tutti positivi o tutti negativi, e, se di segno contrario, in
valore assoluto non potranno né eccedere né eguagliare &, poiché, se non
fossero soddisfatte queste condizioni, la oscillazione della f(x) nel tratto con-
siderato sarebbe superiore a ¢. Ora, & evidente che la somma degli spazi nei
quali la oscillazione della funzione f,(x) ¢ maggiore di o relativamente al
gruppo G 4:(f=0) non & piu grande di S, L’asserzione & quindi dime-
strata.

Supponiamo ora che la funzione f(x) vada all’infinito per =0, non con-

servando lo stesso segno, e che 1 integrale [f(:v)dw converga per e=-0; di
pilt la f(x), considerata che sia mnel tratto Oc, manchi di una retta limite sol-
tanto e per fissar le idee della superiore: in tale ipotesi & facile a vedersi

come la espressiohe J"fi(x)dx converga ad un limite per e=-+0. Infatti, la

funzione f(#) — fi(r) non va all'infinito per x=+0, e quindi la stessa cosa
ha luogo per la differenza ff(x)d:v—Jfl(x)dx, percid I'integrale f fil@)dz,

che non oscllla all’ annullar51 di e, tende ad un limite. Se perd la funzione

Jf(z) mancasse di amendue le rette limite nel tratto 4+0e¢ e 1’ 1ntegraleff(ac)dx

convergesse, cid non avrebbe luogo necessariamente dell’altro f Si@)dz (*). 8i

2
pud anche enunciare il seguente teorema:

Se una funzione dei punti di un segmento, Ia quale non sia sem-
pre dello stesso segno, & integrabile, dovrd convergere a zero la
somma degli spazi, nei quali essa & positiva e negativa ed in pari
tempo consegue valori che, astrazion fatta dal segno, non sono
inferiori ad una quantitd arbitraria .

Adunque, riepilogando, le condizioni imposte alla serie ¥,.A4,X, nell’enun-
ciato del teorema da dimostrarsi sono:

I Che si mantenga finita per ogni valor particolare della va-

(*) V. la mia Memoria: Sulla serie di Fourier, pag. 41 e seg."
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riabile # compreso tra —1 e +1, astrazion fatta di un gruppo di
punti dell’ordine », nei quali si ignora il modo di comportarsi
della medesima.

II. Sia ovunque integrabile e vada all’infinito tutto al pil in
un numero limitato di punti, che supporremmo facciano parte del
gruppo dell’ordine », purch®, considerata soltanto nelle estreme
vicinanze dei punti 4-1 e —1, si possa integrare presa sempre con
lo stesso segmno.

3.

Per la dimostrazione del mostro teorema & necessario far vedere come si
abbia

2008(90——%) (1 1 )+ cotg 0 sen(p 6—%) n

V2nmsenf T in 4n\2nmsend n\n

Pp(cost)= 1@

1 . . . . .o
ove p=n-|—2—; Pn Testa finito ed & funzione continua di 6 quale si sia n, e

6 & compreso tra ¢ e m—e, essendo ¢ una quantitdh arbitrariamente piccola.

11 sig. Bowner nella Memoria: Sur le développement des Fonctions en Séries
ordonnées suiwvant les Fonctions X, et Y, (Journal de Liovviiie, t. 17, Année
1852) trova invece tra gli stessi limiti

2cos(96—-:—:—) (_l)n)_f_cotgesen(pe—g) P

VZnmsent 4n 4n\2nwsenh ne\n

P, (cosb)=

(1+ ()
p avendo un significato analogo a quello di p,.

Indicherd alla fine di questo paragrafo le obbiezioni che, a mio credere, si
ponno fare alla dimostrazione del sig. Bonxzr.

Ecco come parmi si possa porre in sodo la formola (1) giovandosi di quanto
& esposto a pag. 99 e seg.” dell’opera del sig. Hrxe: Handbuch der Kugel-
Junctionen.

Si ha con Laprace

7 Py(x) =r (x +cosp\wz—1)rdo=

f?x(x +cosp V2 —Ty*dg +fﬂ(x + cosg\w®— Iy»do,
0 i

‘5‘71

Annali di Matematica, tomo VII. 34
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(1}

e ponendo nell'ultimo integrale 9=mn—g¢,
=f§n(x + cosgVz— 1) dg +Fn(x —cospVat—1)dog;
1 . 0

fatto poi sen?lgo=z, si ottiene:

=P, (x)_f[x+(1 2z)\x=-1]nV V1_3+
+J [x—(1—2z)\/x2—1]“v —
Posto quindi
-1 1 . 1 __1~
o z4\z2—1
sl ricava.
" Var —1 dz
g ”(”)=‘5f (122 VA
. Vez—=1 \» dz
th f(1+2 £ )vzvr:;‘

0
Faccio adesso

a=2Vx2£—4 s a=—2E\rr—1,

z=cosf, quindi {=x-4\2*—1=1¢?,
ed ho:

7 Py (c086) = i f (t—azry

V mﬂf (l—a‘z)nv-\/l__z

__ezneH__l_e 'z‘nGK’
K deducendosi da H mutando ¢ in —4.
Considerando in prima l'integrale H, decomponiamolo in due, I'uno da 0

sen?e sen?e
sen? g
ad n

7 . 1 - o .
, e<6<m—¢, Paltro da #*™° sino ad 5+ Gli & facile il vedere
come la espressione

f (1—a2)y ———

sen?e

-
nSento

Ve Vl—z
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diventi zero di ordine infinito al crescere indefinito di n(; considerandosi come

uno zero di primo ordine per n= oo); cid risulta dalle seguenti considerazioni.

Si ha
Vaz—1 . . . .
a=2 z =2(cosd —¢send)isend =2sen*f | ¢sen26,

mod[1 —a 2] =V(1 —22zsen*6)* I 22sen?2 6 =\1 — 4(z — 2°)sen®4.
Ora, poich® la funzione z—2* cresce sempre da 2=0 a z=—;—s il modulo di
(1 —a3z) decresce sempre tra gli stessi limiti variando da 1 a -+ \cos*6. Avremo
quindi:
log(1 —a2)=—n+91, -
essendo >0 per tutti i valori di 2 fuori che per 2=0, pel quale valore si
annulla. L’ espressione
. (L —az)yr=¢""(cosng | isenng)

va adunque a zero con infinita rapiditd per tutti i valori di 2 maggiori od
eguali ad una quantitd comunque piccola, oppure per tutti i valori di 2= ¢(n),
essendo limg(n)=0, quando (1—az)* si annulli con rapidith infinita per
z2=¢(n) ed n=o0.

B facile vedere che la funzione q;(n)=n’°“’°—
cennate.

soddisfa alle condizioni ac-

Infatti, essendo moda=2send, z<;—a e quindi modez<C1, si ha:

log(l—az):—az———2——_3___ vees
percid: _naz(1+9§+iz’+...)
(1—azyr=e s
sen? ¢ -1
sen? §
e, facendo z2=mn ,
© senlg sen?e
— an®en? 9(l+gnsen’ 6 +.. )
(l—azyr=e
senle
— 2sen?0n°0% 0
Questa espressione va a zero come e , ossia diviene zero di ordine
sen2e

infinito, perch, essendo e<Co<<m—e, si ba ———u<1.
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0

Consideriamo ora 1'integrale

sen?e

b d son®h !
In:=f (l_az)nVE—Vlz—_z (b=n K );
0

ponendo z=% si otterrd:

1 J‘Mb —ay 1+2:’/+ 3n3 +
\n
[1]

_dy =
1~
WJ ol

G+t )2——2?—3“;-’;"( S e 17

L espressione

R
<n, eguale a
SVLTIL N LR € f— (o380

1 dy
\/n

sen?c

sen’0
&, essendo y=n"

T+ f e Vydy + L2

2n\n V

e ¢, non cresce oltre ogni limite con #. Questo aggregato potrd poi presen-

tarsi nella forma
1 —ay Y dy
Vﬁf \Vy T 2n\n

f e““.’/Vg_jdy-l-ngq—V’%,

¢'» avendo un significato analogo a quello di ¢a, e ¢id perchd gli integrali

f e o\l/—;’ ) fm e \ydy

nb nb

vanno a zero con rapiditd infinita mentre n cresce al di 13 di ogni limite.
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0

Ora, poiché la parte reale di @ & positiva si ha:

f —ay_==

© ey o—a Eil._— ™
fe y\ydy = (Vy )+2a Y5 =24\’

0

laonde:

e d 1/ \/ T q n
ay = + \/ + .
f \/ y \/ 1— \, dan\n n2\mn
D’altra parte, I'integrale I, pud mettersi nella forma

vii.,fube_ay\/ﬂ_ nV”J \/J\/l e S T

N Bt (i e B R
L’ espressione:

R SR

n

supposto 6 scelto in guisa che si abbia

sen?e
2—
sen®f

—1<0,

si annulla con %, poiche per y==nb la quantiti

Erait)

292\8 . e N .
converge ad —1— e Ialtra (a—ny—) va @ Zero con l, quale si sia s. L’ipotesi che

sen2e
si abbia 2 ——-—1<0 non impedisce che 9 possa avvicinarsi ai valori 0 e

quanto si vuole, purchd ¢ sia scelto convenientemente.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



270 Ascoli: Sulle serie ¥, AnX,.
0

Cid posto, I'integrale I, pud scriversi anche cosl

"nb

Vn\/ +4anVn\/ +%Z\Z@ ”V" 2\/ \/1

_ﬁz‘fnbe—aym(;__l_%_l_...)wdy—_—

Viﬁ\/z:_l—m 2%an \/y‘/l 'n2Vn

q"» ed 7, essendo due quantitd che non vanno all'infinito con n.
Ma

0

quindi :

2nan yre y\/ \/ 7 20w f eWYy* d-'/+nzvn=

tn
— ]
n\n

d —a
2nan yy 9y +

t, ¢ ¢, non crescendo oltre ogni limite con .

Ora,
3 ,—a 3 1 o —
I e e
[ 0
31( ,~eay 31 (* - da/__iii\/_
EE(V?/— ) +4a2 T taVa’
pér cui:

et e e d

ed s, non va all’infinito con .
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)

D’altra parte,

a=2(cosf —isend)isenf=2send(send | icosf) =

11'

2sen9[cos(g—9)-l—isen(-;z—a)] 2sende &) e

quindi: <
1w 11 = ig —H]
I"=WV25enOe ¢ +4%Vﬁ 9senf \/2sen66 ¢ o
3 ™ ig’ -7 s
4 n
-———_—_V——e e —_—
8nyn Y 2senf +n2\/n’
percid :

.0 T [}

. T
® ‘'3 ' 1 1 [ = 3% ~%fp
H—\/_\/2sen9 ¢ +4n\/ﬁ 2senl 2senﬁe €

3 ,‘Q _iz ’
™ 2 4 S
Y

" 8n\n Y 2send n2\n

s’» avendo significato analogo a quello di s,.
L’integrale K deducendosi da H mutando ¢ in —¢, si ha:

.0 . 0 ,.7
1 ™ ‘g i 1 1 = Sy 3ig
K= Vn \/2sen6 ¢ +4nvﬁ2sen6 2sen6€ ¢

3 ™ _ig iz s"n
— ‘/2—-6 ¢ +_——- ’

" 8n\n Y2senb n2\n

per cui finalmente:
2 T 1 T
n(c0s5) V2 n-:sen@cos(‘og 4)+4n\/2nwsenecos(‘o 4)
cotgf W) 3 1 ( w) Pn
08" sen|p6—— ———cos| pb—Z | + P =
+4n\/2nrsen6 D(P 4 dn\nw \/2sen6c PPy +n2\/n

=?°°S(_"(”—E_>(1_L)+Lg9 afpo—3) 42

V2% wsenb in 4n\2nwsenf ne\n

Pn essendo una funzione finita e continua di 6, quale si sia #.
Accenno ora brevemente alle obbiezioni che si possono fare alla dimostra-
zione del sig. Bowyer, che mi sembra appuntabile in due punti.
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[1]

I’ autore trova con operazioni lecite le due eguaglianze (*)

0._8_sen(4+ >—%[3sen( +e)——cos( +e)]—|— 7 —|—]3 ’

Perd, convien avvertire che le quantité, dede, le quali compariscono nella
prima delle due formole precedenti, sono funzioni del numero pari e positivo
2k, mentre le quantitd ¢ ed ¢ della seconda sono funzioni formate nello stesso
modo delle altre col numero impari e positivo 2£--1.

Ora, trovate queste relazioni, il sig. BoNNET opera sovra esse come se le
quantitd ¢ ed ¢ che compariscono nella prima fossero eguali alle quantitd in-
dicate egualmente nella seconda, mentre nulla permette di asserire che tale
eguaglianza abbia luogo. Ricava quindi

2n 1 P T o q
=\ T tavw T i Em e

il segno superiore riferendosi al caso di » pari, 'altro a quello di »# impari
(v. p. 276). La sostituzione di questi valori nella equazione

3 £ 3 b) d 3 -
— COS(9Y+ )_ cos(py_}_s)___STzsen(p}’_i_e)j‘y Y +p + q

n 2n? sen’y
1
(e=n+3)

non da origine alla formola trovata dal sig. Bozxer, che &

2cos(py——£) cos (py—}) cotgysen(py—%)

ma bensi all’altra

2005(97—%) . cos(py—}) 2cos(py 4) cotg'y ( )
sen

V2mn  2n\2nm 2n\2nw 4n\/2_n7-

+P

n? Vn

il segno superiore valendo per = pari, l'inferiore per » impari. Questa sosti-

tuzione & il secondo dei punti critici ai quali allusi poco fa.

(*) V. pag. 270-277 della Memoria citata.
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Anche intorno alla dimostrazione data dal sig. Boxyer circa alla sviluppabi-
lith di una funzione per serie di funzioni sferiche si ponno fare alcune osserva-
zioni. Circa alla medesima il prof. Divi, in una Memoria inserita nel tomo sesto
di questi Annali (p. 112), dice: « Uno dei teoremi pili importanti dell’ Analisi &
quello che permette di esprimere analiticamente per una serie di funzioni sfe-
riche una funzione di due variabili reali data arbitrariamente sopra la sfera.
Le dimostrazioni perd di Diricurer e di Boxser, che ordinariamente si danno
di questo teorema, non mi pare che possano dirsi del tutto rigorose, a meno
che non si facciano sulla natura della funzione certe restrizioni delle quali nelle
dimostrazioni stesse non si fa parola ».

Ora, tenendo conto soltanto della dimostrazione del sig. Bowxer, non parmi
che regga la obbiezione del sig. Dmvi. Egli & vero, I’ Autore francese non enuncia
a principio della sua dimostrazione tutte le proprietd che dee avere una fun-
zione per essere esprimibile per serie di funzioni sferiche, o meglio, perchs
alla medesima possano applicarsi le sue ricerche; ma perd esse scaturiscono
dai ragionamenti successivi, ossia la dimostrazione stessa restringe di pid in
pit la natura delle funzioni per le quali essa & valevole.

Per non parlare di mende di minor momento, la inesattezza principale con-
siste, a mio credere, nel far uso della formola (), che non & vera, nella dimo-
strazione del teorema in discorso. Cid non pertanto alcune leggiere modifica-
zionl, mentre semplificano di un tantino detta dimostrazione, la rendono altresi
rigorosa, ed esse si riducono ad ommettere le considerazioni circa alle due serie

T—o T—
Zf v—%cosnm(r)dy, Zf V—%Sennm(y)dy
estese ai valori pari od impari soltanto di n (*).

Anche il prof. Dint accetta nella Memoria di cui parlo al primo paragrafo
la formola del sig. Boxyer: ad onta di cid la sua dimostrazione non abbisogna
di verun mutamento, se si esclude quello della quantitd (—1)* in —1 in tutte
le formole nella quale comparisce.

4.

Per le ricerche seguenti giova studiare il modo di comportarsi dei coeffi-
cienti della serie data al crescere indefinito di #.

(* V. p. 291-294 della Memoria citata.
Annali di Matematice, tomo VIL. 35
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A questa domanda risponde il teorema:

Se la serie ¥ A4,X, & in tutti i punti di un intervallo comunque
piccolo bk (—1=k<h=-+1) finita, e tale che la differenza 6,(z)—
6.(%) in esso tratto sia integrabile ed il suo integrale abbia un va-

Y g . Y A 1
lore nullo, dovra la quantita V—ﬁ convergere a zero con -
n

La veritdh di questa proposizione risulta da quanto segue.

Data una serie illimitata di grandezze ¢, ¢z €3,...y Cx,..., le quali non cre-
scono indefinitamente con n, siano y=A4 ed y=2DB le equazioni delle rette
limite corrispondenti alla funzione ¢(m)=¢, per m=--0; A— B indica adun-
que la oscillazione di ¢(m) a destra dell’origine delle coordinate. Scelta quindi
dalla serie proposta I'altra ¢, c,,... pure illimitata, e da quest'ultima la
terza Cryp Cryyeeey Orgyeeey mentre ¢ cresce al di 14 di ogni limite la quantitd e,

oscillerd tra due grandezze M ed N (M= N), la prima delle quali non potra
essere manifestamente maggiore di A, 'altra non minore di B. Invertendo
questo ragionamento si ha il teorema:

Data una serie illimitata di grandezze ¢, ¢, ¢,..., tale, che, pi-
gliata dalla medesima arbitrariamente un’altra pure senza fine
Cryy Crgy Cryesey da quest’ultima possa sempre scegliersi una terza
Cryp Crygms Oryyee 10 guisa che r, al crescere indefinito di ¢ oscilli

tra due grandezze 4 e B (A=B), delle quali la prima non supera
la quantitd A4,, la seconda non & inferiore a B,(4,=B,), dovra al-
tresi ¢, per r infinito oscillare tra due grandezze, I’una non mag-
giore di 4,, ’altra non minore di B.

Poniamo per un momento che cid non abbia luogo. In tale ipotesi la quan-
tith ¢, per » infinito andrd pure all'infinito, oppure oscillerd tra due grandezze
M ed N (M=N). Il primo caso non pud aver luogo, poiche, scelta la serie
Copy Cogyevny U0 Touny €0, < oy Lovry lime, = 00, qualsiasi serie illimitata tolta

§=0

da quest’ultima non avrd al certo i suoi termini oscillanti tra due grandezze
I'una non maggiore di 4,, I’altra non minore di B,, ma all’incontro essi
andranno all’ infinito sempre crescendo. Consideriamo ora 1’altro caso: poniamo,
per fissare le idee, che M sia maggiore di 4., senza asserite nulla circa alla
relazione che ha luogo tra B, ed N. In tale caso potremo scegliere dalla data
una serie Cy, Cy,... in guisa che si abbia lim¢, = M, dalla quale non si pud

S=0

al certo levare un’altra che soddisfi alle condizioni ammesse per ipotesi.
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Si consideri ora un intervallo p,q, di %%, per tutti i punti del quale la
funzione ¢,(6)— ¢,(8) [9.(6)=6.(), 9(6)="06,(x), ®=c0s6, p=—cosp,, ¢=1c08q,,
k=-cosk,, h=rcosh,] raggiunge valori minori della quantith arbitrariamente
piccola o, astrazion fatta dal segno, intervallo che pud al certo assegnarsi,

essendo f [9:(6) — 9:(8)]d6 =0, k,<<6,=h,. Per questi valori di ¢ la quantita

A4, P, (cosé) oscilla al crescere indefinito di » tra due grandezze M ed N
(M=0N), nessuna delle quali & in valore assoluto maggiore di o. Ed invero,
essendo la quantitd ¢,(6) — ¢,(¢) pei valori considerati di ¢ minore di o, astra-
zion fatta dal segno, la oscillazione della somma

$(n)= 3 4, 1 (cos0),

per n=--o00 e per questi valori particolari di 4, & pure pil piccola di o;
quindi, a partire da un valore opportuno di », le due somme

n n-+m
XA, P (cosb), -4, P, (cosd)
1 i

differiscono, quale si sia m, di una quantithd inferiore a ¢. Osservando poi che
in virty della formola dimostrata nel paragrafo precedente si ha:

lmA_AM-—1 c<O<r—ey, 0Ll

(=]

si potrd asserire che per tutti i punti del tratto p,q, la quantita ‘%cos(pe— ;'
» /

assume valori minori di o, astrazion fatta dal segno, al crescere indefinito di .
In luogo del teorema detto a principio di questo paragrafo dlmostrlamo ora
il seguente che & pit generale:
Se, data una grandezza arbitraria o, si pud assegnare un inter-
va]lo p1q, per ciascun punto del quale la quantita

‘ifcos( e-—i)
Ve o\

al crescere indefinito di » oscilli tra due grandezze, nessuna delle

quali & in valore assoluto maggiore di s, sard limi:/lé‘=0 per n cre-
n

scente al di 1& di ogni limite.
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Cid posto, rammento il seguente teorema del sig. Caxror: (*)

Indicandosi con z,, #;, %s,... una serie illimitata di numeri interi
e positivi, tale, che si abbia z,>kx,, 2. >k, 2, >k,,..., k>1,
si pud assegnare una quantitd Q in guisa che il prodotto z,Q dif-
ferisca da un numero impari 2¢,+1 di una quantitd ©,, che con-

1 URT . . .
verge a zero con —, e la grandezza @ pud pigliarsi in un inter-

vallo dato qualsivoglia.
Scelgo ora ad arbitrio dalla serie illimitata

« a a [ -—ﬁcos( 9—2)]
1y 29 3gee- Uy = VE p n _

un’altra, e sia essa

Oy Cpyy  Olpgyece (7'4 <7’2<7'3<. ..),
da quest’ultima poi la terza

per modo che si abbia
Irtg>k¢t4) 7';3>k27’ta,... (k>1).

Prendo quindi, giovandomi del teorema rammentato, una grandezza Q nel-
Og‘i

w

Iintervallo 9% in guisa che sia
Qry —(2ys+1)=0;,
essendo ¢, un numero intero e positivo, quale =i sia s, e ©; una quantith che

1 . . .
va a zero con —- Posto poi Q=Q=, & chiaro che la grandezza Q sard com-

presa tra Op, ed Og,, e si avrd:
Q7 ~@ys +Dm =91+ 3 Q-3 - @yes V=@ ;) -9~ @y D=,

. . 1
essendo ©;= O;m una quantitdy che si annulla con 3
L 3
L2’ espressione
Ar Ar

A 1\ m]_ T, @ =]__“", E__Q_
V”t; cos[(rts+§)52-z]—vhs cos[(293+1)n+§)s+2——4]— e cos[4 5 (:)3]

(*) V. Cresscn e NEumasy, Mathematische Annalen, t. 4°, pag. 139.
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al crescere indefinito di s oscillerd quindi tra due grandezze, ciascuna delle
quali &, fatta astrazione dal segno, minore di ¢. Ma la grandezza o & arbi-

. . 1 . e T i Q
traria, e poiché Q non eccede, quale si sia o, i limiti 0 e «, I’arco 73 hon

. . . ™ . . . . .
s1 accosterd indefinitamente a — 3 quindi, rammentando le considerazioni fatte

al principio di questo paragrafo, e non essendo

. T Q .
31=n:ocos (Z —g— Qs) =0,

sard
lim-L —o,

n=oco Y1 4

la qual cosa si voleva dimostrare.

L’ultimo dei teoremi enunciato in questo numero & caso particolare del
seguente :

Se, data una quantitd arbitraria o, si pud assegnare un inter-
vallo pg per ciascun punto del quale la espressione

anseno(n)x -+ bycosg(n)x,
r(N<p@<e(B) <o (img(n)=cx)
al crescere indefinito di » oscilli tra due grandezze, nessuna delle
quali & in valore assoluto maggiore di s, sara:
lima, =1limb,=0, " ==00.

La veritd di questa proposizione risulta dalle considerazioni che seguono.
Lemma I. Detta ¢(u), ¢(us),... una serie illimitata di quantita
positive, tale, che si abbia

o) >ko(w), o) >Fo(m)y...  (B>1),

si potrd assegnare una grandezza Q entro un intervallo qualsi-
voglia «B, in guisa che la differenza

Qo) —(2ys +1)
1 . o).
converga a zero con ;9 Ys essendo un numero intero e pOS]thO.

Questo teorema generalizza quello del sig. Casror enunciato poco fa, e s
dimostra nello stesso modo.
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Lemma II. Se, data una grandezza arbitraria o, si pud asse-
gnare un intervallo fu per ciascun punto del quale la quantitd

a,seng(n)x

oscilli al crescere indefinito di #» tra due grandezze, nessuna delle
gquali & maggiore di o, sard lime,=0, essendo ¢(n) una funzione

n=o0o
positiva di n, la quale per » infinito va all’infinito insieme alla
retta limite inferiore corrispondente al tratto moo.
Dalla serie ¢(1), ¢(2),... scelgo ad arbitrio un altra pure illimitata o(r),
¢(79),..., e da quest’ultima la terza ¢(v,,), ¢(rs,),..., in guisa che si abbia

p(re)=ko(re),  ¢(ra)=Fe(p),...  (k>1).
Si determini ora una quantitd Q nel tratto i cui estremi hanno per ascisse
9%l o0u per modo che I’espressione
™ v

Qg(r,) —@ys+1)=c

1 ST
converga a Zero con — e quindi anche I'altra:

Q2 9(r) —@ys+ 15 =5()— @y + D5 =c5>

essendo Q una quantitd che cade nell’ intervallo ¢u. Per I'ipotesi fatta c,sen¢(n)Q
al crescere indefinito di # oscilla tra due grandezze, nessuna delle quali & in
valore assoluto maggiore di o; cid si verifica quindi anche per Paltra:

™

— * ¢, cose
crpssengo(r,,s)g * or, co8e 5

all annullarsi di < Adungue i termini della serie

Crot Crpy Croneess Crpyeesy
a partire da valore opportuno di s non sono maggiori di o, astrazion fatta
dal segno. Il lemma & dunque dimostrato, quando si rammentino le ricerche
fatte al principio di questo paragrafo, e si ponga mente che la quantitd o &
di quella piccolezza che si vuole.

Gli & facil cosa il porre ora in sodo il teorema enunciato.
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Infatti, detto m il punto di mezzo del segmento ¢u, si faccia
@, 08¢ (n)m —b,sen g(n)m = cy,
anseng(n)m —+ by cos ¢ (n)m = dy.
Dalle due ultime eguaglianze si deduce:
U= CnC08¢(n)m - d,senq(n)m @
23

by = — caseno (w)ym -+ d, cos ¢ (n) m.

Ora, la quantitd d,, al crescere indefinito di » oscilla tra due grandezze nes-
suna delle quali & maggiore di o, e.cid per dato. Anche la quantith ¢, sod-
disfa alla stessa condizione, in quanto cid ha luogo per le due grandezze

ansen g(n)(m + )+ bycose(n)(m +x), an éenq:(n) (m — x) + by cos p(n) (m — ),
0m<<x<<0gq, Op<<ax<Om,
e quindi anche per I'altra:
[@ cosg(nym — b, sen ¢(n)m] seng(n)x,
e, pel lemma II, altresl per la espressione:

@, €08 ¢ (n)m — bysen o(n) m =d,.

Per le relazioni («) poi ne consegue che all’annullarsi di 717 ciascuna delle quan-

titd a,, e b, oscilla tra due grandezze non maggiori in valore assoluto di 20;
e poiche il numero ¢ & arbitrario, sara:

lima,=limb,=0  (n=00).

Il teorema ora dimostrato contiene come caso particolare il seguente dovuto
a Rimmany (¥) e dimostrato dal sig. Cantor nella Memoria citata:
Se per tutti i punti di un intervallo comunque piccolo la quan-

tita
ansenns -+ b,cosne
1
converge a zero con sara:

lima, =limb, =0 (n=o0).

(*) V. la mia Memoria: Sulla serie di Fourier, p. 21 e seg.ts, e quella di Riemanx: Ueber
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, pag. 25.
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5.

\

Facciamo ora alcune ricerche di Calcolo integrale le quali sono necessarie

per la risoluzione del problema che ci siamo proposti, e dimostriamo anzi-
tutto il teorema:

Se ¢(z) e ¢(x) indicano due funzioni finite dei punti del segmento
ab ed integrabili, il simbolo ¢(2)¢(x), quando non si possa asse-
gnare un intervallo di ab per ciascun punto del quale esso sia
scevro da significato, rappresenterad una funzione integrabile.

Infatti, detta G., G,..., Gs,... una serie illimitata di gruppi di punti, 9,9,
9,9, ... i tratti corrispondenti al gruppo G5 ed 4,9, 4,9,..., B,®), B, ...,

a') a,),..., b, b,),... 1 limiti superiori ed inferiori delle funzioni ¢(x) e ¢(x)
nei medesimi rispettivamente, sara:

lim ¥,.8,(449 — @, =0,  limY, (B —p ) =0,

essendo per ipotesi le due funzioni ¢(x) e ¢(x) integrabili nel segmento ab.
Per dimostrare con tutta chiarezza il teorema or ora enunciato giova distin-
guere pill casi, ciod:

1. le due funzioni ¢ e ¢ sono amendue positive nel tratto ¢,(¢), i limiti
inclusi;

2. amendue negative;

3. I'una negativa e lalira positiva;

4. Vuna positiva e I'altra positiva e negativa;

5. 'una negativa e l'altra positiva e negativa;

6. amendue positive e negative, sempre i limiti inclusi, e supposto che la
prima ipotesi valga per la funzione ¢ la seconda per {.

Indicando con P,) e p,{s) il limite superiore ed inferiore rispettivamente del
prodotto ¢(x) ¢(x) nell'intervallo ¢,%s), inclusi i limiti, si ha nel primo caso:

P9 =4, B, P =, 95,49,
nel secondo:

P = 0,9,05), P9 = 4,09 B9,
nel terzo:

P9 <= 4,95, 2,920, B,
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nel quarto:
P =A,0 B, pl)= 4,05

nel quinto:
P9 =q,5,), P =@, B}

nell’ ultimo infine P9 non potrd superare la massima delle due grapdezze
4,9 B,%), a,{)b,%), & p,{) non sard inferiore alla pit piccola delle due 4,(9p,()
a r(s)Br(s)°
Rispetto ai casi contemplati si ha quindi ordinatamente:
P9 —p, 9 = A, B —a, 605, = A (B —b,) 45,1 (4, — g,
P —p0 = 0,05, — 4,0 B = 4,90, —B,®)+ b, — 4,6,
P =409 — g B = 4,0 (b, — B,®)+ B (4, — g,),
) =A4,9B, — 4,95, = 4,(B,5) — b)),
» =a,95,9 —g,OB =g,0(, —B,W),
P& —p, 0 =A4,9(B,9—p,), =BO(4,0—q) =b0(a,—4,)
=0a,9(,) — B,),
gli ultimi quattro casi riferendosi all’ipotesi che amendue le funzioni ¢ e ¢
siano e positive e negative nel tratto 0,0
Se indichiamo ora con M una quantith non minore del pit grande dei

limiti superiori dei valori numerici di ¢ e di ¢ nell’intervallo b, sard in ogni
caso, osservate le ultime diseguaglianze :

P9 —p, 9 = M[(A,9 — 0, + (B — b,09)],

astrazion fatta dal segno, in quanto in ogni tratto determinato dal gruppo G
dee aver luogo uno dei sei casi contemplati. Abbiamo quindi:

3,8, (P, —p, &) = M 3,8, (4,9 — a,) + M 3,0, (B, ) —b,"),

e percid:
lim 3, 3,9(P9 —p,9) =0,

I'asserto & adunque vero.

11 sig. Pavr pu Bos-Revwonp dimostra questo teorema a pag. 24 © seg.*
del t. 79° del Giornale di Borcmarpr in un modo pitt breve, & vero, Wa pero,
a mio credere, non del tutto rigoroso.

Amnnali di Matematica, tomo VII. 36
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Dimostriamo ora la proposizione:

Se ¢(x) e ¢(z) sono due funzioni integrabili dei punti del seg-
mento ab, ciascuna delle quali va all’infinito in un numero limi-

tato di punti, gli infiniti dell’una essendo diversi da quelli del-
Ialtra, sara:

[(s@[*s@a6)da=["srda[ v)aa~[ (46 [ "s@)8)ds. @)

Supponiamo in prima che le due funzioni ¢(x) e ¢(z) si mantengano finite;
detti 4,9, @, B, b9 i limiti superiori ed inferiori delle funzioni ¢ e ¢
nel tratto o, rispettivamente, si ha I'identita:

A,98,6)(B,9)9,18)) + A0 9,(9) (B#)3,) + B,(5)3,(s)) + A1) 3, (B,()0,() +
B(90,0) + By 35()) + oo =
(A998, + A,9056) 4 ) (B9 0,0) + Byl 8,() < )= Byl 8,(0) (4,600,060~
B9 9,6 (4,8, + A9 0N = B9, (A, + A 008) + Ayl 8y(N)— o) (a)
=(4,90,9) + 4,8, +...) (B3, + Bl 8,9 + . ..y~ B,(90,(9(4,90,9) -
B, 05 (A4,()9,0) + 4,093, = Byls) 95() (A4,(9,() + A,8) 3,() + A;(9) 908)) —
cor+ B0 A 8,002 4 Byo) 4,650 4 ...

Gli & facile il vedere come il primo membro di questa eguaglianza al cre-
scere indefinito di s tenda al valore

[ (se[ s(era)as

Tnfatti, consideriamo i valori conseguiti dalla funzione ¢ nell’intervallo &,(),
i limiti inclusi. Tra questi ci sard anche la quantitd A4,(9), oppure cid non
avrd luogo: in quest’ultimo caso si pud assegnare un punto ¢ dell’ intervallo
considerato, tale, che il limite superiore dei valori della espressione ¢(z) nel
tratto ¢+» ¢-+0 0 ¢—y ¢—0, oppure in amendue, sia eguale ad 4,*, per

quanto piccolo sia il numero 5. Il valore che la funzione continua f “gb(ﬁ)dﬁ

consegue nel punto ¢ & f cnp(ﬁ)dﬁ. Essendo poi 0,09, ¢,09,... dp) gli inter-.

valli ¢ che hanno un numero illimitato di punti comuni col segmento ac,
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»
sard la somma Y,.0.() (B —5,¢) a partire da valori opportuni di s arbitra-
1

4
riamente piccola, e quindi la espressione Y9,V B, vicinissima all'integrale
1

chb(x)dx, quale si sia ¢. Cid ha luogo perchd I'aggregato ¥,.0,()(B,) —b,9)

esteso a tutti i segmenti &) ha i suoi teymini positivi e converge a zero con

1;- Potremo dunque porre:
.00 =["yp)dp 4,
1

essendo o, una funzione dei punti di eb, la quale & sempre arbitrariamente
piccola per valori opportuni di s.
Il prodotto

o) “v@rap
& in virth del teorema or ora dimostrato integrabile, e di piu la funzione
4= v

& continua nell’intervallo @b, inclusi i limiti.
D’altra parte, 1'integrale

[ @)

a

pud considerarsi come il limite della espressione
ZT 3,9 D, () 4,6

1
per s infinito, essendo D, il valore raggiunto dalla funzione ¢,(z) mnel
punto ¢ del tratto J,(), nel quale la funzione ¢(x) raggiunge il valore A4,
oppure accostandosi al quale, da una parte almeno, il limite superiore della
medesima nel segmento che rimane & A,(). Questa asserzione risulta manifesta
quando si osservi che la quantitd D, 4.() non & maggiore del limite superiore

della funzione ¢(x)¢.(x) nell’ intervallo d,(), nd pil piccola del limite inferiore.
Si bha adunque:

z'r(ar(s) Ar(s) th at(s) Bt(s)) = 27 (a'r(s) Ar(s) Dr(s)) _I'z r a”_(s) Ar(s) O'c,
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e quindi:
hm Er(a (s) 4,49 \‘to“t(s)Bt (?(a) f (,b(ﬁ)dﬁ)
Cosi pure si ha manifestamente

lim |+, 8, 4,0]{%,2,0 B "’l—f fp(a)da " 4 (4)da,

S=x

lim ¥, (3,08, 300 4= (46} “q»(ﬁ)d@)da,

il teorema & quindi dimostrato in virtl della eguaglianza («); se si pone mente
che si ha

lim ZfAr(s) B,® 3_;3—)’ =0,

§=xX0

quando le funzioni date siano sempre finite.

Poniamo ora che la ¢(z) vada all’infinito nel punto di ascissa # restando
integrabile, in guisa ciod che la espressione

(][ ot
ms,

converga ad un limite mentre ¢ ed ¢ si annullano in modo arbitrario, ¢(x)
poi resti finita per x=m.

Si ha in tale ipotesi:

f m—g(?(d)ﬁxb(ﬁ)dﬁ)dnf "o (@)da "“i,u(a)da-f’”"(q,(a)‘[ “(P(B)dﬁ)da, )

[ (e <a>j sb(@)dﬁ)d«—j so(oodaj v@da—["(4)[ s@)26)ds. @

m-tey m- mt-g, m--¢, m-+teg

Queste relazioni esistono anche se si fa ¢ ed ¢, eguali a 40, poiche esse sono
vere comunque siano piccole queste quantitd, e di pilt abbiamo

tim (75 (@8)de= """ ([ (012) s,

s, " g [ Yo = j " (o) da f "4 (0 da,

a
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(1]

Jom [ (?@f ue)is)da=|" (v 428,

m-g m+0 m+-0
lim [ o(«) daj ¢(u)da_f o(e)de | $(o)de.
=0 m+tr, m-e, m+40 m+4-0

Di queste quattro eguaglianze la penultima abbisogna forse di alcune parole
di schiarimento; eccole: se si pone

"m+te, &b(ﬁ) dﬁ _

m--0
essendo d una quantith che si annulla con ¢, ne consegue:

[ (s ¢(B)dﬁ)da— f [?@( J [CES i)

mtey me,
f (‘P(“)f Sb(ﬁ)d.@)da—df p(x)d e
m-te, m-+0 mte,

Facendo ora convergere ¢, allo zero si otterrd la relazione in discorso.
Per maggior chiarezza diamo anche il significato della quantitad

hmf (¢(a)J q»(ﬁ)dﬁ)da

e‘——
m-te; m+g,

che forma il secondo termine del secondo membro della relazione (2). Posto

Jﬂmﬁ?(ﬁ)dﬁ =,

m40
sard:
limoci=0,

e quindi: h

b

Lg (a)’Lz(B)dﬁ)da—’ f [ (oo( j (B)dﬁ—ci)]da -

j(¢(a)j ?(B)d@)du—cjfbkp(a)da,
' mie,  m40 mte,

per cui:

i (ab(a)j o(0)i8)du=lim [ (sb(a)f CLOLE

+e,  mate, m-Lel
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Il significato poi del secondo termine del secondo membro della relazione (1)
per e=-40 & cosi palese che non abbisogna di schiarimento.
D’altra parte, si ha

fb(?(a)f“sb(ﬁ)d@)da =fm_°(q>(a)f“¢(ﬁ)dﬁ)da _,_f"(?(a)f“ kP(B)d@)da
= fm_o(?(a)f “sb(@)da)da +f b(so(a)f m—0¢(ﬁ)dﬁ)da 1 f ”(?(a) f “M@)dﬁ)da,

Js@taf yada=["s @ 4e [ @] yidat

m+0

[s@da["" («)da+f @ da[ §(:)de,

[ ([ v@as)aa=["" (46" so(@)dﬁ)da+f (4@ s (ra6)a
~lim '""(Ma)f”‘q»(ﬁ)@)m +1im | (4@ s @)a)dat

lim f (¢(«) f “?(B)dﬁ)da.

E'—v
mte,

Osservate attentamente queste ultime tre relazioni, sommando le eguaglianze

che si ricavano facendo e=-+40 ed ¢, =--0 nelle relazioni (1) e (2), ed ag-
giungendo ad ambo i membri della somma ottenuta la quantita

b ' —0
[s@aa"" 4)de,
m-0 a
ed al secondo la differenza
b
[v@as] " s da—[ st gt
m+0 a m+-0

ne consegue la veritd della formola (K) anche se la funzione ¢(z) va all’in-
finito in un punto dell’intervallo @b, restando perd integrabile.

E poi manifesto come le funzioni q;(x) e ¢(z) possano andare all'infinito in
un numero limitato di punti restando integrabili, senza che il teorema cessi
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di aver luogo, supposto perd che gli infiniti delle medesime non cadano negli
stessi punti.

Essendo ora ¢(z) e 6(x) due funzioni integrabili nel tratto @ m—0, le quali
vanno all'infinito soltanto nel punto #—0, posto

@) =[ 4@,

sara:
[T@u@as=[p@[ @ s 7= (40 0w a2 ) .

Infatti, pel teorema or ora dimostrato si ottiene:
(”’“(e(@fﬁ@)h)@=f""ee(a)daf’”“¢(a)da_f'""z(gu(x)f”a(a)da)dx,

e d’altra parte si ha

f " 9 (a) da f " (0 da = [(pi (@) f ”ﬂ(a)da];”_a.

a

Quindi il teorema :
Se 6(x) e ¢(2) sono due funzioni integrabili nel tratto o m—0,
che vanno all’infinito soltanto per x=m—0, i due integrali

f "‘"‘(e(x) f " 4(a) da)dx, | "‘”E(gu'(x)f”e(a)da)dx

convergeranno o divergeranno insieme all’annullarsi di ¢ (¥).
Aggiungo a questo teorema alcune osservazioni.
La funzione {,(r) gode adunque della proprietd indicata dalla eguaglianza

[v@ds=p@),

¢(x) crescendo al di & di ogni limite tutto al pid in un numero limitato di
punti. B poi manifesto che, se esiste una funzione {(x) ovunque integrabile la
quale abbia questa proprietd, se ne potranno assegnare tante quante si vuole,

(*) V. la mia Memoria: Sulla serie di Fourier, pag. 41-43.
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bastando aggiungere a ¢ (x) un’altra funzione f(z), tale, che sia

f”’ﬁ(x)dx=0, a=c<d=b

"
Giova osservare come il s1mb010f ¢(x)dx possa avere significato anche se il
a

numero dei punti nei quali la ¢(z) va all’infinito non & assegnabile nel tratto
am, quando esso si interpreti convenientemente. Valga ad esempio la funzione

cos~
pcos

1\
Z|sen—
()

che va all’infinito in un numero illimitato di punti formanti un gruppo del

6(x)= (sen%)"— O<<p<Y),

primo ordine nel tratto 0 1, e per la quale la quantitd fle(w)dx & eguale a
0

(senl)”, essendo .
1
f 6(x)dw=1lim | o(z)dz,
e=+0
0 3

Del teorema espresso dalla formola (K) pud darsi anche la seguente dimo-
strazione.

Sia ¢(x) una funzione finita ed integrabile dei punti del segmento ab(a<Cb),
e ¢(x) una funzione ovunque continua in esso tratto, oppure discontinua sol-
tanto in un numero limitato di punti, per modo che, detto ¢ uno dei medesimi,
i simboli ¢{c -+ 0) e ¢(c—0) abbiano significato. Si divida I'intervallo b nelle
parti A,, As,..., A,, e si indichi con ¢,(x) una funzione costante in ciascuna
delle medesime ed eguale nel tratto As al limite inferiore dei valori in esso
assunti dalla ¢(), inclusi i limiti; sard in tale ipotesi per un noto teorema:

JAb (% (2) J“Zsb(ﬁ)dﬁ)da— f " 0()da f bt[/(eic)da +f’(¢(«) Jququ(‘@)dﬁsda=0. )

a a [
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Si suppone per semplicitd che la funzione ¢,(x) non esista nei punti che limi-
tano i segmenti A,, Asy... .

Indichiamo ora con ¢,(x) una funzione scevra da significato nei punti estremi
dei tratti A,, A,,... e del resto eguale a

#(#) — .(2)-
In allora & facile vedere che si avrd, qualunque sia ¢,

lim | “q@)dz=0, a<c=b,
poiche
fcqyg(x)dxf?_}/kra,, fcqg(x)deO,- lim ¥,.A,0,=0,

N=o0 |
a

0, essendo la oscillazione massima della ¢(x) nel tratto A,, e A, indicando
quell’intervallo che contiene mnel suo interno il punto ¢, oppure che lo ha per
estremo destro.

Cid posto, & manifesto che la espressione

f(?z(a)f“sb(ﬁ)dﬁ)da.—f’ ?2(a)dotjbup(a)da +j"(¢(a)j"°‘%(@)d@)da=€n

117

converge a zero al crescere indefinito di », basta por mente che si pud fare
(4 o b
[(n0 v@e)da<Mf a@is,  a@=0,
a a @

astrazion fatta dal segno, M essendo una quantitd positiva. Addizionando ora
le due ultime eguaglianze e mandando quindi » all’infinito ne consegue la ve-
ritd del teorema, quale si sia la funzione ¢(z), purché nell’intervallo ab finita
ed integrabile. Con metodo del tutto analogo si farebbe ora vedere come il
teorema esiste anche se la ¢(x) & soltanto finita ed integrabile nel segmento wb.

Questa dimostrazione & tolta in parte dal paragrafo 12 della Memoria gia
citata sulle serie trigonometriche del sig. Pavn pu Boms-Revmonp. I suddetto
perd enuncia il teorema in discorso nel modo seguente (V. p. 13):

Es sei ¢(z) stetig und der Differentialquotient ¢'(x) sei inte-
grirbar, ferner sei f(r) integrirbar, so soll gezeigt werden, dass:

fb?(a)f(a)da= so(b)f’f(a)da.—f"dago'(a)fd@f(g).

a

Annali di Matematica, tomo VII 37
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Ora, I'idea di introdurre nell’enunciato del teorema il concetto di derivata,
¢, a quanto parmi, superflua e rende la dimostrazione pil complessa. Questa

asserzione & subito giustificata, quando si ponga mente come il sig. Pavn pu
Boms-Revymoxp dimostri la eguaglianza

7 =30+ ¢ (©)p

per porre in sodo il teorema. La dimostrazione poi di quest'ultima relazione,
data nell’appendice della Memoria citata, comunque in complesso soddisfacente,
non mi pare condotta con quella accuratezza che & indispensabile in tali ri-
cerche.

In cid che segue dimostro due teoremi, il primo dei quali soltanto riesce ne-
cessario alla risoluzione del problema che ci siamo proposti in questa Memoria.

Se p(x) & una funzione continua mnell’intervallo ab, compresi i
limiti, e se in ogni punto interno al medesimo la quantita

o(x4e)—20(x) Fo(x—=2)

e?

oscilla all’annullarsi di ¢ tra due grandezze A, e B, (4,=B,), che
si mantengono finite e soddisfanno alla condizione

J"”Axdx=f”3xdx=o, o<y =",

si avra:
p(@)=Cr+0C,
C e C essendo due costanti.
Se pi(z) & una funzione continua di z nell’intervallo ab (*), e se
per ogni valor particolare di z (a<<x<Cb) le espressioni
pzte)—e() pr(z—e) —pi(x)

€ —¢€
-

oscillano per e=-0 rispettivamente tra le quantitd finite My, N»
(My=N,), ed M'y, N', (M',=N',), essendo

fydew=nyxdx=fyM’¢dx=ny’dx=O, a<y=b,

(*) Circa ai limiti non si fa alcuna ipotesi.
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sara:
p@=C
C indicando una costante.

Dimostriamo anzitutto la prima di queste due proposizioni.

Sia Gy Gy, Gyy..., Gs,... una serie illimitata di gruppi nel tratto ab,
scelta in guisa che i punti di un gruppo appartengano al successivo e che si
abbia o) =05 =..., quale si sia 5. Cid posto, si assegni un valore s, per
modo che sia piccola quanto si vuole la somma degli spazi appartenenti al
gruppo Gy 4¢(¢=0), nei quali, inclusi i limiti, cadono punti in cui la differenza
Az— By non & minore della quantitd arbitraria o: la qual cosa & al certo pos-
sibile per le ricerche del paragrafo 2. Supponiamo altresi s, tale, che sia arbi-
trariamente piccolo I'aggregato dei tratti spettanti al gruppo G ..(t=0) e
contenenti nell’interno o sul contorno punti nei quali la funzione 4, raggiunge,

astrazion fatta dal segno, valori maggiori di ¢. Nelle fatte ipotesi sara ciascuna
delle quantita

() i) r) 5"
E ‘As,+tas‘+n 2. B;,—l—taal-i—n

piccola olire ogni dire, A™), e BY), essendo i limiti superiori delle funzioni
Az e Bz nell’intervallo 8" ), rispettivamente, e le somme estendendosi ai tratti
che sono entro ab. Detta. poi a.b, (#,<<b;) una parte di ab, si inserisca nella
medesima a partire da @, I'intervallo Js+.(f=0) tante volte quante & possibile.
Ora, & chiaro che quando s, abbia valore opportuno, anche la somma degli
spazi ds4. appartenenti ad @,b,, i quali hanno le proprieta or ora indicate,
sard arbitrariamente piccola.
Indicato con « un segmento qualsivoglia minore di ab, si ponga

% =mas‘+t -+,

essendo » una quantitdy maggiore di zero ma non di ds4¢ ed m un numero
intero e positivo, e si consideri la funzione

m—1

G(xi) EP a‘r*‘tf’ (:171 +p d\8¢+t) =054t Ep P (-’131 pas,ﬂ), 0=10,=<b—ua.

Questa somma, quando s, sia scelto in modo conveniente, & vicina quanto si
vuole al valore dell'integrale

| etwyde,

Ty
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quale si sia il punto x, nel tratto @ 4 —a, in quanto una funzione continua
in un certo intervallo, compresi i limiti, & in esso -uniformemente tale.
D’alira parte, per valori sufficientemente piceoli di ¢ la quantita
A0 (@1 pdste) _ p(2a+p8set€) —2p (21 + pVsite) +p (21 + pOs s —e)
* €

34

oscilla per ogni valor particolare , (a <, <b-a), quale sisia p (0=p=m-1),

tra le grandezze Ax‘ﬂ,a" Lo Fets Bagps, ,—e e essendo di quella piccolezza

8+t

che si. vuole. Adunque la somma

m—1 A%o(z O+
Zpa\sl-w ( l_atp u t)
0

¢ arbitrariamente vicina allo zero a partire da valori opportuni di ¢, per ogni
valor particolare z, interno al segmento ¢ 6 —a. La funzione

m—1

G (@) = Zpdsrp (@ +Psio)

poi & manifestamente eontinua nell’intervallo ac (c=>b—a), i limiti inclusi.
Consideriamo ora col sig. Pavr pu Bos-Reymoxp le due funzioni (¥*)

H(z)=6(r)— G(0) — =—[G() — G(@)], M
K(r)=7H(z) — 5 (t—a)(c—2), @)

essendo y= * 1, » una quantith reale arbitraria, e ¢ eguale a b—a.
Si ha manifestamente

NK(@)= sw(1 4 rl%“”))

e le funzioni H(z) e K(x) soddisfanno alle seguenti condizioni:
1. H@)=H()=K(2)=K(c)=0,

2. K(z) & continua nel tratto ac (¢=x=¢c), tanto se y & eguale +1,
quanto se & eguale a —1,

3. A*K(x) & positiva per ogni valore particolare z, (¢ <<z, <c).

(*) V. pag. 30 della Memoria pilt volte citata.
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L’ultima condizione & soddisfatta a partire da valore opportuno s, di s e
quando ¢ non ecceda un limite conveniente, poich®, per quanto piccolo sia r,
si potrd assegnare per s, ed ¢ valori tali che la quantitd

( ¥ A2G(a:1))2

re? g?

sia minore di uno, e che si abbia quindi:
Y A2G(x4)
1+ 55— >0

Da quanto precede si deduce di leggieri che la funzione K(z) non pud as-
sumere valori positivi. Imperocche, se la funzione K(x) fosse positiva in un
qualche punto dell’intervallo ac, sarebbe altresl positivo il limite superiore dei

suoi valori, il quale verrebbe raggiunto in un punto z, (e<<z,<c), essendo
la funzione studiata continua nel tratto a¢, i limiti compresi. Si avrebbe percio:

K@+ — K@) =0,

. K(x,—e)—K(ag,)fO,
quindi:

A K(x,)=K(x,+¢)—2K(z,) + K(x,—¢) =0,

quale si sia e, purché non maggiore della piu piccola tra le due grandezze

¢— %, £, —a. Ma I'ultima diseguaglianza & impossibile per le cose dette poco
fa, e si ha percid:

K(#)= % H(@)— 5 (z—0a)(c— 1) =0,
qualunque sia il segno attribuito alla funzione H(z). Abbiamo quindi:
mod. H(z) — % (¢ — a)(c—2) =0,
ossia l'eccesso di mod.H(x) sullo zero pud rendersi arbitrariamente piccolo
impicciolendo di pit in piu 7.
Facciamo ora decrescere indefinitamente » ed e in guisa che sia sempre
+1 A2G(x)

In tale ipotesi G(z,) si avvicinerd senza confine al valore

o
[ e@az,

@,

>0.

2
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quale si sia x, nell'intervallo @ b—a, e sard in virth della relazione (1):
f @) dr=C 4 Oz,
C' e (', essendo costanti. Dall’ultima eguaglianza si deduce:

ap(@+6a)=0C+Czy, 0<O<1,
quindi:

C ,
P 40a)=2"40C.2,
ed indicando con ', ed ', due valori particolari tra @ e b —a:
P+ 0) —p (@ + B) =L @', o)

0<a<l, 0<h<lL.

Supposto ora che « vada diminuendo senza limite, il primo membro si accosterd
di pitt in pitt alla grandezza p(z',)— p(%;), e percid si avrd:

i O 8D —2l)_
=0 x w'i —-.’0’2 -

ed anche il quoziente % tenderd ad un valore C'. Si ha quindi:
p(x) =Cz —[— C ',

ed il primo teorema & dimostrato.
Dalla proposizione ora studiata consegue che:
Se una funzione p(x) & continua nell’intervallo @b, i limiti in-
clusi, e se I'espressione
plzte)—20(x)+p(2—¢)

2

oscilla per ogmni valore particolare di x intorno ad ad per ¢e=+0
tra le due quantitd ovunque finite A, e B, tali, che si abbia

fdAﬁdx =de¢dx= 0, a=c<<d=b,

sard, inclusi i limiti:
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11 secondo teorema detto a principio di questo paragrafo pud dedursi facil-
mente da quello gid dimostrato; cid risulta da quanto segue. -
Consideriamo la funzione

L@)=[""n@as,

z essendo un valore compreso tra @ e b—a, la quale & continua per ogni
punto interno all'intervallo @ b —a. Infatti, si ha

L £ 9~ L@ =" (@ a6~ [ n(e)i—
_f (BB +f“““pi(ﬁ)dﬁ,

per ogni valore di « tra ¢ e b—a.
Ora,
L(z+¢)—2L(z)+L(z—¢)_

g2

1

[ neas—e [“r@as+["n (@)dﬁ];

x4e

@t [T n@ds+ [ px(B)dﬁ—i-—I p(f)dp=

40 X+ ZX4-€

= [pi(w+d+3)—m(x-:|-oﬂ—ﬁ)+Pa(W—ﬁ)—Pi(x+5)]dﬁ=

[0+ 0 0))— pu(@ -« — 02) - s (2 — 6) — pu (- 69)] - =
plztatd)—prta) g@ta—0)—n(@+«)

€

pi(x—esj—pg(x)_pi(x—!—es)—(’i(x) —

+ €
przt+atbe)—p(zf-o) +ei(x+a—98)—pi(x+a)
O —0fe
_u@E=0)—a@), pr(z+4-0e) —pa(2)
— 0 [P ’
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Adunque, poiché ¢ & sempre compreso tra 0 ed 1, la espressione
Az L(2)

g2

oscilla al decrescere indefinito di ¢ per ogni valor particolare # interno al seg-
mento @ b—a« tra due quantitd Sy e T, (Sy=1T}) tali, che si ha

dewdw=de,,dx=O, s=c<d=b"xs.

Cid ha luogo perchd, fatta astrazione dei punti appartenenti ad una somma
di spazi che pud rendersi piccola ad arbitrio, i valori conseguiti dalle funzioni
My, Npy M’y ed N'; nel tratto b —« sono di quella piccolezza che si vuole,
e questa condizione si verifica manifestamente anche per le quantitd S, e T,.
Detta quindi » una quantitd positiva piccolissima, sard nel tratto a +» b—a—y
pel primo teorema:

L@)=Ce+0C,

e poiche le due funzioni L(z), Cx+ C, sono continue nell’intervallo a b —«,
la eguaglianza precedente sard vera anche per n=-0. Ma

f = o (@)df=Cr+

aps[x+6a] = Czx 4 C,, 0<Co<1,
quindi: ‘
@t o=z 2,
e mandando « a zero:
p1()=C2+C'y
D’altra parte, rammentando come per ipotesi si éomporti la quantita

pr(z te)—ci(2)
xe

all’annullarsi di ¢, sard: C'=0, ed il teorema & dimostrato.
Come corollario si ha:
Se una funzione pi(x) & continua in un intervallo abd (*), e se per

(*) Non si fa veruna ipotesi cirea ai limiti.
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tutti i punti interni al segmento ab le espressioni

e1(z £ &) —pu(2)
+e

oscillano rispettivamente tra le quantitd- ovunque finite

Mx, .N.;p (Mw}_Nw), M’x, .N,x (M’xEN,,z),
essendo

fdM¢dx=dewdx=JdM’wdx=de'mdx=O, a=c<d=b,

sara:
Mw':Naa:Mlx:N,x:O-
A quest’ultimo teorema aggiungiamo la conseguenza:

Se F(x) & tale una funzione continua per tutti i punti del tratto
ab (*), che le espressioni )

F(x—}—s)——F(m), F(zx—¢)— F(z)

€ —¢€

oscillino per ciascun punto compreso nel tratto ab rispettivamente
tra le quantitd ovunque finite 4, e B, (A»=By), A’z ¢ Bz (A'»=B2),
che soddisfanno alle relazioni

[*a=Bio={"Wo—B)az=o0,

fdA¢dx=JdA'wdx, a=c<d=b,
sard: c c .
F@)— F(a)= f * Apda= f "Bodu—["A'oda—("Bada.

Infatti, la funzione
@)= F (o) —F(@)— [ 4odz,

a

— F(¢)— F(a)— j “Aydz,

(*) Non si fa alcuna ipotesi eirca ai limiti.
Annali di Matematica, tomo VIL 38
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— F(&)— F(a)— f * Bodz,

— F(z)— F(a)— j “Bade

si annulla per x=a, e la espressione

$(x--¢) —d(z)

oscilla tra due grandezze ovunque finite, integrabili ed aventi il loro integrale
nullo tanto per e=--0, quanto per e=—0.

Infatti, detto Ng4o il minimo limite inferiore della funzione A4, nel tratto
& +e, ed Oy, la oscillazione laterale destra della medesima nel punto z,
in cui si tien calcolo del valore A, sard:

x-} e
1; Amdx=Nx+o+90x+o+€17 Ofef_l,

T

essendo ¢, di quella piccolezza che si vuole a partire da valore opportuno di e.
Supposto poi I'indice del gruppo abbastanza grande, sard piccola oltre ogni
dire la somma degli spazi nei quali, incluso il contorno, cadono punti 2 tali,
che la quantith Ozyo non sia minore della grandezza arbitraria o. In ciascuno
dei punti appartenenti agli altri tratti, la somma dei quali ¢ vicinissima ad
ab, la quantita Nz 60z ¢, oscilla al decrescere indefinito di ¢ tra valori
che non eccedono i limiti arbitrariamente vicini A, 4o, Az—o. Se si pone
poi mente che a partire da valori opportuni dell’indice del gruppo anche la
somma degli spazi nei quali la differenza 4,— B,, inclusi i limiti, non & in-
feriore a o @ piccola quanto si vuole, ne consegue che Iespressione

Y(z+e)—d(2)

per ciascun valore particolare di x (#<<2<Cb) oscilla tra due quantiths Pz, @«
che si mantengono sempre finite e soddisfanno alla relazione

fP$=J'Qx=0.

ba—9—4(@)

—€

La quantit

st comporta nello stesso modo: 1'asserzione & quindi dimostrata.
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11 sig. Paus pu Bos-Revmonp enuncia come segue la proposizione ora dimo-
strata (*):

Ist F'(x) eine Function die differenzirt die Function f(x) liefert,
und ist F'(z) im Intervall A=xz=B stetig, so ist:

lim (2, — ) /(@) + (o — 2 @)+ @ —2a_)fEn)],

wo A<a<x1<x2<---xﬂ_,<5v<B im nimlichen Intervall von 2
genau gleich F(x)— F'(a).

o ,
Osservando come il limite di F(x__?s () possa essere indeterminato,

sembra pill conveniente di questo il mio enunciato. L’autore tedesco dimostra
questa proposizione in modo diverso dal mio.

Lo stesso poi opina che, se una funzione f(x) ¢ integrabile, debba esistere
in ogni intervallo, per quanto sia piccolo, un punto pel quale si ha

= [fwdo=ra) (.

a

Questa asserzione non mi sembra esatta, imperocche la condizione (**¥*) di
integrabilita di una funzione f(z) finita in un intervallo abd &, che converga

1 . .o . . .
a zero con — la somma degli spazi, i quali contengono nel loro interno punti

N

la oscillazione dei quali non & inferiore alla quantith arbitraria o, s essendo
I'indice del gruppo. Ora, questo fatto non porta di necessaria conseguenza che
vi debba essere in ogni tratticello di @b un punto, e quindi infiniti, nel quale
la funzione f(x) ha un oscillazione nulla. Certamente, in un intervallo qualsi-
voglia di @b il limite inferiore di ciascuna delle tre funzioni Og4y, On o, Ox
sard eguale a zero, ed & questo soltanto c¢id che, a mio credere, si
pud asserire con sicurezza: nulla perd autorizza di ammettere che
questo limite venga raggiunto. Ed & appunto per questa considerazione
che nell’ enunciato dell’ ultimo teorema del paragrafo precedente dico che la

¢.(x) & eguale all’integrale f x¢(x)dx, non gia che ammette per derivata la
a
funzione ().
(*) V. la Memoria citata da ultimo, pag. 45-50.

(**) V. p. 45 e 46 della stessa Memoria.
(***¥) V. la mia Nota: Sul concetto di integrale definito, n.0 III.
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Si avverte di leggieri che non & necessaria la condizione di continuitd im-
posta alla p(x) ai limiti del tratto @b nel primo dei teoremi enunciati in questo
paragrafo e nel suo corollario. Ché, se non si facesse alcuna ipotesi circa al
comportarsi della medesima in essi punti, basterebbe considerare il segmento
a+¢ b—¢, ¢ essendo una quantitd piccola oltre ogni dire, in luogo dell’altro
ab, e nel primo sarebbe:

p(r)y=Cr-C".
Questa eguaglianza poi, essendo la funzione Cz-- C’ ovunque continua ed
e di quella piccolezza che si vuole, regge anche nel tratto ab.

Nella seconda delle proposizioni dette in questo numero e nei suoi corollari
la continuitd della funzione p,(z) & conseguenza delle altre ipotesi.

Consideriamo ora la serie Y, A4,X, che pud presentarsi anche sotto alla
1

forma

®

A, [2cos<pe—%)(l 1 )+2cotgesen(99—§>]+znAnpn

) ey —in S ool i

. A . 1 . .
in quanto, Vﬁ annullandosi con - © Dn mon crescendo indefinitamente con
n

.A.n Pn
n\n

per le ricerche dei paragrafi 3 e 4, il simbolo Y, rappresenta una gran-
1

3
dezza. Moltiplicando ciascun termine della serie (x) per sen?@ si ottiene 1’ altra:

2cos65en(99—-ﬂ-) :
A, T 1 4 Anprsenid
21”\/7_’1:—7:[28631160%(‘06'2)(1_@) + 5 I i ok G )

1 n* V;-b
la somma della quale oscilla tra le quantitd
3 3 3
qzi(a)sen?e—Aosengﬁ e p.(6)sen®d— A sen4,

quando il valor particolare & non corrisponda ad un punto del gruppo dell’ or-
dine » del quale si fa parola nel primo paragrafo.
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L’ aggregato () pud trasformarsi nell’altro
¢
An 1 ™ —1)—-=
?”Wmﬁ(l‘m) [Sen((f’+ 1)9‘2)‘86“(@ be 4)]+

2 &)

1 Anpnsenth

che, integrando due volte ciascuno dei suoi termini, da la serie:
e ﬂ_[(l—i)(sen((p-{—l)e——z) —sen((p—l)e——z)’+
" \an= 4n (e+1)2 (p—1yp

1 (sen((?*’r 1)6 —1-> sen((? —1)6—-= )} s ed& edé7 Anpnsen pap | O

8n (e+1) (e—1) T/ e

T 3
=F,()

convergente insieme a quella dei suoi moduli nell’intervallo 7 —», » essendo
maggiore di zero e di quella piccolezza che si vuole, e la quale nel medesimo
rappresenta una funzione continua, inclusi i limiti.

Consideriamo ora la funzione

] o 3
F“(e)=f daf sen* 8o, (8)d8,
33
la quale & continua, compresi i confini, nel tratto » m—», ed i limiti cui ten-
dono le quantitd
Fu(®+)—2Fu(®) 4 Fu—c)

e?

Fru(04<)—2Fu(0)+ Fu(d—¢)

€

all’annullarsi di ¢, supposto che la ¢,(6) non vada all’infinito pel valor con-
siderato.

Se si pone

()= sen* (@),

E
2
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0

sara:
F“(e+s)—2ﬁa,(e)+Fu(e—s)=f°+‘?(a)da—2f°¢(a)da+f“?(a)da=
H 3 3
[ o@aa—[" so(a)d«—f [9()— g —2)]demme p(9+Ae)— g [0 —(1— )]},
[ 6—e
1>21>0.
Ora,
p0Hr0=["senpa(@de, elo—(—Dd=[" " sen’pa()ds,
quindi: )
8-+ )e 3
9O+ —gls— (L=l = sen* b (@)= e[ My —n(Ms— No),
f—(1—2e
0=y=1,

essendo M, ed Ny i limiti superiore ed inferiore rispettivamente della funzione

sen* g 91(6) nel tratto 6 —(1 —2A)ec 64 e , compreso un confine amendue o nes-
suno. Si ha percid:
Fu(e +5)—2Fu (6)—|—Fu(9—8) — MO—U(MO . 1\7-9)7

e2

la quale eguaglianza vuol dire che il primo membro ha un valore che non
eccede i limiti My ed Nj. All’indefinito decrescere di ¢ la quantitd My— N
tende all’ oscillazione Op della funzione ¢,(6) nel punto 6 (*) ed My tende pure
ad un limite che diremo M’. Abbiamo quindi che i limiti tra i quali oscilla

la espressione
Fu(d+e)—2Fu(0) - Fuu(h—c¢)

g2

per e=-0 non eccedono le quantith M'g, M's— O.
La espressione
Fu(h4e)—2 Fu()+ Fu(h—r¢)

€

converge manifestamente allo zero con ¢, quale si sia 6.

(*) V. la mia Nota: Sul concetto di integrale definito, n.° III, § 3.
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0

Consideriamo ora la funzione

S€)=Fu(®)—F.(0)— 4,

0

er:lt_D

acfu sen% pdg,
3

la quale & continua mnell’intervallo da » a m—y, inclusi i limiti, per quanto
piccola sia la quantitd », e studiamo il modo di comportarsi delle espressioni
SO+9—28()+80—9)
g2
S(0+¢)—28(H)+ S0 —¢)

€

all’ indefinito diminuire di e. A tale fine consideriamo i valori assunti dalle
quantitd

FO+9—2FRO+T(0—2)

e2

Fi(0+o)—2F (0)+ Fi(h—)

€

per e tendente a zero.
Posto

(] ]

T T
2 z

i1,,_[(1__)(sen((9+1)0——) sen((p——l)e——))+

V2nw 4dn (pF1) (e —1)

%@(S—\—en((m)e—z) se“((9—1>°"}))]=m(e),

(1) + (p—1)
rammentando la relazione y, sard:
Fi@®) =)+~ ©).
Ora, si ha manifestamente
¢(6+s;——21(9)+7(9——s)_2 npnsen’9
0 c? - 1 n? V'n. ’

limT(e_"s)—QT(e)‘!‘T(e—a)_o
]

e=0 &

—

=
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1]

quale si sia ¢; fa di mestieri quindi studiare il modo di comportarsi delle

espressioni

o) —20(0)F0®—5)

32

o(d-+e)— 20 (0)+ o —¢)

€

all’ annullarsi di e.
Facciamo adunque questa ricerca.

Si ha
S| —ﬁ)[sen(@—kl)a—’g)——sen(@—1)5—3‘-)]—1-

BL[S‘“‘(W 19— )4 sen (e 10— ) ||=

D T R (G +Do—5)—
i”vj;ﬁ(l snfren(Ge—09—F)=
: Jon(e

\ -An 1 ™

St ()l v=1)
(1 DL Z) (1S Jom(3 T4
V%(l"ﬂmgﬂ))s “[(’”*‘E)Q”Z'" +

o (1 8(m+2))sen[(m+'§')ﬁ“ﬂ'

Ora, le quantita
.Am+1
1—
Ve(m+1)= ( 8(m+1)sen[(m

+
V2(mt 2= (erfa)w (1 ST )Sen[(m“%)@_z]
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(1}

tendono a zero al crescere indefinito di m, quindi le due serie
(o —g) = (- enle-3)
+Zn[V2n~ ( ﬁ) - Vzéy:—dz)w(l_ 8(ni—2))]sen((f’+ 1)6’-2—)’
zl”VZ—%ﬁ?(l—%@) [sen(('p—}-1)0—2)—s§n((p—1)6—1—v)]+

A r)r o3}

si comportano egualmente per ogni valore di 4.

Se si pone
_ .A1 3 1 As i 1
=) o)
w3 Ao (1 _
e FTE= L) o e [ —1), =1,
sara:
N sen[(p—l)e—-ﬂ
® (9) - An Gn (P YD 3
e quindi:
o(4+20)—20(0)+o(d—2a) _ /sen(o— 1)«\?
)&(05) = 402 = A?_m a.nsen [(‘D 1)0 J (W}
v sen(p—1)a “)2,
‘L‘"K"( (e—1=

essendosi posto per brevitd
K, = a,sen [(p—- 1)6 ——i] .

Indicando con A e B i limiti superiore ed inferiore rispettivamente dei

valori assunti dalla funzione
1

?(Z)=§IrK

per 2=-0 e per un valor particolare di 6, non appartenente al gruppo del-
I'ordine # per ciascun punto del quale & ignoto il comportarsi della serie
Annali di Matematica, tomo VII. 39
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. 0

Y4, P,(cost), & chiaro che si avr:

A(x) =

_ 1 I 1 2.
Sen-a sen -«
§'<Z . E‘“
) (sen23—a£\ ? Seng-oz ?
A—K)| 5 | -U—E—E)| | | +

\ ¢ x
5 2
Sen—«

2
lm—m—m)52 —M—K—&—E{52)

..................................

3%\ ) 1 * 1 2
R
g I (r—1+§ « (r+§>“

poiché 1’ espressione

. 1
si annulla con e

Decomponiamo ora la somma

PR

in tre (*)
1. da 1 sino ad m inclusivamente,

(*) V. la Memoria di Riemann: Ueber die Darstellbarkest einer Function durch eine trigo-
nometrische Reihe, pag. 27,
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[1]

2. da m+1 sino ad s, essendo s il massimo numero intero che soddisfa
. ™~ 1
alla relazione —=s+

3. da s+ 1 in poi.

La prima consta di un numero limitato di termini, qualunque valore si attri-
buisca alla variabile «, e quindi si annulla con essa; la seconda pud porsi

eguale a
. 1 2
sen{m-+ 5 sen{s-+5
SK ( 12)) ( ( 9)‘
(ntg)= ) \ (+2)e
essendo in ciascun termine della medesima il fattore di . positive, e & una
quantitd intermedia alle grandezze enqts,.

B i
R
R
Ay
(G
m[seﬁ(r—é—)a—sen’(r+§)a].

Detta £ una quantitd qualsivoglia, non perd un numero intero e negativo,
si ha:

1 (1 1 1 1 1 1
i R Ve e ) L e = R
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[V Y

e facendo lc:s-{-g—:
1 1
1 + ey

A3 (DD )
1 1 1
) oy
1 sy 1 sty

6D e
D’altra parte,

e cosl pure

1 1
24— Yo — Sen® +_. —
Sen ( 3 )oc sen (7‘ 2)@

[sen(r——%)a+sen(r+%—)a”sen(r~%—l)a~sen(r+%-)a]:a

1 1
—4genyacogr accos-2~ «sen§ a=—8en2rasena.

Abbiamo adunqgue:

[Grsenz(VMé)aJs+xm+{” &8en2ra sen +: ( ) s
| s+

—

- 3
e . 1 ay .
indieandost con [5,. sen?| y — a) a} ed l-— cosen 27 o oon % 2] quantitd
2 g5+ [+ 1
s+1

7'—[—5-

intermedie alle seguenti

1
€544 senz(s - Q—)a, Este senz(s -+ g—} Gyenry

5 7
S5 s+
sen o 2
-ss+,sen2(s+1) g —essenl(s+ 2« senac_____g_r__
+5 Sty
rispettivamente.
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1]

Cid posto, se si fa decrescere indefinitamente la quantith «, 1’espressione

sen(m—l—%)o: * ‘sen(s—}—%)oc ?
(m—l—%)oa B (s—{—%—)a )

sen(m-l—-21—>m ’
=2

la somma ¥.K, (r=0) non potrd eccedere i limiti 4 4o ¢ B—o, essendo o

tenderd al valore ( - Detto poi 7 un numero abbastanza grande,

un numero arbitrariamente piccolo, nd ., al crescere indefinito di 7, potra
eccedere le quantityh 4 —B+o, —a. Il prodotto

sqn(m—{—;—)a * (sen(s—l—é—)oc ’
ol =/ {2 =2/
1 1
(m—[—g)m L (s+§)x
non assumerd percid all’ annullarsi di « valori maggiori di A— B¢ e minori

di —o.

Le quantith
- 3
[ Sen2(7' 1) ] 1 € Sﬂl??‘asenu r+§ !
Er 9 )*l .. T/ 1y 2 ¢ 1 1
20 den [(s+§) a} T3 era(s_!_—f)oc

alla lor volta non eccederanno rispettivamente i limiti

A—B+ts —c A—B-+o A—B-+s
i ? w2 ’ b1 ’ - ™ )

Cid ha luogo perchd il fattore senz(r——%)a del prodotto ersenz(r—%)a &

sempre positivo, mentre non si pud dire altrettanto della quantith sen27« che

si presenta nella espressione
3
sena’ T3
=2

7‘+§

——ersen2m
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0

Quindi, ponendo mente che

1 .2 1 2 1 2
TR

M) A( ;—a ) ea (m—l—;—)d (3‘]‘%)“

2 1 1 sen « +2 1 )
+[arsen (r—é—)a]sﬂ[@)a—r—k -——ersen2ra - r—}%J (H%)a). ’

la funzione

o0 +2a)—26 (M) 4-0(0—22)
l(a): 4 a2

oscilla al decrescere indefinito di « tra due quantitd che non eccedono né i limiti

Aot T a4 2B o (1414 1),

1 1 1
A—(A—B)(1+;+§)—a(1+;+§),
ng, poiché ¢ & arbitrariamente piccola, gli altri
A—B 1 1
4+22E, A4—u-B(1+143)

I valori tra i quali resta compresa la funzione A(«) all’annullarsi di « ponno
q p P

ancora restringersi.
Consideriamo a tal fine la serie.

gn(—" az,',)sen [(p —1)¢ —E-J:

la somma della quale oscilla al crescere indefinito di » tra —4 e —B, —4
essendo il limite inferiore, e facciamo su questa tutti i ragionamenti fatti sul-

I’ altra
f 4

ne conseguird che la espressione

— M) =— (042 a)—24mof:))+(o(e_2a)

¢ compresa all’ annullarsi di « tra due quantith, I'una non maggiore di
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0

_B.|_—Bw+A, I’altra non minore di —B—(—B+A)(1+,l;+;}_z)' Quindi

il teorema:
Se y=2A44 ed y=DBy (de=DBy) sono le equazioni delle rette limite
corrispondenti alla funzione
1

p(2)= gnansen[@ —1)8 —H (lim , = 0)

per #=0, posto

s

w()=— %n on - [(ip_———lz)ez_;i]

e dette y=DPy, y=0Qs (Po=0y) le rette limite corrispondenti alla
espressione
ol 4-a)—26(0)+ (0 —a)
4a?

per «a=0, non sara:

Ay—DB Ay—B
4+ =< Py, Bi— =00 (9
B chiaro che si ha
3

Ayt an + Aosen%e = ¢,(6) senge,

1 n2\n

! §' 3 kA

Byt B AnPrson0 | 4 conto— g, (6)sent s,

T né\n

fatta astrazione dei punti nei quali & ignoto il comportarsi della serie
‘:‘_nAn P, (cosb),

e quindi:
Ag— By = [9.(6) — 9:(6)] sen? 6.
B facile poi vedere che si ha
lim o(0420)—260) 400 —2za) —0.

a

«=0

(*) 1l sig. Paur pu Bois-REYmoND assegna alla funzione A(z) per a=0 limiti meno ri-
stretti di questi. (V. pag. 20.)
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Infatti,
o1 +20)—20(0)+o(d—22) ‘sen(p—1)a \?
Si decomponga ora con Rimawx (*) la somma EnKn-(%P(p—_%%)z in tre, la
L) l ——

prima delle quali contenga tutti i termini sino ad un indice fisso m tale, che
Kpis<<e (s=1), essendo ¢ una quantitd piccola quanto si vuole, la seconda
quelli pei quali na & eguale o minore ad una grandezza determinata c, la
terza il resto della serie. In tale ipotesi si avverte di leggieri che, decrescendo
« indefinitamente, la prima somma resta finita, ciod minore di una quantitd

by

assegnabile @, la seconda <Ce(n —m), perche (&;m)z & sempre <1, e quindi

ENA _EC
altresi di en=——=—:> ¢ la terza piu piceola di

€ }‘n

e ne

<<—

n2 a2 T pa?

Si ha quindi, astrazion fatta dal segno:

o(h ) —26(h h—2¢a
(1 4-22) 22£)+®( 2 )<2["‘Q+e(c+%)l5

e il teorema & dimostrato.
Pertanto, ora & noto cid che avviene delle due espressioni

S(G—I—Qa)——QS(G)—f—S(O—Qa)
4a2

S(H+2a)—28(H)+S(B—2«)
2

all’indefinito diminuire di «, quando ¢ non sia un punto nel quale si ignora
il modo di comportarsi della serie

DnAnPp(cost).
[

Precisamente si ha, quale si sia 6,

S(94-24)—28(5) 4 S(0—24)

lim e

v=0

=0,

(*) V. Memoria citata, pag. 29.
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0

mentre, fatta astrazione dei punti pilt volte indicati, il quoto

S(042a0)—28(NH4S(h—22)
402

oscilla per a=+40 tra due grandezze Ty, Vo (Ty=Vy) tali, che non si ha

o1(9) —e2(h) sen%G
— y

Ty~ M’y — g (6)sen? 6 4- &
. ()
Ve<<Ny— 91(9)8611%19 —MSGD‘;—&

—

i

M’y ed N’y essendo le quantith cui convergono all’annullarsi di e rispettiva-

) —
mente il limite superiore ed inferiore della funzione ¢,(6)sen® 6 mnel tratto 64«
6 —e. Questa asserzione & manifesta quando si rammenti la eguaglianza

S(e)=Fu(9)—Fi(ﬁ)—-AAOJAedaJM sen%ﬁdﬁ,

Fu(6)=w(®) +(6).

ove

9.

Giovandoci delle ricerche contenute nei paragrafi precedenti & facile vedere

che si ha
S (6) =C0 -+ Cn
C e C, essendo due costanti.

Infatti, sia Gy, Gsy Gsy... Gs,... una serie illimitata di gruppi di punti nel-
I'intervallo » = —7, essendo la quantitd » piccola quanto si vuole. Poiche la
funzione ¢,(6) & integrabile in questo tratto, si potrd assegnare un valore per
s tale, che per esso e per tutti i successivi sia arbitrariamente piccola la
somma Y, degli spazi, i quali, inclusi i limiti, contengono punti in cui la oscil-
lazione & maggiore di o, o essendo di quella piccolezza che si vuole. Si potrd
altresi supporre che i tratti formanti la somma ¥, contengano nel loro interno
o sul contorno tutti quei punti in cui 4y— By & superiore a o, e quelli nei
quali & ignoto il comportarsi della serie ¥, 4,,P,(cos6). Se & un punto che
non cade negli intervalli che costituiscono Y, inclusi i limiti, la differenza

M,O'—nioey Of}?ifl;
Annali di Matematica, tomo VII. 40
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1}

2 .
sard vicina quanto si vuole alla quantith ¢,(6)sen®6, M’y essendo il limite su-
periore dei valori della medesima nel tratto § —e 6+¢ per e=-40, ed O la

k) .
oscillazione di ¢,(6)sen®¢ nel punto 6. Ne consegue che le funzioni T%, V5,
tra le quali oscilla il quoziente

S(B4e)—285(h) 4 S(d—¢)

e2

per ¢ =--0, sono ovunque definite nel tratto » = —», fatta astrazione dei punti
appartenenti al gruppo dell’ordine » rammentato pid volte. Si avverte poi di
leggieri, ricordando le relazioni (1) del paragrafo precedente, che esse sono
integrabili nel segmento » w—z, e di pit che si ha:

fTede Vdo=0., n=c<d=r—n

by

L’ultima asserzione & manifesta quando si ponga mente che la differenza
— Vo non & maggiore di

2 3
O+ [, O)— O] 1— 2 sen?.
Riepilogando, la funzione S(¢), che & eguale a

Fu(é)—Fi(ﬁ)—Aofedafasen%ﬁdﬁ —

)
_.V nf)nsen Bde
[ aa["u@sen* g ,T,J daf e
zn — A, adaJ sen’ ﬁdﬁ,

T =
2 2
gode delle seguenti proprietd:
1. essa & continua nell’intervallo y m—», inclusi i limiti, es-
sendo » di quella piccolezza che si vuole;
2. per ogni valore di 6 in questo intervallo si ha

0 SO+ —28M 480 —2)

e=0 €
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0

3. tolto un gruppo di punti dell’ordine r compreso mnel tratto
n m—y, la espressione
S(A-e)—28(h) 4 S(B—¢)

e2

oscilla tra due funzioni integrabili T4, Vs, tali, che si ha
d d —_—
JTeow:f Vedo=0, n=c<d=mn—n
Adunque (*):
- 8@®)=C0+4+C;, n=b=z—n,

C e O, essendo due costanti.

10.

L’ultima relazione del paragrafo precedente si pud scrivere sotto la forma

A, [ sen((p+1)6~—) sen((p 1)9—~)) sen(p(+1)6—z—) sen((\o-—l)ﬂ-—’—;-)
( M) . .

2 \om G Dr T GeLp CTIERY: Bnp- 1)
_Enfdaf“fin son M@f J“%(ﬁ)sen%ﬁdﬁ—Aofedaf“sen-%ﬁdﬁ-Ce—a:o.

Ora, si ha (*¥)
_Jedaj"“sen[(pﬂ)ﬁ—;i]dﬁ
_’g

T
2

sen((p—l—l)ﬂ——;i) sen(n—]—l); cos(n—}—l)g(e %.)’

e1r GF+1F 1 2

(*) V. CreBsce e Nrumasy, Mathematische Annalen, t. 59 pag. 13 e segt V., anche il

volume 6° di questi Annali, pag. 59-61.
(**) V. la Memoria del prof. Dixi inserita nel t. 6° di questi Annali, pag. 220 e seg.t
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0

—f daf sen[ —l)ﬁ——ldﬁ—
E
G—10—F] sn(rDF cosatDF
Sen[ip—l)g 4}_,—591:97-&_1)22 +COSPn——1 2(9_—).

2
Quindi, sostituendo questi valori nella relazione che precede e rammentando
la eguaglianza

ki3
2cos (96 —Z)
VZnm
1

(1—5) = [sen ((p—f—l)@——)-—sen((p—l)ﬁ—g)] +

8n\/12 [sen((p-l-l)é?-——)—l—sen((p—-1)9__2” +pnse1§0 ’

n?\n

2 2
Xnsen? § = P, (cosf)sen? § =

cosesen(pe—— ) pnsen’O
4nyz nw n*m

(I—Z%)sene—}—

si otterrd facilmente:

L (1)
Co+4C,— Afdaf senzﬁdﬁ+f da[“ (@ sen? BdB— Co— 0, =0,

2 2 2 E

quando si faccia

4 [ cos(n l)g cos(n 4 1)-72E cos(n -+ l)g cos (n—}—l)g]
C’=En =_|— - + - =
V20w 4n(p+1) 4n(p—1) 8n(p+1) 8n(p—1)

4 [ cos(n - 1); Scos(n+ 1)23:,
poa — -
T \Znml  8nlp1) 8n(p—1)

4, (2p+1)cos(n+ 1);
" Veus  An(Et—1)
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0

Cr= gn\/?_i?%[(l_ﬁ) ((e-lfl)2+(e—il)2\' sen(n+1)7 —

o (o e A R B L R (s =

1 3
1—— 1____
8 w(20+1)
2‘” Vznw[((p+1)2+(p )Sen(”'l'l) + 8o e — cos(n-]-l) ]

La relazione (1) pud presentarsi sotto I'aspetto

e e Sk

2
3 (i % 3 ( )
J J. senzﬁd6= Cue"l‘ Oﬂu""f d“f ?4(ﬁ)sen2‘3dﬁ,
% % 7 2
essendo
041 — C"_" C, 0’41 = 0’1 - Cp
Ora, ,
1 1 1 1
p+1 + p—1

o) ()
(- m )

1 3 9 2 Cn
n—l—1(1+ 2(n-|—1)+4(n+1)2+"')=7+—1+ﬁ’

¢n convergendo ad uno all”annullarsi di % La eguaglianza (2) potrd quindi
seriversi:

0 i 2005(n+ 1)2 " ] 9 _3;
En [“ da X (n+1) V2n'n: ( —’2—) +Ao daj‘ =
i 3 T % 3)
Coid+C'u4 'I"j d“f 9’1(@).3311?5"{31
¥ 2
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essendo
ki1
cos(n- 1)5 en
—_——
V2nm %P
™
cos(n—}—l)—z-cn

- .
* Vzm n?

Ciu = Cu ‘l“ ,?‘mAn

™
C’iii = C'u - :3‘ ;nA

Supposto sempre & compreso fra » e #—n, » essendo una quantitd arbitra-
riamente piccola, si avra:

f anenada—— — ansenﬂBdB (V ene)f daf anen’ﬁdﬁ
2 5 5 i
+ f ( vs_gﬁ)"dy'[yda qunsen'fﬁdﬁ,
z I 3
rsenadaansenﬁdB=
% 2
Vsenef daf anenz,@dﬁ—}—f senadaf (Vseny fdaf X, sen® Bd8,
I T 7 3 2 7

e quindi la relazione (3), quando sia moltiplicata per Vsenf, potrd presentarsi
nella forma:

ZnAn[ senadaf X,.senBdf- Jsend‘dd“f (

J \;seny) dyf de| X,sen? BdfS
2 ¥ z F 7 I
200s(%—{—1)2 ]
/ [_— & 2 —_ 4
——_(%—I—l)VZnW( )\sene —]—Ao\senef d f sen?fdp= €
3
(01119+ ¢ ui) VseD9+ )

UER C’D\

( J (B)senzﬁdﬁ
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0

Dalla equazione (3) poi si deduce facilmente I'altra:

}l:nAn[ f senadaf ( — )dyfyda j " X, sen® Bd—

I
2 2 2 2

(n+1z . v
o] e (s o5

+ 4, f Senad‘}f(vg&?) yf dajmsen%ﬁdﬁ=

(©)

)d/f daf mi(ﬁ)sen Bds,

T

2 J

2 2

poiche la serie che compare nella eguaglianza (3) converge in egual grado,
la quantitd ¢ restando compresa tra » e =—». D’altra parte, si ha’

;’M sen adafz (ﬁ)y(B— g—) dB=
2

0 3 1 " 7w (0 1 4
f senada (Vm) (3dB—§ senadaf (VEéEE) dp=

UE]

wia

Niy
]

N[

—-GVsene—l————cose—l- Vsen@——=—Vsen6’(9—§)—cos€,

laonde addizionando le relazioni (4) e (5) si ottiene:

" 2cos(n+1)f-
ZnAn[fesenadaf XasenBdp - 2 cos 9]-{—
1

J / (n+1)Von=w
z 2
Ao\Senﬁf daJ senzﬁdﬁ-{—Af senc?daj ( o )dyj daf senzﬁdﬁ—
2 A 2 z '2 —2
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0

(Coas6 4 C' 1) Viom6 + om(— o\Gemd+ % — cose) — O (\emd— 1)+
Vse_n_efedaf“?i (O)sen? pdB+

2 ]

f 3“’”\“‘% (vsen ) d?f daf ou(B)sen? Bdf=

x =
2 2 J A

C,u(g—cose)-l— "\ senéf f o1 (ﬁ)sen28d5+

J*o*send‘d:? (Vseny) f f?‘ )senzﬁdﬁ

Ponendo nell’ultima equazione z in luogo di cosé si ha:

.- gnAn[fdaJ"«Xnd,e-p%w]+Aoofwdaojadﬁ= )

(6)
ou,(g—x)jLC'm n f’”da [eas, 5
essendo C
fesenadaf Y(B)senBdB =
\send od“ L‘L(ﬁ)senzﬁdﬁ—l—f sen&d& (VSGHY) | fxp(ﬁ)senzﬁdﬁ,

ove ¢(B) rappresenta una funzione ovunque integrabile e che va all’infinito in
un numero limitato di punti.
Ora, se n>0, si ha

o . Xn+1—Xn_1a X(o)n+1 —_ X(o)n_i
JX"‘Z'B— 2nt1 2n-1 ’
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0

ossia, in virtd della nota formola

(”’ + I)X(o)nﬂ +0X0, ,= 0,

& _ Xnr1—Xn_a X0y, .
fX”dﬁ_ 2n 41 nt1
0
quindi per n>1 si avrd:
[iaf Xuas=
o 90
Xn+2_-X’VL _ X?'L'_X'/L_2 + X(o;n_i r- X(O)n+2"X(°)'n, " X(O)n—X(o’n_z -
(2n+1)2n+3) (2n-1)2n+1) n+1 2n+1)(2n+3) @n-1)(2n+1)
Xn+2 —Xn Xn— Xn_z X (O\n_i X (O)n X(")n_z

@utnent3) @r—DEntD | wtl " @etLm+2) @ntbhn’

e per n=1

D’altra parte, per la formola dimostrata al paragrafo terzo, si ha:

X0 200s(n-|-1)% (_. 1 )+ POy
nt+1l  (@4+1)\2@—1)7 4w—1)) " (n+1)(n—1)Yn—1

2cos(n—}—1)% bn
T - 1)\2nm | nt\n

b, non crescendo al di 1& di ogni limite con #. Sostituendo questi valori nella
relazione (6) si ottiene:

" (3 2% Xnre—Xn Xn—Xn_»
A*(of d“o X’d‘@_2V2_w)+§nAn[(2n+l)(2%+3)—(2n——-1)(2n—|—1)
X0, X, s | bua z (e
+(2n—|—1)(%—]—2)—(2n—l—1)n+n2\/ﬁJ+A°0f def df=

0

0(12‘- —w)+ C’m—[—fxdarei(ﬁ)dﬁ

Annali di Matematica, tomo VIL 41
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Le serie
X(o)n X(o)n_e bnz
§”A”((zn+1)(n+2) (2n+1)n)’ o
convergono indipendentemente dall’ordine dei termini, I'ultima eguaglianza
pud seriversi quindi anche, nel modo seguente:

Aoof dao dﬁ-l—A‘J dao X.dp+

Xn+2 -_ Xn Xn —_— X.n_2 _ , x o«
;"A"[(mq— 1)(2n—|—3)_(2n—-1)(2n—}-1)]—Dx +D ‘l‘f d“] 6:(6)dB,
0 0
D e I essendo due costanti il valore delle quali & facile ad assegnarsi, oppure
anche nell’aliro:

Xz ——*Xo X3-—-X1 Xn+2—Xn Xn—Xn__z
T4 +§"A”[(2n+1)(2n+3)_(2n—1)(2n+1)J=

4,

3
e e @
Dlx—l—Di—{—f da("6,(8)dp.
0 0
Ordinando poi secondo le funzioni X, si ottiene:
At A Ay As !
L—?_l_ﬁ)XO-l—(_ﬁ_l_ﬁ)Xl—l_
2 A'n - An+2 _ . P + An+4 X _
e (2n+1)(2n+3) (2n+3)(2n+b) (2n+b)(2n+7) (2n+7)2n+9)]| ") ()

D3+ D+ da f *6.(8)dB=D,x + D'+ (%),
0 0
ove

(1) = f “da f “6.(5) dp.

11.

Dimostriamo ora la eguaglianza

om4-1 (+1
Ap= ”j—f X.0,(8)d8,
‘ —-1
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2n

1r+1
[ xa@s
1

=228 " x. @i,

1

6,(8) =/ (B)=0:(8)

per tutti 1 punti dell’intervallo On, ad eccezione di quelli che appartengono
al gruppo dell’ordine », del quale si fa parola nel primo paragrafo.
La relazione

essendo

Ao | A As As \
(__3“+3_5)X0+(—3_5+W)X1+
An _ An+2 _ .An+2 . An+4 (a)
20:"[(2n+1)(2n+3) (2n+3)(2n+b) (2n+5)2n+7) (2n+7)(2n+9)]X"+”
=Da+D,+y()

fu dimostrata per tutti i valori di 6 compresi tra » e m—», oppure per tutti
i valori di # che sono tra —1-¢c e I—¢, » ed ¢ essendo di quella picco-
lezza che si vuole. Ora, osservando che la serie del primo membro converge
in egual grado, e che la funzione ¢(x) & continua nell'intervallo —1-4-1, i
limiti inclusi, si vede di leggieri che questa equazione & vera per tutti i valori
tra 1 e —1, compresi questi ultimi.

Occupiamoci in prima dei coefficienti della forma A,,.

Rammentate le relazioni

I :leXndx=O, _jl Y Xt do—

_2
on+1’
si moltiplichi 1’equazione (2) per X, e si integri da —1 a 41, si otterra:

A A 1 [+ ,

__3£+_3.;=§J ¢(@) X,dz+ D,
-1

ed in modo analogo:

.A 9 A m+2 .A 2n+2 A2n+4

@ FDunts) EnFoents @ro@ntn T @ntnants
4%;— 5‘[—*—1 \!J (Z’) X2n+2 dzx.
21
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0

Se ora nell’ultima relazione facciamo successivamente n=0, 1,..., » e som-

miamo le equazioni in tal guisa ottenute con la prima delle due precedenti,
avremo:

Asnte Aznts

T Unt 5)(4n+7)+ @ntn@Ent9)y
;—Flsb(w)[XoJr 5X,+9X, 4+ +@n+5)Xpnis]dz+ D'

~1

Ora,
dX2n+3

= 2‘3(43 + 1)X287

quindi:

_ A2n+2 + A2n+4 _
Ento)dnt 1) @ntnEnt9)

Dot [0 X miada =D+ 3[40 Xewsa| =5 [ Konsat @) »
-1 -1
= D LD U= D] — [ Ko @)
-1

Ma per la relazione (7) del paragrafo precedente si ha:
¢+ + D+ D=0, ¢(—1)—D,+4 D=0,
quindi:

YD+ +2D,=0.

Nella eguaglianza

Asnte A2n-’|-4 . dn-+7(+1 ,
_4n+5+4n—|—9—— 9 f ¢ (%) Xontsdx

-1

faccio successivamente n=0, 1, 2,..., n e sommo i risultati; ricavo in tal modo:

— g —— [TV @R s+ ) Xewrdd,
e poichd - ‘
———+——j $(@) X, de + 3D, =
2[<P(+1)+¢(—1)+2D]——f X.f (@)dw=—> Xy (@)de,

—1
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addizionando queste due relazioni ottengo:

n+4 AO o < |
ﬁ____=_lf 1<[;(x)[§1s(4s-|—7)X23+3]dw=

1+, ,
_2—f+ 'z (x)X2n+4d93=

|54 @Xowsd] [ S0 Karran = S = D=+ 01427 1) Fomesz
-1 @iz 45 f 7 40) Xera .
—1 -1

Quindi :
1 \
A=+ 9) e+ 5[ /@) Xonrada),
-1

essendo
1 [+
c=A0—§f J(@)dx.
-1

Dimostriamo ora che ¢=0.

La quantita A va a zero con L, ossia
V2% n
_ 1
lim Vn(c—}—% ["7@ Xinda)=o,

pereid:

5| @) Xdar—— ot 400,

essendo _
limg(n)\n=0 (n=o0).

Decomponiamo I’integrale

'4-1
f (@) Xomde
-1
nei tre seguenti
—14-¢, 1—e¢, 1
[
-1 ~Lye, 1—¢,
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[

Supposto ¢, sufficientemente piccolo, si avra:

[ @<,

essendo fi(x)=+4\V[f(x)]* e A una grandezza positiva piccola quanto si vuole,
quindi:
—~14¢,
[ @) Kz <,

Z1
quale si sia #, perch® si suppose che 1'integrale della funzione f,(z) converga

nelle estreme vicinanze dei punti —1-0 e 4~1—0 (*). Nello stesso modo si
vede che I'integrale

ff(x)indm

1

& minore di A, quando ¢, sia scelto convenientemente.
Occupiamoci ora della espressione

T (@) Xpnd o= f "7 £14(6) Pon(cos ) sen 8 dg —

-~
=l""'"ﬁ1(a>2cos[(2";2: Jvm(l—%)dﬁ-l—
] _r
f O — egyb[gi:t“’)a i 354 = [ b fu@)senads

Ju(8)=f(cos?),

che al crescere indefinito di » si comporta come I'altra

[0 2““[(2“;4%7):: = dea,

(*) Fatta astrazione da una somma di spazi che pud rendersi piccola quanto si vuole,

ciascuna delle differenze
2B —9:(8)  2a(B)—S(B)

& arbitrariamente vicina allo zero. Quindi, se si suppone che una qualsivoglia delle funzioni
¢1(8)y 9.(B), f(B) sia integrabile nei tratti +0 %, m—2» = anche pigliata con lo stesso
segno, cid avrd luogo altresl per le altre.
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1]

poiche espressioni della forma

%J.n—nfm(e)sen2n9d6, . %f"_nﬁ,,(e)coﬂnedﬁ, p=1,
L] n

si annullano con %, J111(6) essendo una funzione ovunque integrabile nel tratte

n m—n che va all'infinito in un numero limitato di punti. Infatti, si ha

fﬂ—ﬂf w(9)sen2n6df = [sen 2%61‘1/;“(9)029]”—4— 2nr_nc032n0daje Ju(B)ds,
v
n 74-0 n 740

e I'integrale
T— (7}
f "c0s2n6d GJ Ju(B)dB
] n+0
si annulla con ,17-

Ora, se la funzione f(x) fosse finita oppure andasse all’infinito in guisa
che fosse

lim n__ﬂf“(e) cos[(2n + %) ] —E] \senéd6 =0,
=mn
sarebbe:
1

Iim [ f@) Xomdz =0,

H=00
—1+e,
e quindi:
c= Oo

Questa relazione ha sempre luogo nel nostro caso, come risulta dal teorema
dimostrato nel paragrafo seguente.

"12.
Se

hmv-_--—O n=00,

sara:

"“f Y@)@) 22t dr=0,
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0

quando si ponga

\b(x)_(ooaﬁ_l_Cix2+02x+03)=§nAn[ Xnre—Xn  Xn—Xn ]

@n+1)2n+3) @u—1)Cnt+1)f

e si dica A(z) una funzione continua tra b e ¢c (h=b<lc=n—y) in-
sieme alla sua derivata prima, che si annulla ai limiti con la me-

desima e di cui la derivata seconda non ha infiniti massimi e mi-
nimi.
Ed invero, poichd la serie precedente converge in egual grado, sard:

f [4(@) —(Co2* + Cia* 4 Coz - 02)]1(x)d X"dx
;]nAnf (J da f Xndﬁ)k(x)ddiif* .

| ( J 2| “X,,dﬁ)z(x X o=

b -1 ~1

[U d“f X dﬁ)l( )dX"] J [( f X, dx)l(x)+)\(x)( f da Xndﬁ)JdX" dz=
=[ ([ xaepio+xe([ aaf xuae) | T2 0

essendo per ipotesi A(b)= A(c)=0. Rammentando poi che X'())=1(c)=0, si ha:

f ( f “daf“Xndﬁ)z(w)d;fmx:
f CXM[)L"(x)( f e j “X,,dﬁ) +2x(x)(f ’”Xndﬁ)+x(x)x,,] dz

Abbiamo quindi:
gnAnbfc(f daf X, dﬁ)l(,@)-—-——"-dx_

D’altra parte,

Sndn [ x'(x)( Jﬂxdaandﬁ)Xde + Znds [ X,L[g x(x)( f “Xod @) . 1(x)Xn]dx
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0

Si vede facilmente che la espressione

\/[[;nAnb 1"(x)[ f da Xndﬁ]X,‘dx

1 . .
va a zero con }—)-: infatti, si ha

Vi B f °>L"(g;)( f *da J'"“Xndﬁ)x,tdx___

~1 -1

— ;nAnfe’ A" (cos 6) (deamendﬁ) '
214

B,

2 1 = cotg O ( 'n:) pﬂ]
Tl §m =} b ——Z—=sen| p,§ —— | 4~ |senéds
[VQW‘senO(l 4{f~)cos(‘oi 4)‘+4y.\/27rsen6 PP + p2 ’

essendo p1={1.+-;— e cosf==x, cosh,=b, cosc,=c. Questa serie poi pud de-

comporsi nelle quattro seguenti

(¢ Xn+a— X Xn—Xn.2 22" (cosb) ( P )
?‘A”J ((2n+1)<2n+3) (2n~1)<2n+1)) Vmsoad oo\ g frenedh
1
+-11'—J- ” ” » » ” » ;
0
"ZL% » » » ” sen(pie——;-z)cowde,
-% n n ) 2" (cos6)pusenddeb.

. . 1 . . ..
Le tre ultime si annullano con 5 e poicht la prima converge, quale si sia g,

ed 11 termine

Anfc’ (fxda andﬁ)-z-}\—:/—;.%i)cos(pié—— z—)\fs?ﬁ?de

b, -1 =1

1 .
tende a zero con i ne viene che lo stesso ha luogo per la sua somma.

Annali di Matematica, tomo VIL : 42
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0

Consideriamo ora 1’aggregato

Vi S o ”X,L[ax(w)(f ”Xnd/s)ﬂ(x)xn]dx,

b —

che pud scindersi nelle due serie convergenti

25 %:,,Anfx,‘ ¥ () ( [ x. d,@)dw,
b -1

V{:;nAnJ.cl(x) XnX,de
b
Infatti, si ha

bfcX,J’(x)([andﬁ)dx=bch,Ll'(x)Mda:,

2n-4-1
1 (v o
mf XX (@) Xpido =
: b
¢ 2cos 919"1 . cotgfisen 5:40-—3 '
:—Lf'x’(cose)[_g(l_i)_i_ ( 4>+ P
2n+1 V2w p.senf m

4p.\2wpsen u2 Vi
by ]

2cos (ou@—E cotgfisen (pue—£>
[ ‘ 4> (1 ! )+ 2, Pt senéds,

V2= (n+1)sent T4(n+1)) 4(m+1)\27=(n+L)send (n+1)\n«+1

essendo pu=n—|—g- La serie
Vw4 (3 @) X, X
2n 140" ) A At G
b
e cosi pure ! altra
V-
2n-+41

ZnAn [c N (-'13) -X.u. Xnwdx y

b

pud decomporsi quindi in sedici altre, dodici delle quali sono, come di leg-
gieri si avverte, convergenti indipendentemente dall’ ordine dei termini ed

. 1 . .
hanno una somma che si annulla con o Resta a dimostrarsi prima la con-
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0

vergenza delle quattro

Enmj 1(00S9)OOS pia

En

Al‘l
ﬂk]‘—l

)cos(pue ) (1)
)cos(p 6——) (2)

1 An _7 o )
{:gnmf l(GOSH)SEII(‘aiﬁ )OOS I )cotgede, (3)

f X' (cos6)cos (pia

»PI-J

(2n—|—])Vn-|—1

p Zz: ("n-l-l)V"-l-l

e delle quattro analoghe.
Ponendo mente che

¢ — . G
f pu\sen g’ (cosb) cos(pue— ;-c-)d6=
bl

f X' (cos6) pp.cos (pue-— ;—C-) \sendde, (4)

¢

1 — 7 1 ¢ 3 — ’
- PaVsend (OOS@)Sen(pu@—Z-)J —— f'sen(pue—z)[pﬂ\’senel (cos®)]’, d¢

b far )
S I)‘

=— pl f “sen (Pu@ - ;”:) [P Vsen g (cost)] s 49,
11
b

X (cosb)=1"(cosc,)=0,
si vede subito che I'ultima di queste serie converge indipendentemente dal-
Yordine dei termini; di piu essa si annulla con o essendo
lim 2 ep =

p=00

=0,

come ¢& noto.

La serie (1), fatta astrazione del termine nel quale ps= pu, pud porsi sotto
la forma

2 Zn Wf [cos ((Pa + pu)d— 72:) + cos(pr— p1) €J X (cost)do

! An “ Sen((F‘+P“)6—%) Sen(Pi—‘cii)G] ”
—— i l
2; (2n—|—1)\/n-|-1f [ o1 pur + 01— pus (cosb)senbdg,
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1]

e si scinde quindi in due, la prima delle quali converge e si annulla con L
Anche P'aggregato

n sen(u 911)6
g‘”(zn-i—l)vn-l-lbj " (cos) o1 —pia n ()
1
rappresenta evidentemente una grandezza, che, come & facile a vedersi, tende
a zero mentre p va all’infinito. Infatti, si pud al certo assegnare un numero
m tale, che la quantita

jj" "V (cost)sen(py— pu)fsendds,  n=m,
by

sia arbitrariamente piccola, quale si sia p., essendo
llmT—O (n = o0);

sl potrd poi pigliare p si grande che per n<<m il termine precedente risulti
piccolo oltre ogni dire. Lia somma («) & quindi minore della serie

1 1 1
v = . b
2 Qn 1) (pa— 1) ;”Zn—i—l n+1—p
1<nZp—1,

moltiplicata per una quantitd che va a zero con -:I—: basterd dunque far vedere
che questa serie non va all'infinito con p.

Si ha

o 1 1 rQl 1 1
2‘2wz,~l—1'n——y.-i—1 E"Zn—l—l —n—{-y—~l+2n2n+1 n—p—+1

La serie

1 1 11 11
§n2n—|—l.n-—p.—|—1_2y.—l—1'i-+2y‘+3'§+'”

7

1 . . _
va a zZero con —» resta a considerarsi la somma

v
1 1 1 1 1 1 1 S 1 1
5 p— 317 w— 4+ T3 5'2'+2y.-—3 T_zﬁszy—(zs-u)?
Determiniamo il massimo numero intero s, in guisa, che si abbia

2p— (2814 1)=s,,
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0 .

ossia

Cid posto, la somma
yo__ 1 1
3 =Gt s

. . . . . 1
va a zero al crescere indefinito di p, perché la serie N, — & convergente e
n2

la quantith 2p—(2s41) (s=s.) va con p all'infinito. Per la stessa ragione
si ha:
o 1 1

lim _ .=
o %1 2p.—(@s 1) s

F chiaro adesso che anche le serie (2) e (3) convergono e si annullano con é

Dimostriamo ora che la espressione

v;znAnf‘XnXFz(x)dx
2
b

va a zero con r Posti per X,, ed X, i loro valori in funzione di 6, essa

assume la forma

ZnAf [2008(99—") 005(99—*4> cotgf sen(pﬁ—z)-{— pn_]

V27 nsenb 2%V2rnsen6 4n\y2rnsend 4 n2\n_

2 08 <F1 ? _Z) c0s (F‘ 9 —g) cotg T\, »
— ‘0.0 — — Fudia
V27 sen 2u\27 sen D + 44 \2 msend ell(Pa@ 4) + o2 A(cost) send db.
La serie

Vi B A f "X X, () d,
2
b

astrazion fatta da fattori indipendenti da p e da 6, pud, come vedrassi tra
breve, porsi eguale alla somma delle sedici serie seguenti

¢ 1 ™ k17 /
EAnbf‘ Wcos(pe—I)co{pie—z))«(cose)de, 1)
>4 fc‘icos( e—ﬁ)cos 9 — = | A(cos6)ds 2"
e 0 PO—Z )P\ ’
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zAf pncos(pie——)z(cosm’senede )
ol gl el
e
zAnf‘nzV pnCOS(pﬁ——)?\(cOSﬁ)VS—en_@dﬁ ®)
sl kel s,
34 f Sen\Pe——)sen(me——)cotgw(cosa)de (11)
34 f T pnsen(pie—-)cotgw(cose) \sendds, (12)
2o o oo
24" 2 ppcos(pe ) Mcos) Veemaas, (14)
Z-Anj:c’n o pﬂsen(pe——)cotgﬁl(COSH)VSenGdﬁ (15)
zAnbj e 2pypnl(cosﬁ)sen6d9 (16)

Le serie (4'), (8), (12), (16) sono convergenti e vanno a zero con %

-
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0

Consideriamo ora la serie (1) che, fatta astrazione del termine nel quale
p=p1, pud porsi sotto la forma

2‘2\/” COS((p+P4)9—g)—*—OOS[(p—pi)@]]l(COS@)d@

Sen<(9+9‘)e_§) sen(p—¢1)0
5 Pt p—pu

cos ((? +¢)0 _%) n cos (p—¢1)9
| GFer b—p®

cos(<p+pi>—2)
Grer

X' (cos6)sendds

-

[X'(cost)send]’ d¢

;;" [ Dieostysensyy,

1

=3

A, , cos(p—p1)
—I—z : Jr [)\ (COS&)SED&] W dg.
!

La serie (1) risulta in tal modo decomposta in due che convergono indipen-
dentemente dall’ordine dei termini, e la prima delle quali va al certo a zero
con % Tt facile poi vedere che altrettanto avviene della seconda. Infatti, potrd
sempre determinare un numero 7 tale, che per tutti i valori di #=m si abbia,
astrazion fatta dal segno,

f\% [ coslo— g1 X (cossencl do =,

bl
essendo ¢ una quantithd arbitraria; d’altra parte, assunto u sufficientemente
grande, ogni termine della forma

%f'cos[@ —p)0][X (cos)send] , db,  n<m,
by
& piccolo oltre ogni dire. Il valore numerico della serie

An 1 3 ' ’
_\’__ﬁ(P—Pi)J cos[(p — p1)6] [X (cosb)send]’ da,

sard pilt piccolo della espressione

1 <
Z(NTP-)*’ 0<nsy,
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0

moltiplicata per una quantitd che si annulla con 5—: Basta quindi far vedere

che la serie convergente
1
gy Em
non va con g all’infinito. Che cid abbia luogo, & subito visto, quando si ponga
mente che
1 1 1 1 T 1
Sttt eyt e
n>F.

F manifesto ora che le serie 2, (), (5), (6), (T), (9), (10), (11) convergono
e tendono a zero al crescere indefinito di p.
Resta a considerarsi le serie (13), (14), (15). Dimostriamo che la (13) ad

. 1 . .
es. converge e si annulla con e lo stesso procedimento servirebbe per le

altre due.
Si ha

Ly dAn (% 605( 06 — =) pu Mcost) Veen g o =
b SENEY

— _:_2 :17% J “ sen (Pe— z-)[pﬂl(cos 6)\send]’ dg =

1

Lgdnl (% 0os( 00— T\ [pur(coss) \send]" .d6

—?},_2 W‘P—;b COSP_4 * Sn]e‘l d

Le quantita
Dple, Dyl
u v

non vanno all’infinito con g, come & noto, quindi il termine

An 1 (a4 : —n
T cos(pa—z—)[p,‘k(cosﬁ)\'sene] 1 @Y

by

sard arbitrariamente piccolo, quale si sia 4, a partire da valore opportuno di

n, mentre la quantitd
1 An (o

P cos(pf)—g)pﬁl(cos 6)\sendd 6
bl
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0

converge a zero con -:: per gli altri valori di ». Quindi:

p=00

lim %E%Ic'cos(pe—g)pﬁl(cose)\/é}m—@M:O.
bl

Facciamo ora vedere che
X,

22

limVg [ (Cya® 4 Ciat + Coz + C) S (@) dz =0.
p=o

Consideriamo a tal fine !'integrale

¢ dz X
Jxm dx;‘x(x)dw,
b

nel quale # & un numero intero e positivo o anche lo zero. Si ha
° X ¢ qdX
o g de=—[nami@ +ami @) T e
b

b

| =fc [m(m— 1)am—21(x) + 2mam— X (@) + 2™ V" (2)] X d 2z,
b

essendo A(0)=21(c)=X'(®)=X()=0. Se si pone poi in luogo di X, la sua
espressione per mezzo di 6, ne consegue:

il_m\/ﬁ fcxmk(x)d;fz”dx =0,
=0 b

poichd la funzione A"(x) & scevra da infiniti massimi e minimi. Il teorema

enunciato a principio di questo paragrafo risulta quindi dimo-
strato.

Possiamo ora osservare che, data una serie della forma Y.4,X, tale, che

si abbia lim%=o, la somma

n=oc Y7
Az As
, ety Xt
An An+2 ! .An+2 .A.n+4
%”[(m“ 1)(2n+3) (2n+3)(2n+5) (2n+5)(2n+7) + @n+1)2n+ 9)] Xnts

definisce una funzione continua /(x) nell'intervallo —1 41, i Limiti inclusi.
Annali di Matematica, tomo VII. 43
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0

La quantitd 4, poi si pud porre sotto I’ aspetto di un integrale definito in virtd
delle ricerche del paragrafo 10; si ha ciod:

4n+1 +1 dz in
Am = 9 l( ) da? x?
4%+3 +1 d2 Xen+a
Apy= B f l((v) d:c’: dz.

~1
Cid posto, & facile vedere che
lim\/ﬁfl_s'f(x)dex=0, 1= 0o,
—1+¢,

Infatti, detti z,, @,,..., x. 1 punti posti tra —1 e 41 pei quali la f(x) va
all'infinito, I’aggregato

([T +f ")) Ximz

—l+zy  wgte

si annylla al certo con ,1—,’ p essendo una quantitd arbitrariamente piccola;
basta quindi far vedere che
hmvnf @) Xmde=0, . r=1,2,..., =.
Zrp
Pel teorema or ora dimostrato si ha:
lim V7 f e u(w)( (*da J f(®)d 5) X udz=0,

N=x
xr—p —1 —1

indicando »(x) una funzione continua tra x,—p e x,+p insieme alla sua de-
rivata prima e seconda e tale, che si abbia

vty —p)=v (&, +p) =¥ (&, — p) =¥ (%, +p) =0,

mentre »(x)=1 quando la variabile z non ecceda i limiti z,—p, e .-} p,,
P1<P-
Cid posto, abbiamo

Vn f ”’*”( j “daf” f(,B)dB)v(x)X"ndx —

Zp—p -1 =1
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0

—\n f \ @( j " da j “f(ﬁ)ds) +5@)( [ 7@)ap)| X' da~

4

_I ["(x) J" daj f(ﬁ)dﬁ)+2u’(x)( [ f(B)dB)-l—u(x)f(x)]Xndm’

bt

ed & chiaro che

i f [(w)j " f(ﬁ)d@)+2v<x>(j f(@)dﬁ)Jru(w)f(w)]Xndw—

xr—p

lgn\j " (J j F©18)+27@)( | £©)26) 4@ /@) | Kudz—

lim b

=00

Jf)Xndx.
Tr—py
Quindi :
c=0,
0ssia

A== J“ f(@)da.

Determiniamo ora la espressione dei coefficienti della forma Agn+s

Si ha .
A A 3 (!

s T e =Dt 'z‘f (@) X.de,
1

A As As As 7 (+1
3-5_5.7—7-9'*'9-11—5[ $(@) Xsdz,

--------------------------

Ao 21n-3 Azn_ Azn_ + A2n+1
Gn—5)dn—3) @n—3)Adn—1) @n—l)@n+D ' @ntD@En13)

4n—1
— ) K,

e quindi:
N A2n_1 A2n+i o
T Un—1)@En+ 1)+ @n+1)@En+3)
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0

; f+l¢(x)[3X,+ TX+ -+ @n—1)XpnJdz+ D, =

i[5 e+ D= plsaxn = [V Kot D

SR CREE] jl¢'<x)xzndx+p,=—§ J :‘q»'(x)xmdx,

essendo
4+ D+D,+D,=0, ¢(—1)—D,+D,=0.

Abbiamo pereid:
Ai A2n+i —
+ 4n+3
1

_§f+1s'»'(x)[5xg+gx4+ et (nt D) Xlde =

-1

—3 [0 e+ L [T y@)aa=

-1 -1

S ED D 45 | Ko G D — 4= D)=

: J " f@) Xodo— f @) X, da.
-1 -1

lim V7 I ! £@) Ko d =0,
NnN=o0 "1

quindi:
4n-+3
2

3 (+1 +1
A-l = 5 I f(:(}) Xidx7 Aznﬂ = f f(x)Xﬁ’H’idz;
-1 -1

il problema che ci siamo proposto & adunque risoluto.
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§ 1. Oggetto della Memoria: dimostrazione del teorema:

Se la serie Y A4,X, rappresenta una funzione ovunque
integrabile, che va all’infinito in un numero limitato di
punti, purche, considerata soltanto nelle estreme vicinanze
dei valori 41 e —1, si possa integrare anche presa con
lo stesso segno, sara:

da=21] f I aY. o

—~1

§ 2. Sulle funzioni finite il cui integrale & nullo, e sulle serie che rap-
presentano funzioni integrabili. ... ............... ...
§ 3. Dimostrazione della eguaglianza

Pn(cosg)=f_(ms(izi)(1_i)+ COtgesen(p&—z-) e

V2 n7sen 6 4n 4n\2nwsend ni\n

ed osservazioni alla Memoria del sig. Boxner: Sur les développement
des Fonctions en Séries ordonnées suivant les Fonctions X, et Y,
ed a quella del sig. Dixt: Sulla wnicitic degli sviluppi delle funzion:
di una variabile in serie di funzioni X . . . .« .. oo
§ 4. Studio del modo di comportarsi dei coefficienti 4, al crescere inde-
finito di », e dimostrazione del teorema:
Se si pud assegnare un intervallo per ciascun punto del
quale la espressione

ansengo(n)x—l—b‘ncos?(n)x,
p(N<p@)<g@)<...  [limg(m)=o0],
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0

Pas,
oscilli tra due quantitd A4, e B,, tali, che si abbia
A% =07, B y=gd?,
sara:
lima, =limb, = (n=o0),
essendo ¢ una grandezza arbitraria............... 273
§ 5. Sull’integrazione per parti. . . . ... .. ... .. ... ... 280
§ 6. Alcune ricerche fondamentali di Calcolo integrale ... ....... 288

§ 7. Introduzione della funzione

S(6)=—-va%fdﬁf[2senecos (pﬁ—z)(l—zlﬁ) 2cos6s1n£pe— Z;_)Jde_

;me"eda “:’M__M_A [ daf senzﬁdﬁ —I—’ du[ ?,(5)sen pds,

n2\n

2

T

2 ?

IR
NER

essendo ¢,(8) il limite superiore della espressione
l

An Ax Py, (cosB)

per 2=-0. Posto poi F,(6)= daj ?,(B)sengﬁdﬁ, si considera

7_!_ T
2 Z

il modo di comportarsi delle due quantitd
Fu(e +S)—2F11(6)+F14(0 —E) ,

g2

Fu(e-—S)—2F41(6)+Fu(6—3)
€
per e=0. . . ... e e 300
§ 8. Dimostrazione dei teoremi:
L. Se 4y e By sono le quantitd tra le quali oscilla la
funzione

2cosfsen (p0 ——
™ 1 P 4)
P(z) En —_[2sen900s(pa—z)(1_m)+ 85 ]da
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U

Pae.

per z=--0, posto

2cos6sen<pf)—-"-—'>
\ An ¢ ~ l 4
w(@)=n [dﬁf[ZsenBcos(pﬁ—Z)(l_m)+ = ]de

V2n=w.

la funzione

o(0+4o0)—20((0)F+o(@—q)

5"(“)= Pr)
non eccederd i limiti
Ap— By Ay— By
As+ p ’ By— .
all’annullarsi di e.
II. Si ha
lim m(9+a)—2cz;(6)—|—o)(9—oc)=0,
a=0 =
quale sisia 6. ... ... . ... i 304
9. La funzione S(6) & della forma C§-4C', C e C’ essendo due co-
?
17,3 01 313

§ 10. La relazione S(§)= C6-+- C’ viene presentata nella forma
. AO A2 Ai -A3
(— )Xo+ (55 + 55 ) Xt

.An _ An+2 _ An+‘z An+4
@2n+1)2n+3) (2n+3)(2n+d) (2n+d5)(2n+T7) ¥ 2n+T7)(2n+9)

o JXnH:

0

Dix—}—D'i—{-of daof 6.(6)d8,

essendo ¢, (B)=0,(COSPB). - . . . . . e 315
§ 11. Dimostrazione della eguaglanza

Az,,=(4n+1)(A0—%f+161(x)dx+%f+191(x)dem). ... 322
-1 -1

§ 12. Dimostrazione del teorema:
Se
lim 2 — 0, n=o0,

\n
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0

oy

Pao,
sara:
a2 X,
hm V‘f Y@)M(@) ok do=0,
quando si ponga
x (-3
xb(m)—(CoerCix2+02:c+03)=zm4nf daI X.d8,
2 -1 1
e si dica A(z) una funzione continua tra b e ¢ insieme alla
sua derivata prima, che si annulla ai limiti con la mede-
sima e di cui la derivata seconda non ha infiniti massimi
e minimi.
.« . . 1 [+1
Da questa proposizione si deduce che Ao=§f .(x)dx. 1 coef-
~1
ficienti della forma Ayes -« - v o v o e e e 327
ERRATA-CORRIGE.
a pag. 277, linea 10 leggi enunciati in luogo di enumciato
20, , 2 , proposto » proposti
289, , 20 , che ” come
. 292, , 4 , & ” € mnel denominatore della se-
conda frazione
: 0(0 + &) — 20 (0)+ (0 —x) 08+ &)— 20 (8)+ o (0 —a)
» 31, , 10 , — » o

Fise peEL Tomo VILC (Seri IL%)
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