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Dynamik der Kurbelgetriebe.

Von

Prof Dr. Hans Lorexnz
in Halle a. 8.

Vorbemerkung, TUnter einem Kurbelgetriebe versteht man
in der Maschinentechnik allgemein jeden Mechanismus, welcher die
Rotation eines KoOrpers um eine Axe mit der geradlinigen Hin- und
Herbewegung eines anderen Korpers derart gesetzmissig verkniipft,
dass zwischen beiden Korpern eine Energielibertragung mdglich ist.
Den rotierenden Ko&rper bildet dabei immer die Kurbelwelle, auf
welcher die Kurbel mit dem Angriffspunkt des erwihnten Mechanis-
mus, dem Kurbelzapfen, fest angebracht ist, sowie eine ebenfalls
mit ihr fest verbundene Masse, das sogenannte Schwungrad, Der
hin- und hergehende Koérper wird allgemein als Gleitstiick bezeich-
net und besteht im speziellen Falle der sogenannten Kolbenmaschinen

- ~ Fig. 1.
~

aus Kreuzkopf, Kolbenstange und Kolben. Sowchl die Gleit-
bahn dieses Korpers (wohl auch Geradfiihrung genannt), wie auch
die Lager der Axe des rotierenden sind schliesslich durch einen
dritten Kérper, das sogenannte Maschinenbett oder die Funda-
mentplatte (auch Frim genannt) fest mit einander verbunden.
Mittelst dieses Korpers kann das ganze System durch Fundament-
schrauben mit der Erdoberfliche oder auch mit einem Iahrzeug
(Lokomotivgestell oder Schiffskérper) verkniipft werden.

Die #ussere Form, welche die Kurbelgetriebe in der praktischen
Technik annehmen, kann sehr verschieden ausfallen, je nach den kine-
matischen Bedingungen, welche sie zu erfiillen haben. Am einfachsten
gestaltet sie sich, wenn die Bahnlinge des Gleitstiickes gleich dem
Durchmesser des Kurbelkreises (Fig. 1) sein soll. In diesem Falle hat

Zoitschrift f. Mathematik u. Physik. 44. Jahrg. 1809. 1. Heft. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2 Dynamik der Kurbelgetriehe.

man nur den Drehpunkt O der Kurbel A in die Verlingerung der
Gleitbahn B zu verlegen und das Gleitstiick C durch ein an ihm dreh-
bares Zwischenglied 4, die sogenannte Schubstange mit dem Kurbel-
zapfen M zu verbinden. Den auf diese Weise entstandenen, bei
weitem am hiufigsten vorkommenden Mechanismus bezeichnet man als
Schubkurbelgetriebe. Giebt man die hier festgehaltene Gleitbahn frei
und hiilt statt ihrer das Zwischenglied A fest, so entstcht daraus das
sogenannte oscillierende Kurbelgetriebe, welches jetzt nur noch
selten Anwendung findet. Denkt man sich dagegen das Zwischenglied
unendlich lang, bezw. seinen Drehpunkt auf dem Gleitstiick C unend-
lich weit von O entfernt, so kann man auch den Kurbelzapfen M ver-
mittelst eines Gleitstiickes auf einer mit C fest verbundenen senkrecht

Fig. 2. ’P\ - Fig. 8.

117147071187,

g

zur urspriinglichen Geradftihrung B stehenden Gleitbahn bewegt
denken (Fig. 2). Diese Verbindung bezeichnet man alsdann als Kurbel-
schleife und demnach das Ganze als Kurbelschleifengetriebe.
Verschiebt man nun unter Festhaltung des Kurbelmittels O in
Figur 1 die Gleitbahn B parallel zu sich selbst, so erhilt man Getriebe,
in denen der Hub des Qleitstickes immer kleiner ausfallen wird als
der Durchmesser des Kurbelkreises. Ausserdem ergeben sich hierbei,
wenn die Verschiebung nicht klein gegen die Linge der Schubstange
ist, sehr ungiinstige Stellungen dersclben, welche in der Praxis leicht
zu Klemmungen fithren. Will man sich hiervon unabhingig machen
und zugleich beztiglich des Verhiltnisses zwischen dem Hube des Gleit-
stiickes und dem Kurbeldurchmesser volle Freiheit bewahren, so
schaltet man nach Figur 3 einen Schwinghebel oder Balancier 1)
mit einer am Gleitstiick angreifenden Schubstange G zwischen dieses
und die urspriingliche Schubstange. Der Abstand des Balancier-
drehpunktes P von seinen beiden Endpunkten E und F bestimmt hier
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Von Prof. Dr. Hans Loxrexz. 9

das erwithnte Verhiltnis, natiirlich mit Riicksicht auf die Schubstangen-
Iingen 4 und . Da bei diesen Balanciergetriebe die kinematischen
Beziehungen schon ziemlich verwickelt ausfallen, anderseits seine Be-
deutung gegen das Schubkurbelgetriche zuriicktritt, so werden wir
dasselbe nur unter der vereinfachenden Annahme behandeln, dass die
beiden Schubstangen A4 und  durch Kurbelschleifen, ihnlich wie in
Figur 2, ersetzt sind.

Die bisher betrachteten Kurbelgetricbe sind siimtlich cbene
Mechanismen; verbindet man nun mehrere in parallelen Ebenen
liegende Getriebe, die tibrigens verschiedenen Gattungen angehiren
kinnen, durch eine gemeinsame Welle, so entstehen sogenannte Mehr-
kurbelgetriebe, welche in Verbindung mit mehreren Dampfeylindern
insbesondere fir Lokomotiven und Schiffe eine grosse Bedeutung er-
langt haben. Die bei solchen Mehrkurbelmaschinen auftretenden Er-
scheinungen und deren Rickwirkung auf die Schiffskérper waren auch
die Veranlassung zu einem erneuten Studium der Dynamik der Kurbel-
getriebe iiberhaupt, nachdem sich herausgestellt hatte, dass die bis-
herige Auffassung der Vorglinge, welche in Radinger® ihren klassischen
Vertreter gefunden hat, dem modernen Bediirfuis nach grésserer Schiirfe
nicht mehr entsprach.

Entsprechend ihrer praktischen Verwendung setzen wir nun fiir
unsere (etriebe voraus, dass durch eine am Gleitstiick angreifende
mit der Bahn desselben gleichgerichtete Kraft ein Widerstandsmoment
am Kurbelzapfen oder umgekehrt durch Einwirkung eines Drehmomentes
an diesem ein am Gleitstiick angreifender Widerstand iberwunden
werden soll. Erfolgt dies sehr langsam;, so kann man unter Ver-
pachlissigung der kinetischen Energie der einzelnen Getriebeteile die
Aufgabe rein statisch, also etwa durch Anwendung des Prinzips der
virtuellen Verschiebungen behandeln. Fiir die jetzt gebriiuchlichen
Geschwindigkeiten, mit denen durch solche Getriebe oft ganz enorme
Energiemengen hindurch geleitet werden, ist diese Methode indessen
ganz unzulissig, auch wenn man sich anf die Untersuchung der Mechanis-
men im Beharrungszustande beschriinkt. Dieser ist nfimlich, wie man
ohne weiteres erkennt, ein periodischer, indem nach Vollziehung einer
Kurbelumdrehung alle Teile in dieselbe Lage zuriickkehren und die
urspriingliche Geschwindigkeit wieder erlangen. Wihrend einer Um-
drehung aber #ndert sich nicht nur die Lage, sondern auch die Ge-
schwindigkeit aller Getriebeteile, welehe hiernach Verzigerungen und
Beschleunigungen unterworfen sind. Die von diesen Geschwindigkeits-
inderungen herrihrenden Krifte, welche entweder bei stationiiren
Maschinen von der Fundamentplatte aufgenommen werden oder bei
beweglicher Unterlage derselben (auf Fahrzeugen) diese in Schwing-

* Siehe dessen Buch: ,,Uber Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindig-
keit®, 2. Aufl., Wien 1892.

1%
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4 Dynamik der Kurbelgetriebe.

ungen versetzen, bezeichnet man, da ihre Grisse neben den Be-
schleunigungen wesentlich von den Massen der Getriebeteile abhiingt
als Massenwirkungen. Da dieselben inshesondere bei hohen Um-
drehungszahlen auf Lokomotiven und BSchiffen sehr listiz werden,
ja bis zu einer Gefihrdung der Stabilitit und des Zusammenhangs des
ganzen Systems anwachsen konnen, so musste man auf eine Herab-
minderung bezw. Ausgleichung derselben bedacht sein. Wir werden
im ersten Kapitel der nachstehenden Untersuchung kennen lernen, auf
welche Weise und in welchem Umfange dies gelungen ist.

Anderseits aber becinflussen die Massenwirkungen auch das Dreh-
moment an der Kurbel und damit die Umdrehungsgeschwindigkeit.
Sind die rotierenden Massen sehr gross gegen die hin- und hergehen-
den, bezw. schwingenden Teile des Getriebes, oder steht die Welle in
irgend einer Weise (z. B. Riementrieb) mit erheblichen im gleichen
Sinne bewegten Massen im Zusammenhang, so wird dieser Einfluss
nur gering sein, sodass die Annahme einer gleichféormigen Winkel-
geschwindigkeit der Kurbel, wie sie Radinger seiner Behandlung des
Problems nach dem Vorgange rein kinematischer Betrachtungen zu
Grunde legte, gerechtfertigt erscheint. Trifft indessen diese Voraus-
setzung wie z B. bei Dampfmaschinen in direkter Kuppelung mit
Dynamos, in denen relativ bedeutenden Gestéingemassen wenige rotierende
Teile mit kleinem Triigheitsmoment gegeniibher stehen, nicht zu, so
muss die Annahme einer konstanten Winkelgeschwindigkeit fallen ge-
lassen und die Behandlung des Problems, wie aus dem zweiten Kapitel
hervorgehen wird, auf eine allgemeinere Basis gestellt werden.

Auf diese Weise werden wir auch die Mittel an die Hand be-
kommen, die erwihnten Schwankungen der Winkelgeschwindigkeit
bei mehrkurbeligen Maschinen auf ein Minimum zu reduzieren.

Kapitel 1.
Die Massenwirkungen und ihr Ausgleich.

1. Die Bewegungen im Schubkurbelgetriebe. Die Unter-
suchung des Kriiftespiels an einem Mechanismus und die aus demselben
hervorgehenden Energieinderungen setzt die Kenntnis der Bewegungen
der einzelnen Getriebeteile zu einander voraus, aus denen dann die
treschwindigkeiten und Beschleunigungen abzuleiten sind. Da nun,
wie aus der Betrachtung der obigen Figuren ohne weiteres erhellt,
jeder Kurbelstellung eine eindeutig bestimmte Lage des (leitstiickes
entspricht, umgekehrt aber jeder Lage des letzteren im allgemeinen
zwei Kurbelstellungen zugehoren, so empfiehlt es sich, als unabhingige
Veranderliche die Kurbelstellung, gemessen durck ihren Anschlags-
winkel gegen eine ihrer Kndlagen (sogenanute Totlagen bezw. Taot-
punkte) zu wihlen. Wir gehen dabei von dem dem Gleitstiick zu-
gewendeten sogenannten inneren Totpunkte aus und bezeichnen
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Von Prof. Dr. Haxs Torexz. b5)

den erwiihnten Kurbelwinkel mit ¢ (siehe Fig. 4), dem alsdann ein
Anschlagswinkel § der Schubstange aus ihrer Mittellage entspricht.
Bezeichnen wir nun den Kurbelradius mit 7, die Schubstangenlinge
mit { und die momentane Entfernung des Kreuzkopfzapfens C von
der Hubmitte mit z, so haben wir fir x die Beziehung

1) ' z+l—=rcosgp+lcosg,
welche wegen

2 rsing = Isinj
iibergeht in S

1a) x—i—Z:rcoszp-}—Z‘/l»%sian;.

Dieser Ausdruck ist fiir die weitere Behandlung recht unbequem;
wir wollen daher die Wurzel in eine Reihe entwickeln und erhalten,
nachdem noch [ auf beiden Seiten weggehoben ist,

. 1 72 . -4
1b) %:costp——%%sm?tp(l—}—zg.‘sm?w-}—é%sm‘(p—}—---).

Bei der starken Konvergenz dieser Rleihe wird man sich ohne
Zweifel mit nur wenigen Gliedern begniigen diirfen. Die Glieder werden

Fig. 4.

—
|
\ L |

stimtlich am grossten mit @ =— %; auch ist dann ihr Einfluss auf das

Gesamtergebnis ein Maximum, da hierfir cosp — 0 wird. In der
Praxis kommen nun vorwiegend Verhiltnisse des Kurbelrading zur
Schubstangenliinge vor, welche zwischen 1:4 und 1:5 liegen. Fiir
diese Grossen haben wir aber die folgenden Werte:

¥ 1 7 141 1 7t

7|27 | 3 | ww
1:4 | 0,125 | 0,0156 | 0,0005
1:5 | 0,100 | 0,0100 | 0,0002

Daraus folgt, dass man sich in den meisten Fillen mit der An-
niherungsformel:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Dynamik der Kurbelgetriebe.

le) ?—cos«p—%'—isinzq)
begniigen kann. Fir das Kurbelschleifengetriebe verschwinden,
da hier v:{=0 zu setzen ist, in 1b) naturgemiss alle Glieder bis
auf cos @, sodass sich die Bewegungsverhiiltnisse dieses Mechanismus
besonders einfach gestalten.
Die Geschwindigkeit des Gleitstiickes ergiebt sich durch
Differentation von 1) pach der Zeit, also mit Riicksicht auf 2):

i dz . dp o . r cosg\dy
3) T ———_rsn.l(p(l—{— )dt —~—rsmq>(1+ T osp ) dt’

Entwickeln wir auch hier den Ausdruck

1:cosp — (1—Tsin?p) ™%
in eine Reihe, so geht 3) tiber in
1
3a) ‘df TSlll(pdt{1+ cosq)(1+2l,s1n q>+ ,6451n¢+ )1

worin wir wieder die Glieder mit héheren Potenzen von »:1 ver-
nachliissigen diirfen, sodass nur noch

3b) ‘Zlf: 'rsinq;<1—{— ?cosq))d—q’— - (sm(p +, s1n2<pj
als Niherungswert iibrig bleibt. Diesen Ausdruck hatten wir amch
sogleich durch Differentiation von 1c¢} erhalten kénnen. Durch Ver-
gleich dieser Formel mit 3) erkennt man iibrigens, dass unsere Ver-
nachliissigungen in der Kleinheit des Winkels g8 beruhen, dessen Kosinus
deshalb nicmals sebr von 1 abweichen wird. Genau zu demselben
Ergebnis wiiren wir auch gelangt, wenn wir aus demselben Grunde

sinfi ~v #, mithin 32 o Leos:p gesetzt hiitten.

1

Durch eine weitere Differentiation geht schliesslich aus 3) die
Beschleunigung des Gleitstiickes hervor, die wir indessen, da
sich dieselben Uberlegungen hier wiederholen, uunmittelbar aus 3b)
ableiten wollen. Wir fithren nur noch eine Abkilrzung fiir die Winkel-

geschwindigkeit der Kurbel ein, indem wir
do
4) dt
setzen, und erhalten dann fiir die Beschleunigung

—&
= d x? 2 r 9 de( . T oGing
5) g - — ret(cosg + - cos (p>*rd~t(sm(p—}— oy SN2 ),

welche sich fiir das Kurbelschleifengetriebe vereinfacht in

da? de .
Ha) ﬁ,szr(s?cow +225c sm(p).

In allen bisherigen Behandlungen der Mechanik des Kurbelgetriebes,
iusbesondere derjenigen von Radinger, wird nun das mit der Winkel-
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Von Prof. Dr. Hans Lorexz. 1

beschleunigung g—: behaftete Glied vernachliissigt und damit eine Ver-

einfachung erziclt, welche indessen in zahlreichen, gerade in neuerer
Zeit wichtig gewordenen Fillen auf Widerspriiche fiihrt.

Wiihrend das Gleitstiick sich nur in einer Richtung bewegt, sind
fir die einzelnen Punkte der Schubstange immer zwei Kom-
ponenten zu berticksichtigen. Wir wollen der Einfachheit halber uns
die Elemente der Schubstange auf die Verbindungslinie zwischen dem
Kreuzkopf- und Kurbelzapfen, die sogenannte Axe, reduziert denken und
elnen von ersterem um # entfernten Punkt ins Auge fassen (I'ig.4). Die
Lage dieses Punktes bestimmen wir einerseits durch seinen Abstand z'
von O gemessen in der Bewegungsrichtung des Gleitstiickes und seine
Entfernung ' von dieser Linie, und erhalten hierfir:

6) z'=rcosp + (I — 2)cos 3,

7 y'=z-sinf = z? sin g.

Von diesen Gleichungen lisst sich 6) durch die schon oben an-
gewandte Vernachlissigung unter gleichzeitiger Elimination von f
iiberfithren in

ba) r= _,L+i

7

= cos p + L?_Z—f-%sin’*(p.

Durch Elimination von ¢ aus 6a) und 7) gelangt man weiter
zur Gleichung der Bahnkurve des betrachteten Punktes, die uns in-
dessen hier um so weniger interessiert, als sich deren Eigenschaften
viel einfacher mit graphischen Methoden verfolgen lassen. Die Formel 6a)
entspricht in ihrer Bauart genau der Gleichung 1le) filr die Bewegung
des Gleitstiickes, sie geht auch fiir 2 =0 in diese iiber, wenn wir
nur die Abscisse statt auf O, auf die Hubmitte beziehen. Fiir 2 — /¢,
also den XKurbelzapfen erhalten wir dann die der Kreishewegung ent-
sprechende Formel:

6b) z'y =reosg.

In ganz derselben Weise, wie oben, ergeben sich nunmehr auch
die Geschwindigkeiten des betrachteten Punktes nach beiden Rich-
tungen zu

8) og’: —re (sintp +'lf;lz-; sin 2!})),
9) fldz,’=+zo—l'-acosq)
und schliesslich die Beschleunigungen in beiden Richtungen:
gdztf' = — g (cos ¢+ l_;_z% cos 2‘?)
10) — ;Cf; (sinqy + Z‘z_lijl -sin2(p),
11) ‘f;;lzi —— r% .(52 sin g —%i— cos (p).
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8 Dynamik der Kurbelgetriebe.

Sehr einfach gestalten sich endlich die Bewegungsgleichungen des
dritten Gliedes, der Kurbel, deren einzelne Punkte siimtlich Kreise
beschreiben. Hat z. B. der ins Auge gefasste Punkt den Abstand g
vom Drehungsmittelpunkt O, so sind die beiden Koordinaten desselben:

12) z"= g cos p,
13) y"=gsingp,
mithin die Geschwindigkeitskomponenten:
. dac” .
14) g = — eesing,
dyﬂ
15) ~dt—:+QECOS(p,
und die Beschleunigungen:
dﬂ ‘fl d .
16) —d‘xT =—0p (e%osqy + d—;sm q;),
. aiy" . de
17) *d’t"/r ——0 (82 Sing — - Cos qp),

Diese letzten Formeln gelten naturgemiss auch unverindert und
streng fiir das Kurbelschleifengetriebe, fitr welches Gleichung 10) sich
auf Ha) reduziert, seitliche Bewegungen von anderen Teilen ausser
der Kurbel, wie sie durch Gleichung 9) und 11) charakterisiert sind,
dagegen ganz wegfallen.

2. Die Massendriicke am Schubkurbelgetriebe. Den im
vorigen Paragraphen ermittelten Beschleunigungen entsprechen nun
Reaktionen der einzelnen Massen, die wir als Massendriicke bezeichnen
wollen. Die in die z-Richtung fallenden Komponenten X dieser Reaktio-
nen summieren sich, wenn wir von der Reibung im ganzen Getriebe ab-
sehen, im Kurbellager O und werden dort von der Fundamentplatte
aufgenommen, wihrend die hierzu senkrechten Komponentem Y teils
im Kurbellager O, teils auch am Kreuzkopfzapfen O auftreten.

Die Massendrticke ergeben sich dabel einfach als die Summe der
Produkte der einzelnen Massenelemente mit ihren Beschleunigungen.
Es sei nun P das Gewicht des lediglich geradlinig bewegten Gleit-
stiickes, g die Beschleunigung der Schwere, dann ist der durch seine
Bewegung wachgerufene Massendruck nach Gleichung 5): .

Pdzt P o
X:—fg d“:—rs"(cosqy—}—TcosZ(p)

g
P def . r .
+7g—r%(blnq)+—‘;ﬁsln?tp),

18)

In derselben Richtung wirkt auch der Beschleunigungsdruck X'
der Schubstange, deren Gewichtselement wir mit d(G bezeichnen
wollen. Wir haben also mit 10):
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23)

Von Prof. Dr. Hans Lozrexnz. 9
ix'_ 46 éd v _
19) . R
4 2r

+ v Tai (smq)+ —sin2¢@ — 5% sm?tp)
woraus sich der Gesamtdruck durch Integration tiber die ganze Schub-
stangenlinge erglebt. Fiithren wir nunmehr den Schwerpunktsabstand
s der Schubstange vom XKreuzkopfzapfen ein, und bezeichnen mit G

das Gesamtgewicht derselben, so ist offenbar
I

/‘sz = Gs'
0

und wir erhalten aus 19):

X':%'ra (cosq; + —cos?q: . cos?cp)
G .
—{—;rﬁ<smq;+2—lsm2(p 2l‘s1n2q>)
Endlich wirkt auch noch die Kurbel in derselben Richtung, und
zwar ein Element d K derselben nach Gleichung 16) mit der Kraft:
dK d?*z" dK ds .
21) dX”=——g— d;" fjg(szcosw +Esm<p),

woraus sich der Gesamtdruck mit dem Schwerpunktsabstand der Kurbel
s" und ihrem Totalgewicht K zu

d(‘

(coqu + - cos?qa T cos 29:)

20)

22) X"= fq e2cosg + ”ds sm(p
ergiebt. Die Welle und das Schwungrad tmgen ihrer symmetrischen
Anordnung um die Drehaxe wegen zu den Massendriicken nichts bei.
Dasselbe wiirde auch fiir die Kurbel gelten, wenn dieser gegeniiber
auf der Welle ein Gegengewicht von demselben statischen Moment in
Bezug auf die Drehaxe aufgekeilt wire. In diesem Falle sprechen wir
von einer ausgeglichenen Kurbel.
Durch Zusammenfassen der Einzeldricke X, X', X" folgt dann
der totale Massendruck in der z-Richtung zu

ix—° {(P+ G)r (cosup —|—~ cos2q;) + Ks"eosp— G ,5 cos?cp}

d
;d;{(P+G)1 (smtp + 55 21 sin 2q)) + Ks"singp — G- 21,9 s1n2q;}

Auf dieselbe Weise ergiebt sich der Massendruck in der y-Rich-
tung mit Hilfe von 11) und 17) zu
24) Y — ;(G;-s'—k Ks”)(azsin(p—g—;cosw).

Die Verteilung dieses Druckes auf die beiden Punkte O und C
kann leicht mit Hilfe des Momentensatzes ermittelt werden; fiir unsern
Zweck ist dieselbe indessen ohne Bedeutung. Dagegen ist die Be-
merkung wichtig, dass eine zahlenmiissige Auswertung dieser Driicke,
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10 Dynamik der Kurbelgetriebe.

auch bei voller Kenntnis der Dimensionen und Gewichte aller Getriebe-
teile, sowie der mittleren Umdrchungsgeschwindigkeit der Kurbel zu-
niichst nicht moglich ist. Gerade dieser Umstand ist bei der An-
wendung  der Massendriicke in der Theorie der Kurbelmechanismen
bisher wohl ausnahmslos iibersehen worden. Immerhin lassen sich aus
unseren beiden Formeln 23) und 24) einige wichtige Schliisse ziehen.
Fir das Kurbelschleifengetriebe gehen dieselben, indem wir hier das
Schubstangengewicht fortlassen und #:{ — O setzen, iiber in

25) X, = é(Pr + Ks") (52 cos @ + Z—: sin tp),
1 w2 - ds
26) LY, = aK.s (5 sing — COS(p).

Dadurch, dass man der Kurbel gerade gegeniiber auf der Welle
cine Masse von demselben Momente As" anbringt, kann man den
Massendruck X Y, vollstindig zum Verschwinden bringen, wodurch
tibrigens auch X X verringert wird. Hebt man jedoch diesen Druck
allein auf, durch Anbringen einer der Kurbel entgegengesetzten Masse’
mit dem Momente Pr -} Ks", so wird gleichzeitig hierdurch

1. de .
TY, = - gl’ r (e“’cos P -+, sin ‘P);

mithin, da gewdhnlich Pr > Ks", nicht nur in seiner Richtung um-
gekehrt, sondern auch bedeutend vergrossert. Solche Gegengewichte
findet man hiufig bei
U Lokomotivmuaschinen
72\ angewendet; man er-
. ; .o kennt jedoch, dass es
\ / nicht einmal mdglich
L ist, mit 1ibnen beim

Kurbelschleifengetriebe
beide Komponenten des Massendruckes aufzuheben. Fbensowenig ge-

lingt dies beim gewdhnlichen Schubkurbelgetriebe, bei dem man aller-
dings durch Anbringen einer der Kurbel entgegengesetzten Masse vom

Moment G%s'—f— K" den Massendruck ¥ Y aufheben kann, nicht aber

Fig. 5.

durch irgend eine Masse, die unter irgend einem Winkel auf die
Welle aufgekeilt ist, den in der anderen Richtung wirkenden Druck
zu beseitigen vermag. Es liegt dies einfach an den lediglich von der
Schubstange herriihrenden Gliedern in Gleichung 23), welche ihrerseits
nur durch entgegengesetzt gleiche aufgehoben werden kénnten. Dies
ist aber nur erreichbar durch Anbringen eines mit entgegengesetater
Kurbel an derselben Welle arbeitenden, vollkommen gleich dimensio-
nierten Getriebes (siehe Fig. 5), welehes jedoch nur in den seltensten
Fallen praktisch brauchbar ist.
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Von Prof. Dr. Hass Logrexz. 11

3. Die Ausgleichung der Massendriicke bei mehrkurbligen
Maschinen. Wir betrachten nunmehr einen Mechanismus, der aus »
ip parallelen Ebenen nebeneinander, aber an derselben Welle O an-
greifenden Kurbelgetrieben besteht. Ausserdem mogen sich simtliche
Gleitstiicke in einer Ehene bewegen, in der gleichzeitig auch die Welle
liegt. Die einzelnen Kurbelradien seien # 1,7y - - - r,, die Gewichte der
einzelnen Getriebeteile und ihre Schwerpunktsabstinde mdgen ebenfalls
unter Beibehaltung der fritheren Benennungen durch diese Indices be-
zeichnet sein (Fig. 6).

Steht dann die erste Kurbel im inneren Totpunkte, so sei die
zweite Kurbel in der Drchrichtung bereits um einen Winkel ¢,, die
dritte um e, die %' um a, vorangeeilt. Ausserdem sei der Abstand
der Bewegungsebenen der einzelnen Getriebe von derjenigen des ersten
mit a,, a;, @, bezeichnet. Die In jedem Moment infolge der starren
Vervindung der Kurbeln mit der Welle allen gemeinsame Winkel-

P; Fig. 6.

s RPN e

=1 3;;%:,

—1;;1 LJ ‘E:—] 1.6 ’TL
= 2

geschwindigkeit sei wieder &. Da simtliche Getriebe durch die Welle
verbunden sind, also eine gemeinsame Fundamentplatte besitzen, so
kénnen wir auch ihre augenblicklichen Massendruckkomponenten ad-
dieren und erhalten, wenn wir diese Summen der Kiirze halber mit
X und Y bezeichnen, hierfiir bei der Stellung ¢ der ersten Kurbel:

X s(Pr+ Gr+ Ks'")cos (¢ + a)
g

+}:<PV -+ Gr,,(};'sf)fllcos 2(q)+a)}

+ ; g’i{z(Pr + G4 Ks")sin(p + @)

sl o o) o)

27)

[ y— 2y (G%s% Ks’) sin(p -} o)
g
28> l 1 dey ((w r s KS‘”) coq( 1)
_g d;t r I h b S (p J-
Durch Auflssung der Winkelfunktionen und Vorsetzen der sin
und cos des fiir alle Getriche gleichzeitig maflgebenden einfachen
bezw. doppelten Winkels @ vor die Summenzeichen wird hieraus:
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12 Dynamik der Kurbelgetriebé.

X = ;coquZ(Pr—}— Gr+ Ks")eosa

— §sin¢Z(Pr+ Gr+ Ks")sina

+ % %cosrp}i(Pr + Gr + Ks'")sine

4 L Z—;sin(pZ(Pqu Gr+ Ks")eosa

no
-
I
N
S

e %COS?@X(.PT—}- Gr— G%s')%cos?a
— %;siDQcp):(Pr-% Gr — G’l s') i;rsinQu
1 ds

5 di cos?th(Pr + Gr — G%s’) %sin?a

4 .
+ —2% sin?th(P?‘ +Gr+ G%S')%COS&" .

-+

\

2 2
Y — fq—sin(pZ(G%s'—}— Ks”) cos & —+ %cosq;i((%%s'—{— Ks”) sin o
9 L
Sa) +1df in 2<G7 '+K ”) . 1ds z(p TS’—}—.KS”)
g dts Q@ TS S Sln“'—}]‘a—tcoslp 77 cos .

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen diese
resultierenden Driicke ganz oder teilweise fiir beliebige Stellungen @
der ersten Kurbel und beliebige Winkelgeschwindigkeiten, bezw. Be-
schlennigungen zum Verschwinden gehracht werden kinnen.

Da die vor den Summenzeichen stehenden Produkte aus Winkel-
funktionen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ebenso willkiir-
lich sind wie diese selbst, so kann ein allgemeines Verschwinden
offenbar nur eintreten, wenn gleichzeitig alle Summen zu Null werden,
d.hL. wenn

29) X(Pr+ Gr+ Ks")cosa =0, X(Pr+ Gr+ Ks")sine =0,

s") ;eos 20 =0,
30)
s’) ; sin2e¢ =0

31) Z(G %s'-{— Ks”) cos ot = 0, = (G %s'—'r Ks") sine = 0.

Durch Subtraktion der beiden letzten von den ersten Gleichungen
kann man iibrigens sofort die Kurbelmomente aus 29) eliminieren und
schreiben:

Z(Pr 4 Gr — Gil.s') cos ot — 0,
29a) .
Z(PT + Gr— G—;s')sina =0;
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Von Prof. Dr. Haxs Logrexz. 13

Z(Pr+ Gr—G—?—s’)%cos2a =0,

- Y
s(proGrGls);
31a) z(G§S'+ Ks") cosa—0, (G5t Ks”) sin .

Uberaus einfach gestalten sich diese Bedingungen fiir Kurbel-
schleifengetriebe, da hierfiir alle G =0 und r:{— 0 zu setzen
sind. Damit werden die Formeln 30a) identisch erfiillt und es
bleiben nur

29b) X Preose =0, ZPrsine=20
tibrig, vorausgesetzt, dass die Kurbeln jede fiir sich ausgeglichen sind.
Ist dies nicht der Iall, so miissten zu diesen beiden Gleichungen noch
die aus 31) hervorgehenden

31b) TKs"ecose =0, TKs"sine =0
hinzutreten. )

Da unsere Krgebnisse weder Geschwindigkeiten, noch auch Be-
schleunigungen mehr enthalten, so stellen sie offenbar Gleichgewichts-

30a)

sin2 e = 0;

Fig. 1. .
g D

bedingungen dar. Es ist deshalb von Interesse, dieselben mit derjenigen
Bedingung zu vergleichen, welche ein System von # an derselben
Welle arbeitenden Kurbelgetrieben erfiillen muss, um in jeder Lage
sich im Gleichgewichte zu befinden. Zu diesem Zwecke wollen wir
(Fig. 7) dem ganzen System eine schiefe Lage geben, so dass die Be-
wegungsebene aller Gleitstiicke mit dem Horizont den Winkel y bildet,
und das Prinzip der virtuellen Verschiebungen darauf anwenden. Be-
deutet  die momentane Hohe des Schwerpunktes S eines Gleitstiickes
tiber einem beliebigen, z. B. den durch das Wellenmittel gelegenen
Horizont, »' diejenige des entsprechenden Schubstangenschwerpunktes
8" und schliesslich %" die des Kurbelschwerpunktes §'', so lautet die
Gleichgewichtsbedingung allgemein:
32) T(Poh+ GOR'+ KoL) =0.
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14 Dynamik der Kurbelgetriebe.

Hierin ist aber mit Riicksicht auf unsere schon frither angewandten
Vernachliissigungen fiir die erste Kurbel:

0h =0z -siny — — 7 (simp + 'g*lsin.?(p) dg-siny,
B'= — (reos @ + leosB)siny — s'sin(y — f)

also . ro. :
0h'— — r(smfp + §[SIU2W) dp-smy

r

> ?
+s”jcosq;-cosydqv—}—s'r—fsm?waq”

273
W= s"sin (p + ),
0h"= — s"sinpsin pd o -+ s” cospcosy 0 .

Fihren wir diese Werte in 32) ein, und ersetzen gleichzeitig ¢
durch den fiir eine beliebige Kurbel giltigen Winkel @ 4+ «, so er-
halten wir

— siny X (Pr 4+ Gr+ Ks")sin(p + @)

siny

53) _ Z(Pr—kGr—G%s')%sin?(q;ﬁ—a)

-+ cosyZ(G;fs'+ Ks”) cos (p + &) = 0.

Losen wir auch hierin die Winkelfunktionen auf und setzen die
allen gemeinsamen Werte sing, cos g, sin 2 ¢, cos 2 ¢ vor die Summen-
zeichen, so erkennen wir, dass die Gleichung 33) nur bestehen kann,
wenn die einzelnen mit den Funktionen von ¢ behafteten Summen
simtlich verschwinden. Diese Summen aber sind identisch mit den
sechs Ausdriicken 29) bis 31), so dass unsere Massendruckausgleich-
ung nichts anderes besagt, als dass in einem System von % Kurbel-
getrieben mit gemeinsamer Welle der Gesamtschwerpunkt
seine Lage nicht &ndern darf, wobei die Neigung der gemein-
samen Bewegungsebene aller Gleitstiicke ganz willkiirlich ist.

Bei einer einkurbeligen Maschine rufen die Massendriicke nur
dann Momente in einer durch die Welle und die Bewegungsrichtung
des Gleitstiickes bestimmten, sowie einer senkrecht hierzu stehenden
Ebene hervor, wenn die Kurbel nicht durch zwei gleichweit entfernte
Lager zu beiden Seiten gestiitzt ist. Jedenfalls wird dann die Kurbel
im anderen Falle dem niichsten Lager thunlichst genihert, sodass die
von ihrer seitlichen Lage herriihrenden Momente nur klein sind. Bei
mehrkurbligen Maschinen dagegen konnen sie ganz erhebliche Werte
annehmen, so dass hier die Frage nach der Moglichkeit einer Aus-
gleichung gerechtfertigt erscheint. Zu diesem Zwecke wihlen wir als
Pol einen auf der Welle um a von der ins Auge gefassten Kurbel
entfernten Punkt und erhalten durch Multiplikation dieses Abstandes
mit den heiden Massendruckkomponenten Gleichung 23) und 24) die
fraglichen Momente. Fiihren wir statt des Winkels ¢ in diese Gleich-
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Von Prof. Dr. Hans Lorexz. 15

ungen dann noch den allgemeineren Winkel ¢ 4 « ein und verstehen
unter ¢ die Entfernung der dem Winkel & entsprechenden Kurbel
von der ersten (Fig. 6), so kOnnen wir alle in denselben Ebenen
wirkenden Momente summieren und erhalten fiir die resultierenden
Momente die Ausdriicke:

¥(Xa)= E;{Z(Pr + Gr+ Ks")acos(p + «)

-+ Z(Pr-}— Gr — Gis’)gacos2(tp+ a)}

34
) } +% d‘{):(Pr+ Gr+ Ks")asin(p + a)

+ ;‘:(Pr—}- Gr — GTS)WaSlDQ(lp -+ a)}

£ y T " :
Z(Ya)=;Z(GTS+Ks )(Lsm(tp—{—a)

— ; 62; Z(G ;rs'+ Ks")acos (p + ).

Diese Momente (Kriiftepaare) suchen nun das ganze System um seinen
Schwerpunkt zu drehen und wiirden, wenn sie nicht ausgeglichen sind,
vermige ihrer Verinderlichkeit zn Schwingungen (Pendelungen) um
zwel zur gemeinsamen Welle senkrechte Axen Anmlass geben. Ein
weiteres Drehmoment, welches vorwiegend von der Veriinderlichkeit
der Winkelgeschwindigkeit herriihrende Schwingungen um die Welle
selbst zur Folge hat, werden wir spiiter kennen lernen.

Als Bedingung fur das Verschwinden der Werte 34) und 35) er-
geben sich nunmehr in genau derselben Weise wie ohen die Gleich-

uu%en: { S(Pr+ Gr+ Ks"acosa =0,
36) Z(Pr+(1T+Ks")a51na - (,
Z(Pr-l— Gr— @G )~acos‘)a»0
37)
}:(Pr+ Gr—G73)7a5i112a=0,
z(g;;.,s-'+ Ks”) acose =0,
38)

T (G%s'—% Ks"‘) asineg =0,
oder auch iibersichtlicher:

Z<P1‘+ Gr — G%s")acoqa—o

36a) )
(P7+ G%s')asma: ,
X(I’o + Gr — Gil.s') :acm?a—o
37a) C N,
Z(Pr+ Gr— G%s')%a sin 2¢ =0,
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16 Dynamik der Kurbelgetriebe.

v T . .
38a) Z(GTS'+ Ks”)a,cosoc— ,

Z(G %s'—}— Ks")asina = 0.

Fir ein System von Kurbelschleifengetrieben gehen diese
Gleichungen iiber in:
361b) 2 Pracose =0, XPrasina=20,

38b) ZHs"acosa =0, TKs"asina =0,

Eine recht iibersichtliche Form gewinnen unsere Krgebnisse
iibrigens, wenn wir abkiirzungsweise:

39) Pr4 Gr— G3s'—Q,
40) G 7s'+ Ks"— R

setzen. Wir wollen diese Ausdriicke als die reduzierten Momente
der hin- und hergehenden bezw. rotierenden Massen bezeichnen
und kénnen dann unsere Bedingungen fiir das Verschwinden der
Massendriicke und Massendruckmomente in drei Gruppen ausschreiben:

I YQcose =0, Z@sine =0,
’ Y @Qacosea=0, XfQasine=0,
{ YReose =0, IRsine =0,

I ThRacose—0, ZRasine=—0,

TQ7cos2a —0, Q7 sin2a—0,
IIL , .
Y@ acos2e¢=0, IQ- asin2e—0,

Von diesen* bezieht sich die Gruppe I ausschliesslich auf die
Wirkung der hin- und hergehenden Massen, die Gruppe II unabhiingig
davon auf die rotierenden, wobei von der Schubstange der Betrag

G(l—%i) als lediglich hin- und hergehend, der Rest G%' dagegen

als im Kurbelzapfen konzentriert und mit diesem rotierend angeschen
werden darf. Es sind dies auch die beiden sich zu dem der Schubstange
ergiinzenden Gewichte, mit denen diese statisch den Kreuzkopf bezw. den
Kurbelzapfen belastet. Die Gruppen I und II sind nun ganz ebenso gebaut,
wie die Bedingungen fiir den Ausgleich von Kurbelschleifengetrieben;
wir wollen sie in der Folge die Ausgleichsbedingungen erster
Ordnung nennen. Im Gegensatz hierzu stehen die in Gruppe 1II ver-
einigten Ausgleichsbedingungen zweiter Ordnung, fiir welche
die rotierenden Mussen keine Rolle mehr spielen. Hitten wir tibrigens
aus unseren Reikenentwickelungen z. B. 8a) noch Glieder mit héheren

* Wir werden spiiter untersuchen, inwieweit diese Gleichungen mit einander
vertriiglich sind, bezw. unabhiingig von einander bestehen konnen.
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Potenzen von r:1 bezw. der Winkelfunktionen herangezogen, so wiirden
wir auch hier noch Bedingungen fiir Massenausgleiche Ldhcrer
Ordnung erhalten haben, denen aber bei der relativen Kleinheit der
cintretenden Grossen keine praktische Bedeutung mehr zukommt.

Die hier entwickelte Theorie des Massenausgleichs hat nun in der
Praxis des Schiffbanes — allerdings in vereinfachter Form — eine
weitgehende Anwendung erfahren, Auf ihre theoretische Méglichkeit,
wenigstens fiir Kurhbelschleifengetriebe, wies zuerst der amerikanische
Ingenieur Taylor 1891* hin, indem er die Ausdriicke 29b) und 36b)
graphisch durch geschlossene Polygone darstellte. Taylor bezweifelte
indes die praktische Durchfithrbarkeit, da er.die Schrinkungswinkel e,
die Cylinderabstinde und auch die Gestingegewichte als durch andere
Riicksichten, auf die wir weiter unten zu sprechen kommen, fiir fest-
gelegt ansah und schlug nur die Kinfthrung einer neuen hin- und
hergehenden Masse vor. Diese kann aber bel sonst gegebenen Maschinen-
dimensionen die vier Gleichungen 29b) und 36b) nicht gleichzeitig er-
filllen, da sie selbst und ihre Anordnung schon durch drei Grossen,
niimlich das Produkt Pr, den Abstand ¢ und den Schriinkungswinkel o
bestimmt ist. Dagegen erkannte der englische Schiffbauer Yarrow1892%#
die Moglichkeit, dies durch Einfiihrung zweier Massen zu erreichen,
verlies aber seine Methode sofort, nachdem der deutsche Ingenieur
Otto Schlick 1893*#* die praktische Erfiillung der Bedingungen eiues
Ausgleiches erster Ordnung durch die Massen und Anordnung der
arbeitenden Getriebe selbst, ohne Zuhilfenahme neuer toter Gewichte,
gezeigt hatte. Dem Vorgange von Yarrow in der Annahme des
Schlickschen Verfahrens schlossen sich seitdem rasch die namhaftesten
Fabriken des In- und Auslandes an, wihrend sich Schlick selbst in
Anlehnung an die praktischen Frgebnisse bemiihte, die bald erkannte
Moglichkeit auch des Ausgleiches zweiter Ordnung fiir die Industric
nutzbar zu machen. Aus diesen Bestrebungen, an denen sich u. a. der
Verfasser beteiligte, ist auch die vorliegende Arbeit hervorgegangen.

* Taylor: , The causes of vibrations of screw steamers*, Journ. of the
American Society of Naval Engineers Vol. III. 1891.

** Englisches Patent Nr.5321/1892.

*** Deutsches Patent Nr, 80974, 1893,

(Fortsetzung folgt.)

Zeitachrift f Mathematik u. Physik. 44. Jahrg. 1899, 1. Heft. )
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Die Bestimmung der Geschwindigkeit nach den Methoden
der Photogrammetrie.

Von

Karr Hrux
in Berlin.

Vor zwei Jahren wurde ich — bei Gelegenheit der internationalen
Wolkenmessungen, die vorwiegend auf photographischem Wege er-
folgten -— angeregt, eine analytische Lisung der Grundaufgabe der
Photogrammetrie fir eine ganz beliebige Orientierung der Platten zu
versuchen, die hier im ersten Abschnitte mitgeteilt ist.

Die grossen Fortschritte der photographischen Aufnahmetechunik,
welche ich bei Gelegenheit der sogenannten kinematographischen Vor-
fihrungen der Gebr. Lumiére u. a. sah, gaben den Anlass zur Aut-
stellung und Durchfithrung des wpaheliegenden phoronomischen Pro-
blems der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsbestimmung rasch
bewegter Objekte auf diesem Wege.

Zu einer praktischen Ausbildung des Verfuhrens i1st allerdings
mehr nitig als die Aufstellung einiger Formeln, die bei ihrer Hand-
habung doch noch mancherlei Vereinfachungen verlangen werden. Nicht
geringe Schwierigkeiten werden namentlich die Bildmessungen bei dem
kleinen Plattenformat, welches bei Serienaufnahmen notwendig ist,
verursachen. Aber es scheint mir verfriiht, jetzt schon auf KEinzel-
heiten hinzuweisen, die sich dem Problem in der Praxis ungesucht
aufdringen werden. Hier ist eine Iassung und allgemeine Lisung
desselben vom Standpunkte des Mathematikers mitgeteilt, nicht mehr.

A. Beziehungen zwischen den Raumkoordinaten
und den Plattenkoordinaten eines Punktes.

1. Setzen wir ein photographisches Objektiv voraus, welches
winkelgetreue Abbildungen liefert, so kann das Bild eines Raum-
punktes, welches auf der Platle entsteht — abgesehen von der
sphiirischen und astigmatischen Abweichung — als eine Central-
projektion desselben betrachtet werden. Als projizierender Strahl ist
der optische Hauptstrahl des betreffenden Punktes anzusehen, welcher
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Von Karr Heus. 19

in den ersten Hauptpunkt eintritt, aus dem zweiten mit einer Parallel-
verschicbung austritt und die Platte in dem Bildpunkt durchsticht.
Der vordere Hauptpunkt erscheint hiernach als Centrum der Projektion
und die Bildebene liegt um den Abstand der Hauptpunkte parallel
verschoben vor der Platte. Eine Gerade, welche durch das Centrum
geht und die Bildebene senkrecht durchschneidet, soll in iiblicher Weise
als Hauptaxe bezeichnet werden.

2. Den Raumpunkt P beziehen wir auf ein festes rechtwinkliges
Axensystem und nennen die hierauf beziiglichen Koordinaten xz, v, 2.
Die entsprechenden Koordinaten des Projektionscentrums C* seien a,
b, ¢. Bildet nun die Hauptaxe mit den Raumaxen die Winkel «, g, 7,
so sind ihre Gleichungen:

r—a  y—b zZ—c

cose  cosf  cosy

Auf dicser Geraden errichten wir eine normale MKbene, welche
durch C* geht und von der zu ihr parallelen Bildebene den Abstand
h hat. In dieser Ebene denken wir uns ferner zwei zu einander senk-
rechte Geraden durch C* gezogen, welche mit den Raumaxen be-
beww. die Winkel «'8'4' und «"8"p" einschliessen. Hierdurch erhalten
wir mit Hinzunahme der Hauptaxe ein zweites Axenkreuz, auf welches
wir den Punkt P beziehen kinnen. Die entsprechenden Koordinaten
seien z', ¢, #'. Beide Koordinatensysteme sind durch die bekannten
Gleichungen:

z'= (x — a)cose 4 (y — b)cos § + (2 — ¢) cosy
1) y'— (x — a)eose + (y — b)eos B’ + (¢ — ¢) cos y'
Z'=(x —a)cosa"+ (y - b)cosB"+ (2— ¢)cosy”,
] z—a—=ua'cose -+ y'cose'+ 2 cosa"
2) y—b=2xa"cos B+ y'cos '+ 2'cos "
l z-—c=ux'cosy -+ y'cosp' + 2'cosp"
analytisch verkniipft.

Da sich die abbildenden Strahlen im Centrum kreuzen, so be-

stehen zwischen den Axenwinkeln die Relationen der Orthogonalitiit

in der Form: " ) )
I cos ¢''= cos 3’ cosy — cos fcosy

3) cos 3"= cos p'cos ¢ — cosy cos e’
l cos p"= cos ' cos § -~ cos mcos B'.

Es ist nun sehr leicht, zu den Grundformeln der Photogrammetrie
zu gelangen. Bezeichnen wir nimlich die Centralprojektion des Punktes
P mit P' und setzen zugleich C*P=¢, C*P'=¢', so folgt aus der
perspektivischen Lage

2ih=y:1v=2:1w=¢e:e =gq, -
wenn ¢ und w die rechtwinkligen Plattenkoordinaten des Bildpunktes F'
bedeuten. Die Gleichungen 1) und 2) gehen jetzt iiber in:
2*
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20 Die Bestimmung der Geschwindigkeit ete.

6h = (z—a)cosa + (y —b)cosf + (2 —c)cosy = F
4) 6v = (z —a)cose + (y —b)cos '+ (2 --¢c)cosp' = I
i dw=(z — a)cosa"+ (y — b) cos p"+ (z — ) cos p"= F"
. 2 —a=0c(hcose + veosa'+ weosa") =aA
5) y—b=0c(hcosf-+uvecosf'+ weosB") =6B
2 e¢=cd(hcosy +vcosp'+ weosy'") =oC.
Die Gleichungen 4) geben zur Bestimmung der Plattenkoordinaten

(d.h. der rechtwinkligen Koordinaten des Bildpunktes in der Bildfliche)

die Formeln:
) bl ol
6) V=" L und w= i h.

Aus den Gleichungen 5) folgt unmittelbar:

7) T @ y—b z—c

4 T B T 0’

also die Gleichungen des projizierenden Strahls PP’

Hat man zwel centralprojektivische Bilder desselben Punktes P
mit den Bildkoordinaten v,, w, und v, w,, welche zu den Orientierungs-
konstanten

tobycy @By @'y By #'o @'y B ¥o B
abe, eByyy o'y B ¥y ey BV Ry

gehdren, dann dienen die Gleichungen:

z—a,  y—b, z—g¢,
8) Ao Bo Co

z—a, y—b  z—q

4, B0

zur eindeutigen Bestimmung des Punktes P.

Hiermit ist die Grundaufgabe der Photogrammetrie erledigt.

3. Nur selten wird man jedoch die Formeln 8) in ihrer voll-
stiindigen Allgemeinheit d. h. bei ganz beliebiger Orientierung der
Platten zur Anwendung bringen. Die Axe der v-Koordinaten kann
man fast immer horizontal legen. Dann ist

cose cose'+ cosfeos f'=0

cos?a’+ cos?f'=1,

und

also .
cose' = sin §'.

Hiernach wird

cos COS o
cosu'= 2P cos g — B, cosy'=0
sin y sin y
und wegen der Gleichung 3):
i
" n__ "n__ .
cose'— —cosectgy, cos@’'=-—cosfctgy, cosy'= Sny
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P
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29 Die Bestimmung der Geschwindigkeit ete.

Erfolgen die Aufnahmen durch einen Phototheodolithen, der es
gestattet, das Azimuth § und die Hohe 5 der Hauplaxe zu bestimmen,
dann ist:

cose — cosycosf, cosf — cosysing,
cose' = sing, cosf' = — cos ¢
coso''=— — sinz cos g, ecosp’-— — singsing,

9)

cosy = siny,
cos p' = 0,
cos y''—= cos g,
und demnach:
A=—"hcosycosf -+ vsin § — wsinycosé,
10) DB=hecosysinf —wvcos{ — wsinysin g,
C = hsiny + wecosqy,
oder
A="nh"cosf -+ vsin¢
B—="h'sin{ -weost ; h'=hcosy-- wsiny.

C = hsiny + weos 7

Fiir die graphische Durchfithrung konstruiert man, nach den
vorstehenden Gleichungen, zunichst 2' und C aus 4, w und 5 und
darauf B und 4 aus A, v und ¢ Hat man so die Richtungs-
konstanten fiir jede Platte gefunden, so kennt man die Projektionen
der Geraden C*, P und C* P, deren Durchschnitte den Grundriss
und Aufriss des gesuchten Raumpunktes P liefern (ef. die vorstehenden
Figuren 1 und 2).

In manchen Fillen mag die rechnerische Durchfithrung — wegen
der Erreichung grésserer Genaunigkeit — vorzuziehen sein.

B. Beziehungen zwischen der Geschwindigkeit des Raumpunktes
und seiner Centralprojektion.

4. Bisher haben wir uns den Punkt P im Raume ruhend vorgestellt.
Wir wollen nun annehmen, er besitze eine stetige Bewegung, so dass
auch der Bildpunkt P’ eine gesetzmissige Bewegung in der Bildebene
erhilt. Die Beziehungen zwischen den Geschwindigkeitskomponenten
beider Punkte ergeben sich am einfachsten, indem wir die Gleich-
ungen 5) nach der Zeit differentiieren. Die entsprechenden Derivierten
sollen durch tibergesetste Punkte bezeichnet werden. So erhalten wir:

I z—c6A+aed
11) y—~6B+eB
] 72— 0C+ aC.
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In diesen Ausdriicken ist ¢ als bekannt anzusehen, denn wir
haben nach den Gleichungen 4):
ViE—a)'ty—0*+@E—0*
v R+ w?

Ebenso sind A, B, C ihrem Werte nachgegeben, sobald » und
w bestimmt sind. Es ist:

12) 6=

A =wvcosa'+ wcosa", B = vcosB'+ wecosp’,
M ! s oyl
C—weosy'+ weosy”,
denn /& wollen wir als eine von der Zeit unabhiingige Grisse an-
sehen.
Aus den Gleichungen 11) erhalten wir durch FElimination der

Grosse a:

13) z—064d y--6B 2—06C

4 T T B T 0T
5. Obwohl die vorstehenden Relationen fiir die Greschwindigkeits-
bestimmung nach den Methoden der Photogrammetrie die ausreichende

Grundlage abgeben, so wollen wir doch noch die entsprechenden Aus-

driicke des Komponenten der Plattengeschwindigkeit (v,10) durch die

Komponenten der Rdumgeschwmdlgkelt (z, ¥y, 2) hinzufiigen, weil sie
einen weiteren Kinblick in die Natur des vorliegenden Problems ge-
statten. Wir differentiieren deshalb auch die Gleichungen 4) nach der
Zeit und erhalten:

h(%tF,

67}+(}v:j", ow+ ow— ",
Hieraus folgt: ) .
hete =FF - F'F
he*w— FI"— F'F,
oder durch Ausfithrung der Produkte und Beriicksichtigung der Gleich-
ungen 3):

ho?v —[(z—c)y — (y -b)z]leosa"+ [(& --a)z — (2 — ¢)z] cos B"
(D) — @ a)g]cos "
ho?w=[(z—c)y — (y—b)zlcosa' + [(x — a)z — (z — ¢) z] cos f.
+ Ty — )@ — (@ — a)g)cos "

14)

Die Grossen:

(z—c)y—(y—-b)z=0»

15) (x—a)z'—(z_f )r =1
I (y — b)i— (z— a)'y — 7
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24 Die Bestimmmung der Geschwindigkeit ete.

sind die Komponenten der Sektorengeschwindigkeit des Vektors C*P.

Die Komponenten der Plattengeschwindigkeit v und' w verschwinden
gleichzeitig mit den Gréssen p, ¢, r. Ist die Sektorengeschwindigkeit
konstant — wie bei der Centralbewegung —, so sind auch die Grissen
62v und 62w konstant, d.h. die Plattengeschwindigkeit

V’I;?‘ -+ 1-02’
ist dem Quadrat vou ¢ umgekehrt proportional.

6. Wir setzen nun voraus, dass man aus zwel Centren C*, und
C*, zwel Serien photographischer Momentaufnahmen dessclben in Be-
1

Fig. 3. Fig. 4.
0
-1
2 '01
3 s
4 3
3 .4
8
7 "5
w. 89 8
o "0y Xl
1243 v
2, . 1
o " 4 10
A3 1213 1415

wegung befindlichen Punktes P besitze, die synchron und in gleichen
Zeitabschnitten hergestellt sind.  Ist das Objekt den Apparaten so
nahe, dass seine Abstinde von den Platten nicht sehr grosse Vielfache
der Brennweiten der Objektive betragen, so werden auch die Bild-
weiten h, und h, fiir die verschiedenen Aufnahmen nicht konstant
bleiben kinnen. Bei den sehr rasch aufeinander folgenden Aufnahmen
der Bilderreihen fiir die sogenannten kinematographischen Vorfiihrungen
vermeidet ‘man diese Schwierigkeit, indem man Objektive mit ver-
biiltnismissig kleiner Brennweite verwendet und die Aufnahmen ab-
bricht, sobald das Objekt nicht mehr die hinreichende Entfernung vom
Apparat hat. Fiir die Losang unseres Problems wollen wir demnach
ebenfalls konstante Bildweiten annehmen.

Aus den beiden Aufnahmmereihen greifen wir zuniichst die Platten-
koordinaten (v, w) heraus, tragen sie in ein Axenkreunz ein und er-
halten so zwei diskrete Punktreihen, welche den in gleichen Zeit-
abschnitten aufeinander folgenden Lagen (cf. Fig. 3 und 4) des Objekt-
punktes entsprechen.
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Nun wihle man fir das konstante Zeitintervall eine gewisse
Liingeneinheit und stelle die Koordinaten » und w einzeln als Funktionen
der Zeit dar, wie die Figuren 5 und 6 zeigen.

Bei stetigen Bewegungen — um die es sich hier allein handelt —,
kann man durch die Endpunkte der Koordinaten » und w eine Kurve

Fig. 5.

<l

(» puny =%
[1]¢

T s 10 15
w, = funkt 0 N

legen, so dass die Tangenten in den einzelnen Punkten ohne weiteres
die Grossen v und w darstellen. In den meisten Fillen wird es je-

Fig. 6.

= ‘{L
ot ¢

(5 Puny

Y

N

.5 10 5
w = funkt (&)

doch vorzuziehen sein, die Differentialquotienten nach der Zeit ¢ durch

Interpolation aus einer bestimmten Ordinatenzahl numerisch zu finden
und die gefundenen Werte von » und w in der Zeichnung darzustellen.
Fiir drei Ordinaten ¢, ¢", +/", welche den Absecissen ¢', t", t'" entsprechen,

hat man die einfachen Interpolationsformeln (¢"— ¢'=t""— t""— At):
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26 Die Bestimmung der Geschwindigkeit etc.

2AL- (%:—) — = Su' 4 40— v",

==t
dv) _ ' m
24t (dt’),:f vt
2A¢L. (%g) =o' — 49"+ 3"
t=1t"

Die erste und dritte gelten fir die Grenzpunkte, die zweite fiir
die Zwischenpunkte. Hiernach sind die Figuren 7 und 8 aus den
vorstehenden abgeleitet.

Fig. 1. Tig. 8.

='e

(3) Wuny

w, = funkt (1)

u.)n = funkt )

In den Gleichungen 13) sind jetzt die Grissen 64, 6B, ¢C
fiir jeden Wert £ des in Betracht kommenden Zeitintervalls bekannt.

Setzen wir also . . .
6d=uad', 6B=10", 6C=¢,

so ist dic Gerade mit den laufenden Koordinaten z, y, z, deren Gleich-

ungen: . - _—
= x—a y—b g—c¢

A~ B T ¢

sind, fiir die Bestimmung der Geschwindigkeit des Punktes P noch
picht ausreichend. Nehmen wir aber zwel solcher Geraden, die sich
auf die Centren C*, und C* beziehen:

al,fa'o oy, _ £—¢,
Au Bo Uo

16) '2:"_“,1 :_.';_b'1 _ i’:_cll,
A, B, C,
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so kinnen die Komponenten z, 4, z genau so gefunden werden, wie
die Koordinaten z, y, z aus den Gleichungen 8), also auch mnach
dem in Figur 2 erliuterten graphischen Verfahren. Hiermit ist die
Geschwindigkeit des Raumpunktes P filr einen bestimmten Wert der
Zeit gefunden, ohne dass wir seine vorangehenden und nachfolgenden
Lagen im Raume zu kennen brauchen.

C. Die Beschleunigung.

7. Die Bestimmung der Beschleunigung des Raumpunktes bietet
nach dem Vorstehenden nichts neues. Wir haben die Gleichungen 11)

nochmals nach der Zeit zu differentiieren und die zweite Derivierte

von ¢ nach der Zeit ¢ zu eliminieren. So folgt aus den Ausdriicken:
z—6A+264+04
y=—6B+2 5+ 6b
S 6042604 60,

idem wir

264+ 64 —a"

26B+al—0"
26C +60 ="
setzen, das System
z—a o 4:/.— " . Z—¢"
17) 4 T B T ¢’

welches wieder fir die Orientierungen aus den Centren C*; und C*)

gilt und dann zur Auffindung von z,y, 7 ausreicht.
Aus den Gleichungen 11) kennt man jetzt ¢, denn durch Qua-
drieren und Addieren erhalten wir

(—6 A+ (y — 6 B)+ (z — 6 O) = 6*(L*+ B2+ (03),

oder _ . .

18) o VE—arty—by+e—c)
VA o2 4wt

sodass In der Gleichung 17) alle Grissen bekannt sind, sobald man

die Beschleunigungskomponenten v und % aus den graphischen Dar-
stellungen (Figur 7 und Figur 8) entwickelt hat.
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Beweis einiger Determinantensitze mittels
der Grassmannschen Ausdehnungslehre.

VYon

v MeLLER

in Konigsberg 1. Pr.

Schon H. HHankel hat in seinem Werke , Theorie der kom-
plexen Zahlen“#* an einigen Beispielen gezeigt, mit welcher Leichtig-
keit sich Determinantensitze mit Hilfe der Grassmannschen Aus-
dehnungslehre ableiten lassen, und Herr V. Schlegel spricht geradezu
die Behauptung aus, ,dass die Lehre von den #usseren Produkten zur
wissenschaftlichen Begrindung der Determinantentheorie unentbehrlich
sel.“** Auch von anderen Seiten wurde wiederholt auf die Vorteile hin-
gewiesen, welche die Auffassung jeder Determinante als Husseres Pro-
dukt gewihrt®* Jch bin nun der Meinung, dass jedes Gebiet der
Mathematik, in dem Determinanten zu hiufiger Anwendung kommen,
sich iiberhaupt kiirzer und anschaulicher mit Beniitzung des Grass-
mannschen Kalkiils darstellen lasse. Bisher sind nur erst wenige
Versuche in dieser Richtung gemacht worden. Aus einer Durcharbeitung
der verschiedenen mathematischen Disziplinen mit Beniitzung der Aus-
dehnungslehre ztge auch diese bedeutenden Nutzen; denn immer
werden dabei Schwierigkeiten auftreten, zu deren Uberwindung ent-
weder neue Begriffsbildungen oder wenigstens Erweiterungen vor-
handener Begriffe und Sitze erforderlich sein werden,

Arbeitet man z. B. die Lehre von den Determinanten im Sinne
der Ausdchnungslehre durch, so stosst man bei der Ableitung der
Sitze iiber Unterdeterminanten auf Schwierigkeiten. Wihrend vorher
stets nur Determinanten aus #’ Hlementen auftraten, die sich als
dussere Produkte von n Gréssen erster Stufe eines lHauptgebietes
n'er Stufe darstellen liessen, treten jetzt daneben noch Determinanten
hoherer Grade auf. Man bewegt sich also nicht mehr in einem Ge-
biete nter Stufe, sondern hat es mit Beziehungen zwischen diesem und.
(tebieten hdherer Stufen zu thun. Teh zeige nun im nachfolgenden

* Leipzig 1867.

** Raumlehre 1L Teil S.126. Leipzig 1875.

#** Die darauf beziigliche Litteratur findet man vollstindig angegeben in dem

wertvollen Aufsatze von Herrn V. Schlégel: , Die Grassmannsche Ausdehnungs-
lehre*, im 41, Jahrgange dieser Zeitschrift.
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(8§ 2—4), wie man sich diese Erscheinung dadurch zurecht legen
kann, dass man die Grossen #°* Stufe eines Hauptgebietes mter Stufe

als Grdssen erster Stufe eines Hauptgebictes (f)mr Stufe hetrachtet.

FEs ergeben sich dann leicht und iibersichtlich jene Sylvesterschen
Sitze iiber Unterdeterminanten, deren Beweis Herr Netto gegeben
hat* Hingegen gelang es mir noch nicht, die weiteren Siitze, welche
Sylvester in dem Aufsatze: ,,Sur les déterminants composés*“*¥ anfiihrt,
zu beweisen. Im § 1 zeige ich, wie aus einem allgemeinen Satze tiber
das Produkt mehrerer Determinanten sowohl der Laplacesche Deter-
minantensatz, als auch dessen von Herrn Netto gegebenen Erweiter-
ungen folgen, wenn man sich der Grassmannschen Methoden be-
dient.

Mit A, citiere 1ch im folgenden die Ausdehnungslehre von 1862,
wie sie als zweiter Teil des ersten Bandes der ,,Gesammelten Werke®
Grassmanns vorliegt (herausgegeben von Fr. Engel, Leipzig 1896).

§ 1.

Satz iiber das Produkt mehrerer Determinanten. — Verallgemeinerter Laplacescher
Determinantensatz.

In einem Hauptgebiete n'er Stufe, dessen urspriingliche Einheiten
f1y €, - + -, €, heissen mogen, seien g, a,,..., %, ®# von einander un-
abhiingige Grissen erster Stufe;

A=Tlaa,...a,
sei ihr #usseres Produkt oder die aus ihren x® Ableitungszahlen ge-
bildete Determinante und

B=1bb,...5]
ein Produkt von # anderen Grissen erster Stufe desselben Gebietes.
Bildet man nun aus ¢, a,, .. ., @, die (:) — u moglichen Husseren Pro-

dukte rter Stufe A4, A,,..., A,, so lidsst sich B aus ihnen ableiten,
etwa
1) B=ad + 0,434 -4 a. 4,
Um den Koeffizienten a; zu bestimmen, multipliziere man diese
Gleichung mit dem Produkte C; der in A, nicht vorkommenden Faktoren

4y, Gyy .. ., @ny, Wobel diese in C; so geordnet sein mogen, dass
[Cidi] = a0y ... a,] = A

wird. Da [C.A,] — O fiir @2 % ist, so geht durch diese Multiplikation

Gleichung 1) in:

* Journal fiir Mathematik Band 114. :

** Journal fiir Mathematik Band 88. Den Satz auf 8. 56 hat Sylvester
nachher bekanntlich zuriickgezogen. Vergl. die Bemerkungen Borchardts zu
diesem Aufsatze im 89. Bande S. 82.
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[CiB] = &[G 4] = ;A
iiber, woraus _[en
a; = A

folgt. Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung 1) erhiilt sie die
Form: u
2) AB = »;[C;B]A4.%*

>

Bezeichnen jetzt
a'y, 0y, 0ty a, ey, L ady s a®y, a®y) L a®),
p Gruppen von je » und B, B”,..., B® pProdukte von je
o r®
Grissen erster Stufe, und setzt man
A =[a'y a'y ...a4]

A” _ [aHl (l”;_, . a”,,]

AP = [a?) a(Zﬂ)2 . @(p)"],

so wird analog mit 2):

I3
A! BI: ,'[C','B']A’i
2

"
3) A'B" ;ZJ [C”j i H'J A”j
1

: L
AD) ) Sﬁk[clgp) B®)A®
“

sein. Bezeichnet B®+Y noch eine Grosse »® T wr Stufe und ist:

P et — g,
dann stellt [B'B". .. Be+1] = A

dic aus den Ableitungszahlen der n Faktoren erster Stufe der Grossen
B', ..., B+l gebildete Determinante dar. Multipliziert man nun alle
Gleichungen 3) miteinander und mit B®+1, so folgt:

AN APA = Z[CB[CDB] ...
{ [COBOA A, AP BE+1],
wo die Summe iiber alle moglichen Kombinationen ¢, j,...,% aus-

zudehnen ist und jede der Klammern, als iusseres Produkt von
n Grossen erster Stufe, eine Determinante darstellt. Dies giebt eine

4)

* Diese (ileichung hiitte auch unmittelbar aus dem Satze A, Nr. 113 ge-
folgert werden koOnnen.
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Verallgemeinerung eines von Sylvester herstammnienden Satzes, die
man folgendermaflen aussprechen kann:
wlis seien (p + 1) Determinanten nter Ordnung
A A" AR A
gegeben und die letzte in p + 1 Glruppen vown je

v, e et

H

Reilen zerlegt gedacht; wvereimigt man nun die p ersten dieser Gruppen
bezw. mit w— v, n—#", .., n—r® Reilen von A, A", ..., AP zu
je ciner, die dbrigbleibenden Reihen dieser Determinanten aber mit der
letzten Gruppe won A zu einer Determinante uwnd multipliziert sie mit
einander, so ist die Summe aller miglichen auf dicse Weise gebildeten
Produlite gleick dem Produkte der (p 4-1) gegebenen Determinanten.”

Wendet man diesen Satz auf zwel Determinanten an, so erhilt
man den bekannten Sylvesterschen Satz* g

Setzt man in Gleichung 4):

A=A'=...= Al =6, ...0,] =1,
$0 kann man bei den Grossen C;und A4; die oberen Indices weglassen
und die Gleichung in der Form:

B) A=3[C;BC,B"].. [C;B®[AA; ... 4, B+
schreiben. Da die Grossen C und A jetzt Produkte von Einheiten
sind, so sind die Produkte

[C:B", [CB",...,[CB®], [A:4;... 4 B#TY]

Unterdeterminanten von A, die aus je »', #",.. ., r®, »&+1 Reihen

entnommen sind. Das letzte Produkt hat aber nur dann einen von
Null verschiedenen Wert, wenn in [d4;4;... Az] keine der Kinheiten
€, €y .- -, 6, zweimal vorkommt oder, was dasselbe sagt, wenn die

Unterdeterminanten [C.B", [CGB",... [C:B®)

lanter verschiedenen Kolonnengruppen entnommen sind. Gleichung 5)
spricht daher den Laplaceschen Determinantensatz aus.
Setzt man jetzt in Gleichung 4) » -+ m statt #, also

A=[B'B".. B+ =[bb,...busn,
A= A= = AP e, .. eb,y. .. bainl,
dann erhiilt sie die Form:
8) A'PA=Z[CBNGDB"].. . [C,B®[A,4;... 4B+
worin C;, C;, ..., Cx sowie [4; 4;... A,] Produkte der Grossen

ferner

€, oyl [/ b
R 15 Yay 3 bny a1y -y Ut
hezeichnen. ? Ut

* Vergl. Baltzer, , Determinanten®, 5. Aufl, § 4, 4. Leipzig 1881.
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32 Beweis einiger Determinantensiitze etc.

Wihlt man ferner
DB+l — [bn+1bn+2 B bn+m];

50 muss, um auf der rechten Seite der Gleichung 6) von Null ver-
schiedene Summanden zu erhalten,

[_A,'Aj - Ak] = [011’2 - C,,],
(4;4;... Ay BEe+D] — A
sein. (leichung 6) kann also in der Form:

6%) Alr—A_T(C.BNCB"]...[C.DB®)]
geschrieben werden.

Um das hierin enthaltene Gesetz leichter zu erkennen, nehme
man eine einfache Umformung vor. Nach der Definition der Grisse
C; z B. soll {C;A;] = A' sein; da A, bloss ' der Einheiten ¢,, ¢,, . .
enthiilt, muss C: ausser # — #' dieser Einheiten alle Grossen

demnach

o
1),l_+_1, b,,+g, sy b"+m

als Faktoren besitzen. Denkt man sich nun die in C; enthaltenen

Einheiten in einer solchen Reihenfolge zu einem iusseren Produkte F;

vereinigt, dass [FA] = [eyy . .. 6]
wird, so muss, wegen [C;A] = A'=[e;e, ... ebav1... bupnl,
[Cod] = [EiAibay 1. . by ]
sein. Das Produkt [C; 4;] #ndert demnach sein Vorzeichen nicht, wenn
man A; iiber die Faktoren b, 11, . .., bayn hinwegschiebt und statt der

in (; vorkommenden Einheiten ¥, als ersten Faktor setzt. Da 13’
dieselbe Anzahl Faktoren wie A; besitzt, so wird auch

[(C;B)=[E:Bbygr1. .. brrm]
sein. Dasselbe gilt fiir alle anderen Produkte
. (G;B"], ..., [C; B,
Gleichung 6*) kann deshalb in der Form:
_ A=A =F[EB bigr. bagn][EB" bypr . basm] ...
0 (T B b, 4y .. byt sl

geschrieben werden.
Wiiren &, by,. .., b, nur aus » Einheiten abgeleitet, also

A —[bb,...b] =[B'B". .. B®

eine Determinante nmter Ordnung, so gibe ihre Entwickelung nach dem
Laplaceschen Satze [vergl Gleichung 5)],

A —S[E B'[E B"]...[EE®).

Vergleicht man diese Gleichung mit Gleichung 7), so kann man
den von Herrn Netto gefundenen Satz ablesen:
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»Aus jeder dureh dic Laplacesche Zerlegung gegebenen Formel fiiy
Determinanten. w'* Ordnung, bei welcher die Elemente der  Produli-
summen durch Subdeterminanten ausgedriickt sind, kann man eine dln-
liche Formel fiir die Determinante (n + m)e Ordnung herleiten, indem
man der Determinante A den Foktor N2~ hinzufigt. A bezeichnet
dabei  diejenige Determinante, welche aus A durch Underdriickung der
n ersten Leihen und Kolownen hervorgeht, und p gicht die Zahl der
Fuktoren an, welche jedes cinzelne Glied der Produktensumme enthilt %

§ 2.
Die Grossen rter Stufe eines Gebietes g uls Grdssen erster Stufe

eines Gebieles G.

Die aus den urspriinglichen Einheiten ¢, ¢, .. ., ¢, eines Gebietes

")
nter Stufe gebildeten ( :) — u Husseren Produkte rtor Stufe sollen in
irgend einer Reihenfolge mit

ER, EP, .., E0,. . . ED
bezeichnet und die Einheiten rter Stufe genannt werden. Sind
G, Qgy ey Oy

wieder irgend n Grossen erster Stufe desselben Gebietes, das g heissen
moge, so sollen deren iHussere Produkte ster Stufe mit

AD, AD, . AD, L AD

derart bezeichnet werden, dass A in K" iibergeht, wenn man jeden
Faktor @, durch e, ersetzt. Bezeichne ferner Ef*—7 die E{" erginzende
Einheit (n — r)ter Stufe, d.h. das #ussere Produkt aller in £ nicht
vorkommenden Kinheiten und zwar in solcher Reihenfolge genommen,

das_s [EIS,-)E]E,, — r)] =1

ist. Dann Tisst sich jede Grosse A durch die Grossen E() ebenso
ausdriicken, wie sich in Gleichung 2) die Grosse B durch die Grdssen
A; ausdriicken liess, niimlich:

14
8) AD = DL AP Er—n) Ef.
=

Die in dieser Gleichung auftretenden Koeffizienten
[ADE@—1]

sind die aus r bestimmten Reihen von A — [a,a, ... a,] entnommenen
Unterdeterminanten 7ter Ordnung. Ist niimlich:

* Netto a.a.0. 8. 348.
Zeitsehrift f. Mathematik u. Physik. 44. Jahrg. 1889. 1. Heft. 3
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AE.T) = ir(l,'l [£2 N a,-r]
und Fon—n )
‘k" r =[0h(5;;,...€k”_r_l,
so stellt [AP K —1] jene Unterdeterminante von A dar, die aus
den Reihen 4, 4,,... 4, durch Unterdriickung der Kolonnen
hervorgeht. iy By o b
7u einer einfachen und den Methoden der Ausdehnungslehre ent-
sprechenden Ableitung der auf die Unterdcterminanten von A heziig-
lichen Sitze gelangt man, wenn man die Einheiten str Stufe £/ des
Gebietes ¢ als urspriingliche Einheiten eines neuen Gebietes G von
wer Stufe betrachtet. Dies ist erlaubt, da die Grossen E{? in keiner
Zahlbeziehung zu einander stehen. Die Produkte A%, als aus diesen
Finheiten abgeleitet, gehtren dann ¢ an. Die auf dus Gebiet G be-
ziiglichen #usseren Produkte sollen zum Unterschiede von den fritheren,
auf das Gebiet g beziiglichen, durch geschweifte Klammern { } gekenn-
zeichnet werden. Setzt man nun das dussere Produkt der u Einheiten
B0 gleich eins, also
9) : {E{’I‘E;’) L E/g")} —1

?

dann ist jedes Hussere Produkt von w Grdssen erster Stufe des Ge-
bieles f gleich der aus ihren Ableitungszahlen gebildeten Deter-
minante utr Ordnung. Der Gleichung 8) zufolge ist insbesondere

10) AP — {Agr>A<2r>. ..A;p} = AP EE=7]], i k=1,2,...,u

d.h. gleich der aus den Unterdeterminanten v Ordnung von A gebildeten
Determinanie w* Ordnunyg.

Das Produkt IXG) :{A({)Ag’) . A(’)}
. “

lisst sich aber noch in anderer Form darstellen. Setzt man in A statt a,
die Grosse
b="5a + b,a,+ -4 b0,
und bezeichnet die aus
By, Ous - 3, by Gigy, .o, Gy

gebildeten #usseren Produkte iter Stufe den fritheren Produkten ent-
sprechend mit A{', A, ..., Ax)’7 s0 enthalten

(nwl)

~1

r—1

dieser QOréssen das Element b, Jst A_fc")' eine solche Grosse, und er-
setzt man darin b durch obigep Ausdruck, so zerfillt A4’ in eine

Vielfachensumme von Grissen A(), worunter sich auch A® befindet

und zwar mit dem Koeffizienten b; versehen.
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Bildet man daher das Produkt
[ te r !
{apragr. . a0'],

so kinnen von A" alle Glieder A{), ausgenommen Af), weggelassen
werden, da sie als andere Faktoren vorkommen. Statt jedes Faktors
AD' der b enthilt, ist demnach in dem letzten Produkte b;4{) zu
setzen, Da diejenigen Faktoren A, welche b nicht enthalten, ohne-
dies mit den AY) identisch sind, s0 muss

{apragr. a0} —ve{apap... A0}
sein. Nun folgt aber aus der Gleichung fiir &, indem man mit

layag .. . Gi1@i 1. .. Q)

multipliziert, [aycty ... aglbi=[a,q ... a;_1ba;y1...a]

oder, wenn man die Determinante rechts mif A’ bezeichnet,

AI
bi = K-

Benutzt man dies, so lisst sich die obige Gleichung in der Form:

r)! ! ! r te
{4 ... 40" (a4 4D

e U
schreiben. Daraus schliesst man, dass diese Gleichung auch dann be-
steht, wenn alle Grissen a; durch beliebige, aus ihnen uabgeleitete
Grossen ersetzt werden und A’ das #Hussere Produkt dieser neuen
Grbssen bezeichuet oder, anders ausgedriickt, dass

g 42)
A'Z

gegeniiber den linearen Transformationen des Gebietes g invariant ist.
Setzt man nun in diesem Ausdrucke insbesondere statt der Grossen a;

11)

die Kinheiten ¢;, so wird er wegen [g,6, ...e.] —1 und Gleichung 9)
gleich 1. (Gleichung 11) kann also auch in der Form:
12) [apap. . a0} as

geschrieben werden, wodurch ein zweiter Ausdruck fiir das Produkt
der Girossen A" gefunden ist.

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 10) und 12), so folgt

n—1
13) a0 =al=3),

Diese Gleichung spricht den von Sylvester® gefundenen Satz
aus, dass die aus den Unlerdderminanien rier Urdnung einer Deler-
minante n'e Ovdnung A gebildete Determinante  die (’ﬂ—l)”l’otmz VO
A ist. r—1

* Phil, Mag. 1851 und Journal fiir Mathematik Bd. 88 8. 51. — Vergl. auch

Baltzer., Determinanten, § 7, 6.
3*
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§ 3.
Die Grissen (p— t)ter Stufe des Gebietes G.

Nach dem allgemeinen Begriffe der Ergiinzung (vergl. 4,, Nr. 89)
ist in dem Gebiete G, zufolge Gleichung 9), unter | K das Produkt
aller Einheiten 7% Stufe mit Ausnahme von J5{” zu verstehen und
zwar die Faktoren in solcher Reihenfolge genommen, dass

{E0 B0} -1
wird. Aus dieser Festsetzung ergiebt sich unmittelbar, dass
(£ B0} —0

fiir alle von ¢ verschiedenen Indices % sein muss. Nun war im Ge-

biet " — 7
ete g [E0ES =1,
|[EN B -7 =0.

Man gelangt daher zu demselben Zahlwert, ob man das Produkt
(A Bt — )]

zweier Grossen rier .und (n — r)t** Stufe im Gebiete g bildet, oder ob
man A0 als Grisse erster Stufe und B&#—7), indem man

14) Elgn —r) . : Egr)

setzt, als Grosse (u — 1) Stufe des Gebictes (+ ansicht und das auf
dieses Gebiet beziigliche Produkt

f (3 n—7
{40 B¢ )}

bildet. Mun kann mithin jede Grisse (n — r)er Stufe des Gebietes g
durch  Awwendung von Gleichung 14) als Grisse (uw — 1) Stufe des
Gebictes G betrachten.

Daraus folgt insbesondere, dass jede Unterdeterminante

[AEr)EIEﬂ —_ r)]
von A stets in der Form

g 0]
geschrieben werden darf.

Von jetzt an sollen die Grissen A("—7), wenn sie mit anderen
durch geschweifte Klammern umschlossen sind, stets, der Gleichung 14)
entsprechend, als Grossen (u -- 1)tr Stufe des Gebictes G betrachtet
werden.

Da [EQOER=7] = [egey. .. ¢a]

und -
(EOVER—1] =0

ist, so wird, der Definition der Grissen A" und 4"—" m § 2 ent-
sprechend:
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[AEI-)AS_n—T)] =laa,...a,] =4

und (49 A0 7] — 0
oder
{4407} = A
15)

(a0 4p-n} —0 furi>%
sein. Die letzte Gleichung sagt aus, dass die g --1 von AP ver-

schiedenen Gréssen 4() dem durch A{—") bestimmten Gebiete (uw—1)*

Stufe angehdren oder (4,, Nr.84), dass A"~ dem Produkte der
g — 1 Gréssen A9 kongruent ist, also eine Gleichung von der Form:

Ar—n—o{ApAp... A 40, ... 4D)
besteht. Zur Bestimmung des Koeffizienten a multipliziere man diese
Gleichung mit A". Man erhilt dann

{AZ(T)AEH——T)} a(— 1) fl{A(r)A(r) ] (r)}
oder mit Beachtung der ersten Gleichung 15) und der Gleichung 12):

(—1)i—1
0= "aAr—1 °
Die Gleichung fiir A" —7) lautet daher
16) Ap-n=CO g 40 4L 4
i ap, . )

Aus ihr erhiilt man unmittelbar einen Determinantensatz, wenn
man sie etwa mit E{) multipliziert; es ist dann

7, n—r — 4 r (r r r 1
[Ep ar—7]ar—1 = {Ap). .. 4D E0AC ... AD)

und diese Gleichung spricht den Satz aus:

»Die mit AT — ' multiplizierte Unterdelerminante (n — 7)*" Ordnung
von B, die durch Weglassung der i Zeilen- und ke» Kolonnenkombination
entsteht, ist gleich derjewigen Unterdeterminante von AVY), die durch Weg-
lassung der it Zeile und k*n Kolonne entstcht.”

Dieser Satz ist nur ein Spezialfall eines allgemeineren, der sich
auf ganz dieselbe Art wie dieser ableiten ldisst. Bezeichnet man die
Zahlen 1, 2,.. ., u in irgend einer anderen Reihenfolge mit 4, iy,... ¢,
so schliesst man aus Gleichung 16) [vergl. 4,, Nr. 112], dass das iussere
Produkt von irgend % Grossen A"—7), z. B.:

R
kongruent ist dem Produkte
[ap ap a0}
%41 k42 u
aus denjenigen (u k) Grossen A, deren Indices in dem obigen
Produkte nicht vorkommen, dass also eine Gleichung von der Form
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11y {ap-nae—n. L ge-nfoolan aw a0
i 2 ® by gz e

besteht. Zur Ermittelung von o multipliziere man diese Gleichung mit

L4040 A0 ).
1 4 2y 73 J
Dann folgt
{Amw. CCAD L AG Y A=) Al ~r>}
1 tn ik ty lp ik

=aldpAD. . AP} —ady,
i) i e

wena die Reihenfolge von i), 4,..., 4 so gewihlt ist, dass sie aus
1,2,..., u durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen hervorgeht,
oder, da das Produkt links sufolge 4,, Nr. 175%:

A A=t A A=At [ AQ An=7] o A

ist, 1
0= =%

Den allgemeineren Determinantensatz erhiilt man jetzt aus Gleich-
ung 17), indem man sie mit dem Produkte von irgend % Einheiten
pler f .
rier Stufe, z. B.: {E(’)E(’"). ge)

J 73 Tk I

]

multipliziert. Sie gelt dadurch ither in

{E(r)E(r) L EW . ga e a0 A=)
N Ja Jk 4 % J

B3
| = i [BOEO . E04D o av).
M Ja Tk + !

AT — & i1 n

Da die linke Seite diejenige Unterdeterminante von
A= f A= dp—n . A 0]

darstellt, die aus den Zeilen 4, 2, ..., 4, und den Kolonnen j, j;, . ., ji
entnommen ist, das Produkt rechts hingegen jene Unterdeterminante
von A®), die durch Unterdrickung der Zeilen 4, é,,...,% und der
Kolonuen j,, js, . . .,Jx hervorgeht, so spricht sie den Frankeschen

Satz aus:

» Fine Unterdeterminante k»» Grades von A —0 hat zur Adjunlite
der entsprechenden Unterdeterminante von AU das Verkiiltnis &% : A74F*

* Diesen Satz so aufgefasst, wie ich ihn in dem Aufsatze ,, Anwendung der
Grassmannschen Methoden ete.*, Journal fiir Mathematik Bd. 115, 8,236, aus-
gesprochen habe.

** Siehe Baltzer, § 7, 7.
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§ 4.
Beweis des Sylvesterschen Satzes.

In einem Hauptgebiete g von (m -+ m)ter Stufe seien ¢y, y,.. ., €nta
wieder die urspriinglichen Einheiten, a,, ay,..., @nsa (M + n) von
einander unabhiingige Grossen erster Stufe:

A=[oay...004s,]

und :
Ay — (e lalmis... Unyinl;

dann ist A, die zu den m ersten Reithen und Zeilen gehorige Unter-

determinante von A.
Bildet man ferner aus a, a,, ...
(m — r)ter Stufe und multipliziert jedes mit

, @, die Husseren Produkte

[a/m-{»l m4-2. - - a/ern],
so erhiilt man (mﬁr) = (7:) Grossen von der Stufenzahl

S=m—+n—r,

die mit . .
A9, 49, ..., 4.0

(
bezeichnet werden sollen. )
Betrachtet man jetzt wie in 8§ 2 die Grissen ster Stufe des Ge-
bietes g als Grossen erster Stufe eines Gebietes G und setzt
4= {Ags)A(g. . A({)D},

so kann man ihnlich wie dort zeigen, dass
A

.
A(n N )
ungeiindert bleibt, wenn die Grissen @, @,,..., ad, durch andere
Grossen erster Stufe des Gebietes g ersetzt werden.
Setzt man dafiir insbesondere die FEinheiten ¢, 6,.. ,¢, und
nennt
B’ B1(3)7 Bg?)’ et B(QI

r

die durch diese Substitution aus
A, AP, AP ..., A((’T)n)

hervorgehenden Griéssen, so besteht demnach die Gleichung:

A B
18) B e
S0 T
Bezeichnen nun noch
£,

EW, ..., Lé)

die aus e, ¢,...,e, gebildeten Husseren Produkte #'er Stufe derart,
dass £ alle in B nicht auftretenden Einheiten und zwar in soleher

Reihenfolge enthilt, dass:
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EQBY] =

oder nach § 3:
{ E® Bm}

ist, so folgt
(EOED.. Eé;;)-zf} ~ [BOEP. . EQ - BOBY. RN
o )y ) .
Gleichung 18) geht also durch Multiplikation mit
{12'1(”)11';’) Ce Lé:,{ }

”

iiber In T

1 {El(")Egr)...EE;{)-A@ASZ-*)...AOL}¥ A() _ A0

[ — . 1 r—1 ,
A(m 7—1) (r) (m 1) 1
oder

m—1 m—1
19) {El(r)Eér)“ é;')‘) AW AP A((?n)l ( ) (r_]
Entwickelt man das Produkt linker Hand nach dem friiher an-

ter

geftihrten Satze A,, Nr. 175 in die Determinante ( ) Orduung:
{Boag])

so sind deren Glieder jene Unterdeterminanten vomn A, die zu den
Unterdeterminanten +t** Ordnung eines aus A herausgeschnittenen
Quadrates von m’ Elementen gehtren. Gleichung 19) stimmt daher
mit der von Sylvester, Journal fiir Mathematik Bd. 88 8.52, an-
gefiihrten, sowie mit der von Herrn Netto a.a.O. bewiesenen letzten
Gleichung auf 8. 3H2 iberein.

Mit der Ableitung der Sylvesterschen Sitze mittels der Aus-
dehnungslehre hat sich auch Herr v. Kscherich gelegentlich be-
schiftigt, aber bisher meines Wissens nichts dartiber verdffentlicht.
Vergl. diesbeztiglich die Anmerkung zu seinem Aufsatze: ,Die Deter-
minanten hoheren Ranges®, Denkschriften der kaiserl. Akademie der
Wissenschaften, mathem.- naturw. Klasse, Bd. 43, Wien 1882.
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Beitrag zur graphischen Integration
der linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung.

Von

Prof. ¥. CzuBER
in Wien.

Die folgenden Ausfiihrungen betreffen eine bisher nicht bemerkte
Eigenschaft des Systems der Linienelemente und der Integralkurven
einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung, welche ausser dem
theoretischen Interessc in manchen Fillen auch cin Mittel darbietet,
einzelne Elemente zu konstruieren und den Lauf einer einzelnen Inte-
gralkurve mit geniigendem Grade der Genauigkeit festzustellen.

1. Es sel

1) y+ Py —@Q

die vorgelegte Gleichung, unter P, ¢ eindeutige Funktionen von z
verstanden.

Sind z 9, ¥'y, 2 ¥y |y, zwel Linienelemente, welche der Gleichung
gentigen und in der Abscisse z ihrer Punkte fibereinstimmen, so gelten

die Gleichungen:
{x) & { ?/'1 + P?/i - Q

¥+ Pyp= @,
durch deren Subtraktion sich ergiebt:
2) Y1y Py — 1) =0.
Ist nun §|% der Punkt, in welchem sich die Geraden dieser beiden

Elemente schneiden, s0 bat man die Beziehungen:

Yy —1 '
ﬁ) 1 7?/72—473 :Q'
w—g J?!

welche mittels Subtraktion zu der weiteren fithren:

3) A=y
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Die Verbindung von 2) mit 3) aber liefert:

4) E—zt o
Aus 8) und 4) folgert man
Y= — Py —n),

anderseits ist vermige «):
Yy —— Py, + ¢

die Vergleichung der rechten Seiten ergiebt:

5) n="2.

In Zusammenfassung der Resultate: Die Geraden der beiden Ele-
mente schneiden sich in dem DPunkte

1

§:x+f’
6) ¢
n=p

der nur von dem gemeinsamen z abhiingt. Dies fiibrt 2u dem Satze:
Alle Linienelemente der Gleichung 1), deren Punkte auf
einer zur y-Axe parallelen Geraden licgen, strahlen von
einem Punkte aus.

Mit veriinderlich gedachtem z reprisentiercn die Gleichungen 6)
eine Kurve S, deren Bedeutung fiir die Differentialgleichung sich zu-
niichst in dem Satze ausdriickt: Die Linicnelemente einer linearen
Differentialgleichung erster Ordnung strahlen von den
Punkten einer gewissen Kurve § aus und zwar so, dass die
Triger der von einem Punkte ausstrahlenden Elemente auf
ciner der y-Axe parallelen Geraden liegen.

I'ir das System der Integralkurven einer solchen Gleichung er-
giebt sich daraus die folgende Eigenschaft: Schneidet man die
Integralkurven von 1) durch eine der y-Axe parallele Gerade,
so laufen die in den Schnittpunkten an die Kurven gefiihrten
Tangenten durch einen Punkt.

2. Hiernach gehort zu jeder Gleichung der Form 1) eine Kurve S,
und zwischen den zur y-Axe parallen Geraden und den Punkten dieser
Kurve besteht eine eindeutige Korrespondenz, die im allgemeinen durch
die Gleichung 4) geregelt wird.

Von diesem Zusammenhange kann der folgende konstruktive Ge-
brauch gemacht werden.

Ist ein Punkt der Ebene gegeben und soll das zu ihm gehérige
Linienelement verzeichnet werden, so bestimme man den zu der Abscisse
z dieses Punktes gehtrigen Punkt von S und verbinde ihn mit dem
gegebenen.
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Um den Verlauf einer Integralkurve zu verfolgen, konstruiere
man eine geniigend dichte und ausgebreitete Schar von Parallelen zur
y-Axe und bestimme die korrespondierenden Punkte auf S. Die
Parallelen mdégen in der Reihenfolge von links nach rechts mit
My, My, My, ..., die zugehérigen Punkte auf S mit M,, M, M,, ...
bezeichnet werden. Man verbinde einen beliebigen Punkt 3’ von m,
mit M, und fithre diese Gerade bis an my; verbinde den so erhaltenen
Punkt M', mit M, und fiihre diese (terade bis an m,; den so erhaltenen
Punkt M', verbinde man mit M, u.s.w. Das Yolygon M' M', M',...
bezeichnet um so genauer den Lauf einer Integralkurve, je enger
My, Wy, My, ... beilsammen liegen (Fig. 1).

Es braucht nicht erkléirt zu werden, wie man vorzugehen hitte,
um die durch einen gegebenen Punkt verlaufende Integralkurve zn
konstruieren.

3. Wiihrend zu einer vorgelegten Gleichung 1) nur eine bestimmte
Kurve S gehort, giebt es zu einer gegebenen Kurve S unendlich viele
ihr entsprechende Differentialgleichungen.

Aus der Gleichung -

D) n—f(€)
der Kurve S entspringt nédmlich eine Gleichung zwischen den Koeffi-
zienten der zugehdrigen Differentialgleichung:

Q . 1)_
p—1 (” T
die letztere lautet also

8) y'+ Py = Pf(m + 11),

und da fiir P jede eindeutige Funktion genommen werden kann, so
gehiiven zu T) unbegrenzt viele Differentialgleichungen.
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4. Von besonderem Interesse sind diejenigen Differentialgleichungen,
fiir welche die Kurve § zu ciner Geraden wird. Zunfichst sei es eine
zu den Axen geneigte Gerade und

9) n=cak+ B

ihre Gleichung;, dann ist vermége 8):
v+ Py Ple(s+5)+5]
oder

10) Y- Ply — ez — ) — «

die zugeordnete Differentialgleichung.

Die Integralkurven dieser Gleichung sind affin in Be-
zug auf die Gerade 9) als Affinititsaxe; die Affinitéts-
richtung ist der y-Axe parallel

Sind nimlich z y, # Y zwei vermge dieser Affinitit einander zu-
geordnete Punkte der Ebene, so besteht die Beziehung:

1 4ot

wenn x das Affinitiitsverhiiltnis ist; aus derselben ergiebt sich
y==x(Y —ezx—f)+ax+p,
y'=x(Y'—a) + «;
die Eintragung dieser Ausdriicke in 10) fithrt auf
w(Y'—e)+ o+ 2P (Y —aw — f)==«
xY'+xP(Y -azx--f)—==na,
d.h. die Differentialgleichung 10) ist der affinen Transformation 11)
gegeniiber invariant. Damit ist aber der obige Satz hewiesen.
Die Gerade 9) gehort selbst zu dem Integralsystem von 10), wie
dies aus der in 2. erklirten Konstruktion oder aus der blossen Sub-

stitution y = ez + § in 10) hervorgeht.
Ist S eine zur z-Axe parallele Gerade, so kommt

=x’

oder

n— ﬁ;
— p eine Kounstante — , mithin auch
%)) - ﬁr
und die Differentialgleichung lautet
y'+ Py—pr
oder
12) y'+ Py —p)—=0;

dicselbe lisst sich durch die Transformation z =z, y = ¥ + § auf
die homogene Gleichung: '
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18) Y4+ PY=0
zuriickfiihren, fiir welche die S-Kurve mit der z-Axe zusammenfillt.
Die Affinitit ist jetzt eine orthogonale.

Soll schliesslich S eine der y-Axe parallele Gerade sein, so
muss 1
E—=z+ =«
konstant sein; daraus ergiebt sich fiir P die Bestimmung:

1
P
@x—X

und fiir die Ditferentialgleichung die Form:

9
14) y -0 =@

nit beliebigem ¢. Ist hier ¢ — 0, so treffen die beiden letzten Fille
zusammen und reduziert sich die Kurve § auf den Punkt «|0: in der
That ist nun das Integralsystem das Geradenbiischel durch diesen
Punkt.

Die Affinitiit besteht fort, die Affinititsrichtung ist der Afﬁmtdts
axe parallel. Die betreffende Transformatmn lautet:

Y—y=—xn(x— o)

und giebt y— ¥+ (e — )
y'=Y'—x;
die Einfiihrung dieser Werte in 14) liefert:
Y
Y'+ «—z Q’
also die niimliche Differentialgleichung.
5. Aus den Gleichungen 6) folgt:
ag=(1- 7)o
dy — PQ’ P'Q
daraus ergicbt sich dn -ILQ'*P Q
ag P —p '

wodurch die Richtung der Tangente an S im Punkte £ |7 bestimmt ist.
Bedeutet z, eine Lsung der Gleichung:
: P=0
so liegt der zu z, gehorige Punkt £|% von S im Unendlichen. Die
Tangenten an jene Punkte der Integralkurven, fir welche x — gz, ist,
sind hiernach parallel. Die Richtung dieser Tangenten ergiebt sich
aus der Differentialgleichung 1) und ist bestimmt durch
,0 — G
wenn @, das Resultat der Substitution z =z, in ¢ vorstellt. Dies ist
also zugleich die Richtung nach dem in Rede stehenden unendlich
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46 Beitrag zur graphbischen Integration ete.

fernen Punkte von S; die Ursprungsordinate der dieser Richtung ent-
sprechenden Asymptote von &, wenn eine solche vorhanden ist, ergiebt
sich als das Resultat der Substitution = x; in den Ausdruck

7 — @, d.i %“ (x_*_;),),

hat also, vorausgesetzt, dass ¢, eine endliche Grosse bedeutet, den
Wert — z,0,; mithin ist
o 1= o (E — %)

die Gleichung der Asymptote, welcher zu entnchmen ist, dass die
Asymptote durch den Punkt z,|0 hindurchgeht.

Wird ¢ an der Stelle # unendlich, P aber weder unendlich noch
Null, so hat der zugehSrige Punkt von S ein endliches £, ein un-
endliches 5. Die Tangenten an jenc Punkte der Integralkurven, deren
x = 29, sind parallel der Ordinatenaxe. Die Kurve S hat die Asymptote

1
g 4 1
E=a® 4 5y

Ist z eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen
P=0, =0

ein bestimmter Wert — m, so sind die Tangenten in jenen

und limﬁ—?‘)

Punkt;n der Integrulkurven, fir welche 2 — :cA, der Abscissenaxe
parallel, und die Kurve S hat die Gerade % = m zur Asymptote.

6. Zur Erliuterung mogen die folgenden Beispiele dienen.
«) Die Differentialgleichung:
y'+ % =
hat zur S- Kurve die Parabel (Fig. 2):
1 2
n= '4_5 ]
und weil £ = 2z ist, so strahlen die Elemente mit der Abscisse
z aus dem Parabelpunkte von der Abscisse 2z ausy dies giebt
eine einfache Konstruktion der Linienelemente und angeniherter
Integralkurven, welch letatere Linien dritter Ordnung sind,
dargestellt durch & Sy + € — 0.
B) Dic Differentialgleichung:
y'=ax + by +¢,
in welcher a, b, ¢ gegebene Konstanten bedeuten, gehort zu

denjenigen, dercn S-Kurve eine Gerade ist (Fig.3); man kann
sie nimlich auf die Form:

] VRS

bringen und diese stimmt mit 10) iiberein.
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Von Prof. E. Czupes.

Fig. 2.
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Beitrag zur graphischen Integration ete.
Hiernach ist a atbe
T= 75T Ty
die Gleichung jener Geraden S, beziiglich welcher die Integral-
kurven affin sind und die auch selbst ein partikuliires Integral
darstellt. Andere Integralkurven konnen niherungsweise mit
Hilfe dieser Geraden und auf Grund der Relation:
E—x—7
konstruiert werden, wonach sich £ von dem zugeordneten z
um die Konstante —% unterscheidet.
- Es verdient bemerkt zu werden, dass hier transcendente
Kurven als Grenzresultat einer linear durchgefiihrten Kon-
) struktion erscheinen; denn
. g & das allgemeine Integral
Y| ! lautet
1 z @ a+be
f y=Cor — gz — ——
i ) Als cinen speziellen
oflI By Fall zu 13), der ein be-
’ sonderes Interesse Dbietet,
‘ filhren wir die Gleichung:
C4 2z
! -
A G y+ my=0
' N an. Fir sie ist
1 E& VR B
| | N " o a? o
R E—et g2ty
| P 2
o T = E oo 5 > X wemn 2%& =Y gesetzt wird;

es kann also das zu einem

z gehbrige £ mit Hilfe der gleichseitigen Hyperbel
all

Yy = 5 .
konstruiert werden (Fig. 4); man braucht nur den Punkt, in
welchem die Hyperbel von der im Abstande x parallel zur y-Axe
gezogenen Geraden getroffen wird, durch einen Strahl auf die
x- Axe zu projizieren, welcher der Halbierungslinie von YO X'
parallel Iduft. Durch eine Reihe linearer Konstruktionen kamn
also ein Polygon verzeichnet werden, das mit geniigender Ge-
nauigkeit den Verlauf einer Integralkurve anzeigt; die Grenze
dieses Polygons bei bestindig zusammenriickenden Ordinaten-
linien wire eine Integralkurve selbst, und zwar eine trans-
cendente Kurve, enthalten in der Gleichung:

y=Ce @
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fiir ein entsprechend gewiihltes C. Man erkennt leicht, dass
auf den Ordinatenlinien, welche durch die Scheitel der Hyperbel
gehen, die Wendepunkte der affinen Kurven liegen.

) In der Gleichung y'—= 0

ist =0, daher £ wie % unendlich; die Tangenten an Punkte
mit gleicher Abscisse sind demnach parallel. In der That
hat eine Gleichung von Fig. 5.

der vorliegenden Form
ein Integralsystem, das
den Translationen paral-
lel zur y-Axe gegen-

iiber invariant ist.

¢) Die Gleichung:

S

s Y 1

w—x g—=x

gehort unter die Form
14); ihre S-Kurve ist

die Gerade
£ = u;
da ferner
©—
N = f—z !

so bestcht zwischen
dem Biischel der Ordi-
natenlinien und den zu-
geordneten Punkten von S Projektivitit. Die Integralkurven,
transcendente Linien von der Gleichungsform:

y="0z—a)+

r—aoa, r—ao
fe @ f

)

erscheinen demnach wieder als Grenzresultat einer linear ge-
fiihrten Konstruktion. Ihre Tangenten im unendlich fernen
Punkte gehen durch den festen Punkt:

o nelin T
von S8; dieser Punkt ist also der Triger des Biischels der
Asymptoten der Integralkurven (Fig.5h).

Zeitschrift f. Mathomatik u. Physik. 44. Band. 1899. 1. Heft. 4
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Sur les ,,Tables des chiffres constants“ de M. Calza,
destinces a faciliter les multiplications et les divisions,

Par
M. G. C. BARAVELLI,

Ingénicur & Rome.

Les tables numériques dont on se sert plus généralement lorsqu'on
a un grand nombre de multiplications ou de divisions & faire, et sur-
tout lorsqu'on doit opérer sur des nombres ayant beaucoup de chiffres,
ne sont que des tables de produits, telles que la Table de Pythagore.
Les plus connues parmi les tables de ce genre sont celles qui ont été
publiées par le Dr. Crelle eb qui contiennent les produits de tous les
nombres de trois chiffres.

La manitre de se servir de ces tables est simple; et avantage qu'on
en tire consiste essentiellement en ce qu’elles permettent d’exécuter les
multiplications et lecs divisions par la simple transcription des produits
partiels et par l'exécution d’additions ou de soustractions.

Les tables des Quarts de carrés de M. Blater sont aussi en usage
et présentent un avantage réel pour la multiplication et pour I'extraction
des racines carrées.

Nous donnons ci-aprés, avec le consentement de M. F. Calza qui
en est lauteur, un spécimen d'une nouvelle série de tables, qui
permettent d’exécuter, aveec une facilité et une rapidité tout-i-fait
remarquables, les multiplications et les divisions.®

Ces tables, que l'auteur a appelées Tavole delle cifre costanti,
sont au nombre de 989, pour les nombres compris entre 11 et 999;
elles donnent immédiatement les quotients et les restes de toute
division, quand le diviseur a quatre chiffres au plus. Pour les divi-
seurs de b a 12 chiffres on fait usage de petites tables auxiliaires,
Elles donnent aussi immédiatement les produits par tout nombre de
trois chiffres.

La table que l'on trouvera ci-aprés sert & multiplier par 247 et
a effectuer les divisions par 247 et par 2471 & 2479. '

Division: diviscur de trois chiffres. On cherche dans la pre-
miére colonne les nombres les plus proches, par défaut, des dividendes
successifs; la deuxiéme colonne donne les quotients correspondants et
le premier chiffre (centaines) des restes; le chiffre des unités du reste
se trouve dans la colonne qui porte en téte un O et le chiffre des

* Un spécimen de ces tables a été publié par l'auteur, & Naples. Une de-
scription en a été donnée dans une Nota su alcuni aiuti all’ esecuzione
dei calcoli numerici, publiée dans les Annali della Societd degli
Ingegneri e degli Architetti Italiani. Rome 1895.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sur les ,,Tables des chiffres constants* de M. Calza etc. Par M. G, C, BaraveLrn 51

dizaines est représenté par la colonne vide entre les deux: on l'obtient
en retranchant du dividende le nombre approché par défaut qu'on a
trouvé dans la premiére colonne. Exemple: 13674919 : 247.

On cherche dans la colonne des dividendes la premiere tranche de
trois chiffres® (en comptant de gauche & droite) du dividende (136);
le nombre qui en approche le plus par défaut (134) donne le quotient
5 et le reste 1-H; en retranchant 134 de 136 on obtient 2, qui est le
chiffre des dizaines du reste: le reste est done 125. On ajoute a ce
nombre le quatritme chiffre du dividende (7) et on obtient 132, qu'on
cherche dans la colonne des dividendes. Le nombre le plus rapproché
par défaut est 124, qui donne 5 au quotient et -5 de reste; et puisque
132 — 124 — 8, le reste est 85. On ajoute & ce nombre le cinquiéme
chiffre (4) du d1v1dende et on obtient 89. A la colonne des dividendes
on & 85 =89 —4: le quotient est 3 et le reste 1[4|9, et ainsi de
suite. ,

L'opération est arrétée i l'avant dernier chiffre (de droite) du
dividende. On dispose le calcul de la manitre suivante:

13674919 : 247
Quotient . .5HH3 64 -
Reste . . . . .11

Le reste de le division est la somme du reste (2) correspondant
au dernier chiffre du quotient et du dernier chiffre du dividende.

11 est & remarquer que les neuf lignes entre filets, qui partagent
la table en trunches horizontales, correspondent aux multiples du
diviseur: 247, 494, ete. Si au cours de la division on tombe sur un
de ces multiples, et si son dernier chiflre n'est pas plus fort que le
chiffre suivant du dividende, on obtient & la fois deux chiffres du
quotient; et la différence donne les dizaines du reste, dont le chiffre
des unités est Q.

Exemple: 12364« ..:247. On trouve que 1235 est un multiple;
et comme on a au dividende 1236 on peut metire 50 au quotient et
on a le reste 6 — 5 =1 dizaine, c'est-a-dire 10, qu'on ajoute au
chiffre suivant (4) du dividende, et ainsi de suite. Si le dividende
était 12334 ... on ne pourrait pas s’arréter au multiple 1235; on de-
vrait reculer au 119, qui donnerait le quotient b et le reste 242; pour
242 + 3 == 245 on aurait le quotient 9 et le reste 227, ete.

I va sans dire quon peut continuer la division et calculer le
quotient avee autant de décimales qu'on veut, en supposant qu'un
nombre correspondant de zéros soient ajoutés au dividende.

Diviseur de quatre chiffres. Le procédé de calcul est sem-
blable; seulement, au lieu de chercher le dernier chiffre des restes

* 8i le nombre formé des trois chiffres était plus fort que le diviseur, il

faudrait n'en prendre que deux. Ainsi si le dividende est 275... on devra
chercher dans la colonne des dividendes le nombre approchant de 27.
4*
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dans la colonne intitulée O, on le cherche dans la colonne désignée
par le dernier chiffre du diviseur. Le chiffre & droite, en haut, doit
étre écrit au-dessus du dividende en avangant de deux rangs vers
la droite. Les chiffres écrits au dessus du dividende sont & ajouter
aux chiffres correspondants du dividende. Exemple: 1443642 : 2473.

Pour le 144 la colonne des dividendes donne 144; le quotient est
5 et le reste 2[0]3; on écrit un 5 au-dessus du 6 du dividende. Pour
203 -F 3 = 206 on trouve 198; le quotient est 8 et le reste [8]1; on
éerit un 6 au-dessus du 4 du dividende. Pour 81 +6 + 5 =92 on
trouve 85; le quotient est 3 ct lc reste 1[7]8; on écrit 1 au-dessus
du 2 du dividende. I’opération est terminée au deuxiéme chiffre avant
le dernier du dividende; on obtient le reste en ajoutant au reste
trouvé (178) décuplé les deux derniers chiffres du dividende et les
chiffres derits au-dessus: 1780 - 42 + 61 — 1883.

On dispose le caleul ainsi:

561
1443642 : 2473
Quotient .. H83

178
Reste . ... 1883
Quand un trait — est superposé au chiffre des unités du reste on

doit retrancher 10 du reste. Ainsi pour 21142--.: 2477 on trouve 208;

le chiffre du quotient est 8 et le reste 138 doit &tre réduit a 128
Si on tombe sur l'un des multiples on peut, comme pour le diviseur
de trois chiffres, écrire a la fois deux chiffres du quotient: il faut
ajouter au reste, avee leur signes, les nombres qui se trouvent entre
les filets, & la rencontre de la ligne du multiple et de la colonne
désignée par le dernmier chiffre du diviseur. Si le résultat qu'on
obtient est négatif on devra remonter, dans la premiére colonne, au
dividende précédent. Xxemple: 148313 :2472. On a le multiple 1482
qui donnerait 60 au quotient et 1 dizaine, ou 10 unités, de reste.
Mais il faut ajouter au reste + 8 — 20 ce qui donnerait un résultat
négatif; par conséquent il faut reculer, dans le colonne des dividendes,
an nombre précédent (144) et on trouve que le quotient est 59.

Il est aussi & remarquer que les nombres & gauche des multiples,
qui leur correspondent exactement (122 15 est 1'équivalent de 1235, ete.)
aident quelquefois & abréger les calculs. Exemple: 11379 -..: 2473
On a pour 113 le quotient 4 et le reste 140; on éerit un 8 au-dessus
du 9 du dividende. On a ensuite 140 + 7 =147, ¢t on trouve i gauche
du multiple 1482 les chiffres 14712, et comme on a au dividende
9-+8=17 on peut marquer 60 au quotient. On a pour le reste
17 — 12 = 5 dizaines, auxquelles il faut ajouter avec leurs signes les
nombres entre filets & la colonne 3; ainsi on a 50 — 20 - 2 = 32,
qui est le reste.
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Diviseur de cinq & douze chiffres. Les tables auxiliaires
qu'on doit employer, forment un cahier & part comprénant les nombres
entre 11 et 9999. La table auxiliaire de chaque nombre donne les
compléments des neuf premiers multiples du nombre aux multiples de
l'unité suivie d'autant de zéros que le nombre a de chiffres.

Ainsi la table auxiliaire de 742 est la suivante: 742

Soit 864519 : 247742: le quotient aura évidemment un B
seul chiffre entier. Dans la table principale (247) on trouve, 1 1 268
pour 86, 3119; dans la table auxiliuire on a, pour le quotient 2 |, D16
3, 3774 et on écrit T4 31, 114
864319 4, 032
3 51, 290
Les chiffres qu'on écrit au-dessus du dividende sont a 6|, 548
additionner; ceux qu'on écrit au-dessous sont & retrancher. 7|, 806
En continuant on pose la virgule au quotient, et comme 8 g 064
le reste est 119+ 4 — 3 =120 on trouve, sur la table g 7 399
prineipale, 4 212 et sur la table auxiliaire, pour le quotient
4, 3032, qu'on écrit 039
774
864319
33

Le reste est 21243 47— 3 =219 qui donne, dans la table
principale, 8214 et dans la table auxiliaire, pour le quotient 8, 6 064.
Si on s’arréte a ce point on obtient le reste de la division d'une
maniére analogue & celle qui a été indiquée précédemment. Si on trace
une ligne verticale 4 droite du chiffre du dividende qui correspond au
nombre demandé de décimales, on peut limiter & cette ligne les chiffres
4 écrire au-dessus du dividende. Le calcul est disposé de la maniére
suivante: 0

7.
86431 |9
336
Quotient 3,488

Cette disposition rappelle le procédé de la division abrégée effectuée
par les méthodes ordinaires,* mais le résultat est obtenu d'une maniére
bien plus rapide et le nombre des chiffres & écrire est aussi limité
que possible,

La juxtaposition de deux tables auxiliaires permet d’arriver aux
diviseurs de 12 chiffres; la convenance de l'emploi de ces tables est
surtout trés grande quand on a & effectuer plusieurs divisions par un
méme diviseur.

* Vieille, Théorie générale des approximations numériques.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



b4 Sur les ,,Tables des chiffres constants* de M. Calza ete.

Multiplication. Chaque tranche horizontale de la table donne,
dans chacune des colonnes qui portent au haut l'un des chiffres 1...9,
les produits de 247 par les nombres 11 & 99. Chacun de ces multiples
est partagé en deux sections, dont 1'une est au bas et l'autre an haut
de la tranche, ce qui empéche toute confusion avec les nombres inscrits
au milieu de Ta tranche, qui servent pour la division,

Le procédé est le suivant, Soit

769532 > 247
190074404

En comptant de droite & gauche on a d’abord 32 au multiplicande:
2 la tranche 3 et & la colonne 2 on trouve 04, qu'on marque au pro-
duit, et 79 qu'on retient. 5 étant le troisitme chiffre (de droite &
gauche) du multiplicande, on cherche dans la tranche H le reste qui
approche le plus de 79; ou trouve [7]5, qui correspond au dividende
124 + 7 = 131: on retient 131 et on marque 79 - - 75 —= 4 au produit.
Pour le quatriéme chiffre (9) du multiplicande on trouve, dans la
neuvieme tranche, 1[2]7 et le dividende 233 -- 2 — 235, qu'on retient;
on marque au produit 131 — 127 =4, Pour le 6 on a 2[2]8 et le
dividende 169 + 2 — 171; on marque 235 — 228 = 7. Pour le 7 du
multiplicande on a 1[7]1 et le dividende 183 4+ 7 = 190: od marque
171 — 171 = 0 et, & gauche, 190.

L’application de ce procédé est beaucoup plus simple que sa de-
seription; les petites additions et soustractions sont faites mentalement
et on n'a & éerire que les chiffres du produit, tandis qu'avec toute
autre table de produits partiels on devrait, au moins, transcrire un de
ces produits pour chaque tranche de trois chiffres du multiplicande, et
additionner ces produits partiels convenablement disposés. 8i le multi-
plicateur a plus de trois chiffres, l'avantage est aussi grand, car on ob-
tient les produits partiels du multiplicande tout entier par chaque
section de ftrois chiffres du maultiplicateur.

Extraction des racines carrées. Chaque table porte en téte
l'indication du guart du carré du nombre qui la désigne, ce qui rend
tres aisée I'effectuation de Popération par le méthode ordinaire, puisqu’on
a immdédiatement les premiers chiffres de la racine. La table aide &
la rapidité de Veffectuation des divisions successives, dont les diviseurs
commencent toujours par les mémes chiffres.

Conelusion. On voit qu'a laide des tables de M. Calza on peut
effectuer avec une plus grande facilité et d'une maniére plus prompte
les calculs pour lesquels on a employé jusqu'as présent les tables des
produits ou les tables tétragonométriques; on peut dire aussi que les
résultats sont plus strs puisque le calculateur n'a pas & transcrire
machinalement des résultats, mais doit les trouver a l'aide de caleulations

)
mentales excessivement simples, qui tiennent son esprit en éveil
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Beispiele graphischer Tafeln, mit Bemerkungen
uber die Methode der fluchtrecchten Punkte.

Yon

R. MEHMKE
in Stuttgart.

Hierzu drei Tafeln.

Die mannigfachen unbestreitbaren Vorzlige graphischer Dar-
stellungen gegeniiber numerischen Tabellen sind bekannt. Wihrend
aber die nichstliegende Methode, cine Funktion ¢ — f(z, %) von zwel
Verinderlichen in einer Ebene darzustellen, mimlich (unter Deutung
der Verinderlichen als Cartesischer Koordinaten eines Punktes) durch
Hiohenkurven der zugehorigen Fliche, lingst zum Gemeingut der
Mathematiker, Physiker und Techniker aller Richtungen geworden ist,
hat die ,Methode der fluchtrechten Punkte“* trotz ihrer besonderen
Vorziige und trotzdem ihre Spuren vielleicht in Deutschland am
weitesten zuriickverfolgt werden konnen,** hei uns noch wenig Ver-

* Ich gebe so die neuerdings von Maurice d'Ocagne im Bulletin de la
Société Mathémutique de France, t. XX VI, p. 31, 1898, vorgeschlagene Bezeich-
nung ,,méthode des points alignés® wieder. In der Sprache der Baulente und
Feldmesser ist ,,Flocht* gleichbedeutend mit dem franzosischen ,,alignement®,
,.einfluchten® oder ,nach der Flucht einrichten* mit , aligner®, daher darf man
wohl ,,fluchtrecht®, d. h. nach der Flucht eingerichtet oder in einer geraden
Linie liegend, fiir das franzosische ,,aligné* setzen, wie ja auch wagerecht, senk-
recht oder lotrecht genannt wird, was nach der (Setz- oder Wasser-) Wage, dem
Senkel oder Lot eingerichtet ist.

** Das #lteste mir bekannte Beispiel fir die Anwendung der fraglichen
Methode findet sich in einer Abhandlung von M&bius aus dem Jahre 1841
(Crelles Journal, Bd. 22, 8. 280, Fussnote, oder M6bius' Gesammelte Werke,
Bd. 4, 8.620). Es heisst dort: ,,Man konnte hiernach eine Parabel in Verbindung
mit einer Geraden, beide auf die oben beschriebene Weise eingeteilt, auch als
Multiplikationsmaschine bentitzen. Ein Lineal, gelegt durch die Teilpunkte der
Parabel, an welchen die Faktoren stehen, wiirde die Gerade in dem Teilpunkt
des Produktes treffen. Beil dieser Gelegenheit mag mnoch bemerkt werden, dass
zu demselben Zweck statt der Parabel auch zwel Geraden, die eine fiir den einen,
die andere fiir den anderen Faktor, angewendet werden kinnte . ... Ein anderes
Beispiel, auf das ich schon frither hingewiesen habe und das ich damals fiir das
alteste hielt (sieche W. Dyck, Katalog mathematischer und mathematisch- physi-
kalischer Modelle, Apparate und Instrumente, Nachtrag, Minchen 1893, 8. 17,
Nr. 48a), ist die Tafel zur Geschwindigkeitsformel von Ganguillet und Kutter
(Zeitschrift des Osterreichischen Ingenieur- und Architektenvereins, 21. Jahrgang,
1869, Figur 13 aunf Blatt Nr. 9; abgedruckt im Handbuch der Ingenieurwissen-
schaften, Bd. 4, und in verschiedenen Auflugen des Taschenbuchs des Ingenieurs,
herausgegeben vom Verein ,, Hiitte*).
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breitung gefunden. Ich habe mir deshalb die Aufgabe gestellt, durch
Verbffentlichung gebrauchsfertiger, den verschiedensten Anwendungs-
gebieten entnommener Tafeln, die nach dieser Methode konstruiert
sind, zum Bekanntwerden der letzteren nach Mdglichkeit beizutragen®

Es erscheint mir zweckmiissig, des Vergleiches wegen in erster
Linie solche Beispiele zu wihlen, die bereits nach der ilteren Me-
thode, um deren Entwickelung sich bekanntlich Léon Lalanne®*
und Chr. A. Vogler*** hesonders verdient gemacht haben, behandelt
worden sind.

Zur Xennzeichnung der hier in Rede stehenden Methode sei
folgendes mitgeteilt. Tst zwischen drei veriinderlichen Grossen z, y
und # eine durch die Gleichung I'(z, ¥, 2) = O dargestellte Beziehung
vorhanden, so wird diese geometfrisch zum Ausdruck gebracht, indem
man (siehe Fig. 1) drei (im allgemeinsten Falle krummlinige) Skalen von
der Beschaffenheit konstruiert, dass zu drei in einer Geraden liegenden
Teilpunkten derselben immer solche Zahlenwerte von z, ¥y und 2 ge-

* Ausser der in der vorhergehenden Anmerkung genannten Tafel von
Ganguillet und Kutter (1869) sind mir noch folgende im deutschen Sprach-
gebiete verdffentlichte Anwendungen der Methode der fAuchtrechten Punkte be-
kannt:

R. Mehmke, Graphische Tafel zur Bestimmung der Korrektion des Baro-
meterstandes, welche bel der Reduktion auf 0° wegen der Temperaturausdehnung
des Quecksilbers und des Mallstabes nétig ist, Annalen der I'bysik und Chemie,
neue Folge, Bd. 41, Tafel VII (Text $.892), 1890. R. Mehmke, Graphische
Tafel zur Ermittelung der Leistungen von Lokomotiven, Centralblatt der Bau-
verwaltung, Jahrgang 1890, 8. 418. Hans Maurer, Graphische Tafeln fiir
meteorologische und physikalische Zwecke, Inaugural-Dissertation, Strassburg
(Druck von Hammerich & Lesser in Altona) 1894; es sind vier meteorologische
Tafeln (fir die Korrektion des Barometerstandes wegen der Wirmeausdehnung
des Quecksilbers und des Mallstabes, fiir die Reduktion des Barometerstandes
auf Meeresniveau und auf die geographische Breite von 45° allgemeine Barometer-
tafel, Psychrometertafel) und fiinf physikalische Tafeln (fiir die Berechnung der
Luftdichtigkeit und die Reduktion eines Gasvolumens auf 0° und 760 mm Druck,
die Reduktion einer Skalenablesung auf ithren Winkelwert, die Reduktion von
Schwingungsdanern auf unendlich klemne Bégen, die Bestimmung des Brechungs-
verhiltnisses eines Prismas, die Bestimmung der Dispersion mit dem Abbeschen
Refrakiometer) gegeben,

Auf der mathematischen Ausstellung in Miinchen im Herbst 1893 haben
sich 14 im Jahre 1889 von mir entworfene graphische Tafeln der fraglichen Art
(darunter die hier vorgelegten) befunden, siehe W. Dycks Katalog, Nachtrag,
Miinchen 1893, Nr.40d, S.9 und Nr, 44b, S.19.

Uber die zahlreichen Auwendungen der Methode, die seit 1891 namentlich
in Frankreich und Italien verdffentlicht worden sind, findet man einen interessanten
Bericht von M. d'Ocagne in der Revue générale des sciences, 9e année, 1898,
p. 118.

** Mémoire sur les tables graphiques et sur la géometrie anamorphique...,
Annales des Ponts et Chaussées, 2tme série, t. 11, 1er semestre 1846, p. 1.

** Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln, Berlin 1877.
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héren, die jene Gleichung befriedigen® Setzt man an Stelle einer
dieser Skalen eine einfach-unendliche Schar von solchen, so wird
damit eine neue Veriinderliche eingefiihrt, ndimlich der Parameter, der
die Lage des Trigers einer einzelnen dieser Skalen bestimmt. Auf
diese Weise ist es moglich, das Verfahren auf Gleichungen zwischen
4, 5 oder 6 Veriinderlichen auszudehnen.®* -

Mit ‘M. d’Ocagne wollen wir von den sogenannten Parallel-
koordinaten einer geraden Linie Gebrauch machen. Darunter sind

* Damit eine solche Darstellung moglich sei, wozu gehért, dass die Funk-
tion F' sich auf die Form: P @ w@ 1
1\ 1

Fl,y,o)=| 9, vy (y) 1
g (2) Wy (2) 1
bringen lisst, muss F einer gewissen partiellen Differentialgleichung gentigen,
deren Aufstellung und ndhere Untersuchung noch aussteht. s hat aber kiirzlich
M. E. Duporcq im Bulletin des sciences mathématiques, 2%me série, t.-22, p 287,
1898, einen Weg gezeigt, um auch ohne jene Differentialgleichung, nur mit Hilfe
notwendiger und hinreichender Funktionalgleichungen, die Funktion ¥ zu priifen
und ihr, wenn es mdglich ist, die fragliche Form zu geben. Aus Mangel an
Raum kann hier auf diese Untersuchungen nicht cingegangen werden, es soll
dies aber bei niichster Gelegenheit geschehen,

** Tn geschichtlicher Beziehung ist folgendes zu sagen. Bei den in der zweiten
Anmerkung auf 8. 56 erwihnten vereinzelten Anwendungen von Mobius (1841)
sowie Ganguillet und Kntter (1869) ist noch nicht davon die Rede, dass es
gich um eine allgemeine Methode, Funktionen mehrerer Verinderlichen geo-
metrisch darzustellen, handelt, wenngleich Mibius tiefer in die Sache ein-
gedrungen sein mag, als seine oben wiedergegebenen kurzen Bemerkungen er-
kennen lassen. Ks hat dann 1884 M. d'Ocagne in den Annales des Ponts et
Chuaussées, 6.série, t.8, p. 531, aus den von Lulanne 1846 u.a. O. zur Auflosung
trinomischer Gleichungen vorgeschlagenen Tafeln durch Vertauschung von Punkt-
koordinaten mit Linienkoordinaten neue, demselben Zwecke dienende Tafeln ab-
geleitet, welche zu den ,,abaques & alignement* geh&ren, aber er hat es damals
unterlassen, das allgemeine Prinzip der Methode der fluchtrechten Punkte aus-
zusprechen und dies erst 1890 nachgeholt (Génie civil, t. XVII, p. 343). Inzwischen
hatte das jedoch, 1886, August Adler (Berichte der Wiener Akademie, Bd. 94,
2. Abtlg., $3.404), ebenfalls an Lalanne ankntipfend, aber offenbar ohne Kenntnis
der ersten Arbeit von M. d’Ocagne, bereits gethan. Die speziellen, von Adler
angegebenen Tafeln zur Aufldsung numerischer Gleichungen u. s. w. sind mit denen
von M. 4°Ocagune kollinear verwandt, aber nicht identisch, weil Adler andere
Tinienkoordinaten beniitzt als M. d’Ocagne. Tch selbst bin auf die fragliche,
alle wesentlichen Gesichtspunkte enthaltende Arbeit von Adler erst in meuester
Zeit aulmerksam geworden; unabhiingig davon hatte ich 1889 ebenfalls die Me-
thode ausgebildet, einzelnen meiner Schiiler mitgeteilt und viele Anwendungen
von ihr gemacht, Ks scheint Adler auf die Sache nicht wieder zurickgekommen
zu sein, wihrend M. d’Ocagne in zahlreichen Veriffentlichungen diese wie
andere Methoden der ,,Nomographie* gefirdert und in seinen letzten Arbeiten
(siehe namentlich: Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXV1, p.16,
1898) das Ganze in ein System gebracht hat.

Die Ausdehnung der Methode der fluchtrechten Punkte auf den Raum be-
treffend vergleiche man die Mitteilung: ,,Uber einen Apparat zur Auflosung
numerischer Gleichungen mit vier oder finf Gliedern® am Schlusse des vorher-
gehenden Bandes dieser Zeitschrift.
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(siehe Flg 2) die Abschnitte » und » zu verstehen, welche die Gerade
auf zwel zu einander parallelen Axen von behebm‘em Abstand bildet,
jeder Abschnitt von dem willkiirlichen Nullpunkt der betreffenden Axe
an gemessen und mit dem Plus- oder Minuszeichen versehen, je nach-
dem er dem positiven oder negativen Teile dieser Axe angehort*
Legt man den Nullpunkten o, und o, der - und v-Axe die Ge-
wichte 4 und p bei, zieht man ferner durch ihren Schwerpunkt ¢ eine
Parallele zu den Axen und bezeichnet das auf ihr durch die betrach-
tete Gerade abgeschnittene Stick mit w, so sind die parallel zu den
Axen gemessenen schiefen Abstinde u, v, w der Punkte o, 0, und g
von jener Geraden proportional den zugehtrigen senkrechten Abstiinden
hy, by, b, zwischen denen bekanntlich die homogene lineare Gleichung:

Aby+ phy— (A +u)h =0
besteht. Folglich ist auch

1) Au+uv— @A+ p)w—0.
Fig. 1. ¥ig. 2.
I .
S
- e 4 ® w v
Z/ - -~
o R
e g T~
P 0,"

Es leuchtet ein, dass jede (erade, deren Parallelkoordinaten w, »
dieser Gleichung geniigen, durch den Punkt p geht, der durck die
Zahlen i, u (bezw. deren Verhiiltnis) und den Abschnitt w bestimmt
ist. Daher kann 1) die Gleichung dieses Punktes genannt werden.
Tm den Punkt zu einer gegebenen Gleichung zu finden, kann man
zwei (oder zur Probe noch mehr) Geraden konstruieren, deren Koordi-
naten die Gleichung befriedigen, indem man etwa jedesmal eine Ko-
ordinate beliebig wihlt, die andere aus 1) berechnet; es lisst sich
auch der Umstand beniitzen, dass

0 q:g0, —u:h

* Schon zehn Jahre vor M. 4’Ocagne hat Herr K. Schwering (im Jahres-
bericht fiir 1874 des Westfilischen Provinzialvereins, S.149) Parallelkoordinaten
beniitzt, wenn auch zu anderen Zwecken. Herr Schwering nimmt die Ver-
bindungslinie der Nullpunkte beider Axen senkrecht zu letzteren an. Oft ist es
aber von grosstemn Wert, von dieser Beschrinkung frei zu sein. Dagegen kann
man beiden Axen stets die gleiche positive Richtung geben, was im folgenden
geschehen soll.
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L#sst sich nun die darzustellende Gleichung I'(x, y, 2) =0 auf
die Form
2) «(2) @) + B v () + v(2) =0
bringen — ein sehr hiufiger besonderer Fall, auf den wir uns hier be-

schrinken wollen —, so kann Gleichung 1) dadurch mit 2) identisch
gemacht werden, dass man:

3) U= ag(a),
4) v —by(y)
setzt, wo @ und b beliebige Konstanten bezeichnen, und ferner
__a@® _ B , 7(2)
5) A=y b= W= (z)'

Werden in 3) dem x verschiedene, eine anthmetische Reihe
bildende Werte erteilt, an die Endpunkte der zugehdrigen u die be-
treflenden Werte von x geschrieben, so ergiebt sich die Skala der z,
dic hier also geradlinig ist und die #- Axe zum Triiger hat. Xbenso
liefert 4) die y-Skala mit der v-Axe als Triger. Endlich gehért ver-
moge 5) auch zu jedem Werte von # ein bestimmter Punkt, was zu
einer dritten Skala, derjenigen der z, Veranlassung giebt. Diese wird
im allgemeinen krummlinig sein, dagegen als Triiger eine Parallele zu
den Axen haben, wenn o und § Konstanten sind.

Dass zwischen den drei Skalen der gewiinschte Zusammenhang
besteht, ist klar. Die Gerade durch irgend drei zusammengehbrige
Punkte wird man in der Regel nicht zu zcichnen brauchen, sondern
z. B. durch einen mit den linden gespannten Faden herstellen kénnen.
Auch ein Lineal aus Hartglas oder Zellhorn mit einer unterwiirts ein-
geritzten feinen Linie 1st zweckmissig.

Beispiele.
1. Zustand-Tafel fiir 1 kg atmosphiirische Luft (TafelI). Diese

Tafel ist die Umwandlung einer nach der élteren Methode entworfenen
von (. Herrmann* Die zwischen dem Druck p, dem Volumen V
und der Temperatur ¢ nach dem Mariotte-Gay Lussacschen Gesetz

vorhandene Beziehung PV — 29,268 (275 -+ £)
wurde durch Logarithmieren auf die Form 2) gebracht, niimlich:

log p + log V— log[29,268(273 + )] = 0.

Es konnte dann alogp, ©v—alogV,

gesetzt werden, d. h. fir den Druck und das Volumen sind logarith-
mische Skalen gleicher Lingeneinheit genommen, wodurch 4 = g wurde

* Zur graphischen Behandlung der mechanischen Wirmetheorie, Zeitschrift
des Vereins Deutscher Ingenieure, Bd. 28, 1884, Textblatt 4 vor 8. 901.
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oder die Skala fiir die Temperatur in die Mitte zwischen die Axen
fiel. Bei adiabatischer Zustandiinderung ist bekanntlich:
p V4 —const, was %+ 1,41v —const =0

giebt. Dies ist die Gleichung eines Punktes auf einer (in der Tafel
gezeichneten) Parallelen zu den Axen, welche deren Abstand im Ver-
hiiltnis 1,41 :1 teilt. Die gestrichelten Linien zeigen die Lisung der
Aufgabe: Wie tief sinkt die Temperatur einer Luftmenge von 20°C.
Temperatur und 6 atm. Druck bei adiabatischer Ausdehnung bis auf
atmosphirische (1 atm.) Spannung? Die Tafel giebt ungefihr —100° C.

2. Tafel II entspricht der auf der &lteren Methode beruhenden
Kurventafel zur Berechnung der von kiinstlichen Lichtquellen indizier-
ten Ielligkeit von Leonhard Weber®

Fiir die Helligkeit H cines wagerechten Flichenelementes, das
durch eine Lichtquelle von 100 Normalkerzen mit nach allen Richt-
ungen gleicher Emission beleuchtet wird, hat man, wenn das Flichen-
element die wagerechte Entfernung z und die senkrechte Entfernung 2
(in cm ausgedriickt) von der Lichtquelle besitzt:

6

g 10% R
(#*427)2
Wir stellen (na,ch Erheben beider Seiten auf die Potenz %) die Form

x’—lO‘*zg’H_ §—+— 22=10

her, die mit der von 2) iibereinstimmt, wenn y statt H geschrieben
wird. Wir haben dann gemiss 3) und 4) zu setzen:

_,2.
u=az?, v=0bH 3,

Die von irgend einem Punkte der z-Skala an den Triiger der
z-Skala gezogene Tangente trifft die H-Skala offenbar in dem Punkte,
an welchem die grisste, beim wagerechten Abstand # zu crziclende
Helligkeit des Flichenelementes steht, und an dem (schitzungsweise
zu bestimmenden) Bertthrungspunkte jener Tangente kann die Hohe #
abgelesen werden, in welcher die Lichtquelle sich befinden muss, damit
die Helligkeit den fraglichen Grosstwert annimmt. (In der Tafel ist

b—=—10% und e ungefihr Wlo mm, Der in der Tafel nicht an-

gegebene, dem Werte H — oo entsprechende Nullpunkt der v-Axe liegt
weit oben. Wiirde man b dasselbe Vorzeichen geben wie a, so wiirden
die Werte von I von oben nach unten wachsen, also umgekehrt wie
diejenigen von z, und der Triger der z-Skala wiirde nicht zwischen

die Axen fullen.)

* Elektrotechn. Zeitsehr., 6. Jahrg., 1885, 8. 55. Die Tafel ist mit Fig. 3
bezeichnet.
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3. Bei der Berechnung von Wasserleitungen wird oft die einfache
Dupuitsche Formel 400000 Jd°— @* angewendet, worin J das Ge-
fille in m/km, ¢ die durchfliessende Wassermenge in cbm/sec, d den
lichten Kohrdurchmesser in Meter bezeichnet. Fiir die Durchfluss-

(Geschwindigkeit ¥ in m/sec hat man ausserdem Q=§Vd 2 Die durch

Logarithmieren hieraus hervorgehenden Gleichungen schreiben wir in
der Form ‘

log J + 5logd — 6 (5 log @ + const) —0
und

logV + 2logd - 3(;log @ + const) —0.

Der ersten Gleichung entsprechend sind in Tafel IIT zwei logarith-
mische Skalen mit derselben Lingeneinheit fiir J und d vorhanden und
eine logarithmische Skala fiir €, deren Lingeneinheit nur !, so gross
ist und deren Triiger den Abstand der beiden anderen im Verhilinis
5:1 teilt. Um auch der letzten Gleichung zu geniigen, wurde eine
logarithmische Skala fir die ¥V 1im Malstabe der erstgenannten in
solcher Lage hinzugefiigt, dass der Triger der ¢-Skala den Abstand
der Triiger der V- und d-Skuala im Verhiiltnis 2:1 teilt. Die V-Skala
liegt so in der Mitte zwischen der - und d-8Bkala. Sind von vier
zusammengehdrigen Werten J; @, V, d irgend zwei gegeben, so liefert
die Tafel augenblicklich die beiden anderen. Dic gestrichelte Gerade
der Tafel enlspricht dem Zahlenbeispiel J = 60 m/km, @ = 500 l/sec;
man erhiilt d —~ 0,4 m und V=39 m*

Die Beispiele werden fortgesetzt werden.
P g

Die Deformation einer geradlinigen KFliche zweiten Grades
ohne Anderung der Liingen ihrer Geraden.
Von Friedrich Schur in Karlsruhe.

Im Jahre 1873 fand Herr Henrici®** den folgenden Sataz:

»Wenn man die Erzeugenden eines einschaligen Hyper-
boloids als starre Geraden betrachtet, die tiberall, wo sie slich
treffen, fest verbunden sind, aber so, dass an jedem Schnitt-

* Eine #ihnliche, von M. G. Dariés konstruierte, auf der Formel von M. Lévy
beruhende Tafel neueren Datums findet man in den Nouvelles Annales de la Con-
struction, 5° série, t. IV, 1897, pl. 33.

#* Vergl. den Katalog mathem. Modelle, herausgegeben von Walter Dyck,
Miinchen 1892, S. 261.
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punkte eine freie Bewegung der einen um die andere mdglich
bleibt, so ist die Flache nicht starr, sondern erlaubt noch eine
Deformation in eine einfach unendliche Anzahl anderer Hyper-
boloide.

Obwohl dieser Satz schon mehrfach Gegenstand von Publikationen*
gewesen ist, so ist seine Stellung im Systeme der Geometrie noch kaum
zu einem hinreichend einfachen Ausdrucke gebracht worden. Hat man es
doch bisher nicht einmal der Erwihnung fir wert gehalten, dass derselbe
Satz auch fiir das hyperbolische Paraboloid gilt. Der Satz ergiebt sich
aber ganz von selbst, wenn man pach depjenigen (Geraden des Raumes
fragt, denen bei einer réumlichen Affinitéit ihnen kongruente Geraden ent-
sprechen.

Denn zwei Flichen, von denen die eine aus der anderen nach der im
Satze angegebenen Vorschrift entstanden ist, stebén ja sicher in affiner
Verwandtschaft zu einander, in derjenigen nimlich, welche dadurch be-
stimmt ist, dass irgend einem windschiefen Vierseit der einen Fliche das
aus ihm hervorgehende Vierseit der anderen als entsprechend zugeordnet
wird. Durch diese Affinitit miissten also alle Geraden der ersten I'liche
in ihnen kongruente Geraden iibergefiihrt werden.

Besitzt nun eine Gerade g die Eigenschaft, durch eine Affinitit %
in eine 1hr kongruente Gerade g' iibergefithrt zu werden, so gilt dasselbe
offenbar von allen zu g parallelen Geraden. Denn jedes Parallelogramm 4 BC D),
von dem eine Seite 4B auf ¢ liegt, wird dann durch % in ein solches
Parallelogramm A'B' C'D' wbergefiihrt, dass

O'D'=A'"B'=AB=CD
ist.  Will man also alle Gerauden kennen, denen bei irgend einer Affinitit U
ihnen kongrumente Geraden entsprechen, so braucht man nur die Geraden
durch einen Punkt M zu suchen, denen diese Eigenschaft zukomut,

Nun entspricht doch irgend einer Kugel » um M als Mittelpunkt ein
Ellipsoid »' mit dem entsprechenden Punkte M' als Mittelpunkt, und die
gemeinsamen Durchmesser desselben mit einer zu % kongruenten Kugel &'
um M’ erfilllen, sofern sie iiberhaupt reell sind, einen Kegel zweiten
Grades «', der auch in zwei Kbenen zerfallen kann. Das Original o dieses
Kegels besteht offenbar aus lauter Geraden, die durch die Affinitit 9 in
ihnen kongruente Geraden tbergefiihrt werden, und jede Fliche zweiten
Grades, deren Erzengende den Kanten dieses Kegels parallel sind, wird
durch ¥ in dem geforderten Sinne deformiert.

Ist umgekehrt ein einschaliges Hyperboloid mit dem Mittelpunkte M
und dem Asymptotenkegel o gegeben, und ist & irgend ein Ellipsoid duarch
den sphirischen Kegelschnitt, den « auf irgend einer Kugelfliche um 3
ausschneidet, so fiihrt jede Affinitdt U, bei welcher das Ellipsoid & in eine

* Cayley in Messenger of Math., t. 8, p. 51 (1878), Darboux in Despeyroux-
Darboux’s Mechanik, t.II, p.522 (1886), Mannhe m in Principes et développe-
ments de géomdtrie cinématique, p. 189 (1894).
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zu x kongruente Kugel &' iibergeht, das Hyperboloid in ein solches mit
entsprechend kongruenten Geraden iiber. Jede dieser Affinititen setzt sich
offenbar aus einer solchen, bei welcher das Axenkreuz des Ellipsoids in
ein auf dasselbe fallendes rechtwinklig-gleichschenkliges Axenkreuz iiber-
geht, und einer Bewegung zusammen. Es ist leicht zu beweisen, dass die
Affinitiiten der ersten Art das Hyperboloid in die konfokalen iiberfiihren,
Ist nimlich: .

z y! z'l -
1) az—}_’b?—_cf’*l
die Gleichung des Hyperboloids, so ist durch:
of1 1 of1 R o1 A\
2) SU<d1+gg>+y(gg+p)+z(ae—p>—*1

eins der Ellipsoide dargestellt, sobald nur 4 so gewiihlt ist, dass die Koeft-
zienten von x%, ¥? und 2? positiv sind. Durch

] Vaii- 1dt Vbid ad? Vel—1d?®

3) x’=**"af 7*:13, y':T y, Z'—:fz
ist folglich die Affinitat dargestellt, die das Ellipsoid in eine Kugel vom
Radius d verwandelt; diese selbe Affinitdt fithrt also das IHyperboloid in

das andere:
.'L" 2 2 ZV 2
Y =1

4) PEEE + bEgadr et —id’

iiber, das dem gegebenen konfokal ist. Hiermit ist zugleich gezeigt, dass
nur die einem gegebenen einschaligen Hyperboloide konfokalen und die aus
ithm durch Bewegung entstehenden Hyperboloide der Forderung des Henrici-
schen Batzes gentigen.

Handelt es sich um ein hyperbolisches Paraboloid, so ist der Asymptoten-
kegel nur durch ein Paar von Ebenen zu ersetzen, denen die Erzeugenden
des Paraboloids parallel sind. Ist:

x2 y2
5) 7 -— 767 = 2z
die Gleichung des Paraboloids, so kann man eins der Ellipsoide in der Form:
6) #(1+5)+o(1—])+e—a

annchmen, die Affinitit folglich in der Form:

7 :w’l/a_}_l Jl/b_l z=2z"

Verbindet man mit ihr noch die Translation:

8) d =" =y, &= ..,”-{—%,
so geht das gegebene DParaboloid in das konfokale:
9 lz‘Il 2 . yll 2 7 2 " l
) a+i b—1 +

iiber, so dass die Analogie vollkommen ist.
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Dynamik der Kurbelgetriebe.

Von

Prof. Dr. Haxs Lorexz

in Halle a. 8.

Fortsetzung.

4. Diskussion der Ausgleichshedingungen. Die von uns
entwickelten acht Gleichungen fiir den Massenausgleich erster Ordnung
und vier Gleichungen fiir einen solchen zweiter Ordnung enthalten

ausser den Winkeln o,¢, ... @, der einzelnen Kurbeln gegen die erste
noch die reduzierten Momente ¢ der hin- und hergehenden, sowie I
der rotiercnden Massen, die Absténde a,a, ... @, der einzelnen Getriebe-

ebenen von derjenigen des ersten und schliesslich die Schubstangen-
verhilltnisse 7:7 jedes Getriebes. Dividiercn wir nun unsere Gleich-
ungen mit ¢, bezw. Il | so crkennen wir, dass sie als Variable nur

die Verhiltnisse der fraglichen Momente enthalten, die wir abkiirzungs-
weise

& @ @n
41 Xz CI Y AR
) Ql QH Q1 93 (L)l q/u
R R R,
42) f:(’?’ %:Qﬁ...R;, 0n

setzen wollen. Dasselbe Verfahren kénnen wir auch mit den Gréssen a
wiederholen und deren Verhiiltnisse

@ g, @ _ g B
43) a: =y, " = Iy o = I,
setzen. Fndlich wollen wir auch noch die Verhiiltnisse der Quotienten
7 : 1 bilden und schreiben:

A4) LY TR L W JOU L

IS 2 I, 3 Ity

Alsdann lauten unsere Gleichungen in entwickelter Form, da «; = 0:
1+ g,cose,+ g3 coseg—+ -+ geeose, =0,
Ta) Gp8in e, + g5 sineg+ -+ q.8ine, =0,
@ COS oty -+ g5 by 08 0y -+ - -+ + qukacose, = 0,

@, 510 g+ G5 kg 8In &3 + - -+ + gk, 810, = O

bl

Zeitschrift £ Mathematik u. Physik. 44 Band. 1899. 2. u. 3. Heft. 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



66 Dynamik der Kurbelgetriebe.

14 90, vosey + 9, coseg +---+ 0, cOsa, =0

1 0, sine, + g, siney +---+9g, sine, =0,

%) 0, COSe, + @ik, cosay + -+ @uk.co80, = 0,

g, sine, + @hysiney + -+ gakasine, — O;
14 gy hycos2e, 4 q42; cos2ey+ -4 qudy  cos2e,— 0,
Gohosin 2o, - g, 4, sin2e,+- -4 g4, sin2ea,=0,

I1Ta)

Gt 0082 0, + gy Aghsc08205 4+ -4 gl k00820, = 0,

(3 ha810 200y + Gy Ashysin 20y + - - -+ gudnkasin 2e, = 0.

Diese zwolf Gleichungen enthalten mithin je #—1 Winkel o
Momentenverhiiltnisse ¢ und », Doppelverhiilinisse 4 und » — 2 Abstands-
verhiltnisse %, zusammen also Hn — 6 Variable, woraus man schliessen
darf, dass eine weniger als vierkurblige Maschine {iberhaupt nicht aus-
gleichbar (und zwar gleichzeitig von erster und zweiter Ordnung) wiire,
fiir eine vier- und mehrkurblige dagegen noch {iber wenigstens vier
Grossen willkiirlich verfiigt werden kénne. HKin ganz éhnliches Resultat

-wiirde sich ergeben, wenn man vom Ausgleich zweiter Ordnung ab-
sieht; es fallen dann die vier Bedingungen I1la) und die » — 1 Grossen 2
weg, so dass acht Gleichungen noch 4» — 5 Veriinderliche entsprechen.
Bei vier Kurbeln hitte man alsdann noch eine frei verfiighare Grosse.

Diese Schlussfolgerungen setzen indessen voraus, dass uusere zwilt
Gleichungen fiir jedes #» mit einander praktisch vertriiglich, bezw. von
einander unabhingig sind. Als praktisch unannehmbar wire z. B. eine
Losung zu bezeichnen, bei der einer der Werte von k-1 wiirde, da
dies ein Zusammentallen zweier Getriebe-Ebenen bedeutet.
Ebenso unzuldssig ist die Bedingung, dass einer der Winkel &, bezw.
eine Differenz e, — e — 0 oder —180° wird, da alsdann die Tot-
punkte zweier Getriebe zusammenfallen, so dass die Gefahr ent-
steht, dass die Maschine nicht in jeder Lage anspringt, d.h. sich von
selbst durch den Dampfdruck in Bewegung setzt. Um zu entscheiden,
ob und wann diese Fille eintreten, wollen wir zunichst einmal die
mit dem Index 2 behafteten Glieder* eliminieren.

Wir erhalten so durch Subtraktion der dritten von der ersten bezw.
der vierten von der zweiten Gleichung in Ia) bis IIla):

b {1+q3 (1 — kg)cosag+ --- + g, (1 — k,)coser, — O,
) 4y (1”‘753)5ina3+"'+qn(1—kn)sinan=0;
1+98 (I‘kﬂ)cosa.')_*_"'+9n(1_kn)cosan:0,

Hb) { o, (17 k3)sina3+...+Qn(1-—k,.)sinan=05

* Qelbstverstiindlich hitten wir auch die mit einem anderen Index behafteten
Glieder eliminieren konnen, da doch die Reibenfolge ganz willkirlich ge-
withlt ist. .
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14 g4, (1 — k) eos2eg + - - + q,4,(1 — k)cos2a, = 0,
gz 5(1 — ky)sin 205+ - -+ -+ o d, (1 — k,)sin 2e, = 0.
Hierin lassen sich noch die entsprechenden Gleichungen der
Gruppen Ia) und 1la) vereinigen zu
45) (@ o) (1~ Fy)eosay+o -+ (fa— o)1 — k)oosas =0,
46) (g3 — 0g)(1 —Fy)siney+---+ (g — @.)(1 — k) sina, = 0,

wihrend fiir IIIb) keine weitere Vereinfachung moglich ist. Diese
beiden Formeln gehen fiir eine Vierkurbelmaschine iiber in

45a) (g, — 05)(1 — ks)cosey+ (9, — o) (1-— k) cose, = 0,
46a) (g, o) (1— Ey)siney+ (g, — @) (L — ky)sine, — 0
Sind hierin ¢, und g;, bezw. g, und g, von einander verschieden,

50 miisste
47) tg ey = tg oy,

TITh)

h. &, — @ oder — 180 + @ sein. Dies besagt aber, dass die Kurbeln
3 und 4 entweder einander gleich oder gerade entgegengesetzt gerichtet
sein sollen, einc praktisch unbrauchbare Anordnung. Mithin wird 47T)
hinfillig* und es konnen, da %k, und &, niemals —1 werden, die
Gleichungen 45a) und 46a) nur bestehen, wenn

9 =93 und ¢, =@,
wird. Dies hat weiter, wie man aus Ia) und IIa) erkennt, die Gleich-
heit von ¢, = g, zur Folge und fithrt wegen 41) und 42) auf den
praktisch wichtigen Satz;, dass bei ausgeglichenen Vierkurbel-
maschinen die Momente der rotierenden Massen in allen

Getrieben denjenigen der hin- und hergehenden proportional
sein miissen. :

* Auf ganz ihnliche Verhaltnisse fithrt der Ausgleich von Dreikurbelmaschinen,
der itbrigens auch theoretisch nur in erster Ordnung, d. h. ohne Riicksicht auf II1a)
durchfithrbar ist. Auch hier muss zunichst ¢, =g,, g, = p, sein, weiter aber er-
hilt man aus Ya) zweite und vierte Gleichung:

sin oy = Iy sin oy,
mithin wg=0 oder ==
und, da wegen der zweiten Gleichung dann auch sin ¢, = 0 sein muss,
cos ey =+4+1=— cosuw,.
Die Maschinenanordnung ist mithin bestimmt durch:
1—g.+9q95 =0,
% — %6k =0,
was bei symmetrischer Anordnung (also k:% =2) auf die in Fig.8 skizzierte

2
Form fithrt. Diese ist indessen praktisch unbrauchbar, weil alle Totlagen der
drei Kurbeln zu gleicher Zeit eintreten.

5¥
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88 Dynamik der Kurbelgetriebe.

Diese Bedingung wiirde nun z B. fiir die Niederdruckkurbeln an
Schiffsmaschinen auf. ganz enorme Gewichte fithren, deren Unter
" bringung nicht immer moglich sein dirfte. Um in solchem Falle
nicht durch mangelhaften Ausgleich schiidliche Massendriicke im

Fig. 8. ganzen System zu behalten,

P P erscheint es zweckmissig, fiir
[ 1 die rotierenden Teile allein auf
2P die schon oben erwiihnte ge-
wohnliche Ausgleichung zurlick

& Uy zugreifen, also z B. an den
PPN beiden Enden der Maschinen-
Wy welle rotierende  Ausgleichs-

ol gewichte anzubringen, die Kur-

1 1 beln selbst aber lediglich nach
71 [:l konstruktiven Erwigungen zu
U dimensionieren. Alsdann werden

= unsere Ausdriicke II) bezw. Ila)

erst durch Hinzutreten der von
den Momenten B’ und D" der Ausgleichsgewichte herriihrenden
Glieder zum Verschwinden gebracht. Nennen wir dic Entfernungen
dersclben von der Anfangskurbel (gemessen in der Richbtung der
gemeinsamen Drchaxe) b und 6" und die Winkel ihrer Radien (d.1.
der Verbindungslinien der Gewichtsschwerpunkte mit der Axe) mit der
Anfangskurbel ¢’ und «”, so haben wir jetzt statt 1I):

B" cose'+ B" cose +T R cose =0,
B sind+ B" sind'+XIR sine =0,
D'V eose -+ B"b"cose” | £ Racose =0,
B'Ysind + B"Y'sine” + % Rasine = O,

Ilc)

Nehmen wir zunichst die Entfernungen ' und " als gegeben
an, so folgt: )
48) for o' V'Y Hsine — ¥ Rasine

V'S Rcose — % Racosa
V'IRsine —X Rasine  bh'> Rcosa — ¥ Racose

('—b")sine’ o (b'— b'"cos '

49) B

und ebenso tge' und B" durch Vertauschen der Indices von b und «

Man erkennt hieraus, dass die Momente B und damit die Ausgleichs
gewichte selbst um so kleiner ausfallen, je grosser ihre Entfernung
von einander ist. Hiermit aber ist man nicht unbeschriinkt, da die
neuen Ausgleichsgewichte, um lediglich innerhalb des Maschinen-
systems zur Wirkung zu gelangen, auch innerhalb desselben angebracht
werden miissen. Fs ist deshalb nicht angingig, dieselben etwa auf
Verlingerungen der Maschinenwelle zu setzen, da diese sonst, um nicht
durch die Centrifugalkraft der Gewichte ausgebogen zu werden, ausser-
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Von Prof. Dr. Haxs Lozesz. 69

halb gelagert werden miisste. Auf diese Lager wiirde sich dann ein
Teil der Wirkung unserer Ausgleichsgewichte iibertragen und nur mehr
der Rest in die Maschine gelangen. Schlick schligt deshalb einfach
vor, diese Gewichte an den beiden Hussersten Kurbeln, selbstverstind-
lich mit den ihnen zugehorigen Winkeln «' und z" und einem passend
gewiihlten Radius anzubringen. ‘

Es ist nun evident, dass man dieses Verfahren, die als lediglich
rotierend zu betrachtenden Massen filr sich auszugleichen, auch auf
mehr als vierkurblige Maschinen ausdehnen kann. In der ausfiihrenden
Technik ist man hierzu sogar gezwungen, du man auf dic Dimen-
sionierung dieser Teile nach Festigkeitsriicksichten nicht verzichten
darf. Alsdann aber fillt die ganze Gruppe II) bezw. Ila) aus unseren
Rechnungen fort und wird durch vier fiir sich zu behandelnde Formeln
Ile) ersetzt. Kiir das urspriingliche Ausgleichsproblem bleiben mithin
nur noch die acht Gleichungen Ta) und Ila) mit den Unbekannten g,
«, b und 4. Sctzt man, wie es in der Praxis aus Herstellungsgriinden
und mit Riicksicht auf den Raum fir die Maschinen immer geschieht,
die Verhiltnisse » :{ alle einander gleich, so werden simtliche 1 =1,
und die Zahl der Unbekannten reduziert sich bei einer Maschine mit
#n Kurbeln auf 3% — 4. Hiernach wiirden fiir die Fiinfkurbelmaschine
noch drei Gréssen frei verfiighar bleiben, wihrend eine Vierkurbel-
maschine gerade durch unsere acht Gleichungen bestimmt wire. Wir
werden bei der analytischen Behandlung der letzteren sogleich die
Notwendigkeit einer noch weiteren Einschrinkung fiir den letut-
genannten Fall kennen lernen.

5 Analytische Behandlung der Vierkurbelmaschine. Nach
den letzten Bemerkungen brauchen wir uns nur noch mit dem Aus-
gleich der hin- und hergehenden Teile an der Vierkurbelmaschine zu
beschiiftigen, welche praktisch iiberhaupt die grosste Bedeutung be-
sitzt.  Fiir dieselbe haben wir zuniichst aus der zweiten Gleichung Ih):

50) qs (ks — 1) siney + g (b, — 1) sin e, = 0.

Multiplizieren wir noch die dritte Gleichung Ta) mit sine, und

die vierte Gleichung mit cos &, so ergiebt die Subtraktion beider
51) gskysin (a3 — ey) + gokysin (o, — ay) = 0.
Durch Verbindung von 50) und 51) folgt schliesslieh:

by (hy—1) _ sineysin(o,— o)
k,(ky—1)  sine,sin(o,— ag)’

oder, wenn wir wieder fiir die & ihre Werte 43) einsetzen,

52) @ (@— ) __ sinoy - sin(e,—ay)
a, (0, —ay) sin e, - sin (o, — oty)
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Diese von Prof. Schubert (Hamburg) aufgedeckte Beziehung*
lehrt, dass zwischen den Abstinden ¢ der einzeluen Getriebe
einer Vierkurbelmaschine dann dasselbe Doppelverhiiltnis
wie zwischen den Sinus der entsprechenden Kurbelwinkel
besteht, wenn die Maschine in erster Ordnung (vach Schlick-
scher Methode) ausgeglichen ist. T'rigt man also, wie es in Figur 9
geschehen ist, die Abstinde @ der einzelnen Getriebe von einem Punkte
aus gerechnet auf einer Geraden ab, so kann diess Gerade in eine
solche (perspektivische) Lage gebracht werden, dass die Endpunkte
der Abstinde von den Verlingerungen der entsprechenden mit ihren
Winkeln um einen Punkt gruppierten Kurbelradien geschnitten werden
Die Aufzeichnung der Figur 9 bildet nun nicht nur ein Kriterium fiir
den Massenausgleich erster Ordnung bei vier Kurbeln, sie lehrt auch

Fig. 9.

9 4
0””/‘ - — —@ Q ‘
i |
A A “— a;—
| « I |
! « o [ ﬁ
{‘ '(a:i_ 2) ¥ :
'a a, ¥

durch den Augenschein, dass keiner der Winkel ¢ =0 oder ==z
werden darf, da sonst die Ebenen zweler Getriebe zusammenfallen,
Aus diesem Grunde ist auch eine vollkommen symmetrische Anordnung
aller Kurbeln in Kreuzform mit den Winkeln:

= 90° ay—=180° o, = 270°

(siehe Fig. 10) mit unseren Bedingungen unvereinbar, wihrend der
Verwendung zweier rechter Winkel so lange nichts im Wege steht, als
sie im Kurbelkreis (wie in Fig. 11) nicht unmittelbar aunfeinander
folgen. Soll nun eine Vierkurbelmaschine auch noch einem Massen-
ausgleich zweiter Ordnung unterworfen sein, so miissen ausser la)
und Ila) auch die vier Gleichungen IIla) erfiillt sein. Aus diesen lassen
sich aber die Gréssen gd ebenso eliminieren, wie die ¢ aus Ia), und

* H. Schubert, Zur Theorie des Schlickschen Problems. Mitteilungen der
mathem. Gesellschaft in Iamburg. 1898. '
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wir erhalten als Ergebnis das der Gleichung 52) genau entsprechende
Doppelverhiiltnis:
a,(u,— a,) sin 2 o, sin 2 (0, — 0e,)
53) @, (By— @) SiD2 0, 5in 2 (e, — oz,)'

Es fragt sich nun, ob diese beiden Doppelverhiiltnisse iiberhaupt
wit einander vereinbar sind. Setzen wir sie einander gleich und
16sen die Sinus der Doppelwinkel in 53) auf, so bleibt:

coS @y €08 (&, - @y) =— €OS &, 08 (0t — ),
oder nach Ausfithrung:
(tgo,— tgay) sine, — O,
bezw., da sine, nicht verschwinden darf:

tg oy = tgas,
wie 1n 47). Die praktische Unmdglichkeit dieser Bedingung haben
wir aber schon oben erkannt, so dass wir jetzt den Satz erhalten,

Fig. 10. Fig. 11.
P BN -
/ N\
[ \ I
\ /- \ /‘
\ / \
~ ‘(L/ d ~ //

dass ein vollstéindiger gleichzeitiger Ausgleich erster und
zweiter Ordnung bei Vierkurbelmaschinen unméglich ist*
Es fragt sich nun, ob man auf Grund dieser Thatsache fiir diese
Maschinengattung auf den Ausgleich zweiter Ordnung tiberhaupt ver-
zichten soll. Dann besteht immerhin fiir Schiffe die Gefahr, dass beim
Zusammenfallen der Umdrchungszahl der Maschine mit der Schwingungs-
zahl des Schiffsktrpers (als elastischer Triger betrachtet) durch die
sich summierenden Impulse der Massendriicke zweiter Ordnung Durch-

* Auch diesen Batz bhat Schubert (siche a.a.0.) zuerst, wenn auch aunf
etwas anderem Wege wie oben bewicsen. Es lasst sich ibrigens leicht zeigen,
dass der Grund fir die Unvereinbarkeit der Gleichungsgruppe Ia) und Ila) fir
Vierkurbelmaschinen praktisch allein auf der Unvereinbarkeit der Ausgleichs-
bedingungen erster und zweiter Ordnung fiir die Momente beruht. Eliminiert
man nimlich aus den beiden letzten Gleichungen Ta) und IITa) das Verhiltnis g,,
bezw. g,1,, so bleibt:

G ks sin (oq— o) + gk, sin (o, — ) =0,

Ty Ky by 8I0 2 (0 — o) + g ks A sin 2(g — o) = 0,

oder, da weder sin (@, — o) noch sin (¢, —e,) verschwinden darf:
14 €O8 (0, — &,) = 4, cOS (o, — ).

Werden nun die Grossen 1, wie es praktisch immer aus baulichen Griinden
geschicht, einander gleich angenommen, so miisste wieder, wie oben, oy = o,
werden. Deshalb muss man fiir die Vierkurbelmaschine auf den Ausgleich der
Momente in der zweiten Ordnung verzichten.
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biegungen von unzuliissiger Grosse hervorgerufen werden, withrend die
Momente keine so erhebliche Rolle spielen. Man wird also jedenfalls
die Massendriicke vollstiindig auszugleichen suchen. Wir werden dem-*
nach neben den Gleichungen Ia) von unseren Gleichungen IIla) nur
mehr die beiden ersten benutzen und diese durch die der praktischen
Ausfihrung durchaus gleichér Kurbelradien und Schubstangenlingen
entsprechende Annahme:
54) dg— iy A, —1
vereinfachen. Man erkennt nun scfort, dass man aus den beiden ersten
Gleichungen von Ia) einerseits und IIla) anderseits die Verhiltnisse ¢
eliminieren kann, woraus eine Beziehung zwischen den Winkeln resultiert.
Umgekehrt kann man auch die drei Winkel eliminieren und helylt
gsodann eine Beziehung zwischen den drei Verhiltnissen q,, ¢,, g,
Wir wollen die erstere Elimination, welche einfacher ist, durch-
fithren. Hierfir lautet unser Gleichungssystem wegen 54):

5b) 1 4 g,cos a,+ 5008 wy+ g cos a,=0,
56) T, 8In @+ gy sin o -+ g, sin a; =0,
57) 1+ g,0082¢, + 5 c08 20t + g, 00520, = 0,
58) gs 8in 2¢y + g5 810 2e5 4 g, sin 2, — O.

Eliminiert man z. B. ¢, aus 55) und 56) bezw. 57) und 58), so
bleibt:

sin &y 1 g sin (e — ay) + qusin (o — ay) = 0,
59) { sin 2 ey + gy sin 2(ey — o) + ¢, 810 2 (o — @) — 0.
Ebenso erhalten wir durch Elimination von ¢, und ¢, die Gruppen:
sin oy + gy sin (a3 — o) + qysin (e — ) = 0,
60) { sin 2ey 4 ¢y sin 2 (ay — @) + ¢, 80 2(ey, — «,) = 0.
sin ay+ ¢, 8in (o, — @) + gy sin (e, — ay) = 0,
61) { s 2, + ¢y sin 2(ey — @) + gy sin 2(e, — ;) = 0.
Multipliziert man nun diese sechs Gleichungen bezw. mit
sin (g — ), sin2(ay— «), sin(e,— o), sin2(e,— a,),
sin (e, — &), sin2(e, — ay),
was darum erlaubt ist, weil keiner der Winkel zwischen zwei Kurbeln
verschwinden darf, und addiert, so verschwinden die Faktoren von g4,
73 und ¢,, und es bleibt:
sin o, sin 2 (e — @ ) + sin 2 e sin (o; — o)
62) + sineysin 2 (e, — 2,) + sin 2 ¢y sin (e, — @) ¢ = 0,
1 + sine,sin2 (e — @5) 4 sin 2 o, sin (e — a3)

oder nach Auflgsung der Funktionen der Doppelwinkel:
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Sin o sin (@, — ) [cos (o5 — «,) + cos o]
624a) + sinegsin (o, — o) [cos (e, — oy) 4 cos ay] ¢ — O.
+ sinegsin (o, - - @) [cos (¢ — ay) + cos a,] ,
Setzt man hierin die Produkte

. . 1 1
sinu-sino = o eos (u — v) — -cos(u + v),
sowie die Summen
un v U —v

cosu + cost = 2 cos g * €08 —

und beachtet ferner, dass
22
cosZy = 2cos?S —1,

2
so ergiebt sich, wenn wir schliesslich der Einfachheit halber schreiben:

o, — [3
COS - 2 23+74, p— E’
[+4 oy, — ¢
oS Ji;‘a_ —,
— O, o o
cos szf25+ 4 ;)
aus 62a):

62b) =i+ (= )nl+ (E—-EY =0,

oder

62e) E-—nn—9¢—8BE+tg+H=0
Hierin diirfen uber die Ausdriicke:
E—n—2sin 7 gin D]
= 2 2
n— ¢ =2sin L;’ gin 5472 e,
lx‘ . 0’3 - - ﬂ’a

§—5:2s1n2 sin -

nicht verschwinden, damit nicht zwei Kurbeln zusammenfallen, bezw.
sich gerade gegeniiberstehen, so dass sich unsere Ilimination auf

624) E+q+t—0

reduziert.  Fiihrt man schliesslich noch die aufeinanderfolgenden
Kurbelwinkel ein, setzt also (siche Fig. 12):

. _ _ __apno
vy=a, ey—o=F, o—e=yp e=23060"-7,

so wird:
. . a1y o o°—y _ f—o
63) =cos— "y 7 =0C08 — §= —cosTo—
und unser Ergebnis lautet:
aty B A g—2a
64) €os — + cos =, - = cost——»
oder
% os? — cos P9
64a) 2cos 5 eos 5 = cos—
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Infolge der Vertauschbarkeit der Winkel kann man natiirlich auch
diese Gleichung in der Form:

B ansd _ aoq 2T
64b) 2 cos 5 cos = €os —

schreiben.

Die ebenfalls von Schubert*® zuerst aufgestellte Formel 64) or-
moglicht uns, aus zwel gegebenen Winkeln z. B. § und ¢ die andern
beiden so zu bestimmen, dass unsere Gleichungen 55) bis H8) erfiillt
bletben. Tir eine Neuberechnung einer soweit als moglich aus-
geglichenen Vierkurbelmaschine wird demnach 64) den Aus-
gangspunkt bilden.

Dabei verfihrt man am einfachsten so, dass man z B. bei ge-
gebenen gegeniiber liegenden Winkeln § und ¢ mit

o+ p=360"— (8 + 9)
die Differenz « — y aus 64) ermiitelt, woraus sich daon « und y
einzeln ergeben. Sind dagegen zwel anliegende Winkel, z.B. « und §

Fig. 13.

i~_-7

gegeben, so empfichlt es sich, von 64a) auszugehen und daraus fir
die Berechnung von p den vierten Winkel

0= 360°— (¢ + ) —
zu eliminicren. Von grosser praktischer Bedeutung ist der Spezialfall
B =4, fir den Schlick™** die aus 64¢) folgende Gleichung:

- [ v 1
69) o8 , CO8 5 = |
* In seiner schon angeflihrten Abhandlung deutet Schubert nur an, dass
er zur Gleichung 64) durch Zerlegung der Eliminationsdeterminante der (leicn-
ung 55) bis 58) gelangt. In dem mir brieflich mitgeteilten ausfiihrlichen Beweis
fithrt dann Schubert, nachdem er durch Anwendung des Laplaceschen Satzes
Gleichung 62) bezw. 62a) erhalten hat, sofort die Winkel zwischen den Kurbeln
«fyd durch Gleichung 64) ein, nur mit dem Unterschiede, dass er auch
g—a
=+t
setzt. Hierdurch werden die Formeln 62b) und 62¢) unsymmetrisch fir £, 7, §
Aus diesem Grunde habe ich die Einfiihrung der Winkel effiyd bis zum Schluss
verschoben.
** Schlicks darauf beztigliche eigene Untersuchungen sind bisher nicht
verdffentlicht, sondern nur in einer als Manuskript gedruckten Anweisung fiir
die Maschinenfabriken, welche seine Ausgleichungsmethode anwenden, enthalten.

Cos
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Von Prof. Dr. Hans Loxenz. 5

schon vor Schubert aufgestellt hatte. Dersclbe ergiebt niimlich, wic
aus Figur 13 hervorgeht, eine symmetrische Anordnung der Kurbeln
im Kreise und zwar zu cinem Durchmesscr, welcher die Winkel « und
y halbiert. Um zu erkennen, welche weiteren Folgen diese Symmetrie
hat, wollen wir zuniichst die Verhiiltnisse (q5¢, bestimmen. Es ge-
schieht dies nach dem Vorgange von Schlick am bequemsten, indem
man in den Gleichungen 55) bis 58) zwei Glieder auf die undere Seite
bringt und quadriert. Auf diese Weise ergicbt sich aus 55) und 56):

14 2¢, cos o -+ ¢o7 cOs? &y, = ¢, °cos’e, -+ 2¢5 ¢, c08 oy cos o, + ¢, cos® ey,
gp2sin?e, = g,sin, + 2¢g,q,sin oy sin e, + g, *sin’e,,
und hieraus durch Addition:
L+ 2¢q,c08, + g% = % + 071 2459, c08 (5 — @)
Ebenso folgt aus 57) und 58):
14 2g,cos2e;+ ¢,° = ¢5° + 9>+ 2959, c08 2 {3 — «,).
Diese Formeln besagen lediglich, dass sich die Resultanten von

je zwei Vektoren, also 1 und g, bezw. g, und ¢, aufheben. Aus ihnen
geht durch Subtraktion hervor:

gz (cos ay — cos 2¢y) = (5 q,[cos(ey — a,) — cos 2 (a5 — w,)],
oder auch

o, - 3 .
66) pSin —F sin = @y = g34,8in sin - (zx{, — a,).

Hitte man andere Glieder auf die andere Seite gebracht, d.h. die
Vektoren g anders gruppiert, so wiirde man noch die Gleichungen:

P P | s Ky — 0y 3

67) g38in - sin ooy — ¢, ¢, sin ? sing (@, — ay),
.o, .3 . 3

68) qssin St sing oy = G € 5 (@ — @)

erhalten. Durch Multiplikation je zweier dieser Formeln 66) bis 68)
ergeben sich nunmehr direkt die Werte von ¢,% ¢,* und ¢,% und zwar
in einer Form, die fiir ihre logarithmische Berechnung aus den Winkel-
funktionen recht bequem ist. Setzt man nun im Schlickschen
Spezialfalle § — &, beaw. o5 — ¢, = 360 — a,, so wird:

69) p—1 und ¢y—g,=g.

H

Setzen wir dies in eine unserer oben quadrierten Gleichungen
ein, so folgt, mit ¢, — « und o, — o;— y:

= 2 2 ”
also 2+ 2cosa=2¢°+ 2g*cosy,
70) cos%z = g eos %,

Durch Kombination mit der fiir denselben Fall giltigen Formel 65)
ergiebt sich weiter

71) q= 200525 oder 1= 2qcos“%
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6 . Dynamik der Kurbelgetriebe.

Setzen wir schliesslich die hier ermittelten Spezialbeziehungen in
die Gleichungen 50) und 51) fiir die Abstandsverhiltnisse %, und I,
ein und multiplizieren beide, so folgt:

72) by +k, =1
oder mit Riicksicht auf 438):

2a) a; + a, = a,, bezw. a;— — @,

d.h. die dritte Getriebe-Ebene ist von der ersten ebenso weit
entfernt, wie die zweite von der vierten. Damit aber, und
hierin liegt die grosse praktische Bedeutung dieser von Schlick vor-

Fig 14 geschlagenen Anordnung, wird das
ganze System 1usofern sym-
metrisch, als die beiden Getriebe
mit den relativen Momenten 1
in der Mitte, die anderen mit
den Momenten g in gleichen
Entfernungen von diesen ausser-
halb liegen (Fig. 14). Beuachtens-
wert ist hierbei noch, dass die im
Kurbelkreis (Fig 13)  aufeinander
folgenden Getriche nicht auch in
derselben Tolge sich auf der Welle
aneinanderreihen, eine Thatsache, die
fibrigens schon aus Figur O fiir den allgemeinen Fall der Vierkurbel-
maschine geschlossen werden konnte.

Die zuletzt ermittelte Beziehung 72) war durch Multiplikation
der zwei Gleichungen 51) und 52) erhalten worden; beide fiir sich
behandelt hiitten aber nut Ricksicht auf 69) und 71) auch die
Werte %, und %, getrennt ergeben. Hiitten wir umgekehrt den Wert
von ky:k,, oder wus dasselbe ist, das Verhiiltnis des Abstandes der
beiden #Husseren zum Abstande der beiden innerem Getriebe-Ebenen
festgesetat, so wiirde man aus diesen (fleichungen im Veremn mit 65)
die Winkel und schliesslich aus 71) die Grosse ¢ bestimmen konnen,

Beispiel.

Wir wollen als Beispiel den praktisch wichtigen Spezialfall betrachten,
fiir welchen alle Getriche-Ebenen gleich weit von einander entfernt sind, d k.
wir setzen (Fig. 14) voraus, dass
73) a,—3a,=2(a,—ay,) oder @,=2a,.
Da biermit auch k,—2Fk, wird, so geht Gleichung 51) wegen ¢, =¢,=1
fiber in sin (g — ory) - 2s8in (o, — @,) = 0.

Mit oy —oy=f und o, — o, =860 — (@ 49} = -} y kénnen wir aber hiexfiir
schreiben:

74) sin f+ 2 sin (4 5) = 0.
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Andererseits haben wir, da nach Schlicks Vorschlag =4 sein soll, auch

o

ﬁ=180—_2—y und B4 y—180—

©—y
2

]

sowie aus 64)
75) cos f+cos(f-+y)=—1

Die Formeln 74) und 75) fiihren nun auf quadratische Gleichungen fiir cos
bezw. cos (f+9y), von deren Wurzeln nur diejenigen brauchbar sind, welche
zwischen 4+ 1 und — 1 liegen. Es sind dies die Werte

cosf=—0,131 und cos(f+y)=—0,869,
WwOoraus B—97%25" und y=112°5'
folgt. Wegen d =8 1st noch
@—=52045",
wodurch die Anorduung der Kurbeln im Kreise eindeutig bestimmt ist. Schliess-
lich folgt noch mis R
7 — 56725 und cos?? —0,311
aus Gleichung 71) ¢=1,61.

Hitten wir = B. eine vertikal stehende doppeltwirkende Schiffsmaschine mit
vierfacher {d. h. auf vier Cylinder verteilter) Expansion von zusammen 3- bis
4000 Pferdestirken =zu konstruieren, deren jeder Cylinder dieselbe Arbeit leisten
soll, so werden die Dimensionen der arbeitenden Teile bei gegebenem Dampt-
druck (13 —15 kg/qem absolut) im Kessel um so kleiner ausfallen, je rascher die
Maschine lduft, also je grosser ihr Hub und ihre Umdrehungszahl ist. Infolge
der gleichen Arbeitsverteilung werden die mmttleren Kolbendriicke bel demselben
Hub ganz gleich ausfallen und auch die maximale Differenz der Dampfdriicke
auf beiden Kolbenseiten in allen Cylindern keine erheblichen Unterschiede aaf-
weisen,  Hieraus ergeben sich weiterhin bei gleichen Schubstangenliingen aus
Festigkeitsriicksichten fir alle Cylinder dieselben Dimensionen der Kolbenstange,
des Kreuzkopfes, der Schubstange und schliesslich der Kurbeln, withrend allein
die Kolben um so schwerer ausfallen, je grosser die Cylinderdurchmesser sind.
Fir unsere Maschine® betrage nun der gemeinsame Hub (d. i der doppelte
Kurbelradius) 1,4 m, die Umdrehungszahl 75 pro Minute und die Schubstangen-
linge iiberall 3 m. Alsdann wirde die Testigkeitsrechnung aunf solche Dimen-
sionen fihren, dass eine Kolbenstange ca. 500 kg, ein Krenzkopf 650 kg, die
Schubstange 1650 kg und schliesslich eine Kurbel 2400 kg wiegt. Liegt der
Schwerpunkt der Schubstange 2 m vom Kreuzkopfrapfen entfernt, so triigt die-
selbe [siche oben unsere Gleichung 89) und 40)] zu den hin- und hergehenden
(rewichten , 2

1650 ( 1 _E) ~ 550 kg

bei, wilhrend als rotierend der Rest von 1100 kg aufzufassen ist. Damit betragt
das Gewicht der hin- und hergehenden Teile ausser dem Kolben fiir alle Getriebe
500 + 650 | 530 = 1700 kg,
das der rotierenden dagegen
2400 + 1100 = 3500 kg.

Das Moment der letzteren wird dann, wenn wir um den Schwerpunkt der
Kurbelmasse (was mit der Wirklichkeit geniigend gut {ibereinstimmt) im Kurbel-
zapfen selbst denken, 0,7-3500 m/kg. Fiir die Dimensionierung der Kolben wollen

* Die obenstehenden Werte stimmen ungefihr mit denen der Maschinen des vom , Vulkan®
in Stettin gebauten Postdampfers ,,Friedrich der Grosse‘* iiberein. Die Ausfiithrung der Festigkeits-
rechnungen habe ich, da nicht zu unserem Gegenstand gehorig, fortgelassen.
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78 Dynamik der Kurbelgetriebe.

wir nun unsere oben aus den Schlickschen Ausgleichsbedingungen erhaltenen
Werte benutzen, indem wir voraussetzen, dass die Cylinder alle 2 m von einander
entfernt sind. Diese Bedingungen besagen aber lediglich, dass die hin- und her
gehenden Teile der beiden inneren Getriebe, je 1,61 mal so schwer sein sollten
als die jedes der Ausseren Getriebe. Wir miissen mithin wenigstens das voll-
stindige Gewicht eines Getriebes kennen und wihlen hierzu das des ersten
Mitteldruckeylinders. Yiir diesen wiirde sich aus Festigkeitsgriinden ein Kolben-
gewicht von etwa 600 kg ergeben. Dann jst hierfir unter Wiedereinfiihrung unserer
fritheren Bezeichnung § [siehe Gleichung 39)]:

% = 1700 - 600 = 2300 kg

und wegen 69): )
t — 2300 kg,

53“ - g‘ — 2300 - 1,61 = 3700 kg,

so dass der sonst etwas kleinere Kolben des Hochdruckeylinders ebenfalls 600 kg,
die beiden anderen aber je 2000 kg wiegen miissten. Sollten diese letzteren Ge-
wichte wegen des grossen Durchmessers des Niederdruckeylinders etwa auf za
schwache Kolbendimensionen fiihren, so miisste iiberhaupt von diesem ausgegangen
werden.

Nunmehr bleibt uns noch die Ausgleichung der Massenwirkung der lediglich
als rotierend anzusehenden Teile iibrig, die, wie in § 4 gezeigt wurde, getrennt
von der oben fiir sich und zweckmissig durch zwel an den #Hussersten beiden
Kurbeln anzubringende Gegengewichte durchzufiihren ist. Wir erhalten zuniichst
die unausgeglichenen Momente, da alle B und r gleich sind, zu

TR cose = 0,7-3300(1 4 cosa, + cosey + COS ),

S R sino = 0,7- 3500 (sin e, } sin o 4 sine,),

¥ Racose = 0,7 3500 (a, cos ey + a, cOs g + @, COS@,),
Y Rasina = 0,7- 3500 (a, sin o, + @, sin e, -+ @, sin o).

Hierin ist nach unseren obigen Ergebnissen:

o, =0 =52°45", o;=oa+4 f=150°20", e ,=—0—=— 97°35/,
cos o, = 0,603, cosewy =— 0,869, cosa,=— 0,131,
sin @, = 0,796, sin ey =+ 0,495, sina, = — 0,991,

g, =6m, @ =2m, @ =4m,
und damit wird:
2 R-cosa=0,605-2450, TR sina = 0,300.2450,

> Racos e = 1,368 . 2450, X Rasin ¢ = 1,802-2450.

Denken wir uns nach Schlicks Vorgehen die Gegengewichte, welche diese
Momente auszugleichen baben, an den beiden dussersten Kurbeln (siche Fig. 14
angebracht, so sind ihre Abstéinde von der ersten Kurbel:

'=0 und V'=g,=6m,

und wir erhalten aus unseren Gleichungen 48) und 49):

a,2Rsine — X Rasin o 6-0,3 — 1,802
to ol % = 20 T 92 g00121
B& ™= 4,5 Reose —5 Racosa 60,605 — 1,368 ‘ '
«'=179'56";
—Z Rasina 1,802
M — - 777 = - = 1.317
o= 5 paoose — 1368 T 8T
o= 232%47";
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i — a si -0,3 — 1,802
B,:aEZRsma .Zlyfasmoz =_(§ 0,3 1,7077_2450:0,275.24501“/1({;‘
— g, SIn« —6-0,00121 !

—YRasing 1,802

" _
b= a, sine!’ 6- 0,796

= 0,377 - 2450 m/kg.

Die beiden Winkel unterscheiden sich aber nur um wenige Bogenminuten
von den Werten 180° und e, 4 180° so dass die gesuchten Gegengewichte den
beiden Hussersten Kurbeln fast genau gegeniiber stehen miissen. Ihre (irfsse ist
aus B’ und B" ebenfalls sofort mit 674 kg und 924 kg zu entnehmen, wenn
man sich dieselben auf den Kurbelradius reduziert denkt. Man erkennt tbrigens,
dass sie nur kleine Bruchteile der auf den Kurbelradins bezogenen rotierenden
Massen darstellen, so dass ihre Unterbringung keine Schwierigkeiten verursacht.

Damit ist unsere Vierkurbelmaschine soweit ausgeglichen, als dies iberhaupt
erreichbar ist. Unausgeglichen bleibt allein das Moment zweiter Ordnung, welches
Drehungen in der gemeinsamen Kbene aller Getriebeaxen und der Welle hervor-
zurufen bestrebt ist. Die Grosse dieses Momentes berechnet sich aus 34) zu

YT(Xa) = (a%os?w + —; (flﬁt sin2go) 7_qu ZQacos2«x

7 . 1 de r
— (£2s1n2zp —3 dt—cos?q; ) WE Qasin 2.
Hierin ist aber nach unseren obigen Ermittelungen:
¢, = @, = 0,7 2300 = 1610 m/kg,
0, = Q, = 0,7- 3700 = 2590 m/kg,
und bei einer Stangenlinge von 3 m wird:

r 0,7 r
— ' =10,283, -

= = 0,0238.
I 30 gl !

Wheiter ist
2o, = 105°45', 2ea,= 300°40', 2o, 164°50",

1
cos 2oy =— 0,271, cos20y —+ 0,510, cos2e,=—0,965,
sin 2, —--0,962, sin2e, —— 0,860, sin 2w, =1 0,262,

a,=6m, a, = 2m, a, =4m,
mithin
g% SQacos2a — 0,023876-0,271- 1610 4 (2 0,510 —4.0,965)2590] = — 237,4,
- T
gl
Um pun eine Vorstellung tiber die Bedeutung des ganzen Momentes zu ge-
winnen, wollen wir die Umdrehungsgeschwindigkeit zunichst einmal als un-
verinderlich* voraussetzen; dann ist die Winkelgeschwindigkeit bei 75 Um-
drehungen in der Minute & =—7{;'0£: 7,854 und £*=61,685, und wir haben statt 76)
76a) Z(Xa)=—14640 cos 2¢ 4 11090 sin 2 .

-ZQasin2a = 0,0238[6-0,962 - 1610 — (2 - 0,860 — 4-0,262) 2590] — |- 179,8.

Dieser Ausdruck erreicht ein absolutes Maximum von etwa 18400 m/kg vier
Mal wihrend jeder Umdrehung, und zwar bei den Ausschlagswinkeln p=715"
161,5°% 251,5° und 341,5° der ersten Kurbel aus ihrer Anfangslage.

* Es gei ansdrlicklich bemerkt, dass diese bisher immer bei der Behandlung der Massen-
druckprobleme gemachte Annahme mit der Wirklichkeit nur annihernd vereinbar ist (siehe Vor-
bemerkung).
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Da die (schon ausgeglichenen) absoluten Momente der einzelnen hin- upg
hergehenden Gewichte, bezogen auf die erste Kurbel,

M= g
=— Qa
. g
sich zu ,
M,= 59760 m/kg, IM,= 32040 m/kg und M, = 64080 m, kg

ergeben, s0 erkennt man, dass das nicht ausgeglichene Moment X (Xa) mit
obigem Maximalwerte jedenfalls nicht zu vernachliissigen ist. Es hat, wie schon
in § 3 erwihnt, das Bestreben, Pendelungen des ganzen Systems um eine zur
Welle und den einzelnen Cylinderaxen senkrechte Axe hervorzurufen, deren
Grosse ausser durch die Gesamimasse der Maschine und des mit derselben fest
verbundenen Kérpers (z. B. des Schiffs- oder Lokomotivgestells) noch durch das
Beharrungsvermtgen (Deviationswiderstand) der als Kreisel aufzufassenden Welle
und aller mit ibr rotierenden Teile bestimmi wird.

6. Graphische Behandlung der Vierkurbelmaschine. Die un-
serer analytischen Behandlung des Ausgleichsproblems zu Grunde liegen-
den Formeln 1), II), I1I) bezw. La, IIa, I1Ia) kdunen in einfacher Weise ver-
deutlicht werden, wobei die Eigenschaften des Kurbelgetriebes und damit
ihr Ursprung ganz aus
der Betrachtung heraus-
fillt, Fasst man niimlich

Qs die Grossen () bezw. B
als Kriifte auf und liisst
s = 0 sie an der Welle dort,
J oo 0% wo die entsprechenden
Kurbeln sitzen, mit den

Schriinkungswinkeln
derselben senkrecht zur Welle angreifen (Fig.15), so driicken unsere
Gleichungen I) und I1) nur aus, dass die fraglichen Kriifte an der
starren Welle sich im Gleichgewichte befinden. Die Gruppe 11I) he-
deutet schliesslich, dass dieses Gleichgewicht noch bestehen bleibt,

Fig. 15

wenn wir statt der Kuriifte ¢ solche vom Betrage Q% an denselben

Stellen, aber mit doppelten Schrinkungswinkeln angreifen lassen.

Gleichgewichtsprobleme dieser Gattung lassen sich nun verhiltnis-
milssig leicht auf rein graphischem Wege durchfiithren, wozu man sich
rweckmissig der in der graphischen Statik tiblichen Darstellung der
Kriifte und Momente durch Strecken bedient. Schwierigkeiten ent-
stehen im vorliegenden Falle lediglich dadurch, dass von vornherein
nicht alle Winkel gegeben sind, die Irmittelung derselben etwa aus
zwel willkiirlich gewiihlten dagegen zu weitliiufigen Konstruktionen
fithrt. Tiir die Vierkurbelmdschine, mit der wir uns hier allein
eingehend beschiiftigen wollen, fillt diesc Unbequemlichkeit, wenigstens
fir den Iall, dass zwel einander gegeniiberliegende Winkel gegeben
sind, fort, wenn wir auf dic Schubertsche Fundamentalformel 64)
zuriickgreifen und aus dieser selbst die Konstruktion der Winkel ab-
leiten.
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In einem Kreise (Fig. 16) mit dem Radius 1 sei
X AOD =0 und < B0OD =4,
dann erhilt man sofort
JAOT=0—p wd 4 A0K =22,
mithin s—p
OH = cos 5
Halbiert man nun den Winkel

A0B =360—(B+9)= (¥ + o),
N2 A0C = HT‘X und OF = cos L'L;“
Trigt man nun OF nach links an H an, macht also G H = OF,

so 1sh:
06 = cosa‘z;ﬁ — cos L—{;_a’
oder wegen 64):

—
OG:cosyTa

mithin <7 A0 D' = 7% Daraus
folgt aber sofort )

woop=1tte 1%,

und, wenn wir noch
JICOE =1-= = 40D
an OC antragen,
<CAOE — y_;“ —{—y——;‘x: 7.
Eine Kontrolle giebt die Bedingung, dass

sein muss. X EOB=360—(0+p+y)=a=<9CO0D'

Dic so ermittclten Winkel sind nun hinreichend, um das Polygon
der Grissen gk, also der Momente zu verzeichnen, da dieses, bezogen
auf eine der Kurbeln, fiir welche dann 4 =0 wird, in ein Dreieck
iibergeht, dessen drei Seiten proportional der Gréssen ¢,, g5 k3 und
;- ky sind. Die wirklichen Werte dieser Gr&ssen lassen sich dagegen
erst feststellen, wenn wenigstens eine derselben gegeben ist, so dass
uns das Polygon der Momente nicht weiterbringt. Auch das Polygon
der hier als Krifte aufgefassten ¢ lisst sich nur verzeichnen, wenn
wir wenigstens zwei dieser GrOssen kennen, also ausser dem immer
als Kinheit benutzten ¢, —=1 einer der anderen drei Werte oder das
Verhiltuis zwischen zwelen derselben bestimmi ist. Ein solches Ver-
hiiltnis, z B. gy ¢, lisst sich nun leieht graphisch ermitteln. Eliminieren
wir niimlich aus unseren Gleichungen 56) und 58) ¢, durch Multipli-
kation der ersteren mit 2 cos &, und Subtraktion, so ergiebt sich sofort

'so erhilt man:

Fig. 16.

A sin o, (608 &y — COS oz,)
q, 8in 4 (COS @y — COS o)
Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 44 Band. 1899. 2. u. 3. Heft. [
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Tragen wir (Fig.17) die oben aus Figur 16 ermittelten Kurbel-
winkel in ihrer wahren Aufeinanderfolge in einem Kreis vom Radius 1
ein, so entsprechen die Punkte ABCID den Kurbelzapfen von ¢, =1,
G2, q3, ¢4 Projizieren wir nunmehr diese Punkte auf die erste Kurbel,
so ist zuniichst:

cos, = cos e — OB', cosa;— cos(a + f8) — C'0,
cos oy = cos d = cos(x + f+ ) = D'0,
siney = CC', sine,= DD’
und daraus mit Riicksicht auf die Vorzeichen von cosc¢; und cose,:
cos a, — cosay — B'C,
cose, - cose, = B'D',
sin ey (cos @, — cos o) = CC'-B'C',
sin e, (cos o — cos @,) = DD B'D'.
Diese Produkte sind aber nichts anderes als die doppelten Ilichen
der in Figur 17 schraffierten Dreiccke B'CC' und B'DD', welche
durch die zugehodrigen Kurbel-
radien OC und 0D je in zwel
Teile zerlegt werden. lillen
wir nun auf dicse Radien Lote
von B', C' und IV, so wird, wenn
C'E'"l 0Cund D'H'| 0D,
CC"-B'C'—0C-(BE+ C'F)

also

Fig. 117.

~ =0C-L'E,
DD-B'D= 0D-(B'H+DG)
=0D-B'H'
und, da OC — OD:
o _ B H
A B'E'

Man braucht also nur durch die Fusspunkte der Lote von € und
D auf OA Parallelen zu OC und OD zu ziehen, so verhalten sich
die Lote von D’ auf diese Parallelen umgekehrt wie die Grossen g,
und ¢,

Nunmehr kénnen wir an die Konstruktion des Polygons der
Grissen ¢ selbst herantreten, indem wir zunfichst in Figur 17 mit
AB =g, =1 ein Viereck ABC'D' zeichnen, welches ohne Riicksicht
auf die anderen Werte ¢ unscre Winkel ¢, o, ¢, enthilt. In dem-
selben tragen wir von D' aus auf AD' und AC' die oben gefundenen
Strecken B'E'—= D'E' sowie B'H'-— D'"H' ab und verbinden %' mit
H' Ziehen wir um AC' E'H' und CD | C'D’, so ist ohne weiteres
ABCD das gesuchte Polygon mit den Seiten AB =1, BC =y,
CD =g, und DA=ygq, Konstruieren wir schliesslich noch dus
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Parallelogramm A BCF und ziehen FG | CD, so stellt AFG das
Polygon der Werte q,, k,9, und %,q, dar. Die Abstandsverhiltnisse
der Getriebe-Ebenen

O .4y
ly = o und o
sind in dieser Kigur einfach durch
FG AG
ky = 7 und %, = i

gegeben und damit alle fiir den Massenausgleich ciner Vierkurbel-
maschine notigen Grdssen bestimmt.

Bei ungeschickter Wahl der beiden Winkel § und d kann auch
der Fall eintreten, dass, wic in Figur 19 dargestellt ist, die Parallele
von A aus zu FE'H' die Linie BC' diesseits von I3, also bel C
schneidet, wodurch das Polygon der ¢ die gekreuzte Form ABCD
annimmt und das der kg nimlich 4 ¥ G ausserhalb ABCD zu liegen
kommt. Ks bedeutet dies indessen nur, dass in diesem Falle die der
Grosse g, entsprechende Kurbel in Fignr 17 nicht mit OB, sondern mit
der itber O hinausgehenden Fortsetzung zusammenfillt.

Die vorstehenden Konstruktionen sind so einfach, dass es sich
empfiehlt, sie jedenfalls vor der analytischen Rechnung durchzufiihren,
da man gerade durch das Auftreten des zuletzt erwiihnten Umstandes
ein Bild iiber die Zweckmissigkeit der anfangs gewihlten Winkel ge-
winnt und keinerlei Vorzeichenfehlern ausgesetzt ist.

Die von uns benutste graphische Darstellung der Ausgleichs-
bedingungen durch geschlossene Polygone ist auf den schon am Schlusse
von § 3 erwihnten amerikanischen Ingenieur Taylor zuriickzufithren.
Indessen gab derselbe im Gegensatze zu Schlick kein Verfahren an,
welches von bestimmten Annahmen ausgehend die Ermittelung aller
in Betracht kommenden Grissen ermoglichte. Ebenso lag ihm die
Beriicksichtigung der Ausgleichsbedingungen zweiter Ordnung voll-

6*
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84 Dynamik der Kurbelgetriebe. Von Prof. Dr. Hans Loxenz.

stiindig fern. Auf der von Taylor gegebenen Grundlage hat dann
der Ingenieur C. Frinzel ein Probierverfahren® ausgebildet, welches
— wieder unter Vernachlissigung der Ausgleichsbedingungen zweiter
Ordnung -— darauf hinausliuft, an einer zuniichst unausgeglichenen vor-
liegenden Maschine durch successive Anderung einzelner Bestimmungs-
stiicke derselben die beiden urspriinglich offenen Polygone zum Schlusse
zu bringen. Dass durch solche Methoden das Wesen der Sache nicht
erschOpft wird, ist ja einleuchtend, so dass es begreiflich erscheint,
wenn Frinzel, der die Arbeiten von Schlick geflissentlich ignoriert,**
den allgemeinen Fall der Vierkurbelmaschine wberhaupt nur durch
Interpolation fiir 16sbar erklidrt. KEtwas weiter als Friinzel war schon
vorher der Osterreichische Ingenieur R. Knoller®** gelangt, der
wenigstens die infolge der endlichen Schubstangenlinge auftretenden
Krifte und Momente (nach unserer Bezeichnung zweiter Ordnung)
durch Korrektion an den Elementen der beiden Polygone beriicksichtigt.

* C. Friinzel: ,,Das Taylorsche Verfahren. zur Ausbalanzierung von Schiffs-
maschinen®, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1898, S. 907.

** Eg hingt dies offenbar mit einem Rechtsstreite iiber das Schlicksche Patert
zusammen, der im Juni 1898 durch Entscheidung des Reichsgerichtes erledigt
wurde. Dieser Prozess, zu dem sich zahlreiche Fachleute in Deutschland und
Osterreich gutachtlich gedussert hatten, lief im wesentlichen auf die Frage hinaus,
ob in der Alteren Taylorschen Abhandlung das Schlicksche Verfahren des Massen-
ausgleiches vorweggenommen sei oder nicht. Das Reichsgericht hat diese Frage
unter Betonung der prizisen Vorschriften des Schlickschen Patentes, welche erst
eine praktische Verwendung des Ausgleiches ermdglichten, verneint und daraufhin
das vom deutschen Patentamt schon fiir nichtig erklirte Patent wieder hergestellt.
Dis auch fiir wissenschaftliche Kreise hochbedeutsame Urteilsbegriindung ist in
der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1898, 8.1053, abgedruckt, withrend
ebenda $.1313 Professor Riedler einen Uberblick iber den Verlauf des Pro-
zesses giebt.

*** R. Knoller: ,,Diec Massenwirkungen der Dampfmaschinen und ihre Ba-
lanzierung®. Zeitschrift des Osterreichischen Ingenieur- und Architektenvereins,
1897, Nr.18.

(Fortsctzung folgt.)
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Uber perspektive Affinitit zweier Riume.
Von

Dr. A. Brek,

Professor am Polytechnikum in Riga.

Im Folgenden soll zunichst die Beziehung aufgestellt werden,
welehe  zwischen den Kantenlingen zweier cinander entsprechenden
Tetraeder besteht, wenn diese beiden Tetraeder in solche Lage ge-
bracht werden kdnnen, dass die Verbindungslinien der vier Paare ent-
sprechender Ecken parallel zu einander sind. Die affine rdumliche
Beziehung, welche durch die beiden Tetraeder bestimmt ist, heisst bei
dieser Lage perspektiv. Die Richtung der Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte soll Affinititsrichtung heissen; je zwei ent-
sprechende (terade oder Kbenen schneiden sich auf der Affinitéats-
ebene.

I.

Man darf annehmen, dass ein Paar entsprechender Xcken, z. B.
D, D,, im XKoordinatenanfangspunkt zusammenfallen, und dass die
z-Axe des rechtwinkligen Koordinatensystems parallel zur Affinitits-
richtung sei. Die Kantenlingen seien:

AB—¢, BC=a, CA=b, DA—f, DB—yg, DC=h,

A, B, = ¢ ete.

Die Koordinaten von A seien z,, ¥, 2 diejenigen von A; 2y, ¥, &;

dicjenigen von B %y, ¥y, 2, ete. Dann hat man:

x, %+ ¥+ 7%= A x12‘+‘ v’ + & — 5
1) n ittt at=g% '+’ + 67— 90
w2+ yst+ 2t =12 2+ gt =R
&('771 - ZZ)E + (yx - ya)g + (Zl - 22)2 = (:27
i (g — 75)" 4+ (?/2 — ?/3)2 + (52 —g)Y—=a’
(25 — z,)* + (s — )+ (23 — &)’ = b’
(0, — )" + (v, — Yo)P + & — G)* = )
(2, — )"+ (v — v+ (& — £) = a%
(@ — 2"+ (45— )+ (& — &P =

2)
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86 Uber perspektive Affinitiit zweier Riume,
Durch Subtraktion erhilt man hieraus unter Anwendung der
neucn Bezeichnungen a®— a,?— A4 ete.:
3) === f'=F, &4 =¢g"—09"'=G,
' 22— Ei=h—Nhi=H
B =0t a5 2(an - GG) =0 —¢"=C,
4)

?

B+ — 6 2(nn — GE) = 0t—a’= 4,
28— &7+ 27— 57— 2(5 — §4) =6 — b= D.
Aus den Systemen 3), 4) ergiebt sich weiter:

3152_§1§2:%(F+ G —0),
5) 2ty — Gl — o (G-+ 1 — 4),
1

Indem man nun je eine Gleichung 3) und zwei geeignete Gleich-
ungen ) zusammen nimmt und sie wie lineare Gleichungen in resp.
2, &5 %, &3 23, & behandelt, erhiilt man die Eliminationsgleichungen:

4 & F Z & G
n b sEHG-0) _o0, | & L +6-0) ~0,
7 G é(H—{—F*])’) z & %(G’}‘A*H)
6) 2y & H
4 & ,(GHH—4)|_
4 & L(H+F- B

Dies sind drei homogene lineare Gleichungen in den drei Grissen:
& b 2, & 7o &
% & 23§y 2
und durch Elimination dieser drei Grdssen erhiilt man die gesuchte
Bedingungsgleichung in der Form:
2F F+6—-—0C H+F—B
7) F+6G-C 2G G+H—A4 —0.
H+F—-B G+H—-4 2H

Nach bekannter Umformung dieser Determinante kann man die

Gleichung auch in der Form schreiben:

7 b

01 1 1 1
1 0 F G Il
8) 1 F 0 C B|—0
1 G ¢ 0 4|
1 1 B 4 0,
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1L

Zweite Ableitung der Bedingungsgleichung 8). Man be-
trachte die beiden Matrizon:

[ 0o o offo o o o
1 z22—4® —2z2 25 1 1 7 & z°—¢? )
9) ‘ B'— & —2q 2§ 1 1 2 & &8
“ P — 57 -2z 24 1 11z g 23" — &
" el — 4 -2 2§ 1 ' ‘ 1 o2 & 228 |
Zye-ey 28y, biy-.- & sind die z-Koordinaten der Tetraederecken und

die #- Axe sei parallel zur Affinititsrichtung. Liisst man die Ecken D, D,
nicht zusammenfallen, so treten an Stelle der Gleichungen 3) all-
gemeinere Gleichungen von der Form 4) mit ¢,, £,

Da in obigen beiden Matrizen die Zahl der Zeilen grosser ist als
die Zahl der Kolonnen, so muss das nach Zeilen gebildete Produkt
der beiden Matrizen eine Determinante vom Wert Null sein.

Die zweite Zeile der ersten Matrix giebt z.B. mit der dritten
Zeile der zweiten Matrix das Element des Produktes:

22— 88— 222, + 25 5+ 22— G2
Dies ist aber nach 4) = C.

Man erhilt auf diese Weise durch Multiplikation der beiden
Matrizen 9) sofort die gesuchte Bedingungsgleichung:

01 1 1 1
1 0 ¢ B F‘
10) 1 ¢ 0 4 G|=0,
1 B 4 0 H
1 r ¢ H O
von welcher man leicht erkennt, dass sic mit 8) identisch ist.
Bezeichnet man die Tetraederecken A4,..., D mit 1,...4, die

Quadrate der Kantenlingen mit ¢®=d,;, %= 0,y etc., endlich die
Differenzen d;; — 0 mit - D,z, so lautet die Bedingungsgleichung:

0 1 1 1 1
1 0 Dy Dy Dy
11) 1 D, 0 Dy Dy, |=0,
1 Dy Dy 0 Dy
1 Dy Dy Dy 0 *

wo D= D, 1st.

Den Fall, wo die Affinitétsrichtung senkrecht zur Affinititsebene
1st, bezeichnen wir als orthogonale perspektive Affinitat. Fir
diesen Fall erhiilt man einc weitere Bedingungsgleichung, indem man
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88 Uber perspektive Affinitit zweier Riume.

die beiden Determinanten mit einander multipliziert, welche durch
Weglassung der ersten Zeile aus den beiden Matrizen 9) entstehen
Nimmt man als zy-Ebene die Affinititsebene, so unterscheiden sich
die { von den 2z durch einen konstanten Faktor, woraus folgt, dass
jede der beiden Determinanten verschwindet. Man erhilt also fiir
orthogonale perspektive Affinitéit die weitere Bedingungsgleichung:

0 D12 'D13i ‘D14
Dy 0 Dy Dy
'D31 'D32 O 'D34
‘D41 ‘D42 'D43 O

Fiir orthogonale perspektive Affinitit zweier Tetraeder kann man
aus den Gleichungen 11) und 11a) die Beziehung ableiten:

llb) 2D25 D34-D42 = D12 D54(-D42 + Dzs - D34) + D15D42 (D23+ D34_ Daz)
+ Dyy Dy (Da4+D42*D25\/'-
1IL

Dritter Beweis der Bedingungsgleichung 8). Da bei der
Affinitiit zweier Riume die unendlich ferne Ebene des einen Raumes
der unendlich fernen Ibene des andern entspricht, so entsprechen
parallelen Geraden parallele Gerade; je zwel entsprechende Punki-
reihen sind ihnlich, wobei das Ahnlichkeitsverhdltnis fir alle zu
einander parallelen Geraden des einen Systems und ihre entsprechenden
denselben Wert hat.

Bekanntlich giebt es in zwei projektiven Strahlenbiindeln immer
ein Paar entsprechender Tripel von zu einander senkrechten Strahlen*

Die Beziehung zwischen den entsprechenden Punkten zweier
affinen Riume wird also am einfachsten ausgedriickt durch die
Gleichungen:

12) E—az, 7 :by) £=ce,
wo die beiden rechtwinkligen Koordinatensysteme einander in der
affinen Beziehung entsprechen.

Wenn nun die beiden Systeme perspektiv sind, so findet in Be-
zug auf die Hauptaxenrichtungen folgendes statt: Durch dic beiden
Koordinatenanfangspunkte O, O' gehen =zwei entsprechende Axen,
paralle]l zu einander und zur Affinititsebene und senkrecht zur Ge-
raden O0', welche die Affinitiitsrichtung angiebt; fiir diese zwel ent-
sprechenden Axen ist das Ahnlichkeitsverhiltnis — 1. Die beiden
anderen Paare entsprechender Axen sind die entsprechenden Recht-

* Henry J. 8. Smith: ,,On the focal properties of homographic figures®
(1869), collected math. papers, vol. I, p. 545 (1894). Reye: ,, Uber die fokalen
Kigenschaften kollinearer (ebilde®, Math. Annalen, Bd. 46 (1895). Die Grund-
lagen ‘des synthetisch-geometrischen Beweises finden sich in Reye, Geometrie
der Lage, II. Abt. S.229 232 (1. Aufl. 1868).

11a)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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winkelpaare der beiden entsprechenden Strahlbiischel, welche die
Scheitel O, O' haben und in der Ebene liegen, die durch OO’ senk-
recht zur Affinitiitsebene gelegt werden kann.

Soll es also mdglich. sein, zwei affine Riume in perspektive Lage
zu bringen, so muss fiir eine der drei Hauptaxenrichtungen das Ahn-
lichkeitsverhiltnis den Wert 1 haben. In dem speziellen Fall der
orthogonalen perspektiven Affinitit haben zwei Hauptaxenrichtungen
das Ahnlichkeitsverhiltnis 1; sie sind zur Affinititsebene parallel und
die dritte Hauptaxenrichtung ist die Affinititsrichtung.

Stellt man in der angegebenen Weise zwei entsprechende Punkte-
paare der affinen Riiume durch die Koordinaten

.’L‘;,...,g;,..., xk,...,gk,...

dar, so hat man fir die Differenz D;; der Quadrato dix, 0;; cnt-

sprechender Strecken:
D =dix— 0ir =2 +yl+ 2t 4+ 2+ yl+ 2" — 87— —§2
13) - Ekg — 77;;2 - Ckg —2 (xi Te+ Yile + 2 Z‘-)
+ 2(&: & + e+ & &),
oder nach 12):
I D;, = 3352(1 — )+ 92 (1 — %) + g?(1— C2> + 22 (1 — a?)
13a) + (1 =)+ 221 — %) — 222, (1 — a?)
l — 2y (1 —0%) — 22:2:.(1 — ¢*).

Setzt man:

13h)

so wird:

13C) -Dik:Pi+Pk_priwk‘—2qy;yk—2rzizk-
Nun bilde man das Produkt nach Zeilen der beiden Matrizen:

1—at=p, 1—-b"—¢q, 1—c*=v,
pxl4 qyl+rzi=1Dr,;,

L oz oy 4 il Py —2px, — 29y, —2rg

| P,
[P1 L 2 %4

14) | 1 P —2px;, —2qy, —2reg

P, 1 z, 4 7 1 P, —2pz, —2qy, —2rg ]

i . .
Unter Benutzung von 13¢) ergiebt sich fiir dieses Produkt die
Determinante:

0 'Doi 'D02
14&) D]O 0 D12 (D,‘k = D“).
D,, D

TR

Je nach der Anzahl der Zeilen in den beiden Matrizen erhilt man
fiir die resultierende Determinante verschiedene Siitze:*

* Vergl. Baltzer, Determinanten, § 16, 11, 5. Aufl. (1881).
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90 Uber perspektive Affinitit zweier Riume.

a) Ist die Anzahl der Zeilen grisser als die der Kolonnen, so
~erschwindet die Determinante
0 Dy ... Dy,

D, 0 ...Dy,

15) — 0.

Dy, D, ...0
Dies ist eine Beziehung zwischen sechs Paaren entsprechender
Punkte in einer riumlichen Affinitit.

Die sechs Punkte des zweiten Systems fallen alle unendlich nahe
zusammen, wenn vier dersclben zusammenfallen. Indem dann

0 =0, Djy=d
wird, erhiilt man die Beziehung:
0 dy . dy
15a) dy 0 . dg
dy dsy . O
zwischen den von sechs heliebigen Punkten des Raumes begrenzten
Strecken.
b) Ist die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl der Kolonnen

so wird:

50

Dy Dy Dy [ Po 1 ow 4y 20

0
Dm 0 ])12 Dm l 8pgr Pt oz oy 4.

16)

])40 1)41 D Dy

¢) Ist die Anzahl der Zeilen kleiner als die der Kolonnen, so
erhillt man:
0 Dy Dy Dy

P
P11 ozoy o2

=—dpqg Py lzyy, "—dpr|Pylz g’

D
17) .Dm O. ) 12. Dm ~4dqr| Py 1y, 2"
Dy, Dy 1y, O —16pqr Py zy 1y 2y 11 % Yy 7 -
Zur Abkiirzung ist gesetat:
Ly 1 =z gy,
oo T = §P0 Lz 4, .
Py 1z oy

Bei der perspektiven Lage der beiden R#ume muss nun nach
dem oben Gcesagten eine der drei Zahlen @, b, ¢ in 12), 13z), 13b)
den Wert + 1 haben, also eine der drei Zahlen p, ¢, v verschwinden.
Fiir diesen Kall der perspektiven Lage folgt also aus 16):
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0 DOI DU‘.’ 'D03 D04

DIO 0 Dli’ DIB D14

18) — 0.

Dy Dy Dy Dy 0
In dem speziellen Fall der orthogonalen Affinitit folgt aus 17),
da zwei der Zahlen p, ¢, r verschwinden:
0 'D()l D02 D03

19) 0 Dy Dy

D

Dy, Dy Dy O _
Die Entwickelung kann in der Form geschrieben werden:

19a) (I/DOIT% + VD02 'D; + VDos'Dm) (_ + +>(+ - +) (++ ’) =0.

Die rechte Seite in 16) verschwindet aber auch dann, wenn die
Determinante
} Py 1 =z oy 2
J P, 1 z oy, 2
verschwindet und dies geschieht offenbar, wenn die fiinf Punkte O, 1,
2, 3, 4 in einer Ebene liegen. Man hat also fiir fiinf Punktepaare
zweler affinen ebenen Systeme die Beziehung 18).

Nimmt man dabei an, dass im zweiten System die finf Punkte
der Kbene zusammenfallen, indem drei derselben zusammenfallen, so
erhiilt man fiir fiinf beliebige Punkte einer Kbene:

‘ 0 dy dy dyg dy

195 e 0 e s el

dyy dy dy dy O

Dieselbe Beziehung besteht mach Cayley allgemeiner zwischen
flinf Punkten einer Kugel.

Iv.
An Stelle der beiden Matrizen 14) betrachte man die folgenden:

1 00 0 O] " 0 1 0 0 0
Pl oz oy & || |1 P —2pn —2qy — 27z
P, 1 z vy & 1 P, —2px, —2qy, —2rz

|
R
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Das Produkt derselben nach Zeilen ist die Determinante:

01 1 ‘
1 0 D,

21) 1 D, 0O . .
\ D, Dy . .|

|

Je nach der Anzahl der Zeilen in den beiden Matrizen erhilt
man die folgenden Sitze:

0. 1 1 1 1 1
22) PO P P Du Bel
1 Dy Dy Dy Dy O

Dies gilt fiir fiinf Punktepaare zweier affinen ridumlichen Systeme.

Fallen die fiinf Punkte des zweiten Systems zusammen, so erhilt
man fiir fiinf beliebige Punkte des Raumes die bekannte Beziehung
zwischen den sie verbindenden Strecken:*

01 1. .1
23) 1 0 dy. .dy|_o
1 dy dy,. . 0
Bei fiinfzeiligen Matrizen erhilt man:
0 1 1 1 0 Pl oz, oy, 7 12
1 0 D, Dy D, 1 z, vy, =z
24 = 8pqr c i
) o Par 4 s Ys &
1 D, D, Dy O 1 z, vy, 2
und bei vierzeiligen:
0 1 1 1
25) 1 0 D, D, ,|=—4pqlzy *—4pr|ilazf
T —dqr|lyz*

1 Dy Dy, O

Die rechte Seite in 24) verschwindet in zwei Fillen:

a) Eine der Zablen p, g,r werde =0. Dies ist der Fall der
perspektiven Affinitit und giebt wieder die schon in 8) und 11) ge
fundene Bedingungsgleichung fiir zwei perspektiv-affine Tetraeder.

Ist die perspektive Affinitit speziell orthogonal, so besteht nach
25) infolge des gleichzeitigen Verschwindens zweier der drei Zahlen
p, q, r noch die weitere Beziehung:

* Cayley, Cambr. math. Journ., vol. 2, 1841.
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0 1 1 1
. 1 0 D, D, 0
20) 1 Dy 0 Dy | "

'1 D, D, O
Die Entwiekelung kann in die Form gebracht werden:
1) (VD + VD +VDy)(—+ )+~ +)(F+-) =0.

b) Wenn die Determinante
1 oz oy 4 l

1oz oy 2
verschwindet, so liegen die vier Punkte des ersten Systems in einer

Ebene. Man hat also fiir vier Punktepaare zweier affinen ebenen
Systeme die Beziehung:

001 11 1

2%) '1 0 D, D, Du| g

. . 0 - . . - 7
1 b, D, D, 0O
analog zu der Beziehung 22) zwischen fiinf Punktepaaren zweier

affinen Riume. Fallen die vier Punkte des zweiten Systems zu-

sammen, so ergiebt sich fir vier beliebige Punkte einer Ebene die
bekannte Beziehung zwischen ihren Strecken:

0 1 1 1 1
29) 1 0 fllz. d13.d14

1 dy dy dg O

Das Affinititsverhiéltnis, Bekanntlich ist fiir vier beliebige
Punkte: O 1 1 1 1

29a) R L

1 dy dp dyg O
wo ¥V das Volumen des Tetraeders der vier Punkte bezeichnet. Bei
affinen Riumen ist das Verhiltnis entsprechender Volumen konstant.
Wenn die Affinitit perspektiv ist, so ist dieses Verhiltnis ent-
sprechender Volumen gleich dem Verhilinis der Ahstiinde zweier ent-
sprechenden Punkte von der Affinititsebene.

V.

Die Aufgabe, zwei affine ebene Systeme in perspektive Lage
zu bringen, ist bekaontlich vom zweiten Grad. Der Ubergangsfall
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94 Uber perspektive Affinitit zweier Riume.

von reellen zu imaginiren Losungen ist offenbar derjenige der ortho-
gonalen Affinitit, wo die Affinititsrichtung senkrecht zur Affinitits
axe ist. Die Bedingung hierfiir ist in 26) ausgedriickt. Haben die
zwel entsprechenden Dreiecke, durch welche die affine Beziehung be-
stimmt ist, zwel entsprechende Seiten gleich, so wird die perspektive
Lage dadurch reell herbeigefithrt, dass man diese beiden Seiten zur
Deckung bringt. Sei z B.:
dyy = Ogy, also Dy, —0,

so pimmt die Determinante in 26) den Wert (D, — D,;)? an, welcher
immer positiv ist. Die Aufgabe, zwel gegebene Dreiecke in parallel-
perspektive Lage zu bringen, hat also zwel reelle verschiedene oder
zusamuenfallende oder zwel imaginire Lisungen, je nachdem

-0 1 1 1

1.0 D, Dy,
1 Dy, 0 Dy
1 Dy, Dy, O

30)

NIV
o

1st.  Dieses Kriterium stimmt iiberein mit dem von Mobius ge
fundenen (Barye. Caleul, § 328).

Sind die zwel Dreiecke rechtwinklig mit d,, und d,; als Hypo-
tenusenquadraten, so findet man aus 30) leicht, dass die Losungen reell
getrennt, zusammenfallend oder imaginir sind, je nachdem

>
—4 (dm 612) (dm - 613) z 0

ist. Daraus folgt: Zwei affinc ebene Systeme konnen nur dam
reell in perspektive Lage gebracht werden, wenn von den Ahnlichkeits-
verhéltnissen, die zu den beiden Hauptaxenrichtungen gehéren, das
eine >1, das andere <1 ist.

Fiir zwei affine Riume ergiebt sich hieraus in Verbindung it
dem Fritheren: Zwel affine Riume kénnen dann und nur dann reell
in perspektive Lage gebracht werden, wenn von den zu den dre
Hauptaxenrichtungen gehdrenden Ahnlichkeitsverhiltnissen das mittlere
den Wert 1 hat.

Endlich hat man hieraus den Satz: Zwel affine Riume kénnen
immer reell in perspektive Lage gebracht werden, nachdem man den
einen mit einem gewissen reellen, positiv oder negativ genommenen
Faktor multipliziert, d.h. dirckt oder invers &hnlich verfindert hat
Der Faktor ist derjenige, durch welchen das mittlere der drei Haupt:
fthnlichkeitsverhiiltnisse auf den Wert 1 gebracht wird. Sind fiir das
eine Vorzeichen dieses Faktors die beiden perspektiven Systeme gleicl-
sinnig, so sind sie fir das andere ungleichsinnig.

Hat man das eine System mit dem betreffenden Faktor multipl
ziert, so wird die perspektive Lage herbeigefithrt, indem man zwe
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entsprechende ebene Systeme, die in zwel zu den mittleren Haupt-
axenrichtungen scnkrechten entsprechenden Ehbenen liegen, in einer
Ebene in perspektive Lage bringt, wobei aber die Punktreihen, die
auf zwei entsprechenden mittleren Hauptaxen liegen, gleichsinnig
sein milssen.

Diejenigen beiden anderen rcellen Faktoren, durch welche das
grosste und das kleinste der drei Ilauptihnlichkeitsverhiiltnisse auf den
Wert 1 gebracht werden, geben keine reellen Lissungen in Bezug auf
die perspektive Lage der beiden Réume.

Dic Aufgabe, ein Tetracder zu konstruieren, das ecinem gegebenon
Tetraeder “hnlich ist und zu einem zweiten gegebenen Tetraeder in
parallel-perspektiver Lage sich befindet, ist also vom dritten Grad,
da ste die Konstruktion der drei Hauptaxen fiir zwei projektive Strahl-
biindel erfordert.

Sie fihrt auf die Gleichung:

0 1 : 1
1 0 e
31) 1 & —a%e? . gt —2%g? =0,
1 82— 2th? . P — 2R
1 gy 0

welche fiir % vom dritten Grad ist. Indem man im zweiten System
von einer gleichschenkligen dreirechtwinkligen Ecke mit der Kanten-
linge 1 ausgeht, nimmt die Gleichung die Form an:

0 1 . 1
1 0 A
31a) 1 ¢¢—227 . ¢g2—2? |0,
' 1 82— 227 . 12— 2?
1 /2= . 0

oder nach 7):

' 2f2—2x2 f2+g2__02 7&2—}—]"2—?)2
[+ g%— ¢t 297 — 22° g+ hE—a? |=0.
e e g+ h—a? 2)%— 24°

39)

VL
Die behandelten Aufgaben iiber affine Riiume fithren offenbar auf
Aufgaben iber das Ellipsoid, indem man das Ellipsoid des ersten
Raumes betrachtet, welches einer Kugel des zweiten Raumes entspricht.
Die perspektive Lage ist reell miglich, wenn der Radius der Kugel
gleich ist dem Radius der reellen Diametralkreisschnitte des Ellipsoides,
welches die Strecken f; g, I 7u konjugierten Halbmessern hat.
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Indem man die Verbindungsstrecken e, 6, ¢ durch f, g, & und die
von letzteren eingeschlossenen Winkel ausdriickt, erhdlt man leicht
aus 32) die entwickelte Gleichung:

33) 25— (4 g+ B+ 4(D + A+ A) — 36V2—0,

wo die A die Flicheninhalte der von den Kanten gha, hfb, fgc ge
bildeten Dreiecke darstellen und V das Volumen des Tetraeders ist.

Man ersieht daraus z B., dass fiir alle Tripel von konjugierten
Halbmessern eines Ellipsoides die Summe der Quadrate konstant ist,
weil sie die Summe der Quadrate der halben Hauptaxen darstellt.

Der Pohlke’sche Satz der Axonometrie sagt aus, dass drei vou
einem Punkt ausgehende, nach Richtung und Linge willkirliche
Strecken £, g, & einer Bildebene immer als schiefe Parallelprojektionen
von drei zu einander senkrechten gleichlangen Axen angesehen werden
konnen. Die Aufgabe, die Linge dieser Originalaxen zu bestimmen,
ist dann ein spezieller Fall der vorigen Aufgabe, indem die vier Ecken
des ersten Tetraeders in einer Ebene liegen* Man hat also zu setzen
V=0, wodurch in 33) eine Wurzel 22— 0 wird und sich fiir di
beiden andern die Gleichung ergiebt:

34) xt— (f2+ g? -+ 1)+ 4(A7+ AP+ AP = 0.

Das Ellipsoid ist in diesem Falle unendlich flach, begrenzt durch
eine Umrissellipse, deren halbe Axen die Wurzeln der letsten
Gleichung sind. :

Von diesen beiden Halbaxen hat nur die kleinere, d.h. die mittler

von den dreien, praktische Bedeutung, da nur sie zu einer reellen
Lage des Axenkreuzes fiihrt.

Aus 34) folgt: Die Summe der Quadrate der Halbaxen der Um
rissellipse ist = % + g*+4 A% also nur von den Liéngen, nicht von den
Richtungen der drei Bildaxenstrecken abhiingig. Der Flicheninhalt

der Umrissellipse ist — 9nVAS 1 A T AL
Fir orthogonale Axonometrie erhdlt man die Bedingungs
gleichung: (F*+ g° + WP =16(A2+ D2+ BY),
und die Originalaxenlinge ergicbt sich in diesem Fall aus
24— ¥4 g% 4 K2

VIL

Fiir die Aufgabe, zwei beliebig gegebene Dreiecke ABC, 4'B'('
in parallel-perspektive Lage zu bringen, moge hier mnoch folgende
Losung mitgeteillt werden. Auf BC, B'C' sind zwel entsprechend

* Vergl. meinen Aufsatz: ,,Uber dic Fundamentalaufgabe der Axonometrie®,
Journal f. d. r. u. a. Math., Bd. 106,
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Punkte D, [ zu bestimmen, fiir welche 4 = A" D’ ist. Diese beiden
Strecken A D, A'D" miissen dann in der perspektiven Lage der beiden
Dreiecke zusammenfallen, Wir multiplizieren das Dreieck A' B’ C' mit

dem Faktor '1?76(;"’ so dass es in das Dreleck
A”B”C”(\J AVBVCV

iibergeht und B"C"— BC ist. Dann legen wir die Dreiecke AL C,
A"B"C" in einer Ebene so aneinander, dass B" auf B, C" auf C
fillt, Nun ist auf BC der Punkt D so zu bestimmen, dass

B'C’

YL YT o Wl
AD=A'D'= A"D 0

ist. Als Ort solcher Punkte D, fiir welche
AD:A"D=B'C': BC

ist, erhiilt man aber einen leicht zu konstruierenden Kreis desjenigen

Kreisbiischels, welches die Punkte A, A" zu Nullkreisen hat. Die

D BB c’ ce”

Schnittpunkte dieses Kreises mit BC sind die gesuchten Punkte D),
welche, indem man sie mit A verbindet, die Affinitiitsaxe geben. In
der Figur beachte man, dass

BC:BC=A4C"4"C.

Hiernach werden die zwei Punkte K, I des Kreises gefunden,
indem man auf der durch 4 gebenden Parallelen zu A'C' die letztere
Strecke von A aug nach beiden Seiten auftriigt und die Endpunkte S, 7’
mit C verbindet. Man kann nach dieser Methode auch iiberhaupt
solche Richtungen in den beiden affinen ebenen Systemen bestimmen,
fir welche das Ahnlichkeitsverhiltnis einen beliebig gegebenen
Wert hat.

Richtungen von konstantem Ahnlichkeitsverhiltnis bei
affinen Riumen. Was bilden alle durch einen Punkt O gehenden
Strahlen des ersten Raumes, fiir welche das Ahnlichkeitsverhiltnis mit

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 44 Band. 1899. 2. u. 3. Hoft. 7
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den entsprechenden Strahlen einen konstanten Wert hat? Wir multipli-
zieren das zweite System mit dem geeigneten KFaktor 4, um die Systeme
in perspektive Lage bringen zu kénnen. Bei dieser perspektiven Lage
ist der Ort aller Punkte, deren Abstinde von O, 0" einen gegebenen
Wert OP: 0" P ==y hat, eine Kugel K, deren Mittelpunkt auf 00"
liegt, und welche die Strecke 00" aussen und innen im Verhiiltnis u
teilt. Diese Kugel schneidet die Affinititsebene . in einem Kreis k.
Alle Geraden durch O, fiir welche das Ahnlichkeitsverhiiltnis in der
urspriinglichen Affinitit den Wert 4.p hat, bilden also den Kegel
dessen Leitlinie der Kreis % ist. Lassen wir g variieren, so bilden
alle Kugeln K ein Kugelbiischel mit den Nullkugeln O, 0"; die
Kreise & bilden ein Kreisbiischel, dessen Nullkreise diejenigen Punkte
der Affinitdtsebene sind, nach welchen in der Projektivitiit der beiden
Biindel O, O" zwei Hauptaxen von jedem der beiden Biindel und zwei
Hauptaxen von jedem der Kegel Ok gehen. Die Kegel OF bilden also
ein Blischel von coneyklischen Kegeln.

Wenn einem zum ersten System gehtorenden gleichschenkligen
Dreleck, dessen Spitze in O liegt, wieder ein gleichschenkliges Dreieck
entspricht, dessen Spitze in O’ liegh, so miissen die beiden Schenkel
des ersten Dreiecks in zwei Hrzeugende eines der Kegel OF fallen.
Indem man zur Grenze iibergeht, wo die beiden gleichen Schenkel
unendlich benachbart sind, erhiilt man die Sitze: FEine Gerade durch
O giebt eine der beiden Hauptaxenrichtungen fiir dasjenige ebene
System, welches lings jener Geraden den durch sie gehenden Kegel
des concyklischen RBiischels O% beriihrt. Eine beliebige Ebene durch
0 wird von zwel Kegeln dieses Biischels in zwel zu einander senk-
rechten Geraden beriihrt, welche die Hauptaxenrichtungen fiir das
ebene System angeben. Jeder der beiden Nullkegel giebt die eine
Hauptaxenrichtung fiir jede durch ihn gehende Ebene an, also eine
der Hauptaxenrichtungen des riumlichen Systems und zu diesen heiden
Richtungen gehbren der grdsste und der kleinste Wert der iiberhaupt
vorkommenden Ahnlichkeitsverhiiltnisse. Die Strahleninvolution, in
welcher die Kegel des Biischels durch eine Ebene durch O geschnitten
werden, ist samt ilhrer entsprechenden symmetrisch. In zwei ent
sprechenden gleichschenkligen Dreiecken sind die beiden entsprechenden
Basen die eine Hauptaxenrichtung fiir die Ebenen der Dretecke.

VIIIL

Bekanntlich ist es im allgemeinen nicht méglich, zwei kollineare
Riume in perspektive Lage zu bringen und zwar auch dann noch
nicht, wenn man den einen derselben ihnlich veriindert. Dagegen be-
steht fiir solche kollineare Riume allgemeiner Art der Satz: ,Wemn
dic rechtwinkligen Ordinaten aller Punkte des ersten Raumes in
Bezug auf die eine oder andere von zwel gewissen zu einander senk-
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rechten Ebenen bezichungsweise mit-dem einen oder anderen von zwei
gewissen zu einander reziproken Faktoren multipliziert werden, so
kann das so verdinderte erste System zu dem zweiten in perspektive
Lage gebracht werden, wobei die Kollineationsebene auf der Schnitt-
linie jener beiden Ebenen senkrecht steht und das Kollineationscentrum
auf dieser Schuittlinie liegt.

Die Geraden des zweiten Raumes und thre Normalebenen geben
pimlich auf der unendlich fernen Ebene V' des zweiten Raumes ein
Polarsystem, welchem im ersten Raum ein Polarsystem in der Gegen-
ebene- V entspricht. Der Mittelpunkt O dieses letzteren Polarsystems
entspricht dem unendlich fernen Punkt in der Richtung senkrecht zur
Gegenebene U' des zweiten Raumes. Nach Henry J. 8. Smith ist
nun die perspektive Lage nur dann méglich, wenn das Polarsystem
in der Ebene ¥ (und damit auch das analog gebildete in der Ebene U")
ein eirkulires ist* Dies kann nun durch eine orthogonale perspektiv-
uffine Verwandlung des ersten Systems immer erreicht werden. Die
beiden Affinitiitsebenen gehen durch die beiden Axen OX und OY
des Polarsystems in V und stehen auf V senkrecht. Die beiden zu
einander reziproken Affinitdtsverhiiltnisse werden durch eine sehr ein-
fache Konstruktion gefunden, wenn man in dem Polarsystem V ausser
den Axen noch zu einem Punkt P die Polare p kennt. Tst S der
Schnittpunkt von p mit 0X, so bestimmt man mit Hilfe eines Halb-
kreises iiber OS sofort diejenige orthogonale Affinitiit mit der Axe OX,
in welcher den beiden Geraden OPF und p zwel zu einander senk-
rechte Gerade OP" und p" entsprechen.

Dabel ist leicht zu erkennen, dass die Losungen nie imaginir
werden konnen, indem man beachtet, dass die durch P und p auf
OX und OY bestimmten Involutionen harmonischer Pole notwendig
elliptisch sein miissen.

Statt der oben genannten beiden Ebenen kann man auch jede zu
ithnen parallele Ebenc als Affinititsebene nehmen und zwar mit dem-
selben Affinititsverhiltnis; dann liegt aber das Kollineationscentrum
nicht mehr in der Affinitdtsebene.

Man kann den vorigen Gegenstand noch in anderer Weise be-
handeln, indem man von demjenigen Kriterium fiir die Mglichkeit
der perspektiven Lage zweler kollinearen Riume ausgeht, welches
Herr G. Hauck angegeben hat.**

Man betrachte drei durch einen Punkt O gehende Gerade des
ersten Raumes und die entsprechenden durch O' gehenden Geraden
des zweiten Raumes. Auf den ersten drei Geraden liegen drei Gegen-
punkte ¥}, V;,, V,, auf den letzten drei Gegenpunkte U,', U,, U, ent-
sprechend den unendlich fernen Punkten der entsprechenden Geraden.

* Collected math. papers, vol. I, 599.
** Diese Zeitschrift, Bd. 21, S.413.
7*
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Nun ist die perspektive Lage der beiden kollinearen Riume dann und
pur dann mdglich, wenn das Dreieck ¥V, ¥, V3 dhnlich ist dem
Dreieck U, U,' Uy.

Bei der allgemeinen Kollineation sind diese beiden Dreiecke ein-
ander nicht ihnlich, aber man kann das Dreieck V durch eine orthe-
gonale perspektive Affinitit in der Gegenebene V immer so veriindern,
dass es dem Dreieck U’ dhnlich wird. Zur Konstruktion kann man
die in VII. erwihnte Methode benutzen, wo der Kreis jetzt die
Gerade BC berithren muss.

Man sieht ohne weitere Konstruktion sofort ein, duss die Axen
der orthogonalen Affinititen parallel sein miissen zu den Hauptaxen-
richtungen derjenigen affinen Beziehung, welche durch die ent
sprechenden Dreiecke ¥, U’ bestimmt ist. FEine orthogonale Affinitit,
welche eines der Dreiecke V' zu einem entsprechenden Dreieck U’
ihnlich macht, muss jedes Dreieck V zu jedem zugehdrigen Dreieck U
dhnlich machen.

Zu jedem Dreieck V gehoren oo3 Dreiecke U'. Zieht man durch
einen Punkt O des ersten Raumes alle Geraden, so gehdren zu ihren
Purkten ¥ bestimmte Punkte U, und man sieht leicht ein, dass diese
Beziehung zwischen den Punkten V7 und ' Affinitit ist; denn der
unendlich fernen Punkireihe der Gegenebene V entspricht hierbei die
unendlich ferne Punktreihe der Gegenebene U’ nach der Kollineation
der beiden Riume. Da die Projektivitit dieser beiden Punktreihen
unveréindert bleibt, wenn die Scheitel O, O' der beiden entsprechenden
Biindel geindert werden, so folgt, dass in allen den oo® Affinititen,
welche zu den oo® Punkten O gehiren, immer dieselben Paare von
Richtungen einander entsprechen; also sind fiir alle die affinen Be-
ziehungen die Hauptaxenrichtungen dieselben und alle Dreiecke U, die
zu einem Dreieck V gehtren, sind zu einander &hnlich.

Mit Hilfe von 26) kann man leicht die beiden Affinititsverhiilt-
nisse v fiir die orthogonalen perspektiven Affinititen ableiten, durch
welche die Dreiecke V zu den Dreiecken U’ #hnlich gemacht werden.
Man findet die Gleichung:

vt — ELW [01, (dy5 + oy — dyp) + 015(dis + doy — di3)

+ o5 (die + dyz— dyg)] + 1 = 0.

Dabei bedeuten d und & die Quadrate der Seiten zweier zu-
sammengehorigen Dreiecke ¥V, U’ und #, & die Flicheninhalte dieser
Drejecke. Fiir alle die oo® Paare von zusammengehdrigen Dreiecken
V, U' ist der Faktor von v eine konstante Grisse.

Es mdbge noch eine Eigenschaft affiner rdumlicher Beziehung
abgeleitet werden, die sich auf den Fall bezieht, wo die beiden riium-
lichen Systeme so gelegt sind, dass die Hauptaxenrichtungen des einen
parallel sind zu den entsprechenden Hauptaxenrichtungen des andern
Der Satz ist eine Erweiterung eines von Smith mit Hilfe des ima-
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giniren Kugelkreises im Unendlichen bewiesencn Satzes tiber zwei pro-
_jektive Strahlbtindel*

»Wenn zwei affine Riume so gelegt werden, dass die ent-
sprechenden Hauptaxenrichtungen parallel zu einander sind, und man
legt durch einen Punkt P des ersten Raumes die Senkrechte p zu
einer Ebene des zweiten Raumes und durch den entsprechenden
Punkt P’ des zweiten Raumes die Senkrechte p' zu der entsprechenden
Ebene des ersten Raumes, so entspricht der Geraden p des ersten
Raumes die Gerade p' des zweiten.”

Beweis: Die Beziehung der beiden R#ume ist dargestellt durch
die drei Gleichungen & = az, 5 = by, &= cez, wobei P, P' die Mittel-
punkte der beiden entsprechenden rechtwinkligen Koordinatensysteme
sind. Wenn nun eine Ebene E des ersten Kaumes auf den Axen
desselben die Abschnitte z,, y., 2. erzeugt, so gehdren zu der ent-
sprechenden Ebene K’ im zweiten Koordinatensystem die Abschuitte:

gs= 0 gy ns=bye; §a=cze‘

Man verschiebe nun das zweite System, bis P' mit P zusammen-
fallt. Das Perpendikel p von P auf E' habe die Linge ¢ und den Fuss-
punkt @ mit den Koordinaten z,, y,, 2, im ersten System; das Perpen-
dikel p' von P! auf K habe die Linge # und den Fusspunkt R mit
den Koordinaten &, %, & im zwekten System. Dann ist

q2=x7'gf =Yy Ne =Zq'§a
=A%, L= bY; Yo — €2y Bey
72 = Er'xe = nr'ye = Cr' 2,
Daraus folgt, wenn man 7®:¢*= p setazt:
=iz, =u-a 2z,
Ne=rtig=p-b-y,,
Gr=rtiz,—u-cé,.
Damit ist bewiesen, dass dem Perpendikel p des ersten Raumes

das Perpendikel p' des zweiten Raumes entspricht, wobei aber die
Fusspunkte einander nicht entsprechen.

* Collected math. papers, vol. I, p. 571.
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Uber die Verwendung zweier Pendel auf gemeinsamer
Unterlage zur Bestimmung der Mitschwingung,

Von

Dr. R. ScriuMany

in Potsdam.

Einleitung.

Fiir relative Schweremessungen nach der Methode des Herrn Oberst
v. Sterneck sind in neuerer Zeit mehrfach Pendelstative gebaut
worden, die so beschaffen sind, dass mehrere Sternecksche Pendel
zugleich schwingen kOnnen. Ist dabei Fiirsorge getroffen, dass die
Schneiden zweier Pendel einander parallel sind, withrend die Schwingungs-
ebenen zusammenfallen, so kommt zu den Vorziigen solcher Stative, als:
gewisse, bessere Temperaturverhiltnisse, Abkiirzung der Beobachtungs-
dauer durch Wegfall des hiiufigen Aus- und Einpackens der Pendel,
noch der einer Moglichkeit, den Einfluss der Mitschwingung von
Stativ und Untergrund in der Schwingungsrichtung innerhalb einiger
Minuten mit ausreichender Genauigkeit bestimmen zu konnen. Dies
austithrlich darzulegen, ist der Zweck der vorliegenden, von Herrn
Geheimrat Helmert angeregten Arbeit.

Zusammenstellungen der hierher gehorigen theoretischen und prak-
tischen Untersuchungen findet man bei von Oppolzer,® bei Ziirn,*
in besonders ausfithrlicher Weise bei Helmert ¥

Die hier darzulegende Methode der Mitschwingungsbestimmung
ist aus dem im Konigl. Preuss. Geoditischen Institute ausgearbeiteten

* Verhandlungen der siebenten allgemeinen Konferenz der Kuropiischen
Gradmessung, Beilage V1a.

** Das Pendel und seine Verwendung. Wissenschaftliche Beilage zu den
Jahresberichte des Konigl. Gymnasiums zu Plauen 1, V., Ostern 1897,

*** Veroffentlichung des Konigl. Preuss. Geoditischen Institutes und Central-
bureaus der Internationalen Erdmessung. Beitriige zur Theorje des Reversions-
pendels. Potsdam 1898. Diese Publikation erschien, als die vorliegende Arbeif
bereits zur Verdffentlichung eingesandt war; sie iiberall in geniigender Weise zu
berticksichtigen, war bel der Kiirze der Zeit nicht mebr moglich.
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,Wippverfahren“* hervorgegangen; dabei leitete mich der Wunsch,
erstens den individuellen, unkontrollierbaren Rhythmus in der Hand-
habung des Dynamometers von seiten des Beobachters zu ersetzen
durch den mathematisch besser verfolgbaren einer mechanischen Vor-
richtung in Gestalt eines zweiten Pendels, und zweitens, die einer
Kraft von mehreren Kilogramm entsprechende Einwirkung des Dynamo-
meters auf den Pfeiler zu ersetzen durch die einer beschriinkten Zah]
von Grammen., Kine solche geringe Kraft entspricht einmal derjenigen
besser, die die Schneide eines invariablen Pendels auf ihre Unterlage
ausiibt; zweitens kann man sie ohne Bedenken auf das Stativ selbst
einwirken lassen, im Gegensatz zu der grossen Kraft des Dynamo-
meters. Wegen der in den meisten Fiillen sehr geringen Grosse des
Mitschwingens ist es wesentlich fiir das gute Gelingen des Versuches,
dem zweiten Pendel ein etwas grosseres Gewicht zu geben.

Nachtriiglich fand ich, dass Herr Lorenzoni** schon im
Jahre 1886 mit einem Fadenpendel bei seiner Bestimmung der abso-
luten Schwere diesclbe Methode angewendet hatte, ohne allerdings
thre ganze Genauigkeit auszunutzen.

Der ihr zu Grunde liegende Vorgang#*#*# ist kurz folgender: von
zwei Pendeln mit nahezu gleicher Schwingungszeit wird das eine auf
einen Ausschlag zwischen 15’ und 40’ gebracht, und das andere so
vollkommen als mdoglich beruhigt; ist dies erreicht, so wird das erste
freigelassen. Die stetig anwachsende Amplitude des zweiten (des ge-
trichenen) Pendels und die langsam abnehmende des ersten (des
treibenden) Pendels werden dann einige Minuten hindurch mach den
Schligen eines Chronometers abwechselnd beobachtet; bel einiger
Cbung kann man die Beobachtung nach rund vier Minuten abbrechen
und einen neuen Versuch anstellen. ’

Das Anwachsen der Amplitude des getriebenen Pendels giebt ein
Maf} fiir die Grisse des Mitschwingens von Stativ und Untergrand.

In den drei ersten Abschnitten des folgenden, theoretischen Teiles
soll dieser Zusammenhang, unter gewissen Voraussetzungen, mathe-
matisch verfolgt werden, wihrend der vierte Abschnitt Vergleiche mit
analogen Entwickelungen Anderer enthilt; der zweite Teil enthilt in
drei weiteren Abschnitten die Beschretbung einer provisorischen
mechanischen Vorrichtung zum Wippen des Stativs, einen Vergleich
zwischen Theorie und Praxis und einen Auszug aus den Ergebnissen

einer Reihe von Versuchen {ber die Stabilitit von Pfeilern und
Stativen.

* Astronomische Nachrichien Nr. 8853.

** Associazione Geodetica Internazionale: Lelazione sulle esperienze istituite
nel R. Osservatorio Astronomico di Padova per determinare la lunghezza del pendolo
semplice a secondi, Seite 65 —72.

#* Vergl. auch: Zeitschrift fiir Instrumentenkunde, 17. Jahrgang, 1. Heft.
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1. Theoretische Untersuchungen.

I Ableitung der Bewegungsgleichungen.

Nennt man ¢ und ¥ die als kleine Grossen erster Ordnung an-
zunehmenden Amplituden des treibenden und des getriebenen Pendels,
I, und I, dercn mathematische Léingen, %, und , gewisse mit Schneiden-
reibung und Luftwiderstand zusammenhéngende Konstanten, g die
Schwere, ¢ die Zeit, stellen ferner z,(¢) und z,(¢) die Schneidenbeweg-
ungen dar, so lauten die Bewegungsgleichungen fiir ¢ und v:

1) Log'+k-g+g-p=—a
2) -+l v+ g-v =,

Ruhen beide Pendelschneiden auf einer gemeinsamen, mitschwingen-
den Unterlage und ist das Stiick zwischen ihren Schneiden starr, so
kann man annehmen, dass die Unterlage sehr nahe dieselbe Beweg-
ung wie die Schneiden hat. Die Bewegung der Unterlage wird durch
die der Pendel verursacht, ist also selbst unbekannt. In erster An-
niherung wird aber nach dem Vorgange der Herren Cellérier®

C. 8. Peirce,* v. Oppolzer®* Q@eneral v. Orfft bei nur einem
Pendel die Bewegung der Unterlage dargestellt durch:

Z(t) = const - ¢
die Konstante ist von der Ordnung der Grdsse 0.005.

Nimmt man weiter, wie die Herrentt Cellérier und Peirce, in
Anbetracht der Kleinheit dieser Bewegungen, fiir zwei gleichzeitig

* Verhandlungen der fiinften allgemeinen Konterenz der Europiischen Grad-
messung in Stuttgart 1877, Beilage Ia: Note sur le mouvement simultané . . .
** Ebenda, Beilage Ib: De l'influence de la flexibilité . . .
*** Hbenda, Beilage Ic: Erste Note zu Herrn Peirce’s Mitteilung . . .
t Bestimmung der Lange des einfachen Sekundenpendels auf der Sternwarte
zu Bogenhausen, Seiten 112 und 120.
tt Verhandlungen der sechsten allgemeinen Konferenz der Europiischen
Gradmessung in Miinchen 1880, Beilage I1: Rapport sur la question du pendule...,
Seite 7, und: The American Journal of science and arts, Vol. XVII, 1879: On a
Method of swinging Pendulums, Seite 114,
Herr Cellérier setzt bei der hier angenommenen Anordnung der Pendel:
« = 3, wahrend Herr Peirce noch die Moglichkeit bedenkt, dass wie der ganze
Apparat, so auch das Stick zwischen den beiden Schneiden sich wihrend der
Bewegung der Pendel verbiege; mit obiger Bezeichnung erhiilt er statt 8):
xl(t) i 4 +ﬁUJ1
2, — -9+ e
Vergleiche hierbei die Berechnung von # aus ¢ im VI., und die Bemerkungen
iiber das , Gleiten* der Schuneiden i V1L Abschnitte der vorliegenden Arbeit.
Ubrigens wird die den Gleichungen 1) und 2) analoge Gleichung fiir die
Bewegung der Unterlage durch die Annahme 3) bis auf Gréssen dritter Ordnung
befriedigt. Vergl. hieriiber Peirce in den: Verhandlungen der fiinften all-
gemeinen Konferenz der Europiischen Gradmessung zu Stuttgart 1877, Seite 172 bis
177; sowle Helmert a. a O. Seite 67--73.
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schwingende Pendel an, dass die von ihnen der Unterlage erteilten
Impulse superponiert werden diirfen, so kann man nach dem Vorher-
gehenden setzen:

3) 2,(f) = 2() —e-9+ -0,
worin e urd 3 Konstanten sind.

Mit Hilfe von 3) erhilt man fiir ¢ und 3 die beiden simultanen
Differentialgleichungen:

4) G+o) g+ kg9 9=—F-3
5) G+ v+ hyv'+gv=—ag'
Zur Bestimmung der vier Integrationskonstanten dienen die An-
fangsbedingungen:
(P(O) =2, (p'(O) = 03 ¢(0> =0, wr(o) = 0.
Aus 4) und 5) erkennt man ¢ und g als Verlingerungen der
Pendelléingen, oder es sind:
L+ae=L und [,4+p8=1

gestdrte Pendellingen, die sich fiir das eine Pendel ergeben wiirden,
wenn das andere arretiert wire.
Differentiiert man 4) und 5) zweimal nacheinander nach £, so er-

iebt sich:

BED B L-g" +k-¢ +g¢——813",

L'(p”'+7\’1'(])”+g'(p'=4ﬁ'¢’”,

Log"tk ¢"+g gl—— .M

Y

6) Ly + ko g ——a-g",

Lo+ by '+ g9 ——a-g",

-y k, W't gp'=—a- oM.
Aus der dritten und der sechsten Gleichung lisst sich leicht je

eine Differentialgleichung fiir ¢ und fiir @ aufstellen. Bezeichnet man
mit F(g) den Ausdruck:

(Tl —a- )¢+ (L by + 1K) - ¢"+ [g- (L + 1) + by -y ]"
+g-(h+ k) ¢'+ 9" 9,
so erhilt man zuniichst statt 4) und 5) die beiden Gleichungen:
Fw) 5 F9)

«

die sich, so lange « und B verschieden von Null sind, auf die eine
Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koefficienten
reducieren:
Ta) Flp)=0.
Thre allgemeine Losung hat die Form:
4 4

b) @ :21‘ ci-enit (und analog: o =2if,-e’i ‘).
1 1
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Die Anfangswerte von ¢, ¢'’, 9" und " ergeben sich aus 6),
Setzt man. @ oder ¢ in Ta) ein, so findet man, dass 7, r,, 7y, 7, die
Wurzeln der Gleichung vierten Grades sind:

) {<L-Z—a-ﬂ>-r4+<L-k2+Z-m-m[g-<L+Z>+k1-z~21-r?
+g-(ky+ k) v+ g7 =0
Aus der Form der Koefficienten kann man auf die Moglichkeit
einer Vereinfachung schliessen; man erhilt eine solche, wenn man,

von rechts anfangend, durch Addition und Subtraktion identischer
Glieder Quadrate bildet, und zusammenzieht. Man findet dann statt §):

[ 72, [a-ﬁ-r2+ (L;l.r.+ kl;k’f)zJ

9 . 2
] :(L;-Z_T2+lcl%.r+g)_
Eine geschlossene Auflésung von 8) oder 9) fithrt zu praktisch

unbequemen Resultaten; 9) reduciert sich in den erwihnenswerten
Fillen =0, p-=0, k—"F

auf quadratische Gleichungen, und lisst dann verhiiltnismissig ein-
fache, geschlossene Losungen zu. Da nach Tb) die r immer mit der
Zeit ¢ multipliciert auftreten, so erschien es mir gut, Entwickelungen
so lange als moglich zu vermeiden, gewisser kleiner Nenner wegen.

Der Fall ¢ =O0(oder g =0) trifft fiir das Fadenpendel zu, fiir
dessen Bewegung bereits die Herren v. Orff* und Lorenzoni*
Gleichungen bei Gelegenheit absoluter Schweremessungen aufgestellt
haben, wihrend Herr Kiihnen®™* eine Anwendung {fir relative
Schweremessungen gaby vergleiche hieriiber Abschnitt IV,

Hier soll die Berechnung von @ und ¢ geschlossen durchgefiihrt
werden fiir % =k, =k, welcher Fall in der Praxis sehr nahe zutrifft;
wegen der speciellen Form der Anfangsbedingungen ist zur Berechnung
der ¢ und f das in Sturms ,Cours d’Analyse”, 1. Bd. Nr. 582 an-
gegebene Verfahren eingeschlagen worden.

Setzt man: 2

Tty
so gilt fiir ¢ die quadratische Gleichung:
L-l—af)-o*+(L+1D-0+1=0.

Man erhilt, wenn

B=Y(L -+ 4a-p

gesetzt wird:

*a.a 0 8 119122
** a.a. 0. 8.70.
#% Verdffentlichung des Konigl. Preuss. Geodiitischen Institutes: Bestimmung
der Polhthe umd der Intensitit der Schwerkraft auf 22 Stationen von der Ostsee
bei Kolberg bis zur Schneekoppe, S.251—258.
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. 2 -2
ST TTiFR T LEI—R
. . 1 -
ry——M, +i-N|, cl=rzﬁa—(—§+z-'u1>,
. . 1 .
fo=— M, —i- Ny, 6= Z]Ta(*g'*@‘%);
. . 1
rg=— M,+1-N,, cs;iﬂla(—{— 5“”'”2);
: . 1, .
10) ry=— M,—i-N,, c4:z—];l—(+ 5 t1 1/2),
2 (L—1-R)( 1
f1: QR ( §+l ’ul)’
_ z(L—1—R) 1,
@*T(—E*“ﬁ)r
e (L—1+R 1.
f3= L2R+7) (*i' 6 T @‘1'2);
2 (L—1|R)/
R T )\ gt i)
Hierin ist:
 —kee, 4k
M= —5 T IR
—k e tE
M, = 2‘2‘:1,+z—,R’
T e VgL fIT R R
le-l/_g'gl— 49 = gL+l+R) ’
11) g oot Vaglltl— B &
N2:V 9T 4 T Lti-r !
- k
2 :k-V o _ :
h L9tk o YagLilt R —k*
—F- V — o k .
L agtkte, Veg(L+1—R)—k*

Substituiert man diese Werte in 7b) und setzt noch zur Abkiirzung:
P(ty — et [eos (N, t) + 2v,-sin(N, £)],
Q) =e— %t [eos (N, ) + 2w, sin (N, £)],
so findet man folgende Formeln, die also bei Gleichheit der Wider-
stinde die Bewegungen beider Pendel als Funktionen der Zeit ¢ dar-

stellen: "
(@@ — P,

-
12)

g—1-{Q( OINE
II. Die Gleichungen der Maxima-Kurven.

Die Gleichungen 12) geben die Werte von ¢ und ¢ fir jeden
Zeitpunkt; bei der Beobachtung von Amplituden werden indessen nur
Maximalausschliige abgelesen. Die Beobachtung lehrt, dass ausser
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den kurzen Schwingungen von rund einer Sekunde Dauer auch solehe
auftreten, deren Perioden Grissen von der Ordnung einer Stunde sind;
ferner, dass die Gréssen der Maxima Maximorum langsam abnehmende
Reihen bilden. Es ist wiinschenswert, in 12) die rasch verinderlichen
Glieder von den langsam verinderlichen zu trennen. In der Zwischen-
zelt zwischen zwel aufeinander folgenden, gleichgerichteten Durch-
gingen durch die Ruhelage muss jede der beiden Pendelgleichungen
nahezu die (Gestalt haben:
A -cos(mt) + B-sin(mt),

welchen Ausdruck man auch schreiben kann:
T T T B
+ VA2 + B cos (mt — arctg Z>;

A, B und m bedeuten hier Konstanten.
Die Gleichungen 12) lassen sich leicht auf diese Form bringen,

wenn man setzt:
Ny ebN N-n,
. _
M= MA N NN

eine Subs'titution, die durch die Symmetrie zwischen den Grissen mit
den Indices 1 und 2 nahegelegt wird. N, — N, ist eine kleine Grosse;
entwickelt man in 12) und zieht die Glieder mit

cos (A 2. )

sowie jene mif o (N1 + N, -t)
2

H

zusammen, so erhidlt man fir ¢ und ¢ Gleichungen der Form:

w=A1(t)-cos(N‘—+fN’-t) + Bl(t)-sin<N ),

@ — Ay (f)- cs(N+7\2 t)—}—B(t) sm(l\ il t)

worin A, (t), B,(t), 4,(), B,(t) ausser Konstanten noch die langsam
veriinderlichen Glieder enthalten. Nimmt man diese zwar veriinderlich
von Oscillation zu Oscillation, aber als konstant fiir die Dauer einer
einzelnen Oscillation an, so kann man weiter schreiben:

v =+ V420 + B2 cos( ‘+“’ -t—a ctgA‘Eg)

N T R B
@ = + V4,20 + BE(t)-co (T2t — arctg A:g;)
Dann stellen aber die Funktionen:
Y= £ VA2 + B,
b — + VAW + B,

Kurven dar, die nahe durch die Maxima der ‘aufeinander folgenden
Schwingungen kurzer Periode gehen.

12a)
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Vor Ausfithrung dieser Operation wird zweckmissigerweise die
Substitution gemacht:
2v,=tge, 2v,—1ge;
die & sind hier, wie die », sehr kleine Grissen.

Man erhilt dann:

Y
+ 2@ et e -t 2+ 4. e— (M4 ) -t . gin? (1\72_1\71)'t+(51_52),
- Rk cos & CO8 &, COS &, COS &, 2
13) b —
e— Mt e— Myt I—L (et e~M-zt) z
—i—_g . CO8 & + CO8 & R ( cos & COS &

16aff e—(M4-3).2 . o (N,—N)-t4(g—¢)
—_ . - 81n -_— - -
R cos & - CO8 &, 2

Da bei dieser Operation die Veriinderungen der langsam ver-
anderlichen Glieder wihrend einer Zeitsekunde vernachlissigt werden,
so ist damit der Weg strenger Rechnung verlassen worden; hier
selen, zum Zwecke weiterer Vernachlissigungen, zugleich die Ord-
nungen aller in der Rechnung vorkommenden Grossen festgesetzt.

Endliche Gyossen sind:

ZU lZ; ZJ L; g, @1y Qo Vi, Ty, Ty Ty, ZVM NZ;
kleine Grossen erster Ordnung sind:
P ¥, 2, ¥, 0
14) kleine Grdssen zweiter Ordnung sind:
by, kyy Ey o, B, My My, 0- 0y vy vy, L—1l,
L—1t, E, Ny—N,, &, &;

die Grosser M, —M,, v,— v, & — &

sind von hoherer als der zweiten Ordnung.

Auf die mit der Zeit £ multiplicierten Grissen ist besonders zu
achten.

1. Darstellung von v, ¢, ¥ und ¢ fiir den Anfang
der Bewegung.

Fiir den Anfang der Bewegung (¢ < 300 sec) treten in 12) und 13)

bedeutende Vereinfachungen ein; wihrend der ersten Sekunden erhiilt

man aus 12): -
zp—'const-t-cos(t-]/%_é),
v
tpzz-cos(t-l/—L—)-
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Demnach schwingt das treibende Pendel g im Anfange so, als ob
das getriebene Pendel y nicht vorhanden wire; dieses folgt ihm um
den vierten Teil einer ganzen Oscillation*® nach, wihrend seine Ampli-
tude von Null an proportional mit der Zeit anwichst.

Fir ¥, auf das es hier besonders ankommt, kann man schreiben:

Vo E o (M)

'

V [ MM, _M.,—Ml_t:|2
2 2
- e e 4 o (=Nt (5 —5)
+ - 81N S

CO8 & COS & COS g, COS &,

Vernachlissigt man hierin die kleinen Winkel & und & und ent
wickelt unter der Wurzel nach Potenzen von ¢, so erhilt man fiir das
erste Glied des Radikanden angenihert:

(o)

und fiir das zweite Glied ebenso:
2
g9 0y — Q2 2.
ey

nach den Festsetzungen 14) ist ersteres um vier Ordnungen kleiver
als letzteres.

In ® kommt derselbe Ausdruck noch mit dem echten, endlichen

Bruche I—I;/L multipliciert vor, seine Grissenordnung bleibt dieselbe;

g

das (leiche gilt von dem Sinusgliede, da auch 51;3; ein echter end-
Myt My

licher Bruch ist. Nimmt man auch hier e 2 vor die Wurzel

und entwickelt nach ¢, so findet man, dass dann das erste Glied des

Radikanden bis auf’ Grossen zweiter Ordnung gleich 4, also von nullter

Ordnung ist, wihrend das zweite Glied fiir # — 300 sec von der ersten

Ordnung ist. .
Da nach 11 o _ R q
) Aé__l\/l:T“,.‘l/%__}_...

ist, so werden die Gleichungen 13) einfach:

M+ M,

AL R
Y=ty l/’z’ e
15) R
O =+4z-e 2 ;
daraus folgt: v @ 7
- 1/9.
16) Y] VZ 2

oder man kann, und zwar mit einer fiir die vorliegende Methode
der Mitschwingungsbestimmung vollig ausreichenden Genauigkeit, das

* Lorenzoni, a.a. 0., S.66.
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Verhiltnis der Amplituden beider Pendel als lineare Funktion der Zeit
ansetzen, so lange ¢ eine gewisse obere Grenze nicht iiberschreitet.

IV. Vergleiche mit Entwickelungen Anderer.

Im Gegensatz zu den vorigen Abschnitten wird es hier teilweise
nbtig, der Variablen £ grossere Werte als bisher beizulegen; moglicher-
weise treten dabei die Folgen gewisser Vernachlissigungen bereits
hervor.

1. Die Herren* Cellérier und Peirce hatten schon vor dem
Jahre 1880, teils einem Auftrage der permanenten Kommission der
FEuropiischen Gradmessung folgend, teils angeregt durch einen
Vorschlag des Herrn Faye,® die Bewegung zweier gleichzeitig an
einem Stative schwingender Pendel, und zwar unter ganz speciellen
Anfangsbedingungen, untersucht, kamen aber bei der Durchfihrung
des Yayeschen Vorschlags zu praktisch unbrauchbaren Xrgeb-
pissen;¥** keine von beiden Arbeiten enthilt Beobachtungen oder
praktische Anwendungen. DBeide hatten ihr Augenmerk darauf ge-
richtet, den Einfluss des Mitschwingens aus den zu beobachtenden
mittleren Schwingungszeiten zwischen zwel gleichzeitigen Durchgingen
beider Pendel durch die Ruhelage zu ermitteln.

Diese mit der Zeit verinderlichen Schwingungsdauern 7(¢) und
T,(t) der Pendel kann man unter denselben Voraussetzungen, die zu
den Gleichungen 12a) gefiihrt haben, folgendermaflen berechnen. Von
einem bestimmten Zeitpunkte ¢ ab gezihlt ist eine ganze Oscillation
heendet, wenn

N+ N, B+ T,®)) _ (N4 N, B, @)
5 [t+T1(t)]4arCtgAlgtj—_Tl (z)T__< gt —arctg Ax(t)) =2z

ist. 7,(¢) ist immer nahe gleich einer Sekunde und kann fiir grosse
Werte von ¢ als eine kleine Grodsse angesehen werden; danach ergiebt
sich durch Entwickelung nach Taylor:

27

. . d(arcth)
NN, R0
2 di

Tl(t) =

* Verhandlungen der sechsten allgemeinen Konferenz der Europiischen
Gradmessung, Annexe II: Rapport sur la question du Pendule, par C. Cellérier;
und: The American Journal of Science and Arts, Vol. XVIIL 8, 112: On a method
of swinging Pendulums for the determination of (iravity, proposed by M: Faye;
by C. 8. Peirce. Darnach hat auch der Vater des Letzteren, Professor Ben-
jamin Peirce, die gegenseitige Beeinflussung zweier Pendel studiert,

** Derselbe Rapport, 8. 5 fig.

** Fbenda, S.16 und 17; vergleiche auch Oppolzers Bericht in den Ver-
handlungen der siebenten allgemeinen Konferenz, Annexe VIa, 8.16.
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Eine analoge Gleichung erhilt man fir 7,(¢), und es ist leicht
zu sehen, wie daraus die fiir die Zeit zwischen zwel beliebigen Mo-
menten ¢, und 4, stattfindende mittlere Oscillationsdaner oder auch, wie
die Veriinderung der Phase abzuleiten ist; darauf soll nicht niiher ein-
gegangen werden, da keine Notwendigkeit dazu vorliegt. Dass die
Anwendbarkeit der Methode, aus der Zeitdauer zwischen gleichzeitigen
Durchgingen durch die Ruhelage das Mitschwingen zu bestimmen,
inverhalb enger Grenzen liegt, geht aus folgendem hervor. Aus den
Gleichungen 12a), 13) und aus obiger Formel fiir 7 (¢) erkennt man,
dass in den Verinderungen der Amplituden, der Schwingungsdauern
und der Phase ein Cyklus vorhanden ist, dessen Dauer ' in erster An-

niherung die Form hat: const

V@D faep
der Zihler der rechten Seite ist bekannt.

Bei bekannter Pendelliingendifferenz lisst sich hieraus 4af8 be
rechnen, wenn C beobachtet ist. Nun ist es naturgemiss* das Mit
schwingen klein zu machen, soweit dies geschehen kann, ohne dass
die Sicherheit der Beobachtung sonst Einbusse erleidet. Ist dann aber
L —1 ebenfalls klein, so wird C zu gross,** und wenn L —1 gross
ist, so erscheint 4uf als kleine Differenz grosser Beobachtungszahlen,
wird also unvorteilhaft bestimmt.

2. Zur Integration der Differentialgleichungen 4) und 5) hat Herr
Kiihnen denselben Weg wie Herr Peirce®** eingeschlagen; da bel dieser
Ableitung der Gleichungen 12) teilweise die Symmetrie der Rechnung
verloren geht, habe ich hier dus in Abschnitt I benutzte Verfuhre
beibehalten.

3. Der stabile Apparat? des Herrn Haid gestattet, zwei Pendel
paare gleichzeitig schwingen zu lassen; die Schneiden eines Pendelpaares
liegen auf einer Geraden, ihre Schwingungsebenen sind einander parallel
und haben einen Abstand von 22 cm. Bei dieser Anordnung konnen
die oben entwickelten Formeln nicht ohne weiteres angewendet werden.
Die von Herrn Haid entwickelte Endformel fiir das Mitschwingen

* Iiir die von den Herren Cellérier und Peirce ertrterten Methoden und
ihre Entwickelungen wiire es giinstig, grosses Mitschwingen zu haben; vergleiche
die bereits citierten Arbeiten: Rapport sur la guestion du Pendule..., S.18, und
American Journal.. , Vol. XVIII, Beite 115.

** Cellérier, a.a. 0., S.18.

**%* Yerhandlungen der finften allgemeinen Konferenz . .., Beilage Ib: Do
T'influence . . , 5.174 und 175.

t Zeitschnft fiir Instrumentenkunde, 16. Jahrgang, 7. Teft, und: Astrono-
mische Nachrichten, Nr. 3418 und Nr. 3499. Mit Bezug auf diese Anordnung der
Pendelschneiden, zusammen mit der excentrischen Aufhiingung der Pendel, ver-
gleiche man, was Cellérier (Rapport ..., 8.6 u. 10) und lerr Haid selbsb fiber
die Moglichkeit von Drehungen im Stativ bemerken (Zeitschrift fiir Instrumenter-
kunde. .., Schluss des Aufsatzes); Untersuchungen dariiber sind noch nicht bekannt.
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kann allerdings fiir die Dauer einiger Minuten nach dem Antricbe
in Ubereinstimmung mit Formel 16) gebracht werden.

4. Die in Abschnitt I bereits citierten Entwickelungen der Herren
von Orff, Lorenzoni und Kihnen beziehen sich auf ein Faden-
pendel, also auf den Fall k&, > &, und § — 0; hierfiir sind die Formeln
des vorigen Abschnitts nicht anwendbar, denn %, kann um eine ganze
Ordnung grisser werden als k,. Hs schien mir aber wichtig zu priifen,
ob etwa durch die Vernachlissigung der Verdinderungen der langsam
veriinderlichen Glieder wihrend der Dauer einer einzelnen Schwing-
ung wesentliche Abweichungen entstehen.

Deshalb habe ich die der ersten Gleichung 13) entsprechende
Gleichung fiir die Maximakurve des Fadenpendels auf dieselbe Weise
abgeleitet, wie oben fiir das 1,3 kg schwere invariable Pendel.

Aus den Differentialgleichungen fiir die Amplituden ¢ und g des
ungestirt schwingenden Hauptpendels und des Fadenpendels:

L-¢"+k-¢'+9-9=0, L3tk y'+g-x—=—c¢
und aus den Anfangsbedingungen:

(P(O):Z; 97'(0):0; 2(0)207 Z,<O)=O7

findet man:

Bt S — w2

vl 9 (BN R s ﬁh(’% .

e [COSVL (zL) bt i ke TV L 2L)t
kit

o h .\ 2 .\ 2

i me o [l () eV ()]
_klt 2 A

— e [eonnl/ = ()= v/ F = (3]

Dabei ist, wenn gesetzt wird:
S=VQU—L?g-— (by— k)1 b— L-F)
:V(Z —L)?- g+ (b — ko )2 14 (ky — k2)(l L) ky,

e g-z-(1—1)
§1=§2=_ 2.5

?

ow-g-2- (L —k)— (% — LE))
2.5t VAL g--k°*
 aegez-[Uk—k)— (k—LE)]
G 2. 8% Vilg—&*
In der zweiten Form von S ist das dritte Glied des Radikanden
um eine Ordnung kleiner als die Summe der beiden ersten.

Setzt man: Lky—k)— @k, — Lk,)

= —

’

- =tge
( I)ViLg- k* B0
1k, —k)—(k,— Lk
Ch) = Qb Lh) g
(I—I)-Valg—
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 44 Band. 1849. 2. u.3 Heft. 8
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_ wga(L Ve ﬁg Ve (hY
A= 53 ; B= 2l y C= 2 L

so wird Bt kot
e 2L e 20
g=Ad-|- ——L-cos(B-t%—el)— o5z, -cos (C-t + &) |-

Zerlegt man hierin, um wie friher die Glieder kurzer und langer
Periode zu trennen,

B.t+4+¢ in B+F t—{-( .t+£1),
C-t4s in Z4C t—(B;C.t—62>,
so erhélt man als Gleichung der Maximakurven:
7 Ryt
o —+ 2 VLg =5
VaLg—k*
X —
B k 2 B, kY,
ST ~Grtw
4+ 4. l:e € ]_*_4. € -sinQ(B_C)t+(E’_E“)-
COS & COS &, €08 £, CO8E, 2

Die uzweite Gleichung hat eine der ersten Gleichung 13) analoge
Gestalt. B — C und & — & sind wie friher sehr kleine Grossen; die
‘Winkel & und & selbst aber sind hier im Gegensatz zu vorhin endliche
Grissen, wie man aus folgenden Formeln sieht:

I— L ¥,
ose,=—c—y 91’

I—L l/ X
cosgy—=—c |/ g —

l

Je grosser k, gegeniiber %, ist, um so eher wird, mit wachsendem{,

kot kot

e ¢ eine kleine Grosse gegeniiber e 2¢, Nach 17) hat dann das
Fadenpendel dieselbe Schwingungszeit wie das Hauptpendel, wihrend
in X alle Glieder ausser dem ersten Summanden der ersten Klammer
unter der Wurzel zu vernachlissigen sind; das Amplitudenverhiltnis
ist dann eine Komnstante: X o-Vg

o) S
Auf diese Weise hat zuerst Herr General von Orft* den Einfluss
des Mitschwingens bei seiner absoluten Schweremessung bestimmt;
seine Formel 37) stimmt mit der aus der obigen folgenden:
X 5
® g
iiberein, abgesehen von Gliedern dritter Ordnung.

o ==

* g.a 0. 8. 123.
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Im Anschluss hieran sei bemerkt, dass nach 12) und 13) zwei
schwere Pendel ebenfalls nach einer gewissen Zeit gleiche Schwingungs-
zeit und konstantes Amplitudenverhilinis erlangen; im Gegensatz zum
Fadenpendel tritt hier aber der Isochronismus nach so langer Zeit ein,
dass kein praktischer Nutzen daraus gezogen werden kann,

5. Vernachlissigt man in 18) die sehr kleinen Glieder:

Ey \? k)
(2;) und (§k> gegen % resp. —%

auch wenn sie mit ¢ multipliciert sind, so kann man schreiben:

X =

— kit kot &y k,\ ¢ — —
«-z-Vg V - 9., G+ 5 (Vg_l/g)_
i—s— e +e 2-e cos T 7 t.

Die Maxima und Minima dieser Kurve finden zu denselben Zeiten
statt, wie filr die von Herrn Kiihnen benutzte Funktion:*

& = kinetische plus potentielle Energie.
Unterdriickt man in S das dritte Glied und beachtet, dass der

. 2 1
Quotient 5 nahe v
— Bk ' 1

8= (L—-1-Vg- [l—i‘(—}l—_—;) . ﬁ:l’

s0 lange das Glied (k“L:I;’

in X der vor der Wurzel stehende Faktor mit dem analogen in der

Kihnenschen Formel 9); dasselbe gilt von seinen Niherungswerten 10)
und 11) fiir das erste Maximum und das erste Minimum.

Fir zwei schwere Pendel erhilt man aus Formel 13) des II. Ab-

schnittes angenihert: 11
- e =[¥Y max : (D(tma.x)]-T.

ist, so wird:

2
> —;5 vernachlissigt werden darf, stimmt

Diese cinfache Bezichung zwischen den Amplituden der beiden
schweren Pendel ergiebt sich aus der Kiihnenschen Formel 11)
fir Fadenpendel und schweres Pendel, wenn man darin die Wider-
standskoefficienten: z und g, also in unserem Falle:

_ 5y wmd %
einander gleichsetzt.

6. Herr Lorenzoni erhilt die Gleichung fiir die Maximakurve
des Fadenpendels in det Form einer unendlichen Reihe;** da er aber
von wesentlich anderen Annahmen iiber das Gesetz der Abnahme einer

Amplitude ausgegangen ist, als hier geschehen, so kann ein Vergleich

* a.a. 0.8 252
*# g.a.0. 8.70, Formel (99).

8#
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mit Formel 18) nicht ohne weiteres gezogen werden. Es scheint, als
ob periodische Schwankungen, wie sie dem zweiten Gliede des Radi-
kanden in W entsprechen, nicht in der Lorenzonischen Darstellung
vorhanden wiren.

Es ist aber auch hier wenigstens in dem Punkte Ubereinstimmung
vorhanden, auf den es hauptsiichlich ankommt. Wie schon oben er-
wihnt, hat Herr Lorenzoni, um das Mitschwingen fiir sein Reversions-
pendel zu bestimmen, das im Anfang fast lineare Anwachsen der
Amplitude des Fadenpendels benutzt; seine Beziehung zwischen dem
Kinflusse des Mitschwingens auf die Pendellinge und der Tangente im
Anfangspunkte seiner Maximakurve* lautet in unserer Bezeichnung:

21 |d¥
Twes | dt o

Differentiiert man die erste Gleichung 15) nach ¢ und entwickelt

die Exponentialfunktion, so erhilt man fiir kleine Werte von ¢:

avy Z o q
- VAT A 07y AT
Fiir £ = 0 ergiebt sich bieraus:
27 P REA
19) a:?' ;' Et:ol

Da fiir das Lorenzonische Reversionspendel sehr nahe = — g

ist, so stimmen im Anfange beide Formeln ausreichend iiberein.

2. Resultate aus den Beobachtungen.
V. Die Einrichtung zur Bestimmung des Mitschwingens.

Um dic gegenscitige Beeinflussung zweicr Pendel auf gemeinsamer
Unterlage empirisch zu studieren, hatte ich, da zur Zeit das Geoditische
Institut noch kein geeignetes Pendelstativ besass, mit einem primitiven,
in einfachster Weise am Kopfe eines Pendelpfeilers befestigten, 6 kg
schweren Hilfspendels eine Reihe von Vorversuchen angestellt; als
diese Xrfolg versprachen, bewilligte Herr Geheimrat Helmert die
Mittel zur Umiinderung des einen Stickrathschen Apparates sowie
zur Anschaffung einer ,Wippmaschine® in Gestalt eines messingenen
Hilfspendels.** Die Uminderung trug einen provisorischen Charakter;
sie bestand hauptsiichlich darin, dass der das Achatlager tragende
Unterlagsblock*** durch cinen lingeren mit zwel Achatlagern ver-
sehenen ersetzt wurde. Die Lage der Schneide des Pendels im

* a. a. 0. 8,72, Formel (100).

** Jpiter ist in der Werkstitte des Geoditischen Institutes eins der iblichen
Schneiderschen Stative mit einem Hilfspendel und einem Ansatzstiicke zur
Anbringung eines zweiten (des getriecbenen) Pendels mit Erfolg versehen worden.

*** Bestimmung der Polhohe und der Intensitit der Schwere auf 22 Stationen. . .,
Tafel III, Figur IV.
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Innern des Stative blieb unverindert, das vordere Pendel befand
sich 11 em vor dem inneren, etwa an derselben Stelle wie das Kiithnen-
sche Fadenpendel. Der neue Block trug noch eine Vorrichtung zum
Herablassen des vorderen Pendels.

Das Hilfspendel sollte als treibendes dienen. Es besass eine feine
Stahlschneide; sein Gewicht war etwa 21 mal so gross als das
eines gewohnlichen, invariablen Pendels gewihlt worden, um seine
Einwirkung zur Erhthung der Genauigkeit zu verstirken. An seiner
Stange lisst sich ein Laufgewicht verschieben, mit dem man eine aus-
reichende Uhereinstimmung der Schwingungszeiten leicht erreichen
kann (vergleiche unten Versuch B). Ausser durch eine grossere Linse,
eine dickere Stange und eincn stumpferen Schneidenwinkel unterschied
es sich durch die Form der Linse von anderen Pendeln; da beide
Pendel der Dimensionen des Stativs wegen nahe aneinander hiingen
mussten, so wurde von der Linse vorn und hinten je ein Segment
weggeschnitten, um den lichten Raum zwischen beiden Pendeln zu ver-
grossern.  Uber der Schneide war ein diinner Messingarm befestigt,
dessen vorderes Ende den Spiegel trug; die Liénge des Armes war so
bemessen, dass die Spiegel beider Pendel nebeneinander standen. Dies
war ntig, wenn die beiden im Fernrohr des Koincidenzapparates
nebeneinander erscheinenden Skalenbilder frei von Parallaxe sein
sollten; die der Entfernung des Hilfspendelspiegels von der Schueide
entsprechende Korrektion der Amplitude wurde, wenn nétig, beriick-
sichtigt.

Da hier das Verhiltnis der Amplitudenablesungen schon sehr nahe
gleich dem Verhiiltnisse der Amplituden selbst ist, so wird die Be-
rechnung des Winkelwertes eines Skalenpaars fiberflissig.

Um die durch das stark schwingende Hilfspendel bewegte Luft-
masse vom getriebenen Pendel abzuhalten, wurde eine Zwischenwand
eingeschaltet; vergleiche hieriiber unten Abschnitt VII, Versuch A.

Die Theorie zeigt, dass aus dem Anwachsen der Amplitude des
getriebenen Pendels sich das Mitschwingen des treibenden ergiebt;
deshalb wurde das Hilfspendel im Innern des Stativs schwingen ge-
lassen, sobald es sich darum handelte, Korrektionen von Schwingungs-
danern wegen Mitschwingens zu erhalten. Bei gewissen anderen Ver-
suchen wurden die Pendel vertauscht.

Die Methode erfordert genaue Amplitudenablesung; fiir die grossen
Amplituden des treibenden Pendels wurde deshalb die gewdhnliche
Strichskala ersetzt durch eine fein geteilte Porzellanskala mit ab-
wechselnd weissenn und dunklen 2 mm-Feldern; eine #hnliche Skala ist
von Plantamour® zu einem- verwandten Zwecke mit Erfolg benutzt

* Verhandlungen der fiinften allgemeinen Konferenz der Europiiischen Grad-
messung: Recherches expérimentales sur le mouvement simultané d'un pendule
et de ses supports, S. 8.
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worden. Um stets bei der Umkehr des Pendels den schwarzen Okular-
faden auf weissem Felde zu haben, war die Skala in vertikalem Sinne
halbiert und zwar so, dass die geradzahligen Felder der einen Scite
dunkel, die der anderen welss waren. Es ist gut, eine solche Skala
grell zu beleuchten.

Von der Mitte der Skala aus waren nach oben und nach unten
je 2 cm mit feiner 2 mm-Teilung versehen fiir die Amplitude des ge-
triebenen Pendels; hier sind 2 mm-Felder den 3 mm-Feldern vorzuziehen,
da bei ersteren der Okularfaden mehr Intervalle passiert, so dass der
Einfluss von Schiitzfehlern vermindert wird.

Okularmikrometer eignen sich nach den im Geoditischen Institut
angestellten Proben sehr gut zu diesen Versuchen, wenn das Fadennets
zweckmiissig so eingerichtet ist, dass man die oberen und die unteren
Umkehrpunkte des Spaltbildes eines jeden der beiden Pendel entweder
gleichzeitig, oder doch rasch hintereinander einstellen kann.

Die vier mir zur Verfiigung stehcenden, &lteren Stilckrathschen
Pendel waren von derselben Form, aber nicht von so solider Konstruktion
wie die spiter aus derselben Werkstatt hervorgegangenen; die einzelren
Teile waren noch nicht durch Eintreiben bei hoher Temperatur, sondern
durch Verschraubung mit einander verbunden. Die Schwingungszeiten
der Pendel zeigten indes wihrend der Dauer meiner Beobachtungen
eine Konstanz, die allen Anforderungen geniigte. Zwei von den Pendeln
hatten Stahlschneiden, die beiden anderen Achatschneiden; bei ihren
sind, im (fegensatze zu den Schneiderschen Pendeln, die Schneiden-
riicken in der gunzen Linge durch Messing gefasst.

VI Vergleich zwischen den auf vier Pfeilern von
verschiedener Stabilitit erhaltenen Schwingungs-
zeiten und Mitschwingungsbeobachtungen.

Um die Formeln 16) anwenden zu diirfen, ist die Gleichheit der
Koefficienten % filr die beiden Pendel zu untersuchen. Zu diesem
Zwecke wurden Beobachtungen der Amplitudenabnahmen angestellt
und zwar, mit Riicksicht auf den Gebrauch, fiir grosse Amplituden
des Hilfspendels und fiir kleine der vier invariablen Pendel. Bei diesen
und mehreren der Messungen des niichsten Abschnittes hat mich Her
Omori eifrig unterstiitzt.

Zur Reduction wurde in der iiblichen Weise fiir jedes Pendel eine
Gleichung der Form angesetzt:

o= o,-g-mlt—h),

Darin ist o die Amplitude zur Zeit ¢, «, die zur Zeit ¢=1{;
t —t, wird in Sekunden ausgedriickt. Ferner ist m — k:21, wo [ dv
Pendellinge bedeutet.
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Fir m wurde gefunden:

Hilfspendel: . . m = 0,000097 | Pendel IS . . . m = 0,000106
PendelITA . . . . . . . 104 , S . . . . . . .116.
oA . . . . . . 108

”» b
Diese Grossen m, und dementsprechend die %k der fiinf Pendel

gind Grdssen zweiter Ordnung; ihre Unterschiede erscheinen fiir unseren
Zweck klein genug, um die Anwendung der Formeln 16) zu erlauben;
vergl. indessen auch den Anfang des VII. Abschnitts.

Bei der ein wenig abweichenden Form des Hilfspendels war die
Miglichkeit systematischer Unterschiede der damit erhaltenen Ver-
grosserungen der Pendellinge wegen Mitschwingung von deren wahren
Werten nicht von vornherein auszuschliessen; um dies zu untersuchen,
wurden auf vier Pfeilern von verschiedener Stabilitit sowohl die
Schwingungszeiten der vier Pendel durch zwei Beobachter als auch
die Mitschwingungsbetrige bestimmt. Die Pfeiler waren Sandstein-
monolithe von quadratischem Querschnitt; ihre Dimensioncen, die bis
auf das Mitschwingen reducierten Schwingungszeiten nebst deren

Mittelwerten stehen in folgender Tabelle:

Pendel Mitt-
: 1A | A | 1S | TS jores
1897 Pfeiler | Seite | Hohe | - ‘ | Beob, | Fendel
8 s 8 8
0,5054 | 0,5053 | 0,5050 | 0,3030 0,5052
Februar 16 | Nr.23 | 0,4m | 25 m | 290 769 727 633 Sn 370
. 170, 301 796 760 663 | Om | °
. 12 (Nr.22 [ 04m | 26m 154 631 608 526 Sn 299
. 12, 150 631 605 521 | Om
Januar 28 (Nr.81({1,0m | 20m 0235 501 479 380 Om 096
Februar 8| ,, 023 502 473 387 | Sn
N 8 |Nr.32 | 06m|20m| 004 | 474 | 460 | 863 | Sn | (.0
" all 003 | 475 | 472 | 378 | Om

Die drei letzten Doppelreihen stimmen in sich sehr gut, wihrend
die beiden Rethen auf Pfeiler 23 um 20 Einheiten im Mittel von ein-
ander abweichen. Dieser Unterschied kann zum Teil von Anderungen
des Uhrganges herrtihren, da zur Reduction die aus den einschliessen-
den Zeitbestimmungen folgenden, durchschnittlichen Giinge benutzt
wurden; speciell bei diesem Pfeiler kénnen indes auch Zweifel iber
die Konstanz von Tag zu Tag entstehen* Da der Unterschied aber noch

* Im Mai 1896 hatte derselbe Pfeiler in derselben Schwingungsrichtung und
mit demselben Apparat ein um mehr als 70 Einheiten grosseres Mitschwingen
gezeigt; eine Anzahl von Herrn Haasemann und mir beobachteter Schwingungs-
zeiten bestitigten dies. Nach der Ubereinstimmung der an den Abenden des
15., 16. und 17. Februar angestellten Mitschwingungsbestimmungen konnen die
etwaigen Schwankungen in dieser Zeit nur den Betrag von 1—2 Prozent erreicht
haben.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



120 Uber die Verwendung zweicr Pendel ete.

in den Grenzen des Zuldssigen liegt, habe ich im folgenden immer
die Mittel der beiden Schwingungszeifen eines Pendels benutzt,

Zu den Mitschwingungsbestimmungen tibergehend, sei zuniichst
die letzte derselben nebst ihrer Berechnung zur Erliuterung vollstindig
mitgeteilt; die Pendellingendifferenz war vorher beildufig kontrolliert
worden, sie betrug nur wenige Einheiten der 7. Decimale.

Nach dem Beruhigen des invariablen (des getriebenen) Pendels ITA
erfolgte das Loslassen des Hilfspendels um:

0 Min. 36,5 Sck.

Die Ablesungen an den beiden Skalen nebst zugehorigen Zeiten
sind:

Hilfspendel Pendel IIA
Zeit Umkehrpunkie Zoit Tmkehrpunkte
oben | unten oben | unten
Min. | Sek. P P Min.| Sek. P \ P
0 | 52 | 4340 — 33,4 \
1| 8 | 4115 | +147
21 11,1 15,2
33 10,5 157
1 | 48 | 4337 — 332 :
2 | 2 95 16,8
18 8.9 17.2
29 84 | 178
2 | 45 | }33,2 — 32,7 !
2 | 58 73 | 190
3 12 6,8 19,3
27 6.2 19,9
3 46 -}- 82,7 — 32,3
3 | 58 5.1 21,0
4 11 47 | 214
26 4,0 29,1
40 35 | 224
4 | 59 | 4322 — 317 ‘
|

Die Dauer der Beobachtung selbst ist hier 4—5 Minuten, de
der Vorbereitungen ist etwa gleich gross, die einer Mitschwingungs
bestimmung im ganzen also nur etwa 10 Minuten. -

Die Amplitude des treibenden Pendels darf bei der kurzen Daue
der Beobachtung mit einer vollkommen ausreichenden Genauigkeit als
lineare Funktion der Zeit angesetzt und ausgeglichen werden. Die
Berechnung dieser Funktion ist zweckmissig, um fiir die Zeitpunkte,
zu denen die Amplituden W des getriebenen Pendels beobachtet sind
gleichzeitige Werte von ® berechnen zu kénnen.

Bedeuten @ und & zwei zn bestimmende Konstanten, ¢ die Zeit
seit dem Anstosse und wird als Zeiteinheit voriibergehend 100 Sek
genommen, so erhilt man die finf Fehlergleichungen:
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Rechn. minus Beob.
P P
a+0,15b— 244 v, —0 10,14
a4 0716 —19 4+ v, —0 — 0,18
@+ 1,285 — 09 + v, — 0 — 0,01
a4 1,895 + 00 + v, =0 0,00
@+ 262b+ 1,14 0,=0 + 0,04

Der Bequemlichkeit wegen ist 2¢ (wie spiter auch 2W¥) be-
nutzt worden; statt 2 selbst wurde 2¢ — 65,00 p ausgeglichen.

Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhilt man unter Be-
schriinkung auf zwei Decimalen die Normalgleichungen:

+500a+ 6,650 —4,10=0,
+ 6,65 a+ 12,596 + 0,02 =0,
welechen die Werte der Unbekannten geniigen:

p P
o=+ 2760, b——145H9
Die Unterschiede: Rechnung minus Beobachtung findet man neben
den Fehlergleichungens der mittlere Fehler ciner Gleichung ist:

- P
0,0637
Y =z,

S P
l/ 0057, _ 4 0,09,

Die Kleinheit dieses Fehlers spricht fiir die Zweckmissigkeit
der Felderskala.

Fir einen beliebigen Zeitpunkt { wird ® demnach aus der Formel
berechnet:

der einer Ablesung:

p P
20 — 67,760 — 0,01459 (£ Sek. — 0 Min. 36,5 Sck.)

+ 0,110 + 0,00069.

Damit ist die Ausgleichung der Amplitude des treibenden Pendels
erledigt.

Beim getriebenen Pendel werden, namentlich im Falle kleinen
Mitschwingens, systematische Fehler beim Schiitzen der Intervallbruch-
teile bemerklich; um deren Einfluss schon vorher abzuschwiichen, habe
ich durchgingig die vier Mittel aus den Zeiten, resp. aus den Ampli-
tuden: 2V der vier Gruppen zur Ausgleichung verwendet.

Die vier Mittel der Zeiten, die zugehdrigen, aus der Formel be-
rechneten Grissen 2®, sowie die vier Mittel der beohachteten Gréssen 2
sind in den vier ersten Rubriken der folgenden Zusammenstellung
enthalten:
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Zeit 2y
20
Min. Sek. Beobachtet | Berechnet | Ber.— Beob.

)Y p P p

1 20,7 67,12 417 4,15 — 0,02

2 15,7 66.31 8,33 8,36 +0,03

3 12,3 85,49 12,63 12,59 —0,04

4 18,8 64,52 17,40 17,42 + 0,02

Nach Gleichung 16) wire als Form der Fehlergleichungen
nehmen:

Y
const-t—E + v =0.

Der Fall indessen, dass die Bewegung des getriebenen Pendels
von vollkommener Ruhe aus beginnt, dirfte selten eintreten; Ver-
anlassungen zu einer wenn auch geringen Anfangsamplitude sind: das
Loslassen des Hilfspendels und die selten fehlende Bodenunruhe. Aber
eben weil sich ¥ in der Niithe von ¢ = 0 sehr nahe proportional mit
der Zeit #ndert, kann man diesem im #ibrigen unbedenklichen Tbel:
stande dadureh rechnerisch abhelfen, dass man ansetzt:
%:+const-(t—t0)+v:+c+d-t+u.

Darnach erhilt man fiir die beiden unbekannten Konstanten ¢ undd
die vier Fehlergleichungen:

Rechn. minus Beob,

¢+ 0,442 .d — 0,0621 + v, — 0 —0,0002
¢+ 0,992 -d — 0,1256 + v, = 0 + 8
¢+ 1,558 -d — 0,1929 + v, — 0 — 6
¢+ 2,223 -d — 02697 4 v,— 0 + 3

Hierbei ist die Zeiteinheit auch voriibergehend gleich 100 Sek
Die Normalgleichungen sind:

+ 4,000-¢ + 5,215-d — 0,6503 = 0
+5,215-¢ 4 8549-d — 1,0523 =0
und die Unbekannten selbst:
¢— 4+ 0,01025, d-— 4 0,1168-4.
Hieraus geht die Formel hervor:
Y:® =+ 0,01025 4 0,0011684 - ¢ Sek.,
=+ 2 + 4,9

nach der die Grissen 2V in der fiinften Rubrik obiger Zusammer-
stellung berechnet worden sind. Die iibrig bleibenden Fehler sind sehr
klein; reduciert man, um die eigentliche Beobachtungsungenauigkei
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besser erkennen zu konnen, mit dieser Formel die 13 abgelesenen
Werte von 2V selbst, so erhilt man folgende Darstellung:

Beobachtet | Berechmet | Ber.—Beob. | Beobachtet | Berechnet | Ber.—Beob.
P P P B p p
32 3,16 —0,04 11,7 11,53 —0,17
41 4,17 40,07 125 12,57 0,07
52 5,10 —0,10 13,7 13,68 —0,02
73 7,32 40,02 15,9 15,92 +0,02
83 8,39 +4-0,09 16,7 16,86 + 16
9.4 9,37 —0,03 18,1 17,93 — 0,17
18,9 18,93 40,03

Die mittlere Unsicherheit in der Schitzung eines Umkehrpunktes
ist darnach kleiner als O,1 p, was auch hier vollkommen befriedigt.

Aus der Kleinheit der Abweichungen, sowie aus der Regellosigkeit
in ihrer Verteilung geht hervor, dass die Formel 16) das Anwachsen
der Amplitude des getriebenen Pendels gut darstellt; aus ihr folgt

weiter: d=1-l/2 und hieraus als Verlingerung des Hilfspendels

21 l
e =2/t —a-09-(2),

durch Mitschwingen
wenn ¢ die gemeinsame Schwingungsdauer bedeutet. Fiir die Dauer
einer einfachen Koiucidenz ¢ war unmittelbar vorher gefunden worden:

fiir das Hilfspendel ¢ = 46,300 Sek.,
fiir Pendel ITA . . ¢ = 46,290 Sck.;

daraus ergiebt sich fiir beide ibereinstimmend: = = 0,50546 Sek. und
damit, da die Beschleunigung ¢ der Schwerc am Beobachtungsorte
gleich 981292 m ist, als Resultat dieser Ausgleichung* einer Mit-
schwingungsbestimmung:

& = + 0,0000955 - 1 m.
+ 4.0

Die Mitschwingungsbestimmungen, die zur Reduction der auf den
vier Pfeilern beobachteten Schwingungszeiten dienen sollfen, sind nach

* Diese Mitschwingungsbestimmungen, sowie ihre Ausgleichung sind, teils
zur genaueren Priifung, teils wegen des absichtlich gewihlten abnormen Betrages
fir das Mitschwingen, weit ausfithrlicher angelegt worden, als, etwa fiir relative
Schweremessungen, ndtig ist. Da bel diesen das Mitschwingen wohl selten
>100-10—7 werden wird, so darf man, ohne die zulissigen Grenzen der Ge-
nauigkeit zu {iberschreiten, bedeutende Vereinfachungen eintreten lassen. Es
geniigt, statt wie oben vier, nur zwel Gruppen zu benutzen; um den Einfluss
der Fehler des Skalenschitzens abzuschwichen, ist die Zwischenzeit so zu be-
messen, dass beim getriebenen Pendel in beiden Gruppen der Horizontalfaden
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dem Muster der socben ausfithrlich dargelegten Ausgleichung berechnet
worden; die dabei erhaltenen Verlingerungen der mathematischen Liinge
des Hilfspendcls, ausgedriickt in Einheiten der sicbenten Decimale des
Meters, findet man in folgender Tabelle, und neben ihmen die Anfangs
amplituden 2.

Pfeiler Nr. 23 Pfeiler Nr. 22 Pfeiler Nr, 81 Pfeiler Nr. 32
Z 23 z o 4 o £ 4
(12,2 926,1)
(18,7 937,8) (18',7  567,8)
21,3 9444 20,3 5755 | 165 230,7 18’5 200,2
92,3 9555 17,6 226,3 17,0 1952
298 9544 299 5758 17,7 223.6 174 1949
30,6 951,1 2206 2261
31,6 955,1
38,0 575,0
38,9 5773
Mittel 952,1 575,9 2267 196,8
+2,1 +0,5 +1,5 + 14,7

Auf den beiden Pfeilern mit dem aussergewthnlich grossen Mit-
schwingen, Nr. 23 und 22, zeigt sich bei den Werten von « fiir 2< 13
eine systematische Abweichung der Art, dass sich die « um 2 -—3 Prozent

so nahe als moglich auf dieselben Zehntel der Skala zu stehen kommt; dann ist mit

der Bezeichnung des Textes:
LR PP AN
D, d, 9 (7:

t,— 1t

o =

Tber die Genauigkeit erhiilt man dann durch Wiederholungen des Versuchs
Aufschluss; es genitigt, ¢, — £, gleich ca. 200 Sck. zu withlen.

Will man unmittelbar nach der Bestimmung iiber die ungefihre Grgsse des
Mitschwingens ohne grossere Rechnung Gewissheit haben, so genfigt folgende,
fiir den Rechenschieber bequeme Formel:

[
7
Wy —W¥,)-29- (;)
(D2 ) (tz - tl) N

o =

3
Der Wert von: 2 g(%) wird ein fiir allemal berechnet; ist « fiir ein Pendel

mit den Konstanten m, s, ¢ (Masse, Schwerpunktsabstand, Schwingungszeit) be-

obachtet und soll darans die Mitschwingung fiir ein anderes Pendel mit mi, s, o

.q. . g2

berechnet werden, so tritt noch der Faktor ZZ——.:% hinzu; vergleiche hieriiker
P

den Text weiter unten. Iiir das obige ausfiihrliche Beispiel erhilt man aus der
ersten und der vierten Gruppe nach der ersten Yormel, da t,—¢, =178,1 Sek.:

17.40: 64,45 — 4,17 : 67,15
- 12,23 -178,1
nach der zweiten Formel:
17,40 — 417
12,2 - 64,5 - 178

= 954 - 10—T7m,

= 945 . 10— "m.
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kleiner ergeben als fir 2> 15'; auf den Pfeilern Nr. 31 und 32 ist
keine derartige Abweichung zu erkeunen* Dieser Umstand wiire be-
fremdend und miisste weitere Untersuchungen veranlassen, wenn die
beiden Pendel gleichartie wiiren. Das Hilfspendel ist aber, wie schon
im Eingange dieses Abschniftes gesagt wurde, hier weniger als
Pendel, sondern seéiner abweichenden Form wegen als Wippmaschine
zu betrachten; systematische Abweichungen des mit seiner Hilfe er-
mittelten Mitschwingens von dessen wirklichen Werten waren zu er-
warten, letztere sollten cben durch die Beobachtungsreihe dieses Ab-
schnittes auf empirischem Wege aus ersteren abgeleitet werden.

Zur Erklirung der in Rede stehenden kleinen Abweichung geniigt
iibrigens hier die Annahme, dass das Gesetz der Amplitudenabnahme
des Hilfspendels sich von dem des getriebenen Pendels unterscheide,
namentlich auch dass eine Verinderung dann eintritt, wenn z <15’ ist.
Es kann dann eine Anderung im Rhythmus der Einwirkung auf die
Unterlage®* entstehen, die trotz sehr geringen Betrages merklich werden
kann, da das getriebene Pendel den veriinderten Antrieb aufsummicrt.

Es ist nicht ausgeschlossen, dass ausserdem noch andere, hier
unberiicksichtigte Fehlerquellen bestehen.

Mit Riicksicht auf die Beobachtungsunsicherheit entnehme ich der
Zusammenstellung, dass fiir 2> 15' die vermittelst des Hilfspendels er-
haltenen & als unabhiinglg von 2z angesehen werden kOnnen und ein
brauchbares Maf} fiir die Mitschwingung der Unterlage abgeben. Dem-
gemiiss sind die « fiir #<C15' nicht mit zur Mitfelbildung herangezogen
worden, mit dem Vorbehalt, dass bei Verwendung des Hilfspendels zur
Mitschwingungsbestimmung fiir relative Schweremessungen nur Werte
von 2> 15" genommen werden; dies ist fiir die Beobachtung selbst ohne-
hin giinstig, da dann das Anwachsen der Amplitude des getriebenen
Pendels rascher erfolgt.

Aus den in der letzten Zeile der Tabelle stehenden Mittelwerten
sind nun die Mitschwingungskorrektionen fiir die invariablen Pendel
zu berechnen. Bedeuten:

g die Beschleunigung der Schwere,

m resp. m,; die Masse, des Hilfs-
s , & den Abstand des Schwerpunktes von der pendels,
Schneide, ’ resp. des ¢fe»
I, I die momentane mathematische Pendellinge, Invariablen
T , t; die momentane Schwingungszeit und Pendels,
9 , g die Amplitude 1=1,2,3,4

* Mitschwingungsbestimmungen unter grosserer Variation von z, bel miissigem
Betrage des Mitschwingens, findet man mitgeteilt im Versuche H des VII. Abschnittes;
auch da ist keine solche Abhingigkeit zu erkennen.

** Die ersten theoretischen Untersuchungen iiber den Einfluss des Rhythmus
beim Wippen findet man bei Helmert: Beitrige..., S.73—76.
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so ist der horizontale Druck der Schneide auf die Unterlage bekannt-
lich gleich: s .
g m-7 - sing

resp.
5

g-mi- 2" -singy;
bedeuten ferner & und & empirische Koefficienten, abhingig von Eigen-
schaften der Pendel und ihrer Unterlagen, so werden die Pendel-

lingenverlingerungen infolge Mitschwingens:

E-m-8-g
l

resp.
Bi -Mi-Si-g

ﬂi = 7

Fir vollig gleiche Pendel und Unterlagen ware &:&=1.

Bekannt resp. leicht zu ermitteln sind m, s, =, m;, $;, 7, beobachtet
ist &, gesucht B;; unbekaunt sind in: '

mi-Si- 1 & mi- 8- T? &

.:a.——--.::a-——.‘.
B m-s-li & m-s-ti? ¢

die Quotienten %; die hier, aus Mangel an einer direkten Methode,

aus den Differenzen der Schwingungszeiten auf den vier Pfeilern be-
rechnet werden konnen.

Die Verhiltnisse der Massen wurden ersetzt durch diejenigen der
Gewichte; beim Hilfspendel sind Spiegelarm und Laufgewicht mit ein-
geschlossen.

Die Schwerpunktsabstiinde wurden nach zwei verschiedenen, nahe-
liegenden Methoden bestimmt, Die eine glich vollstindig der zu dem-
selben Zwecke bei absoluten Schweremessungen angewandten Xipp-
methode. Bei der zweiten wurden die Pendel an diinnen Schniiren zu-
nichst so aufgehiingt, dass die Stangen horizontal lagen; darauf wurden
mit zwei kleinen Projektionsinstrumenten Schueide und Aufhiingepunkt
auf einen unter dem Pendel liegenden Malstab projiciert. Die Resultate
beider Methoden stimmten bis auf Bruchteile des Millimeters iiberein,
benutzt wurden die Mittel.

Auf Pfeiler 23 wurde als getriebenes Pendel genommen: PIIA,
auf allen iibrigen PIIS; um Gleichheit der Schwingungszeiter zu
haben, musste nach dem Pendelwechsel das 111 g schwere Laufgewicht
des Hilfspendels um 30 mm verschoben werden und aus dem Grunde
finden sich bei diesem zwel Angaben von s (und zwar gilt s’ bei der
Kombination: Hilfspendel — P IL A, und s bei: Hilfspendel —PIIS) in
der nun folgenden Tabelle der Gewichte, der Schwerpunktsabstinde
und der fiir die Zeit der Mitschwingungsbestimmung giltigen, mitt:
leren, unreducierten Schwingungszeiten:
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Schwerpunkts-

Gewichte | g 20stande ) .
Pfeiler | Pfeiler Pfeiler Pfeiler

23 { 22, 31, 32| 23 22, 31, 32

Schwingungszeiten

g mm‘mm

Hilfspendel 33812 §'—226,9 | 8= 226,0] ,— z, , T=r1,
e e
mm Sek.
Pendel 1A 1306 8, =216,0 7, — 0,5055
n  HOA 1347 8, = 216.5 7, = 0,6055
wo I8 1341 83==2114 7, = 0,3052
, I8 1366 5, =212,1 z, — 0,5052

Um die Beziehung zwischen den Resultaten der Mitschwingungs-
bestimmungen und den beobachteten Anderungen der Schwingungs-
zeiten herzustellen, ist die Schwingungszeit 7., des ¢tes Pendels auf dem
Pfeiler Nr. k in der Form angesetzt worden:

Tie= 6; 4 ar-fi + v, ¢=1,2,3, 4,
k= 923, 22, 31, 32.
Darin ist o; die Schwingungszeil des itn Pendels, die auf allen

vier Pfeilern iibereinstimmend beobachtet werden wiirde, wenn ap =0
oder wenn kein Mitschwingen vorhanden wiire; ferner ist:

. . Mmi- 8T, &
fir Pfeiler Nr.22, 31 und 32: ——— —3—} ="y
m-s-t 3
. Mmi - Si 1-',2 Ef
» » » 23 { m-s-t; ® } e
I R UL . W AN
m-§- 1l s 1,2 8 EE

v;; sind die iibrig bleibenden Fehler. Der Faktor:

: 996, 55 \?
3 m7_ 2260 (0150 ° ) =0,9915
s 1, 226,9 \ 0,5052

ist mit e,y vereinigt worden. Setzt man weiter zur Bequemlichkeit filr
die Ausgleichung: Sck. Sek.

g, — 0,0054000 + 9,, a5 = 0,5050400 -+ &,

6, = 0,5063500 + 6,, o¢,=0,5050300 + d,,
und et 1000 statt ez, so erhilt man zur Bestimmung der § und
der f fiir jedes Pendel je vier Fehlergleichungen, die sich nur durch

ihre rechten Seiten unterscheiden und leicht aus folgender Zusammen-
stellung zu entnehmen sind; dabei sind die e auf drei Stellen ab-

gerundet worden:
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198 Uber die Verwendung zweier Pendel ete.

Pendel TA IIA I8 s

84 0950 - fi+ vigs — + 296 | + 283 | + 344 | + 358
0,4 0,576 - f; + ;99 = + 152 + 131 + 207 | + 224
é\i + 0,227 . fi + Vs — + 24 + 2 + 76 + 84

6‘;‘4- 0,197](,—}— Viga = + 4 — 25 + 66 + 71
In der gleichen Weise geschrieben, lauten die Normalgleichungen:
+ 4,0000 8; + 1,9500 f; = + 476,0 | + 391,0 | 4 693,0 | + 37,0
+ 1,9500 6,4 1,3246 f; = -+ 374,9 | + 339,8 | + 476,3 | + 502,2

Daraus ergeben sich die folgenden Werte fiir die Logarithmen
der ¢ und der f, sowie fir die numeri der ¢ und der Quotienten &: ¢

Pendel ' 7= log d: log 1000 £; 6; ' g3 6
| 8
PIA | 1 1,8269, | 25819 0,5053933 + 5 1,015 + 0,022
PIA | 2 19851, | 2,6007 05063408 + 5 1,025 -F 0,022
ris | 3 0.8543 5 2,5683 0,5050393 + 5 0,984 + 0,022
PIOS 4 0,2730 2,5819 0,56060298 -5 0,986 +- 0,022
Mittleres Pendel: 0,5052007 1,003

Damit erhiilt man die in der néichsten Tabelle gegebenen Korrek-
tionen: — g - f; fiir das Mitschwingen der vier DPendel auf den vier
Pfeilern, ausgedrtickt in Zeit; neben ihnen stehen die Reste v;;:

IIs
Korr. v

Pendel IA oA IS
Korr. v Korr. v Korr. v

Pfeiler Nr.23 | — 3627 404 | —3788 408 | —3516 —05 | —3627 —2.8
22 | —2200 —08 | 2237 —20 | —2132 +10| —2200 +59
81| — 86,7 +44 | — 905 +81 | — 84,0 —0,9 | — 867 —08
32 | - 752 —41 | — 786 —6.9  — 729 402 — 752 —24

Demnach bestehen beispielsweise auf Pfeiler Nr. 23 Mitschwingungs-
differenzen bis zu 27-10—7 zwischen diesen vier Pendeln.

Die Quadratsumme aller Reste ist: 205,98; aus ihr erhilt man
als mittleren Fehler des Mittels aus zwei Beobachtungen einer
Schwingungszeit 20595

]/m =+ 507-1077,
und als den einer einzelnen Schwingungszeit + 7-10—7, also einen
Betrag, der in der That nahe der mittleren Unsicherheit einer ein-
maligen Beobachtung einer Schwingungszeit entspricht. Aus ibm er
geben sich die mittleren Fehler von 6; und von &:& der vorletzten
Zusammenstellung.
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Zum Schlusse seien noch die wegen Mitschwingens korrigierten
Schwingungszeiten aufgefiibrt, die der ganzen Ausgleichung zu Grunde
Liegen.

Reducierte Schwi i .
educierte Schwingungszeit Mittleres
1897 des Pendels N
. ‘ Pendel
Pfeiler| Beob. TA J IITA I8 b IIS
8 J 8 8 8 s
0,5053 | 0,5058 | 0,5050 | 0,5050 | 0,5052
Februar 16 | Nr.23| Sn 927 390 375 290 006
L, 17 ], 23 Om 938 417 408 300
, 12 [Nr.22| Sn 934 401 395 306 008
. 12, 22| Om 930 401 392 301
Januar 28 |Nr.81| Om 938 410 395 293 009
Februar3 5 81] Sn 936 411 389 300
., 8 [Nr.32| Sn 929 395 387 288 003
" 9 5, 92 Om 928 396 399 303

Die gesuchten Quotienten & :& stimmen im Hinblick auf ihre
mittlere Unsicherheit gentigend sowohl miteinander als mit der Kin-
heit iiberein, obgleich letzteres bei der Verschiedenheit der Pendel
nicht unbedingt notig ist, wie schon oben erwihut wurde. Der mitt-
lere Fehler des Quotienten g, : & fiir das mittlere Pendel, berechnet aus
den Abweichungen der vier Werte untereinander, ist:

0,001278
4.3

— 4 0,010.

Die Voraussetzungen der Theorie iiber die Bewegung zweier
Pendel scheinen nach alledem durch die Beobachtung bestitigt zu
werden,

Die Darstellung der zu Grunde liegenden Schwingungszeiten
durch die o, 6; und die &:é& kann man der guten ﬁbereinstimmung
nach vollkommen ausreichend nennen; nach ihr wird der Einfluss vom
Mitschwingen so genau bestimmt als der von Temperatur und Uhrgang.

Die Schnelligkeit und die Genauigkeit, die die modificierte
Lorenzonische Methode gewiihrt, machen solche Konstruktionen
von Pendelstativen unnétig, die den Zweck haben, das Mitschwingen
fir sich fast zum Verschwinden zu bringen und dies vielleicht mib
Hintansetzung anderer Storungsquellen, oder solche, die dafiir biirgen
sollen, duss gewisse Teile der Unterlage bei jeder Aufstellung und
auf allen Stationen einen konstanten Beitrag zum Gesamtmitschwingen
liefern. Ein solcher Mehraufwand ist zweckmissiger zur Erreichung
guter Uhrginge, einwurfsfreier Temperaturverhiiltnisse, bequemer In-
stallation ete. zu verwenden.

Zeitgchrift f Mathematik n. Physik. 44. Rand. 1899. 2.1u.3. Heft. g
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VII. Uber Beeinflussungen des Mitschwingens.

Zuniichst soll hier auf die Quotienten &:& der Ausgleichung des
letzten Abschnittes zurtickgegriffen werden. Merkliche, die Beobachtungs-
ungenauigkeit {iberschreitende Abweichungen dieser Quotienten von der
Einheit hiitten sich aus folgenden Griinden herausstellen kdnmnen.

Erstens ist anzufiihren, dass die Verhiltnisse der Massen im
vorigen Abschnitte durch die der Gewichte ersetzt wurden, was nicht
in aller Strenge richtig ist.

Zweitens ist, wie schon mehrfach erwithnt wurde, denkbar, dass
die Rinwirkung des Hilfspendels bei dessen abweichender Form und
Masse auf die Unterlage in etwas anderern Rhythmus geschiebt, als
bei einem gewdGhnlichen Pendel; diesen Einfluss theoretisch zu berechnen,
diirfte schwierig sein.

Drittens ist hier das Gleiten der Schneiden auf dem Achatlager
heranzuziehen; dazu wiren fiir diese vier Pendel allerdings weitere
theoretische und praktische Untersuchungen nitig, anschliessend an die
Arbeiten von Barraquer,* Defforges,® Schiotz,*** und Helmert!
Bei obigen Mitschwingungshestimmungen wiirde sowohl die Schrneide
des stark schwingenden Hilfspendels der Unterlage, als diese Unterlage
wieder der Schneide des getriebenen Pendels nicht die volle eigene
Bewegung erteilen, sobald Gleiten stattfindet, sondern nur einen Bruch-
teil. Das Anwachsen der Amplitude des anfinglich ruhenden Pendels
wiirde also in doppelter Weise verringert, die beobachteten « wiren
zu klein, und die ans den Unterschieden der (ebenfalls vom Gleiten
beeinflussten) Schwingungszeiten berechneten &;:& wiirden demnach
grosser als 1 erhalten werden.

Mdglicherweise liegt hierin ein Grund zu der Gruppierung unter
den vier Werten &:¢, die wenigstens angedeutet zu sein scheint; man
erhiilt pimlich 1m Mittel:

fir die beiden Achatschneiden g:& — 1,020 + 0,016
s ,  Stahlschneiden ¢;:6 = 0,985 + 0,016
Unterschied im Sinne Achat minus Stahl + 0,035 4 0,022.

Ob endlich viertens ein wenn auch kleiner Teil der Bewegung
des Lagers fiir das treibende Yendel bei der Ubertragung auf das

* Verhandlungen der siebenten allgemeinen Konferenz der Kuropiischen Grad-
messung, 5. 286: Rapport de M.le Colonel Barraquer sur la mesure de la pesanteur.

** Mémorial du dépdt géndral de la guerre, tome XV; Observations du
pendule, 1er fascicule. 8. 10 flg.

*¥* Die norwegische Kommission der Furopiischen Gradmessung: Resultate
der im Sommer 1893 in dem nordlichsten Teile Norwegens ausgefiihrten Pendel-
beobachtungen nebst einer Untersuchung iber den Einfluss von Bodenerschiitierungen
anf die Schwingungszeit eines Pendels. Von (. K. Schistz.

t Helmert, Beitrige..., 8. 76.
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etwa 11 cm davon entfernte Lager des getriebenen Pendels durch
molekulare Verschiebung verloren gehen kann, mag dahingestellt
bleiben ¥

Weitere, bestimmte Folgerungen kinnen aus dem vorliegenden
Material nicht wohl gezogen werden; es bietet sich hier aber ein Weg
dar, auf dem durch Empirie weitere Aufschliisse @iber die noch nicht
villig bekannte Natur des Gleitens von solchen Schneiden zu erlangen
sind; diese sind dann eventuell schon beim Ansatz der Gleichungen 1)
und 2) des I. Abschnittes zu beachten. Krwiinscht wiire dabei, eine
so umfassende Theoric fiir dic Bewegung zweier Pendel und ihrer
gemeinsamen Unterlage zu haben, wie sie Herr Thiesen fiir die
pendelartigen Schwingungen eines Korpers gegeben hat.®*

Einigermaflen ist der Einfluss unbekannter Stdrungsquellen auf
empirischem Wege durch die Einfiihrung der Quotienten &, : ¢ rechuerisch
kompensiert worden; man kann sich, da die Stérungsbetrige sich nur
auf einige Prozent vom ganzen Mitschwingen zu belaufen scheinen,
vorliufig dabei beruhigen, namentlich weil das Mitschwingen von
Stativ und Untergrund bei relativen Schweremessungen selten 100 - 10—7
iiberschreiten wird. —

Der Einfluss von Bodenerschiitterungen®#* ist in meinen Beob-
achtungen nicht zu verfolgen; diese wurden unterbrochen, sobald Er-
schittterungen zu beflirchten oder zu spiiren waren. —

Im folgenden sollen die Resultate einer Reihe von Versuchen mit-
geteilt werden, die direkt zu dem Zwecke angestellt waren, Beein-
flussungen der Schwingungszeit und des Mitschwingens durch willkiirliche
Veriinderungen der Stabilitiit der Unterlage sowohl, als durch bestimmte
andere Ursachen zu crkennen. Die Kiirze der Beobachtungsdauer bei
dieser Methode der Mitschwingungsbestimmung ist vorteilhaft, wenn
es sich um Unfersuchungen handelt, die oftere Wiederholungen des
Versuchs verlangen, namentlich wenn wie hier gewisse Umstiinde von
Versuch zu Versuch variiert werden.

Die Reduction der Versuche geschah nach einem, vor Ableitung
der. Formel 16) des IIL Abschnittes angewandten, einfacheren Aus-
gleichungsverfahren, nimlich unter der dureh Formel 19) (S.116) aus-
gedriickten Voraussetzung, dass die Amplitude des getriebenen Pendels,
nicht das Amplitudenverhiiltnis beider Pendel, linear mit der Zeit an-
wachse; da das Gesamtmitschwingen auf den hier benutzten Pfeilern
nur eine missige Grosse besass, so ist diese Vernachlissigung um so
unschiidlicher, als es sich jetzt nur darum handelt, zu erkennen, ob
innerhalb eines Versuches Verinderungen eintreten oder nicht.

* Vergl. auch: Helmerts Beitrige, 8. 69 unten.
** Sitzungsberichte der Kéniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin, Jahrg. 1889, S.277.
#+ Schiétz, a.a.0.; Lorenzoni, a.a.0., 8. 156: movimenti microsismici.
9*
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Die angegebenen Mitschwingungsbetriige sind wie immer Einheiten
der siebenten Decimale der Schwingungszeit.

A. Wegen des geringen Abstandes zwischen den beiden Pendeln
am verinderten Stiickrathschen Apparat war eine Zwischenwand an.
gebracht worden, die vom Hilfspendel 10 mm, vom getriebenen 15 mm
entfernt war. Dass die vom stark schwingenden Hilfspendel in Be:
wegung gesetzten Luftschichten bei diesen kleinen Entfernungen Einfluss
auf die Mitschwingungshestimmungen hatten, wurde durch einen direkten
Versuch bewiesen; fiir das Mitschwingen ergab sich:

Mit ’ Ohne
1896
Zwischenwand
Mai 8 101 Einheiten 92 Einheiten

100 "

Die Zwischenwand selbst hatte keinen Einfluss auf die Messung
des Mitschwingens; denn bestimmte man dieses, sowohl wenn auf der
entgegengesetzten Seite in gleicher Entfernung von der Linse eire
gleiche Wand aufgestellt wurde, als ohne diese, so erhielt man:

Entfernung
1896 der Mitschwingen
hinteren Wand
Dezember 3 o 106 Kinheiten
» 4 ox 105 .
15 mm 108 "
o0 107 »
o0 105 ”

Die Unterschiede licgen innerbalb der Beobachtungsungenauigkeit

In den folgenden Tagen wurde der Apparat zu anderen Unter
suchungen fortgenommen; nach deren Erledigung ergab sich, wenige
Stunden nach dem Neuanfbau auf dem alten Pfeiler:

Entfernung
1896 der Mitschwingen
hinteren Wand
Dezember 17 oo 113 Einheiten
18 mm 113 ”
10 mm 113 "

Aus beiden Rethen ist zu schliessen, dass eine Beeinflussung der
Mitschwingungsbestimmungen durch die Wand zwischen beiden Pendeln
nicht stattgefunden hat.

Im Anschluss hieran wurde spiter untersucht, welche Einwirkung
Winde ausiiben, die von der Seite oder von unten der Linse geniihert
werden; es ergab sich:
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Entfernung Mitschwingen

elner
seiflichen Wand

0 111 Einheiten
fa's) 108 "
o0 108 »
o0 113 "
o'} 111 "
10 mm 110 N
5, bo112 -
<1l | 110 »

einer unteren Wand '

o 112 "
10 mm 111 "
7—8 111 "
2-3 106 "

Man wird meistens vermeiden kénnen, dass der Betrag der Gesamt-
mitschwingung mehr als zwel geltende Ziffern enthilt. Diese werden,
nach den obigen Versuchen, durch die storenden Wiinde nicht afficiert,
so lange deren Entfernung von der Linse grésser bleibt als 10 mm;
jedenfulls liegt ihr Einfluss dann innerhalb der Beobachtungsunge-
nanigkeit.

Der Eiufluss solcher Winde auf die Schwingungsdauer macht
sich schon bei grésseren Entfernungen geltend und zwar in der sechsten
und siebenten Decimale. Aus einer Rethe von Vorversuchen ging
hervor, dass, wenn man dem Pendel Winde von den Seiten, oder von
vorn und von hinten, oder von unten bis auf etwa 1 mm niherte, die
Schwingungsdauer in jedem der drei Fille bis zu sechs Einheiten der
sechsten Stelle vergrossert wurde; die Stérung erreichte erst bei 20 mm
Entfernung die Grdsse der Beobachtungsgenauigkeit einer einfachen
Bestimmung der Schwingungszeit.

Im Pendelsaal des Geoditischen Institutes wurden dann in exakterer
Weise von Herrn Omori und mir folgende Unterschiede zwischen den
reducierten Schwingungszeiten vor und nach Einfigung einer 10 mm
vom vorderen Linsenrand entfernten Wand gemessen, und zwar im
Sinne: mit minus ohne:

Abstand
1896 Beob. der Unterschied
Wand
Sek.

Januar 20 Sn 10 mm | + 0,0000017
. 21 Sn 10 ., | +0,0000007
Sno 10 ., | 4+0,0000017

Om 10 , | 4+0,0000011

Om 10 ,, | +0,0000014
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Wurde von jeder Seite je eine Wand gendhert, so ergaben sich
folgende Unterschiede im gleichen Sinne:

‘? Abstand
1896 Beob. der Unterschied
& Wand
Sek.
Januar 19 Om 10 mm | 4-0,0000023
Om 15, | 4 0,0000036

Fir den Vergleich zwischen den Bestimmungen des Mitschwingens
und der Schwingungsdauver (Abschnitt VI) ist dies ohne Belang, da
bei den letzteren das Hilfspendel und die Zwischenwand fortgenommen
wurden. Uber den Einfluss der damit verbundenen Belastungs-
verschiedenheit auf das Mitschwingen vergleiche Versuch H.

B. Es ist von Vorteil fir die Bestimmung des Mitschwingens,
wenn die Schwingungsdauern der beiden Pendel so gleich als moglich
sind; um dies immer erreichen zu konnen, ist, wie schon erwihnt, an
der Stange des Hilfspendels ein Laufgewicht von cylindrischer Gestalt
verschiebbar angebracht worden. Um den Einfluss einer Differenz der
Schwingungszeiten zu ersehen, wurden Mitschwingungsbestimmungen bel
verschiedenen Abstinden zwischen Laufgewicht und Pendellinse ausgefiihrt.
Die Resultate sind:

Abstand ‘ Mitschwingen Abstand ' Mitschwingen.
50,8 mm | 113 Hinheiten 50,7 mm 114 Einheiten
97 | 115 51,7 ., 114 N
82 116 " 52.7 113 N
a6 113, 507 ., 111 "

Einer Hebung oder Senkung des Laufgewichtes um 1 mm entsprach
hierbei nach direkten Versuchen eine Verinderung der Schwingungs-
zeit um 160 Einheiten. Bei dieser Grisse des Gesamtmitschwingens
kénnen sich demnach die Pendellingen oder die Schwingungsdauern
big zu 800 Einheiten unterscheiden, ohne dass ein Kinfluss der Differens
auf die Mitschwingungsbestimmungen zu ersehen ist.

Es ist nicht auszuschliessen, dass bel grosserem Gesamtmit-
schwingen eine Abhingigkeit zu Tage tritt.*

C. Bei den folgenden Versuchen war das Pendelstativ auf Pfeiler 15
im grossen Instrumentensaal des Geoditischen Institutes so aufgestellt,
dass die Pendel in der Richtung Nord-Sitid schwangen. Fiir das Ge-
samtmitschwingen ergab sich aus vier Messungsreihen:

* Dies ist der Fall bei dem von Herrn Otto Savander (Fennia, 15, Nr.5:
Détermination relative de la pesanteur & Helsingfors, S.128 flg.) angestellten Ver-
suche. Bei ithm ist nach unserer Bezeichnung ungefihr:

L—1=1200-10—7, a=f=1400-10—T;
eine strengere Berechnung liefert, bei guter innerer Ubereinstimmung, merklica
grossercs Mitschwingen. Die oben anf Seite 116 angegebene Formel 19) geniigt
hier nicht mehr; sein Methodenvergleich (l.c.8.142 flg.) ist hierin nicht stichhaltig.
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Anzahl

1896 Mitschwingen der
Einzelmessungen

April 23 102 Einheiten 2

Mai 1 04, 9

, 8 01 1

w10 101 2

Mittel: 102 Einheiten.

Um den Beitrag des Pfeilers zum Mitschwingen kennen zu lernen,
wurde ein invariables Pendel auf dem kiirzeren, alten Unterlagsblock
im Stativ schwingen gelassen, wilhrend der lingere, neue Block vor
dem Stativ auf die Kopfplaitte des Pfeilers aufgeklemmt wurde. Auf
dem vorderen, fiber die Platte hinausragenden Achatlager wurde dann
das Hilfspendel schwingen gelassen und seine Amplitude mit einem
zweiten Fernrohr und einer zweiten Skala gemessen. Aus drei Be-
stimmungen folgte als Mitschwingen:

21 FEinheiten
22
21

»
»

Mittel: 21,3 Einheiten.

Bedenkt man, dass der Angriffspunkt der von der Schneide des
invariablen Pendels ausgeiibten Kraft 0,38 m iiber der Schneide des
Hilfspendels lag, und dass der Pfeiler eine Hohe von 2,1 m hatte, so
folgt mit einer gewissen Annidhcrung als Beitrag des Pfeilers zum Ge-
samtmitschwingen:

2.5 .
21,3 g = 25 Einheiten,

so dass 77 Einheiten als Stativbeitrag anzusehen sind.

Zum Vergleich seien die Resultate angefiihrt, die fast zur selben
Zeit auf demselben Pfeiler und mit demselber Stativ durch Wippen
des Pleilers erhalten wurden. Die Wippmethode konnte bei diesem
Pfeiler ohne Bedenken angewandt werden, weil er von dem den
Wippenden tragenden Fussboden gut isoliert war; ist dies némlich
nicht der Fall, so kann ansser der gewiinschten Beeinflussung des
Pleilers durch direktes Ansetzen des Dynamometers eine solche un-
beabsichtigterweise durch den rhythmischen Druck des Wippenden auf
die den Pfeiler umgebende Scholle entstehen.

Herr Haasemann und der Verfasser hatten das Mitschwingen
durch Wippen an der Nord- und an der Siidseite der Kopfplatte
des Pfeilers mit Hilfe des Stossdynamometers bestimmt und im Mittel
gefunden als Ausschlag des getriebenen Pendels bei einem Stoss von
emnem Kilogramm Stirke:
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Stossrichtung
Datum Beob.
Nord ’ Sid
April 20 Sn 2,457
20 Hn 247"
. 26 Hn 2,267 | 244"
., 26 Sn 2,23" 2,44 "
n 26 Sn 2,49”(Gew.§)
Mittel:  2,35" 245"
———ee”
Gesamtmittel : 2,40

Wendet man zur Umwandlung dieses Ausschlags in Einheiten der
siebenten Stelle der Schwingungszeit den Faktor: 9,85 an, wie er sich
aus der von Herrn Borrass fiir einfache Pfleilerformen abgeleiteten
Formel ergiebt,* so erhiilt man als Beifrag des Pfeilers zum Mit-
schwingen: 2,40-9,85 — 23,6 Einheiten.

Zur Kontrolle bestimmte Herr Borrass nach der von ihm aus
gearbeiteten Modifikation der Wippmethode mit einem Zugdynamo-
meter den Beitrag des Pfeilers zum Gesamtmitschwingen aus zwei un-
abhiingigen Versuchen zu:

1896 April 25: 23,5 Einheiten,
2 2277 n

Fiir den Beitrag eines Stlickrathschen Stativs hatte er aus
zahlreichen Versuchen durch Vergleich mit dem von Herrn Kiihnen
konstruierten Fadenpendel im Mittel 78 Einheiten erhalten, sodass fir
unseren Pfeiler als Gesamtmitschwingen folgte: 101 Einheiten; dies
stimmt ebenso wie die beiden Hinzelbeitrige innerhalb der mittleren
Unsicherheit mit den aus den Beobachtungen des Hilfspendels folgenden
Resultaten iiberein.

D. Wenn man den Pfeiler durch starke Schniire nach allen Seiten
mit den benachbarten Winden und Pfeilern verband und die Schnire
so kriftig als moglich -anspannte, so blieh das Gesamtmitschwingen
vollstiindig unverindert.

E. Der dem Stiickrathschen Stativ eigentiimliche Unterlagsblock
wurde nicht festgeschraubt, sondern nur in seine Nut eingeschoben,
sodass allein das Pendelgewicht ihn niederdriickte. Dabei erfolgte keire
Anderung des Mitschwingens.

F. Wurden simtliche Fulschrauben des Stativs gelockert, und
sowohl bei lockeren als bei geklemmten Fulschrauben das Mitschwingen
bestimmt, so erhielt man Vergrisserungen desselben, die bei mehr

* Bestimmung der Polhthe und der Intensitiit der Schwerkraft auf 22 Sta-
tionen... 8.259—270. Pfeiler Nr. 15 gleicht ganz dem von Herrn Borrass be-
nutzten Pfeiler Nr.9, fiir den nach 8. 262 derselben Publikation als Konstante
verwendet wurde: 7,7-1,8 = 10,0.
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facher Wiederholung des Versuches zwischen 20 und 50 Einheiten
lagen; Konstanz ist nicht zu erwarten, weil die Stabilitit bei gelockerten
Fullschrauben nicht immer dieselbe zu sein braucht.

. An diesen Versuch wurden erstens Bestimmungen der Schwingungs-
dauer angeschlossen; sie bestiitigten, dass bei dieser Aufstellung das

. . 1 .1 . ..
Gesamtmitschwingen um T bis 5 seines Betrages vergrissert wurde.

Zweitens wurde sowohl vor als nmach dem Lockern der Ful3schrauben
das Stossdynamometer an die Kopfplatte des Pfeilers angesetzt, um
diesen zu wippen. Herr Haasemann und der Verfasser erhielten
durch entsprechende Reduction fiir einen Stoss von 1 kg Stiirke folgende
Ausschlige in Teilen der Skala:

1896 ” FuBschrauben | Ausschlag | Beobachter

P
April 20 geklemmt 0,034 Sn
N 0,034 Hn
. 26 N 0,033 Hn
. 0,032 Sn
Mai 2 " 0,032 Sn
gelockert 0,027 Sn
n 4 geklemmt 0,033 Sn
| " 0,034 Hn
gelockert 0,032 Hn
" 0,031 Sn

Die Unterschiede zwischen den Ausschligen bei gelockerten und
bel geklemmten Fulschrauben sind sehr nahe an der Grenze der
Beobachtungsungenauigkeit. Der Ort der Storung, die Fullschrauben,
liegt bei diesem Versuche zwischen den Angriffsstellen der beiden durch
das Dynamometer und die Pendelschneide auf die Unterlage ausgetibten
Horizontalkriifte; aus der obigen Zusammenstellung geht hervor, dass
eine solche Stérung des Mitschwingens und damit der Schwingungsdauer
durch das Wippen des Dfeilers allein nicht angezeigt wird.

G. Da das vordere Achatlager des neuen Unterlagsblockes etwa
1 em ausserhalb des Fullspitzendreieckes lag, so wurde durch das Ge-
wicht des vorderen Pendels die hintere FuBlspitze etwas angehoben.
Man konnte erwarten, einmal dass das Mitschwingen vermehrt werden
wiirde, wenn aussen stalt des leichteren, invariablen Pendels das Hilfs-
pendel hing, und dann, dass durch Belastung der hinteren FuBschraube
eine Verringerung desselben eintreten wiirde.

In der That erhielt ich:

Belastung der hinteren Fullschraube 0 kg 2 kg 6 kg
Hilfspendel aussen Mit- S
invariables Pendel innen } schwingen 110 100 100 Finheiten
Hilfspendel innen Mit- 96 91 87
invariables Pendel aussen | schwingen »
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H. Das Gewicht des ganzen Pendelapparates war verschieden, je
nachdem er zur Messung von Schwingungsdauern oder zu Mitschwingungs-
bestimmungen benutzt wurde. Im ersten Falle war das Stativ belastet
mit dem kurzen Unterlagsblock, dem 1,3 kg schweren invariablen
Pendel und mehreren Thermometern; im zweiten mit dem langen
Block, dem 3,3 kg schweren Ililfspendel und demselben invariablen
Pendel. Dadurch wurde es nahe gelegt, den Kinfluss einer Belastung
des Stativs zu untersuchen; jo nachdem teils auf den Stativkopf, teils
auf die FuBschraubenképfe und den die Fiisse verbindenden Kranz
eine Anzahl Gewichte von verschiedenem Gesamtbetrage aufgesetzt
wurden, erhielt ich:

Belastung l Mitschwingen

0 kg 99 Einheiten
10 hk 96 "
18 89 "

das Hilfspendel schwang hierbei innen, das leichtere, invariable aussen.

Diesemn FKrgebnisse nach wird, wenn nicht wie bei Versuch G
besondere Verhiltnisse (Belastung ausserhalb des Fullspitzendreiecks)
vorliegen, das Mitschwingen und die Schwingungsdauer nur um wenige
Einheiten verfindert, wenn das Stativgewicht um einige Kilogramm
vermehrt wird.

J. Um zu konstatieren, ob eine Abhiingigkeit des Mitschwingens §
von der Anfangsamplitude 2 des Hilfspendels vorhanden sei, wurde
folgende Reihe von Versuchen angestellt:

z g
27! 99 Einheiten
27 100 -
21 97 .
15 98 "
15 96 N

Mit Riicksicht auf die Beobachtungsungenauigkeit ist bei dieser
Grosse von B keine Abhingigkeit von z nachzuweisen.

K. Kurze Zeit nach diesem Versuche wurde zuniichst eine Kontroll-
messung mit dem Hilfspendel angestellt, hierauf dieses durch Pendel I18
ersetzt, wilhrend Pendel IS aussen am Stativ beibehalten wurde; ersteres
war also das treibende. Es ergab sich:

bei Hilfspendel innen, IS aussen, g = 99 Einheiten,
P) s L2 ) 2 ’ ﬁ =100 ”»
” » ” oy 0» ” » ﬁ =102 ”

Ein Unterschied ist schwerlich festzustellen, namentlich wenn in
Hinsicht auf dic Verschiedenheit der Gewichte der beiden treibenden
Pendel noch das Ergebnis von Versuch II beachtet wird.
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Uber Pseudotrochoiden.

Yon

E. WoLFrING

in Stuttgart.

Nachdem bereits durch Gildemeister®) und Bellermann?) die
doppelte Erzeugungsweise der Trochoiden (d.h. der allgemeinen cyklischen
Kurven) entdeckt und damit die Identitit der sogenannten Pericykloiden
mit den Epicykloiden nachgewiesen worden war, gab Vietor?®) cine
Zusammenstellung simtlicher cyklischer, d.h. durch Rollen von Kreisen
auf Kreisen erzeugter Kurven; diesclbe umfasste alle Grenzfille und
liess an Vollstindigkeit anscheinend mnichts zu wiinschen iibrig. Indes
hatte bereits im vorigen Jahrhundert Euler?) eigenttimliche Kurven
entdeckt, welche, wie die gemeinen cyklischen Kurven, ihren zweiten
Evoluten (allerdings aber nicht, wie diese, ihren ersten Evoluten)
ihnlich sind. Er fand, dass dieselben von einem Punkt A aus sich
in Spiralwindungen ins Unendliche entfernen, und dass sie asymptotische
logarithmische Spiralen besitzen. Ferner bemerkte er, dass sie in zwei
Klassen zerfallen, indem n#mlich die Tangente in A entweder auf dem
Radiusvektor senkrecht steht oder mit ihm zusammenfillt.

In einer spiiteren Arbeit?) iiber denselben Gegenstand findet
Fuler, dass die zweite Klasse der genannten Spiralen eine Spitze in
A hat, so dass beide Klassen als ungespitzte und gespitzte Kuler-
sche Kurven unterschieden werden konnen. Beide Klassen von Kurven
haben die Eigenschaft, dass die Projektion des Radiusvektors auf den
Kriimmungsradius zu letzterem proportional ist. Euler meint iibrigens,
die Kurven diirften den Geometern nicht ganz unbekannt sein.

1) De lineis curvis epicycloidibus et hypocycloidibus. Dissertation. Mar-
burg 1866. S.4. .

2) Epicykloiden und Hypocykloiden. Dissertation. Jena 1867. 8.8— 9.

8) Die Polkreispaare einer Cykloide. Zeitschrift fiir Mathematik u. Physik 25,
263—171 (1880), bes. S. 269.

4) Investigatio curvarum, quae evolutae sui similes producunt. Comm. Ac.
Petr. 12, 83— 52 (1750), bes. S.19—23.

5) Investigatio curvarum quae similes sunt suis evolutis vel primis vel secundis
vel tertiis vel adeo ordinis cujuscungue. Nova acta Ac. Petrop. 1, 75—116 (1783),
bes. 8. 97 —106.
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Auch N. Fuss?) bespricht die Eulerschen Kurven und nennt sie
den logarithmischen Spiralen verwandt. Sie finden sich weiterhin er-
wihnt in einer Arbeit von Puiseux,?) der dieselben fiir symmetrische
Doppelspiralen erklirt, aber zunichst nicht iiber die Resultate Eulers
hinaus kommt. Dagegen bemerkt er kurz darauf in einer Note?)
dass die neuen Spiralen, ebenso wie die gemeinen cyklischen Kurven
Tautochronen sind bei der Bewegung eines Punktes unter Wirkung
einer Centralkraft, die der Entfernung proportional ist und zwar derart,
dass bei einer Repulsionskraft Epicykloiden, bei einer Attraktionskraft
je nach den Umstiinden Hypocykloiden, Gerade oder jene Spiralen als
Tautochronen auftreten. Spiter bespricht Natani*) die Eulerschen
Kurven unter dem Namen ,, imaginire Cykloiden®. Kessler®) findet, dass
beim Rollen einer cyklischen Kurve auf einer Geraden der Mittelpunkt
des festen Kreises eine Xllipse erzeugt, welche die Gerade zur Axe hat.
Soll dagegen als Roulette eine Hyperbel auftreten, so ergeben sich, je
nachdem die reelle oder imaginire Axe der Hyperbel als Basis gewihlt
wird, eine gespitzte oder ungespitzte Bulersche Kurve als rollende
Kurve. Hg wird a. a. O. eine Konstruktion dieser Kurven mittelst einer
logarithmischen Spirale angegeben und die Rektifikation, sowie die
Bestimmung des Kriimmungshalbmessers vorgenommen.

Besonders auffallend tritt die Analogie zwischen den eyklischen
und den Eulerschen Kurven hervor bei Anwendung der sogenannten
esoterischen Koordinaten (coordonnées intrinseques,®) d.h. bei der
Bestimmung der Kurven durch eine Beziehung zwischen Bogen s und
Kriimmungsradius g. Nach Cesaro) stellt nimlich die Gleichung:

ol=a + 2bs + ¢s? ,
cyklische oder Eulersche Kurven dar, je nachdem ¢S 0 ist. In einer
solchen (leichung in esoterischen Koordinaten kann man s und o
durch rechtwinklige Koordinaten z und y ersetzen; man erhilt dadurch
an Stelle der gegebenen Kurven deren Mannheimsche Kurve®) d h

1) Mém. Ac. St. Petersh. (5) 1, 114 —118, 120 (1809).

2) Problémes sur les développées et les développantes des courbes planes.
Journ. de Math. (1)9, 877—399 (1844), bes. 8.392.

3) Sur les courbes tautochrones. Journ. de Math. (1) 9, 409 —421 (1844}, Des,
S. 416.

4) Hoffmann, Mathematisches Worterbuch VII (1867) 8. 37— 88.

5) Darstellung der Kegelschnitte als Rouletten, deren Basis eine Gerade ist.
Dissertation. Jena 1869. 8. 14-—19.

6) Dieser neuerdings viel gebrauchte Ausdruck rithrt von Whewell her:
On the intrinsic equation of a curve and its application, Cambr, Philos. Trans. 8,
659 Ammn. (1849).

7) Sur deux classes remarquables de lignes planes. N. Ann. de Math. (3)7,
171— 190 (1888), bes. S. 176.

8) Iech schlage diesen Namen vor, weil Mannheim in seiner Abhandlung:
Recherches géometriques relatives au lien des positions successives des centres
de courbure d'une courbe qui roule sur une droite, Journ. de Math. (2) 4, 93 bis
104 (1859) zuerst die betreffende Ortskurve untersucht hat.
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den Ort des Kriimmungscentrums des jeweiligen Beriihrungspunktes,
wénn die gegebene Kurve auf einer Geraden rollt. Also sind die
Mannheimschen Kurve der cyklischen Kurven ZEllipsen, diejenigen
der Eulerschen Kurven Hyperbeln, Cesaro unterscheidet ferner die
gespifzten und ungespitzten Kulerschen Kurven und findet als zwischen
beiden liegend die logarithmischen Spiralen. KEine weitere gemeinsame
Eigenschaft der cyklischen und Eulerschen Kurven ist nach Cesaro?)
die, dass bel beiden die Verbindungslinie eines Kurvenpunktes mit dem
Kriimmungseentrum der Evolute im entsprechenden Punkte durch einen
festen Punkt geht. Hierzu kommt noch, dass, ebenfalls nach Cesiro?),
ein Teil sowohl der eyklischen als auch der Eulerschen Kurven als
unendlich hohe Evolventen einer in den Punkt O zusammengeschrumpften
unendlich kleinen Kurve angesehen werden konnen. Cesaro?) findet
ferner, dass bei beiden Arten von Kurven das Krtimmungscentrum auf
der Polare des Kurvenpunktes in Bezug auf einen festen Kreis, den
Direktorkreis, liegt; dieser ist im Falle der cyklischen Kurven der
feste Kreis, auf dem der bewegliche rollt. An anderer Stelle bemerkt
Cesiiro,%) dass die Kreise fiber den Kriimmungsradien der cyklischen
und Eulerschen Kurven als Durchmesser den Direktorkreis recht-
winklig schneiden; nach Mansion®) umhiillen dieselben eine in Be-
zug auf diesen Kreis zur gegebenen Kurve inverse Kurve. Ein Unter-
schied zwischen beiden Kurvengattungen findet statt in Bezug auf die
Developpoiden, d. h. die Umhilllungskurven der durch die Kurven-
punkte gehenden und die Tangenten in derselben unter konstantem
Winkel schneidenden Geradenscharen. Der Satz von Rouquet®) nim-
lich, dass die cyklischen Kurven als Developpoiden &hnliche Kurven
besitzen, gilt bei den Eulerschen Kurven nur von einem Teil der
Developpoiden, was bereits von Natani®) bemerkt und voen Piron-
dini®) niher ausgefithrt wurde. Cesaro, welcher in seinen Vorlesungen
iiber esoterische Koordinaten®) die Kulerschen Kurven wiederholt er-
wihnt, nennt dieselben pseudocykloidale Linien. Unter denselben
ist eine gespitzte und eine ungespitzte, welche je mit ihrer vierten Evo-
lute zusammenfallen und deren Mannheimsche Kurven gleichseitige

1) Remarques de géometrie infinitésimale. Mathésis7, 25— 38 (1887), bes.S. 26,
2) Développantes du point. Mathésis 8, 36 — 38 (1888).

3) Remarques de géometrie infinitésimale. Mathésis7, 25 — 38(1887), bes.S.27.
4) Nouv. Ann. de Math, (8) 7, 171— 190 (1888), bes. S. 178.

5) Nouv. Corr. de Math. 4, 302 — 303 (1878).

6) Nouv. Ann. de Math. (2) 6, 380— 383 (1867).

7) Hoffmann, Mathematisches Wérterbuch VII, 27 —28 (1867).

8) Sulla similitudine delle curve, Ann. di mat. (2) 15, 53 —66 (1887), bes.
8. 57—58.

9) Lezioni di geometria intrinseca. Napoli 1896. 8.12 —13, 32, 48, 60, 68.
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Hyperbeln sind. Diese Kurven, welche bereits von Euler!) erwiihnt
und von Laisant®)und Pirondini?) untersucht wurden, nennt Cesato
Pseudocykloiden. Ist ferner n eine ganze Zahl, so ist nach Laisant?)
no? — s?= const der Ort der Punkte, deren Potenzsumme in Bezug
auf n feste Kreise mit den Zuwiichsen der Quadrate der Bogen wichst.

Die vielen Figenschaften, welche die Eulerschen Kurven mit den
cyklischen gemein haben, legten einen Gedanken nahe, welchem Cesarof)
in einer éffentlichen Anfrage Ausdruck gab: ob nicht auch die Euler-
schen Kurven durch Rollen von (imaginiren) Kreisen auf Kreisen er
zeugt werden konnen. In seiner Antwort,%) auf diese Frage berief
sich R. de Saussure auf seine Dissertation,”) in der er gezeigt hatte,
dass die gespitzten Eulerschen Kurven, die er Paracykloiden nennt,
entstehen durch Rollen eines Kreises von komplexem Radius auf einem
Kreis, dessen reeller Radius doppelt so gross ist, als der reelle Teil
des Halbmessers des beweglichen Kreises. In einer spiiteren Notef)
fiigt de Saussure noch die Bemerkung hinzu, dass die ungespitzien
Kulerschen Kurven oder Hypereykloiden entstehen durch Rollen
eines Kreises von komplexem Radius auf einem solchen von rein ima-
ginirem Radius; letzterer ist doppelt so gross als der rein imaginire
Teil des Halbmessers des beweglichen Kreises. Er weist ferner nach,
dass die Paracykloiden und Hypercykloiden ebensowohl eine doppelte
Erzengungsweise (durch je zwel Polkreispaare) besitzen, wie die ge-
meinen cyklischen Kurven. Auch Tarry?) giebt dieselbe kinematische
Fintstehung der pseudocykloidalen Linien durch imaginire Kreise an
und beniitzt dieselbe zu einer reellen Konstruktion, die auf den Grund-
sitzen seiner ,,Giéometrie générale® beruht.

Bei der erwihnten Rollbewegung sind es Punkte der Peripherie
des bheweglichen Xreises, welche die Eulerschen Kurven erzeugen;
letztere entsprechen demgemfiss den gemcinen Epicykloiden und
Hypocykloiden. In der vorliegenden Note gedenke ich zu zeigen,
dass auch beim Rollen von komplexen Kreisen auf ebensolchen reelle
Kurven erzeugt werden koénnen von Puukten, welche der Periphene

1) Nova acta Acad. Petrop. 1, 105 (1783).

2) Sur deux genres remarquables de courbes planes. Ass. fr. pourl'av.des St
Congres de Limoges 19, 74— 78 (1890).

3) Alcune quistioni sulle evolute successive di una linea piana. Rend Ac
Napoli (2) 5, 139 —150 (1891), bes. S. 142,

4) Nouv. Corr. de Math. 5, 209 —211 (1879).

5) I'Intermédiaire des Mathématiciens 1, 153 (1894).

6) L'Intermédiaire des Mathématiciens 2, 366 — 357 (1895).

7) Sur la génération des courbes par roulement. Genéve 1895. S.41—355.

8) Notes sur les lignes cycloidales. Amer. Journ, of Math. 17, 26927
(1895).

9) L'Intermédiaire des Mathématiciens 2, 390 —91 (1895).
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des rollenden Kreises nicht angehoren. Diese Kurven entsprechen den
allgemeinen cyklischen Kurven oder Trochoiden und sollen daher
Pseudotrochoiden heissen. Die neuen Spiralen werden sowohl in
Bezug auf ihren gegenseitigen Zusammenhang, als auch hinsichtlich
threr gestaltlichen Verhiltnisse untersucht.

1. Es sel R der Radius des festen Kreises mit Mittelpunkt im Utr-
sprung O, r derjenige des beweglichen Kreises mit Mittelpunkt M
innen

derselbe bertihre den festen von { } je nachdem 720. r' sel der

aussen
Abstand des erzeugenden Punktes P von JM; derselbe liege zu Anfang
der Bewegung auf OM und zwar M zwischen O und P, wenn #'> 0.
Beim Rollen des beweglichen auf dem festen Kreise erzeugt alsdann P

die cyklische Kurve:

# = (I —#)cosp 4 r'cos

P
1)

y= (£ —r)sing — #'sin .

Es m6gen nun R, » und 7" komplexe Grdssen sein:
R=R+4+iR, r=r+ir,, #'=r,=1ir,
Die Centraldistanz O M sei
d—d, +idy=R—r,
=R, —r, dy=FR,—r,

Auch der Winkel ¢ der Centrale O M mit der z-Axe kann kom-
plex sein; doch ist derselbe nicht unbeschrinkt verinderlich.

Er ist nimlich, bei gleichfsrmiger Rollbewegung, zur Zeit pro-
portional; irgend zwei Werte desselben miissen daher ein reelles Ver-
hiiltnis haben. Somit ist

also

Q= (@1+ i(’z)ma

d. h. gleich dem Produkt aus einer komplexen Konstanten ¢ = o, + 79,
und einer reellen Verfinderlichen a.
Damit geht die Gleichung der eyklischen Kurve iiber in:

1 xz=(dy+ idy)cos (o, + t0,) 0 + (r, + i7,/) cos (6, + 26, ©
y=(d, -+ idy) sin (o, + ig,) o — (r,/ + iry')sin (6, + i6,) @

w0 - : .
6—0,+ 7:(2‘2 _ (9 +592)(Z12':_z;jl=) (ry 7'7'2)_

2. Die Grdssen 2 und y sollen nun unabhiingig von o reecll sein,
also ihre imaginiren Bestandteile verschwinden. Dasselbe muss von
ihren Ableitungen nach @ gelten und zwar fiir jeden beliebigen Wert
von @. Indem man insbesondere die imaginiren Bestandteile von
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dix
y —
w=0 dw?

gleich Null setzt, erhiilt man zuniichst vier notwendige Bedingungen:

dy @'y

4
LU::O, daw

y
w=0 dwd |u=0

dZ + T:,, = 0’
9) d gy +4d, 01 — ' 6 -7, 21 =,
2d 0,0, +dy (0.°—07%) + 2r/6.q, +ry(6—67) =,

d, (30,0, — 02°) + dp(0,°— B0, 0,7) — 1y (36,0, — 6,°) — 1y (6,°— 36, 6%) =
Diese Gleichungen fiithren, wie ihre nihere Untersuchung ergichs,
auf eine von folgenden beiden Annahmen:
Entweder ist d,— 7, — gy = 6, = 0.
Dieser Fall fithrt auf die gewShnlichen reellen Trochoiden.
Oder aber ist
3) dy=r', dy=—mn', ¢g——06, @=0,
also d und r', ebenso ¢ und — ¢ konjugiert.
Damit wird:
x=2d,cost0Cnfi,0 + 2d,sin 1,0 Sinde
4) y=2dsini oCojl,0--2d,cosl,0Bindo,

wo 1
Cofdy 0 — 5 (v + e—hv)

| Sinly 0 = | (a0 — e—hv)
hyperbolische Funktionen sind.

z und y sind also reelle Grdssen, die Bedingungen 2) daher
bereits hinreichend. Die Gleichungen 4) gehdren daher den einzigen
reellen cyklischen Kurven an, die durch Rollen von komplexen Kreisen
erzeugt werden und Pseudotrochoiden heissen mogen.

Fir den Abstand #' des erzeugenden Punktes vom Centrum des
beweglichen Kreises folgt aus 3):

!
r= d= R —n

5
) ) ry = —dy = — (Hy— 1)
Ferner ist
6. —= (dirg Fdsmy)e, +(dra—dy7) e, _
6) 1 r]x_*_rzz - 915
g — —hm—hre t @dintdin)e,
2 r12—+—r,’ = 02-

Die Elimination von g, : g, aus (6) ergiebt:
d?+ dy? =r*+ r?
oder
()] B2+ Ry"—2Rr, + 2R,r,—= 0.
Es wird also nicht beim Rollen zweier komplexen Kreise auf
einander tmmer eine reelle Kurve erzeugt, sondern nur, wenn der
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absolute Betrag der Centraldistanz gleich dem absoluten Betrag des
Radius des beweglichen Kreises ist. Denselben absoluten Betrag hat
auch der Abstand des erzeugenden Punktes vom Centrum des beweg-
lichen Kreises, diese Grosse ist iiberdies zur Centraldistanz kon-
jugiert.

Ferner folgt aus 6): 0y =10y,

WO R, — R,

8) w= E,—2nr, =_R1‘27'1 .

Mit ¢, — & geht endlich 4) tiber in:
z=2(R —r)cos8Cofud + 2(L,— ry)sin & Ciny
y—2(R, —r)sin & Cofud + 2(R, — ry) cos # Sing J.

9

3. Weil zwischen den sechs homogenen Parametern B, I8, r,, 7,
v/, r, die drei Relationen b) und 7) bestehen, so existieren (von der
Lage und Grdsse abgesehen) oc? verschiedene Arten von Pseudo-
trochoiden. Die Radien des festen und des beweglichen XKreises
brauchen gegenseitig nur der Bedingung 7) zu geniigen; alsdann ist
die Fntfernung des erzeugenden Punktes durch 5) bestimmt. Unter
den Pseudotrochoiden sind zuniichst zwel Scharen, bei welchen der
erzeugende Punkt auf der Peripherie des beweglichen Kreises liegt,
fir welche also #'= + #, eine Annahme, welche mit den Gleichungen 5)
und 7) vertriglich ist.

Das obere Zeichen ergiebt vermége 5):

R =2r, R,=—0,
also: R )
R—=R, r—=5+1in,.

Damit erhilt man die Paracykloiden.
Das untere Zeichen liefert vermoge 5):

R1 - 0) 1{2 - 2727
=1L, 7'=r1+1T‘-
Man hat hiermit die Hyperceykloiden.

Diese beiden Klassen von Kurven sind demnach Spezialfille der
Pseudotrochoiden. Sie sind dadurch charakterisiert, dass der Radius
des festen Kreises im ersten Fall reell, im letzteren rein imaginiir ist.

4. Fithrt man Polarkoordinaten % und o ein, so dass

T =ucos@, Y — usino,
so 1st der Radiusvektor:

10) = 2V(712+ 722>@Diz ud — (B — 7’2)27
feril(;r du  2u( i+, C00judGinpd
) W TG e — (R )
Zeitgchrift f Mathematik u Physik. 44. Band. 1899. 2.u. 3 Heft. 10
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positiv
negativ
fiir & =0. Somit erreicht # fiir & = 0 ein Minimum; die Kurve ent-
fernt sich von demselben ansgehend nach beiden Seiten fortwihrend
ins Unendliche.

Dieser Ausdruck ist { }; je nachdem 1‘)20 und verschwindet

Ferner ist
(R, —r)tg® — (B, —7,)Tgu &
12) B8O = (R r) (B )G Tgud’
wo
end — e—ud
Lgut =5 s+ e—nd’
somit
13) tg (0 — w) =- ’S‘igyﬁ

Weil Tgudls —w =1, so konvergiert fiir unendlich wachsende &

Somit nimmt o mit

o — @ gegen die endliche Grosse arctg ;2:;2-

1 1
# ins Unendliche zu resp. ab. Zusammen mit dem Verhalten von 4
ergiebt sich hieraus, dass die Kurve eine Doppelspirale bildet, die
von einem dem Ursprung am nichsten gelegenen Punkt (8 — 0) sich
nach beiden Seiten in immer weiter werdenden Windungen ins Un-

endliche entfernt.
5. Mit den Abkiirzungen:

19 { A= Rir,— Ryry+ 273®
B=Ror,+ Byr,— 211,
wird ferner:
dx:{ 24 fe sin & Cofud + 25— cosq‘}@mya‘)}d{}
15) !
B . .
dy={~2Ri;2rg-cos{)60w1‘)+2m sm«?@myq‘}}da.

Ist @ der Winkel der Tangente mit der z-Axe, so ist

_dy —DB+Atg®Tgud
16) €9 =4~ BgotAdgus’
daher B
wo en3 —us
@Uty{}:——e#&iz_“s-

Aus 13) und 17) folgt, wenn 3 der Winkel zwischen Tangente

und Radiusvektor ist:
_ (Ry—r) ATgud — (R, —r,)BCotud
18) gy = B

Mit unendlich wachsendem & konvergiert ¢ gegen arccot .
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6. Wie bei den Trochoiden fithrt die Rektifikation auf elliptische
Integrale. Aus 15) folgt:

o ds — szfjr, Va0 1) Cofu s — Ado
— 1T-22r—, VB + 2(r* + ) BCin*u 9do.
Mit
20) BCinus =y
wird
_ 2 [B'+(4*+ BYyMdy
V(@B*+yH[B*+ (4*+ By
2
21) = 'R:./‘ 2A (r2 + rA) tgidi
B FQ) — V2AlT F ) E(R).
Hier ist
22) tgl 2A(r1 +722) @Inﬂya
F(4) fV1 ey
23) B () — f YI— Esnid

)

Dabei ist % <1, ausser fiir R,=0, B, =2r, wo k=1.

7. Die Formel 1
dS = 5 (zdy — ydz)

giebt fiir das Element eines Sektors S zwischen zwei konsekutiven
Radienvektoren:

24) a8 = 27 [(By — 1) A — [(By — 27,) (ry* + %) CofPu 0] d B,

somit

s - fRif ary (B )4 — 5 (B —2r)(nt 4 19) 0

— (Ri— 27;)-;(:'12+T:2) @Diyﬂgln”ﬁ].

25)

Ferner ist der Abstand p der Tangente vom Ursprung:

—2dS _ 2 (B—2r)( 47,608 — (Ry— 1) 4,
4 VA V2 ) Coifuit— 4

26) p=
10*
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8. Man erhilt weiter:

d*z =@ 4‘; v (r, cos @ Coj u & + 7y sin & Eint g ) d9?
27) ; 14
dy — T (r,sin 9 Cofu & + r, cos & Sinu 9) dod.

Hieraus folgt der Kritmmungsradius:

VA2 4 ) Coftu — 4]
28) = T, an) (|, Gl ud Ay

Ferner
do
da
29) Y 4V uOoiu 0 inn ot Hr, (R, 214 EOT S+ A (Byr) (20, 24 Goftu-
(B, —2r)(r,*+ ra ) Coff & 4 Ar, !
und
30) de 2R, CojudGingd (> +n)| (1, —2r) ("1 CoiPud + AR, 1 n)]
ds [(Ri“"2TZ)<T12+T22)@911!"&+AUJ3
Der Kriimmungsradius der Evolute ist
de
31) —00s
2V AR, Cofud Ginud(r, -r, ) [(R,—2ry)(r, 47,5 Coi*u &+ A (B, 4 ) 1[2(r, 47, %) Cof -4
T T T T B, e G b AT
Die Evolute selbst ist:
£ _
£E=
(2R (B —~r,) 0+ Colpd 4 (B, ry— Ryry) Ajcos# Eofud [~ 2 B (R, — 1), "+ 1)
Coi?ud (R r,+ By r,) Ajsin# &'
32) (1‘{2‘272)(7'1ﬁ+722)@0i2#“‘}+A‘r2

"7 —_
2R, (R, ~r)(r "+ ry®) Cof*pd 4 (B, r, — B, 7,) A}sin & Cojud — [— 2R, (B, —r)(r ")
- Coj*u 84 (B ry + Rsry) 4] cos I Einsi
(B, —~2r)(r 1) Coj“ud + Ar,
9. Die z-Axe ist Symmetrieaxe der Kurve,
Die Schnittpunkte der Kurve mit derselben ergeben sich aus

‘RZV 2
33) tg & = er; T ud.

Ist #, eine Wurzel dieser Gleichung, so ist auch — #, eine solche.
Fir beide Werte von & ergiebt die erste Gleichung 9) je denselben
Wert von z; also sind die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Axe
Doppelpunkte. Eine Ausnahme macht jedoch der zu & = 0 gehbrige
Anfangspunkt, fiir welchen der Radiusvektor:

34) . Uy = 2(B, — 1),
der Kriimmungsradius: B
35 — .
) == A
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Derselbe ist ein Scheitel der Kurve.

Dass ausserhalb der z-Axe keine reellen Doppelpunkte existieren,
geht daraus hervor, dass 10), wenn u — const angenommen wird,
nur zwel reelle Werte + &, liefert. Weil namlich y beim Vertauschen
von & mit — & sein Vorzeichen #ndert, sind Doppelpunkte nur auf
y = 0 moglich.

10. Fiir die Wendepunkte ergiebt sich aus 28):

Br |
Ary)
diese Gleichung hat hdchstens zwel reelle Wurzeln,

Fir die Beriithrungspunkte der vom Ursprung aus an die Kurve

gehenden Tangenten folgt aus 24) oder 26):

37 _ =) B,
) Tgud +V(R )4
Auch diese Gleichung besitzt hiichstens zwei reelle Wurzeln.
Endlich muss daran erinnert werden, dass Bellermann') bei den
Trochoiden das Vorkommen von nicht in die Scheitel fallenden sog.

Krimmungspunkten?) nachgewiesen hat. Solche Punkte kommen
auch bei Pseudotrochoiden vor; sie ergeben sich vermdge 29):

(R;+7m)B
58) Tgud = +V By +T,§A
Auch diese Gleichung liefert hichstens zwei reelle Wurzeln.

36) Tgud =+

11. Nach Boklen?®) ist die Fusspunktkurve einer gemeinen cy-
klischen Kurve in Bezug auf den Mittelpunkt des festen Kreises als
Pol eine Trochoide. Dieselbe hat die Eigenschaft, durch den Mittel-
punkt des festen Kreises hindurchzugehen. Derartige sogenannte siern-
formige Cykloiden sind von Durége?) niher untersucht worden.
Entsprechende Fusspunktkurven haben auch die gemeinen Pseudo-
trochoiden und zwar fiihren die Hypercykloiden auf die Kurven:

z=2(R,—r)cos#Cojud
{ y =2(R, — ) sin 2 Coju 9.

Fir diese ist R, = r,. Die Entfernung des beschreibenden Punktes
vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises ist reell.

39)

1) Epicykloiden und Hypocykloiden. Dissertation. Jena 1867. S. 28. —
Vergl. auch Chr. Wiener, Die Evoluten der geschweiften und verschlungenen
cyklischen Kurven. Zeitschrift fir Mathematik und Physik 27, 129—139 (1882),
bes. §, 134,

2) d.h. von Punkten, in welchen der Kriimmungskreis vierpunktig bertihrt.

3) Einige geometrische Sitze iiber Kurven. Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik 3, 320 —121 (1858).

4) Uber eine besondere Art cyklischer Kurven. Zeitschrift fir Mathematik
und Physik 9, 209 —117 (1864).
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Die Paracykloiden haben dagegen zu Fusspunktkurven die Kurven:
' 2z =2(R,— r,)cosdSinud
{ y=2(Ry—ry)sin #Sinu o,
also R, =r;. Die Entfernung des beschreibenden Punktes vom Mittel-

punkte des beweglichen Kreises ist rein imaginir.
Fir die Kurven 39) folgt aus 10) und 12):

u=2(RE, —r)Coiu?d,
® =i,
u=2(R —r)Corow
{ = (I —r)(er ™+ e—re).
Bei den Kurven 40) ist dagegen:
w=2(R,—r,)Sinud

T
G)=E+’8',

40)

somit

41)

daher mit @ — % = o
{ u=2(R,—r,)Binp o,
= (By— 1) (e — e# ™).
12. Die Kurven 41) und 42) sind die einzigen') Pseudotrochoiden,
welche gelegentlich in der Litteratur vorkommen. Dittrich?®) neunt

die ersteren Summenspiralen, die letzteren Differenzenspiralen

und bringt sie in Beziechung zu dem Paar logarithmischer Gegen-
spiralen

42)

U=aecthuw,

Die Differenzenspirale nennt Aubry?®) Spirale tractrice?) Nack
Merkelbach®) muss eine Ellipse, wenn ihre grosse Axe immer durch
einen festen Punkt gehen soll, auf einer sternfdrmigen Cykloide rollen,
eine Hyperbel, wenn die reelle Axe durch einen festen Punkt gehen
soll, auf einer Differenzenspirale. (Sollte dagegen die imaginiire Axe
durch einen festen Punkt gehen, so muss die Hyperbel auf einer
Summenspirale rollen.) Einem ebenfalls von Merkelbach€®) bewiesenen

1) Siehe jedoch Nr. 1.
2) Die logarithmische Spirale. Programm. DBreslaun 1872. 8. 9.

3) De l'usage des figures de l'espace pour la définition et la transformation
de certaines courbes. Journ. de Math. spéc. 20, 29 (1896).

4) Dieser Name wurde aber bereits von Rouquet [Nouv. Ann. de Math. (2)2
4983 (1863)] der Kurve o= + (% Va* —u* — arc cos %) beigelegt; die letztere fihrt

tibrigens bei Giard [Nouv. Ann. de Math. (2) 1, 76 (1862)] den zutreffenderen Namer
tractrice polaire.

5) Uber Rollkurven, welche von einer Geraden eingehiillt werden. Disser
tation. Marburg 1881, 8. 20—22.

6) a. a. O.8.18.
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allgemeinen Satz zufolge kann man hieraus schliessen, dass umgekehrt
beim Rollen der Differenzenspirale auf der Hyperbel der Pol der
ersteren die reelle Axe der letzteren beschreibt; ein Resultat, das
bereits frither von Purser?) angegeben wurde. (Ebenso beschreibt der
Pol der Summenspirale beim Rollen derselben auf einer Hyperbel die
imaginire *Axe derselben.)

Diess Sitze. hiingen mit den von Kessler (siehe die Einleitung)
fiir Pseudocykloiden gefundenen zusammen vermittelst eines Theorems
von Habich?): Beschreibt ein Punkt s beim Rollen einer Kurve 4
auf einer Geraden D eine Kurve C, so beschreibt, wenn die Fuss-
punktkurve von m in Bezug auf 4 auf der Kurve C rollt, dieser
Punkt die Gerade D.

Die Summenspirale wird ferner beschrieben von einem materiellen
Punkt, welcher auf einer sich gleichmiissig drehenden Geraden
gleitet.®)

Erwihnenswert ist ferner die inverse Kurve der Summenspirale,

die sogenannte Poinsotsche Spirale 110 — a Cof u w, welche als Spezial-

fall der Herpolhodie und auch in anderem Zusammenhang mehrfach
untersucht wurde.?) .

Die inverse Kurve der Differenzenspirale nennt Aubry®) Spirale
de Cotes.’)

13. Um iiber die verschiedenen Gattungen der Pseudotrochoiden
eine Ubersicht zu gewinnen, kann man, indem man von der Grésse
der Kurven absieht, B, R,r, r, als homogene Koordinaten eines Punktes
im Raume ansehen. Diese miissen aber der Gleichung 7) geniigen.
Daher lassen sich die oo? verschiedenen Arten von Pseudotrochoiden
den Punkten des Hyperboloids:

1) Notes on Rolling Curves. Quart. Journ. of Math. 7, 129 — 135 (1866) bes.
S. 131.

2) Sur les roulettes. Mathésis 2, 145 --148 (1882).

3) Vergl. z.B. Am Ende: Uber die Bewegung eines materiellen Punktes auf
einer rotierenden (eraden. Arch d. Math. u. Phys. 49, 121—1385 (1869); Walton,
Collection of problems to the Theoretical Mechanics. 3. Aufl. Cambridge1876. S.253.

4) Vergl. z.B. Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation des corps. Journ.de
Math.(1) 16, 9—129 (1852) bes. S.116 —118. — Hirst, On equally attracting
bodies. Phil. Mag. (4) 18, 305 —824 (1857) bes. 8. 311. — Barbarin, Note sur
I'herpolhodie. Nouv. Ann. de Math. (3) 4, 538556 (1885) bes. 8. 549. — Fouret,
Sur un mode de génération de la spirale de Poinsot Ass. frang. Congrés de Nancy
15, 86 (1886). — Cabreira, Sur la géom. des courbes transc. Lisbonne 18986,
3.81—383. — Welsch, L'Intermeéd. des Math. 4, 116 (1897). — Verallgemeinert
bei Moret-Blanc, Nouv, Ann. de Math.(2) 15, 72 (1876).

5) Journ, de Math. spéc. 20 (1896); vergl. auch Hirst a.a. O.

6) Dieser Name wurde aber bereits von Sacchi (Sulla geometria analitica
delle linee piane. P’avia 1854 8.11) einer andern Kurve mit der Gleichung

yu—l=g—1lcosnw
gegeben,
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0 R2+4+ R2—2R,r,— 2R,r, =0
zuordnen. Dieses besitzt horizontale Kreisschnitte und kann erzeugt
werden durch zwei Ebenenbiischel, die ithre Triger in dem Geraden

R =0 4 { R =0 }
{ R,—0 | ™ R,—2r,
haben.

Der Ebenenbiischel R, =— 4 I, schneidet die Erzeugenden der einen
Schar aus. Den Punkten einer solchen Geraden entsprechen die
Pseudotrochoiden, fiir welche der komplexe Radius des festen Kreises
dieselbe Amplitude hat. Grenzfille sind 4 — oo (Paracykloiden) und
A = 0 (Hypercykloiden). 4 heisse der erste Index der Pseudotrochoide.

Der Ebenenbiischel R, = u(R,— 27;)(wo g der zweite Index
der Pseudotrochoide) schneidet die Erzeugenden der andern Schar aus.
Bei allen Pseudotrochoiden von konstantem Index u konvergiert der
Winkel zwischen Tangente und Radiusvektor gegen denselben Grenz
wert. Auch hier giebt es zwel Grenzfiille:

a) u=0 also B — R =0, Cojud—1, Stnpd=0,

somit

Z = —17r cosd .
43) { y— — r.5in } Kreise um den Ursprung.
b) w=o00, B —2r =0, R,—2r,=0, R=2r
Mit u9 =0' wird:
z=r Cof 8')
4) {y=7"2 @inﬁ'}

z? 2
Hyperbeln i ,;JZE 1.

Diese entsprechen den Ellipsen, welche bei den Trochoiden fir
R = 27 auftreten.

14. Es erhebt sich nun aber der Zweifel, ob bei der Deutung von
R,, By, 7., 7y als homogene Koordinaten eines Raumpunktes auch alie
mbglichen Kurven berticksichtigt sind, weil nimlich die Behandlung
von r, also homogenisierende Verinderliche die Annahme negativer
Werte fiir diese Grisse ausschliesst. Aber die Gleichungen. 9) bleiben
unverindert, wenn in ihnen B, und 7, ihr Zeichen wechscln. Damit
ergiebt sich auch fiir die Pseudotrochoiden eine doppelte Erzeugungs-
welse vermittelst zweier Polkreispaare, wie sie fiir die Trochoiden
bereits bekannt ist. Ferner bleiben aber die Gleichungen 9) auch
ungeindert, wenn in denselben die Grossen R;, #; und & ihr Vor
zeichen #ndern und die Koordinaten # und 4 in entgegengesetztem
Sinn genommen werden. Dasselbe gilt bei Zeicheninderung von
E,r, Ry7, und &. Diese Erzeugungsarten unterscheiden sich aber von
den oben angefiihrten materiell verschiedenen nur in ideeller Weise.
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Die Polkreispaare sind dieselben; denn ein Kreis éndert sich nicht,
wenn der Radius sein Vorzeichen wechselt. KEs darf aber nun, wenn
man alle Pscudotrochoiden umfassen will, nicht nur #,, sondern auch
z.B. I, als positiv angenommen werden, so dass man nur die Punkte
des Hyperboloids rechts von der (R,, r)-Ebene zu beriicksichtigen
1;1 B 8 } symmetrisch gelegene Punkte
=
des Hyperboloids fithren auf diesclbe Pseudotrochoide.

braucht. Je zwel zur Geraden {

15. Zur besseren Ubersicht projiziert man jetzt das Hyperboloid
vom unendlich fernen Punkte der »,- Axe vertikal auf die (horizontale)

Fig. 1.
a
[4
0 .
S T
s N~
r Y P
(2 YO\
[ A
[N ; /[ e
[ 2 __'/g/
\\'_. k R
3 iy
~, A P
H
c
a

(R, R;)-Ebene. Jedem Punkt des Hyperboloids entspricht alsdann ein
Punkt der Ebene; nur simtlichen Punkten auf den Triigern der Ebenen-
biischel, also auf den Geraden

[ Bi=0 } { B=0 }

Vr—o) " R _o,
ist je nur ein Punkt O oder (0,0) resp.  oder (0,2) zugeordnet.
Die beiden Geradenscharen des Hyperboloids projizieren sich als
Strahlenbiischel mit Mittelpunkten in O resp. . Dabei konnen die
Indices 2 und g einer Pseudotrochoide als Biangularkoordinaten
des zugehorigen Punktes P in der Ebene aufgefasst werden; es ist
nimlich (siehe Fig. 1):
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A=tgPOIl, p—tgPHO.

Die Paracykloiden bilden sich auf der R,-Axe, die Hypercykloiden
in H ab. Die Punkte der Summenspiralen erfiilllen auf dem Ilyper-
boloid eine Hyperbel, welche sich in das Mittenlot Ity =1 von O und
H projiziert. Dagegen projiziert sich die Iyperbel der Differenzen-
spiralen wieder als Hyperbel:

45) R:— R*+2R,r,—=0
mit Scheiteln H und 0. Die Punkte der XKreise liegen auf der

r,-Axe und bilden sich im Punkt O ab; die Punkte der Hyperbeln
projizieren sich dagegen in die Parallele durch H zur R,-Axe.

16. Aus 36) folgt, dass die Pseudotrochoiden reelle Wendepunkte
nur haben fiir
{ 0< Ry<2r,y }
R*+ R2—2R,r,>0

Dieses Gebiet ist begrenzt von der Geraden der Paracykloiden,
der Geraden der Hyperbeln und dem Kreis

46) R+ R — 2R,r,— 0.

Die zu den Punkten dieses Kreises gehdrigen Pseudotrochoiden
haben die beiden Wendepunkte im Scheitel vereinigt, besitzen also
daselbst einen Undulationspunkt. Daher mdge der Kreis 46) Un-
dulationskreis heissen; fir die betreffenden Kurven ist », =0, d.h
der Radius des beweglichen Kreises rein imaginir. Bei den Para-
cykloiden sind die Wendepunkte ebenfalls in der Spitze, bei den
Hyperbeln dagegen im Unendlichen verschwunden.?)

17. In dem Gebiet der Punkte, an deren zugeordnete Kurven
reelle Tangenten vom Ursprung gehen, ist nach 37) entweder

R, <0,

oder R,> 2,

ferner in beiden Fillen:

R*— R? | 2R,r, > O.

Das Gebiet der betreffenden Tunkte liegt also zwischen der
Differenzenspiralenhyperbel einerseits, der Paracykloidengeraden resp.
der Hyperbelgeraden anderseits. Bei der Differenzenspiralen sind die
Ursprungstangenten in die Scheiteltangente, bei den Paracykloiden i
die Spitzentangente zusammengefallen; bei den Hyperbeln in die
Asymptoten ibergegangen.

1) Ubrigens sind auch die Pseudotrochoiden, fiir welche 7, =0, also der
Radius des beweglichen Kreises reell ist, durch imaginire zusammenfallende
Wendepunkte ausgezeichnet; ihnen entsprechen die Punkte der unendlich fernen
Geraden.
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18. Endlich sind pach 38) die Kriimmungspunkte reell, wenn
B* + 2R (R, — 27)" + 2R,°(By — 2ry) (B, — 7y) -
{ + (B, — 27,)3R, > 0
0 < Ry, < 27y,

also in dem Gebiet zwischen der Paracykloidengeraden, der Hyperbel-
geraden und der Kurve vierter Ordnung:
4 Bt + 2B *(Hy— 27,)" + 2 B (B, — 27,) (By — 1)

R { + (B, — 2n,)* By = 0.

Diese Kurve ist ganz innerhalb des Undulationskreises gelegen
und hat in H einen dreifachen Punkt mit zwei komplexen Tangenten.
Fir die Punkte dieser Kurve hat die DPseudotrochoide im Scheitel
picht vier, sondern sechs Punkte mit dem Kriimmungskreis gemein;
sie hat also einen Scheitel dritter Ordnung.

(Dass solche Punkte, wie auch Undulationspunkte, bei Trochoiden
vorkommen, ist nur von Onnen?) bemerkt worden; derselbe beschreibt
jedoch den Undulationspunkt nicht genau und meint irrttimlich, in
dem héhern Scheitel seien nur zwei Kriimmungspunkte vereinigt.)

. Bei den Paracykloiden sind die Kriimmungspunkte im Ursprung;
bei den Hyperbeln im Unendlichen versechwunden.

19. Der Scheitel der Pseudotrochoide liegt im Ursprung bei den
Differenzenspiralen; links” vom Ursprung bei den Kurven, deren zu-
gehOrige Punkte innerhalb der Differenzenspiralenhyperbeln liegen,
sowle bei denjenigen Hypercykloiden, deren zugehtrige Punkte auf
dem Hyperboloid oberhalb der (R, R,)-Ebene liegen; rechts vom Ur-
sprung bei den iibrigen Kurven.

Die Kurven mit Wendepunkten und diejenigen mit reellen Ur-
sprungstangenten sind gegen den Ursprung zu konvex bis zu ersteren
resp. bis zu den Berlihrungspunkten der letzteren, dann konkav. Die
iibrigen Kurven sind von Anfang an konkav.

Das Kriimmungscentrum liegt nie im Ursprung ausser bei den
Kreisen.

20. Man hat demnach in gestaltlicher Beziehung folgende Typen
von Pseudotrochoiden zu unterscheiden:

a) B, <.

Scheitel links vom Ursprung; Kurve konkav; erster Doppelpunkt
rechts vom Ursprung. Kriimmung im Scheitel Maximum. Evolute
beginnt rechts vom Ursprung mit einer gegen diesen gerichteten Spitze;
im iibrigen ist sie eine der Grundkurve i#hnliche Doppelspirale

b) B, =

Differenzenspiralen.

und

1) Notes concernant la théorie des équations essentielles des courbes planes.
Archives néerlandaises 14, 1—75 (1879) bes. 5. 52—58.
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Scheitel im Ursprung; Kurve konkav; erster Doppelpunkt rechis
vom Ursprung; Kriimmung und Evolute wie bei a). Figur 2 stellt die

Differenzenspirale: { z — sin 9 Sin s }

Y= 2 Gin b
dar. Y = cos & Sin s

; 425,)

I, > 2r,

Scheitel rechts vom Ursprung; Kurve konvex bis zum reellen Ur-
sprungstangentenpaar, dann konkav; der erste Doppelpunkt rechts vom
Ursprung; Kriimmung und Evolute wie bei a).

B, —2r }
9) { B, — 2r,

Hyperbeln; Scheitel rechts vom Ursprung; Kurve
konvex; Asymptotenpaar mit Mittelpunkt im Ursprung:
kein Doppelpunkt; Kriimmung und Evolute wie bei a);
doch ist letztere keine Spirale.

0 < R, <20y ).
2 { }
r, >0
Scheitel’ rechts vom Ursprung; Kriimmung da-
selbst Maximum; Kurve konvex bis zum Wendepunkte-
paar, wo Kriimmung Null (Minimum), dann konkay;
alsdann folgt das Kriimmungspunktepaar (Kriimmung
Maximum); dann erster Doppelpunkt links vom Ur
sprung. Die Evolute hat eine Spitze rechts vom
Ursprung gegen denselben gewendet; dann Asymptoten-
paar; sie erscheint wieder links vom Ursprung und
besitzt ein Paar unsymmetrischer, der Kurve zugewen-
deter Spitzen; sie ist eine Doppelspirale:
0 0< R, 2,
r=0

Fig. 2.

Scheitel rechts vom Ursprung mit Undulationspunkt; Kriimmung
daselbst Null (Minimum); Kurve konkav; Kriimmungspunktepaar
(Kriimmung Maximum); erster Doppelpunkt links vom Ursprung. Die
Evolute hat eine unendlich ferne Spitze mit der z-Axe als Tangente,
kommt dann links vom Ursprung herein und besitzt sodann zwei un-
symmetrische, gegen die Kurve gerichtete Spitzen; sie ist eine Doppel
spirale.

Figur 3 stellt die Summenspirale:

{ z = cos & Cof &
y = sin & Cof &

2
die zu diesem Typus gehort, dar.
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0 << By < 2r,
g) 7 <0
By (By + ry)ry — (Byry — 1) (RBy - 279)>0
Scheitel rechts vom Ursprung; Kriimmung Minimum; XKurve
konkav; Kriimmungspunktepaar (Krimmung Maximum); erster Doppel-
punkt links vom Ursprung. Die Evolute hat eine Spitze links vom
Ursprung, die von der Kurve abgewendet ist; dann zwel derselben
zugewendete unsymmetrische Spitzen; sie ist eine Doppelspirale.
b) By (By+ ) r— (Byry — ") (Hy— 27y) = 0.

Scheitel dritter Ordnung rechts vom Ursprung; Krimmung daselbst
Maximum; Kurve konkav; erster Doppelpunkt links vom Ursprung.

TFig. 3. Fig. 4.

S

Die Evolute hat links vom Ursprung ecine gegen die Kurve gerichtete
Spitze; diese ist jedoch eine héhere Singularitiit, in welcher drei Spitzen
mit zwei Doppelpunkten zusammenfallen.’) Die Evolute ist cine Doppel-
spirale.
i) B (B, + 1) r, — (Ityry — %) (B, — 27,) <O,

Scheitel rechts vom Ursprung (Krimmung Maximum); Kurve
konkav; erster Doppelpunkt links vom Ursprung; Evolute hat links
vom Ursprung eine Spitze und ist eine Doppelspirale.

1) Diese Singularitiit, welche z. B. die Kurve y*=2* im Ursprung aufweist,

nennt Reuschle (Praxis der Kurvendiskussion I, Stuttgart1886, S.42) Rickkehr-
spitzpunkt.
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{ R =0 )

R,—2r, |

Hypercykloiden. Diejenigen, fiir welche 7, > 0, haben dieselbe
Gestalt wie i); die Evolute ist eine Paracykloide mit Spitze links vom
Ursprung. Die Hypercykloiden mit #;, > 0 sind von denselben nich
verschieden, obgleich ihr Scheitel links vom Ursprung liegt (cf. Nr. 14).
Figur 4 stellt die Hypercykloide:

{ z = cos & Co} & — sin # Ein o }

k)

y = sin & Co] & + cos & Sin &

dar. B0
! (7o}
) B,=0
Kreise mit Mittelpunkt im Ursprung.
R,=0
= (R Zon )
) R =27

Paracykloiden; Anfangspunkt ist eine Spitze rechts vom Ursprung
diesem zugekehrt; die Spitzentangente geht durech den Ursprung; Kurve
konkav; erster Doppelpunkt links vom Ursprung. Die Evolute ist eine
Hypereykloide, deren Scheitel rechts vom Ursprung liegt.

Figur 5 stellt die Paracykloide:

{ z = cos ¥ Coj & + sin 8 Sin & }

dar y = sin & Cof & — cos & Sin 2

Wihrend die Differenzenspiralen eine gestaltlich wohl differenzierte
Gruppe bilden, gehtren die Summenspiralen den Typen e) bis i) an

21. Fiir die Paracykloiden und Hypercykloiden treten in den all-
gemeinen Formeln Vereinfachungen ein.

Bei ersteren ist 1 =0, p= —rrl.
z=2rcosdCofud — 2rysin & Ginyp & }

1) y—2r,sin & Cofud + 27, cos 8 Sinp e |’

1) — VG ) ot —

50) tg(¥ — ) = 7:‘ Tg u .
dx:2’r1’j~r”cos& Cinuddd

51) 'rl’—’r,’ . .
dy=2-—+_—sind Cinpddd,

. ]
52) ¢ =7,
d.h. der Tangentenwinkel ist gleich dem Parameter.?)

1) Ferner ist p = r, Sinpg cf Grane N. Uber Kurven mit gleichart. suce
Developpoiden. Lund 1894 8. 58.
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Ferner
53) tgy = Tgud,
54) s — _2%@@@,1)
55 2(r 1% o

) 0= — Ginp .

Elimination von & aus 54) und 55) giebt:
56) r 2t —rlet— 4(’12‘*‘ "22)2
Gleichung in esoterischen Koordinaten.
Der Kriimmungsradius der Evolute, ist:

57) 97__: _2(71:‘57'29)"'1 @Dh‘{)2)
diese selbst ist

§—2ricosﬂ(§nfy.ﬂ+ smq‘)@myﬁ

58)
n=2r sin«‘)@D]yﬂ—T cos #Sinp &
) 2

Der Kriimmungsradius (Hypercykloide) der zweiten Evolute
2 H
59) 9”= 2 (r, +"'a Vry? @in#'ﬁ"
die zweite Evolute ist also Wleder eine Paracykloide.

22. Bei den Hypercykloiden werden viele Formeln lllusonsch weil

z f2 die Form % annimmt. Man kann aber dlese Grosse durch die
ihr glelche B ersetzen und erhiilt dann A =00 u -——?
1

0) { x——2rlcf)s4)@07y8+2r2 sma‘)@fnyq‘)
y=—2r,sin & Cofpud — 27,cos8Sinu 9,
61) u =2V +r?Coffu & — rl
62) tg (6 — @) = =+ Tgus,
dz = 20 +T’)sm—ﬂ@ofy,m9d-ﬂ
63)

dy=—2-1 1722 r” +T2’) cos F Cofudd P,
64) = 5 + o,
d. b der Tangentenwinkel ist gleich dem um 7; vermehrten Parameter;

letzterer ist der Winkel zwischen Normale und z-Axe.

1) Vergl. Currau Sharp, Mess. of. Math. (2) 9, 96 (1880).

e+ 42+ 7Dt of Timmermans, Mém. Soec.

2) Daher o = — 1t
Lille 1828 8.63. T
[ ]
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Ferner ist
65) tgy =§@Utyﬂ,
66) § = "1r,?+r2) Sty 9,1
: 200+ 1% s
67) 0 == TGD‘ w .

Die Elimination von & aus 66) und 67) giebt:
68) r 202 — 128t =4 (2 4 1Y)

die Gleichung in esoterischen Koordinaten.
Der Kriimmungshalbmesser der Evolute ist:

: r 20 ATy o
69) @l = T Sl B
diese selbst ist:
2
£ = — %Thcos«?@vfyﬁ + 2rysin & Cin p &
70) ot -
="t sind Coju -~ 2rycos F Sinp &
(Paracykloide).

Der Kriimmungsradius der zweiten Evolute ist:

Cotu 95

© 2 \r
71 "__ 2(r, 2+ r, LN
) o= =

dieselbe ist wieder eine Hypereykloide.

Die von Laisant und Pirondini studierte Paracykloide und
Hypercykloide (siehe die Einleitung) haben den zweiten Index p=1I;
es sind die Figur 5 und Figur 4 dargestellten Kurven.

23. Die Differenzen- und Summenspiralen sind nicht allein die
Fusspunktkurven der Paracykloiden und Hypercykloiden, sondern sie
haben noch eine weitere Bedeutung fiir dieselben. Deutet man in
Gleichung 55) ¢ als Radiusvektor und & als Polarwinkel einer Kurve,
so ist letztere die sogenannte Radiale?) der gegebenen Paracykloide,
d. h. der Ort der Endpunkte der Strecken, welche man von einem g&
gebenen Punkt parallel und gleich den Krtimmungsradien der gegebenel
Kurve abtrigt. Dieselbe ist fiir die Paracykloide eine Differenzer
spirale. Ebenso folgt aus Gleichung 67), dass die Radiale der Hyper
eykloide eine Summenspirale ist.

24. Die Elimination von & aus 61) und 66) giebt:

72) W= —2— ‘+r 5 87 4r)2

1) Vergl Currau Sharp, Mess. of Math. (2) 9, 96 (1880).
2) Tucker, Proc. Lond, Math. Soc. 1 (1865).
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Auf dieser Formel beruht die Erzeugungsweise von Juell):

Es sei uw=aeg"* die Gleichung einer logarithmischen Spirale in
einer Ebene. Dieselbe sei die Basis eines Kegels, dessen Spitze ein
senkrecht tiber dem Pol O der Spirale im Abstand 2 befindlicher Punkt
sel. Wird der Mantel dieses Kegels in eine Ebene abgewickelt, so
geht die logarithmische Spirale in eine Hypercykloide tiber. Ist ndm-
lich u, der Radiusvektor s, der Bogen der logarithmischen Spirale, so ist

_ V1+ m? w

S. .
1 m 1

Ist ferner s der Bogen, u der Radiusvektor der Abwickelungs-
kurve, so ist:

§ =35, Fig. &.
) 2__ .2 2
somit u w5
2 m? 2 2.2
W= SRS

also wegen 72) die G(leichung
einer Hypercykloide mit der
Kegelspitze als Pol.

Wollte man auf demselben
Wege eine Paracykloide er-
halten, so miisste man die
Entfernung b imaginir nehmen.

25. Die Wiederholung des
Juelschen Verfabrens, d.h. seine
Anwendung auf die erhaltenen
Hypercykloiden liefert immer
nur shnliche Hypereykloiden.
Damit aber steht in einem
scheinbaren Widerspruch, dass
die logarithmische Spirale, von
der man ausging, nicht zu den
anderen Kurven &hnlich ist. Und doch ist auch sie es in gewissem
Sinne. Die Verwandlung einer Kurve in eine #hnliche besteht in
einer endlichen Vergrosserung oder Verkleinerung derselben. Aber
man kann auch eine unendliche Vergrisserung oder Verkleinerung vor-
nehmen und erhilt nach Swellengrebel?) bei algebraischen Kurven

1) L'Interméd. des Math. 2, 160 (1895).
2) Dementsprechend findet Collignon (Ass. fr. Congres de la Rochelle 11, 140
(1882) fiir die cyklischen Kurven (courbes pendulaires) u =7V as*+ ¢

3) Uber die sich unendlich vergrossernden und die sich umendlich ver-
kleinernden Kurven. Arch. der Math. u. Phys. 16, 419-—423 (1851).

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 44. Band. 1899. 2. u. 8. Heft. 11
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allerdings bei Vergrosserung die (etwaigen) Kurventangenten im Ur-
sprung, bei Verkleinerung die Asymptoten. Bei transcendenten Kurven
erhilt man dagegen durch dieses Verfahren eventuell Kurven, so zB.
bei den Pseudotrochoiden durch Verkleinerung. Lassen wir in 9)
dic Konstanten IR, R,r 7, upendlich klein werden, so bleibt z und
y endlich, wenn zugleich & gegen unendlich konvergiert. Dam

darf Cofp¥ und Sint g durch %e"" ersetzt werden, man erhilt:
z=[(B, — r;)cos & + (R, — ;) sin §]e+?

73) y = [(By — 7)) sin & — (By — r,) cos 9] e#?,
daher
1 mi =V (B, —r)+ (By — 1) e?
und mit B, =7, = Ccosy,
Ry, —r,= Csin y,
0 =44 —y,
4) #— Cerlotn

also eine logarithmische Spirale.

Damit ist gezeigt, dass allgemein eine Pseudotrochoide und daher
auch speziell eine Paracykloide oder Hypercykloide zu einer logarith-
mischen Spirale in uneigentlichem Sinne &hnlich ist.

26. Damit ist aber auch die logarithmische Spirale als cyklische
Kurve nachgewiesen. Sie entsteht durch Rollen unendlich kleiner
Kreise aufeinander. Nun entsteht eine logarithmische Spirale

¢ u=Cesv

in gleicher Weise durch unendliche Verkleinerung aus allen unendlich
vielen Pseudotrochoiden vom Index w. Damit erklirt sich auch der
Umstand, dass in der Gleichung p?=a + 2bs + ¢s? die logarithmische
Spirale die Vermittelung zwischen den Paracykloiden und den Hyper-
cykloiden tihernimmt, obgleich beide Kurvenklassen ihre entsprechenden
Punkte auf zwei windschiefen, vollig getrennten Geraden des Hyper-
boloids haben.

Giebt man dem Begriff der Ahnlichkeit noch eine andere Er
weiterung, indem man fiir das Ahnlichkeitsverhiltnis imaginire Werte
zuliisst, so erkennt man sofort, dass in diesem Sinne die Paracykloiden
den Hypercykloiden #hnlich sind. Ist nidmlich f(s, ¢) =0 die esote
rische Gleichung einer Kurve, so ist nach Pirondini?) f(ks, ko)=10
die Gleichung einer dazu ihnlichen Kurve. Aus einer Gleichung von
der Form 56) geht aber eine solche von der Form 68) hervor, indem

1) Sulla similitudine delle curve. Annali di Mat. (2) 15, 53—66 (1887)
bes. 8. 55.
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man § und ¢ je mit ¢ multipliziert. In diesem Sinne sind daher die
pseudocyklischen Kurven wie die cyklischen Kurven bereits ihren ersten
Evoluten @hnlich.

27. Bei den Paracykloiden ist:
zsin & —yeosF = — 1y @in:i&
75) z
xcos & + ysin & — — r, Cof ;Lt},
2

Da aber die zweite dieser Gleichungen die Ableitung der ersten
nach & ist, so ist letztere die Gleichung der Tangente in der von
Hiern') so genannten magischen?®) Gestalt. Die Tangente bildet den
Winkel & mit der z-Axe.

Die beiden zu den Tangentenwinkeln & + « und & - « gehorigen
Tangenten besitzen den Schnittpunkt:

, T 7.
27, Gin Lo , 27, Cof 2 ’
f=——"—cos #8020+ — 2 —smnPCin Y,
76) 8in Ty cos ¢ Tg
LTy L5}
27, @mr—u , 271y (Soir—a ,
n=-——2—sindCoj & — *—cos&Sin B
sin a Ty cos « Ty

Sieht man hierin & als veréinderlich an, so ergiebt sich der Satz:
Die Spitze eines auf einer Paracykloide reitenden Winkels 2« be-
schreibt eine Pseudotrochoide, oder: Die isoptische®) Kurve einer
Paracykloide (und ebenso auch diejenige einer Hypereykloide) ist eine
Pseudotrochoidet). Ist & — 0, so erhilt man die urspriingliche Para-
cykloide; bei wachsendem « geht die Kurve allméhlich in eine Summen-
spirale- iiber, dann in eine Hypercykloide, weiter in eine Differenzen-
spirale, um zuletzt wieder zu einer Paracykloide zu werden. Dabei
bleibt der Index u konstant, wihrend 4 von O bis oo und dann von
— oo bis O wiichst,

28. In Linienkoordinaten u, » sind die Gleichungen der Para-
cykloiden:

) u:v:1=sin«9‘:—cos«‘):2r2@in:~‘«‘),
diejenigen der Hypercykloiden: ’
78) u:v:1=cos«‘):sin8:2r1(§o‘|'?ﬁ.
1

1) On the magical equation to a tangent of a curve. Quart. Journ. of Math. 6,
31— 38 (1864).

2) So heisst die Gleichung der Tangente, wenn in derselben nur die trig.
Tangens des Neigungswinkels gegen die z-Axe, nicht aber die Koordinaten des
Beriihrungspunktes yorkommen.

3) Taylor, Note of a theory of orthoptic and isoptic loci. Proc. of Lond.
Roy. Soc. 37, 138 —141 (1884).

4) Den entsprechenden Satz fiir Trochoiden siehe Chasles, Apergu historique
sur l'origine et le développement des méthodes en géometrie. II. éd. Paris 1875,
S. 125; ferner Loucheur, Nouv. Ann. de Math. (3) 11, 374 —384 (1892).

11*
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Daher ist die polarreciproke Kurve der Hypercykloide:

»7 cos &
r=—" v
2 7“ @D] ;— &
1
79) . sin &
Y
2r, @Dir— i)
1
Radiusvektor ist: )
i
2r, Gof - g
1
Polarwinkel o = 8, also: )
U=—"

2 r, Gof :—:’a)
d.h. die inverse Kurve der Summenspirale (Poinsotsche Spirale).
Dieses Resultat steht im Kinklang mit einem bekannten Satze!),
nach welchem die polarreciproke Kurve einer Kurve invers zur Fuss-
punktkurve derselben ist.

29. Was die Singularitiiten der Pseudotrochoiden betrifft, so be-
sitzen sie ausser den unendlich vielen reellen Doppelpunkten auf der
z-Axe noch unendlich viele Komplexe. Die Summenspiralen und
Differenzenspiralen haben den Ursprung zum unendlich vielfachen Punkt,
doch ist von den unendlich vielen Zweigen bei den ersteren gar keiner,
bei letzteren ein einziger reell. Die Paracykloiden und Hypercykloiden
haben unendlich viele Spitzen, von denen aber bei den ersteren nur
eine, bei letzteren gar keine reell ist. Wendepunkte sind ebenfalls
unendlich viele vorhanden, aber hochstens zwei derselben sind reell
(siehe Nr.16); die letzteren konnen (mit einer Doppeltangente) zu
einem Undulationspunkt zusammenriicken. Ausser unendlich vielen
komplexen Doppeltangenten giebt es deren unendlich viele reelle, di:
durch den unendlich fernen Punkt der y-Axe gehen. Sie ergeben sich
aus dz = 0 also:

80) tgm‘)=»——§‘£gyﬂ?;
doch fithrt dic Wurzel & — O derselben zu keiner Doppeltangente.

30. Interessant ist noch das Verhalten der Pseudotrochoiden im
Unendlichen. Nach Holst?) gehen die Trochoiden durch die unend-
lich fernen Kreispunkte, und =zwar berithren in denselben die Hypo-

.

1) Vergl.z. B. Mackenzie, Tables of inversion and reciprocation of a curve
and its pedals. FEducational Times 21, 62 —63 (1874).

2) Uber algebraische cykloidische Kurven. Axchiv for math. og naturvidensk.s,
125 — 152 (1882), bes. 8. 140 — 141,
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trochoiden die unendlich ferne Gerade, die Epitrochoiden dagegen die
Asymptoten des festen Kreises. In Ubercinstimmung damit liegen nach
Morley?!) die Brennpunkte der Hypotrochoiden im Unendlichen, die-
jenigen der Epitrochoiden im Ursprung. Nun verhalten sich nach
Nr. 25 die Pseudotrochoiden im Unendlichen wie die logarithmischen
Spiralen; letztere aber berithren die XKreisasymptoten. Denn die
Gleichung einer logarithmischen Spirale ist in homogenen Linien-

koordinaten w, v, w: arc tg 2
Vul+ o =we
Setzt man hierin v = 1, v=1, w =z 4 iy, so erhilt man:
r+iy=0,

also durch Nullsetzen des reellen und imaginiren Teils den Ursprung
als Brennpunkt. Somit schliessen sich die Pseudotrochoiden in ihrem
Verhalten gegeniiber den unendlich fernen Kreispunkten den Kpi-
trochoiden an.?) Kin Unterschied beider Kurvenarten besteht jedoch
darin, dass die Pseudotrochoiden sich mit zwei reellen Zweigen der
unendlich fernen Geraden asymptotisch néhern, ohne allerdings die-
gselbe in einem reellen Punkte zu erreichen, wihrend die Epitrochoiden
sich der unendlich fernen Geraden nur mit imaginiren Zweigen
nihern.

31. Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Pseudotrochoiden ein
Spezialfall einer noch allgemeineren Kurvenklasse sind. Bei der Unter-
suchung von Trigheitsbahnen in einer rotierenden Ebene kommt
nimlich Fr. Roth®) auf Kurven von der allgemeinen Form:

{ z = ae**cos(Bt + ) -+ aemteos (Bt + )
y = aertsin (Bt + 2) + a,entsin (B¢ + »).
Diese gehen mit

t='3) a=0=9, &=0¢=U, ﬂ=ﬁl=_1’ y=p=—4
iiber in

82) {

In dieselbe Form kommen aber die Gleichungen 9), wenn man

81)

% =pcos(® — A)er? + gcos(P + A)e—+?
y—gsin(9—1)e*? 4 gsin (9 — 4)e—#3.

B, —r —opcosd, Ry—1r, =gpsind
setat.

1) On the epicycloid. American Journ. of Math. 13, 179 — 184 (1891) bes. S.180.

2) Auch wenden die Epicykloiden und Paracykloiden ihre Spitzen dem Ur-
sprung zu, wihrend dieselben bei den Hypocykloiden nach aussen gerichtet sind.

3) Uber die Bahn eines freien Teilchens auf einer sich gleichmissig drehen-
den Scheibe. Repertorium der Physik 23, 1—22 (1887), bes. S. 12.
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166 Uber Pseudotrochoiden. Von E. Wirrrixa.

Die Kurven 81) nennt Roth Ephelix; er untersucht sie indes
picht ndher, sondern begniigt sich auf ihre Vielgestaltigkeit hin-
zuweisen. Dagegen giebt er folgende Entstehungsweise an:!) Ein
Punkt P beschreibt eine solche Kurve, indem er sich mit gleicher
Winkelgeschwindigkeit auf einer logarithmischen Spirale bewegt,
wihrend der Pol dieser Spirale ebenfalls mit gleichformiger Winkel-
geschwindigkeit auf einer andern logarithmischen Spirale fortschreitet.
Im Falle der Pseudotrochoiden sind beide Spiralen gleichwinklige
Gegenspiralen. Damit ist zugleich eine weitere LiUsung der von
Cesaro?) gestellten Aufgabe hinsichtlich einer kinematischen Er-
zeugung der pseudocyklischen Kurven gefunden.

1) a.a. 0. 8.14; vergl. auch Bellavitis Mem. Soc. It. 256 11 308 (1855) § 194.

2) L'Interméd. des Math. 1, 153 (1894).
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Eine- Determinantenformel.

Von
Prof. Dr. E. ScuuLze

in Friedenau bei Berlin.

Im sechsten Heft des 42. Jahrgangs dieser Zeitschrift ist von mir
die Determinante £ ‘Egykra/k l G, 7 —1,2...7)

behandelt worden, auf welche Weierstrass (Gottinger Nachr. 1884)
bei seinen Untersuchungen iiber komplexe Zahlen:

@ = a6+ 0+ e,
B="0be + b eﬂ+---+b Eny

€' €= E1176y + Ellcreg + Enkr€n,

o-f3- Zakb €1 e, —Zakb EukrCy —Zcﬂe;‘ —y

gestossen ist; falls sie gleich Null ist, verschwindet das Produkt -8,
ohne dass einer seiner Faktoren verschwindet. Ich habe in der oben
genannten Abhandlung nachgewiesen, dass, wenn wir o« nicht als
komplexe Zahl, sondern nach Dedekindscher Auffassung (Géttinger
Nachrichten 1885) als #-wertige Grosse mit den # Werten o, oy, - . . @
ansehen, fiir obige Determinante, die wir von jetzt an durch A, be-
zeichnen wollen, die Formel gilt:

1) Ao —oa-ap-05... 0
Aus dieser Gleichung folgt sofort eine andere bemerkenswerte:
2) Aa-Af = Dag;
Denn

Ao-Af —eqoy...an BBy . fo=e B fy .. anfn
= (@) (2B .- (#B)n = Dap.
Formel 2) ist zur Berechnung von Spezialwerten von Aa geeigneter
als Formel 1), und mit ihr wollen wir uns in diesem Aufsatz be-

schiftigen. Ehe wir jedoch Anwendungen von ihr geben, soll sie
nochmals ohne Zuhilfenahme von Formel 1) bewiesen werden, indem
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168 Eine Determinantenformel.

wir e nicht als »-wertige Grosse, sondern als komplexe Zahl auf-
fassen. Mulliplizieren wir Ae und Af mit einander:

)
Eak£1k1... E(lzkﬁlk#... Eakslh
Aa = Eakeu“... Eaksuk#... Eaksu“ y

Zbrfnrl L Ebrénrn
indem wir die Determinantenformel:
Ay oAy Ayg B, ...Bi;...Bi, Cy ... Coa... Gy

-Awl‘--Au,u-'-Aun * B,u.l---B‘ul----B[un = Cul---Cul---Gun

Cnl - - - Oﬂn

. I Bai. . . .B,,
benutzen, wo C,; eine der vier Summen

ZAW‘BJ.#, ZA”"BM’ ZAWBA,L, ZAWB,LA

bedeudet, und wihlen wir filr unsern Fall die zweite Summe, so ist

Ay, =2ak5uk,‘ und By :Z'b;e,”;,

zu setzen, und wir erhalten:

Cuz :Zakbrsuk,u'fyrl (k; r,u=1, 27 s n)'

Die Behauptung:
50#81#1... _:_C‘U_Elyz... Ec,iel,m

A -AB = Dap= A, — Zcﬂeu,‘i...Ecnswl...zcﬂsu”
ZCME,”,J . e .26}48“#”

ist bewiesen, sobald sich zeigen lisst, dass:
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Ou;_ = Ecﬂswz,

Cul und Cy = E akbrsmk,

ihre Werte einsetzen,

Mab b
QrOaEukp * Eura = Qr 04 Eypud Epkr

ist. Nun lauten die Bedingungsgleichungen, die erfilllt sein miissen,
wenn bei der Multiplikation von « und 8 die gewdhnlichen RHegeln
der Multiplikation ihre Giiltigkeit behalten sollen (vergl. Dedekind,
Gottinger Nachrichten 1885):

Suud = Culdp, E Eukp® Curda = E Eydu' Euker.

Obige Summen stimmen hiernach Glied fiir Glied iiberein, sind
also gleich, und daher ist

oder, wenn wir fiir

Aw-Af = Aef.
Unmittelbare Folgerungen aus dieser Gleichung sind:
3) Aa'Aﬁ'Ay"'zA(aﬁ'y.'..),
4) (Ae)? = D)
Aa )
5) . E == Ai‘
' 8

Die Determinénte Ag — ‘Ze#krak l

ist im allgemeinen von kompliziertem Bau, und deshalb sollen die
Formeln 2) bis 5) nur fiir besonders einfache Fille Anwendung finden,
rundchst fiilr den Fall, wo A« doppelt orthosymmetrisch wird. Fiir
diesen ist, wie ich in meiner vorigen Abhandlung gezeigt habe,

e, —e* und e =1;
schreiben wir # statt e, so ist:
6) o=0,7+ a,8"+ - - a8t 2*=1

Die » Werte von « erhalten wir, wenn wir in 6) die n nte® Wurzeln
der Einheit fiir 2z einsetzen.

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung:
) L A N L
mit 2, %, ... #,, so nimmt « die Form an:
a=a, (2—2)(2—2z)...(6 — 2,).
Auf diese Gleichung lisst sich Formel 3) anwenden; es ist:
Aa=2D0a,-D(z—2)- A —2)...(¢— 2,).
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170 Eine Determinantenformel.

Weil, wie unmittelbar ersichtlich ist,

b 0 0...a
I e R M L SO
0 0.....ab

so finden wir filr die doppelt orthosymmetrische Determinante die
Formel:

@y, Bp 1. .. Gyl
9) ! n ooe Oly | gn. (1—2,7) (1= 2" ... (1 —2,7).
Gpo1 Gpeg ... 0 0,

Diese Gleichung lehrt den Wert der Determinante kennen, sobald
die Wurzeln der Gleichung 7) bekannt sind; ihre Ableitung bildet
den Hauptinhalt des Aufsatzes von Weihrauch (Bd. 26 dieser Zeit-
schrift). Bemerken will ich, dass der eingeschlagene Weg sich nicht
nur zur Berechnung der doppelt orthosymmetrischen, sondern einer
ganzen Gruppe von Detcrminanten gangbar zeigt, ndmlich derer, fir

welche 0 =a,%+ @284 - a,2", F(g) =0

ist; £ (2) = 0 bedeute eine Gleichung %' Grades in Bezug auf z. Ist
Flz)=2r—1=0,
so erhalten wir die Formel 9). Ein zweites Beispicl sei:
a=a,2+ @2+ -+ a,2%;
F(z)=1+z+z2+---+z"=—'w=0.

z -1
Die zugehorige Determinante habe ich in meiner vorigen Ab-
handlung S.318 angegeben; fiir sie finden wir auf demselben Wege
wie oben die Formel:

—Qy Ap—Qp—1 Op—1— Qp—3...0,—0

a, — Ay Bp— Qp—1 - - - Ug— Ay

Oo— Qy ay —ay e by— g

10) Gg— Qg ay— Oy a, s OOy
Op—1—Ap_—2 a1—a’n

_ (_ o )n_ (1—z2 ) (1—gnt1) ... (l—znﬂ+1)’
" (1—z)(1—2)...(1—=2n)
WO 2y, %, .- - 2, die Wurzeln der Gleichung 7) sind.
Ein spezieller Fall der doppelt orthosymmetrischen Determinante ist
S L L
A TR T

)

N B
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in welcher # 4 1 eine Primzahl, 4 eine der »n + 1%= Wurzeln der Ein-
heit und » eine primitive Wurzel von % 41 sei. Mit ihr haben sich
Zehfuss (Bd. 7 dieser Zeitschrift) und Stern (Crelle Bd. 73) beschiftigt
und sind zu Resultaten gekommen, die nicht ganz {ibereinstimmen.
Nach Zehfuss ist A gleich
n—1 n—1 n—1 n—1

B+ T, —GED T, @D T, —iptD)
je nachdem n von der Form 8m —4, 8m, 8m 42 oder 8m—2 ist.
Nach Stern dagegen ist A gleich

n—1 n—1

k . E . n—1
(W-H) (n+1) 2  oder gleich — (W)t(n +1) *,
je nachdem n gleich 4m oder gleich 4m+ 2 ist; (——”_T_l) ist das

Legendresche Zeichen und % ist bestimmt durch die Gleichung:
grik
L—gntt,
Schon eine fliichtige Betrachtung zeigt die Ungenauigkeit der
Zehfussschen Formel; in ihr bleibt unberiicksichtigt, welcher unter
den n+1 Werten fiir 4 zu wihlen ist. Ist z. B.  +1=23, so licfert

die Zehfusssche Formel A = +i)/3. Da r = 2 die einzige primitive

. . ro 27l | . .
Wurzel ist, so ist A= irl ;rn \= 2% — A% thatsiichlich ist also

2ri 47i

A——iy3 fir A—e% und A—44)/3 fir A—e?.
Stern berticksichtigt diese Verschiedenheit; nach ithm ist A= — (g) V3

2mi 4r7i
d.h. =q:i1/3, je nachdem A—=¢ 3 oder i—e8 ist. 2rik
Bezeichnen wir die Determinante, in welcher A den Wert 1, — e t!
annimmt, mit A®), so lisst sich leicht zeigen, dass A®= (ﬁ%) AWM ist.

Denn setzen wir k= #*mod (n + 1), so ist, da 4z = 4,* ist:

PR G ¢ L T O B A B N Lol LT L
1 1 1 1
G| GEYTTE @B L @ETE A L ARTE
@H* GG et geet A

PR NS WA
= (— 1) a1y . e
AT AT LA
Weil (%H):(%):(ﬁ)(r;)(r;)

und jede primitive Wurzel » von # + 1 ein quadratischer Nichtrest ist, so

— (— 1rE—DA® = (- 1) A®,

Ist (%) = 41, je nachdem g gerade oder ungerade ist, folglich ist

k
) — [
AP (n i 1) AD,
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172 Eine Determinantenformel.

Wir wenden uns jetzt dazu, den Wert von A® mittelst der
Formel 2) abzuleiten. Setzen wir

a =" e L AR e =D AT e
2

n 2" =1,
g=a 24 " z2+---+lf"z"=2ﬁ.f”z"
so ist: z

F LA Lt LR L Acoar gt

AT L oL AT
AB=|a". . . . . . A=|. .. . .. .|=Ag

- e e e e e . At

AT L. A

folglich Ae-Af = (Aa)®. Um Ac«f zu bilden, multiplizieren wir «
mit g und finden:

1 1 1

A+ st eine der x -+ 1" Wurzeln der Einheit, etwa gleich 4,
Weil 7 eine primitive Wurzel von = 4 1 ist, so ist .

2(}‘1+r"_l)rn= 2 SRR o
Diese Summe ist gleich —1, ausgenommen den Fall 4,=1,

wofiir die Summe gleich » ist; dieser Fall tritt ein fiir r = g; denn
da, wie aus der Zahlentheorie bekannt ist, -

ri=—1mod(n +1)
ist, so ist fiir r=% 5
Hiernach ist )

- --1+1
a-ﬂ=—z—zz—z3f---+nz2—zﬂ+—---—z"; Zt=1.

L TR Ny [

n - n

. Acp— (@B (Bl . - (aB)s
nach Formel 1). Nun ist

(@f),=—(m+1), (@fr=n+1, (ef)y=—(m+1);...(af)=],
daber ist n
Aaf — (—1E(n+1)—L

Wenden wir jetzt” die Formel 2) an, so ist:
Aof=Aa A = (Aa)?= (—1)F (n1)—1

Fir n—=4m+2 ist: (Ae)’=—(n+1)"—1

Fir n—=4m ist: (Ae) =+ (n+1)—1L
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Bisher ist 41 als eine beliebige n + 1* Wurzel der Einheit voraus-

2ni
gesetzt; jetzt habe 4 den Wert 4, — e"t!, dann ist der entsprechende
Wert A% von Ac n—1
fiir n—~4m+2: A —¢.(n4-1) T -4,
n—1
fir n — 4m: AW =g (n41) *
¢, und ¢, sind entweder gleich + 1 oder gleich —1. Um zu ent
scheiden, welcher von beiden Werten der richtige ist, wihlen wir
spezielle Fille.
Fir n = 2 ergiebt die direkte Berechnung:
A° A
oA
¢ ist also gleich — 1 zu setzen. Nach der Formel

1,
.-=—32-7,;

a o; G ag |
a, a, @ QG | = ot — ay* + ag' — ay* — daya, (0 + a,°)
+4a,a5(a? + a,?) + 20,7, — 24a,%a,’
4 Gy 3 Gy
finden wir fiir n = 4: Y LA CRY s
. = - b2;
At L AT
¢, 1st also gleich 41 zu setzen.
Beriicksichtigen wir noch die bereits bewiesene Gleichung

A® - (MLH) AW,

8o ergiebt sich die mit der Sternschen iibereinstimmende Formel:

0 rl v —1
}'k A.k . lk

=1 o P
Ag Ae - Ay

n—1

— (nLle) (m+1)"F | fir n —4m,

n—1
k 5| fir #n=4m 4 2.
1 o] — | ——— 2
Y 1 Gra) e+ T
In den bisherigen Beispielen wurden die Formeln 2) und 3) ap-
gewendet; jetzt mdge auch die Verwendbarkeit der Formeln 4) und 5)
an einigen Beispielen gezeigt werden.
Es sei «a =bz+ az", 2 =1, so ist:
an_1=bn—xzn—1+(":1>bn—zazn—z+(";1)bn—3azzn_3+
n—2

+ (n—l) bar—2z 4 gr—1zn.

Beachten wir, dass nach ¥ormel 4) A(er—1) = (Az)»—1 und nach
Formel 8) Ae = a* — (—b)* ist, so erhalten wir, wenn wir noch
m=mn —1 getzen:
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. e
(Z> b (?) an (T) am=1% . . . . . .. (mﬁJ abn—1

(MNar=s o @ (M

— [am+1 _ (_ b)m-{—l]m.

Fir ¢ =b =1 ist:
(w)
= 2m m gerade
je nachdem ist,

() (1) ()

© O 6)-65)
@G- O

In @hnlicher Weise lisst sich der Wert folgender Determinante

angeben, die einen besonderen Fall der in Formel 10) angegebenen
einfach orthosymmetrischen Determinante darstellt:

m ungerade

Fir a =b =1 ist:

)
(-] -G [Gm) -]
i) IO () N [ (.0 IO U0 B

Formel] 5) lisst sich in folgenden Beispielen verwenden:
Es sel « = az + a’2*+ a*2s*+ --- + a"2", 2" —1=0, so ist
(1—an)en
T T1—az
und daher nach Formel 5): A A(1—ar)zn

&= A(l—az) )
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Mit Benutzung von Formel 8) finden wir:

ar a— . .4 a

n 2
a . . . ad ] (1— ary—.
a’n—l . ar
o g gr+1—1
Ebenso erhalten wir fir ¢ — a2 + ¢*s*+---+a"2", — =0,
—a g"—a*! @ l—ai? . al—at
1 —1 3 .2
a a® ar — a® A / ) a _( a)n (1_an(n+1)>(1—a)
! t —an Lat—a®| T A—an(1—ant1) "

gt t—qgi . L L L L L L L —a”
Ist @ =14 2a2+ 3a®22+ --- + nar—127—1, 2n—1=0,
sich « in die Form bringen:
n-a*tlz — [(n+1)a* —1].2"
@ = : ‘
(1— az)

so lisst

und daher ist:
1 20 3a?...na*1
na*—1t 1 2a

_ (A~ (n+1)an)r —(—nant1i)n )
a 1-~ar)?

2a 3a . .1
Fiir ¢ =1 nimmt die Determinante den Wert% an; bestimmen
wir diesen nach den bekannten Regeln, so finden wir
1 2 3...n
n -1 2n—1 =(_n)7.—1,1;L,L

2 3. . . .1
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176 Kleinere Mitteilungen.

Zur Bestimmung der Axe der Schraubung, durch die ein
starrer Kirper aus einer gegebemen Lage in eine zweite
gebracht werden kann.

“Von R. Mehmke in Stuttgart.

Der Umstand, dass noch in neuweren Lehrbiichern, z B. dem der dar-
stellenden Geometrie von Rohn und Papperitz (2.Bd. S.80, 1898), fir
die in der Uberschrift genannte Aufgabe unnétig verwickelte Losungen ge-
geben werden, veranlasst mich an eine Konstruktion zu erinnern, die ich
1883 im ,,Civilingenieur®, einer allerdings von Mathematikern wenig go-
lesenen und jetzt eingegangenen Zeitschrift, mitgeteilt habe.

Ist abc ein dem Korper angehdriges Dreieck In seiner ersten Lage,
n, b, ¢, dasselbe Dreieck in der zweiten Lage, und werden durch einen be-
liebigen Punkt o drei Strecken oay, 0b,, oc¢, beziehentlich von gleicher
Linge und Richtung mit den Strecken aa;, bbd;, cc, gezogen, so giebt
bekanntlich das von 0 auf die Ebene a,b,c, gefillte Lot, dessen Fuss-
punkt p, heissen moge, die Richtung der gesuchten Schraubenaxe an.
Soweit stimmen die meisten L8sungen tiberein. Um die Lage der Axe zu
finden, geniigt es nun, in der Ebene von abc den Punkt p, oder in der
Ebene von a,b,¢, den Punkt p, so zu bestimmen, dass er mit abc beuw.
a, b ¢, ein zu a,byCy p, affines Viereck bildet* Diese Punkte sind niimlich
die Spuren der Axe mit den Ebenen von abec und a, b c,.

Auf #hnliche Weise erhdlt man die Centralaxe des Geschwindigkeits-
systems eines starren Korpers, wenn die Geschwindigkeiten dreier Punkte
desselben nach Li#nge und Richtung gegeben sind.

Es beruht diese Konstruktion auf dem a.a. O. 8.491 von mir in
anderer Form aufgestellten, in der Kinematik oft recht niitzlichen Satze:
Trigt man von einem und demselben Punkte Strecken ab, die den Strecken
von den Punkten eines Systems X nach den entsprechenden Punkten eines
mit letzterem affinen Systems 2| nach Linge und Richtung gleich sind, so
bilden deren Endpunkte ein ebenfalls mit 2 affines System X, **

* Eine mit Probe verbundene Ausfiihrung besteht z. B. darin, dass man
durch die Ecken des Dreiecks abe bezw. @, b, ¢, Transversalen zieht, welche die
gegeniiberliegenden Seiten in denselben Verbiltnissen teilen, in denen die ent-
sprechenden Seiten von a,b,c, durch die nach p, gezogenen Ecktransversalen des
letzteren Dreiecks geteilt werden. Die erstgenannten Transversalen schneiden
sich in p bezw. p,.

** Ks artet 2, in ein ebenes System oder cinen Punkt aus, wenn X und 2
(direkt-)kongruente rdumliche Systeme sind. Herr Liiroth macht mich darauf
aufmerksam, dass nach Carl Neumann, Math. Ann Bd. 1, 8.207, 5, entweder
wieder ein rdumliches System ist oder in eine gerade Punktreihe ausartet, wenn
2 und 2, symmetrische (invers-kongruente) riumliche Systeme sind. In seiner
Arbeit im letzten Bande dieser Zeitschrift S.243 fig. betrachtet Herr Liiroth
fir den Fall, dass X und X, kongruent oder symmetrisch sind, das (ibrigens
auch zu X affine) System Z,, gebildet aus den Mittelpunkten der Verbindungs-
strecken entsprechender Punkte von X und X, ; bei diesem Systeme ist es nach
Herrn Liiroth’s Ergebnissen gerade umgekehrt, wie bei Z,.
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Dynamik der Kurbelgetriebe.

Von
Prof. Dr. Haxs Lorexz

in Halle a. S.

Xortsetzung.

7. Die Bewegungen im Balanciergetriebe. Schon in der
Vorbemerkung wurde hervorgehoben, dass das Balanciergetriebe in
seiner Bedeutung weit hinter dem einfacheren Schubkurbelgetriebe
zuriicktritt. Seine praktische Verwendung beschriinkt sich z.Z. auf die
Vermittelung des Antriebes entweder unterirdischer vertikalstehender
Pumpen (sogenannter Schachtpumpen) durch obertags befindliche
Dampfeylinder, wobei man das ganze System als eine oberirdische
Wasserhaltung zu bezeichnen pflegt, oder von Kondensatorpumpen und
Steuerungsorganen an stationiren Dampfmaschinen. Die bis in die
Mitte des Jahrhunderts hiufige Anwendung dieses Getriebes zur Energie-
tibertragung vom Dampfeylinder auf die Kurbelwelle meist unter Ein-
schaltung eines sogenannten Lenkers zur Geradfihrung der Kolben-
stange (nach der Anwendung von James Watt) ist infolge des Uber-
ganges zu schnellgehenden Maschinen vollstindig ausser Gebrauch ge-
kommen. Wihrend nun die Verbindung des einen Endpunkbes des
Balanciers mit dem Gleitstiick des treibenden oder auch angetriebenen
Kolbens bezw. Schiebers jetzt fast ausschliesslich durch eine Schub-
stange hergestellt wird, so kann doch das andere Ende mit der Kurbel
ausser auf demselben Wege auch indireckt, und zwar vermittelst eines
am Kreuzkopf oder sonst einem Punkte der Kolbenstange eines anderen
Getriebes drehbar angebrachten Hebels verbunden werden. Alsdann
haben wir es mit zwel durch den Balancier verbundenen Gleitstiicken
zu thun, von denen das eine z. B. zugleich einem Schubkurbelgetriebe
angehdrt.

Daraus geht aber hervor, dass wir jedes der praktisch vor-
kommenden Balanciergetriebe in zwei Mechanismen aufldsen konnen, die
fiir sich nur Verallgemeinerungen des gewdhnlichen, schon oben be-
trachteten Schubkurbelgetriebes darstellen. Ersetzen wir nimlich in
demselben die geradlinige Bewegung der Gleitstiickes durch eine

Zeitgchrift f. Mathematik u. Physik. 44. Band. 1899. 4. Heft. 12
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schwingende um den Punkt P, so erhalten wir das in Fig. 20 dar-
gestellte Getriebe, welches offenbar identisch ist mit der linken Seite
des in Fig. 3 skizzierten Mechanismus. Ebenso ergiebt sich, durch
Vergrisserung des Kurbelradius im Verhiltnis zur Schubstange und
Verlegung der Bewegungsrichtung des Gleitstiickes aus dem Schub-
kurbelgetriebe die durch Fig. 21 dargestellte und mit der rechien
Seite von Fig. 3 identische Form. Die Verbindung beider Getriebe
durch starre Verkniipfung von K P in Fig. 20 mit PF in Fig. 21 kann
iibrigens in einem beliebigen, dem praktischen Bediirfnisse angepassten
Winkel geschehen, sodass durchaus nicht die drei Punkte £, £ und F

in einer Geraden zu liegen brauchen. Auf die spiter zu betrachtenden
Komponenten der Mussendriicke hat natiirlich dieser Winkel einen
nicht unerheblichen Einfluss.

Wir gehen zuniichst tiber zur Ermittelung der Bewegungsgesetze
der beiden Mechanismen Fig. 20 und 21 und bezeichnen den horizon-
talen Abstand des Balancierdrehpunktes P von der Mitte der Kurhel-
welle in Fig. 20 mit ¢;, von der Gleitbahn in Fig. 21 mit ¢,, die Linge
der beiben Hebelarme bezw. mit b, und b, sowie den Vertikalabstand
des Punktes P’ von O bezw. der Hubmitte des Gleitstiickes C mit ¢
und ¢, Die beiden Schubstangen haben die Linge I - und I, ihr
gemeinsamer Ausschlagwinkel aus der Mittellage sei ¢p. Der Kurhel-
radius sei wieder », der Ausschlagswinkel gegen die Vertikale, welche
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hier indessen nicht die Totlage zu bezeichnen braucht, @, ebenso sei
in Fig.21 positiv. nach unten gerechnet die Entfernung des Gleit-
stiickes C aus seiner Mittellage. Bezeichnen wir ferner mit 8, und g,
die veriinderlichen Ausschlagswinkel der Schubstangen gegen die Verti-
kalen, so erhalten wir filr das Getriebe Fig. 20 die Gleichungen

) b siny + ¢, =rcosg + I, cos 8,

18) . I;sinfl; = rsing + (e, — b, cosy).

Da nun die weitere Verfolgung dieser allgemein giltig®n Gleich-
ungen auf sehr grosse analytische Schwierigkeiten stisst, welche iiber-
dies in keinem Verhiltnis zur Bedeutung dieser Getriebegattung steht,
so wollen wir sogleich die der Praxis entsprechenden Annahmen
machen, dass einerseits sowohl der Hebelarm b, wie auch die Schub-
stange ! sehr lang im Verhiiltnis zum Kurbelradius ausfallen, wihrend
andererseits der Abstand e, nur wenig von der Armlinge &, sich unter-
scheidet. Dies hat zur Folge, dass der vom Punktc E beschriebene
Bogen ziemlich flach und die horizontale Abweichung desselben von
der Vertikalen durch O, die wir der Kiirze halber

79) e, — b cos =y
setzen wollen, sehr klein ausfillt. Mit dieser Abkiirzung folgt aus 78)
80) cosf, =V1 — (ZL sin g + ll)2

oder, wenn wir den Wurzelausdruck in einer Reihe entwickeln und
die hoheren Potenzen der Klammer wie in § 1 vernachlissigen,

80a) cosﬂln:l—%(zisinq)-}—gi)g.
Fine weitere Vernachlissigung ergicbt sich hierin noch durch die

Kleinheit von y gegen [, sodass wir geniigend genau haben

2
80h) cosﬂ1=1—l lr—lisin2 — ¥ sing.

2 ,?
Die Abweichung y lisst sich weiterhin in erster Anniherung da-
durch bestimmen, dass man in 77) I cosf, = ¢, setzt, woraus

- b siny = rcosg,
also

81) cosy = l/l—Acoszp—l—%,cosnp
folgt. Damit aber wird aus 79) angenihert
. 79a) y:el—bl—}—;—;lcosgq)=el~b1+?rl:?—2r—;sin2(p
und schliesslich aus SOb) y . L
cosf,=1— 2 l,sm @ — ll’(el—bl—*_ -271) 8in ¢
800) 8

r .3
- S @.
+ g sin'e

12¥
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Hierin verschwindet das mit sing behaftete Glied, wenn
82) e, — b+ % —0

wird, woraus wir zweckmissig die Liinge des Iebelarmes b, bei ge-
gebenem ¢, und » bestimmen. Fithren wir den so vereinfachten Aus-
druck 80c) in Gleichung 77) ein und setzen ferner

83) Lh=c¢,

so erhalten wir als hinreichend genaue Niherungsgleichung fir die
Abhiingigkeit des Ausschwingungswinkels v des Balanciers
von Kurbelwinkel ¢

2
84) sin gy = (cos @ — % Tr_ sinfgp 4 % sin3 lp).
1 1 11

Diese Formel, deren Giltigkeit, wie besonders hervorgehoben
werden muss, durch die beiden die Hauptdimensionen des Getriebes
bestimmenden Gleichungen 82) und 83) beschriinkt ist, unterscheidet sich
in ithrem Aufbau von der fir das einfache Schubkurbelgetriebe auf-
gestellten 1c¢) nur durch das Hinzutreten eines mit sin® ¢ behafteten
Gliedes; um die Bewegung eines beliebigen Punktes des Balanciers
durch dieselbe auszudriicken, hat man sie nur beidseitig mit dem Ab-
stande z, zu derselben vom Drehpunkte P zu multiplizieren.

Die Geschwindigkeit eines solchen Punktes in vertikaler,
bezw. horizontaler Richtung ergiebt sich demnach unter Einfithrung

der Winkelgeschwindigkeit i%’ = ¢ einfach aus

85) wx:zoecosw-g% und wy:——zﬂssinw%-
Die erste dieser beiden Formeln ergiebt mit 84)
86) wz=—zob€zsin(p(1+%cosrp 4b l sm2<p)

Fiir die Auswertung der zweiten Formel 85) wollen wir uns, da die
Horizontalbewegungen der einzelnen Balancierpunkte nicht nur sehr
klein, sondern auch von sehr untergeordneter Bedeutung fiir unsere
welteren Untersuchungen sind, mit der Differentiation der (allerdings
sehr rohen) Anniherung 81) begm’igen und erhalten somit

87) Wy — esin2¢p

2?)2

eincn Betrag von derselben Ordnung, wie das dritte Glied der Klammer
in Gleichung 86).

Durch weitere Differentiation folgen hieraus die Beschleunigungen
und zwar zunichst
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d% =— zob1 {cosq)—{- cos?q;—}— T bl (sm(p 3s1n3<p)}
l smtp(1+ cosp — i bl—sm?tp)

Aus 87) erhalten wir dagegen die andere Beschleunigungs-
komponente zu

89) d;;v - ZIET:(E cos2(p+fsm2q> )

Das Bewegungsgesetz der einzelnen Punkte der Schub-
stange im Abstande 7 vom Balancierende E ergiebt sich, wenn wir
die momentane Auslenkung eines solchen Punktes aus der Vertikalen
durch O mit y' und die zugehdrige, ebenfalls auf O bezogene Abscisse
mit «’ bezeichnen, aus den Gleichungen

90) '—reos g - (I, — 2') cos B,
91) y'=2"sinf, — (¢, ~ b, cos ).
Ersetzen wir in diesen Formeln cos B, durch den Anniherungs-

wert 80c¢) unter Beriicksichtigung von 82) und 83), sowie sin f§;
mit Hilfe von Gleichung 78), so haben wir

90a) x'=rc05(p—{—(l1——z')(1——~sm(p—{—gb A sin (p)
a'r . -7
91a) y'————lx-sm(p—lT(el—blcosw).

Man erkennt, dass auch diese Formeln sich von 6) bezw. 6a) und
7), welche fiir die Stangenbewegung des gewdhnlichen Schubkurbel-
getriebes galten, und durch je ein hinzutretendes Glied unterscheiden.
Gleichung 91a) kann {iberdies, der XKleinheit der hierdurch aus-
gedriickten Bewegungen entsprechend, noch durch die schon bentitzte
Annsherungsformel 81) vereinfacht werden. Wir erhalten alsdann, in-
dem wir noch 82) beriicksichtigen,

,_z'_‘r . L—2r .,
91b) y=7 sing + 2l b SP.

Die Geschwindigkeitskomponenten der einzelnen Schub-
stangenpunkte sind dann

dx' . L—7 r 3 » .

92) W:—resm(p{ 111 Z(cosq;—zasm?(p)}
dy'_ . i’ L— r .

93) = _”(q cosp -+ 2T, IZSIHQ‘P)-

Fiir ' = 0 stimmen diese Formeln mit den entsprechenden fiir den
Balancierendpunkt Z, welche sich aus 86) bezw. 87) mit z,=b, er-
geben, naturgemiiss iiberein. Dasselbe gilt -natiirlich auch von den
entsprechenden Beschleunigungskomponenten, welche fiir die
Schubstangenpunkte aus 92) und 93) sich ergeben.
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dra’ L—4'r 3 L—gr?, . }
7=——r52{cos¢ +Tlx cos2¢ + ¢ I b—l(smgy-—?)sm.‘:’up)
94) .
. { —7 7 ( 3 09 ]ds
—rsing Zl pleose — oy sm (p) Tt
L—-a'r . de
95) dtg = —7r¢ ( sing — )+ (lcos(p+ '2fb—15m2q)>2i_t

Aus der ganzen vorstehenden Entwickelung ergeben sich mithin
Formeln fiir das Balanciergetriebe Fig. 20, welche sich von denjenigen
des einfachen Schubkurbelgetriebes nur durch je ein Zusatzglied mit
dem Hebelarm b, im Nenner unterscheiden. Ist dieser Hebelarm
ebenso wie die Schubstangenlinge I, gross gegen den Kurbelradius, so
wird man auch dieses Zusatzglied unbedenklich vernachlissigen kinnen.
Dies trifft u.a. zu fiir die Balanciers der Wasserhaltungsmaschinen,
nicht aber fir dic zum Antrieb von Kondensationsluftpumpen an
stationiren oder Schiffsdampfmaschineu gebriuchlichen Doppelhebel.

Wir gehen nunmehr tiber zu dem in Fig. 21 dargestellten Getriebe,
welches die Verbindung des Balanciers mit einer Geradfithrung durch
eine Schubstange [, darstellt, und wollen sogleich die Bewegung der
einzelnen Schubstangenpunkte untersuchen, aus der sich dann die-
jenige - des Gleitstiickes C' ohne weiteres ergeben muss. Zu diesem
Zwecke bezeichnen wir mit z" die momentane Entfernung eines Schub-
stangenpunktes (mit dem Abstande 2 von C) von der Mittcllage des
Hebels b, und mit %" seinen Abstand von der Bewegungsrichtung des
Gleitstiickes. Alsdann ergiebt sich mit Hilfe unserer schon oben er-
klirten Bezeichnungen

96) 2'=bysiny + ({, — ") cosB, -
97) y'=bycosy — e, — (I — &") sin B, = 2" sin ;.
Fir 2'=0 wird auch y'= 0, also ist
98) lysinf, = byeosyy — e,
und daraus angenihert

99) cosf,=1— ﬁ; (Bzcosp — e,)2.

Setzen wir nunmehr voraus, dass unser (fetriebe mit dem vorhin
betrachteten durch den Balancier fest verbunden ist, so ist der Winkel
¥ beiden gemeinsam und die oben ermittelte Abhiingigkeit desselben
vom Kurbelwinkel p in unsere neuen Formeln einzufithren. Wir kdnnen
darum auch hier wieder von der Anniherung 81) Gebrauch machen
und haben somit
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byr? 2
cosfly=1— B (b —62—#1.20082(]))
=1 1*(b— — + in?g) -
T AT\ T 2b° 2b,s P

Wihlen wir analog 82) den Abstand e, der Bewegungsrichtung
des Gleitstiickes vom Balancierdrehpunkte so, dass

99a)

2
100) bz(l——i%ﬁ) —¢
wird, so vereinfacht sich unsere Gleichung 99a) in
1 b,%
99h) cosﬂ,~1—§—lz—, br‘sm(p

Mit dieser Anndherung, die tibrigens in den meisten praktischen
Fillen unmittelbar durch cosf, =1 ersetzt werden kann, sowie durch
Elimination des Winkels ¥ mit Hilfe der Gleichung 84) bezw. 81)
gehen dann unsere Formeln 96) und 97) iiber in

9
Z o= r%(cosw + = 1 sin?p + TN sin (p)
96a) '

97a) y'== BT Sin? P.

Die Giltigkeit dieser Formeln ist iibrigens, wie ausdriicklich noch
betont werden muss, an die beiden Bedingungen 82) und 100) fiir die
Abstéinde e, und e, gekniipft; indessen lassen sich dieselben stets allen
praktischen Anforderungen anpassen. Fiir 2'—= 0 folgt aus 96a) die
Bewegung des Gleitstiickes €, fiir welches naturgemiiss in allen
Lagen 4" verschwinden muss.

Die Geschwindigkeitskomponenten der einzelnen Schub-
stangenpunkte sind nunmehr, wenn wir die mit »*: 5,* behafteten
Glieder vernachlissigen:

101) %Z=—r$bfsmtp(l+ cosq)—-% I s1n2(p)
44 2
102) c;yt’ ——% 22;):7 esin2¢

und die Beschleunigungskomponenten

%’%’ = 752% {coszp + %0052(;;—{—% % (singp — 3sin2q))}
103) by - r 3

ﬁrb—:smtp (1-}— T8y — ¢ b i sm?q;)

_ P (es00 1 L ‘E).
104) a =T by (e cosdtpﬂ}-zsm?(p 7
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Neben dem vorstechend untersuchten Getriebe wird, wie schon im
Eingang zu diesem Paragraph erwihnt, inshesondere zum Antriebe der
Kondensatorluftpumpen von Schiffsmaschinen noch eine Anwendung hiufig
getroffen, welche in I'ig. 22 skizziert ist. Hier ist der Balancier, um
eine besondere Kurbel zu ersparen, durch eine kurze Schubstange [,
unmittelbar mit dem Kreuzkopf (Gleitstiick) eines der Dampf-
maschinengetriebe verkniipft, wihrend der Rest ebenso angcordnet ist
wie in Fig.21. Die Bewegungsrichtung des zweiten Gleitstiickes (des
Luftpumpenkolbens) ist hierbei stets parallel und entgegengesetzt der-
jenigen des erwiihnten Kreuzkopfes. Da dessen Bewegungsgesetz schon

Fig. 22.

im § 1 festgelegt worden ist, so haben wir zunichst die Abhiingig-
keit der Bewegung des andern Gleitstiickes von derjenigen des Kreuz-
kopfes zu ermitteln: Ks sel z, der momentane Abstand des treibenden
Gleitstiickes 4 von der Mittellage des Balanciers, z, derjenige des ge-
triebenen Gleitstiickes B; die entsprechenden Schubstangenliingen seien [,
und /,, die momentanen Ausschlagswinkel derselben gegen die Bewegungs-
richtungen der Gleitstiicke 8, und j3,; die Hebelarme des Balanciers
wieder b, und b, und schliesslich ¢ der Ausschlagswinkel desselben aus
seiner Mittellage. Dann haben wir sofort

105) % = siny + Fcosﬁl,
106) % =sing + ;* cosﬁg
und daraus 1 1,
107) % % j, €8 By = cosxﬁ2
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Bei der Kleinheit der Winkel 8, und g, diirfen wir wieder setzen

cosfi—=1— ; sin?g
und da andererseits
108) {sin§ = beosy — e,
so folgt
1/5 e\?2 1(6
cosﬁ=1—§(7cosw——7)=1 (l‘

oder mit der Anndherung

82
7)

cosyp =1— lsm P,

109) cosaﬂ—l——-{(b;e)2 b(b 9 qnzvp}

Fithren wir diese Niherungsformel in 107) ein, so geht diese
Gleichung iiber in

& ;o _ kL 1 (b,—e)'  (By—e)*
LA L0

110) ) , ]
+( 11_191 _ 21:62)sin2¢.

Nunmehr kénnen wir die Entfernungen e der beiden Bewegungs-
richtungen der Gleitsticke vom Drehpunkte £ des Balanciers so
dimensionieren, dass

111)

b—¢ _b—e

A
wird und damit verschwindet in Gleichung 110) das mit siny be-
haftete Glied. Mit dieser Bedingung haben wir demnach

nom b Lo 1(Goar G
110a) B b, b b 2\ L5 I, b,

d.h. also: Es ist praktisch moglich, das Balanciergetriebe
Fig. 22 so anzuordnen, dass die Wege der beiden Gleitstiicke
zu einander in einer linearen Beziehung stehen. Dass hierzu:
die Bedmgung 111) erfiillt werden muss, wurde anscheinend bisher
iibersehen,

Aus 110a) folgt aber unmittelbar

dz. b, dzx d’z, b, diz,

112) “ar =5 ar md gt =g e
womit die Bewegung des Gleitstiickes B auf diejenige von A zuriick-
gefithrt ist. )

In Zhnlicher Weise konnen wir diese Zuriickfiilhrung auch auf
die einzelnen Punkte der Schubstangen 7, und I, iibertragen, wobei wir
die Abscissen und Ordinaten derselben fiir [, mit 2’ und ¥, fir [, da-
gegen mit z" und %", ihre Abstinde von den Gleitstiicken dagegen
mit z' und 2" bezeichnen wollen (Fig. 22). Alsdann haben wir
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113) =2 —2cos B, x'=uz,—7"cosp,

114) y =2 sin g, y'=2"sin §,
worin cos f§, und cos f, angenihert durch 100) ersetzt werden
konnen, wihrend fiir sin 8, und sin 8, die Gleichung 108) maBgebend
ist. Wir konnen somit statt der Formeln 113) und 114) auch an-
genihert schreiben

113a) x’=x1—z'{1—%13?(&&—%@&211;)}
1

114a) y =z (b‘—;g‘— — %lb—‘ sin? zp)
1 ~“ U

und entsprechend fiir #" und y'. Setzen wir hier in weiterer An-

niherung (das ist unter Voraussetzung nur geringer Ausschlige der
Schubstangen I, und 1,) nach 105)

105&) sin 9 )
so erhalten wir
113b) o' =2z, — z'{l_lb—e (bx—el _ Al gh L)}

2. 1 A 1,5, b, b
ne ()
sowie
iz o= 2 (1= 328 (0 — e 2 = )
nsy yer(geo i et oh)

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten der Schubstangen-
punkte folgt hieraus

1o — - %(%‘ - 1)

sowie mit Riicksicht auf 111)
1152) %=Z’f(1~z” bz trytd bhb, )dff
N

Schliesslich werden die Beschleunioungskomponenten
22 _(1—ot Bot)da_ giboe (d_)
117) dir T (1 2 7+ 2 1b, ar — 2 li’b: it

aty z’ x, ) d*z, gﬁ_)z
118) datt T b, (T TN Tt b, \ dt

) a’z ___2Hb (b, ,e“(d;l'

g0
117a) Lot (1—2”-” 6 g B

b 1,20, Z b, dt? ,:0,* v
dty’ b 2 )ﬁﬂ_x 2_(dw1>2
118a) T TR A 1) Sl \ dt
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Zur vollstindigen Reduktion auf die Bewegung von x; hiitte man
noch in den beiden letzten Formeln z, mit Hilfe von 110a) zu eli-
minieren, wodurch indessen der Gesamtaufbau derselben keine Ander-
ung erleidet.

Wenn im Vorstehenden die Bewegungsgesetze der Balancier-
getriebe nahezu ebenso eingehend behandelt worden sind, wie frither
diejenigen des einfachen Schubkurbelgetriebes, so geschah dies, weil
einerseits das Balanciergetriebe in den Schriften iiber Mechanik ent-
weder gar nicht erwiihnt, oder dort nur fliichtig gestreift wird, anderer-
seits aber in der Praxis angeniherte Formeln von geringerer Genauig-
keit als die fiir die Schubkurbel angewendeten im Gebrauche sind. Von
den mir zuginglichen Schriften geht lediglich die bekannte ,,Ingenieur-
und Maschinen-Mechanik“ von J. Weissbach, neu bearbeitet von
G. Herrmann im ITL. Bande, 1. Abt. (Die Mechanik der Zwischen-
und Arbeitsmaschinen) S.738 etwas niher auf die Verbindung der
Kurbel mit dem Balancier ein, jedoch in anderer Weise und vor allem
mit anderen Zielen, als sie in unserer Darstellung verfolgt wurden.
Ich habe insbesondere darauf verzichtet, von vornherein zwischen den

Fig. 23.

0
Grossen e, b, | und r spezielle Beziehungen einzufiihren, wie es a.a. 0.
z.B. dadurch geschehen ist, dass die Sehne zwischen den beiden End-
lagen des Balanciers in Fig. 20 senkrecht zur Mittellage steht und
ausserdem durch dus Wellenmittel O laufen soll.

8. Die.Massendriicke in Balanciergetrieben ergeben sich aus
den im vorigen Paragraph entwickelten Beschleunigungskomponenten
sofort durch Multiplikation mit den entsprechenden Massen bezw. Massen-
elementen und darauf folgender Integration, Diese Integration, welche
ibrigens nur ftir dic Schubstangen wegen der Verschiedenheit der Be-
wegungen ihrer Elemente unter einander in Betracht kommt, kann
indessen auch durch Anwendung des Schwerpunktsatzes umgangen
und dadurch das ganze Verfahren wesentlich vereinfacht werden.
Denken wir uns nimlich einen beliebig gestalteten Ké&rper (Fig.23)
an zwel Punkten auf ebenmen Kurven (Leitkurven) gefihrt, deren
Koordinaten mit 2y, bezw. x,y, bezeichnet werden mogen, so ver-
teilt sich das Gewicht jedes FKlementes dG des Korpers mit den
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momentanen Koordinaten z, y nach den Schwerpunktssatze auf die
beiden Stiitzpunkte und zwar mit Betriigen dG' und dG" nach den

Form(:aln z2dG = 2, dG' + z,d G"
119) ydG =y, dG' + y,d G,
120) dG —dG' 4+ dG",

Hieraus folgt aber sofort
e 46 = Mge 4 LG

121)
Y 4G - d% A6’ + d-% dG"
wnd deaa T8 gy Vg
122) datt T de? datt
d*y v d*y, ' daz Y
2240 = g G+ g dG7.

Durch Integration dieser Gleichungen iiber den ganzen Korper
erhalten wir somit, wenn mit G' und G" die auf die beiden Stiitz-
punkte entfallenden Gewichtsteile des ganzen Kborpers, deren Summe

120a) G— G+ G"
iSt' d?x diz
1 " Ty
fldt2 dG =G’ att G dt®
123)
1/ ' d % nd? yz

d.h. der totale Massendruck eines an zwel Leitkurven ge-
fihrten Korpers ist gleich der Summe der beiden Massen-
driicke, welche von den durch Verteilung der Gesamtmasse
auf die beiden Stiitzpunkte entstehenden Einzelmassen her-
riihren* Bezeichnen wir also allgemein den Schwerpunktsabstand
einer Schubstange vom Gewichte & und der Liinge I vom Krcuzkopf
gerechnet mit s, so brauchen wir nur noch die Besehleunigungen der
beiden auf 1hre Stiitzpunkte (z. B. Kreuzkopf und Kurbelzapfen) ent-
fallenden Gewichte

124) G:G(1_§) md @'=C2

in unserer Rechnung einzufithren. Auf dieses allgemein giltige Re-
sultat wurden wir iibrigens schon am Schlusse des § 3 fiir den speziellen
Fall des Schubkurbelgetriebes gefiihrt.

* Diese fiir praktische Zwecke tiberaus fruchtbare Fassung des allgemeinen
Schwerpunktssatzes, die sich naturgemiiss sofort aul drei Dimensionen, d.h. auf
drei Leitkurven eines in drei Punkten gestiitzten Korpers erweitern ldsst, habe
ich zu meiner Verwunderung in keinem der Lehrbicher iiber analytische oder
technische Mechanik gefunden und mochte darum nicht verfehlen, ausdricklich
.darauf hinzuweisen, '
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Nach dieser allgemeinen Vorbemerkung konnen wir sofort zur
Ermittelung der Massendriicke an dem durch Vereinigung von Fig. 20
und 21 entstehenden Balanciergetriebe iibergehen. In demselben sei 7,
das Gewicht des Balanciers und s, sein Schwerpunktsabstand vom Dreh-
punkte P. Alsdann erhalten wir die Massendruckskomponenten des
Balanciers allein, indem wir das Gewicht mit den Ausdriicken 88)
und 89) multiplizieren, nachdem in denselben die Grosse g, durch s,
ersetzt wurde. Dabei wollen wir s, positiv rechnen, wenn der Schwer-
punkt vom P nach links, also nach der Kurbel zu liegt.

Den Einfluss der Schubstangen G, und G, beriicksichtigen wir

nach den obigen allgemeinen Sitzen einfach dadurch, dass wir zu dem
Moment der Balanciermasse den Betrag von G, ( )b hinzu-
fiigen und GgZ b, abziehen, wobei s, und s, die von & bezw C aus

gerechneten Schwerpunktsabstinde der Schubstangen bedeuten. Somit
werden die vom Balancier und den als mitschwingend zu betrachtenden
Schubstangenanteilen herrtthrenden Massendruckskomponenten:

rXO:_%{GOSO+G1(1—§—1 bl—GQ:;zbg}
X{cosq;—}—»z—cos? —}—%Z%(sm(p—Bst}(p)}
125)
r Se
e e )u-a e
X(l—f—lL 08 @ — b:mn?q)) — sin
1
)
Y0=+ﬁ{G050+G1(1—i;1—)b1—(}2—;lbz}
126) 1 . 1 d 2
x<e2cos2(p—}—§sin2q>—d—:—>

Zur ersten dieser beiden Komponenten tritt noch ein von dem
lediglich hin und hergchenden Gewichte I’ am Gleitstiick C und dem

nach obigem dazu zu rechnenden Betrage G, (1 - —) herriihrender
2
Massendruck, welcher sich durch Multiplikation der Summe

1 s

Hrve(1-9))
mit der Beschleunigung 103) ergiebt, nachdem dort z= 0 gesetzt
worden ist. Beziiglich des Vorzeichens ist zu bemerken, dass dieser
Massendruek, da die Bewegung derjenigen der Kurbelseite entgegen-

gesetzt gerichtet ist, auch das entgegengesetzte Vorzeichen von X
haben muss. Wir haben somit fiir diesen Zusatz
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190 Dyramik der Kurbelgetriebe,
i re? b 8 r 3 r2 .
Xo=+ — b—g{ P+ G, (1—71)} {cos @ +rzl— cos 2<p+§ bjz—(sm @ — 3sin;

r 2 ()] [ ey =3 ppmme )i

Als lediglich rotierender Teil ist schliesslich auser der Kurbel K
mit dem Schwerpunktsabstand s vom Wellenmittel noch der Be-

127)

trag G der Schubstange und zwar am Kurbelzapfen angreifend zu

betrachten Die hiervon herriithrenden Massendriicke sind, entsprechend
Gleichung 24)

128) ,X=—%(KS+G1%1‘>(52005¢+sin(p‘2—§)
129) Y (Ko G o) (sin g —cos 955

Wihrend nun diese letzteren Driicke am einzelnen Getriebe nicht
ausgeglichen werden konnen (siehe oben §2), ist dies fiir die oben
ermittelten Werte von X, ¥, und X, moglich, und zwar, wenn gleich-

seitig
130) Goso+G1(1—%)b1—G2;~:b2=0
131) P+G2(1—%~)=o
wird. Die letztere Gleichung enthilt azber die Bedingung, dass
et 131a) f—21 Gi I,>1,

1
|
!
[ ' Q. h. dass der Schwerpunkt der Schub-
stange [, nicht zwischen ihren beiden
Zapfen,sondern jenseits von G liegen
soll (siehe Fig.24). Weiter folgt aber aus
53 130) und 131)
b

“| 182) 6= G, 3+ Gl(l—»;i-)i~P

cal

eine Gleichung, die wiederum nur erfillt
werden kann, wenn

o $ b
1322) Gop4G(1-%)nsp

- wird.

X W

Beispiel: Inwiefern sich der hier entwickelte Massenausgleich in der
Praxis verwirklichen lisst, diirfte am ehesten aus einem Zahlenbeispiele hervor-
gehen. Wir nehmen fiir dasselbe an, dass der Balancier, dessen Anordoung
um seinen Drehpunkt eine vollkommen symmetrische, also b,=5b, und s;=0
sein moge, die Bewegung eines auf der Welle O sitzenden Excenters (d.i. eines
die Welle selbst umfassenden Kurbelzapfens) auf einen der Dampfverteilung dienen-
den Steuerschieber zn iibertragen habe. Der Schieber habe das Gewicht P =100 kg;
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Vou Prof. Dr. Haxs Lozenz. 191

die Schubstange eine Linge I, = 2m, ihr Schwerpunktsabstand sei I, =1,6 m, ihr
Gewicht (einschliesslich des sogenannten Excenterbiigels) sei G, =250 kg; als-
dann kann die Bedingung 132a) nur erfiillt werden, wenn am Endpunkt ¥ des
Balanciers ein Gegengewicht ¢ angebracht wird, so zwar, dass

0+6 (1—7§1-)>1)
1
oder

Q > 100 — 250 - 0,25 == 37,5 kg.

Wiihlen wir z. B. @ = 100 kg, so wird nach 132)

G,=@+ 6, (1—,;,1 )—P=62,5 kg
und aus 131a) 1
P46,

sz=_G:—12:256 [N

Dies letztere ist aber nur ausfiihrbar bei sehr kurzen Schubstangen I, des
Schiebers. Jedenfalls erkennt man, dass der Ausgleich einzelner Balanciergetriebe
im allgemeinen eine betrichtliche Vermehrung der bewegten Massen mit sich
bringt.

Bei Schiffsmaschinen wird die Sache noch dadurch verwickelt, dass jeder
Steuerschieber hier mit einem Vorwirts- und Riickwiirts- Excenter verbunden sein
muss. Das Studium der hierdurch bedingten, iiberaus mannigfaltigen und von der
Einwirkung des Maschinisten abhingigen Bewegungen* und Massendriicke wiirde
uns an dieser Stelle zu weit fithren.

Die Massendriicke des vorwiegend fiir den Antrieb von Konden-
satorluftpumpen verwendeten DBalanciergetriebes Fig. 22,
welche noch zu untersuchen sind, ergeben sich in derselben Weise wie
oben durch Zerlegung der beiden Schubstangen in einen Bestandteil,
welcher am Balancierende und einen zweiten, der am Gleitstiick an-
gebracht zu denken ist. DBezeichnen wir die dem Balancierschwerpunkt
entsprechenden Koordinaten mit #, und y,, diejenigen der Gleitstticke
mit z, v, bezw. z,y,, so ist der Massendruck der lediglich als hin-
und hergehend zu betrachtenden Gewichte unseres Getriebes

G, s, Ydx ® G, s, \ d¥xz,
133) Xz?(“f) dts_j(l‘z—,)d—ta

bei Dampfmaschinen, in denen unser Getriebe als Hilfsmechanismus
mit einer normalen Schubkurbel in skizzierter Weise verbunden ist,
einfach dem Massendrucke der im Schubkurbelmechanismus hin- und
hergehenden Gewichte hinzuzuziihlen. Sind mehrere Hauptmechanismen
vorhanden, welche nach Schlickscher Methode ausgeglichen werden
gsollen, so hat man zu beachten, dass in dieser Ausgleichung auch der
Massendruck 133) als Bestandteil derjenigen eines IHauptgetriebes be-
riicksichtigt werden muss. Der Ausgleich erfordert dann die Uber-

* Diese Bewegungen sind eingehend dargestellt in dem sehr verbreiteten
Werke von G. Zeuner: Die Schiebersteuerungen. 5. Aufl. Leipzig, 1888.
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192 Dynamik der Kurbelgetriebe.

einstimmung der Bewegungsgesetze der beiden Gleitstiicke 4 und B.
Dieser aber ist, wie wir im vorigen Paragraph gesehen haben, an eine
bestimmte Beziehung zwischen den Konstruktionsliingen Gleichung 111)
gebunden, mit deren Erfullung wir nach Gleichung 112) statt 133)

schreiben kdnnen

1 d*x;
o x-3 (0.(0-4) - o))
Die Massendriicke des Balanciers G, dagegen und der an seinen

Enden hinzutretenden Schubstangenbestandteile ergeben sich, wenn s,
wieder den Schwerpunktsabstand vom Drehpunkte P bedeutet zu

1 s, b atx,

134) 1(=='§{Cﬁz;“§ + G, — Ggl 5}‘3?7’
_ 1 s, b, d*y,

135) Y—ﬂQE%+Gr— bﬁm“

worin die Beschleunigungen aus den Formeln 117) bezw. 118) sofort
dadurch ermittelt werden kOnnen, dass man z'— I, setzt und die Werte
mit den Quotienten s,:b, multipliziert. Alsdann aber bleiben die

aty d*x d?
d;" und dt2 nicht nur abhiingig von -5 und dfﬁl’

sondern auch von der augenblicklichen durch z;, gegebenen Lage des
Gleitstiickes und weiter vom Quadrate seiner Geschwindigkeit. Unter
diesen Umstinden ist es unzuliissig, die Wirkung des Balanciers und
der erwihnten Schubstangenbetrige durch Hinzufiigung von Gliedern,
welche mit 134) bezw. 133) proportional sind, in den Ausgleichs-
bedingungen der Hauptgetriebe zu beriicksichtigen, und es bleibt nur
tibrig, den Balancier fiir sich auszugleichen. Dies aber erfordert ledig-
lich das Verschwinden des Klammerausdruckes in unseren letzten
Formeln, also die Krfiillung von

Beschleunigungen

136) G," L bt Gosy— @?b:&

Beispiel: An einer stehenden Schiffsmaschine, deren Hub 2r=14m
betriigt, werde die Luftpumpe von einem Balancier angetricben, Bei halbem
Hube der Pumpe habe der eine Arm des Balanciers eine Linge von b, =2 m, der
andere eine solche von b,=1m; das Gewicht des Balanciers sei ;= 1000 kg,
sein Schwerpunktsabstand vom Drehpunkte s, =0,3m. Die als Verbindungsglied
zwischen dem einen Balancierende und dem Kreuzkopf A des treibenden Cy-
linders (Fig.22) dienende Schubstange von der Linge I, =0,5m und einem Ge-
wichte von G,=100kg sei ganz symmetrisch angeordnet, sodass ihr Schwerpunkt
in der Mitte liegt; dann ist 5, =0,25m. Die Linge der Luftpumpenschubstange
sel I;=1m, 1hr Gewicht und Schwerpunktsabstand sollen bestimmt werden.

Zunachst allerdings miissen wir die Entfernungen e, und e, der Bewegungs-
richtungen der Gleitsticke A und B vom Drehpunkte P so bestimmen, dass die
Beziehung 111) zwischen ihnen und deun gegebenen GrSssen b, b,, sowie [, er-
tiillt ist. Eine der beiden Entfernungen ist natiirlich willkiirlich, wir wollen des-
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balb ¢, so bestimmen, dass die grossten Ausschlige der Schubstange I, so klein
wie moglich und dabei einander gleich werden. Dies erreichen wir, indem wir
durch die Bewegungsrichtung von 4 in Fig.25 den o
Pfeil des ganzen vom Balancierende beschriebenen Fig. 25.
Bogens 2w, halbieren. Alsdann ist angenihert

. T 0,7
gin, =— = —— = 0,35
. . 0 I)1 2 k) 1
mithin
— i}
¢, =b, (1 —1‘%) —~193Tm
und nach 111)
& _ 4 b by e
, .

l2 o Zl Zl ZS

Aus 136) ergiebt sich schliesslich fiir die Schub-
stange der Pumpe ’

G,s, =100 -

0,25.2
0,5

Auch- dieser Bedingung wird man in der Praxis nur dadurch Geniige leisten
konnen, dass man den Schwerpunkt der Stange nach Fig.24 durch Aufsetzen
eines Zusatzgewichtes tiber den Balancierzapfen hinaus verlegt. Wie weit man
damit gehen kann, wn das Gewicht @, zu reduzieren, ist naturgemiiss Sache des
Konstrukteurs.

+ 1000 0,3 = 400 mkg.

(Schluss folgt.)

Reitachrift f. Mathematik u. Physik. 44. Band. 1899. 4 Tieft. 13
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Elementares tiber die Dupin’schen Cyklideﬁ
und die Grundlagen der Krimmungstheorie.

Von

Prof. Dr. G. HoLzMULLER
in Hagen i. W.

§ 1. Isothermensysteme der Cykliden und Abbildung
auf das Rechteck.

Die Cyklide ist bekanntlich die typische Fliche fiir die konforme
Abbildung auf das Rechteck. Da simtliche Cykliden sich in Drehungs-
cykliden transformieren lassen, was durch Inversion geschieht, so ist
die Untersuchung nur fiir solche nitig. Die Abbildung kann fiir jede
Form elementar durchgefiihrt werden, sobald man das richtige Hecht-
eck wihlt. HEs ist nur erforderlich, den Schnittwinkel seiner Diago-
nalen so zu wihlen, dass er mit dem der inmeren Tangenten des
Hauptschnitts zusammenfallt. Diese sind bekanntlich, wie sich ele-
mentar zeigen lisst, zugleich die Darstellungen schriger Kreisschnitte,
Die bei ihrer Untersuchung auftretende Gleichung vierten Grades
liasst die Zerlegung in ein Produkt von Faktoren zweiten Grades zu,
die fiir sich verschwinden. Jeder stellt, gleich Null gesetzt, einen
Kreis dar. Da die Drehungscyklide durch Inversion von einem Punkte
der Axe aus in sich selbst iibergeht, sobald man die Tangenten zum
Radius des abbildenden Kreises macht, so gehen dabei die schrigen
Kreisschnitte der einen Art in solche der anderen iiber. Weil die
Winkel erhalten bleiben, so folgt unter Heranziehung der Symmetrie,
dass simtliche schrigen Kreisschnitte die Meridiane unter
konstantem Winkel schneiden, also Loxodromen der Fliiche
sind. Zwei benachbarte der einen Art geben mit zwei benachbarten
der anderen =z B. einen ,Rhombus”. Durch geeignete Inversion von
den Axcnpunkten aus lisst sich die Oberfliche durch sie in ein Netz
von Rhomben einteilen, welches in sich geschlossen ist. Die Diago-
nalen geben die als Kriimmungslinien hekannten beiden Gruppen an-
derer Kreisschnitte, und diese geben ein System #hnlicher ,,Rechtecke®.
Nur dic Teilung des Aquators ist dazu erforderlich.

In Fig. 1, die ich einer fritheren meiner Arbeiten entnommen
habe, ist diese Eintellung dargestellt. Sollen z. B. die Horizontal-
schnitte durch 4 und € im Aufriss zur Einteillung gehoren, so dass
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Von Prof. Dr. . HorzutLLER. 195

auch C; aus Symmetriegriinden dazu gehort, so giebt die Tangente in
C mit der Axe einen Schnittpunkt V. Die Geraden VA und VC,
geben neue Punkte der Einteilung, die, symmetrisch nach unten iiber-
tragen und mit ¥V verbunden, weitere Punkte geben. Die in den Teil-

Fig. 1.
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punkten senkrecht schneidenden Kreise bilden ein Biischel. (Die
Tangenten der Biischelkreise in den beiden Schnittpunkten folgen
unter gleichen Winkeln aunfeinander.) Um eine regelrecht schliessende
symmetrische Einteilung zu erhalten, geht man am bequemsten von
dem #usseren und inneren Aquator aus und legt von M aus eine

13*
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196 Elementares tiber die Dupin’schen Cykliden.

Tangente M E an den Kreis. Jetzt ist AE bis zur Axe zu verlingern,
von dort aus sind Tangenten an den Kreis zu legen und mit diesen
ist- wie vorher zu verfahren. Die Meridiane folgen natiirlich unter
gleichen Schnittwinkeln aufeinander.

Zeichnet man jetzt in einer Xbene ein Rechteck mit dem be-
sprochenen Schnittwinkel der Diagonalen, und teilt man dieses durch
Parallele zu den Sciten in eine entsprechende Anzahl von Recht
ecken ein, so sind diese denen der Cyklidenfliche #hnlich, und die kon-
forme Abbildung ist mit Zirkel und Lineal durchgefiihrt.

Im Grundriss erscheinen die schrigen Kreisschnitte als Ellipsen,
die den Mittelpunkt MM, zum gemeinschaftlichen Brennpunkte haben,
wie sich aus dem Vergleich mit der Aufrisszeichnung ohne weiteres
ergiebt.

Die Einteilung wird dann eine quadratische und das Rechteck
selbst ein Quadrat, wenn die besprochenen inneren Tangenten einen
rechten Winkel bilden, z.B. den Winkel EMF, im Aufriss.

Dieser Winkel ist von besonderer Bedeutung. Unter ithm erscheint
von M aus jede der Kugeln, die dem Innern der Cyklidenfliiche ein-
beschrieben sind. Schliesst die Reihe dieser Kugeln nach # Umgiingen

und ist » ihre Anzahl, so ist
_ 2rmu
Tn
Die Cyklide hat aber auch noch eine #ussere Kugelreihe. Schliesst diese

mit n, Kugeln nach », Umgingen, so ist nach Steiner
1

u (22
wtw =2
Dieser Satz, den Steiner einen der merkwiirdigsten der Geo-
metrie nennt, withrend er das Gesetz als hichst sonderbar bezeichnet,
wird von ihm (vergl. Werke I, Seite 136) ohne Beweis gegeben. Herr
Geiser giebt auf den Schlufseiten seiner Einleitung in die syn-
thetische Geometrie einen rechnenden Beweis, der schon dadurch ver-

einfacht werden kann, dass man die Beziehung g = %¢ benutzt, die bei

der Inversion an Stelle von = ¢ tritt. Zum Beweise ist aber Rech-
nung {iberhaupt nicht erforderlich, wenn man mit Hilfe von Fig. 2
folgenden Weg einschliigt.
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