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Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Von 

V o r b e m e r k u n g .  Unter einem K u r b e l g e t r i e b e  versteht man 
in der Maschineutechnik allgemein jeden Mechanismus, welcher die 
Ilotation eines Korpers um eine Axe mit der geradlinigen Hin- und 
Herbewegung eines anderen K6rpers derart gesetzmiissig verknüpft, 
dass zwischen beiden Korpern eine Energieübertragung moglich ist. 
Den rotierenden Korper bildet dabei immer die K u r b e l w e l l e ,  auf 
melcher die K u r b e l  mit dem Angriffspunkt des erwahnten Mechariis- 
mus, dem K u r b e l z a p  fe  n ,  fest angebracht ist, sowie eine ebenfalls 
mit ihr fest verbundene Masse, das sogenannte S c h w u n g r a d .  Der 
hin- und hergehende Korper wird allgemein als Gle i t s t i i  c k hezeich- 
net und besteht i m  speziellen Falle der sogeriannten Kolbenmaschinen 

- _  
-____- - /  

aus K r e u z k o p f ,  K o l b e n s t a n g e  und Kolben .  Sowohl die G l e i t -  
b a h n  dieses Korpers (wohl auch G e r a d f ü h r u n g  genannt), wie auch 
die Lager der Axe des rotierenden sind schliesslich durch einen 
dritten Korper, das sogenannt'e M a s c h i n e n b e t  t oder die F u n d a -  
n ien t  p l a t  t e (auch F r  ii m genannt) fest mit einander verbunden. 
Mittelst dieses Korpers kann das ganze System durch Fundament- 
schrauben mit der Erdoberflache oder auch mit einem Bahrzeug 
(Lokomotivgestell oder Schiffsk6rper) verlrnüpft werden, 

Die iiussere Form, welche die Kurbelgetriebe in der praktischen 
Teühnik annehmen, kann sehr verschieden ausfallen, je nach den kine- 
matischen Bedingungen, welche sie zu erfullen haben. Am einfaehsten 
gestaltet sie sich, wenn die Bahnliinge des Gleilstückes gleich dem 
Ihrchmesser des Kurbelkreises (Fig. 1) sein soll. In diesem Falle hat 

Zoitschrift f. Yathcmntiku. P h y ~ i k .  44. Jahrg. 1899. 1. Heft. 1 
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2 Dynamik der Kiirbelget,riehe. 

man n u r  den Drehpunkt O der Kurbel R in die Verlangerung der 
Gleitbahn R zu verlegen und das Gleitstück C durch ein an ihm dreh- 
hares Zwischenglied A ,  die sogenannte S c h u b s  t a n g e  mit dem Kurbel- 
zapfen ïlf zu verbinden. Den auf diese Weise entstandenen, bei 
weitem am hiiufigsten vorkommenden Mechanismus bezeichnet man als 
S c h u  b k u r b  e l g e t  r i e  be. Giebt man die hier festgehaltene Gleitbahn frei 
und hait statt  ihrer das Zwischenglied A fest, so entsteht daraus das 
sogenannte o s c i l l i e r e n d e  K u r b e l g e t r i e b e ,  welches jetzt nur noch 
selten Anwendung findet. Denkt man sich dagegen das Zwischenglied 
unendlich lang, bezw. seinen Drehpunkt auf dem Gleitstück C unend- 
lich w e i t  von O entfernt, so kann man auch den Kurbelzapfen M ver- 
mittelst eines Gleitstückes auf einer mit C fest verbundenen senkrecht 

Fig. 2. 

F 

r : 
I 

I 

\ 
I 

- - _ _ _ - -  / #  

zur ursprünglichen Geradfülirung BB stehenden Gleitbahn bewegt 
denken (Fig. 2). Diese Perbindung bezeichnet man alsdann als K u r b e l -  
s c h l e i f e  und demnach das Ganze als Kurbe l s ch l e i f enge t r i ebe .  

Verschiebt man nun unter Festhaltung des Kurbelmittels O in 
F igur  1 die Gleitbahn B parallel zu sich selbst, so erhalt man Getriebe, 
in denen  der Hub des Gleitstückes immer kleiner ausfallen wird als 
der Durchmesser des Kurbelkreises. Ausserdem ergeben sich hierbei, 
wenn die Verschiebung nicht kleiii gegen die Lange der Schubstange 
ist ,  sehr ungünstige Stellungen derselben, welche in der Praxis leicht 
zu Klemmungen führen. Will man sich hiervon unabhiingig machen 
und zugleich bezüglich des V e r ~ l t n i s s e s  zwischen dem Hube des Qleit- 
stückes und dem Kurbeldurchmesser volle Preiheit beaahren, so 
schaltet  man nach Figur 3 einen Schwinghebel oder B a l a n c i e r  Il 
mit e iner  am Gleitstück angreifenden Sçhubstange G zwischen dieses 
und d ie  ursprüngliche Schubstange. Der Abstnnd des Ralancier- 
drehpunktes P von seinen beiden Endpunkten E und F bestiinnit hier 
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das erm-iihnte Verhiiltnis, natürlich mit Rücksicht auf die Schubutangen- 
l'angen A und G. Da bei diesen B a l a n c i e r g e t ~ i e b e  die kinematischen 
Beziehungen schon ziemlich verwickelt ausfallen, anderseits seine Be- 
deiltung gegen das Schubkurbelgetriebe zurücktritt, so werden wir 
dasselbe nur unter der vereinfachenden Annahme behandeln, dass die 
beiden Schubstangen A und G durch Kurbelschleifen, iihnlich wie in 
Figur 2, ersetzt sind. 

Die bisher betrachtcten Kurbelgetriebo sind siimtlich e b e n e  
M e c h s n  i s m e n ;  verbindet man nun mehrere in parallelen Ebenen 
liegende Getriebe, die übrigens verschiedenen Gattungen angehiiren 
konnen, durch eine gemeinsame Welle, so entstehen sogenannte Riehr- 
ltu r b e l  g e t r  i eb  e, welche in Verbindung mit mehreren Dampfcylindern 
insbesondere fiir Lokomotiren und Schiffe eine grosse Bedeutung er- 
langt haben. Die bei solchen Mehrkurbelmasehinen auftretenden Er-  
scheinungen und deren Itiickwirkung auf die Schiffsktirper waren auch 
die Veranlassung zu einem erneuten Studium der Dynamik der Kurbel- 
getriebe überhaupt, nachdem sich herausgestellt hatte, dass die bis- 
herige Auffüssung der Vorgange, welche in B a  d i n g e  r * ihren klassischen 
Vertreter gefunden hat, dem modernen Bedürfnis nach grosserer SchLrfe 
nicht mehr entsprach. 

Entsprechend ihrer praktischen Verwendung setzen wir nun fiir 
unsere Getriebe voraus, dass durch eine am Glcitstück angreifende 
mit der Bahn des~elben gleichgerichtete Kraft ein Widerstandsmoment 
am Kurbelzapfen oder umgekehrt durch Einwirkung eines Drehmomentes 
an diesem ein am Glcitstück angreifender Widerstand überwunden 
werden soll. Erfolgt dies sehr langsam, so kann man unter Ver- 
nachliissigung der kinetischen Energie der einzelnen Getriebeteile die 
Aufgabe rein statisch, also etwa durch Anwendung des Prinxips der 
virtuellen Verschiebuiigen behandeln. Piir die jetzt gebrauchlichen 
Geschwindigkeiten, mit denen durch solche Getriebe oft ganz enorme 
Energiemengen hindurch geleitet werden, ist diese Methode indessen 
gaiiz unzuliissig, auch wenn man sich auf die Untersuchung der Mechanis- 
men in1 Beharrungszustande beschrankt. Uieser ist niindich, wie man 
ohne weiteres erkennt, ein periodischer, indem nach Vollziehung einer 
Kurbelumdrehung alle Teile in dieselbe Lage zurückkehreii und die 
ursprüngliche Geschwiiidigkeit wieder erlangen. Wahrend einer Um- 
dreliung aber iindert sich nicht nur die Lage, sondern auch die Ge- 
schwindigkeit aller Getriebeteile, welche hiernach Verzogerungen und 
Beschleunigungen unterworfen sind. Die von diesen Geschwindigkeits- 
andermgen herrührenden Kriifte, welche cntweder bei stationgren 
Maschinen von der Fundamentplatte aufgenommen werden oder bei 
beweglicher Unterlage derselben (auf Fahrzeugen) diese in Schwing- 

* Siehe dessen Ruch: ,,cher Dampfinaschinen mit holier Kolbenpeschwindig- 
keit", 2. Autl., Wieii 1892. 

1 <: 
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4 Dynamik der Kurbelgetriebe. 

ungen versetzen, bezeiçhnet man, da ihre Grosse neben den Be- 
schleunigungen wesentlich von den Massen der Getriebeteile abhiingt, 
als Mass  e n w i r k u n  gen.  Da dieselben insbesondere bei hohen Um- 
drehungszahlen auf Lokomotiven und Schiffen sehr lastig werden, 
ja bis zu einer Gefihrdung der Stabilitat und des Zusammenhangs des 
ganzen Systems anwachsen kihnen, so musste man auf eine Herab- 
minderung bezw. Ausgleichung derselben bedacht sein. Wir  w e r d ~ n  
im ersten Kapitel der nachstehenden Untersuchung kennen lernen, auf 
welche Weise und in  welchem Umfange dies gelungen ist. 

Anderseits aber becinflussen die Massenwirkungen auch das Dreh- 
moment an der Kurbel und damit die Umdrehungsgeschwindigkeit. 
Sind die rotierenden Massen sehr gross gegen die hin- und hergehen- 
den, bezw. schwingenden Teile des Getriebes, oder steht die Welle in 
irgend einer Weise (z. B. Rieinentrieb) mit erheblichen im gleichen 
Sinne bewegten Nassen im Zusammenhang, so wird dieser Einfluss 
nur  gering sein, sodass die Annahnie einer gleichformigen Winkel- 
geschwindigkeit der Kurbel, wie sie R a d i n g e r  seiner Behandlung des 
Problems nach dem Vorgange rein kinematischer Bctrachtungen zu 
Grunde legte, gerechtfertigt erscheint. Trifft indessen diese Voraus- 
seteung wie z. B. bei Dampfmaschinen in  direkter Kuppelung mi t  
Dynamos, in denen relativ bedeutenden Gestiingemassen wenige rotierende 
Teile mit kleinem Sriiglieitsmoment gegenüber stehen, nicht zu, so 
muss die Annahme einer konstanten Winkelgeschwindigkeit fallen ge- 
lassen und die Behandlung des L'roblems, wie aus dem zweiten Kapitel 
hervorgehen wird, auf eine allgemeinere Rasis gestellt werden. 

Auf diese Weise werden wir auoh die Mittel an die Hand be- 
kommen, die erwiihnten Schwankungen der Winkelgeschwindigkeit 
bei mehrkurbeligen Maschinen auf ein Minimum zu reduzieren. 

Kapitel 1. 
Die Massenwirkungen und ihr Ausgleich. 

1. D i e  B e w e g u n g e n  i m  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e .  Die Unter- 
suchung des Kriiftespiels an  einem Mechanismus und die aus demselben 
hervorgehenden Energieanderungen setzt die Kenntnis der Bewegungen 
der einzelnen Getriebeteile zu einander voraus, aus denen dann die 
Beschwindigkeiten und Beschleunigungen abzuleiten sind. Da nun, 
wie aus der Betrachtung der obigen Figuren ohne weiteres erhellt, 
jeder Kurbclstellung eine eindeutig bestimmte Lage des (%leitstückes 
entspricht, umgekehrt aber jeder Lage des letzteren im allgemeinen 
zwei Kurbelstellungen zugehoren, so empfiehlt es sich, als unabhiingige 
Veriinderliche die Kurbelstellung, gemessen durch ihren Anschlags- 
wiukel gegeri eine ihrer Endlagen (sogenaxmte T o  t l a g e n  bezw. T u t .  
p u n k t e )  zii wahlen. N'ir gehen dabei von dem dem Gleitstück zu- 
gewerideten sogenarinteri i n n e r e n  T o t p u n k t e  aus und bezeichiien 
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Von Prof. Dr. Ilaivs I~ORENX. - 
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den erwahnten K u r b e l w i n k e l  mit p (siehe F'ig. 4), den1 alsdnnn ein 
Anschlagswinkel der Schubstange aus ihrer Mittellage entspricht. 
Bezeichnen wir nun den Kurbelradius mit r ,  die SchubstangenlBnge 
mit Z und die nlomentane Entfernung des K r e u z k o p f z a p f e n s  C von 
der Hubmitte mit x, sn haben wir für x die Reziehung 

1) x + z = r cos cp + 2 cos p, 
welche wegen 

2) r sin gp = 1 sin P 
übergeht in 

l a >  x + 1 = r c o s  p + 1 

Dieser Ausdruck ist für die meitere Behandlung recht unbequeni; 
~ i r  wollen daher die Wurzel in eine Reihe entwickeln und erhalten, . 
nachdem noch 1 auf beiden Seiten weggehoben ist, 

x 1 r 2  1 r4 
l b )  l+z l ,sin 'p+ 8 - - T s i n 4 r p + . . .  1 

Bei der starken Konvergenz dieser Keihe wird man sich ohne 
Zweifel mit nur wenigen Gliedern begnügen dürfen. Die Glieder werden 

Pig.  4 

X 
siimtlich ani grGssten mit cp - %, auch ist dann ihr Eirifluss auf das 

Gesamtergebnis eiii Maximum, da hierfür cos p = O wird. In der 
I'raxis kommeii nun vorwiegend Verhdtnisse des Xurbelradius zur 
Schubstangenliinge vor, welche zwischen 1 : 4 und 1 : 5 licgen. Für  
diese Grossen haben wir aber die folgenden T'Verte: 

Daraus folgt, dass man sich in den meisten FaIlen mit der An- 
niiherungsformel: 
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6 Uyiiainik der Kurbelgetilcbe. 

begnügen kann. Für  dos K u r b  e l s c h l e i f e  n g s  t r i e b e  verschwinden, 
da hier r : I = 0 zu setzen ist, in l b )  naturgemsss alle Glieder bis 
auf cos cp, sodass sich die Bewegungsverhiiltnisse dieses Mechanismns 
besonders einfach gestalten. 

Die G e s c h w i n d i g k e i t  d e s  G l e i t s t ü c k e s  ergiebt sich durch 
Diflerentation von 1) nach der Zeit, also mit Rücksicht auf 2): 

ihtmickeln wir auch hier den Ausciruck 

in eine Iteihe, so geht 3) iiber in 

worin w i ~  wieder die Glieder mit hohercn Potenzen von r : l ver- 
riachliissigen dürfen, sodass nur noch 

als Nilierungswert übJig bleibt. ~ i e s e n  Ausdruck hitten wir auch 
sogleich durch nifei.entiation von 1 c) erhalten konnen. l h r c h  Ver- 
gleich dieser Formel mil 3) erkenrit mari übrigens, dass unsere Ver- 
naclilissigungen in der Kleinheit des Winkels ? beruhen, dessen Kosinus 
cleshalb niemals sehr von 1 abweichen wird. Genau zu demselben 
Ergebnis wiiren wir auch gelangt, wenn wir aus demselben Grunde 

Durch eine wcitere Differentiation gelit schliesslirh aus 3)  die 
H e s c h l e u r i i g u n g  d e s  G l e i t s t ü c k e s  hervor, die wir indesseri, lia 
sich dieselben Gberlegiingen hier wiederholen, unmittelbar aus 3b)  
ableiteri wolleu. Wir führer1 nur rioch eiiie Abkürxurig für die W i n k e l -  
g e s c h w i n d i g k e i t  d e r  K u r b e l  pin, indem wir 

setzen, und erhalten d a m  für die Beschleunigung 

welche sich fiir dm Kurbelschleifengetriebe vereirifaclit iii 

In alleil bisherigen Rehnntlliingen der 1\.1echariik des Kurbelgetriebes, 
iiisbesondere derjenigen vori R a d i n g e r ,  n i r d  iiun das rnil der Winkel- 
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Von Prof. Dr. HAN$ LORENZ. 7 

as 
beschleunigung behaftete Glied vernachlassigt und damit einc Vcr- 

einfachung erzielt, welche indessen in  zahlreichen, gerade in neucrcr 
Zeit wichtig gewordenen Fiillen auf Widersprüçhe führt. 

Wihrend das Gleitstück sich nur in eincr Richtung bewegt, sind 
für die einzelnen P u n k t e  d e r  S c h u b s t a n g e  immer zwei Kom- 
ponenten zu berücksichtigen. W i r  wollen der Einfachheit halber uns 
die Elemerite der Schubstange auf die Verbindungslinie zwischen deln 
Kreuzkopf- und Kurbelzapfen, die sogenannte Axe, reduziert denken und 
einen von ersterem um z entfernten Puiikt ins Auge fassen (Fig. 4). Die 
Lage dieses Punktes bestimmen wir einerseits durch seinen Abstand x '  
von O gernessen in der Bewegungsrichtung des Gleitstückes und seine 
Eritfernnng y '  von dieser Linie, und erhalten hierfür: 

6) x f=rcosg ,  + (Z-a)eosp, 

7 y l = z . s i n p  = z  sin q. 

Von diesen Gleichungen liisst sich 6) durch die schon oben an- 
gewandte Vernachlassigung untcr gleichzeitiger Elimination von 
überführen in 

6 a) 
x ' - 1 + z  
-- - 

1 - z  ,- . 
= cos g, + --.- sin". r 21 1 

Durch Elimination von cp aus Ga) und 7) gelangt man wciter 
zur  Gleichung der Bahnkurve des betrachteten Punktes, die uns in- 
dessen hier um so weniger interessiert, als sich deren Eigenschaften 
vie1 einfaçher mit graphischen Methoden verfolgcn lassen. Die Formel 6 a) 
entspricht in ihrer Bauart genau der Gleic'nurig l e )  filr die Bewegung 
des Gleitstückes, sie geht auch für z - 0 in diese über, wenn wir 
nur die Abscisse statt auf 0, auf die Hul~mitte bexieheri. F ü r  a = 1, 
also den Kurbelzapfen erhalten wir daim die der Kreisbewegung ent- 
sprechende Formel: 

6b) x', = r cos q. 

In ganz derselben Weise, wie oben, ergeben sich nuiirnehr auch 
die G e s c h m i n d i  g k  ei t en des betrachteten Punktes nach beiden Itich- 
tungen zu 

und schliesslich die R e s c  h l e u n i g u n g e n  in bcidcn Richtungen: 
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8 Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Sehr eiiifach gestalten sich endlich die Bewegungsgleicliurigen des 
dritten Gliedes, der K u r b e l ,  deren einzclne Punktc siimtlich Kreise 
beschreiben. Hat z.B. der ins Auge gefasste Punkt den Abstand p 
v o n  Drehungsmittelpunkt O, so sind die heidcn Koordinaten desselben: 

12) x"= g cos y, 

13) y"= Q sin y, 

mithiri die G e s ç h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e n :  

dx" - 
- dtï 

- p E sin y, 

15) 
d y "  --- d t  - + B E C ~ S ( P ,  

und die B e s c h l e u n i g u n g e n :  

Diese letzten Formeln gelten naturgemass auch unverandert und 
streng für das Kurbelschleifengetriebe, für welches Gleichung 10) sich 
aiif 5a)  reduziert, seitliche Rewegungen von anderen Teilen ausser 
der Kurbel, wie sie durch Gleichurig 9) und 11) çharakterisiert sind, 
dagegen ganz wegfallen. 

2. D i e  M a s s e n d r ü c k e  a m  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e .  Den im 
vorigen Paragraphen ermit,telten Reschleunigungen entsprechen nun 
Reaktiorien der eirizelnen Massen, die a i r  a h  M a s  se ri d r ü  c k e  bezeichneii 
wollen. Die in die x-Richtung fallenden Komponenten X dieser Reaktio- 
nen summieren sich, wenn wir von der Reibung im ganzen Getriebe ab- 
sehen, im Kurbellager O und merden dort von der Fundamentplatte 
aufgenommen, wiihrend die hierzu senkrechten Komponenten Y teils 
im Kurbellager O, teils auch am Kreuzkopfzapfen C auftreten. 

Die Massendrücke ergeben sich dabei einfach als die Summe der 
Produkte der einzelnen Massenelemente mit ihren Reschleunigungen. 
E s  sei nun P das Gewicht des lediglich geradlinig bewegten Gleit- 
stückes, g die Beschleunigung der Schwere, dann ist der durch seine 
Bewegung wachgerufene Massendruck nach Gleichung 5): , 

In  derselben Biçhtung a i r k t  auch der Besçhleunigungsdruck X' 
der Schubstange , deren Gewichtselement wir mit d G bezeichnen 
wollen. Wir haben also mit 10): 
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a(: d"'  XI=- -=- r r ~ c o s c p  + T c 0 r 2 < p - ~ ,  2r eos2y 
9 1 

d G  d a  r .  2 r + - r a t  (sinrp + 2i sin2<p -. . s inlei  
Y 2 1 

woraus sich der Gesamtdruck durch Integration über dic ganze Schub- 
stangenliinge ergiebt. Pühren wir nunmehr den Schwerpunktsahstand 
s' der Schubstange vom Kreuzkopfzapfen ein, und bezcichnen mit G 
das Gesamtgewicht derselben, so ist offenbar 

= Gr1 
O 

und wir erhalten aus 19): 

Endlich wirkt auch noch die Kurbel in derselben Bichtung, und 
zwar ein Element d R  derselben nach Gleichung 16) mit der Kraft: 

woraus sich der Gesamtdruck mit dem Schwerpunlrtsabstnnd der Kurbel 

ergiebt. Die Welle und das Schwungrad tragen ihrer symmetrischen 
Anordnung um die Drehaxe wegen zu den Masseridrücken nichts bei. 
Dasselbe würde auch für die Kurbel gelteu, wenn dieser gegenüber 
auf  der Welle ein Gegengewicht vou demselbeu statischen Moment in 
Rezug auf die Drehaxe aufgekeilt wire. In  diesem Falle sprechen wir 
von einer ausgeglichenen Kurbel. 

Durch Zusammenfassen der Einzeldriicke X, X', XI' folgt dann 
der t o t a l e  M a s s e n d r u c k  i n  d e r  x - R i c h t u n g  zu 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich der M a s s e n d r u c k  i n  d e r  y - B i c h -  
t u n g  mit Hilfe von 11) und 17)  zu 

24) I Y = = l ( ~ - ~ s ' + K . s ' r  9 

. Die Verteilung dieses Druckes auf die heiden Punkte O und C 
karin leicht mit Hilfe des Momentensataes erniittelt werden; für unsern 
Zweck ist dieselbe indessen ohne Bedeutung. Dagegen ist die Be- 
merkung wichtig, dass eiue zahlenmassige Auswertung dieser Drücke, 
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10 Dynamik der Kurhelgetriebe. 

ailch bei voller Kenntnis der Dimensionen und Gewichte aller Getriebe- 
toile, sowie der mittlercn Umdrehungsgeschwindigkeit der Kurbel zu- 
iiiichst nicht moglich ist. Gerade dieser Umstand ist bei der An- 
wcndung der Massendrücke in der Theorie der Kurbelmechanisulen 
bisher wohl ausnahmslos übersehen w-orden. Immerhin lassen sich aus 
unseren beiden Formeln 23) und 24) einige wichtige Schliisse ziehen. 
Für  das Kurbelschleifengetriebe gehen dieselben, indem wir hier das 
Schubstangeugewicht fortlassen und r : Z = 0 setzen, über in 

1 Xo - - (PT + Ksi ' )  ( 2  CDS y + - sin y , 
g d " 1  t 

~ s l t  (62 sin y - 
9 

- cos g, . 
cl t  " '  

Dadurch, dass man der liurbel gerade gegenüber auf der Welle 
cine Masse von deniselbcn ?iiomcnte K s "  anbringt, liann man den 
Massendruck X Y, vollstiindig zum Verschwinden bringen, wodurch 
übrigeus auch t X , ,  verringert wird. Hcbt man jedoch diesen Druck 
alleiu auf, durch Anbïingen einer der Kurbel entgegengesetzten Masse 
mit derri Mornente P r  -1- Ks", so mird glcichzeitig hierdurch 

mithin, da gewohnlich Pr > Ks", nicht nur in seiner R,ichtung uin- 
gekehrt, sondern auch bedeutend vergrossert. Solche G eg  e n g e wi ch  t e  

Fi8 5.  findet man biiufig bpi 
- -  .. Lokomotivmaschinen 

angewendet; man er- 
\ kennt jedoch, dass es 

nicht einmal inoglich 
ist, mit ihnen beiiu 
Kurbelschleifengetriebe 

beicle I<oruponeiiten des Massendruckes aufzuheben. Ebensowenig ge- 
lingt dies beim gemohnlichen Schubkurbelgetriebe, bei dcm man aller- 
dirigs durch Anbringen einer der Kurbel entgegengesetzten Masse vorn 

Manient G f sr+ K" den fifasseldruek Z Y aufheben karin, niclit aber 

durch irgend eine Masse, die unter irgend einenl Winkel auf die 
Welle aufgekeilt ist ,  den in der anderen H.ichtiing wirkenden Druck 
zu beseitigen verrriag. Es liegt dies eirifüch an den lediglich von der 
Schubstange herriihrenden Gliedern in Qleichung 23), welche ihrerseits 
nur durch entgegengesetzt gleiche auigehoben werden korinten. Dies 
ist aber nur erreichbar durch Arihringen eines mit entg~gengesetzter 
Kurbel an derselben Welle arbeitenden, vollkornmen gleich dirnelisio- 
nierten Getriebes (siehe Fig. 5), welclies jedoch nur in den seltensten 
Piillen praktisch brauclibar k t .  
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3. D i e  A u s g l e i c h u n g  d e r  Massendr i i cke  b e i  m e h r k u r b l i g e n  
I fasch inen .  Wir betrachten nunmehr einen Mechanismus, der aus n 
ip parallelen Ebenen nebelleinander, aber an derselben Welle O an- 
p i fenden  Kurbelgetrieben besteht. Ausserdem m6gen sich samtliche 
Gleitstiicke in einer Eheno bewegen, in der gleicheeitig auch die TVelle 
lie$. Die einzelnen Kurbelradien seien r,  r, r,  . - . r , ,  die Gewichte der 
einzelnen Getriebeteile und ihre Schwerpunktsabstinde mogen ebenfalls 
unter Beibehdtung der friiheren Benennungen durch ,diese Indices be- 
zeichiiet sein (Fig. 6). 

Steht dann die erste Kurbel im inneren Totpunkte, so sei die 
zweite Kurbel in der Urehrichtung bereits um einen IVinkel cy,, die 
dritte uni cc,, die ntw um a,  vorangeeilt. Ausserdem sei der Abstand 
der Bewegurigsebenen der einzelnen Getriebe von cierjenigen des ersten 
mit a,, a,, a, bezeichnet. Die in jedem Moment infolge der starren 
Verbiriduiig der Kurbeln mit der Wclle allen gemeinsüme NTinkel- 

pJ Pip: 6. 
P 7-7 

geschwindigkeit sei wieder E. Da siimtliche Getriebe durch die Welle 
verbunden sind, also eine gemeinsame Fundamentplatte besitzen, so 
k6nnen wir auch ihre augenblicklichen Massendruckkomponenten ad- 
dieren und e rh l ten ,  werin wir diese Sumrnen der Kürze halber mit 
X und Y bezeichnen, hierfür bei der Stellung rp der ersten Kurbel: 

( y C (x (Pr + G r  + Ks") cos (9 4- a) 
O 

Durch iluflgsung der Winkelfunktionen und Vorsetzen der sin 
und cos des fiir alle Gctriehe gleichzeitig mafigebenden einfachen 
bezw. doppelten Winkels rp vor die Sumrnenzeichen wird hieraus: 
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12 Dynamik der Kurbclgetriebë. 

wollen nun untersuchen, unber welche11 Bedinguiigen diese 
resultierenden Drücke ganz oder teilweise fiir beliebige Stellungen cp 
der ersten Kurbel und leliebige Winkelgeschwindigkeiten, bezw. Be- 
schleunigungen zum Verschwinden gebracht werden kiinnen. 

Da die vor den Summenzeichen stehenden Produkte aus Wirikel- 
funktionen, Geschaindigkeiten und Rcschleunigungen ebenso willkiir- 
lich sind wie diese selbst, so kann ein allgemeines TTerschwinden 
offenbar nur eintreten, wenn gleichzeitig alle Summen zu Ni111 werden, 
d. h. wenn 

29) i(Pr+ G r + K s f l ) c o s a = O ,  X ( P r +  G r + K s f l ) s i n a = O ,  

cos a = 0,  i (G ; sr+ ES") s ina  = 0. 

Durch Subtraktion der beiden letzten von den ersten Gleicliungen 
kann man übrigens sofort die Kurbelmornente aus 29) elimiriieren und 
schreiben: 
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Überaus einfach gestalten sirh diese Bedingungen fiir K u r b e l -  
s c h l e i f e n g e t r i e b e ,  da hierfür alle G - O  und r : 1 - 0 zu setzen 
sind. Damit werden die Formeln 30a) identisch erfüllt und es 
bleiben nur 

29 b) 1 P r c o s c r  = O,  I Y r - s i n u  = O 
übrig, vorausgesetzt, dass die Kurbeln jede für sich ausgeglichen sind. 
1st dies niçht der E'all, so müssten zu diesen beiden Qleichungen noch 
die aus 31) hervorgehenden 

31 b j  E Ksl'cos ai = 0: X K s f r  sin a = O 
hirizutreteii. 

Da iinsere Ergebnisse weder Geschwindigkeiten, noch auch Be- 
schleunigurigen mehr enthalten, so stellen sie offenbar Gleichgewichts- 

Fig. 7. 

h 

i , 
\ I 

- - _ _ _ -  

hedingungen dar. E s  ist deshalb von Interesse, dieselben mit derjenigen 
Bedingung zu vergleichen, welche ein System von u, an derselben 
Welle arbeitenden Kurbelgetrieben erfüllen muss, um in jeder Lage 
sich im Gleiçhgewichte zu befinden. Zu diesem Zwecke wollen wir 
(Fig. 7) dem ganzen System eine schiefe Lage geben, so dass die Be- 
wegungsebene aller Gleitstücke mit dem Horizont den Winkel y bildet, 
und das Prinzip der virtuelien Verschiebungen darauf anaenden. Be- 
deutet h die momentane H6he des Schwerpunktes S eines Gleitstückes 
über einem beliebigen, z. B. den durch das Wellenmittel gelegenen 
Horizont, h' diejenige des entsprechenden Sçhubstangenschwerpunktes 
8' und schliessliçh hl' die des Kurbelschwerpunktes SI', so lautet die 
Gleichgewichtsbedingung allgerrieiu: 

32) t ( Y b h  + G6h1+ K d h r ' )  = 0. 
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14 Dpaiiiik der Kurbelgetriebe. 

Hierin ist aber niit Riicksicht auf unsere schon friilier angewandten 
Veriiachlissigungen für die erste Kurbel: 

also 

E'ühren a i r  diese M'erte in 32) ein, und ersetzen gleichzeitig rp 
durch den fiir eine beliebige Kurbel giltigen Wiiikel + a, so er- 
halteri wir 

( - sin y 1 (PT + G r  + l i s " )  sin + cc) 
sin y Pr  + G r  - 

2 

Losen wir auch hierin die Winkelfunktionen auf und setzen die 
allen gerneinsanlcn Werte sin cp, cos cp, sin 2 cp, cos 2 rp vor die Summen- 
zeichen, so erkennen wir, dass die Gleichung 33) nur bestehen kann, 
wenn die einzelnen mit den Funktionen von cp behafteten Summen 
siimtlich verschwinden. Diese Summen aber sind identisch mit den 
sechs Ausdrücken 29) bis 31), so dass unsere M a s s e n d r u c k a u s g l e i c h -  
u n g  nichts anderes besagt, a l s  dass  i n  e i n e m  S y s t e m  von  rl K u r b e l -  
g e t r i e b e n  m i t  g e m e i n s a m e r  W e l l e  d e r  G e s a m t s c h w e r p u n k t  
s e i n e  L a g e  n i c h t  a n d e r n  dar f ,  wobei die Neigung der gemein- 
samen Bewegungsebene aller Gleitstücke Ranz willkürlich ist. 

Bei einer einkurbeligen Maschine rufen die Massendrücke nur 
dann Momente in einer durch die Welle und die Bewegungsrichtung 
des Gleitstückes bestimmten, sowie einer senkrecht hierzu stehenden 
Ebene hervor, wenn die Kurhel nicht durch zwei gleichweit entfernte 
Lager zu beiden Seiten gestützt ist. Jedenfalls wird dann die Kurbel 
im anderen Falle dem nlichsten Lager thunlichst genahert, sodass die 
von ihrer seitlichen Lage herrührenden Momente nur klein sind. Bei 
mehrkurbligen Maschinen dagegen konnen sie ganz erhebliche Werte 
annehmen, so dass hier die Frage nach der Moglichkeit einer Aus- 
gleichung gerechtfertigt erscheint. Zu diesem Zwecke wghlen wir als 
Pol einen auf der Welle um a von der ins Auge gefassten Kurbel 
entfernten Punkt und erhalten durch Multiplikatiori dieses Abstandtis 
mit den beiden Massendruckkomponenten Gleichung 23) und 21) die 
fraglichen Momente. Führen wir statt des TTTirikels qp in diese Gleich- 
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Von Prof. Dr. Haas LORENZ. 15 

ungen dann noch den allgemeineren Winkel rp + LY ein und verstehen 
unter a die Entfernung der dem Winkel a entsprechenden Kurbel 
von der ersten (Fig. G ) ,  so k6nnen wir alle in denselben Ebenen 
wirkenden Momente summieren und erhalten für die r e s u l  t i e r e n  d e n  
Momente  die Ausdrücke: 

+ E ( P ~ +  C r -  ~ f s ' ) f a e o s l ( ~ + a ) )  

1 d e  + g - d T ( ~ ( ~ r  + G r  + Bsl ')asin(rp + a) 
+ I(PI.+ G r -  G f s1)&asin2(rp + a ) ]  

f P  I ( Y a )  = - I ( C 2 f s 1 +  ~ s " ) o s i n ( c p  + a )  
35) 9 

- ' " I (G ; s r +  ~ s 1 1 )  a cas (rp + a). 
g d t  

Diese Momente (Kr;i,ftepaare) suchen nui1 das ganze System um seinen 
Schwerpunkt zu dreheri und würden, wenn sie nicht ausgeglichen sind, 
vermiige ihrer Veranderlichkeit zu Schwingungen (Pendelungen) um 
zaei zur gemeinsarnen Welle senkrechte Axen Anlass geben. Ein 
weiteres Drehmoment, welches vorwiegend von der Veranderlichkeit 
der Winkelgeschwindigkeit herrührende Schwingungen um die Welle 
selbst zur Folge hat, werden wir spiiter kennen Iernen. 

Als ~ e d i n g u n ~  für das Verschwinden der Werte 34) und 35) er- 
geben sich nunmehr in genau derselben Weise wie oben die Gleich- 
uiigen: t ( P r  + G r  + Ks")acosa!  - 0,  

3 6) E ( P r  + G r  + K s V ) a s i n a  ==O, 

t G;s'+ Ks" o c o s a  - O, 

I G ; s l +  Ksrr  ) a s ino  - O, ( i I 

oder auch iibersichtlicher: 
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16 Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Für  ein System von Kurbe lschle i fenget r iebe i i  gehen diese 
Gleichungen über in: 

36 b) E P r a c o s a = O ,  I P r a s i n a = O ,  

38 b) I K s l r a c o s a  - O, tKsl 'as inor  = 0. 
Eine recht übersichtliche Form gewinnen unsere Ergebnisse 

übrigens, wenn mir abkiirzungsweise: 

39) P T +  G r -  G f s r =  Q, 

setzen. Wir  wollen diese Ausdrücke a h  die r e d u z i e r  t e n  M o m e n t  e 
d e r  h i n -  u n d  h e r g e h e n d e n  bezw. r o t i e r e n d e n  M a s s e n  bezeichnen 
und konnen dann unsere Bedingungen für das Verschwinden der 
Massendrücke und Massendruckmomente in drei Gruppen ausschreiben: 

{ 
E Q c o s a  = O ,  IQs incr  = O ,  

1. 
I Q a c o s a = O , '  I q a s i n a = O ,  

IRcosor  = O ,  I n s i n u  = O ,  
II. 

t R a c o x c i = O ,  1 R u s i n a : -  0, 

Z Q ~  coa2a - O ,  I ~ i s i n 2 n - 0 ,  
III. 

0, 1 & ~ a s i n 2 a =  I 0, 

Von diesen* bezieht sich die Gruppe 1 ausschliesslich auf die 
mTirkung der hin- und hergehenden Massen, die Gruppe II unabhingig 
davon auf die rotierenden, wobei von der Schubstange der Betrag 

G (1 -;) als lediglich hin- und hergehend, der Kest (i: dagegen 

als ' im ~ h r b e l z a ~ f e n  konzentriert und mit diesem rotierend angeschcn 
werden darf. E s  sind dies auch die beiden sich zu dem der Schubstange 
erganzenden Gewichte, mit denen diese statisch den Kreuzkopf bezw. den 
Kurbelzapfen belastet. Die Gruppen 1 und II sind nun ganz ebenso gebaut, 
wie die Bedingungen für den Ausgleich von Kurbelschleifengetrieben; 
wir wollen sie in der Folge die A u s g l e i c h s b e d i n g u n g e n  e r s t e r  
O r d n u n g  nennen. Im Gegensatz hierzu stehen die in Gruppe 111 ver- 
einigten A u s g l e i c h s b e d i n g u n g e n  z w e i t e r  O r d n u n g ,  für welche 
die rotierenden Massen keine Roue riiehr spielen. Hiitteri wir übrigens 
aus unseren Reihenentwickelungen z. B. 8a)  noch Glieder mit h6heren 

" Wir  werden spiiter untersuchen, inwieweit diese Cleichungen mit einander 
vertriiglich sind, bezw. unabhangig von e inmder  bestehen konnen. 
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Potenzen von r : 1 bezw. der Winkelfunktionen herangezogen, so würden 
wir auch hier noch Bedingungen für M a s s e n a u s g l e j c h e  h o h c r e r  
O r d n u n g  erhalten haben, denen aber bei der relativen Kleinheit der 
cintretenden Grossen keine praktische Redeutung mehr zukommt. 

Die hier entmickelte Theorie des Massenausgleichs hat nun in der 
Praxis des SchifYbaues - allerdings in vereinfachter E'orm - eine 
weitgehende Anwendung erfahren. Auf ihre theoretische M6glichkeit, 
wenigstens für Kurbelschleifengetriebe, wies zuerst der amerikariische 
Ingenieur T a y l o r  1891" hin, indem er die Ausdrücke 29b) und 36b) 
graphisch durch geschlossene Polygone darstellte. T a y l o r  bezweifelte 
indes die praktische Durchführbarkeit, da er die Schrankungswinkel cr, 
die Cyliriderabstiinde und auch die Gestingegcwichte als durch andere 
Rücksichten, aiif die wir weiter uizten zu sprechen kommen, f ü r  fest- 
gelegt ansah und schlug riur die Einführung eirier neuen hin- und 
hergehenden Masse vor. Diese kann aber bei sonst gegebenen Maschinen- 
dimensionen die vier Gleiçhungen 29b) und 36b) nicht gleichzeitig er- 
fiillen, da ~ i e  selhst und ihre Anordnung schon durch drei Grossen, 
niirnlich das Produkt PT,  den Abstand n und den Schrii~ikungswinkel a 
bestimrnt ist. Dagegen erkannte der englische Schiffbauer Y a r r o w  1892** 
die Moglichkeit, dies durch Eiriführung zweier Nassen au erreiclien, 
verlies aber seine Methode sofort, nachdem der deutsehe Ingeiiieur 
Ot t  O S c h l i c k  1893""" die praktische Erfiillung der Bedingungen eines 
Ausgleiches erster Ordnung durch die Massen und Anordnung der 
arbeitenden Getriebe selbst, ohne Zuhilfenahme neuer toter Gewichte, 
gezeigt hatte. Dem Vorgange von Y a r r o w  in der Annahme des 
S ch l i  ck schen Verfahrens schlossen sich seitdem rasch die namhaftesten 
Fabriken des In- und Auslandes an, wiihrcnd sich S e h l i c k  selbst in 
hnlehnung an die praktischen Ergebnisse bemühte, die bald erkannte 
M6glichkeit auch des Ausgleiches zweiter Ordiiung für die Industrie 
iiutzbar zu machen. Bus diesen Bestrebungen, an denen sich u. a. der 
Verfasser beteiligte, ist auch die vorliegendc Arbeit hervorgegangcn. 

* T a y l o r :  ,,The causes of vibration~ of screw steamers", Journ. of the 
Ameriüan Society of Kaval Ennineers Vol. IiI. 1891. 

** Englisches Patent Nr. 5321,/189%. 
*** Deutsches P ~ t e n t  Xr. 80974, 1893. 

(Fortsetzung folgt.) 

Zs i t r ch r i f t f  Wutheiiiatik u. Phgsik. 41. Jaliry. 1899. 1 Heft. 
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Die Bestimmung der Geschwindigkeit nach den Methoden 

der Photogrammetrie. 

 KA^ HEIT 
in Berlin. 

Vor zwei Jahren wiirde ich - bei Gelegenhcit der iiiternationaleii 
\Volkenmessungen, die vorwiegend auf photographischem Wege er- 
folgten - angeregt, eine analytische L6sung der Grundaufgabe der 
Photogrammetrie für eine ganz beliebige Orientierung der Platten zu 
versuchen, die hier im ersten Ahschnitte mitgeteilt ist. 

Die grossen Fortschritte der photographischen Aufriahnietechriil<, 
welche ich hei Gelegenheit der sogenannten kinematographischen Vor- 
führungeii der Gebr. L u  m i è r e  u. a. sah, gaben den Anlass zur Auf- 
stelliing und Diirclifiihrung des nalieliegenden phoronomischen Pro- 
blenis der Gescl~wittcligkeits- und Beschleunignriysbesbimn1u1ig rasch 
bewegter Objekte auf diesem Wege. 

Ru einer praktisçhen Ausbiltiurig des Verfahreris ist allerdings 
niehr notig als die Aiifstelliing einiger Formeln, die bei ihrer Haiid- 
habung doch riocli niancherlei Vereirifachurigen verlangen werden. Niçlit 
geriiige Schwierigkeiten werden nainentlich die Bildmessungen bei dern 
kleirien Plattenformat, welches bei Serienaufnahmen notwendig ist, 
verursachen. Aber es scheint mir verfrüht, jetzt schon auf Einzel- 
heiteri hinzuweisen, die sich dem Problem in der Praxis ungesuclit 
aufdraiigen werden. Hier ist eine E'assung und allgemeine Losung 
desselben vom Standpunkte des Matheml~t~ikers niitgeteilt, nicht melir. 

A. Beziehungen zwischen den Raumkoordinaten 

u n d  den Plattenkoordinaten eines Punktes. 

1. Setzen wir ein photograpliisches Objektiv voraus, welclies 
rvinkelgetreiie Abhildungen liefert, so kann das Bild eines Rauiii- 
punktes, welches auf der Platte eritsteht - abgesehen von der 
sphiirisclien und astigmatischen Abweichung - als eine Central- 
projektion desselben hetrachtet werden. Als projizierender Stralil ist 
der optische Iiauptstralil des betreffenderi Piinktes anziisehen, welclier 
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in den ersten Hauptpunkt eintritt, aus dem zweiten mit einer I'arallel- 
verschiebung austritt und die Platte in dem Bildpunkt durchsticht. 
Der vordere Hauptpunkt erscheint hiernach als Centrum der Projektion 
und die Bildebene lie@ um den Abstand der Hauptpunkte parallel 
verschoben vor der Platte. Eine Gerade, welche durch das Centrum 
geht und die Bildebene senkrecht durchschneidet, sol1 in iiblicher Weise 
als Hauptaxe bernichriet werden. 

2. Den Raumpunkt P beziehen wir auf ein festes rechtwinkliges 
Axensystem und nennen die hierauf beziiglichen Koordinaten x, y, Z. 
Die entspr~chenden Koordinaten des Projektionscentrums (I* seien a,  
h ,  c. Bildet nun die Hauptaxe mit den Raumaxen die Winkel a ,  P ,  y, 
so sind ihrc Gleichungen: 

x - a  11-b  z - c  - - ---. - - 
cos a cos p cos y 

buf  dicser Geraden errichten wir eine normale Ebene, welche 
durch C* geht und von der zu ihr parallelen Bildebene den Abstand 
11 hat. I n  dieser Ebene dcnken wir uns ferner awei zu einander senk- 
rechte Geraden durch C* gezogen, welche mit den Raumaxen be- 
bezw. die Winkel a'fl'y' und a"/3"y1' einschliessen. Hierdurch erhalten 
wir mit Hinzunahme der Hauptaxe ein zweites Axenkreuz, auf welches 
wir den J'unkt Y beziehen konnen. Die cntsprechendcn Koordinaten 
seien x', y' ,  a'. Beide Koordinatensysteme sind durch die bekannten 
Gleichungen: 

zl= (x; - a) cos a: + (y - O) cos p + (a - c) COS y 

y '  (x - a)  cos d + (y - b) cos p' + (Z - C) COS y' 
z '= (X - a)  cos a"+ ( y  O) cos fi1'+ (a - c) COS y ", 

analytisch verknüpft. 
Da sich die abbildenden Strahlen im Centrum kreuzen, so be- 

stehen zwischen den Axenwinkeln die Relationen der Orthogonalitiit 
in der Form: 

( cos al1-- cos pl  cos y - cos /3 COS y' 

3) I 1  COS/^"= cos y'cns rr - cos y cos tir 

( cos y"= cos arcos  p -- cos a cos 0'. 
Es ist iiun sehr leicht, zu den Grundformeln der Photogrammetrie 

xu gelaiigeri. Bezeichrien wir niimlich die Centralprojektion des Punktes 
P mit Y' und setzen zugleich C*Y - e, CtY'- el, so folgt aus der 
perspektivischeri Lage 

2 1 : ] b = y ' : v - ~ ' : w = e : e 1 = o  . 

aenn  zi und zl; die rechtwinkligen Plattenkoordinaten des Bildpunktes P'  
bedeuteu. Die Gleichurigen 1) und 2) gehen jetzt über in: 

2 * 
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20 Die Bestirnrnung der Gesehwindigkeit etc. 

oh  = (x - a)cosa + (y - b)cosp + (a - cjcosy = E' i (ru = ( ~ - a ) c o s a ' + ( y - E i ) c o s ~ ' + ( ~ - c ) c ~ ~ ~ ~ - I ; "  

GW = (Z - a) cos a"+ (y - b )  cos pl1+ ( z  - c) cos E"' 
und 

( z - a = 6 (12 cos a $ v cos a '+  w cos a") = G A  

Die Gleichungen 4) geben zur Bestimmung der Plattenkoordinaten 
(d. h .  der rechtwinkligen Koordinaten des Bildpunktes in der Bildfliiche) 
die Formeln: 

II" 77'' 
6) v =  F , 7 ~  und w = - - h .  

lf' 

Aus den Gleichungen 5) fol@ unmittelbar: 

also die Gleichungen des projizierenden Strahls 1'1". 
Hat  man ewei centralprojektivische Bilder desselben Puillites P 

niit den Bildkoordinaten c,, wo und u , ,  w,, welche zu den Orieritieruqs- 
koastanten 

~ O ~ , C O  ~ O P O Y O  ara Bro yfo uflo B r f o  Y"" ho 

~ 1 4 ~ 1  aiPiy1 al1 Bf l  Y', a'', BI', Y", 11, 
gehoren, dann dieneri die Gleichungen: 

x - a, y - O, z - c,, - Ep-- 

8) 

mir eindeutigen Bestimmung des Punktes P. 
Hiermit ist die Grundaufgabe der Photogrammetrie erledigt. 
3. Nur selten wird man jedoch die Fornieln 8) in ihrer voll- 

stindigen Allgemeinheit d. h. bei ganz beliebiger Orientierung der 
Platten eur Anwendung bringen. Die Axe der v-Koordinaten kann 
man fast immer horizontal legen. Dann ist 

cos u. cos a '+ cos /3 cos B r =  O 
und 

cos2ar+ cos3flr= 1, 
also 

COS u f =  sin 0'. 
I-Iiernach wird 

cos p COS <Y c o s c c l = ~  7 cosf l r= cosy1= 0 sin y sin y 

und wegen der Gleichung 3j:  
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Pig. 1. 

Big 2. 
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22 Die Restimniiing der Geschwindigkeit etc. 

und demnach: 
A: h c o s q c o s ( +  vsin f wsinqcosf ,  

10) ( B = h c o s q s i n f  - ucosg - wsin7js int7  

C - h s i n q  + wcosq,  
oder 

d = I L ' C O S ~ +  vsinf  

B = h f s i n [  ~ ~ c o s f  l ~ ' = J / , c o s q - - t t ~ s i n q .  

C = h sin q + tu cos 7 

Erfolgen die Aufnahmen durch eiam Phototheodolithen, der es 
gestattet, das Azimuth f und die H6he der Hauptaxe zu bestin~men, 
dann k t :  

cosa - cosqcosf ,  cosp - cosysin[,  

Fiir die graphische Dnrchfiihrung konstruiert man, nach den 
vorstehenden Gleichurigen, zunachst h' und C aus IL, w und 7 und 
darauf B und A aus lz', v und [. Hat  man so die Richtungs- 
konstanten fiir jede Platte gefunden, so kennt man die Projektionen 
der Geraden C*, P und Ct, P, deren Durchschnitte den Grundriss 
und Aufriss des gesuchten Raumpunktes P liefern (cf. die vorstehenden 
Piguren 1 und 2). 

In manchen FaIlen mag die rechnerische Durchfuhrung - wegen 
der Erreichung grosserer Genauigkeit - vorzuziehen sein. 

9) 

B. Beziehungen zwischen der  Geschwindigkeit des  Raumpunktes 
u n d  miner Centralprojektion. 

c o s a f =  sin[, c o s j 1 =  - COS g 
COS a'f-- - sin 7; COS [, cos/îf' - - sin rj sin t, 
cosy = s inq,  

cos y' - O, 

4. Bisher haben wir uns den Punkt P im Baume ruhend vorgestellt. 
Wir  wollen nun annehmen, er besitze eine stetige Bewegung, so dass 
auch der Bildpunkt Y' eine gesetzmassige Bewegung in der Bildebene 
erhalt. Die Beziehungen zwischen den Geschwindigkeitskomponenten 
beider Punkte ergeben sich am einfachsten, indem wir die Gleich- 
ungen 5) nach der Zeit differentiieren. Die entsprechenden Derivierten 
sollen durch übergesetzte Punkte bezeichnet werden. So erhalten mir: 

\ COS Y "= COS q ,  
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In  diesen Ausdrücken ist G als bekannt anzusehen, denn wir 
haben naüh den Gleichungen 4): 

~ ( Z - U ) ~  f (y- h ) e + ( z - c ) 2  
O =  - 

~- - - .  
i / -  he+v"wa 

Eberiso sirid A, 3, b ilirem Werte iîachgegeben, sobald ; und 

bestimrnt sind. E s  ist: 

. . 
C - v cos 20 cos y", 

cleiin h wollen wir als eine von der Zeit unalihiingige Grosse nn- 
selien. 

Aus den Gleichungen 11) erhalten wir diirch Eliniination der 

5. Ohwohl die rorstehenden Relationen fiir die Geschwindigkeits- 
bestimmung nach den Methoderi der Photograrrimetrie die ausreichende 
Grundlage ahgeben, so wollen wir doch noch die entsprechenden Ails- 

driicke des Komponenten der Plattengeschwindigkeit (;, b) durch die . .  . 
Komponenteri der ELaunlgeuchwindigkeit (z, y, z) hinzufiigen, weil sie 
riiien weiteren Einblick in die Natur des vorliegenden Problcms gp- 
statten. Mrir differentiiercn deshallri auch die GleicEiurigen 4) riach der 
Zeit und erhalten: 

oder durch Ausführung der Prodiikte und Beriicksichtigung der Gleich- 
urigen 3): 

i 
l~ oz v = [ ( z -  - (y b ) , ? ]  cos a"+ [(x - - a)  z - ( z  - , c )x ]  COS /31r  

14) 
+ [(y --- O) & - (x - ajy ]  cos 

/ L G % ~ = [ ( z . - c ) 2 /  - ( y - - b ) , ~ ]  C O S U '  + [(x - u ) a  - (z - C ) X ]  COS p.  

I + [(y - b ) i  - (x - a ) i ]  cos ?If 

Die Grossen: 

( 2  - ? J  - (y - b ) t  = p 

1 5 )  ( x 1 1 ) z -  ( 2 - c ) x = g  
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2 4 Die Bestirnmung tlcr Geschwindigkeit etc 

sind die Koniponeiîteil der Selitorengeschwindigkeit des Tektors Cf P. 
Die Komponenten der Plattengeschnindigkeit $ und b verschwindcri 
gleichzeitig mit den Grossen p ,  y, r .  1st die Sektorengeschwindigkeit 
konstant - wie bei der Centralbewegung -, su sind auch die Grtkseri 

rr2i und ci-2; k o n h n t ,  d. h. die Platteiigesch~indigkeit 

ist dcm Quadrat ron G umgekehrt proportioiial. 

6. Wir  setzen nun voraus, dass man aus zwei Centren C*, und 
C', zwei Serien pliotographischer Momeritaufnahinen desselben in Be- 

wegung befindlichen I'unktes P besitze, die syrichron und iri gleicheii 
Zeitabschiiittcn hergestellt siiid. 1st das Objekt den Apparaten so 
nalie, dass seine Abvtande von den Platten nicht sehr grosse Vielfache 
dei. Rrennweiten der Objektive b e h g e n ,  so werden auch die Bild- 
ueiten ho und hl für die verschiedenen Aufnahmen nicht konstant 
bleiben konnen. Hei d m  sehr rasch aiifeinander folgenden Aufnahnîen 
der Bilderreihen fur die sogeriannten kinematographischen Vorl'ühruiigeu 
vermeidet 'man diese Schwierigkcit, indem man Objektive mit ver- 
lililtnism%ssig kleiner Brennweite verwendet und die Aufnahmen ab- 
bricht, sobald das Objekt nicht mehr die hinreichende Entfernung von1 
Apparat hat. Für  die Losiing unseres Problems rrollen wir deninach 
eheiifalls konstante Rildweiten annehmen. 

Aus den beideu Aufnahrnereihen greifen wir zunachst die Platten- 
koordinaten (v, ui) lieraus, tragen sie in ein Axenkreilz ein und er- 
halten so zwei diskrete Punktreilien, welche den in  gleicheii Zeit- 
absohnitten aufeinander folgenden Lagen (cf. Fig. 3 und 4) des Ohjekt- 
punktes entsprechen. 
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v o n  K A R L  I ~ E E N .  23 

Nun walile man f i r  tias konstante Zeitintervall eiiie g e ~ i s s e  
Langeneinheit und stelle die Koordinaten v und zo einzeln als Funlitionen 
der Zeit clar, wie die Figiiren 5 und 6 zeigen. 

Hei stetigen Bewegurigen - uiri die es sich hier allein handelt -, 
kanu inan durch die Endpunkte der Koordinatrii v und w eine Kurve 

Fig 5 

l ~ p e n ,  so dass die Tangenten in cicn einzelnen Punkten ohne weiteres 

die Grossen und d darstellen. In den meisten Fiillen a i r d  es je- 

doch ~orzuziehen sein, die Dilferentialquotienten nach der Zeit t durch 
Interpolation aus einer bestimmten Ordinatenzahl numerisch zu finden 

und die gefundenen Werte von k und 4 in der Zeichnung darzustellen. 
Fiir drei Ordinaten v', vu, v'", welche den Abscissen t', t", t" entspreçhen, 
hat man die einfachen Intarpolationsformeln (t"- t l=  tl"- tu- At):  
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Die Bestimmung der Geschmindigkeit etc. 

Die erste und dritte gelten für die Grenzpunkte, die zweite für  
die Zwischenpunkte. Hiernach sind die Figuren 7 und 8 eus den 
vorstehenden abgeleitet. 

Fiy. 7 Fig A 

In den Gleichungen 13) sind Jetzt die Grossen G A ,  G il, G C 
f'ür jeclen Wert  t des in Betracht kommenden Zeitintervalls bekannt. 
Setzen wir also <iA=ar, G B = ~ ' ,  < i C = c r ,  

. . .  
so ist die Gerade mit den laufenden Koordinaten x, y, z, deren Gleich- 
ungen: x-a' y-b' z-c'  - - - - - -- 

A B C 

sind, für die Bestimmung der Geschwindigkeit des Punktes P noch 
nicht ausreichend. Nehmen wir aber zwei solcher Geraden, die sich 
auf die Centren C*, und C+, beziehen: 
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Von KAKL II~rrs. 27 
. . .  

so koilnen die Koniponeiiten x, y,  z genau so gefuiden werden, n i e  
die Koordinaten x, y, ,n aus den Gleichuiigen 8), also auch riach 
dem in Figur 2 erlguterten graphischen Verfahren. Hiermit ist die 
Geschwindigkeit des Raumpunktes 1' für einen bestimmten Wert  der 
Zeit gefunden, ohne dass wir seine vorangehenden und nachfolgenden 
Lagen im Raume zu kennen brauchen. 

C. Die Beschleunigung. 

7. Die Bestimmung der Beschleunigung des Raumpunktes b ide t  
nach dem Vorstehenden nichts neues. Wir  haben die Gleichungen 11) 
nochmnls nach der Zeit zu differentiieren und die zweite Derivierte 
von o riach der Zeit G zu eliminieren. So folgt aus den AusdrücLeu: 

-. .. 
~ = G c + ~ B G + ~ c ,  

inderri wir 
2 B A  + G A =  a" 

welches wieder für die Orientierungen aus den Ceiitren C*, und C*, .. .. .. 
gilt und dann zur Auffindung von X, y, z ausreicht. 

Aus den Gleichungen 11) kerint nian jetzt G, derin durch Qua- 
drierm und Addieren erhalten wir 

(x - 6 A)" +(I/ - G &)'+ (i - u c ) ~  = 6 2 ( ~ ~ +  B 2  + CZ),  
oder 

18) 1 

sodass in der Gleichung 17) alle Grossen bekaiint sind, snbald man - .  

die Beschleunigungskomponenten i- und W aus den graphischen Dar- 
stellungen (Figur 7 und Figur 8) entwickelt hat. 
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Beweis einiger Determinantensatze mittels 
der Grassmannschen Ausdehnungslehre. 

Schon II. I I a n k e l  hat in seinein Werke ,,Theorie der kom- 
plcxen ZahlenU* an eiiligen Beispielen gezeigt, mit weleher Leichtig- 
keit sich Determinantensiitze mit Hilfe der G rassmannschen  Aus- 
dehnungslehre ablciten lassen, und Herr V. S c h l e g e l  spricht geradezu 
die Hehauptung aus, ,,dam die Lehre von den iiusseren Produkten zur 
wisseiischaftlichen Bepründung der Determinantentheorie ui~entbehrlich 
sei."** Auch Ton anderen Seiten wurde wiederholt auf die Vorteile hin- 
gewiesen,, welche die Auffassung jeder Determinante als ausseres I'ro- 
dukt gewiihrt.*** Ich bin nun der Meinung, dass jedes Gebiet der 
Matheniatik, in dern Determinant,en zu hiiufiger Anwendung kominen, 
sich iiberliaupt kürzer und anschaulicher mit Benühung des G r  as  s-  

rnannschen Kalküls darstellen lasse. Bisher sind nur erst wenige 
Versuche in dieser Richtung gemacht worden. Aus einer Durcharbcitung 
der verschiedenen mathematischen Disziplinen mit Benützung der Aus- 
dehnungslehre z6ge auch diese bedeutenden Nutzen; denn inîmer 
werdeil dabei Schwierigkeiten auftreten, zu deren überwinduiig ent- 
weder neue Regrifisbildungen oder wenigstens Erweiterungen vor- 
hnndener Regriffe und Siitze erforderlich sein werden. 

Arbeitet man z. B. die Lehre von den Determinanten im Sinne 
der Ausdehnungslehre durch, so st6sst man bei der Ableitung der 
SJitze über Unterdeterminanten auf Schwierigkeiten. Wahrend vorher 
stets nur L)eterminanten aus nVlen ien te r i  auftraten, die sich als 
iiussere Produkte von Grossen erster Stufe eines IIauptgebietes 
nier Stufe darstellen lieesen, treten jetzt daneben noch Determirianten 
hoherer Grade aiif. Man bewegt sich also nicht mehr in einem Ge- 
biete n i e r  Stufe, soridern liat es mit Beziehurigen zwisdieu diesern und: 
Gebieten htiherer Stufen zu thun. 1ch xeige nuii im nachfolgenden 

* Leipzig 1867. 
** Ilaiiuilehre II. Teil S. 126. Leil~xig 1875. 

'** Die darauf beziigliche Litteratar findet man vollstiindig angegeben i n  deiu 
nert\ollen Aut'satxe von l lerrn TT. S ch1 é g e l :  ,,Die Grassmannsche Ausdelinungs- 
lchre'., iin 41. Jahrgange dieser Zeitschrift. 
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($5 2-4), wie man sich diese Erscheinung dadurch zurecht legen 
kami, dass mail die Grvssen rtcr Stufe eines Hauptgebietes n t ~ r  Stufe 

als Grossen erster Stufe eines Hauptgcbictes (:)le' Stufe hetrachtet. 

Es ergcben sich dann leicht und übersichtlich jene S y l v e s t e r  schen 
Sitze über Unterdeterminanten, deren Beweis Herr N e t  t o grgeben 
bat." Hingegcn gelang es mir noch nicht, die weitpren Siitze, welche 
S y l r e s  t e r  in dem Aufsatze: ,,Sur les déterminants coniposés"** auführt, 
zu beweisen. Im 5 1 zeige ich, mie aus einein allgemeinen Satze über 
(las Produkt mehrerer Determinanten s o ~ o h l  der Laplacesclie Deter- 
minantensatz, als auch dessen von IIerrn N e t t o  gegebenen Erweiter- 
ungen folgen, wenn man sich der Grassmannscl ien Methoden be- 
dient. 

Mit A, citiere ich im folgenden die Ausdehnungslehre von 1862, 
wie sie als zweitcr Teil des crsten Bandes der ,,Gesammeltcn werke(' 
G r a s s m a n n s  vorliegt (herausgegeben von F r .  E nge l ,  Leipzig 1896). 

§ 1. 
Y , L ~ L  iiber das Produkt mehrerer Deteriliinanten - Verallgemeinerter L a p l a c e s c h e r  

DeteruiiriautensatL. 

In  eineni Hauptgebiete nter Stufe, dessen ursprüngliche Eiriheiteu 
i l ,  e,, . ., en heissen rnogen, seien a,, a,, . . ., a, n von einander un- 
abhangige Grossen erster Stufe; 

A = [a, a, . . . a,] 

sei ihr iiiissercs Produkt oder die aus i h r ~ n  n3 Ablcitungszahlen gc- 
bildete Determinante und 

B = [b, b, . . . b,] 

ein Produkt von r anderen GrCssen erster Stufe desselben Gebietes. 

Bildet man nuri aus u,, a,, . . ., un die = p moglichen ausseren Pro- (3 
diikte rter Stufe A,, A,, . . ., Ar, so l lsst  sich H aus ihnen ableiteil, 
etwa 

1) U = a , A , +  a , A , + . . . +  a,A,. 

Um den Koeffizientcn ai zu bestimmen, multipliziere man diese 
Gleichung mit dem Produkte Ci der in Ai nicht vorkommenden Faktoren 
a,, a,, . . ., a,, wobei diese in Ci so geordnet sein mogen, dass 

[ C A ]  = [ala, . . . a,J = fi 
wird. Da [c,Ak] - O für  i >< k ist, so geht durch diese Multiplikation 
Gleichung 1) in: 

* Joiirnal fiir Matheuiatik Jiarid 114. 
** Jourrial fiir Mathematik Baud 88. Den Satz  auf S. 56 hat S j l v e s t e r  

nachher bekanntlich zuiiickgezogen Vergl. die Bemerkungen B o r c  ha  r d  t s xi1 

diesem Aufsatze im 89. Hanrie S. 82. 
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[cil?] - ai[C,Ai] = aiA 
Über, W O T ~ I I S  

[Ci R] a. -  -~ ' -  A 

folgt. Durcli Einsetzen dieser Werte in Gleiçhurig 1) erhalt sie die 
- 
P'orm: 

2) 

Bezeichnen jrtzt 

all, 12, . . ., arn;  a''lJ a''2, . . ., . . .; a ! ~ ) ~ ,  . . . , a(?)* 
p Gruppe~l von je Y/, und B', Br', . . ., H P )  p Produkte von je 

Y', rVr, . . ., Y@) 

Grossen erster Stufe, und setzt man 

Ar =[ar l  ar2 . . .  arn]  

Ar' = [ I Z " ~  a''? . . . a",] 

P 

A' O' -zi [C'i U'] Ar.  
1 

die aus den Ableitungszahlen der 1.z Faktoren erster Stufe der Grossen 
Br, . . ., B ( p t - l )  gebildete Determinante dar. Ri2ultipliziert man nun alle 
Gleichungen 3) miteinander und mit B(p+l), so folgt: 

A'A". . . A@)A = t [CriU '1 [Cr>U"] . . . 
[Cp) B @))1 [AIiA1\. . . . At)  B (P -tl:], 

wo die Summe über alle miigliçhcn Kombinationeii i, j ,  . . ., k aus- 
zudehnen ist und jede der Klammern, als iiusseres I'rodukt von 
12 Grossen erster Stufe, eirie Determiriante darütellt. Dies giebt eine 

* Diese Gleichung liiitte auch unmittelbar aus dem Satzc A, Kr. 113 ge- 
f0lgert werden k6nnen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Enm MCLLEB. 31 

Verallgemeinerung eiiies von S y 1 v es t e r  herstarnmeiiden Satzes, die 
man folgendermafien aussprechen kann: 

,,Es seien ( p  + 1 )  J M e r w i n u ~ t t m  rzfer Ord?tzcni/ 

A', A", . . ., A@), A 
pqebnz ~ozd c?ie Zetatc in 2) + 1 G~uppen von je 

Y', Y", . . . , r(p+l) 

Beil~en serleyt geducht; vewiniqt m a n  nun die 21 erstcn dieser Grlrppen 
hezu;. m i t  12 - ,rl, n -- rl' , . . . n - r(p) R d e n  voz  Al, A", . . ., A(rJ) BZC 

j e  e iuw,  die iibrigbleibe?zdejz Reihen dieser Determinanten aber mit der 
7etrtm G r l q p m o n  A zu eiwr lleternainnnte und multiplioi.crt sie m,it 
einancicr, so ist die 8,umme aller nzoglicheiz au f  diese TVeise gcbildctcn 
Prodd~t l :  glcicl~ denz Produkte der ( p  + 1 )  gryehenen Deternziwwten." 

Weridet ruan diesen Satz auf zaei Determinanten an, so erh;tlt 
nian den bekannten Sylvestersr:hen Satz." 

Setzt inan in Gleichung 4): 
A'= A"=. . . A@) = [e, e, . . . en] = 1, 

so kaim man bei den Grossen C: und Ai die oberen Indices weglassen 
und die Gleichung in der Forrn: 

5 )  A = 1 [CiBr] [CjB"] . . . [Ck Rb)] [ A i A j .  . . AkB'J+l)] 

sclireiben. Da die Grossen C und A jetzt Produkte von Einheiten 
sind, so sind die Produkte 

Uriterdeterriliriaritei~ vori A, die aus je Y ' ,  r", . . . , Yb), T ( P - + ~ )  Reihen 
entnommeii sind. Das letzte Produkt hat aber nur dann einen von 
Nul1 verschiedenen wert, aeriii in [Ai Aj . . . A?] keine der kiillieiten 
ci, e2, . . ., e ,  zweirnal rorkornmt oder, was dasselbe sagt, wenn die 
Unterdeterininanten 

C i 1  [Cjiln"], . . ., [CJ,B(P)] 
lauter verschiedenen Kolonnengruppen entnommen sind. Gleichung 5) 
spricht daher den L a p l a  ce schen Determinantensatz aus. 

Setzt nian jetzt in Gleichung 4) PZ, + wz statt lz, also 

A = [B'B". . . B@+q = [b,b, . . . b"+,], 
ferner Al =L ~ r l -  . . . = A(.) = [ ,1 ,2 . . . eahn,l . . . bn i-,,,] 7 
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32 Reweis einiger Determinantens5tze etc. 

Wahlt man ferner 
B@+l) = [ b , + i b , + 2  . . . bn+"r], 

so muss, um auf der rechten Seite der Gleichung 6) von Kn11 ver- 
schiedene Summanden zu erhalten, 

[Ai Aj . . . Ak] = [el e2 . . . e n ] ,  
demnach 

[ A , A j . .  . AkU(P+l)] = A' 

sein. Gleichung 6) kann also in der Form: 

6 *) A1'-lA - x[c:uf] [ G w ]  . . . [ck3'"'] 
geschrieben werden. 

Um das hierin enthaltene Gesetz leichter zu erkennen, nehine 
man eine einfache Umformung Tor. Nach der Definition der Grosse 
Ci z.  B. sol1 [C,A,] = Af sein; da A, bloss r' der Einheiten cl, e,, . . ., r,, 

enthdt ,  muss C, ausser - rf dieser Einheiten alle Grossen 

 on+^> O ~ + Z > .  . ., k+m 
als Faktoren besitzen. Denkt man sich nun die in Ci enthalteilen 
Einheiten in einer solchcn Keihenfolge zu einenl iiusseren Produkte Ei 
vereinigt, dass [&Ai] = [c, e2 . . . c,] 

wird, so rriuss, wegen [Ci A ]  = A' = Le, e, . . . e,, b,  + . . . b ,+ , , ] ,  

sein. Das Produkt [Ci Ai] andert derrinach sein Vorzeicheii iiicht, weriri 
man Ai über die Faktoren b,+i, . . ., b ,+ ,  hinwegschiebt und statt der 
in Ci vorkommenden Einheiten & als ersten Faktor setzt. Da 11' 
dieselbe Anzahl Faktoren wie Ai besit'zt, so wird auch 

[G71'] = [ E i U ' b , + l . .  . b,+,] 
sein. Dasselbe gilt für alle anderen Produkte 

[ c j w l ,  . . ., yc,nq. 
Gleichung 6*) kann deshalb in der Form: 

A') , - 'A= z [ E i B f .  b , + l .  . . b,+T,,][E:B".6,+, . . . b,+,,,] . . . 
[BkB(t-').b,,+i . . . b,,+.,1 

geschrieben werden. 
Waren b,,  b,, . . ., b, nur aus ?z Einheiten abgeleitet, also 

A = [b, b, . . . b,] = [BI B ". . . B @)] 

eine Deterininante %ter Ordnung, so gabe ihre Entwickelung nach dem 
L a p l  aceschen Satze [vergl Gleichung 5)], 

Vergleicht man diese Gleichung mit Gleichung 7 ) ,  so kami nian 
den von Herrn N e t  t o  gefundenen Satz ablesen: 
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li 2. 
Ilie Ur6sseu , , ter Stiife eiries Gebietes g :LIS Grtisseri erster Stiife 

&es Gebietes G .  

Die aus den urspriinglichen Eiriheiten q, e,, . . ., e ,  eines Gebietes 

fiter StuL gebildeten (:) - p üusseren Produkte r".' Stufe sollen in 

i r p d  einer Reihenfolge mit 
&E,'o Ep, E p ,  . . ., ' , . . . . , E'Crl 

Ci 

bezeichnet und die Eidzciten r t e r  fhfe genannt werden. Sirid 

wieder irgend n Grossen erster Stufe desselben Gebietes, das 9 heisseii 
moge, so sollen deren Eussere Produkte r t e r  Stufe mit 

derart bezeichnet werden, dass Ar) in E:,cr) iibergeht, wenn nian jeden 
Faktor ac durch el. ersetzt. Bezeichne ferner Bf'-r) die Eir) ergunxende 
Einkcit (n - r ) f c r  Stufe, d. h. das iiussere Produkt aller in Bk.) nicht 
vorkomrnenden Einheiten und zwar in solcher Reihenfolge genommen, 

ist. Dann lasst sich jede Grosse Ar) durch die Griissen E f )  ebenso 
üusdriicken, wie sich in Gleichung 2) die Grosse B diirch die Grossen 
Ai ausdrücken liess, niimlich: 

LL 

Die in dieser Gleichung auftretenden Koeffizienten 

sind die aus r hestimmten Reihen von A - [ a , ~ , ,  . . . a,] entnornmenen 
Unterdeterminanten r t c r  Ordnung. 1st nanilich: 

* N e t t o  a. a. O. S. 348. 
Zsitscbrift f Mathematik u. phgsik 44. Jahrg. 1899. 1. ITeft. 
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Ai) = [aji ai, . . . ai,] 
und 

so stellt [AI!') E f  p.)] jene Unterdeterminante von A dar, die aus 
dei1 Iteihen i,, .i,, . . ., i, durch Unterdrückiing der Kolonnen 

hl, k2,. . ., X; ,-. 
hervorgelit. 

XII einer einfachen und den Methoden der Ausdehnurigslehre eiit- 
sprechenden Ableitung der auf die Unterdeterminanten von A hezüg- 
lichen Siitze gelangt man, wenn man die Einheiten T~~~ Stufe B f )  cles 
Gebietes als ursprüngliche Einheiten eines iieuen Gebietes G von 
pier Stufe betrachtet. Dies ist erlaubt, da die Grossen Xir) in keiner 
Zahlbeziehung zu ei~iarider steheri. Die Produkte Ar), als aus diespri 
Einheiten abgeleitet, gehoren dann G an. Die auf das Gebiet (7 be- 
züglichen ausseren Produkte sollen m m  Unterschiede von den frührwn, 
auf das Gebiet g beeüglichen, durch geschweifte Klammern { } gekenn- 
zeiçbnet werden. Setzt man nun das aussere Produkt der p Einheiten 
Er) gleich eins, also 

9) { q r ;  q d  , , , q) 1 1, 

dann ist, jedes iiusscrc i'rodukt von p Grossen erster Stufe des Ge- 
bietes C: gleich der aus ihren A h l e i t ~ n ~ s z a h l e n  gebildeten Deter- 
minante pter Ordnung. Der Gleiohung 8) ziifolge ist insbesondere 

( l ' . I r .  glcich dcr nu5 dm Ciatcrrictc~.)win11'1'1t(>tz rfer Orrhzwzg von A gcbiltlrtclz 
Bcto-mznrrnic p"? OrtJmmij. 

liisut sic11 aber noch in anderer E'orm darstelleu. Setzt niai1 in A statt n ,  

und bczcichnet die aus 

vebildeten iiusseren Produkte ,rter Stufe den früheren I'rodukten ent- 
3 

sprechend mit Ar)', Ag)', . . ., Ar+, sb enthalten 
w 

dieser Grossen das Eleiuent b. 1st L4z )1  eine solche Grosse, und er- 

setzt man darin b durch obigen Ausdruçk, so zerfüllt Ar)' in eine 
Vielfachensumme von Grossen A('), worunter sich auch Ar) befiriclet 

f 
uiid zwar mit dern lioeffiaienten 6 ,  versehen. 
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Bildet man daher das Produkt ' ~ p ' ~ g . > l .  . . \ A y ) ,  
so k6nnen von A*)' alle Glieder ALr), ausgmommen Ar), wegg~lassen 
werden, da sie als andere ~ ' a k t o r c i  vorkommen. Statt jedes Faktors 
At)' ,  der 6 enthdt ,  ist demnach in dem letzten Produkte &At)  zu 
setzen. Da diejenigen Baktoren A!)', welche b nicht enthalten, ohne- 
dies mit den A:) identisch sind, so muss 

{ A Y ) ~  ~ p ) ~ .  . . A<df 1 = [al) A:), . . 
P A(')} P 

sein. Nun fol@ aber aus der Gleichiing fiir O, indem man mit 

[ a l o z . .  . a , - l a ,+ i . .  . a,] 
rnullipliziert, 

[ C I ~ U ~  . . . a,]bi = [rr,a, . . . a i - Ibu i+l  . . . a,] 

menn inan die Determinante rechts mit A' bezeichnet, 

Benutzt man dies, so liisst sich die obige Gleichung in der Forni: 

schreiben. Daraus schliesst man, dass diese Gleichung auch daiin be- 
steht, wenn alle Grüssen a, durch beliebige, aus ihrien aligeleitete 
Grossen ersetzt werden und A' das iiussere Prndukt dieser neuen 
Grossen bezeiçhriet oder, ariders ausgedrückt,, dass 

gegenüber den linearen Transformationen des Gebietes y invariant ist. 
Setzt man nun in diesem Ausdrucke insbesondere statt der Grossen ai 
die Einheiten ei, so wird er wegen [e,e, . . . en] = 1 und Gleichung 9) 
gleich 1. Gleichung 11) kann also auch in der E'orm: 

geschrieben werden, wodurch ein zweiter Ausdruck fiir das Produkt 
der Grossen AIr) gefunden ist. 

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 10) und 12), so folgt 

Diese Gleichung sprirht den von S y l v e s t e r *  gef'undenen Satz 
aus, duss die mis ricn C'ntordn~trwninnntm rter Urdnuyq e i w r  Detcr- 
winmztr niPr O ~ d m n y  A grhilddc Determinnnfr die a-1 feYotenz ?;on 
A is t .  

- -  - 

(7-1) 

* Phil. Jlag 1851 und ,Taiirnal fiir Math~niat ik  Hd. 88 S 51. - Vergl. aiich 
R a l t y e r .  Determinariten, $ 7, 6 

3 * 
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§ 3. 
The Grossen ( p  - 1)ter Stufe des Gebietes G. 

Nach dem allgemeinen Begriffe der Erginzung (vergl. A , ,  Nr. 89) 
ist in dem Gebiete G ,  zufolge Gleichiing 9), unter Xr) das Produkt 
aller Einheiten rkr Stufe mit Ausnahme von B,(.! zu verstehen und 
ewar die Faktoreri in solcher Reihenfolge genommen, dass 

[zp lpp] - 1 
wird. Bus dieser Festsetzung ergiebt siçh unmittelhar, dass 

{"!.' 1q"J = 0 

fiir alle von i verschiedenen I~idices 7; sein rnuss. Nun war in1 Ge- 
biete g [EF) Ep - '11 = 1, 

p:i(', q - 41 = o. 
Man gelangt dahrr zu demselben Zahlwert, ob nian das Produkt 

zweier Grossen riei und (12 - r)ter Stufe im Gebiete g bildet, oder ob 
man als Grosse erster Stufe und B ( x - ~ ) ,  inderii mari 

14) E,c.-'L i E.1 a 

setzt, als Grosse ( p  - l)tw Stufe des Gebictes G ansieht und das auf 
dieses Gebiet bezügliche Produkt 

bildet. 1M1m 7 ~ ~ $ ~ n  mithilz j ~ t l e  Grüsse (n - r)ler Stufi. des Crehietes y 
durch Anw~ndwy non CZeicl~ny 14) uls Grüsse ( p  - l)ter SS1ufi: ~ P S  

Gebi~tes  G tetrucl~tr,n. 
Daraus folgt insbesondere, dass jede Cnterdetermiiiante 

[Ar) - '11 
. ~ 

von A stets in der Forin 
(A. zp) 
, - 

geschrieben werden darf. 
Von jetzt an sollen die Grossen wenn sie mit anderen 

durch geschweifte Klarnmern unischlossen sind, stets, der Gleichung 14) 
entsprechend, als Grossen -- l)ter Stufe des Gebictes G betrachtet 

k t ,  so wird, der Definition der Griissen A I  und A?-.) in 5 2 ent- 
sprechend: 
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und 

oder 

15) 

smi. Die letzte Gleichuiig sa@ aus, dass die p -- 1 von At) ver- 
srhiedenen Grossen Ar) dem rlurrh A t  .) bestimmten (Yrebiptp ( p  - l)i" 

Stufe angehoren oder ( A , ,  Nr. 84), dass AFP') dem Produkte der 
p - 1 Grossen Ar) kongruent ist, alao eine Gleichung von der Form: 

A.-.)= a AbiAbi Air) Ai" . { 1 . . .  , - 1  t , , . .  

besteht. Zur Bestirnmung des Koeffizienten a multiplizirre man dirse 
Gleichung mit A!'). Mari erhllt  d a m  

( A ~ ) A ! ~ - J ) )  - a (- I ) ~ - I { A ~ ) A ~ .  . . A:)} 

oder mit Beachtung der ersteri Gleichurig 15) und der Gleichurig 12): 

Die Gleichung für A? - ' 1  lautet daher 

Aus ihr erhalt man unmittelbar einen Determinantensatz, weiiil 
man sie etwa mit E f )  rnultipliziert; es ist dann 

1-1  k . i + l  

1 13:) ai. - r ) ]  - 1 = ( ~ p  . . . A" p p )  A . . . A (4 , , 
(3 

und diese Gleichung spricht den Satz aus: 
,,Die mit AT - ' multiplixierte Untedelel-minanle (n - r)'" O ~ d m n g  

aon A ,  die durck Weglassung der i t e a  Zeilen- und k ten  ~~o~onne9z~~o9?zbi~znfion 
entsteld, ist gZeic7~ derjenigen Cnterdeterminante von A(')> die dzwch W?g- 
lasstozg der ifen Zeile und leten Koionne cn,tsteht." 

Dieser Satz ist nur ein Spezialfall eines allgemeineren, der sich 
auf ganz dieselbe Art  wie dieser ableiten lasst. Bezeichnet man die 
Zahlen 1, 2, . . ., p in irgend einer anderen Reihenfolge mit il, i,, . . . i,, 
sa schliesst man aus Gleiehung 16) [vergl. A,, Nr. 1121, dass das Xussere 
Produkt von irgend k Grossen Z. B.: 

{ A ~ - ~ ) A P T ) .  '2 . . 

kongruent ist dem Produkte - 
{ A(? A?) . . . A!:] 

' k t 1  ' A + - 8  

aus denjenigen k )  Grossen Ar),  deren Indices in den1 obigen 
Produkte nicht vorkommen, dass also eine Gleicliung von der F o r ~ u  
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38 Heweis ciniper Determiriüritens%tze etc 

hesteht. Ziir Ermittelung von a multipliziere inau iiiese Gleichiiiig mit 

w e m  die Keihunfolge vou il, &, . . ., ip so gewiihlt k t ,  dass sie aus 
1,2, . . ., p durch eine gerade Anzahl von Vertauschungeu lier-vorgeht, 
oder, da das Produkt links ~ufolge A,, Nr. 175": 

Den allgemeiiieren Determinantensatz erhiilt man jetzt aus Gleich- 
urig 17) ,  i d e I n  nian çie mit dem Produkte von ir&d XI Einheiten 
yter Stufe, 7,. B.: (qwf. ..RF)) J e  I 

Da die linke Seite diejenige Vnterdeterminantc von 

darstcllt, die aus den Zeilen il, 4, . . ., ik iind den Koloiinen j,, j?, . , jk 
entnomrueri ist, das Produkt rechts hingegen jene Uiiterdekrminaute 
von A(.), die durch Unterdrückung der Zeileri il, i,, . . ., ik und der 
Koloulien j,, j,, . . .,.jk hervorgeht, so spricht sie den k'rankeschen 
Satz aus: 

., Eirw U~zterdeternzi?za~zte Idpn Grades COPL A(>! - r ,  ?bat Z M Y  r i d j ~ l d  te 
der er~lsp~ecltcwdm Ctztel-d(:terî~~iizci~tte con A(') d m  Kdiiiltlzis A h  An"''.** 

* Diesen Satz so aufgefasst, wie ich ihn in  deu  Aiifsatec ,,,-Lnv7endnrig der  
G r  a s  smannschen  Methoden rt,c.", J o ~ i r n a ~ l  fiii- Mathemntik 13d. 115, S. 2.36, aus- 
gcsprochen habe. 

** Piehe R a l t z e r ,  5 7, 7. 
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Von EMIL X Ü L I ~ E R .  

4. 
Beweis des S y l v e s  terschen Satzes. 

In einem Hauptgebiete g von (m + fz j t e r  Stufe seien r , ,  ez, . . ., em+, 
N ieder die ursprünglichen Einheiten, al, a,, . . ., a,,, +, (nt + w,) von 
einander unabhiingige Griissen erster Stufe: 

A = [ala, .  . .arn+,] 
und 

A, - [el c, . . . i .  . . a,+.]; 
daiin ist A, die zu den m ersten Reihen uiid Zeilen gehorige Unter- 
determinante von A. 

Rildet man ferner sus n,, a2,  . . ., a,, die Zusseren I'rodukte 
j r r b  - r)ter Stufe und multipliziert jedes mit 

[a, + 1 (L,,, + 2 . . . a,,+ nl , 
so erhiilt man ( 7 n y r )  = (:) Grossen voii der Stufenzahl 

die mit 
A(,$) 1 7  A p ,  . . . , A (3) 

bezeichnet werden sollen. (3 
Retrachtet man jetzt wie in  5 2 die Grijssen r t e r  Stufe des Ge- 

bietes g als Grossen erster Stufe eines Gebiet~s  G und setzt 

uiigeiindert bleibt, wenii die Griissen a,, a2,. . ., a, durch andere 
Grossen erster Stufe des Gebietes g ersetzt werden. 

Setzt man dafür insbesondere die Einheiten el, e,, . . , e, und 
nennt B, BPI, Bk), . . ., B ( 8 )  

die durch diese Substitiition aus 
(3 

hcrvorgehenden Griissen, so besteht demnach die Gleicliung: 

Bezeiçhnen nun noch 

die aus el, e,, . . . , e, gebildeten ausseren Produkte rie' Stufe derart, 
dnss Er) alle in B!s, nicht auftretenden Einheiten und zwar in solcher 
Reiheiifolge enthlilt, dass: 
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oder nach $ 3: 

k t ,  so folgt 

Gleichung 18) geht also durch Multiplikation niit 

O der 

Entwickelt man das Produkt linker Harid nach deni früher a11 

geführten Satze A, ,  Nr. 175 in die Determinarite (:it" 0rciuung: 

so sind deren Glieder jene Unterdeterminanten von A, die zu den 
Unterdeterininanten yt" Ordnung eines aus A herausgeschnittenen 
Quadrates von m2 Elementen gehoren. Gleichung 19) stimmt daher 
mit der von S y l v e s  t cr ,  Journal für Mathematik Bd. 88 S. 52, an 
gefülirten, sowie mit der von Herrn N e t  t o  a. a. O. bewiesenen letzten 
(àleichung auf S. 352 überein. 

Mit der Ableitung der Sy lves te r schen  Satie mittels der Aus- 
dehnungslehre hat sich auch Herr v. E s c h e r i c h  gelegentlich be 
schaftigt, aber bisher meines Wissens nichts darüber veroffentliclit 
Vergl. diesbezüglich die Anmerkung zu seinern Aufsatze: ,,Die Deter- 
niinanten hoheren Ranges", Denkschriften der kaiserl. Akademie der 
Wissenschaften, mathem.-naturw. Klasse, Rd. 43, Wicn 1882. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Beitrag zur graphischen Integration 
der linearen Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

Prof. E. Cacrmic 
in Wisn. 

Die folgenden Ausfiihrungen betreffen eine bisher nicht beniei-kte 
Eigenschaft des Systems der Linicnelemente und der Integralkurven 
eiiier linearen Differentialgleichung erster Ordnung, welche ausser dein 
theoretischen Interesse in manchen Fallen auch ein Mittcl darbietet, 
einzelne Elemente zu konstruieren und den Lauf einer einzelnen Iiite- 
gralkui-ve mit genügendem Grade der Genauigkeit festzustellen. 

1. E s  sei 
11 Y'+ PY = '2 

die vorgelegte Gleichung, unter P, & eindcutigc Funktioncn von .x 
verstanden. 

Sind x yl y',, x y, 1 y', ewci Linienelemente, welche der Gleichung 
genügen und in  der Abscisse x ihrer Punkte übereinstimmen, so gelteu 
die Gleichungen: 

a> 
Y', + p v i =  4? 
Y ' n  f P Y 2  - Q ,  

durch deren Subtraktion sich ergiebt: 

2) y r l  - yr2 P i y l  - ye) = O. 
1st nun 177 der Punkt, in welcheni sich die Geraden dieser beiden 

Elemente schneiden, so hat man die Beziehungen: 

welche mittels Subtraktion zu der weitcrcn führen: 

3) 
%-le 1 

,-6 - ? j i  ?l'Y 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 Ueitrag mir graphischen Integretion etc. 

Die Verbindung vou 2) mit 3) aber liefert: 

4) 
1 

E = z t p  

Aus 8) und 4) folgert man 

y11= - F(?j, - q ) ,  
aiîdcrscits iiit vermtige a): 

y', - - P y ,  + Q; 
die  ver^-leichung der rechteii Seiteii ergiebt: 

5 )  B - p. '2 

I n  Zusammeizfassuiip: der Resu1t;tte: Die Geradeii der beiden Ele- 
mente schneiden sich invdem Puiikte 

der nur von dem gemeiiisamcn x abhiingt. 
A l l e  L i n i e n e l e m e n t e  d e r  G l e i c h u n g  
e i n e r  z u r  y - A x e  para l l e le i l  Geradei i  
e i n e m  P u n k t e  aus .  

Dies führt  zu dern Satze: 
l), d e r e n  P u n k t e  auf 
l iegei i ,  s t r a h l e i l  von 

Nit  veranderlich gedachtem z reprisentieren die Gleichuiigeii 6) 
eiue K u r v e  S,  deren Bedeutung für die Differentialgleichung sich zu- 
nichst in dem Satze ausdrückt: D i e  L i n i e n e l e i n c n t e  e i n c r  l inearen  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  e r s t e r  O r d n u n g  s t r a h l e n  von  den 
P u n k t e n  e i n e r  g e w i s s e n  K u r v c  S a u s  u n d  z w a r  s o ,  d a s s  die 
T r a g e r  d e r  von  e i n e m  P u n k t e  a u s s t r a h l e n d e n  E l e m e n t e  auf 
e i n e r  d e r  y -Axe  p a r a l l e l e n  G e r a d e n  l i egen .  

Für  das System der Jntegralkurven einer solchen Gleichuiig er- 
giebt sich daraus die folgende Eigenschaft: S c h n e i  d e t  m a n  die 
I n t e g r a l k u r v e n  v o n  1) d u r c h  e i n e  d e r  y -Axe  p a r a l l e l e  Gerade, 
s o  l a u f e n  d i e  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e i i  a n  d ie  K u r v ~ n  geführ ten  
T a n g e n t e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t .  

2. Riernach gehort zu jeder Gleichuiig der Form 1) eine Kurve 8) 
und zwischeri den zur y-Axe paralien Geraden und den Pu~ikten dieser 
Kurve besteht eine eindcutige Korrespondenz, die in1 allgemeinen diirch 
die Gleichung 4) geregelt wird. 

Von diesem Zusammenhange kann der folgeilde konstruktive Ge- 
brauch gemacht werden. 

Jst ein Piinkt der Ebene gegeben und sol1 das zii ihm gehorige 
Linienelement verzeichnet werden, s o  bestimme man den zu der Abscisse 
x dieses Punktes gehorigen Punkt von S und verbinde ihn mit den1 
gegebeneri. 
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Uni den Verlauf einer Integralkurve zu verfolgen, konstruiere 
man eine genügend dichte und ausgebreitete Schar von Parallelen zur 
y A x e  und bestirnnze die korrespondierenden Punkte auf S. Die 
Parallelen mtigen in der Reih~nfolge von links nach rechts mit 
rn,, nz,, w,, . . ., die zugehtirigeri Purlkte auf S mit >LL, Jdj, . . . 
bezeichnet werden. Man vrrbinde riiien h ~ l i e b i g ~ n  Punkt AI', von nz, 
riiit XI und führe diese Gerade bis an nz,; verbinde den so erhaltenen 
Punkt M', mit & und fiihre dime Gerade bis an m,; deil so erhaltenen 
Punkt M', verbinde man mit JIj u. S. W. Dau Polygon JI', M', M', . . . 
hezeichnet um so gmaucr den Lauf eiiier Iiitegrnlkurve, je enger 
ml, m2, m3, . . . beisammen liegen (Fig. 1). 

E s  braucht nicht erkliirt zu werden, wie man vorzugehen hatte, 
urii die durch einen gegebeneiz Punkt verlaufende Integralkurve zu 
konstruieren. 

3. Wiihrend zu einer vorgelegten Gleichung 1) nur eine bestimmte 
Kurve S gehort, giebt es zu einer gegebenen Kurve S unendlich viele 
ilir entsprechende Differentialgleichungen. 

d u s  der Gleichung 
7) 91 =f ( f )  

der Kurve S entspringt niimlich eine Gleichung zwischen den Koeffi- 
zieiiteii der zugehorigen Diflereiitialgleichung: 

und da für P jede eindeutige Funktion genommen werden kann, so 
gehiiren zu 7) unbegrenzt viele Differentialgleichungen. 
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4. Von besonderem Interesse sind diejenigen Differentialgleichui~gen, 
für welche die Kurve S zu einer Gcraden wird. Zuniichst sei es eine 
z u  d e n  A x e n  g e n e i g t e  Gerade und 

9) . I = a E + P  
ilire Gleichung; , dann ist vernioge 8): 

yl+ Yy - P [a (31 + ;!) + P ]  
oder 

1 0 )  y'+ P i y  - a x  - p)  = a  

die zugeordnete Differentialgleichung, 
D i e  I n t e g r a l k u r v e n  d i e s e r  G l e i c h u n g  s i n d  a f f in  i n  Be- 

z i ig  a u f  d ie  G e r a d e  9)  a l s  A f f i n i t a t s a x e ;  d i e  Aff ini t i i t s -  
r i c h t u n g  i s t  d e r  y - A x e  p a r a l l e l .  

Sind niimlich x y, z Y zwei vermoge dieser Affinitiit eiiiaiider zu- 
geordnete Punkte der Ebene, so besteht die Beziehung: 

a e n n  x das Affinitiitsverhiiltnis k t ;  a m  derselben ergiebt sich 

y = x ( Y - a : x - p ) + c f x + p ,  

y'= x ( Y 1 -  a) + c c ;  

die Eintragung dieser Ausdrücke in 1 0 )  führt auf 

.(Y1- a) + a + x P ( Y  az p )  = 

odcr 
x Y ' +  x P ( T 7  a x  - p )  = x a ,  

d. h. die Differentialgleichung 1 0 )  ist der affinen Transformation 11) 
gegenüber invariant. Damit ist aber der obige Satz hewiesen. 

Die Gerade 9) gehort selbst zu dem Integralsystem von 10)) wie 
dies aus der in 2. erklartcn Konstruktion oder aus der hlossen Suh- 
stitution y = a z  + /3 in 10) hervorgeht. 

1st S eine z u r  a - A x e  p a r a l l e l e  G e r a d e ,  so komint 

r l -  P ,  
- eine Konstante - , mithin auch 

und die Differentialgleichung lautet 

oder 
12) 

dieselbe lasst sich durch die Transfbrmation n: = 2 ,  y = Y + j3 anf' 
die homogene Gleichung: 
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13) Y'+ YY= O 
zurückführen, für welche die S-Kurve mit der $-Axe zusamnienfillt. 
Die Affinitit ist jetzt eine orthogonale. 

Sol1 schliesslich S eine d e r  ?)-Axe p a r a l l e l e  Gerade sein, so 
muss 1 

E=zfll,=a 

koristant sein; daraus ergiebt sich für P die R e s t i i ~ r u u i i ~ :  

und für die Difereritialgleichurig die Forrn: 

mit beliebigem Q. 1st hier Q = O, so treffen die beideil letzten Fiille 
zusamrneii und reduziert sich die Kurve S auf den Punkt u O ;  in der 
That ist nun das Integralsystem das Geradenbüschel durcli diesen 
Piinlit. 

Die Affinitiit %esteht fort, die Affinitiitsrichtung ist der Affinitiits- 
axe parallel. Die betreffende Transformation lautet: 

Y - ? J = x ( x - r z )  
iitid giebt 

y =  Y + x ( n x )  
l / r =  Y'- x -  

die Einführung dieser Werte in 14) liefert: 
Y Y'+ - - 

n - x  - Q, 
also die n h l i c h e  ~ i f f e r e i i t i a l ~ l e i c l ~ u n ~ .  

5. Bus den Gleichuiigen 6) folgt: 

daraus ergiebt sich dv  - - PQr- 2"& 
c i  L 1'2- pl ' 

wodurch die Riehtung der Tangente ail S im Punkte 6 1 q bestimmt ist. 
Bedeutet x, eine Losurig der Gleichuug: 

P = O  
so liegt der zu x, gehorige Punkt 6 7 von S im Unendlichen. Die 
Tangenten an jcne Punkte dcr Intcgralkurven, für welche x = xo ist, 
sind hiernach parallel. Die Richtung dieser Tangenten ergiebt sich 
aus der Differentialgleiehung 1) und ist bestimrnt durch 

Y',, - W o ,  
weiiil Q, das Resultat der Substitution x = a, in G) vorstellt. Dies ist 
also zugleich die Richtung nach dem in Rede stehenden unendlich 
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fernen Punkte von S; die Crsprungsordinate der dieser Richtuiig eih- 
sprechenden Asyniptote von S, wenn eine solche vorhanden ist, ergiebt 
sich als das Resultat der Substitution rç = x, in den Ausdruck 

hat also, vorausgesetzt, dass Q, eine endliche Grosse bedeutet, den 
Wert - zo Q,; mithin ist 

9 = Qo(5  - $0) 

die Gleichimg der Asymptote, welcher zu entnehmen ist, dass die 
Asymptote durch den Punkt xol 0 hindurchgeht. 

Wird Q an der Stellc unendlich, P aber weder unendlich noch 
Kull, so hat der zugehorige Punkt von 8 ein endliches &, ein 1111- 

endliches 11. Die Tangenten an jene Punkte der Integralkurven, clereii 
x = do), sind parallel der Ordinatenaxe. Die Burve S hat die Asyniptote 

1st i eine geri~eirisanie Wurzel der Gleichungeri 

P=O, q = o  
0 und lim-, ein bestinimtcr Wert = m, so sind die Tangenten in jelieri 

Z-Z - 

Punkten der Integralkurven, für welche x = x, der Abst:isseiiarte 
parallel, und die Kurve S hat die Gerade q = ?n. zur Asymptote. 

6. Zur Erliiuterung m6gen die folgenden Beispiele dienen. 
a) Die Differentialgleichung: 

y'+ ?' : 5 
z 

liat zur S- Kurve die Parabel (Fig 2): 
1 

T = $ ,  

und weil S = 2 x  ist, so strahlen die Elemente mit der Abscisse 
x aus deni Perabelpunkte von der Abscisse 2% aus; dies giebt 
eine einfache Konstruktion der Linienelemente und angeniiherter 
Integralkurven, welch letztere Linien dritter Ordnung sintl, 
dargestellt durch _ 3z y + c = 

/3) Dic Differentialgleichung: 

y'== a x +  b y  + c, 

in welcher a, b ,  c gegebene Konstariten bedeuten, geh6rt zu 
denjenigcn, deren S-Kurve eine Gerade ist (E'ig.3); man kann 
sie niinilich auf die Form: 

bringen und diese stimnlt mit 10) iiberein. 
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E'ig. 2 
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Hiernach ist a a f b c  7 7 = E  ---- 
b b 

die Gleichung jener Geraden S, bezüglich welcher die Integral- 
kurven affin sind und die auch selbst ein partikulares Integral 
darstellt. Andere Intcgralkurven kgnnen niiherungswcise niit 
Hilfe dieser Geraden und auf Grund der Relation: 

konstruiert werden, wonach sich l, von dem zugeordrieteu x 
1 urn die Koristaiite - uutersçheidet. 
b 

E s  verdient bcmerkt zu werden, dass hier transcendente 
~ u r v e n  als Grenzresultat einer linear durchgeführten Kon- 

struktion erscheinen; dem 
Fig. 4. das allgemeine Integral 

y )  Als einen speziellen 
Fa11 zu 13), der ein be- 
sonderes Interesse bietet, 
führen wir die Gleicliung: 

2 x 
y'+ 7 y = U 

an. Für  sie ist 
aP E L $ + - = x + q ,  2 n: 

a' X ,en, - = 9 p e k t  wird; 
2 x 

I es kann also das zu einein 
x gehorige 5 mit Hilfe der gleichseitigen Hyperbel 

konstruiert werden (Fig. 4); man braucht nur den Punkt, in 
welchem die Hyperbel von der im Abstande x parallel zur y-Axe 
gezogenen Geraden getroffen wird, durch einen Strahl auf die 
x- Axe zu projizieren, welcher der Halbierungslinie von YOX' 
parallel liiuft. ~ u r c h  eine Reihc linearer Konstruktionen kanii 
also ein Polygon verzeichnet werden, das mit genügender Ge- 
nauigkeit den Verlauf einer Integralkurve anzeigt; die Grenze 
dieses Polygons bei bestandig zusammenrückenden Ordinaten- 
linien ware eine Integralkurve selbst, und zwar eine trans- 
cendente Kurve, enthalten in der Gleichung: 

x2 - - 
y = C e  a 
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für ein entsprechend gewiihltw C. Man erkennt leicht, dass 
auf den Ordinatenlinien, welche durch die Scheitel der Hyperbel 
gehen, die Wendepunkte der affinen Kurven liegen. 

8)  In dcr Gleichung 
y'- (J 

ist P = O ,  daher 6 wie 71 unendlich; die Tangenten an Punkte 
mit gleicher Abscisse sind demriach parallel. l n  der That 
hat eine Gleichung von 
der vorliegenderi Forrn 
ein Integralsystem, das 
den Translationen paral- 
le1 zur y-Axe gegen- 
über invariant ist. 

E )  Die Gleichung: 

- - 
1 

y'+; - 
CL--x p-x 

geh6rt unter die Form 
14); ihre S-Kurve ist 
die Gerade 

5 = cf; 

da ferner 
cd-x 

'q = 7 
P-2 

so bestcht zwischen 
dem Büschel der Ordi- 
natenlinien und den zu- 
geordneten Punkten von S Projektivitiit. Die Integralkurven, 
transcendcnte Linien von der Gleichungsform: 

erscheinen dernnach wieder als Grenzresultat einer linear ge- 
führten Konstruktion. Ihre Tangenten im unendlich fernen 
Punkte gehen durch den festen Punkt:  

. (Y-x 
S = n ,  q = l i m - = 1  

z = m  p-x 

von 8 ;  dieser Punkt ist also der Triiger des Büschels der 
iisymptoten der Integralkurven (Fig. 5). 

Zeitschrift f.Mathomatik u. Phgsik. 44. Band. 1899. 1. Heft. 
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Sur les ,,Tables des chiffres constants" de M. Calza, 

destinces à faciliter les multiplications et les divisions. 

Par 

M. G. C. BARAVEI,I,I, 
lngknieur B Home. 

Les tables numériques dont on se sert plus généralement lorsqu'on 
a un  grand nombre de multiplications ou de divisions à faire, et  sur- 
tout  lorsqu'on doit opérer sur  des nombres ayant beaucoup de chiffres, 
ne sont que des tablw de produits, telles quc l a  Table de Pythagore. 
Les plus connues parmi les tables de ce genre sont celles qui ont été 
publiées par  le Dr.  C r e l l e  et  qui contiennent les produits de tous les 
nombres de trois chiEres. 

L a  manière de se servir de ces tablcs est  simple; e t  l'avantage qu'on 
en tire consiste essentiellement en ce qu'elles permettent d'exécuter les 
multiplications e t  lcs divisions par l a  simple transcription des produits 
partiels et par  l'exécution d'additions ou de  soustractions. 

Lcs tahlw des Quarts de carrés de M. B l a t e r  sont aussi en usagt- 
et présentent un avantage réel pour la multiplication e t  pour l'extraction 
des racines carrées. 

Nous donnons ci-après, avec le consentement de M. F. C a lza  qui 
cn est l'auteur, un  spécimen d'une nouvelle série de tables, qui 
permettent d'exécuter, avec une facilité et une rapidité tout-à-fait 
remarquables, les multiplications et  les divisions." 

Ces tables, que l'auteur a appelées T a v o l e  d e l l e  c i f r e  c o s t a n t i ,  
sont au  nombre de 989, pour lcs nombres compris entre 11 et 999; 
elles donnent imme'diatement l e s  quotients et  les restes de t o u t e  
division, quand le diviseur a quatre chiffres au plus. Pour  les divi- 
seurs de 5 à 12 chiffres on fait usage de petites tables auxiliaires. 
Elles donnent aussi immédiatement les produits par  tout  nombre de 
trois chiffres. 

L a  table que l'on trouvera ci après sert  à multiplier par  247 et 
à effectuer les divisions par 247 et  par 247 1 à 2479. 

Division: d i v i s e u r  d e  t r o i s  c h i f f r e s .  On cherche dans la pre- 
mière colonne les nombres les plus proches, par défaut, des dividendes 
successifs; l a  deuxième colonne donno les quotients correspondants et  
le premier chiffre (centaines) des restes; le chiffre des unités du reste 
se trouve dans la colonne qui porte en tête un O et  le chiffre des 

* Un spécimeii de ces tables a été publié par l'auteur, à Kaples. Une de- 
scription en a été donnée dans  nne  K o t a  su a l c u n i  a i u t i  a l l '  eseçuzione 
dei calcoli  numcrici ,  publiée dans les Annali  de l l a  Socie tà  deg l l  
Ingegner i  e degli Arch i t e t t i  I ta l iani .  Rome 1895. 
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dizaines est représenté par la colonne vide entre les deux: on l'obtient 
en retranchant du dividende le nombre approché par défaut qu'on a 
trouvé dans la premiEre colonne. Exemple: 13674919 : 247. 

On cherche dans la colonne des dividendes la première tranche de 
trois chiffres* (en comptant de gauche à droite) du dividende (136); 
le nombre qui en approche le plus par défaut (134) donne le quotient 
5 et le reste 1.5; en retranchant 134 de 136 on obtient 2, qui est le 
chiffre des dizaines du reste: le reste est donc 125. On ajoute à ce 
nombre le quatrième chiffre du dividende (7) et on obtient 132, qu'on 
cherche dans la colonne des dividendes. Le nombre le plus rapproché 
par défaut est 124, qui donne 5 au quotient et .5 de reste; et  puisque 
132 - 124 = 8,  le reste est 85. On ajoute, à ce nombre le cinquième 
chiffre (4) du dividende et  on obtient 89. A la colonne des dividendes 
on a 85 = 89 - 4: le quotient est 3 et le reste 1141 9, et ainsi de 
suite. 

L'opération est arrêtée à l'avant dernier chiftre (de droite) du 
dividende. On dispose le calcul de la manière suivante: 

13 674 919 : 247 
Quotient . .553 64 - 
Beste . . . . . 11 

Le reste de le division est la somme du reste (2) correspondant 
au dernier chiEre du quotient et  du dernier chifire du dividende. 

11 est à remarquer que les neuf lignes entre filets, qui partagent 
la table en tranches horizontales, correspondent aux multiples du 
diviseur: 2-17> 494, etc. Si a n  cours de la division on tombe sur un 
de ces multiples, et si son dernier chiffre n'est pas plus fort que le 
chiffre suivant du dividende, on obtient à la fois deux chiffres du 
quotient; et la différence donne les dizaines du reste, dont le chiffre 
des unités est 0. 

Exemple: 12364. . : 247. On trouve que 1235 est un multiple; 
et comme on a au dividende 1236 on peut mettre 50 au quotient et 
on a le reste 6 - 5 = 1 dizaine, c'est - à - dire 10, qu'on ajoute au 
chiffre suivant (4) du dividende, et ainsi de suite. Si le dividende 
était 12334 . . . on ne pourrait pas s'arrêter a u  multiple 1235; on de- 
vrait reculer au 119, qui donnerait le quotient 5 et le reste 242; pour 
242 + 3 - 245 on aurait le quotient 9 et le reste 227, etc. 

Il va sans dire qu'on peut continuer la division et calculer le 
quotient arec autant de dc'cimales qu'on veut, en supposant qu'un 
nombre correspondant de zéros soient ajoutés au dividende. 

D i v i s e u r  d e  q u a t r e  chiff res .  Le procédé de calcul est sem- 
blable; seulement, au lieu de chercher le dernier chiffre des restes 

* Si le nombre f o n d  des trois chiffres était plus fort que le diviseur, il 
faudrait n'en prendre que deux. Ainsi si le dividende est 2 7 5 .  . . on devra 
chercher dans la colonne des dividendes le nombre approchant de 27. 

4 * 
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dans la colonne intitulée O, on le cherche dans l a  colonne désignée 
par le dernier chiffre du diviseur. Le  chiffre à, droite, en haut,  doit 
être écrit au-dessus du dividende en avançant de deux rangs vers 
la droite. Les chiffres écrits au dessus du dividende sont à ajouter 
aux chiffres correspondants du dividende. Exemple: 1443642 : 2473. 

Pour  le 144 la colonne des dividendes donne 144; le quotient est 
5 e t  le reste 2[0]3; on écrit un 5 au-dessus du 6 du dividende. Pour 
203 -1 3 = 206 on trouve 198; lc quotient est 8 et le reste [8]1; on 
écrit un  6 au-dessus du 4 du dividende. Pour 8 1  + 6 + 5 = 92 on 
trouve 85; le quotient est 3 et lc reste 1[7]8; on écrit 1 au-dessus 
du 2 du dividende. L'opération est terminée au deuxième chiffre avant 
le dernier du dividende; on obtient le reste en ajoutant au restc 
trouvé (178) décuplé les deux derniers chiffres du dividende et les 
chiffres écrits au-dessus: 1780 -1 4 2  + 6 1 = 1883. 

On dispose le calcul ainsi: 
5 6 1  

1443642 : 2473 
Quotient . . 583  

-- 

178.  
-- 

Reste . . . . 1883 

Quand un trait - est superpos6 au chiffre des unités du reste on 
doit retrancher 10 du reste. Ainsi pour 21142 - - .: 2477 on trouve 208; 
le ch i f i e  du quotient est 8 et  le reste 1 3 8  doit être réduit à 128. 
Si on tombe sur l'un des multiples on peut, comme pour le diviseur 
de trois chiffres, écrire à l a  fois deux chiffres du quotient: i l  faut 
ajouter a u  reste, avec leur signes, les nombres qui se trouvent entre 
les filet's, à la  rericontre de la ligne du multiple et  de la colonne 
désignée par le dernier chiffre du diviseur. S i  le résultat qu'on 
obtient est négatif on devra remonter, dans la première colonne, au 
dividende précédent. Exemple: 148313 : 2472. On a le multiple 1482 
qui donnerait 60 au quotient e t  1 dizaine, ou 1 0  unités, de reste. 
Mais il faut  ajouter au reste + 8 - 20 ce qui donnerait un  r4sultat 
négatif; par conséquent il faut reculer, dans le colonne des dividendes, 
au nombre précédent (144) et  on trouve que le quotient est 59. 

Il est aussi à remarquer que les nombres ii gauche des multiples, 
qui lcur correspondent exactement (122 15 est l'équivalent de 1235, etc.) 
aident quelquefois à abréger les calculs. Exemple: 11379 . . - : 2473. 
On a pour 113 le q ~ o t ~ i e n t  4 et  le reste 140; on écrit un  8 au-dessus 
du 9 du dividende. On a ensuite 140 + 7 = 147, et  on trouve à gauche 
du multiple 148 2 les chiEres 147 1 2 ,  e t  comme on a au dividende 
9 + 8 = 17  on peut marquer 6 0  au quotient. On a pour le reste 
17  - 12  = 5 dizaines, auxqui:lles i l  faut ajouter avec leurs signes les 
nombres entre filets à la  colonne 3; ainsi on a 50 - 20  f 2 - 32, 
qui est le reste. 
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1 '1 principale, 4 212 et sur la table auxiliaire, pour le quotient 
4, 3 032, qu'on écrit 032 

D i v i s e u r  de  c i n q  à douze  chiff res .  Les tables auxiliaires 
qu'on doit employer, forment un cahier à part cornprénant les nombres 
entre 11 et 9999. La table auxiliaire de chaque nombre donne les 
complénlents des neuf premiers nlultiples du nombre aux multiples de 
l'unité suivie d'autant de ze'ros que le  nombre a de chiEres. 
Ainsi la  table auxiliaire iie 742 est la suivante: 722 

Soit 864319 : 247742: le quotient aura évidemment un 
seul chifie entier. Dans la table principale (247) on trouve, 
pour 86, 3 119;  dans la table auxiliaire on a ,  pour le quotient 2 
3, 3774 et  on écrit 774 3 

864319 4 
3 5 

Les chiffr~s qu'on écrit au-dessus du dividende sont à 6 
additionner; ceux qu'on écrit au-dessous sont à retrancher. 7 
En continuant on pose la virgule au quotient, et comme 8 
le reste est 119 + 4 - 3 = 120 on trouve, sur la table 9 

* Vieille, Théorie genérale des approximations numériques 

1 258 
516 

, 774 
, 032 , 290 

545 
806 
064 

- 322 

7 74 
864319 

3 3 
Le reste est 212 + 3 + 7 - 3 = 219 qui donne, dans la table 

principale, 8 214 et dans la table auxiliaire, pour le quotient 8, 6 064. 
Si on s'arrête à ce point on obtient le reste de la division d'une 
manière analogue à celle qui a été indiquée précédemment. Si on trace 
une ligne verticale à droite du chiffre du dividende qui correspond au 
nombre demandé de décimales, on peut limiter ii cette ligne les chiffies 
à écrire au - dessus du dividende. Le calcul est disposé de la manière 
suivante : O 

77 
8 6 4 3 1  

336 

Quotient 3,488 

. .  

. 
9 

Cette disposition rappelle le procédé de la division abrégée effectuée 
par les méthodes ordinaires," mais le résultat est obtenu d'une manière 
bien plus rapide et le nombre des chiffres à écrire est aussi limité 
que possible. 

La juxtaposition de deux tables auxiliaires permet d'arriver aux 
diviseurs de 12 chiffres; la convenance de l'emploi de ces tables est 
surtout très grande quand on a à effectuer plusieurs divisions par un 
même diviseur. 
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Multiplication. Chaque tranche horizontale de la table donne, 
dans chacune des colonnes qui portent au haut l'un des chiffres 1 . . .9,  
les produits de 247 par les nombres 11 à 99. Chacun de ces multiples 
est partagé en deux sections, dont l'une est au bas et l'autre au haut 
de la tranche, ce qui empêche toute confusion ayec les norribres inscrits 
au milieu de la tranche, qui servent pour la division. 

Le procidé est le suivant. Soit 
709532 x 247 

190074404 
En comptant de droite à gauche on a d'abord 32 au multiplicande: 

ii la tranche 3 et à la colonne 2 on trouve 01,  qu'on marque au pro- 
duit, et 79 qu'on retient. 5 Etant le troisième chiffre (de droite à 
gauche) du multiplicande, on cherche dans la tranche 5 le reste qui 
approche le plus de 79; ou trouve [7]5, qui correspond au dividende 
124 + 7 = 131: on retient 131 et on marque 79 - 75 = 4 au produit 
Pour le quatrième chiffre (9) du multiplicande on trouve, dans l a  
neuvième tranche, 11217 et le dividende 233 - 1 -  2 = 235, qu'on retient; 
on marque au  produit 131 - 127 = 4. Pour le 6 on a 2[2]8 et le 
tlividrnde 160 $ 2 = 171 ; on marque 235 - 228 = 7. Pour le 7 du 
multiplicande on a 1 [7] 1 et le dividende 183 + 7 = 190 : on marque 
171  - 171 - 0 et,  à gauche, 190. 

L'application de ce procédé est beaucoup plus simple que sa de- 
scription; les petites additions et soustractions sont faites mentalement 
et  l'on n'a à écrire que les chiffres du produit, tandis qu'avec toute 
autre table de produits partiels on devrait, au moins, transcrire un de 
ces produits pour chaque tranche de trois chiEres du multiplicande, et 
additionner ces produits partiels convenablement disposés. Si le multi- 
plicateur a plus de trois chiffres, l'avantage est aussi grand, car on ob- 
tient les produits partiels du multiplicande tout entier par chaque 
section de trois chiEres du multiplicateur. 

Extraction des racines carrées. Chaque table porte en tête 
l'indication du quart du carré du nombre qui la désigne, ce qui rend 
très aisée l'effectuation de l'opération par le méthode ordinaire, puisqu'on 
a imme'diatement les premiers chiffres de la racine. La  table aide à 
la rapidité de l'effectuation des divisions successives, dont les diviseurs 
commencent toujours par les mêmes chiffres. 

Conclusion. On voit qu'à l'aide des tables de M. C a l z a  on peut 
effectuer avec une plus grande facilité et d'une manière plus prompte 
les calculs pour lesquels on a employé jusqu'à présent les tables des 
produits ou les tables tétragonométriques; on peut dire aussi que les 
résultats sont plus sûrs puisque le calculateur n'a pas à transcrire 
machinalement des résultats, mais doit les trouver à l'aide de calculations 
mentales excessivement simples, qui tiennent son esprit en éveil. 
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Par M. G. C. BAKAVEI.LI. 
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Beispiele graphischer Tafeln, mit Bemerkungen 

über die Methode der fluchtrcchten Punkte. 

v ori 

R. M E I ~ K E  
in StuttgarS. 

Hie r~ i i  drei Tafolri 

D i e  mannigfachen unbestrei tbaren Vorzüge  graphischer  Dar- 

s te l lungen gegenüber  numerischen Tabel len s ind  bekannt .  DCihrend 

aber  die nMchstliegende Methode,  cine F u n k t i o n  a = f (x;, y) von zwei 

Veranderl ichen in einer  E b e n e  darzustellen, niimlich (unter  Deutung 

der  Veriinderlichen als  Cartesischer  Koordinaten eines Punktes )  durch 

Hohenkurven  der zugehorigen F lcche ,  liingst z u m  Gemeingut  der 

Mathematiker ,  Phys ikcr  u n d  Techniker  aller Rich tungen  geworden ist, 

h a t  die ,,Methode der  fluchtrechten Punkte""  t r o t z  i h r e r  besonderen 

Vorxüge u n d  t rotzdem i h r e  Spiiren vielleicht in Deutschland am 

weitesten zurückveifolgt  werden  kGnnen,** bei uns noch  wenig Ver- 

* Ich gebe so die neuerdings von M a u r i c e  d ' 0 c a g n e  im Bulletin de la 
SociMtE Mathématique de France, t. XXVI,  p. 31, 1898, vorgeschlagene Bezeich- 
nung ,,méthode des points alignésLL wiedcr. In der Sprache der Ilauleute und 
Peldmesser ist ,,E7lucht" gleichbedeutend mit dem franzosischen ,,alignementu, 
,!einfluçhtenU oder .,nach der Flucht einrichten" mit ,,aligner", daher darf man 
wohl ,,fluchtrechtU, d. h. riach der Flucht eingerichtet oder in eiuer geraden 
Linie liegend, fiir das franz6sische ,,alignéG' setzen; wie ja aiich wagorocht, senk- 
recht oder lotrecht genannt wird, wüs nach der (Setz- oder Wasser-) Wage, dem 
Senkel oder Lot eingericht,eL ist. 

** Das alteste mir bekanntc h i s p i e l  für die Anwendung der fraglicheii 
Tvlet,hode findet sich in einer Abhandlung von Milobiils au3 dem Jahre 1841 
(Crellcs Journal, Bd. 2 2 ,  S. 280, E'ussriote, oder Mobius '  Gesammelte Werke, 
Hd. 4,  S. 620). Es heisst dort: ,,Man konnte hiernaçh eine Parabel in  Verbindung 
mit einer Geraden , beide auf die oben beschriebene Weise eingeteilt , auch als 
M~lti~likationsrnaschine benützeu. Ein Lineal, gelcgt durch die Teilpunkte der 
Parabel, an welchen die Faktoren stehen! wiirde die Gerade in dem Teilpunkt 
des Produktes treffen. Uei dieser Gelegenheit mag noch bemerkt werden, dass 
zu demselben Zweck statt der Parabel auch zwei Gcraden, die eirie fiir den einen, 
die andere fiir den anderen Faktor, angewendet werden konnte . .". Ein anderes 
Ueispiel, auf das ich schon friiher hingewiesen habe uud das ich daruals für das 
iilteste hielt (siche W. D y c k ,  Kat,alog mathematischer und mathemat,isch-physi- 
kalischer Modelle, Apparate und Instrumente, Pl'achtrag, Miinchen 1893, 8. 1'7, 
Kr. 43 a), ist  clic Safel zur Oes~hwindi~keitsformel von G a n g u i l l e  t und Kut te r  
(Zeitschrift des ijsterreichischen Tngenieur- und Architektenvereins, 21. Jahrgang, 
1869, Figur 13 suf Blatt Kr. 9 ;  abgedruckt im Handbuch der Ingenieunvissen- 
schaften, Ud. 4 ,  und in verschiedenen Auflagen des Txschenbuchs des Ingenieurs, 
herausgegeben vom Verein ,,HiitteNj. 
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Beispiele gra,phiscber Tafeln etc. Von Lt. X.~EHHKI<:. 57 

breitung gefunden. Ich habe mir deshalb die Aufgabe gestellt, durch 
VerGB'entlichurig gebrauchsfertiger, den verschiedensten Anwendungs- 
gebieten entnommener Tafeln, die nach dieser Methode konstruiert 
sind, zum Bekanntwerden der letzteren nach Xiloglichkeit beizutragen.* 

Es erscheint mir zweckuiüssig, des Vergleichev wegen in erster 
Linie solche Beispiele z u .  wahlen, die bereits nach der alteren hie- 
thode, um deren Entwickelurig sich bekarintlich L &on Lalanue*" 
und Chr.  A. Vogler*** besonders verdient gemacht hahen, behandelt 
worden sind. 

Zur Kennzeichnung der hier in Rede stehenden Methode sei 
folgendes rnitgeteilt. Tst zwischen drei ~eriinderlichen Grossen x, y 
und s eine durch die Gleichung F ( x ,  y, z)  = 0 dargestellte Beziehung 
vorhanden, so a i rd  diesc geornetrisch zum Ausdruck gebracht, indern 
man (siehe Big. 1) drei (im allgemeinsten Balle krummlinige) Skalen von 
der Bcschaffenhcit konstruiert, dass zu drei in einer Geraden liegendcn 
Teilpunkten derselben immer solche Zahlenwerte von x, y und z ge- 

* Ausser der i n  der vorhergehendeil Anmerkung genauuteu Tafel von 
Cr a n g u i l l e t  und K u t t e r  (1869) sirid mir noch folgende im deutschen Sprach- 
gebiete veroffentlichte Anwendungcn der Methode der fluchtrechten Punkte be- 
kannt: 

R. M e h m k e ,  Graphische Tafel zur I3estimmung cicr Korrektion des Baro- 
meterstandes, welche bei der Reduktion aiif O0 wegen der Tamperaturausdehnung 
des Quecksilbers und des MaPstabes notig i s t ,  Annalen der l'hysik und Chemie, 
neue Folge, Bd. 41, Tafel VIi  (Text S. 892) ,  1890. R. M e h m k e ,  Graphische 
Tafel zur Ermittelung der Leistungen von Lukomotiven, Centralblatt der Bau- 
veiwalt,iing, .Tahrgang 1890, S. 418. Ha,ns  M a u r e r ,  Graphische Tafeln fiir 
met~eorologischc und physikalischc Zwecke, Inaugural-Dissertation, Strassburg 
(Ihuck von Hammerich & Lesser in  Altona) 1894; es sind rier meteorologische 
Tafeln (für die Korrektion des Barometerstandes wegen der 1Vi.rmeaiisdehniing 
des Quecksilbers und des Manstabes, f i r  die Hediiktion des Barometerstandes 
auf' Meeresniveau und auf die geographische Breite von 45', allgemeine Barometer- 
t a fd ,  Psychromst,ertafel) und fiinf physikalische Tafeln (fiir die Berechnung der 
Luftdichtigkeit und die lteduktion eines Gasvoluniens auf O 0  und 760 mm Druck, 
die Ileduktion einer Skalenablesuug auf ihren Winkelwert, die Xeduktion vori 
Schwingungsdauern auf unendlich Heine Biigen, die Restimmiing des Brechungs- 
verhaltnisses eines Prismas, die Bestimmung der Dispersion mit dem A b  beschen 
Refraktorneter) gegeben. 

Auf der matheniatischen Ausstellung in München im EIerbst 1893 haben 
siçh li im Jahre 1889 von mir entworfene graphische Tafeln der fraglichen Art 
(dariinter die hier vorgelegten) befunden, siehe W. Il y c ks  Ka,talog , Nachtrag, 
Miinchen 1893, Nr. 40 d ,  S. 9 und Nr. 44b,  S. 19. 

c b e r  die zahlreichen Ariwendungen der Methode, die seit 1891 nameritlich 
in Frankreich und Italien verofferitlicht worden sind, findet man einen interessanten 
Bericht von M. d ' 0 c a g n e  in der Revue générale des sciences, 9e année, 1898, 
p. 116. 

** Mémoire sur Ics tablcs graphiques et  sur l a  geometrie anamorphique..  ., 
Anuales des Ponts e t  Chaiissées, 2 é m e  série, t. 11,  l e z  semestre 1846, p. 1. 

*"* Anleitung zum Entwerfen gaphischer  Tafeln, Berlin 1877. 
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5 8 Reispiele graphischer Tafeln etc. 

horen, die jene Gleichung befriedigen." Setzt man an Stelle einer 
dieser Skalen eine einfach-unendliche Schar von solchen, so wird 
damit eine neue Veriinderliche eingeführt, namlich dcr Parameter, der 
die Lage des Tragers eirier einzelnen dieser Skaleri bestimnit. Auf 
diese Weise ist  es moglich, das Verfahren auf Gleichungm ewischen 
4, 5 oder 6 Ver5nderlichen auszudehnen.** - 

Mit, M. d '0c ' agne  wollen wir von den sogenannten Parallel- 
koordinaten einer geraden Linie Gebrauch niachen. Darunter sind 

* Damit eine solche Darstellung moglich sei, wozu gehort,, dass die Funk- 
tion 3' sich euf die Form: 

F ( x , y , 4 =  1 ~JJ , :Y )  y . , (? / )  v1 1 

l ms (2; 3% (4 1 
bringen lasst ,  muss F einer gewissen partiellen Differentidgleichung genügen, 
deren Aufstellung und niihere Untersuchung noch aussteht. 3:s hat  aber kiirzlicli 
M. E. D u p  o r c q  im Riilletin des sciences mathématiqnes, 2bme série, t. 2'2, p.287, 
1898, einen Weg  gezeigt, um auch ohne jcne Difi'crcntitllgleichung, nur mit  Hilfe 
notwendiger und hinreichender Funktionalgleiclriungen, die Funktion F zu priifen 
und ihr ,  wenn es m6glich ist ,  die fragliche J'orm zu geben. Aus Mangel an 
Itaiim kann hier auf diese Iintcrsuchiingen nicht eingegangen werdcn, es sol1 
dies aber bei nachster Gelegenheit geschehen. 

** In geschichtlicher Beziehung is t  folgendes zu sagen. Bei den in der zweiten 
Anruerkung auf S. 56 erwahnten vereinzelten Ariwendungen von Mt ib ius  (1841) 
sowie G a n g i i i l l e t  iind K i l t t e r  (3869) i s t  noch nicht davon die Retie, dass es 
sich um eine allgemeine Methode, Punktionen rnehrerer Verinderlichen geo- 
metrisch darzustellen, handelt  , wenngleich M ü t i iu  u tiefer in die Sache ein- 
gerlriingen sein mag,  als seine oben wiedergegebenen kiirzen Hemerkungen er- 
kennen lassen. Es  ha t  dann 1884 M. d ' 0 c a g n e  in  den Annales des Ponts et 
ChauusBes, 6. shrie, t. 8, p. 531, au8 den von L a l a n n e  1846 a. a. O. zur Aufl~surig 
trinomischer Gleichungen vorgeschlagenen Tafeln durch Vei-taiischiing von Pnnkt- 
koordinaten mit Linienkoordinaten neue, demselben Zwecke dienende Tafeln ab- 
geleitet , welche zu den ,. abaques à alignement" gehoren, aber e r  ha t  es  damals 
unterlassen, das allpemeine Prinzip der Metliode der fluchtrechten Punkte aus- 
zusprechen und dies erst 1890 nachgeholt (Génie civil, t .  XVII, p. 343). Inzwischen 
hatte das jedoch, 1886, A u g u s t  A d l e r  (Berichte der Wiener Akademie, Bd. 94, 
2. Abtlg., S. 4O4), ebenfalls an  L a l  a n n  e ankniipfend, aber ofenbar ohne Kenntnis 
der ersten Arbeit von M. d '  O c a g n e ,  bereits gethan. Die speziellen, von Ad1 e r  
angegebenen Safeln zur Buflosung numerischer Gleichungen u .  S. IV sind mit denen 
von M. d'  O ü a g u e  kolliuear venvandt, aber nicht identisch, weil A d l e r  andere 
Tjinienkoordinaten benützt als M. d ' O c a g n e .  Tch selbst bin auf die fraglicha, 
alle wesentlichen Gesichtspunkte enthaltende Arbeit von A d l e r  erst in neuester 
Zeit a u h e r k s a m  geworden; unabh%ngig davon hatte ich 1889 ebenfalls die Me- 
t,hode aiisgebildet, einzelnen meiner Schiiler mitgeteilt iind viele Anwendiingen 
von ihr gemacht. E s  scheint A d l e r  auf die Sachc nicht wiedcr zurückgekommen 
zu sein, wahrend M. d ' O ç a g n e  in zahlreiehen Verüffentlichuugen diese wie 
andere Methoden der ,,?TomographieLL gefCirtlert iind in seinen letzten Arbeit~n 
(siehe namentlich: Bulletin de la  Société Meth6matique de France, t. XXV1, p. 16, 
1898) das Game in ein System gebracht hat.  

Die Ausdehnung der Methode der fluchtrechten Punkte auf den R,auui be- 
trefknd vergleiche man die Mitteilung: Jbcr einen Apparat zur Auflosung 
numerischer Gleichungen mit vier oder fiinf Gliedern" am Schluese des vorher- 
gehenden Bandes dieser Zeitsçhrift. 
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(siehe Fig. 2) die Abschnitte in. und 1; zu verstehen, welche die Geracte 
auf zwei zu einander parallelen Axen von beliebigem Abstarid bildet, 
jeder Abschnitt von dem willkürlicheri Nullpunkt der bptreffenden Axr 
an gemessen und mit dem Plus- oder Minuszeichen versehen, je nach- 
dem er dem positiven oder negativen Teile dieser Axe angehort." 

Legt man den Nullpunkten O, und oz der u- und v-Axe die Ge- 
wichte Â und p bei, zieht man ferner dureh ihren Schwcrpunkt q eine 
Parallele zu den Axen und bezeichnet das auf ihr durch die betrach- 
tete Gerade abgeschnittene Stück mit w, so sind die parallel zu den 
Axen gernessenen schiefen Abstiinde u,  v ,  zu der Punkte O,, O, und q 
von jener Geraden proportional den zugehorigen senkrechten Abstiinden 
71,) h,, h ,  zwischen denen bekanntlich die homogene lineare Gleichung : 

d h , + p h 2 - ( L + p ) h = O  

besteht. Eolglich ist auch 

il d ~ ~ $ - , u ~ - ( A + p ) w - 0 .  

E s  leuchtet ein, dass jede Gerade, deren Parallelkoordinaten zc, v 
dieser Gleichung genügen, durch den Punkt p geht, der dureti die 
Zahlen A ,  p (bezw. deren Verhaltnis) und den Abschnitt w bestimmt 
ist. Daher kann 1) die Gleichung dieses Punktes genannt werderi. 
Cm den Punkt zu einer gegebenen Gleichung zu finden, kann man 
zwei (oder zur Probe noch mehr) Geraden konstruiereri, deren Koordi- 
naten die Gleichung befriedigen, indem man etwa jedesmal eine Ko- 
ordinate beliebig wiihlt, die andere aus 1) berechnet; es liisst sich 
auch der Umstand benützen, dass 

-- 

o i 4 :  go2 = p :  A.  

* Schon zehn Ja,hre Tor M. d ' O  c a g n e  ha t  Herr K. S c h w e r i n g  (im Jahres- 
bericlit für 1874 des VCTestfiilischen Provinzialvereins, S .  149) Parallelkoordinaten 
benützt, wenu auch zu audereu Zweckeri. Herr S c h  w e r i n g  niniuit die Ver- 
bindungslinie der Kullpunkte heider Axen senkrecht zu letzteren an. Oft ist  es 
aber von grosstem Wer t ,  von dieser Beschrankung frei zu sein. Dagegen kann 
man beiden Axen stets die gleiclie positive Liichtiing gebeu, was im folgenden 
geschehen sou. 
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L a d  sich nun die darzustellende Gleichung l ' ( a ,  y, 2) = O auf 
die Porm 

2) a (4 9 (2) + B (4 lji (Y) + Y (2) - 0 
bringen - ein sehr hiiufiger besonderer Fall, auf den wir uns hier he- 
schriinken wollen -, so kann Gleichung 1) dadurch mit 2) identisch 
gemacht werden, dass man: 

3) " = " '~(4, 
4) v = b@(y)  

setzt, wo u und b beliebige Konstanten bezeichnen, und ferner 

Werden in 3) dem x verschiedene? eine arithmetische Reihe 
bildende Werte erteilt, an die Endpunkte der zugehorigen a die be 
treffenden Werte von x geschrieben, so ergiebt sich die Skala der xJ 
die hier also geradlinig ist und die 21- Axe zum Trager hat. Ebenso 
liefcrt 4) die y-Skala mit der v-Axe als Trager. Endlich gehort ver- 
m6ge 5) auch zu jedem Werte von s ein bestiiumter Punkt, was zu 
einer dritten Skala, derjenigen der a ,  Veranlassung giebt. Diese wird 
im allgcmeinen krummlinig sein, dngegcn als Triigor eine Parallele zu 
d m  Axen haben, wenn cr und ,6 Konstanten sind. 

Dass zwischen den drei Skalcn der gowünschte Zusammenhang 
besteht, ist klar. Die Gerade durch irgend drei zusammengehorige 
Punkte wird man in der Regel nicht zu zeichnen brauchcn, sondern 
z. 13. durch einen mit den IIanden gespannten Faden herstellen konnen. 
Auch ein Lineal aus Hartglas oder Zcllhorn mit einer uliterwiirts cin- 
geritzten feinen Linie ist zweckm5ssig. 

Beis~ieie. 

1. Zustand-Tafcl für  1 kg atmosphiirischc Luft (Safel 1). Diese 
Tafel ist die Umwandlung einer nach der alteren Methode entworfenen 
von G. H e r r m a n n . "  Die zwischcn dem Druck p ,  dcm Volumen V 
und der Temperatur t nach dem M a r i o t t e  -Ga y L u s s  acschen Gesetz 
rorhandcno Beziehung y = 29,268 (273 + 

wurde durch Logarithmieren auf die E'orm 2) gebracht, n a d i c h :  

l o g p  + log V -  log [29,268(273 + t)] = O. 

E s  konnte dann u =  alogp, v = a l o g i ;  

gesetzt werden, d. h. für den Druck und das Volumen sind logarith- 
mische Skalen gleicher Lüngeneinheit genommen, wodurch Â. = p wurde 

* Zur graphischen Bchandlung der mechanischen Wirmetheorie. Zeitschrift 
des Vercins Deutscher Ingenieure, Bd. 28,  1884, Textblatt 4 vor S. 901. 
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oder die Skala für die Temperatur in die Nitt,e zwischen die Axeu 
fiel. Bei adiabatischer Zustandlinderung ist bekanntlich: 

p V1'41 = const, was u + 1,41 a - const = O 

giebt. Dies ist die Gleichung eines Punktes auf einer (in der Tafel 
pe ichne ten)  Parallelen zu den Axen, welche deren Abstmd im Ver- 
haltnis 1,41 : 1 teilt. Die gestrichelten Linieri zeigen die LGsung der 
Aufgabe: Wie tief sinkt die Temperatur einer Luftmenge von 2U0C. 
Temperatur und 6 atm. Druck bei adiabatischer Ausdehriung bis auf 
atrnosph5rische (1 atm.) Spannung? Die Tafel giebt ungefihr - 100° C. 

2. Tafel II eritspricht der auf der alteren Methode beruhenden 
Kurventafel zur Ber~chnunp der von künstlichen Lichtqucllen indizier 
ten IIelligkeit von L e o n h a r d  Weber ."  

Für  die IIelligkeit If cincs wagcreehten Fliichenelementes, das 
durch eine Lichtquelle von 100 Normalkerzen mit nacli allen Richt- 
ungen gleicher Emission belcuchtet wird, hat man, wenn dns Fliichen 
element die wagerechte Entfcrnurig x und die senkrechte Entfernung z 
(in cm ausgedriickt) von der Lichtquelle besitzt: 

l o O z  . H =  3 

(x2 + z 2 ) 2  

nach Erheben beider Seiten auf die Potenz 

her, die mit  der von 2) iibcreinstimmt, wenn y statt H geschrieben 
wird. Wir  hab.en dann gemass 3) und 4) zu setzen: 

2 
zc=ux2, v = b H p Y .  

Die von irgend einem Punkte der 2-Skala an den Triiger der 
z-Skala gezopene Tangente trifft die H-Skala offenbar in dem Punkte, 
an welchem die griisste, beim wagerechten Abstand z zu erzielende 
IIelligkeit des Flachenelementes steht, und an dem (schatzungsweise 
zu bestimmenden) Berührungspunkte jener Tangente kann die H6he z 
abgelesen werden, in welcher die Lichtquelle sich befinden muss, damit 
die IIelligkeit den fraglichen Grosstwert annirnmt. (In der Tafel ist  

h = - 105a und a ungefihr mm. Der in der Tafel nicht an- 
100 

gegebene, dem Werte H = cc entsprechende Nullpunkt der v-Axe liegt 
weit oben. Würde man b dasselbe Vorzeichen geben wie a ,  so würden 
die Werte von H von oben nech unten wachsen, also umgekehrt wie 
(hjenigen von x, und der TrHger der B-Skala wiirde nieht zwischen 
die Axen fallen.) 

* Elektrotechn. Zeitschr., 6 .  Jahrg., 1885, S. 66. Die Tafel ist mit Fig. 3 
bezeichnet. 
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3. Bei der Berechnung von Wasserleitungen wird oft die einfache 
D upui tsc l ie  Formel 400000 J d  = Q 2  angewendet, morin J das Ge- 
Fille in m/km, &! die durchfliessende Wassermenge in cbm/sec, d den 
lichten Ilohrdurchmesser in Iileter bezeichnet. F ü r  die Durchfluss- 

Geschwindigkeit V in m/sec ha t  man ausserdem Q = P d  Die durch 
4 

Logarithmieren hieraus hervorgehenden Gleichungen schreiben wir in 
der Forrri 

'1  
log J + 5 log d - 6 (%log Q + <;oiist) - 0 

und 

l o g P + 2 l o g d  3 ( ~ 1 0 g & + c o n s t  

Der ersten Gleichung entsprechend sind in Tafel III zwei logarith- 
mische Skalen mit derselben Liingeneinlieit für J und d vorhanden und 
eine logarithmischa Skala fü r  &, deren Langeneinheit nu r  '/, so gross 
ist und deren Triiger den Abstand der beideri anderen irn Verliiiltnis 
5 : 1 teilt. Cm auch der letzten Gleichung zu genügen, wurde eine 
logarithmische Skala für  die V im Milal3stabe der erstgenanrlten in 
solcher Lage hinzugefügt, dass der Triiger der (S-Skala den Abstand 
der Trager der Jr- und d-Skala im ~e rh : i l t n iu  2 : 1 teilt. Die V-Skala 
liegt so in der Mitte zwischen der J- und d-Skala. Sind von vier 
zusauimengeh6rigen Werten J ,  Q, V, d irgelid zwei gegeben, so liefert 
die Tafel augenblicklich die beiden anderen. Die gestrichelte Geradc 
der 'l'afel entspriclit dern Zahlenbeispiel J =  60 m/km, Q = 500 llsec; 
man erhiilt d = 0,4 m und V -  3,9 m.* 

(Die Ueispiele werden fortges~txt werden.) 

Die Deformation eiiler geradliriigen 
oline Andermg der Larigen 

Von Friedrich Schur in 

Flache zweiten Grades 
ihrer Geraden. 
Karlsruhe. 

Im Jahre 1873 fand Herr Henrici** den folgenden Satz: 

, ,Wenn  m a n  d ie  E r z e u g e n d e n  e i n e s  e inscha l igen  Hyper- 
bo lo ids  a l s  s t a r r e  Geraden  b e t r a c h t e t ,  d i e  t i be ra l l ,  wo sic sich 
t r e f fen ,  f e s t  v e r b u n d e n  s ind ,  a b e r  s o ,  das s  a n  j edem Schn i t t -  

* Eine ahnliche, von M. G. I) ar iès  konstruierte, auf der Formel von M. L é b y  
beruhende Tafel neueren Uatums findet man in den Noiivelles dnnales de la Con- 
struction, 5" série, t .  IV, 1897,  pl. 33. 

"* Vergl. den Katalog ruathem. Modelle, herausgegebeu von Wal te r  Dyck, 
München 1892,  S. 261. 
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p u n k t ' e  e i n e  f r e i e  B e w e g u r i g  d e r  e i n e n  uni d i e  a n d e r e  m o g l i c h  
b l e i b t ,  s o  i s t  d i o  F l a c h e  n i c h t  s t a r r ,  s o n d e r n  e r l a u b t  n o c h  e i n e  
D e f o r m a t i o n  i n  e i n e  e i n f a c h  u n e n d l i c h e  A n z a h l  a i l d e r e r  H y p e r -  
boloide." 

Obwohl dieser Satz schon mehrfacli Gegenstand von Publikationen* 
gewesen i s t ,  so ist  seine Stellung im Systeme der Geometrie noch kaum 
zu einem hinreichend einfachen Ausdrncke gehracht worden. H a t  man es 
doch bisher nicht einmal der Erwiihnurig für wert gehalten, dass derselbe 
Satz anch fiir das hyperbolische Paraboloid gilt. Der Satz ergiebt sich 
aber ganz von selbst, wenn nian nach denjenigen Geradeu des Baumes 
fragt,, denen bei einer raumlichen Affinitiit ihnen kongruente Geraden ent- 
sprechen. 

Dcnn zwei Flachen, von denen die eine aus der andcren nach dcr i m  
Satze angegebenen T'orschrift entstanden is t ,  stehen ja  sicher in affiner 
Verwandtschaft eu einander, in  derjenigen namlich, welche dadurch bc- 
stimmt ist,  dass irgend einem windschiefon Vierseit der einen F l k h e  das 
aus ihm herrorgehende Vierseit der anderen als entsprechend zugeordnet 
wird. Durch diese Affinitiit müssten also alle Geraden der ersten Flache 
in ihnen kongruente Geraden übergeführt werden. 

Uesitzt nun eine Gerade g die Eigenschaft, durch eine Affinitiit 'U 
in eine ihr kongruente Gerade g r  ühergeführt zu werden, so gilt dasselbe 
offenhar van allen m g  pa.rallelen Geraden. Denn jedes Parallelogran~mA Ti CB, 
von dern eine Seite A R  auf g liegt, wird d a m  durch Y I  i n  ein solches 
Parallelograrnrn A'B' C ' B r  übergefiihrt, dass 

C'U' = ,4'B1 = A B  = C B  

ist. Will man also alle Geraden kennen, denen bei irgend einer Affinitiit SI 
ihnen kongruente Geraden entsprechen , sa hraiicht man nur die Geraden 
durch einen l'unkt Jf zu suchen, denen diese Eigenschaft zukornmt. 

Kun entspricht doch irgend einer Kugel x um M als Mittelpunkt ein 
Ellipsoid x r l  mit dem entsprechenden Punkte 112' als blittelpunkt, und die 
gemeinsamen Durchmesser desselben mit einer zu r. kongruenten Kugel E' 

um M' erfüllen, sofern sie überhaupt reell sind, einen Kegel zweiten 
Grades cul, der auch in zmei Ebenen zerfallen kann. Das Original (Y dieees 
Kegels besteht offenbar aus lauter Geraden, die durch die Affinitat 9 in  
ihnen kongruente Geraden übergeführt werden , und jede Flache zweiten 
Grades, deren Erzeiigende den Kanten dieses Kegels parallel sind, wird 
durch V I  in  dern geforderten Sinne deformiert. 

1st umgekehrt ein einschaliges Hyperboloid mit dem Mittelpunkte ZIf 
und dern Asymptotenkegel cr gegeben, und is t  E irgend ein Ellipsoid durch 
den sphiirischen Kegelschnitt, den cr auf irgend einer Kugelfliiche um M 
ausschneidet, so führt  jede Affiuitiit a, bei welcher das Ellipsoid E in eine 

* C a y l e y  in Nessenger of Math., t. 8 ,  p. 51 (1878), U a r b o u x  in De~peyroux- 
Darboux's Mechanik, t. LI, p. 322 (1886), M a n n h e  m in Priricipeu et développe- 
ments de g6om6trie cinématique, p 189 (1894). 
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zu .n: kongruente Kugel E' ühergeht, das Hyperboloid in  ein solches mit 
entsprechend kongruenten Geraden über. Jede dieser Affinitëten setzt sich 
offenbar aus einer solchen, bei welcher das Axenkreuz des Ellipsoids in  
ein auf dasselbe fallendes rechtwinklig-gleichschenkliges Axenkreuz über- 
geht,  und einer Bewegung zusammen. Es  ist leic.ht zu beweisen, dass die 
Affinitiiten der ersten Art  das Hyperboloid in  die konfokalen überführen. 

1st namlich: 

1) 

die Gleichung des Hyperboloids, so is t  durch: 

eins der Ellipsoide dargestcllt, sobald nur A. so gewahlt kt, dass die Koeffi- 
zienten von s2, y2 und z2 positiv sind. Durch 

,/;r+T" -- 

3) X I =  -- - - 
I/bi+ n d 2  V c P -  Ada , yl= b Y, "= 23 

a c 

ist  folglich die ,4ffinit&t dargestellt, dio das Ellipsoid in  eine Kugel vom 
Radius d verwandelt; diese selbe Affinitat führt also das IIyperboloid in 

über, das dem gegebenen konfokal ist. Hiermit ist  zugleich gezeigt, dass 
nur die einem gegebenen einschaligen Hyperboloide konfokalen und die aus 
ihm durch Bewegung entstehenden Hyperboloide der Forderung des H e n r i c i -  
schen Satzes genügen. 

Handelt es sich um ein hyperbolisches Paraboloid, so ist der Asymptoten- 
kegel nur  durch ein P a a r  von Ebenen zu ersetzen, denen die Erzeugenden 
des Paraboloids parallel sind. 1st: 

die Gleichnng des Paraboloids, so kann man eins der Ellipsoide in  der Form: 

6) 

annchmen, die Affinitiit folglich in  der Form: 

Verbindet man mit ihr noch die Translation: 

8) 
A $' = %", y' = yll, Z' = $ I l +  -, 
2 

so geht das gegebene Paraboloid in das konfokale: 

über, so dass die Analogie vollkommen ist. 
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Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Vol1 

Prof. Dr. HAXS LORESZ 
in Hallc a 6 .  

4. Diskuss io i l  d e r  A u s g l e i c h s h e d i n g u n g e n .  Die von uns 
entwickelten acht Gleichungen für den Massenausgleich erster Ordnung 
und vier Gleichurigeri fiir einen solçhen zweiter Ordnung e~itlialten 
ausser den W i n k ~ l n  u,a, . . . un der cinzrlnrn Kurbeln gegen die erste 
noch die reduzierten Momente & der hin- und hergehenden, sowie II' 
der rotiercn~ien iiilasscn, die Abstande cc, a, . . . a, der einzelnên Getriebe 
ebenen von derjenigen des ersten und schlirsslich die Schiibstangen- 
verhiiltnisse r : Z jedes Getriebes. Dividiercn wir nun unsere Gleich 
ungen mit Q, bezw. II,, so erkennen wir, dass sie als Variable nur 
die Verhiiltnisse der fraglichen Momente enthalten, die wir abkürzungs- 

srtzcn m~ollen. Dasselbe Verfahren ktinnen wir auch mit den Grossen n 
wiederholen und deren Verhjiltnisse 

setzen. Endlich wollen wir auch noch die Verhiiltilisse der Quotienten 
1. : 1 bilden und schreiben: 
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l p, sin a, -+ p3 sin cr, + . . . + en sin CL, = 0, 
II a) 

g, COS a, + p3 k3 COS ru3 + . . . + @,ka COS CL, = O, 

( p, sinn, +g,k,sinu, + . . . + g n k n s i n c w n = O ;  

I 1 + P ~ A , C O S ~ U ~  + q313 c0s2a3 +. . .+ qnAn C O S ~ I X ~ =  0, 

q2Ag sin Su, + q,i, sin 2a3 -+. . . + qnAn sin 2 a n =  0, 
III a) 

qeA2~os2cr,+ q3A3k3cos2rx3+-..+ qnAnk,~o~2c t ,=  0, 

y2d,sin2a,+ q,A3k,sin2rx2 t e . . +  qnAnk,sin2a,= 0. 

Diese zwolf Gleichiingen enthaltcn mithiri je n -  1 Winkel lu, 

Morileriteilverhiltnisse q u r i d ~ ,  Doppelverhdtnisse A und n - 2 Abstancls- 
verhiiltnisse fi, zusammen also 5% - 6 Variable, woraus man schliessen 
darf, dass eirie weniger als vierkurblige Maschirie überhaupt niclit aus- 
gleiehbar (und zwar gleichzeitig von erster iind zweiter Ordnung) ware, 
für eine vier- und rnehrkurblige dagegen noch iiber wenigsteris vier 
Grossen rvillkürlich verfügt werden konne. Ein ganz iihnliches Resultat 
würde sich ergeben, wenn man vom Ausgleich zweiter Ordnung ah- 
sieht; es fallen daun die vier Bedingungen IlIa) und die - 1 Grossenl. 
weg, so dass acht Gleichungen noçh 412 - 5 Veranderliche entsprechcii. 
Bei vier Kurbeln hiit'te man alsdaiin noch eine frei verfügbare Grosse. 

Diese Schlussfolgerungen setzen iiidessen voraus, dass uiiserc zwolf 
Gleichungen für jedes n. mit einander praktisch vertriiglich, bezw. von 
einander uiiabhiiugig sind. Als praktisüh unannehmbar ware z. B. cine 
Losung zu bezeichnen, bei der einer der Werte von 7; = 1 würde, da 
dies e i n  % u s a m m e n f a l l e n  z w e i e r  G e t r i e b e - E b e n c n  bedeutet .  
Ebenso unzul~ssig  ist die Bedingung, dass einer der TVinkel LY, bezw. 
eine Uifferenz a,-ak=O oder =180° wird, d a  a l s d a n n  d i e  Tot -  
p u n k t e  z w e i e r  G e t r i e b e  z u s a m m e n f a l l e n ,  so dass die Gefahr ent- 
steht, dass die Maschine nicht in  jeder Lage anspringt, d. h. sich von 
selbst durch den Darnpfdruck in Bewegung setzt. ITm zu entscheiden, 
ob und wann diese E'alle eintreten, wollen wir zunkhst  einmal die 
mit dem Index 2 behafteten Glieder* elirniuieren. ' 

TqTir erhalten so durch Subtraktion der dritten von der ersten bezw 
der vierten von der zweiten Gleichung in Ia) bis 111s): 

I b )  { l + q 3  ( 1 - X . 3 ) c o ~ ~ 3 + . . . + q , ( 1 7 ~ , ) ~ o ~ u , = 0 ,  

( 1 - k , ) s i n u , + . . . f q , ( l - k , ) s i n c r , = O ;  

II,,) { I + Â  ( l - S ) c o s ~ 3 + - - - + p , ( l - 1 ~ . ) c o s a n - 0 ,  
p3 ( 1  k3)sincr ,+. . .+p,(1-3Gn)sin~n=0;  

- 

* Selbstverstiiiidlich hiitten wir anch die mit einem anderen Index behaftet,eii 
Glieder eliminieren konnen, da doch die Reihenfolge ganz willkürlich ge- 
wiililt ist. 
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Hierin lassen sich noch die entsprechenden Gleichungen der 
Gruppen Ia )  und IIa) vereinigen zu 

45) ( p , - g , ) ( l - k , ) c o s a 3 + ~ - - $ ( q , - ~ , ) ( 1 1 ù , ) c o s a , = 0 ,  

wiihrend für IIIb) keine weitere Vereinfachung moglich ist. Diese 
beiden Pormeln gehen für eine V i e r k u r b  e l m a s c h i n e  über in 

45a) (q3 - g,) (1 - A,) COSU, + (q4 - p4) (1 - k,) cosa4 - 0, 

46a) (qs g 3 ) ( 1 - k 3 ) s i n a , + ( q , - g J ( 1 - k ~ s i ~ i a 4 = 0 .  

Sind hierin q, und g,, bezw. q, und g, von eiilander verschieden, 
so müsste 

47) t g  u3 = tg a4> 

h. ci, = cr, oder = 180 + or, sein. Dies besagt aber, dass die KurLeln 
3 und 4 entweder eiiiander gleich oder gerade entgegengesetzt gerichtet 
sein sollen, einc praktisch unbrauçhbare Anordnung. Mithin &rd 47) 
hii&llig,* und es konnen, da A, und k ,  niemals = 1 werden, die 
Qleichungen 45a) und 46a) uur bestehen, wenn 

mird. Dies hat meiter, wie man aus Ia )  und IIa) erkennt, die Gleich- 
heit von q2= 9, zur Volge und führt wegen 41) und 42) auf den 
praktisch wiçhtigen Satz, d a s s  b e i  a u s g e g l i c h e n e n  V i e r k u r b e l -  
m a s c h i n e n  d i e  M o m e n t e  d e r  r o t i e r e n d e n  Massen  i n  a l l e n  
Get r ieben  d e n j e n i g e n  d e r  h i n -  u n d  h e r g e h e n d e n  p r o p o r t i o n a l  
se in  müssen .  

* Auf ganz iihnliche Verhaltnisse fiihrt der Ausgleich von Drcikurbelmaschinen, 
der iibrigena auch theoretisch nur in erster Ordnung, d. h. ohne Rücksicht auf i i Ia)  
drirrhfiihrbar ist. Auch hier muss zunichst q, = a, ,  q, = p, sein, weiter aber er- 
hi l t  man aus la )  zweite und vierte Gleichung: 

sin us = 74 ein or,, 

a, = 0 oder - n 
uri~i, da wegen der zweiten Gleichung danu auch sin u, = O sein niuss, 

cos a,= + l =  - cosu,. 

Die Maschinenanordnung ist  mithin bestimmt durch: 

l - q , t q s  = O ,  

qy-  % k 3 = 0 ,  

was Lei symmetrischer Anordnung also h. = 5 = 2 auf die in Fig. 8 skizzierte (- a, 1 
Borm führt. Diese is t  indessen praktisch unbrauclibar, wcil alle Totlagen der 
drei Kurbeln zu gleicher Zeit eint~et~en 

5 * 
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Diese Bedingung würde nun z. B. für die Niederdruckkurbelu an 
Schiffsmaschinen auf . ganz enorme Gewichte führen , deren 1Tnt~r- 
bringung nicht immer moglich sein dürfte. Um in solcliem Falle 
nieht durch mangelhaften Ausgleich schiidliche Massendrücke irn 

F ~ Q .  8. ganzen System zu behalten, 
erscheint es zweckmlssig, fiir 
die rotierenden Teile allein auf 
die schon oben erwahnte ge- 
wohnliche Ausgleiehung zurück 
zugreifen, also z. B. an den 
beiden Enden der Maschinen- 
welle roticrende Ausgleichs- 
gewichte anzubringen, die Kur- 
beln selbst aber lediglich nach 
konstruktiven Erwiigungen zu 
dimensionieren. Alsdann werden 
unsere Ausdrücke II) bezw. I Ia)  
crst durch Hinzutretcn der von 

den Momenten Br und X" der Ausgleichsgewichte herrührenden 
Glieder zum Verschwindcn gebracht. Xcnnen a i r  die Entfernungcn 
dersclben von der Anfangslmrbel (gemesseri in der Richtung der 
gemeinstmen Drehaxe) b' und 6'' und die Winkcl ihrer Radien (ci. i. 
der Verbindungslinien der Gewichtsschwerpunkte mit der Axe) mit der 
Anfangskurbel a'  und orfr ,  so haben wir jctzt statt II): 

( U r  cos a' + Br' cosaf' + Z cosu = 0, 

Br sin a'+ B" sin a'' + X R sin u = 0, 
II c) 

B'b'cosaf-1- Br'b''cosu" 1 I R a c o s u  = 0, 

Br fi'sin nf + Bfrb"sin ufr + 1 l ius in  a = 0. 

Nehmen wir ziiniichst die Entfernungen 6 '  und 6" als gegeben - ~ 

an, so folgt: 

48) 
b" t Il sin rr - X Ra sin a: 

tg a r=  
ù " X R c o s u  - XI2acosn ' 

und ebenso t g  a" und BIr durch Vertauschen der Indices von b ur,d cc. 

Nan crkennt hieraus, dass die Momente B und damit die Ausgl~ichs 
gewichte selbst um so kleiner ausfallen, je grosser ihre Entferilung 
von einandcr ist. Hierrnit aber ist man nicht uiibeschrrinkt, da die 
neuen Ausgleiçhsgewichte, um lediglich innerhalb des Maschiiieii- 
systems zur Wirkung zu gclangen, auch innerhalb dcsselben angebrnclit 
werden müssen. Es ist deshalb nicht angiingig, dieselben etwa auf 
Verliingerungen der Maschinenwclle zu setzen, da diese sonst, um nicht 
durch die Centrifugalkraft der Gewichte ausgebogen zu werden, ausser- 
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halb gelagert werden müsste. Auf diese Lager würde sich daim ein 
Tcil der Wirkung unserer Ausgl(tichsgewichte übcrtragen und nur mehr 
der Rest in die Maschine gelangeil. S c h l i c k  schlagt deshalb eilifach 
vor, diese Gewichte an den heiden aussersten Kurbeln, selhstverstiind- 
lich nlit den ihnen zugehorigen Winkeln u' und a" und einem püssend 
gewihlten R,adius anzuhringen. 

Es  ist nun evident, dass man dieses Verfahren, die als lediglich 
rotierend zu betrachtenden Massen für sich auszugleichen, auch auf 
inehr als vierkurblige Maschinen ausdehnen kann. In. der ausführenden 
Sechnik ist man hierzu sogar gezwungen, da, man auf die Dimen- 
sionierung dieser Teile nach Festigkeitsrücksichten nicht verzichten 
darf. Alsdann aber fiillt die ganze Gruppe II) bezw. IIa) aus unscren 
Itechnungen fort und wird durch vier für sich zu behandelnde Formeln 
IIc) ersetzt. Für  das ursprüngliche Ausgleichsproblem bleiben mithin 
nui- noeh die acht Cleichungen Ia) und IIa) mit den Unbekannten 2, 
a ,  k und A.  Sctzt nian, wie es in der Praxis aus Herstellungsgründen 
und mit Rücksicht nuf den Raum für die Maschinen immer geschieht, 
die Verhliltnisse r : I alle oinander gleich, so werden samtliche A. = 1, 
und die Zahl der Unbekannten reduziert sich bei einer Maschine mit 
ïz Kurbelri auf 312 - 4. Hiemach würden für die Fürifkurbel~wascliine 
iioch drei Grossen frei verfiigbar bleiben , wiihrend eine Vierkurbel- 
maschirie gerade durch unsere acht Gleichungen bestimmt ware. Wir  
\verden bei der analytkchen Rchandlung der letzteren soglejch die 
Notwendigkeit einer noch weiteren Einschriinkung für den letzt- 
genannten Fa11 kenneri lernen. 

5. A n a l y t i s c h e  B e h a n d l u n g  d e r  V i e r k u r b e l m a s c h i n e .  Nach 
dcii letzten ~eruerkukgen brauchen wir uns nur noch mit dern Aus- 
gleiçh der hin- und hergehenden Teile an der Vierkurbelmaschine zu 
beschiiftigeii, welche praktisçh überhaupt die grosste Bedeutung bt?- 
sitzt. Für  dieselbe haben wir zunachst ails der zweiten Gleichung Ib):  

6 O) q3 (k, -- 1) sin a, + q, (16, - 1) sin a, = 0. 

Multiplizieren wir noch die dritte Gleichung Ia) mit sin ct, und 
die vierte Gleichurig mit cos cr,, so  ergiebt die Subtraktion beider 

51) gi k ,  sin (rx, - a,) + q,k,sin (a, - cc,) = 0. 

Durch Verbindung von 50) und 51) folgt schliesslich: 

k, (A, - 2 )  = sin sin (a, - - cr,) - 
- 

k4 ( - 1) sin LY, sin (ci, - a,) ' 
oder, wenn wir aieder für die 7; ihre Werte 43) einsetzen, 

ag(a,-a,) _ s inu , .  sin(<r,-<Y,) 

ap (a3 - a,) sin LY, . sin (a, - ct?) ' 
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Diese von Prof. S c h u b e r t  (Hamhurg) aufgedeckte Beziehung* 
lehrt, d a s s  z w i s ç h e n  den  A b s t a n d e n  a d e r  e inzelr ien Getrietie 
e i n e r  V i e r k u r b e l m a s c h i n e  d a n n  d a s s e l b e  D o p p e l v e r h a l t n i s  
w i e  z w i s c h e n  den  S i n u s  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  K u r b e l w i n k e l  
b e s t e h t ,  w e n n  d i e  M a s c h i n e  i n  e r s t e r  O r d n u n g  (nach Schl ick-  
scher Methode) a u s g e g l i c h e n  i s  t. TrZgt man also, wie es in  Figur 9 
geschehen ist, die Abstande a der einzelnen Getriebe von einem Puiikte 
ails gereçhriet auf einer Geraden ab, so kann diese Gerade in eine 
solche (p e r s p e k  t i v i s  c h e )  Lage gebracht werden, dass die Endpunkte 
dcr Abstande von den Verlangerungen der entsprechenden mit ihren 
Winkeln um einen Punkt gruppierten Kurbelradien geschnitten werden 
Die Aufzeichnung der Figur 9 bildet nun nicht nur ein Kriierium für 
den Massenausgleich erster Ordnung bei vier Kurheln, sie lehrt auch 

durch den Augenschein, dass keiner der Winkel a = O oder = a 
werden darf, da sonst die Ebenen zweier Getriebe zusammenfallen. 
Aus cliesem Grunde ist  auch eine vollkommen symmetrische Bnordnung 
aller Kurbeln in Kreuzform mit den Winkeln: 

m2 = go0, a3 = 180°, ci4 = 270' 

(siehe Fig. 10) mit unseren Bedingungen unvereinbar, wahrend der 
Verweridung xweier rechter Winkel so lange nichts im Wege steht, als 
sie im Kurbelkreis (wie in Fig. 11) nicht unmittelhar aiifeinander 
folgen. Sol1 nun eirie Vierkurbelmascliine auch noch einem Massen- 
ausgleich zweiter Ordnung unterworfen sein, so müssen ausser Ia) 
und I Ia)  auch die vier Gleichungen II Ia)  erfüllt sein. Aus dieseii lasseii 
sich aber die Grossen gA ebenso eliminieren, wie die q aus Ia),  und 

* H. S c h u b e r t ,  Zur Sheorie des Sclilickschen Problems. Mitteilungeu der 
mathem. Gesellschaft in IIambiirg. 1898. 
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wir erhalten als Ergebnis das der Gleichung 52) geiiau eiitsprecheilde 
Doppelverhiiltnis : 

53) 
a ( a  - a )  sin 2 a, sin 2 (a, - a,)  

-- 

a, (a, - a,) sin 2 a, sin 2 (a, - a,)  

E s  fragt sich nun, ob diese heiden Doppr:lverhaltnisse ühcrhaupt 
mit  einander vereinbar sind. Setzen wir sie einander gleich und 
losen die Sinus der Doppelwinkel in 53) auf, so bleibt,: 

cos CY3 COS (a4 - 6(2) = COS a4 COS (a3 - c f p ) ,  
oder nach Ausführung : 

(tg a, - tg  a,) sin a, = 0, 
beow., da sin a, nicht verschwinden darf: 

tga4= tgffg> 
wie in 47). Die praktische Unmoglichkeit dieser Bedingurig haben 
mir aber sehon o h m  erkaniit, so dass wir jetzt den Satz erhaltrn, 

Fig. 10. Fig. 11. 

dass  e i n  v o l l s t a n d i g e r  g l e i c h z e i t i g e r  A u s g l e i c h  e r s t e r  u n d  
zwei te r  O r d n u n g  b e i  V i e r k u r b e l m a s c h i n e n  u n m i j g l i c h  ist." 
Es  fragt sich nun, ob man auf Grund dieser Thatsache für diese 
Maschinengattung auf den Ausgleich zweiter Ordnung überhaupt ver- 
zichten soll. Dann besteht immerhin für Schiffe die Gefahr, dass beim 
Zusammenfalien der Umdrehungszahl der Maschine mit der Schwingungs- 
zahl des Schiffskorpers (als elastischer Trager betrachtet) durch die 
sich summierenden Impulse der Massendrücke zweiter Ordnung Durch- 

+ Auch diesen Satz hat S c h u b e r t  (siehe a. a. O.) znerst, menn auch auf 
etmr~s anderem Wege wie oben bewiesen. Es lasst  sich übrigens leicht zeigen, 
tlass der Grund für die Unvereinbarkeit der Gleichungsgruppe Ia)  und IIIa) fiir 
Vierknrbelmaschinen praktisch allein auf der Un~ereinba~kei t  der Ansgleichs- 
bedingungen erster und zweiter Ordnung für die Momente  beruht,. Eliminiert 
mari uimliçh aus den beidcn lctzten Gleichringen Ta) und IIIa) das Verhiiltnis p,, 
lierm. p,l , ,  sn bleibt: 

q,k, sin (a , - r r , )+q,k& sin ( r i . , -a , )=O,  

qyksAysin2(ri.,-u,)$p,k4A,sin2(cr,-cu,)=O, 

o d ~ r ,  da weder sin (ci, - N,) noch sin (ri., - a,) verschwinden darf: 
l ig  CO8 (az - ff,) = a4 CO3 (aI  - IL&). 

Werrien niin die (:riissen 1, wie es praktisch immer aus baulichen Griinrlen 
gcschieht, einander gleich angenommen, so müsste wieder, wie oben, N, - CY, 

werden. Deshalb muss man fiir die Vierkurbelmaschine auf den Ausgleich der 
Xomente in der zweiten Ordnung verzichten. 
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biegungeii von unzullissiger Grosse hervorgerufen werden, wrthrend die 
Nouiente keine so erhebliche IZoIle spieleu. Man wird aIso jedeufalls 
die Massendrücke vollstandig auszugleichen suchen. Wir  werden deni- ' 
nach neben den (Ileicliungcn l a )  von unseren Gleichungen I I I a j  nur 
n x h r  die beiden ersten benutzen und diese durch die der praktiscl-ien 
Ausfiihrung durchaus gleichér Kurbelradien und Schubstangenliingen 
entsprecliende Annahme: 

54) A ,  - A3 - A ,  -- 1 

vereiiifaclien. Man erkenrit nuri d o r t ,  dass nian aus den beideu erstcii 
Gleicl~uiigen von Ia) einerseits und IIIa) anderseits die Verhiiltnisse q 
eliniiniereil karirr, woraus eiiie Beziehung zwischen den Wirikeln resultiert. 
Uingekehrt kauii man aueh die di-ei Winkel eliminieren und bel&ilt 
sodailil eine Hcziehurig zw-isclien den drei Verhiiltiiissen y,, q,, qr  

W i r  wollen die erstere Elimination, welche einfacher ist, durch- 
füLireii. Hierfür lautet unscr Gleichungss'jstern wegen 54): 

Eliminiert man z. B. y2 auu 55) und 56) bezw. 57) und je), so 
bleibt: 

siii a,+ q:$sin (a2- a,) + g,sin (a2- a,) - 0, 

58) 1 siii 2 a, + y3 sin 2 (ccn - ccs) + yr sin z (a, - a , ~  - O. 

Ebcnso erhaltrn wir durch Elimiiiation von y, und p, die Gru~pen:  

sin a, $ q, sin (a ,  - a2) + q, sin (a, - a,) = 0, 
s i n 2 a 3 + ~ s i n 2 ( u , - a , ) +  q,sin2(cc,-II,)= 0. 

sin cc, + cl, sin (ci ,  - cc,) + q3 sin (a4 - a3) = 0, 
s i n 2 n 4 +  11,siu2(a,- a?) + q3sin2(a,-- a,) = 0. 

Multipliziert man nun diese sechv Gleichungen beaw. niit 

sin (u3 - cc,), sin 2 (cr, - a,), sin ( ru ,  - cc2), sin 2 (cc, - cc?), 

sin (a, - ag), sin 2 (n, - cc,), 

was dnrurn erlaubt ist, weil keirier der Winkel zwischen zwei Kurbeln 
verschwinden darf, und addiert, so verschx-iriden die Faktoren von q,, 
y, und q4, und es bleibt: 

1 sin u, sin 2 (a3 - u,) + sin 2 a, sin (a, - cc,) 

+ sin as sin 2 (a, - rc,) + sin 2 cc, siil (a ,  - u2) 

+ sin a, sin 2 (a, - cg) + sin 2 sin (- - as) 

oder nach Auf16sung der Furiktioneu der Doppela-iukel: 
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Vm Prof. Dr. HANS Lonmz.  7 3 

sin GY, sin (a, - a4) [COS (a3 - u4) + COS cf2] 

62 a j  + sin a3 sin (cc,  - a,) [cos ( a ,  - a,) + cos a,] I = O 

+ sin a, sin (cc,  a,) [COS ((Y, - ug) + COS up] 

Setzt nian hierin die Produkte 

! 
1 1 

sin zc . sin v = - cos (IL - a) - ; cos (71 + v) ,  
2 2 

sowie die Sunlmen 
ut. 2(  -v 

cos zc + cos 2; = 2 cos --- . cos -- 
2 2 

und beaçhtet ferner, düss 
C O S ~ L L  =  COS^--^, 

2 

so ergiebt sich, wenn wir schliesslich der Einfacliheit halber sclireiben: 

.CI' - %t -- (Y4 = t ,  
2 

Cos-* ff+4 

2 - t, 
aus 62a): 

62 b) (E"v1)5r, + (+ L8)qS+ ( L 4 -  E2)Et = O, 
oder 

62 c )  (k'- ~ i )  (17 - S) (f - 8 ( 6  + 17 + f)  = 0. 
Hieriil dürfen aber die Ausdrücke: 

CI -CI4 
- 7 - 2 sin ri" sin 

2 2 '  

niclit verschwinden, damit nicht zwei Kurheln zusammenfallen, bezw. 
sich gerade gegenüberstehen, so dass sich unsere Elimination auf 

reduziert. Fülirt man sçhliesslich noch die aufeinanderfolgenden 
Kurbelwinkel e h ,  setzt also (siehe Fig. 12) : 

IY, = a, rry -  GY^ = /3, u4- a3 = y, a,= 3G0° - O ,  
so wird: 

63) 
p-s 

+ y ,  7 = C O S  &Y, c =  - 6 = cos- 
2 

cos -- 
.2 ' 

und unser Ergebnis lautet: 

64) 
" - y P - 8 )  

COS !?+Y + COS - - = cos - 
2 2 2 

oder 

64a) Ci Ï 0 -  8 2 cos - cos - = cos - .  
2 2 2 
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ln fo lge  der Vertauschbarkei t  de r  W i n k e l  k a n n  m a n  natiirlich aucli 
diese Gleichung i n  d e r  F o r m :  

B a  " - Y  2 cos - c o s  = cos -- 
2 2 2 

sçhreiben. 
Die  ebenfalls von  S c h u b e r t  * zuerst  aufgrtstelltc F o r m e l  64) cr- 

moglicht  uns,  a u s  zwei gegebenen W i n k e l n  z. B. /3 u n d  d' die anderii 
beiden so  zu bestimnien, dass unsere Gleichungen 55) b i s  58) erfüllt 
bleiben. Pür eine N e u b e r e c h n u n g  e i n e r  s o w e i t  a l s  m o g l i c h  a u s -  
g e g l i c h e n e n  V i e r k u r b e l m a s c h i n e  m i r d  d e i n n a c h  64) d e n  A u s -  
g a n g s p u n k t  b i l d e n .  

Dabei v e r f i h r t  man a m  einfachsten so, dass  nian z. B. bei ge- 
geberien gegenüber  liegenden W i n k e l n  f l  u n d  d m i t  

die Differenz a - y ails 64) ermi i te l t ,  mnraus s ich d a n n  a uiid y 
eirizeln ergeben. S ind  dagegeii zwei aiiliegende W i n k e l ,  z.B. ct und 

gegeben, so empfiehlt es  sich, von 64a) auszugehen u n d  daraus fiir 
die  Berechnung von  y den vier ten W i n k e l  

zu diminieren.  Von grosser prakt ischer  Bedeutung  ist der  Spezialfall 
/3 = S ,  fiir den S c h l i c k * "  die a u s  64c)  folgende Gleichung:  

f f Y l  
COS cos - = ; 

2 2 

* In seiner schon angefiihrten Abhandliing deutet S c h u b e r t  nur an, dass 
f:r zur Gleichung 64) durch Zerlcgung der Eliminationsdeterminante der Gleicn- 
iing .56) bis 58) gelangt. In dem mir biieflich mitgeteilten ausfiihrlichen Beweis 
fühït danri S c h  i i  b e r t ,  naclidem er durch Anwendiirig des L a p  1 a c  e schen Satzcs 
Gleichiing 62) bezw. 62a) erhdten h a t ,  sofort die Winkel zwischen den Kiiriielii 
<ri y  cï durch Gleichung 64) ein, nur mit dem Cnterachiede, d:tss er aiicli 

= + c  COS - 
2 

setzt,. Hierdurch werdeii die Formeln fi2b) und 62c) iinsyinm~:trisçh für 5, 7 ,  b. 
Aus diescni Griinde hübe ich die Einführung der Winkel a i p y  8 bis zum Sühliiss 
versehoben. 

":" S c h l i c k s  darauf beziigliche eigene Untersuchungen sind bisher nicht 
veriiEcntlicht, sondern nur in einer als Rlanuskript gedruckten Xnweisung fiir 
die Maschinenfabriken, welche seine A!isgleichungsmethode anwenden, ent,hultcn. 
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schon vor S c h u b e r t  aufgestellt hatte. Derselbe ergiebt niiinlich, wie 
aus Figur 13 hervorgeht, eine symmetrische Anordnung der Kurbeln 
im Kreise und zwar zu eincm Durchmesser, welcher die Winkel iw und 
y halbiert. Um zu erkennen, welche weiteren Folgen diese Symmetrie 
liat, wollen a i r  zunachst die Verhliltnisse y, y,% fiestimriieii. Es ge- 
scliieht dies nach dem Vorgange von S c h l i c  k am bequen~sten, indem 
man in den Gleichungen 55) bis 58) zwei Glieder auf die aiidere Seite 
bringt und quadriert. Auf diese Weise ergiebt sich aus 55) und 56): 

1 + 2qz cos S, + qz2 cos2 a2 = q 3 2 ~ ~ ~ B a 3  + 2q3 q4c0s a3 COS E, + q 4 2 ~ ~ ~ B ~ , i ,  

yz2 sin2cr2 = q,'si11%~ + 2p, q,sin a,  sin a, + y,2sin2ct,, 

und hieraus durch Addition: 

1 + 2q2 cas u, + q2, = (r3 + y,&' - 1- 2 p, q4 COS (u3 - a,). 

Ebenso folgt aus 57) und 58): 

1 f 2 q, cos 2 'Y, + y, = (r32 + qg2 + 2 q3 q4 COS 2 (u3 - ~ 4 ) .  

Diese Pornieln besagen lediglich, dass sich die Resultanten v o n  
je zwei Vektoren, also 1 und y2 bezw. y, und y, aufheben. Rus ihiien 
geht durch Subtraktion liervor: 

q2(cosa, - cos2a2) - g3q4[cos(ay - a&) - cos2(a3- WJ], 

ocler auch 

66) 
. a  . 3  3 q, sin -' sin - a, = q, y, sin 9 sin ; (u, - UA. 

2 2 2 

l I i t t e  man andere Glieder auf die andere Seite gebracht, d. h. die 
Vektoren q aiiders gruppiert, so a ü r d e  man noch die Gleichuiigen: 

67) 
a . 3  . 'La-% . 3 

y , s i n  '- s in  - N, - y,% sin sin (a4 - u,), 2 2 2 

68) 
OL 3 . c l - < r  . 3  

q4sin , sin - a, = q, y3 sin sin (LY, - a,) 
2 2 2 2 

erlialten. Durch I'vIultiplikation je zweier dieser Formeln 66) bis 68) 
ergeben ~ i c h  nunmehr direkt die Werte von q," y32 und und zmar 
in einer Form, die firr ihre logarithmische Berechnung aus den Winkel- 
funlitionen recht becjuem ist. Setzt man nun im Schlicksclien 
Spezialfalle fi - S ,  bezw. a, - rx, - 360 - a,(, so wird: 

69) q2 = 1 und q3 = y, = q. 

Setzen wir dies in eine unserer oben quadrierten Gleichungen 
ein, so folgt, mit a, = a und u4 - cu,= y:  

2 + 2 cos ar - 2q" 2 $COS y, 
also 

70) 
'L Y 

COS-  = y c o s >  
2 2 

Durch Kombination mit der für denselhen Pal1 giltigen Formel 63) 
ergiebt sich weiter 

71) 
n 

q = 2 cos2, odei 1 = 2 cos2;. 
2 L 
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Setzen wir schliesslich die hier errnittelten Spezialbeziehiingen in 
die Gleiçhungen 50) und 51) für die Abstandsverlialtnisse 7<, und I L ,  
ein und nliiltiplizieren beide, so folgt: 

72) k ,  + k ,  = 1 
oder mit lliiçksiçl~t auf 43): 

'72 a) a3 + a, - a?, bezw. a, = - a?, 

d.h ,  d i e  d r i t t e  G e t r i e b e - E b e r i e  i s t  von  d e r  e r s t e n  ebenso  weit, 
e n t f e r n t ,  w i e  d ie  z w e i t e  von d e r  v ie r ten .  Damit aber, uiid 
hierin liegt die grosse p-aktische Bedeutung dieser von S c h l i c k  vor- 

Eig 1 4  geschlagcnen Anordnnng, wi  r d das  
g a n z e  S y s t e m  i n s o f e r n  sym- 
m e t r i s c h ,  a l s  d i e  b e i d e n  Getriebe 
m i t  d e n  r e l a t i v e n  M o m e n t e n  1 
i n  d e r  M i t t e ,  d i e  a n d e r e n  mit 
d e n  M o m e n t e n  q i n  gleichen 
E n t f e r n u n g e n  von  d i e s e n  aiisscxr- 
h a l h  l i eger i  (Fig. 14). Beaclitcils- 
wert ist hierbei noch, dass die iin 
Kur lielkreis [Fig 13) aufeinürider 
folgenden Getricbe nicht auch in 
dekielben Polge sich auf der W-elle 
aneinanderreihen, eiiie Thatsache, die 

übrigens schon aus Figur 9 fiir deri allgemeinen Fall der Vierkurbel- 
maschine geschlossen merden konnte. 

Die zuletzt ermittelte Hezieliuiig 72) war durch Multiplikatioii 
der zwei Gleichungen 51) und 52) erhalten worden; beide fiir sich 
beliai-idelt hatten aber mit Hücksiçht auf 69) und 71) auch die 
MTerte I;, und Ii,, getrennt ergeben. FGtten wir umgekehrt den Wert 
von Ir,: k4, oder was dasselbe ist, das Verhkltiiis des Abstandes der 
beiden iiusseren zum Abstande der beiden inneren Getrielne -Ebenen 
festgesetzt, so würde man aus dieseri Gleichungeri im Verein mit 65) 
die Winkel und schliesslich aus 71) die Grosse q bestimrnen konnen. 

Beispiel. 

Wir wollen als Beispiel den praktisch wichtigen Spezialfall betrachteu, 
Stir welchen alle (letriclse-Rbenen gleich weit von einander eutfernt siud, d h. 
wir setzen (Fig. 14) voraus , dass 

73) a , = 3 a , =  2(a,-a,) oder a,=2a,. 

Da hierinit auch h-,=2k, wird, so neht Gleichung 51) wegen q, = q,= 4 
iiliei- i n  sin (a ,  - a,) f 2 sin (a ,  - a,) = 0. 

Mit a, - ap = und e4 - up = 360 - (a+ 8 )  = f y k6nnen wir aber hierfiir 
schreiben : 

7-1) sin P + 2 sin ( p  f Y) = 0. 
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Xndererseits haben wir,  da, nach S c  h l i c  k s  Vorschlag P = 8 sein soll, auch 

Die Formeln 74) und 75) fiihren nun aiif qiiadratische Gleichungen fiir cos 0 
liezw. cos ( P  + y) ,  von rleren Wurzeln nur diejeriigen brauchbar sind, wel(-lie 
mischen $1  nnd - 1 licgen. Es sind dies die Werte 

cos p - - 0,131 und cos ( p  + y )  = - 0,869, 
woraus P - 9 7  U 2 5 i  und y = 112'5' 

Eolgt. Wegen d = /î ist rioch 
ru= 52 '45 ' ,  

wcidurch die Anordriiirig der Kurbeln iin Kreise eindrutig hestimmt ist. Schliess- 
lirh folgt noch mi t  

Y= 56O 2 , j r  und cos4- - 0,311 
2 2 

ails ~ l e i c l i ~ i n g  71) p =  1,61. 

IIiitten wir z. Il. eine rert ikal  stehende doppeltwirkeride Schiffsmaschine mit  
iierfacher (d. h. auf vier Cylinder vcrteilter) Expansion von zusarnnieri 3 -  bis 
4000 Pferdestiirkcn zu konstriiieren, deren jedcr Cylinder dieselbe Arbeit lcistcn 
su l l ,  so werden die Dimensionen der arbeitenden Teile bei gegebeneni 1)aiiipf- 
driick(l3-15 kg/qciu absolut) im Kessel um so kleiner ausfallen, je raschcr die 
Maschine lauft, also je grosser ihr  Huh und ihre Uindrehungszahl ist. Iiifolge 
der gleichen Arbeitsverteilung werden die nd t l e r en  Kolbendrücke bci demsell~en 
Hnb ganz glcich ausfallen und aneh die maximale Differenz der 1)ainpfilriicke 
aiif beidcri Kolbenseiten in allen Cylindern keine erheblicheu Cnterschiedc :ilif- 
\wisen. Hierails ergeben sich weiterhin hei gleichen 8chiibst;tngenlkngen aus 
E'cstigkeitsriicksichten fiir alle Cylinder dieselben Dimensionen der Kolbcnstange, 
deu Kreiizkopfes, der Schubstange und schliesslich der Kiirbeln, wzhrend alleiii 
die IColben um so schwercr ausfallen, je grosscr die Cylinderdurchmesser sind. 
Fiir uiisere Xvlsschine* betrage niin der  gemeinsame Hub (d. i: der do~iliel tc 
Kurbelradius) 1,4 m,  die ITmdrehungsz:thl 75 pro Minute und die Schiibstaiigeii- 
liinge iiberall 3 m. Alsdann würde die 17estigkeitsrechniing aiif solclie Uiiueii- 
sionen fiihren, dass eine Kolbcnstange ca. 500 k g ,  ein Kreiizkopf 650 kg,  die 
Schubstangc 1650 k g  und schliesslich einc: Kurbel 2400 kg wiegt. Liegt d e r  
Schwerpiirikt der Sr:hiibstange 2 m voin Krrilzkopfmpfen eritfernt, so t,riigt die- 
selbe [siehe obcn unscre Glcichung 39) und 40)] zu den h in-  und hcrgcheiiden 
(kxichten  

1650 ( 1  -a) = 5 5 0 9  

bei, wihrend als rotierencl tlcr Rest von 1100 kg aiifziifatisen ist. Damit betriigt 
das Gewicht der h in-  und hergehenden Teile ausser dem Kolben fiir alle Cetrielje 

500 + 650 f 550 = 1700 kg,  

das der rotierenden dagegen 

2400 $1100 = 3500 kg. 

Das Mumerit der letzteren wird d a n n ,  wenn wir iun den Schwerpunkt der 
Iiiirhelmasse (was mit  der Wirklichkeit geniigend gu t  übereinstimmt) im K~irbel-  
lapfen selbst denken, O,ï - 3500 m/kg. Fiir die Dimensionicriing der Kolben wollen 

* Dio oùenutehenden Werte stimmen ungefahr mit  dcnen der Maschinen des vom ,.Yiilkan" 
in Stettin gcbautcn Pustdampfcrs ,,Friedrich der Grosso" übcrein. Dia Auafuhmng der Fostigkeits- 
rechnungen habe ich,  da  nicht n o  unserem Gegonatnnd gehurig, fortgelassen. 
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wir nun unsere oben ans den Sch l i ckschen  diisgleichsbedingiingen erlialteneii 
Wcrte benutzen, indem wir voraussetzen. dass die Cglinder alle 2 rn von einnndcr 
entfernt sind. Diese Redingungen besagen aber lediglich, dass die hin- und lier- 
gehenden 'ïeile der beiden inneren Getriebe, je 1,61 mal so schwer sein sollteii 
als die jedes der iiusseren Getriebe. Wir müssen mithin wenigstens das voll- 
stiindige Gewicht eines Getriebes keiinen und wahlen hierzu das des ersten 
3fitteldruckcyliriders. E'iir diesen wiirde sich aus Festigkeitsgründen eiri Kolbcn- 
gewicht von etwa 600 kg ergeben. Dann k t  hierfiir iinterWiedereinführiing unserer 
friiheren Bezeichniing Q [ s i e h  (Fleichung 39)l: 

und wegen 69):  
$ = 2300 kg, 

Qs =a = 2300. 1,61= 3700 kg, 
r 1' 

so dass der sonst etwas kleinere Kolben des Hochdruckcylinders ebenfalls 600 kg 
die beiden anderen aber je 2000 kg wiegen miissten. Sollten diese letzteren (;e- 
wichte wegen des grossen Durchmessers des Niederdruckcylinders etwa auf L I  

schwache Koll~endimensionen fiiliren, so miisste iiherhaupt von diesem ausgeganyn 
werden. 

Kiiriirielir bleibt uns noch die Busgleichiing der Massenwirkung der lediglich 
als rotierend anzusehenden Teile iibrig, die, wie in 5 4 gezeigt wurde, getrennt 
von der oben für sich und zweckmiiasig durch ewei an  den iiussersteu bcideii 
Kurbeln anzubringende Gegengewichte. durchzufiihren ist. Wi r  erhalten aunichst 
die unausgeglichenen Momente, da alle R und T gleich sind, zii 

ZR c o s o r = 0 , 7 ~ 3 5 0 0 ( 1 + c O s r r o $ c o s r r , f ~ 0 ~ r r 4 ) ,  

E IZ sin or = 0,7. 3500 (sin rr2 $ sin cr, f sin c,), 

ZRacosor=  0,7. :1500(a,cosc,f a, eosa, f a,co~a!,), 

X R o, sin or - 0,7. 3500 (a, sin a!, + a, sin a, f a,, sin a!,). 

Hierin ist naeh unseren obigen Ergebnissen: 

a!,= LX= 52"U1,  or,= a! $ fi =150°20' ,  CU,=- 8 =-  97'35', 

cos or, = 0,605, cosor, = - 0,869, cosci, = - 0,131, 

sin or, = 0,796, sin cu, = + 0,495, sinu, = - 0,991, 

a, = 6 m ,  a, = 2 m,  a, = 4 m ,  
und damit wird : 

t K .  cos a! = 0,605. 2450, Z IZ sin rr = 0,300.2450, 

Denken wir uns nach S c h  l i  c ks Vorgehen die Gegengewichte, welche diese 
Moniente anszugleichen haben, an  den beiden iiussersten Kurbeln (siche Fig. 14) 
angebracht , su sind ihre Abstande von der ersten Kurbel : 

br= 0 und bl'= u,= 6 m ,  

und wir erlialten aus unseren Gleichungen 48) und 49): 

- X R a  sin OL 1,802 
tg a! "= - - -- - - $ 1,317, 

- t R a  cos 1,368 
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B'= a, L R sin a - 1 Ha sin rr 6 . 0 , 3  - 1,802 
- = -- . 2 4 5 0  = 0 , 2 7 5  . 2 4 5 0  nl,/kg, 

- a, sin a ' - 6 . 0 , 0 0 1 2 1  

- x R a s i n < r  - B'l= -- - 
1 , 8 0 2  
-- - 0 , 3 7 7 .  2 4 6 0  m/kg. 

u, sin cc" 6 . 0 , 7 9 6  

Die beiden Winkel unterscheiden sich aber nur iim wenige Eogenminuten 
von den Wert,en 1 8 0 °  und a, $- 1 8 0  O, so dass die gesiirhten Gegengewichte den 
beiden aussersten Kurbeln fast genau gegenüber stehen müssen. Ihre GrOsse ist 
aus 3' und B" ebenfalls sofort mit 6 7 4  kg  und 924 kg zu entnehmen, wenn 
man sich dieselben auf den Kurbelradius reduziert denkt. Man erkennt übrigens, 
dass sie nur kleiiie Bruchteile der auf den Kurbelradius bezogenen rotierenden 
Massen darstellen, so dass ihre Cnterbringung keine Schwierigkeiten veriirsacht. 

Damit is t  unsere Vierkurbelmaschine soweit ausgeglichen, als dies überhaupt 
erreichbar ist. Unausgeglichen bleibt allein das Moment zweiter Ordiiung, welches 
Drchungen in der gemeinsamen Ebene aller Getriebeaxen und der Welle hervor- 
ziirufen bestrebt ist. Die Grôsse dieses Momentes berechnet sich au5 34) zu 

Hierin ist aber nach iinseren obigen Ennittelungen: 

CJ, - Q, = 0,7. 3 7 0 0  - 2590 m/kg, 

und bci einer Stangenlange von 3 m wird : 

Cm nun eine Vorstellung iiber die Redeutung des ganzen Momentes zu ge- 
wirinen, wollen wir die Unidrehungsgeschwindigkeit zunichst eirirnal als un- 
verinderlich* vomiissctïen ; dann ist, die Winkelgeschwindigkeit bei 75 Um- 

7 5 .  n 
drehungen in der Minute E = - - = 7,854 und f P = 6 1 , 6 8 5 ,  und wir haben statt 76)  

30 

Uieser Ausdruck erreicht ein absoluLes Maximum von etwa 1 8 4 0 0  m/kg vier 
Mal wahrend jeder LTmdrehiing, und zwar hei den Ausschlagswinkeln rp = T l $ " ,  
161,5O, 251,5O und 341,5O der ersten Kurbel aus ihrer Anfangslage. 

* Es sei auadrücklich bemerkt, dass diese biaher immer bei der Behandlung dm Massen- 
dmckprobleme gemachte Annahme mit der Wirkliclikeit nur annaharnd vereinbar iut (aiehe Vor- 
ùemerkuny). 
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80 1)ynaniik der Kurbelgetriebe. 

Da, die (schon aiisgeglichenen) absoluten Ilonicnte der einzelnen hin- und 
hergehenden Gewichte, bezogen auf die erste Kurl~el, 

ergeben, so erkcnnt man, dass das nicht ausgeglichene Moment t ( X u )  niil 
obigeni Maaimalwerte jedenfalls nicht zu vernachlissigen ist. Es hat, mie schon 
in fi :< erwahnt, das Bestreben, Pendelungen des ganzen Spstems um eine zur 
Welle und den einzelnen Cylinderaxen senkrechte Axe hervorzuriifen, deren 
Grosse ausser durch die Gesarutmüsse der Xascliine imd des mit derselben fest 
verbunderien Kiirpers @. B. dos Schitfs- oder Lokomot~ivgestells) noch durch das 
Ueherrungsvermogen (Deviationswiderstand) der als Kreiscl aufzufaaseiiden m'elle 
iirid aller mit ihr rotierenden Teile bestinimt wirti. 

Stellen, aber mit doppelten Sehriinkungswinkeln angreifen lassen. 
Gleichgcwichtsproblcme dieser Gattung lassen sich nun verhdtnis- 

miissig leicht auf rein graphischem Wegc durchfiihren, wozu man sich 
zweckmiissig der in der graphischen Statik üblichcn Darstellung der 
Krafte und Momente tlurch Strecken bedient. Sçhwierigkeiten ent- 
stehen in1 vorliegenden Fallc lediglich dadurch, dass von vornlicwin 
nicht alle Winkel gegeben sind, die Ermittelung derselben e taa  aus 
zwei willkürlich gewiihltcn dagegen zu wcitliufigen Konstruktionm 
führt. Fiir die V i e r k u r b e l m à s c h i n e ,  mit der wir uns hier allein 
eingehend beschaftigen wollcn, fillt diesc Unbequemlichkeit, wenigstens 
für den Pall, dass zwei einander gegenübcrliegende Winkel gegcbeii 
sind, fort, wenn wir auf die Schuber t schc  Fundamentalformel 64j 
zurückgreifen und aus dieser selbst die Konstruktion der Winkel ab- 
leiten. 

6. G r a p h i s c h e  B e h a r i d l u n g  d e r  V i e r k u r b e l m a s c h i n e .  Uie uii- 
serer analytischen Behandlung des Ausgleichsproblems zu Grunde liegeii- 
den Formeln l), II), 111) bezw. I a ,  I Ia ,  IIIa) konnen in einfaclier Weise ver- 
deutlicht werden, wobei die Eigenschaften des Iiurbelgetriebes und damit 

ihr Ursprung ganz aus 

Rig 1 5  
der Betrachtung heraiis- 
fiillt. Fasst nian namlicli 

+Q3 
die Grossen & bezw R 

Qz 
als Kriifte auf und 1 k t  

, Q4 
A +QI 

sie an der TTTelle dort, - .. wo die entsprechentleii 
Kurbeln sitzen, mit dm 

Schr~nkungswinkelii 
derselben srn1rr~c:lit zur Welle angreifen (Fig. 15)) so drücken unserr 
Gleichungen 1) und 11) nur aus, dass die fraglicheri Kriifte an der 
starren Welle sich im Gleirhgewichte befinden. Die Grlippe 111) he- 
deutet schliesslich, dass dieses Gleichgewicht noch bestehen bleibt, 

menn wir statt der Kriifte Q solche rom Betrage Q T  an denselben z 
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In einem Kreise (Fig. 16) mit dem Itadius 1 sei 

<): A O D  = LY und <): 1 1 O B  = S, 
dann erhiilt man sofort 

Halbiert man nun den Winkel 
A O B =  360 - ( P  + S ) =  (y  $ a ) ,  

so erhilt man: 
r t a  y S U  und OF - cos ---. c): A O C = -  

2 2 

Tragt man nun O F  nach links an H an, macht also G H  = O F ,  
so ist: 

O - p   YS^ 
O G  = cos -- - cos - - 7  

2 2 
oder wegen 64): 

O G  - c o s y ,  
2 
y-" 

mithin <): A 0 1)' = -----. 
2 

Daraus 
folgt aber sofort 

Y + a  Y-a -a: <): C O D 1 =  - - - - 
2 2 

und, wenn wir noch 
< ) : C O E = C  = A O U '  

2 
an OC antragen, 

y+.+FCY. < ) : A O B =  ,- 

Fig. 16. 

\ 

A 

Eine Kontrolle giebt die Redingung, dass 

sein muss. < ~ E O B = 3 6 0 - ( S + f l + y ) = a = < ) : C O D '  
Dic so ermittclteu Winlrel sind nun hinreichend, um das Polygon 

der Grossen qlc, also der Momente zu verzeichnen, da dieses, bezogen 
auf eine der Kurbeln, für welche dann k = O wird, in ein Dreieck 
übergeht, dessen drei Seiten proportional der Grossen q,, q,.7:, und 
p,.7v, sind. Die wirklichen Werte dieser Grossen lassen sich dagegen 
erst feststellen, wenn wenigstens eine derselben gegeben ist, so dass 
uns das Polygon der Momente nicht weiterbringt. Auch das Polygon 
der hier als Kriifte aufgefassten q lasst sich nur verzeichnen, menn 
wir weuigstens zwei dieser Grijssen kennen, also ausser deni irrimer 
als Einheit benutzten q, - 1 einer der anderen drei Werte oder das 
Verhiiltuis zwischen zweien derselben bestimrrit ist. Ein solches Ver- 
haltnis, z.B. q3:  ql l a ~ ~ t  sich nun leicht graphisch ermitteln. Eliminieren 
wir  namlich aus unseren Gleichungen 56) und 58) q, durch Multipli- 
kation der ersteren mit 2 cos a, und Subtraktion, so ergiebt sich sofort 

% = -  sin a, (COS as - COS a,) 

q 4  sin rr, (cos a, - cos a3) ' 

Zeitschrift f .  Mathematik u. Phyeik. 44. Sand. 1899. 2. u. 3 Heft. 6 
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Tragen wir (Fig. 1 7 )  die oben aus Figur 16 ermittelten Kurbel- 
winkel in ihrer wahren Aufeinanderfolge in einem Kreis vom Radius 1 
ein, so entsprechen die Punkte A B C D  den Kurbelzapfen von q, = 1, 
qzr  q3, g4. Projizieren wir nunrnehr diese Puiikte auf die erste Kurbd, 
so ist zuniichst: 

cos a2 = cos a: = OU', cos a, - cos (a + P) - C'O, 
c o s a , = c o s S = c o s ( w + p + y ) = D ' O ,  

und daraus mit Rücksicht auf die Vorzeichen ron cos cc, und cos cc,: 

cos a- - cos u3 - B ' C r ,  

cosue c o s a 4 = B ' B 1 ,  
also sin a, (cos a, - cos cx,) = C C 1 . B '  Cf, 

sin rr, (cos o, - cos cc,) = BB'.  B'U'. 
Diese Produkte sind aber nichts anderes als die doppelten l~liiclieii 

der in Figur 17 schrafficrten Dreieckc I l r C C 1  und H ' B f i r ,  welche 

 FI^. 17. durch die zugehorigen Kurbel- 

c - - L  radien OC und OD je in zwei 
Teile zerlegt werden. Yiillen 
wir nun auf dicse Radien Lote 
von Br, Cr und Dr, so wird, menu 
C r B '  I O C  und D'Il' On, 

A 
CC''.HfC'= O C .  (U'E: $ C ' g  

= OC.BIE" ,  

fiD1.71'D'- 01). (B'H+DL") 
= O D . h " H f  

/' und, da O C  - OD: 
B'H'  q s  =- B,&Ï.  

Y4 

Man braucht also nur durch die Fusspunkte der Lote von C und 
D auf O,4 Parallelen zu O C  und 01) zu ziehen, so verhalten sieh 
die Lote von Br auf diese Parallelen umgekehrt wie die Grossen q, 
und q,. 

Nunrnehr konnen wir an die Konstruktion des Polygons der 
Grossen q selbst herantreten, indem wir zunachst in Figur 1 7  mit 
A B  = q, = 1 ein Viereck A B C ' D 1  zeichnen, welches ohne Rücksicht 
auf die anderen Werte g unscre Winkel u,, rw,,  cc, enthalt. In dem 
selben tragen a i r  von D' aus auf AD'  und A C '  die oben gefundenen 
Strecken BrXr=  n'lii" sowie B'Hr- D'H'  ab und vcrbinden Er mit 
IZ'. Ziehen wir uin AC ' ErH' und CD C'DI, so ist ohne weiteres 
A U C D  das gesuchte Polygon mit den Seiten A R - 1, B C  - q?, 
CD = q, und DA = q,. Konstruieren wir schliesslich nocli d;is 
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Von Prof. Dr. H ~ s s  LORENZ. 8 3 

Parallelagramm ABCF und ziehen Fr* CD, so stellt AFG das 
Polygon der Werte g,, 7;,q, und Ic, ,~,  dar. Die Abstandsverhiiltnisse 
der Getriebe -Ebenen 

as a k - - und k6 = --4 " an, a2 

sind in dieser Figur einfach durch 

gegeben und damit alle für den Massenausgleich ' eirier Vierkurbel- 
maschine notigen Grossen bestimmt. 

Fig. 19. 

Bei ungeschickter Wahl der beiden Winkel P und S kann auch 
der Fa11 eintreten, dass, wie in Figur 19 dargestellt ist, die Parallele 
von A aus zu E'H' die Linie B C '  diesseits von U, also bei C 
schneidet, wodurch das Polygon der p die gekreuzte Form ABCD 
annimmt und das der k q  niimlich ,4FG ausserhalb A B C D  zu liegen 
kommt. E s  bedeutet dies indessen nur, dass in diesem E'alle die der 
Grosse g, entsprechende Kurbel in Figur 17  nicht mit O B ,  sondern mit 
der über O hinausgehenden E'ortsetzung zusamrnenfiillt. 

Die vorstehenden Konstruktionen sind so einfach, dass es sich 
empfiehlt, sie jedenfalls vor der arialytischen Kechnung durchzuführen, 
da man gerade durch das Auftreten des zuletzt erwahnten Umstandes 
eiri Bild über die Zweckmiissigkeit der aiihrigs gewiihlten M'irikel ge- 
winnt und keinerlei Vorzeichenfehlern aiisgesetzt ist. 

Die von uns ber iut~te  graphische Darstellung der Ausgleichs- 
bedingungen durch geschlossene Polygone kt auf den schon am Schlusse 
von 9 3 erw2hnten amerikanischen Ingenieur T a  y 1 o r  zurückzuführen. 
Indessen gab derselbe im Gegensatzo zu S c h l i c k  kein Verfahren an, 
welches von bestimmten Annahmen ausgehend die Ermittelung aller 
in Betracht komrnenden Grossen ermoglichte. Ebenso lag ihm die 
Berücksichtigung der Ausgleichsbedingungen zweiter Ordnung voll- 

6 * 
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84 Dynainik der Kurlielgetriebe. Von Prof. Dr. HANS LORENZ 

st;indig fern. Anf der  von T a y l o r  g ~ g e b e n e n  Grundlage ha t  daun 
der  Ingenieur  C. F ran  ze  1 ein Probierverfahren* ausgebildet,  welches 

- wieder un te r  Vernachl%sigung der  Ausgleichsbedingungen zweiter 

Ordnung  - darauf h i i l a u s l ~ u f t ,  a n  einer  zunachst unausgeglichenen vor 

liegenden Maschine diirch successive A n d e r m g  einzclner Restimmungs- 

s tücke derselben die beiden ursprünglich offenen Polygone z u m  Schlusse 
zii br ingen.  Dass durch solche Methoden das W e s e n  d e r  Sache  nicht 

erschopft wird, ist ja einleuchtend, so  dass es  begreiflich ersclieint, 

wenn  F r a n z e l ,  der  die Arbei ten von S c h l i c k  geflissentlich ignoriert? 

den al lgemeinen Fall der  Vierkurbelniaschine überhaupt  riur durçh 

Interpolat ion für losbar  erklart.  E t w a s  weiter  als F r i i n z e l  w a r  sclioil 

vo ïher  der  osterreichische Ingenieur  R. Knol le r*""  gelangt ,  der 
wenigstens die  infolge der  endlichen Schubstangenliinge auftretenden 

Krifte u n d  Momente (nach unserer  Bezeichnung zweiter Ordnung) 

d u r c h  Korrek t ion  an den Elementen  der  beiden Polygone  berücksichtigt 

* C. F r a n z e l :  ,,Das Taylorsche Verfahren zur -4usbalanzierung von SchiRs- 
rriaschinenLL. Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1898, S. 907. 

** Es hiirigt dies orenbar mit eiriem Rechtsstreite über das Schlicksche Patect 
znsammen, der im Juni 1898 dnrch Entscheidiing des Reichsgerichtes erletligt 
wurde. Diescr Prozess, zu dcm sich zahlreiche Eschlente in  Deutschland und 
hterreich gutachtliçh geaussert hatten, lief im wesentlichen auf die Frage hinaus, 
O\> in der alteren Taylorschen Abhandlung das Schlicksche Yerfahren des Uassen- 
ausgleiches vorweggenommen sei oder nicht. Das Reichsgericht hat diexe Frage 
unter Retoniing der prazisen Vorschnften des Schlickschen Patentes, welche erst 
eine praktische Verwendung des Ausgleiches ermoglichten, verneint und tlaraafliin 
das vom deutschen Patentamt schon für nichtig erkliirte Patent wieder hergestellt. 
Die auch fiir wissenschaftliche Kreise hochbedeutsame Urteilsbegründung ist in 
der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1898, S. 1053, abgedruckt, nrihrend 
ebenda S. 1313 Professor R i e d l e r  einen Cberblick über den Yerlauf des Pro- 
zesses giebt. 

*** R. R n o l l e r :  ,,Die Massenwirkungen der Dampfniaschinen und ihre Ha- 
lanzierurig". Zeitschrift des Gsterreichischen Ingenieur- nnd Architektenvcreinç, 
1897, Kr. 18. 

(Fortsetüung folgt.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Über perspektive Affinitat zweier Raume. 

Von 

Dr. A. BECK, 
Professor a m  Polgtcchnikiirn in Riga 

Im Folgenden soll zuniichst die Beziehung aufgestellt werden, 
velche , zwischen den KantcnlZiigen zwpier einander entsprech~nden - - 
~ e t r a e & -  besteht, wenn diese beiden Tetraeder in solche Lage ge- 
bracht werden konnen, dass die Verbindungslinien der vicr Paarc cnt- 
spïechender Ecken parallel zu einander sind. Die a f f i n e  r5umliche 
Beziehung, welche durch die beidcn Tetraedcr bestimmt ist, heisst bei 
dieser Lage p e r s p  e k t iv. Die Richtung der Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte soll A f f i n i t i i t s r i c h t u n g  heissen; je zwei ent- 
sprechende Gerade oder Ebenen schneiden sich auf der Af f i n i  tiit s-  
ebene. 

1. 
Man darf annehrnen, dass ein Paar entsprechender Ecken, z . R  

B, Dl, im Koordinatenanfang~~unkt ei~sammenfall~n, und dass die 
z-Axe des rechtwinkligen Koordinatensystems parallel zur Affinitats- 
richtung sei. Die Kantenliingen seien: 

AR= c, B C =  a, C A = b ,  B A =  f ;  D B = g ,  1 ) C = h ,  

Allll = cl etc. 

Die Koordinaten von A seien q, y,, 2,; diejenigen von A, XI, y,, C l ;  

diejenigen von B a,, yz, a, etc. Dann hat man: 

x," Yi2+ zI2= f ,  xIB$ y12+ cl2- fi? 1 zz2 + y2" z2, = g2, x22 + ys2 + C z 2 =  9,; 

x3" ~ 3 %  23" /hz, 2," y3' + ts2 = hl2) 
2-  4 L(xl - d2 + C - a)' + (zl - ~ 2 )  - , 

i (x, -- x.3) f (y2 - Y3) + - z ~ ) ~  y 

- + (y3 - yl)' + (z3 - -21' = fi', 
2) (x, - x J f  (y1 - y 2 y +  (Cl - Q2== 61: 

(x, - $3)' + (y, - y3y + (C, - fg)% = 01: Ix3 (x,  - z ~ ) ~  + (Y, -- y,)z + (CS - Ely= f i L 2 .  
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Durch Subtraktion erhiilt man hieraus unter Anwendung der 
neuen Bezeiehnungen a" u12 = A etc.: 

z 1 2 -  S18= f 2 -  f12= F ,  ,g22- & 2 =  g12= G, 

3) { 232 - t;35 = 7 ~ 2  - lhl = H, 
zI2-  g12+z22- g 2 2 -  2 ( q z 2 -  c l & ) =  c2 - Q= C, 

4, 1 zZa - [ 2 z  + 2," &2 - 2 (z2 z3 - c2 &) - a2 - a," A, 
za2 - [32 + z12 - Cl2 - 2(z3 z1 - Cs El) = b2 - b12 = B. 

Aus den Systemen 3), 4) ergiebt sich weiter: 
1 

1 -  + - C), 

1 
z,2, - t3g i  = T ( H +  .E - B). 

Indem man nun je eine Gleichung 3) und zwei geeignete Gleich- 
ungen 5) zusammen nimmt und sic wie lineare Gleiçhungen in resp. 
zi, ti; -, & ; z3, behandelt , erhalt nian die Eliminationsgleich~~ngen: 

Dies sind drei ho&ogene lineare ~ l e i c h u n i e n  in den drei GrBssen: 

21 5; I 
22 l 2  6 3  c3 

12, k, 1 '  1 %  & Y  LI ci I 
und durch Elimination dieser drei Grossen erhiilt mail die gesuchte 
Bedingungsgleichung in der Form: 

-O. 7 )  

2 F  F + G - C  H + F - B  

F +  G - - C  2 G  G + H - A  

H + F - B  G + H - A  2H 
Naçh bekannter Urriforruung dieser Deterriiiiiante kann man ciir 

Gleichung auch in der Porrn schreibm: 

= O .  8) 

1 II B A O ,  

0 1 1 1 1  
1 O F G I Z  
1 F O C B 
1 G C O A  
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Von Dr. A. BECK. 87 

II. 
Z w e i t e  A b l e i t u n g  d e r  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  8). Man be- 

tr:iclite die beiden Matrizcn: 

O  O O , O  O  O 1 , '  
Y) Z ~ ' - L '  -22, 2R 1 . 1 2, c2 2 -  & - 

~ , ~ - i r j ~  - 2 ~ ~  2c3 1 1 z & i j 2 - c 3  
8 P - l :  -Zrn  2 &  1 1 P, R # ~ ~ ~ - [ , s  

z l , .  . ., z4, El,. . ., t4 sind die fi.Koordinatcn der Tetraederecken und 
die $-Axe sei parallel zur Affinit5tsrichtung. Liisst man die Ecken D, Dl 
iiicht zusammenfalleil, so trcten an Stelle der Gleichungen 3) all- 
gerneinere Gleichungcn von der Form 4) mit z,, S',. 

Da in obigen beiden Matrizen die Zahl der Zeilen grtisser ist als 
die Zahl der Kolonnen, so rnuss das nach Zeilen gebildete Produkt 
der beiden Matrizen eine Determinante vom Wert Nul1 sein. 

Die zweite Zcile der ersten Matrix giebt z.B. mit der dritten 
Zeile der zweiten Matrix das Element des Produktes: 

z12- CL8- 2P1Z2+ 2ElC2 + 3 2 -  CZ2. 
Dies ist aher nach 4) = C. 
Man erhi l t  au1 diese Weise durch Multiplikatioii der beiden 

Nntrizen 9) sofort die gesuchte Bedingungsgleichung: 

10  1 1 1 11 

v o n  welcher man leicht erkennt, dass sic mit 8) ideiitisch ist. 
Bezeichnet man die Tetraederecken A, . . ., D mit 1, . . . 4, die 

Quadrate der Kantenliingen mit a2 = clz7,,, al2 = a,, etc., endlich die 
Differenzen dik - aik mit D i k ,  so lautet die Bedingungsgleichung: 

O 1  1 1 - 1  

1 0 4 2  3% Dl, 
11) 1 D2, O  n,, n24 = O ,  ' 1 i l 31  Dsr 0 ~ 3 4  1 1 1 0 4 3  0 

wo Ilik = ilki ist. 
Den FaIl, wo die Affinitiitsrichtung senkrecht zur Affinitztsebene 

ist, bezeichnen wir als o r t h o g o n a l e  p e r s p e k t i v e  A f f i n i t a t .  Für  
diesen Fa11 e rhd t  man eine weitere Bedingungsgleichung, indem man 
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die heiden Determinantcn mit einander multipliziert, welchc durcli 
ITeglassung der ersten Zeile aus den beiden Matrizen 9) entsteheii. 
h'iinmt man als zy-Ebene die Affinitlitsebene, so unterscheiden sich 
die [ von den x durch einen konstanten Faktor, woraus folgt, dass 
jede der beiden Determinanten 
orthogonale perspektive Affinitlt 

I O  Dl2 

Für orthogonale perspektive 
sus den Gleichungen Il) und I l  a)  die Beziehung ableiten: 

III. 

verschwindet. Man erhiilt also fiir 
die weitere Bedingungsgleichung: 

D r i t t e r  B e w e i s  d e r  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  8). Da bei der 
Affinitiit zweier Riiume die unendlich ferne Ehene des einen Raumes 
der unendlich ferrien Ebene des anderri entspricht, so  entsprecheii 
p arallelen Geraden parallele Gerade; je zwei entsprechende Punkt- 
reihen sind iihnlich, wobei das d h n l i c h k e i t s v e r h i i l t n i s  für alle zu 
einander parallelen Geraden des einen Systems und ihre entsprechenden 
denselben Wert  Lat. 

Rekanntlich gieht es in zwei projektiven Strahlenbündeln inimer 
ein Paar entsprechender Tripe1 von zu eiriander senkrechten Stralileii.* 

Die Reziehung zwischen den entsprechenden Punkten zweier 
affinen Rlume wird also am einfachsten ausgedrückt durch die 
Gleichungen : 

12) f - u x ,  r j = h J ,  C = C B ,  
wo die beiden rechtwinkligen Koordinatensystenie einander in der 
affincn Beziehung entsprechen. 

Wenn nun die beiden Systeme perspektiv sind, so findet in Be- 
zug auf die Haupt'axenrichtungen folgendes statt: Durch dic beiden 
Koordinatenanfangspunkte O, O' gehen zwei entsprechende Axen, 
parallel zu einander und zur Affinititsebene und senkrccht zur Ge 
raden 0 Of ,  welche die Affinitiitsrichtung angiebt; für diese zwei ent- 
sprechenden Axen ist das ~hnlichkcitsvcrhiiltnis = 1. Die beiden 
anderen Paare entsprechender Axen sind die entsprechenden Recht- 

D13' O14 

D*, 
0 DM 
D43 0 

* H e n r y  J. S. S m i t h  : ,,On the focal properties of homographie figures". 
(1869). collected math.  papers, vol. 1, p. 515 (1894). R e  y e: , ,Über die fokalen 
Nigenschaften kollinearer GebildeLL, Math. Annalen, Ud. 46 (1895). nie Crund- 
lagen des synthetisch-geometrischen Beweises finden sich in K e y e ,  Ceonletrie 
i e r  Lge: II. Abt. S. 229 232 (1. h f l .  1868). 

= 0. 

Affinit,iit zweier Tetraeder kann m m  
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wirikelpaare der beiden entsprechenden Strahlbüschel, welche die 
Scheitel O, O' haben und in der Ebene liegen, die durch 00' senk- 
recht zur Affinitiitsebene gelegt werden kann. 

Sol1 es also moglich sein, zwei affine Raume in perspektive Lage 
zu bringen, so muss für eine der drei Hauptaxenrichtungen das a h n -  
lichkeitsverhiiltnis den Wer t  1 haben. In dem speziellen Fa11 der 
o r tho  g o n a l e n  perspektiven Affiriitiit haben z w e i  Hauptaxenrichtungeii 
das ~hnlichkeitsverhiiltnis 1; sie sind zur Affinitiitsebene parallel und 
die dritte Hauptaxenrichtung ist die Affinitatsrichtung. 

Stellt man in der angegebenen Weisc zwei ontsprechende Punkte- 
paare der affinen Hiurne durch die Koordinaten 

xi, . . ., S i ,  . . . , Xk, . . . > E k ,  . . . 
dar, so hat man für die DifYerenz Il ik der Quadrato &k, SLk cnt- 
sprechender Strecken : 

B. r k -  - d .  ,k - S. i k - ~ i 2 + y b Z $ ~ i 2 + ~ k 2 f ~ k 2 $ ~ k 2 - ~ i 4 - ~ , 2 - ~ i 2  - 

13) ( - - S k B  2 (s, I çk  + yi y k  + ai ZI) 

+ z ( L L  t ,i,,+ C i C r ) ,  

oder nach 12): 

I Dik = xL2(1  - cc4) + yL2 ( 1  - b2) + z L P ( l  - c2) + xk2 ( 1  - a2) 

13a)l  

+ yk2 (1 - b2)  + zk2 (1  - ce)  - 2 x; zk (1 - a2) 

- 2 y;yk (1 b2) 2 2, Bk (1 - c2). 
Setzt man : 

1 l-ccZ=p, l - b L q ,  l - c L y  

13b) 
pxiZ $- q y i 2  + r z L 2  = Pi, 

so wird: 
1 3 ~ )  Dir- pi + Pk - 2 p x i z k  - 2 q y i y k  - 2rzi2,+.  

Nun bilde man das Produkt nach Zeilen der beiden Matrizen: 

. . . . . . . . . . . . 

1 0 Do1 Do, . 1 

Unter Renutzung von 13c) ergiebt sich für dieses Produkt die 
neterminante : 

Je  nach der Anzahl der Zeilen in  den beiden Matrizen erhalt man 
für die reüultierende Determinante verschiedene S%tze:* 

* Vergl. Ualtzer, Determinanten, 5 16 ,  11, 5. Aufl. (1881). 
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a) 1st die Anzahl der Zeilen grosser als die der Kolonnen, so 
,verschwindet die Determinante 

Dies ist eine Beziehung zwischen sechs Paaren entrprechender 
Punkte in einer riiumlichen Affinitiit. 

Die sechs Punkte des zweiten Systems fallen alle uneridlich nalie 
zusammen, wenn vier dersclben zusamn~enfallen. Indem dann 

wird, erhalt, man die Bcziehung: 

1 O '01 . "LX 1 

c) 1st die Anzahl der Zeilen kleiner als die der IColonnen, sn 

erhlilt man: 

zrrischen den von sechs beliebigen Punlrten des Raumes begrenzten 
Strecken. 

b) 1st die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl der Kolonneii, 
so wird: 

Zur Abkürzung ist gesetzt: 

Bei der p e r  s p e k t i v e n  L a g e  der beiden Riiume muss nun nach 
dem oben Gcsagten eine der drei Zahlen a, b ,  c in 12), 13a), 13b)  
den Wert + 1 haben, also eine der drei Zahlen p, y, r verschwinden. 
Fiir diesen Fa11 der perspektiven Lage folgt also aus 16): 

Po 1 x, y0 Q3 
p, t Tl z1 / 
. . . . . .  

, i 16) 

O "04 1 
O U I P  D1l 4 4  1 = e p a r  

. . . . . . . . .  . i 
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In  dem speziellen Fa11 der o r t h o g o n a l e n  BfGnitat fol@ üus 17), 
da zwei der Zahlen p, y, r vcrschwinden: 

Die Entwickelung kann in der Forni geschrieben werden: 

Die rechte Seite in 16) verschwindet aber auch d a m ,  wenn die 

verschwindet und dies geschieht offenbar, wenn die fünf Punkte O, 1, 
2 ,  3, 4 in einer Ebene liegen. Man hat also für fünf Punktepaare 
zweier affinen ebenen Systeme die Beziehung 18). 

Nimmt man dabci an, dass im zweiten System die fünf Punkte 
der Ebene zusammenfallen, indern drei derselben zusammenfallen, so 
erhalt man fiir fünf beliebige' Punkte einer Ebene: 

Dieselbe Beziehung besteht nach Ca y l e  y allgemeiner zwischen 
fünf Punkten einer Kugel. 

IV. 

An Stelle der beiden Matrizen 14) betrachte man die folgenden: 
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Das Produkt derselben nach Zeilen ist die Determiuante: 

I O  1 1 . . l  

/ l QI O32 . . ! 
. . . . .  . 1  

J e  nach der Anzahl dm Zeilen in den beiden Matrizcn erhilt 
man die folgenden Siitze: 

Dies gilt fiir fünf Punktepaare zweier affinen raumlichen Systeme. 
Fallen die fünf Punkte des zweiten Systems zusarnmen, so erhalt 

man für fünf beliebige Punkte des Raumes die bekannte Beziehung 
zwischen den sie verbindenden 8trecken:* 

I O  1 1 .  . I I  

11 41 d 5 2 -  - 0 1  
Bei fünfzeiligen Matrizen erhiilt man: 

und bei vierzeiligen: 

I O 1  1 1 1  

* C a y l e y ,  Cambr. math. Journ., vol. 2 ,  1841 

25) 

Die rechte Seite in  24) verschwindet in zwei Flllen: 
a) Eine der Zahlen p, q,  r werde = O. Dies ist der Fa11 der 

p e r s p e k t i v e n  Affinitat und giebt wieder die schon in 8) und 11) ge- 
fundene Bedingungsgleichung für zwei perspektiv-affine Tetraeder. 

1st die perspektive Affinitat speziell o r t h o g o n a l ,  so besteht nach 
25) infolge des gleichzeitigen Verschwindens zweier der drei Zahleii 
p, q ,  r noch die weitere Beziehung: 

1 O Dl, Dl, 
. . . . . . .  
l O31 O 3 2  O 

= - 4 ~ ~ ( 1 x i Y i ' ~ - 4 1 ~ ~ l l ~ i z , I ~  

- 4 q r l  l y , z ,  i2. 
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Die Entwickelung kann in die Form gebracht werden: 

27) (i/x+i/u,,+1/D,,)(-++)(+-+)(++-)=0. 
b) Wenn die Determinante 

1 XI 1% 21 1 
. . . . . .  

1 x 4  Y4 94 

verschwindet, so liegen die vier Punkte des ersten Systems in einer 
Ebene. Man hat also für vier Punktepaare zweier affincn ebenen 
Systeme die Beziehung: 

I O 1  1 1  1 1  

/ 1 D4, Du B, 0 / 
analog zu der Beziehung 22) zwischen fünf Punktepaaren zweier 
affinen Riiume. Fallen die vier Punkte des zweiten Systems zu- 
sammen, so ergiebt sich für vier beliebige Punkte einer Ebene die 
bekannte Reziehung zwischen ihren Strecken: 

I O 1  1 1  I I  

D a s  A f f i n i t ~ t s v e r h ~ l t n i s .  Bekanntlich ist für vier beliebige 
Punkte: 1 0  1 1 1 11 

l 1 d, d, d u  0 I 
wo V da3 Volurneri des Tetraeders der vier Purikte bezeichnet. Bei 
affinen Raumen ist das Verhiiltnis entsprechender Volumen konstant. 
Wenu die Afhi t i i t  perspektiv ist, so ist dieses Verhaltnis ent- 
sprechender Volumen gleich dem Verhiltnis der Abstiinde zweier ent- 
sprechenden Punkte von der Affinitatsebene. 

V. 

Die Aufgabe, zwei a f f i n e  e h e n e  S y s t e m e  in perspektive Lage 
zu bringen, ist  bekanntlicli vom zweiten Grad. Der Übergangsfall 
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von reellen zu irnaginaren Losungen ist oEenbar derjenige der ortho- 
g o n a l e n  bffinitit, wo die Affinitatsrichtung senkrecht zur Affinitiiis- 
axe ist. Die Bedingung hierfür ist in 26) ausgedrüçkt. Haben die 
zwei entsprechenden Dreiecke, durch welche die affine Ueziehung be- 
stinimt ist, zwei entsprechende Seiten gleich, so wird die perspkt i~e 
Lage dadurch reell herbeigeführt, dass man diese beiden Seiten zur 
Deckung bringt. Sei z. B.: 

d,,=S,,, also D,,=O, 

so ilimmt die Determinante in 26) den Wert  (Dl, - D,,)2 an, welchpr 
immer positiv ist. Die Aufgabe, zwei gegeberie Dreiecke in parailel- 
perspektive Lage zu bringen, hat also zwei reelle verschiedene o h  
zusanirnenfallende oder zwei irnagiii%re L6surigenJ je riachdeni 

O 1  1 1 1  ; 4 "1.2 "q> - 0 
O D,, < 

' 1  1 41 4 2  0 1 
ist. Dieses Kriterium stimmt überein mit dem von M6bius  ge 
fi~ntlenen (Barye. Calcul, 5 328). 

Sind die zwei Dreiecke rechtwinklig mit d,, und 4, als Ilgpo- 
teiiusenqiiadraten, so fiiidct man ails 30) leicht, dass die TJ6sungen reell 
getrennt, zusammenfallend oder inlaginZr sind, je nachdem 

> (4, 1 '13) f O 

k t .  Daraus folgt: Zwei a f f ine  ebene  S y s t e m e  konnen nur dann 
r e e l l  in perspektive Lage gebracht werden, wenn von den Bhnliclikeits- 
verhiiltnissen, die zu den beiden Hauptaxenrichtungen gelioren, das 
eine 2 1, das andere < 1 ist. 

p ü r  z a e i  a f f i n e  ~ i i u m e  ergiebt sich hieraus in Verbindung mit 
deni Früheren: Zwei affine Riiume k6nnen dann und nur dann rcell 
in perspektive Lage gebracht werden, wenn von den zu den drci 
Hauptaxenrichtungen gehorcndcn ~hn1ic:hkeitsverhiiltnissen das mitt lue 
den Wert 1 hat. 

Endlich hat man hi~rai is  den Satz: Zwei affine Raume kiiniien 
immer reell in perspcktive Lage gebracht werden, nachdem man deil 

einen mit einem gewissen ret:llen, positiv oder negativ genomnienen 
Paktor multipliziert, d. h. direkt oder invers ahnlich veraridert Lat. 
Der Paktor ist tlerjenige, durch welchen das mittlere der drei Haupt~ 
lihrilichkeitsverha~tnisüe auf den wert 1 gebracht wird. Sind für das 
eine Vorzeichen dieses Faktors die beiden perspektiven Systeme gleicli- 
siiinig, so sind sie für das andere urigleichsinnig. 

Hat man das eine System mit dem betreffenden Faktor multipli- 
ziert, SV wird die perspektive Lage herbeigeführt, indem inan z r e i  
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entsprechende ebene S ~ s t e m e ,  die in zwei zu den mittleren Haupt- 
axenrichtungen scnkrechten entsprechenden Ebenen liegen, in einer 
El~ene in perspelctive Lage bringt, wobei aber die Punktreiheu, die 
auf zwei entsprechenden mittleren Ilauptaxen liegen, g l  e i  c h s i n n  i g 
sein miissen. 

Dicjenigen bciden anderen reellen Falitoren, durc1.i wclche das 
gr6sste und das kleinste der drei IIauptiihnlichkeitsverhiiltnisse auf den 
Wert 1 gcbracht wcrden, geben keine reellen Losungen in Bezug auf 
die perspektive Lage der beiden Maume. 

Dic Aufgabe, ein Tetraeder zu konstruieren, das cincm gegcbenen 
Tetraeder iihnlich ist und zu einem zmeiten gegebenen Tetraeder in 
parallel-perspcktiver Lage sich befindet, ist also vom dritten Grad, 
da sic die Konstruktion der drei Ilauptaxen für zwei projektire Strahl- 

welche f ü r  x2 vom dritten Grad ist. Indem man im zweiten System 
vou einer gleichsçherikligen dreireühtwinkligen Ecke mit der Kanten- 
linge 1 ausgeht, nimmt die Gleichung die Form an: 

büiidel erfordert. 
Sie fülirt auf die Gleichung: 

O 

1 

31a) 1 

oder nach 7): 
1 

2 f 2 -  2x2 

,2 + f'" -2 

3 1) 

VI. 

O 1 1 

1 O 1'" -.II;' 

1 c2-x"C, . g 2 - ~ 2 g l B  

1 OZ - 2?hl2 . - z"h12 

Die behandelten Aufgaben über affine Baume führen offenbar auf 
Aufgaben über das Ellipsoid, indem man das Ellipsoid des ersten 
IZaurues betraühtet, welches einer Kugel des zweiten Itaumes entspricht. 
Die perspektive Lage ist reell nî6glich7 wenn der Radius der Kugel 
gleich ist derri Kadius der reellen Diametralkreissçhnitte des Ellipsoides, 
velches die Strecken f ,  g, 73 zu konjugierten Halbmessern hat. 

1 f'LrJ."f;" O 
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lndem m m  die Verbindungsstrecken a ,  b ,  c durch f ,  y, h und die 
von letzteren eingeschlossenen winkel ausdriickt, erhalt man leicht 
aus 32) die entwickelte Gleichung: 

33) X ~ - ( ~ ' ~ + ~ ' + / L ~ ) ~ + ~ ~ ( A ~ $ A ~ + A , ) - ~ ~ V ~ = O ,  

wo die A die Flacheninhalte der von den Kanten ghn,  hf h ,  f g c  ge- 
bildeten Dreiecke darstellen und V das Volunien des Tetraeders kt.  

Man ersieht daraus z B., dass fiir alle Tripe1 von konjugiert~n 
Halbmessern eines Ellipsoides die Summe der Quadrate koiistant kt, 
weil sie die Summe der Quadrate der halben Hauptaxen darstellt. 

Der P o h l k e ' s c h e  S a t z  der Axonometrie sagt aus, dass drei von 
einem Punkt ausgehende, nach Richtung i l id  Lange willkürliclie 
Strecken f ;  g, h einer Bildebene immer als schiefe Parallelprojektiorien 
von drei zu einander senkrechten gleichlangen Axen angesehen werden 
konneri. Die Aufgabe, die Lange dieser Originalarten zu bestirnrrieii, 
ist dann ein spezieller Fa11 der vorigen Aufgabe, indem die vier Eckeii 
des ersten Tetraeders in einer Eberie liegen." Man hat  also zu setzeu 
V =  O, wodureh in 33) eine Wurzel x2= O wird und sich fiir die 
beiden andern die Gleichu~ig ergiebt: 

34) x4 - (f + g2 + IL') x2 + 4(Aa2 + Ab2 + Ac2) = 0. 

Das Ellipsoid ist in diesem Falle unendlich flach, begrenzt durch 
eine U m r i s s e l l i p s e ,  deren halbe Axen die Wurzeln der letzteii 
Gleichung sind. 

Von diesen beiden EIalbaxen hat nui- die kleinere, d. h. die mittlere 
von den dreien, praktischc Bedeutung, da nur sie zu einer reelleii 
Lage des hxenkreuzes führt. 

Aus 34) folgt: Die Sumrne der Quadrate der Halbaxen der Um 
rissellipse ist = f + g2 + 7b2, also nur von den Liingen, nicht von den 
Bichtungen der drei Bildaxenstrecken abhangig. Der Fl'icheniiilialt 
der Umrissellipse ist - -  

= 2 n V A , ~  + A~~ + A ~ ~ .  

Für o r t h o g o n a l e  Axonometrie erhiilt man die Bedinguiigs- 
gleichung: (f" gs" + h2)' = 16 (Au2 + Ab2 + A,'), 

und die Originelaxenliinge ergiabt sich in diesem Fall  sus 

2x2== f Z  + y2 + h2. 

Filr die Aufgabe, zwei beliebig gegebene Dreiecke ABC, A'B'C' 
in parallel-perspektive Lage zu bringen, m6ge hier noch folgeiidr 
L6sung mitgeteilt werden. Auf UC, U'C' sind zwei entsprecliendt; 

* Vergl. meinen Aufsetz: ,,Über die Fundamentalaufgabe der Axonometrie.,, 
Journal f. d. r. u. a. Math.,  Bd. 106. 
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Punkte D, Br zu bestimmen, fiir welche AU = A' D r  ist. Diese bciden 
Strecken AD,  A'Dr müssen dann in der perspektiven Lage der beiden 
Dreieçke zusammenfallen. Wir rriultiplizieren das Dreieck A'U' Cr mit 

so dass es in da3 Dreieclr dem Faktor f i T c ,  

iibergeht und R"C1'= B C  ist. Dann legen wir die Dreicckc A B C ,  
Ar'U"C" in einer Ebene so aneinander, dass Br' auf R, Cr'  auf C 
fillt. Nun ist auf B C  der Punkt D so zu bestimmen, dass 

n f  cr  AD = A f D f  - AlIn.-- 
U G  

ist. Als Ort solcher Punkte D ,  für welche 

ist, erhalt nian aber einen leiçht zu konstruierenden Xreis desjenigen 
Krcisbiisrhels, welches die Punkte A, A" zu Nullkreisen hat. Die 

T A" 

Schriittpunkte dieses Kreises mit B C  sind die gesuehten Punkte D, 
welche, indem man sie mit A wrbindet, die Affinitatsaxe geben. In 
der Figur beaclite man, dass 

B ' C ' :  U C =  A'C': Ar'C. 
Hiernach werden die zwei Piinkte L des Kreises gefundrn, 

indem man auf der durch A gehenden Parallelen zu Arc'  die letztere 
Strecke von A aus nach beiden Seiten auftriigt und die Endpunkte S, T 
mit C verbindet. Man kann nach dieser Methode aueh iiberhaupt 
solche Richtungen in den beiden affinen ebencn Systemen bestimmen, 
für welche das ~hrilichkeitsverhiiltnis einen beliebig gegebenen 
\.Vert hat. 

R i c h t u n g e n  von  k o n s t a n t e m  A h n l i c h k e i t s v e r h i i l t n i s  be i  
affinerr It i iumen. Was bilden alle durch einen Punkt O gehendeil 
Strahlen des ersten Raurnes, fiir welche das $hnlichkeitsverhiltnis mit 

Zeitschrift f. Mathematik u Phyeik 44 Band 1899 2 u 3 H o f t  7 
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den entsprechenden Strahlen einen konstanten Wert  hat? W i r  multipli- 
zieren das zweite System mit dem geeigneten E'aktor A, um die Systeiile 
in perspektive Lage bringen zu konnen. Bei dieser perspektiven Lage 
ist der Ort aller Punkte, deren Abstinde von O, 0" einen gegebeneii 
V e r t  01': O" P - p hat, eine Kugel R, deren Mittelpunkt auf 00" 
lirgt, und welche die Streclie 0 0" aussen und innen iiu Verhiiltriis u 
teilt. Diese Kugel schneidet die Affinitatsebene in einem Kreis I;. 
Alle Geraden durch O, für welche das Ahnlichkeitsverh~ltnis in der 
ursprüngliehen Affinitit den Wert 2.p hat, bilden also den Kegel, 
dessen Leitlinie der Kreis k ist. Lassen wir p variieren, so bilden 
alle Kugeln R ein Kugelbüschel mit den Nullkugeln O, O"; die 
Kreise 3; bilden ein Kreisbüschel, dessen Nullkreise diejenigen Yunkte 
der Affinitatsebene sind, nach welchen in der Projektivitiit der heiden 
Ründel O, O" zwei Hauptaxen von jedem der beiden Bündel und znei 
Hauptaxen von jedem der Kegel 07; gehen. Die Kegel 01; bilden also 
ein U ü s e h e l  v o n  c o n c y k l i s c h e n  Kege ln .  

Wenn einem zum ersten System gehorenden gleichschenkligen 
Dreieck, dessen Spitzc in O licgt, wieder ein gleichschenkliges Dreieck 
entspricht, dcssen Spitze in 0 '  liegt, so müssen die beiden Sehenkel 
des ersten Ureiecks iii zwei Erzeugende eines der Kegel O k  falleii. 
Indem nian zur Grenze übergr~ht, wo die beiden gleichen Schenkel 
unendlich be~iachbart sirid, erhiilt man die Sütze: Eine Gerade durch 
O giebt eine der beiden Hauptax~nrichtungen fiir dasjenige ebrne 
System, welches liings jener Geraden den durch sie gehenden Kegd 
des conçyklischen Rüschels 07c berührt. Eine beliebige Ebene durch 
O wird von zwei Kegeln dieses Büschels in zwei zu cicander senk- 
rechten Geraden berührt, welche die Hauptaxenrichtungen für das 
ebene System angeben. Jeder der beiden Kullkegel giebt die eine 
Hauptaxrnrichtung für jede durch ihn gehende Ebcne an, ülso eine 
der Iiaupt:txenrichtungen des raumlichen Systems und zu diesen heiden 
Richtungen gehtiren der grosste und der kleinste Wert der hberhaupt 
vorkomrnenden ~hnlichkeitsverhiiltnisse. Die Strahleninvolution, in 
welcher die Kegel des Hiischels dnrch eine Ebene durch O geschnitten 
werden, ist samt ihrer entsprechenden symmetrisch. In zwei ent- 
sprechenderi gleichschenkligen Dreiecken sirid die beiden entsprechenden 
Hasen die eine Hnuptaxenrichtung für die Ebenen der Dreiecke. 

VIII. 

Bekanntlich ist es im allgemeinen nicht moglich, zwei kollineare 
Ri iume il1 perspektive Lage zu bringen und zwar auch dann noch 
nicht, wenn man den eiiien derselbcn iihnlich verandert. Dagegrn be- 
steht für solche kolliiieare Riiume allg-enleilier Art der Satz: ,,Wenn 
die rechtwinkligrn Ordinaten aller l'unkte des crstcn Raumes in 
Bezug auf die eine oder andere vori zwei gewissen zu einander senk- 
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rechten Ebcncn beziehungsweise mit - dem einen oder anderen von xwei 
gemissen zu einander reziproken Faktoren multipliziert werden, so 
kann das sn veranderte erste System zu dem zweiten in perspektive 
Lage gebracht werden, wobei die Kollineationsebene auf der Schnitt- 
iinie jener heiden Ebenen senkrecht steht und das Kollineationscentrum 
auf dieser Schnittlinie liegt." 

Die Geraden des zweiten R,aumes und ihre Normalebenen geben 
namlich auf der unendlich fernen Ebene V' des zweiten naurnes ein 
Polarsystem, welchem im ersten Raiirn ein Polarsystem i n  der Gegen- 
ebene- V entspricht. Der Mittelpunkt O dieses letzteren Polarsyeterns 
entspricht dem unendlich fernen Punkt in der Richtung senkrecht xur 
Gegenebene U' des zweiten Raumes. Nach H e n r y  J. S. S m i t h  ist 
nun die perspektive T l a p  nur dann mtiglich, wenn das Polarsystem 
in der Eberie V (und d a i i t  auch das arialog gebildete in der Ebene O") 
e in  cirkii  1 a r e s  id.* Dies kann nun durch eine orthogonale perspektiv- 
affine Verwandlung des ersteri Systems imnier erreicht werden. Die 
heiden Affinitiitsehenen gehen diirch die heiden Axen O X und 0 Y 
des Polarsgstems in V und stehen auf V senkrecht. Die beiden zu 
einander reziproken Affinit&werhdtnisse werden durch eine sehr ein- 
fache Konstruktion gefunden, wenn man in dem Polarsystern V ausscr 
d m  Axen noch zu einem Punkt P die Polare p kennt. Tst S der 
Schnittpunlit von p mit OX, so bestimmt man mit Hilfe eines Halb- 
kreises iiher OS sofort diejenige ortliogonale Affinitii,t mit der Axe OX, 
in welcher den beiden Geraden O P  und p zvei zu einander senk- 
rechte Gerade O Pr' und p" entsprechen. 

Dabei ist leicht zu erkennen, dass die Losungen nie imaginir 
merden konnen, indem man beachtet, dass die durch P und p auf 
OX und O Y bestinimten Involutionen harmonischer Pole notwendig 
elliptisch sein miissen. 

Statt der oben genannten beiden Ebenen kann man auch jede zu 
ihnen parallele Ebene als Affinitatsebene nehmen und zwar mit dem- 
selben Affinitiitsverhiiltnis; dann liegt aber das Xollineationscentrum 
nicht mchr in der Affinitiitscbene. 

Man kann den vorigen Gegenstand noch in  anderer Weise be- 
handeln, indem man von demjcnigen Kritcrium für die Moglichkcit 
der perspektiven Lage zweier kollinearen Riiume ausgeht, welches 
Herr G. H a u c k  angegeben bat.** 

Man betrachte drei durch einen Punkt O gehende Gerade des 
ersten Raumes und die entsprechenden durch O' gehenden Geraden 
des zweiten Baumes. Auf den ersten drei Geraden liegen drei Gegen- 
punkte VI, V,, V,, auf den letzten drei Gegenpunkte fi;', Cl2', U,', ent- 
sprechend den unendlich fernen Punkten der entsprechenden Geraden. 

* Collccted math. papers, ,vol. 1, 599 
** Diese Zeitschrift, Rd. 21, S. 413. 
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Nun ist die perspektive Lage der beiden kollinearen Riiume dann und 
nur dann moglich, wenn das Dreieck VI Pz 7, a h n l i  c h  i s t  deni 
Dreieck U,' L;' Us1. 

Bei der allgemeirien Kollineatiou sind diese beiden Dreiecke eiu- 
ander nicht iihnlich, aber man kann das Dreieck V durch eine ortho- 
gonale perspektive Affinitiit in der Gegenebeue V iuiruer so verlndern, 
dass es dern Dreieck U' ahnlich wird. Zur Konstruktian kann man 
die in VIL erwahnte Methode benutzen, wo der Hreis jetzt die 
Gerade B C  berühren muss. 

Man sieht ohne weitere Konstruktion. sufort ein, dass die Axen 
der orthogonalen Affinitiiten parallel sein miissen zu den Hauptaxen- 
richtungen derjenigen affinen Beziehung, welche durch die eut- 
sprechenden Dreiecke V, U' bestimmt k t .  Eine orthogonale Affinitit, 
welche eines der Dreiecke V zu einem entspreçhenden Dreieck U '  
iihnlich macht, muss jedes Dreieck V zu jedem zugehorigen Dreieck Cf 
iihnlich machen. 

Zu jedem Dreieck V gehoren m3 Dreiecke U1. Zieht man durch 
einen Punkt O des ersten Xaumes alle Geraden, so gehoren zu ihren 
Punkten V bestimmte Punkte 77, und man sieht leicht ein, dass diese 
Beziehung zwischen den Punkten P und U' Affinitiit ist; denn der 
unendlich femen Punktreihe der Gegenebene V entspricht hierbei die 
unendlich ferne Punktreihe der Gegenebene U' nach der Kollineation 
der beiden Riurne. Da die Projektivitat dieser beiden Punktreihen 
unveriindert bleibt, wenn die Scheitel O, 0' der beiden entsprechenden 
Bündel geiindert werden, so folgt, dass in allen den cm-ffinitiiten, 
welche zu den 003 Punkten O gehoren, immer dieselben Paare von 
Richtungen einander entsprechen; a190 sind für alle die affinen Re- 
ziehungen die Hauptaxenrichtungen dieselben und alle Dreiecke Ur, die 
zu einem Dreieck V gehoren, sind zu einander ahnlich. 

Mit Hilfe von 26) kann man leicht die beiden Affinit%tsverhiilt- 
nisse v für die orthogonalen perspektiven Affinitiiten ableiten, durch 
welche die Dreiecke V zu den Drciecken U' iihnlich gemacht werden. 
Man findet die Gleichung: 

V" [a12 (du + 43 - (ln) + 41 ( ~ I V  f d23 - a,,) 
+ ( 2  + 1 - 43)l + 1 = o. 

Dabei bedeuten d und d die Quadrate der Seiten zweier xu- 
sammengehorigen Dreiecke P, Cl und F, 0 die Fliicheninhalte dieser 
Dreiecke. F ü r  alle die w9 Paare vori zusammerigeh6rigen Dreieckeiî 
7, U' ist der Faktnr von v eine konstante Grosse. 

E s  m6ge noch eine Eigenschaft a f f i n e r  r i i u m l i c h e r  Beziehung 
abgeleitet w-erden, die sich auf den Fa11 bezieht, wo die beiden riium- 
lichen Systeme so gelegt sind, dass die Hauptaxenrichtungen des einen 
parallel sind zu den entiipreçhenden Hauptaxenrichtungen des andern. 
Der Satz ist eine Erweiterung eines von S n i i t h  mit Hilfe des iuia- 
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Von Dr. A. BECK. 101 

gingren Kugelkreises im Unendlichen bewiesenen Satzes über zwci pro- 
jektive Strahlbündel." 

,,Wenn zwei a f f i n e  Raume  so gelegt werden, dass die ent- 
sprechenden Hauptaxenrichtungen parallel zu einander sind, und man 
legt durch einen Punkt Y des ersten Raumes die Senkrechte p zu 
einer Ebene des zweiten Raumes und durch den entsprechenden 
Punkt Y '  des zweiten Raumes die Senkrechte p' zu der entsprechenden 
Ebene des ersten Raumes, so entspricht der Geraden p des ersten 
Raumes die Gerade p' des zwciten." 

Beweis:  Die Beziehung der beiden Raurne ist dargestellt durch 
die drei Gleichungen 6 = a x ,  rj = b y ,  [ = cz, wobei Y, Y' die Mittel- 
punkte der beiden entsprechenden rechtwinkligen Koordinateilsysteme 
sind. Wenn nun eine Ebene E des ersten Eaumes auf den Axen 
desselben die Abschnitte x,, y,, z, erzeugt, so gehoren zu der ent- 
sprechenden Ebene 3' im zwciten Koordinatensystem die Absçhnitte: 

EE=axe7 ri.=by,, t = c z e .  

Man verschiebe nun d* zzweite System, bis P' mit P zusammen- 
fallt. Das Perpendikel p von P auf E' habe die Lange q und den E'uss- 
punkt Q mit den Koordinaten x,, y?, z, im ersten System; das Perpen- 
dikel p'  von P' auf E habe die Lange r und den Fusspunkt A mit 
den Koordinaten Er,  q., t;,. im z ~ e i t e p  System. Dann ist 

r2  = Er. x, = ri$.- ye = l;,.. Be.  

Daraus folgt, wenn man r2  : q2 = p setzt: 

Damit ist bewiesen, dass dem Perpendikel p des ersten Itaumes 
das Perpandikel y' des zweiten Raumes entspricht, wobei aber die 
Fusspunkte einander nicht entspreehen. 

* Collected math. papers, vol. 1, p. 571. 
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Über die Verwendung zweier Pende1 auf gemeinsamer 

Unterlage zur Bestimmung der Mitschwingung. 

Von 

Dr. Tt. Scrr~r~~ah-s 
in Potridam. 

Eiuleitnng. 

Für  relative Schweremessungen nach der Methode des Herrn Oberst 
v. S t e r n e c k  sind in neuerer Zeit mehrfach Pendelstative gebaut 
worden, die so beschaffen sind, dass mehrere S t e r n  e c k  sche Pende1 
zugleich schwingen konnen. 1st dabei Fürsorge getroff'en, dass die 
Schneiden zweier Pendel einander parallel sind, wiihrend die Schwingungs- 
ebenen zusammenfallen, so komrnt zu den Vorzügen solcher Stative, als: 
gewisse, bessere Temperaturverhiiltnisse, Abkürzung der Beobachtungs- 
dauer durch Wegfa11 des hsufigen Aus- und Einpackens der Pendel, 
noch der einer Moglichkeit, den Einfluss der Rlitschwingung von 
Stativ und Untergrund in der Schwingungsrichtung innerhalb einiger 
Minuten mit ausreichender Genauigkeit bestimmen zu konnen. Dies 

ausführlich darzulegeii, ist der Zweck der vorliegenden, von Herrn 
Geheimrat H e l m  e r t  angeregten Arbeit. 

Zusarnmenstellungen der hierher gehorigen theoretischen und prak- 
tischen Untersuchungen findet man bei r o n  Opp  olzer,* bei Z ürn,"x 
in besonders ausführlicher Weise bei Helmert.*** 

Die hier darzulegende Methode der Mitschwingungsbestimmung 
ist aus dem im Konigl. Preuss. üeodatischen lnstitute ausgearbciteten 

* Verhandlungen der siebenten allgemeinen Koriferenz der F:uropiischen 
Gradmessung, Ueilage VI a. 

** Dau Pendel und seine Verwendung. Wissençchaftliche Beilage zii dem 
Jahresberichte des Xonigl. Gymnasiums zu Plauen i. V., Ostern 1897. 

*** Verofferitlichung de8 Konigl. Preuss Geodiitischen Institutes und Centrsl- 
biireaiis der Internationalen Erdmessiing. Beitrige ziir Theone des Rcversions- 
pendels. Potsdam 1898. Diese Publikation erschien, als die vorliegende Arbeit 
bereits zur Ver6ffcutlichung eingesandt war ;  sie iibeiall in geiiügericler Weise zii  

berücksichtigen, mar hei der Xiirze der Zeit n i rh t  mehr moglich. 
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,,Wippverfjhren"* hervorgegangen; dahei leitete mich der Wunsch, 
erstens den individuellen, unkontrollierbaren l thythmus in der Hand- 
hahung des Dynamometers von seiten des Beobachters zii ersetzen 
durch den mathematisch besser verfolgbaren einer mechanischen Vor- 
richtiing in Gestalt eines zweiten Pendels, und zweitens, die einer 
Kraft von mehreren Kilograrnm eritsprecheride Einwirkurig des Dynamo- 
meters aiif den Pfeiler zu ersetzen diircl-i die einer heschra.nkten %ah1 
von Grarnnien. Eine solçhe geringe Kraft entspricht eirimal derjeriigen 
besser, die die Schneide eines invariablen Pendels auf ihre Unterlage 
ausübt; zweiteris kann man sie ohne Bedenken auf das Stativ selbst 
einmirken lassen, im  Gegensatz zu der grossen Kraft des Dynarno- 
nieters. Wegen der i n  den meisten Fiillen sehr geringen Grosse des 
Mitschwingens ist es wcsentlich für  das gute Gelingen des Versuches, 
dem zweiten Pende1 ein etwas grosseres Gewicht zu geben. 

Nachtriiglich fand ich, dass Her r  TJorenzonie* schon im 
Jahre 1886 mit einem Fadenpendel bei seiner Bestimmung der abso- 
luten Schmerc diesclbe Methode angcwendet hatte, ohne allerdings 
ihre ganze Genauigkeit auszunutzen. 

Der ihr zu Grunde liegendc Vorgang*** ist kurz folgender: von 
zwei Pendeln mit nahezu gleicher Sclimingungszeit wird das eine auf 
einen Ausschlag zwischen 15' und 40' gebracht, und das andere so 
vollkommen als moglich beruhigt; ist dies erreicht, so wird das erste 
freigelassen. Die stetig anwachsendc Amplitude des z ~ e i t e n  (des ge- 
triehenen) Pendels und die langsam abnehmende des ersten ides 
treibenden) I'endels werden d a m  einige Ninuten hindurch nach den 
Schliigen eines Chronometers abwechselnd beobachtet; bei einiger 
cbung kann man die Beobachtung riaeh rund vier Minuten abbrechen 
und einen neuen Versuch anstellen. 

Das Anwaçhsen der Amplitude des getriebenen Peiidels giebt ein 
RlaB fiir die Grosse des Mitschwingens von Stativ und Untergrund. 

Iri den drei erüten ~bsclir i i t teri  des folgeriden, theoretischen Teiles 
sol1 dieser Zusammenhang, unter gewissen Voraiiasetzungen, mathe- 
matisch verfolgt werden, wahrend der vierte Abschnitt Vergleiche mit 
analogen Entwickelungen Anderer enthalt ;  der zweite Tcil enthiilt in  
drei weiteren Abschnitten die Beschreibung einer provisorischen 
mechanischen Vorrichtung zum Wippen des Stativs, einen Vergleich 
zwischen Theorie und Praxis und einen Auszug aus den Ergebnissen 
ciner Reihe von Versuchen. ü b e r ,  die Stabilitat von Pfeilern und 
Stativen. 
- 

* Astronomische Nachrichten Nr. 3363. 
** Associazione Geodetica lnteruazionale: llelazione siille esperi~nze istituite 

ne1 I1. Osservatorio Astronomico d i  Padova per determinarc la lunghezza del pendolo 
semplice a secondi. Seite 65-72. 

""* Vergl. aiich : Zeitschrift für Instrumeritenkunde , 17. Jahrgang, 1. Heft. 
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1. Theoretische Untersnchnngen. 

1. A b l e i t u n g  d e r  R e w e g u n g s g l e i c h u n g e n .  

Kennt man 9 und 11i die als kleine Grossen erstcr Ordnung an- 
zunehmenden Amplituden des treibenden und des getriebenen Pendels, 
1, und 1, dercn mathematische Liingen, k, und k, gewisse mit Schneidcn- 
reibung und Luftwiderstand zusammenhiingende Konstanten, g die 
Schwere, t die Zcit, stcllcn ferncr xl(t) und x,(t) die Schneidenbeweg- 
ungen dar, so lauten die Bewegungsgleichungen für ~p und +: 

1) l,.çd"' k,.rpf+ g.rp - - xl", 

2) Z,.*"+ k , . + ' + g - $ J  - --x2". 
Ruhen beide Pendelschneiden auf eirier gemeirisarrien, rnitschwingen- 

den Unterlage und ist das Stilck zwischen ihren Schneiden starr, so 
kann man annchmen, dass die Unterlage sehr nahe dieselbe Beweg- 
ung wie die Schneiden hat. Die Bewegung der Unterlage wird durch 
die der Pende1 verursaeht, ist also selbst unbekannt. I n  erster An- 
naherung wird aber nach dern Vorgange der Herren Cellérier: 
C. S. Peirce,** v. Oppolzer,*** General v. O r f f t  bei nur eineni 
Pende1 die Bewegung der lJnterlage dargestellt durch: 

~ ( t )  = const . rp; 

die Konstante ist von der Ordnung der Grosse 0.005. 
Nimmt man weiter, wie die Herrentt C e l l é r i e r  und P e i r c e ,  in 

Anbetracht der Kleinheit dieser Bemegungen, für zwei gleichzeitig 

* Verhandlungen der fünften allgemeinen Konferenz der Europaischen Grad- 
messung in Stuttgart 1877, Beilage l a :  Yote sur le mouvement sirnultan6 . . . 

** Ebenda, Beilage Ib:  De l'influence de la flexibilité . . . 
*** Ebenda, lleilage Ic :  Erste Note eu H e m  P e i r c e ' s  Mittcilung . . . 

t Bestimmung der Lange des einfachen Sekundenpendels auf der Sternwarte 
zu Bogenhausen, Seiten 112 und 120. 

t t  Verhandlungen der sechsten allgemeinen Konferenz der Europaischen 
Gradmessung in München 1880, Beilage II: Ilapport sur la question du pendule.. , 
Seite 7, und: The American Journal of science and arts,  Vol. XVUI, 1878: On a 
Method of swinging Pendulums, Seite 114. 

Herr C e l l é r i e r  setzt bei der hier angenommeneu Anordnung der Pendel: 
or P ,  wahrend Herr P e i r c e  noch die Moglichkeit bedenkt, dass wie der ganze 
Apparat, so auch das Stiick zwischen den beiden Schneiden sich wiihrend der 
Bewegung der Peudel verbiege; mit obiger Bezeichuung erhalt er statt 3): 

XI@) = f f - < P  t P . w  
%(t )  - P .9) t U . V .  

Vergleiche hierbei die Berechnung von /3 aus n! im VI., und die Benierkungen 
iiber das , ,üleitenu der Schneiden irri YII. Abschuitte der vorliegeuden Arbeit 

Übrigens wird die den Gleichungen 1) und 2) analoge Gleichung fiir die 
Bewegung der Unterlage durch die Annahme 3) bis auf Grossen dntter Ordnung 
befriedigt. Vergl. hieriiber P e i r c e  in den: Verhandlungen der fünften d l -  
gemeinen Konferenz der Europaischen Gradmessung zu Stuttgart 1877,  Seite 17% bis 
117: sowie H e l m e r t  a. a O. Seite 6 7 - 7 3 .  
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schwingende Pende1 an, dass die von ihnen der Unterlage erteilten 
Impulse superponiert werden dürfen, so kann man nach dem Vorher- 
gehenden setzen: 

3) .,(t) = x, ( t )  = a - g ,  + p . @ ,  
worin a: und p Konstanten sind. 

Mit Hilfe von 3)  erhiilt man für g, und I )  die beiden sirnultanen 
Differentialgleichungen: 

4) (1, + a )  .g,Ir+ k l .p l+  g . 4 ~  = - P.+", 
5) (12+ p).*"+k,.+'+ g . @  = - cr-cp". 

Zur Bestimmung der vier Integrationskonstanten dienen die An- 
fangsbedingungen: 

y ( O ) = z ,  cpl(0)-O; +(O)=O, *'(O)=O. 

Aus 4) und 5 )  erkennt man N und /î als Verlingerungen der 
Pendellingeri, oder es sind: 

Z l + a = L  und l ,+p=Z 

gestorte Pendelliingen, die sich für das eine Pendel ergeben würden, 
wenn das andere arretiert ware. 

Differentiiert man 4) und 5 )  zweimal nacheinander nach t ,  so er- 
giebt sich: 1 L.g," $lc, . y I 1 + g . g ,  - - p . + l l  , 

die sich, so lange a und /3 verschieden von Nul1 sind, auf die eine 
Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koefficienten 
reducieren: 

7 a) F (rp) = o. 
Ihre allgemeine L6sung hat die Form: 

6) 

L . cp"' + 7. . Y" + g  . Y' = - p .  $111 
' 1  

L .  g,""+ A,. 9 .  <pl ' -  - p .  *"" 
E . @ "  + k , . $ J 1 + g . $ = - " . r p 1 l ,  

1 . +III  + 7c, . + . I)' = - a . ( p l l l  , 
1 . q@l"+ /ce . QI"+ 9 . +If= - a . rp"". 

Aus der dritten und der sechsten Gleichung lasst sich leicht je 
eine Differentialgleichung für $ und für g, aufstellen. Bezeichnet man 
mit F ( y )  den Ausdruck: 

(1, - 1 - a: - P )  - <plt"+ ( L  k, + 1 . k,) - g,'lt+ Gg . (L + 1) + kl k21 rp" 

+ g  . (Ir, + 7,). v'+ il2- ( P i  

so erhiilt man zuriichst statt 4) und 5) die beiden Gleichungen: 
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Die Anfangswerte von cpf', $ I f  und + l f f  ergeberi sich aus 6). 
Setzt man q oder @ in 7a) ein, so findet man, dass r,, r,, r,, r, die 
Wurzeln der Gleichung vierten Grades sind: 

( L . 1 - a : . p ) . r 4 + ( L - k 2 + 1 . k 1 ) . r 3 +  [y..(h+i) + k l . k , ] . r 2  

+ g . ( k l  + lie) .' + g2; 0. 

Aus der Form der Koefficienten kann man auf die Mogliclikeit 

einer Vereinfachung schliessen; man erhiilt eine solche, wenn nian, 
von rechts anfangend, durch Addition und Subtraktion identischer 
Glieder Qiiadrate hildet, und zusammenzieht. Man findet dann statt 8): 

Eine geschlossene Auflosung von 8) oder 9) führ t  zu praktisch 
unbequemen Resultaten; 9) reduciert sich in den erwiihnenswerten 
Fiillen a = O ,  F = O ,  k,-k, 

auf quadratische Gleichungen , und la& dann verhdtnisru;tssig ein- 
fache, geschlossene Losungen zu. D a  naçh Yb) die r immer mit der 
Zeit t multipliciert auftreten, so erschien es mir gut ,  Entwickelungen 
so lange als moglich zu vermeiden, gewisser kleiner Nenner wegen. 

Der  Fa11 a = O (oder /3 = 0) trifft fiir das Fadenpendel zu, fiir 
dessen Bewegung bereits die Elerreri v. O r f f *  und L orenzorii9* 
Gleichungen bei Gelegenheit absoluter Schweremessungen aufgestellt 
haben, wahrend Herr Kühnen*** eirie Ariwendung für  relati~e 
Schweremessungen gab; vergleiche hierüber Abschnitt IV. 

Hier sol1 die Berechnung von q und geschlossen durchgeführt 
werden für k, = k,  = k, welcher Fa11 in  der Praxis sehr nahe zutrifft; 
wegen der speciellen Form der Anfangsbedingungen ist  zur Berechnung 
der c und f das in S t u r m s  ,,Cours d'Analyseu, 1. Bd. Nr.  582 ail- 

gegebene Verfahren eingeschlagen worden. 
Setzt man: T~ Pm' 

so gilt fiir g die quadratische Gleichung: 

Man erhalt, wenn 
R = ~ ( L - 1 ) 2 + 4 ~ . ~  

gesetzt wird: 
-- 

* a. a. O. S. 119-122. 
** a. a. O. S. 70. 

*** Ver6fferitliçhuug des Künigl. Preuss. Creod%tischen Institutes: Uestimmng 
der P d h o h e  uad der Intensitat  der Schwerkraft auf 22 Stationen von der O s t w  
bei Kolberg bis mir Schneckoppe, S. 251-253. 
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II. D i e  G l e i ç h u n g e n  d e r  Maxima-Kurven .  

Die Gleichungeq 12) geben die Werte von I )  und rp für jeden 
Zeitpunkt; bei der Beobachtung von Amplituden werden indessen nui. 
~axirnalausschl~ge abgelesen. Die Beobachtung lehrt, dass ausser 

11) ' 
~ / ' L ~ ( L + I + H ) - ~ ~  k 2 .  Q I B  N~-v ' -  8 . P 1 - n  - 

L t l + R  

l i e . ~ , e  ~ / T ~ ( I , + Z - R ~ >  
7 =- L t Z - R  ' 

2 v , = k -  - 
k V I  - v n g ( ~ t i +  12) - i y >  

2v,= k ,  -!', k 

L V 4 g + k q ~ ,  y ~ z ~ t i - n ) - n i  
Substituiert man diese VCrerte in  7 b) und setzt noch zur Abkürzung: 

P(t) = e -  Ml1. [COS (A-, t)  + 2 vl. sin t ) ] ,  
&(t)  = cKt.  [cos(A> t )  + 2 v z .  sin(K2 t )] ,  

so findet man folgende Formeln, die also bei Gleichheit der Wider- 
stinde die Bewegungen beider Pende1 als Funktionen der Zeit t dar- 
s tellen : 

l,j = y [Q(t) - I1(t)], 
L z e = " 2 - ( ~ ( 9  + P(t)  + II [ ~ ( t )  - p(t)l] - 
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den kurzen Schwingungen von rund einer Sekunde Dauer auch solche 
auftreten, deren Perioden Grossen von der Ordnung einer Stunde sind; 
ferner, dass die Grossen der Maxima Maximorum langsam abnehmende 
Reihen bilden. Es ist wünschenswert, in 12) die rasch veranderlichen 
Glicder von den langsam veranderlichen zu trennen. In der Zwischen 
zeit zwischen zwei aufeinander folgenden, gleichgerichteten Durch- 
gangen durch die Ruhclagc muss jcde der beiden Pendelgleichungen 
nahezu die Gestalt haben: 

A.cos (mt)  + B . s i n ( m t ) ,  

welchen Ausdruck man auch schreiben kann: 

A, B und m bedeuten hier ~ o n s t a n t e n .  
Die Gleichungen 12) lassen sich leicht auf diese Form bringen, 

wenn man setzt: 
NI = flltn;, + fll--N, 

2 2 

eine Substitution, die durch die Symnietrie zwischen den Grossen mit 
den Inclices 1 und 2 nahegelegt wird. XI - iV, ist eine kleine Grosse; 
entwickelt man in 12) und zieht die Gliedcr mit 

zusammen, so erhiilt man für 1~ und <F Gleichungen der Form: 

worin A, ( t ) ,  3, (t) , A, ( t ) ,  B, (t) ausser Konstanten noch die langsam 
veranderlichen Glieder erithalten. Nimmt man diese ewar veriinderlich 
von Oscillation zu Oscillation, aber als konstant für die Dauer einer 
einzelnen Oscillation an, so kann man weiter schreiben: 

Dann stellen aber die E'unktionen: 
- -- 

YJ = -t l/AI2(t) + B12(t), 

0 = + V T ( t )  + l y ( t ) ,  
Kurven dar, die nahe durch die Maxima der aufeinander folgenden 
Schwingungen kurzer Periode gehen. 
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Vor Ausfilhruilg dieser Operation wird zweckmiissigerweise die 
Substitution gemacht: 

die e sind hier, wie die v, sehr kleine Grossen 
Man erhiilt dann: 

e (Y, + % ) . t  AT- ATl). ~ + ( F ~ - F ~ )  . sin2 ( J 
COS E l  COS E s  COS El COS E 2  2 

Da bei dieser Operation die Veriinderungen der langsam ver- 
anderlichen Glieder wiihrend einer Zeitsekunde vernachlassigt werden, 
so ist damit der Weg strenger Rechnung verlassen worden; hier 
seien, zum Zwecke weiterer Vernachl'issigungen, zugleich die Ord- 
nungen aller in der Rechnung vorkommenden Grossen fcstgesetzt. 

Endliche Grossen sind: 

117 1 2 ,  1, L, g, P I ,  Oe, ri, r2) Y97 r4) 3'1, iVZ; 
kleine Grossen erster Ordnung sind: 

9>> @> 2, Y', 0; 
kleine Grossen zweiter Ordnung sind: 

k~~ 7 c ~ 7  k >  C I )  BI  J127 PI - 9 2 ,  vl! v 2 )  z l z p i  

l L - 1 ,  n, 1 - 2 ,  El) E 2 j  

die Grossen 1 - $ 1  v, - v,, E ,  - E~ 

, sind von htiherer als der zweiten Ordnung. 

Auf die mit der Zeit t multiplicierten Grossen ist besonders zu 
achten. 

III. D a r s t e l l u n g  von  @, rp, YJ u n d  0 f ü r  den A n f a n g  

d e r  B e w e g u n g .  

Pur den Anfang der Bewegung (t  < 300 sec) treten in 12) und 13) 
bedeutende Vereinfaehungen ein; wiihrend der ersten Sekunden erhiilt - 
man aus 12): - 

> y - c o n s t t - c o s ( t . l / +  -;), 
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110 ii'ber die Verwendung zweier Pende1 etc. 

Demnach schwingt das treibende Pende1 rp im Anfange so, als ob 
das getriebene Pendel U, niçht vorhanden ware; dieses folgt ihm um 
den vierten Teil einer ganzen Oscillation* nach, wahrend seine Ampli- 
tude von Nul1 an proportional mit der Zeit anwachst. 

Pür Y', auf das es hier besonders ankomnlt, kann man schreiben: 

-- 
JI3 - 'If, 

- 4 (-v2 - Arl) . t t ( E ~  - f p )  . sin2 ---. 
COS F1 COS fq COS F1 CU9 F q  2 + 

Vernachlhlassigt man hierin die kleinen Winkel E, und g und ent- 
wickelt unter der Wurzel naeh Potenzen von t ,  so erhalt man für clas 
erste Glied des Radikanden angenahert: 

und fiir das zwcite Glied ebenso: 

nach den Festsetzungen 14) ist ersteres uru vier Ordnungen kleiner 
als letzteres. 

In  @ komrut derselbe Ausdruck rioch mit dem echlen, endlichen 
1-L 

Bruche -- R 
multipliciert vor, seine GrGbsenordnung bleibt dieselbe, 

a . P  das Gleiche gilt von dem Sinusgliedc, da, auch - ein echter end- 
h! 

4 +M, 
licher Bruch ist. Nimmt man auch hier e vor die Wurzel 
und entwickelt nach t ,  so findet man, dass d m n  das erste Glied des 
Kadikanden bis auf Grossen zweiter Ordnung gleich 4, also von nullter 
Ordnung ist, wiihrend das zweite Glied fiir t - 300 sec von der ersten 
Ordnung ist. 

i d ,  so werden die Gleichungen 13) einfach: 

daraus folgt : 

16) 

oder man kann, und zwar mit einer für die vorliegende Methode 
der niIitschwingungsbestimmung v6llig ausreichenden Genauigkeit, das 

* L o r e n z o n i ,  a.  a. O., 8.  G f i  
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Verhaltnis der Amplituden beider Pende1 als lineare Funktion der Zeit 
ansetzen, so lange t eine gewisse obere Grenze nicht überschreitet. 

IV. V e r g l e i c h e  m i t  E n t w i c k e l u n g e n  A n d e r e r .  

I m  Gegensatz au den vorigen Abschnitten wird es hier teilweise 
notig, der Variablen t grossere Werte  als bisher beizulegen; moglicher- 
weise treteri dabei die Folgen gewisser Vernachlissigurigen Liereits 
herror. 

1. Die Herren* C e l l é r i e r  und P e i r c e  hatten schon vor deni 
Jahre 1880, teils einem Ailftrage der permanenten Kommission der 
Europaischen Gradmessung folgend, teils arigeregt durch einen 
Voruchlag des Herrn Faye,** die Rewegiing zweier gleichzeitig an 
einem Stative schwingender Pendel, und zwar uriter gana specit4en 
Anfangsbedingungen, untersucht, kamen aber bpi der Durchfiihrung 
des F a  y eschen Vorschlags zu praktisch unbrauchbaren Ergeb- 
nimen;*** keine von beidcn Arbcitan enthiilt I-Ieobachtungen oder 
praktische Anwendungen. Beide hatten ihr  Augenmerk darauf ge- 
richtet, den Einfluss des Mitschwingens aus den zu beobachtondcn 
mittleren Schwingungszeiten zwischen zwei gleichzeitigen Durchgangen 
beider Pende1 durch die Ruhelage zu ermitteln. 

Diese mit der Zeit veranderlichen Schwingunqsdauern Tl(t) und 
T2(t) der Pende1 kann man unter denselben Voraussetzungen, die zu 
den Gleichungen 12a) geführt haben, folgendermaflen berechnen. Von 
einem bestimmten Zeitpunkte t ab geziihlt ist eine ganze Oscillation 
beendet, wenn 

kt .  Tl(t) ist immer nahe gleiçh einer Sekunde und kann für grosse 
Werte von t als eine kleine Grosse angesehen werden; danach ergiebt 
sich durçh Entwickeluiig nach T a y l o r :  

* Verhandliingen der  sechsten allgerneinen Konferenx der Riiropiischen 
Gradmessurig, Annexe II: Rapport sur la qucstion du Pendule, par C. Cellerier; 
iiud: The Americari Journal of Science and Arts, Vol. XVID S. 1 1 2 :  011 a method 
of swinging Pendulumv for t,he determinat,ion of Gravity, proposed by M: Faye; 
by C. S. Peirce. Darnach hat auch der Vater des Letzteren, Professor Ben-  
jamin I'eircc, die gegenseitige Beeinflussung zweier Pende1 studiert. 

** Dersellie Rapport, S.  5 flg. 

*** Ebenda, S. 16: und 1 7  ; vergleiche auch Opp olxer s Rericht in den Ver- 
handlungen der siebenten allgemcinen Konferenx, Anuexe VIa, S. 16. 
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112 Eber  die Verwendung zweier Pendel. etc 

Eine analoge Gleichung erhiilt man für T,(t), und es ist leicht 
zu seheri, wie daraus die für die Zeit zwisçhen zwei beliebigen No- 

menten t, und t, stattfindende mittlere Oscillationsdauer oder auch, wie 
die Verandermg der Phase abzuleiten ist; darauf sol1 nicht niher ein- 
gegangen werden, da keine Kotwendigkeit dazu vorliegt. Dass die 
Anwendliarkeit der Methode, aus der ~ e i t d a u e r  zwischeri gleichoeitigen 
Durchgangen durch die Ruhelage das Mitschwingen zu best,immen, 
inuerhalb eriger Grenoen liegt, geht aus folgenderri hervor. Auu den 
Gleichungen 12a),  13) und aus obiger Forinel für T,(t) erkennt man, 
dass in  den Veranderurigen der Amplituden, der Schwingungsdauern 
und der Phase ein Cyklus vorhanden ist ,  dessen nauer C in erster An- 

naherung die Form hat:  const . c=-- 
1/(_L-I)èfTap ' 

der Zahler der rechten Seite ist bekannt. 
Bei bekannter Pendclliingendifferenz l k s t  sich hieraus 4a,4 be- 

rechnen, wenn C beobachtet ist. Nun ist es naturgemiss? das 31it- 
schwingen klein zu machen, soweit dies geschchen kann, ohne dass 
die Sicherheit der Beobachtung sonst Einbusse erleidet. 1st d a m  aber 
L - 1 ebenfalls klein, so wird G zu gross,** und wenn L - 1 gross 

ist, so erscheint 4ap als kleine Differenz grosser Beobachtungszahlen, 
wird also unvorteilhaft bestimrnt. 

2. Zur Integration der DiEerentialgleichungen 4) und 5) hat Herr 
K ü  h n e n  denselben W e g  wie Herr Peirce*** eingeschlagen; da bei dicser 
Ableitiing der Gleichiingen 12) teilweise die Symmetrie der Rechnung 
verloreri geht, habe içh hier das in  Abschnitt 1 benutzte ver fa lire!^ 
beibehalten. 

3. Der stabile Apparatt des IIerrn B a i d  gestattet, zwei Pendel. 
paare glcichzeitig schwingen zu lassen; die Schneiden eines Pendelpaares 
liegen auf einer Geraden, ihre Schwingungsebenen sind einander parallel 
und haben einen Abstand von 22 cm. Hei dieser Anordnung konnen 
die oben entwickelten Formelu nicht ohne weiteres angewendet werden. 
Die von Herrn H a i d  entwickeltc Endformel für  das Mitschwingen 

* E'iir die von den Tierren Ce11 c r i e r  und P e i r c e  erorterten Methoden u n d  
ihre Entwickelungen ware CS giinstig, grosses Mitschwingen zu haben; vergleiche 
die bereits citierten Arbeiten: Rapport sur la  question du Pendule . .  ., S. 18, und 
American Journal .  . , Vol. XVIII, Beite 115. 

** C e I l B r i e r ,  a. a. O. ,  S. 18. 
*** Verhandlungen der füufteu allgemeiueu Konferenz . . ., Beilage I b :  Dz 

l'infliience . . , 6. 174 nnri 17.5. 
t Zeitschrift fiir Instrumentenkunde, 16. Jnhrgang, 7.  TIeft, und: Astrono- 

mische Nachrichtcn, Nr. 3418 und Nr. 3499. Mit Bezug auf diese Anordnung der 
Pendelschneiden, zusammen mit der excentrischen Aufhangung der Pendel, b e r -  

gleiche man,  was C e l l é r i e r  (Kapport . . ., S. ü u. 10) nnd lIerr i i a i d  selbst ii:ier 
die Moglichkeit von Drehungen im Stativ bemerken (Zeitschrift für Instrumenten. 
kunde . . ., Bchluss des Aufsatzes); Untersuchungen darüber sind noch niçht bekannt. 
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kann allerdings für die Llauer einiger Minuten nach dem dntricbe 
in Ubereinstimmung mit Formel 16) gebracht werden. 

4. Dic in Abschnitt 1 bereits citierten Entwickelungen der Herren 
von Orff, L o r e n z o n i  und K ü h n e n  beziehen sich auf ein Faden- 
pcndel, also auf den Fall  k, > k,  und 0 = 0; hierfür sind die Formeln 
des vorigen Abschnitts nicht anwendhar, denn k, kann um eine ganze 
Ordnung grosser werden als k,. Es schien mir aber wichtig zu prüfen, 
ob etwa durch die Vernachl'issigung der Veriinderungen der langsam 
veranderlichen Glieder wahrend der Llauer einer einzelnen Schwing- 
ung wesentliche Abweichungen entstehen. 

Deshalb habe ich die der ersten Gleichung 13) entsprechende 
Gleichung fiir die Maximakurve des Fadenpendels auf dieselbe Weise 
abgeleitet, wie oben f i r  das 173 kg  schwere invariable Pendel. 

Aus den Differentialgleichungen für die Amplituden cp und x des 
ungestort sçhwingendeu Hauptpendels und des E'adenpendels: 

L.#+ k1.q1+g-q = O 7  l - X " + 7 ~ a . ~ f + g . X = -  a:.qff 
und aus den Anfangsbedingungen : 

Dabei ist, wenn gesetzt wird: 

. C J . Z -  [l(kp-kl)- (Zkl- Lk*)]  
r i s = - - - - -  

2 .SP.1/42g-ks2 

In der zweitcn Form von S ist das dritte Glicd des Radikandcn 
urn eine Ordnung kleiner als die Sumine der beiden ersten. 

Zeitachrift f .  Mathematik o. Phyaik. 44 Band. 1899. 2. n. 8 Heft. 8 
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so wird: k2 t 
- - 

2 1  

cos (B - t + r,)  - - cos (C. t + 4) 1 
Zerlegt man hierin, um wie früher die Glieder kurzer und langer 

Periode zu t remen,  

so erhiilt man als Gleichung der Maximakurven: 

Die zaeite Gleichung hat eine der ersten Gleichung 13) analoge 
Gestalt. B - C und E, - E ,  sind wie früher sehr kleine Grossen; die 
Winkel 6, und E ,  selbst aber sind hier im Gegensatz zu vorhin endliche 
Grossen, wie man aus folgenden Formcln sieht: 

-- 

1- L 
COS r2 '-= -- vg - g. 

S 

J e  grosser Ai2 gegenüber k, ist, um so eher wird, mit wachsendem t, 
k, 2 - - k, t -- 

e 2i eine kleine Grosse gegenüber e 2 L .  Nach 17)  hat dann das 
E'adenpendel dieselbe Schwingungszeit wie dlts Hauptpendel, wiihrend 
in X alle Glieder ausser dem ersten Surnmanden der ersten Klamuer 
untcr der Wurzel zu vernachl'issigen sind; das Amplitudenverhiiltnis 

Auf diese Weise hat zuerst Herr General von Orf f*  den Einfluss 
des Mitschwingens bei seiner absoluten Sçhmeremessung bestimmt; 
seine Formel 37) stimmt mit der aus der obigen folgenden: 

überein, abgesehen von Gliedern dritter Ordnung. 
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Im Anschluss hieran sei bemerkt, dass nach 12) und 13) zwei 
schwere Pende1 ebenfalls nach einer gewissen Zeit gleiche Schwingungs- 
zeit und konstantes Amplitudenverhiiltnis erlangen; im Gegensatz zum 
Fadenpendel tritt hier aber der Isochronismus nach so langer Zeit ein, 
dass kein praktischer Nutzen daraus gezogen werden kann. 

5. Vernachliissigt man in 18) die sehr kleinen Glieder: 

(2)' und (?z)' gegen - 9 resp. -- 2 L 

auch wenn sie mit t multipliciert sind, so kann man schreiben: 

Die Maxima und Minima dieser Kurve finden zu denselben Zeiten 
statt, wie für die von Herrn K ü h n e n  benutzte Funktion:* 

E = kinetische plus potentielle Energie. 

Unterdrückt man in S das dritte Glied und beachtet, dass der 
1 1 

Quotient - nahe 2~6 ist, so wird: 
9 

in X der vor der Wurzel stetiénde Faktor mit dem analogen in der 
Kühnenschen Formel 9); dasselbe gilt von seinen Niherungswerten 10) 
und 11) für das erste Maximum und das erste Minimum. 

Für  zwei schwere Pondel crhalt man aus Formel 13) des II. Ab- 
schnittes angenahert: L-1 

a = [Y' mmax : O ( t r n a ~ ) ] . ~ .  

Diese cinfache Beziehung zwischen den Amplituden der bciden 
schweren Pende1 ergiebt sich aus der Kühnenschen Formel 11) 
für Fadenpendel und schweres Pendel, wcnn man darin die Wider- 
standskoefficienten: s und 8, also in unserem Palle: 

k2 - -  und kl. 
2 1 2L 

einander gleichsetzt. 
6. ~ Z r r  L o r e n z o n i  erhslt die Gleichung für die Maxirnakurve 

des Fadenpendels in der Form einer unendlichen Reihe;** da er aber 
von wesentlich anderen Annahmen über das Gesetz der Abnahme einer 
Amplitude ausgegangen ist, als hier geschehen, so kann ein Vergleich 

* a. a. O. S. 252. 
** a. a,. O. S. 70, Formel (99). 
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mit Formel 18) nicht ohne weiteres gezogen werden. E s  scheint, als 
ob periodische Sçhaankungen, wie sic dem zweiten Gliede des Radi- 
kanden in 'V entsprechen, nicht in der L o r  eiiz o n i  schen Darstellung 
vorhanden waren. 

E s  ist aber auch hier wenigstens in dem Punkte Überein~tirnrniin~ 
vorhanden, auf den es hauptsiclilich aukommt. Wie schon oben er- 

wahnt, hat Herr L o r e n z  oni ,  um das Mitschwingen fiir sein Reversions- 
pende1 zu bestirnmen, das im Arifarig fast lineare Ariaachsen der 
Amplitude des Fadenpendels benutzt; seine Reziehung zwisrhen dem 
Einflusse des Mitschwingens auf die Pendellange und der Tangente irn 
Anfangspunkte seiner Maxiiuakurve* lautet in unserer Rexeichniing: 

Differentiiert man die erste Gleichung 
die Exponentialfunktion, so erhalt man für 

15) nach t und entwickelt 
kleine Werte von t :  

Für t = O ergiebt sich bieraus: 

Da für das Lorenzonische Re~ers ions~ende l  sehr nahe z = 

ist, so stimmen irn Anfange beide Formeln ausreichend überein. 

2. Resnltate ans den Beobachtniigm 
V. D i e  E i n r i c h t u n g  z u r  B e s t i m m u n g  d e s  Mi t schwingens .  

Um die gegenseitige Beeinflussung zweicr Pende1 auf gemeinsamer 
Unterlage empirisch zu studieren, hatte ich, da zur Zeit das Geoditische 
Institut noch kein geeignetes Pendelstativ besass, mit einem primitiven, 
i n  einfachster Weise am Kopfe eines Pendelpfeilers befestigten, 6 kg 
schweren Hilfspendels eine Reihe von Vorversuchen angestellt; als 
diese Erfolg versprachen, bewilligte IIerr Geheimrat H e l m e r t  die 
Mittel z u r  Uminderung des einen St i ickrathsehen Apparates sowie 
zur Anschaffung einer ,,WippmaschineL' in  Gestalt eines messingenen 
Hilfspendels.** Die Umiindcrung trug einen provisorischen Charakter; 
sic bestand hauptsiichlich darin, dass der das Achatlager tragende 
Unterlagsblock*** durch einen langeren mit zwei Achatlagern ver- 
seheuen ersetzt wurde. Die Lage der Schneide des Pendels im 

* a a. 0. 8. 72, Formel (100). 
** Spater ist in der Werkstatte des Geodatischen Institutes eins der üblichen 

S c h n  e ide r schen  Stative mit einem Hilfspendel und einem Ausatzstiicke ziir 
Anbringung eines zweiteu (des getriebenen) Pexidels mit Erfolg versehen worden 

*** Bestimmung der Polhohe und der Iritensitit der Sçhmere auf 22 Stationen.. . ,  
Tafel ILI, Pigur IV. 
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Innern des Stativs blieb unverandert, das vordere Pende1 befand 
sich 11 cm vor dem inneren, etwa an derselben Stelle wie das Ki ihnen-  
sche Fadenpendel. Der neue Block trug noch eine Vol-richtung zum 
Herablassen des vorderen Pendels. 

Das Hilfspendel sollte als treibendes dienen. E s  besass eine feine 
Stahlschneide; sein Gewicht war etwa 2$ mal so gross als das 
eines gewohnlichen, invariablen Pendels gewiihlt worden, um seine 
Einmirkung zur Erhohung der Genauigkeit zu verstarken. An seiner 
Stange lasst sich ein Laufgemicht verschieben, mit dem man eine aus- 
reichende t b e r e i n ~ t i m m u n ~  der Schwingungszeiten leicht erreichen 
kann (vergleiche unten Versuch B). Ausser durch eine grossere Linse, 
eine dickere Stange und einen stumpfcren Schneidenwinkel unterschied 
es sich durch die Form der Linse von anderen Pendeln; da beide 
Pende1 der Dimensionen des Stativs wegen nahe aneinander hangen 
mussten, so wurde von der Linse vorn und hinten je ein Segment 
weggeschnitten, um den lichten Raum zwischen beiden Pendeln zu ver- 
grossern. Über der Schneide war ein dünner Messingarm befestigt, 
dessen vorderes Ende den Spiegel trug; die Lkinge des Armes war so 
bemessen, dass die Spiegel beider Pende1 nebeneinander standen. Dies 
Far ntitig, wenn die beiden im Fernrohr des Koinçidenzapparates 
nebeneinander erscheinenden Skalenbilder frei von Parallaxe sein 
sollteri; die der Entfernung des Hilfspendelspiegels von der Schneide 
entsprechende Korrektion der Amplitude wurde, wenn natig, berück- 
sichtigt. 

Da hier das Verhiiltnis der Amplitudenablesungen schon sehr nahe 
gleich dem Verhiiltnisse der Amplituden selbst ist, so wird die Be- 
rechnung des Winkelwertes eines Skalenpaars überflüssig. 

Um die durch das stark schwingende Hilfspendel bewegte Luft- 
masse vom getriebenen Pende1 abzuhalten, wurde eine Zwischenwand 
eingeschaltet; vergleiche hierüber unten Abschnitt VII, Versuch A. 

Die Theorie zeigt, dass aus dem Anwachsen der Amplitude des 
getriebenen Pendels sich das hlitschwingen des treibenden ergiebt; 
deshalb wurde das Hilfspendel im Innern des Stativs schwingen ge- 
lassen, sobald es sich darum handelte, Korrektionen von Schwingungs- 
dauern wegen Mitschwingens zu erhalten. Bei gewissen anderen Ver- 
suchen wurden die Pende1 vertauscht. 

Die Methode erfordert genaue Amplitudenablesung; fü r  die grossen 
Amplituden des treibenden Pendels wurde deshalb die gewtihnliche 
Strichskala ersetzt durch eirie fein geteilte Porzellanskala mit ab- 
aechselnd weissen und dunklen 2 mm-Peldern; eine ahnliche Skala ist 
von P l a n t  amour*  zu einem . verwandten Zwecke mit Nrfolg beriutzt 

' Verhandluugen der füriften allgemeinen Konferenz der Eiiropaischen Grad- 
messung: Rccherches experimentales sur le mouvement simultané d'un pcndulc 
et de ses supports, S. 8. 
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worden. Um stets bei der Umkehr des Pendels den schwarzen Okular- 
faden auf weissem Felde zu haben, war die Skala in verLikalem Sinne 
halbiert und zwar so, dass die geradzahligen Felder der einen Seite 
dunkel, die der anderen weiss waren. E s  ist gut ,  eine solche Skala 
grell zu beleuchten. 

Von der Mitte der Skala aus waren nach oben und nach unten 
je 2 cm mit feiner 2 mm-Teilung versehen für die Amplitude des ge- 
triebenen Pendels; hier sind 2 mm-Felder den 3 mm-Peldern vorzuziehen, 
da bei ersteren der Okularfaden mehr Intervalle passiert, so dass der 
Einfluss von Schiitzfehlern vermindert wird. 

Okularmikrorneter eignen sich nach den im Geodatischen Institut 
angestellten Proben sehr gut zu diesen Versuchen, wenn das Fadennetz 
zweekmiissig so eingerichtet ist, dass man die oberen und die unteren 
Umkehrpunkte des Spaltbildes eines jeden der beiden Pendel entweder 
gleichzeitig, oder doch rasçh hintereinander einstellen karin. 

Die vier mir zur Verfügung stehcnden, alteren S t ü c k r a  t h selien 
Pendel waren von derselben Form, aber nicht von so solider Konstruktion 
wie die spiiter aus derselben Werkstatt hervorgegangenen; die einzel~en 
Teile waren noch nicht durch Eintreiben bei hoher Temperatur, sondern 
durch Verschraubung mit einander verbunden. Die Schwingungszeiten 
der Pende1 zeigten indes wahrend der Dauer meiner Beobachtungen 
eine Konstanz, die allen Anfordernngen genügte. Zwei von den Pendeln 
hatten Stahlschneiden, die beiden anderen Achatschneiden; bei ihcen 
sind, im Gegensatze zu den S c h n e i d e r  schen Pendeln, die Schneiden- 
rücken in der garizen Linge durch Messing gefasst. 

TTI. V e r g l e i e h  zwischen  d e n  auf  v i e r  P f e i l e r n  von 
v e r s c h i e d e n e r  S t a b i l i t a t  e r h a l t e n e n  S c h w i n g u n g s -  

z e i t e n  u n d  Mi t schwingungsbeobach tungen .  

Um die Pormeln 16) anwenden zu dürfen, ist die Gleichheit der 
Koefficienten 7c für die beiden Pende1 zu untersuchen. Zu dieseni 
Zwecke wurden Beobachtungen der Amplitudenabnahmen angestellt, 
und zwar, mit Rücksicht auf den Gebrauch, für grosse Amplitudeu 
des Hilfspendels und für kleine der vier invariablen Pendel. Bei dieien 
und mehreren der Messungen des niichsten Abschnittcs hat mich Herr 
O m o r i  eifrig unterstützt. 

Zur Reduction wurde in  der üblichen weise fiir jedes Pende1 eine 
Gleichung der Form angesetzt: 

a = a . e-m-(t-kJm 

Darin ist u die Amplitude zur Zeit t ,  a,, die zur Zeit t - 
t - t, wird in Sekunden ausgedrückt. Ftrner ist 9n = 1 6 :  21, wo 1 die 
Pendellange bedeutet. 
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Bür m wurde gefunden: 

Mitt- 
leres 

Pende1 

Hilfspendel: . .  m = 0,000097 
Pendel 1 h . . . . . . .  104 

, 1 . . .  108 

1897 

Februar 16  
i r  17 

,, 12 
7 12 

Januar 28 
Februar 3 

,, 8 
r i  9 

Die drei letzten Doppelreihen stimmen in sich sehr gut, wiihrend 
die beidcn Rcihcn auf Pfoiler 23 urn 20 Einheiten im Mittel von ein- 
ander abweichen. Dieser Unterschied kann zum Teil von Andermgen 
des Uhrganges herrühren, da zur Reduction die aus den einschliessen- 
den Zeitbestimmungen folgenden, durchschnittlichen Gange benutzt 
wurden; speciell bei diesem Pfeiler konnen indes auch Zweifel über 
die Konstanz von Tag  zu Tag entstehen.* Da der Unterschied aber noch 

Pende1 I S  . m = 0,000106 
,, IIS . . . . . .  -116 .  

* Im Mai 1896 hat te  derselbe Pfeiler in derselben Schwingungsrichtung und 
mit demselben Apparat  ein u m  mehr als 70 Einheiten grbsseres Mitschwingen 
gezeigt ; eiue Anzahl von Herrn H a  a s  e m  a n n  und mir beobaçhteter Schwingungs- 
zeiten bestatigten dies. Xach der t b e r e i n ~ t i m r n i i n ~  der an  den Ahendm des 
1 5 ,  1 6 .  und 17. Februar angestellten 3.litschwingiingsbestinimungen konnen die 
etwaigen Schwankungen in dieser Zeit nur den Betrag von 1-2 Prozent erreicht, 
haben 

Diese Grossen m, und dementsprechend die k der fünf Pende1 
sind Grossen zweiter Ordnung; ihre Unterschiede erscheinen für unseren 
Zweck klein genug, um die Anwendung der Formeln 16) zu erlauben; 
vergl. indessen auch den Anfang des VIT. Abschnitts. 

Bei der ein wenig abweichenden Form des Hilfspendels war die 
Mijglichkeit systematischer Unterschicde der damit erhaltcnen Ver- 
gr6sserungen der Pendellange wegen Mitschwingung von deren wahren 
Werten nicht von vornherein auszuschliessen; urn dies zu untersuchen, 
wurden auf vier Pfeilern von verschiedener Stabilitat sowohl die 
Schwingungszeiten der vier Pende1 durch zwei Beobachter als auch 
die Mitschwingungsbetrage bestimmt. Die Pfeiler waren Sandstein- 
monolithe von quadratischem Querschnitt; ihre Dimensioncn, die bis 
auf das Mitschwingen reducierten Schwingungszeiten nebst deren 
Mittelwerten atehen in folgender Tabelle: 

Pfeiler 

Nr. 23 
,, 

Nr. 22 
,, 

Nr. 31 
,, 

Nr. 32 
7, 

b i t e  

0 , 4 m  

0 , 4 m  

1,Um 

0 ,6m 

Rohe 

2,5 m 

2,5 m 

2,0m 

2,Om 

Beob. 

Sn 
Om 

Sn 
Om 

Om 
Sn 

Sn 
Om 

P e n d e 1  

1 A  1 TI4  I S  1 ITS 
- 

0,5054 s ) s 8 ( s  0,5053 0,5050 0,5050 

653 
663 

526 
521 

380 
387 

363 
378 

290 
301 

154 
150 

026 
023 

O04 
003 

769 
796 

631 
631 

501 
502 

474 
475 

727 
760 

608 
605 

479 
473 

460 
472 
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120 Uber die Verwendung zweier Pende1 etc. 

in den Grenzen des Zuliissigen liegt, habe ich im folgenden immer 
die Mitttil der beiden Schwingungszeiten eines Pendels be~iutzt. 

Zu den Mitschwingungsbestimmungen übergehend, sei zuniichst 
die letzte derselben nebst ihrer Berechnung zur Erlauterung vollstiindig 
mitgeteilt; die PendellingendifTerenz war vorher beilaufig kontrolliert 
warden, sie betrug nur wenige Einheiten der 7. Decimale. 

Nach dem Beruhigen des invariablen (des getriebenen) Pendels LIA 
erfolgte das Loslassen des Hilfspendels um: 

O Min. 36,5 Sek. 

Die Ablesungen an den beiden Skalen nebst zugehorigen Zeiteii 
sind: 

Zeit 

H i l f s p e n d e l  

- 
Min. 

O 

1 

2 

3 

4 

- 
Sek. 
6 2 

4 8 

4 5 

4G 

5 9 

Umkehrpunkte 
oben 1 unten 

- 
P e n d e l  I I A  

Zeit TTmkehrpunkte 
oben 1 unten 

Die Dauer der Beobachtung selbst ist hier 4-5 Minuten, die 
der Vorbereitungen ist etwa gleich gross, die einer Mitschwirigurigs. 
bestimmung im ganzen also nur etwa 10 Minuten. ' 

Die Amplitude des treiberiden Peridels darf bei der kurzen Dauer 
der Reobachtung mit einer vollkommen aiisreichenden Genaiiigkeit al5 
lineare Funktion der Zeit angesetzt und ausgegliçhen werden. Die 
Berechnung dieser Punktion ist zweckmiissig, um für die Zeitpunkte, 
zu denen die Amplituden Y' des getriebeneri Pendels hobaclitet sirid, 
gleichzeitige IVerte von 0 berechnen zu konnen. 

Bedeiiten a und b zwei zii hestimmende Konstanten, t die Zeit 
seit dem Anstosse und wird als Zeiteinheit vorübergehend 100 Sek. 
genommen, so erhiilt man die fünf Fehlergleichungen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 ltechn. minus Deob. 

u + 2,62 b + 1,l + v, = O 1 + 0,04 
Der Bequemlichkeit wegen ist 2 0  (wie spiiter auch 2Y) be- 

nutzt worden; statt 2  0 selbst wurde 2 0  - 65,00 p ausgeglichen. 
Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalt man unter Be- 

schrkkung auf zwei Decimalen die Normalgleichungen: 

+ 5,00 a + 6,68 b - 4,10 = 0, 

welchen die Werte der Unbekannten genügen: 

Die Unterschiede: Rechnung minus Beobachtung findet man neben 
den Pehlergleichungen; der mittlcre Fchler ciner Gleichung ist:  

0,0637 
P 

= 0,13, 
der einer Ablesung: 

Die Kleinheit dieses Fehlers spricht für die Zweckmiissigkeit 
der Pelderskala. 

Für einen beliebigen Zeitpurikt t wird 0 derunach aus der Formel 
berechnet : 

P P 
2 0 = 67,760 - 0,01439 (t  Sek. - O Min. 36,5 Sek.) 

rt. 0,110 rt. 0,00069. 

Damit ist die Ausgleichung der Amplitude des treibenden Pendels 
erledigt. 

Beim getriebenen Pendel werden, namentlich im Falle kleinen 
Mitschwingens, systematische Fchler beim Schiitzen der Intervallbruch- 
teile bemerklich; um deren Einfluss schon vorher abzuschwiichen, habe 
ich durchgangig die vier Mittel aus den Zeiten, resp. aus den Ampli- 
tiiden: 2V der vier Gruppen zur Ausgleichung verwendet. 

Die vier Mittel der Zeiten, die zugehorigen, aus der Formel be- 
rechneten Grossen 2 0 ,  sowie die vier Mittel der beohachteten Grossen 2 V  
sirid in den vier ersten Rubriken der folgenden Zusammenstellung 
enthalten: 
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122 Über die Vcrwendung zweier Pende1 etc. 

Min. 1 Sek. Beobachtet 

Nach Gleichung 16) wiire als Form der Pehlergleichungen zç 

nehmen: 
'4' 

c0nst.t - - + 1: - 0. 
O 

Der Pal1 indessen, dass die Bewegurig des getriebenen Pendels 
von vollkommener Ruhe aus beginnt, dürfte selten eintreten; Per- 
anlassungen zu einer wenn auch geringen Anfiingsamplitude sind: das 
Loslassen des Hilfspendels und die selten fehlende Bodenunruhe. Aber 
eben weil sich 'V in der Nlhe von t = O sehr nahe proportional mit 
der Zeit iindert, kann man diesem im übrigen unbedenklichen cbel. 
stande dadurch rechnerisch abhelfen, dass man ansetzt: 

Hierbei ist die Zeiteinheit auch vorübergehend gleich 100 Sek. 
Die Normalgleichungen sind: 

I Darnach erhilt nian für die beiden unbekannten Konstanten c und d 
die vier Fehlergleichungen: 

und die Unbekannten selbst: 

C +  0,442.d - 0,0621 + v,= O 

C +  0 , 9 9 2 . d 0 , 1 2 5 6  + v,= O 
C +  1,558.d -0,1929 +v,- O 

C +  2,223.d-0,2697 + v,=O 

Hieraus geht die Formel hervor: 

V: 4> - + 0,01025 + 0,001168,4.t Sek., 

f 72 + 4,9 

nach der die Grossen 2'4' in der fünften Bubrik obiger Zusamrnen. 
stellung berechnet worden sind. Die übrig bleibenden Fehler sind seEr 
klein; reduciert man, um die eigentliche Beobachturigsungenaui6.keit 

Rechn. minus Beob. 

- 0,0002 

+ 6 
- 6 

$. 3. 
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Von Ur. R. SCHCMAAS. 123 

besser erkennen z u  konnen,  m i t  dieser Formel  die 13 abgelesenen 
Werte  von 2'4' selbst,  s o  e r h i l t  m a n  folgende Darstel lung:  

Beobachtct 1 Bcrecbnet Ber.-Ileob. Bcobachtot 1 Rercchnet 1 Ber.-Reob. 

Die mittlere Unsicherhei t  i n  der  Schatzung eines Umkehrpunktes  
ist darnach kleiner a l s  0,l p ,  w a s  auch h ie r  vol lkommen befriedigt.  

Aus  der  Kleinhei t  der  Abweichungen,  sowie a u s  der  Regellosigkeit 
in ihrer Vertei lung g e h t  hervor ,  dass  die  F o r m e l  16) das  Anwachsen 
der Ampli tude des getr iebenen Pendels  g u t  darstel l t ;  a u s  i h r  folgt  

u n d  hieraus als Verliingerung des IIilfspendels 2 1 

wenn z die gemeinsame Schwingungsdauer  bedeutet.  P ü r  die D a u e r  
einer einfachen Koiricidenz c w a r  unmit telbar  vorher  gefunden worden: 

f ü r  d a s  Hilfspendel c = 46,300 Sek., 

f ü r  Pende1 I Ih  . . c = 46,290 Sek.; 

daraus ergiebt s ich  f ü r  beide übereinst immend:  z = 0,50546 Sek. u n d  
damit, da die Beschlcunigung g der  Schwere a m  Beobachtungsorte  
gleich 9,81292 m is t ,  a ls  Resul tat  dieser Ausgleichung* einer Mit- 
schwingungsbestimmung: 

u = + 0 , 0 0 0 0 9 3 3 ~ 1  ni. 

?C 4-0 
Die Mitschwingungsbestimmungen, die z u r  Reduct ion der  auf den 

vier Pfeilern beobachteten Schwingungszeiten dienen sollten, sind n a c h  

* Diese Mitschwingungsbest-ungen, sowie ihre Ausgleichung sind, teils 
zur genaueren I'riifung, teils wegen des absichtlich gewahlten abnormen Uetrages 
für das Mitschwingcn, weit ansführlicher angelcgt wordcn, als,  etwa fiir relative 
Schwereme~sun~en, u6tig ist. Da bei diesen das Mitschwingeu wohl selten 
> 100.10-7 werden wird, so darf man, ohne die zulissigen Grenzen der Ge- 
nauigkeit zu überschreiten , bedeutende Vereinfachungen eintreten lassen. Es 
genügt, statt wie oben vier, uur zwei Gruppen zu benutzen; um cieu Eiufluss 
der Fehler des Skalenschatzens abzuschwachen, ist die Zwischenzeit so zu bc- 
messen, dass beim getriebenen Pende1 in beiden Gruppen der Horizontalfaden 
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124 fiher die TTerwendung zweier Pendel etc. 

dem Muster der soebcn ausführlich dargelegten Ausgleicliung berechnet 
worden; die dabei erhaltenen Verlangermgen der mathematischen Lirige 
des Hilfspcndels, ausgedrückt in  Einheiten der siebenten Decimnle de8 
Meters, findet man in folgender Tabelle, und neben ihnen die Anfangs- 
amplituden z. 

Pfeiler Nr. 23 Pfeiler Er .  22 

2 a: 

- 

Pfeiler Nr. 32 

B M 

Auf den beiden Pfcilern mit dern aussergewGhnlic~h grossen Mit- 
schwiiigen, Nr. 23 und 22, zeigt sich bei den werten von a fiir z <  15' 
eine s~sterriatische ~ b w e i ç h u n ~ d e r  Art, dass siçh die a! um 2 -3 l->rozent 

so nahe als moglich auf dieselben Zehntel der Skala zu stehep kommt; dann ist mit 
der ~ezeiclinur; des Textes : (2 - 3) . e g .  (2)' 

lx = 
t 2  - tl 

Cber die Genauigkeit erhiilt man dann durch Wiederholungen des Vorsucns 
Aufsçhluss; es geniigt, t ,  - t, gleiçh Ca. 200 Sek. zu wiihlen. 

Will man unmittdhar nach der Restimmung iiber die ungefahre Grome des 
Llitschwingens ohne grossere Rechriung Gewissheit haben, so geniigt folgende, 
fiir den Reçhenschieber bequeme Formel: 

('+'*-'+'l).2g. - 

a = (3' . . 
a, . (4  - t , )  

Der Wert von: 2 g  ein fiir allemal berechnet; ist ol fiir ein Pendel 

mit den Konstanten m ,  s, G (Masse, Schwerpunktsabstand, Schwingunqszeit) bi- 
obachtet und sol1 daraiis die Mitschwirigung fiir ein anderes Pende1 mit m,, s,. TI 

m .  Si - z" 
berechnet werden, so tritt  noch der Faktor -- hinzu ; vergleiche hierü1;er 

m . s . s i Z  
den Text weiter unten. Fiir das obige ansführliche Reispiel erhklt man au8 der 
ersteri und der vierten üruppe nach der ersteri Formel, da t,-t,=178,1 Sek.: 

nach der zweiten Formel: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. E. S c s u a r ~ u ~ .  125 

kleiner ergeben als fiir O > 15'; auf den Pfeilern Nr. 31 und 32 ist 
keine derartige Ahweicliung zu erkerlnen.* Dieser Unistand ware be- 
frenldend und müsste weitere Untersuchungen veranlassen, wenn die 
beiden Pende1 gleichartig wiireri. Das Hilfspendel ist aber, wie schon 
ini Eingarige dieses Abschnittes gesagt wurde, hier weniger als 
Pendel, sondern seiner abweiclienden Form wegen als Wippmaschine 
zu betrachten; systematische Abmeichungen des mit seiner Hilfi: er- 
mittelten Mitschwingens von dessen wirklichen Werten waren zu er- 
warten, letztere sollten eben durch die Beobachtungsreihc dieses Ab- 
schnittes auf empirischem wege aus ersteren abgeleitet werden. . 

Zur Erkliirung der in Redc st'ehenden lcleinen Abweichung genügt 
übrigens hier die Annahme, dass das Gesetz der Amplitudenabnahme 
des Hilfspendels sich von dem des getriebenen Pendels unterscheide, 
narnent'liçh auch dass eine Veriinderung dann eintritt, wenn a < 15' ist. 
Es kann d a m  eine ~ n d e r u n ~  im Rhythmus der Einwirkung auf die 
Unterlage*" entstehen, die trotz sehr geringen Betrages merklich werden 
kann, da das getriebene Ponde1 den veranderten Antrieb aufsummiert. 

Es ist nichi. ausgeschlossen, dass ausüerdem noch andere, hier 
unberücksichtigte Fehlerquellen beatehen. . 

Mit Rücksicht auf die Beobaclitungsunsicherheit eritnehme ich der 
Zusammenstellung, dass fiir O >  15' die verniittelst des Hilfspendels er- 
haltenen or als unabhiingig von a angeselien werderi konrien und ein 
brauchhares MaM fiir die Mitschwingung der TJnterlage abgeben. Dem- 
gemass sind die a: für a < 15' nicht mit zur Mittelbildung herangezogen 
wnrden, mit dem Vorhehalt, dass bei Verwendung des Hilfspendels zur 
Mitschwirigungsbestimmung für relative Schweremessungen nur Werte 
von z > 15' genommen werden; dies ist fiir die Beobachtiing selbst ohne- 
hin günstig, da dann das Anwachsen der Amplitude des getriebenen 
Pendels rascher erfnlgt. 

Aus den in der letzten Zeile der Tabelle stehenden Mittelwerten 
sind nun die Mitschwingungskorrektionen für die invariablen Pende1 
zu berechnen. Bedeuten: 

g die Beschleunigung der Sühwere, 
m resp. mi die Masse, 

i 
des Bilfs- 

s ,, si den Ahstand des Schwerpuriktes von der pendels, 
Schneide, resp. des iten 

1 ,, li die momentane mathematische Pendellinge, invariablen 
z ,, zi die momentane Schwingungszeit und Pendels, 
y ,, <pi die Amplitude i = l , 2 ,  3 , 4  

* N i t s c h w i n g ~ n ~ s b e s t i r n m u n ~ n  nnter grosserer Variation von z, bei missigem 
Retrage des Mitschwingrns, findet man mitgateilt, imversiiche H des VII. Ahschnittes ; 
auch da ist keine solche Abhangigkeit nu erkennen. 

** Die ersten theoretischen Untersachimgen iiher den Einfluss des Rhythmiis 
beim Wippen findet man bci E e l m e r t :  Beitrage . . ., S. 73-76. 
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126 Über die Verwendung zweier Pende1 etc. 

so ist der horizontale Druck der Schneide auf die Unterlage bekannt- 
lich gleich: 

g . m - S  1 s i n y  

resp. 
q Si . 

,y. mi - - . sin yi; 1; 

bedeuten ferner E und E~ empirische Eoefficienten, abhangig von Eigen- 
schaften der Pende1 und ihrer Unterlagen, so werden die Pendel- 
hngenverliingerungen infolge Mitschwingens: 

resp. 

Für vollig gleiche Pende1 und Unterlagen ware E ~ :  E = 1. 
Bekannt resp. leicht zu ermitteln sind rn, S, t, mi, si, zi, beobachtet 

ist a, gesucht pi; unbekannt sind in: 

die Quotienten - 2  die hier, aus Mangel an einer direkten Methode, 

aus den DiEerenzen der Schwingungszeiten auf deri vier Pfeilern be- 
rechnet werden kiinnen. 

Die Verhaltnisse der Massen wurden ersetzt durch diejenigen der 
Gewichte; beim I-Iilfspendel sind Spi~gelarm und Laufgewicht mit ein- 
geschlossen 

Die Gchwerpunktsabstiinde wurden nach xwei verschiedenen, nahe- 
liegenden Methoden bestimtnt, Die eine glich vollst%dig der zu deni- 
selben Zw~cke bei absoluten Schwereniessungen angewandten Eipp- 
methode. Bei der zweiten wurden die Pende1 an dünnen Schnüren zu- 
nachst so aufgehiingt, dass die Stangen horizontal lagen; darauf wurden 
mit zwei kleinen Projcktionsinstrumenten Schneide und Aufhangepurikt 
auf einen unter dein Pendel liegenden MaBstab projiciert. Die Resultate 
beider Methoden stimmten bis auf Bruchteile des Millimeters iiberein, 
benutzt wurden die Mittel. 

Auf Pfeiler 23 wurde als getriebenes Pende1 genommen: PUA,  
auf allen übrigen P U S ;  um Gleichheit der Schwingungszeiten zu 
haben, musste nach dern Pendelwechsel das 111 g schwere Laufgewiclit 
des Eilfspendels um 30 mm versehoben werden und aus dem Grunde 
finden sich bei diesem zwei Angaben von s (und zwar gilt s' bei der 
Kombination: Hilfspendel - P II A, und s bei: Hilfspendel P II S) in 
der nun folgenden Tabelle der Gewichte, der Schwerpunktsabstande 
und der für die Zeit der Mitschwingungsbestimmung giltigen, mitt- 
leren, unreducierten Schwinguiigszeiten: 
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Um die Beziehung zwisehen den Rosultaten der Mitschwingungs- 
bestimmungen und den beobachteten -4nderurigen der Schwingungs- 
zeitcn herzustellen, ist die S~hwingun~sze i t  z tk  des i t ~ n  Pendels auf dem 
Pfeiler Nr. k in der Form angesetzt worden: 

.- - - - - 

Hilfspendel 

Pende1 I A  
, DA 
,, TS 
,, II8 

Darin ist 6, die Schwingungszeit des i ten Pendels, die auf allen 
vier Pfeilern übereinstimmend beobachtet werden würde, wenn olk = 0 
oder wenn kein Mitschwingen vorhanden wiire; feriier ist: 

für Pfeiler Nr. 22, 31 und 32: 

- - 

Gewicht,e 

R 
3312 

1306 
1347 
1331 
1366 

w i k  sind die übrig bleibenden Fehler. Der Faktor: 

ist mit a,, vereinigt worden. Setzt man weiter zur Bcquemlichkeit für 
die Ansgleichung: s,k, Sek. 

= 0,5054000 + SI, G,  = 0,5050400 + S,, 

= 0,5053500 + S,, G, = 0,5050300 + S,, 

und a,k: 1000 stafk aik, so erhalt man ziir Restimrnung der 6 und 
der f für jedes Pende1 je vier Pehlergleichungen, die sich nur durch 
ihre rechtcn Seiten unterscheiden und leicht aus folgender Zusammen- 
stellung zu entnehmen sind; dabei sind die a: auf drei Stellen ab- 
gerundet wnrden: 

- - - - 

Echwerpunkts- 
abstande 

Pfoiier I ~feiier 
23 ( 22, 31, 32 

mm mu1 
s ' y  226,9 s = 226,O 

mm 
s, = 216,O 
S, = 216.5 
s, = 21 1,4 
s, = 2 1 2 , l  

- - - .  

Schwingungszeiten 

Pfeiler 1 Pfeiler 
2 3  22, 31, 32 

z=  z2 1 = z4 

Sek. 
zl = 0,5055 
z, = 0,5055 
Z, = 0,5052 
z, = 0,5052 
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In  der gleichen TVeise geschriebcn, lauten die Normalglcichungen: 

Daraus ergeben sich die folgenden Werte fiir die Logarithmen 
der CS und der f ,  sowie f ü r  die numeri der a und der Quotienten E ~ :  E .  

Mittleres Pendel: 0,5052007 1,003 

Damit erhiilt man die in der niichsten Tabelle gegebenen Korrek- 
tionen: - ak - fi für das Mitschwingen der vier Pende1 auf den vier 
Pfeilern, ausgerirückt in Zeit; niben ihnen stehen die Reste v i k :  

Pendel I I S  I II S  
Korr. v Korr. v 

Demnach bestehen beispielsweise auf Pfeiler Nr. 23 Mitschwingungs- 
differeneen bis zu 27-IOp7 zwischen diesen vier PendeIn. 

Die Quadratsumme aller Reste ist: 203,98; aus ihr erhalt man 
als mittlcren Fehler des Mittels aus zwei Beobachtunpen einer 

Pfeiler Nr. SB 
,, ,, 22 
,, ,, 31 
,, ,, 32 

- 
Schwingungszeit 

= 1 5,07 . IO- 7, 

und als den einer einzelnen Schwingunpszeit f_ 7.10-7, also eineii 
Betrag, der in der That nahe der mittleren Unsicherheit einer eiri- 
maligen Reobachtung einer Schwingungszeit eritspricht. Bus ihm er- 
geben sich die mittlereri Fehler von ai und von E~ : E der vorletzteu 
Zusammenstellung. 

- 36.2,7 t0,4 
- 220,0 0 , 8  
- 86,7 $ 4,4 
- 75,2 - 4 , l  

- 378.8 f O,8 / - %l,6 -0,5 
229.7 - 2,0 1 - 213,2 + 1,O 

- 90,5 t 8,1 1 - 84,O - O,<J 
- 78,6 -6,9 - 72,9 +0,2 

- 362,7 -2,8 
- 220,0 t 5 , 9  
- 86,7 - 0 , R  
- 75,2 -2 ,4  
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Von Dr. R. SCIIUMANN. 129 

Zum Schliis~e seien noch die wegen Mitschwingens korrigierteii 
Schwingungszeiten aufgeführt, die der ganzen Ausgleichung zu Qrunde 
liegen. 

1897 

Februar 16 
,, 17 

r r  12  
,, 12 

Januar 28 
Pebruar 3 

7 8 
,, 9 

Reducierte Schwingungszeit 
des Pendels 

-- 

I A  1 IIA Pfeiler 

- 

Mittleres 
I'endel 

Beob 

n ie  gesuchten Quotienten ei : E stimmen im Hinblick auf ihre 
mittlere Unsicherheit genügend sowohl miteinander als mit der Ein- 
heit überein, obgleich letzteres bei der Verschiedenheit der Pendel 
nicht unbedingt n6tig ist, wie schon oben erwihut wurde. Der mitt- 
lere Fehler des Quotienten E, : e für das mittlere Pendel, berechnet aus 
den Abweichungen der vier Werte untereinailder, ist: 

Die Voraussetzungen der Theorie über die Bewegung zweier 
Pendel scheinen naçh alledem durçh die Beobachtung bestatigt zu 
werden. 

Die Darstellung der zu Grunde liegenden Schwingungszeiteu 
diirch die cik,  cii und die E; : E kann man der giiten Ubereinstimmung 
nach vollkommen ausreichend nennen; nach ihr wird der Einfluss vom 
Mitschwingen so genau bestimmt als der von Temperatur und Uhrgang. 

Die Schnelligkeit und die Genauigkeit, die die modificierte 
Lorcnzonische Met'hode gewiihrt, machen solche Konstruktionen 
von Pendelstativen unnotig, die den Zweck haben, das Mitschwingen 
fur sich fast zum Verschwinden zu bringen und dies vielleicht mit 
Hintansetzung anderer St6rungsquellen, oder solche, die dafür bürgen 
sollen, dass gewisse Teile der Unterlage bei jeder Aufstellung und 
auf allen Stationen einen konstanten Beitrag zum Gesamtmitschwingen 
lieferri. Ein solcher nilehraufwand ist zweckrniissiger zur ~ r r e i c h u n ~  
guter Uhrgiinge, einwurfsfreier Ternperaturverhaltnisse, berluemer In- 
stallation etc. zu verweriden. 

Zeitschrift f Mathematik n. Physik 44 Rand. 1899. 2. u. 3. Heft. 9 
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130 Cber die Verwendung zweier Pendel etc 

VII. Ü b e r  B e e i n f l u s s u n g e n  des  M i t s c h w i n g e n s .  

Zuniichst sol1 hier auf die Quotienten zi: E der Ausgleichung des 
letzten Abschnittes zuriiçkgegriffen werden. Merkliche, die Beobaçhtuligs- 
ungenauigkeit üherschreitende Abweichungen dieser Quotienten von der 
Einheit hatten siçh aus folgenden Grüriden herausstellen konnen. 

Erstens ist anzufiihren, dass die Verhaltnisse der Massen in1 
vorigen Abschnitte durçh die der Gewichte ersetzt wurden, wau nicht 
in aller Strenge richtig ist. 

Zweiteris ist, wie schon mehrfach crwahnt wurde, denkbar, dass 
die Einwirkiing des Hilfspenclels bei dessen ahweichender Form iind 
Masse auf die Uderlage in etwas anderem Iihÿthmus geschieht, als 
bei einem gewohnlichen Pendel; diesen Einfluss theoretisch zii berechiien, 
dürfte sçhwierig sein. 

Drittens ist hier das Gleiten der Schneiden auf dem Achatlager 
heranzuziehen; dam waren iür diese vier Pendel allerdirigs weitere 
theoretische und praktische Lntersiichungen notig, anschliessend an die 
Arbeiten von B a r r a q u e r , "  Defforges,"" Schi6tz1*** und He1mert.t 
Rei ohigen Mitschwingungshestimmungen würde sowohl die Schricide 
des stark schwingenden Hilfspendels der Unterlage, als diese Unterlage 
wieder der Schneide des getriebenen Pendels nicht die volle eigene 
Bewegung erteilen, sobald Gleiten stattfindet, sondern nur einen Bruch- 
teil. Das Anwachsen der Amplitude des anfinglich riihenden Pendels 
würde also in doppelter Weise verringert, die beobachteten a wareu 
zu klein, und die aus den Unterschieden der (ebenfalls Yom Gleitcn 
beeinflussten) Schwingurigszeiten berechneten .si: E würden demnach 
griisser als 1 e r h a h n  merden. 

MGglicherweise lie@ hierin ein Grund z u  der Gruppierung unter 
den vier Werten zi: E ,  die wenigstens angedeutet zu sein scheint; man 
erhalt n5mlich im Mittel: 

für die beider~ Achatsçhrieiden E , :  E = 1,020 + 0,016 

>, 7 )  ,, Stahlschneiden zi: E = 0,985 5 0,016 
Lnterschied irn Sinne Achat minus Stahl + 0,035 0,022. 

Ob endlich viertens ein wenn auch kleiner Teil der Ue~egung 
des Lagers für d a s  treibende l'endel bei der Ubertragung auf das 

* Verliündlungen der siebenten allgemeinen Konferenz der Europaischen Grad- 
messung, S. 286: Rapport de  M. le Colonel U a r r  a q u e r  sur la mesure de la pesanteur 

** M6morial du  dépôt  génoral de la  guerre, tome XY; Observations dc 
pendule, l e r  fascicule. S. 10 flg. 

*** Die norwegische Kommission der Europaischen Gradmessiing: Resultate 
der im Sommer 1893 in dem nordlichsten Teile Eorwegens au~geführten Pendel- 
beobachtungen nebst einer Untersuchung über den ~ in f lus ;  vun Uoderierschiitteruugen 
aiif die Schwingiingsxeit eines Penrlels. Von O. E. S c h i o t z .  

t I I e l m e r t ,  Ueitrige.  . ., 8. 76. 
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ctwa 11 cm davon entfernte Lager des getriebenen Pendels durch 
molekulare Verschiebung verloren gehen kann, mag dahingestellt 
bleitien." 

Weitere, bestimmte Folgerungen koiznen aus dem vorliegenden 
Material nicht wohl gezogen werden; es bietet sich hier aber ein Weg 
dar, auf dem durch Empirie weitere Aufschlüsse über die noch nicht 
vollig bekannte Natur des Gleitens von solchen Schneiden zu erlangen 
sind; diese sind daim eventuell schon beim dnsatz der Gleichungen 1) 
und 2) des 1. Abschnittes zu beachten. Erwünscht wlre  dabei, eins 
so uuifasscnde Theorie für  die Bewegung zweier Pende1 und ihrer 
gemeinsamen Unterlage zu haben, wie sie Herr T h i e s e n  für die 
pendclartigen Schwingungen eincs Korpers gegeben bat.** 

EinigermaBen ist der Einfluss unbekannter Storungsquellen auf 
empirischem wege durch die Einführung der Quotienten E, : E rechnerisch 
kompensiert worden; man kann sich, da die Storungsbetriige sich nur 
auf einige Prozent vom ganzen Mitschwingen zu belaufen scheinen, 
vorliiufig dabei beruhigen, namentlich weil das Xitschwingen von 
Stativ und Uritergruiid bei relativen Schwerernessungen selten 100 - 1 0 - 7  

iiberschreiten wird. - 
Der Einfiuss von Bodenerschütterungen*** ist in meinen Beob- 

achtungen nicht zu verfolgen; diese wurden unterbrochen, sobald Er-  
schiitterungen zu befürchten oder zu spüren waren. - 

I m  folgenden sollen die Resultate einer Reihe von Versuchen mit- 
geteilt werden, die direkt zu dern Zwecke angestellt waren, Beein- 
flussungen der Schwingungszeit und des Mitschwingens durch willkiirliche 
Veriinderungen der Stabilitat der Unterlage sowohl, als durch bestimmte 
andere Ursachen zu erkennen. Die Kürze der Beobachtungsdauer bei 
dieser Methode der Mitschwingungsbestirnmung ist vorteilhaft, wenn 
es sich um Untersuchungen handelt, die tiftere Wiederholungen des 
Versuchs verlangen, namentlich wenn wie hier gewisse Umstinde von 
Versuch zu Versuch variiert werden. 

Die Reduction der Versuche geschah nach einem, vor Ableitung 
der Formel 16) des III. Abschnittes angewandten, einfacheren Aus- 
gleichungsverfahren, namlich unter der durch Formel 19) (S. 116) aus- 
gedrüçkten Voraussetzung, dass die Amplitude des getriebenen Pendels, 
nicht das Amplitudenverhdtnis beider I'endel, linear mit der Zeit an- 
wachse; da das Gesarnt~nitschwingen auf den hier benutzten Pfeilern 
nur eine massige Grosse besass, so ist diese Vernachlissigung um so 
unschiidlicher, als es sich jetzt nur darum handelt, zu erkennen, ob 
innerhalb eines Versuchcs Veranderungen eintreten oder nicht. 

* Vergl. auch: Helmerts Beitriige, S. 69 unten. 
** Sit~un~sberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften 

zu Berlin. Jahrg. 1889, S. 277. 

*** Schiotz, a .  a, 0.; Lorenzoni, a. a. O . ,  S. 156: movimenti microsismici. 
9 * 
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Die angegebenen Mitschwingungsbetrage sind wie immer Einheiten 
der siehenten Decimale der Schwingungszeit. 

A. Wegen des geringen Abstandes zwisçhen deri beiden Pendelc 
am veranderten S t  i ickrathschen Apparat war eine Zwischenwand an- 
gebracht worden, die vom Hilfspendel 10 mm, vom getrieberien 15 mm 
entfernt war. Dass die von1 stark schwingenden Hilfspendel in Be. 
wegung gesetzten Luftschichten bei diesen kleineri Entfernungen Eiufluss 
auf die hiIitschwingungsbestimmungen hatten, wurde durch einen d i r ek t~n  
Versuch bewiesen; für das Mitschwirigen ergab sich: 

Die Zwisehenwand selbst hatte keinen Einfluss auf die Messung 
des Mitsçhwingens; denn bestimmte man dieses, sowohl wenn auf der 
entgegengesetzten Seite in gleicher Entfernung von der Linse eice 
gleiche hrarid aufgestellt wurde, als ohne diese, so erhielt man: 

p ai 8 1 1  101 Einheiten 
100 ,, 

Entfernuug 
M i t Z i n p e n  

hinteren Wand 
l l l 

92 Einheiten 

Die Unterschiede licgen innerhalb der Beobachtungsungenauigkeit 
I n  den folgenden Tagen wurde der Apparat zu andcren Unter- 

suchungen fortgenommen; nach deren Erledigung ergab sich, wenige 
Stunden nach dcm Neuaufbau suf dem alten Pfeiler: 

Uezernber 3 
,i 4 

e e r  7 1 cc 1 I l s  Einheiten 
18 mm 113 ,, 
10 mm 113 ,, 

0û 

Ca 

15 mm 
cc 
00 

Entfernung 
1896 1 der 

hinteren Wand 

Aus beiden Reihen ist zu schliessen, dass eine Beeinflussung der 
Mitschwingungsbestimmungen durch die MTand zwischen beiden Pende111 
nicht stattgefunden hat. 

I m  Anschluss hieran wurde spater uritersucht, welche Einwirkung 
Winde  ausüben, die von der Seite oder von unten der Linse geriahert 
werden; es ergab sich: 

106 Einheiten 
105 ,, 
108 ,, 
107 ,, 
105 ,, 

Vitschwingen 
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Entfernung 1 Mitschwingen 

Man wird meistens verrneiden korinen, dasv der Betrag der Gesamt- 
mitschwingiing mrhr  als zwei geltende Ziffern enthiilt. Diese werden, 
nach den obigen Versuchen, durch die storeriden W h d e  nicht afficiert, 
sa lange derm E n t f ~ r n u n g  von der Linse grtisser bleibt als 10 mm; 
jedenfülls liegt ihr Einfluss d a m  irinerhalb der Beobachtungsunge- 
naiiigkeit. 

Der Eirifluss solcher Waride auf die S chw i n g u n g s d a u e r  macht 
sich schon bei gr6ssereri Entfernungen geltend und zwar in der sechsten 
und siebenten Decimale. Aus einer Reihe von Vorversuchen ging 
hrrvor, dess, wrnn man dem Pende1 Windc von dcn Seiten, oder von 
vorn und von hinten, oder von unten bis auf etwa 1 mm niiherte, die 
Schwingungsdauer in jcdcm der &ci Fallc bis zu sechs Einheiten der 
sechsten Stelle vergrossert wurde; die Storung erreichte erst bei 20 mm 
Entfernung die Grosse der Beobachtungsgenauigkeit einer einfachen 
Bestimmung der Schwingungszeit. 

Irn Yendelsaal des Geodiitischen Institutes wurden dann in exakterer 
Weise von Herrn O m o r i  und mir folgende Unterschiede zwischen den 
reducierten Schwirigungszeiten v o r  und n a  ch Einfügung einer 10 mm 
Tom voideren Thsenrand eritfernten Wand gemessen, und zwar im 
Sinne: mit minus ohne: 

einer 
seitlichen Wand 

00 111 Einheiten 

Abstand 
der 

Wand 

cc 
00 
00 
00 

- 

Unterschied 

108 ,, 
108 ,, 
113 ,, 
111 ,, 

Sek. 
+ 0,0000017 
t 0,0000007 
t 0,0000017 + 0,0000Oli + 0,0000014 

10 mm 110 ,, 
5 ,, 112 ,, 

< l  3, 1 1 0  ,, 
einer unteren Wand ' 

00 
1 0  mm 

7-8 ,, 
2-3  ,, 

112 ,, 
1'1 ,, 
111 ,, 
Io6 ,, 
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134 Cber die Verwendung zweier Pendel etc. 

Wurde von jeder Seite je eine Wand geniihert, so ergaben sich 
folgende Unterschiede ini gleichen Sinne: 

Abvtand 
1896 Beob. der 

! ~ 

Für den Verglcich zdischen d k  ~ e s t i d r n u n g e n  des Mitschwingens 
und der Schwingungsdauer (Abschnitt VI) ist dies ohne Belang, da 
bei den lctztcren das Hilfspendel und die Zwischenwand fortgcnommen 
wurden.  ber den Einfluss der damit verbundenen Belastungs- 
verschiedenheit auf das Mitschwingen rergleiche Versuch H. 

B. E s  ist von Vorteil für die Bestimmung des Mitschwingens; 
wenn die Schwingungsdauern der beiden Pende1 so gleich als m6glicli 
sind; um dies immer erreichen zu konnen, ist, wie schon erwahnt, an 
der Stange des Hilfspendels ein Laufgewicht von cylindrischer Gestalt 
verschiebbar angebracht worden. Um den Einfluss einer Differenz der 
Schwingungszeiten zu ersehen, wurden Mitschwingungsbestimmungen bei 
verschiedenen Abstanden zwischenLaufgewicht und Pendellinse ausgeführt. 
Die Resultate sind: 

Unterschied 

n a  9 0: 1 10 mm 
1,5 ,, 

Abstand Mitschwingen 1 Abstand 1 Mitschwingen 

Sek. 
+ 0,0000023 + 0,0000036 

- 
k6nnen sich demnach die Pendellangen oder die Schwingungsdauern 
bis zu 800 Einheiten unterscheiden, ohne dass ein Einfluss der Ilifferei~z 

4716 ,, 113 ,, 

auf die Mitschwingiingsbestimmungen zu ersehen ist. 
Es ist nicht auszuschliessen, dass bei grosserem Gesarntmit- 

schwingen eine Abhangigkeit zu Tage tritt." 
C. Uei den folaeriderr Versuchen war das Pendelstativ auf Pfeiler 15 

c. 

im grossen Instrumentensaal des Geodatischen Institutes so aufgestellt, 
dass die Pende1 in der Richtung Nord-Süd schwangen. Für  das Ge- 
sanitmitschwingen ergab sich aus vier Messungsreihen: 

Einer Hebung oder Senkung des Laufgewichtes um 1 mm entsprach 
hierbei nach direkteii Versuchen eine Veranderung der Schwingungs- 
zeit um 160 Einheiten. Bei dieser Grosse des Gesamtmitschwingenv 

50,7 mm 
5137 ,, 
5817 ,, 
5 k 7  ,, 

* Dies ist der Fe11 bei dem von LIerrn O t t  O S a v a n d e r  (E'ennia, 1 6 ,  Fr.5: 
Détermination relative de l a  pesanteur à Helsingfors, S. 128 Lig.) ange3tellten Ter- 
soche. Hei ihm ist, nach unserer Rezeichniing iingefahr: 

L - I=1200~10-1 ,  a=/1'=1400-10-ï; 
eiue strengere Berechuuug liefert, bei guter innerer C b e r e i r i s t i m m u ~ ~ ,  merklic'i 
grossares Mitschwingen. Die oben aiif Seite I l 6  a,ngegt:l)ene Formel 19) geniigt 
hier nicht mehr; sein Methodenvergleich (l. c. S. 142 flg.) i s t  hicrin nicht stichhaltig. 

114 Einheiten 
114 ,, 
113 ,, 
111 ,, 
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Mittel: 102 Eiuheiten 

Um den Beitrag des Pfeilers zum Mitschwingen ken~ien zu lernen, 
wurde ein invariables Pendel auf dem kürzeren, alten Unterlagsblock 
im Stativ schwingen gelassen, wlihrend der llrigere, neue Block vor 
d ~ m  Stativ auf die Kopfplatte des Pfeilers aufgeklemmt wiirde. Aiif 
dem vorderen, über die Platte hinausrageriden &hatlager wurde dann 
das Hilfspmdel schwingen gelassen und seine Amplitude mit einem 
zweiten Fernrohr und einer zweiten Skala, gemessen. Bus drei Be- 
stimmungen folgte als Mitschwingen: 

der 
Einzelmessungen 

2 
2 
1 
2 

1890 1 Mitsrhwiogen 

21 Einheiten 

22 7, 

21 ,, 

April 23 
Mai 1 

, 8 
,, 10 

Mittel: 21,3 Einheiten. 

102 Einheiten 
104 ,, 
101 ,, 
101 ,, 

Bedenkt man, dass der Angriffspunkt der von der Schneide des 
invariablen Pendels ausgeiibten Kraft 0,3â m über der Schneide des 
Hilfspendels lag, und dass der Pfeiler eine HGhe von 2,1 m hatte, so  
folgt mit einer gewissen Annllherimg als Beitrag des Pfeilers m m  Ge- 
samtrnitschwingen: 

2 5 21,3 . -  = 25 Einheiten, 
271 

so dass 77 Einheiten als Stativbeitrag anzusehen sind. 
Zum Vergleich seien die Resultate angeführt, die fast zur sclben 

Zeit auf demselben Pfeiler und mit demselben Stativ durch TVippen 
des Pfeilers erhalten wurden. Die Wippmethode konnte bei diesem 
Pfeiler ohne Bedenken angewandt werden, weil er Ton dem den 
Wipperiden tragenden Fussboden gut isoliert war; ist dies nlimlich 
nicht der Fall, so kann ailsser der gewiinschten Beeinflussung des 
Pfeilers durch direktes Ansetzen des Dynamometers eine solche un- 
beabsichtigterweise durch den rhythmischen Druck des Wippenden auf 
die den Pfeiler umgebende Scholle entstehen. 

Herr H a a s e m a n n  und der Verfasser hatten das Mitschwingen 
durch Wippen an der Nord- und an der Südseite der Kopfplatte 
des Pfeilers mit Hilfe des Stossdynarnometers bestimmt und im Mittel 
gefunden als Ausschlag des getriebenen Pendels bei einem Stoss von 
einem Kilograrnm Stiirke: 
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136 Lher die Vemendung zweier Pendel etc. 

Datum neoù. 1 Stossrichtung 
Nord 1 Siid 

Mitt,el: 2,35" 2,45" 
d 

Gesamtmittel: 2,40Ir 

wcndet man zur Umwandlung dieses Ausschlags in Einhcitcn der 
siebenten Stelle der Schwingungszeit den Paktor: 9,85 an, wie er sich 
aus der von Herrn B o r r a s s  für einfache Pfeilerformen abgeleiteten 
Formel ergiebt," so erhalt man als Beitrag des Pfeilers zum Mit- 
schwingen: 2,40 - 9,85 - 23,6 Einheiten. 

Zur Kontrolle bestimmte Herr B o r r a s s  nach der von ihm aus- 
gcarbeitetcn Modifikation der Wippmethode mit eincm Zugdynamo- 
nieter den Beitrag des Pfeilers zum Gesamtmitschwingen aus zwei un- 
abhiingigen Versuchcn zu : 

1896 April25: 23,5 Einhciten, 

7, 22,7 ,, 
Für den Beitrag eines S t ü c k r a t h s c h e n  Stativs hatte er aus 

zahlreichen Versuchen durch Vergleich mit dem von Herrn Kühnen 
konstruiertcri Fadenpendcl im MiCtel 78 Einheiten erhalten, sodass für 
unseren Pfeilcr als Gesamtmitschwingen folgte: 101 Einheiten; dies 
stimmt ebenso wie die beiden Einzelbeitrage irinerhalb der mittleren 
Unsicherheit mit den aus den Beobachtungen des Hilfspendels folgenden 
Jiesultaten überein. 

D. Wenn man den Pfeiler durch starke Schnüre nach allen Seiten 
mit den benachbarten Wanden und Pfeilern verband und die Schnüre 
so kraftig als moglich .anspannte, so Iilieb das Gesamtmitschwingen 
vollstZndig unveriinctert. 

E. Der dem S t ü c k r a t h  schen Stativ eigentümliche Unterlagsblock 
wurde nicht festgeschraubt, sondern nur in seine Nut  eingeschoben, 
sodass allein das Pendelgewicht ihn niederdrückte. Dabei erfolgte keice 
Qnderung des Mitschwingens. 

F. Wurden samtliche FuBschrauben des Stativs gelockert, und 
sowohl bei lockeren als bei geklemmten FuBschrauben das Mitschwingen 
bestimmt, so erhielt man Vergrosserungen desselben, die bei mehr- 

* Uestirnmung der Polhtihe und der Intensit%t der Schwerkraft auf 22 Sta- 
t lonen..  . S %Y -270. Pfciler Nr 15 glricht ganz d ~ m  von Herrn Rorrass  be- 
nutzten Pfeiler Nr. 9 ,  for den aach S. 262  derselben Publikation als Konstaure 
verweudet wt~rde: 7,7. 1,3 = 10,0. 
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Von Dr. R. S c ~ c m s u .  137 

facher NTiederholung des Versuches zwischen 20 und 50 Einheiten 
lagen; Konstanz ist nicht zu erwarten, weil die Stabilitiit bei gelockerten 
FuBschrauben nicht immer dieselbe zu sein braucht. 

An diesen Versuch wurden erstens Bestirrmungen der Schwingungs- 
dauer angeschlossen; sie bestiitigten, dass bei dieser Aufstellung das 

1 1 
Gesamtmitschwingen um - bis - seines Betrages vergrossert wurde. 

4 2 
Zweitens wurde sowohl Tor als nach dem Lockern der FuBschrauben 
das Stossd~namometer an die Kopfplatte des Pfeilers angesetzt, um 
diesen zu wippen. Herr H a a s e m a n n  und der Verfasser erhielten 
durch entsprechende Reduction fiir einen Stoss von 1 k g  StLirke folgende 
Ausschlige in Teilen der Skala: - - 

1896 / ~ u k c h r î u b e n  1 Ausschlag 
I l  

geklemmt 
1, 

3 1 

7 7  

g-elGkert 
geklenlrnt 

1 

gelockert 
9 ,  

-- 

Beobachter 

en 
Hn 
Hn 
Sn 
Sr1 
Sn 
Sn 
Hn 
Hn 
Sn 

Die Unterschiede zwischen den Ausschliigen bei gelockerten und 
bei geklemmten Fdschrauben sind sehr nahe an der Grenze der 
Beobachtungsungenauigkeit. Der Ort der Storung, die Fdschrauben, 
liegt bei diesem Versuche zwischen den AngriEsstellen der beiden durch 
das Dynamometer und die Pendelschneide auf die Unterlage ausgeübten 
Horizontalkriifte; aus der obigen Zusammenstellung geht hervor, dass 
eine solche Storung des Mitschwingens urid damit der Schwingungsdauer 
durch das Wippen des I'feileys allein nicht angezeigt wird. 

G. Da das vordere Achatlager des neuen Unterlagsblockes etwa 
1 cm ausserhalb des F~Bs~itzendreieckes lag, so wurde durch das Ge- 
wiçht des vorderen Pendels die hintere E'uBspitze etwas angehoben. 
M m  konnte rrwarten, pinmal tlass das Mitschwingen vermehrt werdan 
würde, urenn aussen statt des leichteren, invariable11 Pendels das Hilfs- 
pende1 hing, und d a m ,  dass durch Belastung der hinteren FuBschraube 
eine Verringerung desselben eintreten würde. 

In der That erhielt ich: 
----- -- 

Relastung der hintercn Ful3schraube 1 O kg 2 kg 6 kg 

Hilfspendel aussen Mit- 
invariabLes Pendel inncn ) sohringen 

Hilfspcndel innen Mit- 
invariables Pendel aussen ) schwingeo 

110 

9 6 

100 

91 

100 Einheit,en 

87 ,, 
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H. Das Gewicht des ganzen Pendelapparates war verschieden, je 
nachdem er zur Messung von Schwingungsdauern oder zu Mit~chwingun~s- 
bestimmungen benutzt wurde. Im ersten Falle war das Stativ belastet 
mit dern kurzen Unterlagsblock, dcm 1,3 kg schweren inrariahlen 
Pende1 und mehreren Thermometern; im zweiten mit dem langen 
Block, dem 3,3 kg schweren IIilfspendel und demselbcn invariableu 
Pendel. Dadurch wurde es nahe gelegt, den Einfluss einer Belastuiig 
des Stativs zu untersuchen; jo  nachdem toils auf den Stativkopf, tcils 
auf die F~Bschraubenk6~fe  und den die Füsse verbindenden Kranz 
eine Anzahl Gewichte von verschiedenem Gesamtbetrage aufgesetzt 
wurden, erhielt ich: 

I3elastung Mitschwingen 

99 Einheiteu 
96 ,, 

18 ,, 89 ,, 
das Hilfspendel schwang hierbei innen, das leichtere, invariable aussen. 

Diesem Ergebnisse nach wird, wenn nicht wie bei Versuch G 
besondere Verhaltnisse (Belastung ausserhalb des FuBspitzeridreiecks) 
vorliegen, das Mitschwingen und die Schwingiingsdauer nur um wenige 
Einheiteri veraridert, wenn das Stativgewicht um einige Kilogramm 
vermehrt wird. 

J. Um zu koristatieren, ob eine Abhangigkeit des Mitsçhwingens 
von der Anfang~am~l i tude  2 des Hilfspendels vorhanden sei, wurde 
folgede Reihe von Versuchen angestellt: 

Nit Rüüksicht auf die Beobachtungsungenauigkeit ist bei dicser 
Grosse von /3 keine Abhangigkeit von z nachzuweisen. 

K. Kurze Zeit nach diesem Versuche wurde zunüchst eine Kontroll- 
messung mit dem Hilfspendel angestellt, hierauf dieses durch Pende1 II S 
ersetzt, wiihrend Pende1 1 S aussen am Stativ beibehalten wurde; ersteres 
war also das treibende. E s  ergab sich: 

bei Hilfspendel innen, IS  aussen, /3 = 99 Einheiten, 

9 )  11s ,, , ,, 7, , B = l O O  7, 

), ,7 9, , 7, 7, 7 B = 102 7, 

Ein Unterschied ist schwerlich festzustellen, namentlich wenn in 
Hinsicht auf die Vcrschiedenheit der Gewichte der beiden 'treibenden 
Pende1 noch das Ergebnis von Versuch II beachtet w-ird. 

z I  fl 
27 '  
2 7  
2 1  
15 
1 6  

99 Einheiten 
100 ,, 
97 ,, 
98  ,, 
96 ,, 
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 ber Pseudotrochoiden. 

Von 

E. WÜLPFING 
in Stuttgart. 

Nachdem bereits durch G i l d e m e i s t e r l )  und B e l l e r m a n n 2 )  die 
doppelte Erzeugungsweise der Trochoiden (d.h. der allgemeinen cyklischen 
Kurven) entdeckt und damit die Identitit der sogenannten Pericpkloiden 
mit den Epicykloiden nachgewiesen worden war, gab Vie to r3)  cine 
Zusammenstellung siimtlicher cyklischer, d. h. durch Rollen von Kreisen 
auf Kreisen erzeugter Kurven; diesclbe umfasste alle Grenzfille und 
liess an Vollstandigkeit anscheinend nichts zu wünschen übrig. Indes 
hatte bereits im vorigen Jahrhundert E u l e r  4, eigentümliche Kurven 
entdeckt, welche, wie die gemeinen cyklischen Kurven, ihren zweiten 
Evoluten (allerdings aber nicht, wie diese, ihren ersten Evoluten) 
iihnlich sind. Er fand, dass dieselben von einem Punkt A sus sich 
in Spiralwindungen ins Unendliche entfernen, und dass sie asymptotische 
logarithmische Spiralen besitzen. Perner bemerkte er, dass sie in zwei 
Klassen zerfallen, indem namliüh die Tangente in A entweder auf dem 
Radiusvektor senkrecht steht oder mit ihm zusammenFillt. 

In eirier spateren Arbeit5) über denselben Gegenstand findet 
E u l e r ,  dass die zweite Klasse der genannten Spiralen eine Spitze in  
A hat, so dass beide Klasseri als ungespitzte und gespitzte E u l e r -  
sche Kurven iinterschieden w ~ r d e n  konnen. Reide Klassen von Kurven 
haben die Eigenschaft, dass die Projektion des Radiusvektors auf den 
Kriimmungsradius zu letzterem proportional ist. E u l e r  meint übrigens, 
die Kurven dürften den Geometern nicht ganz unbekannt sein. 

1) De lineis curvis epicycloidibus e t  hypocpcloidibus. Dissertation. Mar- 
burg 1866. S. 4. 

2) Epicykloiden und Hypocykloiden. L)issertation. Jena 1867. S. 8- Y. 
3: Die Polkreispaare einer CJ kloide. Zeitschrift für Nathematik u Physik 25, 

263-71 (IWO), bes. S. 269. 
4) Investigatio curvarum, quae evolutae sui similes producunt. Comm Ac.  

Petr. 12 ,  3 - 52 j1750), bes. S. 19-23 .  
6) Investigatio cun-arum quae similes sunt suis evolutis vel primis vel secundis 

vel tertiia vel adeo ordiuis cujus~urique. Nova acta Ac. Petrop. 1, 75-116 (1783), 
bes. S. 97-106. 
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Auch N. Fuss l )  bespricht die Eulerschen Kurven und nennt sie 
den logarithniischen Spiralen verwandt. Sie finden sich weiterhin er- 
wahnt i n  einer ~ r b e i t - v o n  Puiseux, ')  der dieselben für syrnmetrische 
Doppelspiralen erklart, aber zunachst nicht über die Kesultate Eulers 
hinaus kommt. Dagegen bemerkt er kurz darauf in einer Note:b) 
dass die neuen Spiralen, ebenso wie die gemeinen cyklischen Kurven 
Tautochronen sind bei der Bewegung eineci Punktes unter Wirkung 
einer Centralkraft, die der Entfernung proportional ist und zwar derart, 
dass bei einer Repulsionskraft Epicykloiden, bei einer Attraktionskraft 
je nach den Umstanden Hypoüykloiden, Gerade d e r  jene Spiralen als 
Tautochronen auftreten. Spater bespricht N a t a n i 4 )  die Eulerschen 
Kurven unter dem Namen ,, imaginiire Cykloiden". K e s s 1 e r  5, findet, dass 
beim Rollen einer cyklischen Kurve auf einer Geraden der Mittelpunkt 
des festen Kreises eine Ellipse erzeugt, welche die Gerade zur Axe hat. 
Sol1 dagegen als Roulette eine Hyperbel auftreten, so ergeben sich, je 
nachde& die reelle odor irnaginiire Axe der Hyperbel als Basis genihlt 
wird, eine gespitzte oder ungespitzte Eule rsche  Kurve als rollende 
Kurve. Es wird a. a. O. eine Konstruktion dieser Kurven mittelst einer 
logarithmischen Spirale angegebcn und die Rektifikation, som-ie die 
Bestimmung des Krünimungshalbmesüers vorgenonimen. 

Besonclers aiiffallend tritt die Analogie zwischen den cyklischen - 
und den Eulerschen Kurven hervor bei Anwendung der sogenannten 
es  o t e r  i s c h e n  Koordinaten (coordonnées intrinsèq~ies,~) d. h. bei der 
Bestimmurig der Kurven durch eine Beziehurig zwischen Bogen s und 
Krümmungsradius p. Nach Ces à r  O 7 stellt niimlich die Gleichung: 

cyklische oder Eule rsche  Kurven dar, je nachdem c 5 O ist. In einer 
solchen Gleichung in esoterischen Koordinaten kann man s und g 
durch rechtwinklifge Koordinaten x: und y ersetzen; man erhiilt dadurch 
an Stelle der gegebenen Kurven deren -Mannhei&sche K u r ~ e , ~ )  d. h. 

1) Mém. Ac. St. Petersb. (5) 1. 114-118, 120 (1809). 
2) Problèmes sur les développées et les développantes des courbes planes. 

Journ. de Math. (1) 9, 377-399 (1844), bes. S. 392. 
3; Sur les courbes tautochrones. Journ. de Math. (1) 9 ,  409-421 (1844>, bes. 

S. 416. 
4) H o f f m a n n .  Matheniatischcs Wlrorterbuch TIi  (1867) S. 37-38. 
5)  Darstelhing der Kegelschnitte als Kouletten, deren Basis eine Gcrade ist. 

Dissertation. Jena 1869. S. 14-19. 
6) Dieser neuerdings vie1 gebrauchte biisdruck riihrt von W h  e w e Il her: 

On the intrinsic equation of a curve and its application. Cambr. Philos. Tranti. 8, 
659 Anm. (1849). 

7) Sur deux classes remarquables de lignes planes. N. Ann. de Math. (Y);, 
171- 190 (1888), bes. S. t76. 

8) Icli schlage dieseri Narnen vor, weil M a n n h e i m  in seiner Abhandlçng: 
Rrcherrhes géometriqiies relatives au lieu des positions successives des centres 
de courbure d'une courbe qui roule sur une droite, Journ. de Math. (2) 4, 93 bis 
104 (1859) zuerst die betrefknde Ortskurve untersucht hat. 
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den Ort des Kriimmungscentrums des jeweiligen Berülirungspiinktes, 
vérin die gegebene Kurve auf einer Geraden rollt. Also sind die 
Xannheimschen Kurve der cyklischen Kurven Ellipsen, diqjenigen 
der Eulerschen Kurven Hyperbeln. C e s à r  O unterscheidet ferner die 
gespitzten und ungespitzten Eulerschen Kurven und findet als zwischcn 
beiden liegend die logarithmischen Spiralen. Eine weitere gemeinsame 
Eigenschaft der cyklischen und E u l e r  schen Kurven ist nach Ces à r  0') 
die, dass Lei beiden die Verbindungslinie eines Kurvenpunktes mit dem 
Kriimmiingscentrum der Evnliite im entsprechenden Piinkt,e durch einen 
festen Punkt geht. Hierzu kommt noch, dass, ebenfalls nach Cesàr  O '), 
ein Teil sowohl der cyklischen als auch der Eulerschen Kurven rtls 
unendlich hohe Evolventen eirier in den Punkt O zusammengeschrunipften 
unendlich kleinen Kurve angesehen werden konnen. Ces à r  O 3, findet 
ferner, dass bei beiden Arten von Kurven das Krümmungscentrum auf 
der Polare des Kurvenpunktes in Bezug auf einen fcsten h'reis, den 
Direktorkreis, liegt; dieser ist im Palle der cyklischen Kurven der 
festte Kreis, auf dem der bewegliche rollt. An anderer Stelle bemerkt 
C e ~ à r o , ~ )  dass die Kreise über den Krümmungsradien der cyklischen 
und Eulerschen Kurven als Durchmesser den Direktorkrcis recht- 
winklig schneiden; nach M a n s  io n5) umhüllen dieselben eine in Be- 
zug auf dicsen Krcis zur gegebenen Kurve inverse Kurve. Ein Untcr- 
schied zwischen beiden Kurvengattungen findet statt in Bezug auf die 
Developpoiden, d. h.  die Umhüllungskurven der durch dic Kurvcn- 
punkte gehenden und die Tangenten in derselben unter konstantem 
Winkcl schneidendcn Geradenscharen. Der Satz von R o  u q u e  t 6, niim- 
lich, dass die cyklischen Kurven als Developpoiden Zhnliche Kurven 
besitzen, gilt bei den Eulerschen Kurven nur  von einem Teil der 
Developpoiden, was bereits von Na t a n i  ') bemerkt und von P i r o n -  
dinis) niiher ausgeführt wurde. C esà ro ,  welcher in seinen Vorlesungen 
über esoterische Koordinaten ') die E u l e r  schen Kurven wiederholt er- 
wihnt, nennt dieselben p s eud  oc y k l o i d a l e  Linien. Unter denselben 
ist eine gespitzte und eine ungespitzte, welche je mit ihrer vierten Evo- 
lute zusammenfallen und deren Mannheimsühe Kurveri gleichseitige 

1) Remarques de géometrie infinitésimale. Mathésis 7, 25 - 38 (1887), bes. S. 26, 

2) Développsntes du point. Mathésis 8,  36 -38 (1888). 

3) Remarques de p5ometrie infinitésimale. Msthésis 7, 25 - 38(1887), bes. S. 27. 

4) Nouv. Ann. de Math. (3) 7, 171-190 (1888), bes. S. 198. 

5 )  Nouv. Corr. de Math. 4 ,  302 - 303 (1878). 

6) Nouv. Ann. de Math. (2) 6, 380-383 (1867). 

7) Hoffmann, Mathematisches Worterbuch VLI, 27-28 (1867). 

8) Sulla similitudine delle ciirve, Ann. di mat. (2) 15, 53 -66 (1887), bes. 
8. 57-58. 

9) Lezioni di geometria intrinseca. Napoli 1896. 8. 12  - 13, 32, 48, 60, 68. 
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Hyperbeln sind. Diese Kurven, welche bereits von Eu le r1 )  ervShilt 
und von L a i s a n t 2 )  und P i r o n d i n i 3 )  untersucht wiirden, nennt Cesàro 
P s e u d o c y k l o i d e n .  Jst ferrier n eine ganze Zahl, so ist nachLaisant4) 
ne2 - sZ= const der Ort der  Piinkte, deren Potenzsumme in Bezug 
auf .n feste Kreise mit  den Zuwiichsen der Quadrate der Bogen wachst. 

Die vielen Eigenschaften, welche die Eu le r schen  Kurven mit den 
cgklischen gemein haben, legten einen Gedanken nahe, welchem Ce sàr  05) 

in einer offentlichen Anfrage Ausdruck gab: ob nicht auch die Euler- 
schen Kurven durch Rollen von (iniaginaren) Kreisen auf Kreisen er- 
zeugt werden konnen. I n  seiner A n t w ~ r t , ~ )  aiif diese Frage berief 
sich B. d e  S a u s s u r e  auf seine Dis~er t a t ion ,~ )  in der e r  gezeigt hatte, 
dass die gespitzten Eu le r schen  Kurven, die er  P a r a c y  k l o i d e n  nennt, 
entstehen durch Bollen eines Kreises von komplexern Badius auf einem 
Kreis, dessen reeller Radius doppelt so gross ist ,  als der reelle Teil 
des Halbmessers des beweglichen Kreises. I n  einer spateren NoteE) 
fügt d e  S a u s s u r e  noch die Bemerkung hinzu, dass die ungespitzten 
Eu le r schen  Kurven oder H y p  e r c y k l o i d e n  entstehen durch Kollen 
eines Kreises von komplexem Radius auf einem solchen von rein ima- 
giriiirern Radius; letzterer ist doppelt so gross als der rein imaginâre 
Teil des Halbmessers des beweglichen Kreises. E r  weist ferner nach, 
dass die Paracykloiden und Hypercykloiden eberisowohl eirie doppelte 
Ereeugungsweise (durch je zwei Polkreispaare) besitzen, wie die ge- 
nieinen cyklischen Kurven. Auch T a r r y  Y) giebt dieselbe kinematische 
Entstehung der pseudocykloidalen Linien durch imaginare Kreise an 
und beniitet dieselbe mi einer reellen Knnstriiktion, die auf den Griind- 
siitzen seiner ,,Géometrie générale'< beruht. 

Bei der erwahnten Rollbewegung sind es Punkte  der Peripherie 
des heweglichen Kreises, welche die Eu le r schen  Kurven erzeugeni 
letzterc cntsprechen demgemiiss den g e m  ci  n e n  Epicykloiden und 
Hgpocykloiden. I n  der vorliegenden Note gedenke ich zu zeigen, 
dass auch beim Rollen von komplexen Krciscn auf ehensolchen reelle 
Kurven erzeugt werden konnen von Punkten,  welche der Peripherie 

1) Nova acta Acad. Petrop. 1, 105 (1783). 

2) Sur deux genres remarquables de courbes planes. Ass. fr. pour l'av. des Sc 
CongrBs de Limoges 19, 74-78 (1890). 

3) Alcune quistioni sulle evolute successive di una linea piana. l lend  Ac 
Kapoli (2) 5 ,  139-150 (1091), hes. S.  142. 

4) Nouv. Corr. de Math. 5, 209-211 (1879). 

5) L'Intermédiaire des MathBmaticiens 1, 158 (1894). 

6) L'Intermédiaire des Mathématiciens 2, 366 -357 (1895). 

7) Sur la ghération des coiirhes par roulement,. Genkve 1595. S. 41-55. 

8) Kotes sur les lignes cycloidales. Amer. Joiirn, of Math. 17, 269-213 
(1890). 

9) L'Intermédiaire des Xath6maticiens 2 ,  390 - 9 1  (1895). 
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des rollenden Kreises n i c h t  angehoren. Diese Kurren entsprecheu den 
al1 gemeinen cyklischen Kurren oder T r o c h o i d e n  und sollen daher 
P seu do t r o c h o  id  en  heissen. Die neuen Spiralen werden sowohl in 
Bezug auf ihren gegenseitigen Zusammenhang, als auch hinsi ch tlich 
ihrer gestaltlichen Verhiiltnisse untersucht. 

1. E s  sei R der Radius des festen Kreises mit Mittelpuilkt im Ur- 
sprung 0,  r derjenige des beweglichen Kreises mit Mittelpurikt 3.î; 

innen 
derselbe berühre den festen von ( ] je naehdem r O. r r  sei der 

aussen 
Abstand des erzeugenden Punktes P von ,M; derselbe liege zu Anfang 
der Bewegung auf 031 und zwar N zwischen O und P, wenn Y'> 0. 
Beim Rollen des beweglichen auf dem festen Kreise erzeugt alsdann P 
die cyklische Kurve: 

R - r  
z = (R - r) cos rp + r 'cos  --- 

T 

l> R - r  
y = (R - r )  siri p - r'sin- 

r p. 

Es mogen nun R, r und r' komplexe Grossen sein: 

Die Centraldistanz O N  sei 

Auch der Winkel cp der Centrale O H  mit der $-Axe kann kom- 
plex sein; doch ist derselbe nicht unbeschrxnkt veriinderlich. 

Er ist namlich, bei gleichformiger Rollbewegung, zur Zeit pro- 
portional; irgend zwei Werte desselben müssen daher ein reelles Ver- 
hiiltnis haben. Somit ist 

Y = (el + i ~ x ) ~ ,  

d. h. gleich dem Produkt aus einer komplexen Konstanten Q = g, + ig, 
und einer reellen Veranderlichen m. 

Damit geht die Gleichung der cyklischen Kurve über in: 

x = ( d , + i d , ) c o s ( p , + i g , ) ~ + ( r , ' + i r , ' ) c o s ( ~ l + i ~ 2 ) w  

y = (dl 3- i  d2) sin (@, + i w - (r,' + i  r,') sin (G1 $ i6,) w 

2. Die Grijssen x und y sollcn nun unabhangig von w rcell sein, 
also ihre imaginiiren Bestandteile verschwinden. Dasselbe muss von 
ihren Ableitungen nach w gelten und zwar für jeden beliebigen Wert  
von W. Indem man insbesondere die imaginiren Bestandteile von 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Über Pseudotrochoiden. 

gleicli Nul1 setzt, erhiilt man zuniichst vier notwendige Bedingungen: 

4 + y,' = O, 

di @, + d, Q I  YI' 6 2  - r2' cl = O, 

2 d i g , ~ , +  4 ( ~ i ~ - ~ 2 ~ )  + ~ ~ I ' G I G Z  + r,' (c l2-  cg2) = 0, 
d , ( 3 ~ , ~ ~ , - g , ~ )  $. d , ( ~ , ~ -  3 g , ~ , ~ ) -  ~ , ' ( ~ G , ~ G ~ - G ~ ~ ) - ~ ~ ' ( G ~ ~ - ~ G ~ G , ~  = O 0 .  

Diese Gleichungen führen, wie ihre nahere Untersuchung ergiebt, 
auf eine von folgenden beiden Annahmcn: 

Entweder ist d2-  rZ1= p z =  G , =  O. 

Dieser Fa11 führt auf die gewohnlichen reellen Trochoiden. 
Oder aber ist 

3 )  d 1  d r '  p l =  - G , ,  g,= U,, 

also d und r', ebenso g und - G konjugiert. 
Damit wird: 

x = 2dlcosllwQof1.,w + 2d2sinA,oGinÂ,o 

y = 2dlsinL,wQo\L,w -- 2d,cosL,w GinA,w, 

1 
Gin Â, w = , ( e ' zw  - e - k W )  

hyperbolische Funktionen sind. 
x und y sirid also reelle Grossen, die Bedingungen 2)  daher 

bereits hinreichend. Die Gleichungen 4) gehoren daher den einzigeu 
reellen cq klischen Kurven m, die durch Rollen von komplexen E e i s e n  
erzeugt werden und P s e u  do t r o  c h o i d e n  heissen mogen. 

Für  den Abstand r' des erzeugerideri Punktes Tom Centrum des 
beweglichen Kreises folgt aus 3): 

{ 
rif  = 4 = RI - rl 

5) rZr=  - d2 - (a2 - r2) .  
Ferner ist 

(47.1 t 4 r d o i  t (dIT2 - d 2 ~ J Q 2  = 

6) ( = 
T l  * t r2 

Pl r 

6, = 
- ( d l r z - d , r l ) ~ ,  f ( d l r l t 4 r , ) ~ e  

rl * + r9 = Pz- 

Die Elimination von @,: Q, aus (6) ergiebt: 

dl2 $ dZ2 = r12 + rZ2, 
oder 

7) &2+ +'- 2Rl r1  2R,r ,  = 0. 
Es wird also nicht beim Rollen zweier komplexen Rreise auf 

einander immer eine reelle Kurve erzeugt, sondern nur,  wenn der 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. WOLFPINO. 145 

absolute Betrag der Centraldistanz gleich dem absoluten Betrag des 
Radius des beweglichen Kreises ist. Denselben absoluten Betrag hat 
auch der Abstand des erzeugenden Punktes vom Centruin des beweg- 
lichen Kreises, diese Grosse ist überdies zur Centraldistanz kon- 
jugiert. 

Berner folgt aus 6): e2 = P Q I >  

Mit Q, w - 4 geht endlich 4) über in: 

x = 2 ( R , - r l ) c o s 8 O . o f p 8 +  2 ( & - r 2 ) s i n 9 . 1 E i n p 8  

y - 2 (R, - r,) sin 4 CSof p 9. + 2 ( R ,  - Y,) cos 19. Gin p 8. 

3. Weil zwischen den seçhs horuogenen Parametern Il,, E2, r,, r,, 
r,', r,' die drei Relationen 5) und 7) besteben, so existieren (von der 
Lage und Grosse abgesehen) 0ü2 verschiederie Arten von Pseudo- 
trochoiden. Die Radien des festen und des beweglichen Kreises 
brauchen gegenseitig nur der Bedingurig 7) zu genügen; alsdann ist 
die Eritfernung des erzeugenden Punktes durch 5) bestimmt. Unter 
den Pseudotrochoiden sind zun5ühst zwei Scharen, bei welchen der 
er7eiigende Punkt aiif der Peripherie des beweglichen Kreises liegt, 
für welche also Y'= r ,  eine Annalime, welche mit den Gleichungen 5) 
und 7 )  vartr;iglich ist. 

Das obere Zeichen ergiebt vermoge 5): 

also: 

Damit erhalt man die P a r a c y k l o i d e n .  
Das untere Zeichen liefert verrnoge 5): 

R,=O, &12- 2 r 2 ,  

Man hat hiermit die H y p e r c y k l o i d e n .  
Diese beiden Klassen von Kurven sind deinnach Spezialfille der 

Pseudotrochoiden. Sie sind dadurch charakterisiert, dass der Radius 
des festen Kreises im ersten Fa11 reell, im letzteren rein imaginar ist. 

4. Fiihrt man Polarkoordinaten u und w ein, so dass 

x - u c o s a ,  y - u s i n a ,  
so ist der Radiusvektor: 

10) u = 2 l/(r12 + r 2 8 ) G ~ j 2  p a  - (R2  - 
ferner 

11) 
du -- - 'Lp(l;e+r,$)~oiri.S.Ginpt? 
d a  - ~ ( r , ' + r , ~ ) I S . ~ \ ~ ~ 4 - ( R , - r , ) ~  

Zeitschnft f Mathemat~k n Physik. 44 Band. 1899 2 n 3 Heft 1 0 
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positiv 
Dieser Ausdruck ist { Ir je nachdem 9 < 0  > und verschnindet 

neoativ - 
für 8 = O. Somit erreicht zc Eür 8 = O ein Minimum; die Kurve ent- 
fernt sich von demselben ansgehend nach beiden ~ e i t e n  fortwiihrend 
ins Unendliche. 

Ferner ist 
(RL- r,) t g  4 - (R, - r,) %g ,a 4. tgw = 
(R, - r l ) + ( R i - r n ) t g 4 5 g p @  ' 

Weil 5 g  p 4 1,? =, = 1, so konvwgiert für unendlich wachsende 9. 
R2 - 7, 4 - o gegen die endliche Grosse arc t g  Somit nimmt w mit . L 

8 ins Unendliche zu resp. ab. Zusammen mit dem Verhalten von u 
ergiebt sich hieraus, dass die Kurve eine Doppelspirale bildet, die 
von einem dem Ursprung am niichsten gelegenen Punkt (4 = O )  sich 
nach beiden Seiten in immer weiter werdenden Windungen ins Un- 
endliche entfernt. 

5. Mit den Abkürzurigen: 

A c o s 8 ~ i n ~ ~ 9 ] d 4  
sin 8 (54 p a  + 2 

B 
3 2r2 

A 
sin 4  in p 8 )  d a .  d y - { - 2 n 1  - c 0 ~ 8 6 0 \ p 8 + 2 -  R, - Zr, 

1st cp der Winkel der Tangente mit der x-Axe, so ist 

Aus 13) und 17) folgt, wenn 11, der Winkel zwischen Tangente 
und Radiusvcktor ist: 

Mit unendlich wachsendern 9. konvergiert @ gegen arccot y. 
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6. Wie bei den Trochoiden führt die Rektifikation auf elliptische 
Aus 15) folgt: 

Dabei ist k < 1, ausser für & = 0 ,  R, - 2r1, wo k = 1. 

7 .  Die Formel 1 
d S =  -(xdy- 2 y d ~ )  

giebt für das Element eines Sektors S zwisçhen zwei konsekutiven 
Radienvektoren: 

2 
24) Rs-LLTs [(n, -- r2)A - [(& - 272>(71" $.a? W 2 ~ + I 1 d ~ ,  

somit 

Ferner ist der Abstand p der Tangente vom Ursprung: 
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8. >fan erhiilt weiter: 

4 A d2x  = - T F  (rl COS 4 Ooi p 8 + r2 sin 4 Ein p 8) Lia2 
(RA - 2 Y,) 

d" = - LA- (r, sin 9 Qui p 4 + r, cos 8 aiii p 4) dae. 
( K ,  - 

Hieraufi folgt der Kriimmungsradius : 

' und 
d p  2R1Qojp8Ginp4(rlefr,7)((R-~rr,)(r,Pt~22)~0iep~fA(~~Ltr2)l~ 30) -- = 
ds [(a, - 2r,)(~,"r, ' ) (5.~i*p4$A~,]~ 

Der Krümmungsradius der Evolute ist 

Die Evolute selbst ist: 
t - 
5 - 

9. Die x -Axe  ist Symmetrieaxe der Kurve. 
Die Schnittpunkte der Kurve mit derselben ergeben sich aus 

1st 6, eine W-urzel dieser Gleichung, so ist auch - 4, eine solche. 
Für bcide Werte  von 8 ergiebt die erste Gleichung 9) je denselben 
Wer t   on s; also sind die Schn i t tpnk te  der Kurve mit der x-Axe 
Doppelpunkte. Eino Ausnahme macht jedoch der zu 8 = 0 geliorige 
Anfangspunkt, für welchen der Badiusvektor: 

34) = 2(RI - r l ) ,  
der Krümmungsradius: 

35) 
BZ 

Qo = * --. 
71 
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Derselbe ist ein Scheitel der Kurve. 
Dass ausserhalb der x-Axe keine reellen Doppelpunkte existieren, 

geht daraus hervor, dass IO), wenn u = const angenommen wird, 
nur zwei reelle Werte f 4, liefert. Weil niimlich t/ beim Vertauschen 
von 4 mit - 6 sein Vorzeichen andert, sind 
y = O moglich. 

10. Für die Wendepunkte ergiebt sich aus 

Doppelpunkte nur auf 

28): 

diese Gleichung hat hochstem zwei reelle Wurzeln. 
Für die Berührungspunkte der Tom Ursprung aus an die Kurve 

geheriden Tangenten folgt aus 24) oder 26): 

Auch diese Gleichung besitzt hochstens zwei reelle Wuraeln. 
Endlich muss daran erinnert werden, dass Be l le r ruannl )  bei den 

Trochoiden das Vorkommen von nicht in die Scheitel fallenden sog. 
K r ü m m u n g s p u n k t  en2)  nachgewiesen hat. Solche Punkte kommen 
auch bei Pseudotrochoiden Tor; sie ergeben sich vermoge 29): 

Auch diese Gleichung liefert hochstens zwei reelle Wurzeln. 

11. Kach B6klen3)  ist die Fusspunktkurve einer gemeinen cy- 
klischen Kurve in Bezug auf den Mittelpunkt des festen Kreises als 
Pol eine Trochoide. Dieselbe hat die Eigenschaft, durch den Mittel- 
punkt des festen Kreises hindurchzugehen. Darartige sogenannte s t e r n -  
f6rmige C y k l o i  d e n  sind von D u r è g e 4 )  niiher untersucht worden. 
Entsprechende Fiisspunktkurven haben auch die gemeinen Pscudo- 
trochoiden und zwar führen die Hypercykloiden auf die Kurven: 

x = 2(R1-  ri) C O S . ~ & O ~ ~ ~  

3 9) y = 2 (RI - r,) sin 9. Qof ,u 8. 

Für diese ist R, = r,. Die Entfernung des beschreibenden Punktes 
vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises ist reell. 
- -- 

1) Epicykloiden und Hypocykloiden. Dissertation. Jena 1867. S. 28. - 
Vergl. auch Chr .  W i e n e r ,  Die Evoluten der geschweiften und verschlungenen 
cyklischen Kurven. Zeitschrift für Mathernatik und Physik 27, 129-139 (1882), 
bes. S. 134. 

2) d.h. von Punkien, in welchen der Kriimmungskreis vierpunktig b e ~ h r t .  
3) Einige geometrische Satze über Kurven. Zeitschrift fiir Mathematik und 

Physik 3 ,  320-121 (1858). 
4) Cber eine besondere Art cyklischer Kurven. Zeitschrift für Mathematik 

und Physik 9, 209-117 (1864). 
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Die Paracykloiden haben dagegen zu Pusspunktkurven die Kurveri: 

x =  2 ( R , - r 2 ) c o s 4 G i n p 4  
40) y = 2(R2 - r,) sin 8 Gin p 8, 

also RI = r,. Die Entfernung des besçhreibenden Punktes vom Mittel- 
punkte des beweglichen Kreises ist rein irnaginkir. 

Pür die Kurven 39) folgt aus 10) und 12): 
u = 2 ( R l - r , ) Q o f p 8 ,  

somit 

41) 

Bei den Kurven 40) ist dagegen: 

u - 2(R,- r J G i n p 8  
X 

W = 8 + 4 ?  

z daher mit w - - = w,: 
2 

u = 2 (3, - Y,) Gin p w1 
42) 

= (R2 - rZ) (# W1 - e - p  w l  >. 
12. Die Kurven 41) und 42) sind die eineigenl) Pseudotrochoiden, 

welche gelegentlich in der Littcratur vorkommcn. D i t  t r ich2)  nennt 
die ersteren Summensp i r a l en ,  die letzteren Differenzenspiralen 
und bringt sic in Beziehung zu dem Paar logarithmischcr Gegen- 
spiralen u = a e + P w .  

Die Differenzenspirale nennt Aub r y s, S p i  r a le  t r a c t  r i  ce.3 Nach 
Merke lbach5)  niuss eine Ellipse, wenn ihre grosse Axe immer durch 
einen festen Yunkt gehen sou, auf einer sternformigen Cykloide rollen, 
eine Hyperbel, wenn die reelle Axe durch einen festen Punkt gehen 
soll, auf einer Differenzenspirele. (Sollte dagegen die imaginiire Axe 
durch einen festen Punkt gehen, so muss die Hyperbel auf einer 
Summenspirale rollen.) Einem ebenfalls von Merk  e 1 b ach  =) bewiesenen 

1) Siehe jedoch Nr. 31. 
2) Die logarithmische Spirale. Programm. Breslau 1872. S. 9. 
3) De l'usage des figures de l'espace pour la dkfinition et la transformation 

de certaines courbes. Journ. de Math. sp6c. 20, 29 (1896). 
4) Dieser Name wurde aber bereits von R o u q u e t  [Nouv. Ann. de Yath. (2) 2, 

1 --- 
498 (1863)] der K u n e  m = i (; Va' - iix - arc die letrtere ftihn 

übrigens bei G i a r d  [Nouv. A&. de Math. (2) 1, 76 (i862)l den zutreffenderen Nam 
t r a c t r i c e  p o l a i r e .  

5 )  i;Tber Rollkurven, welche von eirier Geraden eingehüllt nierden. Disser- 
tation. Marburg 1881. S. 20-22. 

6) a. a. O. S. 18. 
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allgemeinen Satz zufolge kann man hieraus schliessen, dass umgekehrt 
beim Rollen der Differenzenspirale auf der Hyperbel der Pol der 
ersteren die reelle Axe der letzteren bewhreibt; ein Resultat, das 
bereits früher von P u r s e r l )  angegeben wurde. (Ebenso beschreibt der 
Pol der Summenspirale beim Bollen derselben auf einer Hyperbel die 
imaginare .Axe derselben.) 

Diese Siitze. hangen mit den von K e s s l e r  (siehe die Einleitung) 
für Pseudocykloiden gefundenen zusammen vermittelst eines Theorems 
von Hab  ic  h2):  Beschreibt ein Punkt m beim Rollen einer Kurve A 
auf einer Geraden D eine Kurve C ,  so beschreibt, wenn die Fuss- 
punktkurve von m in Bezug auf A auf der Kurve C rollt, dieser 
Punkt die Gerade U. 

Die Summenspirale wird ferner beschrieben von einem materiellen 
Punkt, welcher auf einer siçh gleichrniissig drehenden Geraden 
gleitekg) 

Erwiihnenswert ist ferner die inverse Kurve der Summenspirale, 
1 die sogenannte P o i n s o  tsche Spirale = a Go! p w ,  welche als Spezial- 

fa11 der H e r p  o l h o  d i e  und auch in anderem Zusammenhang mehrfach 
untersucht ~ u r d e . ~ )  

Die inverse Kurve der Differenzenspirale nennt A u b r y 5, S p i r a l e  
d e   côte^.^) 

13. Um über die v e r s c h i e d e n e n  G a t t u n g e n  der Pseudotrochoiden 
eine Ü b e r s i c h t  zu gewinnen, kann man, indem man von der Grosse 
der Kurven absieht, Al R2r, Y, als homogene Koordinaten eines Punktes 
im Raume ansehen. Diese müssen aber der Gleichung 7) genügeil. 
Daher lassen sich die no2 verschiedenen A rten von Pseudot~ochoiden 
den I'unkten des Hyperboloids: 

1) Notes on Rolling Cumes. Quart. Journ. of Math. 7, 129 - 135 (1866) bes. 
S. 131. 

2) Sur les roulettes. Mathésis 2, 145 -148 (1882). 

3) Vergl. z. B. A m  E n d e :  Über die Bewegung eines materiellen Punktes auf 
einer rotierenden Oeraden. Arch d. Math. u. Phys. 49, 121-133 (1869); W a l t o n ,  
Collection of problems to the Theoretical Mechanics. 3. Aufl. Cambridge 1876. S. 253. 

4) Vergl. z. B. P o i n s  O t ,  Théorie nouvelle de la rotation des corps. Journ. de 
Math.(i) 16, 9-129 (1852) bes. S. 116-118. - H i r s t ,  On equally attracting 
bodies. Phil. Mag. (4) 13,  305-324 (1857) bes. S. 311. - B a r  b a r i n ,  Note sur 
l'herpolhodie. Kouv. Ann. de Math. (3) 4 ,  638-556 (188.5) bes. S. 549. - F o u r  e t ,  
Sur un mode de génération de la spirale de Poinsot Ass. franç. Congrès de Nancy 
15, 86 (1886). - C a b r e i r a ,  Sur la géom. des courbes transc. Lisbonne 1896. 
S. 31 -33. - W e l s c h ,  L'Intermèd. des Math. 4,  116 (1897). - Verallgemeinert 
bei Moret -Blanc ,  Kouv. h u .  de Matil. (2) 16, 72 (1876). 

5) Journ .  de Math. sp6e. 20 (1896); vergl. auch H i r s t  a.  a. O. 
6) Dieser Name wurde aber bereits von S a c c h i  (Sulla geometria analitica 

delle linee piane. l'avia 1864 S. 11) einer andern Kiirve mit der Gleichung 
u-1= a-1 cos n w 

gegeben. 
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7, RI2+ Rm2- 2Rl r l -  2RBr, = O  
zuordncn. Dicses besitzt horizontale Kreisschnitte und kann ereeugt 
werden durch zwei Ebenenbüschel, die ihre Triiger in den Geraden 

haben. 
Der Ebenenbüschel R, = A. Ji', schneidet die Erzeugenden der einen 

Schar aus. Den Punkten einer solchen Geraden entsprechen die 
Pseudotrochoiden, für welche der komplexe Radius des festen Kreises 
dieselbe Amplitude hat. Grenzfille sind A. = cm (Paracykloiden) und 
A = O [Hypercykloiden). A. heisse der e r v t e  I n d e x  der Pseudotrochoide. 

Der Ebenenbiischel RI = y(R, - Zr,) (wo y der zwei  t e  Indes  
der Pseudotroçhoide) sçhneidet die Erzeugenden der anderri Schar a u .  
Bei allen Pseudotrochoiden von konstantem Index p konrergiert der 
VC'inkel zwischen Tangente und ltadiusvektor gegen denselben Greno- 
wert. Auch hier giebt es zwei Grenzfalle: 

Mit p 8 = 3' wird: 

Diese entsprechen den Ellipseri, welche 
R = 2r auftrcten. 

bei den Trochoiden für 

ob bei der Deutung von 
Rmimnnnktes auch alle 

14. Es erhebt sich nun aber der Zweifel, 
RI, R,, r , ,  r, als homogene Koordinaten eines 

A 

mGglichen Kurven berücksichtigt sind, weil niimlich die Behandlung 
von r, also homogenisierende Veranderlichc die Annahme negativer 
JVerte fiir diese Griisse ausschliesst. Aber die Gleichungen. 9) blciben 
unverindert, wenn in ihnen R, und r ,  ihr  Zeichen wechscln. Damit 
ergiebt siçh auch für die Pseudotrochoiden eine doppelte Erzeugurigs- 
weise vermittelst zweier Polkreispaare, wie sie für die Trochoiden 
bereits bekamt ist. Perner bleiben aber die Gleichungen 9) auch 
ungeandert, wenn in denselben die Grossen RI,  r ,  und 8 ihr Vor- 
zeichen Zndern und die Koordinaten x und y in eritgegengesetztem 
Sinn genornmen werden. Dasselbe gilt bei Zeichenanderung von 
K,r, R,r, und 8. Diese Erzeugungsarten unterscheiden sich aber von 
den oben angefiihrten materiel1 verschiedenen nur in ideeller Weise. 
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Die Polkreispaare sind dieselben; denn ein Kreis Zndert sich nicht, 
menn der Radius sein Vorzeichen wechselt. E s  darf aber nun, wenn 
man alle Pscudotrochoiden umfassen will, nicht nur r,,  sondern auch 
z.B. A, als positiv angenommen werden, so dass man nur die Punkte 
des Hyperboloids rechts von der (R,, r,)-Ebene zu berücksichtigen 

hraucht. Je  zwei zur Geraden symmetrisch gelegene Punkte 

des Hyperboloids führen auf dicselbe Pseudotrochoide. 

15. Zur besseren Übersicht projiziert man jetzt das Hyperboloid 
vom unendlich fernen l'unkte der r, -Axe vertikal auf die (horizontale) 

(4 R,)-Ebene. Jedem Purikt des Hyperboloids entspricht alsdann ein 
Punkt der Ebene; nur s h t l i c h e n  Punkten auf den Triigern der Ebenen- 
büschel, also auf den Geraden 

ist je nur ein Punkt O oder (0,O) resp. IT oder (0,2) zugeordnet. 
Die beiden Geradenscharen des Hyperboloids projizieren sich als 
Strahlenbüschel mit Mittelpunlrtcn in O resp. El. Dabei k h n c n  die 
Indices A und y einer Pseudotrochoide als B i a n g u l a r k o o r d i n a t e n  
des zugehorigen Punktes P in der Ebene aufgefasst werden; es ist 
namlich (siehe Pig. 1): 
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Die Paracykloiden bilden sich auf der R,-Axe, die Hypercykloiden 
in H ab. Die Punkte der Summenspiralen erfüllen auf dem IIyper- 
boloid eine Hyperbel, welche sich in das Mittenlot R, = 1 von O und 
H projiziert. Dagegen projiziert sich die IIyperbel der Differenzen- 
spiralen wieder als Hyperbel: 

45) RI2 - R," 2 B,r, = O 
mit Scheiteln H und 0. Die Punkte der Kreise liegen auf der 
7,-Axe und bilden sich im Punkt O ab; die Punkte der Hyperbeln 
projizieren sich dagegen in die Parallele durch H zur RI-Axe. 

16. Aus 36) folgt, dass die Pseudotrochoiden reelle Wendepunkte 
nur haben für 

Dieses Gebiet ist begrenzt von der Geraden der Paracykloiden, 
der Geraden der Hyperbeln und dem Kreis 

46) RI2 + R,, - 2 R,r, = 0. 

Die zu den Punkten dieses Kreises gehorigen Pseudotrochoiden 
habcn die beiden Wendepunkte im Seheitel vereinigt, besitzen also 
daselbst einen Undulationspunkt. Daher m6ge der Kreis 46) Un- 
d u l a t i o n s k r e i s  heissen; für die betreffenden Kurven ist r, = O, d.h. 
der Radius des beweglichen Ereises rein imaginiir. Bei den Para- 
cykloiden sind die Wendepunkte ebenfalls in  der Spitze, bei den 
Hyperbeln dagegen im Unendlichen ~erschwunden.~) 

17. In dem Gebiet der Punkte, an deren zugeordnete Kurven 
reelle Tangenten vom Ursprung gehen, ist nach 37) entweder 

oder 
R2 > 2r,;  

ferner in  beiden E'allen: 
RI2-  Rz2+ 2R,r2 > 0. 

Das Gebiet der betreffenden Punkte liegt also zwischen der 
Differenzenspiralenhyperbel einerseits, der Paracykloidengeraden resp. 
der Hyperbelgeraden anderseits. Bei der DiEerenzenspiralen sind die 
Ursprungstangenten in die Scheiteltangente, bei den Paracykloiden in 
die Spitzentangente zusammengefallen; bei den Hyperbeln in die 
Asymptoten übergegangen. 

- 

1) Ebrigens ~ i n d  auch die Pseudotrochoiden, für welche r, - O ,  also der 
Radius des beweglichen Ereises reell ist, durch irnaginare zusarnmenfallende 
Wendepunkte ausgezeichnet; ihnen entsprechen die Punkte der unendlich f'ernen 
Geraden. 
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18. Endlich sind nach 38) die Krümmungspunkte reell, wenn 

RI4 + 2RI2(R2 - 2RI2(R2- 2r,)(Rz - r,) 

+ (4 - 2 4 S R ,  > 0 
und 

O < R,< 2r2, 

also in dem Gebiet zwischen der Paracykloidengeraden, der Hyperbel- 
geradcn und der Kurvc vierter Ordnung: 

Diese Kurve ist ganz innerhalb des Undulationskreises gelegen 
und hat in H einen dreifaçhen Punkt mit zwei kornplexen Tangenten. 
Für die Punkte dieser Kurve hat die Pseudotrochoide im Scheitel 
nicht vier, sondern sechs Punkte mit dem Krümmungskreis geniein; 
sie hat also einen S c h e i t e l  d r i t t e r  O r d n u n g .  

(Dass solçhe Punkte, wie auçh Undulationspurikte, bei Troçhoiden 
vorkommen, ist nur von Onnenl )  bemerkt worden; derselbe beschreibt 
jedoch den Undulationspunkt nicht genau und meint irrtümlich, in 
dem hohern Scheitel seien nur zwei Krümmungspunkte vereinigt.) 

Bei den Paraçykloitleri sind die Krümmungspunkte im Ursprung; 
bei den Hyperbeln im Unendlichen verschwunden. 

19. Der Scheitel der Pseudotrochoide liegt im Ursprurig bei den 
Differenzenspiralen; l inksLvom Ursprung bei den Kurven, deren zu- 
gehorige Punkte inrierhalb der Differenzerispiralenhyperbelri liegen, 
sowie bei denjenigen Hypercykloiden, deren zugehtirige Punkte auf 
dem Hyperboloid oberhalb der (RIB,)-Ebene liegen; rechts vom Ur- 
sprung bei den übrigen Kurven. 

Die Kurven mit Wendepunkten und diejenigen mit reellen Ur- 
sprungstangenten sind gegen den Ursprung zu konvex bis zu ersteren 
resp. bis zu den Berührungspunkten der letzteren, dann konkav. Die 
übrigen Kurven sind von Anfang an konkav. 

Das Brümmungscentrum liegt nie im Ursprung ausser bei den 
Krcisen. 

20. Man hat demnach in gestaltlicher Beziehung folgende Typen 
von Pseudotrochoidcn zu unterscheidcn: 

Scheitel links vom Ursprung; Kurve konkav; erster Doppelpunkt 
rechts vom Ursprung. Krümmung im Scheitel Maximum. Evolute 
beginnt rechts voni Ursprung mit einer gegen diesen gerichteten Spitze; 
im übrigen ist sie eine der Grundkurve iihnliche Doppelspirak 

b) & = Tl  
Differenzen~~iralen. 

1) Yotes concernant l a  théorie des Bquations essentielles des courbes planes. 
Archives néerlandaises 14, 1- 75 (1879) bes. S. 52-53. 
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Scheitel im Ursprung; Kurve konkav; erster Doppelpunkt rechts 
vorn Ursprung; Krümmung und Evolute wie bei a). Bigur 2 stellt die 
Differenzei ispirale: x - s i n 4  G i n 4  

y = cos :, Gin a 
dar. 

1 

Scheitel rechts vom Ursprung; Kurve konvex bis zum reellen Cr- 
sprungstangentenpaar, dann konkav; der erste Doppelpunkt rechts vom 
Ursprung; Krümmung und Evolute wie bei a). 

Hyperbeln; Scheitel rechts vom Iirsprung; Kurve 
konvex; Asymptotenpaar mit Mittelpunkt im Ursprung; 
kein Doppelpunkt; Krümmung und Evolute wie bei a); 

doch ist letztere lceine Spirale. 

Scheitel' r ~ c h t s  vom Crsprung; Kriimmung da- 
selbst Maximum; Kurve konvex bis zum Weridepunkte- 
paar, wo Krümmung Nul1 (Minimum), dann konkav; 
alsdann folgt das Krümmuugspunktepaar (Krümmuug 
Maximum); dann erster Doppelpunkt links vorn Gr- 
sprung. Die Evolute hat eine Spitze rechts vorn 
Ursprung gegen denselben gewendet; dann Asymptoten- 
paar; sie erscheirit wieder links vom Ursprung und 
besitzt ein Paar unsymmetrischer, der Kurve zugewen- 
deter Spitzen; sie ist eine Doppelspirale: 

Scheitel rechts Yom Ursprung mit Uridulationspunkt; Krümrnung 
daselbst Ku11 (Minimum); Kurve konkav; Kriimmungspunktepaar 
(Erümmurig Maximum); erster Doppelpunkt liriks vom Ursprung. Die 
Evolute hat eine unendlich ferne Spitze mit der $-Axe als Tangente, 
kommt daun links VOIII Ursprung herein und besitzt sodann zwei un- 
spmet r i sche ,  gegen die Kurve gerichtete Spitzen; sie ist eine Doppel- 
spirale. 

Figiir 3 stellt die Summenspirale: 

1 x = cos9.C50~9. 

y = sin 9. BO/ 8 

die zu diesem Typus gehort, dar. 
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O <  R ,<2r2  

9) r1 < O 
RI (3, + r,) r, - (4 r, - vl2)(R2 - 2 Y, )  > O 

Scheitel rechts Tom Ursprung; Krüminung Minimum; Kurve 
konkay Krümmungspunktepaar (Krümmung Maximum); erster Doppel- 
punkt links vom Ursprung. Die Evolute hat eine Spitze links vom 
Ursprung, die von der Kurve abgewendet ist; dann zwei derselben 
zugewendete unsymmetrische Spitzen; sie ist eine Doppelspirale. 

Scheitel dritter Ordnung rechts vom Ursprung; Krümmung dsselbst 
Maximum; Hurve konkav; erster Doppelpunkt links Tom Ursprung. 

Fig. 4. 

Die Evolute hat links vom Ursprung eine qegcn die Kurve gerichtete 
Spitze; diese ist jedoch eine hohere Singularitiit, in welcher drei Spitzen 
mit zwei Doppelpunkten zusammenfallen.') Die Evolute ist eine Doppel- 
spirale. 

il R, (4 + Y , )  y, - (a, r, - rI2) (R2 - 2r2) < 0. 
Scheitel rechts vom Ursprung (Krümmung Maximum); Kurve 

konkav; erster Doppelpunkt links von1 Ursprung; Evolute hat links 
vom Ursprung eine Spitze und ist eine Doppelspirale. 

1) Diese SingulantLt, welche z. B. die Kurve y4=  x5 im Ursprung aufweist, 
nennt R e u s c h l e  (Praxis der Kurvendiskussion 1, Stuttgart1886, S. 42) Hückkehr-  
sp i t zpunk t .  
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R,=O \ 
k) ( % = 2 ~ 2  1-  

Hypercykloiden. Diejenigen, für welche r, > O, haben dieselbe 
Gestalt wio i); die Evolute ist einc Paracykloide mit Spitze links vom 
Ursprung. Die IIypercykloiden mit rl > O sind von denselben nicht 
verschieden, obgleich ihr Scheitel links vom Ursprung liegt (cf. Kr. 14). 
Pigur 4 stellt die Hypercykloide: 

x =  c o s 8 Q o [ 4 -  sin 4 G i n a  

y sin 4 Qof 8 + cos 4 Gin 4 
dar. 

1) 

Kreise mit Mittelpunkt im Ursprung. 

Paracykloiden; Anfangspunkt iut eine Spitze rechts vom Ursprung 
diesem zugekehrt; die Spitzentangente geht durch den Ursprung; Kurve 
konkav; erster Doppelpunkt links vom Ursprung. Die Evolute ist eine 
Hypercykloide, deren Scheitel rechts vom Ursprung liegt. 

Figur 5 stelit die Paracykloide: 

( 
x = c o s 8 G o ( 4  + s i n a G i n 8  

dar. y = sin a Go! 8 - cos 4 Gin 4 1 
Wahrend die Differenzenspiralen eine gestaltlich wohl differenzierte 

Gruppe bilden, gehoren die Summenspiralen den Typen e) bis i) an 
21. Für  die Paracykloiden und Hypercykloiden treten in den ail. 

gemeinen Formeln Vereinfachungen ein. 
- Tl Bei ersteren ist Â. = O, p = --- 
'4 

d z - 2  T 1 3 t T 2 8  c o s 4  E i n p 8 d 8  

51) 
72 

r, - T, d y = 2  sin 8 Gin p 8 d 8, 

52)  !P = 8, 
d. h. der Tangentenwinkel ist gleich dem Parameter.') 

1) Ferner ist p = r ,  Gin p < ~  cf. Grane S. Liber Kurven mit gleichart. eucc. 
Developpoiden. Lund 1894 S. 58. 
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Ferner 
53) 

Elimination von 8 aus 54) und 55) giebt: 

56)  rI2s2 - r22 e2 = 4(r13 + r22)2 

Gleichung in esoterischen Koordinatcn. 
Der Krümmungsradius der Evolute. ist: 

57) 0' = 
- 2 (r, $+ r, qrl 

7.2 ' Qof P a 2 )  
diese selbst ist 

Zr l=  6 = 2 r 1 c o ~ 1 ( 1 . Q ~ ~ y 4 + - - s i n 4 G i n y 6  
r, 

Zr1 
q = 2 r l s i n 4 Q o i y 4 - -  coa8Giny9. .  

r2 

Der Krümmungsradius (Hypercykloide) der zweiten Evolute 

59) 
2 ( ~ l = + ~ ~ s ) r l =  Gil tp8;  

ly 

die zweite Evolute ist aluo wieder eine Paracykloide. 

22. Bei den Hypercykloiden werden viele Formeln illusorisch, weil 
O die Form - annimmt. Man kann aber diese Grosse durch die 

R, -Zr2  0 
- ihr gleiche - ersetzen und erhilt  dann d = oo p = 5. 

Rl -Zr ,  T l  

dx = 2 (rl a + r 2 2 )  sin 9 E O ~  p 8 d 9 
Tl 

d y = - 2  (ri'tr27 ~ o s 8 E o f y 8 d 4 ,  
r1 

64) 
II 

p = , t a ,  
z 

d. h. der Tangentenwinkel ist gleich dem um vermehrtcn Parameter; 

letzterer ist der Winkel zwischen Normale und %-Axe. 

1) Yergl. C u r r a u  S h a r p ,  Mess. of. Math. (2) 9 ,  96 (1880). 

2) Daher $ =  ~ v ' r l ~ q ~ + ~ ( r , x + r , ~ x  cf. T i m m e r m a n s ,  Mém. Soc. 
Lille 1828 S. 63. ' 2  

a 
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Die Elimination von 8 aus 66) und 67) giebt: 

68) ,rizpz - rg2s2 - 4 (yI2 + rZ2)  

die Gleichung in esoterixhen .Koordiiiaten. 
Der Krümmungshalbmesser der Evolute ist: 

69) 
, 2 (r ,  a i_  rBn)ra  .-. 

g = -_l;s--- eut ,IL 8; 

diese selbst ist: 

(Parqkloide) .  
Der Krümmungsradius der zwciten Evolute ist: 

71) 
,, 2 ( r , Z + ~ p Z ] r y Z  

Q = 7 ; s -  Qof P 8 ;  

dieselhe ist wieder eine Hypercykloide. 
Die von L a i s a n t  und P i r o  n d i n i  studierte Paracykloide und 

Bypercykloide (siehe die Einleitung) haben den zweiten Index p = 1; 
es sind die Figur 5 und Figur 3 dargestellten Kurven. 

23. Die DiEerenzcn- und Siimmenspiralen sind nicht allein die 
Eusspunktkurven der l'aracykloiden und Bypercykloideu, soridern sie 
haben noch aine weitere Bedeutung für dieselben. Deutet man in 
Gleichung 55) Q als Radiusvektor uiid 8 : th  Pularwirikel einer Kurvp, 
sa ist letztere die sogenannte R a d i a l e  7 der gegebenen Paracykloide, 
d. h. der Ort der Endpurikte der Streçken, xelche nian von einem ge- 
gebenen Punkt parallel und gleich den Kriiinrnungsrarlien der gegebenen 
Kurve abtragt. l h s e l b e  ist für  die Paracykloide eine Diiferenzen. 
spirale. Ebenso folgt aus Gleichung 67)) dass die Radiale der Hfler- 
cykloide eine Summenspirale ist. 

24. Die Elimi~iation von 9. ans 61) und 66) giebt: 

u2 = 
rp  7 2) 

T1 * + r2 '2 
S" 4 4 r .  

1) Vergl. C u r r a u  S h a r p ,  Mess. of Math. (2) 9,  96 (1880). 
2) S u c  k e r .  Proc. Lond. Xatli Soc. 1 (1863). 
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Auf dieser Formel beruht die Erzeugungsweise von J u e l l ) :  
Es sei zc = aemw die Gleichung einer logarithmischen Spirale in 

einer Ebene. Dieselbe sei die Basis eines Kegels, dessen Spitze ein 
senkrecht über dem Pol O der Spirale im Abstand h befindlicher Punkt 
sei. Wird der Mante1 dieses Kegels in eine Ebene abgewickelt, so 
geht die logarithmische Spirale in  eine Hypercykloide über. 1st niim- 
lich zc, der Radiusvektor s, der Bogen der logarithmischen Spirale, so ist 

1st ferner s der Bogen, u der Radiusvektor der Abwickelungs- 
kurvc, so ist: 

Fig. K .  

also wegen 72) die Gleichung 
einer Hypercykloide mit der 
Kegelspitze als Pol. 

Wollte man auf demselben 
Wege eine Paracykloide er- 
halten, so müsste man die 
Entfernung h imaginiir nehmen. 

2,5. Die Wiederholung des 
Ju el schen Verfahrens, d. h. seine 
Anwendung auf die erhaltencn 
Iiypercykloiden liefert immer 
nur i ihnliche Hypcrcykloiden. 
Damit aber steht in einem 
scheinbaren Widerspruch, dass 
die logarithmische Spirale, von 
der man ausging, nicht zu den 
anderen Kurven ahnlich ist. Und doch ist auch aie es in gewissem 
Sinne. Die Verwandlung einer Kurve in eine iihnliche besteht in 
einer endlichen Vergrosserung oder Verkleinerung derselben. Aber 
man kann auch eine urierdliçhe Vergrosserung oder Verkleinerung vor- 
nehmen und erhiilt nach S w e l l en  g r  ebe13) bei algebraischen Kurven 

1) L'lnterniéd. des Math. 2, 160 (1895). 
2) Dementsprechend findet Col l ignon  (Ass. fr. Congres de la Rochelle 11,140 

(1882) fiir die cyklischen Kurven (courbes pendulaires) z~ = v a s P +  c. 

3) Über die siçh unendliüh vergr6ssernden und die sich unendlich ver- 
kleinernden Kurven. Arch. der Math. u.  Phys. 16, 419-423 (1851). 

Zeitschrift f .  Mnthematik u. Phgsik. 44. Band. 1899. 2. n 3- H0ft 11 
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162 Über Pseudotrochoiden. 

allerdings bei Vergrosserung die (etwaigen) Kurventangenten im Ur- 
sprung, bei Verkleinerung die Asymptoten. Bei transcendenten Kurven 
erhiilt man dagegen durch dieses Verfahren eventuell Kurvcn, so z.R. 
bei den Pseudotrochoiden durch Verkleinerung. Lassen wir in 9) 
die Konstantcn RIR,r,r, unendlich klcin werden, ~ lo  bleibt z und 
y endlich, wenn zugleich 8 -gegen unendlich konvergiert. Dam 

1 
darf Go! und Gin p9. durch ersetzt werden, man erhiilt: 

73) { x = [(R, - ri) cos 9. + (R, - r,) sin 41 
y = [(RI - r,) sin 4 - (R, - r,) cos 41 eWY, 

daher 
u = V(R, - r,) ,  + (% - r$ @ 3  

und mit 
RI = r, = Ccosy, 

R:, = r, - C sin y, 

w = 3 - y ,  

:: ~ ~ P ( u J + Y )  

also eine logarithmische Spirale. 
Damit ist gezeigt, dass allgemein eine Pseudotrochoide und daher 

auch spezieli eine Peracykloide oder Hypercykloide zu einer logarith- 
mischen Spirale in uneigentlichem Sinne ahnlich ist. 

26. Damit ist aber auch die logarithmische Spirale als cyklische 
Kurve nachgewiesen. Sie entsteht durch Rollen unendlich kleiner 
Kreise aufeinander. Nun entsteht eine logarithmische Spirale 

u =  c e u m  

in gleicher Weise durch unendliche Verkleinerung aus allen unendlich 
vielen Pseudotrochoiden vom Index p. Damit erhlirt  sich auch der 
Umstand, dass in der Gleichung a + t b s  + c s v i e  logarithmische 
Spirale die Vermittelung zwischen den Paracykloiden und den Hyper- 
cykloiden übernimmt, obgleich beide Kurvenklassen ihre entsprechenden 
Punkte auf zwei windschiefen, v6llig getremiten Geraderi des Hyper- 
boloids haben. 

Giebt man dem Begriff der ~ h n l i c h k e i t  noch eine andere Er- 
weiterung, indem man für das ~hnlichkeitsrerhaltnis imaginiire Werte 
zulisst, so erkennt man sofort, dass in diesem Sinne die Paracykloiden 
den Hypercykloiden ahnlich sind. 1st niimlich f ( s ,  Q) - 0 die e s o B  

rische Gleichung einer Kurve, so ist nach P i r o n d i n i l )  f ( k s ,  k p )  = 0 
die Gleichung einer dazu ahnlichen Kurve. Bus einer Gleichung von 
der Form 56) geht aber eine solche von der Form 68) hervor, indem 

1) Sulla similitudine delle curve. Annali di Mat. (2) 15, 53-66 (1887) 
bes. S. 55. 
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man s und p je mit i multipliziert. In  diesern Sinne Sind daher die 
pseudocyklischen Kurven wie die cyklischen Kurven bereits ihren ersten 
Evoluten ihnlich. 

27. Bei den Paracykloiden ist: 

Da aber die zweite dieser Gleichungen d i e - ~ b l e i t u n ~  der ersten 
nach 4 ist, so ist letztere die Gleichung der Tangente in der von 
Hiernl) so gerxannten m a g i s c h e n 2 )  Gestalt. Die Tangente bildet den 
Winkel 8 mit der x- Axe. 

Die beiden zu den Tangentenainkeln 4 + a und 8 - a! gehorigen 
Tangenten besitzen den Schnittpunkt : 

Sieht man hierin 4 als veranderlich an, so ergiebt sich der Satz: 
Die Spitze eines auf einer Paracgkloide reitenden Winkels 2 n  be- 
schreibt eine Pseudotrochoide, oder: Die i s o p  ti s che3) Kurve einer 
l'aracykloide (und ebenso auch diejenige einer Hypercykloide) ist eine 
Pseudotrochoide4). 1st or = O, so erhiilt man die urspriingliche Para- 
cykloide; bei wachsendem or geht die Kurve allmLhlich in eine Summen- 
spirale über, dann in  eine Hypercykloide, weiter in eine Differenzen- 
spirale, um euletzt wieder zu einer Paracykloide zu werden. Dabei 
bleibt der Index p konstant, wiihrend A von O bis oo und dann von 
- cr, bis O wiichst. 

28. In Linienkoordinaten zc, u sind die Gleichungen der Para- 
cykloiden: 
77) z l : v : l = s i n 4 . : - c o s 6 : 2 r , ~ i n ~ ~ ,  r s 

diejenigen der Hypercykloiden: 

78) u : v :  1 = c o s ~ : s i n 8 : 2 r I Q o f ~ t + .  Tl 

1) On the magical equation to a tangent of a curve. Quart. Journ. of Math. 6, 
31-38 (1864). 

2) 80 heisst die Gleichung der Tangente, wenn in derselben nur die trig. 
Tangena des Keigungswinkels gegen die x-Axe, nicht aber die Koordinaten des 
Berührungspunktes sorkommen. 

3) T a y l o r ,  Note of a theory of orthoptic and isoptic loci. Proc. of Lond. 
ROY. SOC. 37, 138 - 141 (1584). 

4) Den entsprechenden Satz für Trochoiden siehe C h a s l e s ,  Aperçu historique 
sur l'origine et le dkveloppement des méthodes en gkometrie. II. Bd. Paris 1875, 
S. 125; femer L o u c h e u r ,  Nouv. Ann. de Math. (3) 11,  374-384 (1592). 

1 l* 
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Daher ist die polarreciproke Kurve der Hypercykloide: 

79) 

Radiusvektor ist: 

sin 3 

2r1 E O ! ~  8 
Tl 

1 
' U =  

2 r, soi 5 4 
r i  

Polarwinkel o = 8, also: 

d. h. die inverse Kurve der Summenspirale (Po ins  O t sche Spirale). 
Dieses Resultat steht im Einklang mit einem bekannten Satzel), 

nach welchem die polarreciproke Kurve einer Kurve invers zur Fuss- 
punktkurve derselben ist. 

29. Was die Singularitaten der Pseudotrochoiden betriflt, so be- 
sitzen sie ausser den unendlich vielen reellen Doppelpunkten auf der 
x-Axe noüh uneridliçh viele Komplexe. Die Summenspiralen und 
Differenzenspiralen hahen den Ursprung zum unendlich vielfachen Punkt, 
doch ist von den unendlich vielen Zweigen bei den ersteren gar keiner, 
bei letzteren ein einziger reell. Die Paracykloiden und Hypercykloiden 
haben unendlich viele Spitzen, von denen aber bei den ersteren nur 
eine, bei letzteren gar keine reell kt. Wendepunkte sind ebenfalls 
unendlich viele vorhanden, aber hochstem zwei derselben sind reell 
(siehe Nr. 16); die letzteren k6nnen (mit einer Doppeltangente) zu 
einem Undulationspunkt zusammenrücken. Ausser unendlich d e n  
komplexen Doppeltangenten giebt es deren unendlich viele reelle, die 
durch den unendlich fernen Punkt der y-Axe gehen. Sie ergeben üich 
aus dx = O also : 

doch führt die Wurzel 8 = 0 derselben zu keincr Doppeltangente. 

30. Interessant ist noch das Verhalten der Pseudotrochoiden im 
Unendlichen. Nach Ho1 s t 7 geheri die Trochoiden durch die unend- 
lich fernen Kreispunkte, und zwar beriihren in denselben die Hypo- 

1) Vergl. x. U. Mackenz ie ,  Tahles of inversion and reciprocation of a cune 
and its pedals. Educational Times 21, 62 -63 (1874). 

2) Über algebraische cykloidixhe Kurven. hrchiv for math. og naturvidensk. 6,  
125- 152 (1882), bes. S. 140-141. 
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trochoiden die unendlich ferne Gerade, die Epitrochoiden dagegen die 
Asymptotcn des fcsten Kreiscs. In Ü b e r ~ i n s t i m m u n ~  damit liegen nach 
l! O r le  y l) die Brennpunkte der IIypotrochoiden im Unendlichen, die- 
jenigen der Epitrochoiden im Ursprung. Nun verhalten sich nach 
Nr. 25 die Pseudotrochoiden im Unendlichen wie die logarithmischen 
Spiralen; letztcre aber berühren die Kreisasymptoten. Denn die 
Gleichuiig einer logarithmischen Spirale ist in homogenen Linien- 
koordinaten u, v ,  w: a arc tg - 

vu2$  v B =  w e  ". 
Setzt man hierin u = 1, v = i, w = x + i y ,  so erhalt man: 

also durch Nullsetzen des reellen und imaginiiren Teils den Ursprung 
als Brennpunkt. Somit schliessen sich die Pseudotrochoiden in ihrem 
Verhalten gegenüber den unendlich femen Kreispunkten den Epi- 
trochoiden an.2) Ein Unterschied beider Kurvenarten besteht jedoch 
darin, dass die Pseudotrochoiden sich mit zwei reellen Zweigen der 
unendlich fernen Geraden asymptotisch nahern, ohne allerdings die- 
selbe in einem reellen Punkte zu erreichen, wahrend die Epitrochoiden 
sich der unendlich fernen Geraden nur mit imaginaren Zweigen 
nihern. 

31. Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Pseudotrochoiden ein 
Spezialfall einer noch allgerneineren Kurvenklasse sind. Bei der Uriter- 
suchung von Tragheitsbahnen in  einer rotierenden Ebene kommt 
nimliçh Fr. R o t h 3 )  auf Kurven von der allgemeirien Form: 

51) ( x = acutcos(pt  + y )  + aleultcos(plt + y )  

y = aeQ'sin(Bt + y )  + a,e*ltsin(Bit + y). 

Diese gehen mit 

über in 
-x= ~ c o s ( 9 .  - A)&"+ pcos(9.+ A)e-Pa 

y = g s i n ( 4  - A)f13 + p s i n ( 4  - A)e-p9. 

III dieselbe Form kommen aber die Gleichungen 9), wenn man 

R I - r , = g c o s A ,  R , - r 2  = ~ s i n A  
setzt. 

1) On the epicycloid. American Journ. of Math. 13, 179-184 (1891) bes. 5.180. 

2) Auch wenden die Epicykloidcn und Paracyldoiden ihrc Spitecn dem Ur- 
SpNng zu, wahrend dieselben bei den Hypocykloiden nach aussen gerichtet sind. 

3) tfber die Bahn eineu freien Teilchens auf eirier sich gleichrnassig drehen- 
den Scheibe. Repertorium der Physik 23,  1-22 (1887), bes. S. 12. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 Dber Pseudotrochoiden. Von E. WOLF FIN^. 

Die Kurven 81) nennt R o t h  E p h e l i x ;  er untersucht sie indes 
nicht niiher, sondern begnügt sich auf ihre Vielgestaltigkeit hin- 
zuweisen. Dagegen giebt er folgende Entstehungsweise an:') Ein 
Punkt P beschreibt eine solche Kurve, indem er  sich mit gleicher 
Winkelgeschwindigkeit auf einer logarithmischen Spirale bewegt, 
wahrend der Pol dieser Spirale ebenfalls mit gleichformiger Winkel- 
geschwindigkeit auf einer andern logarithmischen Spirale fortschreitet. 
Im Falle der Pseudotrochoiden sind beide Spiralen gleichwinklige 
Gegenspiralen. Damit ist zugleich eine weitere Losung der von 
Ces à r  O 2, gesteliten Aufgabe hinsichtlich einer kinematischen Er- 
zeugung der pseudocyklischen Kurven gefunden. 

1) a. a. 0. S. 14 ; vergl. auch B e l 1  a r  i tia Mem. Soc. It. 25 II 308 (1855) 5 194. 
2) L'Interm6d. des Math. 1, 153 (1894). 
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Eine Determinantenformel. 

Prof. Dr. E. SCHULZE 
in Briedenau bci Berlin. 

Im sechsten Heft des 42. Jahrgangs dieser Zeitschrift ist von mir 
die Determinante 

= a  ( k ,  p ,  ~ = 1 , 2  . . .  n) 
behandelt worden, auf welche W e i e r s t r a s s  (Gottinger Nachr. 1884) 
bei seinen Untersuchungen über komplexe Zahlen: 

gestossen k t ;  falls sie gleich Nul1 ist, verschwindet das Produkt a-P, 
ohne dass einer seiner Faktoren verschwindet. Ich habe in der oben 
genannten Abhandlung nachgewiesen, dass, wenn wir cr nicht als 
komplexe Zahl, sondern nach D e d e  k i n  dscher Auffassung (Gfittinger 
Nachrichten 1885) als a-wertige Grosse mit den a Werten a,, a,, . . . a, 
arisehen, für obige Determinante, die wir von jetzt an durch A, be- 
z~ichnen wollen, die Formel gilt: 

1) AU = al- a2- a 3 .  . . a,,. 
Bus dieser Gleichung fol@ sofort eirie andere bemerkenswerte: 

Formel 2) ist zur Berechnung von Spezialwerten von Aa: geeigneter 
als Formel 1), und mit ihr wollen wir uns in diesem Aufsatz be- 
schiiftigen. Ehe wir jedoch Anwendungen von ihr geben, sol1 sie 
nochmals ohne Zuhilfenahrne von Formel 1) bewiesen werden, indern 
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wir a: nicht als fi-wertige Grosse, sondern als komplexe Zahl auf- 
fassen. Multiplizieren wir  Aa: und AB mit einander: 

indem wir die Determinantenformel: 

benutzen, wo Cul eine der vier Summen 

bedeudet, und wihlen wir für unsern Fa11 die zweite Summe, so ist 

- 4 1 1  . . . A  I , . .  .Alf l  
. . . . . . .  
A . i . . . A  ,,... A,, . 

Bll ... 5 ' 1 1 . .  .BI,, 
. . . m . . .  

B , l . . . B , ~ . . . U p n  

= und B , A = ~ ~ ~ E ~ ~ ~  

zu setzen, und wir erhalten: 

c u . l = > k f i r ~ u k p . & p r . l  ( k ,  T )  p = l ,  2 , .  m .  m). 

Die Behauptung: 

= 

A . AS = AaP = Ar - 

Cl1 ... Cl2 ... Clfl  
. . . . . . a  

C u l . . . C , ~ . . . C u f l ~  

2 c p  &Iir 1 .  . .>Fn,l. . .zc, r i , ,  
. . . . . . . . . . . . .  
E c ~ E , ~ .  . . > , E ~ , ~ . .  .>, E.,. 
. . . . . . . . . . . . .  
-&npl . . . .  - >,En,, 

ist bewiesen, sobald sich zeigen lasst, dass: 
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ist. Kun lauten die Bedingungsgleichungen, die erfüllt sein müssen, 
wenn bei der Multiplikation von cr und P die gewohnlichen Eegeln 
der Multiplikation ihre Gültigkeit behalten sollen (vergl. D e d e k i n d ,  
Gottinger Nachrichten 1885): 

u  = u  z r u k p '  & , r i  = 2 & u l p '  4 k 1 .  

Obige Summen stimmen hiernach Glied für Glied überein, sind 
also gleich, und daher k t  

A u .  Afi = Aap. 

Unmittelbare Folgerungen aus dieser Gleichung sind: 

1- 

Die Determinante 
Aa 1 2 r F k r a k  1 

ist im allgemeinen von kompliziertem Bau, und deshalb sollen die 
Formeln 2) bis 5) nur für  besonders einfache Fiille Anwendung finden, 
zunkhst fiir den Fall, wo Act doppelt orthosymmetrisch wird. Fiir 
diesen k t ,  wie ich in  meiner vorigen Abhandlung gezeigt habe, 

ek = elk und eln - 1 ; 
schreiben wir z  statt el, so ist: 

Die lz Werte von or erhalten wir, wenn wir in 6) die n nten Wurzeln 
der Einheit für z  einsetzen. 

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung: 

mit z,, z,, . . . z,, so nimmt a: die Form an: 

cr = a,, - (Z - zl)(z - z2) . . (a - 8,). 

Auf diese Gleichung lasst sich Formel 3) anwenden; es ist: 

Acr = Aa,-A(z-  ~ , ) . A ( z  - z e ) . .  . ( Z -  2,). 
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Weil, wie unmittelbar ersichtlich ist, 

. . .  alan 1 
Diese Gleichung lehrt den Wert  der Determinante kennen, sobald 

die Wurzeln der Gleichung 7) bekannt sind; ihre Ableitung bildet 
den Hauptinhalt des Aufsatzes von W e i h r a u c h  (Bd. 26 dieser Zeit- 
schrift). Bernerken will ich, dass der eingeschlagene nTeg sich nicht 
nur zur Berechnung der doppelt orthosymmetrischen, sondern einer 
ganzen Gruppe von Detcrminantcn gangbar zeigt, niimlich derer, für 
welche a = a 1 z + a 2 e 2 + . - . a n s n ,  P ( z ) = O  

ist; $(z) = O bedeute eine Gleichung nt" Grades in Bezug auf 8. 1st 
Fia)  - s- 1 = 0 ,  

so erhalten wir die Formel 9). Ein zwcites Beispicl sci: 

cr = als  + a2z2+ a,zn; 
zn+i - 1 

F(2) = 1 + B + z2+ . . -  + znL  
- 1  

= 0. 

1 0  O . . . . .  ab1 

so finden wir für die doppelt orthosymmetrische Determinante die 
Formel: 

Die zugehorige Determinante habe ich in meiner vorigen Ab- 
handlung S. 318 angegeben; für sie finden wir auf demselben Wege 

=bn-(pa) . ,  8, A ( a z  + 6s") = 

.. an an-l .  a,a1 
an . . .  as 

. . . . . .  

wie oben die Formel: 

b O O . . . a  
a  o . . . o  
. . . . . .  

... = ann. (1- eln) (1- z2") (1 - znn), 

wo el ,  z2, ..., en die Wurzeln der Gleichung 7) sind. 
Ein spezieller Fa11 der doppelt orthosy-mmetrischen Determinante ist 
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in welcher n + 1 eine Prirnzahl, A eine der lz + l t en  Wurzeln der Ein- 
heit und r eine primitive Wurzel von n + 1 sei. Mit ihr haben sich 
Zehfuss (Bd. 7 dieser Zeitschrift) und S t e r n  (Crelle Bd. 73) beschiiftigt 
und sind zu Resultaten gekomnien, die nicht ganz übereinstimmen. 
Nach Zehfuss  ist A gleich 

je nachdem n von der Form 8m - 4, 8m, 81n + 2 oder 8m - 2 ist. 
Nach S t e r n  dagegen ist A gleich 

n-1 
k 

n-1 

($) (n + l)T oder gleich - (-) i (n + l)?, 
n + i  

je nachdem n gleich 4 m  oder gleich 4mi+ 2 ist; (A) id das 

Legendresche Zeichen und k ist bestimrnt durch die ~ l é i c h u n ~ :  
2 n i k  

Schon eine flüchtige Betrachtung zeigt die Ungenauigkeit der 
Zehfussschen Formel; in ihr bleibt unberücksichtigt, welcher unter 
den n + 1 Werten für A zu wiihlen ist. 1st z. B. n + 1 = 3, so liefert 
die Zehfusssche Formel A = + i v3. Da r = 2 die einzige primitive 

Aro Ar1 l 
Wurzel ist, so ist  A = 1 1, u, , = 1" L"; thatsachlieh ist alsa 

4rri  4 A i  - 
A=-i1/3 für ; l=es und A = + i 1 / 3  für A = e 3 .  

Stern berücksichtigt diese Verschiedenheit; nach ihm ist A = - (i)il/3 
2 x i  4ni  - 

d. h. = f i v 3 ,  je nachdem A = eT oder A  = e ist. - 2 n i à  

Bezeichnen wir die Determinante, in welcher A denwer t  Ak = en+' 

annimmt, mit A(", so lasst sich leicht zeigen, dass A(')= 1%; - 1) A(') ist. 

Denn setzen wir k - rF mod (n f 1)) so ist, da Ak = Alk ist: 

und jede primitive Wurzel r von n + 1 ein quadratischer Kichtrest ist, so 

ist (n%) = I l ,  je nachdem p gerade oder ungerade ist, folglich ist 
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so ist: 

zu bilden, multiplizieren a i r  a 

Aro 1'1 a+ ... Arn-' 

arn-l-  . . . . .  
. 
a" .  . . . . .  
i r l .  a . . . .  

A p - 

A'+ rn-' ist eine der n + lten Wurzeln der Einheit, etwa gleich A,. 
Weil r eine primitive Wurzel von f i  + 1 ist, so ist 

= A a ,  

Diese Summe ist gleich - 1, ausgenommen den Fall A, = 1, 
12 wofiir die Summe gleich n ist; dieser FaIl tritt ein fiir z = o, denn 

da, wie aus der Zahlentheorie bekannt ist, 
li 

r i = - l m o d ( n + l )  

folglich A a  - A S  = (Aa)'. Um Arrp 
mit fi und finden: 

a r n  ~ " z - ' . .  . a+ A + -  

a . .  
Ar= . . . . . . . .  
. . . . . . . .  
i rn - l .  . . . . .  

Tl n 
ist, so ist für z = - 

- 
2 n l + ~ " - ~ =  AI+$= n o =  1. 

- - 

( c z ~ ) ~ = - ( n + l ) ,  ( a B ) z = n + l ,  ( a P ) s - - ( n + l ) ; . . - ( a P ) n = l ,  
daher ist n 

A a p  = (- 1)"n + 1)"-l. 

Wenden wir jetzt' die Formel 2) an, sa ist: 
n 

A a p  = A a . A P  = (Au)'+ ( - I ) ~ -  (n+l)"-1. 

Für  n - 4m kt: (ha)'=; + (n + 1)"-1. 
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Bisher ist Â. als eine beliebige ta+lt"Wurzel der Einheit voraus- 
Sni 

gesetzt; jetzt habe A. den Wert  A, = e"t-', dann ist der entsprechende 
Wert A(') von h a  n-1 - 
für ~ = 4 m + 2 :  A(')= c l - ( n + l )  " i, 
fiir n = 4m: 

cl und c, sind entweder gleich + 1 oder gleich - 1. Um zu ent- 
scheiden, welcher von beiden Werten der richtige ist, wahlen wir 
spezielle Fiille. 

Für n = 2 ergiebt die direkte Berechnung: 

AP ri" 35. i- 

cl ist also gleich - 1 zu setzen. Nach der Formel 

so ergiebt sich die mit der Sternschen übereinstimmende Formel: 

a0 a1 a3 I 
a, a, a, a, 
. . . . . .  

a, a, a3 a0 

In den bisherigen Beispielen wurden die Formeln 2) und 3) an- 
gewendet; jetzt m6ge auch die Verwendbarkeit der Formeln 4) und 5) 
an einigen Beispielen gexeigt werden. 

Es sei rr = b z  + azn,  zrL = 1, so ist: 

=~4-a44+a34-a04-4a0a2(a12+a32)  

+ 4a1a3 (a02 + aq2) + 2a02aà2 - 2aI2as2 

1.: n r  ... A.<-' 
p - 8  

1 y  Ak ... ilk 
. . . . . . . 

a .  . . . A : "  

Beachten wir, dass nach Formel 4) A(an-1) = (Acr)l-1 und nach 
Formel 8) A a = an - (- b)" ist, so erhalten wir, wenn wir nwh 
m = n - 1 setzen: 

k 
= (*) für 13 -4m, 

n-1 

- (') ( n  + 1 1 7 -  i für  rn - 4rn + 2. 

3 - + 5s; 
finden wir für n = 4: 

c2 ist also gleich + 1 zu setzen. 
Berücksichtigen wir noch die bereits bewiesene Gleichung 

Ar' Ar'. . . Ar' 
. . .  

Ar ' .  - . A P  
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( a  ( a  (:)am-ab P . . .  ( m - 1  " )abm-' ( : ) h m  

. . . . .  ( i ) b n A  ( a a m  ( : ) a w L - l b .  . ( m -1 ) a b m - 1  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  a . . . . .  

( y )  arn - l b . . . . . . . . .  (3 hm 

= [ a m t l -  
(O) am 

(- b)m+1]7n. 
Für  a = b = 1 ist: 

(3 (7)  (2).-(8) 

= 2 m  1 m gerade (z)  ( C ) . . . ( r n - ~ )  je nachdem ist. 
. . . . . . . . . . .  

m ungerade 

( )  (;) - . . (;) / = O 
In ahnlicher Weise lasst sich der Wert  folgender Determinante 

angeben, die einen besonderen Fa11 der in Formel 10) angegebenen 
einfach orthosymmetrischen Determinante darstellt: 

Für a = b - 1 ist: 

I 

rn gerade 

i$ 

l 
m ungeradt 1 

i 

(3 - (O) [(Y) - ( y ) ]  . . a [(rn: 2) - (y: l)] 
- 1  0 - ' . - [ ( m - 3 ) - ( r n - 2 ) 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Formel 5)  liisst sich in folgenden Beispielen verwenden: 
E s  sei a = az  + aez2 + a 3 a 3  + - .  + anzn, an - 1 = 0, ,m ist 

(1 - an) y a: = -- 
1 - a s  

und daher nach Formel 5): A(1-a.)~. 
n a  = 

A(1-az) 

= 

= 1 
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Mit Benutzung von Formel 8) finden wir: 

z n - t l -  1 
Ebenso erhalten wir für a = a8 + aQ2 f . - - + anzn, 

z- = O, 

1st ~ : = 1 + 2 a s + 3 a % ~ + - . - + n a ~ - ~ z ~ - l ,  zn-lLO, so 1 h t  
sich a in die Porm bringen: 

%.an+ ls - [(n + l ) a n  - l ] . z n  
IY = - 

(1 - a a)S 
und daher ist: 

/ 1  2 a  3 a  2...nan-1 1 

O 
Pür a  = 1 nimmt die Determinante den Wert  an; bestimmen 

irir diesen nach den bekannten Regeln, so finden wir 
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Zur Bestimmung der Axe der Schraubnng, durch die ein 
starrer Korper ans einer gegebenen Lage in eine zweite 

gebracht werden kann. 
'Von R. Mehmke in Stuttgart. 

Der  Umstand, dass noch i n  neueren Lehrbüchern, 2.B. dem der dar- 
stellenden Geometrie von R o h n  ucd  P a p p e r i t z  (2. Bd. S. 80, 1896), für 
die i n  der fjberschrift genannte Aufgabe unnotig verwickelte Losungen ge- 
geben werden, veranlasst mich an sine Konstruktion zu erinnern, die ich 
1 8 8 3  im ,,CivilingenieurLL, einer allerdings von Mathematikern wenig ge- 
lesenen und jetzt eingegangenen Zeitschrift, mitgeteilt habe. 

1st a b c  ein dem Korper angehh-iges Dreieck in seiner ersten Lage, 
al bl C, dasselbe Dreieck i n  der zweiten Lage ,  und werden durch einen be- 
liebigen Punkt O drei Strecken ou2, ob,, O" beziehentlich von gleicher 
Lange und Richtung mit den Strecken au , ,  b b,, cc, gezogen, so giebt 
bekanntlich das von O auf die Ebene a,b,c, gefàllte Lot, dessen Fuss- 
punkt p, heissen mage, die Richtung der gesuchten Schraubenaxe an. 
Soweit stimmen die meisten Losungen überein. Cm die Lage der Axe zu 
finden, genügt es nun, i n  der Ebene von a b c  den Punkt  p l  oder in der 
Ebene von a,li,cl den Punkt y, so zu bestimmen, dass er mit  u b c  bezw. 
a, b,c, ein zu a ,bz%pz affines Viereck bildet." Diese Punkte sind namlich 
die Spuren der Axe mit den Ebenen von a b c  und u,b,cl. 

Auf ahnliche Weise erhalt man die Centralaxe des Geschwindigkeits- - 
systems eines starren Korpers, wenn die Geschwindigkeiten dreier Punkte 
desselben nach Lange und Richtiing gegeben sind. 

Es beruht diese Konstruktion auf dem a. a. O. S. 491 von mir in 
anderer Form aufgestellten , in  der Kinematik oft recht nützlichen Sat7e : 

Tragt  man von einem und demselben Punkte Strecken ab,  die den Strecken 
von den Punkten eines Systems .E nach den entsprechenden Punkten eines 
mit letzterem affinen Systems El nach Lange und Richtung gleich sind, so 
bilden deren Endpunkte ein ebenfalls mit 2 affines System E2.** 

* Eine mit Probe verbundene Ausführung besteht z. B. darin, dass man 
durch die Ecken des Dreiecks abc  bezw. a, b, cl Transversalen zieht, welche die 
gegenüberliegenden Seiten in denselben Verhaltnissen teilen, in denen die ent- 
sprechenden Seiten von a, b,c, durch die nach p, gezogenen Ecktransversalen des 
letzteren Dreiecks geteilt werden. Die erstgenannten Transversalen schneiden 
sich in p  bezw. pl .  

** Es artet Z2 in ein ebenes System oder cinen Punkt aus, menu B und El 
(direkt-) kongruente raumliche Systeme sind. Hem L ü r  O t h  macht mich darauf 
aufmerksam, dass nach C a r l  N e u m a n n ,  Math. Ann. Bd. 1, S. 207, .ZY entweder 
wieder ein raumlichcs System ist oder in eine gerade Punktreihe ausartet, wenn 
X und .Zl spmetr ische (invers-kongruente) raumliche Systeme sind. In seiner 
Arbeit im letzten Bande dieser Zeitschrift S. 243 flg. betrachtet Herr L ü r o t h  
fiir den Fall, dass Z und Zl kongruent oder symmet,n~ch sind, das (iibrigans 
auch zu Z affine) System Zm, gebildet aus den Mittelpunkten der Verbindungs- 
strecken entsprechender Punkte von X und ,XI:,; bei dieseru Systenie ist es nach 
Herrn Liir O th's Ergebnissen gerade umgekehrt, wie bei Es. 
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Von 

Prof. Dr. HAKS LOREKZ 
in Halle a. S. 

7. Die  P e w e g u n g e n  i m  B a l a n c i e r g e t r i e b e .  Schon in der 
Vorbemerkung wurde hervorgehoben, dass das Balariciergetriebe in 
seiner Redeutung weit hinter dem einfacheren Schubkurbelgetriebe 
zuriicktritt. Seine praktische Verweridung beschriinkt sich z.Z. auf die 
Vermittelung des Antriebes entweder unterirdischer vertikalstehender 
Pumpen (sogenannter Schachtpumpen) durch obertags befindliche 
Dampfcylinder, wobei man das ganze System als eine oberirdische 
Wasserhaltung zu bezeichnen pflegt, oder von Kondensatorpumpen und 
Steuerungsorganen an stationZron Dampfmaschinen. Die bis in die 
Mitte des Jahrhunderts hiufige Anwendung dieses Getriebes zur Energie- 
übertragung vorn Dampfcylinder auf die Kurbelwelle meist unter Ein- 
schaltung eines sogenannten Lenkers zur Geradführung der Kolben- 
stsngc (nach der Anwendung von J a m e s  W a t t )  ist infolge des Über- 
ganges zu schnellgehenden Maschinen vollst6ndig ausser Gebrauch ge- 
kommen. Wihrend nun die Verbindung des einen Endpunktes des 
Balanciers mit dem Gleitstück des treibenden oder auch angetriebenen 
Kolbens bezw. Sehiebers jetzt fast ausschliesslich durch eine Schub- 
stange hergestellt wird, so kann doch das andere Ende mit der Kurbel 
ausser auf demselben Wege auch indireckt, und zwar vermittelst eines 
am Kreuzkopf oder sonst einem Punkte der Kolbenstange eines anderen 
Getriebes drehbar angebrachten Hebels verbunden werden. Alsdmn 
haben wir es mit zwei durch den Balancier verbundenen Qleitstiicken 
zu thun, von denen das eine z.B. zugleich einern Schubkurbelgetriebe 
angehort 

Daraus geht aber hervor, dass wir jedes der praktisch vor- 
kommenden Balancicrgetriebe in  zwei Mechanismen auflosen konnen, die 
fü r  sich nur Verallgemeinerungen des gewohnlichen, schon oben be- 
trachteten Schubkurbelgetriebes darstellen. Ersetzen wir niimlich in  
demselben die geradlinige Bewegung der Cleitstückes durch eine 

Zeitsehnft  f. Yathematik u. Phyaik. 44. Band. 1899. 4. Heft. i 2 
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schwingende iim den Punkt P, so erhalten wir das in Fig. 20 dar- 
gestelite Getriebe, welches offenbar identisch ist mit der linken Seite 
des in  Pig. 3 skizzierten Mechanisrnus. Ebenso ergiebt sich, durcli 
Vergrosserung des Kurbelradius iru Verhiiltnis zur Schubstange und 
Verlegung der Bewegungsrichtung des Gleitstückes aus dem Schub- 
kurbelgetriebe die durch Fig. 2 1  dargestellte und mit der rechten 
Seite von Fig. 3 identische Form. Die Verbindung beider Getriebe 
durch starre Verknüpfung von BY in Fig. 20 mit PE' in Fig. 21 kann 
iibrjgens in einem beliebigen, dem praktischen Bedürfnisse angepassten 
Winkel gescheheri, sodass durçhaus nicht die drei l'urikte E, 1' und I; 

in einer Geraden zu liegen brauchen. Auf die spater zu betrachtenden 
Kornponenten der Massendrücke hat natürlich dieser Winkel eiuen 
nicht unerheblichen Einfluss. 

W i r  gehen zunachst über zur Ermittelung der Bewegungsgesetze 
der beiden Mechanismen Fig. 20 und 21  und bezeichnen den horizon- 
talen Abstand des Balancierdrehpunktes P von der Mitte der Kurbel- 
welle in Fig. 20 mit el, von der Gleitbahn in Fig. 21 mit e,, die Linge 
der beiben Hebelarme bezw. mit b, und O, sowie den Vertikalabstand 
des Punktes P von O bezw. der Hubmitte des Gleitstückes C mit cl 
und c,. Die beiden Schubstangen haben die Lgnge 1, und 1,) ihr 
gemeinsamer Ausschlagwinkel aus der Mittellage sei @. Der Kurbel- 
radius sei wieder r ,  der Ausschlagswinkel gegen die Vertikale, welche 
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hier indessen nicht die Totlage zu bezeichnen braucht, cp, ebenso sei 
in Pig.21 positiv nach unten gerechnet die Entfernung des Gleit- 
stückes C aus seiner Mittellage. Bezeichnen wir ferner mit Pl und B, 
die veranderlichen Ausschlagswinkel der Schubstangen gegen die Verti- 
kalen, so erhalten wir fiir das Getriebe Fig. 20 die Gleichungen 

7 7) b, sin @ + ci = r cos rp + 1, cos pl, 
78) Zisin/3, - r sinrp + (el - b,cos@). 

Da riun die weitere Verfolgung dieser allgemein gilti* Gleich- 
ungen auf sehr grosse analytische Schwierigkeiten stosst, welche über- 
dies in keinem Verhaltnis zur Bedeutung dieser Getriebegattung steht, 
so wollen wir sogleich die der Praxis entsprechenden Annahmen 
machen, dass einerseits sowohl der Hebelarm b,  wie auch die Schub- 
stange 1 sehr lrtng im Verhiltnis zum Kurbelradius ausfallen, wiihrend 
andererseits der Abstand e, nur wenig von der Armlange b, sich unter- 
scheidet. Dies hat zur Folge, dass der vom Punktc E bcschriebene 
Bogen ziemlich flac'b und die horizontale Abweichung desselben von 
der Vertikalen durch 0, die wir der Kürze halber 

79) e l -  blcos+ - y  
setzen wollen, sehr klein ausfillt. Mit dieser Abkürzung folgt aus 78) 

cospl =)/i - (i sin <p + 
Il 

oder, wenn wir den ~Turzelausdruek in einer Reihe entwickeln und 
die hoheren Potenzen der Klammer wie in $ 1 vernachlassigen, 

Eine weitere Vernachliissigung ergiebt sich hierin noch diirch die 
Rleinheit von y gegen k,, sodass wir genügend genau haben 

80 b) 
1 r s  . r y  . 

cosBi - 1 - - 7 sin2 rp - -ri sin cp. 
2 11 11 

Die Abweichung y llisst sich weiterhin in erster Annaherung da- 
durch bestirnruen, d a s ~  man in 7 7) 2, cospl = ci setzt, w-oraus 

b, sin 9 - r cos cp, 
also 

folgt. Damit aber wird aus 79) angeniihert 
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Hierin verschwindet das mit sinrg behaftete Glied, wenn 

wird, woraus wir zweckm~ssig die Lange des IIebelarmes b, bei ge- 
gebenem el und r bestimmen. Führen wir den so vereinfachten Aus- 
druck 80c) in Gleichung 77) ein und setzen ferner 

so erhalten wir als hinreichend genaue Niiherungsgleichung für dis 
A b h a n g i g k e i t  des  A u s s c h w i n g u n g s w i n k e l s  li, des  Balanciers  
v o n  K u r b e l w i n k e l  y 

Diese Formel, deren Giltigkeit, a i e  besonders hervorgehoben 
aerden muss, durch die beiden die IIauptdimensionen des Getriebes 
bestimmenden Gleichungen 82) und 83) besehriinkt k t ,  unterscheidct sich 
in ihrem Aufbau von der für das einfache Schubkurbelgetriebe auf- 
gestellten 1 c) nur durch das Hinzutreten eines mit sin3 ~p behafteteii 
Gliedes; um die Bewegung eines beliebigen Punktes des Balanciers 
durch dieselbe auszudrückcn, hat man sie nur beidseitig mit dem Ab- 
stande z, zu derselben vom Drehpunkte P zu multiplizieren. 

D i e  G e s c h w i n d i g k e i t  e i n e s  s o l c h e n  P u n k t e s  in vertikaler, 
beza. horizontaler Richtung ergiebt sich demnach unter Einführurig 

d 
der Winkelgeschwindigkeit 3 = E einfach aus 

d t 

und 

Die erste dieser beirlen Formeln ergiebt mit 84) 

Für  die Auswertung der zweiten Formel 85) wollen wir uns, da die 
Horizontalbewegungen der einzelnen Balancierpunkte nicht nur selir 
klein, sondern auch von sehr untergeordneter Bedeutung für unsere 
weiteren Untersuchungen sind, mit der Differentiation der (allerdiiigs 
sehr rohen) Anniiherung 81) begnügen und erhalten somit 

einen Betrag von dorselben Ordnung, wie das dritte Glied der Klamrner 
in Gleichung 86). 

Durch wcitere Differentiation folgen hieraus die B es ch1 eun  igungen 
und zwar zunachst 
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Aus 87) erhalten wir dagegen die andere Beschleunigungs- 
komponente zu 

89) a t  

D a s  B e w e g u n g s g e s e t z  d e r  e i n z e l n e n  P u n k t e  d e r  S c h u b -  
s tange  im Abstande a' vom Balancierende E ergiebt sich, wenn wir 
die momentane Auslenkung eines solchen Punktes aus der Vertikalen 
durch O mit y' und die zugehtirige, ebenfalls auf O bczogcne Abscisse 
mit 2 bezeichnen, aus den Gleichungen 

90) xl= Y C O B  cp + (11- 8~)cosp1 

91) y'= z' sinp, - (el - b, cos Q). 

Ersetzcn wir in diesen Formeln cos& durch den Anniiherungs- 
wert 8Oc) unter Berücksichtigung von 82) und 83), sowie sin Pl 
mit E l f e  von Gleichung 78), so haben wir . 

9Oa) 

z'r . 1 - 2 '  
91a) y'=--siny --I-- (q - bl cos +)- 

11 11 

Man erkennt, dass auch diese Formeln sich von 6) bezw. 6a) und 
'i), welche für die Stangeiibewegung des gewohdichen Schubkurbel- 
getriebes galten, und durch je ein hinzutretendes Glied unterscheiden. 
Gleichung 91a) kann überdies, der Kleinheit der hierdurçh aus- 
gedriickten Bewegungen entsprechend, noch durch die achon benützte 
Anniiherungsformel 81) vereinfacht werden. W i r  erhalten alsdann, in- 
dem wir noch 82) berücksichtigen, 

Die  Geschwind igke i t skomponen ten  d e r  e inze lnen  S c h u b -  
s t a n g e n p u n k t e  sind dann 

Für Z' = O stimmen diese Formeln mit den entsprechenden für  den 
Balancierendpunkt E,  welche sich aus 86) bezw. 87) mit z,= 6, er- 
geben, naturgemass i ib~rein.  Dasselbe gilt natürlich auch von den 
entsprechenden Besch l eun igungskomponen ten ,  welche fiir die 
Schubstangenpunkte aus 92) und 93) sich ergeben. 
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Aus der ganzen vorstehenden Entwickelung ergeben sich niithin 
Formeln für das Balanciergetriebe Fig. 20, welche sich von denjenigen 
des einfachen Schubkurbelgetriebes nur  durch je ein Zusatzglied mit 
dem Hebelarm b, im Nenner unterscheiden. 1st dieser Hebelarrn 
ebenso wie die Schubstangenlange Z, gross gegen den Kurbelradius, so 
wird man auch dieses Zusatzglied unbedenklich vernachliissigen konnen. 
Dies trifft u.a. zu für die Balanciers der Wasserhaltungsmaschinen, 
nicht aber für die zum Antrieb von Kondcnsationsluftpumpen an 
stationgren oder Schiffsdampfmaschinen gebrauchlichen Doppelbebel. 

W i r  gehen nunmehr über zn dem in Fig. 21 dargestellten Getriebe, 
welches die Verbindung des Balanciers mit einer Geradführung durch 
eine Schubstange 1, darstellt, und wollen sogleich die Bewegung der 
einzelnen Sch~bs tangen~unkte  untersuchen, aus der sich dann die- 
jenige des Gleitstückes C ohne weiteres ergeben muss. Zu diesem 
Zwecke bezeichnen wir mit x" die momentane Entfernung eines Schub- 
stangenpunktes (mit dcm Abstande 2 von C) von der Mittellage des 
Hebels b, und mit y'' seinen Abstand von der Bewegungsrichtung des 
Gleitstückes. Alsdann ergiebt sich mit Hilfe unserer schon oben er- 
klarten Bezeichnungen 

96) dl= O, sin Q + (Z2 - 8'') cospg 

97) yrr= O, cos$ - e, - (Z, - z") sin& = a'' sinp,. 

Für  sr '= O wird auch y"= O, also ist 

98) Z, sin& = b2 COS 1 ~ )  - e2 

und daraus angenihert 

99) 
1 

cosp, = 1 - , (6, COS 11) - e,)? 
2 4 

Setzen wir nunméhr vuraus, dass unser Getriebe mit dem vorhin 
betrachteten durch den Balancier fest verbunden ist, so ist der winkel 
@ beiden gemeinsam und die oben ermittelte Abhiingigkeit desselben 
vom Kurbelwinkel in unsere neuen Formeln einzuführen. Wir  k6nnen 
darum auch hier wieder von der Aiinaherung 81) Gefirauch machen 
und haben somit 
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Wiihlen wir analog 82) den Abstand e, der Bewegungsrichtung 
des Gleitstückes vom Balançierdrehpunkte su, dass 

100) 

wird, so vereinfacht sich unsere Gleichung 99a) in 

99 b) 
1 b"4 .  COS^,= 1 -- + ? s l n 4 ~ .  
8 1% hl 

Mit dieser Anniiherung, die übrigens in den m i s t e n  praktischen 
Fallen unmittelbar durch cosp, = 1 ersetzt werden kann, sowie durch 
Elimination des Winkels @ mit Hilfe der Gleichung 84) bezw. 81) 
gehen d a m  unsere Formeln 96) und 97) über in 

Z" b r P  
97 a) y"= - 2r sin2 (p. 

1, 2 4  

Die Giltigkeit dieser Formeln ist übrigens, wie ausdrücklich noch 
betont werden muss, an die beiden Bedingungen 82) und 100) für die 
Abstande el und a, geknüpft; indessen lassen sich dieselben stets allen 
praktischen Anforderungen anpassen. Fiir z"= O folgt aus 96a) die 
Bewegung des Gleitstückes C ,  für welches naturgerniss in  allen 
Lagen y" verschwinden muss. 

D i e  G e s c h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e n  d e r  e i n z e l n e n  S c h u b -  
s t a n g c n p u n k t e  sind nunmehr, wenn wir die mit r 4 :  bI4 behafteten 
Glieder vernachliissigen: 

und die Beschleunigungskomponenton  

d 2  y" z" bP r P  
104) -=-- 

1 
( r 2  cos 2 (p + - sin 2 

d t L  lz b13 2 "3 d t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Neben dem vorstehend untersuchten Gctriebe wird, wie schon im 
Eingang zu diesem Paragraph erwahnt, insbesondere zum Antriebe der 
Kondansatorluftpumpenvon Schiffsmaschinen noch eine Anwendung haufig 
getroffen, welche in Fig. 22 skizziert ist. Hier ist der Balancier, um 
eine besondere Kurbel zu ersparen, durch eine kurze Schubstange 1, 
unmittelbar mit deni Ereuzkopf (Gleitstück) eines der Dampf- 
maschinengetriebe verknüpft, wiihrend der Rest ebenso angeordnet ist 
wie in Fig. 21. Die Bewegungsrichtung des zweiten Gleitstückes (des 
Luftpumpenkolbens) ist hierbei stets parallel und entgegengesetzt der- 
jenigen des erwiihnten Kreuzkopfes. Da dessen Bewegungsgesetz schon 

I 
l 

1 
/ 
I 

\ 
\ 

' ' /' - + -  
im 5 1 festgelegt worden i d ,  so haben wir zunachst die Abhangig- 
keit der Bewegung des andern Gleitstückes von derjenigen des Kreuz- 
kopfes zu ermitteln: Es sei z, der morneritane Abstand des treibenden 
Gleitstückes A von der Mittellage des Balanciers, x2 derjenige des ge- 
triebenen Gleitstückes 3; die entsprechenden Schubstangenlangen seien /, 
und l,, die momentanen Ausschlagswinkel derselben gegen die Bewegungs- 
richtungen der Gleitstücke /Il und f i , ;  die Hebelarme des Balanciers 
wieder b, und b, und schliesslich + der Ausschlagswinkel desselben aus 
seiner Mittellage. Uann haben wir sofort 

105) - 51 - sin* + -cospl, 
4 b1 

106) - 5 2  = sin* + -cosp2 4 
b, 6, 

und daraus 
107) 

1 XL % - 2 7 
, - - - - cos p, = b= cos p2 

b, 4 bl P 
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Bei der Kleinheit der Winkcl Pl und 8, dürfen wir wieder setzen 

1 
cos/ = 1 - sin2/3 

2 
und da andererseits 

108) Zsinp = bcos* - e ,  
so folgt 

oder mit der Anniiherung 
1 

cos $J = 1 - - sin2@, 
2 

Führen wir diese R'iherungsformel in 107) ein, so geht diese 
Gleichung über in 

Nunmehr k6nnen wir die Entfernungen e der beiden Bewegungs- 
richtungen der Gleitstücke vom Drehpunkte Y des Balanciers so 
diinensionieren, dass 

111) b1-el  G e ,  -- 

Il 4 
wird und damit verschwindet in Gleichung 110) das mit sin2* be- 
haftete Glied. Mit dieser Bedingung haben wir demnach 

d.h. also: Es  ist p r a k t i s c h  m o g l i c h ,  d a s  B a l a n c i e r g e t r i e b e  
Pig. 22 so a n z u o r d n e n ,  d a s s  d ie  W e g e  d e r  b e i d e n  G l e i t s t ü c k e  
zu e i n a n d e r  i n  e i n e r  l i n e a r e n  B e z i e h u n g  s tehen .  Dass hierzu 
die Bedingung 111) erfüllt werden muss, wurde anscheinend bisher 
übersehen. ' 

Bus l lOa)  fol@ aber unmittelbar 

womit die Bewegung des Gleitstückes B auf diejenige von A zurück- 
pführt  ist. 

In iihnlicher M7eise kijnnen wir diese Zurückführung auch auf 
die einzelnen Punkte der Schubstangen 1, und l2 iibertragen, wobei wir 
die Abscissen und Ordinaten derselben für 1, mit x' und y', f ü r  1, da- 
gegen mit x" und y", ihre Abstiinde von den Gleitstücken dagegen 
mit z' und a" bezeichnen wollen (Fig. 22). Alsdann haben wir 
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113) x1 = xl - z' COS pi, zl' = x2 - zl' cos Pz 
114) y' = a' sin pl, y" = zf' sin pz 

worin cos p, und cos #?, angenahert durch 109) ersetzt merden 
kkinen, wahrend für sin pl und sin j3, die Gleichung 108) rna&eberid 
ist. Wir  k6nncn somit statt  der Formeln 113) und 114) auch an- 
genahert schreiben 

1 1 3 ~ )  sins yi)) 

114 a) Y' = 2' (y - L 3 !A Z, # in2  @) 
und entsprechend für x" und y". Setzen wir hier in  weiterer An- 
niiherung (das ist unter Voraussetzung nur geringer Ausschliige der 
Schubstangen 1, und 1,) nach 105) 

105 a) sin + =3;L-, 
bl 

so erhalten mir 

sowie 

114c) 

Für die Geschwind igke i t skomponen ten  d e r  S c h u b s t a n g e n -  
pun  k t e  folgt hieraus 

115) 
d x' 

116) d t  
sowie mit Rücksicht auf 111) 

dx" 

116a) 

Schliesslich merden die Besch l eun igungskomponen ten  

118) 

118a)  - - d t '  
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Zur vollstiindigen Reduktiori auf die Bewegung von xl hhatte man 
noch in den beiden letzten Formeln x, mit Hilfe von 110a) zu eli- 
minieren, wodurch indessen der Gesamtaufbau derselben keine ~ n d e r -  
ung erleidet. 

Wenn im Vorstehenden die Bewegungsgesetze der Balancier- 
getriebe nahezu ebenso eingehend behandelt worden sind, wie früher 
diejenigen des einfachen Schubkurbelgetriebes, so geschah dies, weil 
einerseits das Balanciergetriebe in den Schriften über Mechanik ent- 
weder gar nicht erwiihnt, oder dort nur flüchtig gestreift wird, anderer- 
seits aber in der Praxis angenaherte Pormeln von geringerer Genauig- 
keit als die für die Schubkurbel angewendeten im Gebrauche sind. Von 
den mir zugiinglichen Schriften geht lediglich die bekannte ,,Ingenieur- 
und Maschinen-Mechanik" von J. W e i s s b a c h ,  neu bearbeitet von 
G. H e r r m a n n  im ITI. Bande, 1. Abt. (Die Mechanik der Zwischen- 
und Arbeitsmaschinen) S. 7313 etwas nzher auf die Verbindung der 
Kurbel mit dem Balancier ein, jedoch in anderer Weise und vor allem 
niit anderen Zielen, als sie in unserer Darstellung verfolgt wurden. 
Ich habe insbesondere darauf verzichtet, von vornherein zwischen den 

Y Yz 

O 
r1 2 x2 X 

Grossen e l  b,  Z und r spezielle Beziehungen einzuführen, wie es a. a. O. 
z.B. dadurch geschehen ist, dass die Sehne zwischen den beiden End- 
lagen des Balanciers in Fig. 20 senkrecht zur Mittellage steht und 
auvserdem durch das Wellenmittel O laufen soll. 

8. Die  aMassendrücke i n  B a l a n c i e r g e t r i e b e n  ergeben sich aus 
den im vorigen Paragraph entwickelten Beschleunigungskomponenten 
sofort durch Multiplikation mit den entspreçhenden Massen bexw. Massen- 
elementen und darauf folgender Integration. Diese Integration, welche 
übrigens nur fiir die Schubstangen wegcn der Verschiedenheit der Be- 
wegungen ihrer Elemente unter einander in Betracht kommt, kann 
indessen auch durch Anwcndung des S c h  w c r p  u n k  t s a t z e s umgangen 
und dadurch das ganze Verfahren wesentlich vereinfacht werden. 
Denken wir uns nümlich einen beliebig gestalteten Korper (Fig. 23) 
an zwei Punkten auf ebenen Kurven ( L e i t k u r v e n )  geführt, deren 
Koordinaten mit z,y, bezw. $,y, bezeichet werden mogen, so ver- 
teilt sich das Gewicht jedes Elementes dG des Korpers mit den 
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momentanen Koordinaten x, y nach den Schwerpunktssatze auf die 
beiden Stützpunkte und zwar mit Betriigen dG'  und dGr' nach den 
Pormeln 

114) 

Hieraus fol@ aber sofort 

Durch Intcgration dieser Gleichungen über den ganzen Korper 
erhalten wir somit, wenn mit Gr und Gr' die auf die beiden Stütz- 
punkte entfallenden Gewichtsteile des ganzen Korpers, deren Summe 

120%) 

d.h.  d e r  t o t a l e  M a s s e n d r u c k  e i n e s  a n  z w e i  L e i t k u r v e n  ge- 
f ü h r t e n  K o r p e r s  i s t  g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  b e i d e n  Massen- 
d r ü c k e ,  w e l c h e  v o n  d e n  d u r c h  V e r t e i l u n g  d e r  Gesamtmasse 
a u f  d i e  b e i d e n  S t ü t z p u n k t o  e n t s t e h e n d e n  E i n z e l m a s s e n  her-  
.rühren.* Bezeichnen wir also allgemein den Schwerpunktsabstand 
einer Schubstange vom Gewichte G und der Lange Z vom Kreuzkopf 
gerechnet mit s, so brauchen wir nur  noch die Beschleunigungen der 
beiden auf ihre Stützpunkte (z. B. Krcuzkopf und Kurbelzapfen) ent- 
fallenden Gewichte 

124) GI- ~ ( 1 - q )  G"-G: 

in unserer Rechnung einzuführen. Auf dieses allgemein giltige Re- 
sultat wurden wir übrigens schon am Schlusse des § 3 für den speziellen 
Fa11 des Schubkurbelgetriebes geführt. 

* Diese für praktische Zwecke überaus fruchtbare Fassung des allgemeineu 
Sçhwerpuriktssatzes, die sich naturgemasu sofort au[ drei Dimensionen, d. h. auf 
drei Leitkiirven eines m tlrei Punkten gestiitzten Kbrpers enveitern laset, habe 
ich eu meiner Verwunderung in keinem der Lehrbucher über analytische oder 
technische Mechanik gefunden und rnoclite darum nicht verfehlen, ausdriicklich 
darauf hinzuweisen. 
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Nach dieser allgemeinen Vorbeinerkung k9nnen wir sofort zur 
Ermitteliing der Massendrücke an dem durch Vereinigung von Fig. 20 
und 21 entstehenden Balanciergetriebe übergehen. I n  demselben sei Go 
das Gewicht d ~ s  Balanciers und so sein Schwerpunktsabstand vom Dreh- 
punkte P. Alsdann erhalten wir die Massendruckskomponenten des 
Balanciers allein, indem wir das Gewicht mit den Ausdrücken 88) 
und 89) multiplizieren, nachdem in denselben die Grosse z, durch s, 
ersetzt wurde. Dabei wollen mir s, positiv rechnen, wenn der Schwer- 
purikt vom P nach links, also nach der Kurbel zu lie& 

Den Einfluss der Schubstangen G, und G, berücksichtigen wir 
nach den obigen allgemeinen Satzen einfach dadurch, dass wir zu dem 

Moment der Balanciermasse den Betrag von G, (1 - ?) b, hiuau- 

fügen und G 5 b2 abziehen, wobei s, und s, die von E' bezw. C aus 
a 1, 

gerechneten ~chwer~unktsabstande der Schubstongen bedeuten. Somit 
werden die vom Balancier und den als mitschwingend zu betrachtenden 
Schubstangenanteilen herrührenden Massendruckskomponenten: 

3 rP . 
cos rp + COS 2 cp + - - (sin pi - 3 sin 3 

123) 4 8 01 4 

- &{ Go s0 + Gl (1 - 2 ~ )  BI - G 5 4 } 71 4 

Zur ersten dieser beiden Komponenten tritt noch ein von dem 
lediglich hin und hergehenden Gemichte P am Gleitstück C und dem 

nach obigem dazu zu rechnenden Betrage G, 1 - 2 herrührender ( 3 
Massendruck, welcher sich durch Multiplikation der Summe 

mit der Beschleunigung 103) ergiebt, nachdem dort z = 0 gesetzt 
worden ist. Bezügliçh des Vorzeichens ist zu bernerken, dass dieser 
hlassendruck, da die Bewegung derjenigen der Kurbelseite entgegen- 
gesetzt gerichtet ist, auch dm entgegengesetzte Vorzeichen von X, 
haben muss. Wir  haben somit fiir diesen Zusatz 
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Als lediglich rotierender Teil ist schliesslich amer  der Kurbcl R 
mit dem Schwerpunktsabstand s vom Wellenmittel noch der Be- 

trag G- der Sçhubstange und awar am Kurbelzapfen angreifend zu 
1, 

betrachtin. Die hiervon herrührenden Massendrücke sind, entspreçhend 
Gleichung 24) 

d & 128) K s + G  ' ~ r ) ( r 2 c o s r p + s i n P d i )  4 

Wahrend nun diese letzteren Drücke am einzelnen Getriebe niclit 
ausgeglichen werden konnen (siehe oben 5 2), ist dies für die oben 
ermittelten Werte von X,, Y, und X ,  moglich, und zwar, wenn gleicli- 
zeitig 

130) 

131) P + G , ( I - - ) = O  4 

wird. Die letztere Gleichung enthiilt aber die Bedingung, dass 

d. h. d a s s  d e r  S c h m e r p u n k t  der  Schui-i- 
s t a n g e  1, n i c h t  z w i s c h e n  i h r e n  beiden 
Zapfen ,  s o n d e r n  j e n s e i t s  v o n  G l i e g e n  
s 011 (siehe Fig. 24). Weiter folgt aber aus 
130) und 131) 

eine Gleichung, die wiederum nur erfiillt 
werden kann, wenn 

b 
132a) G ~ + G , ( ~ - ! L ) ' > P  b, 11 6, 

wird. 
R e i s pi e 1 : Inwiefern sich der hier entwickelte &Iassenaiiagleich in der 

Praxis verwirkliehen liisst, dürfte am ehesten aus einem Zahlenbeispielc hervor- 
gehen. Wir nehmen K r  dasselbe an,  dass der Balancier, dessen Anordnuug 
iim seinen Drehpiinkt eine vollkommen sj-mmetrische, al30 b, = b, und s, = O 
sein moge, die Bewegung eines aiif der Welle O sitzenden Excenters (d. i. eines 
die Welle selbst umfassenden Kurbelzapfen~) auf einen der Dampfverteiliing dienen- 
den Steiierschieber z i ~  iibertragen habe Der Schieber habe das Geuricht P= 100 kg; 
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die Schubstange eine Lange Z1= 2 m ,  ihr Schwerpunktsabstmd sei E l =  1,5 m, ihr 
Gewietit (ein~chliesslich des sogenannten Excenterbiigels) sei 6, = 250 kg ;  als- 
dann kann die Redingung 132aj niir erfüllt werden, wenn am Endpunkt h' des 
Balanciers ein Gegengewicht Q angebracht wird, so zwar, dass 

oder 
Q > 100 - 250.0,25 - 37,5 kg. 

Wiihlen wir z. B. Q = 100 kg,  BO wird nach 132) 

Dies letztere ist aber nur ausfiihrbar bei sehr kurzen Schubstangen 1,  des 
Schiebers. Jedenfalls erkennt man,  dass der Ausgleich einzelner Balanciergetriebe 
im allgemeinen eine betrachtliçhe Vermehrung der bewegten Massen mit sich 
bringt. 

Bei Schiffsmaachinen wird die Sache noch dadurch verwickelt, dass jeder 
Steuerschieber hier mit einem Vorwirts- und Rückw5rt.a-Excenter verbunden sein 
muss Das Studium der hierdurch bedingten , überaus mannigfaltigen und von der 
Einwirkung des Maschinisten abhiingigen Bewegungen* und Massendrücke wiirde 
uns an dieser Stelle zu weit fiihren. 

Die Massendrückc des vorwiegend für den  Ant r ieb  v o n  K o n d e n -  
s a t o r l u f t p u m p e n  r e r w e n d e t e n  B a l a n c i e r g e t r i e b e s  F ig .  22, 
welche noch zu untersuchcn s ind,  ergeben s ich  in derselben W e i s e  wie 
oben durch  Zerlegung der  beiden Schubs tangen  in einen Bestandteil ,  
welcher a m  Balancierende u n d  einen zwciten, der  a m  Gleitstück an-  
gebracht zu denken ist.  Bezeichnen w i r  d ie  dem Balancierschwerpunkt  
entsprechenden Koordinnten mit x, u n d  y,, diejenigen der  Gleitstücke 
mit x, y, bezw. x2 y,, so i s t  de r  Massendruck der  lediglich als  h i n -  
und hergehend zu betrachtenden Gewichte unseres  Getr iebes 

lriei Dampfmaschinen,  i n  denen unser  Getriebe als Hilfsmechanismus 
mit einer normalen Schubkiirbel  in skizzierter W e i s e  verbunden kt, 
einfach dem Massendrucke der  im Schubkurbel inechanismus h i n -  u n d  
hergehenden Gcwichte hinzuzuziihlen. S ind  mehrere  Hauptmechanismen 
vorhanden, welche nach  S c h 1  i c k scher  Methode ausgegl ichen werden  
sollen, so hat m a n  zu beachten,  dass  in dieser Ausgleichung auch  der  
Massendruck 133) a l s  Bestandtei l  derjenigen eines IIauptgetr iebes be- 
rücksichtigt werden muss .  D e r  Ausgleich erfordert  d a n n  die cher- 

* Diese Bewegungen sind eingehcnd dargestellt in dem sehr verbreiteten 
Werke von G. Z e u n e r  : Die Schiebersteuerungen. 6. Aull. Leipzig, 1888. 
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einstimmung der Bewegungsgesetze der beiden Gleitstücke A und B. 
Dieser aber ist, wie wir im vorigen Paragraph gesehen haben, an eine 
bestimmte Beziehung zwischen den Konstruktionsliingen Gleichung 111) 
gebundcn, mit deren Erfüllung wir nach Gleichung 112) statt 133) 
schreiben k6nnen 

Die Massendrücke des Balanciers Go dagegen und der an seine11 
Enden hinzutretenden Schubstangenbestaiidteile ergeben sich, wenn s, 
wieder den Schwerpunktsabstand Tom Drehpunkte P bedeutet zu 

worin die Beschleunigungen aus den Formeln 117) bezw. 118) sofort 

dadurch ermittelt wcrden konnen, dass man a'= 1, setzt und die Werte 
mit den Quotienten s, : 6, multipliziert. ~ l s d a n n  aber bleiben die 

d P x  d "#, a b z ,  d t y  
Beschleunigungen + und -- nicht nur abhiingig von und + r  d t d te  d t d t  
sondern auch von der augenblickliçhen durch x, gegebenen Lage des 
Gleitstückes und weiter vom Quadrate seiner Geschwindigkeit. Vnter 
diesen Umstiinden ist es unzulassig, die Wirkung des Balanciers und 
der erwiihnten Schubstangenbetriige durch Hinzufügung von Gliedern, 
welche mit 134) tiezw. 133) proportional sind, in den Ausgleichs- 
bedingungen der Haiiptgetriebe zu berücksichtigen, und es bleibt nur 
übrig, den Balancier für sich auszugleiehen. Dies aber erfordert ledig- 
lich das Verschwinden des Klammerausdruckes in unseren letzten 
E'ormeln, also die Nrfülluug von 

R e i s p i e 1: An einer stehenden Schiffsmaschine, deren Hub 29- = 1,4 m 
betrügt, werde die Luftpumpe von einem Balancier angetrieben. Bei halbem 
Hube der Pumpe habe der eine A m  des Balanciers eine Linge von b, - 2 rn, der 
andere eine solche von 6, = 1 m; das Gewicht des Balanciers sei Go = 1000 kg, 
sein Schwcrpunktsabstand vom Drehpunktc so = 0,3 m. Die al8 Verbindungsglicd 
zwischen dein einen Balancierende und dcm Ereuzkopf A des treibenden CS- 
linders (E'ig. 22) dienende Schubstange von der Lange 1, = 0,s m und einem GE- 
wichte von G, = 100 kg  sei ganz symmetrisch angeordnet, sodass ihr Schwerpunkt 
in der Mitte liegt; dann ist s l = 0 , 2 5  m. Die Lange der Luftpumpenschubstange 
sei Z,= 1 rn, ihr Gewicht und Schwerpunktsabstnnd sollen Isestimnit werden. 

Zunachst allerdings müssen wir die Entfcrnungcn el und e, der Bewegungs- 
richtungen der G-leitstücke A und 23 vom Drehpunkte P so bestimmen, dass die 
Beziehuug 111) zwischen ihnen uud deu gegebenen Or6ssen b, b,, sow-ie 1,1, er- 
fiillt ist. Eine der beiden Entfernungen ist  natürlich willkürlich, mir woll~n des- 
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halb e, so bestimmen, dass die grtissten Ausschlage der Schubstange Z, so kleiri 
wie moglich und dabei einander gleich werden. Dies erreichen wir, indcm wir 
diirch die Bewegungsrichtung von A in Fig. 25 den 
l'feil des ganxen vom Ralancierende be~chriebencn Fig. 25. 

Bogeus 2@, halbieren. Alsdann ist angeniihert 

1 - cos 7$ 
el = bl (1 - T,) = 1,937 m 

und nach 111) 

Aus 136) ergiebt sich achliesslich fiir die Schub- 
stange der Pilmpe 

0,25.2 
G, S, = 100 . --- + 1000.0,3 = 400 mkg. 

075 

Auch. dieser Bediuguug wird man in der Praxis nur dadurch Genüge leisten 
konnen, dass man den Schwerpnkt der Stange nach Fig. 24 durch Aufsetz~n 
eines Zusatzgewichtes über den Balancierzapfen hinaus verlegt. Wie weit man 
damit gehen karin, uxn das Gewicht G, zu redilzieren, iut naturgemLss Sache des 
Koiistriiktenrs. 

(Schluss folgt.) 

Ceitschrift f .  Mathamatik u. Phyaik. 44. Band. 1899. 4.IIeft. 
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Elementares über die Dupin'schen Cykliden 

und die Grundlagen der Krümmungstheorie. 

Von 

Prof. Dr. G. HOLZMULLER 
in Hagen i. W. 

-- - 

5 1. Isothermensysteme der Cykiiden und Abbildung 
auf das Rechteck. 

Die Cyklide ist bekanntlich die typische Fliche fïir die konforme 
Abbildung auf das Rechteck. Da siimtliche Cykliden sich in Drehungs- 
cykliden transformieren lassen, was durch Inversion geschieht, so ist 
die Untersuchung nur für solche notig. Die Abbildung kann für jede 
Form elementar durchgeführt werden, sobald man das richtige Recht- 
eck wahlt. E s  ist nur erforderlich, den Schnittwinkel seiner Diago- 
nalen so zu wzhlen, dass er mit dem der inneren Tangenten des 
Hauptschnitts zusammenfillt. Diese sind bekanntlich, wie sich ele- 
mentar zeigen l a ~ s t ,  zugleich die Darstellungeri schrager Kreisschnitte. 
Die bei ihrer Untersuchung auftretende Gleichung vierten Grades 
lasst die Zerlegung in ein Produkt von Faktoreri zweiten Grades zu, 
die für sich verschwinden. Jeder stellt, gleich Nul1 gesetzt, eiiieii 
Kreis dar. Da die Drehungscyklide durch Inversion I o n  eineui Punkte 
der Axe aus in sich selbst iibergeht, sobald man die Tangenten zum 
Radius des abbildenden Ereises macht, so gehen dabei die schragen 
Kreisschnitte der einen Art  in solche der anderen über. Weil die 
Wirikel erhalten bleiben, so folgt unter Heranziehung der Symmetrie, 
d a s s  s a m t l i c h e  schrRgen  K r e i s s c h n i t t e  d i e  M e r i d i a n e  iinter 
k o n s t a n t e m  W i n k e l  s c h n e i d e n ,  a l s o  L o x o d r o m e n  d e r  F l a c h e  
s ind.  Zwei bcnachbarte der einen Art  geben mit zwei benaclibarta 
der anderen z. B. einen ,,Rhombus". Durch geeignete Inversion von 
den Axenpunktcn sus lssst sich die Oberflache durch sie in  ein Netz 
von Rhomben einteilen, welches in sich geschlossen ist. Die Diago- 
nalcn geben die als Kriimmungslinien hekannten beiden Griippen an- 
derer Kreisschnitte, und diese geben ein System iihnlicher ,,RechteckeL'. 
Nur  die Teilung des Aqiiators ist  dazu erforderliçh. 

In  Fig. 1, die ich einer früheren meiner Arbeiten entnommen 
habe, ist diese Einteilung dargestellt. Sollen z. B. die Horizontal- 
schnitte durch A und C im Aufriss zur Einteilung gehoren, so dass 
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auch Cl aus Symmetriegründen d a m  gehort, so gieht die Tangente in 
C mit der Axe einen Schnittpunkt V. Die Geraden VA und TC, 
geben neue Punkte der Einteilung, die, symmetrisch nach unten iiber- 
tragen und mit V verbunden, weitere Punkte geben. Die in den Teil- 

Fig. 1. 

punkten senkrecht schneidenden Kreise bilden ein Büschel. (nie 
Tangenten der Biischelkreise in den beiden Schnittpunliten folgen 
unter gleichen Winkeln aufeinander.) Um eine regelrecht schliessende 
sgmmetrische Einteilung zu erhalten, geht man am bequemsten von 
dem iiusseren und inneren Aquator aus und legt von JI aus eine 

13 
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Tangente 171E an den Kreis. Jetzt  ist  AB bis zur Axe zu verliingern, 
von dort aus sind Tangenten an den Kreis zu legen und mit diesen 
ist wie vorher zu verfahren. Die Meridiane folgen natürlich unter 
gleichen Schnittwinkeln aufeinander. 

Zeichnet man jetzt in einer Ebene ein Rechteck mit dem be- 
sprochenen Schnittwinkel der Diagonalen, und teilt man dieses durch 
Parallele zu den Seiten in eine entsprechende Anzahl von Recht 
ecken ein, so sind diese denen der Cyklideiifiiiche ahnlich, und die kon- 
forme Abbildung ist mit Zirkel und Lineal durchgeführt. 

Im Grundriss erscheinen die sehragen Kreisschnitte als Ellipsen, 
die den Mittelpunkt Ml zum gemeinschaftlichen Brennpunkte halen, 
wie sich aus dem Vergleich mit der Aufrisszeichnung ohne weiteres 
ergicbt. 

Die Einteilung wird dann eine quadratische und das Hechteck 
sclbst ein Quadrat, wenn die bcsprochenen inneren Tangenten einen 
rechten Winkel bilden, z. B. den MTinkel EIIIE, im Aufriss. 

Dieser Winkel ist von bcsonderer Bedeutung. Unter ihm erscheiut 
von 1Cf aus jede der Kugeln, die dem Innern der Cyklidenflache ein- 
beschrieben sind. Schliesst die Reihe dieser Kugeln nach u Cmgiingen 
und ist n ihre Anzahl, so ist 

2 z u  a:=-. 
Tl 

Die Cyklide hat aber auch rioch eine iiussere Kugelreihe. Schliesst diese 
mit n, Kugeln nach u, Umgiingen, so ist nach S t e i n e r  

u u  1 - + ' = .  
n ml 2 

Dieser Satz, den S t e i n e r  einen der merkwürdigsten der Geo- 
metrie nennt, wiihrend er das Gesetz als hochst sonderbar bezeichnet, 
wird von ihm (vergl. Werke 1, Seite 136) ohne Reweis gegeben. Herr 
G e i s e r  giebt auf den SchluBseiten seiner Einleitung in die syn- 
thetische Geometrie einen rechnenden Beweis, der schon dadurch ver- 

P einfacht werden kann, dass man die Beziehung ; = x c  benutzt, die bei 

der Inversion an Stelle von r = c tritt. Zum Beweise ist aber Rech- 
nung überhaupt nicht erforderlich, wenn man mit Hilfe von Fig. 2 
folgenden Weg einschliigt. 

P und Q seien Schnittpunkte des die beiden Kreise eines Haupt- 
schnitts orthogonal schneidenden Kreisbüschels. Durch Inversion von 
einem dieser Punkte aus gehen die Kreise des Hiischels in gerade 
Linien, die Hauptschnittkreise in konzentrische Kreise, den iiusseren und 
inneren Aqiiator einer anderen Cyklide über, die iiussere Kugelreihe 
der ersten Drehungscyklide in  die innere der andern, die Kreisschnitte 
A B  und CD in die Kreisschnitte R F  und G R .  Der Scbnittwinkel a 
und z - a bleiben erhalten, vertauschen aber ihre E d e n .  Vorher 

2 rçu 
war n = -- der Gesichtswinkel für die Reihe der inneren Kugeln, 

n. 
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Znu, 
jetzt n - a: = - - Durch Addition und Division durch 292 folgt 

r, 
w u  1 daraus - + 2 = , Dies dürfte der von S t e i n e r  geheim gehaltene 
12 12, '? 

Beweis sein, der den Satz als selbstverstiindlich ersçheinen liisst. 
Die schriigen Kreisschnitte sind die nach e i n c m  Umgange in sich 

zurücklaufenden Loxodromen jeder Cyklide. Reiht man gleichgrosse 
Rechtecke, ahf die sie sich abbilden lasut, doppelt periodisch an einander, 
und bezeichnet man die Basis und die H6he jedes Rechtecks mit b 

h und W ,  so giebt der Winkel y, der sich aus tan y = t zbbestirnmt, den 

Schnittwinkel derjenigen Loxodromen (mit den Parallelkreisen bezw. 
ihren Abbildungen) an, die 
nach zwei Umgangen in 
sich zurücklaufen. Ebenso 
giebt 

tany = $- 
h 
nk- 

die nach n Umgiingen in 
sich zurücklaufenden Loxo- 
dromen, wobei n ganz, 
gebrochen und irrational 
sein kann. I n  letzterem 
Falle, dem inkommen- 
surablen, laufen die Loxo- 
dromen nie in sich zu- 
rück. Ihre Konstruktion 
geschieht mit Hilfe einer 
entsprcchcnden Rechtecks- 
teilung elementar und mit 
beliebiger Genauigkeit. 

Pig. 2. 

C B 

A D 

~ i e  ~ e o m e t r i e  d e r  G e r a d e n  i n  d e r  E b e n e  l i i s s t  s i c h  a l s o  
e lementar  a u f  d i e  C y k l i d e n f l a c h e  ü b e r t r a g e n .  So hat das loxo- 
dromische Dreieck (nicht das geodatische) die winkelsumme 180"; 
jedem Satze über harmonische Strahlen entspricht ein solcher über 
harmonische Loxodromen; die harmonischen Punkte der Ebene ent- 
sprechen leicht zu deutenden Punkten auf Loxodromen; Siitzen über 
drei Gerade, die sich in einem Punkte schneiden, entsprechen gewisse 
loxodromische Satze, ebenso den Satzen über drei Punkte,  die auf 
einer Geraden liegen. Die Beziehungen sind sogar eindeutige, so lange 
man sich auf die Geometrie des Rechtecks beschriinkt. Den Kegel- 
schnittssiitzen über projektivischc Punktreihen und Strahlenbüschel ent- 
sprechen leicht in Worte zu kleidende über die Loxodromen der Cy- 
klide. Dies alles gilt zunachst von der Geometrie der Lage. Die des 
MaBes erfordert die Beachtung der Vergr6sserungsverhaltnisse. Bei der 
Drehungscyklide Sind auch diese sehr einfach, denn weil der Abstand 
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zweier Meridianschnitte proportional dem Abstande von der Dreliungs- 
axe ist, s o  i s t  d a s  Vergr6sserungsverh%ltnis  überhaupt  
d i e s e m  A b s t a n d e  p r o p o r t i o n a l .  1st z.B. die Basis des Rechtecks 
gleich der Peripherie des Zusseren ~ ~ u a t o r s ,  so ist in  Fig. 3 bei A 
das Vergr6sserungsverh%ltnis gleich 1 ,  bei B hingegen gleich 

Am leichtesten ist die Lange der Loxodromen zu beurteilen. In jedem 

Elementarrechteck (Fig. 4) n8uilich ist CD - 2 a n  ebenso iit 

auf der Drehungscyklide jeder loxodromische Bogen CU gleich dem 
1 

Produkte aus sin y und dem entsprechenden Bogen CB, des Haupt- 

schnitts. So ist z. B. der Umfang eines schriigen Kreisschnitts gleich 

-- Q* - S m ,  
. cf 

sin - 
2 

also sein Durchmesser gleich e.  Diese Einfachheit beruht darauf, dass 
bei der Projektion auf den Hauptschnitt das Gr6ssenverhaltnis an 

Fig 3. 

I 

jeder Stelle koristant bleibt. Bei der Projelition auf den 
würde dies nicht der Fa11 sein. 

Kach Art  des C a v a l i e r i s c h e n  Prinzips kann man daher aucii 
loxodromische Parallelogranime und Rechtecke einander gleich setwn, 
sobald sie gleiche h o  r i z  O n t  a l e  Basis und gleiche Hauptschnittshijhe 
hahen. Dies gilt überhaupt von Figuren, die auscinander durch Ver- 
schiebung ihrer horizontalen Querschnittsbogen enistehen. 

Jedem Fl5chenclcment f = dz  d g  im Rechteck entspricht auf der 
Cyklide ein solches, dessen Inhalt 

ist. Darauf liesse sich eine Umgehung der Intepat ion begründen, 
auf die an dieser Stelle nicht eingegangen werden soll. 
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Um die Geometrie der Ebene a n a l y t i s c h  in moglichst einfacher 
Form auf die Drehungscyklide zu übertragen, mache man in Fig. 5 a  
171 zum Anfangspunkte den Koordinaten, die Büschelpunkte P und Q 
der zu den Hauptschnittkreisen geharigan Orthogondschar zu den 
Punkten f 1 der X-Axe. Dann wird t 2  - .MA. MB = 1, d. h. t = 1. 
Jede Drehungscyklide, die 
zu P und Q gehort, wird 
durch den Parameter Fig. 5 .  

P - = C 
4 

vollstandig bestimmt. So 
wird z. B. MA = x, aus 

A P  1-xl - --- 

Q A  1tz* 
= C 

ah 
1 - c  N A  = XI = i$-e 

bestimmt, 
1 x2 = M n  = - 

M A  

Q wird gleich 
Ic, - 2, 2 c 
-=-- 

2 ,-,n - P i  
zugleich wird 

Als Koordinaten fiir die Cyklidenfliiche (mit Parameter c) wahle 
man die im Grundriss gemessene Abweichung 9. und die im Aufriss 
gemessene Differcnz (y - 2) der Neigungen der Radii vectores p und p, 
denn diese giebt den Peripheriewinkel ô' bei C, der gleich dem Neigungs- 
winkel der Tangente des Büschelkreises in P ist. niese Neigungswinkel 
folgen aber bei isothermischer Einteilung unter gleichen Winkeln aufein- 
ander, daher ist q = (y - 1) am zweckmiissigsten als Variabele zu wiihlen. 
Es sei nun 2n die Basis dei zur Cyklide gehorigen Rechtecks, dann ist die 

4 c n  la n 
Hohe h = 2 n  tan y = -2. Der Geraden y = - = -tan y entspricht 

1- c 2n n 
'Jr. 

auf der Cyklide der durch (y - X) = - bestimmte Dorizontalkreis. 
n 

Demnach ist  

1) 
2 c 

y = ( y  - z ) t a n y  = =(Y-x ) .  

II n 
Der Geraden x = - n entspricht der durch 8. = bestimmte Haupt- 

sch i t t ,  so dass 
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f - - - - - 2;r- -  - - - +  

2) x = 4  
ist. Folglich: J e d e r  K u r v e  f ( x y )  = 0 d e r  E b e a e  e n t s ~ r i e h t  

e i n e  C u r r e  8, - X ) )  = O auf  d e r  ti'liiche d e r  Drehnngs-  ( 2 c  
P c y k l i d e  m i t  P a r a n l e t e r  c = -. 
G' 

Für  die dem Quadrat entsirechende Cyklide ist tan y - 1, fiir sie 
geht also in sehr beqiierner Weise f (x, y) = O über in f [a, (rp - x)] = 0, 
oder, wenn der Peripheriewinkel = cp - x eingeführt wird, in 

f(8, d - 0. 
Jm alIgemeineren Palle entspricht den Geraden y= Az + b die 

Loxodrome 
2c 2e  

- ( T - ~ )  = A6 + b oder mq = A 8  + b ;  1-cP 

fiir die schriigen Kreisschnitte z. B. erhilt  man 

oder b (1- ce) h (1- c =) y - p a f - 7  oder q -a=--- 2c ) 

im Falle des Quadrates also 7 - 9. = 6. 
Dem Kreise x" y2 = 7c"ntspricht die Kurve 

oder 

- 

im Falle des Quadrates also 
9 2  + q2 - k2. 

Da die Geometrie sich auf das Rechteck beschriinken sollte, war 
2 c es gestattet, die Periodizititskonstanten SJG und 2n 7 a190 die 

2 e 
zu addierenden Grossen 2nn: und 2nn wegzulassen. 

Kennt man z.B.' für das Rechteck die L6sung irgend eines iso- 
thermischen Problems oder eines Problcms der stationiiren Stromung, 
so lassen sich die Gleichungen der Strom- und Niveaulinien sofort 
auf die Cyklide übertragen. 
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[Nan kann von hier aus direkt zu den bckannten durch ellipt'ischc 
Funlitionen vermittelten Abbildungsproblemen übergehen, das ~ e c h t e c k  - - - 
z. B. mittels der Funktion - 1 + i V-sin am z 

auf den Einheitskreis übertragen, wobei den Eckpunkten f K und 
f. K+ K'i des Rechtecks die Bildpunkte 

- 

2yk 1.- k $ , + i -  
1 + k -  l f k  

1-k 
entsprechen. L)as Rechteck dieser Bildpunkte hat das Seitenverhaltnis- 

1 $1 2 v t 7  
(xg - XI) 1 - - 

was ganz dem Verhiiltnis 2 = =- x' entspricht, so dass 

der Modul 

mird und zwischen ihrn und dem Cyklidenparameter c eine sehr einfache 
Beoiehung besteht, auf die ich sçhon im 94. Bande des Crelleschen 
Journals aufmerksam machte. So wird z. B. für das Quadrat 

2 c - - 

t a n y = - , = l ,  also c=V2--1und  - -  = 3 - v 8 - k ,  
1 - c  (:;:)2 

d h. gleich dem bekannten Modul für die einfachste Periodicitiit. Auf 
die hierher gehorigen Arbeiten der Herren H. A. S chwarz ,  J o c h m a n n ,  
Heine, K l e i n  und anderer auch in meiner Theorie der isogonalen Ver- 
wandtschaften citierten Autoren sei hier nur kurz aufmerksam gemacht, 
ebenso auf die einfache Abbildung Z = sin am z,  die das Rechteck 
auf die ganze Ebene übertriigt. Von dieser aus kann man zur Kugel 
iibergehen, deren sphiirische Xegelschnitte nun durch Vernlittelung 
der Sinusamplitudo -Kurven den Parallelkreisen und Meridianen der 
Cyklide entsprechen. Fiir Leser, die sich für solche Abbildungen 
interessieren, sei z. B. dieMreltkarte von P e i r c e  abgedruckt(Fig.7). Teilt 
man das Quadrat durch Parallelscharen in gleiche Quadrate ein, die 
dem Quadrate entsprechenden Cyklide nach dem obigen Verfahren 
in dieselbe Anzahl von Quadraten, so kann man die Lander- 
formeri in elementarer Weise auf die Cyklidenflache übertrageu. Ebenso 
erhilt man diirch Einzeichnung der Gradkurven die Losung für ein 
bestirnmtes Str6mungsproblem der liings eines Parallelkreises und eines 
Meridiankreisschnitt~s aufgeschnittenen Cyklide. Hier sol1 auf diese 
schwierigeren Dinge nicht eingegangen werden.] 

Rerührt die Drehungsaxe den erzeugenden Kreis der Cyklide, so 
geht diese durch Inversion vom Berührungspunkte aus in eine Cylinder- 
fliiche über. Schneidet die Drehungsaxe den erzeugenden Kreis, so 

- giebt die Inversion von einem der Xnotenpunkte aus statt  der Cyklide 
einen Kreiskegel. Die Einteilung dieser beiden Flachen in Quadrate 
oder Rechtecke, deren Loxodromen auf die Schraubenlinien des Cylinders 
bezw. Kegels führen, ist aber so einfach, dass es hier einer weiteren 
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Erliiuterung nicht bedarf. Auf die allgemeine Form der Dupinscheu 
Cykliden brauchen mir auch nicht einzugehen, da die Inversion ini 
Raum als allgemein bekannt vorauszusetzen ist. 

Bei dem durchaus elementaren Charakter dieses Gegen~t~ndcs 
habe ich mich nicht gescheut, die obigen Betrachtungen in rreiterer 
Ausführung i n  eine Bearbeitung der elementaren Stereometrie, deren 

Fig. 7 

erster Band demniichst in G. 3. G 6 S C  h e n s  Verlage erscheinen wird, 
aufzunehmen. Die Schule würde durch die Berücksichtigung dieser 
einfachen Beziehungen den1 Oberprirnaner ein Ubungsfeld eroffiien, bei 
dem nicht nur  die raumliche Anschauung, sondern auch der Sinn fijr 
physikalische Anwendungen ganz ausserordentlich gewinnen würde. 
In dem genannten Werke wird für die allgemeinen Cykliden, auch für 
die ins Unendliche reichenden, das konstruktive Element berücksiclitigt, 
ahnlich mie in  meiner Einführung in das stereometrische Zeichneii. 

5 2. Die KrÜmmungscyklide und die Grundlagen 
für die Krümmungstheorie der Flachen. 

Von der Cyklide aus lassen sich auch die Grundlagen der 
Kriimmungstlieorie elemrntar festlegen, was ich schan im 94. Bande 
des Crellschen Journals, Seite 239, angedeutet habe. 
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Durch einen Punkt A, einer Fliiche nsmlich lassen sich unend- 
lich viele Normalschnitte legen, von denen jeder einen bestimmten 
Krümmungsradius hat. Dasti unter diesen nur einer der grosste ist, 
wird sich sofort zeigen. Der grosste Krümmungskreis sei in die Ebene 
der Zeichnung gelegt (E'ig.8). E r  stimmt langs einer u n e n d l i c h  k l e i n e n  
Strecke A, A, mit dem entsprechenden Schnitte der Fliiche überein, 
sobald nur Unstetigkeiten ausgeschlossen werden. 1st letzteres der 
Fall, so kann man die zum Normalschnitte A , l ~ ,  gehorigen Krüm- 
mungskugel, die den entsprechenden Krümmurigskreis zum ~ a u ~ t k r e i s  
hat, in den A,, A, und A, entsprechenden Lagen anbringen, wobei 
im allaemeinen die An- - 
derung ihres Radius gegen 
seine Lange verschwindend 
klein ist. Dabei ist 

A, B2 U3 A3 
nichts anderes, als ein auf 
die Fliiche gezeichnetes 
unendlich kleines Recht- 
eck. Die drei Kugeln 
konnen aber als innere 
Kugeln einer I)reliungs- 
cyklide betrachtet werden, 
die sich der Flacfie der- 
artig anschmiegt, dass 

4 B2 733 4 
auch als ein aiif sie selbst 
gezeichnetes Rechteck be- 

Fig 8 

- 
trachtet werden kann. Daraus folgt: F i n d e n  i n  d e r  X h e  von  A, 
keine U n s t e t i g k e i t e n  s t a t t ,  s o  d a r f  e i n  k l e i n e s  R e c h t e c k  d e r  
F lache ,  w e l c h e s  s e i n e  e i n e  S e i t e  a u f  d c m  g r t i s s t e n  d e r  be -  
t r a c h t e t e n  K r ü m m u n g s k r e i s e  h a t ,  a l s  R e c h t e c k  e i n e r  D r e h -  
i ingscykl ide  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  d e s s e n  e i n e  S e i t e  a u f  ihrexn 
A q u a t o r  l i e g t .  

E s  ist also nur notig, die Krümmungsverhaltnisse bei positiver 
Krümrnung am i iusse ren ,  bei negativer am i n n e r e n  A q u a t  o r  einer 
Drehungscylilide zu untersuchen. Was sich dann verallgemeinern lasst, 
ist leicht zu zeigen. Die betreffende K r ü m m u n g s  c p k l i d e  spielt für 
Fliichen ganz dieselbe Rolle, wie der Krümmungskreis für Kurven. 
Die mit ihrer EIilfe zu erreichenden Vereinfachungen werden sich aus 
dem Folgenden ergeben. 

E u l e r s c h e r  S a t z .  I n F i g . 9  s e i A B C D e i n  sehr kleinesRechteck 
auf einer Drehungscyklide, wobei A B  dem ausseren Aquator, A D  
einem senkrecht dagegenstehenden Hauptschnitte angehort. Da A B  
und A D  Kreisbogen sind, treffen die in B und D errichteten Nor- 
malen der Blache die Kormale A Z  in Punkten Dl, und Dl,, den Mittel- 
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punkten jener Kreise. Projiziert man die Punkte 5' und D auf die 
Xormale, Ras A El = A, und AE,  = hp geben mag, so ist nach Pytha- 
goras, wenn A Ml = r , ,  A X ,  = T, gesetzt wird, für die Sehnen A% 
und AD 

 AB^ - 2 r ,  72, und AD= = 2 Y, h2 . 

Für sehr kleine Bogen b, und b, Iasst sicli aber die Sehne mit 
dem Bogen vertauschen, somit folgt 

h 
1 - 

'Je jb -1, h, =--. 
2 '1 2 1, 

Fig. 9. 

Für das kleine R.echtcck ABCD 
darf man aber, da hier Unstetiglieiten 
ausgeschlossen ~ i n d  , DC mit A R  
vertauschen. Projiziert man also C 
auf AZ, so ist 

E, E = AEl und 16 = A E  = IL, f I l , .  

Le@ man nun durch A und C 
einen Sormalschnitt der Plache, so 

A 

entsteht eine Diagonalkurve AC = S. 

Da AZ zu diesem Normalschnitte 
gehort, so wird das in diescm auf 
dem Bogen s im Punkte C errichtete 
Tlot die Normale in einem Punkte JI 
treffen. (Dieses Lot ist durctiaus nicht 
genau die Kormale der Flache in C, 
denn diese kreuzt die Korrnale AZ. 

Uabei ist 171 als Krümmungsmittelpunkt des Normalschnittes s zu be- 
s trachten, so dass, entsprechend dem Obigen, h - ist, wenn A X - r 
2 r 

gesetzt wird. Demnach ist 

Rezeichnet man nun im Rechteck A R C D  den Winkel BAC! als a, 
so ist b, = s cos a ,  b2 = s sin a, und daher wird 

Dies ist der E u l e r s c h e  S a t z  für siimtliche Sormalschnitte in 
einem Punkte d einer Flache, denn was für den Aquator der 
Drchungscyklide gilt, hat nach obigem allgemeine Geltung. 

Jetzt kann man, mie es in den Lehrbüchern geschieht, die 
x 

Gleichung 1) mit der einer Ellipse + -$ = 1, in Polarkoordinaten 
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vergleichen, wo a als veriinderlich aufzufassen ist. Man erkennt, 

dnss Gleichung 1) die einer Ellipse mit den Halbaxen l/< und l/< 
ist, wobei l/r den veranderlichen Halbmesser, ci seine Keigungswinkel 
bedcutet. Sind allerdings die Radien r, und rB entgegengesetzt, wobei 
man die Krümmung als negatir bezeichnet, hündelt es sich um die 
Gleichung einer Hyperbel. 

Zunachst sei nur von der E l l i p s e  gesprochen, bei der )'< der 
grosste, I/< der kleinste Radius ist, wihrend )'; stets zwischen beide 
fillt. E'ür die Cykliden ist also r, der grosste, r, der kleinste 
Krümmungsradius für alle Normalsclinitte in einern Purikt A des 
Aquators, und dabei ist sowohl der Aquator, als auch der Haupt- 
schriitt, Krümmungslinie. Allgemein folgt: 

I n  j edem P u n k t e  e i n e r  F l z c h e  g i e b t  e s  u n e n d l i c h  v i e l e  
K o r m a l s c h n i t t e ,  un te r  d e r e n  K r ü m m u n g s r a d i e n  es e i n e n  
g r o s s t e n  r, u n d  e i n e n  k l e i n s t e n  r, g i e b t .  D i e  E b e n e  d i e s e r  
beiden s t e h e n  s e n k r e c h t  a u f e i n a n d e r  u n d  g e b e n  d i e  R i c h t -  
ungen d e r  b e i d e n  K r ü m m u n g s l i n i e n  an. Z i e h t  m a n  n a c h  
al len R i c h t u n g e n  h i n  d i e  T a n g e n t e n  d e r  F lZche  i n  dem 
P u n k t e ,  u n d  g i e b t  m a n  j e d e r  d i e  L a n g e  vC/r,, wo r die  a u s  
Gle ichung  1) b e r e c h n e t e  G r o s s e  i s t ,  s o  b i l d c n  die  E n d p u n k t e  
eine E l l i p s e  m i t  den  I I a l b a x e n  v< u n d  )'G. 

Jetzt kann man aus dem Falle r, = r, die Lehre von den Kreis- 
punkten einer Flache elementar ableiten, ebenso die Satze über kon- 
jugierte IIalbmesser der Ellipse, über solche, die auf einander senk- 
recht stehcn u. S. W. in  bekannter Weise auf die Krümmungsradien 
übertragen. 

Führt man unendlich nahe bei A einen Parallelschnitt zur 
Tangentialebene durch die Flache, so entsteht iibrigens eine der be- 
handelten ihnliche Ellipse. 1st niimlich h der Abstand der beiden 
Ebenen, so sind die Bogen der kleinen Calotte, die durch die Normal- 
schnitte in A gebildet werden, folgendem Gesetze (wio oben) unter- 

bf  - osg ba  - - -  
~ o r f e n :  h = -  - - = - ,  d. h. b l : h 2 :  b =  ~Y~:~T~:)'Y. Zr, 2% Zr 

Die Halbmesser der Schriittfliiche sind also proportional den sie tan- 
gierenden Radien der besprochenen Ellipse, beide Ellipsen sind also iihnlich. 

Folglich: B e i  p o s i t i v e r  K r ü m m u n g  i s t  i n  j e d e r  Fl i iche d e r  u n -  
endl ich n a h e  P a r a l l e l s c h n i t t  z u r  T a n g e n t i a l e b e n e  e i n e  k l e i n e  
E l l ipse ,  d e r e n  H a l b a x e n  p r o p o r t i o n a l  d e n  Q u a d r a t w u r z e l n  
a u s  dem g r o s s t e n  u n d  k l e i n s t e n  K r ü m m u n g s r a d i u s  a n  d e r  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



206 Elementares iiber die Dupin'schen Cgkliclen. 

b e t r e f f e n d e n  S t e l l e  s ind .  M a n  k a n n  d a h e r  e i n e  positive 
K r i i m m u n g  a u c h  a l s  e i n e  e l l i p t i s c h e  beze ichnen .  

Entsprechendes findet bei negativer Krümmung statt, z.B. am 
inneren ~ ~ u a t o r  der Cyklide, wo, wenn Y, die positive Lange des 
negativen Radius bezeichnet, die H y p e r b e l  

c o s 5 ~  sinsa 1 - 
rl r2 

maBgebend wird. Bei negativer Erümmung schneidet die Tangential- 
ebene die li'liche. Der benachbarte Parallelschnitt kann sowohl auf 

der einen: als auch auf der anderen Seite 
Fig. IO. der Tangentialebene geführt werden. Das 

eine mal fi l l t  die Schnittkurve in  das eine 
Winkelpaar zwischen den entsprechenden 
Asymptoten, das andere mal in das andere. 
Die Asymptoten bilden den Grenzfall der 
Tangentialebene. Die Xeigung der Asymp- 
tote gegen die eine Krümmungslinie be- 
~- 

stimmt sich aus tan ' = 1/1.2 - Die Schnittkurven haben aber nur in 
Vr, 

unmittelbarer Umgebung dei Punktes A hyperbolischen oder gerad- 
liriigen Charakter. Weiterhin h6rt das auf. Bus dem angegebenen 
Gruiide kann man eine negative Krümmung auch als eine hyper-  
b o l i  s c h  e bezeichnen. Solches geschieht am inneren Aquator der 
Cyklide und bei jeder negativ gekrümmten Elache. 

Der Grenzfall zwischen der hyperbolischen und elliptischen Krürn- 
mung bildet die p a r a b o l i  s c  h e  (Kriimmung Null), bei der die heidm 
Asymptoteri parallel ausfallen, sich also erst in unendlicher Erit- 
fernung schneiden, so dass man die beiden kleinen geradlinigen Rlemente 
zugleich als unendlich lange Ellipse, als Hyperbel mit unendlich ferneni 
Mittelpunkte, folglich auch als Parabel mit unendlich fernem Scheitel 
betrachten kann. Auch dafür bietet die Drehungscyklide ein Reispiel. 
Die beiden Ebenen, die sie rings zweier Kreise berühren, haben als 
Parallelschnitte solche, die konzentrische Kreise geben. In der X h e  
jedes Punktes haben diese den Charakter zweier parallelen Geradm. 

Dass auch das Theoreni von M e u n i e r  elementar bewiesen werden 
kann, Cfürfte allgemein bekannt sein. 

Jetzt sol1 noch gezeigt werden, dass auch die grundlegeriden Siitze 
von G a u s s  über die Flkhenkrümmung mit Hilfe der Cyklide elementar 
bewiesen werden konnen. 

Das Gauss'sche K r ü m m u n g s m a B  wird bekanntlich folgender- 
maBen erklart. Auf einer gekrümmten Flache sei ein Fliichenstück f 
durch eine in sich geschlossene Kurve abgegrenzt. Auf einer Kugel 
vom Radius 1 bilde man f in der TVeise ab, dass Irian zu jeder der 
sich irn allgemeinen nicht schneidenden Normalen, die auf der Flache 
in den Randpunkteri von f errichtet sind, parallele Radien zieht. Die so 
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entstehende Blache f, bezeichnet G a u s s  als die t o t a l e  K r ü m m u n g  - 

der Flache f. Sind beide Flachen unendlich klein, so nennt er f. des 
KrümmungsmaB von f .  f 

Die geometrische Bedeutung dieses KrümmungsmaBes erkennt 
man, wie ebenfalls bekannt ist, folgendermaflen. Man begrenzc ein 
kleines Pl~chenstück ABCD durch benachbarte Krtimmungslinien, s o  
dass es ein Rechteck mit den Seiten s, und s, und vom Inhalte 
f = s , .~ ,  ist. Krümmungslinien werden gcwahlt, damit die Normalen, 
die in den Eckpunkten auf der Flache errichtet sind,"sich zu je zweien 
wirklich schneiden, was die Krümmungsmittelpunkte XI, M,, y,, y, 

Fig 11 Fig. 12 

giebt. Schliesst man Unstetigkeiten aus, so sind die Krümmungs- 
radien (fiir ein kleines Rechteck) gruppenweise gleich zu setzen, also 

AdIl = BM1 = Dl& = L ' q  = r , ,  Ay, = Uy, = Cy, = Dy2 = r,. 
In der Eugel erhilt  man eine Pyramide, die, weil ihre Fliichen zu 
den von je zwei Normalen gcbildeten parallel sind, als Grundfliiche 
ebenfalls ein Rechteck hat, dessen Inhalt f, = I L - 1 ,  sein rnoge. Aus 
der ahnlichkeit der Dreiecke fol@ 

Das Gaus  s'sche KrümmungsmaB bedeutet also d e n  r e z i p r  o k e n  
Wert  vom P r o d u k t  d e r  b e i d e n  K r ü m m u n g s r e d i e n  für die unter- 
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suchte 
dieser 

D 
maB. 
durch 

Stelle. Diese allgemein bekannte Auseinandersetzung musste an 
Stelle wiedergegeben werden. 
e r  G a u s s ' s c h e  P u n d a m e n t a l s n t z  ü b e r  d a s  Kri immungs-  
h m  ausseren ~ ~ u a t o r  einer Drehungscyklide bestimnie man 
die Krümmungslinien ein kleines Rechteck A B C D  von den 

Seiten s und TL (die beide gebogen sind). 
Für  dieses ist 

s :  s,- 2n;AE: 2nBF= A l j : : B q  

Wie muss nun eine zmeite Drehungscyklide beschaffen sein, wem 
sich das Rechteck ABCD so auf sie auflegen lassen soll, dass s 
wieder auf den iiusseren aquator fillt? Dabei soll das Flichenelerneiit 
nicht gewaltsa~n gedehnt, sondern einfach gebogen werden, so dass 
das Auflegen zwanglos geschieht. Offenbar muss, wenn dies der Fa11 
sein soll, auch hier 

sein, wo r, und g, die entsprechenden Radien sind. Da aber die 

Gleichurigen in  und h übereinstimmen, so folgt, dass r p  = r,g, 
1 1 

und - = - sein muss, menn das Terlangte moglich sein soll, d.h. 
7 9  Tl Ql 
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das Kriimmungsmal3 muss an den beiden Stellen dasselbe sein. 
Ebenso ist bei negativer Krümmung mit deni inneren Aquator zu ver- 
fahren. 

Xun gilt aber das, was am Aquator einer Cyklide gilt, abgeselien 
von Unstetigkeitsstellen vori jeder Stelle einer beliebigen F l k h e ,  so- 
bald nur r und Q dort dieselben sind. Jede der beitlen Cyklidenstellen 
Iasst sich a180 zu entsprechenden Stellen zaeier F l k h e n  in Beziehung 
setzen, und so folgt allgemein der Gauss'sche Satz: 

Sol1 e in  Ii ' l i ichenelement v o n  e i n e r  F l a c h e  auf  e i n e  a n -  
dere d u r c h  b l o s s e  B i e g u n g  ü b e r t r a g e n  w e r d e n  k o n n e n ,  so  
muss das  K r ü m m u n g s m a B  a n  den  be t re f fender i  S t e l l e n  d a s -  
selbe sein. D a s  A u f l e g e n  h a t  s o  zu e r f o l g e n ,  d a s s  K r ü m m u n g s -  
linie auf  K r ü m m u n g s l i n i e  f l l l t .  

Offenbar kann das Auflegen in zweierlei Weise geschehen, da in 
1 

- - beide Tiadien als gleichberechtigt vertanscht werden konnen. 
r Q  

Verbiegt man eine Flache oder ein Stück derselben in beliebiger 
Weise, wobei jedoch Dehnurigen ausgeschlossen sein sollen, so 
ist gewissermafien jedes Element der ersten E'orm auf ein ent- 
sprechendes der zmeiten durch blosse Biegung aufgelegt worden, also 
muss das KrümmungsmaB jeder Stelle unveriindert geblieben sein. 
Das K r ü m m u n g s m a B  i s t  a l s o  f ü r  b l o s s e  B i e g u n g  e i n e  I n -  
variante.  Da die zweite Flache auf die erste durçh blosse Bieglulg wieder 
aiifgelegt werden kann, so ist sie auf diese abwiçkelbar. Aufeinander a b -  
wickelbare  E'liiçhen h a b e n  a l s o  a n  e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e u  
Stellen d a s s e l b e  K r ü m m u n g s m a B .  

Damit ist der Gauss'sçhe gruudlegende Satz auf elementarem 
Wege gewnnnen. Dass auch anderwarts Versuche gemacht werden, ilin 
einfach zu beweisen, geht aus dem soeben erschienenen 27. Bande 
(Jnhrgang 1896) des Jahrbuchs der Fortschritte der Mathematik hervor, 
wo es auf Seite 507 heisst: ,,A. Cal inon :  Le the'orème de Gauss sur 
la courbure. Nouv. Ann. (3) 15, 63 ~ -63. E s  ist ein einfacher, rein 
geometrischer Beweis des Gauss'schen Satzes von Totalkrümmung. Jhk." 
Solche Versuche scheinen in neuerer Zeit einige Beachtung insofern 
zu verdienen, als die grosse Frage über die Grundlagen der Geometrie 
stirker denn je hervorgetreten ist. Das grosse Werk von K i l l i n g  
bringt einen Überblick über die gesamte Litteratur. Sogar in elemen- 
taren Lehrbüchern (vergl. Süh w e r i n g )  beginnt die Frage der Krümm- 
ung des Raiirnes aufzutauchen. In der That zwingt das sogenannte 
elfte ilxion Euklids in seiner eigentümlichen Stellung unter den 
übrigen jeden scharfsinniger dcnkenden Schülcr der Oberklassen zur 
Untersuchung darüber, ob es eine Dolge der übrigen Axiome sein 
konnte, oder ob es unabhiingig von ihnen bes'teht. Und wenn der 
Lelirer der philosophischen Propiideutik die Kantsche Auffassung des 
Raumes behandelt, so entstehen berechtigte Zweifel darüber, ob es sich 

Zsitschrift f. Mathernutik ri. Physik 44 Band. 1899. 4. Heft . 14 
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um eim der Urteile a priori handelt. Vergl. P. M a n s i o n :  P r e m i e r s  prin- 
c i p e s  d e  l a  m é t a g é o m e t r i e  o u  g é o m é t r i e  g é n é r a l e .  Mathesis 
(2) 6, Suppl. IV, 47 S.; Revue néoscolastique 3, 143- 170, 242-259. 
Auch darüber berichtct das oben genannte Jahrbuch (1896) Seite 374. 
Als Inhalt des neunten Kapitels wird angegeben: ,,Die Postulate siiid 
ErgZ%nzungen zur Definition u n d  n i c h t  s y n t h e t i s c h e  Urtei le  a 
p r i  O ri." Sodann Kapitel 10. Unbeweisbarkeit der Postdate. 11. Die 
physische Geometrie ist naherungsweise euklidisch; aber es ist un- 
moglich, zu wisseri, ob sie es absolut ist. 12. Die Metaphysik ucd 

der Kantianismus. K a n t  giebt a priori zu, dass es nur e ine mog- 
liche ideale Geometrie giebt, was  w i d e r s i n n i g  i s t ,  da es unend- 
lich viele giebt, die sich in drei Klassen teilen. E s  handelt sich also 
zugleiüh um eine Frage von allgemeirier philosophischer Bedeutung. 
Daher erscheint es wünschenswert, elementar zu solchen Fragen vor- 
dringen zu konnen. 

Dabei spielt die einfachste Frage der k o n s  t a n t e n  Krümmung 
eine besondere Rolle. Dass die Ebene m i t  allen auf üie abwickelbaren 
F'lachen iiberall die Kriimmung Nul1 hat, dass die Kugel und die auf 
sie abwickelbaren Fllchen überall konstante positive Krümmung 
haben, das wird leicht eingesehen. Schwieriger erscheint die Vor- 
stellung einer F l a c h e  von k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  Krümmung. 
Alier aiich diese ist der elementaren Erliiuterung fahig, selbst- 
verutiindlicli nur in einer Annaherungskoristruktioil, deren Genauiglieit 
aber beliebig weit getrieben werden kann. 

In Pigur 1 4  sei BI Y Drehungsaxe und auf ihrer Normalen sei 
Y, = pl. Um nl, werde ein beliebig kleiner Kreisbogen A, A, be- 
schrieben und die Gerade Jq A,& gezogen, die d ,B ,  = r, giebt. In 
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der Hilfsfigur, in der ein Kreisquadrant mit Radius 7, gezeichnet k t ,  
mache man MC2 - r,, ziehe von C; aus die Tangente und projiziere 
den Herührurigspunkt herab, F i g .  15. 

r a s  D, giebt. MI),  Q* werde 
von A, aus auf A,ICll ab- 
getragen und so ICI2 bestimmt. 
Um J/r, beschreibe man mit g, 
einen beliebig kleinen Bogen 
A die Portsetzung des 
vorigen. Die Gerade J f 2  A,R, Tl = @, 

giebt den Radius A,B3= r,, 
mit dem man in der Hilfsfipr 
ebenso, wie vorher, g, bilde . 
u.s. W. Setzt man dies fort, M os O3 c ~ C ~ c 3  Ch CS 

so kommt man schliesslich zu sehr grossem r und sehr kleiriern g, 
theoretisch wird zuletzt r = oo, p = O und die Tangente der Kurve 
borizorital, wobei z. H: fi den Schluss bildet. Koch ist die Kurve sym- 
mehisch nach unten zu vervollst%ndigen und periodisch fortzusetzen, 
und dam ist die Drehurig um die Axe vorzunehmen. Die erit- 

1 1 
stehende Fl'iche hat die konstante negetive Krümmung -- = - -e - 

rn en rl 
Selbstverstiindlich kann man auch mit ungleichem r,  und p, be- 

ginnen, nur muss dann jedes Produkt r,g. = r ,@, gemacht werden. 
Dann hat die E'liiche eine etwas andere Gestalt. 

Solche Flachen konstanter negativer Krümmung und die aus ihnen 
durch Biegung hervorgehenden, d. h auf sie abwickelbaren, haben nun 
dieselbe Haupteigenschaft, wie die auf die Kugel abwickelbaren: J e -  
des F l i i chene lement  k a n n  a u f  i h n e n  u n t e r  b l o s s e r  B i e g u n g  
durch D r e h u n a  u n d  V e r s c h i e b u n g  i n  b e l i e b i g e  Lagen gebracht 

b 
werden. Diejenigen Gebilde einer solchen Flache, die so u n t e r  
Biegurig zur Deckung gebracht werden konnen, werden als lron- 
gruent bezeichnet. Da nun Dehnungen und Verkürzungen aus- 
geschlossen sind, so behalten die Linien bei solchen Beweguiigen 
ihre Lange bei. Decken sich also zwei Punktpaare, so d ~ c k e n  sich 
auch ihre kürzestenVerbindungslinien. G e o d a t i s c h e  L i n i e n  b l e i b e n  
also bpi j e n e r  R e w e g u n g  g e o d i i t i s c h e  L in ien .  A u c h  d i e  
Winkel:  u n t e r  dezien s i c h  z w e i  K u r v e n  s c h n e i d e n ,  b l e i b e n  
ungeiindert .  In1 Vergleich zur Kugcl findet aber ein wichtiger Cntcr- 
scliied statt. Errichtet man dort auf dem Aquator zwei Hauptkreise 
(geodatische Linien) als Lote, so treffcn diesc sich in den Polen. 
Konvergieren sie unter einem Winkel a, so hat  das Dreieck die 
Winkelsumme 180° + a. Macht man das Entsprechendc auf dem 
senkrechten Kreiscplinder, so wird die Winkelsumme 180°+ O0 = 180'. 
Macht man dasselbe am Ayuator der hier untersuchten F l k h e ,  so 
divergieren die beiden Linieii, d. h. ihre Konvergene ist eine n e g a t  ive. 

14. 
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Wiihrend also auf der Kugel das besprochene und überliaupt jedes 
geodiitische Dreieck eine Winkelsumme hat, die 180° überschreitet, 
hat man auf dem Cylinder die Winkelsumme 180' und auf der 
hier behandelten Friche eine Winkelsumme unter 180' zu crwarten. 
Dies ist zuniichst nur ein Analogieschluss. Er bestiitigt sich aber 
diirch folgende elementare Bet,rachtung. A B C  sei ein kleiries geo- 

Fig.  16 d a  t i s c h  es Dreieck auf der Flache 
B von konstantcr negativer Krümm- 

ung. Man bilde die Tangenten - 
Bl in C und mache C B, - C H  

n - 
und CA = CA, so dass n = a 

und b = b ist. Biegt man a in - 
die Form von a zuriick, so bewegt 
sich B, anhngs senkrecht gegen 
die Ebene des Dreiecks; ebenso 

A,, wenn b in die Form von b 
zuriickgebogen wird. Weil aber 
die kleinen Bogen BIS und A,il 
e n t g e g e n g e s e t z t  gerichtete I d e  
auf der Ebene A,B,C sind, so 

folgt, dass A B  > A, Z?, ist, folglich ist erst recht der geodiitische 

"gen > A, 11, d. h. C> e. Dslier ist 

Daher ist cos y grtisser, als cos y, in einem ebeuen Dreiecke, desseil - - - 
Seiten gleich a,  6 ,  und c sind, und daraus folgt y < y,. Ebenso 
wird gezeigt, dass a: < a, und < P, ist. Polglich ist 

Letztere Sumrne ist aber gleich 180°, folglich a + /3 + y < 180°. ( E h  
elementarer Beweis des Gaus  s'schen Satzes, dass der Dreieçksirihalt 
proportional der Grosse z - (a: + fi + y) ist, dürfte auch zu erniijg- 
lichen sein, ist mir aber bislier noçh nicht gelungeri.) 

S a m t l i c h e  Si i tze  d e r  E u k l i d i s c h e n  G e o m e t r i e  m i t  A u s -  
n a h m e  d e r  v o m  e l f t e n  A x i o m  a b h s n g i g e r i  l a s s e n  s ich  suf 
d i e  g e n a n n t e  Fl i iche ü b e r t r a g e n .  

ilaraus folgt, dass das elfte Axiom X u k l i  d s  keine E'olge der 
übrigen Axiome ist. Die Geometrie zerfallt also in zwei Teile. Der 
eine giebt Satxe, die sowohl von der Eukl id iachen  Ebene, als auch 
von den auf die Kugel und auf die Flschen negativer konstanter Kriiiii- 
mung abmickelbaren Flnchen gelten. Der zweite Teil spaltet sich in 
drei Unterabteilungen, von denen die eine die übrigen Siitze für die 
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Euklidische Ebene, die andere die Siitze für die beiden Arteri von 
Flkchen konstanter Krümmung giebt. S u n  kann iiicht bewiesen u-erden, 
dasv die Eberie des wirkliclien Raurnes die Krümrriurig Nul1 habe. Sol1 
also die Geometrie streng verfahren, so muss sie alle drei Arten 
gleicliberechtigter Theorien zulassen (die eiiien gemeinsamen Unterbau 
haben), niimlich die Geometrie des E u k l i d ,  die von R i e m a n n  und 
die vorl L o b a t s c h e w s k y .  

Gerade das vorziiglirhe Werk K i l l i n g s  gab mir den Anstoss zu 
den voruteheriden Betrachtungen, die mir einfacher in dieses Gebiet 
einziifiihren scheinen, als der dort eingeschliigene Weg. Bei K i l l i n g  
heisst es in Bd. 1 auf Seite 12 bezüglich der Flichen riegativer 
Krümmung: ,,Eine dritte Art,  sattelforrnige Fliichen, w e l c h e  a u s  
einem h ie r  n i c h t  z u  e r o r t e r n d e n  ~ r u n d e  als Fliichen koustanter 
negativer Krümmiing bezeichnet werden." narauf werden die Eigen- 
schafteu ohne Beweis rnitgeteilt. Auf Seite 9 1  wird die Gbertragung 
der ehenen Geomctrie auf diese Fliichen hesprochen: ,,So int,eressant 
diese Cbertragung ist, leidet sie für unsere Zwecke an einigen 
hlangcln. Der Bcweis dcrjenigen Satze, aiif welche es uns ankommt, e r  - 
forder t  e i n  r e c h t  t i e f e s  E i n g e h e n  i n  s c h w i e r i g e r e  P a r t i e n  d e r  
Nat 'hematik ,  w i r  m o c h t ' e n  u n s  des l i a lb  b e g n ü g e n ,  d ie  e i n -  
zelnen Siitze o h n e  D e w e i s  r e i n  h i s t o r i s c h  anzuführen."  

Ich rneine gczeigt zu haben, dass man auch ohne h6here Analysis 
zum Ziele gelangen kailn. Die Einführung K i  l l i n g  s in die L o b a  t -  
schewsky'sche Theorie erfordert jedenfalls eine grossere Abstraktions- 
fihigkeit, als das hier Vorgetragene. 

Zu Fig. 14 sei noch bemerkt, dass es dreiArten solcher Drehungs- 
Kachen giebt. Geht man niindich von einer beliebigen der schr i igen  
Geraden aus und zwar bei beliebiger Teilung, so tritt bei derselhen 
Konstruktion auch der Fa11 ein, dass die Kurve die Drehungsaxe 
schneidet. Dies muss geradlinig gescheheri, da dann der eine Krümmungs- 
radius gleich Ku11 ist, der andere also unendlich gross sein muss. 

Dieser Sçhnittpurikt kann aber auch ins Unendliçhe fallen, wobei man 
auf die S r a k t r i x  und die G a u s s s c h e  P s e u d o s p h S r e  geführt wird. 
Dieselbe Konstruktion, riur auf gleiçh gerichtete Krümrriungsradien 
angewandt, führt auf die drei Arten von Drehungsfliichen konstanter 
positiver Krümmung. So erkennt mari, dass das gesarnte Gebiet, 
welches für die Theoric der Grundlagen der Geometrie von so grosser 
Bedeutung geworden ist, auf Grund-. elementarer Betrachtungen und 
Konstruktionen ziigiinglich gcmacht werden kann. Bezüglich der reich- 
haltigen Litteratur sei auf das Kill ingsche Werk verwiesen, wo sie 
kritisch besproclien wird. Die verschiedenen Arten von DrehungsflSchen 
konstanter Krümmung befinden sich skizziert im Brillschen Modell- 
kataloge und in B i a n  ch i s Differentialgeometrie, die, von L u k a  t über- 
setzt, bei B. G. Teubner in Leipzig erschienen k t .  
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Uber neue kinematische Modelle, sowie eine neue 
Einführung i n  die Theorie der cyklischen Kurven. 

Von 

Prof. Dr. FR. SCHILLING 
in Qüttingen. 

Mit zwei TaXelu. 

Auf der Naturforscherversammlung zu Düsseldorf (1898) hatte ich 
die Ehre, der Deutschen Mathematikervereinigung eine Zusammen- 
stellurig von mir entworfener kinematischer Originalmodelle vorlegen 
zu dürfen. Der unmittelbaren Aufforderung des Herrn Geheimrat Klein 
in Gottingen folgend hübe ich mit diesen Modellen den Gedanken zu 
verwirklichen begonnen, der r o r  zwei Jahren auf der Frankfurter Ver- 
sammlung unter allseitiger lebhafter Zustimmung ausgesprochen wurde: 
es mochte eine Sammlung einfacher kinematischer Modelle herausgegeben 
werden, welche die wichtigsten Mechanismen in der Art zur Anschau- 
ung briichte, dass der mathematische Grundgedanke überall deutlich 
hervortriite.* 

Ich m6chte mir im folgenden erlaiiben über die Einrichtung meiner 
Modelle*" und das, was sie darstellen, kurz zu berichten. In dem 
ersten Paragraphen dieser Mitteilung habe ich jedoch m m  leichteren 
Verstandnis der Modelle eirie mue, besonders eirifache Einführung 
in die Theorie der allgemeinen cyklischen Kurven vorangestellt, da die 
bisher veroffentlichten Darstellurigen in den Spezialschriften und Lehr- 
hiichernw* entweder recht schwerfgllig geschriehen oder i~nvollstiiiidig, 

* Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung V, S. 5 (1896). 
** Dieselelben sind inzwischen im Verlage der Firma Nai-tin Schilling in 

Halle a. S. erschienen, die niihcrc Anskunft über den Bczug gern ertcilt. 
*** Etwas umst%ndlich geschrieben ~ i n d  z. B. die Darvtellungen von A. Vie t u r  

und Ch. W i e n e r  in dieser Zeit~c~hrift ,  Rd.  25, E. 263flg. (1880) und Bd. 26.  
S. 255 flg. (1881). Unrichtiges enthalten z. B. die Lchrbiicher: W e i s s  e n b o r n ,  Die 
cyklischen Kurven , Eisenach (1856), H a t t e n d o r f f ,  Analytischc Geometrie, Han- 
nover (18c(7), S. 108 flg. K o e n i g s ,  Leçons de Cinématiq~ie, Paris 1897, S. 163 
Am bestcn i s t  noch die kurze Nitteilung von R i t  t e r s h e u s  in den Verhandliingen 
des Vereins zur Beforderung des Gewerblleisses i n  Preussen 1874, Jahrg. 5 3 ,  S. 272, 
an die sich i n  ausfiihrlicherer Form U u r m c s t e r  i n  seinem Lehrbi~ch der K im-  
matik,  Leipzig (1888), S. 134 flg. anschliesst. Doch stellen letztere nicht die ana- 
lytisçlie Gleichungsform der Kurven auf. (Vergl. auch B e l  l erru a n n :  Epicjkloiden 
und IIypocykloiden, Jena 1867.) 
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wenn nicht gar unrichtig sind. Diesem Umstande ist es aiich zu- 
zuschreiben, wenn in den Kreisen der Mathematiker die an sich recht 
elementaren Verhiiltnisse nicht so bekannt sind, als sie es besondem 
wegen ihrer technischen Bedeutung für die Konstruktion der Zahnriider 
verdienen. 

Die allgemeinen cyklischen Kurven. 

Als Definition der allgemeinen cyklischen Kurven sei folgende 
ers te  kinematische Erzeugung an die Spitze gestcllt: 

1. D r e h e n  s i c h  z w e i  b e n a c h b a r t e  S e i t e n  SBl u n d  S E ,  e i n e s  
als G e l e n k s y s t e m  g e g e b e n c n  P a r a l l e l o g r a m m e s  S E I M G  m i t  
g le ichformigen ,  a b e r  v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e n  W i n k e l -  
g e s c h w i n d i g k e i t e n  w u n d  fi u m  d e n  g e m e i n s a m e n  E c k p u n k t  8, 
so b e s c h r e i b t  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  E c k p u n k t  il2 e i n e  a l l -  
gemeine c y k l i s c h e  K u r v e  (Fig. 1). 

Wir denken in der Ebene des Parallelogrammes in bekannter 
Weise die komplexe Variable z = x + i y  gedeutet." In der ,,dnfangs- 
lage" des Parallelogrammes mogen ferner die Seiten SE, und SE, 
übereinanderliegen* und sich vom Nullpnnkt aus liings der positiven 
Richtung der Axe des Reellen erstrecken, wie in umstehender Figur 
zugleich mit den geometrischcn 0rtern der Punkte XI und d, angedeutet 
ist (Fig. 2). E s  sei zur Abkürzung SE, = C, S X 2  = c gesetzt; ferner 
scien die Lagen der Punkte El und wiihrend des Verlaufs der Be- 
wegung durch die Zahlwerte z, und z,, die des Punktes JI durch e 
ausgedrückt und endlich mit t ein etwa als Zeit zu deiltender Para- 
meter bezeichnet. Dann gelten zuniichst die Gleichungen: 

Da in jedern Augenblicke z 2 z, + z, ist, so ergiebt sich: 

als die offenbar einfachste und übersichtlichste Gleichungsform, welche 
fiir die allgemeinen cyklischen Kurven aufiustellen sein dürfte.*** 

Offenbar sind die beiden Hauptf'ille zu unterscheiden, dass w und 52 
gleiches oder entgegengesetztes Vorieichen besitzen. Wir  wollen voraus- 
setzen, was der Allgemeinheit der Untersuchung ersichtlich keinen 

* Komplexe Variable hat  z. B. bereits l ier r  i l e h m k e  in iihnlichen Unter- 
snchungcn, niimlich in sciner Arbeit: h r  die Bewcgung eines ebencn starren 
iiystems in seiner Ebene, in dieser Zeitschrift Ud. 33, S. 1-24 und S. 65 - 81 (1890) 
mit Vorteil benutzt 

*" Vergl. die folgende Anmerkung. 
*"* Hatten wir eine b e l  i e b i g e  Lage des Parallelograinmes alç Anfanplage 

gewahlt, etwa die in Fig. 1 dargrstellte, so hatte sich, wenn wir noch z' und 1' 
&tt z ,  t schreiben, als GleiEhung für die Lage von Jf ergeben: 
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Abbruch thut,  d a s s  i m  e r v t e n  H a u p t f a l l e  w u n d  JL be ide  po- 
s i t iv ,  i m  z w e i t e n  w n e g a t i v  u n d  JL p o s i t i v ,  i n  h e i d e n  Fiillen 
1 w 1 <fi sei. 

Der Gleichung 1) k s s t  sich leicht eine der beiden folgenden 
Formen geben: 

2 )  x = (C + C .  e i ( a - w ) t ) .  e i w t  

3) 8 = (C + C. e i ( w - Q ) f ) .  &-Qt. 

Wir  wollen, um uns bestimmter ausdrücken zu konnen, die folgende 
Betrachtung an den ersten Hauptfall anlehnen, jedoch gleich hier be- 

merken, dass ganz gleiche Resultate sich fiir den zweiten Hauptfall 
ergeben. Was bedeutet die Gleicliung 2)  für einen bestimmten Wert t* 

mo <r und fi die Winkel bezeiçhnen, welche SEl und SE;, in der Anfangslage 
mit der positiven Itichtung der Axe cles Reelleu liilden. Substituiereu u i r  iu 
diese Gleichung Z'= 2. e i n  , t '=  t f z, 

n-o G und z zwei noch zu bestimmende reelle Grossen sein sollen, so kommt: 

Diese Substitntion kommt ersiclitlich nur auf cinc Drcliung des Koordinateii- 
sgstems uni den Kullpuiikt und die Wahl  eines neuen Sullpiinkts für den l'arn- 
meter hinaus. 

W i r  sctzen jetzt: 
wz f a - G = 0 ,  . n z  f P - G = O ,  

morans folgt : 

" - P  ,= zz- (fit w ) z t  t P 
JL -0' a 

Abgesehen von den1 schon im Satze 1 ausgenominenen trivialen Falle w = Q, 
i n  dem das Parallelugramui als slarres Bystcni sicli um S dreht, haben wir hier- 
diirch die Griissen z iind o in brauchbarer Weise bestimmt und damit die Glei-  
chung 1') auf die Gleichung 1) zurückgefiihrt. 

Aiich dariu,  dass in de11 Gleichungen 1) urid 1') die Grosseri C und c roi1 

vornhei-ein als positiv angenoinmen sind, liegt oft'e?har keine ReschrBnkiing der 
Allgemeinheit uiiserer Uetraclitung, 
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des Parameters t geometrisch? Hierauf geben uns die elementaren 
Regeln über das geometrische Rechnen mit Strecken oder komplexen 
Zahlen Antwort. Wir  denken von dem Parallelogramm (Fig. 1) allein 
die Strecken SE, = C und E l a  = c beibehalten. Der Klammergr6ssc 
auf der rechten Seite der Gleichung 2) entsprechend haben wir vom 
l\ullpunkt aus zunachst die Strecke C langs der positiven Richtung der 
Axe des Heellen abzutragen und daran die Strecke c ,  jedoch in einer 
Richtung, die mit der positiven Richtung der Axe des Reellen den 
Tl'inkel (SL - w)t* bildet (Fig. 3). Der Endpunkt n!i der zweiten 
Strecke giebt dann den komplexen Wert  der Klammergrosse. Dass 
diese endlich noch mit e L w t *  zu multiplizieren kt, heisst geometrisch, 
wir sollen jetzt die beiden aneinander gereihten Strecken, ohne ihre 
gegenseitige Lage zu andrrn, noch um den Nullpunkt durch den Winkel 
nt* drehen. Die neue Lage LN' des Punktes Jfbezeichnet den Wert der 
ganzen rechten Seite der Gleichung 2). Mit anderen Worten: Der 
Punkt M (oder das System des Gliedes E,nl) ist in jedem Augenblick 
mei Drehungeri unterworfen, einmal einer solchen um die morneritane 

Fig 3 Fig 4 

l M 

Lage des Punktes E, mit der Geschwindigkeit (52 - w), zweitens (zu- 
gleich mit El) einer solchen um den Punkt S mit der Geschwindigkeit m.* 
Dem Satze 1 stellt sich daher sogleich folgende z w e i  t e kinematische 
Erzeugung der allgeineineii cyklischen Kurven zur Seite: 

- - 

2. E i n e  a l l g e m e i n e  c y k l i s c h e  K u r v e  w i r d  a u c h  von jedem 
Punkte  31 e i n e s  b e w e g l i c h e n  S y s t e m s  e r z e u g t ,  das  m i t  g l e i c h -  
formiger G e s ç h w i n d i g k e i t  s i c h  u m  e i n e n  P u n k t  El d r e h t ,  
wahrend l e t z t e r e r  s e l b s t  g l e i c h z e i t i g  m i t  g l e i c h f o r m i g e r  Ge-  
schwindigkei t  s i c h  auf  e inem K r e i s e  uni eirien f e s t e n  P u n k t  S 
bewegt. 

Dicse zweite Erzeugungsart besitzt aber ersichtlich den Nachteil, 
für die einzelne cyklische Kurve z w e i d e u t i g  bestimmt zu sein. Denn 
wir konnten ja im Anschluss an die Glcichung 3) auch die aus den 
- - -  - 

* Die Verhiiltnisse sind also gane der angenaherten Bewegung des Mondes 
analog, der sich gleichzeitig um die Erde and mit dieser um die Sonne dreht. 
Dieser Analogie eutsprechenil sind auch zum Teil die Bezeiclinungen des Textes 
gewahlt. 
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Strecken SE, und S21C2 bestehende Hilfte des Parallelogramnies bei- 
behalten, für deren Bewegung die Figur 4 gilt. Dieselbe cyklische 
Kurve wird eben auch beschrieben vom Purikte LW, wenn dieser mit 
konstanter (negativer) Geschwindigkeit (w -a) sich um E, und zu- 
gleich mit E2 mit konstanter Geschwindigkeit JL um S dreht. 

Wir  bringen nun weiter ei~iige einfache kinematische Hilfssitze 
zur Anwendung. Anstatt im Falle der Giltigkeit der Figur 3 dem System 
El&! gleichzeitig die NTinkelgeschwindigkeiten ( A L  - a) und w bez. 
um RI und S zu erteilen, konnen wir ihm momentan die Winkel- 
geschwindigkeit (W - w) + w - SL um denjenigen Punkt Pl auf SZl 

Fig. 6 

Y? 

geben, der SEl im umgekehrten Verhaltriis der Winkelgeschwindig- 
keiten teilt (Fig. 5). E s  besteht alsn die Gleichung: 

oder gesetzt, 

Die geometrischen 0r ter  des augenblicklichen Poles oder Mornentan- 
centrums Pl im festen und im beweglichon Systeme FI M ,  d. h. die 
sogenannten Polbahnen, sind ersichtlich die in der Pigur 5 eingezeich- 
neten, sich iiusserlich berührenden Kreise um S und El bez. mit a und b 
als liadien. 

Als d r i t t e  kinematische Erzeugung der allgemeinen cyklischen 
Kurven ergiebt sich daher folgende, meist bevorzugte: 
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3. E i n e  a l l g e m e i n e  c y k l i s c h e  K u r v e  w i r d  v o n  e i n e m  m i t  
einem K r e i s e  f e s t  v e r b u n d e n e n  P u n k t e  JI b e s c h r i e b e n ,  w e n n  
dieser auf e i n e m  f e s t e n  K r e i s e  a b r o l l t *  

Wir konnten in gleicher Weise jedoch auch die Bigur 4 zum 
Ausgangspunkt einer entsprechenden Betrachtung wiihlen. Der jetzt 
ausserhalb SE? über S hinaus gelegene Pol P, (Fig. 6) ist bestimmt 
durch die Gleichung: 4 ps SL 

P,S O - S L  

oder, wenn wir mit A und B bez. die absoluten Betriige der Grossen 
P,S und E2 P bezeichnen: 

5 )  
B Q 

= -P. 
A J L - O  

Die Polkreise berühren sich diesmal innerlich. Wir  gewinnen 
daher den Satz: 

4. J e d e  c y k l i s c h e  K u r v e  des  e r s t e n  I I a u p t f a l l e s  k a n n  
sowohl d u r c h  zwei  s i c h  a u s s e r l i c h  b e r ü h r e n d e  K r e i s e  i n  d e r  
angegebenen Weise  
erzeugt  w e r d e n ,  w i e  
durch zwei  s i c h  i n n e r -  
lich b e r ü h r e n d e ,  i n  
welch l e t z t e r e m  F a l l e  
der g r o s s e r c  K r e i s  
a u f  dem k l e i n e r e n  a b -  
rollt. 

Aus den Gleich- 
uiigen 4) und 5) folgt 
durch Subtraktion : 

Ferner ergiebt sich 
aus den Fi, (ruren : 

7 )  b + w = C ,  
8) B - A = c ,  d. h. 

5 .Die  E n t f e r n u n g  
des b e s c h r e i b e n d e n  

Fig. 7. 

9 

Punktes  von  dem M i t t e l p u n k t e  des  b e w e g l i c h e n  K r e i s e s  des  
einen K r e i s p a a r e s  ist  g l e i c h  dem A b s t a n d e  d e r  M i t t e l p u n k t e  
des a n d e r e n  K r e i s p a a r e s .  

Die Gleichungen 6), 7), 8) gestatten einmal die Grossen A, B, C ein- 
deutig zu berechnen, wenn die Grossen a, 6, c gegeben sind, und uru- 
gekehrt. Sodann ist die Gleichung 6) der Ausdruck fiir folgende 
Thatsache: 

* Dass die zum Beweise dieses Satzes benutzten kinematisçhen Hilfssatze 
sich in umerem speziellen Palles wenn man will, leicht auch direkt nachweisen 
lassen, braucht vrohl kaum erwahnt zu werden. 
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6. W e n n  m a n  d i e  f ü r  d e n s e l b e n  Z e i t p u n k t  t* gezeichneten 
F i g u r e n  5 u n d  6 s o  z u  e i n e r  e i n z i g e n  v e r e i n i g t ,  dass  das iir- 
s p r ü n g l i c h e  P a r a l l e l o g r a r n m  w i e d e r  e r s c h e i n t ,  so  l iegen d i e  
P u n k t e  Pl, Pz, nl i n  e i n e r  G e r a d e n  (F'ig. 7). Dieser Satz gestattet 
auch leicht geometrisch die Grossen A, JB, C zu konstruieren, wenn 
die Grossen a ,  6 ,  c gegeben sind, und umgekehrt. 

I n  Betreff des zweiten Hauptfalles (w<O, JL> O ,  1 w 1 <fL) be- 
gnügen wir uns noch folgendes besonders zu bernerken: 

4*. J e d e  c y k l i s c h e  K u r v e  des  zwei ten  H a u p t f a l l e s  karin 
d u r c h  z w e i  P a a r e  s i c h  i n n e r l i c h  b e r ü h r e n d e r  K r e i s e  erzeugt 
w e r d e n ,  i n d e m  h i e r b e i  b e i d e m a l  d e r  k l e i n e r e  auf  dem grosseren 
a b r o l l t .  

An die Stelle der Figur ' i ' t r i t t  die Figur 7'. Ilen Pormeln 4)-8) 
entsprechen ferner jetzt folgende Formeln, in denen a ,  b und A, 8 
wieder die (absolut gerechneten) Badien SI', , Pl El und SP,, P, E, 
der beiden Kreispaare bezeichnen: 

Fig. 7'. 

Y +  

7") a - b = C ,  

8') A -B= c. 

-) nie Satze 5 und 6 
S 

gelten unveriindert 
aiich hier." 

Die Gleich. G*) 
giebt uns Anlass, 
den bekannten Fa11 
zu erwiihnen, dass 
eines der Radien- 
verhaltnisse und da- 

I mit auch das andere 
I 1 .  gleich , ist, so dass 

der kleincrc Kreis jedes Paarcs durch den Mittelpunkt des grtisseren 
geht. Dann fol@ aus jeder der Gleichungen 4*) und 5*), dass w = -R 
ist. Die ursprüngliche Gleichung 1) geht jetzt über in: 

* 1s t  ferner z 11. C niid m : SL konstant, aber c ranabel, so stellt die Gleichiingl) 
oder 2) durch passende Wahl w n  c j e d e  belieibige cyklische Kurve da r ,  welche 
durçli Abrollung des e i n e n  zugeliürigen Kreispaares (Fig. 5) siçh erzeugen l i s s t .  
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oder, wenn die reellen und imaginaren Bestandteile beider Seiten ein- 
ander gleich gesetzt werden: 

10) x = (c + C ) .  cosfit ,  
y = (c - C ) .  sinSLt. 

Rieraus folgt, wenn nicht C gleich c ist: 

7. 1 s t  C = c, so  b e s c h r e i b t  d e r  P u n k t  JI  (im Falle w =-fi) 
eine S t recke  a u f  d e r  x -Axe ,  i s t  c>(c, d a g e g e n  e i n e  E l l i p s e  
mit  den auf  d e r  z -  u n d  y-Axe g e l e g e n e n  H a l b a x e n  c +  C u n d  
c -C .  Ich darf es dem Leser überlassen, sich die entsprechenden 

speziellen Figuren zu zeichneri. Dieser Übergarigsfall soll indes bis 
zum Schlusse des Paragraphen ausgeschlossen sein, da er ja nicht 
eigentliche cyklisclie Kurven liefert. 

Ferner giebt die Gleichung 6*) folgenden Satz, der die beiden 
Hreispaare zu unterscheiden gestattet: 

8. 1 s t  i m  z w e i t e n  H a u p t f a l l e  das  R a d i e n v e r h a l t n i s  d e s  
1 1 

einen K r e i s p a a r e s  > ,, s o  i s t  das  des  a n d e r e n  < ; 
- 

Auf Grund der vorstehenden Betrachtungen m6gen jetzt folgende 
Renennungen der verschiedenen Typen der allgemeinen cyklischen 
Kurven eingeführt werden: 

9. D i e  c y k l i s c h e n  K u r v e n  des  e r s t e n  H a u p t f a l l e s  (i > 0) 

seien a l s  ,,EpitrochoidentL, die  des  zwei ten  H a u p t f a l l e s  
als ,,Hypotrochoidenu beze ichne t .  

Dem Wunsche, in der Benennung ausdrücklich hervorzuheben, ob 
die einzelne Epitrochoide oder Hypotrochoide durch das eine oder andere 
Kreispaar erzeugt sein soll, tragt dann folgeride Erweiterung des letzten 
Satzes Rechnung : 

10. D i e s e l b e  Epi t - rochoide  k a n n  a l s  ,,Epitrochoide mit freiein 
CeiitriimAL o d e r  a l s  ,,Epitrochoide mit bedecktem CentrnmbA u n d  
ebenso d i e s e l b e  H y p o t r o ç h o i d e  a l s  ,,Hypotrochoide mit freiem 
(lentrnmii o d e r  a l s  ,,Hypotrochuide mit  bedecktem Centrnmii be-  
zeichnet w e r d e n ,  je n a c h d e m  d e r  a l s  S c h e i b e  g e d a c h t e  a b -  
rollende K r e i s  d e n  Siitzen 4 u n d  8 e n t s p r e c h e n d  d e n  M i t t e l -  
p u n k t  des f e s t e n  R r e i s e s  f r e i  l a s s t  oder  bedeck t .  

Endlich stellen wir noch folgende, an die Gleichung 1) ankniipfende 
Definitioneu auf, welche nur eine solche Wahl der Bezeichnungen 
daselbst verlangcn, dass 1 w 1 < 1 SL 1 ist: 

11. J e  n a c h d e m  d a s  V e r h a l t n i s  >, < o d e r  = - i s t ,  w o  C in l , - -  I 

~ l < l f i l  is t ,  m a g  i m  ü b r i g e n  d e r  e r s t e  o d e r  d e r  z w e i t e  

* i, z ~ ~ ' ~ u ~ ,  die Scheibe, dau Rad. 
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H a u p t f a l l  vor l i egen ,  s o l 1  die c y k l i s c h e  K u r v e  bez. a ls  ver- 
s c h l u n g e n e ,  g e s t r e c k t e  o d e r  g e s p i t z t e  (Epi- oder Hypo-) 
T r o c h o i d e  b e z e i c h n e t  werden." E i n e  g e s p i t z t e  Epi t rochoide 
o d e r  H y p o t r o c h o i d e  ( m i t  f r e i e m  o d e r  b e d e c k t e m  Centrum) 
sol1 a b g e k ü r z t  bez. a u c h  e i n e  E p i c y k l o i d e  o d e r  Hypocykloide 
( m i t  f r e i e m  o d e r  b e d e c k t e m  C e n t r u m )  g e n a n n t  werden.  

Ich will im einzelnen nicht weiter ausführen, dass die im Satze 11 
gegebenen Benennungen sich durchaus mit folgenderi recht zweck- 
mlssigen geometrischen Definitionen decken, die Chr .  W i e n e r  in der 
aufS. 214 citierten Arbeit giebt und denen die Erzeugung der Kurven 

durch Kreispaare zu Grunde liegen: 
11'. wenn d e r  b e s c h r e i b e n d e  P u n k t  M u n d  der  feste 

H r e i s m i t t e l p u n k t  S b e i d e  i n n e r h a l b  o d e r  b e i d e  ausserhalb 
des  b e w e g l i c h e n  K r e i s e s  l i e g e n ,  su h a b e n  w i r  e ine ver- 
s c h l u n g e n e  T r o c h o i d e .  

W e n n  d e r  b e s c h r e i b e n d e  P u n k t  M i n n e r h a l b  des  beweg- 
l i c h e n  K r e i s e s ,  d e r  f e s t e  K r e i s m i t t e l p u n k t  S d a g e g e n  ausser- 
h a l b  l i e g t  o d e r  u m g e k e h r t ,  so  h a b e n  w i r  e i n e  gestreckte 
Trochoide .  

W e n n  e n d l i c h  d e r  b e s c h r e i b e n d e  P u n k t  a u f  dem beweg- 
l i c h e n  K r e i s e  l i e g t  ( rnag d e r  f e s t e  K r e i s m i t t e l p u n k t  danii 
a u s s e r h a l b  oder  i n n e r h a l b  l i e g e n ) ,  so  h a b e n  w i r  e i n e  gespitzte 
T r o c h o i d e .  

Zum Schluss mochte ich mit wenigen Worten aoch anführen, wie 
die Gleichungen für die Trochoiden in rechtwinkligen Koordinaten x, y 
sich aus der Gleichung 1) ergeben. Setzen wir die reellen und imagiiiiiren 
Bestandteile beider Seiten einander gleich, so ergiebt sich: 

11) x = Ccos wt $ ccosf i t ,  

y = C s i n w t  + c sinfit. 

Wollen wir diese Gleichungen noch so umformen, dass sie z. B. 
die Erzeugung der Trochoide als eine Epitrochoide mit freiem Centrum 
unmittelbar erkennen lassen, so führen wir durch die Substitution A - w t 

C O * 1st = l s  1, so gilt der ~ r t z ;  d a s s  d i e  f e s t e n  K r r i s e  b e i d e i  P a n r e  

z u s a m m e n f a l l e n .  Denn im ersten Hauptfalle folgt z. U. aus den Gleichun- 
gen 7) uncl 8) : B - A  c w 

-+-=- 
b f a  G S2 

oder unter Benutzung der Gleichungen 4) und 5): 

Andog ist der Beweis im zweiten Heuptfdle eu führen. 
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an Stelle von t den Parameter L ein, der den Winkel bezeichnet, durch den 
sich die Centrale SRl des Kreispaares um S gedreht bat, und eliminieren 

mit Hilfe der Gleichungen 4) und 7) die Grossen und C. Wir bekommen 
dam: 

ils) s = (a + b)  cos A + c cos y A, 

n t b  y - (a + b )  sin A + c sin b- A. 

In entsprechender Weise ergiebt sich aus Gleichung 11) bezüglich 
der Erzeugung der Epitrochoide mit bedecktcm Centrum das Gleichungs- 
paar: 

I l  b) 

. B - A  y = C sin - 
B A + (B-A) sin A, 

no A = Q t ,  und bezüglich der Erzeugung der Trochoide als Hypo- 
trochoide eines der folgenden beiden der Form nach übereinstimmenden 
Gleichungspaare: 

l l c )  
b - a  

x = (a - b)cos rl + c cos -- 
b A, 

b - a  
y = (a  - 6) sin A. + c sin - a 

wo A = m t ,  oder 
B - A  

2 = C C O S  - 
B 

A + (A-B)cosA,  

. B - A  y = C sin - 
B 

d + ( A  - B ) s i n A ,  
wo A = Q t  ist. 

Dass diese speziellen Gleichungen I l  a- c) , welche meist zum Aus- 
gangspunkt der Kurvenuntersuchung g e ~ i i h l t  werden, natiirlich sehr der 
Gleichung l), ja selbst den Gleichungen 11) an Einfachheit und Über- 
sichtlichkeit nachstehen, liegt auf der Hand. 

S 2. 
Befichreibung d e r  Modelle. 

Der besseren Übersicht wegen seien die Modelle in vier Gruppen 
eingeteilt, die wir der Reihe nach kurz besprechen wollen. 

Die  v i e r  M o d e l l e  d e r  e r s t e n  G r u p p e  s t e l l e n  n e b e n  a n d e r e n  
Eigenschaf ten  i n s b e s o n d e r e  d e m  Sa txe  1 0  e n t s p r e c h e n d  d ie  
doppelte E r z e u g u n g  s o w o h l  d e r  E p i t r o c h o i d e n  w i e  d e r  H y p o -  
trochoidcn d a r  (Modelle 1-4 der Tafel IV). Die Modelle des ersten 
Paares zeigen uns einmal die drei Arten der Epitrochoiden als ver- 
schlungene, gestreckte und gespitzte Epitrochoiden mit freiem Centrum, 
sodann dieselbe verschlungene Epitrochoide auch als solche mit 
hedecktem Centrum. Zugleich ist in dem zweiten Modelle dieses Paares 
auch die gespitzte Epitrochoide hinzugefügt, die sich als vd l ig  ver- 
schieden von der gespitzten Epitrochoide des ersten Modelles erweist. 
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Von Interesse ist es, die verschiedenen Lagen der gespitzten Trochoiden 
zu derselben versçhlungeneri zu beachten. Die Modelle des zweiten 
Paares zeigen uns in entsprechender Weise einmal die drei Arten 
der Hypotrochoiden als verschlungene, gestreckte und gespitzte Hypo- 
trochoiden mit freiem Centrum, sodann dieselbe gestreckte Hypotrochoide 
mit freiem Centruni auch als solche mit bedecktem Centrum. 
Wie ferner ein Punkt des beweglichen Systems im festen, so beschreibt 
auch ein Punkt des festen Systems im beweglichen eine Trochoide. 
So wird zugleich in dem zweiten Modeli dieses Paares von einem 
Punkte des festen Systems, der in der Anfangslage mit dem die Hypo- 
trochoide beschreibende Punkte des beweglichen Systems zusanimeii- 
f l l l t ,  eine Epitrochoide mit bedektem Centrum gezeichnet. 

Wie aus den Figuren der Tafel I V  niiher ersichtlich ist, sind diese 
Modelle im wesentlichen so eingerichtet, dass die beiden Kreise durch 
Scheiben oder Ringe aus hellem Metall (Zinkblech) dargestellt werden, 
die auf entsprechenden Zahnradern befestigt sind. Der Mittelpunkt des 
beweglichen Zahnrades liisst sich durch eine auf der Rückseite befindliche 
Kurbel auf einem Kreise führen, wodurch ohne weiteres die gewünschte 
Abrollung erreicht wird. Die Kurven sind in Spiegelglasscheiben ein- 
geiitzt und mit denselben Farben ausgezogen, welche die als kleine 
Kugeln ausgebildeten beschreibenden Punkte zeigen. 

D i e  z w e i t e  G r u p p e  v e r a n s c h a u l i c h t  m i t  d r e i  Model len die 
s p e z i e l l e n  F a l l e  d e r  c y k l i s c h e n  K u r v e n  (Modelle 5 und 6 der 
Tafel I V  und Nodell 7 der Tafel V). Das erste Modell zeigt die Er- 
zeugung von Ellipsen und Strecken durch Abroliung eines Kreises 
in einem solchen von doppeltem Radius (Satz 7) und veranschau- 
licht daher auch den einfachen Satz: Wenn eine Strecke sich 
so bewegt, dass ihre Endpunkte auf zwei sich schneidenden Geraden 
gleiten, so beschreibt jeder mit ihr fest verbundene Punkt eine 
Ellipse oder Doppelstrecke. Die beiden anderen Modelle dieser Gruppe 
zeigen die Erzeugungen der verschlungenen, gespitzten und gestreckten 
Kreisevolventen bez. Cykloiden durch Abrollung einer Geraden auf 
einem Kreise bez. eines Kreises auf einer Geraden." 

Die Einrichtung dieser Modelle ist ganz ühnlich ausgeführt, mie 
bei jenen der vorigen Gruppe. Um bei deni Modelle der Kreisevolventen 
die Abrollung des Lineals auf der Kreisscheibe zu ermtiglichcn, greift 
das Kurbelende an einem Schlitten an, der auf der Unterseite des 
Lineals gleitet. Bei dem Modell der Cykloiden ist überhaupt an Stelle 
der Kurbel eine Prismenführung gemahlt, die durch das feste Lineal 
wieder verdeckt wird. 

* In rhereinstirnrn~n~ mit Satz Il* wird eine Kreiserolvente verschlungen, 
gestreckt oder gespitzt genannt, je nachdem der beschreibende Punkt dl auf 
derselben Seite der Geraden liegt wie der feste Kreismittelpunkt S oder auf der 
anderen Seite ocler auf der Geraden selbst, und ebenso eine Cykloide verschlungen, 
gestreckt oder gespitzt, je nachdem der beschreibende Purikt Jf ausserlialli, 
innrrhalb oder auf dem rollenden Kreise lirgt. 
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Die d r i t t e  G r u p p e  v e r a n s c h a u l i c h t  i n  zwei  Model lcn  d a s  
gleichlaufige u n d  d a s  gegen l i iu f ige  Z m i l l i n g s k u r b e l g e t r i e b e  
mit i h r e n  P o l b  a h n e n  ('ilodelle 8 und 9 der Tafel V). Sie entstehen sus 
einem ein Antiparallelogramm bildenden Gelenkviereck ICi-LXx(Fig. 8), 
wenn cines der beidcn kleineren odcr der beiden grosseren (je einander 
gleichen) Glieder als ,: Steg" festgehalten wird; denn die beiden dern festen 
benachbarten Glieder, die ,,Kurbelnl', verm6gen sich im ersten Fa lk  in 
gleichem, im zweiten in entgegengesetztem Sinne zu drehen. Die bei 
der Bcwcgung auf einandcr abrollenden Polbahnen sind zwei kongruente 
Ellipsen (bez. Hyperbeln) als 0r ter  des Schnittpunktes I', (bez. Pz) der 
Kurbeln im System des festgehaltenen und dem des gegenüberliegenden 
Gliedes, der ,, KoppelU.* 

Die allgemeine Einrichtnng der ganz aus Meta11 bestehenden Modelle 
mird durch die Figuren der Tafel V genügend erliiutert. Die Bewegung 
der Getriebe ist im ersten Mode11 durch den auf einer der Kurbeln an- 

Fip.  8 Big 9 

gebrachten kleinen Griff, irri zweiten durch eine auf der Rüçkseite 
befindliche Kurbel leicht zii bewirken. Ausserdem sind noch sogenannte 
,,Eirigriffspaarungenf' angebracht, ,un zu verhüten, dass in den beiden 
Wechsellagen bei einer vollen Umdrehiing (nimlich dann, wenn alle 
vier Glieder in eine Gerade fallen) das Antiparallelogramm in ein 
Parallelogramm überspringt. 

Die  d r e i  Model le  d e r  v i e r t e n  G r u p p e  e n d l i c h  s t e l l e n  d i e  
Tnversoren v o n  P e a u c e l l i e r ,  H a r t  u n d  S y l v e s t e r - K e m p e  dar ,  
d. h. Apparate, welche die Transformation durch reciproke Radien be- 
wirken (Modelle 10 1 2  der Tafel V). Ich m6chte mit wenigen Worten 
darauf eingehen, in welcher nahen Beziehung zu einander die drei Apparate 
stehen, Ras nicht allgemein bekannt sein dürfte, und damit zugleich den 
zu Grunde liegenden mathematischen Gedanken kurz entwickeln."" W i r  
gehen aus von dem xuerst (1864) erfundenen Inversor von P e a u ç e l l i e r .  
Dieses Gelenksystem besteht aus einem Rliomhus A B C B  und den an 

* Nahereu sehe man z. B. in  B n r m  e s  t e r ,  Lehrbiich der Kinematik S. 302flg. 
and R e u l e  a ux,  Theoret,ische Kinematik (Braiinschweig 1875) S. 187flg. nach. 

** Des N'aheren sei verwiesen auf B u r m e s t e r ,  T,ehrhuch der Kinematik, 
S. 564fig.; K e m p e ,  How to d raw a straight line, London 1877 ;  N e u b e r g ,  Systèmes 
de tiges articulces, Liittich 1886, woselbst sich zahlreiche weitere Litteratur- 
angalien finden. 

Zeitachrift f.Rlathematik u.Physik. M.Band. 1899. 4. Heft. 15 
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zwei Gegenecken angreifenden Schenkeln P C  - P D  (Fig. 9). Rei be- 
liebiger Deformation ist stets: 

P A ' P B  = P E 2 -  A E 2 =  PC2-  AC2, 
also konstant, d. h.: 

B e i  f e s t g e h a l t e n e m  P u n k t e  P sil id d ie  P u n k t e  A und B 
e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  d e r j e n i g e n  Trans format ion  
d u r c h  r e c i p r o k e  Radien ,  d e r e u  C e n t r u r n  P u n d  d e r e n  Potenz 
PC2-  AC2 i s t .  

Das Gelenksystem des Inversors von H a r t  (1874) besteht aus 
einem Antiparallelogramm KLMX ( X L  - M N ,  R N  = L J q  (Big. 10). 
I n  ihm schneide die gedaçhte zu KJf parallele Gerade QT die Seiteri 

in den Punkten Q, 11, S ,  ï' Durch Spiegelung der Dreiecke L QB 
und 21 QS an ihren Seiten Q R und Q S  ergeben sich die Figuren L QRL, 
und illQS171, (Fig. Il a und b), welche mit den Teilea CL4 PB und CBPD 

 FI^ 1 2  eines entsprechenden Inversors von 
R P e a u  c e l l i e r  a h l i c h  sind. Analog 

miè bei letzterem ist daher: & K .  QS 
konstant, niimlich glcich: 

M.29 . SLV 
(HAn - 3!LZ) . -,,, . 
B e i  f e s t g e h a l t e n c m  P u n k t c  Q 

s i n d  d a h e r  d i e  P u n k t e  R und S 
w i e d e r  e i n a n d e r  en t sprechende  

N P u n k t e  d e r j e n i g e n  Transforrna-  
t i o n  d u r c h  r e c i p r o k e  Radieii, 

d e r e n  C e n t r u n i  Q u n d  d e r e n  P o t e n z  d ie  l e tz tangeführ te  
K o n s t a n t e  ist.  

Der Inversor von S y l v e s  t e r - K e m p e  (1875) erweist sich un- 
mittelbar a h  eine Verallgemeinerung des vorigen. Sein Gelenksystem 
besteht ails vier ahnlichen Dreiecken, deren entsprechende Seiten da3 
Aiitiparallclogramm KLJfN bilden, a i e  die Figur 12 zeigt. Die gedaclite 
Strecke 911 nimmt z B nach Urehung um L durch den winkel 

Q I ~  = R L ~  die Lage QI R, 1JiK an, ebenso die gedachte Strecke QS 

nach Drehung um J I  durch den Winkel QGL = S ~ N  die Lage 
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Q,S, 1 NE.  E'olglich ist nicht nur der Wiukel R()S stets konstant, 
sondern es ist auch QR. Q S  = QI RI. Q,S,, ebenso n i e  Q, R,. Q,S, 
(vergl. den Inversor von H a r t )  koiistant und zwar wieder gleich 

Bei de r  D e f o r m a t i o n  des  G e l e n k s y s t e m s  b i l d e n  e b e n  d i e  
vier P u n k t e  QRST s t e t s  e i n  P a r a l l e l o g r a m m  m i t  k o n s t a n t e n  
Winkeln u n d  k o n s t a n t e m  I n h a l t .  

Bei  f e s t g e h a l t e n e m  P u n k t e  Q g e h e n  d a h e r  a u s  R u n d  S 
dann zwei e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  e i n e r  g e w o h n l i c h e n  
T r a n s f o r m a t i o n  d u r c h  r e c i p r o k e  R a d i e n  h e r v o r ,  d e r e n  Cen-  
t rum Q u n d  d e r e n  P o t e n z  d i e  a n g e g e b e n e  K o n s t a n t e  i s t ,  w e n u  
nian e inenA d e r  P u n k t e  R u n d  S u m  & d u r c h  den  k o n s t a n t e n  
RTinkel R Q S  i n  r i c h t i g e m  S i n n e  g e d r e h t  d e n k t .  

Die ebenfalls ganz aus Meta11 hergestellten drei Modelle dieser 
Gruppe sind im allgemeinen iihnlich gebaut mie die der vorigen Gruppe. 
In jedem Mode11 greift an dem einen der durch die Transformation 
einander zugeordneten Punkte ein Kurbelarm an, dessen Drehpunkt 
durch eine auf der Rückseite angebrachte Prismenführung leicht in 
zwei Crenzlagen eingestellt werden kann. Durch Drehung der Kurbel 
an einem ebenfalls auf der Rückseite befindlichen Knopfe wird dieser 
Punkt auf einem Bogen entweder eines durch das feste Centriim der 
Transforniation oder eines dieses eirisc2iliesseriden Kreises geführt. 
Entsprechend beschreibt der zugeordnete Punkt entweder eine Strecke 
oder ebenfalls einen Kreisbogen, die a i e  die schon genarinteu Kreis- 
hogen aiif der den Apparat tragenden Platte eingezeichnet sind. 

Es  sol1 mich freuen, wenn diese Modelle bei ihrer Ver6fléntlichurig 
die gewünschte Verbreitung finden und so ihren eigentlichen Zweck 
erfüllen, besonders jüngere Mathematiker bei Beginn ilirer Studien für 
die Anwendungen zu interessierrn. Ich hoffe dann auch die in Aussicht 
genommene Sammlung kinematischer Modelle bald bis zu einem guten 
Abschluss fortsetzen zu konnen. Dass die Modelle nicht nur in einer 
kinematischen, sondern auch in anderen elementaren Vorlesungen, be- 
sonders auch an Universitaten, zur Belebung des Unterrichts gute 
Verwendung zu finden geeignet sein dürften, brauche ich WON kaum 
zu erwiihnen. 
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Zum Vorwartseinschneiden mit drei Richtungen. 

Von 

E. HAMMER 
in Stuttgart. 

Im letzten Heft der Xeitschrift fürVern~essuiigs~esen (1899, S.44) ist 
von IIerrn Dr. E g g e r t  der Versuch gemacht worden, beini Rück- 
wiirtseinschneideri eiues trigonometrischen Neupunkts mit e i n e r  ühei.- 
schüssigen Richtuiig statt des üblichen T'erfahrens der Ausgleichung 
nach vermittelliden Beobaclitungen das Verfahren mit Hilfe roi1 
Korrelateii anzuwenden. 

I m  Fa11 der Verwendiing von nur vier Zielpuiikten beim Ttiickwiirt,s- 
einachneiden eiitsteht eine einzige Seitenbedingungsglcichung und es kaiiu 
damit an Rechnuugsarheit eine Kleinigkeit erspart werden dem gewohn- 
1içheriVerfahren gegeniiber. Allein man wird dieses gew6linlicheVerfahrci1, 
das vollstiiildig syrnmetrisch ist und nur die Kenntnis der sehr einfachen 

Beziehung zwischen kleinen Ver- 
anderungen der Koordinaten des An- 

Fig. 1. A farigspunktes dinaten ihrer beiden eiiier durch Nndpiinkte die Koor- ge- 
: P gebeneri Strecke und der entspreclik 

, - C L - -  . - den ~ i - i d e r n n ~  ihresItichtiingswinkels 
4 voraussetzt, auch in diesem Fa11 

Pz '3 nicht verlassen wollen, solange die 
Bedingungsgleiçhulig niçht übersichtliçher uud spmet r i seher  in den 
Beobachtungen ausgedrückt wird; und jeder Versuch dam st6sst auf 
Schwierigkeiten. 

Etwas anders liegt die Sache beim V o r w a r t s e i n s c h n e i d e n  von 
drei Standpunkteri aus. Nicht als ob die folgende Kotiz dazu auf- 
forderii sollte, für diese Aufgabe das gewohnliche Verfahren ver- 
mittelnder Beobaçhtungeri zu verlassen; da aber hier bei Anwendung 
der Rechenvorschriften f ü r  bedingte Beohachtungen ebenfalls nur eine 
Hedingungsgleichung erfüllt zu werden brauçht, die ohne weiteres uiid 
symmetrisch in den Beobachtungen sich ausdrücken lasst, so ist es 
vielleicht nicht ganz überflüssig (weil es in den Lehrbüehern niclit 
geschieht), darauf aufmerksain zu machen, dass man die paar Zahlen, 
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die hier die ganze Korrelatenauugleichung erfordert, zweckmiissig zur 
gclëgentlichen Kontrolle des üblichen Verfahrens verwenden kann. 

1st der Punkt P im innern des von den fest gegebenen Punkten 
Pl (x, y,), P, (x, y,), P, (x3 ya) gebildeten Dreiecks von diesen drei 
Punkten aus vorwiirts eingeschnitten durch mittelbare Beobachtung 
der Richtungswinkel (Pl P), (L',Y), (P,P) (z. B. also dadurch, dass in 
jedem der drei gegebenen Standpunkte der Satz von Richtungen ge- 
niessen ist, der die Zielungen nach den zwei andern gegebenen Punkten 
und nach dem Neupunkt enthiilt), so lautet bekanntlich die Bedingung 
dafür, dass die drei Strahlen Y, P, P, Y und P, P sieh in e i n e m  Punkte 
treffen, symmetrisch ausgedrückt in den FTTinkeln 1,2; 3 , 4 ;  5, 6, die 
diese Strahlen mit den fest gegebenen Seiten des Dreiecks bilden, so: 

sin 1 . sin 3 . sin 5 
-- = 1. 
sin 2 . sin 4 . sin 6 

Bedeuten also nun die 1, 2, . . . 6 die b e o b a c h t e t e n  winkel (wirklich 
gemessen oder z. T. aus den Richtungswinkeln berechiiet), so lautet 
diese Seitengleichung, wenn dieverbesserungen der Messungen v,, v2.. . z., 
sind: 

log sin (1 -k v,) + log sin (3 4- c,) + log sin (5 + v5) 
2, - (log sin (2 + v,) + log sin (4 + v,) + log sin (6 + z;) ) = 0. 

Zu dieser Seitengleichung treten, da die Winkel (1 + 2), (3 + 4), (5 + 6) 
fest gegeben sind, die drei weitern Gleichungen: 

VI + v, = O I I v,! = - Cl 

v,+ v 4 =  O oder z.B. v 4 =  - v, 

v5 + Cs = O l \ U6=-v5; 

d.h. man kann in 2) z. B. die v,, z.,, v, durch - v,, - v,, - a5 er- 
setzen. Thmit wird nun die ltechnung überaus einfach. Die Rildung 
der Normallgleichung für die einzige Korrelate 3; (gleiclie Gewichte für 
alle Messungen vorausgesetzt): 

4) [au] L = w 

( a o  zu der Widerspruch ist, der sich durch Einsetzung der Messungen  
in l), also vorlEufige Weglassung der v in 2) zeigt), verlangt nur 
das Aufschlagen von sechs log sin nebst den zugehorigen Verinder- 
ungen pro 1" und die Addition von drei Quadraten, die jedenfalls 
mit dem Rechenschieber gebildet werden konnen, a i e  sich auch die 
Ausrechnung von A und der eiiizelnen v mit deui Kechenscliieber er- 
l~digen liisst. 

Was die Winkel 1, 2, . . . 6 angeht, die in 2) zu verwenden sind, 
so hat man in jedm1 Fa11 (Winkelmessung oder Satzmessung) zuerst 
die I'Liclitungswiilkel (Pl P), (P, P), (P, P) aufzustellen, die als Messungs- 
ergebnisse anzusehen sind: wenn die W i n l i e l  1, 2; 3, 4; 5, 6 einzeln 
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230 Ziim Vorwartseinschneidrn mi t  drei Richtungen 

gemessen sind, so erhalt man damit z. R. fiir (P, P) die zwei Werte 
(P,Y,) - 2 und (Pl P3) + 1, die man mittelt; ebenso fiir (Pz P )  urid 
(P, P) und mit diesen (gleichwertigen) Beobachtungen fiir die drei 
Richtungswinkel werden d a m  die für die Rechnung zu verwendenden 
Winkel 1 ,  2, . . .  6 gebildet. Sind dagegen in JI',, P,, 7', Slttze gemessen, 
so sind die gemittelten Richtungswinkel (l',Y), (P,P), (l',Y) da- 
durch zu erhalten, d a s ~  man in jedem Standpunkt nach eiriander die 
beiden festen Richtungen als Nullrichtungen nimmt und die zmei so 
entstehenden Werte des Richtungswinkels nach den1 Neupunkt ermittelt, 
was au£ leicht zu sehendern Wege mit kleinen Zahleri zu machen ist. 

Es  braucht kaiim hinzugefiigt zu werden, dass es ganz iinwesent- 
liçh ist, ob das Messungsbild in der That das der Fig. 1 oder z. B. das 
der Fig. 2 ist (zwischen den Standpunkten Pl, P,, P3 kann nicht zu- 

;'3 P4 
I' 

q"' ap 
PS S . .  a , .  

Q.------- I I  , , '\ \ 

. 2  1.. ; \ .,.. 
, , .._ . , a  ,,% Q)$ ................................. ). ..j ,- .. ti..... 

PL 4 

pz .'.... t?.. ..................... p, pz 

-- 
I .- , - Fig 2. Fig. 3. 

or----- 
P6 

sarnmengesehen werderi; neben diesen Punktel  sind noch Y,, Y,, IJs, Y, 
fest gegeben, die als Zielpunkte benutzt sind). Nach Aufstellung der 
Richtungswinkel (PIP), (P,Y), (P,P) aus den Messungen (mit Hilfe 
der zu rechnendm Richtungswinkel (Pll',J, (P,IJ5) u. S. f.) Sind auch 
hier, nach fernerer Rechnurig der Richtungswinkel (Y, Y,), (Y, P3), (IJ3Y1) 
die (gleichwertigen) Winkel 1, 2, . . .  6 als Differenzen zu bilden. 

Ferner ist es selbstverst~ndliçh gleiçligültig, ob der Punkt Y, wie 
zuerst angenommen und in  Fig. 1 und 2 dargestellt, in der That innw 
halb des , Standpurikt- Dreiecks Pli', P3 liegt oder ausserl-ialb, nie in 
Fig. 3. Auch hier lautet die Seitengleichung a i e  oben: 

sin 1. sin 3 - sin 5 = sin 2 sin 4.  sin 5 

und es ist  nur zu beachten, dass die weitern Gleichungen statt 3) so 
lauten : 

VI = + 1?2 

3 '1 ir = + % und nur bei v, und bleiii 
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In F'ig. 3 sind Pl P,, P2 P, starker gezogen und die Winkel 2, 3, 5 
verstarkt angedeutet, weil sie einem dcrartigcn Beispicl J o r d a n s  ent- 
spricht (Handbuch derVermessungskundeI,4. Auflage 1893,5.334- 340), 
für das ich die oben angedeutete Auflosung hier folgen lasse: 

Gegeben die Koordinaten von Pl, P,, P,: 

Pl 
P, 
P3 

5 = 6 9 4 2 2 8  1 6 = 4 0  0 3 3 .  

Ifan hat damit ferner: 

x1 = + 4 2 1 3 3 , ~ ~  1/, = - 2 5 0 1 4 , ~ ~  

X, = + 40493,76 y, = - 2 3 4 0 6 , ~  

X, = + 41632,97 y, = - 20728,34 ; 

(Pl P2) = 1%' 34' 5" 

(P2P,) = 66 51 35 
(P, Pl) = 276 39 30  

und hieraus mit Hilfe der gemessenen Winkel 2, 3 ,  5 auch 1, 4, 6 
nach folgender Zusammenstellung: 

gemessen die Wirikel 2 = 74' 19'411', 3 = 61'8' 10", 5 = 69'42' 28". 
Der Anfang der Rcchnung ist genau derselbe wie bei vermitteln- 

den Beobachtungen; man hat nur ausser (P,P,) und (P,P,), die dort 
genügen, hier auch (P1lJ3)  zu rechnen (ferner, wenn man nicht nur 
die v kontrollieren, sondern auch die Koordinaten von P rechnen will, 
aucli zwei feste Seiten, z.B P,P, und P,P,; ich lasse dies aber hier 
weg). Mit Gstelliger Rechnung (aber Abrundung auf 1") findet man: 

1 = 33'25' 6" 

3 =  61  8 10 

sin 2 
sin 4 
sin 6 
- 

2 = 74' 19'41" 

4 = 5 0  1 5  20 

sin 1 
sin 3 

Die rednzierte Redingungsgleichung für v,, o,, V, lautet also mit 
Rücksicht auf 3') so: 

(3,o - 0,6) vi + (1,t + l,8) v3 + (0,8 - 2,s) v5 = + 7 1  
und man hat zur Rechnung von k und dieser drei .u nichts mehr zu 
thun als die Quadrate von 2,4, 2,9 und - 1,7 zu addieren. Es wird 

17,06 k -1 71 = = 0 oder k = - 4 1 6  

9 - 7 6 3 0 8 5  
9 942 390 

und die einzelnen v und die ausgeglichenen Winkel werden 

+ 3,0 
+ l,i 

sin j / 9 - 972 163 + 0,s 

19-677640  1 
- 10 
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232 Zum Vor~ar tse inschneiden mit drei  Richtungen. 

V, = - 10,"0, d. h. 1 = 35'24' 56", 2 = 74' 19' 31'' 

v,--12,"i, ,, 3 = 6 1  7 58, 4= 50 15 32 

c j  = + 7 , "1 , ,, 5 = 6 9  42 33, G=40 O 40; 

die nusgeglichenen R,ichtungswinkel sind 

(P,Y) = 6 1' 14' 34", (P,  P) - 16' 42' 3", (l', P) == 3 16' 40' 10". 

Für [v2] = wk erhBlt man 295 oder 296, also m = - = + 17". V" 
TViire die Ausgleichung der R i  c h t  u n  g s w  i n  k e l  das endgiltig Ter- 

langtc, so wiirc die vorstchcnde Rcchnung offenbar bedeutend im Torteil 
gegen die gewtihdiche nach vermittelnden Beobachtungen (vergl. a. a. O.), 
deren Resultate übrigens idcntisch damit ausfallen (S. 330). Da man 
aber die Boordinaten von 1' (und nieist auch deren m. F.) haben will, 
so verschwindet der Vorteil wieder so ziernlich ganz. Bber die weiiigeil 
Zahlen, die man überhaupt anzuschreiben hat, lassen die vorsteliende 
Rechnung a l s  K o n t r o l l e  vorteilhaft erscheinen, z.B.  statt der noch 
nlaligen Rechnung der Richtungswinkel n a  c h der Ausgleichung u. s f. 

Die Sache auf mehr als drei Strahlen auszudehnen verlohnt aber 
nicht, da dann nicht nur eine einzige Seitengleichung auftritt und also 

schon bei Aufstellung und Aufl6sung der 
.op. 

, > .  
a ,, . Xormalgleichungeii nichts an Rechenarbeit 

erspart wird. 

- - . -  .- Sind die drei beobachteten Richtungs- 
a --.- 3 c winkel und damit auch die Bechnungs- 

t> wirikel 1, 2, . . . 6 nicht von gleichem GP- 
m g  4 wicht, so ist selbstverstiiudlich darauf 

Rücksicht zii n ~ h n i e n ,  indeni die Uoinialgleichung zur Bestinimung 
der Korrelate 7; lautet: 

[a;] P = W .  

und Messung der Winkel 
1 = 42'55' 11" 

3 = 43 8 43 

In  den1 (ebenfalls JO  r danschen, vergl. a. a.  0. S. 358 und die obige 
Fig. 4) Beispiel mit den gegebenen Koordinaten: 

- - - - - -- - - - 

l Y 

erhalt man zunaclist die fest gegebenen Kichtungswinkel: 

+ 15967,50 
+ 14032,80 

A 
B 

- 4 4 9 0 4 , ~  
- 39554,90 

C - 36479,40 1 + 167G0,50 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. HAMMEK. 233 

(AB) = 109' 53' O" (DA) - 289'53' O" 
( B  C) = 46 25 47 1 oder [ (CB) = 228 25 47 

(CA) = 264 37 28 (AC) - 84 37 22 

und hieraus die b e o b a c h  t e t en Richtungswinkel: 

(AP) = 109'53' 0'' - 4 2 5 5 '  11" = 66'57'49'' 1 p = 1 

ferner 
(6,6 - 2 , ~ )  vl f (2,3 f 0,6) V3 $ (1,s - 8,4) C5 = 130; 

Die Winkel 1 bis 6 für die Rechnung nach der obigen Vorschrift 
werden damit: 

1 = 17' 39' 33" ' 2 = 42'55' 11" 

dabei hat aber v, das Gewicht 2, v, und v, das Gewicht 1, also wird: 

3 - 4 3  8 4 0  

5 = 50 10 49 

uud also 
1 c - 2 . 4 4 = - 9 "  v =--. 2 . 2 g =  - 3" u --2.-6,6=+1311 

1 - 7 3 2 ' 7 5 -  

4 = 7 5 2 4  7 

6 - 13 59 14 

1 
; vergl. a. a. O. S. 360. 

( a h  3 und 4 abgeLndert gegen die gemcsseiicn Winkel). E s  wird 

Zu beinerken ist noch, dass auch schon K o p p e  in seiner Aus- 
gleichurigsreçhnung, Nordhausen 1885, S. 23 - 27 auf die im Vuruteheu- 
den behandelte Aufgabe die. Methode der bedingten Beobachtungen an- 
geaandt h a t  er lasst aber (S. 26 a. a. O.) zwei Bedingungsgleichungen 
getrennt stehen, so dass trotz der Einfachheit der Koefficienten der 
zlreiten kaum eine Vermiuderung der Rechenarbeit irn Vergleich mit 
der Methode der vermittelnden Beobachtungen (a. a. O. S. 29 - 31) erreicht 
n-ird. Freilich ist es theoretisch richtiger, die zwei etwas verschiedenen 
Rerte des Richtungswinkels (3 D) (S. d. Figur S. 23 a. a. O.), die durch o, 
und a, geliefert werden, nicht zu vereinigen; aber wenn man nur die 
Verbesserungen der Richtungswinkel sucht, so e r h d t  man dieselben 
Resultate, ob man die Werte vereinigt oder nicht, nur die m. F. fallen 
im einen und andern E'all etwav verschieden aus. 
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Beitrag znr Aiifl6snng der Gleichriiig vierteii Grades. 
Von Dr. II. Hei le rmann in Godesberg. 

Wenn in der Gleichung 

II f :Ax2+ 2 B x y +  C'ya+ 2 B x + 2 E y + F = O  
die Koeffizienten der Bedingung 

2) a c E I = ,  
D E F i  

Genüge leisten, so ist  bekanntlich 

A . ~ = ( A ~ + B ~ + I ) ) " ( ~ . ~ B ~ - A ? ~ ~ / ~ - A F ) ~ ,  

G . ~ = ( R X + C ~ + E ) ~ - ( X . ~ / U ~ - A C ~ _ ~ / X ~ - C F ) ~ ,  
--- 

F - f -  (DZ+ E ~ +  F ) ~ -  ( z . ~ / B ~ - A F ~ ~ . ~ E ~ - c F ) ~ ,  

und demgemass kann f = O auf dreifache Weise in  zwei Gleichungen ersten 
Grades zerlegt werden. 

Setzt man i n  1) x = z2 und y  : 2 2 ,  so wird 

4, f = A z 4 +  4 B z S +  ( 4 C +  2 B ) z 2 +  4 E z +  F = 0 ,  

und diese Gleichung vierten Grades kann unter derselben Bedingung 2)  
in  die Differenz von zmvei Quadraten umgeformt werden, wie oben unter 3); 
damit ist dann auch die Zerlegung von 4) i n  Gleichungen zweiten Grades 
erreicht. 

Wenn man endlich in 4) der einfacheren Form wegen setzt 

A=a, B = b ,  C = c  -il, D = c +  2 1 ,  E = d ,  F = e ,  so ist 

5, f = a z 4 + 4 b z 3 + 6 c z 2 + 4 c E z + e = 0 ,  
und dio Bcdingung f i r  deren Cmformung geht nun nach 2)  über in 

7, c + 2 L  

6) ' c -Â .  d ' = O .  
! c + 2 i  d e 1 

Diese R e s  o l v r n t  e erfullt nicht allein diese Bedingnng, sondern sie 
liefert zugleich die drei Werte der Zahl Â. für die Umformungen: 

1 
a. f=(az2+ 2 b z f  c f  2 ~ ) ~ -  (2 z . l / h2 -  o c +  a ~ . ) I / ( c + 2 1 ) " a a ) ~ =  

7) ( ~ - A ) . f = ( b z ~ + 2 ( ~ - 1 ) z + d ) ~ - ( z ~ ~ V b ~ - a c t _ ~ 1 1 - ~ d ~ - c e  + e ~ ) ~ =  
-- - -  

e.f=(c+ZrS)z"2dd*+ e)2- ( z2 .1 / ( c+2A. j2 -ae+2z~d"ce+e~~l ' -  

ans denen man unmittelbar die vollstandige Auflosiing der Gleichung 5) 
erhiilt. 
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fiber eine Veranschanlichnng von Fnnktionen 
einer komplexen Variablen. 

Von L. Heffter  in Boun. 

Die anschauliche und fruchtbare A r t ,  wie eine reelle Funktion einer 
reellen Veranderlichen durch eine ebene Kurve dargestellt wird, ha t  wohl 
schon seit langer Zeit den Wunsch nahegelegt, etwas iihnliches auch fur 
die Funktionen komplexer Veranderlicher aufz&nden. 

Der nachstliegende Gedanke, dies zu versuchen, dürfte folgender sein. 
Durch die Gleichung 

w = f (21, 
mo z = ~ç + y i ,  w = zc + vi, wird aus der vierfachen Mannigfaltigkeit der 
heiden unbeschriinkten Variablen UI und z eine zweifache Mannigfaltigkeit 
ausgeschnitten, da die eine Gleichung w = f ( z )  zwei solchen zwischen den 
vier Veranderlichen x, y, u, v iiquivalent ist. Eine vierfache Mannigfaltig- 
keit ist geometrisch in  den samtlichen Geraden des Raumes gegeben; eine 
daraus abgesonderte zweifache Mannigfaltigkeit ist ein Strahlensystem. 
Das S t r  a h 1  en s p s  t e m  ist also das zunachst sich darbietende geometrische 
Abbild der funktionalen Reziehnng zwischen zwei komplexen Grossen. 
Dieser Gedanke ist denn auch von verschiedenen Seiten schon verfolgt 
worden." Leider aber entbehrt ein Strahlensystem selbst der Anschau- 
lichkeit, so dass auf diesem Wege keine befriedigende Losung der Frage 
erzielbar sein dürfte. 

Eine andere, ebenfalls sich von selbst darbietende Methode, den 
Verlauf von w = f ( z )  zu veranschaulichen, besteht dar in,  dass man u und 
v durch j e  e i n e  F l a c h e  darstellt, die d a m  gleichzeitig zu betrachten 
sind.** Aber eben der letztere Umstand bringt es mit  sich, dass auch 
hierbei das Ideal noch nicht als erreicht angesehen werden kann. 

Ohne nun beanspruchen zu wollen, dass dies etwa durch den nach- 
folgenden Vorschlag geschehe, dürfte derselbe doch vielleicht nicht ohne 
Iuteresse sein, weil er wenigstens gleichzeitig die beiden Schwierigkeiten 
der eben genannten Methoden vermeidet. Ob er dafür neue und grossere 
Unzulinglichkeiten mit sich bringt,  müsste ein Versuch der Ausführnng 
entscheiden. 

Da wir mit dem dreidimensionalen Punktraum nicht auskommen, der 
vierdimensionale Geradenraum aber zu keiner Anschaulichkeit führt,  be- 

* Vergl. L i e ,  F'orhandl. i Vidensk. Selsk., Kristiania 1869 ; siehe auch Uerichte 
der Sachs. Gcscllschaft der Wissenschaften 1897, S. 737. - Auch W e i e r s t r a s s  
ha t  in seinen Vorlesungen Bemerkungen ahnlichen Sinnes gemacht. - Rine Ab- 
handlnng von R e n é  de  S a u s  s u r  e ,  Interprétation géométrique des équations à 
deux variables complexes, welche im Januar 1896 der Prtriser Akademic überreicht 
wurde (vergl. Compt. Rend. hebd. des Séances etc., Janv. 1896) sçheint niçht publi- 
eiert worden zu sein. 

** Über b f o d e l l p a a r e  dieser Art vergleiche man W. D y c k ,  Eatalog math. 
und math. -physik. Modclle, Apparate und Instrumente, S. 176 flg. München 1892. 
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halten wir den ersteren bei, fügen aber ein viertes Element hinzu, das 
wie die Form dem Auge wahrnehmbar ist ,  n h l i c h  die B a r b e .  Die un- 
abhangige Variable a = a + yi denken wir uns, wie üblich, durch die 
Punkte einer Ebene repriisentiert. F ü r  die abhiingige Variable za setaen wir 

pu y .  erPz 

und reprasentieren zuniichst den Xodul 1 w 1 = r in  jedem Punkte z durch 
eine Rohe, die also stets auf derselben Seite der z-Ebene errichtet wird. 
Der Modul 1 w 1 als Funktion von x + y i  wird also durch eine Flache 
dargestellt, die Modul f i i i che  d e r  F u n k t i o n ,  die nirgends unter der 
z-Ebene verliiuft und allein schon i n  vielen Fallen ein grosses Interesse 
beanspruchen dürfte. 

Der gesamte, in  Betracht kommende Wertvorrat des A r g u m e n t e s  cp 

(- n: 5 y < + m, wobei - n: und + z als identiçch zu hetrachten sind) 
ist  eine geschlossene einfache Mannigfaltigkeit. Um diese durch die Fkbung 
auschaulich zu machen, lassen wir etwa dem Werte  rp = O w e i s s ,  dem 
Werte  <p = I n: s c h w a r z  entsprechen, den positiven Werten von QI, die 
von O bis n: wachsen, etwa r o t ,  das anfangs ganz hell, an das Weiss bei 
ÇD = O anschliessend, stetig dunkler und dunkler wird, bis es bei cp = n: 
i n  schwarz iibergeht. Die negativen Werte  von <p werden in gleicher 
Weise durch eine andere Farbe, etwa b l a u  in den erforderlichen Nuancjer- 
ungen zwischen weiss und schwarz dargeslellt. Auf einer beigefügten 
Farbenskala k6nnte man ablesen, welchen Werten von p die einzelnen 
Schattierurigeu entsprechen. Selbstverstiindlich ist diese A r g u m e n t  fiirbung 
auf eine gewisse Annaherung in der Darstellung beschriinkt. 

Xodul und Argument, und niclit etwa reellen und imaginiiren Teil 
von w - was natürlich an sich auch ginge - durch Hohe und Farbe zu 
interpretieren, d a m  Sordert die verschiedenartige Natur dieser Darstellungs- 
mittel heraus, die dem verschiedenen Charakter von Modul und Argument 
ganz angemessen xu sein scheint, der Gleichberechtigung von u und v aber 
schlecht entsprechen würde. 

Wenn man in der beschriebenen Weise eine Funktion lu = f ( z )  durch 
eine g e  f a r b  t e 2'1% c h  e darstellte, so würde z. B. die Exponentialfunktion 

tu = eZ 

eine Cylinderfiiiche liefern , deren ,, GrundkurvetL die reelle Erponential- 
kurve ist. Die Oberfiache ware i n  lauter Streifen von der Breite 2 n; ent- 
sprechend der Periodizitat geteilt, und innerhalb jeden Periodenstreifens 
würde die geeignete Fiirbung in parallelen Linien rerlaufen. 

Um für  den Verlauf von tu - f (z) ein einziges e b  en e s Bild zu er- 
halten, konnte man natürlich die 3Iodulfliiche durch ein System von ,,Hohen- 
linien" i n  einer Ebene ersetzen und i n  derselben Ebene die Argument- 
f;irbung eintragen. Man erhielte so ein der geographischen Karte ahnliches 
Bild einer Funktion. Die Herstellung dieser Bilder - gewissermaBen 
eines Funktions- Atlanten - ware vielleicht einfacher als die der gefirbten 
Friche, sicher aber auch schon wieder weniger anschaulich. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



über doppelt zentrische Vierecke .* 
Von 

Dr. CIIR. BEYEL 
in Ziirich. 

1. (4 sei ein Kreis mit dem Mittelpunkte J und dem Radius p .  
E, F, G, H seien die Berührungspunkte von vier Tangenten e, f ,  y, h 
dieses Kreises, deren aufeinander folgende Schnittpunkte A, B, C, D 

Fig. 1. 

auf einem zweiten Kreise (113 mit dem Mittelpunkte U und dem 
Radius r liegen (Kg. 1). A, N, C, Il sind also die Ecken eines doppelt 

* Vergl. die kleirien Mitteilurigeu über doppelt zentrische Vierecke in dieser 
Zeihchrift Ud. 40 5. 372 und Rd. 42 S. 63  und die an jenem Ort,e zitierte Litt,erat,ur. 
Im zwciten Tcile der vorliegenden Abhandlung sind die Bemerkungcn von Bd. 43 
vervoiist%ndigt. Zugleich ist  der Beweiu, von dem in Bd. 42 die Rede k t ,  in rein 
geometrischer Form erbracht. 

Zeitschrift f. Mathematiku. Phyrik. 44 Band. 1899. 5. n. 6 Heft. 16 
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23 8 c b e r  doppelt zentriçche Vierecke. 

zentrischen Viereçks. a:, /3, y, 8 seien die inncren Winkel an den resp. 
Ecken A, B, C, D des Vierecks. Die Entfernungen dieser Ecken von 
J seien resp. mit gig2g,g4 bezeichnct und Eckradien genannt. Die 
Abstiinde der Tangenten e ,  f ,  g, 72 von U seien resp. r,l;r,r, und 
sollen Seitenradien heisseu. Für die Strecken auf den Tangentcn 
seien folgende Bezeichnungen eingeführt: 

A F - A E - a ;  A'F=BG=b;  C G = C H = c ;  D I I = I l E = d .  
Ferner sei: 

A B = A F + F B = f ;  B C = B G + G C = g ;  C D = C I I + H D = k  
und D A = D R +  E A = e .  

Die vier Ecken ABCD des Vierecks seien zunlchst so gewiihlt, 
dass ( J )  im Innern und (0) ausserhalb des Vierecks liegt. Dem- 
entsprechend heisse ( J )  der I n k r  e i s  und (0) der U m k r e i s  des Vierecks. 

2. Wir  leiten zuerst eine Reihe von me t r i s chen  Reziehungen 
für das Viereck ABCD ab. 

Wir ziehen in J die Senkrechte zu c7A. Sie schneide die Tan- 
gente f in C*. Dann ist 

Li: Y 
Aber a: + y = 180°. Also ist , = 90° - -. Daraus h lg t :  

2 2 

Daher ist A F C * J r V A G C J u n d  a l soFC*=  GC=c. AberimAAJC* 
ist F A .  F C *  = g2. Folglich ist auch: 

1) a .  c - e2. Analog ergiebt sich Dd = g2. 

Nun sind a: c2 die I'otenzen der Ecken A, C in Bezug auf J und 
es folgt: 

Das  P r o d u k t  de r  Po t enzen  von zwei  gegenüberl iegenden 
E c k e n  des T i e r ecka  in' Bezug  auf  den  I n k r e i s  i s t  gleich der 
v i e r t e n  P o t e n z  vom Rad ius  d ieses  Kreisee.  

Wir lesen ferncr aus dem A A J C *  dio Relatioii ab: 

Aber C'J = C J  = g, und C*A = a + c ;  also folgt: 

Analog finden wir: 
pzZ + g42 = b2 + d 2  + 2$. 

Daraus ergiebt sich: 

2) pl2 - pz2 + @," p k Z =  a" b2 + c2 - dg, d. h.: 

Dio a l t e rn i e r ende  Summe aus  den  Po t enzen  de r  vier a u f -  
e i nande r  fo lgenden  E c k e n  des  Vierecks  i n  Bezug  auf (J) ist 
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Von Dr. Cnn. BEYEL. 239 

gleich d e r  a l t e r n i e r e n d e n  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  von  d e n  e n t -  
sp rechenden  E c k r a d i e n .  

Wir konnen einen analogen Satz für die Seitenradien r,t,r3r, ab- 
leiten. E s  ist: 

Daraus folgt: 

3. W i r  stellen einige Siitze iiber die Flache F des Vierecks auf. 
1 

Der Inhalt des Dreiecks A J C '  = - g, - 9,. Aber 

AAJC*  = A A J F +  A F J C k = A A J F + A C J G .  

Nun ist A AJF = A A JE und A CJG - A CJU. Polglich ist: 

AFJB + C G J E  = g,. p,. 
Analog folgt : 

R FJC* + D H C E  = Pa-  ~ 4 .  

Also ist: 

4) F =  g,g3+ g,.g,,  d.h.: 
Die F l a c h e  des  V i e r e c k s  i s t  s o  g r o s s  w i e  d i e  z w e i  R e c h t e c k e  
aus den resp.  E c k r a d i e n  d e r  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  E c k e n -  
paare. 

Bezeichnen wir den Iialben Cmfang des Vierecks mit s, so dass 
s = n + b + c + d ,  so ist  F = ~ . s .  a is0  ist 

P L  p2(a f b + c + $'(a2 + O2 + cZ+ d 2 )  

+ 2 ~ ~ ( a b  + a c  + a d  + bc + Od + cd). 

Ohen haben wir bewiesen, dass Q 2 =  a c  - hd. Also folgt: 

-1- ( a b  + ac  + ad + bc + bd + cd)(ac + b d ) .  

Diesen Ausdruck k6nnen wir in die Form bringen: 

F" an?ce+ b2d2+ 2abcd + a2(bc + cd  + db)  

+ h2(cd + d a  -1 ac) + ?((da + ab + b d )  + d 2 ( a b  4- bc +cm). 

D a m  erkennen wir, dass dies gleich ( a  + b)(b + c)(c  + d) (d  + a).' 
Also folgt: 

5 )  F 2 = ( a + b ) ( b + c ) ( c + d ) ( d + a ) = e f g h ,  d.h.: 

Das Q u a d r a t  d e r  F l a c h e  i s t  g l e i c h  dem P r o d u k t e  a u s  den  
vier S e i t e n  d e s  Vierecks.  

16 * 
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4. Mit Bilfe von E leiten wir einige Belationen zwischcn g, r 
und den Seitenlangen ab. 

Da F =  p ( e t  f : g t h )  - vm, so folgt: 
/ 

D e r  R a d i u s  des  I n k r e i s e s  i s t  g l e i c h  d e r  Q u a d r a t w u r z e l  a u s  
d e m  P r o d u k t e  d e r  S e i t e n  d i v i d i e r t  d u r c h  i h r e  h a l b e  Sunime. 

Urn den Radius des Umkreises (U) zu finden, bernerken wir, dasv 
(ü) sowohl dem Dreieck A B C  wie A C D  umschrieben ist. Daher ist: 

Daraus ergiebt sich durçh Addition: 

4 r ( A B C  + A C D )  = A C ( f g  + eh). 

Nun is t  A B C  + ACD = ABCD =vefgh, also: 

4 r  vm = A C ( f y  + eh) .  

Auf analogem Wegc findcn wir: 

4 r m h  = B D ( f e  + gh) .  

Durch M ~ l t i ~ l i k a t i o n  erhalten wir: 

16r2.efy lz  = A C - B U ( f g  + eh) ( f e  + gh) .  

Aber nach dem Ptolemaischen Satze ist A C -  BD eg + f 7 ~ .  Also ist: 

1 6 r 2 . c f g h  = (eg + f h ) ( f g  + eh) ( f e  + g l ~ )  
und 

7) 

Daraus folgt für die Inhalte von In-  und Umkreis: 

5. W i r  stellen nun einige B e z i e h u n g e n  f ü r  d i e  W i n k e l  d e s  
V i c r e c k s  auf. 

e f g h  E s  ist P - T s i n u + ; - s i n y .  Aber a : + y = 1 8 0 ° .  Also ist: 
L 2 

und 

9 )  sin ct = - 
21" -2vEfgh . - -- - 

e f t S h  e f t g h  
- sin y;  

nach demselben Gesetze folgt: 

2 Vefgh. sin /3 = -- = sin S. 
f s t e h  
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Berechnen mir daraus die Cosinus, so kt: 

10) 
fg -eh  

COS a: = e f - g h  und cos8 =--. 
e t 'Kg h  f ' s + e h  

Diese Relationen. führen noch zu einigen B e z i e h u n g e n  f ü r  d ie  
E ckr adien. Aus dem Dreieck A J C *  finden wir: 

11) 
P tu?! = 3. analog: t g  - - 4. 

='2 PI' 2 Pn 

Rechnen wir t g  und t g  naeh 9) und 10) nus, so folgt: 

Die Q u a d r a t e  d e r  E c k r a d i e n ,  w e l c h e  d u r c h  zwei  g e g e n ü b e r -  
liegende E c k e n  gehen ,  v e r h a l t e n  s i c h  w i e  d i e  R e c h t e c k e  a u s  
den Se i ten ,  d i e  i n  d i e s e n  E c k e n  zusamrrienstossen.  

Durch Multiplikation der Gleichungen erhalten wir: 
P l .  e, - f -- -E> d. h.: 
e s .  e4 

Das R e c h t e c k  a u s  z w e i  E c k r a d i e n ,  w e l c h e  d u r c h  zwei  auf -  
eirianderfolgende E c k e n  g e h e n ,  ve rh i i l t  s i c h  zu d e m  R e c h t e c k  
ans d e n  z w ~ i  a n d e r e n  E c k r a d i e n ,  wie  d i e  resp.  V i e r e c k s e i t e n ,  
welche zwischen  d i e s e n  E c k r a d i e n  l i egen .  

Schliesslich stellen wir noch eine Reziehung zwischen den Seiten- 
radien und den Seiten auf. Sind BI, I j ; ,  G,, H, die Fusspunkte der 
Seitenradien, so ist: 

1 F AE,UF1+ C G I U H l - T A B C D =  ,- 
Setzen wir für s i n a  den oben 9) gefundenen Wert,  so folgt: 

Il. 

6. Wir entwickeln einige L a g e n v e r h a l t n i s s e  f ü r  d o p p e l t  
zentrische Vie recke .  Zuerst beweiscn wir, d a s s  d i e  V e r b i n d u n g s -  
linien XG,  HF d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
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T a n g e n t e n p a a r e n  e g ,  hf zu e i n a n d e r  s e n k r e c h t  s t e h e n .  Es ist 

Aber <XEJF+ + H J G  = 180'. 

Also ist E G F +  + G F H  = 90'. Daher ist auch FPG - 90'. 
Zweitens beweisen wir, d a s s  d e r  P u n k t  P i n  Bezug auf 

d e n  I n k r e i s  (J) u n d  i n  B e z u g  auf  d e n  U m k r e i s  (b') dieselbe Po- 
l a r e  p h a t .  

Seien &, S die resp. Schnittpunkte der Tangentenpaare cg, fh 
des Vierecks, so ist &S die Polare von P in Bezug auf den Inkreis. 

- - -  

Folglich gehen die Diagonalen AC, BD des Vierecks c ,  f ,  g, h durch 
den Pol P. Daraus folgt aber, dass P und &S auch Pol und Polare 
in Bezug auf ( U )  sirid. 

Aus dem bewiesenen Satze schliessen wir noch, d a s s  d ie  Mittel- 
p u n k t e  J u n d  u' d e r  K r e i s e  ( J )  u n d  (17) a u f  e i n e r  Geraden m 
d u r c h  P l i e g e n ,  w e l c h e  z u r  L i n i e  QS o d e r  p s e n k r e c h t  steht. 

Drittens zeigen wir, dass  d ie  W i n k e l  d e r  D i a g o n a l e n  AC, 
IZn d u r c h  d i e  G e r a d e n  XG,  E'H h a l b i e r t  werden .  

Die Linien AC und U B  sind niindich ein Paar der Involution 
harmonischer Polaren um P in Bezug auf (J). EE'~ ist die Polaro 
von A, G H  ist die Polare von C. Beide Polaren treffen sich im Pole 
der Geraden AC und diever liegt auf BD. I n  analoger Weise ergiebt 
sich, dess die Polaren F ~ ,  E'G der resp. Punkto D und B sich im 
Pole der Geraden BD schneiden. Dieser Pol muss aber in AC liegen. 
Mit anderen Worten heisst dies: AC und BD sind Diagonalen des 
Vierecks EZ'GH. Bekanntlich werden zwei solche Diagonalen durch 
die resp. Seiten harmonisch getrennt. Folglich sind AC, BI)  und 
E G ,  E'H Paare einer harmonischen Gruppe. Von diesen Paaren ist 
das eine - EG, PH - r e ~ h t ~ i n k l i g .  Daher halbiert es den Winkel 
des anderen Paares. 

7. W i r  kehren den unter 6) bewiesenen Satz um. 
P sei ein beliebiger Punkt im Innern eines Kreises (J). Wir 

zichen durch P zwei zueinander scnkrechte Linien q ,  s, welche (?O 
resp. in E G ,  F H  schneiden. W i r  konstruieren in diesen Punkten die 
resp. Tangentcn c l  g, f ,  h. Dann k6nncn wir beweisen, dass  die resp. 
S c h n i t t p u n k t e  A, B, C, D v o n  ef ,  fg, g h ,  he d i e  E c k e n  eines 
K r e i s v i e r e c k s  s ind .  

E s  ist narnlich 

< E A E ' + < A F P + ~ P E A = 2 7 0 ° = + H C ~  
+$=CGZ'+ g P H C ;  

aber ARP - $- X H G  und < A F P  - % FGZI; ferner ist: 

C G P =  GE'E und < C H P =  4 HEF.  
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Set.zen mir diese Werte ein und addieren wir die Winkel, so folgt: 
< E A F +  F G H  + + E H G +  HCG+ G F 3 +  H E F =  540'. 

Aber: + F G H +  EHG -1 G F E  + H E F =  360'. 
Mithin ist 3- E A F +  H C G  = 180'. 

Polglich ist das Viereck A B C D  einem Kreise ( U )  eingeschrieben. 
Fiir dasselbc gilt alles, was wir oben für doppelt zentrische Vierecke 
bewiesen haben. 

8. Betrachten wir P als Scheitel einer Rechtminkelinvolution J,. 
und lassen wir an Stelle von p, s wcit'ere I'aare dieser Involution 
tretcn, so gchort zu jcdem Paare ein anderes Kreisviercck. Wir  zeigen, 
dass a l le  d iese  V i e r e c k e  demse lben  K r e i s e  (Cr) e i n g e s c h r i e b e n  
sind. 

Zuerst schliessen wir - a i e  oben (6) -, dass die Polare p von 
P in Bezug auf (J) auch Polare von P in Bezng auf alle Kreise (Lv 
ist, welchen die erwiihnten Vierecke eingeschrieben sind. p trifft 
jeden dieser Kreise in zwei Punkten. Ein solches Paar von Schnitt- 
punkten wird durch eine Involution bestimmt. Ihr  Mittelpunkt ist der 
Fusspunkt 1: der Normalen, welche durch Y auf y gefallt merderi 
kann. Ein zweites Paar der Involution wird durch die Diagonal- 
purikte Q, S des Vierecks qegeben und diese zwei I'aare bestimmen die 
Involution auf p. Nun sind die Punkte Q ,  S der einzelnen Vierecke 
zugleich Pole der resp. Liriien q, s,  zu  welchen die Vierecke phoren .  
Weil aber die Beraden p, s eine Involution J, bilden, miissen auch 
die Punkte &, S einander involutorisch zugeordiiet sein. Pl ist auch 
Mittelpiinkt dieser Involution. Dieselhe hat folglich mit, jeder der Tn- 
volutiorien, welche die Schnittpunkte von p mit de11 Urnkreisen be- 
stimmen, den Mittelpunkt und ein weiteres Paar (S, S gelneinsam. 
Ilaraus ergiebt sich, dass alle diese Involutionen mit der Involution 
der Paare Q, S zusammenfallen. p schneidet folglich alle in Eede 
stehenden Umkreise in denselben zwei Doppelpunkten dieser Invo- 
lution. Weil abcr I', p für diese Umkrcise Pol und Polare ist, so 
niüssen sieh die Kreise in den gefundenen zwei Punkten auf p be- 
rühren. Also fallen diese Umkreise in einen (U) zusammen und ihm 
sind alle Kreisvierecke eingeschrieben. 

Kennen wir eines dieser Kreisviereeke, so ist (U)  und die Eecht 
n-inkelinvolution J, bestimmt und wir konnen unendlich viele Kreis- 
vierecke zeichnen. W i r  sdiliessen daher: 

Den zwei  K r e i s e n ,  w e l c h e n  e i n  V i e r e e k  e i n -  u n d  u m -  
geschrieben i s t ,  s i n d  u n e n d l i c h  v ie le  V i e r e c k e  e i n -  u n d  u m -  
geschriehen.* V e r b i n d e n  w i r  d ie  R e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  S e i t e n ,  s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  V e r -  
b indungs l in ien  i n  e i n e m  P u n k t e .  

* Dieçes i s t  der bekannte Satz, von dessen Bemeiv in den obeu zitierteu 
Ikmerkuugeu die Kede ist .  
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9. W i r  knüpfen an den gefiihrten Beweis noch eine Bemerkung 
über die Involution der Punkte &, S. Wir  zeigen, d a s s  die Paaro 
d i e s e r  I n v o l u t i o n  v o n  J a u s  u n t e r  r e c h t e m  W i n k e l  erscheinen. 
Ein Punkt Q ist n h l i c h  der Pol einer Linie q in Bezug auf dm 
Kreis (J). Folgliçh steht q zu der Geraden senkrecht, welche Q mit 
dern Mittelpunkte ,T des Kreises ( J )  verbindet. 1st X der entsprechende 
Punkt zu Q ,  so muss die Polare s von S in Bezug auf ( J )  zur Ge- 
raden S J  normal sein. Nun ist q senkrecht zu S. Folglich mussen 
auch die Linien JQ und JS  einen rechten Winkel bilden. 

Gehen wir jetzt von den Paaren Q ,  S auf p aus, so crhalten wir 
folgenden Batz: Z i e h e n  w i r  a u s  d e n  P a a r e n  Q, S e i n e r  Punkte -  
i n v o l u t i o n  J,, w e l c h e  v o n  c i n e m  P u n k t e  J a u s  u n t e r  rechtem 
W i n k e l  e r s c h e i n e n ,  d i e  T a n g e n t e n  a n  e i n e n  K r e i s  [J) aus  J, 
s o  w e r d e n  h i e ï d u r c h  V i e r s e i t e  b e s t i m m t ,  w e l c h e  d e m  Kreise(J)  
u m s c h r i e b e n  s ind .  D i e  P a a r e  &, S s i n d  je  zwei  E c k e n  dieser 
Vie rse i t e .  D i e  ü b r i g e n  E c k e n  l i e g e n  a u f  d e m s e l b e n  Kre i se  (C). 
E r  g e h t  d u r c h  d ie  D o p p e l p u n k t e  d e r  I n v o l u t i o n  J,. Die 
T a n g e n t e n  i n  d iesen  P u n k t e n  g e h e n  d u r c h  d e n  Pol Y der 
L i n i e  p i n  B e z u g  a u f  (4. 

Zu jedem Kreise aus J gehort nach diescm Satze ein Kreis ( I i ) .  
Alle diese Kreise (0) gehen durch die Doppelpunkte von J,, d.h. sie 
bilden ein Büschel. 

ILI. 
10. W i r  hahen bis je tzt  die Einschriinkung gemacht, dass der 

Kreis (J) im Kreise (67 l i ~ g e ,  iind dass also Y im Innern des 
Kreises (4 gelegen ist. Aber schori die am Ende von (9) geaachte 
Bemerkung fiihrt uns zu dern Falle, bei welchem ein Kreis (4 die 
Linie p schneidet, und bei welçhem also P niçht mehr irn Inrieru 
von ( J )  liegt. W i r  wollen daher jetzt von dieser Reschrankung ab- 
sehen und untersuchen, wie sich bei beliebiger Lage von Y die gegen- 
seitigen Verhiiltnisse der Kreise (J )  und (a) gestalten. Wir stellen 
zu diesern Zwecke einige allgemeine Beziehungen zwischen den Ent- 
fernungen m, n der Punkte U, P vom Punkte J und zwischen den 
Badien r, Q der Kreise (U)  und (J) auf. Wir  gehen dabei von einem 
doppelt zentrischen Viereck A B C D  aus (Fig. 2), für welches zwei 
gegenüberliegende Seiten senkrecht zur Linie JP sind. Sie berühren 
also den Kreis (J) in seinen Schnittpunkten li; 11 mit diesen Senk- 
rechten. Y liege zunachst zwischen F und 15. Dann konstruieren 
wir den Mittelpunkt LT des Kreises (03, welcher diesem Vierecke ein- 
geschrieben ist, indem wir in der Mitte L von A U  die Normale zu 
A D  ziehen. Nun ist: 

A J P 3  A CJL. 
Also ist: J P .  JL - FE. liJ. 
Ferner ist: AI>EJcu  AEJL.  
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Also ist: PB. J L  = EJ2.  
Durch Division ergiebt sich: 

1) m = - n eP  . 
p2-  n s  

Dm r in Funktion der Langen n und g auszudrücken, bemerken 
 il-, dass 

AEAP, cu APJE. 
Fig. 2. 

c 
Es ist daher: F A :  FP1=PJ: PE. 
Daraus folgt: E'P . PJ 

FA = - = E'P . 
1L 

P E  1 -  ieP- ne 

Da aber P, Pl ein konjugiertes Paar in Bezug auf den Kreis (J) ist, 
so muss JI' .  JI', - $ = rn(? + FI>,). Daraus folgt: 

Aber r2 = ?7Fa + E A2 = ( In + g)2 + FA2. Setzen wir in diesem 
Ausdrucke für In und P A  die gefundenen Werte ein, so folgt: 
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Il. Wir  nehmen jetzt an, dass P eine beliebige Lage habe und 
interpreticren dementsprechend die abgeleiteten Ausdrücke für In und r. 

J e  nachdem P im Innern oder ausserhalb des Kreises ( J )  liegt, 
ist n < Q oder n > q und also p2 - n2 positiv oder negativ. Dem- 
entsprechend haben nt und n entgegengesetzte oder gleiche Zeichen. 
VCTir schliessen daraus: 

L i e g t  P irn I n n e r n  des  K r e i s e s  (J), s o  werden  die 
P u n k t e  P u n d  Ti d u r c h  J g e t r c n n t .  L i e g t  P a u s s e r h a l b  (J), 
s o  m ü s s e n  P u n d  U a u f  d e r s e l b e n  S e i t e  v o n  J l iegen .  

Aus dem abgeleiteten Ausdrucke für r schliessen wir, dass r nur 

reell wird, wenn 2 $9 fi2, oder wenn n < 1/% Kun ist @ 1/2 der Radius 
eines Kreises (J,), welchem alle Quadrate eingeschrieben sind, deren 
Seiten den Kreis (J) berühren. Also folgt: 

L i e g t  Y i m  I n n e r n  des  K r e i s e s  (J,), s o  w i r d  d e r  Kreis  (Q) 
ree l l .  L i e g t  P a u s s c r h a l b  (A,), s o  i s t  d e r  K r e i s  ( U )  imaginar,  
h a t  a b e r  e i n e n  r e e l l e n  M i t t e l p u n k t  U. 

Um die gegenseitige Lage von (,O und (U) zu untersuchen, bilden 
wir die Differenz aus der Summe der Radien und dem Abstande m 
der Mittelpunkte. Es ist: 

e e l / 2 e ' -  n" c 3 -  g n e $  c e l a  - Q p 1 / 2 Q p - ~ ~ 2 $  + ~ w ( T L - ~ )  
r f q - m l  ,%- -- ,s - - 

, B - N 2  

Sei nun n < Q und positiv, so wird diese Differenz stets positiv. 
Dann liegt P in (J). Das Zeichen von rn ist dem von H entgegen- 
gesetzt (nach 10, 1) und der Kreis ( U )  schliesst den Kreis ( J )  ein. 

Subtrahieren wir m von der Differenz der Radien, so folgt: 

So lange n zmischen p und @l/2 liegt, wird der Ziihler dieses 
Ausdruckes positiv, der Nenner wird negativ. Also wird der ganze 
Ausdruck negativ. Dann liegt P zwischen (J) und (J,). nz hat das- 
selbe Vorzeichen wie n. Die Kreise (J) und (Cy schliessen einander 
aus. Erganzen wir diese Schlüsse f ü r  die Grenzfalle, in welchen P 
auf (4 oder (JI)  liegt, 0 0  ergiebt sich allgemein folgender Satz: 

L i e g t  P i m  I n n e r n  v o n  (4, s o  m u s s  d e r  r e e l l e  Kre i s  (G), 
w e l c h e r  z u  P g e h o r t ,  d e n  K r e i s  (J) einsch l iessen .  Liegt  P 
z w i s c h e n  (J) u n d  (J,), s o  s c h l i e s s t  ( U )  d e n  K r e i s  ( J )  aus. 
Liegt P auf ( J I ,  s o  d e g e n e r i e r t  (L3 i n  d i e  Gerade ,  welche ( J )  
i n  P b e r ü h r t ,  u n d  i n  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  (r  = ns). 

L i e g t  P a u f  (J,), so  g e h t  (77) i n  d e n  N u l l k r e i a  i iber ,  der i n  
1' l i e g t  (r = O). P ü r  a l l e  ü b r i g e n  L a g e n  v o n  P wird  (LT) 
i m a g i n n r .  

12. Diese Schlüsse stimmen auch mit dern, w-as wir aus der Recht- 
winkelinvoliition J, um P für die doppelt zentrischen Vierecke ableiten 
konnen. Liegt P im Innern von ( J ) ,  so sçhneidet jedes Paar der In- 
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volution J, au3 dem Kreise (4 zwei reelle Puriktepaare, deren Tangenteri 
Seiten eines reellen Vierecks sind. Befindet sich P zwischen (4 und (J,), 
so schneidet ein Teil der Strahlenpaare aus (J) reelle Punkte, denen 
reelle Vierecke entsprechen. Andere Paare der Involution l i ~ g e n  so, 
dass ein Strahl den Kreis (J) in zwei reellen Punkten E; G sckneidet 
und der entsprechende Strahl in zwei imaginiiren Punkten. Dann ge- 
hUrt zu diesem Paare ein imaginiires Viereck. Seine imaginiiren Ecken 
liegen paarweise auf den reellen Tangcntcn in E und G an (?T). 
Liegt endlich P ausserhalb (J,), so giebt es keine Paare der In- 
volution welche (J) in vier reellen Punkten schneidcn. Folglich 
sind alle Vierecke, welche zu diesen Lagen von P gehoren, imaginar. 
Bei den einen dieser Vierecke liegen die imaginiiren Ecken auf rccllcn 
Tangenten von (J). In  diesem Falle schneidet ein Strahl eines Paares 
den Kreis reell. Bei allen diesen doppelt zentrischen imaginiiren 
Vierecken sind je die zwei Diagonalpunkte A, S als Pole der reellen 
Paare der Involution J, gleichfalls reell. 

IV. 

13. Wir  wollen alle doppelt zent'rischen Yicreckc, welche dem- 
selben Kreise ein- resp. umgeschrieben sind, ein B ü s c h e l  von  
doppelt  z e n t r i s c h e n  Vierecken  ncnnen. P hcisse der g e m e i n -  
same D i a g o n a l p u n k t  und p die g e m e i n s a m e  D i a g o n a l e  der 
Vierecke. Wir  untersuchen ein solehes Büschel. 

Legen wir im allgemeinen durch einen Diagonalpunkt Y eines be- 
liebigen Vierecks eine Gerade, so schneidet diese bekanntlich die 
gegenüberliegenden Seiten in Punktepaaren, welche durch P und die 
dem Punkte P gegenüberliegende Diagonale p des Vierecks harmonisch 
getrennt werden. 

Xun haben alle Vierecke des Büsçhels den Diagonalpunkt Y und 
die Diagonale p gemeinsam. Wir  schliessen daraus: 

J e d e  G e r a d e  d u r c h  d e n  g e m e i n s a m e n  D i a g o n a l p u n k t  P 
des B ü s c h e l s  s c h n e i d e t  d i e  g e g e n i i b e r l i e g e n d e n  S e i t e n  d e r  
Vierecke i n  P a a r e n  e i n e r  h y p e r b o l i s c h e n  I n v o l u t i o n  JI. S i e  
hat P u n d  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  G e r a d e n  m i t  p z u  D o p p e l -  
punkten. 

Dcr dualc Gcdankc führt zu folgendem Satze: 
P r o j i z i e r e n  w i r  d i e  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  E c k e n  d e r  TTier- 

ecke a u s  e i n e m  P u n k t e '  d e r  g e m e i n s a m e n  D i a g o n a l e  p, s o  e r -  
hal ten w i r  P a a r e  e i n e r  h y p e r b o l i s c h e n  I n v o l u t i o n  J,. S i e  h a t  
p und d ie  G e r a d e  d u r c h  Y z u  D o p p e l s t r a h l e n .  

Jede Gerade durch P schneidet den Xreis (J) in zwei Punkten, 
in welchen zwei gegenüberliegende Seiten eines Viereçks den Kreis (J) 
berühren. Folglich sind diese Beriihrungspunkte ein Paar der In- 
volution JI. Ferner trifft jede Gerade durch P den Kreis ( U )  in zwei 
Punkten, welche zwei gcgenüberliegcnde Ecken cincs doppelt zcntrischcn 
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Vierecks sind. .Durch sie geht je ein Paar von gegenüberliegenden 
Seiten. Also gehoren auch diese zwei Punkte der Involution J, an 
und wir schliessen: 

J e d e  G e r a d e  d u r c h  P ; c h n e i d e t  d i e  K r e i s e  ( J )  u n d  ( U )  in 
P a a r e n  von' JI. 

Der duale Schluss heisst: D u r c h  j e d e n  P u n k t  von  p gehen 
a n  (J) u n d  (O) T a n g e n t e n ,  w e l c h e  P a a r e  d e r  I n v o l u t i o n  J ,  
s ind .  

14. Indem wir die Involution JI untersuchen, welche die Centrale lit 
der Kreise (J) un{ (l7) aus dem Büschel der Vierecke schneidet, er- 
halten wir einen Uberblick über die reellen und imaginiiren Vierecke 
des Büschels. 

Durch einen Punkt X der Geraden m gehen zwei Tangenten e, e* 
an (J). Verbinden wir ihre resp. Berührungspunkte E, E* mit P, so 
sind diese Verbindungslinien qq* zu rn orthogonal symmetrisch und 
schneiden (J) je zum zweiten Male in Punkten G, G'. lhre  Tangenten g,g* 
liegen in zwei doppelt zentrischen Vierecken den resp. Seiten e, e* 
gegenüber und treff'en sich auf nz in einem Punkte XI, welcher dem 
Punkte X in der Involution JI korrespondiert. Ziehen wir durch P 
zu q,  q* die resp. Normalen s, s*, so schneiden diese aus (J) die Punkte- 
paare FE", H a * ,  deren resp. Tangenten f'f*, hh* zu m symmetrisch 
liegen und sich in einem Punktepaare Y, Y, der Involution JI treffen. 
W i r  sehen daraus, dass je zwei Vierecke des Büschels zur Geraden l n  
orthogonal sgmmetrisch liegen. lhre Seiten schneiden sich auf l n  in 
z ~ e i  Paaren der Involution JI. Geben wir ein Paar dieser Involution, 
so wird das andere durch die Vierecke eindeutig bestimmt. Diese 
Zuordnung der Paare von JI ist- eine rertauschbare. Folglich bilden 
diese Pltare eine neue Involution J,. 

15. Mit Hilfe der zwei Involutioncn ?T,?T, k6nncn wir unter den 
Vierecken des Büschels diejenigen definieren, deren gegenüberliegende 
Seiten imaginar sind. Im allgemeinen gehen durch ein Paar XX; 
von JI vier Tangenten an den Kreis (4. Unter ihnen sind je diejenigen 
ein gegenüberlicgendes Scitenpaar eines Vierecks, deren Berührungs- 
punkte auf einer Geraden durch P liegen. 1st nun X ein Punkt im 
lnnern von (J), so müssen die Tangenten aus X an (J) imaginir 
sein. Verbinden wir den imaginiiren Berührungspunkt von einer dieser 
Tangenten mit P, so schneidet dicse Gerade den Kreis (J) in dem 
imaginiiren Beriihrungspunkte der gegenüberliegenden Seite. Folglich 
ist auch diese Seite hag ingr .  Sie geht durch den reellen Punkt XI, 
der X in JI entspricht. Das Viereck hat also zwei gegenüberliegende 
imaginare Seiten, deren reelle Punkte X, XI auf der Linie nz und im 
Innern von (J) liegen. Diese Seiten schneiden sich daher in einem 
imaginaren Punkte auf p. Ihm entspricht in der Involution harmonischer 
Pole in Bezug auf (U) ein imaginiirer Punkt, in welchem sich die 
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zwei anderen gegenüberliegenden Seiten des Vierecks schneiden miissen. 
Polglich sind auch diese Seiten ilnagingr. Sie gehen durch die 
reellen Punkte YY,, welche X X ,  in der Involution J, entspreehen, 
und sind Tangenten an (J). Also liegen auch die Punkte YY, im 
Tnnern von (U) und es folgt: 

Ze ichnen  w i r  zu e i n e m  P u n k t e  X i m  I n n e r n  v o n  (J) d e n  
en t sprechenden  P u n k t  XI d e r  l n v o l u t i o n  J, auf  rn u n d  z u  X X ,  
das k o r r e s p o n d i e r e n d e  P a a r  d e r  I n v o l u t i o n  J,, so l i e g e n  d iese  
Punkte  i m  l n n e r n  v o n  ( J ) .  S i e  s i n d  d ie  r e e l l e n  P u n k t e  d e r  
Seiten von zwei  imagin i i ren ,  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n  
des Büschels ,  w e l c h e  z u  m o r t h o g o n a l  s y m m e t r i s c h  l i egen .  

Eine duale Überlegung führt zu einer Tnvolution J, von Strahlen 
aus dem crs fernen Punkte von p. Die Tangenten in den Schnitt- 
punkten von m mit ( J )  und ( U )  sind Paare von J2. Also ist J2 per- 
spektivisch zu JI. Durch die Vierecke werden die Paare xx,, yy, von 
,7, einander in einer neiien Involution J, zugeordnet. Je  zwei gegen- 
überliegende Ecken~aare  eines Vierecks liegen in zwei korrespondierenden 
Strahlenpaaren dieser Involution. Schneidet eine von vier solchen 
zusammengehtirenden Linien xx,, yyl den Kreis ( U )  imaginiir, so 
treffen auch die übrigen ( U )  imaginiir. Diese Schnittpunkte sind 
acht Ecken von zwei imaginiiren doppelt zentrischen Vierecken. 

16. Wir  trcten naher auf die Involution J, ein, welche zwischen 
den Paaren X X , ,  YY, auf nz besteht. In dieser Involution entspricht 
sich dasjenige Paar selbst, welches m aus dem Kreise (17) schneidet 
(Fig 2). 1st dieses Paar - und also der Kreis (U) - reell, so muss 
die Involution J, ein zweites reelles Doppelpaar besitzen. W i r  ge- 
lailgen durch folgende Uberlegung zu diesem Paare: Weil der Diagonal- 
punkt P eine Ecke des Polardreiecks ist, welches den Kreisen (J) und 
(IiT) gemeinsam ist, so müssen die Sçhnittpunkte dieser Kreise paar- 
weise auf Gcraden durch P liegen. Zeichnen wir in einem solchen 
Punktepaare E, G die Tangenten e, g an (J), so sind diese zwei 
gegenüberliegende Seiten eines doppelt zentrischen Vierecks. Eine 
solche Seite - etwa e (Fig. 1) - schneidet aus (U) im allgemeinen 
zwei l'unkte A, D. Durch jeden dieser Punkte geht eine zweite 
Tangente an J und diese Tangenten sind zwei weitere gegen- 
überliegende Seiten des Vierecks. I n  unserem speziellen Falle liegt h' 
in einem der zwei Punkte A ,  n. Polglich stellt e zwei benachharte 
Seiten eines doppelt zentrischen Vierecks vor, welche sich decken. 
h a l o g  schliessen wir, dass in y zwei solche Seitcn zusammenfallen. 
Das Viereck degeneriert also in zwei doppelte Gerade und diese müssen 
sich in einem Punkte von (L? schneiden. In  ihm liegen zwei Punkte 
des Vierecks, deren Verbindungslinie durch P geht. Folglich berührt 
in diesem Punkte eine Tangente aus Y den Kreis ( F ) .  Kun ist P 
und p Pol und Polare in Bezug auf (U).  Also werden die Tangenten, 
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welche durch P an ( U )  gehen, diesen Kreis in seinen Schnittpunkten 
mit p berühren. Daher schliessen wir umgekehrt: 

Z i e h e n  w i r  a u s  e i n e m  S c h n i t t p u n k t e  v o n  p m i t  (m die  
T a n g e n t e n  ail ( J ) ,  so  s i n d  i h r e  B e r ü h r u n g s p u i i k t e  zwei 
g e m e i n s a m e  P u n k t e  d e r  K r e i s e  (-1) u n d  (U). I n  jeder  dieser 
T a n g e n t e n  f a l l e n  z w e i  b e n a c h b a r t e  S e i t e n  e ines  doppelt 
z e n t r i s c h e n  V i e r e c k s  zusammen.  S i e  s c h n e i d e n  a u s  In das  
z w e i t e  D o p p e l p a a r  von  J3. 

Da die Schnittpunkte von p mit dem Kreise (U) zu m sym- 
metrisch liegen, so erhalten wir zwei degenerierte Vierecke, deren 
Seiten sich auf m in dem erwiihnten Doppelpaare schneiden. 

Die vier Schnittpunkte von ( d )  und (0') sind in unserem E'alle 
imaginiir. Zwei sind die imaginaren Kreispunkte. Ihre Tangenten 
treffen sich im Mittelpunkte J des Kreises ( J ) .  Die zwei übrigen 
Schnittpunkte liegen auf der Potenzlinie der Kreise ( J )  und (I?.  
Die Tnngenten an ( J )  in diesen Punkten schneiden sich im Pole 
der Potenzlinie in Bezug auf ( J ) .  Also folgt: 

D e r  N i t t e l p u n k t  J v o n  (J) u n d  d e r  P o l  d e r  Potenzl inie  
voii (J) u n d  (U) i n  B e z u g  a u f  (J) s i n d  e i n  D o p p e l p a a r  von 
J, u n d  d a h e r  e i n  P a a r  von  JI. 

17. Wir  wenderi uns nochrnals zur Involution J,  auf I n .  Dem 
Doppelpunkte Y, (Fig. 2) von JI entspricht in J, dasjenige Paar, 
welches die Linie nz aus dem Kreise ( J )  schneidet. Wir  fragen nach 
dem Paare von JI, welches in J ,  dem anderen Doppelpunkte P von 
JI korrespondiert. Urri diese Prage zu beantworten, ziehen wir durch 
P eine Tangente t an (4. Diese stellt zwei gegenüberliegende Seiten 
des Vierecks vor. Die Senkrechte in P zu t schneidet aus (J) zwei 
Punkte, deren Tangenten die zwei iibrigen Seiten des Vierecks sind. 
Daher schneiden diese Tangenten aus der doppelten Geraden t je zwei 
zusammenfallende Punkte des Kreises (Ti), d. h. sie beriihren den 
Kreis ( U )  in  diesen Schnittpunkten. Sie sind also gemeinsame Tan- 
genten von (8) und (U). Wir  erkennen daraus, dass t und die zwei 
erwiihnten gemeinsamen Tangenten ein degeneriertes Viereck des 
Büschels vorstellen. 

Ein zweites degenerirtes Viereck bcsteht aus der zweiten Tangente 
durch P an (J) und aus dem anderen gemeinsamen Tangentenpaare 
von (J) und (Ti). Diese vier Tangenten schneiden sich aber paar- 
weise in m und wir schliessen daher: 

D e m  D o p p e l p u n k t e  P v o n  ,Tl k o r r e s p o n d i e r t  i n  der 111- 

v o l u t i o n  J, d a s  s t e t s  r e e l l e  P u n k t e p a a r ,  i n  w e l c h e m  sich die  
g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  v o n  (4 u n d  ( C r )  a u f  m echneiden. 

Aus dem geführten Beweise ergiebt sich noch (Big.4): 
Z i e h e n  w i r  d u r c h  P e i n e  T a n g e n t e  an (J) u n d  z u  i h r  d i e  

N o r m a l e  i n  P, so s c h n e i d e t  d i e s e  a u s  (J) z w e i  Berührungs-  
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punkte  von  zwei  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  d e r  E r e i s e  (J) u n d  
(0). Ferner folgt: D i e  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  von  ( J )  u n d  
(7;') b e r ü h r e n  (U) i n  P u n k t e n ,  w e l c h e  p a a r w e i s e  a u f  d e n  T a n -  
genten a u s  P a n  ( J )  l i egen .  

Wir erwiihnen scldiesslich die analogen Schliisse für die Invo- 
lutionen J2 und J,. J,  hat die Geraden zu einem Doppelpaare,.welche 
in den Schnittpunkten von m mit ( J )  diesen Kreis beriihren. Das 
andere Uoppelpaar wird durch diejeriigen zu m serikrechten Geraden 
dargestellt, welche die auf (U)  gelegenen Berührungspunkte der ge- 
meinsamen Tangenten von (J) und ( I I )  verbinden. 

Dem Doppelstrahle von ?J2, welcher diirch P geht, entsprechen 
in J, die Liriien, welche durch die Schriittpunkte von m mit (U) 
gehen. Dem Doppelstrahle p entsprechen die zu nz senkrechten Linien, 
welche die gemeinsamen Punkte .der Ereise (J) und (U) verbinden. 
Diese Geraden sind: die Potenzlinie der zwei Kreise und die unendlich 
ferne Linie. 

V. 
18. Wir  bcnutzen die abgeleiteten Siitzc, um eine Reihe von A u f -  

gaben zu losen. 
a) Gegeben  s e i  e i n  K r e i s  (J) m i t  dcm K a d i u s  g ;  f e r n e r  d c r  

~ i t t é l ~ u n k t  C e i n e s  K r e i s e s  ( 0 ) .  D i e s e r  sol1 so  b e s t i m m t  
werden, dass  (J) u n d  (U) resp.  I n -  u n d  U m k r e i s  e i n e s  B ü s c h e l s  
von doppe l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n  s ind.  

Wir suchen den gemeinsamen Uiagonalpunkt P der Vierecke. Wir  
berechnen zu diesem Zwecke n aus der quadratischen Gleichung 

welche nus (10, 1) folgt. Wir konstruieren (Fig. 3) die Wuraeln 

n = H S  und n*=HS*  

dieser Gleichurig, welche stets reell sind. Ihnen entsprechen zwei 
Punkte YP*. Weil nn* = - g2 = JP- JY*,  so muss einer der Punkte 
Pl" im Innern von (J) liegen und der andere ausserhalb. Bür den 
ersten Punkt ist (17) stets recll und er muss dem kleineren der zwei 
Werte nn* entsprechen. Ferner muss er durch J von U getrennt 
werden (11). W i r  tragen daher den kleineren der zwei Werte nn* 
von J aus nach der Seite ab, welche J U  entgegengesetzt ist, und den 
grosseren auf dieselbe Seite, auf welcher Z: liegt. Der Kreis ( U ) ,  
welcher zu dem letzteren Werte gehort, ist reell oder imaginar, je 
nachdem n < gl /S  oder n > g l /2 .  W i r  finden den R,adius r des ge- 
suchten Kreises, indem wir zu P den konjugierten Punkt Pl in Be- 
zug auf (J) bestimmen. Kun ist PP, auch ein konjugiertes Paar in 
Bezug auf (27). Also ist 

UP. u'P, = T ~ .  
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An die geloste dufgabe schliesst sich folgende an: 

b) Gegeben  se i  e ine  T a n g e n t e  e e ine s  Kre i s e s  (4 und ein 
P u n k t  U. Man s u c h t  e in  doppe l t  z en t r i s ches  Viereck ,  welche8 
( J )  umsch r i eben  i s t ,  e zu e ine r  S e i t e  h a t  u n d  einem Kreise 
a u s  U e ingeschr iebkn  is t .  

Wir bestimmen nach a) die Punkte PP* und verbinden diese mit 
dem Berührungspunkte E von e. Diese Verbindungslinien pq* schneiden 
( J )  zum zweiten Male in den Berührungspunkten der resp. Seiten g, g*, 

Big. S. 

welche e gegenüberliegen. Die resp. Senkrechten s, s' zu q, q" durch P, P' 
treffen ( J )  in den resp. Berührungspunkten der anderen Seitenpaarc. Es 
giebt also im allgemeinen zwei Vierecke der verlangten Art. Das eine, 
für welches P im Innern von ( J )  liegt, ist stets reell. Das andere 
kann reell sein oder es hat nur zwei reelle Seiten. 

19. Den gelosten Aufgaben stehen zwei weitere gegenüber: 

c) Gegeben  s e i  e in  K r e i s  (7J) m i t  dem Rad ius  r und ein 
P u n k t  J. Man beschre ibe  a u s  J e inen  K r e i s  (J), welcher m i t  
(C) e in  Büsche l  von  doppe l t  z en t r i s chen  Vierecken  bestimmt. 
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Wir suchen den gemeinsamen Diagonalpunkt P, indeni wir 
aus 1) und 2) von 10 den Radius g eliminieren und n bcrcchnen. 

me - re 
Wir erhalten n = m.-- m"rZ Dieser Ausdruck giebt immer einen 

reellen Wert von n. Zu seiner Konstruktion bestimmen wir (Fig. 3 
und Fig. 4) J L  = l/me - r2 und J K  = l/n2 + r 5 n d  multiplizieren In 

J L S  
mit -è. Zeichnen wir sodann zu Y den konjugierten Punkt Y, in  d K  
Bezug auf (03, so ist J P .  JP, = gZ. 1st tîz < r (Fig.3), d.h. liegt J  

Big. 4. 

in O; so wird n negativ. J liegt also zwischen U und P. Dann 
lasst sich zeigen, dass J auch zwischen U und Pl liegt, denn 

UP.  UP, = r S  
und 

1 1 1 ~ -  re  2 nlr ---. U P =  O ' J + b P = - m + % = - m + m . - - -  v z e + r e  m"rz  
Also ist - 2mr  -. 

1n-  r Z  
UPl = rz. 

Folglich ist 

So lange m < r, so ist dieser Ausdruck > nz. Er giebt einen 
I'unkt Pl, welcher von U durch J getrennt wird. Folgliçh liegen die 
Punkte PP, auf derselben Seite von J. Daraus folgt, dass g2 positiv 
und der Kreis (J) reell wird. 1st m > r, d. h. liegt J ausserhalb (0) 
(Fig.4), so haben m und n. gleiche Vorzeichen. Die Punkte P und 
C liegen auf derselben Seite von J und zwar liegt P zwischen J 
und U, weil n. < m. I n  diesem Palle wird (J) reell und von (U) aus- 
geschlossen, wenn J die Punkte Pl', nicht trennt. Liegt aber J 
zwischen PI',, so wird (J) imaginar. 

I m  Zusammenhange mit Aufgabe c) steht folgende Aufgabe: 
d) G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  (U) u n d  e i n  P u n k t  A a u f  (U) ,  

sowie  e in  b e l i e b i g e r  l ' unk t  J. M a n  s u c h t  e i n  V i e r e c k ,  
Zeitschrift f Mathsmatik u Phgsik 44 Band. 1899 5 ri 6 Ueft 17 
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w e l c h e s  (U) e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  A z u  e i n e r  E c k e  h a t  und 
e i n e m  K r e i s e  m i t  d e m  M i t t e l p u n k t e  ( J )  u m s c h r i e b e n  is t .  

W i r  konstruieren nach c) den Kreis (J). ~ i r t f  er von (U) ein- 
geschlossen, so ist das gesuchte Viereck stets reell (Pig. 3). Wird ( L T )  
reell und von (J) ausgeschlossen, so ist das Viereck ebenfalls reell (Fig.4). 
Wird (77) imaginar, so ist auch das Viereck imagfinar. Reell ist aber 
A und die Eçke C, welche A gegenüberliegt. Beide Ecken befinden 
sich auf einer Geraden durch P. 

20. wir stellen ferner fvlgende Aufgabe: 

e) G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  (J), e i n e  T d n g e n t e  f dieses 
K r e i s c s  u n d  a u f  i h r  zwei  P u n k t e  A,  B. M a n  ~ u c h t  e in  Kreis- 
v ie reck ,  w e l c h e s  (J) u m s c h r i e b e n  i s t  u n d  A,  B z u  E c k e n  hat .  

W i r  ziehen aus A und B je die zweite Tangente e ,  g an (J) (Fig.1). 
Wir  rerbinden die resp. Berührungspunkte E, G dieser Tangenten 
und fillen aus dem Berührungspunkte F von f die Senkrechte s auf 
diese Verbindungslinie. Dann trifft s den Kreis zum zweiten Male im 
Berührungspunkte H der vierten Seite h des Vierecks. Liegen die 
gegebenen Ecken A, B auf derselben Seite von F, so müssen auch 
die zwei anderen Ecken CD in h auf derselben Seite von U licgen, 
weil die drei Linien AC, BD und HF durch denselben Punkt 1' 
gehen. I n  diesom Falle liegt des Viereck ABCD ausserhalb (J) und 
die Icreise (J) und (77) schliessen sich aus. 

Die Aufgabe e) erhiilt eine Erweiterung in folgender Form: 
f )  G e g e b e n  s e i e n  d r e i  T a n g e n t e n  e, f ,  g e i n e s  Kre i ses  ( J ) .  

M a n  s u c h t  d i e  d r e i  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  K r e i s v i e r e c k e ,  welche 
(J) u m s c h r i e b e n  s ind ,  d i e  d r e i  g e g e b e n e n  T a n g e n t e n  zu Seiten 
u n d  j e  z w e i  E c k e n  des  T a n g e n t e n d r e i e c k s  zu E c k e n  haben. 

W i r  ziehen die drei Hohen vom Dreieck E F G  der resp. Be- 
rührungspunkte. Diese H6hen schneiden aus dem Kreise je einen 
zweiten Punkt H, J, K- Die Tangenten h ,  i, 7c in diesen Punkten 
sind diejenigen Viereekseiten, welche resp. e, f, g gegenüberliegen. 
Jede dieser Seiten bestimmt mit e, f ,  g eines der drei Vierecke. Die 
drei H6henfusspunkte des nreiecks BE'G sind drei Diagonalpunkte 
der drei Vierecke. 

W i r  bemcrken noch, dass sich die gegenübcrliegenden Seitcn 
paare e, h; f ,  i; g,  7; in drei Punkten einer Geraden schneiden, welche 
die Polare vom Hohenpunkte des Dreiecks E, F, G in Bezug auf (d )  
ist. Daraus folgt, dass das Dreieck der Tangenten e ,  f ,  g zuni 
Dreieck der Tangenten h, i, 7u perspektivisch liegt. Der Hohenpunkt 
von E, l i j  G ist das Perspektivcentrum. 

21. Der Aufgabe e) in 20) steht folgendc gegenüber: 

g) G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  ( U ) ,  e i n  P u n k t  A von ( C )  und 
z w e i  G e r a d e  e, f d u r c h  A. M a n  s u c h t  e i n  V i e r e c k ,  welches 
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( D )  e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  e ,  f zu S e i t e n  h a t  u n d  e i n e m  K r e i s e  
(J) u m s c h r i e b e n  i s t ,  d e r  von  e, f b e r ü h r t  wird. 

Rei der L6sung dieser Aufgabe stützen wir uns auf einen leicht 
zu beweisenden Satz für Kreisvierecke. Zeichnen wir namlich bei 
einem solchen Vierecke in zwei gegenüberliegenden Ecken 72, D die 

Fig. S. 

vier Winkelhalbierenden, s o  liegt der Schnittpunkt der zwei inneren 
mit dem Schnittpunkte der zwei iiusseren Halbierungslinien auf einem 
Kreise, der in B und D zu dem Kreise des Kreisvierecks senk- 
recht steht. 

Sol1 nun ein Kreisviereck einem zweiten Kreise (J) unwchriehen 
sein, so müssen sich drei Winkelhalbierende von drei aufeinander 
folgenden Ecken im Mittelpunkte von ( J )  treffen. Diese drei Halbierungs- 
linien sind innere, wenn das Viereck den IZreis (J) einschliesst. Sie 

17* 
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sind abwechselnd je eine innere und eine aussere, wenn das Viereck 
den Kreis (J) ausschliesst. Seien jetzt in unserer Aufgabe B und D 
(Fig. 5) die resp. Schnittpunkte von e und f mit (U),  so sind 3, LI 
zwei gegenüberliegende Ecken der gesuchten Vierecke. Wir kon- 
struieren den Orthogonalkreis (O) in B und Il zu (LT). Sçhneiden 
wir diesei Kreis mit den Geraden, welche den winkel e ,  f halbieren, 
so erhalten wir vier Mittelpunkte ( ? J I .  . . J,) von vier Kreisen, denen 
Vierecke der gesuchten Art eingeschrieben sind. 

Fig. 6. 

Die vierten Ecken C von je zwei dieser Vierecke liegen orthogo~ial 
symmetrisch zur Centrale der Kreise (U) und (0). 

Die geloste Aufgabe führt zur L6sung der folgenden: 
h) Gegeben  seien d r e i  P u n k t e  A B C  e ines  Kre ises  (Lr ) .  

Man s u c h t  d ie  Vierecke,  welche  (U) e ingesch r i eben  sind, 
A, B, C zu aufe inander  fo lgenden  E c k e n  haben ,  u n d  welche 
e inem K r e i s e  (J) so e ingesch r i eben  s ind ,  da s s  je zwei Seiten 
des Dre i ecks  A B C  e inen  Kre i s  (J) beri ihren.  

mTir zeichnen die drei Kreise (O), welche je in zwei Ecken des 
Dreiecks A B C  zu (0) orthogonal stehen. Indem wir diese Iireise 
mit den resp. Winkelhalbicrendcn des Dreiecks A B C  schneiden, er- 
halten wir im allgemeinen zw6lf Mittelpunkte von Kreisen (J), denen 
Vierecke unter den gcgebonen Bedingungcn umgeschricbenwerden konnen. 

22. Geben wir einen Kreis ( J )  und einen beliebigen Punkt A 
ausserhalb ( J ) ,  so giebt es cw, viele Kreisvierecke, welche ( J )  um- 
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schrieben sind und A zu einer Ecke haben. Ziehen wir niimlich aus 
A die zwei Tangenten c ,  f an ( J )  und seien E, F ihre Berührungs 
punkte, so konnen wir durch E eine beliebige Gerade g ziehen. Fillen 
wir aus P e i n e  Senkrechte zu g, so schneidet sie g in einem Diagonalpunkte 
P eines solchen Vierecks. Der Ort der Punkte P ist ein Kreis (EF) 
über der Linie E F  als Durchmesser. An diese Bemerkung knüpft 
sich folgende Aufgabe: 

i) G c g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  (.7). F e r n e r  k e n n t  m a n  z w e i  
Punkte  Ad, e i n e s  K r e i s e s  (Lr ) .  D e r s e l b e  sol1 so  b e s t i m m t  
werden, d a s s  (J) u n d  (U) I n -  u n d  U m k r e i s  e i n e s  B ü s c h e l s  
von d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n  s ind.  

Wir konstruieren (Fig. 6) zu A und A, die resp. Polaren EF, 
ELFI in Bezug auf (J) und zeichnen über diesen Linien als Durch- 
messern die Kreise (ET') und (ELFI).  Sie schneiden sich in zwei 
Punkten PP*. Zu jedem dieser Punkte gehort als Diagonalpunkt ein 
Biischel von doppelt zentrischen Vierecken mit dem Inkreise ( d ) .  
Verbinden a i r  den Mittelpunkt J von ( J )  mit den zwei Punkten P, P*, 
so schneiden diese Verbindungslinien aus der Geraden, welche in der 
Mitte von AA, zu AA, senkrecht steht, die Mittelpunkte U ,  Cr* der 
zugehorjgen Umkreise aus. 

Um die Bedingungen zu finden, unter welchen die Punkte Y P *  
reell werden, bernerken wir,  dass EF, EIF, Paare einer Involution 
auf (.7) sind. Diese Involution hat die Schnittpunkte der Geraden 
AA, mit (J) zu Doppelpunkten. Sind diese Schnittpunkte irnaginiir, 
so trennen sich die Paare EF, E, FI. Dann schneiden sich die Kreise 
( X P )  und (BI&) stets in reellen Punkten P, P*. W i r  schliessen 
daraus: Die Punkte PP* sind stets reell, wenn ATl den Kreis (b) 
nicht schneidet. Trifft AA, den Kreis ( J ) ,  so k6nnen die Punkte P, P* 
reell oder imaginir sein. 

23. Die Figur, welche die Aufgabe i) lest, zeigt noch, dass die 
drei Geraden EE, RIFl und Pl'* durch einen Punkt T gehen. Er 
ist Potenzpunkt für die drei Kreise (J), ( E F )  und (EIF1). E r  ist 
aber auch Pol der Linie AA,, denn in ihm schneiden sich die 
Polaren E F  und E,F, der Punkte A ,  A,. Perner muss die Linie Pl'* 
zu der Geraden senkreeht stehen, welche die Mittelpunkte der Kreise 
(EF), (BI FI) verbindet. Diese Mittelpunkte sind die konjugierten zu 
A, A, in Bezug auf ( J ) .  Diese Bemerkungen dienen zur Losung der 
Aufgabe i), wenn BA, zusammenfallen. Wir haben die Aufgabe: 

k) G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  ( J ) ,  e i n e  G e r a d e  t u n d  e i n  
Punkt  A a u f  t ,  w e l c h e r  a u s s e r h a l b  ( J )  l i e g t .  M a n  s u c h t  e i n e n  
Kreis  (U) ,  w e l c h e r  t i n  A b e r ü h r t  u n d  m i t  (J) e i n  B ü s c h e l  
von d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n  b e s t i m m t .  

Wir konstruieren wie bei i) den Kreis (EF) .  Dann bestimmen 
nir den Ort aller konjugierten Punkte zu den Punkten von t in Bezug 
auf ( J ) .  Dieser Ort ist ein Kreis. J und der Pol T von t in Bezug 
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auf (J) sind die Endpunkte von einem Durchmesser dieses Kreises. 
Wir zeichnen an denselben die Tangente, in demjenigen Punkte? welcher 
zu A konjugiert ist. Wir  fallen aus T die Senkrechte zu dieser 
Tangente und suehen die Schnittpunkte mit dem Kreise (EF). Diese 
sind zwei Diagonalpunkte PP* und ihnen entsprechen - wie bei i) - 
die Mittelpunkte U, 7J* von zwei Kreisen der gesuchten Art. Sie 
sind immer reell, wenn t den Kreis (J) nicht schneidet. 

VI. 
24. Wir stellen zum Schlusse einige Satze zusammen, welche sich 

leicht mit Hilfe der entwickelten Gedanken bewoisen lasscn. 
S a t z  1. U s e i  e in  P u n k t  e ine s  Kre i s e s  (J). W i r  te i len den 

R a d i u s  d ieses  Kre i s e s  n a c h  dem go ldenen  S c h n i t t e  u n d  
t r a g e n  den g r o s s e r e n  A b s c h n i t t  von Zj- a u s  i n  d e r  Richtung 
JTJ u n d  von  J a u s  i n  der  R i c h t u n g  7JtT ab. D a n n  s ind  die resp. 
E n d p u n k t e  P* u n d  P gemeinsame D i a g o n a l p u n k t e  zweier 
Büsche l  von doppe l t  z en t r i s chen  Vierecken ,  welche  (J) zum 
I n k r e i s e  haben. U i s t  d e r  M i t t e l p u n k t  d e r  Umkre i s e  dieser 
Riischel.  Von diescn Umkrcisen ist derjenige reell, für den der 
Diagonalpunkt im Innern von (J) liegt. 

S a t z  II. Z i ehen  w i r  a u s  zwei  P u n k t e n  Q, S ,  welche auf 
zwei  zue inande r  s enk rech t en  D u r c h m e s s e r n  e ine s  Kreises 
l iegen,  a n  d iesen  d ie  v i ~ r  Tangen ten ,  s o  s chne iden  sich die- 
s e lben  i n  we i t e r en  v i e r  P u n k t e n  e ines  Kre isv ie recks .  

Sa t z  III. F ü r  d i e  Rüsche l  v o n  d o p p e l t  z en t r i s chen  Vier- 
ecken, welche  derriselben K r e i s e  (J) unlschr ieben  s ind  und 
deren  geme insame  D i a g o n a l p u n k t e  P a u f  e i n e r  Geraden g 
l i egen ,  i s t  de r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  U d e r  Umkre i s e  (G) ein 
K e g e l s c h n i t t  &?. 

Die Senkrechte durch den Mittelpunkt J von (J) zur Geraden g 
ist eine Axe von IV? J ist ein Scheitel. Der zu (J) konz~ntrische 
Xreis ( ? J q )  mit dem Radius gv2 wird von g in zwei Punkten ga- 
schnitten, welche auf 1Cf2 liegen. Schneidet g den Kreis (J) reell, sa 
ist I C f 2  eine Hyperbel. Ihre Asymptoten sind parallel zu den Radien 
von ( J ) ,  welche durch die Schnittpunkte von g mit ( J )  gehe~i. Be- 
rührt g den Kreis (J), so ist M 2  eine Parabel. Schneidet g den 
Kreis (J) nicht, so wird N2 eine Ellipse. Trifft g auch (J,) nicht, 
so stellt die Ellipse J P  den Ort der Mittelpunkte von imaginiiren 
Kreisen (77) vor. 

S a t z  IV. H2 s e i  e in  Kre is ,  welcher  d u r c h  den Mittel- 
p u n k t  J eines  zwe i t en  K r e i s e s  (J) geht .  Kons t ru i e r en  wir 
die  doppel t  z en t r i s chen  dem Kre i s e  (J) umschr iebenen  Tra -  
pexe, filr welche  je  die  n i ch t  pa r a l l e l en  S e i t e n  s ich  auf HP 
schneiden ,  so l i egen  d ie  M i t t e l p u n k t e  de r  Umkre i s e  dieser 
T rapeze  auf  e inem Kegelschni t te .  
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Satz  V. ABCD u n d  A,BIC1ll, s e i e n  z w e i  d o p p e l t  zen-  
t r ische V i e r e c k e ,  w e l c h e  d e m s e l b e n  K r e i s e  (J) u m s c h r i e b e n  
sind, u n d  w e l c h e  z w e i  g e g e n i i b e r l i e g e n d e  S e i t e n  g e m e i n s a m  
haben. AB, A,Bl s e i e n  d i e  E c k e n  a u f  e i n e r  d i e s e r  S e i t e n  u n d  
CD, CID, s e i e n  d i e  E c k e n  a u f  der  a n d e r e n  Se i te .  D a n n  l i e g e n  
auch die E c k e n  AB, CID, u n d  A,Bl, CD je  a u f  e i n e m  K r e i s e .  

SatzVI.  P s e i  d e r  g e m e i n s a m e  D i a g o n a l p u n k t  e i n e s  
Büschels v o n  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n ,  w e l c h e  dern 
Kreise (J) v o m  R a d i u s  p u m s c h r i e b e n  sind. (,JJ s e i  d e r  k o n -  
zentr isehe K r e i s  m i t  dern R a d i u s  Ql/2. E i n e  T a n g e n t e  d u r c h  
Y an (J) b e r ü h r e  d i e s e n  K r e i s  i n  E u n d  s c h n e i d e  (J,) i n  A 
und 13. D u r c h  A ( o d e r  B) g e h t  e i n e  z w e i t e  T a n g e n t e  a n  ( J I .  
Sie t r e f f e  d i e  G e r a d e  PJ i n  S. Z i e h e n  w i r  z u  d e r  L i n i e  E X  
eine P a r a l l e l e  d u r c h  B (oder  A), s o  s e h n e i d e t  d i e s e  P a r a l l e l e  
a us  de r  G e r a d e n  Y J  d e n  M i t t e l p u n k t  U v o m  U m k r e i s e  des  
Rüschels.  

Nach diesem Satze konstruieren wir C, wenn P ausserhalb (J) 
liegt, und wenn (6') imaginar wird. 

Sa tz  VU. Z e i c h n e n  w i r  d i e  g e m e i n s i m e n  T a n g e n t e n  
zwischen e i n e m  K r e i s e  (J) u n d  e i n e r  P a r a b e l ,  d e r e n  S c h e i t e l  
im M i t t e l p u n k t e  J von  (6) l i e g t ,  s o  t r e f f e n  s i c h  b e k a n n t l i c h  
diese T a n g e n t e n  p a a r w e i s e  a u f  d e r  Geraden ,  w e l c h e  J m i t  
dem B r e n n p u n k t e  LT d e r  P a r a b e l  v e r b i n d e t .  K o n s t r u i e r e n  
wir zu diesen  S c h n i t t p u n k t e n  d i e  P o l a r e n  i n  B e z u g  a u f  ( J ) ,  
so  schne iden  s i e  d i e  G e r a d e  J U  i n  zwei  P u n k t e n  Pl'*, w e l c h e  
gemeinsame D i a g ~ n a l p u n k t ~ e  v o n  z w e i  B ü s c h e l n  d o p p e l t  z e n -  
t r i scher  V i e r e c k e  s ind.  D i e s e  h a b e n  (J) z u m  I n k r e i s e  u n d  
zwei Kre i se  a u s  U z u  resp.  U m k r e i s e n .  

Sa tz  V111. S c h n e i d e n  s i c h  d i e  v i e r  H a l b i e r u n g s l i n i e n  d e r  
Innei iwinkel  e i n e s  K r e i s v i e r e c k s  ABCD i n  e i n e m  P u n k t e  J 
[das Viereck ist doppelt zentrisçh und (U) sçhliesst (J) ein], so  
treffen s i c h  d i e  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e n  H a l b i e r u n g s l i n i e n  
der A u s s e n w i n k e l  i n  v i e r  P u n k t e n ,  w e l c h e  a u f  e inem K r e i s e  
J, l iegen. D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
Ecken dieses  n e u e n  K r e i s v i e r e c k s  g e h e n  d u r c h  J. K o n s t r u i e r e n  
wir i n  so inen  E c k e n  d i e  T a n g e n t e n  a n  (JI), s o  b e s t i m m e n  
d iese  ein n e u e s  d o p p e l t  z e n t r i s c h e s  V i e r e c k  u.s.w. D i e  M i t t e l -  
punkte a l l e r  K r e i s e ,  d e n e n  d i e s e  Vie recke  c in -  resp. u m -  
geschrieben s i n d ,  l i e g e n  a u f  e i n e r  Geraden .  

Sa tz  IS. E i n  T r a p e z  i s t  d o p p c l t  z e n t r i s c h ,  w e n n  d i e  n i c h t  
parallelen S e i t e n  g l e i c h  s ind ,  u n d  w e n n  s i c h  d i e  K r e i s e ,  
welche diese  S e i t e n  z u  D u r c h m e s s e r n  h a b e n ,  b e r ü h r e n .  D e r  
B e r ü h r u n g s p u n k t  i s t  M i t t e l p u n k t  des  I n k r e i s e s .  S e i n  R a d i u s  
ist  das  h a l b e  g e o m e t r i s c h e  M i t t e l  a u s  d e n  p a r a l l e l e n  S e i t e n .  
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D e r  I n h a l t  des  T r a p e z e s  i s t  g l e i c h  d e m  P r o d u k t e  aus  dein 
a r i t h m e t i s c h e n  u n d  d e m  g e o m e t r i s c h e n  M i t t e l  d e r  parallelen 
S e i t e n .  J e d e  d e r  n i c h t  p a r a l l e l e n  S e i t e n  i s t  g le ich  dem 
a r i t h m e t i s c h e n  M i t t e l  a u s  d e n  p a r a l l e l e n  Se i ten .  

S a t z  X. 1 s t  b e i  e i n e m  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  Trapez  ein 
w i n k e l = 4 5 ° ,  s o  i s t  d i e  P l a c h e  des  U m k r e i s e s  sechsmal  s o  
g r o s s  w i e  d i e  P l a c h e  des  I n k r e i s e s .  D e r  M i t t e l p u n k t  des 
U m k r e i s e s  l i e g t  auf  dem z u m  I n k r e i s e  (J) konzentr ischen 
K r e i s e  ?l,. D e r  I n h a l t  d e s  T r a p e z e s  i s t  g l e i c h  dem Rechtecke 
a u s  d e n  D u r c h m e s s e r n  der  K r e i s e  (7) u n d  (J,). Die Be- 
r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  T r a p e z s e i t e n  m i t  ( . J )  b e s t i m m e n  ein 
n e u e s  d o p p e l t  z e n t r i s c h e s  V i e r e c k ,  w e l c h e s  h a l b  so  g ross  wie 
d a s  T r a p c z  ist .  

S a t z  XI. D a s  e ineni  K r e i s e  (J) u m s c h r i e b e n e  Quadrat 
i s t  h a l b  so  g r o s s  wie  das  u r n s c h r i e b e n e  d o p p e l t  zentr ische 
T r a p e z ,  f ü r  w e l c h e s  e i n  wirikel 30° i s t .  Die  F lache  vom 
U m k r e i s e  d i e s e s  T r a p e z e s  i s t  2 0 m a l  so  g r o s s  wie  d ie  Flaclie 
des  I n k r e i s e s .  

S a t z  XII. S c h l i e s s t  b e i  e i n e m  B ü s c h e l  v o n  d o p p e l t  zen- 
t r i s c h e n  V i e r e c k e n  d e r  U m k r e i s  d e n  I n k r e i s  e in ,  so  i s t  unter 
d e n  V i e r e c k e n  s t e t s  e i n  Trapez .  V e r h i i l t  s i c h  d e r  U m f a n g  des 
I n k r e i s e s  z u  dem d e s  U m k r e i s e s  w i e  1: il, w o  1 eine b e ~  
l i e b i g e  von  1 v e r s c h i e d e n e  Z a h l  b e d e u t e t ,  so i s t  e i n  W i n k e l  rp 
d e s  T r a p e z e s  d u r c h  d i e  R e l a t i o n  b e s t i m m t :  

S a t z  XTII. Z e i c h n e n  w i r  zu e i n e m  K r e i s e  (J) m i t  deni . , 
R a d i u s  g e i n e n  k o n z e n t r i s c h e n  K r e i s ,  d e s s e n  R a d i u s  

so  k a n n  j e d e r  P u n k t  d icses  K r e i s e s  a l s  D i a g o n a l p u n k t  einev 
B ü s c h e l s  von d o p p e l t  z e n t r i s c h e n v i e r e c k e n  b e t r a c h t e t  werden, 
w e l c h e  ( J )  z u m  I n k r e i s e  haben.  D i e  U m k r e i s c  d i e s e r  Büschel 
s i n d  d e m  I n k r e i s e  g l e i c h  u n d  s c h l i e s s e n  i h n  aus.  

S a t z  XIV. 1 s t  bei  e i n e m  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  T r a p e e  da3 
R e c h t e c k  a u s  d e n  p a r a l l e l e n  S e i t e n  g l e i c h  vier,  so i s t  der 
I n l i a l t  des  I n k r e i s e s  g l e i c h  n. 

S a t z  XV. L e g e n  w i r  d u r c h  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  Eckeil 
e i n e s  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k s  d e n j e n i g e n  Kre i s ,  welcher 
z u m  U m k r e i s e  s e n k r e c h t  s t e h t ,  s o  g e h t  e r  d u r c h  d e n  Mit te l -  
p u n k t  des  I n k r e i s e s .  

S a t z  XVT. X s e i  e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  a u f  d e r  Po la re  11 
des  g e m e i n s a n i e n  D i a g o n a l p u n k t e s  P v o n  e i n e m  Biischel 
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doppelt  z e n t r i s c h e r  Vie recke .  B e s c h r e i b e n  w i r  a u s  X e i n e n  
Kreis (X), w e l c h e r  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  I n k r e i s e s  (J) 
geht, so s c h n e i d e t  (X) a u s  dern U m k r e i s e  zwei  g e g e n ü b e r -  
l iegende E c k e n  von  e i n e m  V i e r e c k  d e s  Büschels .  

Satz  XVII. Z e i c h n e n  w i r  z u  e i n e m  b e l i e b i g e n  K r e i s e  (G) 
ein Riischel von  O r t h o g o n a l k r e i s e n ,  s o  s i n d  i h r e  G r u n d p u n k t e  
,/, JI zug le ich  M i t t e l p u n k t e  v o n  zwei  K r e i s e n  (J), (J,), d e r e n  
jeder a l s  I n k r e i s  m i t  (U)  a l s  U m k r e i s  e in  Bi i sche l  v o n  
doppelt  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n  b e s t i m m t .  D e r  P o l  P von  
der Z p n t r a l e  p d e s  K r e i s b ü s c h e l s  i n  R e z u g  a u f  (11) i s t  g e -  
meinsamer D i a g o n a l p u n k t  d e r  zwei  B ü s c h e l  von  V i e r e c k e n .  

Satz SVIII. Al le  S e h n e n  e i n e s  K r e i s e s  ( J ) ,  welche  von  
eiiîern P u n k t e  P a u s  u n t e r  r e c h t e m  W i n k e l  e r s c h e i n e n ,  u m -  
hüllen e inen  K e g e l s c h n i t t .  Derselbe hat P und den Mittelpunkt J 
von ( J )  zu Brennpunkten. X r  ist Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
Y im Innern von (4 oder zwischen ( J )  und dem zu (J) kon- 
zentrischen Kreise (J,) liegt. D i e  P o l a r f i g u r  d ieses  K e g e l s c h n i t t e s  
in Bezug a u f  (J) i s t  e i n  K r e i s  (O). D i e s e r  i s t  U m k r e i s  e ines  
Büschels von  d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k e n ,  w e l c h e  ( J )  z u m  
Inkreise  haben .  

Satz  XIX. P u n d  ,T s e i e n  d i e  B r e n n p u n k t e  e ines  K e g e l -  
schni t tes  (PJ). p s e i  D i r e k t r i x  von  P. W i r  b e s c h r e i b e n  a u s  
dem a n d e r e n  B r e n n p u n k t e  J e i n e n  K r e i s  (J), w e l c h e r  Y u n d  2, 
zu Po l  u n d  P o l a r e  ha t .  Dani l  m ü s s e n  d i e  T a n g e n t e n  a u s  
irgend e i n e m  P u n k t e  X von  p a n  den  K o g e l s c h n i t t  (PJ) a u s  
dem Kre i se  ( J )  v i e r  P u n k t e  s c h n e i d e n ,  i n  d e n e n  v i e r  S e i t e n  
eines d o p p e l t  z e n t r i s c h e n  V i e r e c k s  d e n  K r e i s  (J) b e r ü h r e n .  

Satz  XX. Z i e h e n  w i r  d u r c h  e i n e n  B r e n n p u n k t  P e i n e s  
Kege lschn i t t es  L i n i e n  u n t e r  4Ti0 g e g e n  d i e  H a u p t a x e ,  s o  
schneiden d iese  a u s  d e n  z u r  H a u p t a x e  s e n k r e c h t e n  S c h e i t e l -  
t sngenten v i e r  P u n k t e  e ines  K r e i s e s  (J), dessen  M i t t e l p u n k t  
i m  anderen B r e n n p u n k t e  l i e g t .  D i e  T a n g e n t e n  i n  d i e s e n  v i e r  
Punkten a n  (J) b i l d e n  e i n  d o p p e l t  z e n t r i s c h e s  Viereck.  

Satz  XXI. Ki s e i  e i n  b e l i e b i g e r  K e g e l s c h n i t t  u n d  Yi s e i  
eine S t r a h l e n i n v o l u t i o n  a m  S c h e i t e l  Y. J e d e s  P a a r  d e r  I n -  
volution s c h n e i d e t  a u s  K; z w e i  P u n k t p a a r e ,  d e r e n  resp.  T a n -  
geritenpaare s i c h  auf  d e r  P o l a r e  p von  P t r e f fen .  Die  ü b r i g e n  
vier S c h n i t t p u n k t e  d i e s e r  T a n g e n t e n  b e s t i m m e n  ein  Viereck.  
Die  Ecken  a l l e r  d iese r  V i e r e c k e  l i e g e n  a u f  e i n e m  n e u e n  K e g e l -  
schnitt  Ku. E r  schneidet K, in vier Punkten, welche auf den Doppel- 
strahlen der Involution Pi liegen. Die Tangenten aus P an Ki treffen 
Li, in den Berührungspunkten der gemeinsamen Tangenten von Ki 
und Ku. 1st die Involution uni P zugleich Involution harmonischer 
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Polaren in Bezug auf Ki, so muss der Kegelschnitt Ki den Kegelschnitt 
Ku in zwei Punkten der Polare von P berühren. 

S a t z  XXII. q, s s e i e n  d i e  W i n k e l h a l b i e r e n d e n  des  Winkelu 
von  z w e i  G e r a d e n  t ,  .u. K o n s t r u i e r e n  w i r  i n  d e n  Schnitt- 
p u n k t e n  E, G, F, H von q ,  s m i t  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  Ki die 
T a n g e n t e n  e ,  g, f ,  h,  s o  b e s t i m m e n  d ie  S c h n i t t p u n k t e  ef,  fg, 
ylz, he  e i n  V i e r e c k .  S e i n e  E c k e n  l i e g e n  m i t  denjenigen des 
Vie recks ,  w e l c h e s  d ie  G e r a d e n  t, u a u s  Ki s c h n e i d e n ,  auf 
e i n e m  E e g e l s c h n i t t e  Ku. 

S a t z  SXIlI. L e g e n  w i r  d u r c h  d i s  E c k e n  d e s  Rechtecks,  
w e l c h e s  d i e  S c h e i t e l t a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  Kt b e -  
s t i m m e n ,  e i n e n  n e u e n  K e g e l s c h n i t t  Ku, s o  b e r ü h r e n  die ge -  
m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  b e i d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e n  Kegelschnitt  
Kf, i n  v i e r  P u n k t e n ,  we lche  a u f  d e n  A s y m p t o t e n  v o n  Ki liegen. 

Dae Rechteck wird reell, wenn Ki Ellipse ist. Dann sind die 
gemeinsamen Tangenten imaginiir. 1st K, eine Hyperbel, so ist des 
Rechteck imaginiir. Liegt in diesem FaXe Ku zwischen den beiden 
reellen Scheiteltangenten von Kt, so muss Ku eine Ellipse sein und von 
den Asymptoten des Kegelschnittes K, in rier reellen Punkten ge- 
schnitten werden. Xi und Ku haben vier reelle Tangenten. Liegt K,, 
ausserhalb der reellen Scheiteltangenten, so ist h-, Hyperbel. K ,  und 
Ku k6nnen reelle Tangenten haben. 

S a t z  XXIV. EC, FH s e i e n  z w e i  S e h n e n  e i n e s  Kre i ses  (J), 
w e l c h e  eu  e i n e r  d r i t t e n  S e h n e  V W  p a r a l l e l  s i n d  u n d  zu ihr 
s y m m e t r i s c h  l i egen .  D i e  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e n  Schni t t -  
p u n k t e  ef;  f'g, gh,  he d e r  v i e r  T a n g e n t e n  e f y l z  in E F G H  be-  
s t i m m e n  e i n  ü b e r s c h l a g e n e s  Viereck.* D a s s e l b e  i s t  einem 
K r e i s e  (LT) d u r c h  V u n d  W e i n g e s c h r i e b e n .  

(U)  geht durch den Mittelpunkt J von (,7) und durch den Pol 
der Sehne V W in Bezug auf (J). Die Tangenten an (J), welche 
parallel zu J 7 W  sind, schneiden ( 0 )  in den Berührungspunkten der 
gemeinsamen Tangenten von (J) und (0).  Jedes zu VIT parallele 
und symmetrische Sehnenpaar führt zu einem neuen überschlagenen 
Viereck, welches dem Kreise (C) eingeschrieben ist. 

S a t z  XXV. J e d e s  P a a r  e i n e r  b e l i e b i g e n  S t rah len involu t io i i  
s c h n e i d e t  a u s  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  K, v i e r  E c k e n  einesvierecke. 
U i e j e n i g e n  S e i t e n  d i e s e r  V i e r e c k e ,  w e l c h e  n i c h t  durch  den 
S c h e i t e l  d e r  I n v o l u t i o n  g e h e n ,  u m h ü l l e n  e i n e n  Kegelschnitt .  
D i e  P o l a r f i g u r  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  i n  B e z u g  auf  K, i s t  ein 
n e u e r  K e g e l s c h n i t t  li,. I h m  s i n d  u n e n d l i c h  v ie le  Viererke 
e i n g e s c h r i e b e n ,  w e l c h e  Kt u m s c h r i e b e r i  s ind .  

* Wir halrirn bis jetzt, - drrn Sprachgrhrauche im Sinne E u k l i d s  folgend - 
solche üherschlagerie Viereüke von nnseren Uberlegungen ausgeschlossen 
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Von 

Prof. Dr. W. HEYXBNN 
in Chemnitz. 

1. Über Winkelteilung im allgemeinen. 

Die Teilmg eines Win'kels in einc Anzahl gleicher Teile, ganz 
besonders aber die Dreiteilung, bildet eines der popiilarsten Kapitel 
der Elementarmathematik, welches denn auch seit ungefiihr dreitausend 
Jahren bis in die neueste Zeit hinein bearbeitet worden ist. In 
M. Can t O r s ,,Vorlesungcn über Geschichte der Mathematik" finden 
sich im ersten und zweiten Band nicht weniger als 22 Stellen, wo der 
Dreiteilung Erwahnung geschieht. 

Wenn ich es nun in vorliegendei Abhandlung trotzdem unter- 
nehmc, eine merkwürdige masse von algebraischen Kurven vorzuführcn, 
welche zur Teilung eines Winkels gebraucht werden konnen, und die 
ich mit Rücksicht auf die spinncnartige Gestalt, wclchc in den hoheren 
Graden für  die Kurven geradezu charakteristisch wird, , ,AraneïdengC 
nennc, so gcschiaht das, weil jene Kurven in mehr als einer Hinsicht 
interessant sind. Schicken a i r  sogleich folgendes voraus. 

Die Araneïden konnen mit Hilfc von Z i r k e l  und L i n e a l  aus 
einander abgeleitet werden. Ausgehend von den Araneïden nullter 
und erster Ordnung, d. h .  ausgehend vom Punkt und der Geraden ge- 
langen wir successive zu a l l e n  Araneïden hoherer Ordnung. Im ersten 
Falle findet man die Kurven, welche die Teilung des Winkels in eine 
perade Anzahl gleicher Teile vermitteln, im anderen Falle gelangt 
nian zu den Kurven für die u n g e r a d e  Teilung. In beiden Fallen 
sind die Araneïden durch die Gerade  zu schileidrn, und die reellen 
Schnittpunkte liefern s i imt l i che  Losungen der Winkelteilungsaufgabe. 
Ehen diese Aufgabe crledigt sich auch, wenn man die Araneïden durch 
bestimmte K r e i s e  schneidet, und es ist bemerkenswert, dass dann 
zur n-Teilung cines Winkels eine Araneïde (n - l ) t ~ r  Or  d n u n  g aus- 
reicht. Der Vorgang wird hier sehr anschaulich, weil man unendlich 
viele regelmassige n-Ecke konstruieren kann, dercn Ecken auf den 
Zweigen der betreffenden Araneïde gelegen sind. - Endlich sei be- 
merkt, dass man durch kinematische Betrachtuilgen sofort auf einen 
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Me c h a n  i s m u s  geführt wird, durch welchen der Verlauf siimtliclier 
Araneïden leicht übersehen werden kann. 

Wie man sieht, erfahrt die fi-Teilung eines Winkels durch die 
Araneïden eine s y s  t em a t  i s c h e  Behandlung; es wird indessen kaum 
befremden, dass jene Kurven, soweit sie sich auf Dreiteilung beziehen, 
liingst bekannt sind. Die Araneïden z w e i  t e r  Ordnung kommen nam- 
lich einfach mit dern K r e i s  und der H y p e r b e l  überein, und man 
vergleiche wegen der ,,Dreiteilung jedes Winkels mittelst einer festen 
Hyperbel" eine Arbeit von W. P a n z e r b i e t e r ,  in welcher meitere 
litterarische Notizen zu finden sind, Archiv der Mathematik und Phydi, 
Teil 10, Reihe 2, S. 333 und 441. - Auch irn Ubungsbuch der hoheren 
Analysis von S c h l o m i l c h  ist als Quadraturenbeispiel, 1. S., II. Cap. eiii 
modifiziertes Cartesisches Blatt angegeben, welches genau mit einer 
Araneïde d r i  t t e r  Ordnung übereinstimmt. Vom v ie  r t en Grade ab 
dürften die Araneïden wohl kaum untersucht sein. 

l n  der einschliigigen Litterntur findet man weiter Angaben über 
die graphische Auflosung der bekannten Gleichung 

COS 3cp = 4c0s3q - 3cosrp 

mit Hilfe von Kegelschnitten. Auf solche Weise wird die Dreiteilung 
erledigt, und es ist einleuchtend, dass einc VTeiterführung dieses Vcr- 
fahrens wegen der Menge der Glieder in der Entwickelung von cosng; 
n i c h t  bequem ist. 

Xoch hiufiger wird der Conchoide  gedacht, die schon ihres 
Alters wegcn einen hervorragenden Platz einnimmt. Indessen liisst 
sich wohl behaupten, dass die Conchoide die Dreiteilung des Winkels 
keineswegs in einfachster VCTeise leistet. Sie ist vom v ie r ten  Grade 
und liefert mit dem Kreis, welcher hinzugezogen werden muss, acht 
Schnittpunkte, von denen alsbald fünf als überflüssig ausscheidcn. 
Noch misslicher aber ist der Umstand, dass die ICurve in jedem be- 
sonderen Falle besondcrs gezeiehnet werden m u s s ,  denn das Verhaltnis 
ihrer beiden Parameter andert sich mit der Grosse des teilenden 
Winkels. Bei den Araneïden findct solches, wie wir sehen werdcn, 
nicht statt. Eine einmal gezeichnete Araneïde ist ein fertiges 
Mode  11 zur Teilung eines beliebigcn Winkcls in eine bestimnite An- 
zahl gleicher Teile. 

2. Die Entstehung der Aranoïden und ihre Polargleichung. 

Wir  fragen nach dem geometrischen Ort der Spitze P resp. P' 
eines Dreiecks, desscn Grundlinic O &  = c gcgeben ist, und dessen 
Innenwinkel rp bei O gleich dem nt'" Teil des Aussenwinkels resp. Innen- 
winkels bei (S sein m6gc (Fig. 1). Man wiihle 0 (S als Axe, O als Pol 
eines Polarkoordinatensystems; Q heisse der Gegenpol. Dann gilt bei 
Teilung des B u s  s e n w i n k e l s  die Beziehung 
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sin n. rg 
Y C .  

sin (TL - 1) rp ' ( O P  = Y ) ,  

dagegen bei T e h g  des I n n e n w  i n k  elu 
sin n rp 

7 ( O P f =  r). 
sin ( n  +l) rp 

Dieses sind die P o l a r  g l e i c h u n g e n  der gesuçhten Arangiden. 
Vertauscht man n mit - n ,  so wechseln sich die Gleichungen 1) 

und 2) aus, weshelb eine j e d e  von ihnen bereits a l l e  Araneïden ent- 
hilt. Inzwischen ist es fiir gewisse Fragen doch zweckrniissig, positive 
und negative n auseinander zu halten. Wir  werden es daher bei 
z w ei Gleichungen belassen und die Kurven der ersten Gleichung, 
welche stets eine Schlinge aufweisen, , ,versehlungene((,  die Kurven 
der zweiten Gleichung , ,ges t reck  t e  A r a n e ï d e n "  nennen. 1st n eine 
ganze Zahl, wie a i r  es zumeist voraussetzen, so sind beide Araneïden 

Fig. 1. Fig. 2. 

der wTeilung der genannten Winkel a l g e b r a i s c h e  K u r v e n  ntar O r d -  
nung, deren rechtwinklige Koordinaten x, y sich rational durch einen 
Parameter t darstellen lassen. E s  ergiebt sich das, wenn die Ziihler 
und Kenner der Gleichungen 1) und 2) durch den Moivre'schen Satz 
ausgedrückt und die Beziehungen 

3) x = r c o s c p ,  y = r s i n c p ,  tgcp=- s ,== t ,  
berücksichtigt werden. In beiden Fïllen kommt man zu zwei Gleieh- 
uiigen von folgender Gestalt: 

4) 
fi ( t )  x = ,  y =  A @ ,  
f (t) f ( t )  

wobei f,, h,  und f g a n z e  algebraische Funktionen ihres Arguments 
bezeichnen, von denen keine den Grad n übersteigt, eine aber diesen 
Orad sicher erreiçht. Die Bestimrnung der Schnittpunkte der durch 
4) dargestellten Kurve mit einer Geraden 

5) A x + B y + C = O  
führt also in allen FaIlen auf eine Gleichung für t vom Grade TA, d. h. 
die Araneïden 1) und 2) sind Kurven nter Ordnung. - Beilaufig er- 
sieht nian noch aus 4), dass die Q u a d r a t u r  der Araneïden mittelst 
elcment a r e r  Funktionen vollzogen werden kann. 

Remerkenswert ist, dass im Falle der veruchluqgenen Araneïden 
die Funktion f ( t )  im Nenner stets den Faktor 1 + t" also in recht- 
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winkligen Koordinaten den Faktor x"y%nthalt. Alle verschlungenen 
Araneïden gehen daher durch die unendlich fernen Kre i spunkte ,  auf 
welche Eigenschaft wir im Abschnitt 6 Rücksiçht zu nehmen haben. 

Obwohl zwei Araneïden derselben Ordnung in Bezug auf Winkel- 
teilung dasselbe leisten, erscheint die verschlungene in mancher Hin- 
sicht als einfacheres Gebilde; man erkennt dies schon an den Nennern 
in den Gleichungen 1) und 2). Wir  werden daher die erstgenan~ite 
Kurve als D i r e k t r i x  der zweiten betrachten. Die konstruktive Ab- 
leitung der gestreckten Araneïde aus der verschlungenen erfolgt nun 
einfach so, dass man auf der ,4xe O& in & ein Lot QN errichtet, 
welches fortan als Halbierende jenes Winkels zu gelten hat, der von 
dem festgelegten Strahl Q P und dern zu ermittelnden Strahl &Pl ein- 
geschlossen wird (Fig. 1). P' ist ein Punkt der gestreckth Aranèide, 
welcher dem Punkt P der verschlungenen Araneïde e i n d e u t i g  entspricht. 

Wir  behaupten weiter: Xine verschlungene Araneïde nter Ordnung 
kann aus einer gestreckten Araneïde (n - 2)'er O r  d n u n g  konstruktir 
abgeleitet werden. - E s  sei P' ein Punkt der gestreckten Aranèide, 
der Innenwinkel bei Q sei gleich (n - 2)y (Fig. 2). W i r  beschreiben 
mit Q P' einen Kreisbogen, bis der radius vector zum zweiten Nale in 
P geschnitten wird, und verbinden P mit Q. Dann ist offenbar der 
dem Strahl Q P anliegende Aussenwinkel des Dreiecks OP Q gleich nrp, 
und mithin wird Y ein Punkt der verschlungenen Araneïde ntBr Ord- 
nung sein, der dem Punkt P' e i n d e u t i g  entspricht. 

Bevor wir diese allgemeinen Betrachtungen fortsetzen, wollen nir 
die einfachsten Aranèiden nach den zuletzt gegebenen Vorschriftcn 
entstehen lassen. 

3. Einfachste Faile der Araneïden. 

F a I l  N = O und n = 2. Für  lz = O ergiebt sich, wie Gleichung 2) 
zeigt, r = O, d. h., die betreffende Araneïde reduziert sich auf einen 
P u n k t  P', welcher mit O zusamrnenfallt (Fig.3). 

Die aus ihr abgeleitete verschlungene Araneïde besitzt nach den 
letzten Darlegungen den ürad  n = 2, und ihre Gleiçhung lautet 

sin 2 9 
Y C- , d. h. r - 2 c cos v. 

sin cp 

Die Hurve ist also ein Kreis, welcher mit O &  = c um Q be- 
schrieben wird. Die Halbierung des Aussenwinkels bei Q ist hier ohne 
weiteres ersichtlich; man bemerke auch, dass durch Rückverl~ngerung 
des R,adius O P  über O hinaus die zweite L6sung der Aufgabe 

360° f 2 cp 

2 
- 180° + fp 

zur Darstellung kommt. 
Wir leiten jetzt aus dem K r e i s  die gestreckte Araneïde zweiter 

Ordnung ab (Fig. 4). Die Gleichung jener Kurve folgt aus 2) für 
12 = 1, mithin 
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sin 2 rp 
T = c- 

sin 3 <p ' 
oder in rechtwinkligen Koordinaten 

8) y" x ( 3 x  - 2c). 
Es liegt daher eine H y p e r b e l  vor, deren IIalbaxen die Lange 

n = 5, resp. b = & besitzen. Die lineare Exzentricitiit wird 
3 v 3 

einer der Brennpunkte Fdlt daher mit dem Gegenpol & zusammen. 
Die Asymptoten durchsetzen die Abscissenaxe im Abstand 

unter einem Winkel von 60' resp. 120'. Fig. 4 zeigt die Ableitung 
eines Hyperbelpunktes P' aus einem Krei~punkt  P und zugleich die 
Halbierung des Aussen- und Innenwiukels bei (S. 

Fig. S. Fig 4. 

FaIl  .rz = 4. Wir  konnen nun aus der Hyperbel eine neuc ver- 
schlungene Araneïde v i e r t e r  Ordnung ableiten, aus dieser wiederum 
eine gestreckte von derselben Ordnung u. s. f. Erstere ist in Fig. 5 dar- 
gestellt, und das dort eingezeichnete Quadrat markiert die vier Losungen 
der Aufgabe, insofern um O als Scheitel vier Winkel q, 90°+ y, 180°+ q 
und 270°+ rp auftreten. Alle diese Winkel haben die Axe O Q als 
festen Sçhenkel; die anderen Scherikel sind durch die Humenpunkte P 
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und Pl bestimmt, welche der unter dem gegebenen Winkel dureh & 
gelegte Strahl &P ausschneidet. Die verschlungene Araneïde vierter 
Ordnung besitzt zwei getrennte Zweige und zwei Asymptoten, welche 
letztere sich im Purikte S auf der Abscisseriaxe schneiden. Die Abscisse 

von S betriigt x = - - es fol@ das aus den spiiter zu besprechenden 
3 ' 

allgerneinen Eigenschafteil dieser Kurven. Die ~ o l a k l e i c h u n ~  der vor- 
liegenden Araneïde ist 

9) 
in rechtwinkligen Koordinaten ergiebt sich 

10) (z2 + y2) ( 3 2  - y2) - 4 cz (1ç2 - y2), 
oder auch in I'arameterdarstellung, 

11) 
1- t' 

z = 4c - -'--y y = xt. (lt t"(3 - t2)  
Von grosserem Iiiteresse sind die Falle, in  welcheu ein Winkel 

in eine u n g e r a d e  Anzahl gleicher Teile zu zerlegen ist. 
Fa11 12 = 1 und n = 3. Für  .n = 1 folgt aus Gleichung 2) 

sin cp r r c p - -  A , d . h .  
sin 2 <p 2 cos <F 2 
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Die gestreckte Araneïde e r s t e r  Ordnung ist also eine im Abstand 

-: von O zur Axe senkrecht gelegte G e r a d e  G (Pig. 6). 
2 

Indem wir von einem Punkt P' jener Geraden in der besprochenen 
Weise zu einem Punkt P übergehen, welcher mit P' immer auf dem- 
selben, in Drehung beg-riffenei, radius vector gelegen ist, erhalten 

1 Fiy 6. IG 

wir die rerschlungene Araneïde d r i t t e r  Ordnung. Die Polargleichung 
dieser Kurve folgt aus l), namlich 

13) 
sin 3 rp r = C- 
sin 2 y ' 

und dies giebt umgesetzt 

14) 2z(z2f yZ) = c ( 3 x 2 -  yS). 

Die Kurve besteht in einer Schleife; sie bildet in  O einen Doppel- 
3 c 

punkt, schneidet die Axe zum zweiten Male ini Punkt z = und 

besitzt im Abstand O S  = x = - eine zur Axe senkrechte Asymptote. 
2 

Eine durch Q gelegte Gerade, welche mit 0 Q den zu teilenden Winkel 
einschliesst, t r i f i  die Araneïde in drei Punkten P, Pl und P,, welche, 

ZeitsehriFt f. Mathematik n. Physik. 44. Band. 1899. 5. u. 6 .  Hsft. 18 
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mit O verbunden, drei Strahlen liefern, und durch letztere kommen 
die gewünschten Losungen (p, 120' + (p und 240' f y unmittelbar zur 
Darstellung. ' 

Aus der verschlungenen leiten wir noch die gestreckte Araneïde 
d r i  t t o r  Ordnung ab, deren Gleichung in der F'orm 

15) 
oder auch 

sin 3 rp r = C--- 
sin 4 cp ' 

gegeben werden kann. Fig. 7 zeigt die beiden Kurven i n  ihrem gcgen- 
seitigen Verhaltnis. Die verschlungene (strichpunktierte) Araneïde ist 
dieselbe wie i n  Pig.6; aus einem ihrer Punkte P' ist Punkt P der 
anderen Kurve abgeleitet. Die neue Araneïde hat  auf der rechteu. 

3 C 
Seite einen hyperbolischen Zweig, welcher die Axe im Punkt x 

schneidet. Zwei andere hyperbolische Zweige schneiden in O einen 
Doppelpunkt aus. Die drei Asymptoten schneiden sich in einem ge- 
meinschaftlichen Punkt S der Axe, dessen Abscisse OS den Wert 

z = f besitzt; ihre Neigung gegen die Axe betrsgt 459 90' und 135'. 
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Die drei Losungen der Aufgabe sind in Fig.7 an der gestreckten 
Aranèide konstruiert worden. 

Des weiteren wiirde sich nun die verschlungene Araneïde f ü n f t e r  
Ordnung anschliessen; wir wollen indessen mit einer verschlungenen 
Araneïde s i  e b en  t e r  Ordnung abschliessen. Die Gleichung derselben 
wird 

17) 
sin 7 cp 

Y = C-, 
sin 6 w 

oder in Parameterdarstellung, 

18) 
c 7 - 3 5 t e + 2 1 t 4 - t e  x =-. z ( 1 + t Z ) ( 3 - t y ( 1 - 8 t q  

> y =xt. 

Die Kurve ist in Fig. 8 dargestellt. Sie wird von dem Strahl PQ 
in sieben Punkten geschnitten, wodurch sieben weitere durch O 
gehende Strahlen bestimmt werden, die zu einer vollstkdigen L6sung 
der Aiifgabe fiihren. Reschreibt man um O irgend einen Kreis, so 
markieren die genannten Strahlen die Ecken eines r e g  e l m k s s i g e n  
S ie bene c ks,  wie denn iiberhaupt die Arnneïden zur Konstruktion 
aller regelmassigen Vielecke unmittelbar gebraucht werden konnen. 
Um sonstige Eigenschaften der Kurven kennen zu lernen, ist es zweck- 
missig, sogleich die Araneïden nter O r d n u n g  ins Auge zu fassen. 

l a *  
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und 

4. Die Araneïden im allgemeinen. 

b u s  den Gleichungen 

ersieht man folgcndes: Eine Vertauschung von rp mit - rp iindert die 
Werte des r nicht. Die Kurven sind also s y m m e  t r i s c h  zur Polar- 
axe, und man kann die Betrachtung auf solche Werte von rp be- 
schrinken, welche zwischen O und n gelegen sind. 

Für  = O und rp = n verschwinden die Ziihler und Nenner 
beider Polargleichungen gleichzeitig, aber die nihere Bestimmung giebt 
fiir verschlungene, resp. gestreckte Araneïden 

19) 
Tl, C Tl  C x = --1 resp. x = -- 

w-1 n t 1  

Dicse Abscisscn sind immer posi t iv ,  denn für = z ist r negativ. 
Für 

20) 
% X 

T =  7, ~ = 1 , 2 , 3  , . . . % -  1 
verschwinden die Zahler obiger Gleichungen allein, also wird r für 
f i  - 1 verschiedene Amplituden Null, d. h., die Araneïden nt@r Ordnung 
hesitzen in O einen (n - 1) fachen  P u n k t .  Auf der Polaraxe finden 
sich daher überhaupt n. reelle Kurvenpunkte Tor, was im Einklang 
mit der friiher vollzogenen Gradabziihlung der Kurvengleicbungen steht. 

Sollen die Nenner der gedachten Gleichungen allein verschwinden, 
so muss für verschlungene Araneïden 

und für gestreckte Araneïden 

gewahlt werden. Da solchergestalt r = oo wird, so hat die erste Art 
von Kurven f i  - 2 A s y m p t o t e n  und ebensoviel getrennte Zweige, 
bei der snderen Art  ist jene Anzahl n. Die letzten Amplituden geben 
zugleich die Neigung der Asymptoten gegen die Polaraxe an. 

Um eu ermitteln, in welchem Punkt die Asymptote die Axe 
schneidet, stellen wir die Polargleichung der Tangente auf. Bezeichnet 
x die Abscisse des Punktes der Axe, welcher von der Tangente ge- 
troffen wird, und I+!J die Amplitude, welche die Tangente mit dem 
radius vector einschliesst (Fig. 9), so ist bekanntlich 

23) 
mithin 
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Schreiben wir die Gleichungen der beiden Araneïden nt.. Ordnung 
in der Form 

2 5 )  

und verbinden dieses mit 24), so ergiebt sich 

sin n rp - 
X L - C  

m cos m <p sin <p 

Nun bleibt nur zu ermitteln, welchen Wert  dieser Ausdruck an- 
niinmt, wenn die unter 21) und 22) aufgeführten Amplituden ein- 
getragen werden. 

Fiir die verschlungenen Araneïden ist In = n - 1, also 

cos m q = cos xn: = (- 1)*, 

. n x a  X Z  
s1nn.F = sin- = = (-l)Xsinnzi n-1 

Mithin wird für je  des  ganze x 5%. S. 
I I  

d.h., die n -2 A s p p t o t e n  der 
verschlungenen Araneïden schnei- 
den sich alle in e i n -  u n d  d e m -  
selben Punkt auf der Polaraxe; 
die Abscisse dieses Punktes ist - - - - - - - 
immer nega t iv .  O< x > 

Für die gestreckten Araneïden 
folgt durch eine analoge Retrachtung, oder kürzer durch Vertauschung 
von n mit - n,  

28) x=++ 

d.h., die Asymptoten dieser Kurve schneiden $ch ebenfalla in  e in  
u n d  de m s  e l  b e n  Punkt  auf der Polaraxe; die zugehorige Abscisse ist 
immer posi t iv .  

Bei den Araneïden hoherer Ordnung (n > 3) ereignet es sich, 
dass gewisse Kurvenzweige ihre Asymptoten zunachst s c h n e i d e n ;  sie 
müssen daher, bevor sie sich der Asymptote unbegrenzt nahern, ein- 
mal gegen dicso c u l m i n i e r e n .  Um den erwiihnten Schnittpunkt zu 
ermitteln, haben wir die Gleichung der Araneïden, also etwa 25), mit 
der Gleichung der betreffenden Asymptote zu verbinden. 

Bezeichnet u einen der unter 21) resp. 22) angegebenen Asymptoten- 
winkel, x den unter 27) resp. 28) angegebenen Axenabschnitt, so 
lautet die Polargleichung der Asymptote, vergl. die umstehende Fig. 10, 

sin a 
' r = X  sin (a: - cp) 
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Die Zusammenstellung mit 25) liefert die Gleichung 
sin n rp 1 --. sin a - 

sin(n+l)rp l + n  sin(n-rp)' 

und aus selbiger ergeben sich lz Amplituden, darunter die gesuchte. 
Zwei selbstverstiindliche Losungen sind rp = a ;  sie bestimmen die 

beiden unendlich fernen Punkte auf der betreffenden Asymptote. 
Die Bedingiing, dass ein Kurvenzweig gegen seine Asymptote 

culminiert, ist  a: = cp + $J (vergl. Fig. 10); folglich hat man 

31) ctg (a - rp) = ctg lii , 
und weil 

32) 
rf 

c tg@ =7 = n c t g n c p  - m c t g m ~ p ,  m = n  k1, 

so wird die Gleichung für die gesuchten Amplituden 

Fig. 10. Fig. il. 

Endlich sei bemerkt, dass verschlungene Araneiden fi'" Ordnung 
und ge~treckte  (n - l)tor Ordnung, falls c - 1 gesetzt wird, r eziproke 
E a d i e n  besitzen; es spricht sich das durch die Gleichungen 

sin n 9 sin (n - 1) rp 
.y = --- und r = . - - -  

sin(n-l)<p sin .n cp 
unmittelbar aus. 

5. adechanieche Konstruktion der Araneïden. 

Nan denke sich in einer festen Ebene zwei um ihren Mittelpunkt 
drehbare Kreisscheiben, deren Radien die L k g e  a und b besitzen 
(Fig. 11). Zwei lange diinne Stiibe seien fest mit den Scheiben ver- 
bunden und derartig durch die Mittelpunkte O und Q gelegt, dass sie 
als die nach beiden Seiten verlingerten Durchmesser der Scheiben an- 
gesehen werden kGrinen. In  der Huhelage mogen die Stibe mit der 
C e n t d e  O Q = c der Rreise zusammenfallen. 
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Je  nachdem nun die Scheiben durch einen offenen oder durch 
einen gekreuzten Friktionsgurt - entsprechend den üusseren oder 
inneren Tangenten - in Verbindung gesetzt sind, werden sich ,die 
Kreise gleichzeitig in demselben oder in entgegengesetztem Sinne drehen 
und zwar mit einer Winkelgeschwindigkeit, welche den Radien umgekehrt 
proportional ist. E s  ist ohne weiteres einleuchtend, dass der Schnitt- 
punkt P der erwiihnten St ibe im ersten Fa11 eine verschlungene, im 
zweiten Fall eine gestreckte Araneïde durchlaufen wird. 

Bezcichnen wir die Amplitude, welche die Drehung des Radius a 
mi&, mit v, so wird die zum Radius b gehorige $ i y  sein. Mithin 

erhalten wir als Polargleichung für beide Arten von Araneïden 
a 

sin - rp 

35) Y C 
b 

- n + b y  sin - 
b 

1st das Verhaltnis a :  b ein irrationales, so sind die entstehenden 
Araneïden t r a n s  z e n d e n t ,  andernfalls a l g  e b r a i  s ch. Für  die bisher 
betrachteten Kurven war ein- 

Fig 14 
fach a = w ,  O = 1. T 

Ein Apparat, welcher 1 s 
speziell die Dreiteilung eines 
Winkels riach dem Prinzip 
der Araneïden veranschau- 
Iicht, dessen Erfinder ich 
aber nicht anzugeben ver- 
mag, ist folgender: An einem 
Lineal OR ist ein um Q dreh- R 
barer, starrer Winkelschenkel 
QS angebracht, und zwar ist 
QS = Q O. Die Endpunkte 
O und S der starren Arme 
sind durch einen Faden O S  verbunden, dessen Lange verindedich ist. 
Dieser Faden muss also bei O entweder durch eine Ose oder über 
eine Rolle laufen und mittelst eines Gewichts oder einer Feder ge- 
spannt werden; er kann auch einfach aus sehr dehnbarem Gummi be- 
stehen. Auf dem Arm QS ist in der Mitte H eine diinne Nadel MN 
errichtet, welche den Faden O S  in einem Punkte Y schneiden wird. 

E s  sei nun R & 7 der zu drittelnde Winkel, und der Schenkel R & 
falle bereits mit deni ebenso bezeichneten Sei1 des Lineals zusaumen. 
Man drehe alsdann &S s o  lange, bis die Nadel den Faden in einem 
Punkte P schneidet, welcher zugleich auf dem Winkelschenkel Q T ge- 
legen ist. Aus der Figur ergiebt sich unmittelbar, dass 

*C?os-f -%RQT, 
und dass sonach die bewegliche Spitze P des Dreiecks O QP ein 
versch lungene  A r a n e ï d e  d r i t t e r  O r d n u n g  beschreibt (Fig. 12). 
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6. Die Araneïden und der ICreis. 

Wir haben die Araneïden als den geometrischen Ort der Spitze 
P eines Dreiecks erkannt, dessen Grundlinie O Q - c festgelegt war. 
Die veranderlichen Winkel an der Gruridlinie waren rp und n y ,  und 
zmar galt p immer als Innenwinkel, dagegcn musste n p  als Aussen- 
resp. Innenwinkel gewahlt werden, je nachdem e i ~ e  verschlungene, 
resp. gestreckte Araneïde entstehen sollte. 

Betrachten wir jetzt den Winkel a n  d e r  S p i t z e  des erwiihnten 
Dreiecks. Im ersten Pal1 (Pig. 13) wird der Innenwinkel bei P gleich 
(ut - -1)p,  im anderen Fa11 (Fig.14) wird der Aussenwinkel ebenda 
gleich (n + l)y. Eine verschlungene Araneïde nter Ordnung wird also 
zur (n - 1 )  Teilung, eine gestreckte derselben Ordnung zur (lz + 1)Teilung 
eines gegebenen Winkels gebraucht werden konnen, wenn wir jene 

Fig. 13. Fig. 14. 

Kurven mittelst eines Kreises schneiden, welcher die Axe O Q als 
Sehne und, entsprechend den beiden Fallen, entweder (n - l ) ~  d e r  
180'- (n + 1)rp als Peripheriewinkel fasst. 

Bemerken wir sogleich, dass jener Kreis s a m  t l i c h e  Losungen 
der Aufgabe liefert. E r  schneidet die Araneïden nt0r Ordnung in 
2% Punkten, von welchen n-1 Punkte nach O cntfallen und keine 
L6sung geben; es verbleiben sonach .rz + 1 Punkte. Bei den ver- 
schlungenen Araneïden rücken, wie wir früher festgestellt haben, zwei 
Schnittpunkte in die Uneridlichkeit; es sind das die imaginaren 
K r e i s  p u n  k t e. Demnach findcn wir bei den verschlungenen Araneïdeii 
n -1 Losungen, bei den gestreckten rz + 1 Losungen, wie für die 
Tcilung erforderlich ist. 

Wenn man daher verschlungene Araneïden in Verbindung mit 
dem gedachten Kreis setzt, so operiert man, Lhnlich wie bei der 
Conchoïde, mit einer Kurve, deren Grad unnotigerweise um eiiie 
Einheit zu hoch liegt. Hingegen gcwahren die gestreckten Araneïden 
thatsiichlich einen Vorteil, denn ihre Ordnung lie@ uni eine Einheit 
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tiefer, als die Anzahl der Teile des Winkels betragt. IIiernach er- 
scheint also die Verbindung der gestreckten Araneïden mit dem Kreis 
noch g ü n s t i g e r  als die früher behandelte Verbindung der ver- 
schlungenen Araneïden mit der Geraden. 

Wir geben als Beispiele die D r e i t e i l u n g  und F ü n f t e i l u n g  eines 
Winkels. I n  Fig. 15 ist  die gestreckte Araneïde zw e i  t e r  Ordnung, 
d. h. die H y p  e r b e l ,  welche sich schon in Fig. 4 vorfindet, vergl. Ab- 
schnitt 3, wiederholt. Über O Q als Sehne ist ein Kreis gezeichnet, 
welcher das Supplement eines gegebenen Winkels 3 cp als Peripherie- 
winkel fasst. Jener Kreis schneidet die Hyperhel in O und ausserdem 
in drei Punkten P, P, und E2; die Verbindungsstrahlen O P ,  O Pl und 
OP, liefern die L6sung der Aufgahe. Die Dreiteilung eines Winkels 
mittelst einer festen Hyperbel ist, wie wir schon in Abschnitt 1 er- 

Fig. 15. 

miihnten, nicht neu. Uns kam es darauf an, zu zeigen, wie dieses 
Resultat aus al1 gem e i n  e r e n  Prinzipien erschlossen werden kann. 

Die Pünfteilung ist in Fig. 16 zu ersehen. Daselbst wird eine 
gestreckte Araneïde v i e r t e r  Ordnung, deren Gleichung 

oder in Parameterdarstellung, 

lautet, mit einem über O &  als Sehne gezeichneten Kreis zum Schnitt 
gebracht. Die fünf Punkte P, Pl .  . . P, liefern s a m t l i c h e  Lozungen, 
welche üherdies durch das um O konstruierte, regelmassige Bünfeck 
leicht übersehen werden konnen. 
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Aber die genannten fünf Punkte sind auch s e l b s  t die Ecken 
eines regelmassigen Fünfecks, welches daher sowohl dem durch O &  
gelegten Kreis, als auch der Araneïde eingeschrieben ist. Dass die 
Seiten dieses Ecks gleich lang sein miissen, erklart sich sus der 
Gleichheit der zugehorigen Peripheriewinkel, von denen eben jeder 3E0 
betragt. Wegen der Symmetrie der Kurve lasst sich noch ein zweites 

kongruentes Fünfeck angeben, welches in Fig. 16 im wesentlichen 
unter der  Polaraxe liegen würde. Allgemein ktirineri wir sagen: Einer 
gestreckten Araneïde (n - l ) te r  Ordnung lassen sich unendlich viele 
regclm%sige 12-Ecke einschrciben; zu jedeni Eck ficdet sich ein kon- 
gruentes in spmrnetrischer Lage, abgesehen von dern einzigen, dessen 
Vmkreis die Axe O &  nls Durchmesser besitzt, und welches natürlicb 
nur einmal auftritt, oder genauer gesagt, doppelt zu zahlen ist. 

Ganz in gleicher Weise lassen sich den verschlungenen Araneïden 
(fi + l ) t s r  Ordnung unendliçh viele regelmassige 12-Ecke einschreiben. 
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Diese Vielecke lassen sich umgekehrt zur Konstruktion der 
Araneïden benutzen, sobald e i n Zweig dieser Kurven vorhanden 
ist. Wan beschreibt un1 O Q  als Sehne alle mogliçhen Kreise und 
markiert auf diesen Kreisen, ausgehend von den Schnittpunkten, 
welche dem Aranèidenzweig angehoren, die Eckpurikte der be- 
treffenden Vielecke. Zweckmassig ist dieses Verfahren natiirlich nur 
dam, wenn jene Vielecke an sich leicht zu konstruieren sind. $O 
konnen wir beispielsweise die verschlungene Araneïde s i  e b en  t e r  Ord- 
nung durch eiri Sy stem von regelrnassigen S echseck  en konstruieren 
(Fig.8), was sehr bequem ist, da man zu jedem Kurvenpunkt fünf neue 
und ausserdem sechs spmet r i sühe ,  also im ganzen elf Punkte findet. 
Eben diese Araneïde dient d a m ,  wie wir fi-üher sahen, zur Kon- 
struktion des regelmassigen Siebenecks. 

l n  gleicher Weise kann man mittelst eines Systems von regel- 
massigen Zw Glfecken aus je einern einzigen Kurvenzweig die ver- 
schlungene Araneïde d re iz  e h n  t e r  Ordnung und ebenso die gestreckte 
Araneïde e l f t e r  Ordnung ableiten und solchergestalt das Elf-  und 
Dreizehneck in eine eigentümliche Beziehung mm Zwdfeck setzen. 

Wenn nun auch die mitgeteilten Konstruktionen, soweit sie die 
Winkelteilung betreffen, in  praxi stets durch ein vie1 kürzeres An- 
niherungsverfahren ersetzt werden konnen, so dürften die Araneïden 
a n  s ich doch das Interesse rechtfertigen, welches wir ihnen an dieser 
Stelle gewidmet haben. 
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Über hypergeometrische Funktionen, deren letztes 

Element speziell ist. 

Von 

Prof. Dr. mT. HEYJIAR'N 
in Chemnitz. 

1. Vorbemerkung. 

I m  37. Jahrgang dieser Zeitschrift * S. 99 habe ich die mten Potenzen 
der VCTurzeln einer quadrinomisch~n Gleichung 

1) l î n + ~ p T , - ~ +  X ~ ~ ~ - Q + ~ = O ,  r j m = g  
durch Reihen dargestellt, deren Glieder in eigent-iimlicher Weise aus 
den Koeffizienten xp und z, zusammengesetzt sind. Diese Reihen lasscn 
sich in bequemster Weise, d. h. durch blosse Verhderung ihrer Koeffi- 
zienten, potenzieren, und sie befriedigen die vorgelegte Gleichung 
identisch. Inzwischen kommt ihnen zunachst nur eine fo rmale  Be- 
deutung zu, insofern nimlich, als die Konvergenz immer für den be- 
sonderen Fa11 nachtriiglich zu erweisen bleibt. Für  xp = O oder x, = O 
decken sie sich thatsiichlich mit den bekanntcn Reihen, welche in der 
Theorie der t r i n o m i s c h e n  Gleichungen aufgestellt werden. 

E s  mar mir nun daran gelegen, diesen Reihen auch bei den 
v i e r g l i e d r i g e n  Gleichungen Geltung zu verschaffen, und deshalb be- 
schiiftigte ich mich mit der speziellen Gleichung 

2) v 2 " - 2 v " + ~ . 1 ; P + A . L o ,  V"= w, 
welche für n = 3 und p = 1 oder p = 2, sowie für p = 6 und n = 1 
drei bemerkenswerte Normalformen der Gleichung s e  ch s t e n Grades 

1 
darbietet. I m  Palle n =  3, p = 1 ,  Â -  - 

5 
entsteht überdies die von 

B r i o  sch  i und K r o n e c k e r  genauer untersuchte Jaçobi ' sche Gleichung, 
1 3 

deren Auflosung für nz = - und na = bekanntlich mit Hilfc von 
2 

hypergeometrischen Rcihcn d r i  t t e r  Ordnung erfolgen kann, sodass 
wir für unsere Resultate eine scharfe Kontrolle erhalten. ~hnliches 

* Die trinomische und quadrinomische Gleichung in elementarer Behand- 
lungsweise. 
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1 1 gilt, wcnn ?z = 2, p = 1, = - - - 7  ,m - - kir welchen Fa11 die 
3 2 '  

Jacobi'sche Gleichung v i e r  t e n  Grades eintritt. 
Wenn wir mit Gleichung 2) die Substitutionen 

verbinden, so vemandelt sie sich in eine zweite Normalform 

4) Lx2 y2" - 2 x y n  + yP + 1 - 0, ym = 2 ,  

wihrend die zugehorige R,eihenentwickelung die Gestalt 

annimmt, wobei die Koeffizienten Ah als wesentlichen Bestandteil eine 
hypergeomet r i sche  F u n k t i o n  z w e i t e r  O r d n u n g  enthalten. E s  
wird niimlich 

k = l  

wobei m + n h  
a = 

2 ' .  

Die Reihe 5) stellt die mten Potenzen jener p Wurzeln der Gleich- 
ung 4) dar, welche mit verschwindendem Â. und x n i c h t  glcichzeitig 
unendlich gross werden. 

Will man dio übrigen Wurzeln der Gleichung 4) entwickeln, so 
müssen weitere ~ormalf6r i i ien aufgestellt werden. ~ i n e  derselben ist 
die Gleichung 2). Eilr diese lassen sich Reihen angeben, welche die 
n P n  Poteuzen jener PZ Wurzeln darstellen, die mit Â und zl n i c h t  
gleichzeitig verschwinden. Wir  haben diese Cntersuchung an anderer 
Stelle* durchgeführt, doch sind die hier gegebenen knappen Bemerk- 
ungen zum Verstàndnis des Folgenden hinreichend und notwendig. 

2. Feststellung der  Aufgabe. 

Wir wollen zeigen, dass sich die hypergeometrische Funktion 

für gewisse spezielle, n u m e r i s c h e  A, p,  v durch G a m m a f u n k t i o n e n  
summieren liisst. - Einige solcher Sunimationen sind bereits bekannt. 

1 
Gauss behandelte zuerst die Fiille a = 1, und - 1, wiihrend K u m m e r  

in sciner grundlegenden Arbeit** im 15. Bd. des Cr el1 e'schen Journals 
- -- 

* Jahresbericht der Technischen Staatslehranstalten xu Chemnitz, Ostern 1898, 
,,cher hypergeometrische Funkt,ionen, deren letztes Element spexiell ist ,  nebst 
einer Anwendung auf Algebra.'l 

** ,,Über die hypergeornetrische Reilie". 
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1 1. 8 
die Fiille A - - - 7 - und -, sowie gewisse i r r a t i o n a I e  Falle hin- 

8 9 9 
zufügte. 

Wie vorhin bemerkt, müssen sicher auch die Fille 

eine g e s  ch10 s s e n e  Darstcllung der bctreffenden hypcrgeometrischen 
Funktion gestatten, denn anders konnten die Koeffizienten Ah jener 
Reihen, welche zu den Jacobi 'schen Gleichungeii vierten und sechsten 
Grades gehoren, nicht die Gestalt blosser Fakultaten haben. Um nun 
die hierher gehorigen Resultate ganz unabhangig von den erwahnten 
Reihen zu finden, bemerke man folgendes: 

Zwischen drei hypergeometrischen Funktionen zwei  t er  Ordnuiig, 
deren erste Elemente c, 8, y urn g a n z e  Zahlen verschieden sind, be- 
steht stets eine lineare Beziehung, welche als p a r t i e l l e  Differenzen- 
g l e i c h u n g  in Bezug auf die ersten Elemente aufgefasst werden kann. 
Piir die besondere Funktion 7) lasst sich die Sache so einrichten, dass 
diese lineare Beziehung die Bedeutung einer t O t a l e n  Differenzen- 
gleichung bezüglich des Parameters h erlangt. Irn allgemeinen re- 
duziert siçh diese dreigliedrige Identitat n i c h t  weiter; es besteht daher 
zwischen drei aufeinander folgenden Reihenkoeffizienten Al,, A,!+i und 
Ah+ eine d r  e i g l i  e d r i  g e  Rekursiorisforrnel, welche für die Reihe 5) 
und fiir die Gleichung 4), insbesondere aber für  die zugehorige 
Di f fe re r i t i  a l r e  s o l v e n t e  von hervorragender Bedeutung ist. 

I n  speziellen Fallen, d .h .  für numerische A ,  kann aber jene 
Differenzengleichung z w ei g l i e  d r  i g  werden, sodess sie sich durch 
G a m m a f u n k t i o n e n  befriedigen lasst, womit dann natiirlkh die 
Reihe 5) selbst hypergeometrisch von irgend welcher Ordnung wird. 
Die Ordnung hiingt von den Zahlen lz und p ab und verlangt die 
Unterscheidung n 3 p. - So ist nun der von uns eirizuschlagende . 
Weg genau vorgezeichnet. 

Wenn der Ausdruck FTb in 7) mit der hypergeometrischen Funktion 
in 6) zusarnmenfallen soll, so muss für jedes IL 

9) 
n p - - - - l  , v = - + l .  m 
P P 

Des weiteren hat man betreffs der Zahlen f i ,  p und 1, nh spezielle 
Annahmen zu machen. 

1 1 
3. Der Fell A. = - - und I = - 

3 4 

Anknüpfend an die Jacobi ' sche Gleichung vierten Grades 

10) v4- 6a,02+ bo - 3aZ= O, v v  = tu,  
1 

in welcher ohne Einschriinkung n = $ 7  b = u gesetzt w-erden darf, WO- 
durch 
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11) v ~ - ~ v ~ + u v + ~ = o ,  (a- -+)  
entsteht, übersieht man folgendes: Für 

% = 2 ,  p=1 ,  d.h. p-1,  v = m + 1  

fillt 11) mit 2) zusarnmen, folglich wird die zu betrachtende Funktion 

1 1 
Dass überdies A = - 7, m =L kt> haben wir hier noch nicht 

3 2 

berücksichtigt; es wird sich das als hinreichende und notwendige Re- 
dingung herausstellen, daniit die zu entwickelnde Differenzengleichung 
zweig l iedr ig  werde. 

Lassen wir h um die Einheit wachsen, so gehen die ersten Ele- 
mente der Funktion Fh, welche kurz a ,  (I, y heissen mogen, über in 
- 1, a, y + 1. Es ist also eine lineare Beziehurig zwischen 

& = F ( a , P ,  y), & + i = F ( a , P - l ,  y + l )  

und einer bequem liegenden benachbarten Funktion aufzustellen. Eine 
solche ist unter anderen die von G a u s s  in den , ,Disquis i t iones ' (  
untcr Nr. 1141 aufgestellte, welche nach Vertauschung von y mit y + 1 
folgendermaBen lautet: 

[P - 1 - 0 - a)a l  F(a,  P, r $1) 
+ (y - B + l)E'(a, p-1, y +l) 

- 1 -  F ( a , P , y )  

Die erste der drei hier vorkommenden Funktionen muss aus- 
gestossen werden, weshalb der Faktor 

unabhangig von h und nur mittelst der disponiblen Zahlen A und w a  
1 1 

zu aunullieren ist. Man findet 1 - - und m = ,r womit siçh 13) 

auf die zweigliedrige Differenzengleichung 

reduziert. Dieselbe liefert integriert 

oder auch: 
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Vermoge der E uler'schen Formel 
a 

18) F ( a , B , y 7 1 ) = ( 1 - 1 ) - ' - ~ ( a , ? - P ,  Y ) = )  
gewinnt man weiter 

wo nun die rechten Seiten von 16) oder 17) einzutragen sind. Durch 
3 ahnliche Rechilung lasst sich auch der Fa11 1 = mittelst Gamma- 

furiktionen darstellen. 

Gchcn wir von der Jacobi 'schen Gleichung sechstcn Grades 

1 
aus und setzen a. = s r  b = u ,  so entsteht 

Der Vergleich mit 2 )  liefert 

n = 3 ,  p - 1 ,  d.h. p = 2 ,  v = m + 1 7  

und die zu bestimmende Funktion wird 

Lassen mir h um die Einheit wachsen, so gehen die ersten Ele- 
mente, welche w-ieder a ,  P ,  y  heisserr niogen, iiber in /3 - 1 ,  a ,  y $ 2. 
Es ist demnach eine lineare Beziehung zwischen 

Il'n=F(~j /3, Y ) ,  &+2=3'(aj / 3 - I r  ~ f - 2 )  
und irgend einer dritten benaçhbarten Punktion aufzusuchen. Man 
findet diese, wenn man in Gleichung [Ill  der D i s q u i s i t i o n e a  P mit 
f i  -1 und y mit y  + 1  vertauscht und sodann aus dieser und der 
oben aufgeschriebenen Gleichung 13) die Funktion F ( a ,  /3 - 1, y + 1) 
elimiriiert. Das Resultat hat die Porm 

23) Ap(a ,  B ,  y ) +  BF(a7 B - 1 ,  y  + 2 )  - C P ( a ,  B ,  Y + 1 ) = 0 ,  
wobei A, B, C nachstehende Bedeutung erlangen: 

A= Y ( Y + ~ ) [ I B - ~ - ( Y - ~ + ~ ) ~ I ( ~ - ~ ) ~  
s- ( ~ - ~ + l ) ( y - B + l ) ( r - P + 2 ) ~ . ,  

c = (~+1){(8-l)(~-~+l)(i-n)+~p-i-(~-~)~l 
[p - l - (y -4 - l )a ] ) .  
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Man ersetze die a ,  B ,  y durch ihre Werte in ?L und Pn und ver- 
suche den Roeffizienten C unabhangig von h  zum Verschwinden zu 
bringen. Der Bedingung C - O entspricht folgende Gleichung: 

25) Ph2+ & h + R = O ,  
wobei Y = (5L -1)(5î. + 4) 

& = 2 (5 A - 1) [ (2  772 + 3 )  L + (m + l)] 
R = ~ ( W L  + l)(m -+ 2)i2+ 3(2m + 3)A. - 2(n2 + 1). 

1 
Nun werden P und Q g l e i c h z e i t i g  zu Null, wenn î. = ge- 

wihlt wird, wiihrend R iibergeht in  

1 3 
was ersichtlich durch rn = oder nt zum Verschwinden gebracht 

4 
werden kann. Für  A = - - verschwindet P ebenfalls; die Bedingung 

5 

Q = O würde dann m = 1 liefern; aber diese Werte widersprechen der 
Forderung R = 0. 

1 1 Im Fa11 Â. = -- und wi = - reduziert sich Gleichung 23) auf 
6 2 

und ihr genügt 

29) 

Die Konstante k bestimmt sich für h  = O zu 

1 3 Im Fa11 Â. = und m = entsteht aus Gleichung 23) 

.und hier ergiebt die Integration 

32) 

wobei 
7z T($)r(a) 3Zrin-~ 

3 3) 7,'= - 4 
2 n r (4) r(3 25sin- 6 

Zeitschrift f. Mathemntik n. Phyaik. 44. Band. 1899. 5.  n. 6. Heft. 
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Die Ausdrücke 29) und 32) lassen sich noch auf verschiedene Art 
umformen. So kann man sie beispielsweise durch hypergeometrische 
Funktionen mit dem vierten Element 1 darstellen und gelangt zu 
folgenden bemerkenswerten Transformationen: 

Da sich die dritten Elemente der Funktionen auf der linken Seite 
um die Einheit unterscheiden, alle übrigen Elemente aber über- 
einstimmen, so wird sich fiberhaupt eine Bunktion der Form 

fiir jedes g a n z z a h l i g e  j durch G a m m a f u n k t i o n e n  ausdrücken lassen. 
Wenn man nun von den Resultaten unter 29) und 32) Gebrauch 

macht, d.h. die Reihenkoeffizienten Ah nach MaBgabe von 6) mi- 
l 

sammenstellt, so verwandelt sich die Reihe 5),  je nachdem 91% = - 
2 

3 
oder m = gewiihlt wird, in 

Es sind das in  der That jene hypergeometrischen Reihen dr i t ter  
Ordnung, welche auch von anderer Seite ber bekannt sind. Wie man 
sicht, tr i t t  hier der seltene Fa11 auf, dass die d r i t t e  Potenz einer 
hypergeornetrischen Reihe zu einer Heihe d e r s e l b e n  A r t  führt. - 
Aus den Reihen schliesst man sofort auf die zur Jacobi 'schen Glcich- 
ung gehorigen D i f fe ren  t i a l s  01 v e n t  en, d. h. auf die entsprechenden 
linearen Diffcrcntialgleichungen dritter Ordnung, welche schon Brioschi 
ermittelt hat. 
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1 4 
5. Der FaU 1. = - - - und 1 = -. 

4 5 

Wendet man auf die linken Seiten der Gleiçhungeri 34) und 35) 
die Transformationsformel 18) an, so entsteht 

wobei die rechten Seiten durch die entsprechenden Ausdrücke des 
vorigen Abschnitts niiher bestimmt sind, und hieraus liisst sich über- 
haup t 

für g a n z z s h l i g e  j in g e s c h l o s s e n e r  Forni entaickeln. 
4 

Den Fa11 Â. - verschafft man sich entweder durch Transformation 

von A in 1 - Â- oder auch direkt, indem man eine lineare Beziehung 
zwischen F(a, /3, y), F ( a S 1 ,  P ,  y 4- 3) und einer bequem liegenden, 
benachbarten Bunktion herstellt. Man setzt alsdann 

1 + 3 h  + y ' )  = Fh 

und findet in der früher angedeuteten Weise 
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1 3 Die Konstanten 7c und k' bestimmen sich fiir h = -, resp. h = - 
5 

namlich: 
5 )  

3 1 -- 
3 5 . 5 %  

44) 9 3 

Mit Hilfe dieser Formeln lisst  sich überhaupt 

für jedes g a n e z a h l i g e  j summieren. 
Was endlich i r r a t i o n a l e  Werte von Â. anlangt, so giebt K u m m e r  

in 5 19 seiner Abhandlung unter Nr.42, 44 und 47 die Formeln 

an, wobei 

h h 
Setzen wir hier cr = --, resp. a = --- und x = ?., so entsteht 

2 2 

rechts jene hypergeometrische Funktion, welche wir früher für spezielle 
1 

y und 1 summiert haben. Wir  werden daher insbesondere für A. = - 
1 4 

J 

- und neun irrationale Fille erhalten; einer derselben wird imaginzr. 5 

Ausser den bisher erwiihnten Fiillen giebt es noch einige andere, 
welche wir in der genannten Programmarbeit mitgeteilt haben. Ein 
Abschluss der angeregten Untersuchung kann indessen nur durch eine 
umfassende T r a n s f o r m a t i o n s  t h e  o r i e  der hypergeometrischen Punk- 
tioncn gewonnen werden. Die zur Zeit noch immer nicht genügend 
beachteten D i f f e r  enzengle ic  h u n g e n  dürften dabei ein Hilfsmittel 
abgcben, welches sich durch Differentialgleichungen keineswegs er- 
setzen lasst. Man braucht in dieser IIinsicht nur an  die Bemerkung 
von W e i e r s t r a s s  zu erinnern, nach wclcher die Gammafunktion 
k e i n e r  algebraischen Differentialgleichung genügt, eine Eigenschaft, 
die sich bei den hypergeometrischen Funktionen erst recht einstellen 
muss, wenn die Abhingigkeit dieser Punktionen von ihren e r s  ten 
Elementen in Betracht gezogen wird. 
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Über die Wellenflache.* 

O. BOKLEN 
in Reutlingen. 

Ln den Annali di Matematica da P. B r i o s c h i  Serie II Tomo XX 
1892 hat C a y l e y ,  irn Anschluss an zwei Noten von Combescure :  
,,Sur les lignes de courburc de la surface des ondes'' (tomo II 1859, 
p. 278-285) und von B r i o s c h i  ,,Osservazioni sulla medesima quistione" 
(ibid. p. 285-287), diese Theorie aufs neue entwickelt. Am Schluss 
seiner Abhandlung sind einige weitere Bemerkungen aber die Schnitte 
der Clentrafliiche der Wellenflache in den Hauptebenen beigefügt, ails 
welchen er scldiesst, dass die Centrailache von der Ordnung 38 ist. 
Da die Wellenflache jede Hauptebene in  einer Ellipse und einem 
Kreise schneidet, so hesteht der Schnitt der Centrafliiche aus folgenden 
Kurven (je in einer Hauptebene): 

1. Evolute der Ellipse Ordnung 6 
2. Kuspidalkurve 17 6 dreimal zu zahlen 18  
3. Evolute des Kreises ,, 2 
4. Kuspidalkurre 1 )  4 dreimal zu zahlen 12  

3 8 
Von den beidcn Kuspiddkurven hat Cayley  die Gleichungen an- 

gegeben, und die Aufgabe des folgenden besteht darin, diese Eurven 
graphisch darzustellen an der Rand einer Konstruktion von Mann-  
heim (Construction des centres de courbure principaux de la surface 
de l'onde, Comptes rendus de l'Académie des Sciences 11. F'ebr. 1867 
und Cours de géometrie descriptive 2 éd. p. 332). 

1. Aiigemeine Konstruktion nach Mannheim. 

Die Gleichung des Ellipsoids E, von dem die Wellenfliiche ab- 
geleitet ist, indern man auf irgend einem Centralsühnitt von E im 
Mittelpunkt O ein Lot errichtet und auf demselben zwei Strecken ab- 

* Vergl. diese Zeitschrift Jahrg. 1879 S. 400, 1880 S. 207 u. 346, 1882 S. 160. 
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triigt, om, gleicli der grossern und om; gleich der kleinern Halbaxe 
des Centralschnitts, sei ü, y, 2 ,  

- + 'b+ 2 =l;  

a > O > c sind die Quadrate der Halbaxeu von 3; m, lie@ auf dern 
aussern und în: auf dem innern Mante1 der Wellenfliiche, deren 

W i r  stellen uns zuniichst Tor, dass Fig. 1 ein Schnitt des Ellip- 
soids E ist, welcher durch einen beliebigen Punkt  v a ,  dessen Normale 
my, und den Halbmesser onz geht. Die Wellenflache ist die Apidal- 
flaclie von E; legt man durch o ~ n  eine Ebene senkrecht zur Figur, 
errichtet auf dieser Ebene ein Lot o m ,  = o n t ,  so ist nt, ein Punkt der 
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Wellenfliiche, welcher dem Punkt m von B entspricht, und m,f ihre 
Normale; sie schneidet die Norinale von nt senkrecht in  i. Man 
verbinde O mit i (der Winkel oirn ist - 4Su), und lege durch O 

eine Ebene senkrecht zu oi, E,. Die Normale von m berührt die 
Centrafliiche von E in y, und y,; die Normalen dieser Centraflache in 
y, und y, bezeichnen wir mit r, und r,; sie sind parallel mit den 
Tangenten der durch m gehenden Krümmungslinien von 3. Man 
konstruiert nun die beiden Geraden D und A: die erste geht durch o 
und schneidet r, und r,, die zweite ist die Verbindungslinie der 
Durchschnitte von T, und r, mit der Ebene E,. E s  lassen sich dann 
auf der Normale nz,f der Wellenfliiçhe zwei Punkte pl und p,  bestimmen 
von der Eigenschaft, dass durch jeden derselben eine Gerade 171, und 
M, gelegt werden kami, welche m l f  senkrecht schneidet und zugleich 
D und A begegnet; pl und p ,  sind die Kriirnmungsmittelpunkte von rn,, 
die durch sie gelegten Geraden sind Normalen von der Centraflache 
der Wellenflache und parallel mit den Tangenten der beiden diirch nz, 
gehenden Krümmungsliuien der Wellenflkhe. W e n n  a l s  O f ü r e i n e n  
beliebigen P u n k t  m  d e s  E l l i p d o i d s  E, v o n  d e m  d i e  SWellen- 
f l iche a b g e l e i t e t  i s t ,  d ie  K r ü m m u n g s e l e m e n t e ,  n i iml ich  d ie  
beiden Haup tk rümmungsha lbmesse r  v o n  E, wzy,  u n d  m y , ,  s o -  
wie die  R i c h t u n g e n  d e r  T a n g e n t e u  v o n  d e n  K r ü m m u n g s -  
linien des  P u n k t s  m, o d e r  a u c h  d e r  G e r a d e n  Tl u n d  r,, be-  
kannt s ind,  s o  l a s s e n  s i c h  m i t  HiIfe d e r  G e r a d e n  D u n d  A 
die K r ü m m u n g s e l e m e n t e  d e s  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t s  ml 
der Wellenf l i iche,  n i iml ich  d i e  Haup tk r i immungsha lbmesse r  
m,p1 u n d  m,p, u n d  d i e  R i c h t u n g e n  d e r  T a n g e n t e n  v o n  den  
Krümrnungs l in ien  des  P u n k t s  m, o d e r  a u c h  d e r  Gerader i  JI1 
und M, angeben .  

Zur niiheren Begründung dieser Konstruktion moge folgendes an- 
geführt werden: Die drei Geraden m i ,  oi, f i  bilden eine Figur von 
unveranderlicher Form, weil die IViukel bei i = 45' sind. Sie bewegt 
sich so, dass die Gerade m i  stets die bciden Mante1 der Centrafliiche 
vom Ellipsoid E, und dass f i  diejenigen der Centrafliiche von der 
Wellenfliche berührt. Auch von der dritten Geraden o i  kann man 
annehmen, dass sie zwei, sich in O schneidende Flachen, deren ge- 
meinsame Tangente oi ist, berührt. Man hat also im ganzen sechs 
Flachen, welche von diesen drei Geraden berührt werden; die sechs 
Normalen in den sechs Berührungspunkten haben somit die Eigen- 
schaft, dass sie von zwei Geraden geschnitten werden konnen: die 
erste Gerade U geht durch O und schneidet die Normalen Tl rz MIN2; 
die zweite Gerade A ist die Verbindungslinie der Schnittpunkte von 
rlr,lll1.M2 mit der in O senkrecht auf oi gelegten Eberie, in welcher 
auch die Normalen der beiden sich in O schneidenden PlZchen liegen. 
Von welcher Art  diese beiden E'lichen sind, braucht riicht niiher an- 
g~geben zu werden, es genügt zu sagen, dass oi ihre gcmeinsame 
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Tangente im Punkt O ist, und dass also ihre Normalen von o in  der 
Ebene Eo liegen müssen. 

II. Konstruktion der Kuspidaikurve der Eiiipse. 

Ihre Gleichung in der xy-Ebene ist nach Cayley:  

woraus die beiden anderen durch Vertauschung der Buchstaben ab- 
geleitet werden konnen. 

Fig. 1. Wir nehmen als ersten speziellen Fa11 an, m liege auf 
der Ellipse xB ye 

- -  + - =1, 
a b  

dann wird m, auf der Ellipse 
x S  y=  + ' - = l  
b a 

liegen. y, liegt auf der Evolute der ersten und y, auf der Evolute 
der zweiten Ellipse; y, liegt auf der Kuspidalkurve von E in der 
zy -Ebenc, dcren Gleichung 
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ist. r, ist das in y, auf der Ebene der Pigur errichtete Lot, und r, 
steht senkrecht auf my, und schneidet das in O auf o i  errichtete Lot, 
d.h. den Durchschnitt von der Ebene mit der Ebene der Pigur, 
in 6. Somit ist o y ,  die Gerade D und das in  8 auf der Ebene der 
Figur errichtete Lot die Gerade A,  und p, ist der Sçhnitt von der 
n'ormale nz,p, der Wellenflache, mit D, weil das in p2 auf der Figur 
errichtete Lot sowolil D als auch A triEt. Dieses Lot ist also die 
Gerade JI ,  und p,6  ist die Gerade Ml. Hiernach lasst sich die ge- 
suchte Kuspidalkurve, deren Gleichung oben angegeben ist ,  oder der 
Ort der Punkte p,, von welcher ein Quadrant gezeichnet ist, leicht 
konstruieren. Sie berührt die Evolute der Ellipse 

in einem Punkt y,, in welchem also die beiden Krümmungsrnittel- 
punkte pl und p,  zusammenfallen, somit ist der entsprechende Piinkt 
nl, auf der WellenKiche ein Kreispunkt (ombilic), dessen Eonstruktion 
Mannheim angegeben hat (Compt. rend. 5. mai 1879). 

Fig. 2. In der yz-Ebene, welche von dern Ellipsoid in der Ellipse 

und von der Wellenflache in 

geschnitten wird, erhalt man eine iihnliche Bigur; auch hier berührt 
die Kuspidalkurve die Evolute der zweiten Ellipse, man hat also auch 
in dieser Ebene vier Kreispunkte. 

Pig.3 und 4. Dagegen hat die Kuspidalkurve in  der xs-Ebene 
vier Asymptoten 

die also parallel siud mit den wahren optischen Axen. Wenn der 
Winkel oy,m - go0 ist, so wird die Normale der Wellenfliiche in m, 
parallel mit oy,, also liegt der Schnittpunkt pz dieser Linien im Un- 
endlichen. Die Kurve geht ferner durch die vier Punkte, in welchen 
die beiden Miintel der fVellenfliiche zusarnmenstossen; hier ist  also der 
Krümmungshalbmesser ml y, = 0. 

Aus der Gleichunp 

folgt ferner, dass eine Asymptote, z.B.  AC, von der Kurve in drei 
im Endlichen (E'ig. 4) und drei irn Unendlichen liegenden Punkten ge- 
schnitten wird. Von den letzteren fallen zwei in dern Punkt susammen, 
no die Aste OD und 0E die Asymptote beriihren; der dritte ist der 
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Schnitt derselben mit den Asten O F  und OG. Diese beiden Aste 
haben also nur einen Punkt mit der Asyniptote A C  gemein, weil sie 
dieselbe nicht berühren, sondern bloss schneiden. Auf der Ver- 
lingerung des Astes OD liegt ein Wendepunkt. 

III. Kuspidaikurve des Kreises von der vierten Ordnung. 
9 2- (b : - c )Y -  al3 X { ( h - c ) X Z - ( c - a ) Y )  - - - - (  " Y ?  

e 
in der xy-Ebene, woraus die beiden andern Kuspidalkurven durch 

Big 3 

.Y1 - - - - -  \ - 

Vertauschung der Buchstaben abgeleLt 
nun an P i g .  l ) , ' :~  sci ein Endpunkt, der Axe c des Ellipsoids E 

/ 

; werden konnen. Wir nehmen 

von dem die Wellenfliiche abgeleitet ist, dann steht mo auf der Ebene 
der Bigur senkrecht, und ml lie@ auf dem Kreis x2+ y2= c, welcher 
der Durchschnitt des innern Mantelq der Wellenflache mit der zy-Ebene 
iut (dieser Kreis ist in der Figur nicht gezeichnet). Wahrend also bei 
der Konstruktion der Kuspidalkurve der Ellipse der Punkt m des 
Ellipsoids sowohl als auch der ihm entsprechende m, der Welleii- 
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fiche in der Ebene der Figur liegen, so trifft dies jetzt für den Punkt rn 
nieht mehr zu, da mo senkrecht auf der Figur steht. 

Der Punkt i fillt mit o zusammen, und da der Winkel oiwz = 45" ist, 
so ist o i  parallel mm,, und die Ebene E,,, welche senkrecht auf o i  
steht, schneidet die Figur in  dem in o auf orn, errichteten Lot. Da 
mo zugleich Normale von E ist, so liegen die Krfimmungsmittelpunkte 
f i  und y, auf mo. Die Gerade r, ist parallel der a-Axe und r, parallel 
der y-Axe. Dreht man das Dreieck mom, um mo als Axe, so bewegt 

sich nt, auf dem Kreis x2 + y2- e ,  die Punkte y, und y, sowie die 
Geraden r, und T, bleiben fest, und TI-erden von der Ebene 4, welche 
stets mit der Axe mo einen Winkel von 45' bildet und also einen 
rechtwinkligen Kegel berührt, dessen Axe m o  ist, in zwei verander- 
lichen Punkten geschnitten, deren Verbindungslinie die Gerade A i d .  
Von den beiden Erümmungsmittelpunkten pl und p,, die auf der 
Normale na,o der Wellenflache liegen, f i l l t  der eine pl mit o zusammen; 
um den andern, der mit bezeichnet ist, um Verwechslungen zu 
verhüten, zu erhalten, verlangere man m,o über O hinaus bis zu den 
Schnitten y, und g, mit zwei konzentrischen Kreisen, deren Halbmesser 
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o,qi - opi und og, - o y ,  sind, errichte auf m,o in 9, und g, Lote, 
welche die x-Axe in 6, und die y-Axe in 6, schneiden, so schneidet 
6,6, die Verlingerung von ml O in &. Die Linie 6,6, ist die Pro- 
jektion von der Geraden A auf der xy-Ebene, und D fillt mit der 
Z-Axe oder mo  zusammen, weil diese durch o geht und sowohl r, als 
auch r, schneidet; errichtet man nun in & auf der Ebene der Figur 
sin Lot, so schneidet es D und A, und ist also die Gerade M2. 

Aus dieser Konstruktion lasst sich die obige Gleichung für den 
Ort des Punkts oder die Kuspidalkurve in der xy-Ebene leicht 

a - c  b - c  
ableiten. Ihre Axen sind 2- und 2=, und ihre Form in der xy- 

i/c v c  
und in der yz-Ebene gleicht derjenigen von der Pusspunktenkurve eirier 
Ellipse. 

Bei Fig. 2 ist m ein Endpunkt der Axe a des Ellipsoids E 

weo steht auf der Ebene der Figur scnkrecht und nz: liegt auf dem 
Kreis y2+ x2 = a, welcher der Durchschnitt des iiussern Mantels der 
Wellenfliiche mit der ys-Ebene ist (er ist in der Figur nicht gezeichnet). 
Die Axen der Kuspidalkurve in der yz-Ebene sind 

a - b  a - c  2- und 2 = .  
l'a l'a 

Pig. 3 und 4. In der xz-Ebene ist die Gleichung 
(b-c)e(a-b)t  ( ( b  - c ) X a -  (a - b)Z2}" =- ( X 2 +  Z2) 

und die Kurve hat dieselben Asymptote11 wie die Kuspidalkurve vom 
sechsten Grad; sie besteht aus vier ~ s t e n  und hat eine iihnliche Form 
wie zwei konjugierte Hyperbelu. Ihre Axen sind 

o-li b - c  2- und 2-. 
V b  Vb 

Hinsichtlich ihrer Schnittpunkte mit einer Asymptote, z. B. AC, ist 
zu bernerken, dass von denselben ebenfalls drei ins Unendliche fallen! 
wiihrend im Endlichen nur ein Schnittpunkt liegt. 

IV. Weitere Anwendungen der  Mannheim'schen Konstruktion. 

Aus dem Obigen geht hervor, dass die allgemeine Manuheim'sche 
Konstruktion auf alle Apsidalfllichen anwendbar ist, wenn für irgend 
einen Punkt m der gegebenen Friche die Hauptkrümmungsradien und 
die Tangenten der Krümmungslinien gegeben sind. Man kann dann 
den unter 1. angegebenen Satz in der Weise verallgemeinern, dass man 
st,att ,,EllipsoidU eine beliebige Flache (8) und statt ,,WelienfliicheiL 
ihre Apsidale (8,) setzt, und crhglt dadurch ein hlittel, um den 
Krümmungselementen von einem Punkt rn einer Flache [Normale, beide 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hauptkrümmungshalbmesser, Tangenten der Krümmungslinien von (8) 
in nz] die Krümmungselemente in den entsprechenden Punkten nt, 
einer grossen Zahl von abgeleiteten Flachen zu bestimmen, wobei die 
Geraden D und A die Trzger der Vermittelung sind. 

Nach Mac-  C d l  a g h  wird die Apsidalfliiche einer gegebenen 
Fliche [ml konstruiert, indem man durçh einen festen Punkt O eine 
Ebene legt, welche sie in einem Punkt m normal schneidet. In dieser 
Ebene errichtet man in o ein Lot auf om und t r i g t  auf demselben 
die Strecke om, = om ab. Veriindert man die Lage des Punkts nz auf 
[ , IL] ,  so bewegt sich ml auf einer Pliche [ml], welche die Apsidalfliiche 
von [ml ist. Die Normale in ml von [ml] ist  das von ml auf die 
Normale von [ml in m geFillte Lot. 

Eine Flache (S) und ihre Apsidale (ic);) in Beziehung aiif einen 
Pol O haben als Reziprokalfliichen hinsichtlich einer Kugel vorn Mittel- 
punkt O eine Flache (1) und ihre Apsidale (Y,) hinsichtlich desselben 
Pols. 

Eine Flache und ihre Apsidale in Beziehung aiif einen Pol o 
liaben als Pusspunktfliichen himichtlich dieses Punkts, oder auch als 
inrerse FlBchen, wenn man diesen Punkt als Pol der Inversion (Trans- 
formation durch reziproke Radienvektoren) nirnmt, eine Plache und 
ihre Apsidale. 

Nehrnen wir z.B. an, die Flache (8) sei ein Ellipsoid mit dem 
Yittelpunkt o ,  so ist ihre Apsidale (8,) die Wellenflache, und es ist 
oben angegeben, wie aus den IWimmungselementen eines beliebigen 
Punkts m von (8) diejenigen des entsprechenden Punkts ml auf (SI) be- 
stimmt werden. Fiillt man von o ein Lot omr auf die Tangentialebene des 
Punktcs m von (8, BO liegt m' auf der Fusspunktenfliiche (F) von (5'). 
Bestimmt man ferner auf omr einen Punkt ml' so, dass om'. om"= const., 
dam liegt rn" auf einer Fliiche bJ), welche die inverse von (F) und zugleich 
die Reziproke von (S) ist. (J) ist ein Ellipsoid, es lassen sich also die 
Krürnmungselemente des Punkts mlr leicht bestimmen [Journal de 
mathém. pures et appliquées 3" série t. IV p. 247 ( L a g u e r r e )  und 
t. Y111 (Mannheim)]. Da bei inversen Flachen die beiden Haupt- 
schnitte der einen Fliiche denjenigen der andern entsprechen, und 
eirier Krüuruungsliriie der einen E'liiche eine Krürnmungslinie der an- 
deren, s~ findet man hieraus unmittelbar auch die Krümmungselemente 
des Punkts rn' auf (F), und durch Übertragung naçh der M a n n -  
heim'schen Konstruktion auch diejenigen des entsprechenden Punkts ml" 
auf der Apsidalfliche von (F), d. Li. auf der Fusspunktflache der Wellen- 
fiche (SI) oder der We l l engeschwind igke i t s f l i i che .  M a n  k a n n  
also i n  a h n l i c h e r  W e i s e  a u s  d e n  K r ü m m u n g s e l e m e n t e n  e i n e s  
Punkts auf e i n e r  b e l i e b i g e n  F l i i che  (S) a u c h  d i e j e n i g e n  d e s  
entsprechenden P u n k t s  a u f  i h r e r  Aps ida l f l i i che  (8,) s o w o h l  
als auch von d e r  F u s s p u n k t f l i i c h e  d e r  l e t z t e r n  a b l e i t e n .  
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Einführung in die geometrische Optik. 

Von 

Direktor Dr. F. METSE:L, 
in Darmstadt. 

Hierzu lithogr. Tafel VI. 

Die folgenden Ausführungen enthalten eigentlich nichts neues; 
jedoch scheint es mir, dass die hier gegebene Ableitung der Grund- 
gesetze der geometrisçhen Optik einer gewissen Anschauliçhkeit nicht 
entbehre. Ich pflege meine Vorlesung iiber die Theorie der optischen 
Instrumente an hiesiger Hoçhschule in der im folgenden wieder- 
gegebenen Weise einziileiten und fnnd einigen Beifall, als ich kürx- 
lich im hiesigeri naturwisserischaftlichen Vereiri diese Einfübrung 
vortriig. 

Es  sei eirie beliebige Anzahl von Umdrehungsfliichen beliebiger 
Gestalt mit gemeinsamer Axe, welche von allen Fliichen rechtwinklig 
geschnitten wird, gegeben. An jeder dieser Flüchen finde riach eiriem 
ganz beliebigen Gesetze eine Ablenkung der Strahlen statt. Dieses 
Gesetz sei für jede ablenkende Plache so beschaffen, dass ein die 
letztere rechtwinklig schneidender Strahl seine Richtung beibehalt. 
(Diese Einschrinkung erscheint mit Rücksicht auf den extraordinaren 
Strahl bei der doppelten Rrechung notwendig.) Dann stellt die Are 
selbst einen Strahl dar. 

Auf der Axe befinde sich ein leucht,ender Punkt I;. In deni 
durch die Zeichnung dargestellten ebenen Schnitt erscheint er als 
Mittelpunkt eines Strahlenbüschels. Die zugehorigen austretenden 
Strahlen umhüllen eine Kurve, die, da die Axe selbst zu diesen Strahlen 
gehort, eine in der Axe liegcndc S p i t z e  besitzen muss. Der geo- 
metrische Ort der Schnittpunkte der eintretenden und der zugehorigen 
austretenden Strahlen ist eine die Axe rechtwinklig schneidende Um- 
drehungsflkhe, die, weil durch eine gedachte Ablenkung an ilir die 
vielen wirklich rorkornmenden Ablenkungen eines Strahles eisetzt 
werden konnen, als E r s a  t zfl i iche bezeichnet sein mag. 

1st L der unendlich ferne Punkt der Axe, so wird die Spitze al$ 
B r e n n p u n k t  (F) , die Ersatzfliiche als I I a u p  t f l i iche,  ihr Schnitt- 
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punkt mit der Axe als H a u p t p u n k t  (H), die Strecke F B  als 
'Brennmeite ( f )  bezeichnet. Fallen die axenparallelen Strahlen von 
der anderen Seite her ein, so erhalten wir einen zweiten Brennpunkt 
(FI), eine zweite Hauptflache, einen zweiten Hauptpunkt (Hf)  und 
eine zweite Brennweite (f'). 

Beschranken wir die Betrachtung auf der Axe unendlich benach- 
bartc (Null-) Strahlen, so erscheint jeder Brennpunkt als Vereinigungs- 
punkt a l l e r  in dem entsprechenden Sinne parallel der Axe eintretenden 
Strahlen. Von den Axenschnitten aller Umdrehungsflachen kommen 
nur die die Axe senkrecht schneidenden Linienelemente in Betracht, 
und wenn wir nun die zur Axe rechtwinkligen Ausdehnungen gegen 
die ihr parallel laufenden unendlichfach verzerrt auftragen, erscheinen 
diese Linienelemente als beliebig lange, zur Axe senkrechte gerade 
Linien. Dementsprechend erscheinen auch die Schnitte der Haupt- 
flachen als solche gerade Linien; die Hauptflachen selbst gehen in 
Ebenen - die H a u p t e b e n e n  - über. 

K o n s t r u k t i o n  des  B i l d e s  e i n e s  b e l i e b i g e n  P u n k t e s  L. Da 
derselbe der Axe in Wirklichkeit unendlich nahe liegt, müssen die 
von L ausgehenden Strahlen nach dem Verlassen des Systems - mit 
Vernachlissigung unendlich kleiner Grossen zweiter Ordnung - durch 
einen Punkt gehen, zu dessen Bestimmung zwei Strahlen genügen. 
Der parallel der Axe einfallende Strahl geht von seinem Schnitte mit 
der hinteren Hauptebene aus durch Y', der durch :hE' gehende ein- 
fallende Strahl geht von seinem Schnitte mit der vorderen Hauptebene 
aus parallel der Axe. Ih r  Sclinittpunkt ist das Bild L'. 

Aus der Figur ergiebt sich unmittelbar das Abbildungsverhiiltnis 
rechtwiriklig zur Axe 11' f 2' 

-=  
Y x f '  

und daraus 
xxl= fff  

Für x = f int rl= f', f - 1. Die Hauptebenen aind also zu- 
Y 

geordnete Ebenen und durch das Ahbildungsverh%ltnis 1 charakterisiert. 
Aus X E -  r ff' 

x 
folgt ferner das Abbildungsverhiiltnis in der Axe 

dx' -=---  
d x xe 

Resondere  L a g e n  des  P u n k t e s  L. 
1. L Iiege in der durch F gehenden, zur Axe senkrechten Ebene, 

der Brennebene.  Dann ist Lf der unendlich ferne Punkt der Ge- 
raden A'F'. 

2. L liege in der einen Hauptebene. Dann ist L' der im gleichen 
Aaenabstande liegende I'unkt der 'anderen Hauptebene. 

K o n s t r u k t i o n  des  Bi ldes  e i n e r  h c l i e b i g e n  Geraden .  Am 
zweckmassigsten werden hier die Schnittpunkte A und B der Geraden 
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mit der vorderen Brenn- und der vorderen Hauptebene benutzt. Da8 

Rild geht offenbar von R' aus parallel der Geraden C'E". 1st die 
Objektgerade durch den Abstand x und den Winkel y ,  die Bildgerade 
durch den Abstand x' und den Winkel rp' bestimmt, so ist 

h - h '  f f ' t g rp  
-- = .  

tg <p' h 

Das K o n v e r g e n z v e r h ~ l t n i s  ist 

f Filr die Hauptpunkte nimmt dasselbe den Wert  f ,  an. Es ist 

= 1 für z = f l ,  x l =  f. Diese durch v e r t a u s c h t e s  ~ u f t r a g e n  der 
Brennweiten von den Brennpunkten aus erhaltenen Punkte, denen das 
Konvergenzverhiiltnis 1 entspricht, sind bekanntlich die Knotenpunkte .  

P ü r  sie ist das Ahbildungsverhdtnis senkrecht zur Axe = 
f '  

Die Schnitthohe der Bildgeraden in der hinteren Rrennebene ist 

y ' = x f .  t g q f =  f ' tgq.  

Alle unter beliebigem Winkel einfallenden Parallelstrahlen ver- 
lassen also das System durch eineri  Punkt  der Brennebene. 

Hieraus ergiebt sich die in  Figur 7 (S. Tafel VI) dargestellte Kon- 
struktion des Durchgarigs eines Parallelstrahleribündels; K und E' sind 
die Knotenpunkte. 

Die in der Axe vereinigten Punktreihen des Objekt- und des 
Bildraumes, deren durch die Gleichung x x f =  f f  ausgedrückte Be- 
ziehung von der Art der physikalisçheri ' Bilderzeugung giinzlicli 
unabhiingig ist, sind offenbar p r o  j e k t i v e  P u n k t r e  ihen .  In der 
That lassen sich alle oben gefunde~ien Abbildungsgesetze auch direkt 
aus der Projektivitat ableiten. 

C sei der Mittelpunkt eines Strahlenbüsçhels, das auf den beiden in 
der Figur 8 (S. Tafel VI) gezeichneten Geraden projektive Punktreihen 
erzeugt. Die &egenpunkte F, FI dieser Lteihen entsprecheri, werin man 
die letzteren in einer Geraden liegend denkt, offenbar den Brennpunkten, 
wiihrend die im Schnittpunkte zusammenfallenden Punkte H, H' 
die H a u p t ~ u n k t e  ergeben. Die Abstande des Schnittpunkts von den 
Gegmpunkten sind mithin die Brennweiten f, f '. Sind P und P' mei 
beliebige entsprechende Punkte der Reihen, die von F und FI die 
Abstiinde x und x' haben, so folgt aus der Figur direkt die Gleichung 
xx' = f f ' .  Denkt man sich in P und P' zwei durch benachbarte 
Strahlen herausgeschnittene, zur Zeichenfliiche senkrechte Strccken 
und y', so ist offenbar 

y ' : y = C P 1 : C P = f : x = z ' : f ' .  
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Für das Verhiltnis zweier Differentiale der Punktreihen selbst 
(Fig. 9, S. Tafel VI) erhalt man 

dx' d z  d x r  
. --  --.-  -- f x r  x ' - -  - f f '  --- 
dx dx d z  x f x rce ' 

vas auch oben gefunden wurde. 
Durch vertauschtes Auftragen der Brennweiten von den Brenn- 

punkten aus erhalt man die Kno t e n p u n k t e  K und Kr, und man er- 
kennt sogleich, dass der zugehorige Strahl die Geraden unter gleichen 
Winkeln schneidet. 

Triigt man die Brennweiten von den Brennpunkten aus in 
nepativem Sinne auf, so ergeben sich die n e g a t i v e n  H a u p t -  
punkte. Auch der diese Purikte erzeugende Strahl schrieidet beide 
Gerade unter gleichen Winkeln und steht senkrecht auf dem die 
Knotenpunkte erzeugenden Stratile. Das Abbil~iurigsverhaltnis ist für 

f f diese Purikte = y = - 1, dos Konvergenzverhiiltnis = - f., (Hl und 
- f  

H; in Fig. 10, a. Tafel VI). 
Tragt man endlich die v e r t  a u s  c h t  en  Brennweiten von den Brenn- 

punkten aus in n e g a t i v e m  Sinne auf, so findet man die n e g a t i v e n  
Kno tenp u n k t e  (KI und 21; in Pig. 10, S. Tafel VI). Pür  dieselben 

Einem nach 
unter einem 
den anderen 
bildet. 

f ist das Abbildungsverhiiltniu = - I, dau Konvergenzverh~ltnis = - 1. 
f 

einem dieser Punkte gerichteten Strahle, der die Axe 
beliebigen Winkel rp schneidet, entspricht also ein durch 
Punkt gehender Strahl, der mit der Axe den Wirikel - 

Noch eine kurze Bemerkung mag an dieser Stelle gestattet sein, 
dic mit obiger Betrachtung zwar in keinem inneren Zusarnmenhange 
steht, die aber, wie mir scheint, fiir die Erkenntnis des Wesens des 
optischen Bildes nicht ganz bedeutungslos ist. 

Die Strahlen eines ebenen Strahlenbüschels mogen an beliebig 
vielen Iiurven der Ebene nach beliebigen üesetzen abgelenkt werden. 
Die die letzte Kurre verlassenden Strahlen bilden eine kaustische 
Linie, und ein beliebig in der  bene liegendes Auge erblickt das 
Bild des leuchtenden Punktes im Beriihrungspunkte der Tangente, 
welche von ihm an diese kaustische Linie gelegt werden kann. Da 
nun aber die Pupille des Auges eine messbare Ausdehnung besitzt, 
gelangt nicht nur ein einzelner Strahl, sondern eine ganze Strahlen- 
gruppe ins Auge. Die Strahlen dieser Gruppe berühren die kaustische 
h i e  lings eines Kurvenstücks, das durch die Berührungspunkte der 
von gegenüberliegenden Punkten der Pupille ausgehenden Tangenten 
begrenzt a i rd .  

Zeitachrift f. Nathematilt u.Physik. 44. Hnnd. 1898. 5.  u.6. Heft. 2 0 
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Handelt es sich nun um ein Objekt von messbarcr A ~ s d e h r i ~ ~ ~ ,  
etwa eine kleine Strecke, so erzeugt jeder Punkt derselben eiiie 
kaustische Linie, und von jeder kaustischen Linie wird, wie oben 
ausgeführt, ein gewisses Hurvenstück wirksam. Alle diese Kurven- 
stücke bilden eine parallelogrammartige Figur, und man erkennt, dass 
einem l i n e a r e n  O b j e k t e  der Ebene ein f l a c h e n h a f t e s  Bi ld ,  einem 
f l i i c h e n h a f t e n  O b j e k t e  des Raumes also ein k o r p e r l i c h e s  13ild 
entspricht. Von einer Krümmung des Bildes schlechtliin kann also 
nicht gesprochen sverden; davon, oh das Ohjekt gross oder kIein ilil 
Vergleich mit der Pupille ist, h k g t  es ab, ob die Krümmung des 
geometrischen Orts der Rerührungspunkte der vom Auge an die 
kaustischen Liuien gelegteu Tangenten odcr die Krümmung der 
kaustischen Linie selhst vorwiegerid in Retracht kommt. 
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Die Interpolation. 

Prof. Dr. W. VELTXANN 
in Po~ip~lsriorf -Boriii. 

E n c k e  hat nach Vorlesungen von G a u s s  im Jahrgang 1830 des 
Astronomischen Jahrbuchs Seite 26.5 eine Arbeit über Interpolation 
verXentlicht, welche den Gegenstand, was die Endergehnisse betrifft, 
rollstiindig erschopft. G a u s s  geht von der Formel von L a g r a n g e  
aus und wendet teils umstandliche Ileihenentwickelungen, teils elemen- 
tare Rechnungen an, uni zu seinen Besultaten zu gelangen. Im 
folgenden werde ich zeigen, wie man, ohne Fremdartiges herein- 
zuziehen und ohne solche zu einem besonderen Reispiel gehorige 
Rechnungen bloss auf Grund der allgemeinen Eigenschaften der ganzen 
rationalen Funktionen zu denselben Kesultaten gclangen kann. Den 
Interpolationsausdrtlcken habe ich eine Form gegeben, ahnlich der- 
jenigen eines Kettenbruchs, wodurch dieselben sehr übersiehtlich 
und für die Ausführung der Zahlenrechnung geeignet werdcn. Durch 
Anwendung von Klammern, die einander umschliessen, werden diesc 
Ausdrücke sehr ungefügig und unübersichtlich. 

Die Vereinigung zweier Gleichungen zu einer einzigen, wie sie in  
5 13 ausgeführt ist und wodurch eine neue Interpolationsforrnel er- 
halten wird, findet sich bei E n c k e - G a u s s  nicht. Dieselbe ist von 
mir hinzugefiigt worden. 

8 1. Eine beliebige Punktion sei 

1) Y = f@).  
Ein Wert von x und der zugeh6rige Wert von y m6gen ein 

Wertepaar genannt werden. Sind also zwei solche zusammengehorige 
M'erte gegeben, so ist ein Wertepaar gegeben. 

5 2. n i e  zu interpolierende Funktion sei 

2) Y = f (XI. 
Die Aufgabe der Interpolation ist dann diese: Von der Funktion 

f (3 ; )  sei eine Anzahl Wertepaare gegeben, von andern Wertepaaren bloss 
das Argument x. Die zugehorigen Werte von y mit einem gewissen 
Grade von Genauigkeit zu bestimnien. 

20' 
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Wenn f(x) eine ganze rationale Funktion vom ntCn Grade ist, so 
ist durch (n + 1) Wertepaarc die Funktion vollstihdig und genau be- 
stimmt. Auf diesen F'all wird die ganze Interpolationsrechnung zurück- 
geführt. 

5 3. Man nehme an, dass die Funktion f ( x )  in eine Reihe 

3) y=cY+fflx+"zx"+.- 
sich entwickeln lasse und dass, wcnn die Rcihc bci an+lxn- t1  ab- 
gebrochen wird, der Rest hinreichend klein sei, um vollstandig ver- 
nachlnssigt werden zu konnen. Die Funktion 

stellt also die gegebene mit jeder irgend erforderlichen Genauigkeit 
dar. Pür  den vorliegenden Zweck der Interpolation kann die Funk- 
tion z an die Stelle der Funktion y gesetzt werden. 

Die Koeffizienten ci seien nicht bekanrit; dagegen ni6gen von der 
Eunktion y lz + 1 Wertepaare 

genau berechnet sein. Zur Punktion z gehoren dann dieselben Werte- 
paare mit hinreichender Genauigkeit. Die Funktion z ist durch dicse 
Wertepaare nicht bestimmt; denn es ist eines zu wenig vorhanden. 
Dagegen kann eino Punktion nten Grades 

6) t = B + p 1 ~ + . . . + p n x n  
angenommen werden, welche dieselben W e r t e ~ a a r e  5)  hat und durch 
diese Wertepaare vollst~ndig bestimmt ist. Diese Gleiçhung 6) nehmen 
wir als Interpolationsformel und wollen nun sehen, aie sich die 
Funktion t von dem wahren Werte der Punkiion y oder z uriter- 
scheidet. Jedenfalls ist a - t eine Punktion (n + l)t"u Grades, in 
welcher zn+l den Koeffizienten hat. Und da x und t in obigen 
Wertepaaren übereinstimmen, so wird .e - t = O für  

5 = x 0 ,  ' X I  ..., =x,. 
Somit 

7) B - t  = a,+i(x- x,)(x-2,). . .(x-xn) 

Wenn also für s die Funktion t gesetzt wird, so ist der Fehler 

= nn+l (x - x,)(x - x,) . . . ( x  - z,). 

Hicraus folgt, dass, wenn es zulZssig sein soll, auf die Funktion s 
und somit auch auf y eine aus rz + 1 gegebenen Wertepaaren ab- 
geleit,ete Interpolationsforrnel +ztm Grades wie Gleichung 6) anzuwendcn, 

hinreichend klcin sein muss. Der Fehler hiingt jedoch nicht 
bloss von ci,+i, sondern auch von den übrigen Faktoren obigen Pro- 
duktes ab. Man wird also das ganze Produkt moglichst klein machen 
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niiissen. In der Regel wird für x ein bestiinmter Wert,  für welchen 
interpoliert werden soll, gegeben sein. Ferner wird eine Beihe Werte- 

g~geben sein, aus welchen die der Interpolation zu grunde zu legen- 
den auszuw~hleii sind. Man wird dieselben so wahlen, dass x jeden- 
falls nicht grosser als der grosste und nicht kleiner als der kleinste 
der ausgewahlteii Werte von x k t .  In der Hegel wird x dem rnitt- 
lcren dieser Werte nahe konimen miissen. 

\-orstehendes ist die von G a u s s  au€ Seite 272 gegebene Fehler- 
bestimmung. 

5 4. Von einer Funktion, auf welche das Interpolationsverfahren 
angex-andt werden soll, mtigen jetzt eine Anzahl Wertepaare 

8) 
20 Xl x2 . . . 
Y 0  Y 1  212 

deren Zahl vorliufig unbestimmt bleibt, gegeben sein. E s  soll. eine 
Funktion f bestimmt werden, welcher diese Wertepaare angehoren. 
Kann dann letztere Funktion die erstere mit hinreichender Genauig- 
heit ersetzen, so darf jene zur Interpolation fiir diese benutzt werden. 

nie F'unktion f m6ge nicht naçh Potenxen von x, sondern auf 
aiidere Weise geordnet werden, so namlich, dass dieselbe erscheint als 
Sunlnie von ganzen Funktionen, von welchen jede folgende von einem 
uin eins hoheren Grade ist, als die vorhergehende. Man bestinime 
nacheinander 

1. eine Funktion fo vom nullten Grade mit dem Werte- 

paare x0 2 
Yn 

2. eine Funktion f ,  vom ersten Grade niit den Werte- 

paaren "' 7 
Y0 Y1 

3. eine Funktion f ,  vom zweiten Grade mit den Werte- 

paaren xo z2 2 
2 / ,  YI Yn 

Hierbei verfahre man in der Weise, dass man zuerst die Funk- 
tion f o  bestimint, zu dieser eine Punktion (P, addiert, so dass f i  ent- 
steht, zu dieser eine Funktion (P,, sodass f, entsteht u. s.w. Also wie 
folgt: fo = fo 

fi = f, + 'Pi 
9) f2. = fl + 'Pz 

f3  = f 2  + (P3 

U. S. W. 
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Die einzelnen Fuiiktionen sind hier nunieriert und zwar gcben 
die Nummern zugleich den Grad der Funktionen an. Die Kummer 
einer Eunktion f ist zugleich die Kummer des letzten der sie be- 
stimmenden Wertepaare. 

Irgend eine der Punktionen f ,  etwa f,, sei nun bekannt. Es 
wird gefragt, wie man die niichstfolgende f,+l bestimmt. E s  sol1 

10) fn+i = fn + ~ n i - 1  

sein. Da f ,+ l  und f;, in den Wertepaaren Nr. O bis Nr. lz über- 
. . . . .  einstimmen, so muss für x = x,, = x, = x, die Punktion (n + 1)'en 

Grades rp, + I  = O sein. 
Es muss also 

. .  11) V B + I =  ( x - ~ ~ ; ~ ) ( x -  x,) .  ( x - x , ) . r , + ~  
sein, wo ein noch zu bestimmender konstanter Faktor k t .  Somit 

fn+l = f n  + (3: - x:J(x - xl) . . (x: - xn).rn+~. 

Bildet man hiernach die Ausdrücke für die siimtlichen Funk- 
tionen rp und setzt dieselben in die Gleichungen 9) ein, so erhalt 
man, wenn man zugleich in der ersten der Gleichungen 9) auf der 
rechten Seite die Konstante fo mit r, bezeichnet, 

diert man die beiden ersten, die drei ersten, die T 

u. S. W. Gleichungen, so erhiilt man 

I f o  = y0 

f l  L r0 + - %)rl 

lier ersten 

f; = .o+'(x - ~ 0 ) ~ 1 +  (II: - x',)(x - x1)y2 
13) fj = ro -t (x - x0)r1 + (II; - z,,)(x - x1)r2 

+ ( X  - xO) ( X  - x ~ )  ( X  - ~ 2 )  r3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Die Konstanten r lassen sich jetzt aus der Bedingung beetimmen, 

dass für 
x = x o ,  f o = Y , ,  

für 
x = x 1 7  f1=Y1, 

für 
X = X 2 ,  f 2 = y 2  

U. S. W. 

werden muss. Die bezüglichen Gleichungen sind also 
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r 0 = Y0 

ro + ( ~ 1  - $0) rl - ?Ji 
r, + (x, - cc,) Y, + (x, - x,) (cc, - x1)r2 = y2 

Y, + (x3 - -0) r1 + (x3 - xo) (x3 - 21) y2 

+ ( ~ 3  - ~ 0 )  ($3 - $1) ( ~ 3  - ' 2 )  r3 = 1/3 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . .  
Bus der ersten dieser Gleichungen erhilt  man ro = y,, dann aus 

der zweiten 

Hierauf erhiilt man aus der dritten Gleichnng r,, dann aus der 
~ier ten  r3 u. s.w. Die für die Grossen r erhaltenen Ausdrücke sind 
in den y linear und zwar enthalt der Ausdruck für das r mit einer 
bestimmten Nummer rb, also r, nur die y von y, bis y,. Es wird also 

1 1  
WO . - , ---, . . . von den Grossen x abhaiigige Konstanten sind. Die 

70 Yi 
Auflosung der Gleichungen 14) führt jedoch in dieser Weise zu einer 
wenig durchsichtiqen Entwickelung und man schligt deshalb zur Be- 
stimrnung der Konstanten r ,  nachdem auf obige Weise die Form der 
sie darstellenden Ausdriicke erkannt ist, bcsser einen anderen Wcg ein. 

5 5. Man nehme von den Gleichungen 13) irgend eine, etma die 
für f,, also 

16) f,= r,+(x-x,)r,+ ( x - x , ) ( ~ - x , ) r , + ~ ~ - x , ( x - x , ) ( x - x , ) r ,  
+ - - -  + (  x - x o ) ~ ~ - x l ) ~ ~ ~ ( x - x n ~ ~ ) r n .  

In dieser Gleichung den Ausdruck für r, in Gleichung 15) 

y, = E + E +  ...+$ 
Y0 

eingesetzt giebt 

Yür x = x, muss aber f, = y, werden, somit 

+ (x,-q,)(Xnxl). . .  ( (& + !L + ... + P). 
Y0 Yi Y n  

Diese Gleichung muss stattfinden, wenn y, beliebig geiindert wird, 
wihrend alle übrigen Grossen, auch r,, r,, . . .  r,  -1 ungeandert bleiben, 
da diese von y, nicht abhingen. Hieraus folgt aber notwendig 

19) 
y,= (x, - xo)(x, - xl)-..(x,- x,-~ 1 Ej 
yn = (x,, - x,,) (x, - xi) . - . (x, - xn - l). 
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3 s  ist also 
f n = ~ + ( x - x o ) l . l + ( x - x o ) ( x - ~ i ) ~ + - - -  

+ (,x - xJ(x - al)..-(x - 

Hier ist y, dividiert durch ein Produkt, dessen Faktoren mail 
erhiilt, indem man von dem zu y, gchorigen ~l: siirntliche übrige 3: 

subtrahiert. Hierin liegt aber ein allgemeines Gesetz zur Bildung der 
Koeffizienten skntlicher y in dem Ausdrucke für Y,. Der Ausdruck 
für fn in Gleichung 20) würde namlich so abgeleitet werden konnen, 

dass statt  des.Wei-tepaares ein anderes, etwa x p  das zuletzt in 
?4P 

Hechnung kommende wiire. 1n"dem Produkte (x - cc,) (x-- xl). - .(z -z,-1) 
in Gleichung 17) fehlte d a m  der Faktor (x - ccp) statt (cç - x,). Der 
Ausdruck für r ,  würde derselbe sein, wie jetzt, da er wieder der 
Xoeffizient der hochsten Potenz von x in der Funktion f, ware ui-itl 
sich deshalb nicht geandert haben konnte. In dem Ausdruck für r, 
ware jetzt der Divisor y, nach derselben Regel gebildet, die obrii fiir 
y, erhalten wurde. 

5 6. Auf gleiche Weise, wie siimtliche Wertcpanre von Nr. O 
bis Kr. n zu r,, führen die Wertepaare Nr. O bis Nr. n-1 zu r,-l, 
die von Nr. O bis n - 2 zu Y, - u S. w. Wenn man nun mit 
G a u s s  die Suiilme Y. 1'" + " +... +-, 

Y O  Y i  Y n  

wo der Koeffizient eines jeden y gleich dem reziproken Werte eines 
Produktcs ist, desscn Faktoren man e rhd t ,  indem man von deni zu 
diesem y gehorigen x samtliche übrige x von x, bis x, subtrahiert, 
mit [x,x, . . . lc,] bezeichnet, und diese Bezeichiiung in den Gleicli- 
ungen 13) anwendet, so erhiilt man 

5 7. Bllgeineiii mage jetzt ein Ausdruck von der Form 

in welchem jedes y diridiert ist durch ein Produkt, dessen Faktoreii 
man erlialt, indem man von dem zu diesem y gehorigeii x siimtliche 
zu den ÜLrigen y des Ausdrucks gehorige 3: subtrahiert, mit [.c, z, x,. . .xi] 
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bezeichnet werden. Die durch solche Ausdrüclie dargestellten Grossen 
sollen Differenzteile geilannt werden. Der Kame wird sich weiter 
unten rechtfertigen. Obiger Ausdruck ist syrrimetrisch in Bezug auf 
die Indices p, q, s, . . ., t. Werden also die x in beliebiger Weise und 
die y in derselben Weise vertauscht, oder was dasselbe ist, werden 
die Wertepaare vertausclit, so andert sich der Differenzteil niclit. 

So ist z.B.: 
rx1 x2 x5,1 = [xz x3 ~ 1 1 ,  1% x5 xlol = Lx5 x3 x101- 

Man kann die Differenzteile als 2, 3, 4 gliedrige u. S. W. Differenz- 
teile unterscheiden, je nach der Zahl der wertepaare, welche bei der 
Konstruktion des Ausdrucks fiir den Differenzteil zur Verwenduiig 
kommen. Als eingliedrige DiEerenzteile konuen die Grosseri y selbst 
betrachtet werden. 

Von der beliebig fortgesetzten Reihe der Wertepaare 

konneii nun folgende Vertikalreihen der 1, 2, 3 u. S. W. gliedrigen 
Differenzteile gebildet werden. 

Oder mit kürzerer Bezeiclinung 

Vorstehender Teil des ganzen Systems der Differenzt.de hat die 
E'orm eines gleicliseitigen Dreiecks. Man kann dasselbe ein Differenzen- 
dreieck nennen. 
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Jedem D sind zwei Nummern beigesetzt. Die obere stimmt 
überein mit der Nummer des ersten, die untere mit der Nummer des 
letzten derjenigen Wertepaare, welche zur Bildung des DiEerenzteiles 
beigetragen haben. Die Differenzteile D sind in Vertikal-, Horizontal- 
und Diagonalreihen geordnet. Letztere sind zweierlei Art, von links 
oben nach rechts unten und von rechts oben nach links unten. 

Die Differenzteile entspreehen den gewohnlich sogenannten Reihen- 
differenzen. Jedoch sind beide nieht identisch. Man kann vielmehr 
zeigen, dass in irgend einem aus dem Schema 25) herausgeschnittenen 
Differenzendreieck der Differenzteil an der Ecke rechts aus den beiden 
in diesem Dreirck henachbartcn Differenzteilen sich nach folgendcr 
Ilegel ableitet: 

26) 

Uni hierfür den Beweis zu fïihren, so sei aus den Wertepaareri 

die Bunktion 

und aus den Wertepaaren 

29> F= w,$- Z U , X  +"'+ W k z a +  f ld+l 

abgeleitet. 
Gemass der Hegel, nach welcher (5 7) der Koeffizient der hochsten 

Potenz von x in einer Funktion sich bestimmt, welche aus gegebenen 
Wertepaaren abgeleitet wird, ist nun offenbar 
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drei Differenzteile von der Art, wie die in Gleichung 26) und es ist 
daher zu zeigen, dass 

h t l  h 
= I L + , + , -  % + k  nt+,+, = 

x h + k + l - X h  

oder dass 

Die Funktionen I;; und I;O liefern gleiche Werte für x = zn+i bis 
rc = X / , + k .  Mithin ist für diese mTerte von x FI - Fo = O. Ferner 
hat in FI - Fo die hochste Potenz von x den Xoeffizienten vk- W .  

Somit 
31) F l - F O = ( ~ - X ~ A + i ) ( ~ - l i ; h + ~ ) . - - ( X - ~ ~ + k ) ( u k - ~ ~ ~ ) .  

Die Funktionen F und F, stimnien überein fiir die k + 1 Werte 
von 2, xh bis 3 ; / , ~ k .  Da nun F-li; vorn 72 +itou Grade ist und der 
Koeffizient der hochsten Potenz - W B + , ,  so ist 

32) F - F 0 = ( x - ~ , , ) ( ~ - - x ~ + i )  . . - ( ~ - ~ / ~ + k ) ~ k + l  

Die Funktionen E' und E; stimmen überein fiir 

x = x h + l  bis X - = X I , + ~ + ~ .  

Ilithin 
33) ~ - F l = ( x - x ~ + l ) ( x - x h + ~ ) . . . ( x - x l L + k + ~ ) ~ ~ ~ + ~ .  

Gleichulig 33) von 32) subtrahiert giebt: 

Gleichung 34) und 31) verglichen zeigt, dass 

IIiernach konnen die einzelnen Reihen der Differenzteile leicht 
nacheinander gebildet werden. Man subtrahiere in einer Vertikalreihe 
jede Zahl von der folgenden. Zu jeder dieser Differenzen suche man 
die beiden Werte von y, von welchen der eine mit dem Minuenden in 
ein und derselben Diagonalreihe rechts oben links unten, der andere 
mit dem Subtrahenden in einer Diagnnalreihe links oben rechts unten 
steht. Die zu diesen Werten von y gehorigen Werte von x sub- 
trahiere man von einander (den oberen von dem unteren). Obige 
Differenz dividiere man durch die letztere; der Quotient (Teil) ist  der 
DiEerenzteil am Schnittpunkte der beiden Diagonalen. 

fj 8. Die Ausdrücke für die Funktionen f in  den Gleichungen 21) 
siiid ahnlich zusanimengesetzt, wie ein Kettenbruch, wenn in letzterem 
das Dividieren mit Jlultiplizieren vertauscht wird. Um die Ausdrücke 
genau in der ausseren Form eines Kettenbruchs darzustellen, gebe 
nian einem wagerechten Doppelstrich die Bedeutung eines Multipli- 
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a 
kationszeichens, so dass also z.B. = BO vie1 bedeutet wie a inal b. 

b 
Den Baktor über dem Doppelstrich nennen wir den Multiplikator, deii- 
jenigen unter demselben den Multiplikanden. Dem Kett,enbruch ent- 
spricht dann ein Ausdruck wie 

welcher demnach ein Kettenprodulrt genannt werden kann. Die Gr5sseii n 
sind Multiplikatoreii; die Grossen 6 m6gen die Partialinultiplikanden 
genannt werden. Die numerische Ausrechnung geschieht wie bei einem 
Kettenbruch von rechts nach links. E s  wird 6, mit a, multipliziert, dies 
zu b, - addiert, dann mit a, multipliziert u. s . a .  Will man aber den 
Buchstabenausdruck algebraisch ausrechnen, denselben in eine Summe von 
Produkten auflosen, so geschieht das von links nach rechts. Man erhalt 
samtliche Produkte, indem man jeden Partialmultiplikanden mit den1 
Produkte der samtlichen demselben vorhergehenden Multiplikatoren 
multipliziert. Der Ausdruck wird also gleich 

a7,+aa,0,+aa,a,b,+aa,a,a3b, u.s.w. 

Hieraus ergiebt sich sofort eine Regel für die Addition zae i~r  
Ketten~rodukte,  die gemeinsame Falitoren enthalten. In zwei Tietten- 
produktcn 0, 

-- 
und 5 

- Q l  
- - 

f f 1  

+ i,, + as- 
p + + 2  

P l  p, . . . 
b, . . .  

m6gen b und p,  b, und pl, b, und p, u. 8.w. zugeordiiete Partial- 
multiplikanden heissen. Wenn dann Je  zwei einander zugeordnete 
Partialmultiplikanden mit gleichen oder entgegengesetzt gleichen Pro- 
dukten multipliziert sind, so wcrden die beiden Kettenprodukte addiert, 
indem man je zwei zugeordnete Partialmultiplikanden addiert resp. sub- 
trahiert So ist z. B. 

a - a  
: C +e - c  

e - t i + _ %  
f + -  + 3 

h IZ 
a 

-- - 
ù - l c + L  

d t l  +A 9 
f f m  4- =. 

h - n  

Setzt man die algebraische Ausrechnung des Kettenprodukts (von 
links nach rechts) fort bis einschliesslich zu einem bestimmten Teil- 
multiplikanden, so sol1 das Resultat ein Xiherungsprodukt genannt 
werden. Es sind also ab,  ab + aa,b, u. S. W. bezüglich das erste, 
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zweite u. S. W. Niiherungsprodukt. Das zu dem letzten Partialinultipli- 
Iianden eincs Niiherungsproduktes hinzugefügte Kettenprodukt soll das 
zugehorige Restprodukt genannt werden. In  dem obigen Ketten- 

produkte ist zu b das erste, zu b, das zweite Restprodukt 
b + . - .  

u. S. W. addiert. Offenbar iindert sich ein Kettenprodukt nicht, wenn 
man siimtliche Partialmultiplikanden desselben durch ein und die- 
selbe Grosse dividiert und den ersten Multiplikator mit der niimlichen 
Grosse multipliziert, wenn also z. B. ein gemeinsamer Faktor der 
Partialmultiplikanden aus diesen in den ersten Multiplikator gesetzt 
mird. Das namliche gilt natürlich auch für  jcdes Niiherungs- und 
jedes Restprodukt. 

Die Funktion mit der Kummer n, also fn kann jetzt so ge- 
sclirieben werden. 

Die Differenzen x - x,, x - xL,. . . sind die Multiplikatoren. Zu 
jedem derselben geh6rt als Multiplikand der ganze Ausdruck unter- 
halb desselben. Die Differenzteile sind die Partialmultiplikanden. Die 
nunierische Ausrechnung geschieht, wie oben bemerkt, von rechts 
nach links. [xoxl. . . z,] wird mit x - x,-1 multipliziert, dies zu [x,xlx, 
. . x % - ~ ]  addiert, dann mit x - x, - multipliziert u. S. W. Dies ist 

zugleich die bequemste Weise, die Interpolationsrechnung auszuführen. 
Zu dernselben Kettenprodukte kornmt man auch auf folgende 

Weise. Die Funktion mit den Wertepaaren 8) denke man sich 
gcgehen. Man dividicre sic durch z - z,; konstantcr Rest = r,, 
Quotient = q,. Letzteren dividiere man durch x - xl ; koiistanter 
Rest = Y,, Quotient = y,. Letzteren dividiere man durch x - x2; 
konstanter Rest = Y,, Quotient = p, u. S. W. Dann ist 

Die Konstanten r,, r, u. S. W. sind dieselben wie in den Gleich- 
uiigen 13). Die Gleichungen zur Bestimmung derselben erhalt man 
aieder durch die Bcdingung, dass für x = x,,, = xi u. S. W. die 
Funktion f, = y,, = y, u. S. W. werdeii muss. 

5 9. Eine Eigentümlichkeit der hier beschriebenen Interpolations- 
rechnungl von welcher man bei der Ausführung der Rechnung Ge- 
brauch machen kann, m6ge an einer Funktion mit einer bestimmten 
Anzahl gegebener Wertepaarc gezeigt werden. Die Wer te~aare  seien 
folgende sechs. 
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xo xi XI x3 x4 x5 
38) { Yo Y, Y2 Y3 Y4 Y5 

Das eugehorige Differenzendreieck, mit Hinzufügiing der Verte 
von x, ist das folgende 

Die Interpolationsformel ist, wenn mail den Wert der Funktion, 
der zu dem Werte x des Arguments gehort, mit y bezeiclmet, 

2 - 
40) y = y, $ =- 

["O ~ 1 1  + 

Wenn in Gleichung 26) die (+rosse auf der linken Seite, sowic 
auf der rechten die beiden Grossen x im Divisor, der Quotient und 
cine der beiden Gr6sseii in1 Dividenden bekannt sind, so lisst sich 
die andere Grosse im Dividendeil aus der Gleichuiig bestimmen. Wenn 
also in einem Differenzendreieck aus jedcr Vertikalreihe eine Zald bbe- 
kailnt ist, wenn ferner auch die Werte von x gegeben sind, so k6iinen 
siimtliche übrigen Zahlen des Differenzcndrciecks durch mehrrnalige 
Anwendung der Gleichung 26) leicht bestimmt werden. Somit kani? 
auch eine Interpolationsformel aufgestellt werden, welche aus jeder 
Vertikalreihe eine beliebige Zahl enthiilt. In  Gleichung 40) sind die 
an der oberen Seite des Differenzendreiecks stehenden Zahlen brniitzt 
worden. Von besonderem Interesse ist nun aber eine Formel, iii 

welcher Differenzteile vorkommen, die in einer gebrochenen Horizontal- 
h i e  stellen. UIU für die Gleichung 40) eine solche Anordriurig zu 
erhalten, nehme man die Wertepaare in folgendeï Reihenfolge 

41) 
xi x2 X" XI x3 x5 
Y4 ?h Y0 111 ?h Y5 

und bilde hierfiir das Differenzendreieck. Dasselbe ist 
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x und F, sowie y und g sind hier gleichbedeutend. Wenn man he- 
achtet, dass ein Differenzteil einem anderen gleich ist, wenn er aus 
deniselben durch Permutation der wertepaare entsteht, so sieht man 
sofort, dass die in der Gleichung 40) enthaltenen Differenzteile, welche 
in dem Differenzendreieck 39) an der oberen Seite in geradcr Linie 
stehen, hier eine gebrochene Linie bilden; es sind die mit deutscher 
Schrift gedruckten. Die Gleichung 40) wird also jetzt 

+ 

Diese Gleichung liefert dieselben Werte von y, wie die Gleich- 
ung 40). Sie hat vor letzterer allgcmeiii keinerlei Vorzüge, ist im 
Gegcnteil etwas weniger bequem, da es handlicher ist, wenn die zu 
benutzenden Differenzteile in einer geraden, als wenn sie in einer 
gebrochenen Linie stehen. 

Jetzt m6ge aber angenommen werdcn, dass, wie es nach 8 3 
sein soll, die gegebenen Werte von z in der Reihenfolge der Werte- 
paare 41) eine aufsteigende Reille bilden, und dass der FITert von x, 
fiir welchen interpoliert werden soll, zwischen xo und x, liegt. Dann 
sind die Differenzen x - x,, z - x, u. S. W. abwechselnd positiv und 
iiegativ, so wie es in der Gleichung 43) durch die beigeschriebenen 
Zeichen f und - angedeutet ist. Zu jedem Differenzteil iut in 
Gleichung 43) der rechts von demselben stehende Ausdruck hinzu- 
addiert. G a u  s s betrachtet diese Hinzufügung als eine Korrektion des 
Diferenzteils. Diese Korrektion kann positiv oder negativ sein und 
man hat deshalb bei der Rechenarbeit darauf zu achten, dass man 
die Vorzeichen nicht verwechselt. G a u s s  hat nun aber eine Itegel 
angegeben, nach welcher man bloss den absoluten Wert der Korrektion 
zu bestimmeii braucht; ob dieselbe addiert oder subtrahiert werden 
niuss, erkennt man leicht nachtrliglich an einer von Gauss  angegebenen 
Reziehung. Jedoch setzt dieses Verfahren voraus, dass kein Differenz- 
teil durch die Binzufügung der Korrektion sein Zeichen andert. Dies 
n~limrn wir also im folgenden an. 

Es seien zwei Grossen A und B gegeben. Wenn dann durch 
~ine zu A hinzugefiigte Korrektion eine Grosse A' entsteht derart, 
dass A - B und A - A' dasselbe Vorzeichen haben, so soll gesagt 
~erden ,  A spi durch die Verwandlung in A' narh B hin korrigiert 
norden. Dabei ist es gleiçhgiltig, ob A' zwischen A und B oder 
über 6: hinaus liegt. E s  ist nun  klar, dass, wenn eine Grosse durch 
eiue Korrektion nach einer gewissen Richtung hin korrigiert wird, 
sie durch jede andere Korrektion von demselben Vorzeichen aueh nach 
der nh l ichen  Richtuni; korrigiert wird. 
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Halbiert man einen der Winkel der oben erwahnten gebrocheuen 
Linie in dern Differenzendreieck 42),  so weist die IIalbierungslinie 
auf einen DiEerenzteil hin,  welühen wir den deril Differenzteil am 
Scheitelpunkt gegenüberliegenden nennen. Die Gleichung 43) mit 
Hinzufugung der gegenüberliegenden Difiérenzteile (sie stehen unter 
denjenigen, welchen sie in dern Differenzendreieck gegenübcrliegen) ist 
die folgende: 

x - x,, 44) y = y,, + = : x - XI 
[xo xl] -t -7 IL' - Zg 

[x2xo xl] + 3:-x 
[J,  2 0 1 9  x LL. IL' 1 +=-A x - x4 

[ x ~ x ~ l  [,,Xy] [ ~ e , x , ~ , x ~ x ~ J - t - :  - - =  

1x4 x2 50 XI 1 LXa 5 50 xi x3 xj] 
1-xo xi IL'3 Cc1 4 

Geht man nun z.B. von dern Differenzteil [cc,a,xlx3] aus, so ist 
nach 5 8 

1x2 Cc" LL.1 Z Y  1 - [x4 ~ 2 3 3 1  = 

X Y  - 5 4  
1x4 xz xo $1 $5 1 

45) [x4,z2 x,xll = [ ~ 2  x ~ x ~  a,] + ($4 - ~ 3 )  [ x 4 x ~ x ~ x ~ x 3 1 .  

Durch Ilinzufügung von (x, - x 3 ) [ x 4 ~ x o x l  cc,1 wird also [x2q,x l~J  
nach [ x , x , z , ~ ~ ]  hin korrigiert. S u n  hat  x - x3 dasselbe Vorzrichen 
wie x,- x,. Ferner hat der Differenzteil [x4x2xOxlx,l nach Hinzu- 
fügung der Korrektion, d. h. des in Gleichung 44) rechts von dem- 
selben stehenden Restproduktes dasselbe Vorzeichen wie vorher. In- 
dern man also in Gleichung 45) x - 2, an die Stelle von %,-$, 

und den korrigierten Differenzteil [x4.z2x,xlx5] an die Stelle des letz- 
teren selbst setzt, Lndert das zu [x2 x,xl x,] hinzugefügte sein Zeichen 

'nicht. Die Grosse [x,xox,x3] hart somit nicht auf, nach [x,x2x,q] 
hin korrigiert zu sein. Wenn aber in Gleichung 45) zu [x4z,xoz1z3] 
das in der Gleichung 44) rechts davon stehende hinzuaddiert und 
s ta t t  x, - x, x - x, gesetzt wird, so ist zu [xzx,xlx3] alles in Gleich- 
ung 44) rechtg davon stehende addiert und es  ist also [x2xoe,zIz,] 
durch die hinzugefügte Xorrektion nach dern gegenüberstehenden 
Differenzteil hin korrigiert worden. Dasselbe gilt offenbar für jeden 
der DifYerenzteile in Gleichung 44), weil auch x - x, und x,- xo, 
x - x, und x2 - x,, x - x2 und cc3 - x2 dasselbe Vorzeichen haben. 
Man braucht daher, nachdem man zu einem Differenzteil die Kor- 
rektion dern absoluten Wert  nach bestimmt hat, nur einen Blick auf 
den gegenüberliegenden Differenzteil in dem Differenzendreieck zu 
werfen, um sofort zu erkennen, welches Vorzeichen man der Kor- 
rektion zu geben hat. 

Sollte aber irgend einmal ein Differenzteil durch die Korrelition 
sein Zeichen k d e r n ,  so sieht man sofort, dass dann der nach links 
folgende Differenzteil nicht nach dem gegenüberliegenden Differenzteil 
hin, sondcrn von demselben abwiirts korrigiert werden muss, wo- 
durch man wieder dasvorzeichen der Korrektion leicht bestimmen kann. 
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5 10. Die Werte von x mogen wieder in der Reihenfolge 41) eine 
aufsteigende Reihe bilden. Man, kehre das Schema 42) um, derart, 
dass unten und oben vortauscht wird, wodurch dann überall O und 1, 
2 und 3 ,  4 und 5 vertauscht werden. Das DifYerenzendreieck hort dann 
nicht auf, ein Differenzendrcicck zu sein und die der Gleichung 43) ent- 
sprechende Gleichung erhiilt man aus dieser, indem man ebenfalls O 
und 1, 2 und 3, 4 und 5 vertauscht. Sic ist somit 

z - 2, 
y-y,+= Z - xo 

[q x',] + = 
Lx8 "i %l 

x - x., 

Die Funktion rechts ist dieselbe, wie in Gleichung 43), weil sie 
aus dcnselhen Wertepaaren ahgalei t~t  ist. Reide Gleirhungen liefern 
also dieselben Werte von y und man kann daher nicht sagen, dass 
die eine oder die andere Gleichung zur Interpolation benutzt werden 
soll, jenachdem der Wer t  von x, für welchen interpoliert wird, dem 
s/, oder dcm q niiher liegt. Man würdc eine sehr geeignete Rechcn- 
probe erhalten, wenn man nach beiden Formeln rechnete. 

Die Differenzteile, welche in der Gleichung 46) vorkommen, liegen 
in dem Differenzendreieck 42) auf einer gebrochenen Linie, welche 
zu der früher erwiihnten symmetrisch ist. Die Differenzteile, welche 
in dem Differenzendreieck auf einer mitten zwischen x,, und xl ge- 
zogenen Horizontallinie stehen, sind beiden Gleichungen gemeinsam, 
da die TTei-tauschung von O und 1, 2 und 3, 4 und 5 hier nur mit 
einer Permutierung gleichbedeutend ist. 

Man sieht l e d i t ,  dass für die Bestiminung des Vorzeichens einer 
Korrektion dieselben Begeln gelten wie in 5 9. 

Will man in einem bestimmten Falle die Interpolationsrechnung 
iiach 5 9 oder 10 ausführen, so nehme man eine Anzahl Werte von x, 
für welche die Funktion gegeben ist, so dass die cine Hilfte grosser, 
die andere Halfte kleiner sind als der Wert von x, für welchen 
interpolicrt werden soll, und ordne dieselben so, dass sie in  der 
Reihenfolge ... x4 z2 zo z1 1ç3 x 5 . . .  
entaeder eine steigende oder eine fallende Reihe darstellen. Man bilde 
das Differenzendreieck und stelle dann die Gleichung so auf, dass die 
hlultiplikatoren von links nach rechts x - x,, x - z,, x - x2 U. S.W. sind, 
aihrend als zugehorige Teilrnultiplikanden Differenzteile genommen 
werden, die auf e i n ~ r  gebrochenen Horizontallinie stehpn, von welcher 
die erste Strecke bei x, aniangt und von links oben nach rechts unten 
geht. 

5 11. E s  erübrigt noch die Behandlung des Palles, wo die ge- 
gcbenen Werte von z eine arithmetische Rcihe bilden. Die Werte- 
paare seien in unbestimmter Anzahl 

Zeitachrift f Mathematik n. Phyaik 44 Band. 1899. 5.11.6 Heft 21 
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xo X l  X2 x3 . . , 
und es sei jetzt 90 211 Y2 Y3 

47) xo Xi xz x3 . . . 
eine aufsteigende arithmetische Reihe mit der konstanten Differenz 
= i. Das Dreieck dcr Differenzteile sei 

Dasjenige der gewtihrilich sogenarinten Differenzen 

Die Grossen D sowie A sind hier nach ihrer Reihenfolge in 
horizontaler und vertikaler Bichtung numeriert. Vergleicht man eine 
Vertikalreihe von 48) mit der gleich numerierten von 49), so ent- 
steht offenbar, wenn die Nummer = m ist, ein Differenzteil D aus 
der entsprechenden Differenz A,  indern man letztere durch 

1 . 2 . 3 . .  .?n.inl 

dividiert, also 

U. S. W. 

Ferner ist 

a-X,,=X-XO 
n: - x1 = ( x  - xo) - (xi - xo) - x  - zo - i 
x x z  = (x-x,,) -(%-xo) = x - x 0  -2i 
z-cc 3 - ( ~ - a ~ ) - ( x ~ - x ~ ) = ~ - x , - 3 i  - 

u. S.W. 
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Die Interpolationsformel ist 

Aus 49) und 50) in 52) eingesetzt giebt: 
x - 2" 

53) y = y', + 
1 
-A: i + 

1 
Die Partialmultiplikanden haben Tom orsten an den Falitor i, 

1 
vom zweiten an ausserdem noch -., vom dritten an  ausserdem noch 

2 e 
1 
-- u. S.W. gemeinsam. Bringt man also nach 5 8 diese gerneinsamen 
3 i x - x,, 
Faktoren in die Multiplikatoren, so ist, wenn - mit q bezeichnet 
wird: 

Sol1 diese Gleichung zu einer grtisseren Interpolatiomrechnung 
angcwandt, z .B.  mit Hülfe derselben eine Tafel berechnet werden, so 
ordne man die y gemiiss der aufsteigenden Reihe der x und bestimme 
die Vertikalreihen der Differenzen, bis diese gleieh O werdcn. Um 
dann in einem bestimmten Intervall der x zu interpolieren, nehme 
man ein Differenzendrcieck, dessen Seitc links durch dieses Intervall 
halbiert wird und setze für  Ai, Ag, Ai u.s.w. in Gleichung 54) die 
Zahlen an der oberen Seite des Dreiecks. Selbstverstiindlich wird das 
Kettenprodukt nur  fortgesetzt, bis die Differenzen A = 0 werden. 
Man hat dann die Formel zur Interpolation in diesem htervall ,  kann 
also jetzt f ü r  q die betreffenden Bruchteile setzen. 1st man mit diesem 
htervall fertig, so riehme man das nachstfolgende, sornit auch die 
folgende Diagonalreihe der A u. S. W. 

€j 12. Um auch für die hoheren arithmetischen Reihen eine Inter- 
polation nach der gebrochenen horizontalen zu erhalten, so m6gen 
jetzt 10 Wertepaare 
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gegeben sein und die VTerte von x in der hier angenommenen Reihen- 
folge eine aufsteigende arithmetische Reihe mit der konstanteii 
Differenz = i bilden. Das Llreieck der DiFferenzteile sei 

dasjeiiige der Differenzen 

Als Interpolationsformeln kibnen die den Gleichungen 43) und 
46) entsprechenden benutzt werden. Die in die Formeln eiugehenden 
Differenzteile sind wieder die an den Brechungspunkten zweier ge- 
brochenen Linien stehenden, von welchen die oine von y,, die aridere 
von y, ausgeht. Die erstere Reihe der Differenzteile ist also 
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Die Formeln werden demnach 
x-xo 

y=%+ = x-XI 
04 += x-x2 

0; + = 2-iç3 

x-XI 0; += 
y - y i f  = x-xo 0; +& 2-2; 

0: += x-x3 1); + = x-x6 
0; += x-x2 @ +: 2-x7 

0: -k= 5-2, DI += x- % 
0: + z-z4 0: += 

0; +- x-x7 a up i-= x-X6 
u: i-- x-x9 

u; 1-= 

;Men erhalt irgend einen Diflerenzteil D mit der oberen Nummer nz 
0 0  

aus der entsprechenden Differenz A, indem man letztere mit 

- - 
1 

multipliziert. Ferner ist 1 ' 2  3 .  . """ 
x -xo= x - xo 
~ - x ~ = ( z : x , , - ~ - x ~ ) = x ~ -  i 

59) x - x2 = (z - x,,) - (xz - xo) = "G - xo + i 
x - x3 = (x - xo) - (x3 - x,,) = x - xi, - 2i 
x - x4 = (x - x,,) - (x* - xo) = x - x,, + 22i 

allgmein, es ist 
912 . mfl ;, 

x-x,,,=x-x,,+-z oder=x-xo--- 
2 2 

je nachdem nz eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Setzt man die wie vorstehend bestirnmten Werte der Differenz- 

teile sowie die der Differenzen 
x-x,,, x-z l... 

in die Gleichungen 57) und 58) ein, bringt man ferner den allen 
1 .  

Teil~uultiplikanden gemeinsamen Faktor -: in den ersteri, sowie die 
Faktoren 1 1 1  . . .  

2i' 3;' 4i 

resp. in den zweiten, den dritten u.s.w. Multiplikator, so erhiilt man, 
z -xo 

wenn man noch - i 
mit q bezeichnet 
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1 

( Y + )  1 
- (q-4) 1 A.; += 7 

Al + 
= x ( z t r )  1 

A; +- 9ll-i 
A8 t== 

A; 
Die Anwendung einer dieser Gleichungen zur Interpolation ge- 

schieht in derselben weise, wie die der Gleichung 53), nur dass die 
zu benutzenden A jetzt auf einer gebrochenen Horizontallinie stelien, 
welche mit dem betreffenden Intervall in gleicher Hohe steht. Fiir 
die Bestimniung des Vorzeichens der sogenannten Korrektion gilt 
dasselbe wie früher. 

Die Gleichungen GO) und 61) lassen sich zu einer einzigen sehr 
vorteilhaft vereinigen in dcm Falle, wo z einen Wer t  hat, der mitten 

1 
zwischen x, und x, liegt, so dass also g - k t .  Die Formeln wcrdeii 

2 
dann 

2 
Y=%+ - 

Ai 

oder 

I n  jedem der beiden Ausdrücke f ü r  y sind die Vorzeichen der 
Multiplikatoren abweehselnd positiv und negativ. Vergleicht man 
ferner die beideii Ausdrücke mit einander, so sind Multiplikatoreii 
von glcicher Ordniing (solche, die senkrecht iibereinander stehen) 
entgegengesetzt gleich. Man denke sich die beiden Ausdrücke von 
links nach rechts algebraisch ausgerechnet, nelinie ails jedem der 
beiden Ausdrücke das erste Produkt, danil aus jederil das z~e i te ,  
dann das dritte ii.s.w., so findet man, dass zwei solche Produkte, 
wenn sie eine und dieselbe Differeiiz A alu Faktor enthalteri, ent- 
gegengesetzte, wenn sie aber verschiedene Differenzen A enthalten, 
gleiclie Vorzeichen habeii. Die beide~i Ausdrücke f ü r  y k6nnen also 
nach 5 8 addiert werden und nian erhrtlt danii 
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- - 
Um die Formel allgemein fiir eine beliebige Anzahl Wertepaare 

aufzustellen, so scien letztere 

65) . . . 312 310 200 O1 202 . . . 
Y2 Y i  Yo Bo 71 T B  

und die Werte des Argumentes, die z und 5, mogen in der hier an- 
genommenen R~ihenfolge eiiie aufsteigende arithmetische Reihe mit 
der konstanten Differenz - i bilden. 

Das Dreieck der Differenzen mage gchildet und die Differenzen 
mit s und G bezeichnet werden. Eas Differenzendreieck, mit Fort- 
lassung dcrjenigen Zahlen, welche niclzt in die Formeln eingehen, sei 

Die Nurriniern der s und o sind die der vertikalen Differenz- 
reihen. n i e  Interpolationsforniel ist 

1 
Die Nenner der mit multiplizierten Brüche sind die natürlichen 

Zahlen, dic Zahler die ungeraden Zahlen. y und 11 Sind gleieh, do 
jede der beiden Grossen zu dem Werte des Arguments gehort, der 
mitten zwischen q, und E., liegt. 

Zu jedem Partialmultiplikanden ist ein Restprodukt (Korrektion) 
addiert. Auch hier genügt es, den absoluten mTert dieser Korrektion 
zu bestimmen, ohne sich uin das Vorzeichen zu kümmern. Ob die 
Korrelition addiert oder subtrahiert werden muss, ergiebt sich unter 
der Annahme, dass kein Teilmultiplikand durch Hinzufiipng der 
Korrektion sein Zeichen aridert, nachtraglich auf folgende Weise. 

Ein Teil der Formel 67) sei 
-a 

- P sp + op + =:--= 
$ + 2 f U P + 2  + k ,  

FO a und p positive Grossen sind und wo X-. das Restprodukt ist, welches 
ou s p + ~  + G p + 2  hinzukommt. Von dem Schema 66) nehme man den Teil 
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s: + 4 = = p  + ~ , + [ s , + z +  < i ~ + 2 ) .  

Wenn also zu s, + a, hinzuaddiert wird s,+z $- G p + 2 ,  60 ist 
S, + sP nach si + G: hin korrigiert. Da nun ~ , + s  + Gp:+e + k das- 
selbe Vorzeichen hat wie s,+ + G ~ +  I, so wird S ,  + 6, auch durch 

' hin korrigiert. Nun sol1 aber zu S , + B  + ( i p + 2  + Ji nach sP + 6, 
s, -1- G, hinzugefügt werden - P . (s, + 7 G ~ ;  + k). Somit wird hier- 
durch s, + a, nicht nach s: + G; hin, sondern von sp + 6,' abmarts 
korrigiert. Diesern gerniiss ist also das Vorzeichen von 

B 
Sp -1- 2 + Gp T> 2 f 7~ 

zu nehmen. Da man das Schema 66) vor sieh hat, so braucht man 
nur einen Bliek auf die beiden Zahlen s i  und G: zu werfen, urn gleich 
zu erkennen, welches Vorzeichen man der Korrektion zu geben hat. 

Wenn für iiquidistante MTerte des Arguments die Funktion ge- 
gebeii ist, so kann die Formel 67) benutzt werden, um die Funktiou 
zu bestimmen für Werte des Argumentes, welche in der Mitte der 
gleichen Intervalle liegen. Man hat d a m  die Funktion wieder fiir 
aquidistante Werte des Argumentes, deren Intervalle halb so gross 
sind. Diese kann man auf gleiche Weise auf die Halfte ver- 
ringern u. s . ~ .  

$ 13. Man kann die Gleichungen 60) und 61) allgemein zu ein- 
1 

ander addieren statt hloss für den Fall, dass 2 = . k t .  Man erhdt 
2 

dann, wenn man die Kettenprodukte in einzelne Produkte auflost und 
diese paarweise zusammennimmt 
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1 
Setzt man hier 4  = 2, 2 p  - 1 = 0, so erhiilt man wieder die 

Gleichung 64). Nimmt man dagegen in dem Ausdruck 69) das dritte 
und vierte, fünfte und scchste, siebente und achte Glied zusammen, 
so erhalt man 

2q-1 
2y  - rio+ yl + (2q - 1 ) ~ :  + i p ( q  -1) (A: +A.+,A~) 
1 2 1 - 1  

t m n ( n - l ) ( n + l ) ( u -  ~)(A~+A;+-A:) 6 

1 251-1 -- ,.,.,, . ,u(n-~)(n+~)~~-~)~n + ~ n -  3 ) ( ~ ; +  A : + ~ A : )  

- 1 
2 . 3 . 4 . 6 . G . 7 . 8  r~(q-')(q+')(4-~)(n+ ' ) ( z - ~ ) ( ~ + ~ ) ( Y - ~ )  

2 y-1 
(A:+A;+, A:) 
, 

oder wie nebenstehend 

Diese Gleichung ist zur Berechnung von y bequemer als jede 
der Gleiçhungen 60) und 61) einzeln genommen. Die Multipli- 
katoren sind s5ntlich negativ. Setzen wir wieder voraus, dass 
hein Partialriiultiplikand durch Hinzufügung der Korrektion, d. Ti. 
des diese darstellenden Restproduktes sein Zeichen andert, so be- 
konimt jede Korrektion das entgegengesetzte Vorzeichen von dem- 
jenigen seines ersten Partialmultiplikanden. W o  aber ein Zeichen- 
wechsel stattfindet, stimmt das Vorzeichcn der Korrektion mit 
demjenigen ihres crsten Partialmultiplikandcn übcrein. Zu Glcich- 
mg  64) wurde zu demselben Zwecke ein von GauBs angegebenes 
umstandlichcres Verf'ahren bcschrieben. Stat t  dcsselben kann 
auch dort die obige einfachere Zeichenbestimmung angewandt 
rrerden. 

5 14. Uie Ausführung der Bechnung wird in eineiii Formular 
geschehen, dessen Einrichtung kurz beschrieben werden moge. 
Die Rechnung heginnt mit der Aufstellung des Dreiecks der 
Differmzen resp. Differenzteile. Sind es Differenzen , so stellt 
das Dreieck derselben selbst für diesen Teil der Rechnung das 
Rechenschema Gar. In  einer Vertikalrcihc wird jcdc Zahl von 
der folgenden subtrahiert und die Differenz dorthin geschrieben, 
woliin sic gehort. Sind es Differenztcile, so folgt auf jede 
Subtraktion noch eine Division und erst das Resultat der 
Division wird an die betreffende Stelle  esc ch rie ben. " 

Die Iiiterpolationsformel sei nun beispielsweise 
a1 y=o,,+- clo 
4 - k -  u, + 

b, + - a, 
0, + = a, 

D 
- 9  

b, +- 
6 5  

+ 
N 

6- 

2 - 
Die Grüsueo rr siud iu den Gleichungen 40), 43), 46) ein-,lu 

fache DifTerenzen, in GO), 61), 64) Produkte aus einfachcn Zahlen, / ? 
&men also in jedem Falle leicht gereçhnet werden. Die Grosse11 6 ck 1 

S- 
I - N- 
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gehoren entweder zu den schon bestimnlten Ditferenzen oder 1)ifYerenz- 
teilen oder sir: sind aus diesen durch Addition [in Gleichung 64) konimt 
auch eine kleine h'Iultiplikation vor] zusamniengesetzt. 

Sind alle diese kleinen Rechnungen ausgefiilîrt, so mird nach 
folgendem Scheina weiter gerechnet: 

Obige Buchstabenzusammenstellung bildet den oberen Teil des 
Formulars, wiihrend in dem unteren, der ganz in derselben Weiue 
liniiert wird, die Kechnung ausgefiihrt werden SOU. An die Stelle 
eines jeden Buchstabens oder Buchstabenausdrucks konimt die durcli 
denselben repriisentierte Zahl. Die Zahlen a und O werden in das 
Schema eingetragen. Dann aerden die übrigen Zahlen in letzterenl 
in der sich von selbst ergehenden Reihenfolge berechnet. Die Ileihen- 
folge ist niimlich diese: Die Kolonnen werden von rechts nach links 
und in diesen die Zeilen von oben naeh unten geziihlt. 
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Formeln zur Transformation der Kugelfunktionen 

bei linearer ~ n d e r u n ~  des Koordinatensystems. 

Von 

Prof. Dr. Au. SCH~IIDT 
in Gotha. 

- 

Bei den Anwendungen der Kugelfunktionen auf physikalisclie 
Probleme ist in der Regel die T q e  des Poles oder Koordinaten- 
ursprungs auf der Kugeloberfliche entweder gleichgültig oder - das 
gilt bescinders von geophysikalischen Anwendungen, bei denen meistens 
der Rotationsaxe der Erde eine ausgezeichnete Bedeutung xukommt, - 
von vornherein rlurch die Katur der Aiifgahe gegeben. Mit dem hier- 
nach erklarlichen Mange1 einer von dieser Seite kommenden Anregung 
hingt es wohl eusammen, dass die Frage der Koordinatentrans- 
fcrmütion der Kugelfunktionen, v i e  es scheint, bisher keine Beachtung 
gefunden hat. Indessen lassen sich doch Fiille denken, in denen im 
Laufe der Untersuchung eine Polverschiebung notwendig wird, und in 
denen daher die Aufgabe entsteht, den Einfluss dieser Verschiebung 
auf die in der Rechnung vorkommenden Kugelfunktionen zu ermitteln. 
Eiri solüher Fa11 bot sich mir vor einigen Jahreri bei Gelegerilieit 
einer erdma.gnetischen Untersnchiing dar und gab mir Veranlassung, 
mich mit der bezeiehneten Frage zu beschiftigen.* E s  gelang mir 
damals nur, ein rekurrentes Verfahren zur Herstellung der Trans- 
forinationskoeffizienten zu finden, mit dem ich mich, zumal mir zu 
liiiigeren Untersuchungen keine Zeit bliob, um so eher begnügen 
konnte, als ich zu dem augenblicklichen Zwecke nicht einmal der 
vollstiiridigen LGsurig bedurfte. Vor kurzern wurde ich zufillig wieder 
auf die Frage gefiihrt und gelangte nun zu einer independenten Dar- 
stellurig jener Koeffizienten, die mir, vori ihrer praktischeri Verwend- 
harkeit abgesehen, hinreichendes theoretiscl-ies Interesse zu besitzen 
scheint, um der VerGffentlichung wert zu sein. Uni die Aufgabe zu 
prazisieren, seien zuniichst u (Polabstand) und A. (Azimut) die zu 
einem bestimmten Pole A und der Anfangsrichtung AA' gehorigen 

* Die Verteiluiig des erdmagiietischen Potentials in  Bezug auf beliebige 
l)urchmesser der Erde. Terrestrial Magrietism, Vol. 1, S. 18, 1896. 
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Polarkoordinaten eines variablen Punktes S auf einer Kugel vom 
Radius r. Die zugehorigen rechtwinkligen Koordinaten von S sind dam 

x = rcosu, IJ = r s i n t ~ c o s l ,  z = rsinchsinl. 

Was die nach Heine 's  Bezeichnung ,,zugeordneteii" Kugelfunktionen 
lzten Grades P,"(cosu), P,"(cosu), P;(cosu) . . . P;(cosu) betrifft, so 
treten sie in Reihenentwickelungen stets in den Verbindungen 
I 

PE(costc) cos m l  und P",(cos w )  sin m t 

auf, die ich vorübergehend durch C: und s; bezeichnen will. [Es ist 
demnach identisch s;f = O, c: = P;(cos u)]. 

Tn Rmug auf ein zweites System mit dem Pole R und der An- 
Sangsrichtung IlEr habe nun derselbe Punkt X die Polarkoordinaten 
v, p und die rechtwinkligen 6 ,  q, 5, so dass 

E = r c o s v ,  q = r s i n ~ o c o s y ,  6 -  r s i n v s i n p  

ist. Die den c und s entsprechend gebildeten Grossen sind hier 

- Pi (cos I I )  cos p und fi", Pm(cos o) sin m p. 

D i e  z u  l o s e n d e  A u f g a b e  b e s t e h t  d a n n  d a r i n ,  das  System 
d e r  G r o s s e n  y u n d  G a u s  d e m j e n i g e n  d e r  c u n d  s abzuleiten. 

Die allgemeine Porm der Losung ist leicht anzugeben. Die 
Transformationsgleichungen sind offenbar linear und ihre Koeffizieiiten 
hangen nur von den Bestimmungsstücken ab, die die gegenseitige 
Lage der beiden Koordinatensysteme (A) und (1 )  definieren. Die 
(212 + 1) Funktionen cg, c;, s; . . . c;, sl liefern bekanntlich, mit rn 
multipliziert, ein vollstiindiges Systein unter einander linear uii- 
abhangiger, homogener Funktionen cp des !aten Grades von x, y, z, die 
der Differentialgleichung AZv = O geniigen. Dasselbe gilt voii den 
entsprechend gebildeten Produkten y;rn, y;"rn, . . . Crn, die wegen 
der linearen Beziehung zwischen x, y, z und 6, 7,  f gleichfalls als 
homogene Funktionen nten Grades von x, y ,  z geschriebeu werden 
konnen. Jede von diesen niuss soniit durch die Punktionen der ersten 
Gruppe, die ja, wie bemerkt, ein vollst~ndiges Systerri ist, linear clar- 
gestellt werden k6nnen. E s  muss, mit anderen Worten, iintrr Weg- 
lassung des gemeinsameri Yaktors rn ,  eiri Gleichungssystern 

besteheri, urid es haridelt sich darum, die Koeffizienten u', a", b', I i" ,  
die ausschliesslich von der gegenseitigen Lage der beiden Koordinat~n- 
systeme abhangen, zu bestimmen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. AD. S C ~ M I D T .  329 

Die allgemeinste Transformation, die moglicli ist, kann offenbar 
in zwei Drehungen und eine Polverschiebung langs der dabei als 
solche beibehaltenen Anfangsrichtung zerlegt werden, so dass es ge- 
niigt, diese beiden Spezialfàlle gesondert zu betrachten. 

Der erste Fa11 erledigt sich ohne jegliche Schwierigkeit. Eine 
Drehung der Anfangsrichtung A d '  um den Pol  A wird, wenn der 
Drehungswinkel a ist, offenbar durch das einfacache Gleichungssystem 

y;=cpcospa+s;sinpar,  an=--  cn sin11 ci f .$ cosp a 
P 

ausgedrüekt. 
Der zweite Fall, der der Verschiebung, bedarf allein der naheren 

Untersuchung. Auch hier liisst sich von vornherein eine Vereinfach- 
ung des zur Transformation dienenden Gleichungssystems angeben. 
In Bezug auf A. sind siimtliche c gerade, samtliche s ungerade Func- 
tionen, und Entsprechendes gilt von y und o in Bezug auf p. Fallen 
nun beide Anfangsrichtungen mit der Verbindungslinie der Pole zu- 
sammen, so gehen 1, und p zusammen dnrçh Nul1 und daraus folgt, 
dass die Punktionen y nur von den c, die Funktionen G nur von den s 
abhingen konnen. Wir  haben demgernass 

zu schreiben, wobei die Summe ehenso wie stets in der Polge iiher alle 
gaiizzahligen Werte des Sumniationsindex von O bis ?z zu bilden ist. 

Für die Durchführung der folgenden Reehnung bietet es einige 
kleine Vorteile, sowohl die Anfangsrichtungen entgegengesetzt zu 
niililen, also A A '  mit AB, RB' niit B A  identisch zu setzen (was, 
streng genonimen, neben der Polverschiebung eine Drehung um 180' 
einschliesst), als auch den positiven Drehungssinn bei A und p ent- 
gegengesetzt anzunehmen. E s  ist leicht, nachtriiglich die Resultate so 
abzuandern, dass sie den umgekehrten Festsetzungen entsprechen. (Die 
[Jiukehrung des Dreliungssinns bei p bewirkt offenbar nur die Ver- 
anderung des Vorzeichens aller G ,  diejenige der Richtung von BU' hat 
di~selbe Folge bei allen y und O,  deren unterer Index ungerade kt.)  

Auf Grund der vorausgehenden Festsetzungen hat man in  dem 
spliirischen nreieck ASB, wenn noch der Polabstand t genannt wird, 

Die beiden zuletzt genannten Winkel sind dabei entweder zu- 
gleich innere oder zugleich iiussere Winliel dos Dreiecks. E s  ist klar, 
dass die Beziehung zwisclien den beiden Systemen hierbei eine geçen- 
seitig symmetrische ist, dass also auch die Gleichungen 

gelten, in denen dieselben Koeffizienten a und Z, auftreten, wie in dem 
zuvor aufgestellten Gleichungssysteme 1). 
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E s  liegt nun nahe, z u r  Ahleitung dieser Koeffizienten a und 6 
und damit der gesuchten Beziehungen von der bekannten, für die 
Sheorie der Kiigelfunktionen fundamentalen Gleichung 

( Pn(cos 71) = Pn(cos t coszc + sin t sin ucos Ii) 
m=n =% Pi (cos t)  P: (cos u) cos Tl8 2 
71' - O 

auszugehen und durch wiederholte Differentiation von Pn auf die 

Funlitionen Pl überzugehen. E s  ist ja 
(n - p; ! d~ P" (COS v) 

Pi(cos v) = sin ~ I P  
1 . 3 . 6 . .  . ( 2 n - 1 )  ( d c o s v ) ~  

Gründen in die Funktion P; noch der Faktor im aufgenommen kt .  
E s  ist also 

Yi, (coszc) = sin u m  cos un-" - ( 9 2 - 1 ) ~ )  (fl-fnP1) t p - m - 2  

2 ( 2 n - 1 )  

oder, in rekurrenter Form, 

(m-?IL) (%-n l - l ) (? z -m.  -2)( . iz -nt-3)  * 
-1 - -- -- c o s  uw--ln-'+. . . l ,  

2  . 4 ( 2 ? & - 1 ) ( 2 n - 3 )  

3) 

wahrend die in 2) auftretenden Konstanten a; durch 

,in v~ + 1 d [P:(cos v) sin v-"1 
P~",,(cosT>)= - .  - 

1~ -1) d cos v 

d P," (cos v) 
- COS 'V - 2- [- 

'"-1) d v + P Z  
rp (cos v)] . 

* Ich habe vor kurzem an anderer Stelle (,,Ans den1 Archiv der Deiitschen 
Seewarte " XXI Nr. 2 ,  S. 6 ,  1898) darauf hingewiesen, dass sich dieser Ausdruck 
in die f ü r  numerische Rechnungen wesentliçh bequemere Form 

Die hier benutzte Bezeichnungsweise ist die für praktische An- 
wendungen zweckmksigere, iiltere, die bei G a u s s  in der F o r a  P.Tl 

erscheint, nicht die -von H e i n e  eingeführte, bei der aus theoretischen 

P ~ ( C O S  u) = sinumsin(u $ cc,) sin (ZL t up)  . . . sin(u+ 
, 

mit al + u n P r n =  lSO0, u, + a n - , , - i  = 180°, . . . 
und demnach bei ungeradem n  - wz 

= 90' 
a' (n - m +I) 

2 
bringen liisst, und ich habe die darin auftret'enden konstanten Winkel c i  dort 
fiir die K~~elf i inkt ionen der ersten sieben Ordnungen angegeben. Es recht- 
fertigt sich wohl, weun ich diese Zusammenstellung hier, als an leichter zu- 
ganglicher Etelle, nochmals mitteile. 

PU : a, : 5 1 4 ~ 4 1 '  8" ,  1971 ,  

Y8 : g = 39'13' 53", 4 7 3 7 ,  

P? : a; = 63'26' 5" ,  8158. 

Pi : LY, = 3 0 °  33' 201' ,  1 3 0 3 ,  : al = 25" 1' 2", 4 2 3 2 ,  

uq = 70' 7 '  2 ï 1 ' ,  4 1 1 1 ,  cce = 5 ï 0 2 5 '  1 3 " , 8 0 4 2 ,  

Pf: a ,  = 4g0  6 '  23", 7 7 9 2 ,  Pf : al = 40°  5' l ï " ,  1091 ,  

Y $ : a , = 6 ï 0 4 7 ' 3 2 " , 4 4 4 6 ,  a p  = 7 3 ' 2 5 '  38", 3234 ,  
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mit E ,  - 1, E, - E, = . - - - 2 definiert sind. 
n a  Pn sich von P; nur durch einen konstanten Faktor unter- 

scheidet [es ist Pn(cos c) = i/g l';(cos v)], so gehort die Gleichung 2) 
selbst bereits dem gesuchten Transformationssysteme an; sie lautet in 
der vorübergehend eingeführten Bezeichnung 

Es empfiehlt sich nun noch, eine kleine Abandermg der Bezeich- 
nung vorzunehmen, welche die Faktoren a; mit den Punktionen P 
vereinigt und dadurch aus den Formeln verschwinden lGsst. Ich setze 

I/<P;(cos ~j cosrnA= C,:(u, A), 

i / ~ , P ~ ( c o s u ) ü i n ï n %  - Si (u ,  n), 
so dass also - cc., I .)=v<~;, ,  s:cu, + i / ~ s ;  

C;(v, p)=J'qYm, S;(v, p)=i/<o; 

wird, und die Aufgabe die Form annimmt, die Koeffizienten A und U 
der an die Stelle von 1) tretenden Transformationsgleichungen 

CJ(v, p) ==En An, c:(u, a), 
5) 

S:(v, p) ~ E ~ , n , p ~ i ( u ,  A) 
zu berechnen. 

Die Fundamentalgleichung 4) nimmt nunmehr die Gestalt an  

und statt der Rekursionsformel 3) ist das daraus fliessende Formelpaar 
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mit f, = (n - p )  

zu verwenden, das sich - nebenbei bemerkt - auch auf die Fortn 

ôZ 
p f , C p + l ( ~ ,  p) = - sinapsinP-"+'- ôv E p  [sin C's in  pp C,"(v, y)] ,  

C "  
p fpS , "+l (~ ,  p) = - s in@ s i n p - ~ + l  - 

G V  Op 
[sin v-'sin ppS,"(v, p ) ]  

bringen lasst, wozu noch die unmittelbar ersichtlichen Identitaten 

kommen. 
Nach diesen Vorbereitungen gelangt man leicht zu Rekursions- 

formeln für die in 5)  auftretenden Koeffizienten A,,, und B,:,. Es 
erweist sich dabei als zweckmassig, t und A zu unabhangigen Variabeh 
eu machen, u dagegen als konstant zu hetrachtcn. E s  ist danil nach 
den für das spharische Dreieck geltenden Differentialformeln 

Bildet man nun mit Berücksichtigung von 8) und 9) die vier 
moglichen partiellen Differentialquotienten 

so lehrt ein Blick ciuf die Bleichungen 'i), dass 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. AD. SCIKKIDT. 333 

ist. Transformiert man jetzt diese Gleichungen mit Hilfe der Re- 
lationen 5), so findet man mit Rücksicht darauf, dass die A und B 
nur t, die C:(U, t )  und Sm(u, A )  nur t  als Variable enthalten, 

Aus diesen Gleichungen folgt, da sie Aggregate der von einander 
linear unabhkgigen Grossen (2: und Sm darstellen, deren Koeffizienten 
in Bezug auf u und A. konstant sind, dass diese Koeffizienten einzeln 
verschwinden müssen. E s  ist also 

d A m , p  f p s i n t A m , p + ~ = p c o ~ t A m , p -  &nt--- d t  + m R m , ~  

dBm, P fpsintBm,,+l  = p ~ o s t B , , ~  - sint- 
d t  + mAm,p. 

Diese  G l e i c h u n g e n  e n t h a l t e n  d i e  g e s u c h t e  L o s u n g ,  da 

A,, 0 und Bm, 0 bekannt sind. E s  ist  namlich 6) zufolge A,,,, - C:(t, O), 
wiihrend mit Rücksicht auf das identische Verschwinden von Sm(v, p) 
aus 5) folgt, dass allgemein Bm, 0 = O ist. 

Es  bleibt nun noch die Aufgabe zu erledigen, aus der im Vorher- 
gehenden gefundenen, rekurrenten L6sung eine independente abzuleiten. 
Um die darauf führende Bechnung etwes zu vereinfachen, setze ich 

Am,p + Bm,= = a,, AmYp - %,P = BP? 
wodurch das Gle ich~ngss~s tem 10) die Gestalt 

. du, 
fpsintap+l  = p c o s t a , -  sint- d t  $ ?na,, 

111 d BP 
fpsint,5p:+1 ==pc0s t /3~-  s i n t  - m/3, 

d t  

annimmt, und somit a und f i  getrennt enthàlt. 
Zeit~chrift f. Mathematik u. Physik. 44. Band. 1899. 5 .  n. 6. Hoft. 
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Aus der ersten der Gleichungen 11) ergiebt sich durch die Sub- 
stitution von (1- cos t)" .c, für a, und gleichzeit;ge Division mit (1- cost)m 

. d 7~ sin 1 f , ~ i n t z ~ + ~ =  pcostz, - s i n t 3 -  ---- zp + fiz z, 
dt  1 - ç o s t  

d % 
= (21 - na) cos t zp - sin t -- 

d t  

Die weitere Substitution z,= ~ i n t p - ~ ~ %  fiihrt auf 

Setzt man zur Abkürzung weiterhin cos t = c, sint = s, so folgt, 
unter Berücksichtigung der in 7) definierten Bedeutung von f, 

und hieraus weiter 

- (1 + c)-nzsm$ ist, wihrend Da hiernach a, = (1  - c)ms-"4 - 
andererseits aus 5)  und 6), da Ilm, 0 verschwindet, 

s = A,, 0 = CE(t, O )  = v z  Pz(c) 
folgt, so ergiebt sich 

wofür zufolge der in etwas anderer Form bereits angeführten Be- 
ziehung 

Pn:(c) = ---- 
n ! Sm 

geschrieben werden kann. Mit Rücksicht hierauf geht 12) i n  

über. Da allgemein, wie man sich leicht überzeugt, 

i d ,  so ersieht man aus der Form von 13) ohne weiteres, dass or, in 
Bezug auf m und p symmetrisch ist. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. AD. Scmrn~. 335 

In  ganz entsprechender Weise würde man aus der zweiten der 
Gleichungen 1 1 )  die Funktion @, finden. Offenbar genügt es aber, in 
ap das Vorzeichen von .in, soweit diese Grosse als Exponent auftritt, 
umzukehren, wohei nur zu beachten ist, dass in der zu differentiierenden 
KlammergrGsse (1 + c)"s-" [als Faktor des unverkder t  bleibenden 
.P;jc)] dieser Umwandlnng unterliegt. Oder man kann auch, indem 
man bedenkt, dass a,= Po und mit C - m  übereinstimmend eine gerade 
odcr ungerade Funktion von c ist, Bp ails (- l )" -m-prr ,  durch die 
Verwandlung von c in - c  erhalten, wie ein Blick auf 1 1 )  zeigt. So 
erliiilt man 

-- 

(PL - Wb) ! (9% - p) ! 

D i e  G l e i c h u n g e n  13) u n d  14) e n t h a l t e n ,  zusarnmen m i t  

die i n d e p e n d e n t e  L o s u n g  d e s  P r o b l e m s .  
Bus der Symmetrie von ai und f i  in Bezug auf m und 21 folgt 

sofort 
1 5 )  A m , p = A p , m ,  B m , p = B p , m  

Die Determinanten der Transformationsgleichungen 5) sind somit 
synmetrisch, eine Eigeuschaft, die man übrigens, auch ohne die 
Losungen wirklich zu bilden, leicht einsehen kann. (In Bezug auf das 
System der A , , ,  habe ich in der zu Anfang zitierten Arbeit einen 
einfachen Beweis dafür gegeben.) 

Dass A,,, und B,,, verschwinden, wenn einer der Indices grosser 
al8 f i  wird, geht aus der Katur der Aufgabe hervor, ist aber auch aus 
der Form der LGsung o h m  weiteres zu erkennen, wenn man beachtet, 

d m P n ( c )  
dass (1 1- eine ganze E'unktion fiten Grades von c ist. 

Aus der vorher angegebenen, zwischen den a und bestehenden 
Beziehung ergiebt sich, dass zwei zusammengehorige unter diesen 
Bunktionen von der Porm: 

ap = s " @ ~ c ~ - ~  + g2 + g3 ~ n - v - a  + . . .) 

pp S V ( , ~ ~ C ~ - V  - gZ , y - r - l $  gS ~ n - v - 2 -  . . .) 

sind. Demgemiss sind die Koeffizienten AmJp und B m , ,  von der Gestalt 

Am,p= S " ( ~ ~ C ~ - ~ +  g 3 ~ n - v - 2  + m . . )  

Bm, = sv(g2 c n - * - l  + g 4 +...). 

Die ersteren sind demnach vom nt8", die letzteren vorn (n -1)ten 

Grade in c und s - jene konnen durch die Kugelfunktionen P;(cost), 
diese durch ~ ; - ' ( cos  t )  ausgedrückt werden. 

22* 
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Die Determinante der Substitution ist mit Rücksicht auf die über 
den Drehungssinn getroffenen Festsetzungen negativ und zwar hat sie 
den Wer t  - 1. I n  dem behandelten, etwas spezialisierten Falle zer- 
fi l l t  sie in das Produkt aus der Determinante der A und derjenigen 
der B, die die Werte (- 1)" und (-1)"-1 haben. Nari gelangt leicht 
zu diesen Ergebnissen, wenn man die Quadrate und Produkte zu je 
zweien der in  5)  auftretenden Ausdrücke über die ganze Kugelfliche 
integriert unter Beachtung der Relationen 

Man e r h d t  dann die charakteristischen Gleichungen der ortho- 
gonalen Substitution, aus denen sich die obigen Behauptungen ergeben. 
Kur die Feststellung, welche der beiden Determinanten (A) und (B) 
negativ, welche positiv sei, erfordert noch eine besondere Überlegung. 

Alle diese R,esultate gelten, da sie sich ausschliesslich auf Iden- 
titiiten zwischen ganzen Funktionen beziehen, allgemein, wenn schon 
sie nur in geometrischer Einkleidung unter Annahme reeller Werte 
der Variablen abgeleitet worden sind. 

Ich stelle zum Schlusse die Formeln zusammen, die sich aus den 
gewonnenen Besultaten in den wichtigsten und einfachsten Fallen - bei 
den Kugelfunktionen der vier ersten Ordnungen - ergeben. 

Al, 1 = - c 
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Kene Konstrnlition fur den Umfaiigs - Schwerpnnkt 
eines Dreiwks. 

Von Ingenieur L. Ueusen in Dortmund. 

Triigt man in einem Dreieck von den Xitten der Seiten die HBlften 
der benachbarten Seiten ab und verbinaet die so erhaltenen Punkte mit 
den 4litten der gegenüherliegenden Dreieckseiten, so schneiden sich diese 
drei Linien in einem Punkte, dem Schwerpunkte des Dreieckumfangs. 

Beweis. Man mache in AABC die Strecken 

und ziehe ECI,  DI?, und FA,. Diese drei Geraden schneiden die Seiten 
des A D E F  in den Punkten G,  H und J. Dann ist 

folglich 

folglich 

ferner 
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Ebenso wird 

und 

woraus folgt 

E H  a -- - 
HE'  7' 

F G  D.T XII  - . -- . - - 
G D  JI?: E ' H A 1 '  

folglich schneiden sich die betrachteten drei Transversalen nach dem Satz 
des C e v a  i n  einem Punkte S. 

Da nun CC,  = CC,, so ist 

cc* Cl = * cc, c2. 
D a  aber 

% C C , C , = < G E F  und . $ = C C l C 2 = % D E G  
is t ,  so folgt < G E F  = % D E G ,  

d.h.  die betrachteten drei Geraden sind für das A D E F  auch Winkel- 
halbierende, ihr Schnittpunkt 8 is t  also der Mittelpunkt des diesem Dreieck 
einbeschriebenen Kreises, und dieser ist  bekanntlich der Schwerpunkt des 
Dreieckumfangs. 

Erweiternngen des Faktoriellensatzes. 
Von Prof. Dr. Louis Saalschüta in Konigsberg i. Pr. 

Unter iihnlichem Titel habe ich i n  dieser Zeitschrift* eine Summations- 
formel, die Gleichung Ai,) vorliegenden Artikels, aufgestellt und Beispiele 
dazn gegeben. Spiiter is t  von Herrn L. S c  h e n  del*" gezeigt worden, dass die- 
selbe ein sehr spezieller Fa11 einer aus dem L a g r a n g e s c h e n  Theorem ab- 
leitbaren Formel ist. Dennoch gestatte ich mir noch einmal auf den 
Gegenstand zurückzukommen, um noch eine iihnliche Gleichung hinzuzufügen 
und sehr kurze elementare Beweise beider Summationsformeln zu geben. 

Ausserdem is t  es mir gelungen, im zweiten Teile vorliegender kleiner 
Arbeit eine wichtige Anwendung dieser Formeln, namlich die aus ihnen 
sich ergebende Reduzierbarkeit gewisser Reihen auf einfachere, danulegen. 

Die erste Summationsformel nennen wir A(,) und ihre linke Setie 
f (P, u, VA), die zweite B(,) und deren linke Seite c p ( ~ ,  v, n); darin be- 
zeichnen a eine positive ganze, p, v ,  y beliebige Zahlen, und sie lauten: 

* Diese Zeitschrift 33. Jahrg. (1887) S. 250. 
** Diese Zeitschrift 36. Jahrg. (1891) S. 60. 
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welche Gleichungen evident sind. 
Und nun beweisen wir, wenn C(,) eine Gleichung bedeutet, die aus 

B(,) durch Vertauschung von y und v hervorgeht, A(,) mittelst B(n-1) und 
L'(,-l), B(,) mittelst A(,) und B(,- 1). 

B e w e i s  vonA(.).  Zerlegt man ( n ) k  i n ( n - l ) k u n d ( n - l ) a - i ( k = l ,  
2 ,  . . . 12) und setzt zuerst p + 1  + y = und nachher v + 1 + y = v ' ,  so 
ergiebt sich: 

f ( h  n) = P<P(P'> "7 n - l )  + v ~ ( v ' ,  p~ n - l ) .  

B e w e i s  v o n  B(,). Teilt man jeden der Anfangsfaktoren in v, n), 

in seine beiden Summanden und sammelt die Glieder, die i n  pl sowie die- 
jenigen, die in y multipliziert sind, so erhiilt man mit Benutzung von 
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(n)k (n - k )  = n  (n - i ) k  

die Gleichung 
' P ( P ,  " 7  12) = f ( p ,  " 7  n)  + ~ y d u ' ,  v ,  fi-11, 

worin die obige Bedeutung hat. Nun i s t  

f ( P , " ,  f i ) - ( p + v ) ~ ( p + v + 1 + n y ) . .  . ( p + v + f i - 1 S V )  

cp(p',  Y ,  n - 1 ) =  ( p  + v + l +  m y ) .  . . ( p +  v + n - l + n y ) ,  

also wird 

V ( P ,  v , n ) = ( , u + v + a y ) ( ( r . + v + 1 + n y ) . . . ( p + v + ~ - 1 + n y ) .  

Somit sind beide Glcichungen bewiesen. 

Die beiden Satze A(,) und B(,) führen zur Auswertung von Potenzen- 
reihen mittelst anderer, welche ein Argument weniger besitzen, und unter 
Umstiinden in geschlossener Forin. Bezüglich des ersten Satzes verweise 
ich auf meinen zu Anfang erwiihnten Artikel und den darin zitierten Auf- 
satz des Herrn S c h l 6 m i l c h .  Hier knüpfen wir unsere Betrachtungen an 
den zweiten Satz an. 

Bezeichnen wir mit f k ( p )  und < P k ( p )  folgende Ausdrücke: 

l> fk ( P )  = 
( I L ~ ~ ~ ~ ? ( P ~ ~ + ~ Y ? . . ' ( I L ~ ~ - ~ ~ ~ Y ) ,  

l . ' L . . . X :  

so lautet Satz R(,) nach Division beider Seiten durch n: 
12 

die rechte Seite is t  also E. y m m e t r i s c h  für p und v ,  wahrend man dies 
der linken Seite nicht ansieht. 

Sei nun 

n-il 
so ist mit  Benutzung von 3): 

~ ( x ,  P ) @ ( X ,  v )  =1+ /fiO + < F ~ ( ~ ) J Z  +-.-+(27f.-k(p)a(v)Jzn+... 

k = O  

= l + f i ( ~ + ~ ) " + . . - + f ~ ( ~ + ~ ) x n +  ... 
Li.: 

6> E(", P ) @ ( " ,  v) = F ( z ,  p + Y) 

ebenso is t  aber auch: 
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7) F(x, v ) a J ( x ,  p) = q x ,  P  + v), 
dahcr : 

also gleich einer Puriktion von x ,  die unabhangig von y (und v )  k t .  Sei 
sie I$(x); setzen wir daun 

9) 
F(x ,  Y) @(x, Y )  = - 
.iIi ix) r ,  2 

in Gleichung 6) ein, so wird dieselbe 

Wir bezeichnen nun zur Abkürzung, indem wir x zunachst als un- 
veriioderlicheu Parameter ansehen, 

setzen wir hierin v = O,  so ergiebt sich: 

so giebt die Multiplikation aller Bleichungen 

13) [ f  (dln = cn-l f(v). 
Die Substitution des Wertes v - - p in 11) liefert mit Rücksicht 

anf 12): 
f ( d f ( ~ )  - C t  

f ( -  P )  = ~ ' 2 r f ( ~ ) l - 1 1  
folglich, wenn diese Gleichung znr ntOn Potenz erhoben und andererseits 
in 13) - p statt p geschrieben wird: 

V(- p)]n = C B n [ f ( p ) ] - n  = C n - I f ( -  % P ) ,  
also: C f ( , u ) ] - n  = c-n-1 f (- V > l  

die Gleichung 1 3 )  gilt folglich für positive und negative ganzzahlige fi; 

man kann nun ebenso wie C a u c h y  es bei der einfacheren Funktional- 
gleichung 

ausfüiirt7 nachweisen, dass sie für eirien beliebigeu Wert von rc in Geltung 
bleibt, dass also für beliebiges ir die Gleichung 

[ f ( p ) I Q  = ca- l f (a~) 
besteht. ~ e h m e n  wir hierin p = 1 an, so folgt 

hierin ist -(- wieder eine Konstante, etwa A,  und es ist also, wenn p 
C 

statt o geschricben wird 

1 4 )  
f ( P )  = CAP. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



344 Kleinere Mitteilungen. 

Hierin wird, \vie C, so auch A eine Funktion von x,  etwa @(x) sein, 
und die Substitution hiervon, wie von f ( p )  und C in 14) la& die Gleichung 

15) q x ,  p) = v ( 4  [@(x)IiL 
entstehen. Die unbekannten Funktionen auf der rechten Seite ergeben sich 
durch Spezialwerte von p,  am einfachsten p = O und p = 1: 

16) 
F ( x ,  O) = ~ ( $ 1  

woraus 
F(x1 1) = v(x) @(x) 

17) 
F ( x  1) 

O (x) = -4- 
1f (2, O )  

und zwar bedcuten dabei F ( x ,  0) und F ( x ,  1) die Reihen: 
Y  ~ Y P Y  t l )  37 (3Y - t1)(3Y 4-2) 2 5 +  .. , F ( x ,  O ) =  1 +  j x + 1 . 2  2%---- 

1 . 2 . 3  

(Y i - 1 )  ( 2 ~  + ~ ) P Y  4-3) x,+ 
q s ,  1) = 1 -I7x + ( 3 r t i ) ( 3 ~ + 2 1 ( 3 ~ i - 3 )  % 3 + , . ,  

1 . 2  1 . 2 . 3  
l t y  1 = - F ( x ,  0) - - -  

Y Y  
Mit Hilfe derselben wird nun nach 15) in verschiedenen Formen: 

F ( x ,  p)  = F(x ,  0)[@(3~)]~ = F ( x ,  ~ ) [ O ( X ) ] ' ~ - ~  
= [E7(x, 0)11-p rE<(x, l)]". 

Vermoge 9) und 16) folgt dann hieraus: 

20) aj (x, ,IL) = [@(%)y = 

s o d a s s  a l s o  zwischen  d e n  be iden  F u n k t i o n e n  F ( x ,  ,IL) und  @(x, p) 

e in  c i n f a c h e r  Z u s a m m e n h a n g  h e r g e s t e l l t  i s t .  
Auch folgt hieraus @(x) und dann rnittels 18) auch [F(x,  O)]-' als 

R e  i h e l  niildich : 
l t u  I 1 ; ~  . 5 ( ? t _ k f l ( 3  + K Y ) .  . . V - l t k y )  O($) = 1 + x +  -- -- - 

1  
yk, 

2 3 . . . ( k - 1 )  
A 1 3  

F ( z ,  1) = (1 - 4 p 1  
wobei die bekannte identische Gleichung 

m(rn +1). . . (2m-1)- 1 . 3 - 5 . .  . (2m-1).27n-1 
benutzt wurde , und daraus 

2 
- - 1 - V I - 4 . 7 :  O(%) = - - 9 

1 $ 1 / 1 - 4 s  2.7: 

somit nach der zweiten Form in 19):  

oder auch mit p = - .i: 
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und 

1 Für y = - - erhalt man 
2 

und hicrdurch mit 

2 =- 2y,  und 2 p  -l=l, bez. 2 p =  1: 

Diese Gleichungen sind übrigens entweder bekannt oder aus bekannten 
1 

leicht abzuleiten. Hingegcn dürfte folgende Entwickelung für y - - yi deren 

Herleitung einiger Aufmerksamkeit bedarf und dem Leser überlassen bleibe, 
neu sein. 

Setzen wir zur Abkürzung 

so ist: 
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Fügen wir zu den -4rgumenten in 1) noch y hinzu, setzen also 

so giebt es eine leichte Reduktion bezüglich des Argumentes y auf ein 
anderes y l ,  wenn Y +  Y i = - 1  
i s t ,  es is t  niimlich: 

f l i ( ~ ,  y )  = (- l)Vk (1 - EL, Y J  
Somit Iksst sich F(x,  für  die Werte: 

i n  geschlossener Form darstellen. Für welche anderen Werte von y dies 
noch moglich, die Reihe F ( x ,  O) [Gleichung 18)] also summierbar kt, 
bleibt zu untersuchen. 

On a fnnctional eqnation treated by Abel. 
By P. Hayashi, Tokyo (Japa~i). 

In his memoir*, A b  e l  investigated the nature of the function f ( ~ ,  ?/) 
for which the expression 

f [~1  f'(x1 1/11 
is  a syrnrnetrical function of the three independent variables z, y and el 
and arrived at a n  elegant result, tha t  for such a function f(x,  y), there 
exists a function q(u) which satisfies the equation: 

1) +f(T Y) = +(XI + *(Y), 
where + may have any  arbitrary form. So in order tha t  the expression 

f ' [ ~ ,  f(x,  Y)] 

is a syrnmetrical function of x, y ,  z ,  the function f(x, y) must have the form 

* ,,Cntersuchung der Funktionen zweier unabhingig verSnderlicher Grbssen 
s und y ,  wie f ( x ,  y), welche die Eigenschaft, haben, dass f[z, f(x, y)] eine sym- 
metrische Fnnktion von z, x und y ist." (Crelles Journal, Bd.1, S. 11-15, 1926. 
Oeuvres complètes, 1. Ausg., S. 1-4, II. husg., S. 61-65.) 
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where q, is a n  inverse function of q ~ ,  so that  

3) +VI (u) = u- 

The demonstration for this theorem, however, has some objections i n  
strictness, as  Prof. Dr. P. Stackel has remarked i n  this Zeitschrift, Bd. 42, 
under the subject , ,über eine von A b e l  untersuchte F~nktionalgleichung. '~" 

1 will generalize in  this paper the result a t  which A b e l  arrivea. . 

Take a funetion f of n. independent variables X,  y, Z ,  ..., and form 
the expression 

4) f I I s 7  t, U., - . ., f(', Y,  ' 2  . - -11 
where s ,  t, u , .  . .  are another 12-1 independent variables, and let  me in- 
restigate what form must have the function f ,  in order tha t  this last 
expression is  a symmetrical function of al1 the variables x, y ,  z ,  ... s, t ,  W . .  . 

On account of the property, tha t  the value of the expression 7) 
does not v q  by  the interchange of any  two variables, we obtain 
(2n - l)! - 1 conditional equations. Among these, choose the  following 
PZ equations 

. . . . .  I . . . . .  
Put, for simplicity, 

. . . .  Differentiating 5) with respect to z, y,  z, respetively we get 

* J t  must be remarked that the Editors of A b e l s  Works have changed in 
the two equations treated by Ab e l  f(z, Y) into f ( y  , z ) ,  so that the two equations 
iised by Professor S t i i cke l  are ideritic with the equations 3) which A b e l  treated 
in the Crelles Journal Bd. 1, S. 11. 
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Again oquating the right hand sides of 5) and differentiating with 
respect to  s, we get 

a f ( y ,  z ,  . . ., B) a B a m  2, . . . , C )  a c ô f ( x , ~  y,. .L2 , g - 
-- a ~ - - - -  a s  2 C 2 s  - - -- aD a s  - " '  

Hence by y), 
8  A 
- - 

aA .3A - 

8 )  
a x a o  a y  ôc as c~ 
-- =--- a~ a s  a~ a s  -an'~s="' 
- .- 

â z 2 y a z  
Now since in B, C, D, . . ., the variables s, t ,  u, . . ., have similar 

places as t o  obvions by 6), 

au - S C  
-- 

S B  - a x 
- -- a Y o z  E B  1 --y 

i jC  iD - - a s  a s  i s  

must have the same functionab form with respect to  x, y,  z . . ., respectively, 
so t h a t  if ÔB 
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Differentiating this with respect to  x and y, we get 

Therefore 

1 
Hence if we put  . i ~ i ( ~ )  - C instead of c p ( ~ ) ,  then we arrive a t  

is a symmetrical function of X ,  y, a ,  . . ., s, b, zc, . . . we must have 

0ii a class of snrfaces whosc asymptotic lines caii he fonnd 
hy simple integratioiis. 

By P. Hayashi, Tokyo (Japan). 

1 will describe here a class of surfaces whose asymptotic lines can 
be found by simple integrations. M. J a m e t  already treated such surfaces,* 
and considered those represented i n  homogenous coordinates by the equation 

* Bi. J a m e t ,  sur les courbes et  les surfaces tetraEdrales (Annales de 1'Ecole 
~ o i w a l e  supériciire, 1887). 

Zeitschrift f.  Mathsmntik n. Physik. 44 Ranil. 18Y3. 5.  u. 6. Heft. 2 3 
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where f is a function homogenous i n  z and y ,  and F also a function 
homogenous in  z and t. A more extensive class of such surfaces which 
J will here describe is given by the equations: 

Z = P  (U) .q ( z ) ,  

Y = Pi (21) . !dg), 

where ,tr is  a parameter. From these equations follows 

Put ,  for simplicit'y , 

so that  
G z  pf(u) 1 
x 1 )  q' (a) 

Now the equation to the asymptotic lines of a surface is 

Hence for the surface under considerations, we obtain 

or 
d ( p r  (uj ) . p ~ ( t ~ > ) d u = f ~ d r ,  

.P'(") - d; q q  a (u) 

what  can be integrated by simple quadrature. 
The surfaces considered by M. J a m e t  can be transformed into those 

represented by the  equation 

zn f  (5) - F(z) ,  

Y whence, if u = - x 

which is a particular case of the above mentioued. 
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The surfaces of revolution are represented by 

so that their asymptotic lines can be obtained by simple integrations, as 
has been already known. 

Interchanging u. and z in the equation considered, we obtain 

j x = u ( z ) . d u ) ,  

I Y = P , (z ) -P (~ ) ,  
of which the asymptotic lines shall be given by 

r(2) = C [p (u)12. 
Eliminating zt, we have 

Y Pl (4 - - - 

This represents a conoidal surface; therefore the asymptotic lines of a 
conoidal surface can be obtained by  simple integrations only, as has been 
already known. 

h e r  eiue Eigenschaft der Flachen zweiten Grades. 
Von D. Sinteow, Privatdozent a. d. Universitiit Kasan .  

In seinen Lntersuchungen über die linearen Komplexe benutzt S. L ie  
folgendes Theorem, welches er mit Hilfe einer imaginiren Transformation 
erhalten hatte: 

D i e  g r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  e i n e r  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  
schneiden d i e  S e i t e n f l i i c h e n  e i n e s  d e r  F l i i c h e  e i n g e s c h r i e b e n e n  
Te t raeders  i n  v i e r  P u n k t e n ,  d e r e n  D o p p e l v e r h a l t n i s  f ü r  a l l e  E r -  
zeugenden d e s s e l b e n  S y s t e m s  d a s s e l b e  ist .  

In dieser Form habe ich den Satz nirgends gefunden und will deshalb 
einen Beweis mitteilen. Tch benutze folgenden Satz von S t a u d t : "  

* Beitrage zur  Beometrie der T~age. H. 1 Kr. 35 S. 21. S t a u d t  beweist den 
Satz mittelst Involution, der Satz liann aber, wie Prof. Nazi inoff  (Bull. Soc. 
PhYs. math. Kasan (2)VI, Er. 2) gezeigt Lat ,  auch ohnedieu bewieseu werdeu. 
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D a s  D o p p e l v e r h i i l t n i s  d e r  v i e r  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  eine 
G e r a d e  t u ,  w e l c h e  n i c h t  d u r c h  d i e  K a n t e n  d e s  T e t r a e d e r s  h i n d u r c h -  
g e h t ,  d e s s e n  S e i t e n f l a c h e n  s c h n e i d e t ,  i s t  d e m  D o p p e l v e r h n l t n i s  
d e r  v i e r  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  w u n d  d i e  v i e r  E c k e n  des  Te- 
t r a e d e r s  g e h e n ,  g l e i c h .  

Vermoge dieses Satzes wird obiges Doppelverhaltnis dem der vier 
Ebenen durch die Erzeugende und die vier Ecken des Tetraeders gleich. 

Nach einem Satze von C h a s l e s  aber (Aperçu historique, Note XXVI), 
welchen man ganz einfach beweisen kann, ist  das letzte Doppelverhiltnis 
gleich dem der vier Berührungspunkte dieser Ebenen mit der Yliiche. 

Nun sind diese Berührungspunkte auf der Erzeugenden durch die Er- 
zeugenden des anderen Systems bestimmt, welche durch die Ecken des Te- 
traeders gehen, und welche dieselben bleiben, welche Erzeugenden des 
ersten Systems auch genomriien werden. Der Satz is t  also bewiesen, deun 
es ist  eine Haupteigenschaft der Kegelflichen zweiter Ordnung, dass die 
vier Erzeugenden des einen Systems auf jeder Erzeugenden des audereu 
Systems vier Punkte von demselben I)oppelverh'ëltnis bestimmen. 

Nur ein Punkt  bleibt übrig: wir haben nicht bewiesen, dass das 
Doppelverhiiltnis für zwei Systeme der Erzeugenden verschieden ist. Folgen- 
der Beweis liefert das sehr anschaulich, wenn e r  auch etwas weitliiufiger ist. 

Ich benutze wieder den Satz von St a u d t  und nehme also vier Ebenen 
durch eine Erzeugende und die vier Ecken des der Fliiche eingeschriebenen 

Tetraeders AB CD. Die Ebene der einen Seite 
des Tetraeders schneidet die Fliiche nach 

/f& . . . . .y  

einem Kegelschnitt, (E),  welchor durch die 
drei Ecken des Tetraeders geht,  die vier 
Ebenen aber nach vier Geraden, doren Doppel- 

/ / \\,Vy, verhiiitnis dem Doppelverhiiltnis der ~ i e r  

--9 eag Ebenen gleich ist. 
Uiese vier Geraden sind h ' A ,  a B ,  EC 

[E-Schnittpunkt der verinderlichen Erzeugen- 
.'E c den w mit  der Ebene A B C ,  liegt auf (K)] 

und die Gerade (ABC, wD). Diese letzte 
bekommen wir so: dureh den P u n k t  11 gehen zwei Erzeugende, deren 
eine w schneidet und also in  der Ebene zuD l iegt; sie trifft ABC im 
Punkte F auf (K); also is t  E F  = (ABC,  wD). Wenn die Erzeugende r u  

die Flache beschreibt, bleiben die Punkte A ,  B ,  C und E' unverandert, nur 
13 h d e r t  sich, den (K)  beschreibend. Das  gesuchte Doppelverhaltnis bleibt 
also nach einer bekanntcn Eigenschaft der Kegelschnitte unveriindert. Nehmen 
wir nun s ta t t  w die Erzeugende zu' des zweiten Systems, welche durch den- 
selben Punkt  E geht. A ,  23, C bleiben dieselben, s ta t t  F bekommen wir aber 
einen anderen Punkt  G ,  in  welchein A B C  von der zweiten tu' schneidenden 
Erzeugenden durch Il geschnitten wird Die zwei Doppelverhiiltnisse E(ABCF) 
und E ( A B C G )  sind aber von einander verschieden, wenn nicht E' mit G 
zusammenfiillt, was nur  im Falle einer Kegelfliiche moglich ist. 
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JI. 

Der Satz von S t a u d t ,  welchen wir oben benutzten, schcint bei 
manchen Fragen nützlich zu sein, wird aber nicht genug beachtet. Man 
findet ihn z. B. nicht in dem treflichen Buche von P. X u t h :  ,, Grundlagen 
für die geometrische Anwendung der I n v a r i a n t e n t h e ~ r i e . ~  E s  wird daher 
vielleicht nicht überflüssig sein, einen Beweis dafür mitzuteilen welcher 
sich eng an die Beweismethoden von P. M u t h  anschliesst. 

Es seien die Seitenfliichen des Tetraeders zc, u ' ,  uf ' ,  ul" (also deren 
Koordinaten z~,zt,u,u, u. S. W.) und die Ecken x ,  x', x", x"', so dass 

21" = (U , %11, U1l)  U. S. W. 

Die Gerade ( u ,  tu) oder (5, r l )  ha t  als Koordinaten die Minoren der 

Den Proportionalitatsfaktor wahlen wir der Einfachheit halber SO, dass 

(v, tu,) = (& 114) U. S. W. 

Das Doppelverh%ltnis der vier Schnittpunkte dieser Geraden mit den 
Ebenen des Tetraeders (vergl. P. N u t h ,  1. c. p. 64) is t  gleich 

Das Doppelverhültnis der vier Ebencn, welche durch die Gerade 
und die Punkte X ,  x', x", x"' hindurchgehen, ist  gleich (vergl.ibid.) 

Die 1dentit.at dieser zwei Ausdrücke müssen wir beweisen. Das ge- 
schieht aber sehr leicht, denn nach dem Satz von L a p l a c e  is t  2.B. 

( h x x " )  -z(t1n) ('3'2)l 

oder wenn wir ( 5 ,  T 2 )  durch (u,  tu3 ersetzen u. S. W. 

Aber x ist  der S ~ h n i t t ~ u n l i t  der Ebenen w,', u", uf", X" der Ebenen 
16, u', uf"; also 

Xi = ('Ur 'Wfr ~ l " ) ; ,  x/1 = (?Af, 26, .u"')~ , 
und ($3 2:') ist  ein Minor zweiter Ordnung der Determinante (XX' X" x"'); 
demuach (x3 xT) = (UU'ZL" ul(') ( Z C ~  4 l )  U. S. W. 

Also 

Das Setraeder is t  ein eigentliches, und (~~u 'u ' u " ' )  >< 0. 

* Ich bin (lem Satx von B t a  ii d t nur bei R. S t i l  r m  im Teil 1 seiner Linien- 
geometrie bcgegnet. 
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I n  derselben Weise wird 

(&rlx'x"') = (uu'u'lu'")(vwzcu") u. S. W. 

Das Quadrat von ( u u ' ~ . ' ' ~ . ' " )  hebt sich im Ziihler und Nenner und wir 
bekommen DV- D V '  W. 2. b. W .  

III. 

Der Satz von S. L i e  scheint nicht leicht analytisch zu beweisen. Ich 
will einen solchen Beweis zum ,Schluss mitteilen. Die Gleichung dor Fkche 
zweiten Grades, welche dem Koordinatentetraeder umschrieben is t ,  sei 

Eu,. xi, = O, 

wo 
" ; k = c l k ; ,  ff;i -O.  

E s  sei a,, 0, dann multiplizieren wir die Gleichung mit or,2 und 
konnen dann schreiben 

'12 '2 + lr13'3 + '14 '4) (ff21x1 + ff23 $3 + 0124) = a13u33(x3 f '1 '4)('3 + '2 '.I)I 

wo xl, x, die Wurzeln der Gleichung 

Die gradlinigen Erxeugenden des einen Systems sind dann durch die 
Gleichungen gegeben: 

Die Gleichungen des zweiten Systems gehen hieraus durch Vertauschung 
von x, und x, hervor. IIaben wir also das Doppelverhiltnis für das erste 
Spstem bestimmt, so geht daraus das Doppelverhaltnis für  das andere durch 
Vertauschung von xl und x2 hervor. 

Das Doppelverhiiltnis der vier Punkte einer Geraden ist aber gleich 
dern Doppelverhiiltnis der vier Ebenen durch eine andere Gerade, welche 
die erste nicht schneidet, und durch diese vier Punkte geht. Als solche 
nehine ich die Gerade x, = O, x, = O. Uiese zwei Ebenen gehen schon 
durch zwei der obigen Punkte. Sind die zwei anderen 

x, + vxl = 0,  xg + v l : r l =  O ,  

so i s t  das gesuchte Doppelverhiiltnis gleich E.  Aber den Wert  von 11, 
Y' 

welcher der Ebene entspricht, die durch x, - O,  rp = O und durch den 
P u n k t  [(1), x, = O] geht, bekommen wir,  wenn wir i n  Pl f vP2 = O 
T, verschwinden lass'en, und den Koeffizienten von x4 gleich Nul1 setzen, 
also is t  v gleich dom mit umgekehrtem Zeichen gcnommenen Quotienten 
von x4 in  Pl und P,, d. h. 
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Da aber a131Y23Z1x2 = q4e24,  so ist der zweite Koeffizient gleich 

folglich 

% 4 
In derselben Weise ist  v '  für die Ebene, welche durch xl = 0, x2 = O und 

(1, x4= 0) hindurchgeht, gleich dem mit umgekehrtem Zeichen genommenen 
Quotienten von x, in  P, und Pz, d. h. von 

A und - 

Das gesuchte Doppelverhiltnis ist also gleich 
v : v l L  E P ~ x l  _. - const. 

Ce a 

Für das zweite System bekommen wir also 

Einf'aches Beisyiel eiues Punktsystems , das bei seiner Kewegnng 
einer nicht holoilomen Bedingung nnterworfen ist. 

Von Dr. H. L i e b m a n n  in Gott ingen.  

1. H e r t z  ha t  bekanntlich dio Bezeichnung holonom und nicht holo- 
nom für DiEerentialbedingungen, denen ein Punktsystem unterworfen ist, 
eingefuhrt, indem er eine Differentialbedingung holonom nennt, wenn sie 
ein Integral besitzt, sonst aber nicht holonom. 

Ich mochte hier auf ein Beispiel von Bewegung bei nicht holonomen 
Bedingungen aufmerksam machen und genauer eingehen, das zuerst von 
H e m  Voss (Math. Annalen 25) bchandelt, aber nicht genau durchgefuhrt 
worden ist. E s  ist  dadurch von besonderem Interesse, dass die nicht 
holonome Bedingung auf die Bewegung der einem weiteren Kraftgesetz nicht 
unterworfenen Punkte hier genau dieselbe Wirkung hat ,  als ob keine 
Bedingung, dagegen ein einfaches Kraftgesetz besttinde. 

Es gilt n8mlich der Satz: 
W e n n  d e r  P u n k t  B d e r  n i c h t  h o l o n o m e n  B e d i n g u n g  u n t e r -  

worfen i s t ,  d a s s  e r  s i c h  i m m e r  s e n k r e c h t  g e g e n  d i e  V e r b i n d u n g s -  
linie m i t  A b e w e g t ,  s o  f ü h r t  B r e l a t i v  g e g e n  A e i n e  C e n t r a l -  
bewegung a u s ,  g e n a u  a l s  o b  A d e n  P u n k t  B n a c h  d e m  N e w t o n -  
schen G e s e t z  a n z o g e .  

Ob dies nur  eine zufillige Analogie ist odcr ob dem Satz eine tiefere 
Dedeutung irinewohnt, sol1 hier nicht entschieden, sondern nur g e ~ e i g t  
aerden, wie sich das Resultat ergiebt. 

2. Wir wollen die Bewegung von A bestimmen und zeigen, dass B 
eine Centralbewegung ausfuhrt. 

fi y, zi und z2y2 z2 seien die Koordinaten von A und B, dann lautet  
die Bedingung : 
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O =(z , - r , )dx ,+  (y,-g,)dy2+ (2,-z,)dz,. 

Daraus ergeben sich die Gleichungen 

xlr' = O , x2I1 = 2. (xn - xl), 

= 0 , und y," = A (!y, - y,), 

zll' = O , zz" = A (zn - gr) 
für  die Rewegimg. 

A bewegt sich also gradlinig mit konstanter Geschwindigkeit; wir 
wollen das Koordinatensystem so legen, dass 

ist. Wir  bezeichnen jetzt die Koordinatendifferenzen der beiden Punkte 

mit  57 5. Dann ergiebt sich 

gr= ~ g ,  - aq, tl'= al. 
Hieraus folgt : 
B f ü h r t  r e l a t i v  g e g e n  A e i n e  C e n t r a l b e w e g u n g  a u s ,  so  a l s  

o b  d i e  K r a f t  2.1/k2+ q4+ 5% i n  d e r  R i c h t u n g  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  
w i r k t e .  B b l e i b t  a l s o  i m m e r  r e l a t i v  z u  A i n  e i n e r  E b e n e ,  und 
i n  d i e s e r  E b e n e  g i l t  d e r  F l a c h o n s a t z .  

Soweit is t  das Ueispiel schon von V o s s  behandelt. 
3. Um nun diese relative Centralbewegung zu untersuchen, führen wir 

in  der Ebene der Relativbewegung Polarkoordinaten ein. 
Zunachst aber wollen wir das Koordinatensystem x y z  so legen, dass 

die xz-Ebene die Bahnebene in der Linie starkster h'eigung gegen die 
xy-Ebene schneidet, und wir wollen diese Schnittlinie m m  Anfangsstrahl 
des Koordinatensystems nehrnen. Ferner wollen wir mit q die Neigung 
der Bahnebene gegen die zy-Ebene  bexeichnen. 

Dann is t  
& -= Q C O S ~ C O S T $ ,  

= Q cos p sin q. 

Jetzt haben wir für  die Bewegung zwei erste Integrale; erstens den 
Fliichensatz $ d  cp = aZdf 

und ferner das aus der Bedingung durch Urnformung sicli ergebende 
lntegral  dg  $ c c o s q s i n q d t  = 0; 

aus beiden zusammon folgt 
c o Y  

de + + ç o s r p s i n ~ ~ , d ~  = 0, 
a 

woraus sich durch Integration die Polargleichung der Ellipse bezogen auf 
A als Brennpunkt ergiebt. Aus diesem Resultat zusamrnen mit dern 
FlEch~nsat~z folgt aber die Richtigkeit der oben aufgestellten Behauptung, 
d a s s  d i e  C e n t r a l b e w e g u n g  s o  e r f o l g t ,  a l s  o b  A don  P u n k t  B 
n a c h  d e m  N e w t o n s c h e i i  G e s e t z  a n z o g e .  
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Historisch-litt erarische Abtcilung. 

Herone Ausziehung der irrationalen Kubikwurzeln. 

Im Jahrgang XLII dieser Zeitschrift hat C u r t z e  aus der durch 
R. Schone in der Serailbibliothek zu Konstantinopel aufgefundenen 
Handschrift der Metrik H e r  on s die Stelle veroffentlicht, welche das 
Verfahren beschreibt, nach dem H e  r O n die irrationalen Kubikwurzeln 
anniherungsweise berechnet. Am Schluss der Bemerkungen, die 
Curtze an diese Stelle kniipft, wirft er die Frage auf: ,,Wie ist 
Heron auf diesen eigentümlichen Weg gelangtl . . . W o  ist der Oedipus, 
der dieses Ratsel lost." 

Ich glaube, die Prage ist nicht schwer zu beantworten, und des 
Ratsels Losung ware wohl schon langst gefunden, wenn siçh C u r t z e  
in seiner allgemeinen Darstellung der Methode nicht geirrt hatte. 

Heron  will $'166 bestimrnen. Die Kubikzahlen, zwischen denen 
100 lient, sind 64 und 125; die erstere ist un1 36 zu klein, die aweite 
um 25 zu gross. Die Kubikwurzeln von 64 und 125 Sind beziehungs- 

'1- 
meise 4 und 5. Daher wird VI00 gleich der Summe von 4 und einem 
(echten) Bruche sein. Den Zahler dieves Bruches zu finden, multipli- 
ziert er 36 mit 5; das giebt 180. Den Nenner erhiilt er, indem er 

180 9 
100 zu 180 addiert. Der Brueh ist also - -  = 9 und so ergiebt 

3 -- 9 
280 14 

sich ihm für VI00 der Niiherungswert 414. 

Cur tze  nimmt nun an, die Zahl 5, mit der 36 multipliziert wird, 
sei die Quadratwurzel aus 23, der Differenz zwischen der grtisseren 
Kubikzahl 123 und der vorgelegten Zahl 100. Weiter sieht er die 
Zahl 100, die H o r o n  zu 180 addiert, um den Nenner des gesuchten 
Bruches zu erhalten, als die vorgelegte Zahl an. 

Beide Annahmen sind nach meiner Auffassung unzul~ssig. Ich 
halte 5 für die Kubikwurzel der grosseren Kubikzahl und 100 für das 
Produkt aus der Kubikwurzel4 der kleineren Kubikzahl in die Differenz 
zwischen der grosseren Kubikzahl 125 und der vorgelegten Zahl 100. 
Auf diese Weise stellt sich H e r o n s  Verfahren als e in  d e m  d o p p e l t e n  
falschen A n s a t z  a n a l o g e s  dar. 

Hiat.-litt. Abt. cl. Zeitachr. f. Math. u. Phgs. 44. Johrg. 1889. 1. Heft. 1 
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Rs ist ewar kein Beispicl einer Anwendung des doppelten falschen 
Ansatzes seitens der Griechen bekannt. Das schliesst aber nicht aus, 
dass sie dieses zur Bestimmung von Niherungswerten irrationaler 
Wurzeln nahe liegende Verfahren nicht doch hin und wieder benutzt 
und uns dann nur das Resultat, nicht auch den Gang ihrer Itechnung 
niitgeteilt haben mogen. 

1351 
So giebt A r  ch  i m  ede  s in seiner Kreisniessung als obere Grenze --, 

- 7b0 
265 als untere GrenLe 163 für 1/3 an, ohne zu sagen, wie er zu diesen 

Werten gelangt kt, und es hat bis in die ncueste Zcit nicht an Ver- 
suchen gefehlt, den ~ilutmaBlichen Gedankengang des A r  chim e d es 
aufzudecken. Vielleicht hat er sich zur Bestimmung beider Grenzen 
des doppelten falschen Ansatzes bedient. Was zuiiachst d i e  u n  t er en 

G r e n z m e r t e  botrifft, so giebt die Annahme 1/%= 1 den Fehler -2, 
die Annahme v3= 2 den Fehler + 1, und dann liefert der dnppelte 

1 + 4  5 5 
falsche Ansatz = -- = T. Bus den beiden Annahmen und 2 

19 l W l 9  J 71 
fol@ ebenso v3 = aus ii und 2 folgtZ; endlich erhiilt man aus 
7 1 265 
- und 2 die untere Grenze -. 
4 1 153 

D e r  o b e r e  G r e n z w e r t  des A r c h i m e d e s  ergiebt sich gleich- 
falls durch eine vierrnalige Anwrndung des doppelten falschen Ansatzes. 

7 1 Fiir die Annahme = ist der Fehler + 1 6 1  für die Annalime + 2 

7 2 1 26 
ist er + 1 ; es ergiebt sich sornit I/a = (i -- js) : (1 - ic) = G. 

2 6 9 7 
Weiter lieferri die Annahmen - und 2 den neuen Niherungswert 

15 
9 7 362 362 die Annahmen - und 2 ebenso -1 endlich die Annahmen und 2 

1301 
66 209 

den Wert  --. 
780 

E s  licgt riun die Verniuturig nahe, dass H e r o n  bei deni Ver- 
suche, diese Methode auf Kubikwurzeln anzuwenden, sich überzeugt 
hsbe, es bedürfe einer Modifikation des Ver-hreris, wenn gute Eherungs- 
werte erzielt werden sollen. Jliegt nimlich die Zahl m zwischen a3 
und (a + l)9 und wird der Kürze wegen 

n a - a 3 = d l ,  ( a + 1 ) 3 - m = d 2  

gesetzt, uo dass die Probe, das ist die Erhebung auf die dritte Potenz, 
für die Ànnahme E= a den Pehler - dl,  für die Annahme v& = a + 1 
den Fehler + d2 ergiebt, so bildet H e r o n  die Produkte - (a  + 1) ril 
und ad2, und diese betrach tet er als die Pehler , die beziehungsweise den 
Annahmen a und a + 1 entsprechen. Dann liefert der doppelte falsche 
Ansatz 

?fi z---- (a t 1) 4 , (a  t l ) s 4  + a s 4  = a 1 
(a f  1) dl f-aadT (a  + 1 ) 4  f 4 

und der letzte Ausdruck ist es, nach dern H e r o n  rechnet. 
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Herons Auszieliurig der irratiorialen Kubikwiirzelii. 3 

Bei dieser Auffassung ist H e r o n s  Methode eine dieses grossen 
Mathematikers wirklich würdige, da sie nicht - wie es nach C u r t z e s  
Darstellung der Fa11 ist - bloss für einige, sondern für a l l e  Zahlen 
gu t e Naherungswerte liefert. 

2 . 1  2 
Beispiele .  1) Y2 = 1 + 2.JtT6 - 1 = 1,23. 

3 -- 31 4 
2) v 5 0 0  = 7 = 7,9373.. . 

3 -  207 
3 )  I / l 9 4 = 5 ~ = 5 , i ' 9 O O  . . .  

Die Hülsse'schen Tabellen geben beziehungsweise 
l,'2XKl ...; 7,9370 ...; 5,7889 . . . .  

Herr Prof. Cur tze ,  dem ich von deni Inhalt der vorstehenden 
Arbeit Mitteilung gemacht hatte, antwortete mir, dass ihm eine mit 
der nieinigen übereinstimmende Losung des l'roblenis schon am 9. No- 
vember 1897 diirch Herrn A. K e r b e r ,  Realschullehrer a. Il. zu Dresden, 
übersandt sei. Dieselbe habe den Vorteil, sich g e O ru e t r i s  c h  ableiten 
zu lassen. Unter Zustimmung des Herrn Prof. C u r t  z e  lasse ich diese Ab- 
leitung der Formel, der Kürze halber i1i algebraischer Form, hier folgen: 

Wird die gegeb~ne  Zahl tn = x3 gesetzt, so ist, wenn die obigen 
Bezeichnungen beibehalten werden, 

x 3 a 3 =  (x- n)(x2+ a x +  n2) co (x -  a)3nx ,  
d. i.: 

1) 
Ebenso ergiebt 

2) 
und durch Division 

woraus sofort 

dl cu (x - a)3ax .  
sich (a  + 1)3 - z3, d. i.: 

$ w ( a + l - x ) 3 ( a + l ) x ,  

von 1) durch 2) erhiilt mail 

Auf dieselbe Weise würde man, wenn eine Zahl 7n zwisçhen an und 
(u + 1)" Liegt und nz - un = dl, (a + 1)" - nl= d2 gesetzt wird, die 
Niiherungsformel ( a + i ) n - I d ,  f an-id, 

(a+ l ) n - Z d ,  + un-Z<l, 

erhalten, die natürlich bei steigendern n an Genauigkeit verliert. Fiir 
n = 2 geht sie, da dann cll + rZ, = 2 a  + 1 ist, in die bekannte Fnrmel 

iiber. 
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Ein von Fermat herrührender Beweis. 

Von 

G. % T ~ ~ ~ r ~ ~ ~ ~ c  

In der vor einigen Jahrcn auf der Lcydcner Bibliothck gefundenen 
kleinen Schrift F e r m a t  s Relation des d&nmertes en la science des nombres*, 
welche ausführlichcr a1s die Observatio XLV znm Diophant*"  das 
Wesen der von F e r m a t  erfundenen M e t h o d e  d e r  unbegrenzten 
A b n  a h m  e (ta descente infinie ou itzdkfinie) darlegt , bemerkt E" er ma t , 
er habe den Herren C a r c a v i  und F r e n i c l e  die mittels dieser Methode 
gefiihrten Beweise einiger Unm6glichkeits-Siitze geschickt. Dass die 
Auffindung dieser Heweise von der grossten Bedeutung sein würde, 
bedarf wohl keiner Begründung. Nun giebt F r e n i c l e  in scinem 
Traité des triangles rectangles en nombres** in der That den Beweis 
des Satzes: E s  g i e b t  k e i n  r e c h t w i n k l i g e s  D r e i e c k  m i t  ra t io-  
n a l e n  S e i t e n ,  dessen  F l a c h e  e i n e  Q u a d r a t z a h l  w a r e ,  desselben 
Satzes, desven Beweis F e r m a t  in der oben gcnannten Obseruatio 
nur angedeutet hat, da der Rand zu klein sei, ihn ganz und ausführ- 
lich aufzunehmen. Dcr Beweis, den Fr e n i  c le  mitteilt, ist überdies 
ganz nach F e r m a t s  Methode der unbegrenzten Abnahme geführt. 
E s  unterliegt daher wohl keinem Zweifel, dass wir es hier mit einem 
Beweise F e r m a t s  zu thun haben, und dieser Umstand rechtfertigt es 
zur Geniige, dass ich niher auf die Sache eingehe und den Beweis in 
etwas modernisierter Form, aber sachlich unveriindert mitteile. 

Zum besseren Verstiindnis sei folgendes vorausgeschickt: 
Bekanritliüh erhalt man stets eine Losung der unbestirniuten 

Gleichung x2+ y2=  z2, indem man zwei beliebige Zahlen a und 7, < a 
wihl t  uud 

* Dieselbe ist von C h  a r 1 e s  H e n r y  in seincr Arbcit ,,Recherches sur les 
munumrits de Pierre de Fermat" (Bullettino Boncompagni X I I )  veroffentlicht 
und iieuerdings im zweiten Uande der Werke F e r m a t  a S 431-436 abpdruckt 
In  betreff der grossen Bedeutung der Schnft sei auf C a n  t O r s Vorlesungen 
Bd. II 9. 709 flg. verwiesen. 

** Oeuzres de E'erntat, Ud. I I ,  S 340. Yergl. auch meine c b e r s e t ~ u n ~  der 
Arithmetik Diophants S. 294. 

""* Mhnoires de l'Académie royale des sciences T. V. Paris 1729,  p. 53-166 
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Ein von Fermat herrührender Bewei~.  5 

annimmt. Sind a und b ganze Zahlen, so werden auch für z, y, z ganze 
Werte erhalten. Wenn a prim zu b ist, und wenn zugleich die eine 
dieser Zahlen gerade, die andere ungerade ist, so wird, wie sich leiçht 
zeigen lasst, der gr6sste gemeinschaftliche Divisor der drei Zahlen x, y,  5 

gleich 1 sein. 
Lasst man diese x, y, a die Seiten eines Dreiecks bezeichnen, so 

ist dasselbe reçhtwinklig. E s  sind also a2 - be und 2ab die Katheten, 
.a2 + be die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, (a2 - b2) a b  der 
E'liicheninhalt desselben. Man nennt die gewahlten Zahlen a ,  b die das 
Dreieck e r z e u g e n d e n  Zahlen, und wenn a ,  b die angegebenen beiden 
Eigenschaften haben, wenn also die Seiten teilerfremde Zahlen sind, 
so heisst das Dreieck ein p r i m i t i v e s .  

Wenn (u2 - ba) a b  die Fliiche eines primitiven rechtwinkligen 
Dreiecks ist - offenbar genügt es, den Satz fiir solche Dreiecke zu 
bmeisen -, so ist  jede der drei Zahlen a2- b2, a ,  b prim zu jeder 
der beiden anderen. Sol1 also das Produkt eine Quadratzahl sein, 
so niuus jeder der drei Faktoren diese Eigenschaft besitzen, und dann 
wird a2  - b w i e  Differenz zweier Biquadrate sein. Die beiden Siitze: 

der  F l a c h e n i n h a l t  e i n e s  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k s  m i t  
r a t i o n a l e n  S e i t e n  k a n n  k e i n e  Q u a d r a t z a h l  s e i n ;  

die Di f fe renz  zweie r  B i q u a d r a t e  k a n n  k e i n e  Q u a d r a t -  
z a h l  s e i n  

besagen also im Grunde dasselbe. 
Der Beweis, den F r e n i c l e  von dem ersten Satze giebt, stützt sich 

auf die folgenden Hilfssatze: 

1. W e n n  d i e  u n g e r a d e  K a t h e t e  e i n e s  p r i m i t i v e n  r e c h t -  
winkl igen D r e i e c k s  e i n e  Q u a d r a t z a h l  i s t ,  so  g i e b t  e s  e in  
zweites p r i m i t i v e s  r e c h t w i n k l i g e s  D r e i e c k  m i t  k l e i n e r e n  
Seiten, w e l c h e s  d i e  W u r z e l  a u s  j e n e r  Q u a d r a t z a h l  liur u n -  
geraden K a t h e t e  h a t .  

Aus a" b2 - c2 folgt niimlich a2= be + c2, folglich sind a ,  b ,  c 
die Seiten eines zweiten rechtwinkligen Dreiecks. Die ungerade Kathete 
dieses zweiten Dreiecks ist c,  denn ca soU uligerade sein, folglich ist 
die gerade Kathete b, die Hypotenuse ist a.  Das Dreieck ist primitiv, 
da ein gemeinschaftlicher Divisor je zweier der Zahlen a ,  b,  c auch in 
die dritte aufgehen miisste, wiihrend a und b als teilerfremd vnraus- 
gesetzt werden. Ferner hat das zweite Dreieck kleinere Seiten als das 
erste, da c < c2, a < a2+ b2, 7r < 2nb  ist. 

Bus dem Dreieck 9, 40, 41 ergiebt sich nach diesem Hilfssatze 
das neue Dreieck 3, 4, 5; aus 225, 25312, 23313 ebenso 15, 112,113. 

II. W e n n  i n  e i n e m  p r i m i t i v e n  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k  
sowohl  d i e  H y p o t e n u s e  a l s  a u c h  d i e  g e r a d e  K a t h e t e  Q u a d r a t -  
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z a h l e n  wiiren, so w ü r d e  e s  e i n  z w e i t e s  p r i m i t i v e s  recht- 
w i n k l i g e s  D r e i e c k  m i t  k l e i n e r e n  S e i t e n  g e b e n ,  we lches  zur  
I I y p o t e n u s e  d ie  W u r z e l  a u s  d e r  I I y p o t e n u s e  d e s  e r s t e n  ha t te ,  
u n d  d e s s e n  u n g e r a d e  K a t h e t e  e i n e  Q u a d r a t z a h l ,  dessen  gerade 
K a t h e t e  d a s  D o p p e l t e  e i n e r  Q u a d r a t z a h l  s e i n  würde .  

Das Dreieck habe die Seiten a" b; 2ab ,  a" b2. Wenn nun 
2 a b  eine Quadratzahl aiire, so müsste a b  das Doppelte einer Quadrat- 
zahl sein, also, da a und b prim zu einander sind, die eine dieser 
Zahlen, namlich die ungerade eine Quadratzahl, die andere, namlich 
die gerade das Doppelte einer Quadratzahl. Die ungerade Zahl sei a, 
die gerade 6. Ware nun auch die Hypotenuse a" b2 eine Quadrat- 
zahl c: so würden wir ein zweites rechtwinkliges Dreieck mit deri 
Seiten a ,  b,  c erhalten, welches offenbar primitiv sein müsste, und 
dessen Seiten kleiner als die des ersten Dreiecks sein würden. Es ist 
nlrnlich c < cS, b < 2 ah  und a < a 2  - b2, da a + b >. a ,  a - h > 1 kt. 

Mittels dieser beiden Hilfssatze wird jetzt der Satz, dass  d i e  
F l a c h e  e i n e s  p r i m i t i v e n  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k s  keine 
Q u a d r a t z a h l  s e i n  k a n n ,  in folgender Weise beaiesen: 

Das Dreieck habe die Seiten a2-  b" ,ab, a3+ P. Wiire nun 
die Flache, das ist das halbe Produkt der Ratheten, eine Quadrnt- 
zahl, so würde das Produkt der Katheten das Doppelte einer Quadrat- 
znhl sein. Die Katheten 'sind aber prim zu einander. Daher w k e  
die ungerade Kathete a2- b2 gleich einer Quadratzald c2, die gerade 
Kathete 2 a b  das Doppelte einer Quadratzahl. Wenn aber a" b 2 =  c" 
wiire, so würde es nach dem ersten Hilfssatze ein zweites primitives 
rechtwinkliges Dreieck mit kleineren Seiten geben, dessen ungerade 
Kathete c, dessen gerade Kathete b ,  dessen Hypotenuse a sein würde. 
De nuil noch 2 a b  das Uoppelte einer Quadratzahl sein müsste, so 
wiire a b  eine Quadratzahl und, da a prim zu b ist, jede dieser beiden 
Zahlen eine Quadratzahl. Das zweite Dreieck h l t t e  folglich sowohl 
zur Hypotenuse a ,  als auch zur geraden Kathete b eine Quadratzahl. 
Soniit wiiren die Bedingungen des zweiten Hilfssatzes erfüllt, und 
dieser würde uns ein drittes primitives rechtwinkliges Dreieck mit  
noch kleineren Seiten lieferri, welches g a n z  w i e  d a s  e r s t e  Dreieck 
zur ungeraden Kathete eine Quadratzahl, zur geraden Kathete das 
Doppelte einer Quadratzahl haben müsste. 

Von diesem dritten Dreieck ausgehend würden wir vermittels 
eines vierten zu einem fünften Dreieck von derselben Eigenschaft wie 
das erste gelangen, und so würden sich unendlich viele primitive recht- 
winklige Dreiecke ergeben, jedes folgende mit kleineren Seiten als 
das vorhergehende, und alle von der Beschaffenheit, dass die uiîgerade 
Kathete eine Quadratzahl, die gerade Kathete das Uoppelte ei~ier 
Quadratzahl, also die Fliiche eine Quadratzahl wiire. Das ist aher 
unm6glich, da es nicht unendlich viele ganze Zahlen giebt, welche 
kleiner sirid als eine gegebene ganze Zahl. 
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Ein von Fermat henührender Beweis. - R,ezensionen. 7 

Durch iihnliche Hetrachtungen wird in  der Arbeit  von F r e n i c l e  
weiter der Gatz bewiesen, dass aie Blache eines rechtwinkligen Dreiecks 
mi t  rationalen Zahlen auch nicht das Doppelte eincr Quadratzahl sein 
kanri. 

Der oben gegehene, durchaus einwandfreie Reweis ist  von L e o n -  
ha rd  E u l e r  in der Einleitung der 1738 ver6ffentlichten Arbeit Theo- 
rcinaturn quorz~n,dam ar.itl~mcticoru?~z d~~now, s tm t io~z~s  (C'awz~nentcctio~m 
nrithnzekicae collectae 1. p. 24) eraiihnt  worden. E u l e r  beklagt, dass 
w i r  nicht die Beweise der von F e r m a t  gcgebonen Siitze besitzen, 
u. a. der Sitze,  dass meder die Summe noch die Differenz zweier 
Riquadrate cin Quadrat sein konne. Mit Bezugnahmc auf die letzteren 
Satze fdhrt e r  dann fort :  Quanwiç enim de earum ?;eritatc nemo dubitet, 
twncwn nuspuam exstut dewzonstratio, pzcmtzcm .inilri qwidern constat, riyidu, 
prmdtr;.r libellurn yuendam a ITreniczio olim editunz, ct(,jzts tituius est 
Traité cles triangles .~.ectangles  e n  mornb9.e~. i h n m s t r a t  autcm hic 
crirtor, inter al in,  in mu110 triangulo wctungdo, mjzcs lcrtcwa rationalibtls 
eqwimctztur nwmcris, aream pusse esse padra tum,  zctzde facile veritus 
nzenzoratarum propositionum de sunima et diffërentiu duorurn biqztadra- 
turuin dedzccitur. Sed ista demonst,ratio tantopcre proprktatibus t ~ i u n y u -  
lorum est involuta, u t  nid sumrna attentio adl~ibeatur, cix perspicue 
intelhi  posMt. Wenn E u l e r ,  der dann die angefïihrten und noçh 
einige andere zahlentheoretische Siitze ebenfalls nach der Methode der 
uubegïenzten Abriahme beweist, hiitte wissen k h n e n ,  dass e r  es mit 
einem Geistesprodukte F e r m a t  s zu thun hatte, wiirde er dem Beweise 
wahrscheinlich grossere Aufmerksamkeit geschenkt haben und dann 
zu einem giinstigeren Urteil gelangt sein. 

The works of ArcIiimedes edited in modern notation with introductory 
chaptcrs by T. L. HEATH, SC. D., sometime fellow of Trinity College, 
Cambridge. Cambridge 1897 a t  the university press. CLXXXVI, 326 p. 

Herr H e a t h  setzt seine Versuche, die Kenntnis auch anderer grie- 
chischer Schriftsteller als E u k l i d  unter den Engliindern zu verbreiten, 
eifng fort. Auf D i o p h a n t  liess er Apo l lon ius  folgen (vergl. unsere 
Resprechung Bù. 42 Est.-litter. Abtlg. S. 43-44), auf Apollonius Archimed, 
und wir glauben keine Indiskretion zu begehen, wenn wir nach brieflichen 
Jlitteilungen so vie1 ausplaudern, dass Herr Heath sich mit noch weiteren 
Plinen ahdicher Ar t  tri@. Wir konnen ihm nur Glück dam wünsclien, 
da mit jedem neuen Schriftsteller, den er behandelt, seine Tüchtigkeit zu 
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8 Historisch-litterarische Abteilung 

solcher Bearbeitung zu wachsen scheint. Wie sein Apollonius seinen 
Diophant überragte, wird er selbst durch seinen Archirned i n  Schatten ge- 
stellt. Wir  denken dabei weniger a n  die Übersetzung selbst. Sprachliche 
Kenntnisse , verbunden mit so vie1 mathematischen Wissens , als der Inhalt 
der Archimedischen Schriften von ihren Lesem verlangt, konnten zu deren 
Herstellung genügen. Aber die umfassende Einleitung forderte und fand 
in Herrn Heath einen Verfasser, der auf der H6he der geschichtlich-mathe- 
matischen Litteratur sich bewegt. H e m  Heath ha t  offenbar alles gelesen, 
was auf Brchimed und dessen wissenschaftliche Bedeutung sich bezieht. 
E r  h a t  die Ergebnisse früherer Forschung mit  kritischem Auge betrachtet 
und ha t  sie aufs scharfsinnigste zu erganzen gewusst. E r  hat  endlich 
Fremdes und Rigenes zu einem einheitlichen Ganzen 7.usammenzufügen 
verstanden, das eben durch seine Einheitlichkeit den Eindruck der Wahr- 
heit um so lebhafter hervorbringt, je mehr Herr  Heath seine Perçtinlich- 
keit hinter den griechischen Schriftstellern, die e r  selbst reden l i s t ,  ver- 
birgt ,  und je deutlicher er den hypothetischen Charakter dessen betont, 
wae er ohne unmittelbare Stütze ausspricht. Wir  sind seinen Ausführungen 
mit  gespannter Aufmerksamkeit gefolgt, und auch wo er uns nicht voll- 
standig überzeugte, ha t  e r  doch stets uns gefesselt. Um nur eine sprach- 
liche nnd eine sachliche Einzelheit aus  dern überreichen Inhalte hervor- 
zuheben, bernerken wi r ,  dass der Kurvenname Salinon künftig nicht leicht 
mehr anders als mit Herrn Heath von dem lateiniscben Salinum, das 
Salzfass, hergeleitet werden wird, und weisen wir auf die ungemein Mare 
und sorgfaltige Untersuchung der Kennhisse Archimeds a u f  dem Gebiete 
der kubischen Aufgaben besonders hin. Mag das vielfache Operieren mit  
Proportionen den heutigen Leser fremdartiger anmuten, als wenn Gleichungen 
angewandt wiiren, dem griechischen Geiste is t  es dafür um so verwandter 
und führt  den Leser i n  die Denkweise der Alten ein, ohne welche sich 
anzueignen eine richtige Würdigung ihrer Leistungen kaum moglich ist. 

Petri Philomeni de Dacia in  Algorismum viilgarem Johaiinis de 
Sacrobosco Commentarius. Una cum Algorismo ipso edidit e t  
praefatus est MAXIMILIANK~S C~TRTZE, Professor Thoruniensis. Rumptibus 
Societatis Regiae scientiarum Ilanicae. Havuiae 1897 apud A. F. Host 
e t  Fil. XIX, 92  p. 

Gegen das J a h r  1250 schrieb J o h a n n e s  v o n  S a c r o b o s c o  sein kurz- 
gefasstes Lehrbuch der Rechenkunst mi t  ganzen Zahlen, welches teils selbst, 
teils i n  Nachahmungen auf lange Zeit hin den Universitatsunterricht in 
der Arithmetik beherrschte. Der  Lehrer fand seine Aufgabe wesentlich 
darin, Erliiuterungen zu dem Algorismus des Johannes von Sacrobosco vor- 
zutragen, und ein solcher Kommentar wurde am 31. Ju l i  1291 von P e t rns  
P h i l o m e n u s  v o n  D a c i e n  vollendet. Her r  C u r t z e  h a t  den historisch- 
mathematischen Stndien einen neuen Dienst erwiesen, indem er den Alga- 
rismus des Johannes von Sacrobosco i n  einem gereinigteren Texte, als er bis- 
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her vorlag, dann den Kommentar des Pe tms  von Dacien überhaupt erst- 
malig heransgab und in einer vortrefllichen Einleitung das Wissens- 
wiirdigste hervorhob. Der zwischen 1446 und 1450 geschriebene Codez 
int,inus Monaccnsis 11067 lieferte den Wortlaut,  eine auch sonst wichtige 
Handschrift, i n  welcher beispielsweise eine Einteilung des Winkelgrades in 
100 Minuten zu 100 Sekunden in einer Tabelle benutzt ist, wahrend das 
Vorkommen dieser Centesirnalteilung im XV. Jahrhundert bisher nicht be- 
kannt war. Wir gestatten uns zwei kleine Zusatzt! zu der von unserem 
gelehrten Freunde verfassten Einleitung. 

Johannes von Sacrobosco ha t  als eineu Namen der Null theca angegeben, 
welches abgekürzt ,t geschrieben ist. Petrus und in Ü b e r e i n s t i r n m ~ n ~  mit 
ihm andere Kommentatoren bezeichnen theca als Name eines Breuneisens, 
cautlwium, mittels dessen Verbrechsm ein rundes Brandmal auf Stirne 
oder Kinnbacken aufgedrückt wurde. Eine Bestatigung dieser Bedeutung 
von tlreca scheint nicht aufzufinden, vielrnehr dürften hier volksetymologische 
Versuche zur Deutung von f l m a  vorliegen, und wir wenigstens sind ge- 
neigt auch heute noch thcta als Name der Null zu lesen, welche diesem 
griechischen Duchstaben ahnelt. 

Bei Johanncs von Sacrobosco schliesst sich a n  die Subtracfio die 
Nediatw, an diese die Dt~plntio, dann folgt Multiplicatin u. s. W. Der 
Kommenéator bemerkt nichts über diese Reihenfolge. Seit Ende des XV. 
und Anfang des XVI. Jahrhunderts is t  Halbierung und Verdoppelung aus 
den Lehrbüchern verschwunden. Merkwürdig genug, dass es, wie Herr 
Fr. S t u d n i c k a  uns mitt,eilt und zu ver6ffentlichen gestattet,  in einzelnen 
bohrnischen Volksschulen offenbar nach uralter &ung noch gelehrt und 
als Ersatz der Multiplikation angewandt wird! Sol1 2 k  mal  m genommen 
werden, so wird 2 k  halbiert, nz dupliert und 2 m  sodann k mal an- 
geschrieben und addiert. Heisst der Multiplikator 2 k  + 1, so wird 2112 

wieder k mal  und darunter noch m angeschrieben und alsdann addiert. 
Das ist unter allen Umstanden ein bemerkenswertes Beispiel von der er- 
haltenden Kraft der Unwissenheit. Hem Studnicka findet überdies i n  dem 
bei dem erwahnten Verfahren dem Verdoppeln von m voransgehenden 
Halbieren eine Erklarung dafür, weshalb die Jfediatiu in  dern alten Lehr- 
gange der Duplntw vorausgeschickt warde. Von einem iihnlichen Sich- 
forterben der alten Verdoppelungsmethoden bei der Multiplikation weiss 
Herr P l a k l i o v o  zu erzlihlen, welcher es bei russischen Rauern zu 
beobachten Gelegenheit hatte (verg]. Mathesis Ser. 2 ,  VII, 87). 

CANTOR. 

Opus Palatinum. Sinus- niid Cosinus-Tafeln von 10" zn 10." Herans- 
gegeben von Dr. W. JORDAN, Professor an der Technischen Hoch- 
schule zu Hannover. Hannover und Leipzig, 1897, Hahnsche 
Buchhandlung. VIX, 270 S. 

Als 1596 das Opus Palntinzcm, jenes Riesentabellenwerk, welches die 
trigonometrischen Funktionen für Winkel, welche von 10 zu 10 Sekunden 
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wachsen, auf 10 Dezimalstellen enthlilt, in  Neustadt die Presse verliess, 
als es 1 6 1 3  durch den ï't~esazcrzcs lllathe~nuticzcs noch überboten wurde, 
in  welchem die Rechnunç bis auf 15 Dezimalstellen geführt ist, schien 
dem Bedürfnisse rechnender Geometrie Genüge geleistet. Da kamen die 
logarithmisch -trigonometrischen Saïeln in  Aufnahme und verdrangten das 
Werk, das Unsummen an Geld und nie wieder zu ersetzende Arbcitszeit 
hervorragender Rechner verschlungen hatte. Heute, also rund 300 Jahre 
nach dem Erscheinen des Opus Palatinum, kehrt die Feldmesskunst zu 
dem alten Werke zurück. Logarithmentafeln mit immer kleinerer Zahl 
von Dezimalstellen und cntsprechend geringer Genauigkeit der ermittelten 
Rechnungsergebnisse bürgern sich ein, werden selbst durch die Rechen- 
maschine verdringt,  und dicser dicnen Tafeln der trigonometrischcn Funk- 
tionen als unmittelbares Hilfsmittel. Herr J o r d a n  h a t  ein Exemplar des 
überaus seltenen Opus Palatinum aufgctrieben, das früher der reichen 
Büchersammlung des unvergesslichen Altmeisters geschichtlich mathematischer 
Forschung, X i c h e l  C h a s l e s ,  angehorte, und ha t  es zur Grundlage neuer 
Sinus- und Cosinustafeln von 10" zu 10" gemacht. Wir  haben es daniit 
ausgesprochen, dass kein einfacher Abdruck des Opus Palatinum statt- 
gehnden  hat .  Erstens sind vielfiltige Kontrolrechnungen angestellt wordeu. 
Zweitens sind nur  sicbcn Dezimalstellen aufgenommen. Drittens beschrünkt 
sich der Druck auf die beiden Punktionen Sinus und Cosinus. -Viertens 
is t  neben der gewohnlichen Einteilung des Quadranten in 90' zu 60' zu 60" 
auch die neuerdings beliebter gewordene i n  1 0 0  gr. zu 100 c. zu 100 c. c. 
beigedruckt, wobei den c. c. noch zwei Dezimalstellen beigefiigt sind. 
Herausgeber und Verleger bereiten schon eine Tabellenausgabe Tor, welche 
alle sechs trigonometrischen Funktionen und überdies die geschichtlich 
hochwichtigen Einleitungen zum Opus Palatinum und zum Thesaurus 
Mathematicus im latoinischen Urtexte sowie in dcutschcr Überset8zung ent- 
halten soll. CANTOE. 

P. Aegj d Everard voii Raiteuau, 1605- 1 6 7 5  Renediktiner von Krems- 
münster, Mathematiker, Xechaniker und  Architekt. Ein Lebens- 
bild nach Quellen entworfen von Professor P. F n ~ a z  Scawan, 
Direktor der Sternwarte in  I(remsmünster. Salzburg 1898. Separat- 
Abdruck aus den im Selbstverlage der Gescllschaft für Salz- 
burger Landeskunde erschienenen Mitteilungen, XXXVIII. Band. 
105 S. 

Dieses Lebensbild ist zweifellos fiir die meisten Leser von spannen- 
dem Tnt~rrsse.  E s  giebt eine ungeschminkte Darstellung des Klosterlebens 
i n  der Mitte des 17.  Jahrhunderts,  der wissenschaftlichen und nicht wissen- 
schaftlichen , kirchlichen und weltlichen Stromungen, die sich damals bald 
vereinigten, bald einander entgegenwirkten. Bei unseren besonderen Fach- 
genossen wird aber P. Aegyd Everard von ltaitenau, auch nachdem sie 
mit  ihm bekannt geworden sind, kaum ein bleibendes Andenken sich er- 
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halten. E r  war Mathematiker im Sinne seiner Zeit, nicht der unseren. 
Seiner Mitwirkung a n  der Errichtung kirchlicher Gebiiude, an der Herstellung 
von Sonnenuhren, von a,stronomischen Instrumenten wollen wir das Ver- 
dienstliche nicht abspreçhen, aber wir glauben kaum, dass es Herrn 
Schwab trotz aller Mühe gelungen ist,  seinem Helden einen Platx in der 
Geschichte der Mathematik oder der Astronomie zu sichern. 

CASTOK. 

Critique d e  l'eiiseignemeiit d e s  niitthématiques par  GUSTAVE SPEIXK, 
Etudiant lÉcole d'Ingénieurs à Lausanne. d u d i  alteram partem. 
(Destiné aux professeurs) Lausanne 1898. Imprimerie Guilloud- 
Howard. 1898. 34 p. 

Herr Sperk wünscht den mathematischen Unterricht, der Art erteilt, 
class das Lehrbuch und der Lehrer - er  stellt an beide die gleiche An- 
forderung - immer zuerst auseinandersetze, in welcher Richtung man sich 
von dem eirimal erreichten Standpunkte aus weiter bewegen wolle, d a m  
welches der nachste Schritt auf diesem Wege sei, und wie man ihn selbst 
volleiehen wolle. Nach dieser Vorbereitung erst solle man die eigentliche 
Beweisführung der Satze folgen lassen, welche dann immer von dem 
Schüler werde begrifen werden, so dass e r  sie ohne Gedachtnisanstrengung 
jederzcit nachmerfinden im standc sei. Lehrbücher und Lehrer, die so 
verfahren, kennt Herr Sperk nicht, also ist der gegenwgrtige mathe- 
matischc Unterricht schlecht und muss von Grund auf geandert werden. 
Wir sind mit  Eer rn  Sperks E'orderung eines Fortschrittes mit vorhergehen- 
der Wegmarkierung, wenn wir so sagen dürfen, durchaus einverst'anden, 
und wir glauben Herrn Sperk verraten zu dürfen, dass die meisten Lehrer 
ebenso denken, wenn nur  eine Voraussetzung erfüllt ist, die niimlich, dass 
der Schder  die Wegmarken zu lesen im stande kt. Auf der Cniversitat; 
an der technischen Hochschule dürRe das der Fa11 sein, vielleicht auch i n  
den hochsten Kla,ssen von Xittelschulen. Aber in den unteren Schulklassen'? 
Herr Sperk versuche doch, einem Knaben von 6 bis 8 Jahren das Ein- 
nialeins oder die Regeln der Division theoretisch auseinanderzusetzen! Und 
wie in der Aritfiruetik giebt es auch i n  der Geometrie ein Binrnaleins, 
das heisst gewisse ganz einfache Satze, die dem Gediichtnisse anvertraut 
sein müssen, u m  jeder, Augenblick zum Gebrauche bereit zu stehen. Nan  
wird sie dem Knaben zu beweisen haben, soweit sein Verstand für den 
Beweis reif i s t ,  damit er a n  die Satze glauben konne, die fü r  ihn fest- 
stehende Wahrheiten sein müssen, aber dann muss das Gediichtnis doch 
daran. E i n e  Lehre fu r  alle Altersklassen gieht es nicht, e i n e  Lehr- 
methode auch nicht. CANTOK. 

Aiia1~'tische Geometrie der Ebene  von XAX SMON mit  45 Abbildungen. 
Leipzig 1897. G. J. Goschensche Verlagshandlung. 203 S. 

Das 65. Bandchen der Sammlung Goschen lie& vor uns. Ein das 
fehlende Vorwort ersetzendes, sicherlich nicht ohne Wissen des Verfasseri; 
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des Biindchens entstandenes fliegendes Blat t  sagt: ,,Die Absicht des Ver- 
fassers war  darauf gerichtet, die Koordinatengeometrie mit den einfachen 
Mitteln der Schule, insbesondere ohne Anwendung von Determinanten und 
Differentialrechnung zu behandeln und dabei doch die neueren Gedanken 
und Methoden wie namentlich das Dualitiitsprinzip, die symbolische Rech- 
nung u. S. W. zum Verstiinduis zu bringen." Ohne mit dem Verfasser 
rechten zu wollen, da  wir jedcm die Befugnis zuerkennen müsscn, seine 
Zielpunkte und Wege selbst zu bestimmen, erlauben wir uns von vorn 
herein die Aufischliessung der Differentialrechnung zu billigen, die der 
Determinanten zu bedauern. Die Differentialrechnung selbst namlich dem 
Anfiinger klar zu machen, dürfte nicht leichter als unter Anwendung 
analytisch - geometrischer Betrachtungen gelingen , und deshalb muss eine 
analytische Geometrie ohne Differentialrechnung vorausgehen. Einen Grund 
zur  Vermeidung der Deterrninanten konnen wir dagegen nicht erkennen. 
Sollte die Mathematik der Mittelschule da  und dort  die Gleichungen mit 
mehreren Unbekannten noch ohne Determinanten losen lassen, so sind die 
f ü r  die Anwendung i n  der analytischen Geometrie dcr Ebene erforderlichen 
Vorkenntnisse aus der Determinantenlehre so geringfügig, dass sie leicht 
eingeschaltet werden ktinnen, und wie ausserordentlich die Ergebnisse als- 
d a n n  a n  EbenmaB und Übersichtlichkeit gewinnen, das weiss ein Mathe- 
matiker wie Herr  Simon, ohne dass man cs ihm zu sagen braucht. Viel- 
leicht entschliesst e r  sich für eine zukünftige Bearbeitung zu dieser 
b n g .  1st doch seine analytische Geometrie von 1897 i n  anderen 
Punkten weit über die von 1892 (angezeigt i n  Bd. 39 Est . - l i t ter .  Abtlg. 
S. 23-24) hinausgegangcn, was wir um so mehr billigen, als wir damals 
iihnliche Fortschritte befürworteten, wie sie jetzt vollzogen sind, über 
unsere Vorschlüge hinans vollzogen sind. Allerdings t rug  das Biindchen 
von 1892 eine doppelt einschrankende Bezeichnung auf dem Sitelblatte. 
E s  hiess ,,LeitfadenLL, es war bestimmt ,,zum Gebrauche für  hohere Lehr- 
anstalteniL, was durch das Vorwort tioch niiher als ,,für die Gymnasial- 
prima nach dem neuen LehrplanelL erkl i r t  wurde. Heute lesen wir kurz: 
,,Analytische Geometrie der EbeneLL ohne Zusatz, ohne Angabe eines be- 
sonderen Leserkreises, und wir w'jren i n  Verlegenheit, welchem Leserkreise 
wir die Benutzung des Buches vonugsweise anraten sollen. Für Anfinger 
scheint es uns cinigermaBen schwer, ausser mit  Beihilfe eines Lehrers, 
dessen miindlicher Unterricht sich mehr oder weniger a n  das Buch an- 
schlosse, Ras  wir z. B. für  eine Anfangsvorlesung a n  einer Hochschule sehr 
g u t  für moglich halten. Die vorzugsweise Benutzung schiefwinkliger 
Koordinaten, das Nebeneinandergehen von Punkt -  und Linienkoordinaten, 
d ie  Behandlung der Kegelschnitte als Kurven zweiten Grades und zweiter 
Klasse noch bevor die einzelnen Kegelschnitte bekannt geworden sind und 
nach alleiniger Vorausschickung der (leraden und des Kreiees sind Eigen- 
schaften, welche das Buch fur  den genannten Zweck empfehlen. Will der 
Lehrer etwa durch Anwendung homogener Koordinaten noch weiter gehen, 
will e r  durch Vernachliissigung der fünf letzten Abschnitte: X. Htihere Kurven, 
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XI. Die Cissoi'de des Diokles, XII. Cassinische Kurven oder Lemniskaten, 
XIII. Die Spirale des Archimedes, XIV. Die Cycloïde oder Radlinie den 
Stoff beschrinken, so steht dem nicht das mindeste im Weg. Anderer- 
seits dürften gerade diese f ü ~ i f  letzten Abschnitte Lesern willkommen sein, 
welche einen Lehrgang der niederen analytischen Geometrie der Ebene 
beendet haben. CANTOR. 

P. Painlevé, Lepons sur la théorie des équations diGre~itielles profesdes 
à Stockholm (Septembre, Octobre, Novembre 1895) sur l'invitation 
de S. M. l e  roi de Suède et de Norwége. - Paris 1897. 
A. Hermann. 1 9  (gedruckte) + 5 89 ( h e k t ~ g r a ~ h i e r t e )  Seiten. 

Wenn bei einer Differentialgleichung 

= f ( " > ~ )  d 3: 

die Funktion f' ( x ,  y) in einem gewissen Gebiet der le- und der y-Ebene 
reguliir is t ,  so liefert der C a u c h y  'sche Fundamentalsatz der Theorie 
der Differentialgleichungen die Existenz eines Integrals y - rp (x) , das i n  
der Umgebung einer jenern x- Bereich angehorigen beliebigen Stelle x = x, 
ebenfalls regukr  ist  und für x = r, einen willkürlichen, jenem y-Bereich 
angehorigen Wert  y ;- y, annimmt. Die durch dieses Funktionselement 
y - jz) definierte Funktion bleibt auch reguliir, so lange man riur zu 
solchen Werten z gelangt, die zusammen mit dem xugehiirigen y immer 
noch jenem Rereich der Regularitiit von f (x, y) angehoren. Die kritischen 
Werte von z, fiir die dies aufhort, sondern sich also i n  zwei wesentlich 
verschiedene Arten, ngrnlich einerseits i n  die festeu und aus der Furiktion f (x, y) 
von vornherein erkennbaren Stellen der Begrenzung jenes 2 - Bereichs - - 

und andererseits in diejenigen Werte von x ,  für  die y in eiue Begrenzungs- 
stelle seines Bereiches einrückt. Die letztercn Werte von x sind nicht aus  
der Differentialgleichung selbst, sondern erst aus dem Studium der ihr  genügen- 
den Funktion y = <p (r)  aufzufinden und i n d c r n  s i c h  m i t  d e n  A n f a n g s -  
wer ten  d i e s e s  I n t e g r a l s .  1st f ( x ,  y) 2.B. nur  von x abhangig, so ha t  
die Diferentialgloichung nur  fe  s t e, ist  f (s, y) nur vor? y abhsngig, so  
hat sie nur b e w e g l i c h e  kritische Stellen. 

Entsprechende Bemerkungen knüpfen sich an die Differentialgleichungen 
hoherer Ordnung oder an Systeme 

Infolge des Umstandes, dass die linearen Differentialgleichungen n u r  
feste singuliire Stellen besitzen, vermochte ihre Theorie der der übrigen 
~ifferential~leichungen so weit vorauszueilen, und es war ein konsequenter 
Fortschritt, alsdann, wie es durch die Herren F u c h s  und P o i n  t a r é  zu- 
erst geschohen is t ,  weiter nach nicht linearen Differentialgleichungen zu 
fragen, die ebenfalls nur  feste singulare Stellen besitzen. Inzwischen 
sind auf diesem Gebiete untcr anderen durch Herrn P i c a r d  und nament- 
lich Herrn P a i n l e v é  selbst erhebliche Fortschritte gemacht worden. Dieser 
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14 Ilistorioch-litterarische Abteilung. 

W U  daher besonders berufen, den heutigen Stand unseres Wissens in Be- 
m g  auf die Theorie der Differentialgleichungen mit beweglichen kritischm 
Punkten darzustellen. 

n i e  vorgelegte Differentialgleichung wird als algebraisch in y und 
seinen Ableitungen, analytisch i n  x vorausgesetzt. l m  V o r d e r p n d  des 
Interesses stehen diejenigen Gleichungen, deren Integrale bei allen Um- 
laufen, die keine festeri Verzweigungsstellen einschliessen, nur eine end-  
l i c h e  Anzahl von Werten annehmen. Die Integrale werden nicht nur als 
Punktionen von x bei festen Anfangswerten, sondern auch als Funktionen 
der Anfangswerte bei festem x studiert. 

Yiir Differentialgleichungen e r s  t e r O r  d n u n g ,  deren Untersuchung 
den grosseren ersten Teil der Vorlesungen ausmacht, gelangt Herr Pa in levé  
u. a. zu folgenden Ergebnissen: 

Die Integrale haben als n i c h t  a l g e  b r  a i s c h e  Singulaiitiiten nur 
f e s t e  Punkte (6). i l a s  allgemeine lntegral  rp (5 ,  x,, y,), worin für z 
und z,, beliebige, von den & verschiedene Werte festgehalten merden, hat 
als Funktion des Anfangswertes y, nur a l g e b r a i s c h  singulire Punkte. 

Bei Differentialgleichungen, deren Integrale beim Emlauf um die be- 
weglichen Verzweigungspunkte nur  eine endliche Anzahl von Werten an- 
nehmen, Differentialgleichungen also, deren einfachsten Fa11 diejenigen mit 
nur festen Verzweigungspunkten darstellen, ist  das allgemeine lntegral 
eine a l g  e b r a i s c h  e Funktion der willkürlichen Konstanten und umgekehrt 
Jedes Integral einer solchen DifFerentialgleichung ist a l g  e b r  a i s  c h durch s 

und ein Integral einer Diffcrcntialgleichung, deren Integralo in  Bezug auf 
die variablen Verzweigungspunkte e i n  d e u t i  g sind, ausdrückbar. 

Wie aber erkennt man,  ob eine Differentialgleichung Integrale liofert, 
die in Bezug auf die beweglichen singuliiren Punkte nur  eine endliche An- 
zahl von Zweigen haben? 1st die Zahl n dieser Zweige gegeben, so 
Iisst sieh diese Frage durch eine endliche Anzahl von Operationen ent- 
schciden; lcidcr aber lüsst sich im allgemeinen Fa11 für dieses lz keine 
obere Grenze angeben. U'enn dagegen die Differentialgleichung auch in 1 
a l g e b r a i s  c h  is t ,  kann man entweder feststellen, dass das Integral eine 
t r a n s c e n d e n t  e Funktion mit einer endlichen Anzahl von Zweigen in 
Bezug auf die beweglichen Punkte is t ,  oder aber die Differentialgleichung 
auf Quadraturen zurückführen. I m  letzteren Palle bleibt dann noch zu 
entscheiden, oh eine Differentialgleichung, i n  d e r  x n i c h t  vorkommt ,  
ein Integral mit endlicher Arizahl von Zweigen liefert. Dieser anscheinend 
einfacbste Fa11 bietet aber merkwürdigerweise die grossten und noch 
niçht vollig geloste Schwierigkeiteri. 

Die Untersiichung, ob das Integral einer in  x, y ,  y' algebraischen 
Differentialgleichung a l g e b  r a i s  ch i s t ,  erfordert wieder ganz andere 
Methoden, wobei die Entscheidung über die Irreduktibilitiit einer algehrai- 
schen Relation eine wichtige Rolle spielt. 

I m  Gegensatz zu den Differentialgleichungen erster Ordnung tritt 
schon bei denen der z m e i t e n  O r d n u n g  die neue Schwierigkeit auf, dass 
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unter den beweglichen auch w e s  e n t l i c h  singuliire Stelleli auftreteri küunen. 
Glücklicherweise stollt sich dies als ein Ausnahmsfall heraus, so dass die 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung von Herrn P a i n  1 e v  é in eine 
a l l g e m e i n e  und eine s i n g u l a r e  X l a s s e  gcordnet werden konnen. Das 
Integral einer Differentialgleichung zweiter Ordnung En mit endlicher Ver- 
zweigungszahl n in  Bezug auf die beweglichen Punkte enthiilt die Anfangs- 
verte yo, y,' i n  algebraischer oder transcendenter Form, je nachdem 3, 
der allgemeinen oder der singuliiren Klasse angchort. 

Jede L)ifferentialgleichung der allgemeinen Klasse i s t  zwei Differential- 
gleichungen erster Ordnung mi t  festen TTorzweigungspunkten l i q ~ i v a l e n t ~  
oder algebraisch zurückführbar entwedtrr auf eine lineare Gleiehung oder 
ein System hypcrclliptischer Differentialgleichungen. 

Bei den Differentialgleichungen der singuliiren Klasse unterscheidet 
Herr P a i n l o v o ,  ob die Intcgrale sogenannte s e m i - t r a n s c e n d e n t e  oder 
t ranscenden  t e  Funktionen b e i d e r  Anfangswerte y,, Y,' sind. Mit diesem 
Begriff hangt die Irreduktibilitit der Differentialgleichung zusammen, die 
hier eine besondere D e h i t i o n  erfordert. 

Viole der bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung entwickelten 
JIethoden tragen weiter auch für Differentialgleichungen hoherer Ordnung. 

Den Abschluss bildet die Anwendung der Ergebnisse auf den Fa11 
reeller Variabeln und namentlich auf die Differentialgleichungen der 
Dynamik. 

Dies ist kurz der Inhalt der interessanten Vorlesungen von Herrn 
Painlevé.  Sie machen uns mit den erheblichen Fortschritten bekaunt, 
die in den allerletzten Jahren i n  diesen schwierigen Gebieten gemacht 
vorden sind, und markiereu darüber hinaus die Wege, auf denen ein 
weiterer Fortscbnt t  moglich sein dürfte. Sie müssen deshalb als i n  hohem 
Grade auregend bezeichnet werden. Besondere Erwahnung verdient der 
ausserordentliche Reichtum und die Viclseitigkeit der benutztcn Hilfsmittel, 
die mm Teil selbstiindig entaickelt werden und daher namentlich für die 
Funktionentheorie manchen Gewinn abfallen lasscn. 

Eine nebst der table des matières vorausgeschickte introduction giebt 
in dankenswerter Weise eine beclueme Übersicht über die hauptsiichlichsten 
in den Vorlesungen behandelten Probleme und gewonnenen Ergebnisse. 

Iiitroductioii la Géoiiiétrie 1)ifKrentielle suivant l a  méthode de 
H. GRASSMANN, par  C. R ~ I ~ A I , I - F O R T I ,  professeur l'acad. milit. de 
Turin. Paris 1897.  Gai~thier-Villars. - X I  u. 165 S. - Preis 
fr. 4. 50. 

Das Werk begründet den Kalkül mit geometrischen Formen nach 
Art P e a n  os durch Zurückführung der geometrischen Gleichungen auf 
Gleichungen zwisclien Tetraeder-Inhalten; so wird auch der Vektorbegriff 
als Punkt-Differenz abgeleitet. E s  folgt die Definition des progressiven 
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Yroduktes (durch die formalen Gesetze der M~l t i~ l ika t ion) ,  die Begründuwg 
der Vektorenrechnung (wobei die Verwendung des Symbols i als Drehungs- 
faktor eingeflochten wird), die Einfïihrung der geometrischen Formen der 
verschiedenen Ordnungen. Die Beispiele gehen hier und da über das ge- 
wohnliche hinaus, 2.B.: Wenn man um einen Punkt P aof dem Umfang 
des inneren zweier konzentrischer Kreise zwci aufeinander senkrechte Sehnen 
rotieren lasst, die eine mit der inneren Kreislinie in A, die andere mit 
der iiusseren Kreislinie in B und C zum Schnitt bringt, so hat das Dreieck A B C  
(von dem noch andere Siitze bewiesen werden) einen festen Schwerpunkt. 
Auch das regrcssive Produkt wird forma1 durch die bekannte Gleichung 

AB.YQ1Z = AY&R.B - BPQ1il.A 

definiert; erst nachtraglich wird seine eigentliche Bedeutung entwickelt. 
Ein solches Verfahren ist in iihnlichen Fallen keilich in den Lehrbüchern 
über Ausdehnungslehre aligemein üblich, wird aber für don Anfanger immer 
etwas Unbefriedigendes haben. Das erste Kapitel: ,,Les formes géomé- 
triques1' bringt noch die Beziehungen der Koordinaten , besonders der 
Tetraeder-Koordinaten, zur Punktrechnung. 

Das zweite Kapitel ,,Formes variables" begründet die Infinitesimiil- 
rechnung der geometrischen Grossen. Auch hier leistet die Methode der 
Ergiinzung der Formen zu Tetraedern gute Dienste, indem sie die Defini- 
tionen der Grenzen und Differentialquotienten geometrischer Grossen auf 
aiithmetisches Gebiet zurückführt. Bei der Ableitung der Taylorschen 
Reihe nach derselben Methode ist freilich der Beweis nicht als vollstandig 
zu betrachten, indem er im wesentlichen auf der Division durch eine geo- 
metrische Grosse a beruht, die bekanntlich im allgemeinen nicht gestattet 
ist (vergl. G r a s s m a n n ,  Al, 99 62 ,  63). Die Anwendungen werden filr 
ebene Kurven bis zum Beweis des Satzes von S a v a r y  über Rollkurven 
geführt, bei Raumkurven bis zum Beweis der F r e n e  tschen Formeln. Auch 
findet sich ein Paragraph über Regelfliichen, worin die Ausdrücke für d e  
Tangentialebene, den Centralpunkt einer Erz'eugenden, das Oskulations- 
hyperboloid n. a. m. aufgestellt werden. 

Das diitte Kapitel ,,ApplicationsLL behandelt u. a. die allgemeinen 
Schraubenlinien; die mit einer Raumkurve zusammenhiingenden Regelflachen 
(Polarflüche, rektifizierende Flsche, Fliiche der Hauptnormalen, der Binor- 
malen); die Bestimmung aller Regelflachen, deren Striktionslinie gegeben 
ist ; die Evoluten und Evolventen der Raumkurven; die B e r t  randschen 
Kurven (zwischen deren Krümmung und Torsion eine lineare Relation 
besteht). In  kurzen Notcn wird anhangsweise der Differentialparameter 
erster Ordnung erortert, ferner der Ausdruck des Linienelements, sowie die 
zweite Haupt-Differentialform eincr krummcn Fliiche aufgestellt, ohne dass 
die allgemeine Fliichentheorie eigentlich in den Rahrnen des Buches auf- 
genommen ware. 

Irn einzelnen finden sich einige Ungenauigkeiten. So wird auf Seite 12 
aus O I J =  O erschlossen IJ= O ,  bevor von der Bedeutung eines Pro- 
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duktes eines Punktes O mit  zwei Vektoren 1, J die Rede war, was erst 
Seite 14 der Fa11 ist. Beim vierten Beispiel auf Seite 33 wird still- 
schwcigend eine bestimmte Bezeiehnung der nicht gczeichneten Figur ge- 
dacht (sonst ist  der Satz nicht richtig), die aber aus den Voraussetzimgen 
nicht ersichtlich is t ,  sondern durch Probieren gefunden werden muss. 
Seite 7 1  wird das Produkt OPY' zweier Punkte und eines Vektors 
differenziert, ohne dass hierzu die Mittel vorhanden waren; denn die Regel 
Seite 66 ,  c) genügt h i e n u  nicht, weil dort vom Produkte zweier Formen 
derse lben  Ordnung die Rede is t ,  worauf sich der vorliegende Fa11 nicht 
zurückführen lisst. Artikel 50 wird die Definition des KrümmungsmaBes 
einer Kurve durch eine Formel gegeben. Aber nur für  die ebenen Kurven 
wird spater (Artikel 5 2 )  darauf aufmerksam gemacht, dass diese Definition 
mit einer der sonst üblichen geometrischen Definitionen übereinstimmt. 

Trotzdem is t  das zweite und dritte Kapitel des vorliegenden Werkes 
als eine wertvolle Bereicherung der Litteratur über diesen Gegenstand zu 
betrachten, da auf knappem Raum ein reiches Material geboten wird, das 
zum Teil über die bisher mit den Mitteln des geometrischen Kalküls be- 
handelten Gegenstànde hinausgreift. KONKAD ZINDLER. 

Ghmtitrie dirigk, Les angles dans un  plan orienté avec des droites 
dirigées ou non dirigées, par  G. &'ONTEN&. Paris 1897 .  Nony & Co. 
8 2  Seiten i n  8'. 

Uicses Buch kann als Ergcinzung zum elementaren Unterricht in der 
Plnnimetrie dienen, sowie als Vorstudium zur analytischen Geometrie. Die 
Idee ist , die Gebilde der Elementargeometrie ,, Gerade , Strecke, Winkel, 
Kreisperipherie, Dreiecksinhalt und andere mehr" stets mit  einem be- 
stimmten Richtungssinn zu verknüpfen und daraufhin die MaBzahlen jener 
Gebilde nicht absolut, sondern stets mit einem bestimmten Zeichen ver- 
sehen einzuführen. Die Nüt~l ichkei t  bez. Notwendigkeit dieses Standpunktes 
zurn Zwecke einer exakten Angabe zahlreicher Elementarsiitze wird a n  
vielen Heispielen ausgeführt. FRICKE. 

On the forms of  plane qnartic curves. A dissertation presented to the 
faculty of Bryn Mawr college for the degree of doctor of philosophy 
by RUTH G E ~ R Y ,  New-York 1896.  R. Drummond. 7 3  S. in  8' 
und 2 4  Figurentafelu. 

Systematische Durchforschung des bereits vielfàltig behandelten Problems, 
die reellen Züge der ebenen Kurven vierter Ordnung zu beschreiben. Die 
Klassifikation basiert auf den P lü  c kerschen Pormeln und der bekannten 
analogen Relation von K l e i n ,  die Realit%tsverhaltnisse betreffend. Eine 
Reihe weiterer Einteilungsprinzipien liefert fiir die vier hier in Retracht 
konimenden Geschlechter p = 0, 1, 2 ,  3 bezw. 51, 40,  1 7  und 36 ver- 
sehicdene Typen von Kurven. FIIICKZ. 

Hirt -1itt Abt. d. Zeitvchr f. Xath .  u. Phpr 44. Jahry 1599. 1. Heft. 2 
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Untersnchnngen über verschiedene Anwendnngen der Infinitesimal- 
analpsis anf die Zahlentheorie von G. LEJEUNE DIRICHLET 
(1839-1840). Deutsch herausgegehen von R. HAUSSNER als Nr. 9 1  
von Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften. Leipzig 1897, 
Engelmann. 1 2 8  S. in 8 O. 

Die von Dirichlet in  die Zahlentheorie eingeführten Methoden der 
Analysis des Unendlichen wurden von ihm selbst erstlich auf das hekannte 
Theorem von den Primzahlen in unendlichen arithmetischen Reihen an- 
gewendet, sodann weiter mit dern griissten Erfolge auf das Problem der 
Bestimmung der Klassenanzahl binlirer quadratischer Formen. Die hierbei 
zu Tage kommenden Resultate sind zumal bei negativen Determinanten 
schliesslich hochst einfach. Aber es ist  bis heute nicht moglich gewesen, 
den D i r i c h l e t  schen Entwickelungsgang durch einen direkten und rein 
arithmetischen zu ersetzen. Eine Neuausgabe der fundamentalen D i r i c h l e t  - 
schen Abhandlung über die Bestimmung der Klassenanzahl ist  demnach 
auch heute noch keineswegs allein etwa aus Rücksichten historischer Pietit  
bestens zu begrüssen. Herr R a u s s n e r  ha t  die r b e r t r a p n g  der bbhand- 
lung ins Deutsche mit grosser Gewissenhaftigkeit besorgt. Man verdankt 
dem Herrn Herausgeber überdies eine Reihe sehr nützlicher Anrnerkungen, 
welche einmal die Biographie D i r i c h l e t ' s  sowie die iiltere und neuere Ge- 
schichte des Problems der Klassenanzahl i m  Umriss bringen, sodann aber 
eine grossere Reihe von sachlichen Erlguterungen und Citaten mm 
~ i r i c h l e t  schen Text liefern. 

dbhandlnng über die Systeme von regelniiissig anf einer Ebeue 
oder im Ranm verteilten Ynnkten von A. BRAVAIS, übersetzt und 
herailsgegeben von C. und E. B ~ a s r ç s  als Nr. 90 von Ostwalda 
Klassikern der exakten Wissenschaften. Leipzig 1897,  Engelmann. 
1 4 2  S. in  8' und 2 Tafeln. 

Durch die vorliegende Abhandlung von B r a v a i s ,  welche kurz Tor 
der Mitte des Jahrhunderts entstand, ist  die moderne Entwickelung der 
Theorie der Kristallstruktur in  Anregung gebracht, welche spaterhin Tor 
allem L. S o h n c k e  zu ihrem Hauptvertreter hatte. Diese Entwickelungen 
haben neuestens namentlich durch die Forschungen E. v. F e d o r o w s  und 
A. S c h  o n f l i e  s' auch das Interesse der reinen Mathematiker in erhohtem 
MaBe auf sich gezogen. Es ha t  sich nlimlich ein inniger Zusammenhang 
der ursprünglichen B r  avaisschen Fragestellung nach den gesamten regel- 
miissigen Punktanordnungen i n  Ebene und Raum mit  den diskontinuier- 
lichen Gruppen von Translationen, Drehuugen und Umlegungen des 
E u k l i d i s c h e n  Raumes in sich ergeben. Von den Diskontinuitiitsbereichen 
dieser Gmppen aus kann man die Systeme regelmassig verteilter Punkte 
unmittelbar gewinnen. Bei dieser Sachlage wird die Neuausgabe der 
B r a v a  isschen Abhandlung, welche von C. und E. B l a  s i u  s sorgfaltigst 
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ins Deutsche übertragen und von einer Reihe kleinerer Versehen befreit 
ïst, nicht nur seitens der Kristallographen von Fach, sondern anch r o n  
don Mathematikern bestens bogrüsst werden. Fnrcxs. 

An essay on the fonndations of geometry, by BERTRA~D A. W. HUSSEI~L, 
M. A. ,  fellow of Trinity college, Cambridge 1897, University press. 
XVI und 201 p. 

Das vorliegende Buch dürfte insofern für  ungewohnlich gelten, als 
in demselben der Versuch gemacht wird, bei der Begründung der Raum- 
wissenschaft gleichermaflen den philosophischen wie den mathematischen 
Ansprüchen gerecht zu werden. Dieser universelle Standpunkt gegenüber 
dem gekennzeichneten Problem ha t  seine besonderen Schwierigkeiten. Trotz 
der durch den Gegenstand gegebenen nahen Beziehungen ist das gegenseitige 
Verstandnis zwischen den Philosophen und Mathematikern in der Fra.ge 
der Raumtheorie noch nicht soweit entwickelt, als man wohl wünschen 
mgchte. W a r  doch noch z .B.  L o t z e  im wesentlichen ohne Verstiindnis 
gegeuüber den Eutwickelungen der ,,MetageometrieLL*, wiihreud anderseits 
die Philosophie ofters den Vorwurf erhebt, dass die Mathematiker in  der 
Pixierung ihrer I'riiuiissen nicht tief genug gingen. Jri letzterer Hinsicht 
vergleiche man etwa sogleich die Kritik, welche der Verfasser als Philosoph 
an den Priimissen von R i e m a n u s  ,,Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen" im Verlaufe von Kapitel II seines Werkes übt  

Der Verfasser is t  mathematischerseits am meisten durch K l e i n  s 
,,Vorlesungen über Nichteuklidische Geometrie" becinflusst. Das Kapitel 1 
seines Werkes , ,A short history of  metageometry" legt Zeugnis daron 
ab, dass er jene Vorlesungen gründlich und mit gutem Verstandnis 
studiert hat. 

In  etwas frcierer und selbstindigerer Weise konnte der Verfasser seinen 
eigenen kritischen Neigungen im Kapitel II folgen. Die neuere philosophische 
Entwickelung der Raumtheorien hebt bekanntlich mit K a n  t s  transcenden- 
taler ~ s t h e t i k  an. Bereits in  der Einleitung setzt sich der Verfasser mit 
den K a n  tischen Grundbegnffen des ,, Subjektivisrnus " und ,, A p r i o r i ~ m u s ' ~  
in Kontakt, und er erweist ~ i c h  i m  Kapitel II zugleich als Kenner der 
modernen Logik, welche K a n  t s  ,, synthetischeL' und ,, analytische Urteile" 
einer fortbildenden Kritik unterzogen hat. Übrigens giebt der Verfa.sser 
im Kapitel II einen bestiindig von der Kritik begleiteten Bericht über die 
bekannten Untersuchungen von R i e  m a n u  und H e l m h o l t z ,  wiihrend er 
von neueren Philosophen L o t z e  und E r d m  a n n  behandelt. 

Es kann hier in keiner Weise der Raum beansprucht werden, um 
die vielfaltigen kritischen Einmürfe des Verfassers etwa im einzelnen auf 

* Heutzutage kann man dem Lernenden vor allem auch den sehr lehr- 
reichen Rriefwechsel zwischen G a u 8  s und den beiden Bol  y a i  empfehlcn (ver- 
Gffentlicht durch S t% c k e l  und E n g e l  in Bd. 49 der Mathematischen Annalen). 
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ihren Wer t  oder IJnwert zu prüfen. Vielmehr sol1 diese kurze Anzeige 
die Leser der Zeitscbrift nur  allgemein auf die Gedankenrichtung des Ver- 
fassers und die Gründlichkeit seiner Einzelentwickelungen hinweisen. So 
mag wegen der noch folgenden Kapitel die kurze Andeutung hirireichen, 
dass der Verfasser auf der bisherigen historisch-kritischen Rasis nunmehr 
aufiauend weiter geht,  indem er die notwendigen und hinreichenden Axiome, 
welche einmal der projektiren, sodann der metriscben Geometrie nach seiner 
Meinung zu Grunde zu lege11 sind, einzeln bespricht. Die hierbei zu Tage 
tretenden Ergebnisse werden im Schlusskapitel wieder zu philosophischen 
Folgerungen verwertet. FRTCKE. 

Theory of gronps of finite order. By W. BURNSIDE, M. A., F. R. S., 
la te  fellow of Pembroke College, Cambridge, Professor of Mathe- 
matics a t  the royal naval College, Greenwich. Cambridge 1897, 
a t  the University Press. XVI und 388 S. 

Dic Theorie der Gruppcn von endlicher Ordnung ist eine Schopfung 
der neuesteu Zeit. Nachdem durch L a g r a n g e  und durch C a u c h y  und 
spiiter dann durch G a l o i s ,  S e r r c t ,  J o r d a n  u. A. die Theorie der Suh- 
stitutionengruppen geschaffen und ausgebildet war ,  handelte es sich für die 
Wissenschaft darum, noch einen Schritt wcitcr zu gehcn, den Kcrn dieser 
Lehren, abgesehen von verschiedenen Darstellungsm6glichkeiten, herauszu- 
schalen und die Theorie so abstrakt als moglich zu fassen. Die Bohandlung 
der Gruppen durfte sich lediglich auf die Gesetze gründen, gemiiss deren 
die Symbole der Operationen unter einander i n  Verbindung gesetzt werden; 
man wusste zu dem Begriffe der ,,abstrakten GruppelL fortschreiten. Diese 
Auffassung, diese Stellung des Theorems stammt vor allem von Cayley ,  
dessen philosophisch angelegter Geist recht geeignet zu solchem Vorgehen 
war. Um die Fortbildung seiner Ideen haben sich vorzüglich deutsche, 
englische und amerikanische Forscher verdient gemacht. Von deutschen 
Mathematikern waren hauptsachlich D y c k ,  F r o b e n i u s ,  Helder, S t i c k e l -  
b e r g e  r und W e b e r  zu nennen. Die bisherigen Untersuchungen finden 
sich in  den verschiedensten Zeitschriften und Publikationen aller Lsnder 
serstreut; und so ist es, trotzdem wir noch weit entfernt sind, auch nur 
von einem vorlaufigen Abschlusse der Theorie sprechen zu konnen, dennoch 
ein glücklicher Gedanke, ein Lehrbuch dieses ebenso interessanten wie 
in seinen ,4nwendungen weitgreifenden und wiühtigen Gegenstandes zu 
geben. 

Herr  B u r n s i d e ,  von dem uns bereits eine recht brauchbare, im Verein 
mit Herrn P a n t o n  geschriebene ,,Theorie der Gleichungen" bekannt ist, 
ha t  sich der Aufgabe mit  Geschick und Erfolg unterzogen. Seine Dar- 
stellung~weise ist  leicht und fliissig; er versteht es, das Wichtige (auch 
iiusserlich) von dem Unwesentlichen zu trennen; das Buch ist gut und 
klar  disponiert. Auffallend ist,  dass e r  bei seinen Bezeichnungen keinen 
ausgiebigen Gebrauch von grossen und kleinen Lettern gemacht hat; durch 
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eine geschickte Benutzung ware an manchen Stellen das Verstiindnis er- 
leichtert worden. Die Quellen werden so vie1 als moglich angegeben; 
mitunter geschieht es freilich, dass nicht auf den ursprünglichen Autor, 
sondem auf einen spateren Darsteller Bezug genommen wird. 

Der Verfasser beginnt mit einer Darlegung des Substitutionenbegriffes 
und der Darstellung von Substitutionen. E s  is t  dies ein zwar nicht un-  
umganglich notiges Kapitel, denn die Gruppentheorie sol1 ja  gerade von 
der Substitutionentheorie losgelost werden; aber gleichmohl wird eine 
R,ücksicht auf die allgemein gültige Darstellung einer abstrakten Gruppe 
unter der Form einer Substitutionengruppe gar  nicht zu vermeiden sein. 
Gerade durch die Spezialisiorung auf Substitutionen werden so wichtige 
Begriffe wie diejenigen der Transitivitiit und der Primitivitat eingeführt,, 
dass man eine Übergehung derselben schwer vermissen würde. I n  richtiger 
Erkenntnis dieser Verhiiltnisse ha t  Herr Bu  r n s i  d e also dieses erste Kapitel 
geschrie'uen und is t  auch im achten, neunten und zehnten Kapitel aus- 
führlich auf die eben erwahnten Eigenschaften von Substitutionengriippen 
eingegangen. 

Nach der Aufstellung der Definition einer endlichen Gruppe beschaftigt 
sich der Verfasser z u d c h s t  mit  der Erkliirung der E'undamentalliegriff'e 
,, Ordnung", ,,Produkt ", ,,Multiplikationstabelle'l, ,, erzeugenàe Cperationen ", 
,, Isoruorphismus ". Bei der De Guitiou der Gruppe selbst wird die Voraus- 
setzung ihrer Endlichkeit ausgenutzt; vielleicht wiire es besser gewesen, 
die Darlegung des Gruppenbegriffes allgerrieiner zu fassen und aus dem- 
selben dann den der endlichen Gruppen durch die notwendigen Ein- 
schrankungen herzuleiten, wie dies 2.B. Herr W e b e r  in  seiner Algebra II, 
Abschnitt 1 gethan hat. 

Ein weiteres Kapitel is t  den einfacheren Gruppeneigenschaften ge- 
widmet; es bespricht die Untergruppen, die selbstkonjugierten Untergruppen 
(lür die ein kurzer priignanter Name leider noch immer fehlt!), die 
Maximal- selbstkonjugierten Untergruppen (! !), die Permutabilitiit und so fort. 

Jetzt is t  das Feld so weit vorbereitet, dass eine Darstellung der 
Abelschen Gruppen und der Gruppen von der Ordnung pm gelicfcrt wcrden 
kann. In  dem Gebiete der ersteren hiitte die S c h e r i n g s c h e  drbe i t  er- 
wahnt wcrden müssen; dio Darstellung schliesst sich an K r  O n e c  k e r  sowie 
an F r o b e n i u s  und S t i c k e l b e r g e r  an. In  dem Gebiete der Gruppen, deren 
Ordnung die Potenz einer Primzahl i s t ,  t r i t t  das Verhiiltnis zu ihren 
Untergruppen als für ihre Natur  entscheidend heraus; die Gruppen der 
Ordnuug pz, p9, p4 werden im Anschlusse an die Ht i lderschen  Enter- 
suchungen besprochen. 

I m  sechsten Kapitel wird das S y  10 wsche Theorem hergeleitet; es 
werdon die nachstliegenden Folgerungen aus ihm gezogen und die Ver- 
allgemeinerungen besprochen, die wir den Forschungen des Herrn F r o b e n i u s  
auf diesem Felde verdanben. Als eine direkte Fortsetzung der an dieser 
Stelle behandelten Theoreme zeigt sich dann spater das letzte Kapitel, 
welches von den ,,losbaren und zusammengesetzten Gruppen handelt" und 
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die ebenso wichtigen wie schonen neueren Resultate des Herrn F r o b e n i u s  
ableitet. 

Das siebente Kapitel ist  den Reihen und Hauptreihen der Zusarnmen- 
setzung und ihren Invarianten gewidmet. 

Zwei der noch übrigen Kapitel behandeln die in  letzter Zeit immer 
mehr beliebt gewordene geometrische Darstellung von Gruppen, deren 
Wichtigkeit auf den Gebieten der Analysis sich j a  ausgiebig bewahrt hat. 

E s  werden die Ilarstellungsmethoden von Herrn D y c k  und van 
C a  y 1 e y vorgetragen, und dabei muss, wie natürlich, eio kleiner Streifzug 
in das Qebiet der nicht endlichen Gruppen unternommen werden. Be- 
sonders behandelt werden die Gruppen vom Geschlechte Nul1 und vom Ge- 
schlechte Eins. 

Eingehende Berücksichtigung und Cntersuchung erfàhrt die lineare 
Gruppe an der Hand der Untersuchungen der Herren G i e r s t e r  und 
C. J o r d a n .  

Nach dieser k u n e n  Inhaltsangabe moge zusammenfassend noch einmal 
hervorgehoben werden, dass das werk des Herrn B u r n s i d e  alles Wichtige 
aus dem Gebiete endlicher Gruppen i n  klarer Darstellung giebt; dass es 
nicht nur  die grossen Gesichtspunkte und Theoreme der Forschung, sondern 
i n  kompendioser Form auch die - man mochte sagen - statistischen 
Spezialuntersuchungen berücksichtigt; dass es durch gu t  gewahlte, den 
einzelnen Kapiteln angeschlossene Aufgaben auch zu eigener Arbeit anregt. 
Der  Terfasser ha t  sich den Dank des mathematischen Puhlikums durch sein 
Buch wohl verdient. E. NETTO. 

Vorlesungen über Difïereiitial - und Integralr'echnung von EXANEL 
CZUBER. Leipzig 1898,  B. G. Teubner. 526  S. 

Das i n  der Überschrift genannte Werk i s t  i n  erster Linie für die 
Studierenden an Technischen Hochschulen bestimmt, kann aber von 
Studierenden der Mathematik im engeren Sinne gleichfalls mit entschiedenem 
Nutzen gebraucht werden. Es is t  das Bestreben des Herrn Verfassers ge- 
wesen, sich hierbei auf den Boden der modernen Forschung zu stellen. 
Die strengeren Untersuchungen, wie sie i n  den letzten Jahrzehnten in der 
hoheren Analysis angestellt worden sind, sind auch auf die einführenden 
Lehrbücher nicht ohne Einlluss geblieben. Dieser Einfluss kann ein 
doppelter sein, erstens in  dem Sinne, dass die theoretischen Betrachtungen 
vertieft und weitergeführt werden, zweitens darin, dass die fehlerhaften 
Darstellungen und unstrengen Satze, wie sie i n  früheren Lehrbüchern viel- 
fach vorkamen, moglichst vermieden werden, ohne dass eine grossere Ver- 
tiefung stattfindet. W i o  weit man bei einem einführenden Lehrbuche nach 
ersterer Richtung vorzugehen ha t ,  durfte kaum dureh eine allgemeine 
Regel zu bestimmen sein. Legt  man als MaBstab die Hohe und die Zwecke 
des gewohnlichen mathematischen Unterrichts a n  den deutschen technischen 
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Hochschulen an, so dürfte zu sagen sein, dass der Herr Verfasser bis an 
die Grenze des Erreichbaren, ja  ar, einigen Punkten darüber hinaus ge: 
gangen ist. So dürften z. B. die allgemeinen Satee über stetige Funktionen, 
uber gleichmassige Stetigkeit, über vorwiirts und rückwarts genommene 
Differentialquotienten etc. im allgemeinen nicht mehr im Rahmen des 
gewihnlichen Unterrichts a n  unseren Hochschulen gebracht werden. 

Anderseits m6chte Referent derartige weitergehende Satze durehaus 
nicht gestrichen wissen - vielleicht aber dürfte es sich empfehlen, bei 
einer etwaigen zweiten Auflage dieselben durch engeren Druck auszuzeichnen. 
Es geschieht das in anderen Büchern auch und dürfte die praktische Brauch- 
barkeit des Werkes erhohen. 

In Bezug auf den zweiten Punkt  diirfte wohl allgemein anerkannt 
sein, dass auch i n  den einfiihrenden T,ehrhüchern miiglichste Strenge und 
Prkaision des Ausdrucks zu erstreben seien. In dem vorliegenden Buche ist 
dieser berechtigten Forderung virlfach Rechnung getragen, wenngleich 
vollige Pehlerfreiheit nicht vorhanden ist. Tm übrigen i s t  der behandelte 
Lehrstoff der übliche und mit  einer grosseren Anzahl von Beispielen ver- 
woben. 

Die Anwendungen sind durchaus geometrischer Natur. Referent kann 
sich hieririit nur  vollkommeu einverstaudeu erklaren, da die geometrischen 
Anwendungen in ersteï Linie bei einem einführenden Cnterricht zu berück- 
sichtigen sind. Die in  Betracht kornmenden Probleme, wie das der Tan- 
genten, der Krümmungstheorie, der Kurvendiskussion etc. findon sich in  
ausfiihrlicher zum Teil eigenartiger Weise entwickelt vor. Dei der Ein-  
führung der einzelnen Begriffe t r i t t  üherall das Bestreben hervor, dieselben 
moglichst nach allen Richtungen hin zu erortern und klarzulegen. 

Das Buch kann sowohl Studierenden der Technik wie der Mathematik 
empfohlen werden. M. KRAUSE. 

- . - - - -- 

Xeprrtorio di Natematiche Snperiori per ERNESTE PASCAL. 1. Analisi 
Milano. 642  S. 

Das in der Uberschrift genannte Werk soll auf moglichst kurzem 
Raume eine Darstellung fast, aller hauptsachlichsten Theorien der modernen 
Nathernatik geben und zwar von einer jeden so viel, dass der Leser sich 
orientieren und einige Litteraturkenntnis erhalten kann. Das Werk soll dem- 
gemiiss keine Encyklopadie der Mathematik, sondern wie der Herr Ver- 
fasser in der Einleitung sich ausdrückt, ein bescheidenes Repertorium dar- 
stellen, das manches Mal nützliche Dienste leisten kann. 

Es zerfdl t  in 23 Kapitel, welche 23 verschiedcne Thcoricn enthalten - 
von dem Zahlbegriff an bis zu einer Angahe der wichtipsten mathematischen 
Instrumente und Apparate. In  jedem Kapitel ist die Ordnung derart,  dass 
zuerst die Debi t ionen  und die Grundgedanken der Theorie, dann die Theorie 
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selbst und zwar ohnc Beweise und schlicsslich die hauptsachlichste Litteratur 
gegeben wird. 

E s  is t  anzunehmen, dass das Buch in dem von dem Herrn Verfasser 
gewünschten Sinne wirken wird. M. KKAUSE. 

L. v. BOKTK~WIT~CH,  Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig 1898, 
B. G. Teubner. 5 2  S. 

Eine interessante Fortführung der  mathematisch-statistischen Cnter- 
suchungen von L e  x i s ,  dem der Verfasser die vorliegende Schrift gewidmet 
hat. Auch i n  der auf Statistik angewandten Wahrscheinlichkeitsrechnung 
haben wir eine Oscillation der Meinungen zu verzeichnen, bei der die Wahr- 
heit bald nach der einen, bald nach der anderen Seite überschritten wird. 
Auf die naive Voraussetzung P o i s s o n s  und Qu 6 t e l e  t s  , dass jede statistische 
Relativzahl als Beobachtungswert einer konstanten Wahrscheinlichkeit an- 
zusehen sei, folgte die scharfe Kritik von L e x i s ,  die sich i m  wesentlichen 
auf den m i t t l e r e n  F e h l e r  als MaB der ,,FehlerdispersionLL stützt und 
als Kriterium einer ,,normalen DispersionLL die ungefihre Übereinstimmung 
des beobachteten m. F. mit dem erwartungsmiissigen verlangt. Aber nur 
eine einzige Relativzahl, das Geschlechtsverhnltnis der Neugeborenen, gab 
die thatsiichliche Dispersion in hinreichender b r e i n s t i r n m u n g  mit der 
theoretischen , wahrend sonst überall der wirkliche (direkt berechnete) m. F. 
den ,,kombinatorischenLL erheblich übertraf - uui einen ~herschuss ,  den 
unser Verfasser den ,, Fehlerexcedenten L L  nennt. Auf Grund dieser L exis - 
schen Ergebnisse zog der Skeptizismus i n  die Statistik ein, und man war 
geneigt, den meisten statistischen Zahlen eine Beziehung zur Wahrschein- 
lichkeitsrechnung überhaupt abzusprechen. Hiergegen wendet sich der Ver- 
fasser mit Entschiedenheit und versucht, mit  Preisgebung der k o n s t a n t e n  
Wahrscheinlichkeiten ein Zufallsspiel allgemeinerer Struktur der Beobach- 
tung  anzupassen. E s  gelingt ihm auf zweierlei Art ,  den Fehlerexcedenten 
theoretisch zu erklaren, einmal durch die anhangweise entwickelte Hypo- 
these einer gewissen ,,Solidaritat der EinzelversucheLL, sodann durch An- 
nahrne einer von Serie zu Serie veranderlichen Wahrscheinlichkeit. Hierbei 
zeigt sich, dass der Fehlerexcedent mit wachsender Beobachtungs- resp. 
Ereigniszahl z u n i m m t ,  so dass bei den bisher verwendeten statistischen 
Reihen gerade die Grosse des Beobachtungsfeldes das ungünstige Resultat 
verschuldete. Dagegen lassen Reihen mit kleiner Ereigniszahl, wie sie 
, ,von der wissenschaftlichen Statistik bisher kaum eines Blickes gewürdigtL' 
wurden, eine Verringerung des Fehlerexcedenten erwarten; dieses ,, Gesetz 
d ~ r  kleinen Zahlen'', wie es der Verfasser etwas feierlich benennt, findd 
sich bei einigen Daten der Selbstrnord- und Unfallstatistik bestatigt. Zur 
Liarstellung der Fehlerverteilung wird hierbei nicht das Gausssche  Gesetz, 
sondern eine schon von P o i s  s o n  angegebene Exponentialformel benutzt, 
für  die a m  Schluss ein Tafelchen gerechnet ist. Stat t  der blossen Wainung 
vor Verwechselung (S. VI) wiire eine pracise Angabe am Platze, worin 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sich die Voraussetzungen des Verfassers von dem P o i s s o n  schen Schema 
verknderlicher Chancen unterscheiden. Das vorliegende Werkchen ist als 
erfreulicher Fortschritt auf dem noch so wenig gepflegten, noch so miss- 
trauisch angesehenen Gebiete der mathematischen Statistik zu begrüssen. 

-- -- - FELIX HAUSDORFF. 

Die Fortschritte der Physik im Jabre 1893. Dargastellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 51. Jahrga~ig.  Braunschweig 189 6, 
Druck und Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 

Erste Abteilung, enthaltend: Physik der Materie. Eedigiert von 
RICHARD BORNSTEIN. 510 S. Preis 20 Nk. 

Zweite Abteilung, enthaltend: Physik des Athers. lledigiert von 
R I ~ H A I ~ D  BORNSTEIN. 843 S. Preis 30 Mk. 

Dritte Abteilung, enthaltend: Kosmische Physik. Redigiert von 
RICHARD ASSMANN, 686 S.  Preis 25 Mk. 

Der umsiçhtigen Leitung der seit einigen Jahren neu eingetretenen 
Redakteure ist  es nunmehr gelungen, neben der allrnahlichen Herausgabe 
der rückstandigen Jahrgiinge die laufenden Jahrgiinge so zu beschleunigen, 
dass S ~ A  in dern jeweils darauffolgenden Sommer im Druck erscheinen. 
Für den praktisch arbeitenden Physiker ist  dadurch vie1 gtiwonnen. Nach- 
dem die grossen, leicht zu einer Krisis führenden Schwierigkeiten gliicklich 
überwunden sind, wünschen wir, dass künftighin die Reciaktion auf den 
jetzt geebneten Wegen nicht zurückbleiben moge. B. NEBEL. 

- 

\\'issenschaftliche Beilage znm Jahresbericht des LnisenstZdtischen 
Realgymnasinms xn Berlin. Ostern le 9 7. Anwendungen des 
Gauss'schen Prinzipes vom kleinsten Zwange. Von Dr. KARL HOLLE- 
FREUND. Mit zwei Tafeln. Berlin 1897, R. Giirtners Verlags- 
buchhandlung (Hermann Heyfelder). Programm Nr. 97. 24 S. 

Auf 24  den Grundproblemen der Mechanik entnommenen Beispielen 
wendct der Verfasser das Gauss'sche Prinzip des kleinsten Zwanges a n  und 
eeigt, mie haufig dieses Prinzip in einfacher Weise zum Ziele führt. Gleich- 
wohl halt es auch der Verfasser für nützlich, in  der Schule die Mechanik 
noch riach der bisherigen Methode zu lehren. B. NEBEL. 

Unmittelbare und sinngemlsse Anfstellniig der ,,EnergieU als mechanischen 
Hauptbegriffes und darauf gestützte folgerichtige Ableitung der übrigen 
grundlegendon Begriffe der Physik. Von MORITZ KUIIN. Separatabzug 
aus dem Jahresberichte der kaiserl. konigl. Etaats-Realschule im 
VII. Bezirke. Wien 1896.  I m  Selbstverlage des Verfassers. 26 S. 

Ausgehend von Kaurn und Zeit werden mit Hilfe der Geschwiudigkeit 
und der Beschleunigung zwci kinematische Grundgleichungen entwickelt, 
die die Basis für das Energie-Prinzip liefern. Dabei ist  es erforderlich, 
verschiedene Grossen von einein anderen Gesichtspunkt aus zu betrachten, 
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a l s  dies bisher üblich war. Verfasser glaubt  von seinem Vorgehen, dass 
man bci streng folgerichtiger Anwendung die verschiedenen Lehren der 
Physik in  eine natürlichere Beziehung zu einander wird bringen kijnnen. 
Mit Rücksicht auf den beschrankten Raum behalt sich der Verfasser vor, 
bei einer spiiteren Gelegenheit die Verwendbarkeit der aufgestellten Formeln 
darzuthun. B. NEBEL. 

Vorlesungen über mathematische Physik. Von G u s ~ a v  KIRCIIIIOPF. Erster 
Band. Mechanik. Vierte Auflage. Herausgegeben von W. WIEX. 
Mit 18 Figuren im Test. Leipzig 1897, Verlag von B. G. Teubner. 
464 S. 

Die Herausgabe der vierten Auflage war K i r c h h o f f  nicht mehr be- 
schieden. Wohl hatte er dieselbe insofern vorbereitet, als er in einem 
nachgelasserien Manuskript diesbezügliche Notizen gemacht hatte. Alle 
Veriinderungen gegenüber der dritten Auflage, insbesondere auch solche 
von Bachgeriosseri herrührend, sind i n  besondereu Zusiitzen vermerkt. Da- 
durch wird eine St6rung i m  Unterricht bei Benützung verschiedener Suf- 
lagen nicht hervorgerufen. Erfreulich ist es ,  dass das Wesen Xirchhoffs  
in wissenschaftlicher Hinsicht auch nach seinem Tode sich weiter aus- 
zubreiten Gelegenheit hat. Tl. XEBEL. 

Die theoretische Grundlage für die Herstellnng der Stereoskopenbilder 
. auf dem Wege der Photographie und deren sachgemiisse Betrachtung 

durch Stereoskope. Von ANTON STEINHAUSER. Mit 42 Figuren. 
Verlag von R. Lechner (Wilh. Müller) in Wien 1897. Lechners 
Photographische Bibliothek IV. 

Durch die ungeheure Verbreitung der Photographie durch Xichtfach- 
leute ist  die Aufmerksamkeit auch wieder mehr der Stereoskopie zugewandt 
worden. Die Vereinigung der Photographie und der Stereoskopie wird in 
manchen Gebieten wescntliche Umwiilzungen hervorrufen, wie z. B. im 
Theater. Es ist daher in hohem Grade wünschenswert, das meistens in 
Zoitschriften Zerstreute übcr Stereoskopie zu sammeln und in wisscnschaft- 
lich einheitlicher Form erscheinen zu lassen. Verfasser war dabei bestrebt, 
mit moglichst wenig Ansprüchen an Mathematik die Gesetze abzuleiten und 
somit das Buch dem weitesten Leserkreise zugiinglich zu machen. Nimmt 
man die Ablcitungen als richtig a n ,  so kann die Mathematik ganz über- 
schlagen werden. Nach einer das Wesen der Stereoskopie auseinander- 
setirenden Einleitung wird im ersten Teil die Herstellung der Stereoskopen- 
bililer auf photographischem Wege behandelt, wahrend der zweite Teil die 
verschiedenen Arten von Stereoskopen m m  Gegenstand hat. In einem An- 
hang werden im wesentlichen noch die stereoskopischen Transparentbilder und 
ihre Herstellung b e r ü c k ~ i c h t i ~ t .  h'amentlich der Laie ,  der sich auf diesem 
Gebiet rasch orientiéren d l ,  wird dieses Buch mit  grosser Befriedigung 
aufnehmen. -- B. NEBEL. 
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Yorlesungen über theoretische Physik von H. VON HELMHOLTZ. Band V. 
Vorlesurigen über die elektromagnetische Theoaie des Lichts, 
herausgegeben von ARTHUR KONIG und KARL RUNGE. Mit 54 Figuren 
im Text. Hamburg und Leipzig 18137, Verlag von Leopold VOSS. 
370 S. Preis 1 4  Nk.  

Der vorliegende fünfte Band von H. von Helmholtz's Vorlesiingen über 
theoretische Physik is t  der erste Band des in  seühs Banden geplanten 
Werkes. Der in zwei Abteilungen erscheinende erste Band wird die ail- 
gemeinen Grundlagen der physikalischen Wissenschaften und die Dynamik 
diskreter Massenpunkte enthal tm,  wahrend der zweite Rand die nynamik 
kontinuierlich verbreiteter MaBen zum Gegenstande haben wird. Band 3 
sol1 die mathematischen Prinzipien der Akustik umfassen. In  dem vierten 
I h d e  werden Elektrodynainik und die Theorie des Magnetismus vereinigt. 
Der sechste Band wird mit der Theorie der Warme diesen Vortragscyklus 
abschliessen, den v o n  H e l m h o l t z  im Jahre 1892 auf Anregung seiner 
Schül~r mit der elektromagnetischen Theorie des Lichtes, dern Jnhalte des 
fü~iften Bandes, begonnen hat. Die Herausgabe der geplanten secbs Bande 
~ i r d  durch A r t h u r  K o n i g ,  O t t o  K r i g a r - M e n z e l  und K a r l  R u n g e  
besorgt. v o n  H e l m h o l t z  war es noch vergonnt, einen grossen Teil des 
vorliegenden Bandes nach der Bearbeitung der Stenogramme wenigstens 
durchzusehen. Die eigeutümliche, mehr der momentanen Eingebung folgende 
Tiortragsweise, wie sie nur  für  den reiferen Zuhorer geeignet ist, ha t  den 
Herausgebern die Ausarbeitung der Yorlesuugen für den Druck wesentlich 
erschwert, da vieles nur  angedeutet, nicht aber vollig zu Ende geführt 
worden ist. Was  die iiussere Form betrifft, so wurde durchweg auf Eiu- 
heitlichkeit gcsehen; der H e  l m  h 01 tzsche Wechsel in der Anordnung der 
Koordinatenaxen wurde vermieden. 

Mit Freuden werden diese Bande begrüsst, tragen. sie doch dazu bei, 
die wissenschaftlichen Leistungen des grossen Gelehrten so vollstindig wie 
moglich der Nachwelt zu überliefern. B. NEREL. 

Erkenntnistheoretische Grundzüge der Katurwissenschaften und ihre 
Bcziehungen znm Geistesleben der Gegenwart. Allgemein wissen- 
schaftliche Vortrage von P. VOLKMANN. Leipzig 1 8 9 6 ,  Verlag von 
B. G. Tcubner. 181 S. 

Verschiedene Aufsatze und Vortriige des Verfassers gaben die Veran- 
lassung zur Herausgabe dieses Buches, i n  welchem die Anschaunngen des 
Verfassers in  geschlossener Form wiedergegeben sind. Diese Studien sind 
~en iger  für die Fachgenossen irn engeren Sinne ais für das gebildete und 
lernbegierige Publikum bestimmt. Handelt es sich doch darum, den Natnr- 
wissenschaften den ihnen gebührenden Platz i n  dem Geistesleben der Gegen- 
wart anzuweisen und zu zeigen, dass sie vol1 und ganz berechtigt sind, 
diesen von philologischer Seite vielfach angefeindeten Platz einzunehmen. 
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Speziell die Physik eignet sich i n  hervorragender Weise dazu, an einzelnen 
Beispielen die allgemcincn Formen zur Anschauung zu bringen, in  denen 
das naturwissenschaftliche Denken vor sich geht und in denen naturwissen- 
srhaftlit he Erkenntnis erzielt wird. Das Studium der physikalischen Jetztzeit 
is t  ungemein interessant; auf der einen Seite die grossartigen Erfolge der 
Physik im praktischen Leben, die beinahe jeden zwingen, sich mit ihr zu 
beschiiftigen und bei denen alles auf Geldeswert hinauslkuft, auf der an- 
deren Seite hingegen die reine physikalische Forschung, die zur Zeit be- 
strebt ist ,  sich von der Materie mehr und mehr zu befreien, ohne den 
realen' Boden zn verlieren und sich i n  Idealen zu verflüchtigen. Eine 
Wissenschaft, in  welcher ausserlich solche Gegensatze vorhanden sind, wie 
gerade jetzt in der Physik, i s t  sicherlich dazu berufen, dass sich das ge- 
bildete Publikum mit  ihr  beschaftige und sie verstehen lerne. Einzelnes 
ans dem Zusammenhang herausgreifen, halte ich nicht f ü r  angebracht; denn 
derartige Studien müssen ganz i n  ihrer logischen Entwickelung verfolgt 
werden, u m  richtig verstanden zu werden. Als iiusseres Gewand wurde 
die Form von Vortriigen gewahlt, die bei dem Nichtfachgenossen grosseren 
Anklang findet. M6gen diese Studien auch in philologischen Kreisen einen 
fruchtbaren Boden finden. B. NEBEL. 

#atnrit!its - Prüfnngs -Fragrn aus der Physik. Zusammengestellt von 
JOSEF GAJDECZKA. Zweite vermehrte Auflage. Leipzig und Wien 1897, 
Verlag von Franz Deuticke. 1 9 4  S. Preis 2 Mk. 

Die Sammlung enthiilt Aufgaben aus den osterreichischen Schulen. Die 
Fragen sind meistens sehr allgemein gehalten, so dass jeder Schüler im 
stande sein dürfte, die Fragen mehr oder weniger vollkommen zu beant- 
woden. Unmittelbar nach jeder Aufgahe folgt deren ausführliche Tiisung, 
sodass der Schüler sich tüchtig einüben kann. Das Buch dürfte nicht an alleu 
deutschen Gymnasien bezw. Realgymnasien ausreichen, da vielfach hohere 
Ansprüche gemacht werden. B. NEBEL. 

Die elektrodynamischen Grnndgesetze und das eigentliche Elemeutar- 
gesetz von FRANZ KEIISTLER. Budapest 1897, Druckerei der Pester 
Lloyd- Gesellschaft. 6 8  S. 

Durch die eigenartige Darstellung wird der Leser direkt dem Ampére-  
schen elektrodynamischen Grundgesetz gegenübergestellt. I n  rechnerischer 
Hinsicht wird nun das Gesetz in eine geeignetere, wenn auch w e n i p  
durchsichtigere Form gebracht. Unter bestimmten Voraussetzungen er- 
geben sich sodann mehrere Gesetze, die der Verfasser der grosseren Ein- 
fachheit wegen mit besonderen Namen belegt hat.  Bei der Betrachtung 
der gegenseitigen Einwirkung eines drehbaren Kreisstromes und eines 
anderen beliebig geformten geschlossenen Leiters gelangt der Verfasser zu 
fünf besonderen Fiillen, die eingehend kritisch beleuchtet werden und für 
die die Drehungsmomente mit Hilfe dos transformierten Ampèreschen 
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Gesetzes berechnet werden. Ausgehend von der S t ef anschen Arbeit: 
,,cher die Grundformeln der Elektrodynamik", in welcher gezeigt wird, 
dass zwischen den Komponenten der Elemente d s  und as' vier Wirkungen 
moglich sind, gelangt Verfasser zu einem viergliedrigen Ausdruck, dessen 
Glieder Komponentenwirkungen darstellen. Die nach dem Kriifteparallelo- 
gramm gebildete Resultante wird nach einigen Beduktionen durch einen relativ 
eleganten Ausdruck dargestellt, aus dem sich unter gewissen Voraussetzungen 
sowohl das A m p  èresche,  als auch das N e u m a n n s c h e  Gesetz ableiten 
lasst. Durch das neue Gesetz is t  die Briicke zwischen der elektrodynamischen 
und magnetischen Wirkung hergestellt. Mehr und mehr Stützpunkte er- 
halten die neueren Anschauungen, und es wird hoffentlich nicht mehr zu 
lange dauern, bis die Umwandlung sich ganzlich vollzogen hat.  

Magnetische Kral'tfelder. Die Eracheinungen des Magnetismus, Elektro- 
magnetismus und der Induktion, dargestellt auf Grund des Kraft- 
linien-Begriffcs von H. EBERT. II. Teil. Mit 47 Abbildungen im 
Text und auf einer Tafel. Leipzig 1897. Verlag von Johann Am- 
brosius Barth. 2 7 1  S. Preis 10 Mk. 

Der aus xwei Abschnitten bestehende zweite Teil beginnt mit der 
Induktion, und zwar wird wiedenim die experimentelle Seite zuerst be- 
handelt. Hier werden auüh die Generatoren. und Transfurmatoren der 
Stromenergie der Technik berücksichtigt, wobei insbesondere die Ent- 
wickelung derselben berücksichtigt wird. 

Die Theorie gelangt zu ihrem Recht bei der Einführung der Begriffe 
der Selbstinduktion und der wechselseitigen Induktion a n  der Harid der 
Helmholtz'schen Cykelntheorie. Ein besondcres Kapitel umfasst die Be- 
ziehungen der Stromenergie zur Wàrme. Der vierte Abschnitt, der die 
Erscheinungen des freicn elektromagnetischen Feldes zum Gegenstande hat, 
kt mehr theoretischer Natur und schliesst sich eng an die Helmholtz 'schen 
und Hertz'schen Arbeiten a n ,  insbesondere findet die H e l m  holtz'sche 
Cykelntheorie eine eingehende Wüdigung .  Dem Verfasser is t  es gelungen, 
ein Werk zu schaffen, das in  einheitlichcr Form dem Studierenden die 
Erruneenschaften und Umwiilzungen auf elektrischem Gebiet darbietet. 

B. NEBEL. 
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Die Kreisquadratur des Ibn el-Haitam. - 

Zum ersten Mal nach den Manuskripten der konigl. Bibliothek 
in Berlin und des Vatikans herausgegeben und übersetzt 

von 

&INRICII SUTER 
in Zürich. 

Einleitung. 
Von verschiedenen Seiten ist schon langst der Wunsch geiiussert 

worden, es m6chte die Abhandlung des I b n  e l - H a i t a m ,  die sich mit 
der Quadratur des Kreises beschaftigt, einmal veroffentlicht werden; 
so sagt unter anderen Herr M. C a n t o r  in seinen Vorlesungen über 
Ceschichte der Mathematik,* es sei ,,ungemein zu bedauqn, dass sie 
noch keinen Bearbeiter gefunden habe, weil sie die erste Abhandlung 
dieses Titels seit Archimeldes  ist, von deren Erhaltung wir Kenntnis 
liaben, und weil nach der Redeutung des \'erfassers zu uïteilen, sicher- 
lich interessante Versuche darin xu erwarten sind, (lem Werte der 
Kreisfliiche SV nahe als moglich zu kommen." Dieser Umstand selbst- 
verstindlich verbunden mit meinem besonderen Interesse für historische 
Forsçhurigen auf dern Gebiete der arabischen Mathematik haben mich 
bevogen, diese Arbeit zu unternehmen. 

Leider aber erfahren diejenigen, die ihre IIoffnungen auf die 
wissençchaftlichc Bedoutiing Ibn el-HaiJams gegründet haben, cirie 
herbe Enttluschung; er mag wohl ein recht bedeutender, in  den 
Schriften der Alten sehr bewanderter Mathematiker gewesen sein, dazu 
kam aber ein bei den Orientalen sehr verbreiteter, durch ihre Be- 
schiftigung mit neupythagoriiischer und neuplatonischer Philosophie 
wesentlich genshrter Zug zur spekulativen Philosophie und Mystik 
uud überdies noüh ein starker Hang zur Vielschreiberei, werden doch 
von ihm gegen 120 Schriften mathematischen, astronomischen und 
philosophischen Inhalts erwlhnt,  inehr a h  von irgend einem anderen 
rnathematischeii Schriftsteller der Araber. So ist denn aus diesen 

* Ud. 1 1. Aufl. S. 678, II. Aufl. S. 744. 

Iiist.-1itt.Abt. d. Zeitschr. f.  math.^. P h p .  44.Band. 1899. 2. n. S. H e f t  3 
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Gründen Ibn el-Haitams Arbcit eine scltsame Mischung von gco- 
metrischen ~ a h r h e i t e n  mit philosophischen Argumenten, sie bietet 
keinc vollstiindige Durchführung der Kreisquadratur dar, sondern gicht 
nur einen teils mathematischen , teils philosophischen Beweis der I\I 6 g- 
l i c h k e i t  der Quadratur, dessen erster mathematisclier Teil über die 
Hippokratischen Mondfiguren gar nicht notig aiire. 

E l - H a s a n *  b e n  el -Hasan** b e n  e l  H a i t a m ,  Abû 'A l i ,  geb. 
c. 354 (965) in Basra, bekannt unter dem ~ a k n  I b n  el -Hai tam,  
oder auch A b û  lAlî e l - B a s r î ,  a a r  ein vortrefflicher Mensch, b&ass 
hohe Intelligenz und grosses Wissen, es kam ihm keiner seiner Zeit 
gleich, je nicht einmal nahe in den mathematischen Wissenschaften: 
er war ausdauernd in der Arbeit, fruchtbar als Schriftsteller und sehr 
enthaltsam im Leben. E r  lebte anfiinglich in Basra und bekleidete 
auch einige Zeit das Anit eines Wezirs; sein Geist neigte sehr zur 
Gelehrsamkeit und zur Kontemplation hin, so dass er gerne den Be- 
scliiiftigungen entsagt batte, die ihn am wissenschaftlichen Arbeiten 
liindern konnten. lnfolge seiner eifrigen Studien und seiner übrigen 
angestrengten Beschiiftigung trat  eine Geistessttirung bei ihm ein, so 
dasv er sein Amt niederlegen musste. Nachdem er wieder geheilt mar, 
begab er sich nach agypten und liess sich in Kairo nieder, a o  sr 
netien der Moschee el-Azhar wohnte. Dem Beherrscher von Agypten, 
e l - H â k i m ,  waren die grossen aissenschaftlichen Kenntnisse des Ibn 
el-fiaitaru zu Ohren gekomrnen und er verlangte nach seinem Kat. 
E s  war ihm auch mitgetcilt worden, dass er gesagt habe: ,,Wenn ich 
iri Agypt,en wiire, so würde ich den Nil so korregicren, dass er in 
jedem Zustand, bei Zu-  und Abnahme des Wasserstandes, nutzbringend 
sein würde." Dies bewog el-Hâkim, ' i h m  dieses Uriternehmen an- 
zuvertrauen, er versah ihn mit allen miiglichen Hilfsmitteln und Ihn 
el-Haitam - reiste naçh den südliçhen Nilgegenden ab. Uort erkannte er 
aber, dass die Aiisfiihrung des Unternehmens nicht moglich sei und 
beschknt und riiedergeschlagen kehrte er  nach Kairo zurück; er Gel 
dadurch bei el-Hakim in Ungnade und sah seine Stellung und 
sogar sein Leberi gefihrdet. Uni sich zu retten, kam er auf den 
Gedanken sich wahnsinnig zu stellen; diese List  gelang ihm, er wurde 
in seiner TQohnung eingeschlossen und bewacht und sein Vermtigen 
konfisziert. I n  dieseni Zustande musste er nun aushalten bis zum 
Tode el-Hâkims, worauf er wieder frei wurde und sein Gut wieder 
zurückerhielt; er lehte dann in  Kairo mit wissenschaftlichen Arbeiten 
beschiiftigt bis zu seiiiem Tode, der Ende des Jahres 430 (1039), oder 
kiirze Zeit nachher erfolgte. - W a s  seine Schriften betrifft, so ver- 
weise ich den Leser auf das Verzeichnis derselben bei Woepcke:** 

* Statt dieses Kamens hat Ibn Abî Usaibi'a ,,Muhammed". 
** Hier hat  Abfilfarai ,,Husainb'. 

*** L'Algèbre d'Omar Alkhs-yykmî, etc. I'aris 1851, p. 7 3  dg. 
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darunter befindet sich auch die Quadratur des Kreises (Nr. 30). E r  
bcarbeitetc und kommentierte auch einen grossen Teil der Aristotelischen 
Schriften, wie auch der Schriften des Galenus und war bewandert in 
dcn Prinzipien der Medizin, in allcn ihren Regeln und Praktiken, 
doch fungierte er nie als Arzt, seine therapeutischen Kenntnisse waren 
gering. Von seinen Schriften ist noeh eine bedcutcnde Zahl in den 
Bibliotheken Europas und des Orientes vorhanden, worauf wir spater 
an einer andern Stelle zu sprechcn kommen werdon. Ncben der -4b- 
fassung eigener Arbeiten schrieb er für seinen Lebensunterhalt eine 
grosse Menge mathematischer und anderer Werke ab, so jedes Jahr  
einmal die Elemente des Euklides, die mittlern Riicher und den 
hlmagest; er schrieb sch6n und fehlerlos. (Nach Ibn Abî Usaibira, 
Edit. Müller, II. 90, Abûlfarag, Edit. Pocock, 340 und Ibn el-Eiftî 
[bei Casiri 1, 4141). 

Die Berliner kiinigl. Ribliothek besitzt zwei Maniiskripte der Kreis- 
quadratur des Ibn el-Haitam, das eine betindet sich im Codex Mf. 258, 
das andere irn Codex ~i 559; beide Codices habe ich in der Riblio- 
tlieca mathematiea 1898 Nr. 3 beschrieben, içh verweise den Leser 
auf diese Alohandlung. Hier hleibt mir nur noch iibrig, der Ver- 
d t u n g  der konigl. Bibliothek zu Berlin meinen ergebensten Dank 
auszusprechen für die Erlaubnis der Benutzung der beiden Manuskripte 
für langere Zeit auf der Kantonsbibliothek in Ztirich. 

Einen unschatzbaren Dienst hat mir sodann Herr Prof. C.A. N a l l i n o  
am ktinigl. orientalischen Institute in Neapel erwiesen, indem er die 
Güte hatte, meine Abschrift aus den Berliner Codices mit dem 
JTanuskripte des Vatikans zu collationieren, von ihin ist ailch die 
folgende genaue Beschreibung des Manuskriptes; diesem hochgeachteten 
Gelehrten spreche ich hiermit ehenfalls meinen ergebensten Dank aus. 

Das Manuskript des Vatikans triigt jetzt die Kummer CCCXX 
nach dem Katalog der arabischen, persischen, türkischen etc. Manu- 
skripte des Vatikans von Ange10 Maio, Rom 1831, p. 467; dasselbe be- 
stelit aus sieben Blzttern (Bombyc.-Papier) von 138 mm Hohe und 
913 mm Rreite, von denen das letzte leer ist, jede Seite hat 15 Linien, 
die Bchrift ist das Nasta'lîq 

E s  wurde nach dem Jahrc 1622 aus Persien naeh Europa ge- 
Iiracht von P i e t r o  D e l l a  V a l l e ,  dem berühmten italienischen Reisenden, 
irie sich aus folgenden auf fol. 1 r. stehenden Worten ergiebt: ,,De 
quadratura circuli author Arabs antiquus. Opusculum hoc celeberrimi 
cujusdam Mathematici, apud Orientales cognomine B e n  H i  t h  em 
notissimi, ante septingentos circiter annos compilatum fuisse, dum 
ipse in Persidis civitate, Lar nuncupata, cornmorarer a m o  Diii 1622, 
author rriihi fuit N o u l l à  Ze ine  d d i n  La r i t a  Astrologus et Mathe- 
maticus pariter insignis, quocum arctissima intercedebat mihi necessitudo. 
Petrus De Valle." 

3 * 
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3 6 Historisch-litterarische Abteilung. 

In den N a t ~ n  m m  arabischen Text bezeichnet A das Berliner 
Mllanushript Mf. 298, B das Manuskript Mq. 559 derselben Bibliotliek 
und C dasjenige der Vatikanischen Bibliothek. Um eine zu grosse 
Zahl der Noten zu vermeiden, gebe ich geringe Abweichungen der 
Maniiskripte, a i e  z. R. solche in den diakritischen Punkten, nicht an. - 
Was die Piguren anbetrifft, so sind dieselben in den beiden Berliner 
Manuskripten nicht ganz korrekt, doch in B bedeutmd besscr als in A. 

Im Namen Gottes des Barmherzigen und Gnadigen, 
des Herrri, der Ikirfolg verleiht! 

A b h a n d l u n g  des  I b n  e l - H a i t a r n  ü b e r  die  Q u a d r a t u r  des 
K r e i s e s  - E s  glauben viele ~hi los&lîen,  dass es unmtiglich sei, dass 
die Fliche des Kreises gleich einem Quadrate sei und weisen diese 
Ansicht iri vieleri ihrer Streitschriften und Kontroversen zurüük; in 
der That finden a i r  bei keinem der Sltern und neuern Geometer eine 
geradliriige Figur, die gleich eirier Kreisflgche bis zur aussersten 
Grenze der Genauigkeit wiire, denn was die von Archimedes in seiner 
Kreismessung ern-iihrite (Figur) anbetrifft, so wird dazu nur ein Teil 
der Fliiche (?) verwendet.* Diese Thatsache neben andern Griinden war 
es, was die Philosopheri in ihrerri Glauben bestirkt hat. Da sich nun 
dies so verhalt, so hahen wir eifrig unsere Gedanken auf' diesen 
Gegenstand gerichtet und es sçhien uns, dass die Sache moglich und 
nicht scliwierig sei; zur Bekriiftigung dieser Ansicht dienen die Rei- 
spiele, dass es eine von zwei Kreisbogen begrenzte Mondfigur giebt, 
die gleich einem Dreieck ist, dass ferner eine Mondfigiir und ein 
Kreis zusarrirnen gleicli einem Dreieck sirid; mir haben verscliiedene 
Fiille dieser Art in unserm Ruche iiber die Mondfigi~ren erwiihnt.** 

Nachdeni wir nun die Sache bis zu diesen Eigenschaften der 
Mondfiguren gebracht hatten, wurden wir in der Ansicht bestarkt, dass 
es moglich sei, dass die E'liche des Kreises gleich der.jenige eines 
Quadrates sein konne, und a i r  hnben eifrig dariiber nachsti~diert, bis 
der Heweis klar vor uns lag, dass die Sache mi.jglicll sei und darüber 
kein Zweifel mehr bestehen konne. Dann haben wir darüber folgende 
Abhandlurig verfasst. 

* Ich glaube, dass Ibn el-Haitarn hier sagen will, Archimedes nehme statt  
des ganzen Kreises nur das 96-Eck. 

*" Diescs Huch findet sich in der That im Verzeichnis seiner Schriften bei 
Ibn Abî  üsaibla und zwar in einer kiirzeren und eiuer ausfiïhrlicheren Kassung; 
~ o e ~ c k e ' ü b e r s e t z t  unrichtig: ,,Abrhgé sur les figures de la nouvelle luneb', und 
,,Mémoire développé sur  los figures de la  nouvelle lune." Die ausfiihrlichere Fassurig 
ist noch  orh han den in der Uibliothek d. India Office ( i ~ n  Catalog von 0. Loth, 
London 1877, sub Nr. 734, 1 2 9  
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Wir sagen: Wir  ziehen in einem beliebigen Kreis einen Durch- 
messer, nehmen dann auf einem der Halbkreise einen beliebigen Punkt 
an, und ziehen von demselben zwei Gerade nach den beiden End- 
puiilrten des Durehniessers; hierauf beschreiben wir über diesen beiden 
Geraden zmei Halbkreise, so Sind die von den beiden Halbkreisen und 
den Bogen des ersten Kreises begrenzten Mondfiguren zusammen 
gleich dem Dreieck im ersten Kreis. Wir  haben diesen Satz schon 
in unserm Buche über die Mondfiguren bewiesen, doch wollen wir den 
Beweis hier nochmals wiederholen: E s  sei der Kreis A B G  gegeben 
(Fig. 1), sein Mittelpunkt sei U ,  wir ziehen durch 11 den Durch- 
messer AD G und nehmen auf dem Umfang des Kreises den Punkt B 
an! zielien dann die beiden Geraden B G  und AB,  und beschreiben 
über denselben die beiden IIalbkreise AEB und HZG; nun sagen wir, 
dass die beiden Monde A E B H  und U Z G T  zusammen gleich dem 

Fig 1. F ~ R .  8. 

Dreieck A B  G seien. Beweis :  Von irgend zwei Kreisen verhiilt sich 
der eine zum anderen wie das Quadrat des Durchmessers des einen zurn 
Quadrat des Durchmessers des andern, wie iin zweiten Satze des 
12. Buches der Elemente bewiesen worden ist, also 

Kreis 1326: Kreis B E A =  BG2: A B 2 ;  

diirch Zusammenziehung ergiebt sich: 
R G 2 +  A B 2 :  A R P =  RZC* + R E A :  BEA;  

nun ist aber BG2+AH2= AG2, also 
AGa: ABS= B Z G  + BEA: BEA. 

Aber es ist auch A GZ : A B  = Kreis A B  G : Kreis BEA,  also hat man: 

B Z G +  B E A :  B E A = A B G :  B E A ,  

mithin ist Kreis A B 6  = HZG + B E A ,  also auch 

Halhkreis A B G  - Halbkreise BZG + BEA. 
Wenn wir nun die beiden Segmente A H 3  und BTB,  die dern 

Ereise A B C  uiid den beiden Kreisen AE'B und BZG gemeinschaft- 
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lich sind, (beiderseits) wegnehmen, so bleibt: Ureieck AU(; - den 
beiden Monden AEBH und BZG T zusammen, w. z. b. a.* - Wenn 
nun die beiden Bogen A H B  und B T G  einander gleich sind, so 
Sind auch A B  und B G  einander gleich, ebenso die beiden Ereise 
AfiB und B Z G ,  also auch ihre Hiilften und ebenso die Monde A l l U H  
und B Z G T ;  ziehen wir noch BD, so sind auch die beiden Dreiecke 
ABD und BUG einander gleich, also ist auch jeder einzelne der 
beiden Monde gleich jedem einzelnen der beiden Dreiecke, also 
z.B. der Mond AEBH gleich dem Dreieck ABD. 

Nachdem nun dies bewiesen ist, so nehmen wir wieder den Kreis 
(ABC, Fig. 2) mit dem Monde AEBH und dern Dreieck ABD uud 
teilen A B  in zwei gleiche Teile im Punkte K, so dass K der Mittel- 
purikt des Kreises AEiS ist; dann ziehen wir B K  und verllingern es, 
bis es die Rogen A H B  und A E B  in den Punkten H und E trifft, 
so ist U K H ( A )  ein Durchmesser (Halbrnesser) des Kreises ABQ und 
zugleich des Kreises A E B ,  weil er durch die Mittelpunkte beider 
geht; hierauf teilen wir EH in zwei gleiclie Teile in1 Punkte L und 
nehmen L als Mittelpunkt eines Kreises an,  den wir um L mit dem 
Radius LH besehreiben, es sei dies der Kreis HJfEiCT, su berührt 
dieser Kreis den Kreis A B G  von aussen und den Kreis A R B  Ton 

innen, weil er jeden der beiden Kreise in den Endpunkten eines ihnen 
und ihm selbst gemeinschaftlichen Thrchmessers trifft. Nun liegt der 
Kreis H J f E N  ganz im Innern des Mondes A E B H ,  also ist er ein 
Teil dieses Mondes. Nun hat jede Grosse zu jeder Grosse, die ein 
Teil von ihr ist, ein gewisses bestimrntes Verhiiltriis, wenn auch 
niemand dieses Verhiiltnis kennt und nicht zu seiner Kenntnis zu ge- 
langen vermag; denn das Verhiiltnis zwischen den (beiden) Grossen 
existiert nicht bloss dann, wenn** es den Menschen bekannt ist, oder 
wenn sie vermogen es aufzufinden und eu erkennen (sondem absolut, 
ohne Rücksicht hierauf). T)as Verhaltnis zwischen zwei Grossen ist 
aber nur eine wesentliche Eigenschaft für Grossen derselben Art; 
wenn also irgmd zwei Grossen dersclben Art gcgeben sind, und jede 
von ihnen ist begrenzt, endlich, in  ihrer Grosse verharrend, in keiner 
Wcise sich iindernd, wedor durch Zunahme noch Abnahme, noch in 
Bezug auf die Art, so hat die eine zur andern ein bestimmtes einziges 
Verhiiltnis, das sich in keiner Wcise 51idert. Wenn ferner ein Tcil 
irgend einer Grosse, der mit ihr von gleicher Art ist, ebenfalls be- 
grenet, endlich ist, sich weder in Hinsicht auf die Art, noch auf die 
Grosse, noch auf die Form andert und dasselbe auch vom Ganzen 

* Ihescr Satz findet sich in dieser Bllgemeinheit bei llippokmtes niclic 
(vergl. das von Simplicius im Kommentar zur P h y ~ i k  des Aristoteles uns erhaltene 
Fragment des Endemus), er darf also wohl dem Ibn el-Haitam zugesprochen 
werden. 

** Eigentlich ,, deswegen weil". 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Kreisquadretur des Ibn el-Haitam. 39 

gilt, so hnt die gnnze Grosse zu ihrem Teile ein bestirnmtes einziges 
Verl-iiilt'nis, das sich in keiner Weise andert. - TVenn nuil also 
der Kreis A B G  gegeben ist, so ist auch sein Umfang gegeben, ebenso 
seiu Durchmesser und sein Mittelpunkt, ebenso ist der Rogen A B  
als ein Viertcl des Kreisumfangs gegeben, also ist aiich die Schne 
A4B gegeben, ebenso BD, also auch das Dreieck A B D ;  unter 
,,gegebenU verstehe ich bei allen dicscn Grossen, was ich als 
Eigelischaft des Kreises A B G angenommen habe, dass sie unverander- 
lich sind, fest in ihrem Zustand beharren; dcnn das ,,Gegebene" 
heisst bei den Mathematikern das, was sich nicht andert,. Also ist 
ferncr der Halbkreis A E B  gegeben, weil sein Durchnicsser A B  ge- 
gebeu ist, also auch der Bogen A E B ,  ebenso der Bogen AHB,  mit- 
hin ist auch der Mond AEBH gegeben, d. h. er ist fest in seinen 
Eigenschaften, unveriindcrlich sowohl in IIinsicht auf die Br t ,  als 
auch auf die Grosse, als auch auf die Form; unter ,,Art" verstelie 
ich, dass er eine ebene Flache ist; also ist feriler die Linie K E  als 
Halbmcsser des Kreises AE'U gegeben, ebenso die Linie E H ,  weil 
ihre beiden Endpunkte bestimmt sind, mithin auch die Linie HE, 
d. h. sie ist unveriinderlich sowohl in Bezug auf Grosse, alu auch in 
Bezug auf Art und Form; L7E ist aber der Durchmesser des Kreises 
HMEN, also ist auch dieser Kreis gegeben, d. &. unvcranderlich in 
Bezug auf seine Grosse und seine Form. Dieser Kreis H M E X  ist 
aber ein Teil des Mondes A E B H  und beide, Mond und Kreis, sind 
unveriinderlich in ihren Eigenschaften und von e i n e r  Art, weil der eine 
ein Teil des andern ist; also hat der Mond A X B H  m m  Kreis H X B N  ein 
feststehendes Verhiiltnis, das sich in keiner Weise andert. Nun k a n n  
jedesVerhaltnis einer Grosse zu einem Teil derselben gleichgesetzt werden 
dem Verhiiltnis irgend einer anderen Grosse zu einem entsprechenden 
Sei1 derselben; also sei z.B. das Verhiltnis des Mondes A Z B H  zum 
Kreis H3IEN gleich dem Verhaltnis der Linie A D  zu einem Teil 
derselben, ob wir diesen Teil kennen oder nicht, ob wir im stande 
sind, ihn aufzufinden oder nicht (kommt hier nicht in Betracht), 
genug dieser Teil sei DC:; also ist das Verhiiltnis des Mondes A E B H  
zum Kreise HME-V gleich dem Verhaltnis AD : B C ,  (las ein iin- 
~erinderliches k t ,  weil das erstere es k t ;  wenn aber dieses Verlialtnis 
ein unveriinderliches ist, so ist auch die Linie DC eine ganz bestimmte, 
unveriinderlich in ihrer Grosse, weil die Linie A D  eine der Grosse 
nach gegebene, unveriinderliche ist. Wir  ziehen noeh B C  und er- 
halten so das Dreieck BDC; nun verhiilt sich 

Preieck A R D  : Dreieck BD C - AD : D C, 
aber 

A D  : U C  - Mond AEBEI:  Kreis H N B N ;  
also 

Dreieck ABD : Dreieck B U  C: = Xond ABBH : Kreis H M E X ,  

oder durch Umstellung : 
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Dreieck ABD : Mond AEB H = Dreieck B D C : Kreis .ZIMEl\; 
nun haben wir aber bewiesen, dass der Mond AEBH = Dreieck ABD 
ist, also ist der Kreis H M B X  = Dreieck B U  C. Da  nun jedes Dreieck 
gleich einem Quadrate ist, wie irn zweiten Buche der Elemente be- 
wiesen wird, so konnen wir also ein Quadrat zeichnen, das gleich 
dem Dreieck U D C  ist, es sei dies das Quadrat S O F Q  (E'ig. 3), also 
ist nun auch der Kreis H M B N  = dem Quadrat S'OF7&. Es ist ferner 
das Verhiiltnis der beiden Durchmesser A G : EH ein gegebenes, weil 
jeder der beiden Durchmesser (der Grosse nach) gegeben ist, und es 
sei dieses TTerhiiltnis = X Q : P &, also hat man auch 

AG" :.EH2= X Q 2  : F Q 2 ;  
konstruiereii wir also über X Q  ein Quadrat, es sei dies TX, so hnt 
nlan: A G  : E X 2  = Quadrat TX : Quadrat O &. 

Aber es ist A G 2  : BH" Kreis ABC* : Kreis HICIBnl; mit'hin 
Quadrat TX : Quadrat OQ = Kreis A B G  : Kreis HICIEN. Da nun 
Quadrat O Q = Kreis H H B N  ist, so ist auch Quadrat TX = Kreis AB G. 
Aus diesem Beweise geht also klar hervor, dass jeder Kreis gleich 
einem Quadrate ist. 

Was nun den Weg betrifft, auf welchem dieses Quadrat gefunden 
wird, so werden wir darüber eine besondere Abhandlung veroffent- 

Fig.  3. lichen," da der Zweck dieser Arbeit nur 

@T war zu zeigen, dass die Sache moglich sei, ri damit dadurch einmal die Verkehrtheit der 
Meinung derjenigen klar gelegt werde, 
welche glauben, dass es nicht aahr  sei, 
dass ein Kreis einern Quadrate gleich sein 
konne. W i r  haben im vorhergehenden 
Reweise klar gezeigt, dass jcder Kreis 

V W S  gleich einem Quadrate ist, also ist die 

Verkehrtheit der Meinung jencr Leiite 
JP -@x offenbar. E s  stel-it also fest, dass jeder 

Kreis gleich einem Quadrate ist, denn die 
von1 Verstande erfüssten Wahrheiten brauchen nicht bis zur thatsaçh- 
lichen Ausfiilirurig gebracht zu werden, sondcrn der Beweis braucht 
bloss bis zur Feststellung der Moglichkeit der behaupteten Sache zu 
gehen, so steht auch die Thatsache schon fest, oh sie danri der 
Mensch zur wirklichen Ausführung bringe oder nicht. Doch genug 
iiber die Feststelliing dieser Thatsache, wir hahen nicht mchr hezrreçkt 
mit unserer Abhaiidlurig. Eude.** 

" Refindct sich irn Verzeichnis seiner Werkc nicht und ist  jederifalls nie 
erschienen. 

** Uas ~ a n i ç k r i ~ t  C ha t  hier nach den üblichen religiosen Schlussworten 
(Lob sei Gott, etc.) noch: ,,Reendigt (d. h. die Absçhrift) am Mont,ag den 

14. Gumâdlî LI. 1031 d. H." (Ende April 1622). 
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(In den beiden Berliner Manuskripten falgt nachstehender Zusatz, 
wahrscheinlich vom Abschreiber hinzugefügt): 

Ieh sage zu diescr Abhandlung: Wenn zum Bcweise des Ge- 
forderten der Beweis seiner Moglichkeit nach der Weise, wie er ihn 
geführt hat, genügen würde, so gabe es eine Stelle dafür (oder von 
ihm, d. h .  von Ibn el-IIaitam), die frei ist von jener Weitschweifigkeit 
und keiner Erlauterungen Pig 4 

von solcher Ausdehnung 
bedarf;" es ist dies die 
o d e :  E s  s e i B ( F i g . 4 )  
eine gegebene Strecke, wir 
konstruieren über ihr das 
Quadrat BG, das also 
ebenfalls gegeben ist und 
in dieses den Kreis DB, 
sein Durchmesser D E  ist Z, 

Y B  jz  /A 
gleich AB, somit auch 
gegeben; weil nun der Kreis ein gegebener Teil einer gegebenen Grosse, 
d.h. des Quadrates, ist, sa hat er zu diesem ein bestimmtes Verhiiltnis, 
es sei dieses das Verhaltnis BZ: AB. Wir  verlangern A B  bis H, 
su dass BH das geometrische Mittel zwischen BZ und A B  sei, also 
die Proportion bestehe 

A B : B H =  B H : B Z ,  

und konstruieren über BH das Quadrat BT, so ist das Verhiiltnis 
A U  : BZ, oder das Verhaltnis 

Quadrat B G : Kreis D E  = Quadrat B G : Quadrat B T; 

liieraus folgt, dass Kreis D E  - Quadrat Bl' ist.w W i r  haben also 
gefunden, was wir suchen wollten; dazu hatten also weder die alten 
(Geometer) noçh die neuern jene weitlaufige Auseinanderaetzung n6tig 
gehabt. 

* Der Sext ist hier jedenfalls inkorrekt, daher die Ü b e r s e t ~ u n ~  uusicher. 
** Uieser Ueweis ist etwas kurz, es fehlt ein vermittelndes Verhaltnis, narn- 

lich AB" A B  . B Z ,  es sollte also heiasen: 

A B :  B Z = A B 9 :  A B -  BZ=Quadrat  BG:Quadrat  B T ;  

aber AB : B  Z= Quadrat B G : Kreis D E  nach Voraussetzung, also etc. - Man 
rergleiche mit dieser Darstellung der Kreisquadratur diejenige des J o r d a n u s  
X e m o r a r i u  s im rierten Buche seiner Geometria (herausgegeben von M. Cur tze  
in den Mitteilunpen des Coppemicus -Vereins für Wiesenschaft und Kunst, VI. Heft, 
S. 3 6 ,  Thorn 18d7). 
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Arabisclier Text. 

j~ 
1) Fehlt in  C. 2) Der Anfang lautet in C: Le-sj! & d l  c.. 

83!dxilp,j. (;r? ( ; r^"zd!p.  3) Fehlt in C. 4) In A U .  B 

6 )  Fehlt in C 6) C i)3iia . 7) A u. B . 8) C r,..+.,JI 9) A n. B J 5'- 
1O)Au .B  rh. 1 ) .  l Q d u . B L g ~ ~ - .  1 ) .  14)Fehlt 

in A o. B. 15) Lücke in C. 16) A J &.JI. 17) Lücke in C. 18) A u. B &. 

1 9 ) A u .  2: ,b, 20) A psi(?). 21) A u .  B L i a ( .  22) C y.arü.1. 
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z4[J:y! 3ail\JI d &dLcJI A d  2Q=3+i &>L+ J>" sJa'3jI 
a + L U b , J t + + ~  +&.JI Li.+lA( d+j j h  

- - -- 

86 E= 3 ~3 3 b/;a r u i  25L+ 5.t~ 
- 

b> -b+A 2s 3A!di LI 
- - - - -- 

r j ~  UU!  LD &=~!a edai e u - +i &A & +, E +  "t Gk 
- - 

"'-++f~.++ u b > L  LZju Z+aI JYD UI J+Li 

+ ~9 +-A &,LW JT Y"b~b~  +A 29C.Jlj ~d J J ~  
- 

3 5 a j b  51 
+? lu  ̂G SA] j, U-+ 1 J  &51JLj yp J !  J i b i b (  

- 

JI uz p J a  b-;Ç ! a +  3 J 2 1 ~  J t  r j ~  32!3 il-urij ''3 Y I  
- - -  - - 

Y cf 
>J?i' "4 +! LlJj "1 @y g+ uG~ +&&> !+ 

- -- ~- - - -- 

A I  ,! ?>A -51 E l  r v  b u l  V~ by, I x u  913 Ji ta" rj+ 
-- - - -- -- - 
41 ? ] A  J I  p y  X + d ,  !D" 3 9 1 3  Jf ! B U  Eju i +d  "i pF 

- -- -- 

J I  ! E U  ,ju C5ï9j3 -5 34 1 t a u  i r i a f i ,  J I  Z"I ~ ? I L ,  +-d 
- - -- .- 

Ej+ ,SJalixf G;L i9lX t a u  ~ * I L ,  Ji i313 -i( I o u  
- - -- 

L I  ! A b  r j ~  ~ a i  >Ji!> 5L.d h ! a,+ & SC" 
-- - - - -  

L5JL' rjU "al 63J!.i>, ,VI a,&& e"5+.,.Jt ilz! /Iÿ 
-- .'-f ,L s949 La1t L4 &t.'-r b , y  psi 'J* L ? > L  FI s'A 

4n 
- - -- 

C)+, W . > ~  &,.& Eu +th ulj @ 3 1 L . &  i?? +c l  lm9 
-- , -- 
Z u a l  4 1 Y J b  u)_S3 e31iwjCs b u  UA &.>Lcui;~ rju u a I  d>t3 

-- 
43 Le, 42 

J > 3 "  I A  + 3y Jd;] y.3L bgj" 
- 

h$ JJ (+ " & > L A  3 + 3+t ILL$> 4 4 ÿ l J ; k i A  &.&Il J CŜ : e 
23) A u. B le,&&a. 24) Fehlt in C. 25) A u.  B &. 26) A y i ,  C,m. 

27) rl&>. 28) A u. B Lq.cJ+~, 29) Fehlt in A. 30) A, B u. C b . , b ! .  

31) Fehlt  in C'. 32) C kihd!. 33) C L J ~ J .  34) A: pJa 'w i l  
- - - - 
1 3 > 2 ! ~  Jt -ut c .  %ta &-i-5 "I (!y. J I  7; c: &+! pyJIrI (!y +-ii 
b $13 J ! ~ , ~ I  ii;?!> W .  35) Fehlt i n  A: 36) A U. B &+!, 

C ' 

c udr;'t. 37) Fehlt in A .  38) A u. B J ~ Q .  30) u^j 40) 5 Lg?. 
41) A W b .  42) Fehlt in B. 43j ~5 fehlt in C.  44) C fügt hier noch hinzu: 

ty+..L;, oYJBJI u w  ,b;ii&J 4s) A u. B w3Lb. 
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44 Arabischer Text. 

46 UZI "JU u.+J*Ji 33j' b.!- uJX!i &%/ 
Z . 

-- - 
u a l  J&> g J 2 l A i  4 9 ~ k ~ & j 3  4Re. !Al3 a+! iL;cl;.J t,>L,, 

J r .  
%. yal %>;/a g,d d x h ~ j  3 î11ÿ Jl U * k L ?  u; bL C-P;; 3-1 

- - -- 

Z r  fi Lai J& + a l  ur! Ey $ulJ, 8.XAlL-f m~&LLi) 2; &> 
- -- + f i  y u 8 +1 KT % ' i d /  c d ~  O+ 

- 
&J 3 - + / 3 7  b+? Q'9 14 j j  3 T a  l?j 

-- 
51 LLJ, O-. el [%>!ri &LA] % ~ / 3 u ' i  a h  ~ a , . ~  5~13 

q b  & U+J=!d! a b ! >  &' & &y h.I"i-~ Gi a i i f d  
--  

&!a 2 53b-5 ( . , a , - ~  ~(.AI& J!.~U> 52w e ( ~ ~ b ,  

JJ' J i  di JJ, d&JI ijro y ~ .  3 u3i 5?idi  EL.$ 71 ,i& 

]&-!A d, + . d l  &L b/ ,At? ,J La .+ w+ 9 )lu 

, L d I  1 .JL=-! p 5> 5 > 2 ~ W !  (lru +A/ ulj @ J I  dy,.!j 
+ L J l  @ &d!! L!; b9, ~~~~ï 57& ,+].A3 h i  (y Y, !* 
"[u$/Ab. ub] fslj b b  U A  58(.,3X?. &tJa~l jLc l j  3 2  

"&L? szl*Jki @k;a $YU 61& " [ b b  & b I )  ,pJ. U A  

u L a j i j  66~a51, ii31Aj ty-+I 65e -3 3 aJl& ,+ 
66 Jji;.iisS "lg- ab.- i> i;-j ,531 J i  L d b Y  ,lj *+ 
68 -+- U A  9 LL- >!&%A 3-(1 oJe$! u~ -3 l@13hl 3%. y; 

Y, d5J 'O3i4 Y h L i W  b3h=- 4 1  d3 (.,U 6gtjl 

Y dL>& lijlr 72+YI,I-xjti!,Cç, "a*. L5 53, S i l ' I I ~  

J ~ A U I  ,:,U ijl, 71 ,, sY,EL+- 5 jII 11 a i & d V ,  djC, c;i Y 791-++ 
1 6 ) A  u. B statt de-5 ,W. 4 7 ) A u .  B d u .  4 8 ) B u .  C 

& A5 (in C uiipunktiert). 49) Undeutlich in A u. B. 50) So schliigt Herr 

C. A. Nallino vor, wie es oft bei al-Battâni vorkomme; A, B u. C. is.hr>, ode: 

c 3 c a ~ .  61) Fehlt in A. 52) A u. B kfjLh. 53) A u. B k+. 51) C d.1. 

55) C %!.dW!. 56) C J ! x .  57) A J i .  58) So i n d ,  B u. C. 59) A u . B p  

3 1 Ab. 60) B ,)x>. 61) A u. B  hi^. 62) k'ehlt in B. 63) Pehlt in C. 64) A U9 

u. B ,+A. 65) Fehlt in A. 66) B u. C S & .  67) C noch '@Li. 68) U u. C 

&Li Y, +!.Y. 69) . 70) A u. B 71) A u. B N 9. 72) C bat 

noch &!. 75) Ai.+. 
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46 Arabischer Text. 

. -  - 

N I  + d jid151, uvZ 8 3 1 3  A! p 3 u  &.b &-d 

,+i &.A &', p 3 u  93~2,L ua,.Z Y I &  a d;JJl- 

,&+di 95JyYI ~ + l i l î  aI?aelI 94+i 5 u+ï &J p,Aj ,L 
-- - -- -- 

ciarc  ~ A ! J  II).& pjv ~y &.Ji e a u  d*+J L+..A lZ?>* 
- - - 

JJ i.JY L+ ~.,j JIii, JI $3 ~++.i, zoSy ,,yJ b',L 
-- 

Y s J I T U  &, >!a+Ji ,-+-A u:&dI u ? c i ~  w\>b 
.- - 

Z 
~ -~ - - - 

J I  py J I  pp &.A u ~ L  "[ÜJ f t  d .'. 
-- 

PJ 
-- 

Eji' (.++ a& (y &, 1";y ü& k & J-3, uu (y.4 

- . - .- .. . . Ji ?y i." py J I  ~3 J1-.- 2 ??y Jt 7 ey 
- .. . . - 

.&.4 J r u ... p y  + uO,-S JI E + !  321~ ï+i p z x  
~ - - - 

uarz ~ ' I J J  ,L td py, U X , - ~  ~ J , ! J  J I  X ~ I A  .&+d ts 
- - 

~,?IJ JJ u! uL+JI !& u-+ dJ S ~ I A J  > L A  UG p,+i 
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Arabischer Text. 47 

102) A u. B i l  . 103) A u. B -LX. 104) Hierfür h a t  C :  J3d! $ 
- 

u-! id 3 A ~ S A  & 3 9  5 u+;!=j! Ü1 d u ! b  
&A=-! 2 L J I  &al.++ d + J ~  plJ u+.iY! -9 2 za,a t!$i 

!++:i y r z i  U A  (sic) d i .  105) Fehlt in A. 106) So in A u. B, ich glaute, 

es sollte heissen e. 107) B sU"I 108) A ! a .  109) Die ganze eingeklammerte 

S~hlussstelle fehlt in C. 
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 ber den Ursprung der Bezeichung der Unbekannten 

durch den Buchstaben x. 

Von 

G. WERTHEIX. 

Die Frage, wie D e s c a r t e s  dazu gekomrnen ist, die unbekannten 
Grossen durch die letzten Buchstaben des Alphabets zu bczcichnen, 
ist  noch nicht endgiltig beantwortet worden. Die von de  Lagarde 
in dcn ,,Gottingischen gelehrtcn Nachrichten" 1882 entwickclte Ansicht, 
dass die Anwendung des Buchstabens x aus dem arabischen Ausdruck 
(resp. dessen Abkürzung) für die Unbekannte herrühre, hat G. E n e -  
s t r o rn  in  der Bibiiotheca mathematica 1885 widerlegt. Die Annahme, 
dass D e s c a r t e s  das in den dcutschen Werken des 16. Jahrhunderts 
angewandte Zeichen U, welches e r  auf seinen Reisen in Deutschland 
kennen gelernt, irrig als x gelesen und durch diesen Buchstahen zu 
wiederholen gedacht habe, hait C a n t o r  (Vorlesungen Bd. II S. 723) 
noch nicht durch eine ansprechendere Erkliirung ersctzt." 

Vielleicht ist die Wahl  des D e s c a r t e s  aber durch den italienischen 
Mathematiker P i e t r o  A n t o n i o  C a t a l d i  veranlasst. Dieser drückt 
in  seinem 1610 in  B o l o g n a  erschienenen Trattato deil' Algebra pto- 
portionale die verschi~denen Potenzen der Unbekannten dadurch aus, 
dass er beziehungsweise die Exponenten in arabischen Ziffern hin- 
schreibt und j rde Ziffer diirch einen von o b ~ n  rechts scbriig nach 
unten links gehenden Strich durchstreicht. E r  schreibt z.B. 53 via 
88 fii 407, d. i. in  unserer Schreibweise 5xs. 8x4 = 40x7. Die erste 
Potenz der Unbekannten ist bei ihm 4. Diese Bezeichnung wendet 
er auch in anderen algebraischen Schriften, z.B. in  seinern Tmttnto 
dei modo brevissimo &i trovare la rndice yuadra delli nwneri (Bologna 1613) 
an, und es ist recht wohl rnoglich, dass D e s c a r t e s  auf ~ieiner Reise 
in Italien (1624) mit den Schriften C a  t a l  d i  s bekannt geaorden ist 
und aus ihnen das Zeichen x für die Unbekannte genommen hat. 

* In oeiuer Besprechung des zweiteri Baudes der C a n  t or'scheu Vorlesungen 
(Ribliotheca mathematica 1892 S. 92) folgert C Enestrom - wohl mit Cn- 
recht - aus dem Umstandc, dass der Uuchvtabe z schon auf Seite 4, y auf 
Seite 6 ,  x auf Seite 6 der Géometrie des Descartes (Ausgabe von 1886: ein- 
gefiihrt ist, Descartes habe in erster Linie z ,  uicht z als Zeiclien einer un- 
bekannten Grosse angewandt. 
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ltezensionen, 

Dr. Johann 3Tüllers Grnndriss der  Physik mit besonderer Berücksichtigung 
der Molekularphysik, Elektrotechuik und Meteorologie für die oberen 
Xlasscn von Mittelschulen, sowie f ü r  den elementarcn Unterricht a n  
Hochschulen und zum Selbstunterrichte, bearbeitet von 0. LEHBIANN. 
Vierzehnte vollig umgearbeitcte Anflage. Mit 810 eingedruckten 
Abbildungen und zwei Tafeln. Braunschweig 1896. Druck und 
Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 820 S. Preis 7 Mk. 50 Pfg. 

Der früher i n  weiten Kreisen mit grossem Nutzen wirkende M ü l l e r -  
sche Grundriss der Physik wiire sicherlich i n  kiirzester Zeit aus den Schulen 
durch neuere Uücher, insbesondere J o c h m  a n u ,  verdrangt worden, wenn 
nicht die Verlagsbuchhandlung in Prof. L e h m a n n  einen Herausgeber gefunden 
hitte, der es verstanden ha t ,  die Eigenart des Buches mit grosser Pietat 
zu wahrcn und es doch derart umzugestalten, dass es die grossartigen 
Errungenschaften der Physik in den letzten beiden Dezennien enthiilt. Das 
Material ist aber so cnorm reichhaltig, dass trotz der Streichungen, insbeson- 
dere bei der Meteorologie, ein stattlicher Band sich ergeben hat.  Von ganz 
besonderem Wert  i s t  die Anordnung des Stoffes; sie ist  derart durchgeführt, 
dass eine Wechselbeziehung zu F r i c k ' s  physikalischer Technik hergestellt 
ist, so dass Theorie und Praxis Hand in Hand gehen. Ein weiterer Vor- 
teil ist die Hezugnahme auf grossere Tlehrbiicher, so dass einzelne K a p i h l  
ohue weitere Mühe auch eingehender behandelt werden konnen. Bei der 
Anlage des Buches ist  darauf Rücksicht genommen, dass es beim Vcr- 
lasseri der Scliule sein Daseiu nicht in  einem vergesserien Winkel, i n  
Staub gchüllt, beschlicssen muss, sondcrn dass es cin trener Lebens- 
gefahrte bleibt und für die weiteren Studien das Gerippe bildet, a n  
dem das weitere sich snzuklammern vermag. Dass die experimcntellc 
Mechanik einen so grossen Raum einnimmt, is t  sehr anzuerkennen, denn 
sie bildet das Fundament, das bei so vielen Schülern als ausserst mangel- 
haft befunden wird. So moge denn das Ruch in seiner s ta t t l i ch~n  Er -  
scheinung sich neue Freunde und Bnhsnger erwerben, die mit derselben 
Pietat es bewahren, wie dies bei den Besitzern der früheren Auflagen der 
Pal1 war. B. XEBEL. 

Hist.-1itt.Abt d Zcitschr. f. Math. u. Phys. 44. Band. 1899. 2.n Y.Hcft. 4 
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50 Historisch -1itterarische Abteilung. 

Grnndr i ss  d e r  Exper imeuta lphys ik  und Elemente  d e r  Cheniie, sowie 
der Astronomie und mathematischen Geographie. Zum Gebrauch 
beim Unterricht auf hoheren Lehranstalten und zum Selbststudium. 
Von E. JOCHMANN und O. HERMES. Mit 376 Holzschnitten, vier 
meteorologischen Tafeln und zwei Stemkarten. Dreizehnte, ver- 

mehrte und verbesserte Auflage. Berlin 1 8 9 6 ,  Verlag von Winckel- 
mann & Sohne. 484 S. 

Abgesehen von kleineren Zusatzen und Verandenmgen is t  der Charakter 
des Buches unveriindert geblieben. Durch die kurze, priizise Ausdrucksweise 
wird das Buch nicht nur  auf G p n a s i e n  u. S. W. verwendet, sondern auch 
h n d g  auf Universitiiten, insbesondere von Medizinern zur Vorbereitung 
auf das Physikum. Schon die rasche Aiifeinanderfolge der verschiedenen 
Auflagen spricht für die Güte des auch i n  diesen Blattern hiufig be- 
sprochenen Buches. B. NEBEL 

Leitfadcn der praktischen P h y s i k  mit  einem Anhange: Das absolute Mao- 
system. 1-on P. K o n ~ ~ a c s c n .  Mit in den Text gedruckten Figuren. 
Achte vermehrte Auflage. Leipzig 1 8 9 6 ,  Druck und Verlag von 
B. G. Teubner. 492 S. Preis geb. 7 Mk. 

Bei der Betrachtung der verschiedenen Auflagen dieses Leitfadens 
giebt sich zu erkennen, mit welcher Umsicht und Sorgfalt das Buch den 
erweiterten Bedürfnissen und Zwecken angepasst worden ist;  namentlich 
zeigt sich dies hinsichtlich der Elektrotechnik und der physikalischen Chemie. 
Üherall murde eine vorsichtige Auswahl unter dem Neuen getroffen, damit 
das  Buch seinen Charakter beibehalte. Der Ühersicht wegen sind die neu 
hinzugefügten bezw. wesentlich umgearbeiteten Nummem und Tabellen mit 
einem Sternchen auch in der Inhaltsangabe versehen, wodurch der Ver- 
gleich mit den früheren Auflagen ungemein erleichtert wird. Auf diese 
Weise wird i n  keiner Weise eine Storung beim Gebrauch im Laboratorium 
her-vorgerufen, in  dem es sich so fest schon eingewurzelt hat.  - Dass der 
,,AmperL' wieder sein stummes ,,elL erhalten b a t ,  is t  erfreulich, nur giebt 
es ein solches in der deutschen Sprache nicht,  deshalb wird im Deutschen 
das Wor t  falsch gelesen. Hoffentlich erscheint in der nachsten Aufiage 
auch noch der  Accent, damit das Ampère gesetzte Denkmal nicht ver- 
stiimmelt erscheint, und der selige Ampère seine Ruhe wiedererlangt und 
nicht ungehalten wird, wie wir es bereühtigterweise über das Ver- 
schweigen von Wilhelm Webers Namen in einem Lehrbuch der Physik sind. 

Die Wissenschaft muss international bleiben. B. NEBEL. 

Compeiidium der theoret ischen iinsseren Ballistik. Von CARL CRASZ 
Zum Gebrauch von Lehrern der Mechanik und Physik an Hoch- 
schulen, von Artillerieoffizieren , Instruktoren a n  SchieBschulen, 
Artillerieschulen und Kriegsakademien , Mitgliedern von Artillerie- und 
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Gewehr-Prüfungskommissionen, Gewehrtechnikern. Mit 1 1 0  Figuren 
im Text. Leipzig 1 8 9 6 ,  Druck und Verlag von B. G. Teubner. 
511 S. Prcis 20 Mk. 

Den iiusseren Anlass zur Herausgabe dieses Buches gab eine Feier  
der Schule, an welcher der Verfasser a h  Lehrer der Physik thatig ist. 
Verfasser beschiiftigt sich schon langere Zeit mit Ballistik und h a t  nun  
seine eigenen, schon im Druck ersehienenen Arbeiten vereinigt und derar t  
mit dern Bekannten verarbeitet, dass daraus ein m6glichst abgeschlossenes 
Kompendium der theoretischen iiusseren Ballistik erzielt wird. Mit Rück- 
siclit auf die verschiedenartigen Kreise, in welchen das Buch hilfi-eich ein- 
stehen soll, ist  die Abfassung und Einteilung derart gewahlt worden, dass 
auch solche, welche entweder sich nicht in  das Ganze hineinarbeiten komen,  
oder mit geringeren mathematischen Kenntnissen ausgerüstet sind, im Ge- 
brauch des Buches nicht gestort sind. Die Praktiker sucht der Verfasser 
dadurch für sein Buch zu gewinnen, dass er die ihm überlassenen Schicss- 
versuche der Mauser'schen Gewehrfabrik i n  Oberndorf a n  den betreffenden 
Stellen vcrwcrtct, und im Anhang eine Reihe nützlicher Tabellen mitteilt. 
Den sweiten Teil der Ballistik, welcher sich mit der Bewegung des Ge- 
schosses im Inncrn des Laufs beschiiftigt, und daher die innere Ballistik 
genannt wird, gedenkt der Verfasser in  einer spiiteren Ausgabe zu behandeln, 
urn dadurch ein vollst'àndiges Werk  über die ballistischen Probleme bis zur 
Neuzeit den vielfach auf Versuche angewiesenen Fachkreisen an die Rand  
zu geben. M6ge dieser P lan  des Verfassers bald zur Reife gelangen! 

B. NEBEL. 

Jabrbnch der Naturwissenschaften 1896 -1897. Enthaltend die hervor- 
ragendsten Fortschritte auf den Gebieten: Physik, Chemie und 
chemische Technologie; angewandte Mechanik; Meteorologie und 
physikalische Geographie; Astronomie und mathematische Geographie; 
Zoologie und Botanik; Porst-  und Landwidschaft; Mineralogie und  
Geologie; Anthropologie, Ethnologie und Urgeschichte; Gesund- 
heitspflege , Mediein und Physiologie; Liinder - und Volkerkunde; 
Handel,  Industrie und Verkehr. Zwolfter Jahrgang. Unter Mit- 
wirkung von Pachmannern herausgegeben von XAX WILDERMANN. 
Xit  49 in den Text gedruckten Abbildungen, zwei Karten und 
einem Separatbild: Die totale Sonnenhstemis vom 8.-9. August 
1896.  Freiburg im Broisgau 1897, Hcrder'sche Verlagshandlung. 
560 S. Preis 6 Mk. 

N e  einzelnen Zweige der Naturwissenschaften weisen allmühlich eine 
soiche Busdehnung auf, dass auch der einzelne Forscher zum Spezialisten 
wird und nicht mehr im stande ist,  sich i n  der Litteratur der anderen 
Zweige umzusehen. Es i s t  daher ihm ebensowohl wie dem Freunde der 
Naturwissenschaften i n  hohem XaLie erwüuscht, die wesentlichen Fort- 
schritte auf dem Gebiete der Naturwissenschaften von Zeit zu Zeit in 

4'  
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52 Historiseh-litterarische Abteilung. 

knapper Fassung übersichtlich zusammengestellt zu erhalten. Das Tor 
liegende Werk  reicht für den genannten Zweck v~lls t~i lndig aus; denn die 
einzelnen Artikel sind kurz und priizis gefasst und gewahren ein aus- 
reichend übersichtljçhes Bild. Dieser zwdfte  Band reiht sich würdig seinen 
Vorgangern a n ,  indcm er ausserst interessante Aufsatze enthiilt, die zuiu 
Teil auçh mit dem tiiglichen Leben in engster Rerührung stehen. Es kann 
daher jedem das Buch bestens empfohlen werden. B. KEREL. 

T,eitfa,den der Physik mit  Einschluss der einfachsten Lehren der mathe- 
matischen Geographie nach der Lehr -  und Prüfungsordnung von 
1893 für Gymnasien von WILLIAM ~ E S D R O T H .  11. Band. Kursus 
der Unter- und Oberprima. Zweite Auflage. N i t  172  Holzschnitten 
und einer Farbentafel. Leipzig 1897,  Verlag von S. Hirzel. 289 S. 
Preis 4 Mk. 

Die Einteilung der Physik in  dem vorliegenden Buch ist bedingt durch 
den Lehrplan, wie e r  für s$chsische Gymnasien vorgeschrieben ist. Ob ~ i r  
nun damit einverstanden sind oder nicht, kann a n  der vollendeten That- 
sache nichts andern, es berührt nur  merkwürdig, dass erst in  den beiden 
obersten Klassen die Mechanik eingeführt wird, dass also erst Leute mit 
1 6  -17 Jahren den Hebel,  die Wage  etc. kennen lernen. Fiach der 
Mechanik folgen die Optik und die einfachsten Tiehren der mathematischen 
Geographie. - Die zweite Auflage de3 zweiten Bandes weicht von der 
ersten sus-erlich nicht ab,  jedoch ha t  der Verfasser überall i n  formeller 
und sachlicher Weise Anderungen vorgenommen, die i n  der Spektralanalyse 
und der theoretischen Optik zu einer vollstiindigen Umarbeitung ausgedehnt 
worden sind. Die Darstellung ist derart gewahlt,  dass der Schiiler von 
dem lastigen Nachscbreiben vollstiindig enthoben wird. Auf diese Weise 
kann er seine ganze Aufmerksamkeit dem Unterrichte widmen, wiihrend er 
bei den hauslichen Repetitionen sein Gedachtnis a n  der Rand des Buches 
wieder auffrischt. Eine derartige Entlastung des Schülers wird dankbar 
anerkannt. B. NEBEL. 

Lehrbuch der Physik für  hohere Lehranstalten und zum Belbstunterricht. 
Von FKAXZ K61iri~n. N i t  642 Abbildungen und zwci Farbentafeln. 
Wien und Leipzig 1897, Verlag von Franz Ueuticke. 432 S. 
Preis 6 Nk. 60 Pfg. 

Das Buch eignet sich sehr für den Unterrichi an Gewerbeschulen, 
deren Schiiler spLter als Monteure, Rlechaniker u n d  dergleichen mit der 
angewandten Physik i n  engete Verbindung treten. D a  die dnschauung 
wesentlich zum TTerstindnis beitriigt, so wurde auf eine grosse Zahl von 
Abbildungen gesehen, die, zum Teil systematisch geordnet, wie %.B. die 
elektrischen Elemente, den Stoff ausserst übersichtlich gestalten. Das 
Wesentliche, insbesondere Stichworter, sind durch fetten Druck stark hervor- 
gehoben, so dass dern Schüler das rasche Repetieren erleichtert wird. Die 
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ganze Anordnung des Ruches macht den Eindruck, dass der Verfasser ein 
tüchtiger Praktiker is t ,  der es versteht, dem oft ungeschlachten Schüler- 
material Liebe und Lust zur Physik beizubringen. Die Mathematik ist 
aufs iiusscrste beschrankt. Treten aber Formeln auf, so ist auch dafür 
gesorgt, dass Beispiele, deren Zahlen durch die beigegebenen Tabellen 
richtig gcandert wcrdcn konnen, zur Einübung rorhanden sind. Das Buch 
çei für den Unterricht a n  Gewerbeschulen bestens empfohlen. B. SEBEL, 

I)ie Ziele der technischen Iiochschulen. Von A. ~ ~ L E K .  Sonderabdruck 
aus der Zcitschrift des Vereins deutschcr Ingcnieure. 40. Rand. 
Berlin 1896 ,  A. W. Schade's Buchdruckerei (L. Schade). 20 S. 

Xit  den Vorschliigen des Verfassers sind wir vol1 und ganz ein- 
verstanden und doch vermissen wir in  der Einleitung die Umkehrung des 
Eprichworts: Wo Rcchte sind, sind auch Pflichten. Gottlob ist der Sinn 
unserer Jugend noch so gut ,  dass sie die Pflichten gerne übernimmt, wenn 
daraus auch Rechte entstehen. Abor damit sieht es im Deutschcn Reich 
noch sehr traurig aus. So lange der Juris t  glaubt, er sei allein berufen, 
in technischen Dingen die Entscheidung zu treffcn, somit allein den Rahm 
abzusch6pfen1 so lange kann man es einem tüchtigen jungen Manne nicht 
vuargen, wenn er sich das angezogene Citat des Verfassers zur Richtschnur 
macht: Dumm ist,  wer sich in  der Welt  nicht zurecht finden kann. Der 
Techniker gilt heutzutage meistens noch als Sachverstiindiger, nicht aber als 
rerantwortlicher Leiter. Wozu stehen an der Spitze unserer Eisenbahn- 
verwaltungen und sonstiger technischer Staatsbehorden Juristen, die sich 
der Techniker als ihrer nandlanger  bedienen? Über die Anschaffung der 
besten Eisenbahnschienen kann doch kein Jurist entscheiden; wenn er es 
thut, so bedient e r  sich des Technikers. Des Juristen Mittelsperson ist 
unntitig. Die geschiiftliche Überlegenheit(!) des Juristen erreicht dieser 
erst nach dem Studium, das k6nnte der Techniker ebenso. Der Kriegs- 
minister is t  doch auch kein Jurist. Die Realgymnasien eignen sich viel 
b~sser mir Vorbereitung für das medixinische Studium , als das Gyrnnasium, 
und doçh wird diesen Anstalten das Recht vorenthalten. In dieser Hinsicht 
muss Wandel geschaffen werden. Ein kleiner Anfang ist gemacht durrh die 
Berufung von Vertretern der technischen Hochschulen in das preussische 
Herrenhaus. Der beste Stützpunkt der Technik ist die enorme Leistungs- 
Whigkeit. Hier muss der Hebel augesetzt werden, um den Juristen von 
dem unverdienten Platz zu entfernen, dann wird sich zeigen, dass sich die 
besten Elemcnte der Nation der Technik euwenden, von der sie sich viel- 
fach nicht aus Verachtung, sondern der unzullinglichen Verhaltnisse wegen 
abgewendet haben. Wer  tüchtig arbeitet, dem sol1 der Lohn auch nicht 
vorenthalten sein! B. NERRT,. 
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Nendrncke von Schriften und Karten über -IIeteorologie niid Epd- 
magnetismns. Herausgegeben von G. HELLMANN: 

Nr. 7. EVANGELISTA TORRICELLI. Esprienza dell'ArgeiitoViva. Accadeniia 
del Cimento. Instrumenti per conoscer llAlterazioui dell'Aria. Mit 
einer Einleitung. Berlin 1897 ,  A. Asher & Co. 1 6  S. 

I n  der Einleitung entwickelt der Herausgeber die geschichtlichen Ver- 
haltnisse, die so oft zu I'rioritiitsstreitigkeiten und dergleichen Veranlassung 
gegeben haben, indem er  wichtige Briefe und Stellen aus alten Werken 
zum Abdmck bringt. Es ist ein sehr verdienstliches Unternehmen, die oft 
schwer zu erhaltenden Originalwerke durch Neudruck einem grosseren 
Leserkreise zugiinglich zu machen, und dabei die Prioritiitsrechte auf Grund 
eingehender geschichtlicher Studien endgiltig festzulegen. Diese Sammlung 
i s t  fü r  den Meteorologen und Physiker von hohem wert. B. 

Nr. 8. E. HALLEY, -4. VON HUMBOLDT, E. LOOXIS, U. J. LEVERRIER, E.RENON. 
Meteorologische Karten 1688,  1817, 1846,  1863, 1864. Sechs Tafeln 
i n  Lichtdmck mit einer Einleitung. Berlin 1897,  Asher & Co. 

Der Verfasser giebt i n  der  Einleitung des besseren Verstandnisses 
wegen Erlüuterungen über die einzelnen Karten selbst. I n  den Anrnerkungen 
werden die Quellen mitgeteilt, aus denen die Erliuterungen geschopft 
worden sind. B. N I ~ E L .  

Nr. 9. HENRY GELLIBRAND. A Discourse Mathematical on the  Variation 
of the Magneticall Needle. London 1635.  Faksimiledruck mit einer 
Einleitung. Berlin 1897 ,  A. Asher & Co. 22 S. 

Bus dem Abdruck der sehr selten gewordenen Schrift kann man er- 
sehen , dass G e I l i b  r a n  d den N a c h ~ e i s  von der Siikularvariation der 
magnetischen Deklination erbringt Die Einleitung hebt hervor, dass Cnter- 
Schiede in der magnetischen Deklinatien schon früher bekannt waren, dass 
aber die Schlussfolgerungen daraus nicht gezogen worden sind. 

B. NEBEL. 

Oeuvres scientifiques de L. Lorenz. Revues e t  annotées par  H. VALESTIXER 
PubliEes aux frais de l a  fondation Carlsberg. Tome premier, 
premier fascicule. Copenhague 1 8 9 6 ,  Librairie Lehmann & Stdge. 
210 S. 

Die Sammlung der Lorenzschen  Arbeiten wird zwei Bande uuifasseu, 
von denen der erste in zwei Abteilungen erscheinen wird. Der erste Teil 
des ersten Bandes enthalt sechs AufsBtze aus dem Gebiete der theoretischen 
Optik und zeigt, i n  welcher Weise L o r e n z  thatigen Anteil ha t  a n  der Klarung 
der heutigen Anschauungen über das Wesen des Lichts. Sehen wir van 
den beigefügten Noten des Herausgebers a b ,  so benierken wir fiir den 
deutschen Leser, dass der ganze Inhal t  des ersten Teiles in P o g g e n d o r f f s  
Annalen der Physik und Chemie zu finden ist. B. NEBEL. 
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Essai sur les éléments de l a  mécanique des particules. P a r  H. MAJLEKT. 
Ire Partie: Statique particulaire avec 14 planches. Ncuchlîtcl 1897 ,  
Attinger frères; Paris: Gauthier -Villars e t  fils. 242 S. 

Zum Gegenstand der vorliegenden Studien dienen die Atome der Ur- 
materie, die nach dem Verfasser eine sphiirische Gestalt besitzen sollen. 
Rachdcm noch die Eigenschaften der Atome dcfiniert sind, wird dcrcn 
Struktur und Vereinigung zu einfachen und zusammengesetzten 3Iolekülen 
Tom Standpunkt der reinen Geonietrie aus betrachtct. Daran schliessen sich 
an die elementaren Degriffe der Physik und der angewandten Mechanik, 
die kinetische und potentielle Energie und die Moglichkeit, die eine 
Energieart in  eine andere zu verwandeln. Die speziellen Studien über die 
Energie und die verschiedenen Formen, i n  denen sie sich Eussert, sollcn 
den zweiten Band dieses Werkes bilden, der unter dem Namen Dynamique 
particulaire erscheinen wird. Aus den Tafeln sind die Gruppierungen der 
sphirischen Atome und deren gegenseitige Einwirkungen vor Augen geführt. 

Theorie der doppelten Strnhlenhrrchung, abgeleitet aus den Gleichnngen 
der Mechanik. Von P. E. N~cnram (1832). Herausgegeben von 
A. WANGERIN. (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften. Nr. 7 6.) 
Leipzig 1 8 9 6 ,  Verlag von Wilhelm Engelmann. 52 S. Preis 80 Pfg. 

Die vorliegende erste Arbeit N e u m a n n s  aus der theoretischen Physik 
kt im 25. Bande von PoggendorEs Annalen der Physik und Chemie er- 
schienen und von da, abgedruckt. I n  den Anmcrkungcn entwirft der 
Herausgeber i n  wenigen Zügen ein Bild von dem Lebenslauf N e u m a n n s  und 
setzt hierauf das Prioritiitsvorhiiltnis zwischen N e u m a n n  und C a u c h y  aus- 
einander. Die weiteren Kotizen beziehen sich auf einzelne Stellen der 
ilrboit selbst. B. NEBEL. 

Zwei hydrodynamisehe Abhandlnngeii von H. HELXHOLTZ. 1. cher Wirbd-  
bewegungen (1858). II. jcber diskontinuierliche Flüssigkeitsbeweg- 
ungen (1868). Herausgegeben von A. W A N G E R ~ .  (Ostwalds Klassiker 
der exakten Wissenschaften Nr. 7 9 . )  Leipzig 1 8 9 6 ,  Verlag von 
Wilhelm Engelmann. 8 0  S. Preis 1 Mk. 2 0  Pfg. 

Die Anmerkungen beziehen sich zunachst auf Notizen über H e l m -  
hol tz '  Leben und Werke, sodann kommen die allgemeinen Bemerkungen 
zu don vorlicgendcn Abhandlungen, die beide den Ausgangspunkt für  neue 
wissenschaftliche Gebiete bildeten. Den Schluss machen die speziellen 
Boten und Erliiuterungcn zum Text. B. WEBEL. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 6 Historisch-litterarische Abteiliing. 

Theorie der Lnftschwinguiigen in Rohren mit offenen Enùen. Von 
E. HELXHOLTZ (1 85 9). Herausgegeben von A.WANÜERIX. (Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 80.) Leipzig 1896 ,  Verlag 
von Wilhelm Engelmann. 132 S. Preis 2 Mk. 

I n  den Anmerkungen wird zunachst darauf hingewiesen, weshalb die 
Aufnahme dieser Arbeit in  die Sammlung der Klassiker berechtigt ist; 
denn in physikalischer IIinsicht werden dadurch die Widersprüche der 
alteren Theorie mit der Erfahrung beseitigt. Die speziellen, sehr aus- 
gedehnten Anmerkungen gehen auf einzelne Puukte der Abhandlung 
naher ein. B. NEBEL. 

Experimental-Cntersnchungen über Elektrizitat. Von MICRAEL FARADAY. 
1. und II. Reihe (1 832). Herausgegeben von A. J. vox OSTINGEN. 
(Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 81.) Rlit 41Figuren 
im Text. Leipzig 1896 ,  Verlag von Wilhelm Engelmann. 96 S. 
Preis 1 Mk 50 Pfg. 

Sçhon die wenigen Zeilen in  den Anmerkungen über das Leben F a r a -  
d a y s lassen erkennen, mit  welchem Streben und mit welch' hoher idealer 
Anschauung sich F a r a d a y  dem Studium widmete. Die weiteren speziellen 
Kotizen beziehen sich zum Teil auf Unterschiede zwischen dem Original 
und der seinerzeit von P o g  g e n d  O r f f  für  die Annalen der Physik und Chemie 
angefertigten t?bersetzung. B. XEBEL. 

Grundlehren der mathernatischen Geographie und elernentaren Astro- 
nomie für den Unterricht. Bearbeitet von SIEGRCLND G~NTIIER.  
Vierte durchgssehene Auflage mit 47 eingedruckten Figuren und 
zwei Sternkarten. München 1 8 9  6 ,  Verlag von Theodor dckermann. 
142 S. 

Das Düchlein eignet sich sehr gu t  für Schulen und solche Personen, 
welche sich über den gestirnten Himmcl und dic a n  ihm zu beobachtenden 
Vorgiinge ohne weitschweifige Studien Belehrnng verschaffen wollen. Da der 
Umfang sich dem Lchrziel der bayerischen Gymnasicn anzuschliessen bat, 
so dürfen die gesteckten Grenzen durch spezielle, wenn auch berechtigte 
Wünscho nicht beliebig verschobcn worden. Daher is t  der Jnhalt der 
vierten Auflage im wesentlichen in Ü b e r e i n ~ t i m r n u n ~  geblieben mit dem 
dor drittcn Auflage. Bei einer künftigen Auflage dürfte der saubercn und 
sorgfiltigen Ausführung der Figuren mehr Rechnung getragen werdeii. 
Viclfach sind die Linicn zerrisscn, unscharf oder ~erwisch t .  Die punktierten 
Linien, wie z. B. in  Fig. 30, sind sehr mangelhaft, so dass eiri Schüler für 
eine derartige Zeichnung sicher das Pradikat  ,, gut" nicht erhalten würde. 

B. NEBEL. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 57 

Die Bahnbestimmung der Planeten und Kometen. Von KAKI, ZELBB. Mit 
1 2  Figuren im Text. Breslau 1896,  Verlag von Eduard Trewendt. 
125 S. 

Verfasser legt  seiner Darstellung der Grundprinzipien des Bahn- 
bestimmungsproblemes das W. Olbersche Werk ,,bbhandlung über die 
ieichteste und bequemste Methode, die Bahn eines Kometen zu berechnenLL 
ugd das Gausssche Werk: ,,Theoria motus corponim celestiumLL zu Grunde. 
Das letztere ist als die Erweiterung des ersteren anzusehen, indem G a u s s  
das Problom für jede Kegelschnittlinie als Bahnkurvo lest,  was O l b e r s  
iur die parabolische Kometentheorie gelungen ist. Am Sehlusse teilt der 
Yerfasser noch eine Littoraturübersicht mit,  die aber nicht den Anspruch 
auf Vollst%ndigkeit machen soll. Dem angehenden Astronomen dürfte durch 
das vorliegende Buch ein praktisches Werkzeug für die zu bercchncnden 
Heobachtungen i n  die- and gegeben werden. E. NEBEL. 

Das Parallelograinm der Kriifte als Grundlage des periodischeii Sgsterns 
in der Chemie. Von JOACHIM SPERBER. Zürich 1 8 9 6 ,  Verlag von 
E. Speidel. 37 S. 

Xehr und mehr driingt sich dem Chemiker die cberzeugung auf, dass 
sich das ungeheuere, dnrch Experimente gewonnene Material der Chernie 
in bestimmte mathematische Gesetze zusammenfassen und dadurch ver- 
einfachen und iibersichtlicher gestalten lassen müsse. Viele Versuche sind 
mit mehr oder weniger grossem Erfolge gemacht worden, wobei manches 
auf rein theoretischem V e g e  gefunden worden ist. Doch es bedarf noch 
einer grossen Energie, bis die Chemie ebenso der Rechnung unterworfen 
werden kann,  wie dies bei der Physik der Fa11 ist. - Bus Uberlegungen, 
die sich dem Verfasser bei der Allotropie au1gedriirigt haben, braeh siçh 
die cberzeugung durch, dass die verschiedenen &uivalentgewichte und die 
verschiedene Wertigkeit ein und desselben Elementes nur  rnoglich sein 
konnen, wenn die Atome unter bestimmten Winkeln i n  Verbindungen treten, 
sodass die Valenz nur den \Vert der Komponente angiebt, die das Atom 
i n  die resultierende Verbindung liefert. Die physikalischen und chemischen 
Eigenschaften der Elemente k6nnen unmoglich rein zufàllig periodische 
Funktionen der Atomgewichte sein; deshalb brachte sie dor Vorfassor mit 
den goniometrischen E'unktionen in Beziehung. Das Resultat derartiger 
cberlegungen wird nach dem Satze vom Parallologramm der Krafte durch 
die Formel ausgedrückt : v = IZ COS p, 

wobei a das Atomgewicht, v die Valenz und p der ~ ~ u i v a l e n t w i n k e l  eines 
Elementes bedoutet. Um nun die Theorie zu erproben, solltcn experi- 
mentell bekannt gewordene chemische Grossen irgend welcher Art auf 
theoretischcm Wege gewonnen werden. Zu dem Zweck bcdient sich der 
Verfasser der Wiirmetonungen chemiseher Umsetzungen. Welch' grosse 
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Schwierigkeiten sich nunmehr entgegenstellen, giebt sich deutlich aus den 
für  Ammoniak angestellten Rechnungen zu erkennen. Die Resultate dürfen 
deshalb zunachst als befnedigend bezeichnet werden. Die weiteren, zur 
Stütxe der Theorie anzustellenden Berechnungen sind einer spiteren Zeit 
vorbehalten, da  es vielfach noch a n  sicheren physikalischen Daten fehlt, 
die unumgiinglich notwondig sind. - Someit die Sache jetzt überblickt 
werden kann, dürfte der weitere Ausbau dieser Theorie vielversprechend 
sein. B. NEREL. 

Kritik der Formd der Newtonschen Gravitationstheorie. Von A. SISRA\I. 
Hamburg 1 8 9 6 ,  Verlag von Lucas Griife & Sillem. 44 S. Preis 1 Mk. 

Die Thatsache, dass die Rometenschweife stets von der Sonne ab- 
gelcnkt sind, l i e s  sich durch die Gravitationstheorie' nicht nachweisen und 
gab die Veranlassung zu allerlei erkünstelten Tlypothesen. Verfasser sucht 
den Beweis zu erbringen, dass die Newtonsche Gravitationstheorie lcdiglich 
ein mathematischer Ausdruck is t ,  dem jede physikalische Basis fehlt. Dass 
Newton dies selbst gefühlt h a t ,  will der Verfasser durch eine Rcihc von 
Citaten aus Newtons eigenen ~usse-gen nachweisen. Auch die heutigen 
Physiker leben mit der Gravitationstheorie auf etwas gespanntem Fusse; 
denn die modernen Anschauungen i n  der Elektrizitittslehre lassen die früher 
vielgepriesenen Fernwirkungen in einem recht zweifelhaften Lichte er- 
scheinen. B. NEBEL. 

Die Geometrie der Wirbelfelder. I n  Anlehnung a n  das Buch des Ver- 
fassers über die Maxwell'sche Theorie der Elektrizitat und zu dessen 
Erganzung. Von A. FOPPL. Leipzig 1897, Druck und Verlag von 
B. G. Teubner. 108 S. 

Entgegen der ursprünglichen Absicht, das frühere Buch durch einen 
zweiten Band zu erganzen, sah sich der Verfasser, iiusserer Cmstande 
wegen, veranlasst, von diesem Plane abzuweichen und sich nur auf die 
Theorie der Vektorfunktioiien zu beschrznken. Wenngleich sich der Tite1 
auf die Geometrie der Wirbelfelder bezieht, so sol1 damit nur  angedeutet 
werden, dass die Behandlung der Wirbelfelder den grossten Raum nmfasst. 
Es werden noch andere Felder berücksichtigt, die sich durch die Kenn- 
aeichnung des Feldzustandes unterscheiden und darnach eingeteilt werden 
in skalare Felder, Vektorfelder und Hypervektorfelder. Von den Gravitations- 
feldern wurde abgesehen, die Aufmerksamkeit wird ganz auf die elektrischen 
und magnetischen Felder gelenkt. Dabei sei aber ausdrücklich erwahnt, 
dass die Darstellung frei von allen physikalischen Hypothesen ist,  dass es 
sich somit nur  um eine streng mathemabische Untersuchung handelt, die 
fiir jeden ihre Gilt,igkeit behiilt, oh e r  nun Anhanger der Rlaxwell'schen 
Theorie ist  oder nicht. B. NEBEL. 
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Xéthode et Principes des scieilces naturelles, introduction à l'étiide 
de la mkdecine par  Th. FURCK-BREXTANO. Paris 1896,  Ancienne 
maison delahaye L. Bataille & Cie. 137 S. 

DM Buch zerfillt in drei Teile. In  dem ersten, .,la méthodeLL betitelten, 
unterzieht der Verfasser die verschiedenen Methoden, deren man sich i n  
den Naturwissenschaften zur Erforschung der Katur  bedjent, einer ein- 
gehenden Betrachtung. Der zweite Teil tragt die Überschrift ,,les prin- 
cipes''. Verfasser versteht aber darunter nicht 2.B. die Principe der 
Mechanik, sondern er erliiutert die Frage: ,,Was ist ein Prinzip?" a n  dem 
Eatze, dass die Wissenschaften nicht durch Prinzipe, sondern durch De- 
finitionen fortschreite, welch' letztere man Prinzipe zu nennen pflege. In 
diesem Teile werden die Grunderscheinungen, wie die Bewegung, die Schwer- 
kraft, die Anziehung, die Affinitat, Elektrizitiit und Magnetismus, Licht 
und Warme, Gewicht und Dichtigkeit, die Ki-afte der Mechanik und die 
Molekularkriafte behandelt. Der dritte Teil umfasst die Entstehung des Sonnen- 
systems, die Bildung der Erdkugel und die Erscheinung des Lebens auf 
dieser. Den Anhang bildet die Photographie des Unsichtbaren, worin die 
Rontgenstrahlen mit ihren Vorlaufern einer Erkliirung unterzogen werden. 
Das Buch ha t  einen philosophisch-naturwissenschaftlichen Charakter. 

B. NEBEL. 

Die Elektrizitiit. Von Dr. GUSTAV ALRRECHT. Xi t  38 Abbildungen. Heil- 
bronn a. N. 1897, Verlag von Schroder & Co. 167 S. . 

Verfasser beginnt mit dern Magnetismus und bcdient sich bei dcr Ue- 
handlung desselben der F a r  a d a  y schen Anschauungen. Anschliessend 
hieran werdcn gleich die elektrischen Strome und ihre Wechselwirkungen 
mit Magneten behandelt. Xach den Gesetzen des elektrischen Stromes 
fol~en die Beziehungen zwischen elektrischen Stromen und chcmischen Er- 
scheinungen. An dieser Stelle werden erst die galvanischen Elemente auf- 
geführt, cine Reihenfolge, die der natürlichen Entwickelung der Naterie 
entspricht, von der geschichtlichen und bisher allgemein innegehaltenen 
Anordnung aber abweicht. An die Elektrostatik, welche zwei Kapitel um- 
fasst, reihen sich die praktischen Anwendungen der elektrischen Erschein- 
nngen und ihre Beziehungen zu Licht und Wirme an. An den Leser 
werden keine mathernatischen Anforderungen gestellt, es kann somit jeder 
sich mit  der Elektrizititslehre ohne grocse Schwierigkeiten bekannt machen. 
Die Einheit der Kraft ist  ,,eine DyneGL und nicht , , e h  DyniL. Bei dem 
so wichtigen elektrodynamischen Prinzip hiitte auf seinen Entdecker W e r n e r  
Siemens etwas deutlicher hingewiesen werden dürfen, als dies jetzt der 
Fa11 ist. Die Figuren lassen vielfach zu wünschen übrig. Bei der Klein- 
heit wirkt die Abschattierung storend, zum Beispiel wird der Laie aus den 
dunklen Klecksen nicht mit Deutlichkeit erkennen, wie die Elektroden in 
die Buffangrohren ragen, zumal Text und Figur  keine Bezugnahme zu 
einander haben, welche sonst durch Buchstaben hergestellt wird. Dasselbe 
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gilt auch bei Figur  15; denn Niemarid wird zum Beispiel angeben konnen, 
a n  welcher Stelle sich der Spiegel befindet. Eine schematische Zeichnung 
mare weit vorteilhafter geweseu. Hoffentlich werden bei einer Neuaufkage 
diese Fehler beseitigt, wodurch der Wer t  des Buches nur erhoht wird. 

B. NEBEL. 

Codex Leidensh 399, 1. Euclidis elementa ex interpretatione al-Hadsch- 
dschadschii cum commentariis al-Narizii. Arabice et  latine ediderunt 
notisqne instruxerunt. R. 0. BESTEORN et  J. L. HEIBERG. Partis 
1 Fasciculus II. Hauniae, in libraria Gyldendaliana (F. Hegel et fil.) 
1897.  S. 89-191. 

Seit dem Erscheinen des 1. Fasc. des 1. Teiles dieser arabischen Euklid- 
ausgabe sirid vier Jahre verflossen, und schon glaubte man, das Werk würde 

aus irgend einem Grunde keihe Fortsetzung mehr erfahren, als zur an- 
geriehrneri Überraschung der Breunde des Unterriehmens eudlich vor eiuiger 
Zeit der 2. Fasc. erschien, mit der Erklarung, dass der Grund der Ver- 
zogerung hauptsiichlich i n  den Schwierigkeiten des arabischeu Druckes 
liege, dass aber für die Zuknnft i n  dieser Hinsicht Vorsorge getroffen 
worden sei. 

Dieser 2. Fasc. enthalt die Satze 20-47 des 1. Buches der Elemente, 
und schliesst hiermit dieses ab.* Die interessantesten Partien dieses Heftes 
sind: 1. die Versuche des G e m i n o s ,  das Parallelenaxiorn zu beweisen, in 
den Zusatzen zu Prop. 28; 2. der Zusatz zurn pythagor%isclien Lehrsatz 
(Prop. 4 6 ) ,  bestehend in dem Heron ' schen  Beweise, dass die drei Geraden, 
uiimlich diejenigen zwei, welche die Ecken der beideu Katheteuquadrate 
mit den gegenüberliegenden nreiecksecken verbinden und die Senkrechte 
vom Scheitel des rechten Winkels auf die Hypotenuse, sich i n  eiriem Punkte 
schneiden; 3. der Tâbit 'sche Beweis des pythagoriiischen Lehr~at~zes. 

Was Nr. 1 anbebrifft, so stellt G e m i n o s  vier Ililfssatze auf, mit denen 
er dann das 5. Postulat heweisen will, diese sind: a) Wenn ewei Geraden 
parallel sind, so is t  ihr  Abstand zu jeder von i h ~ i e n  serikrecht; b) wenn 
eine Gerade zwei andere Geraden so schneidet, dass sie zu jeder von ihnen 
senkrecht is t ,  so sind diese Geraden parallel und die senkrechte Gerade ist 
ih r  Ahst,and; c) w m n  eine Gerade zwei andere parallele Geraden schneidet, 
so sind je zwei korrespondierende Wirikel gleich, je  zwei Wechselwinkel 
gleich, je zwei Gegenwinkel zusammen zwei Rachte; d) wenn eine Gorade 
zwei andere Geraden $0 schneidet, dass entweder zwei korrespondierende 
Winkel gleich sind, oder zwei Wechselwinkel gleich sind, oder zwei Cegen- 
winkel zusammen zwei Rechte ausrnachen, so sind die geschnittenen Geraden 
parallel; als e) erscheint dann der Haiiptsatz, das 5. Postulat. - Wir 
sehen hieraus, dass dieses Verfahren des G e m i n o  s ,  das Parallelenaxiom zu 

* Der Satz 46 der griechischen Ausgabe von J. L. H e i b e r g ,  sowie auch 
der Nasir ed-Dîn'scheu, fehlt hier, dalier z i i i l t  clas ervte Unch hier nur 17 statt  
48 Satzc. 
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beweisen, von demjenigen des N a s î r  e d - D î n *  ziemlich abweicht, dass also 
letzterer hierin selbstsndig vorgegangen ist, wenn er auch, was ja natürlich 
ist,  gerade wie G e m i n  os,  der Aufstellung neuer, allerdings etwas ein- 
facherer Axiome oder Postulate nicht entbehren konnte: sein erster Hilfssatz 
ist eben kein geornetrischer Beweis, sondern nur eine anschauliche Dar- 
stellung einer goometrischen Thatsache.** 

Für Nr. 2, den oben genannten IIeron 'schen Beweis, der übrigens ja  
zum Euklidischen Beweise des pythagorBischen Satzes nicht notwendig ist,  
verweise ich den Leser auf das Werk selbst. 

Was Nr. 3 anbetrifft, so vernehmen wir hier zum ersten Nale, dass 
von dem bedeutenden arabischen Mathematiker S â b i t  b e n  K u r r a  einer 

- 
der einfachsten Reweise des pythagoraischen Satzes herrühren soll, der i n  
dem Werke von J u r y  W i p p e r  (Sechsundvierzig Beweise des pythagoriii- 
schen Lehrsatzes etc., aus dem Russischen übersetzt von F. G r a a p ,  
Leipzig 1880,  S. 23, Nr. 18) ohne Angabe des Ursprungs sich befindet.*** 
Ob dieser Beweis vielleicht noch alter sei als T â b i t ,  kann natürlich 

- 

hier nicht entschieden werden. 
Über den Text und die Übersetzung habe ich mich gleich loberid wie 

in der Rezension des 1. Fase, auszusprechen; es seien mir nur  noch zwei 
Bemerkurigeri gestattet: Schon im 1. Fasc. und auch hier wieder (S. 59, 
93, 153,  155, 1 6 5  etc.) setzt Herr H e i b e r g  i n  dem Ausdruck ,,in duas 
partes aequales dividere" das Wor t  ,,aequalesLL in eckige Klammern; wir 
sehen den Grund hierzu nicht ein, ist  doch überall im arabischen Text 
dem Wortc (teilen) beigcfügt ~ d * a . i  d, h. in zwei Hiilften, in zmei 
gleiche Teile. Nur S. 145 (Prop. 34) macht Herr  H e i b e r g  eine Ausnahme, 
obglcich der arabische ~ e n t  dersclbé ist. - Der Anfang des arabischen 
Textes des nach Prop. 31 eingeschobenen Satzes über die Teilung einer 
Geraden i n  drei gleiche Toile ist  jedenfalls verdorben, die Worte: 
LI 0. b; 

f ii.Cu*lj ul (denn die Teilung einer Geraden in drei 
gleiche Teile etc.) sollten nicht a m  Ende stehen, wie auch die Über- 
setzung sie richtig hinter die Anfangsworte: ,,Locus eiuç erat post 
prop. X.lL stellt. Dieser Satz erhiilt nur dann einen Sinn, wenn man, 
falls man keine Umstellung zulassen will, entweder an Stelle von uy 

* Vergl. diese Euklidausgabe, Rom 1594, S. 28-33, und K a s t n e r ,  Ge- 
acliiclite der Mathematik Bd. l, S. 375-81. 

** Es ist hier noch von Intmesse beixiifiigen, dass S. 1 1 R  (Übers. 119) 

Geminos b b  genannt wird, was in der Übersetx~m~ durch ,,magistriun 
nostrum" wiedergegeben wirci; es konnte aber ebenso gut mit ,,unsern Freund" 
d e r  ,,Genossen" übersetzt werden; es scheint, als ob diese Stelle aus Simplikios 
entnormnen wire, dann wiire aber diese Uezeichnung unverstiindlich; vielleicht ist  
sie aber ails Herons Scholien herübergenomrnen und von Nairizi vergessen worden, 
den Aiitor zu nennen, dann ware also konstatiert, dass Heron und Geminos Zeit- 
genossen gewesen sind.  

*** Ein ganz ahnlicher Beweis (irn citierten Werkc Nr. 17)  findet sich zuerst 
im ,,Lchrbegriff der reinen MathematikLL von Hauff, 1803, Tor. 
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(weil, denn) 011 oder f d e r  cil & (wenn auch, obgleich) setzt, oder 
aber d a s  Citat 1 ,  1 2  durch ein anderes, auf einen nachfolgenden Satz sich 
beziehendes ersetzt; doch weder in  1, 1 2  (wie Herr H e i b e r g  bemerkt) noch 
in einem spiit,eren Satze des 1. Buches kommt die Teilung einer Geraden 
in drei gleiche Teile zur Anwendung. HEINRICH SUTER. 

P. L. Tchébychef et  son oeuvre scientifique par  A. V a s s r r , ~ ~ ~ ,  Professeur 
h l'université de Kasan. Turin 1 8 9 8 ,  Charles Clausen. 56 p. 

Die 70 Jahre von 1 8 2 1  bis 1 8 9 1  umspannen i a s  Leben Tchebychef ' s ,  
ein Leben, reich an Leistungen, reich a n  Erfolgen, aber ziemiich einftrmig 
verlaufend. Das Leben eines Gelehrten bietet ~erhaltnismassig selten er- 
ziihlenswerte oder gar spannende Zeitraume, und so war es auch bei 
Tchebychef. Kurz konnte der Lebensabriss werden, welchen Herr  V a s  silief 
von dem Landsmanne und Fachgenossen entwarf, um so aiisfiihrlicher 
musste die Schilderung von Tchebychefs wissenschaftlichen Leistungen wer- 
den, welche Herr Vassilief auerst in  mehreren Reften des von Herr Cino 
Lorin seit 1 8 9 8  herausgegebenen Bolletino di bibliografia e storia della 
scienze matematiche (Turin bei C. Clausen) ver8ffentlichte, und welche heute 
als besondere Broschüre vor uns liegt. T i r  vermogen ih r  nicht im einzelnen 
hier zu folgen. Es  genüge, zu sagen, dass Tchebychef mit dem theoretisch- 
sten Teile der Mathernatik, wenn man so sagen darf,  beginnend, mehr und 
mehr zur angewandten Mathematik iiherging. Zahlentheoretische Arheiten, 
unter welchen die Untersuchungen über Primzahlenmengen unterhalb einer 
gewissen Grenze hervorra,gen, liessen Tchcbychef3s Namen zuerst bekannt 
werden, ErGndungen der praktischen Maschinenlehre sind die Prucht seiuer 
letzten Anstrengungen. Man kann diesen Entwickelungsgang nicht hübscher 
schildern, als es Tchebychef selbst gethan ha t ,  indem er sagte: Die iltesten 
Aufgaben der Mathematik, wje die der Würfelverdoppelung, haben die 
Gotter gestellt; dann kam ein Zeitraum, i n  welchem Halbgotter: Fermat, 
Pascal und andere, die Aufgaben stellten; heute liefert das Redürfnis der 
Menschen die der L6sung harrenden Aufgaben. N a n  wird in  Tchebychefs 
Arbeiten vielleicht eine gewisse Vorliebe für  franGsische Schriftsteller be- 
merken, welche ihn veranlasste, die Verdienste von Gauss zum Btiispiel 
weniger als gerecht zu betonen. Man wird das seinen freundschaftlichen 
Ueaiehungen zu franzosischen Zeitgenosseu zu Gute halten. CnxToB, 

Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia volumen 1. S y n t a x i s  mathe-  
m a t i c a  edidit J. L.  HEIBERG, professor Hauniensis. Pars 1 libros 
1-VI continens. Leipzig 1898 ,  B. G. Teubner. VI, 546 p. 

Das freudige Iiicheln, mit welchem wir den ersten Band der in der 
Bibliotheca Teubneriana nunmehr erscheinenden Werke des P t o l  emaeus 
und in ihm die von H e i b e r g  herausgegebenen 6 ersten Riicher des Almagests 
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begrüssten, maehte, mir gestehen es, bald ernsteren Gesichtszügen Platz. 
Cngleich den früher von Heiberg herausgegebenen Nathematikern ist niimlich 
der Almagest von keiner Übersetzung begleitet. Herr  Heiberg ha t  gu t  
rederi, wenn e r  in  der Vorrede sagt ,  e r  habe der Schwierigkeit des Gegen- 
standes wegen nicht gewagt, sine lateinische oder neuersprachliehe Über- 
setmng beizugeben; darauf mogen Astronomen ihr Augenmerk richten, wenn 
sie eine Erklarung wünsehen. Welcher lebende Astronom weiss denn so 
viel Griechisch und, setzen wir hinzu, wie viele lebende Philologen ausser 
Herrn Heiberg wissen so viel Astronomie, dass sie an jenes Wagnis heran- 
treten k6nnten6? Man kann freilich niemand zwingen zu leisten, was 
er in durchaus befriedigender Weise zu leisten sieh nicht im stande fühlt, 
aber Herr Heiberg hatte sich, meinen wir, sagen müssen, die von ihrn 
geübte Textkritik schliesse ein so genaues Verstandnis ein, dass mancher 
Leser die bescheidene ~ u s s e r u n ~  fier Vorrede als Vorwand betrachten werde. 

Vorlesungen über die Theorie der antomorphen Fnnktionen von ROBERT 
FEICKE und FELIX KLEIN. Erster Band: Die pppentheore t i schen  
Grundlagen. Mit 1 9 2  in den Text gedruckten Figuren. Leipzig 1897,  
B. G. Teubner. XIV, 634 S. 

Die Theorie der eindeutigen Funktionen einer Verinderlichen, welche 
bei einer Gruppe von linearen Transformationen ungeiindert bleiben, der 
automorphen Funktionen, geb6rt der jüngsten Periode der mathemalischen 
Forschung an ,  und es i s t  ein schones Zeugnis für  die. fortwirkende Frucht- 
barkeit der Gauss 'schen Gedanken, wenn fast nach einem Jahrhuridert die 
nabürliche Entwiekelung seiner Ansztze in  ihrer Vereinigung zu einem 
neitreichenden neuen Zweige der Mathematik führt. Vor der hyper- 
geometrischen Rcihc , den elliptischen Funktionen , insbesondere den von 
Gauss selbst i n  ihrer analytisehen Natur  erkannten Modulfunktionen, führen 
die Wege in bestiindigor Erweiterung über die Arbeiten von R i e m a n n ,  
Fuchs,  S e h w  a r z ,  S c h o t t  k y von der funktionentheoretiçchen Seite her zu 
dem von P o  i n  c a r  é und K l e i n  in allgemeiner Fassung orschlossenen Gebiet, 
wiihrend anderseits die nicht euklidische Geometrie, die Theorie der quadrati- 
schen Formen, der algebraisehen Zahlen, die Hilfsmittel zu ihrem ein- 
gehenden Studium liefern. Allerdings t r i t t  d a m  noeh als neuer und Richtung 
gebender Verbündeter der von G a u s s  nicht ausdrücklieh formulierte, aber 
verwendete Gruppenbegriff. 

Eine zusammenhiingende Darstellung des ganzen Gebietes ha t  gerade 
wegen der Marinigfaltigkeit der Hilfsmittel mit bedeutenden Schwierigkeiten 
zu k h p f e n ,  da alle diese erst für den Endzweck aufbereitet und zurecht- 
gelegt werden müssen. 

Um so mehr wird man K l e i n  Dank wissen, dass er a n  se inem,  beim 
erstcn Auftreten der automorphen Funktionen gefassten Plan, ihre Thcoric 
in einer ausgedehnten Publikation zu behandeln, durch so lange Zeit fest- 
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gehalten und ihn mit eifrigcr Untcrstützung Frickes soweit gefordert hat, 
dass uns jetzt der erste Band einer solchen Gesamtdarstellung vorliegt. 

Das vor 13  Jahren erschienene Buch über das Ikosaeder von K l e i n ,  
die erste i n  der Reihe der geplanten Vertiffentlichungen, hatte die Theorie 
der endlichen Gruppen zur Darstellung gebracht und ging vorwiegend 
algebraischen Zielen nach. I n  den Jahren 1890 und 1892 erschien die 
Thoorie der Modulfunktionen, wobei F r i c k e  bereits als Bcnrbeiter auftritt. 
Dort wird allseitig die Darstellung eines zufolge der hochentwickelten 
Theorio der elliptischen Funktionen bis ins einzelne zuganglichen Spezial- 
falles der automorphen Punktionen verfolgt. Die i m  Laufe der 13earbeitung 
dieses Gebietes dureh K l e i n  und seine Schülcr erlangten Resultate haben 
vielfach auch über das genannte Spezialgebiet hinaus unsere Kenutnis des 
algebraischen Gebildes erweitert. Ich erinnere nur an die Theorie der 
singuliiren Korrespondenzen von H u r w i t  z, welche irn Anschluss a n  die Xo- 
dularkorrespondenzen entstanden ist. 

Der vorliegcnde Band,  mit wclchem das eigcntlicho Gcbiet der auto- 
morphen li'unktionen betreten wird, bringt die gruppentheoretischen Grund- 
lagen der allgemeinen Theorie. Ausserlich unterscheidet er sich von den 110- 
dulfunktionen dadurch, dass K l e i n  und F r i c  k e  nebeneinander auf dem 
Titelblatt als Vcrfasser erschcinen und des letzteren Anteil am Guche da- 
durch mehr betont ist als in den Modulfunktionen. 

Die Einleitung führt uns zunachst drei verschiedene Formen der geo- 
metrischen Darstellung linearer Substitutionen Tor, welche in  der Folge 
gebraucht werden. Von diesen beziehen sich zwei auf beliebige Substitutionen, 
die dritte aber nur  auf eine - freilich die zugiinglichste - Art  derselben, 
und erfordert Fallunterscheidungen. Es sind folgende: 

1. Werden den beiden komplexen Regelscharen einer einteiligen Flache 
zweiter Ordnung, welche der Einfaehheit halber als Kugel vorausgesetzt 

- 

werden mag,  nach P l ü c k e r  zwei lineare Parameter 5 und b zugeordnet, so 
bestimmt ein solches Parameterpaar einen Punkt  der Fliiche und zwar einen 
reellen, wenn die beiden Parameter konjugiert komplex sind. 

Die Verteilung der [ Werte auf der Kugel stimmt mit der gewohn- 
lichen R i e m a n n - G a u s s s c h e n  überein und die Kugel sol1 als {Kugel be- 
xeichnet werden. Zwei lineare Substitutionen, auf beide Parameter ans- 
geübt, bestirnmen eine Kollineation der Fliiche in  sich, welche reell nid, 
wenn die Substitutionskoeffizienten der einen zu denen der anderen kon- 
jugiert komplex sind. Gleichzeitig is t  dadurch eine Kollineation des Raurnes 
der ÇKugel bestimmt, welche in  bekannter Weise als ,,BewegungiL des 
hyperpolischen Raumes mit der { Kugel als MaBfliiche im Ca  y 1 e y schen 
Sinne aufgefasst werden kann. Die ,,Bewegungen" und ,,SpiegelungentL 
des hyperbolischen Raumes bilden die allgemeine Grundlage der Betrach- 
tungen. . 

2. Dieser hyperbolische Raum im Innern seiner ITaBflache kann derart 
eindeutig auf einen von einer . Ebene begrenzten Halbraurn abgebildet 
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nerden, dass der [ Kugel die Ebene entspricht, ferner den Ebenen und 
Geraden des hyperbolischen Raumes znr Ehene orthogonale Halbkugeln nnd 
Halbkreise entsprechen und endlich die f Werte auf der Eberie in  der 
Gaussschen Weise ausgebreitet sind. 

Dieser Halbraum und seine Begrenzungsebene werden als {Halbraum 
und f Rbene bezeichnet. 

3. Werden aus der Gesamtheit aller Kollineationen nur  diejenigen 
herausgenornmen, welche einen Punkt  P des hyperbolischen Raumes fest- 
lassen, so wird deren Gesamtheit als eine Botationsgruppe bezeichnet und 
je nachdem P im Innern, auf oder ausser der MaBKache liegt, elliptische, 
parabolische, hyperbolische Rotationsgruppen unterschieden. Die Hotations- 
gruppe lasst dann einen Kegel zweiter Klasse unverandert und beim Schnitt 
des Uündels mit dem Scheitel P durch eine Ebene entsteht in  dieser eine 
Gruppe von ,,BewegungentL und ,,SpiegelungenLL in Bezug auf einen als 
MaBkurve betrachteten reellen, ausgearteten oder nullteiligen Kegelschnitt, 
im zweiten Falle oinschliesslich der ~hnlichkeitstransformationen. Dabei 
wird die Ebene doppelt überdeckt, wenn der Kegelschnitt ein eigentlicher 
kt,  doch sind im hyperbolischen Falle beide Doppelüberdeckungen durch 
diesen getrennt, wiihrend sie im elliptischen Palle im unendiichen der 
Ebene zusammenhiingen. Diese Ebene sol1 als nichteuklidischc Ebene, respek- 
tive elliptische, parabolische, hyperbolische, bezeichnet werden. 

Auf der f Ebene entspricht dem MaBkegelschnitt ein eigentlicher 
oder degenerierter Kreis, der Hauptkreis, welcher bei allen Substitutionen 
der Gi-uppe ungeandert bleibt und den Geraden der nicht oulilidischer 
Ebene zu diesem orthogonale Kreise. Diese Gruppen werden daher als 
Hauptkreisgruppen und speziell die hyperbolischen als eigentliche Haupt- 
kreisgruppen bezeichnet. Dïese dritte Darstellung kam gelegentlich schon 
bei den Modulfunktionen in Verwendung und kann natürlich auch unmittelbar 
in einer nicht euklidischen Ebene entwickelt werden. Der Inhal t  der Ein- 
leitung wird hier BO ausführlich und in etwas veranderter Anordnung 
wiedergegeben, weil in der Folge auf jede dieser drei Darstellungsformen 
abwechselnd Bezug genommen wird. 

Im ersten Abschnitt werden die Grundlagen einer Theorie der dis- 
kontinuierlichen Gruppen linearer Substitutionen entwickelt. Aus der - 
mit Rücksicht auf die symrnetrischen Urnformiingen - gemischten Gruppe 
von a~ ' f Substitutionen sind nun die eigentlich diskontinuierlichen aus- 
zusondern. Dabei is t  unter einer diskontinuierlichen Gruppe eine solche 
verstanden, deren Koeffizienten keinen variablen Parameter enthalten, und 
unter einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe in einem-bestimmten Gebiet 
eine solche, für welche der Diskontinuitiitsbereich von gleicher Dimension ist, 
wie das Gebiet selbst. Dabei is t  der Bcgriff des Diskontinuititsbcreiches aus 
den ,,NodulfunktionenL' h e ~ b e r g e n o m m e n  als der grosste Bereich, in welchem 
keine zwei Punkte zufolge der CSubstitutionen, respektive im hyperbolischen 
Raum oder der nicht-euklidischen Ebene, zufolge der Kollineationen der 
Gruppe iquivalent sind. Interessant ist dabei der Hinweis, dass zwei 

HM.-litt. Abt. a. Zeitschr. f. Math. u.Phys. 44.Band. 1899. 2.u.S.Hsft. f~ 
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den auf die Verbindungslinien von Co mit seinen iiquivalenten Punkten 
errichteten Mittelsenkrechten (im Sinne der MaBbestimmung) frei bleibt, d i ~ s e s  
Polygon ist dann notwendig nach innen überill  konkav. Es konnen übrigens 
dahei auch Teile des MaBkegelschnitCes als Regrenzungsstücke auftreten, 
ja der Bereich sogar über den MaBkegelschnitt hinausragen. Dieser Begriff 
lgsst sich dann auch auf den hyperbolischen Raum iibertragen. Seine Be- 
deutung liegt erstens i n  der Angabe einer bestimmten Regel, überhaupt 
einen Diskantinuititsbereich zu bilden, dann aber in  einer Reihe von Eigen- 
schaften, wie Konkavitit ,  Ausschluss hyperbolischer Ecken, welche sonst 
erst durch separate Umgestaltungen vermieden werden müssen, und endlich 
in einer bestirnmten und übersichtlichen Abhiingigkeit vom Centmm Co. 

Nun wird die Definition der Gmppe durch einen geeign-et gewiihlten 
Diskontinuitat~bereich untersucht. Dabei sind in der Ebene die Riinder des 
Bereiches paarweise oder in Cyklen durch Substitutionen einander zugeordnet 
und müssen daher bestimmten Bedingungen genügen. Irn hyperbolischen 
Raume treten iihnliche Bedingungen für die Kanten und Ecken auf. Nun 
gilt der entscheidende Satz: Ein Polygon Po auf der Kugelfiiche ist. Diskon- 
tinuitàtsbereich einer Gruppe, wenn es ein Polyeder giebt, welches Po zu 
einer seiner Handfiiichen ha t  und dessen Kanten und Ecken den eben 
emiihnton Bedingungen genügen. Dabei wird das Polyeder aus dem Polygon 
erhalten, indem man die Ebenen als den Kreisbogen Tor ausgesetzten Seiten 
des Polygons auf die LKugel legt. Dabei ist  die Unterscheidung wesentlich, 
ob das Polyeder ausser Po noch andere Begrenzungsstücke auf der Kugel 
hat odor nicht. I m  letztem Falle treten nur isolierte Grenzpunkte, im erstcren 
immer panze Grenzkurven auf, ja es werden sogar in der Regel unendlich 
viele durch die Grenzkurven gegeneinander abgegrenzte verschiedene Polygon- 
netze entstehen. Dabei sind die Grenzkurven von Fixpunkten nicht- 
elliptischer Substitutionen überall dicht erfüllt. Auf diese Erorterungen 
@ündet sich eine Einteilung der Cruppen nach der Gestalt des Diskon- 
tinuitatsbereiches, wobei auf die Einteilung P o i n c a r é s  ergknzend und 
berichtigend e ing~gangen  wird. Wird nun ein einzelnes Polygon des Dis- 
kontinuitiitsbereiches im Sinne der Aquivalenz seiner Rander i n  Bezug auf 
die Substitut,ionen der Gruppe als eine geschlossene Mannigfaltigkeit auf 
gefasst, so zeigt diese besti~nmten Zusammenhang und kaun auch durch 
cin kanonisches Querschnittsystem in eine einfach zusammenhangende 
Mannigfaltigkeit verwandelt werden. Wird eine solche Zerschneidung noch 
durch n einfache Schnitte, welche den n. Klassen elliptischer und parabolischer 
Ecken des Polygons entsprechen, erganzt, so kann dazu ein neues Polygon 
auf der [ Kugel gefunden werden, welches ebenfalls Diskontinuitatsbereich 
derselben Gruppe is t ,  und dessen Rander den Riinderu der Schnitte ent- 
sprcchon. Ein solches Polygon heisst dann ein kanonischer Diskontinuitats- 
bereich und ist umgekehrt den Betrachtungen der Gruppe zu Grunde gelegt 
boi K l e i n ,  Math. Ann. 21.  Mit Hilfe desselben gelingt die Angabe, dass die 
Gruppe aus n + 2p  Substitutionen erzeugt werden kann, von denen .n 

periodische sind und zwischen denen noch eine Relation besteht. Die 
5 * 
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Perioden der n erstgenannten Substitutionen mogen II . . . 1, sein, d a m  wird 
spiiter ein solches Polygon von der Gattung (p, n) und der Signatur 
(p, n; il . . . 1 , )  bezeichnet. Der Schluss des Abschnittes bringt noch die 
Komposition der Diskoritinuititsbereiche und die Untersuchung über die 
Moglichkeit der Spaltung der Substitutionen der Gruppe in & in binare 
homogene Substitutionen einer isomorphen Gruppe. 

Im zweiten Abschnitte werden zunachst die elliptischen und parabolischen 
Rotationsgrupyen sowie die Nichtrotationsgruppen mit zwei Grenzpunkten 
erledigt. Für die hyperbolischen Gmppen wird dann noch eine besondere 
Form des Diskontinuitiitsbereiches eingeführt. Es xeigt sich narnlich, dass 
das Centnun des Normalpolygons einen bestimmten Bereich durchlaufen 
kann, ohne dass letzteres an Seitenzahl verliert. Dieser Bereich ist in 
der hyperbolischen Ebene von Geraden, eventuell Stücken des MaBkegelschnittes 
und Kurven dritter Ordnung begrenzt und ebenfalls ein Dishontinuitiitsbereich; 
er wird als , ,natürIi~her '~ Diskontinuititsbereich bezeichnet. Das nachste 
Kapitel giebt eine eingehende Untersuchung der kanonischen Polygone und 
ihrer A n d e m g  bei Abanderung des kanonischen Schnittsystems. Es ent- 
spricht diese Fragestellung den in der linearen Transformation der Abel- 
schcn Integrale auftretenden, nur dass hier noch die gewohnlichen als 
,,Sehuitte C" bezeichneten ebenfails eine Rolle spielen. Der G m d  hierfùr 
liegt darin, dass lineare Substitutionen im allgemeinen nicht gegeneinander 
vertauschbar sind. Dabei werden die Moduln des kanonischen Polygons als 
gewisse Invarianten der erzeugenden Substitutionen eingeführt und ihre 
Theorie soweit gefordert, dass ein System von Relationen zwischen ihnen 
gewonnen wird, welches notwendig und hinreichend für die Existenz der 
Gruppe ist. Die Abanderung der Erzeugenden bei Abandening des kanonischen 
Polygons führt auf gegenseitige birationale Ausdrückbarkcit der ,,ModulnLL, 
deren Gesamtheit die sogenannte , ,Modulgr~ppe'~ bildet. Sie ist bloss ab- 
hingig von der Signatur des Polygons und liisst sich für p > O aus a $ 5 ~  ' 3 
Transf. erzeugen. Diese Untersuchungen werden für die Gattungen (0,4) 
i n  (1,l) niiher ausgcführt. 

Das dritte Kapitel des ersten Abschnittes ist der Betrachtung jener 
merkwürdigen Verhaltnisse gewidmet, welche bei Gmppen ohne Hauptkreis 
auftreten konnen. Diese sind in erster Linie das Auftreten nichtanalytischer 
Grenzkurven, welche im Spezialfall cines Vierecks mit den Winkeln Eu11 
aber ohne Hauptkreis eingehender diskutiert werden. Interessant ist dabei 
das Auftreten solcher Gebilde bei gcometrischen Betrachtungen. In zweiter 
Linie steht d a m  das Vorkommen unendlich vieler Netze mit unendlich 
vielen Grenzkilrven. 

Zum Schlusse werden noch die von durchaus getrennt verlaufenden 
Kreisen begrenzten Diskontinuitatsbereiche kurz besprochen. 

Damit ist der geometrische Teil der Theorie soweit geführt, als es 
der Stand der Forschung gcstattet, und es tritt  nun im letzten Abschnitt 
ein neues Hilfsmittel ein, niimlich die Theorie der quadratischen Formen. 
Dabei wird von einem Umstande Gebrauch gemacht, der schon der Inter- 
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pretation der Gruppen im hyperbolischen Raume zu Grunde liegt,  dass jede 
quadratische Form unendlich viele Transformationen in sich zulasst, aber 
mit der Verschirfung, dass nun auch von den Transformationskoeffizienten 
ein bestimmter arithmetischer Charakter verlangt wird, welcher so beschaffen 
sein muss, dass die Gesamtheit der erhaltenen eine Gruppe, und zwar eine 
eigentlich diskontinuierliche Gruppe bildet. 

Die Reduktionstheorie der binaren Formen mit ganzzahligen Koeffiuenten 
(Gauss sche Formen), mit ganzen komplexen Koeffizienten ( D i r i c h l e t -  
sche Formen) und jene von H e r m i t e  eingeführten bilinearen Forrnen kon- 
jugiert komplexer Vanablen wird i n  geometsischer Gestalt entwickelt, 
nobei die P i c a r d s c h e  Gruppe .und ihre Rotationsuntergruppen als grund- 
legend für diese Theorien erkannt werden. Die vorliegenden Cntersuchungen 
von H e r m i t e  und S e l l i n g  über terngre und quaterniire Formen werden 
den hier entwickelten Gesichtspunkten eingeordnet und bis zur Durchführung 
bestimmter Beispiele und der Gewinnung von Diskontinuitiitsbereichen weiter 
entwickelt. Endlich werden noch allgemeinere Polygone und Polyeder- 
gruppen gewonnen, iiidem die Theorie der ternaren quadratiwhen Formen 
eines beliebigen Zahlkorpers herangezogen wird. h'amentlich dieses letzte 
Xapitel ist  die Ausfuhrung früherer Arbeiten F r i c  k e S. 

Wenn auch die unmittelbare Ausbeute an arithmetisch definierbaren 
Gruppen gering ist,  und die notwendigen Fallunterscheidungen die Einzel- 
untersuchung erschweren, so i s t  doch für  die Weiterentwickelung der Theorie 
dieser Ansatz besonders wichtig, da er vorlaufig der einzige is t ,  bei welchem 
wir das Bildungsgesetz der Koeffizienten vollstindig beherrschen und daher 
mit den Rilfsmitteln der Zahlentheorie einer eingehenden Cntersnchung 
unterwerfen konnen. Die hier aut'tretenden Besonderheiten aber k6nnen bei 
gehoriger Entwickelung gerade den Hinweis auf neue Gesichtspunkte ent- 
halten, wie denn überhaupt das Eintreten zahlentheoretisch ausgezeichneter 
Probleme die Untcrsuchung infolge ihrer scharfen Individualitat orschwert, 
aber anderseits eben dadurch zu fruchtbarer Vertiefung und neuen Gedanken- 
kroisen führt. WIRTINGER. 

Verlesungen über Differential- und Integralrechnung. Von E CZURER. 
Zweiter Band. Leipzig 1898, B. G. Teubner. 

Der zweite Band ist in  demselben Sinne geschrieben wie der erste. 
Er zeichnet sich durch Allgemeinheit der Methoden und Reichhaltigkeit des 
Stoffes aus,  daneben is t  wiederum auf die Vereinigung mathematischer 
Strenge mit praktischer Anwendbarkeit besonderes Gewicht gelegt, wobei 
freilich erstere nicht überall erreicht worden ist. 

Das Buch beginnt mit der Definition und dem Existenzbeweis des 
bestimmten Integrales einer eindeutigen und stetigen Funktion zwischen 
endlichen Grenzen und entwickelt sodann die ersten und einfachsten Satze 
aus der Theorie der bestimmten Integrale bis zu deren Zusammenhang mit 
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den nnbestimmten Integralen. Die letzteren werden i n  recht sorgfdtiger, 
zum Teil eigenartiger Weise untersucht. E s  folgt eine tiefer gehende 
Theorie der bestimmten Integrale, wobei die vorhin angegebenen Beschrink- 
ungen fallen gelassen und einige weitere Integrationsmethoden hinzugenommen 
werden. An dieser Stelle dürften wohl die Annaheiungsmethoden ihren 
Platz finden, die von dem Herrn Verfasser erst bei dem Quadraturproblem 
ihren Platz h d e n .  Bei dieser letzteren Anordnung konnte der Anschein 
erweckt werden, als wenn jene Yethoden nur für  die Fliichenausmessung 
von Bedeutung wiiren. Mit der Theorie der Doppel- und dreifachen Integrale 
schliesst der analytisehe Teil des Buches zunachst ab. 

Die geometrischen Anwendungen sind die gewohnlichen und in aus- 
führlicher und übersichtlieher Weise entwickelt, daneben finden sich einige 
Satze über Masscnanziehung und Potential. Referent kann sich mit den 
letzteren Anwendungen nur  einverstanden erkliren, da sie durchaus in das 
Gebiet der Integralrechnung hineingehoren. 

Den Schluss des Werkes bildet eine Theorie der einfachsten totalen 
und partiellen Differentialgleichungen nebst den Anfingen der Variations- 
rechnung, wobei den geometrischen Ileutungen hesondere Aufmerksamkeit 
zngewandt worden ist. M. KRAUSE. 

Précis élémentaire de la thhorie des fonctions elliptiques avec tables 
numériques et applications. Von LUCIEN LÉVY. Paris 1898. 237 p. 

Das in  der Überschrift genannte Werk  ist in crster Linie fur die 
Bedürfnisse der franzosisehen Ingenieure gesehrieben. E s  soll einerseits 
eine kurze Theorie der elliptischen Funktionen ohne funktionentheoretische 
G m d l a g e  und ohne viele Ausführungen allgemeiner Art geben, ander- 
seits aber diese Theorie bis zu den wirklichen numerischen Bereehnungen 
durchführen und ihre Anwendung auf geeignet erscheinende Probleuie der 
angewandten Mathematik darlegen. Daneben soll es den Studierenden der 
Mathematik als Einleitung in das Studium grosserer und breiter angelegter 
Werke über elliptische Funktionen wie etwa des H a l p h e n s c h e n  dienen. 

Mit diesen Worten wird das Wesen des einfach und durchsichtig 
geschriebenen Buches am bestcn eharaktcrisiert. E s  kommt gesunden 
Tendenzen entgegen, wie sie neuerdings auch bei uns in  Deutschland in 
verstirktem MaBe auftreten. 

1)ie in Betracht gezogenen Funktionen sind sowohl die r o n  J a c o b i  als 
auch von W e i e r s t r a s s  i n  die Wissenschaft eingeführten. Die Haupt- 
eigenschaften aller dieser mannigfachen Grossen werden abgeleitet und ihre 
Zusammenhinge angegeben, wobei als Grundlage und Ausgangspunkt die 
Thetareihen als etwas gegebenes angenommen werden. Die wichtigsten 
Formeln werden am Schlusse nochmals kurz zusammengestellt, was die Über- 
sichtlichkeit wesentlich erhoht. In  der grossen Zahl der eingeführten Funktionen 
dürfte für den Anfgnger eine entschiedene Schwierigkeit liegen, die aber, wie 
die Theorie sich augenblicklich gestaltet hat, kaum vermieden werden kann. 
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Die Beziehungen zur Integraltheorie werden gegeben, die praktisch 
wichtigsten Integralreduktionen entwickelt. Hierbei liegt es, wie auch an 
anderen Stellen, i n  der Natur  des Buches, dass eine Beschriinkung auf das 
Reelle stattfindet. Besonderes Gewicht wird auf die numerischen Berechnungen 
gelegt, und zwar wird einerseits gezeigt, wie die dem Buche beigegebenen 
Tabellen vorkornmendenfalls am bosten zu gebrauchen sind und ander- 
seits Anleitung zur Aufstellung derselben gegeben. Uie Zahl der Tabellen 
ist 4. Zwei von ihnen beziohen sich auf die Berechnung der verschiedenen 
Arten von Konstanten, zwei andere auf die Berechnung der Funktionen 
solbst. Bei der ersten Kategorie zeigen sich die L e g e n d r e  schen Normal- 
integrale von besonderer Dedeutung, bei der letzteren die Thetareihen und 
zwar dieses infolge ihrer überaus einfachen Struktur und ihrer schnellen 
und bestiindigen Konvergenz. 

Die Anwendungen bestehcn in einor Reihe einfacher und geschickt 
durchgeführter Probleme aus den Gebieten der Mechanik, Geometrie und 
Algebra, wie des Pendelproblems, des Wurfproblems im widerstehenden 
Mittel, Bestimmung der Obediiche eines Ellipsoides, Auflosung der Gleich- 
ungen vierten Grades und einiger anderer. Bei diesen Aufwendungen wird 
in erster Linie von den W e i  e r s  t r  a s  s schen Funktionen Gebrauch gemacht. 

Den einzelnen Kapiteln sind eine Reihe von Aufgaben beigefügt, die 
zum Teil die entwickelten Theorien ergiinzen. N. Kiuuse.  

Lehrbnch der Algehra. Von HEINRICH WEBER, Professor der Mathematik 
an der Universitit Strassburg. Zweite Auflage, erster Band. Braun- 
sehweig 1898,  Vieweg & Sohn. XV und 703 S. 

Wert  und Brauchbarkeit von H. W e b e r s  ,,Lehrbuch der AlgebraLL 
haben sich aufs glhzendste  durch den Umstand dokumentiert, dass in  
ausserordentlich kurzer Zeit eine Neuauflage dieses Werkes n6tig geworden 
ist. Der Verfasser ha t  bei der erneuten Redaktion seines Werkes Plan und 
Einteilung der ersten Auflage, über welche in Bd. 40 S. 1 7 9  flg. der historisch- 
litterarischen Abteilung dieser Zeitschrift ausführlich berichtet wurde, voll- 
standig beibehalten. Die neueren Fortschritte der Gruppen- und Zahlen- 
theorie werden i n  dem bereits gleichfalls erneut in Vorbereitung befindlichen 
zweiten Bande zu berücksichtigen sein. In dem erschienenen ersten Bande 
hat der Verfasser keine Mühe gescheut, sein Werk in redaktioneller Hin- 
sicht noch vollkommener zu gestalten. Einigo Umstellungen und Erganz- 
ungen erschienen zweckmiil3ig. So z. B. i s t  die Besprechung der zerlegbaren 
und unzerlegbaren Funktionen mit Rüeksicht auf die Theorie der Diskrimi- 
nanten und Resultanten bereits in den ersten Abschnitt verlegt. Hinzu- 
gckommen i s t  in  diesem ,4bschnitte die Besprechung der Partialbruchzer- 
legung rationaler Funktionen und die Entwickelung derselben nach fallenden 
Potenzen der Variabeln. Die Determinantentheorie (zweiter Abschnitt) ist 
um eineri von S y l v e s t e r  herrührenden Satz bereichert, der gleichfalls bei 
den Diskriminanten und Resultantcn zur Vcrwendung kommt; und am 
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Schlusse des achten Abschnittes ist  ein merkwürdiges Kriterium von H u r w i t z  
neu entwickelt dafür, dass eine vorgelegte Gleichung nur  Wurzeln mit 
,,negativenLL reellen Teilen besitzt. Diese ErgEnzmgen treten jedoch in den 
Hintergrund gegenüber einer weitgehenden Vervollstandigung des vierten 
Abschnittcs. E s  ist  hier zunachst der schone von L. B a u r  gefundene Satz 
zu nennen ( 5  51), nach welchem man durch das Verschwinden gewisser 
aus den Potenzsummen der  Wurzeln zu bildenden Determinanten auf die 
Gesauitzahl unterschiedener Wurzeln der Gleichung zu schliessen vermag. 
Wesentliche Ergiinzungen erfahrt die Besprechung der Resultanten durch 
Hereinnahme des Begriffes des ,, Gewichtes L L  und der ,,isobarischen 
FunktiontL. Vor allcm aber sind grosstcnteils neu die in 3s 54 bis 56  
gegebenen eleganten Entwickelungen zur Eliminationstheorie. 

Das Buch wird auch in der neuen Gestalt zu seinen alten Freunden 
zahlreiche neue hinzu erwerben. Die Ausstattung is t  eine vorzügliche, der 
Preis (10 Mk.) bei dcm grossen Grnfange des Bandes ein sehr geringer. 

FRICKE. 

Elementar entwickelte Theorie und Praxis der Fnnktionen einer 
koinplexen Variabeln in urganischer Verbindung mit der 
Geometrie. Ein Handbuch für  Lehrer und Freunde der Mathematik. 
Von ADALBERT BREUER. Wicn 1898.  VLII und 205 S. 

Der Verfasser beschaftigt sich mit geometrischer Deutung komplexer 
Zahlen, die er auf zahlreiche elementare Funktionen sowie auf die Betrachtung 
vieler ebener Kurven in Anwendung bringt. Das Buch i s t  nur für solche 
,,FreundelL der Mathematik geeignet, welche auf wissenschaftliche Scharfe 
in den Grundhegriffen keinen Anspruch erheben. Doch i s t  es schwer, dios 
aussprechen z u  müssen; denn man wird aus der Lektüre des Buches überall 
die Liebe des Verfassers zu seinem Gegenstande und zugleich seine Rescheiden- 
heit herauslesen. Indessen sehe man,  wie bereits im ersten Paragraphen 
der Begriff der algebraischen Irrationalitat mit dem Inbegriff aller durch 
fortgesetztes Quadratwurzelziehen zu erlangenden Irrationalzahlen verwechselt 
wird, und überlege, in welcher Beziehung der SchluBsatz dieses Paragraphen 
zu dem Cmstande steht,  dass bereits die rationalen Punkte die Zahlen- 
linie überall dicht bedecken. Was  den eigentlichen Gegenstand angeht, 
so deutet der Verfasser einen komplexen Zalilwert (a + ib) nicht durch 
einen Punkt  der ,,ZahlenebeneL1, sondern durch das Punktepaar a b der 
,,ZahlenlinieU. Das geht auch, ist  aber nur  für die geringere Anzahl der 
Zwecke vorteilhafter als die sonst ühliche Anschauungsweise. FRIcHF; 

Kritik der exltkten Forschuiig. Von FRIEDRICH EGO. Leiden 1897, 
E. J. Urill. V I  und 81 S. 

Das Buch is t  auf Kosten des Verfassers gedruckt. Derselbe hatte sein Geld 
besser anwenden sollen, als durch dieses nicht weiter qualifizierbare Geschreibsel 
sein wissenschaftliches Renommee für alle Zeiten zu vernichten. FRICKE. 
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Oeuvres mathématiques de Riemann, traduites par L. LAUGEL, avec une 
préface de M. HERYITE et  un discours de M. FÉLIX KLEIN. Paris, 
1898. Gauthier-Villars. XXV et 453 p. 

Wenn wahrend der letzten Dezennien die Ideen deutscher Mathematiker 
au£ die Forschung in Prankreich tief und nachhaltig eirigewirkt haben, so 
haben dam wesentlich drei E n n e r  beigetragen: J. L i o u v i l l e ,  H o ü e l ,  
Hermi te ,  denen sich in  jüngster Zeit H e n  L. L a u  g e l  mit sch6uem Erfolge 
rugesellt hat.  Zahlreichen sorgfaltig und verstkndnisvoll ausgefuhrten Übersetz- 
ungen einzelner Abhandlungen deutscher Mathematiker sind jetzt die O e u v r e s  
m a t h é m a t i q u e s  d e  R i e m a n n  gefolgt. H a t  dieses Unternehmen, wie die 
Anzeige in dem Bulletin des Sciences mathématiques zeigt, in  Frankreich die beste 
Aufnahme gefunden, so wird es auch in Deutschland ein jeder mit Dank will- 
kommen heissen, der überzeugt ist, dass die grossen Probleme der Wissenschaft 
nur in dor gemeinsamen Arbeit der verschiedenen Nationen zu losen sind. 

Der Tite1 ,,lUathematische WerkeLL is t  mit Absicht gewahlt: es fehlen 
diejenigen Abhandlungen R i  e m a n n s ,  bei denen das phyçikalische Interesse 
mehr in den Vordergrund t r i t t ,  sowie die Fragmente philosophischen lnhalts 
und die Biographie. Zu bedauern ist nur ,  dass dicses Schicksal auch dio 
C o m m e n t a t i o  m a t h e m a t i c a  (1861) nebst W e b e r s  Kommentar betroflen 
hat, der wesentlich mathematischen Inhaltes is t  und eine unentbehrliche 
Erganzung zu dem Eabilitationsvortrage bildet. 

Franz6sische Ü b e r s e t z ~ n ~ e n  R i e m a n n s c h e r  Abhandlungen gab es bis 
dahin nur zwei: H o ü e l  hatte kurz nach seinem Erscheinen den Habilitations- 
vortrag: ,,Cher die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegenL1, 
übertragm, und 1873 war  in  D a r b  o u x '  Bulletin. eine Übersetzung der 
Habilitationsschfift: ,,Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine 
trigonometrische ReiheLL erschienen. Beide ha t  Herr  L a u g e l  in  seine Ails- 
gabe aufgenommen. Die Abhandlung ,,Über die Fortpflanzung ebener Lnft- 
wellen von endlicher Gchwingungsweite" nebst der zugehorigen Selbstanzeige 
wurde von Herrn X. S t  o u f f  übernommen, wtihrend das übrige Herr L a u g e l  
selbst besorgt hat.  Seine Ubersetzung, in der alles Wesentliche treu wieder- 
gegeben wird, verdieut hohes Lob; wir verdanken sie gewiss einer durch 
langjahrige Arbeit gewonnenen, lieberollen Vertiefung i n  R i e m a n n s  Werke. 

Eine wertvolle Zugabe bildet ein Vorwort des Altmeisters D e r m i t e ,  
der in warm empfundenen Worten ein Bild von R i e m a n n s  wissenschaftlicher 
Leistung giebt, sowie ein Vortrag, den Herr  F. K l e i n  1 8 9 4  anf der Natur- 
forscherversammlung in Wien gehalten ha t  und in dem er R i e m a n n s  Stellung 
su den Fragen der gegenwiirtigen Forschung in lichtvoller Weise darlegt 

Die Ausstattung des Werkes a n  Druck und Papier ist  vorzüglich. Auf- 
gefallen sind uns verschiedene storende Druckfehler, z. B. S. 166,  Z. 6 und 
8. 175, Z. 4 v. u.: .Y xs-ldx 

es-i S xz:x 
O O 

S. 167, Z. 8: (- 2ni)'-' (- 2 n i )  stat t  (- .n2ni)"-' (- 2 7 4 .  
PAUL ST~CKEL. 
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MICEEL FROLOW. La thlorie des parallPles ùrmontr4e rigourensenlent. 
Essai sur le  livre le' des éléments d'Euclide. Paris 1898. Carré 
et Naud, Ratle e t  Genève, Georg et  Cie. 46 p. 8'. 2 Frcs. 

B e n  F r o l o w  hat te  bereits 1 8 9 5  einen ,,Beweis des elften Axiomsl 
veroffentlicht, den wir (Jahrg. 1897,  Rist.-litt. Abt. S. 1 7 9  - 180)  als ver- 
fehlt bezeichnen mussten. Auch die varliegende Schrift enthi l t  einen Vcr- 
snch, das elfte Axiom zu beweisen. E r  bildet den Abschluss einw Dar- 
stellung der E!emente der Geometrie, der eine historisch-kritische Einleitung 
vorausgeht. 

Dass wir der Ankündigung, dem Verfasser sei es nach zweijzhriger 
Arbeit gelungen, auf diesem Wege die Geometrie zu einer ,,exakten, auf 
unangreifbaren Grundlagen beruhenden Wissenschaft" zu machen, einiges 
Misstrauen entgegensetzten, wird man begreiflich finden. Diese Empfindung 
verstirkte sich, als die Einleitung erkennen liess, dass der Verfasser von 
der Geschichte und Litteratur der nichteuklidischen Geornetrie, uber die er 
so apodiktisch urteilt ,  nur  sehr mangelhaft unterrichtet ist ,  und als bei 
dem Aufbau der Elemente der Geometrie schon die Rehandliing der geraden 
Linie und der Ebene durchaus unzulanglich waren. Der Beweisversuch 
selbst bildete dagegen insofern eine angenehme Enttauschung, als er, im 
Gegensatze zu dem von 1895, auf einem noch nicht benutzten, originellen 
Gedanken beruht. Damit ist  freilich alles erschopft, was wir zu seinem 
Lobe sagen konnen, denn das gewünschte Ziel wird, Rie vorauszusehen 
war ,  auch von Herrn F r o l o w  nicht erreicht. 

Der  Eern des Reweisversuches besteht in folgendem: Man zeiçhne ein 
geradliniges Polygon P von n + p Geiten: Al A2 . . . A,BIR, . . . RPAl ,  
bei dem die n Winkel A,, A,, . . ., A, samtlich gleich e h e m  gegebenen 
ü b e r  s t u m p  f e n  (konvexen) Winkel sind Wird die Grosse dieses Winkels 
mit  4 B - 2 a und die Summe der Winkel BI, B2, . . . Bp mit K bezeichnet, 
so findet man für  die Winkelsumme S von P den Ausdruck: 

S - [ 2 ( n + p ) - 4 ] R +  2n(R-  a)  + K -  2&  - 2)R. 

Hieraus folgt, dass 8, wenn man nur f i  gross genug vahl t ,  grosser 
als [2 (n f p) - 4]R wird, wiihrend doch in der nichteuklidischen Geometrie 
die Winkelsumme des v-Ecks kleiner als ( 2 v  - 4 ) H  sein soll, und das 
i s t ,  wie Herr  F r o l o w  behauptet,  ,,la contradiction intrinsèque", aus der 
die Absurditkt der nichteuklidischen Geometrie hervorgehe. 

Um zu erkennen, wo der Fehler stcckt, beachte man,  dass genau die- 
selbe Überlegung auch auf die euklidische Geometne anwendbar ist ,  wo S 
ebenfalls, wenn n wachst, grosser als [2(n + p )  - 4]R wird, wahrend es 
doch stets gleich [2 (n + p) - 4 ] R  sein muss. Man wird hieraus nicht 
schliessen, dass die euklidische Geometrie mit  einem inneren Widerspruche 
behaftet ist ,  sondern dass, sobald n eine gewisse Grenze überschreitet, eiu 
Polygon P der verlangten Ar t  nicht esisticrt. In  der That ,  versucht man 
P wirklich zu zeichnen, so zeigt sich, dass entweder schon der Liuienzug 
A,& . . . A, sich selbst schneidet oder wenn man das vermeiden will, eine 
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spiralf6nnige Gestalt hat. Um das Polygon durch den Linienzug 
A,BIB, . . . B,A, zn schliessen, muss mari ~ c k w i i r t s  um die Spirale heruui- 
gehen, u n d  z w a r  o h n e  s i e  z u  s c h n e i d e n ,  das gelingt jedoch nur, 
wenn A,13,B2 . . . BpA, aus einer genügend grossen Anzahl von Strecken 
besteht oder mit anderen Worten, wenn p genügend gross ist. S o l 1  a l s o  
das v e r l a n g t e  P o l y g o n  e x i s t i e r e n ,  s o  m u s s  m a n  m i t  w a c h s e n d e m  
li a u c h  p w a c h s e n  l a s  sen .  

Auch in der nichteuklidischen Geometrie muss man n und p gleich- 
zeitig zunehmen lassen. Der innere Widerspruch liegt daher nicht in  ihr, 
sondern in der Forderung, ein Polygon zu zeichnen, dem mit einander 
unvereinbare Eigenschaften zukommen sollen. Es  genügt nicht, wie Herr 
Fro low es thut ,  die Frage der Existenz des verlangten Polygons mit  einem 
einfachen ,,rien n'empêcheLL abzuthun. PAUL STACKEL. 

Fiiieyklopiidie der mnthematischen Wissenschaften mit  Einschluss ihrer 
Anwendurigeu. Mit Unterstützung der dkademien der Wissenschaften 
zu TkIünchen und Wien und der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen, sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen heraus- 
gegeben von Dr. HEINR. BURKHARDT! ordentl. Professor der Mathematik 
an der Universitiit Zürich, und Ur. W. &'RANZ MEYEK, ordentl. Professor 
der Mathematik an der Universifat Konigsberg i. Pr. Erster Teil: Reine 
Mathematik. Erster Band: Arithmetik und Algebra, redigiert von 
W. FRANZ MEYER. Erstes Heft. S 1-11 2. Leipzig 189  8, B. G.Toubner. 

Notwendig und ausreichend lauten zwei Stichworter der neueren 
Mathematik, und unter ihrer Anwendung kann man sagen, dass Klügels 
Worterbuch ein noch immer notwendiges, aber leider nicht mehr aus- 
reichendes Hilfswerk des Mathematikers darstellt. Das Bewusstsein dieser 
Thatsache ha t  wiederholt au dem Gedanken geführt, ein neues Werk zu 
schaffen, welches der Gegenwart mit ihren Bedürfnissen angepasst an Stelle 
des trotz vielfacher Veraltung immer noch unentbehrlichen Musterwerkes 
treten konnc, und oine Verlagsbuchhandlung ha t  vor etwa 2 0  Jahren mit 
dem Verfasser dieser Anzeige und einem anderen Mathematiker ein solches 
Untcrnehmen betreffcnde Unterhandlungen geführt, welche wesentlich daran 
scheiterten, dass von der einen Seite Bedenken wegen der finanziellen Trag- 
weite des Planes entstanden, wiihrend einer der i n  Aussicht genommenen 
Bearbeiter andere litterarische Verpflichtungen übernahm, die seine volle 
Arbeitskraft beanspruchten. Glücklicher war der Erfolg anderer Pliine, 
welche der Mitte der neunziger Jahre angehoren, und deren erste Frucht  
heute vor uns liegt. Die Akademien von München, Wien und Gottingen 
haben sich das Verdienst erworben, durch ihre Unterstützung des Unter- 
nehmens die damit verknüpfte finanzielle Gefalir soweit herabzumindern, 
dass die Teubnersche Verlagshandlung sich zur 6bernahme derselben ver- 
stand, und als wissenschaftliche Leiter sind zwar zunachst nur  zwei Gelehrte 
im kriiftigsten Mannesalter a n  die Spitze gestellt, aber ihnen steht ausser 
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der eigenen rühmlich erprobten Arbeitslust und Arbeitsfihigkeit ein ganzer 
Generalstah t)üchtiger Mitarbeiter zur Seite, von denen jeder auf dem Gebiete, 
welches er schon vorher sich erobert hatte, seine Thitigkeit entfalten wird. 
Freilich gleicht formel1 das neue Unternehrnen, die Encyklopiidie der mathe- 
matischen Wissenschaften, dern Klügelschen Worterbuche kaum entfernt. 
Dort erleichterte die alphabetische Anordnung das Nachschlagen in hohem 
Grade, miihrend anderseits Rückverweisungen von einem Artikel auf frühere 
unvermeidlich waren, wenn nicht zahllose Wiederholungen eintreten sollten. 
Jetzt wird das Nachschlagen erst nach Abschluss des ganzen Werkes mittels 
eines Gemralregisters moglich werden, um dessen Herstellung kein Kundiger 
die damit Betrauten beneiden wird. Rückverweisungen werden aber durch 
die nach Abschnitten der mathematischen Wissenschaften getroffene An- 
ordnung wenigstens i n  jedeni einzelnen Abscbnitte thunlichst vermieden. 
Das is t  ein wesentlicher Unterschied zwischen der neuen Encyklopndie und 
dem alten Worterbuche. Rin fast noch einschneidenderer Unterschied besteht 
darin, dass das Worterbuch keinen Satz ausprach, ohne ihn zu beweisen, 
dass die Encyklopkiie die Beweise durch die Angabe der Iiitteratiir, wo 
sie zu finden seien, ersetzt. Uns behagte das alte Verfahren besser, und 
mancher Nitarbeiter a n  der Encyklopiidie teilt nnsaren Geschmack, aber 
freilich darf man nicht Tergessen, dass alsdann 6 Bande von je 40 Druck- 
bogen, auf mdche die Encyklopiidie veranschlagt ist ,  nicht entfernt aus- 
gereicht hi t ten.  Mindestens der doppelte Raum, die doppelte Arbeitszeit, 
die doppelten Kosten hiitten in Anrechnung gebracht werden müssen, und 
daran wkre das gauze Unternehnieu gescheitert. War demuach nur die Wahl 
gestellt: sit ut est, aut non sit, so muss man wohl oder übel sich mit der 
getroffeuen Entscheidung einverstanden erkliiren. Wir beabsichtigen nicht, 
über jede einzelne Lieferung genau zu berichten, werden vielmehr nur beim 
Schlusse eines Bandes von unserer Pflicht als Berichterstatter uns leiten 
lassen. Das Erscheinen der ersten aus 7 Druckbogen bestehenden Lieferung 
dachten wir indessen und mit ihr  das ganze Werk begrüsseu zu müsseu. 
Ihr Inhal t  ist: 1. G r u n d l a g e n  d e r  A r i t h m e t i k ,  bearbeitet von H e r m a n n  
S c h u b e r t ;  2 .Kombina to r ik ,bea rbe i t e tvouEugenNe t to ;  3 . I r r a t i o n a l e  
Z a h l e n  u n d  K o n v e r g e n z  u n e n d l i c h e r  P r o z e s s e ,  bearbeitet von 
A l f r e d  P r i n g s h e i m .  Von dem dritten Abschnitte fehlt noch das der 
zweiten Lieferung vorbehaltcne Kapitel über unendliche Produkte, Ketten- 
brüche und Determinanten. CANTOR. 

Grnndzüge der Determinanten-Theorie und der projektivischen ~eometrie. 
Analytische Geometrie. Von Major E. VON UUDISLA~LJEVIC. (Erster 
Baud von Budislavljevic und Mikuta, LT6here Mathematik) mit 108 Text- 
figuren. Wien und Leipzig 1898, Wilhelm Braumüller. X, 492 S. 

Die Begrenzung des Lehrstoffes in dem vorliegenden Leitfaden, sagt 
das Vorwort, entspricht den Bestimmungen des 1,ehrplanes fiir die kaiserl. 
uiid konigl. technische Militiir-Akademie. Bezüglich der Behandlungsart 
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waren die Ver faser  bemüht, jene Richtung einzubalten, welche von Professor 
Karl S c h m i t t  begründet und wiihrend seiner vieljiihrigen ausgezeichneten 
Thiitigkeit in dieser Anstalt gepflegt worden war. 

Man sieht daraus, dass die Verfasser keinen Anspruch darauf erheben, 
Xeues zu bringen. Sie begnügen sich oder, da wir zuniichst nur den ersten 
Rand besprechen, miissen wir sagen Herr von Budislavljevii: begniigt sich 
damit, die hergebrachten, dureh den Tite1 bezeichneten Gegenstiinde ohne 
Anwendung von ~nfini tesimalrechnun~ zu behandeln. E r  ha t  dadurch ein 
z iedch  vollstkndiges Hilfsbuch für  mindestens zwei bis drei Vorlesungen 
geschaffen, an welches Lehrer und Schüler sich sehr zweckmLissig anlehnen 
konnen. Zahlreiche Beispiele sorgen dafür, dass die Lehren auch zur An- 
wendung kommen. Der vornehm ausgestattete Band verdient demnach 
Empfehlung. CASTOR. 

Grnndzüge der I)ifferential- und Integralrechnung. VonHauptmann ALFRED 
MIKETA. (Zweiter Band von Budisavljevic und Xikuta, Hohere Mathe- 
matik.) Mit 142 Textfiguren. m i e n  und Leipzig 1898, Wilhelm 
Braumüller. VIII, 607 S. 

Auch der von Herrn M i k u t a  bearbeitete zweite Band der Hoheren 
Mathematik ist den Bestimmungcn des Lehrplanes für die kaiserl. und konigl. 
technische Militiir-Akademie entsprechend bearbeitet, mithin vermutlich für 
die Benutzung an jener Anstalt bestimmt. Die Ausstattung ist nicht minder 
ansprechend als die des ersten Bandes. Dem deutschen Leser werden 
einige Sprachformen wie real stat t  reeil, Binomialfaktor s ta t t  binomischer 
Fakfor (wahrend trinomischer Faktor vorkommt), absonderlieh erscheinen. 
Wenn auf Soite 7 und 9 von der Anniiherung a n  eine Greuze durch Oskzc- 
lwen die Rede is t ,  so sollte hier das richtige Wort Oszillieren eingesetzt 
worden, umsomchr als Seite 373 das Oskulieren von Kurvelz i n  der 
nchtigen Bedeutung dieses Ausdruckes zur Sprache kommt. Die Behauptung 
(S. 180), eine fallende Reihe mit regelmassigem Zeichenwechsel konvergiere, 
auch wenn deren Glieder nicht gegen Nul1 abnehmen, is t  falsch. Das 

2 3 4 5 6  
angeführte Beispiel - - - + - - - + - - - . 

1 2 3 4 6  
konvergiert nicht, sondern 

oszilliert. Auch an manchen anderen Stellen ha t  es sieh Hem Mikuta bei 
etwas schwierigeren Gegenstandeii recht bequem gemacht. So lasst er 
Seite 210 eine unendliche Reihe ruhig integrieren und bemerkt in  einer 
Fussnote, das sei nicht immer unbedingt gestattet, verweist aber für das 
Genauere auf umfangreichere Werke. Nachdem Seite 240 gezeigt ist, dass 
jede Gleichung von geradem Grade wenigstons zwei reelle Wurzeln entgegen- 
gesetzten Vorzeichens besitze, wenn das Absolutglied negativ ist, heisst 
es weiter: man k6nne auch nachweisen, dass jede Gleichung von geradem 
Grade mit positivem Absolutgliede wenigstens eine reelle oder komplexe 
Wurzel habe, und in Klammern: (von dem Beweise sol1 hier abgesehen 
werden). Seite 276 is t  schlankweg behauptet, auch jede transzendente 
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Bunktion ktinne nach der Taylorschen Reihe entwickelt werden. Diese 
Ausstellungen hindern nicht, zuzugeben , dass für Schüler, welche man an 
den Schwierigkeiten vorüberzuführen das Recht zu hahen glauht,  auch dieses 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung ganz zweckmiiBig ein- 
gerichtet is t  und durch die zahlreichen Beispiele ein Übungsbuch enthehrlich 
macht. CANTOR. 

Lehrbuch der analytischcn Geometrie. Von FRIEDRIC~ SCHUR, Professor 
der Geometrie a n  der technischen Hochschule z u  Karlsruhe. Mit 
zahlreichen Figuren im Text. Leipzig 1898, Veit & Comp. X, 216 S. 

Wie vie1 oder wie wenig der Verfasser eines Lehrbuches den Renutzern 
desselben mitzuteilen wünscht, is t  natürlich seine Sache, und niemand ist 
berechtigt, ihn wegen Weglassungen zu tadeln. Man wird sich einfach des 
Lehrbuches nicht bedienen, wenn man darin fehlende Dinge für  unerlasslich 
halt. Wer  also die Benutzung von Determinanten, von Gleichungsymbolen, 
von Linienkoordinaten, wer die Besprechung der unendlich fernen Geraden, 
der Kreispunkte u. S. W. nicht entbehrt wissen will, wird das uns vorliegende 
Lehrbuch seinen Schülern zuerst nicht empfehlen, aber er wird, wenn er 
die vielfach eigentiimliche Bebandlungsweise desselben sich na,her ansieht, 
wenn er erkennt, wie es dem Verfasser gelungen ist,  von elementarster 
Retrachtiing ausgehend den Schiiler mehr und mehr an die Strenge zu 
gewohnen, welche das Kennzeichnende unserer heutigen Mathematik bildet, 
lebhaft bedauern, jene ablehnende Haltung annehmen zu müssen, und sie 
vielleicht aufgeben. Um so lieber wird dagegen um der genannten Vor- 
züge wegen derjenige Tlehrer das Buch seinem Unterrichte bis mi einem 
gewissen Grade zu Grunde legen, der die über das NindestmaB hinaus- 
gehenden Methoden und Siitze dem Eigenstudium seiner Schiiler iiherlassen 
zu konnen glaubt. Die zweite Halfte, der analytischen Geometrie des 
Raumes gewidmet, wird vermutlich allgemeiner befriedjgen als die in der 
ersten Halfte behandelte analytische Geometrie der Ebene. Der Verfasser 
hebt in  der Vorrede seine Behandlung der Brennpunktseigenschaften der 
Kegelschnitte hervor, welche an Eulers Definition anschliesst. Wir  konnen 
hier nilr mit vollster Überzeugung unsere Zustimmung erklzren. Wir h a l h  
zwar die Eulersche Einführung der Brennpunkte nicht für  die einzige 
natürliche, wir glauhen z. R., dass die Definition der Kurven meiten Grades 
als Ort des Punktes konstanter Quotienten der Entfernungen von Brenn- 
punkt  und Leitlinie, welche M. Simon a n  die Spitxe seiner Kegelschnitt- 
behandlung stellt, nicht minder natürlich i s t ,  aber eins schliesst das andere 
nicht aus,  und Herr  Schur ha t  den Fulerschen Gedanken so schtin zur 
Durchführung gebracht, dass seine Darstellung beifilliger Nachahmung 
sicher sein dürfte. Resonderen Lobes sind auch die Figuren würdig. Wir 
kennen kein Buch, welches in dieser Beziehung sich als gleich gut oder 
gar als besser ausgestattet erwiese. E in  a m  Schlusse argebrachtes Register 
i s t  u m  so danbbarer zu begrüssen, je seltener man ein solches hei Lehr- 
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büchern der analytischen Geometrie findet. Die Vollstindigkeit desselben 
lisst allerdings noch einiges zu wünschen übrig, wir vermissen beispiels- 
weise die W6rter Imaginiire Gebilde und Unendlich ferner Punkt ,  von 
welchen doch a n  verschiedenen Stellen des Buches die Rede ist. cANTOB 

Siialytische Geornetrie des Raumes. Von MAX SIMON. Mit 28 Abbildungen. 
Leipzig 1898, C. J. Goschensche Verlagshandlung. 200 S. 

Die analytische Geomctrie des Raumes wird wohl niemals auf Mittel- 
schulen gelehrt, wiihrend die analgtische Geometrie der Ebene dort  nicht 
selten eine wenn auch nur in engen Grenzen gehaltene Behandlung erfahrt; 
und das ist  wahrscheinlich ein Grund dafür, dass die Lehrbücher der 
analytischen Raumgeometrie ausserordentlich vie1 scltener auftreten als die 
der gleichen Art für die Ebene. J e  ausschliesslicher aber ein Gegenstand 
den Hochsehulen angehort, u m  so nahor liegt der Wunsch, bei seiner Be- 
handlung alle die Hilfsmittel dienstbar zu machen, über welche die Hoch- 
schule gebietet, und das dürfte der Grund für die zweitc Thatsacho sein, 
dass unter den analytischen Raumgeometrien die elementar gehaltenen 
wicderum scltcncr auftreten als diejenigeu, welche Tnfinitesimalrcchnung 
voraussetaen. I n  deutscher Sprache dürfte bisher die Wahl  auf Schltimilchs 
und Rudios Bücher über den genannten Gcgenstand und auf die zweiten 
Abteilungen von 13udislavljevic und von Schur sich beschriinken. Herr  Simon 
hat  sciner analytischen Geometrie der Ebene (bcsprochen auf S. 11) nach 
kurzer Zwischenzeit eine solche des Raumes folgen lassen, welche gleich- 
falls ein Bsndchen der Sammlung Gosehen bildet, und welche fast genau 
eben so stark ist wie die der Ebene, an welche sie sich vielfach mehr als 
nur %usserlich anschliesst, indem sie hiiufig auf sie verweist. 1st  doch auch 
darin eine EbenmiiBigkeit angestrebt, dass Determinanten vermieden scheinen, 
allerdings nur  scheinen, d a  von Seite 2 7  a n  p y' - yp' durch das Zeiehen 
[pq'l dargestellt fort,wahrend i n  Gebrauch ist. Konnte sich der Verfasser 
durchaus nicht zur Anwendung der landliiufigen Schreibweise entschliessen? 
Was nun das Verhaltnis des Simonschen Buches zu den anderen oben 
genannten betr i f t ,  so is t  eine so geringe Verwandtschaft zwisçhen deuselben 
vorhanden, dass von einem Wettbewerbe, in  welchen das Simonsche Buch 
zu den übrigen tritt, kaurn die Rede sein kann. Das Simonsche Buch 
verleugnet nirgends eine gewisse Abhingigkeit von den Schriften Reyes, 
deren synthetisch erworbene Ergebnisse hier in  analytischem Gewande er- 
schcinen. Das Simonsche Buch handhabt neben den Punktkoordinaten auch 
Linienkoordinaten und Ebenenkoordinaten. Das sind Dinge, auf welche 
keine andcre elementare analytische Geometrie dos Raumes eingeht. Anderer- 
seits vermissen wir bei Simon ausser den Eulerschen Rotationsformeln auch 
manche bei der Diskussion der quadratischen Gleichung übliche Unter- 
suchung. Man wolle in  dieser Bemerkung keinen Tadel erkennen. Sie 
beabsichtigt nur  zu begründen, was wir vorher aussprachen, dass ein 
gerneinsames Ma6 zum Vergleiche des Simonschen Buches mit anderen 
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nicht vorhanden ist. I n  seiner Eigenart kann es sehr gut  neben einem 
anderen Buche empfohlen werden, wie es den gleichzeitigen Gebrauch 
eines auderen Buches nicht überfiüssig erscheinen liisst. CBNTOR. 

Lehrbnch der analytischen Geometrie. Bearbeitet von 0. FORT und 
O. S C H L ~ M I L C ~ ~ .  Zweiter Teil: Analytische Geometrie des Bannies. 
Von Dr. O. SCHLOMLLCH, Konigl. Sachs. Geheimer R a t  a. D. Sechste 
Auflage. Bearbeitet von R. HEGER in Dresden. Mit in  den Text 
gedmckten Holzschnitten. h i p z i g  1 8 9 8 ,  B. G. Teubner. VITI und 338 S. 

Im 40. Bande dieser Zeitschrift, historisch-litterarische Abteilung 
Seite 102 haben wir die von IIerrn Heger bearbeitete sechste Auflage des 
ersten Teiles des Lehrbuches von For t  und Schl6milch angezeigt, heute 
liegt die sechste Auflage des zweiten Teiles vor uns. Auch hier ist IIerr 
Heger im grossen und ganzen dem alten Gange treu geblieben, und wenn 
auch in Einzelheiten die verbessernde Eiand sich bemerklich macht, so kann 
man doch ihre Spuren nur bei ziemlich eingehender Vergleichung der neuen 
Auflage mit den ih r  vorhergehenden erkennen. Überall ist  das Bestreben 
festgehalten, mit den denkbar geringsten analytischen Hilfsmitteln aus- 
zukommen. Ob die fast unertragliche Weitschichtigkeit mancher Rechnungen 
nicht als Xahnung betrachtet werden müsste, das Verbannungsurteil gegen 
die Anwendung von Determinanten aufzuheben? Seit der ersten Auflage 
von 1855 sind 44 Jahre  vergangen. Der  bürgerlichen Freizügigkeit ist 
eine wissenschaftliche zur Seite gegangen. Die Determinante gehort in 
vielen Gegenden Deutschlands dem Mittelschulunterricht an. Muss sie auf 
der technischen Hochschule noch immer einen Pass  vorzeigen, wenn sie 
eingelassen werden will? CANTOR. 

Analytische Geometrie des Ranmrs. Von GEORGE SALMON, deutsch 
bearbeitet von Dr. WILHELM PIEDLER, Professur am eidgenGssischen 
Polytechnikum zu Zürich. Erster Teil: Die Elemente und die 
Theorie der Flachen zweiten Grades. Vierte verbesserte Auilage. 
Leipzig 1898, B. G. Teubner. XXIV, 4 4 8  S. 

Die dritte Auflage erschien 1879 .  Diese Zeitangabe sol1 keineswegs 
die bis zur Herstellung der vierten Auflage verfiossene Zwischenzeit von 
1 9  Jahren als besonders lang bezeichnen. Werke solchen Umfanges, solchen 
nicht für jedes Verstandnis berechneten Inhaltes, solchen Preises verkaufen 
sich nicht rasch, und es is t  ein glanzendes Zeugnis, wenn es überhaupt zu 
einer vierten Auflage gelangen konnte. Wir  betonen die Zwischenzeit nur, 
nm begreiflich finden zu lassen, dass die jetzige Auflage gegen die letzte 
mannigfache Veriinderungen wird hervortreten lassen. Herr  Fiedler selbst 
kennzeichnet diese Verindermgen i n  seinem Vorworte, und wir glauben 
nicht besser thun zu konnen, als ihm darin fast w6rtlich zu folgen. Eine 
grossere Umgestaltung besteht demnach darin, dass nach den einführenden 
Kapiteln über Punkt ,  Ebene, gerade Linie ein eigenes Kapitel I V  über die 
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honiogenen projektivischen Koordinaten folgt, und dass nach der Eut -  
wickelung der Haupteigenschaften der Fliichen zweiten Grades in den drei 
folgenden Kapiteln die früher nur auf wenigen Seiten skizzierte Lehre von 
den Kollineationen und Reziprozitiiten in  Kapitel VI11 eingehend untersucht 
und mit der Lehre von den Flachen zweiten Grades in  organische Ver- 
bindung gebracht worden ist; dieses Kapitel endigt mit der Salmonschen 
Darstallung der Theorie der reziproken Polaren. Im folgenden Kapitel 
konnte nnn die Theorie der gewundenen Kurven dritter Ordnung und ihrer 
Developpabeln gegeben werden, welche früher erst im Kapitel II des zweiten 
Teiles erschien. Ferner erhielt die projektive Erzeugung der Komplexe 
zweiten Grades ihren naturgemiiBeren Platz, wie auch die lineare Trans- 
formation der Fliichen zweiten Grades in sich herrortrat. Einzelheiten 
hervorzuheben mochten wir unterlassen, wenn auch das erwiihnte Vorwort 
die Enthaltsamkeit nicht durchaus übt. W i r  erwzhnen nur  noch, aass die 
Litteratur-Noten entsprechend ergiinzt und auf das Laufende gebracht 
worden sind. CANTOR. 

K. R O ~ E K .  Einleitnng in die projektivische Geometrie der Ebenc:. Ein 
Lehrbuch fiZr hohere Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 
Zweite, wohlfeile Ausgabe. Leipzig 1897 ,  B. G. Teubner. 210 S. 

Das vorliegendc Buch is t  eine Bcarbeitung der Vortriige, die Herr 
C. Küpper seit 1867 a n  der Prager technischen Hochschule über Geometrie 
der Lage gehalten hat. Die Vortrage sind so eingcrichtet, dass sie auf 
der ainen Seite den Techniker schnell i n  das Gebiet der projektivischen 
Geometrie einführen, auf der anderen Seite dem Studenten die Grundlage 
fiir das weitere Studium der Geometrie liefern sollen. 

Kachdem der BegriE der kollinearen Verwandtschaft crortert worden 
kt,  wird die Konstruktion des Kegelschnitts durch seine Punkte und seine 
Tangenten gegeben. Der Begriff der Involution auf dem Kegelschnitte führt 
zu Pol und Polare und zu den Poldreiecken eines Kegelsehnittes. Hieran 
reiht sich die Konstruktion des Kegelschnittes aus imaginkren BestMrnungs- 
stücken, die adjungierte Involution, das Polarsystem und der Begriff der 
Reziprozitat. Der  Satz über die Existenz der Hauptpunkte einer Kollineation 
leitet iiber zu dem xwei Polarsystemen gemeinsamen Poldreieck, zur Steinerschen 
Verwandtschaft sowie m den Schnittpunkten und gemeinsamen Tangenten zweier 
Kegelschnitte. Es folgen nnn der Kegelschnittbüschel, die Kegelschnittschar, 
Kegelschnitte in doppelter Berührung, die Brennpunkte der Kegelschnitte 
und die Faureschçn Polkreise. E i n  weiteres Kapitel erortert die Projektivitiit 
im Kegelschnittbûschel und das Kegelschnittnetz und bringt Betrachtungen 
an zwei Kegelschnittbüscheln, die nicht i n  einem Netze liegen, sowie die 
biquadratische und kubische Involution. I m  letzten Kapitel (S. 17  9 - 210) 
werden die Kurven dritter Ordnung behandelt. Doch betont der Hwaus- 
geber, dass es nicht beabsichtigt ist, eine Einleitung in diese Theorie zu 
geben, er will nur zum weiteren Studium anregen, so besonders durch die 

Hist -1itt. Abt. d. Eaitachr. f .  Mnth. u. Phys. 44. Rand.  1899 2.u.  S.Haft .  6 
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vollstiindig geometrische Begründung der Polarentheorie fiir die Kurven 
dritter Ordnung. 

Die Vort,rage sind durch Strenge und Klarheit, in  gleicher Weise aus- 
gezeichnet und verdienen auch a n  unseren Hochschulen Eingang zu finden. 

KOPPE-DIEKXANN. Geometrie. Dritter Teil: Der Koordinatenbegriff. h a -  
Iytische Geometrie der Ebene. Essen 1897 ,  Baedeker. 110 S. l , 6 O  M. 

Das vorliegende Lehrbuch, welches für  beide Arten von Lehranstaltcn, 
für Cymnasien sowohl wie fiir Realgymnasien und Oberrealschulen als 
Leitfaden dienen soll, bringt das bekannte Pensum in ziemlich ausführlicher 
Form. Hervorzuheben is t ,  dass Parabel,  Ellipse und Hyperbel vor der 
analytischen eine kurze geoxnetrische Behandlung erfahren. An dieser Stelle 
sind eine Reihe von Konstruktionsaiifgaben beigegeben, in  der Absicht, d m  
Schüler gleich im Anfang eine gewisse Vertrautheit mit jenen Kurven zu 
verschaffen. Die iihrigen zahlreichen Aufgaben sind recht geschickt aus- 
gewahlt -- E. J A H ~ E  

N. COR e t  .T. R ~ E M A ~ .  Traite d'alg8bre élémentaire a l'usage des é l h s  
de niathhiatiqnes élGmentaires, des aspirants au baccalauréat 
de l'ens~ignement classique et au baccalauréat de l'enseignement 
moderne et des candidats aux écoles du gouvernement. Paris 1898, 
Nony 460 p. 

Das vorliegende Lehrbuch is t ,  wie auch die Herausgeber in der Vor- 
rede bernerken, zurn grossen Teile auf den Leçons d'arithmétique von Jules 
Taunery aufgebaut und für  den Anfangsunterricht bestimmt. 

Die Verfasser beginnen mit den Definitionen der algebraischen Zahlen 
und Polynome und bedienen sich, u m  dieselben gewissermaBen zu recht- 
fcrtigen, dor Mobiusschen Vektortheorie. E s  folgen die Gleichungen ersten 
Grades, wobei in einern besonderen Kapitel die allgemeinen Eigenschaften 
der Determinanten entwickelt werden. Die Auflosung eines Systems von n 
linearen Gleichungen mit p Uribekannten wird diskutiert. Hieran schliessen 
sich die quadratischen Gleichungen und die Gleichungssysteme, welche sich 
auf den zweiten Grad reduzieren lassen. Die Theorie wird auch auf die 
Transformation der quadratischen Gleichungen angewandt. Allen Kapiteln 
sind eine grosse Zahl interessanter Ueispiele und Übungen, leichte und 
schwierigere, beigegeben, auf welche Referent die Fachgenossen und im 
besonderen die Herausgeber von Aufgabensammlungen aufmerksam ge- 
macht haben mochte. 

Die beiden niichsten Kapitel (S. 201 - 384) sind der Punktionentheorie 
gewidmet. Nachdem die arithmetischen und geornetrischen Reihen besprochen 
worden sind, werden Definitionen und Theoreme über die Grenzwerte und 
die Stetigkeit der Funktionen aufgestellt und im besonderen eine Anzahl 
einfacher Funktionen, wie ax + b, alçe + bx + C, u. a. untersucht. V o n  
den algebraischen Funktionen kommen die Verfasser zu den transzendenten 
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und wenden die allgemeinen Theoreme auf die Exponentialfunktion, den 
Logarithmus und die Kreisfunktionen an. Besondere Paragraphen handeln 
von dem Gebrauch der Logarithmentafeln für die natürlichen Zahlen und die 
trigonometrischen Funktionen sowie von der Zinseszinsrechnung. Auch hier 
sind wieder eine Reihe hübscher Übungen beigegeben. 

Das Schlusslrapitel führt den Begriff der Ableitung ein. Dadurch 
ergiebt sich &ne weitere Xannigfaltigkeit in  den algebraischen Gbungs- 
aufgaben. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass zur besseren Würdigung der ro r -  
getragenen Methoden und Ideen ausser den erwiihnten Legons von J. Tannery 
noch Humbert, Traité d'Arithmétique, zu empfehlen ist. E. JAHNKE. 

JEWZEN. Elemente der Trigonometrie zum praktischen Gebrauch für 
Unterrichtszwecke a n  mittleren technischen Lehranstalten. Zweite 
Auflage. Dresden 1897,  Kühtmann. 6 3  S. 1 M. 

Die erste Auflage dieses Buches ha t  an dieser Stelle bereits von 
anderer IIand Besprechung gefunden. Die zweite ha t  wesentliche Ver- 
anderungen nicht erlitten, os sind hier und da nur  einige praktische Bei- 
spiele eingeschoben worden. E. JAHNKE. 

F. REIDT. Sammlung von Aufgaben und Beispielen ans der Trigoiio- 
metrie und Stereometrie. Zweiter Teil: Stereometrie. Vierte Auflage. 
Neu bearbeitet von A. NCCH. Leipzig 1897,  B. G .  Teubner. 194 S. 

Referent ha t  vor einiger Zeit die Samuilung des Verfassers ans der 
Trigonometrie a n  dieser Stelle anerkennend besprochen. Die vorliegenden 
stereometrischen Aufgaben sind nach denselben Grundsatzen wie jene 
ausgewahlt und gcordnet. Auch aie begleiten den theoretischen Unterricht 
von seinen ersten Anfangen a n  gleichsam Ton Stunde zn Stunde; man 
findct für  jede einzelne Stelle derselben den passenden Übungsstoff zu- 
sammengestellt, man is t  also nicht genotigt, das Material erst zusammen- 
zusuchen. 

Und dieses Material is t  recht reichhaltig. Der erste Abschnitt (S. 1-29) 
handelt von den geraden Linien und Ebenen in Verbindung mit einander und 
bringt irn besonderen Lehrsatze über Kongruenz und Syrnmetrie und merkwürdige 
Linien sowie Konstruktions- und Rechnungsaufgaben an der dreiseitigen Ecke. 
Der zweite Abschnitt bietet i n  seinem ersten Kapitel (S. 30-73) Lehrsiitze, 
Konstruktions- und Rechnungsaufgaben an den Korpern (Prisma, Pyramide, 
Cyliider, Kegel, Kiigel, regelmassige Polyeder) überhaupt und a n  den I i n i e n  
und Figuren auf denselben. Das zweite (S. 74-91) und dritte (S. 92-1 71) 
Kapitel liefern die Aufgaben fiir Berechnung der Oberfiache bezw. des Volumens. 
husser den genannten Korpern werden noch der Obelisk, das Prismatoid 
sowie einfache Rotationskorper in den Krcis der Aufgaben gezogen. E in  
dnhang (S. 1 7 2  - 187) enthalt Maxma - und Minima-Aufgaben, schwierigere 
Aufgaben aus allen Gebieten und endlich noch Themata zn grosseren Arbeiten 

6 * 
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(die Archimedischen Korper, das Apollonische Berührungsproblem für den 
Raum, Untersuchmg der Eigenschaften spharischer Vielecke, über die Schwer- 
punkte der Figuren und Korper, über Prismen- und Cylinderhufe u. a.). 

Die vierte Anflage weist gegen die dritte nnr unwesentliche Verander- 
nngen auf. Referent kann die Sammlung den Fachgenossen warm empfehlen 
in dem Wnnsche, dass sie sich zu den alten neue Freunde erwerben 
mage. E. JAHNKE. 

A. MAIJRER. Maxima nnd Minima. Aufgaben für die Prima hoherer Lehr- 
anstalten. Berlin 1897, Springer. 5 0  S. M. 1,40. 

Das Heft zerfàllt in drei Teile. Im  ersten Abschnitt werden Aufgaben 
und Satze mit den Methodcn der Geometrie behandelt, im zweiten wird die 
zur Cntersuchung quadratischer Funktionen übliche Methode benutzt, im 
dritten ist nach dem Vorgang von Schellbach eine allgemeine, der Diferential- 
rechnung nachgebildete Methode aufgestellt. Hier und da ist die Aufl6surig 
angedeutet oder vollstandig gegeben worden. Die Aufgaben sind meist die 
bekannten, wie sie sich bereits bei Schellbach, Heilermann, Sohnke, Schl6- 
milch n. a. vorfinden. 

Es ist eine geschickte, durch Knappheit ausgezeichnete Darstellung, 
welche sich sowohl am Gymnasium und Roalgymnasium, wie an der Real- 
schule mit Vorteil benutzen Iasst. E. JAHNKE. 

H. HARTENSTEM. Fünfstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln. 
Leipzig 1897, B. G. Teubner. 

Diese Tafel unterscheidet sich von der Gaussschen ausser durch weiteren 
Druck - wodurch die flrbersicht verloren geht - durch den geringeren 
Inhalt. Sie enthilt nur die Bnggischen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 
10809 auf Seite 1-32, die natürlichen Winkelfunktionen von 1 0  zu 
1 0  Minuten und die Logarithmen der Winkelfunktionen von Minute zu 
Minute auf Seite 34-123. E. JAHKKE. 

H. LIEBER und C. MUSEBECK. Aufgaben über knbische und diophantische 
Gleichnngen, Determinanten nnd Kettenbriiche, Kombinatioiis- 
lehre und hohere Reihen. Berlin 1898,  Simion. 

Die vorliegende Aufgabensammlung will den Schüler zur LGsung kubischer 
Gleichungen und besonders zur Behandlung von Aufgaben aus der Kom- 
binationslehre und der Theorie der hoheren Reihen anleiten. Sie erreicht 
diesen Zweck dadurch, dass sie bei einzelnen Aufgaben die vollstàndige 
Aufli%ung, bei anderen eine kurze Anleitung giebt, die bisweilen nur darin 
besteht, dass das Resultat, welches den meisten Aufgaben beigefügt ist, 
eine besondere Form erhalten hat. Der Hauptwert der Sammlung neben 
den altbewahrten Sammlungen von Bardey, Martus u. a. liegt aber wohl 
in dem vermehrten Übungsstoff, welchen sie bietet, und dieser ist in der 
That vortrefflich. Es sei besonders auf den vierten Abschnitt, wo die Theorie 
der Determinanten mit Anwendung auf Gleichungen gegeben wird, und den vier- 
zehnten Abschnitt mit den goniometrischen Reihen hingewiesen. E. jAnNgE, 
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A.  S C H ~ L K E .  Vierstellige Logarithmentafeln nebst mathematischen, physi- 
kalischen und astronomischcn Tabellen. Zweite verbesserte Auflage. 
Leipzig 189 7, B. G. Teubner. 

Die zweite Auflage der vorliegenden Tafel, welche bei ihrem ersten 
Erscheinen an dieser Stelle besprochen worden ist, zeigt gegen die erste 
eine Reihe kleiner Verbesserungen. E JAHNKE. 

K. SCHWERING und W. KRIYPHOFF. Anfangsgrüiide der ebenen Geometrie. 
Zweite Auflage. Freiburg i. B. 1897, Herder. 1,80 M. 

Die erste Auflage dieses vortrefflichen Lehrbuches hat seiner Zeit hier 
Besprechnng gefunden. Für die zweite Anflage ist der Druck der Lehrsiitze 
in Fettschnft erfolgt. Neu hinzugekommen sind zwei Beweise, einer für 
den vierten Kongruenzsatz und einer für den Satz des Pappus. E. J ~ ~ ~ ~ .  

K. STRECKEB. Logische Übnngen. Erstes Heft: Der Anfang der Geometrie 
als logisches Üb~n~smate r i a l ,  zugleich als Hilfsmittel für den mathe- 
matischen Untemcht. Essen 1896, Baedeker. 6 1  S. 1,80 M. 

Dieses übungsbüchlein der Logik sol1 zugleich die Einführung in die 
Geometrie erleichtern, und zwar durch stirkerefi Heranziehen der spezXsch 
geistigen Verstandesthiitigkeit, durch Anseinanderhalten der geistigen und 
siunlichen Erkenntniselemente, durch genügende Berücksichtigung der Ober- 
satze für die F'assung der Untersiitze und E r  die Anordnung der sinnfilligen 
Zeichen. Dem gegenüber mihhte Referent darauf hinweisen - was er be- 
reits zu verschiedentlichen Malen betont hat -, dass ein nach solchen Grund- 
sitzen geübter Anfangsunterricht dem Schüler die grfissten Schwierigkeiten 
bereiten und zu der bekannten Klage Anlass geben wird, der Schüler branche 
eine besondere Adage für die Mathematik. Es ist vielmehr bei der Ein- 
fühmng in die Geometne wünschenswert, erstens das schwere Geschütz der 
starren logischon Formen vororst nicht heranzuziehen, zweitens: die Grund- 
regeln der Algebra zunachst nicht zu benutzen, drittens: statt dessen auf 
die hschauung in gr?jsstm6glichem Umfange nuückzugreifen. E. jAHNm. 

J. POPP. Ergründnng und Losnng des imaginaren Problemes. Fundamente 
einer natürlichen Zahlentheorie. Tachau (Bohmen) 1898, Selbst- 
verlag. 76 S. 

Es wird genügen, zum Verstàndnis des Buches den SchluBsatz des- 
selben hierher zu setzen: ,,Durch iielscitige Schlüsse und Versuche wurde 
das grosste mathematische Problem seiner endlichen Entschleiernng zugeführt: 

v z  = - 1 E. J A H ~ E .  

E. GAMBORQ. Logaritmetabel indeholdende logaritmer og antilogaritmer 
samt logariherne fil de izigonometriske fnnktioner. Kjnbenhavn 
1897, Gyldendalske. 

Der Unterschied dieser Tafel von der Gaussschen besteht darin, dass sie 
erstens in den Abteilungen 1 und lI - Logarithmen und Antilogarithmen -- 
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eine Anordnung à double entrée bietet, zweitens besondere, neu gegossene 
Typcn benutzt und drittens die gowijhnlichen Logarithmen und d n t i -  
logarithmen i n  1, 3, 2, 3, 1 Reihen bezw. Kolonnen gruppiert. Letztere 
Teilung soll, wie der Verfasser in  ciner langjihrigcn Benutzung von Rechen- 
tafeln gefunden hat ,  der gew6hnlichen Einteilung vorzuziehen sein. 

E. JAHNKE. 

CH. STURM. Lehrhnch der Analgsis (Cours d'Analyse). Übersetzt von 
TR. GROSS. Erster Band 1897,  zweiter Band 1898.  Berlin, X. Krayn. 

Das vorliegende klassische Werk i s t  eines jener Bücher, welches wohl 
jeder Student der Mathematik einmal in  Hiinden gehabt hat. Es  verdankt 
seine weite Verbreitung, abgesehen von dem Reichtume seines Inhaltes, 
jener Klarheit der Darstellung, die den franzosiscben Lehrbüchern eigen- 
tümlich ist. Man konnte hiernach wohl im Zweifel sein, ob die Übersetzung 
eines solchen Werkes geraten erscheint, m m a l  die Lektüre franzijsischer 
Werke über Mathematik der heutigen Jugend wohl kaum Schwierigkeiten 
bietet. Immerhin is t  anzuerkennen, dass sich die Überset7,ung im allgemeinen 
gut  und fliessend liest,  der Inhalt is t ,  nach einigen Stichproben zu schliessen, 
wenn man von einigen Mbngeln absieht, sinngetreu und unverkürzt wieder- 
gegeben. Nur i n  den h'ebenteilen des Originals sind einige Kürzungen vor- 
genommen worden. So ist dau ausführliche Ver~eichnis  der wichtigsten 
Definitionen, Lehrsiitze und Formeln i m  ersten Bande unterdrückt und die 
Notiz über Sturrns Leben gekürzt worden. Zu bedauern is t ,  dass auch das 
Verzeichnis von Sturms Abhandlungen weggelassen worden ist. Die Gründe, 
welche den Übersetzer hierzu bestimrnten, erscheinen dern Referenten nicht 
stichhaltig. Ebenso is t  bezüglich des zweiten Bandes der Übersetzung zu 
bemerken, dass die dem Original angehiingten Aufsiitze über mathematische 
Spezialfragen von verschiedenen Verfassern, im besonderen die Laurentsche 
Abhandluug über die elliptischen Funktiontin, fortgelassen worden sind. 
Inzwischen ha t  der Verfasser seine Meinung insoweit geiindert, als er sich 
entschlossen ha t ,  dem zweiten Bande wenigstens einen Auszug aus der Formel- 
sammlung dos Originals anzuhiingen. 

Die Übersetzung i s t  nach der achten Auflage des Buches veranstaltet. 
E. JAENKF.. 

Die geomet,risch-o~tischen Tiinschnngrn. Von WILHELM WI:NDT. Ausxug 
aus dem XXtV. Bande der Abhandlungen der mathematisch-physi- 
kalischen Klasse der K6nigl. Süchs. Gesellschaft der Wissenschaften. 
Mit 65 Textfiguren. Lezipig 1 8 9 8 ,  B. G. Teubner. 126  S. 

Jeder Mathematiker, der i n  der Lage w a r ,  die Figur eines Würfels 
an der Tafel zu entwerfen, weiss, dass diese perspektivische Zeichnung, je 
nach dem Willen des Beschauers den Eindruck auf ihn machen wird, als 
trete der Würfel aus der Tafel heraus oder hinter die Tafel zurÜLk. Wie 
aber aussert sich jener Wil le? ETerr Wundt  zeigt, dass dazu ein Fixieren 
gewisser Punkte der Figur  und gewisse Augenbewegungen dienen. Dieser 
Fa11 stellt uns eine der einfachsten geometrisch - optischen Tauschungen und 
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ihre Erklirnng dar. Mathcmatisch sind darin nur die angeschauten Figuren. 
Wir müssen darum i n  dieser Zeitschrift Abstand davon nehmen, die schier 
zahllosen Beispiele und deren Erklarungen anzugeben. Uns personlich haben 
die Versuehe und deren Beschreibung ungemein gefesselt, und wir zweifeln 
nicht, dass da# gleiche bei jedem Leser der Fa11 sein werde. cANTOB. 
Über das logarithmische Potential einer Pascalschen Schnecke. Von Prof. 

Dr. KARL BAER. Wissenschaftliche Beilage zu dern Jahresbericht über 
die Oberrealschule in Riel. 1897. Mit eirier Figurentafel 24 S. 

Der Verfasser h a t  1888 und 1892 von Prankfurt a. d. Oder aus zwei 
Programme ver6ffentlicht1 welche in  Band XXXIII Seitc 216 und Band 
SXXVIII Seite 7 1  der historisch-litterarischen Abteilung angezeigt sind. 
Inzwischen nach Kiel versetzt, blieb er dcm frühorcn Arboitsgebiete treu, 
treu in  mehrfacher 13eziehung. Erstens sind es abermals Potentialunter- 
suchungen, die or veroffentlicht, zweitens ist das untersuchte Raumgebilde 
die Pascalsche Schnecke , welche 18 9 2 als krummlinige Koordinate in  
Anwendung t ra t ,  welche auch jetzt ebendazu benutzt wird, drittens liebt 
es der Verfasser, sich der hyperbolischen Funktionen zu bedienen, welche 
gemeinschaftlich mit Kreisfunktionen auftretend den Formeln ein weit 
symmetrischeres Geprüge aufdrücken, als wenn Exponentialgr5ssen benutzt 
würden. CANTOR. 

Die Kngelfnnktion als Losnng einer Differenzengleichnng. Von Prof. Dr. 
KARL BAEB, Direktor der Realschule in Kiel. 1898. 25 S. 

Nachdem L a u r e n t  1875 gezeigt ha t ,  dass die Kugelfunktion PI:)) dem 
über einen um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt beschriebenen 

Kreis auszudehnenden Iutegrale z proportional ist, ha t  S c  h 15 f l  i 

1881 dieses Integral zum ~ u s ~ a n g s ~ u n k t e  von Untersuchungen über die Kugel- 
funktionen gewahlt. In den urnfassenden Werken von H e i n e  (1878-1881) 
und B y e r l y  (1895)  spielt das Integral dagegen nur eine untergeordnete Rolle 
oder wird vollstandig mit Stillschweigen übergangen. Aus dieser Thatsaehe 
nahm Herr B a e r  Veranlassung, neuerdings auf die Integralform hinzuweisen. 
Er geht aus von der durch die P sowie durch die Q erfüllten Gaussschen 
Rekursionsgleichung 

(n + 2 ) R c n f  %) (x )  - (2% f 3)xR("+ ' ) ( x )  + (n + i)R(n)(xL.) = O 
bringt sie auf die Gestalt einer Differenzengleichung 
(2 + n)A2z + [(4- 3s) + 2(1- x)n]Az + [[5(1- x )  + 2(1- x ) a ] z  = O 
und integriert dieselbe nach L a p l a c e  mittels versuchsweiser Annahme von 

z =Sun f(u) du. 
Er findet dadurch a 

f (u) = -c- 
1/1-2xu f u' 

nebst der Bestimmung der Integrationsgrenzen. Aus dem weiteren Inhalte 
der Programrnabhandlung erwiihnen wir noch Umformungen des hk- 
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grales a ,  Bestimmung der erzeugenden Funiction der Kugelfunktionen 
n= m 

q (u) = 2 R ( ~ )  (z) . un nach einer 1848  von S c h l ~ m i l c h  angegebenen 
n=O 

Methode, endlich Summation von Reihen, welche nach Kugelfunktionen 
fortschreiten. CANTOR. 

Bibliographie 
vom 8. Dezember 1898 bis 16. Februar 1899. 

Periodische Schriften. 

Annalen der Physik und Chemie. Heransgegeben von G. und E. WIEDEMBNN. 
Neue Folge. 67-69. Bd. oder Jahrg. 1899. Leipzig, Barth. M.42.  

Arbeiten , astronomisch- geodiitische. Veroffentlichung der konigl. bayer. 
Kommission für die internationale Erdmessung. 3. Heft. 1. Polhohen 
und Azimutbestimmung in Kammer. 1886. II. Azimutbestimmung auf 
dem Wendelstein. 1887. Azimutbestimmungen in München (Stern- 
warte). 1887-1891. Miinchen, Franz. M. 10. 

Denkschriften der kaiserl. Akademie der Wissenschaften. Mathem. -naturw. 
Klasse. 66.13d. 1. IIàlfte. Wien, Gerolds Sohn. geb. M. 69. 20. 

Fortschritte, die, der Physik im Jahre 1897. Dargestellt von der physik. 
Gesellschaft zu Berlin. 53. Jahrg. 2. und 3. Abteilung. Braunschweig, 
Vieweg & Sohn. 

2. I'hysik des   th ers. Red. von RICH. BORNSTEIN. M. 32. 
3. Eosmische Physik. Red. von RICH. ASSJIANN. N. 21. 

Jahrbuch des konigl. sikhs. meteorol. I~st i tutes.  XIV. Jahrg. 1896. 3. Aht. 
SCHREIBER, PAUL, Bericht über die Thlitigkeit im meteorologischen 
Institut für das Jahr 1896. Chemnitz, Bülx. M. 10. 

Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung. Herausgegeben von 
G.HAUCK U. A. GUTZMER. 6. Bd. 2.Heft. FINSTERWALDER, S., Die geometr. 
Gmdlagen der Photogrammetrie. - F I ~ S ~ E ~ ~ ~ A L ~ E K ,  S., Mechanische 
Beziehungen bei der Fliichendeformation. - BO EL MA^, G., Übersicht 
über die wichtigsten Lehrbücher der Infinitesimalrechnung von Euler 
bis auf die heutige Zeit. Leipzig, B. G. Teubner. M. 4. 

-- Dasselbe. 7. Bd. 1. Heft. Enthalt die Chronik der Vereinigung für das 
Jahr 1898,  sowie die auf der Versammlung in Düsseldorf gehaltenen 
Vortrage. Ebenda. M. 4. 

Publication de l'observatoire central Nicolas sous la  direction de O. Rack- 
lund. Série II Vol. XI. STRUVE, HERM., Beobachtungen der Saturns- 
trabanten am 30zolligen Pulkowaer Refractor. Leipzig, Voss. M. 26. 
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19. Bemerkungen zu dem Mittelwertsatz fiir ein System von  int te gr al en. G. Kow a -  

lewski .  Zeitschr. Math. Phys. XTXI, 118. [Vergl. Ud. XLILI Kr. 50.1 
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E lek t r i z i t a t .  
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44 .  Propriéte de l'éllipse. A.Dro z - F a r n  y et B a r i s i e n .  Mathesis. Sér. 2, VIII, 146. 
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61. Cber den Bepriff der Stetigkeit naeh Gauss. G. K O W  a l  e w  6 ki .  Zeitschr. Math. 

Phys. XLIII, 116. 
52 .  Zur Lehre von deu unentwickelteri Fuuktionen. H. A. S c h w a r z .  Berl. Akad. 

Ber. 1897', 948. 
Vergl. Abelsche Transcendenten. Bestimmte Integrale. Detenuinanten. 
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Vcrgl. Abbildung. 
Geomet r i e  (hohere).  

56. Bemerkung über symmetrische Korrespondenzen ungeraden Grades. G.  Kohn. 
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VIII, 20. 
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58. Die Undulationen ebener Kurven c B .  W. B i n d e r .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg.IIa) 
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droites données. C a r r a  d e  Vaux. Biblioth. math. 1898, 3. 
72. Zur Geschichte des spharischen Polardreieckes. A. v. B r a u n m ü h l .  Biblioth. 
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Biblioth. math. 1898, 18. 
75. Fermats Observatio m m  Satze des Nikomachus. G. W e r t h e i m .  Zeitschr. 

Math. Phys. XLIIi, hi&-litt. Abtlg. 41. 
76. Ls strophoïde est une sectrice et une duplicatrice. G i n o  L o r i a .  Yathesis. 

S8r. 2, VVI, 265. 
17. Leibniz als Schriftsteller. Vah l  en.  Rerl. Akad. Ber. 1897e, 687. 
78. Sur un point de la  querelle eu sujet de l'invention du calcul infiriitésimal. 

G. E u e e t r o m .  Biblioth. math. 1898, 50. 
79, Denis Papin. E. H e y d e n r e i c h .  Zeitschr. Math. Phys. XLILI, hist.-litt. Abtlg. 130. 
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S6r.2, VKT. Siipplément. 
87. Jean Nicolas Mister 29. XII. 1832 - 19. X. 1898. P. M a n s i o n  e t  J. N e u b e r g .  

Mathesis. Sér. 2, VIiI, 241. 

Gleichungen. 
88. h e r  einen algebraischen Satz. F. M e r t e n s .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) 

CTT, 422. 
89. Hilfstafel zur Auflosung quadratiseher Gleichungen mit reellen Wurzeln. 

R. M e h m  ke. Zeitschr. Math. Phys. XIJ11, 80. 
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9 6 Historisch-litterarische Abteilung. 

90. f:-ber die kubischen und biauadratischen Gleichunaen. von denen eine Wurzel 
durch rational ausfüh>bare ~urzelausziehun~en'gefunden werden kann. 
K. Th. V a h l e n .  Zeitschr. Math. Phys. XLIIi, 167. 

91. Résolution hydrostatique de l'équation du troisième degré. D emanet .  Mathesis. 
Sér. 2, VIII, 51. 

92. aber  einen Apparat zur Auflosung numerischer Gleichiingen mit vier oder fiinf 
Gliedern. R. Mehmke.  Zeitschr. Math. Phys. XLILI, 338. 

93. Sur la seule racine réelle positive de 12x6 -  7 x 4  f xs - 3000 = O. Smout. 
Nathesis. Sér. 2, VIII, 147. 

94. Sur les types les   lus généraux d'équations représentables par trois systèmes 
de cercles ou de droites côtés. Application aux équations quadratiques. 
M. d ' o c a g n e .  Zeitschr. Math. Phys. XLIII, 269. 

95. Trouver la condition pourqiie le systkrne xs=a(x+y) x + z ) ,  y2= b(yf z)(y tz), 
zP=c(z+z)(z-y) adrnet tennesolut ionnonnule  DBprez ,Mandar t ,  
L e g r a n d .  Mathesis. Sér. 2, YIII, 200. 

i 
96. Résoudre le sxstème (y +z)(y -z)== ( z + x ) ( z - x ) ~ =  ( x _ t y ) ( ~ - y ) ~ .  Emmerich. 

Mathesis Sér. 2, Vm, 54. 
Vergl Trigonometrie 170, 171, 172, 173. 

Graphisches Rechnen. 
97. Harmonische Analyse mittels des Polarulanirneters. S. F i n s  t e  r w a l  d er. Zeitschr. 

Math. ~ h y s .  a m ,  85. 
98. uber den Traktoriographen von Klentj und das Stangenplanimeter. A. Kor selt. 

Zeitschr. Math. Phys. XLIII, 312. - Mehmke ebenda 317. 
Vergl. Gleichungen 91, 92. Mechanik 128. Perspektive. Winkelteilung. 

H. 
Hydrodynamik.  

99. Ziir Frage des Widerstandes, welchen bewegte Korper in Flüssigkeiten und 
Gasen erfahren. G. J a g e r .  Wien. Akad. Ber. (&4btlg. IIa) CVI, 1118. 

Vergl. Gleichungen 91. 
Hyperbel .  

100. Hyperbole engendrée par le milieu d'une droite mobile dans un angle. 
A. Goulard .  Mathesis. Sér. 2, Y U ,  45. 

101. Sur Z'hyperbole équilatère. A. Goulard .  Mathesis. Sér. 2, VlII, 46. 
102. Théorème sur une hyperbole équilatère coupée en deux points donnés par une 

circonf6rence. R. Buy  rrens. Mathesis. Sér. 2, VIII, 231. 
103. Propriété d'une hyperbole équilatère ayant pour centre un point donné et 

bitangente à une conique donnée. Cl. Serva i s .  Mathesis. Sér.2, VUI, 201. 
104. Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle des trois points l'intersection 

d'une hyperbole équilatère et d'une parabole variable. A. Go u lard. 
Mathesis. Sér. 2, ViLI, 124. 

E. 
Kegelschnitte.  

105. É.quations à paramètre d'une conique. S t u y v a e r t .  Mathesis. Sér. 2, ViiI, 117. 
106. Cuiques se rapportant à un cercle réel et à son cercle conjugué. R. Buyssens et 

D é p  rez.  Mathesis. Sér. 2, VIU, 805. 
107. Rayon de courbure des coniques. A. Droz-Parny .  Mathesis Sér. 2, V a ,  115. 
108. Sur le lieu des sommets des courbes du second ordre. B a r b e t t e .  Mathesis. 

S6r. 2, VLU, 191. 
109. Lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère donné. m the si^. 

Sér. 2, wI. 194. 
110. Propriétés des coniques. Cazarnian.  Mathesis. Sér. 2, VIII, 88. 
111. Propriétés des cercles de Chasles. H. Brocard .  Mathesis. Sér. 2, VIX, 61. - 

Droz-E'arny ibid. 65. 
112. Propriété des coniques passant par les trois sommets d'un triangle donné et 

ayant leur centre sur une droite donnée. Cola r t .  Methesis. Sér.2, 
VDI, 268. 

113. Triangles rectangles inscrits dans une conique et  ayant le même sommet de 
l'angle droit. A. B o u t i n ,  G. G é r a r d ,  Déprez.  Mathesis. Sér. 2, ViU, 127. 
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114. Coniques d6crites au  moyen d'un point donne et  d'une ellipse donnée dans l e  
même plan. Cl. S e r v a i s .  Matliesis.SBr.2.V111,228. - B a r i s i c n  etc.ibid.229. 

' Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. l'arabel. 

Kinematik. 
115, Ëber die angeriaherte Geradîiihriirig mit  Hilfe eiues ebenen Gelerikvierecks. 

R. X ü l l e r .  Zeitochr. Math. Phys. XLUI. 36. 
116. Siir l'inverseur de Hait .  M a n n h  o i m Mathesis. S6r. 2, VIII, 87. 
117. Uber Rollkurven und Hollfliichcri. M .  U i s t e l i .  Zeitschr. M:ith. r'hys. KIJII, 1. 

Ereis. 
118 TMorkrne se rapportant i un point -cercle. A.  1) r o  z - F  a r n  y Matliesis. 

Sér. 2. VIII. 143. 
119. Sur quatrc poi& situés sui; une mQnie eirconfrfrence. E m m e r i c h ,  F a i r o n .  

Mat,hesis Sér. 2, VITI. 78. 
120. I'roari6t6s du  cercle. S. B a r i s i e u .  Mathesis. Sér. 2. VLII. 92. - U r o z -  

F a r n y  ibid. 97. 
121. Circonférences données au  nioreu d'un anele de grandeur invariable nivotant 

autour de son sommet. il:. C o l a r t .  kathe&. Sér. 2 ,  VIII, 98. 
' 

1.12. Propriétés des cercles ayant pour diamCtres les deux parties d'une corde 
d'une circonférence donuée passaiit par un point donné à l'intérieur de 
c e t h  circonference. D r o z  -F a r n y  et, J o n e c o .  Niathesis. 8ér. 2, V111, 256. 

124. Propriété de deux cercles tangents. G é r a r d  etc. Mathesis. Sér. 2, Vnl, 148. 
124. Sur le triangle form6 par les quatriemes tangentes communes à deux des 

cercles exinscrits à un triangle donné. C o l a r  t', D é p r e z  , il e l  a h a  y c .  
Mathesis. Sér. 2, VIlI, 203. 

125. Sur des triples de cercles associés. D u r a n  L o r i g a .  Matliefis Sér. 2, VIII, 108. 
Vergl. Dreiecksgeometrie 32. Ellipse 43, 45, 46, 49. Gleichungen 9.t. 

Hyperhel 104. Kcgelschnitte 106, 111. Rektifikation. 

x. 
Magnetismus. 

1%;. Über das Verhalten roticrender Isolatoren im JIagnetfcld und eine daraut 
bezügliche Arbeit A.. Campet,tis. B. B e n n  d o r f .  Wien. Akad. Ber. 
(Abtlg. 11%) CVI, 1075. 

127, Zur Sheorie des Erdmagnetismus. W. v .  B e z  o ld .  Berl. Akad. Ber. 1897', 414. 

Mechanik. 
128. Zur graphischen Rehandlnng der Krafte im Raiime. W. S t ii c ke l .  Zeitsçhr. 

Math. I'hys. XLIII, 62. 
129. h e r  verborgene Kewegiirig iind iinvollst5ndigci Prol>lt:n-ie. T,. X ii n i g  3 h e r g e  r. 

Berl. Akad. Ber. 1A97', 158. 
130. Cher die Darstelliing der Kraft i n  der analytieclien Mechanik. 1,. K o n i g s -  

b e r g e r .  Berl. Akad. lIer. 1897" 885. 
151. nher einen mechanischen Satz Poinca,rés. 1,. B o l t z rn  a n n .  Wirn.  Akad. Ber. 

(Abtlg. II&) CVI, 12. 
132. Über das innere Virisl eines clastischen Koqiers. J o s .  F i r ige r .  Wieri. Akad. 

Ber. (Abtlg. I Ia)  CVI. 722. 
133. Theorrtische iiriri experimentelle [Intersiichiingen iiher die Xreiselbewngungen 

der rotiererideri Lauggeschosse malirend ihres Fluges. C. C r a n z .  Zeitschr. 
Math. I'hys. XLlII, 133, 169.  

134. Zur Bcrcclinung der  Senkungen der Knotenpunkte eines Façhwerks. 
E. H a m m e r .  Zeitschr. Math. Phys. XLIIJ, 58. 

Vergl. Astrouornie. Ausilehuurigslehre. Elastizitiit. Elektrizit2t. Hgdro- 
dynamik. Kinematik. -\lagnetismus. Optik. Pendel. Wirmelehre.  

O. 
Oberfliichen. 

1% Über Pl ichen mit  Liouvillcscheru Bogenelernerit. E. W a e l s c h .  Wieii. Akad. 
Ber. (Abtlg. I Ia)  CVI, 323. 

136. Normales aux surfaces e t  aux courbes algèbi-iques. S t u  y v a e r t .  Mat.he~is.  
Sér. 2, VIII, 105. 

Hist.-litt. Abt. d.  Zeitschr.  f. Math u. Phya. 44. Band. 1899. 2.u S . H e f t .  i' 
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O b e r f l a c h e n  z w e i t e r  Ordnung. 

137. Zur IIessescheti Konstruktion einer Flache zweiter Ordnung a m  neun l'nnkteu. 
J. T h  omac .  Zeitschr. Math.  i'hys. XLIII, 334.  

139. Sur  l a  sphixe e t  las quadriques di: donzc poi i i t ,~  du t,btrai.tire gPn8ral. L. H i p e r t  
Mathesis. Sér. 2, TIII,  218. 

Op t ik .  
139. Cber die Tnterfereni urid die olektrosta,tische Ahlenkuiig der Kathodenstrahlen. 

G. J a  u m a n n .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. I Ia)  CVI, 533. 
140. Cber die inat,hematisçhe Bestimmung der Helligkeit i n  RiLumen mit 'rages- 

beleuchtiing, insbesonciere Gemiilcleealen mit  Deckenlicht. R. Mehrnke. 
Zeitschr. Math. I~'lq-S. XLLII, 41. 

141. Dber elliptische Anamorphose in der dioptrischen Abbildurig. L.M a t t h i e ~  sen. 
Zeitschr. %lath. l'hys. XLIII, 305. 

P a r a b e l .  
142. Propriét6 de la tangente et  de  la norniale d'une parabole dans uii point, donnée. 

.T. D e g u e l d r e .  Mathesis. Sér. 2, VIII, 205. 
143. Théorème sur l a  tangente e t  1% normale mendes dans un point d'une parabole. 

E.  C o l a r t .  Mathesis. Sér. 2. VITI. 212. 
141. Sur la généralisat,ion et  l a  diialisat,ion des propriétts de l a  parahole. L 13 iper t .  

Mathesis SBr. 2, VIII, 251. 
145. Parabole envelonne d'une droite. J. X c u b e r ~ .  Mathesis. Sér. 2. VIE. 43. 

L L 

146. Snr  l e  lieu du foyer d'une certdinc parabole kagable A. ~ a m b i e i  ~ a h c s i s .  
Sér. 2, VH1, 191. rVerg-1. Bd XLII1, R'r. 324.1 

117. Sur  les paraboles qui touchent deux côtés d'un triangle donnw et sont 
nonnales au troisii.me H. Lez .  Mathesis Sér. 2, VIII, 207. - J. D ép re  a 
ibid. 262. 

148. Sur  un groupe de trois paraboles. J. Pic ~ i b e r g .  Mathesis Sér. 2, VUI, 131. 
[Vergl. S r .  29.1 

Pendel. 

149. Ü%er das Foucaul tsch~ I>enclel. K T h  Vah 1 e n  Zeitschr Math. Phys X LIIT, 166. 

P e r s p e k t i v e .  
160. Perspektiv -1ioisser E. R r a u  e r. Zeitschr. Math. Phys. XLIII, 1G3. 

P h i l o s o p h i e  d e r  M a t h e m a t i k .  

151. cher die Frage  nach der objektiveri Existenz der Vorgange in der unbelebten 
Katur  L. B o l t z m a n n .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. Da)  CVI, 83. 

152 b e r  die Ir'rage nach dem Verhil tnis von Denken nnd Sein und ihre Rearit- 
worturig durch die von der PiTaturwisserischaft uahegelegte Erkenntuis- 
theorie. i' V o l k m a n n .  Wien. Akad Ber. (Abtlg. I Ia)  CV1, 1103 

Planimetrie. 

153. Deux nouvelle dSruoustrations &Li postrilatum ci'Flucli~le. P. Maris ion .  Mathesis. 
Sér. 2, VIII, 25. 

16 k .  Encore une démonstration dii postulatum d'Euclide. P. Ma,ns ion.  RTatliesis. 
Sér. 2, VlI1, 188. 

153. Propriétds du  triangle. A. C a m b  i er. Mathesis. SGr. 2, VIII, 45. 
156. Construire un  parallélogramme A B  C I I  semblable 5 un parallélogramme 

a b  c d  et  tel qne les somniets A p t  C se tronvent siir une circonf6renre 
O et  les deux autres sommets R et %) siir une seconde çirçonf4reiice Of. 
C o l a r t  et D é p r e z .   lat the sis. Sér. 2, m I I ,  61.  

157. PropriBté d'lin trapkze dont une diagonale égale l a  base. P o o r t ,  F r a n ç o i s ,  
J o n e s c o ,  D é p r e z ,  C r i s t e s c o ,  La i i r e i i s .  Mathesis. Str .  2, VIIT: 26. 

Vergl. Dreiecksgeometrie. 
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K. 
R e i h e n .  

158. Proposiitons sur les progressions arittiirie'tiqiies. T) e li o c q u i g n y .  Mathesis. 
Sér. 2, VIII, 57. 

159. Des progressions logarit~hmiqiies. F:. B a r b e t  te .  Mathesis. Sér. 2, VIE, 135. 
160. Sommation rl'iiiic série. A. U nu t i  n. Mathesis. Sér. 2, VIII, 249. 

111. Beaeis der Gleichiiug 2 9. H . u . M a n g o l d t  Be r l  A k i d  ller.189i2, 835. 
t=l 

Vergl. Zahlentheorie 180. 
Rek t i f i ka t ion .  

162. Hectifications apl~rocliées de l a  circonfere~ice. Mathesis Sér. 2, VIIr, 88. 

S. 
S t e r e o m e t r i e .  

163. Propriété d'un quadrilatère gaucho. D é p r e z  e t  N a e s ,  Mathesis. Sér. 2,VIII, 172. 
161 .  Par 3 droites données non situées dans un même plan mener trois plans 

formant un trièdre trirectangle. . J e Ï a b e k  et B r i e n .  Mathesis. Sér. 2, 
VIII. 199. 

165. Sur les p01yi.dl.e~ réguliers. J. W a s t  e e l s .  Mathesis. S6r. 2, VVT, 242. 
Vergl. Beschiclite der Mathematik 8 3 .  

T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e n .  
lb(; Lber die automornhe Transfomation einer Summe von Quadraten mit  Hilfe 

infinitesimale; Transformat,ionen und hoherer kompl&er Zahlen. Reez .  
Zeit,schr. Math. Phys. XLIII, 68, 121, 277. [Vergl. Bd. XLII, Kr. 342.1 

T r i g o n o m e t r i e .  
167.  Parmi tous les triangles rectangles A B C  de même hypoténuse BC quel est 

celui dans lequel le prodnlt du côté A11 par  l a  bissectrice de  l'angle 
oppo& C eest un maxinium? C o l a r  t etc. Mathesis Sér. 2, VIII, 199. 

168 Quelques propriétés trigonom6triques des quadrilatères gauches. J. W a s t e e l s .  
Xathesig. Sér. 2, VIII, 85. 

169. Limite d'une expression trigonométrique. J .  J o n e s  C O .  Mathesis. Sér.2,VIII, 100. 
170, Résoudre le systkme d'équations sin x = a sin (y + z> , sin y = t sin (Z + x), 

sin z = c  sin (xty). A u d i b e r t .  Mathesis. Sér ,2 ,VIII ,76 .  - N c n b e r g  
ihid. 77. 

1 7 1 .  Résoudre le systkne Liig (:y+z) = a trigz, h g  (z+x) = b tng  y, tng (xt y) = c t n ~  Z. 

B a r b e t t e .  Mathesis Sér. 2. VIII. 2 1 3 .  
l i d .  Conditions de la relation cos (a'+ 0 y )  $ cosT(P+ y - a) f cos (Y f ac - 6 )  = 0. 

Cr oi ix et F r a n ç o i  S. Mathesis. Sér. 2, IIIT; 172. 
173. Résoudre e t  discuter le systkrne sin y .  cos a = siu C L ,  sin z . cou x = y i n  b, 

sin z - cos y =  sin c .  H. M a n d a r t  Mathesis Sdr. 2, VIII, 273. 
Vcrgl. Geschichte der Xathcmatik 68. 72. 

W. 
W a r m e l e h r e .  

174 c b e r  den dem Liouvillescheu Satze eritsprechenden Satz der Gasthcorie. 
C. H Wi i id .  Wieu. Akad Ber (dhtlg.  I Ia j  CVI, 21 

175. I)ic Variabilitlit der Lebewcsen und das Gauss'sche l'ehlergcsetz. E'. L u d w i g .  
Zeitschr. Math. Phys. XT,ILT, 230. 

Vergl. Geodkie.  
Winke l t e i l ung .  

171. Cber einen Nechanismus, durch den ein beliebiger Winkel in eine beliebige 
ungerade Anzahl gleicher Seile geteilt werden kann. A. K o r s  e lt. 
Z e i k h r .  Math. Phys. XI,III,  318. [Vergl. Hd. XLIII, Kr. 416.1 
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Zahlenthcorie. 
i;'l)er die 1)arstclliirig der endlichen Griippen durch lineare Sribstitiitionen. 

G-. F r o b e n i u s .  Berl. Akad. Ber. 189iP, 994. 
Über die Invarianten der linearen Substitutionsgr~ippen. T h .  Mol i  en.  Uerl. 

Akad. Ber. 1897 e, 1152. 
Cber eine zahlentheoretische Aufgabe. F. M e r t  e u s .  Wien.Akad.Ber. (Abtlg LIa) 

CVI. 132. 
Über Dirichlets Reweis des Satxes, dass jedc unbegrenzte ganzzahlige aritlr- 

metische Progression, deren DiEerenz zu ihren Gliedern teilerfremd ist, 
uuendlich viele Priinzahleu erithiilt. F. M e r t e n s .  \.Vien. Akarl. Ber. 
( ~ b t l ~ .  n a )  CVI, 254. [Vergl. Bd. XLIII, Nr. 356. y' Cber einen asvmutotischen Ausdruck. F. M e r t  c n S. 1 ien. Alrad. Rer. (Abtlo. IIal . ., 
CVI, 41 1: 

Über eine zahlentheoretische Furiktiori. F. M e r t  e n  S. Wicri Akad.Der.(hbtlg. IIa) 
CVI, 761. 

ü b e r  einen Sate der additiven Zahlentheorie. E. D a u  b l e b s  k y  v. S t e rneck .  
Wien. Akad. Her. (Abtlg. I Ia)  CVI, 115. 

Einpifische Untersuchung über den Verlaiif der zahlentheorctischen Funktiori 
z = n  

G (m)  =z p (x) im Intervalle von 0 bis 15oUOO. R. Tl a i i b l c b  s kp v 

x = 1  
8 t e r n  e c  k. Wien. Aka,d. Rer. (Ahtlg. TTa; CVI, 835. 

Théorème d'arithmolopie. G. d e  R o c q u i g n g ,  Mathesis. Sér. 2, VIII. 246. 
Problèmes d'arithmétique. A. U o u t  in .  Nathesis. Sér. 2 ,  VIII, 23. 
Dernier chiflre des neuvièmes puissances. E.  N. B a r i s i e n .  Mathesis. Sér. 2, 

VIlI, 113. 
Sur  les puissances des nombres entiers. F. M a r i a u t o n i .  Mathesis. SEr. 2, 

VIII, 244. 
Snr une équation de Pell. A. U o u  t i n .  Mathesis. Sér. 2, VIII, 159. 
Trouver deux entiers consécutifs dont l'un soit un caré et l'autre un triangulaire. 

A G o i i l a r d ,  K m m e r i c h .  Mathesis. Sér.2,VIII,52. - Rout in ib id .54 .  
Deux cubes entiers consécutifs ayant  pour différence un nombre triangulaire. 

H. B r o c a r d  et, Roii t i n .  Mathesis. Sér. 2, VIII, 1'26. 
Résoudre eri nombres entiers l'équation 2.r: + 1 f 22 $1 = 26%. J .  J O  ri es co etc. 

Mathesis. Sér. 2, VIlI. 128. 
*l 

Si p est  nombre premier, 11 3 - 5 .  . . @- 2)l' - (- 1) 2 (mod p). Col a r t  et 
S oons .  Mathesis. SBr. 2. VIII, 878. 

Trouver les nombres qui, multipliés par  9, donnent pour produits les mêmes 
nombres renversés. B a r b e t t e ,  F r a n ç o i s ,  D r o e - F a r n y ,  M a n d a r t .  
Mathesis. Sér. 2, VIII. 27. 

Trei-gl. Gesrliichte d r r  Mathematik 76. Keihen 161. Tiarisfonnatiorisgru~~1~e. 
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Historisch-litt erarische Abteilung, 

Die Tschebyscheff'schen Arbeiten in der Theorie 

der Gelenkmechanismen. 

Von 

Prof. K. DELAUKAY 
Nowo- Alexendria. 

Den1 Andenken Sylvesters gewidmet. 
Es  dauert oft lange, bis die fruchtbarsten Ideen selbst grasser 

Manner der Wissenschaft genügend verstanden und geschiitzt aerden. 
Trotz des beliannteri Rufes Tsçhebyschefl"~ sind seine Arbeiten 

in der Theorie der Gelenkmechanismen noch sehr wenig von dem Tn- 
geriieuren gewürdigt. E s  giebt sogar Mathematiker, welche diese Ar- 
tieiten Tschebyscheffs zu den geringsten seiner Verdienste rechnen. 
Diesen Mathematikerri ist die technische Bedeuturig der Ssçhebyscheff- 
schen Mechanismen noch nieht klar geworden; sie sehen in denselben 
nur eirie scliarfsirinige Anwendung der niatheuiatischen Theorieri Tsdie- 
bgschefY1s. Für Tngenieure ist das Studiiim der Mernoiren dieses 
grossen Geometers, welche sich auf die Gelenkmechanismen beziehen, 
durch die ausserst komplizierte Analyse sehr crschwert, da sie nur 
bei eingehender Bekanntschaft mit der Tschebyscheff'schen ,,Theorie 
der am mindestens von der Nul1 abweichenden Funktionen" verstanden 
werden kann; um so mehr noch, als Tschebyscheff selbst sich in 
seinen Memoiren fast gar ilicht bei der technischen Redeutung seiner 
Mechanismen aufhdt.  Endlich sind auch nicht alle Arbeiten Tscheby- 
scheff's in die Sprachen West-Europas übersetzt. 

In der vorliegenden Abhandlung habe ich mir folgende Aufgabe 
gestellt: 1. auf moglichst elernentarem Wege die technische Bedeutung 
der Gelenkrnechanisnien Tschehyscheff's und seiner aiif diesen Gegen- 
stand bezüglichen Ideen darzulegen; und 2. die für Mathematiker 
intcressanten Seiten dicser Art in den Arbeiten d ~ s  russischen Geo- 
meters hervorzulieben. 

Ili&-litt Aht. a. Zeitschr  f. Math. ii .  Phgs. 44. Rand. 1899. 4 Keft. 8 
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Die Gelenkrnechanismen ~scheb~schef f ' s  lassen sich in smei Xlssseii 
einteilen: 1. angenaherte Geradführungen und 2. Mechanismen znr 
Ubertragung der Rotationen. 

1. 
Im Gebiete der angeniiherten Geradführung hat Tschebyscheff 

Resultate von hervorragend wichtiger Bedeutung in technischer Be- 
ziehung erzielt : * 

E r  h a t  e i n e n  M e c h a n i s m u s  e r f u n d e n ,  w e l c h e r  n u r  aus 
d r e i  G l i e d e r n  h e s t e h t  und ,  u n g e a c h t e t  d i e s e r  E infachhe i t , .  
n i c h t  d i e  S c h w i n g u n g e n  e i n e r  S c h w i n g e  i n  angenal ier te  

g e r a d l i n i g e  B e w e g u n g  t r a n s f o r m i e r t  (was auch vermittelst an- 
derer Three- bar-Mechanisrilen erreicht wirdj, so n d e r n  d i e  s t e  t ige 
R o t a t i o n  e i n e r  K u r b e l .  

Dieser merkmürdige Mechanisrnus, welcher gerade in techilischer 
Reziehung alle andere Gm-adführiingen übertrifft, besteht aus einer 
Burbel OA (Fig. l), einer Schwinge CU und einer Hoppel ABD, 
welch' letztere ein Winkelglied vorstellt. Der Winkel A B D  ist ein 
wenig kleiner als ein reçhter (siehe weiter unten), A B  = B U  - BC, 

Fig. 2 zeigt noch deutlicher, dass der ganze Mechanismus nur 
aus drei Teilen besteht 

Die Gelenke C und O sind unbemeglich, so dass die Gerade CO 
den Steg des Mechanismus vorstellt. Bei der Drehung der Kurbel 

' , ,Eber das einfachste Gelenksystem zur Erzielung einer symmetrischen Be- 
wegung um die Axe." (Beilage zrl Bd. LX der Xemoiren der St. I'etersburger 
kaiserl. Akadeniie der Wissenschafteri, russisch.) 
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0 8  beschreibt der Punkt D eine Kurve, deren Gestalt in Pig. 3 dar- 
gestellt ist. Diese Kurve liiuft zwischen zwei parallelen Tangenten J I N  
und PQ. Der Abstand d zwischen beiden Geraden ist sehr gering; 
nenn die relativen MaBverhaltnisse des Mechanismus nach den unten 
augegebenen Formeln Tschebyscheff's bestimmt worden sind, danri er- 
scheint die gesamt.e Kurve fürs unbewaffnete Auge als eine Gerade 
(siehe p q  Pig. l), so dass die ununterbrochene Rotation der Kurbel OA, 
piktisch genommen, durch diesen Mechanismus in eine geradlinige 
Schwingung des Punktes D transformiert wird. 

Tschebyschcff nimmt an: 
O A = r ,  
Oc = a,  

no S (wie schon oben erwiihnt) den Abstand zwischen den beiden 
eiriander parallelen Geraden JIN und Y Q vorstellt, zwischen denen 

Pig .  S. 

3 P 
Q 

die Koppelkurve liuft. Je  kleiner 3 ist ,  um so mehr nahert sich die 
Trajectorie des Punktes D einer Geraden, welche parallel den beiden 
Geraden MAT und PQ und in gleichem Abstande von denselben ver- 

s liuft. Die grosste Abweichung von einer Geraden ist = -. Die un- 
2 

abhkgige Variable 11, ist gleich dem Winkel - A"D 2-- Die Lange der 

T o m  Punkte D beschriebenen Geraden pq und die verhiiltnismassig 
s 

geringe Abweichung sind aus beifolgender Tabelle zu ersehen. 

So z. B. ist, bei A B  = B C  = BD = 1 m, pq = 13 cm, 8 = I m m  8 5 
- eine Abweichung, welche in der Praxis unbeachtet gelassen werden 
kanii. 

8 * 
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Die Einfachheit dieses Mechanismus tri t t  erst recht zu Tage beim 
Vergleich mit irgend einer anderen Geradführung, z. B. mit deni ,,ein- 
fachen" Watt'schen Parallelogramm (Fig. 4). L m  mit Hilfe des Watt- 
schen Mechanismus eine stetige Rotation in eine geradlinige Bewegung 
zu transformieren, müssen die drei Glieder des Mechanismus AB, UA, 
E U  noch mit einer Koppel Cd1 und einer Kurbel O ï l 1  verbunden 
werden; wir erhalten somit ein fünfgliedriges System, wiihrend Tseheby- 
scheff dasselbe Resultat mit Hilfe eines dreigliederigen erzielt. Je 
weniger jedoch eiii Mechanismus Glieder enthilt ,  desto vollkornmener 
und praktischer ist derselbe. 

Diese Einfachheit des Tschebyscheff'schen Mechanismus, welchen 
ich als den e i n f a c h s t e n  T r a n s f o r m a t o r  bezeichne, ist von hochst 

Fig 4. Fig. 5 

wichtiger praktischer Bedeutung, wie das aus der Geschichte der Ge- 
lenkmechanismen hervorgeht. 

Die Aufmerlisamkeit der Gelehrten war durch Watt auf diese 
Mechanismen gelenkt worden; er hatte die Aufgabe der Geradführungen 
rorgezeichnet. Aber gerade zu gleicher Zeit, als diese Aufgabe 
(theoretisch genommen) aufs glinzendste durch P e a u c e l l i e r  und 
H a r t  gelost worden war, liessen die Ingenieure immer mehr und 
mehr von der Führung des Kreuzkopfes der Dampfmaschine mit 
Hilfe der Gelenkmechanisrnen ab und zogen es Tor, zu diesem Znecke 
Querhaupter mit Schienenführung zu gebrauchen. Es hat sich er- 
wiesen, dass die theoretisch exakten Geradführungen, infolge der 
grossen Zahl der Glieder und Gelenke, vie1 weniger genau die gerad- 
linige Bewegung des betregenden Punktes einhalten, als die an- 
geniiherten Mechanismen; aber auch die letzteren stehcn bezüglich 
ihrer Einfachhcit hinter den Schienenführungen zurück. 

Sollte es vielleicht dem Tschebyscheff'schen ,,einfachsten Trans- 
formator", welcher die Konkurrenz mit der Schicnenführung aushiilt, 
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nicht zukommen, den bereits erloschenen Ruhm der geradführenden 
Gelenkmechanismen von neuem wieder herzustellen? 

lch erachte es nicht als notwendig, hier noch die vielcn anderen 
von Tschebyscheff erfundenen Geradführungen zu beschreiben; ich 
m6chte aber nur auf eine derselben hinweisen, welche unter anderem 
Tschebyscheif zur Errichtung der m a r s c h i e r e n d e n  M a s c h i n e  ge- 
dient hat. D i e s e  G e r a d f ü h r u n g *  besteht aus den Gliedern OA, A D  
und B C  (Fig. 5) mit festen Centren in O und C. Der Punkt D be- 
schreibt die Kurve w n p q ,  deren ein Teil q p  sehr weiiig von einer 
Geraden abweicht. Diese ganze Kurve ist derjenigen Kurve sehr iihn- 
lich, welche die FuBspitzen einev im Schritt gehenden Menschen be- 
schreiben, die relative Bewegung der E'uBspitzen zum ganzen Korper 
gaommen. Der über dem Boden schwebende PUB beschreibt die 
Linie nznp, wiihrend die Linie pqnz in dem Augenblick ziiriickgelegt 
nird (hinsichtliçh des Korpers), wo der FuB deu Boden berührt. 
Dieser Eigenschaft hat sich Tschebyscheff bei der Konstruktion seiner 
marschierenden Karre bedierit. 

Infolge der  geringen Abweichung des Teiles m y p  der Koppel- 
kurre von einer Geraden, eignet sich dieser Mechanisrrius rorzüglich 
zur Geradführung. Tschebyscheff giebt für dieselben folgende Formeln: 

2 A B t A O  
oc = 

3 '  

Der gegenseitige Abstand 6 der beiden parallelen Tangenten, zwischen 
denen ~ i c h  der Teil ?nyp  befindet, wird durch folgende Formel be- 
stimmt: 

a = 2 O d  

r = A D .  

L)ie Lange des zurückgelegten Weges h 
die Formel: 

lasst sich berechnen durch 

So z. B. beschreibt der Punkt D bei folgenden niafilichen Ver- 
hiltnissen des Mechanismus in Centimetern: 

AB= 64, CO = 50, OA= 22 - 
eine Linie von 9 cm, welche von einer Geraden nur um mm ab- 

100 
weicht. 

* Mernoir. der SLPetersburger kaiserl. Akademie der Wissenschaften, Bd. XIV, 
S. 45; siehe auch Burmester: Lehrbuch der Kinematik, S 655. 
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Wenn OA nur ein wenig kleiner als C O  ist, so bewegt sich der 
Punkt D bei gleichmassiger Drehung der Kurbel OA langsam bei der 
Zurücklegung des Teiles mpp und sehr schnell bei der Zurücklegung 
des übrigen Teiles der Trajectorie. Die Bewegung ist alsdann eine 
werfende. Diese Eigenschaft hat Tschebyscheff zur Errichtung einer 
Windfege benutzt, in welcher ein bei D befestigtes GeFiss das Korn 
auf eine betrachtliche Entfernung fortschleudert. 

II. 
Vor Tschebyscheff waren nur drei Gelenkmechanismen bekannt, 

wclche dic Rotation transrnittierten: 1. das Parallclkurbelgetricbe, 
2. das Antiparallelogramm und 3. der Galloway'sche Mechanismus. 
Von diesen wurde die Zahl der u'mdrehungcn nur  bcim letztgenannten 
verdoppelt. 

Tschcbyscheff hat uns mehrere schr intcressante Transniissionen 
der Drehung durch Gelenkmechanismen geliefert. 

1. Ein dreigliederiger Reversor. Dieser Mechanismus unter- 
scheidet sich von einer Geradführung nur durch seine mafilichen Ver- 
haltnisse. Wenn man namlich die 3IaBverhiiltnisse der Tcile OA, OC 
und A B  des Mechanismus (Fig. 5) nach den für den einfachsten 
Transformator (Fig. 1) gegebenen Formeln bestimmt, so erhalteii wir 
ein System, in aelchern bei der Rotation der Kurbel OA dèr Punlit D 
eine Koppelkurvo beschreibt (Fig. 6); wenn die Kurbel O A  sich hier- 
bei in  der Richtung eines Uhrzeigers dreht, so beschreibt der Punkt D 
die erwiihnte Kurre in entgegengesetzter Richtung (und umgekehrt). 
Die ganze Kurve (Fig. 6) kommt zwischen zwei zur selben tacgentiden 
Kreisliuien zu liegen, deren Hadien gleich R, und II, sind, so dass die 
grosste Abweichung der Kurve von einer Kreislinie, deren Radius 
24 + 4 ist, 14 - lf" 

2 2 
betriigt. 

Tschcbyscheff giebt für diesen Mcchanismus* folgende Formeln: 

O A = r ,  

A B = R D = B C = l ,  
O C - d ,  

r und d merden mit Hilfe der Formeln des einfachsten Transformators 
bereçhnet und ausserdem: 

* Über das einfachste Gliede~s~stein . . . Mernoiren der St. Petersburger kaiserl. 
Akademie der Wissenschaften, Reilage zu Bd. LX; russisch. 
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Als Beispiel sei hier folgende Tabelle beigelegt: 

Wenn dieser Mecha~iismus durçh Handbewegung in Gang gesetzt 
aird, sa ist es nicht erforderlich, die m6glichst geringe Abweichung 
der Trajektorie des Punktes D von einer Kreisliriie anzustreben, und 
man kann daher den Griff direct in D befestigen; der Mechanismus 
~ i r d  alsdanr~ die Rewegung der Hand, welche die Koppelkurve (Fig. 1) 
lieschreibt, in die Rotation der Kurbel 011 transformieren. Eben 

Fig 6. Fig. 7. 

.___' 
diese Transmission hat Tschebyscheff in  seinem ,,Saniokatl( (Automobil) 
angewendet. Bei der Arbeit dieses Mechanismus l k s t  sich eine 
interessante Erscheinung beobachten: 

Da das Centrum der Trajectorie des Punktes D durch nichts an- 
gedeutet ist, so scheint es anfangs schwer, den Mechanismus in Be- 
negunç zu setzen, weil man nicht weiss, in ivelciter Richtung die 
Hand zu führen ist. E s  genügt jedoch nur das erwahnte Centrum 
durch irgend ein Abzeichen herrorzuheben, und jede Schwierigkeit 
in der Handhabung des Mechanismus f i l l t  fort. Diese Erscheinung 
und die Kotwendigkeit eines Abzeichens hat Tschebyscheff selbst 
bemerkt. 

2. P ü n f g l i e d r i g e r  R e v e r s o r .  Zur Umwandlung seines drei- 
gliedrigen Reversors in eineri Mechanismus, welcher iiicht die Dreh- 
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ung der Hand, sondern diejenige einer Kurbel in die Rotation einer 
anderen Kurbel transmittiert, hat Tschebyscheff eine Methode erfunden, 
welche in vielen Fallen angewandt werden kann und ihrer weitgehen- 
den Bedeutung wegen an und für sich einen wertvollen 13eitrag für 
die Wissenschaft ausmacht. Die Sache ist namlich die, dass der 
Punkt D des dreigliedrigen Reversors eine Kurve beschreibt, die sich 
schliesslich doch von einer Kreislinie unterscheidet, ~ S h r e n d  das 
Ende q der Kurbel (Fig. 7) eine genaue Kreislinie beschreibt. Wie 
konnen dieselben vereinigt werden? Tschebyscheff hat diese Aufgabe 
iiusserst einfach gelost: er verbindet den Punkt D mit dem Ende 
der Kurbel q durch ein crganzendes Glied. Dcr die Kurve be- 
schreibende Punkt D zieht jetzt (oder stosst) den Punkt q nach sich, 
welcher eine Kreislinie beschreibt. Die Hinzufügung des erganzenden 
Gliedes p D verwischt ausserdem alle Ungenauigkeiten der Konstruktion: 
sogar bei recht inexakter Ausführung arbeitet der Mechanismus dank 
dem erganzenden Gliede vortrefflich. 

3. Ein paradoxer Mechanismus. Tschebyscheff hat  seinen Mechanis- 
mus keine besondere Benennungen gegeben (die hier angeführten Be- 
nennungen gehoren dem Autor dieser Notiz), aber der Mechanismus, 
welcher hier beschrieben werden soll, ist wirklich paradox; denn die 
Zahl der Umdrehungen der Kurbel, auf welche die Rotation übertragen 
wird, hüngt davon ab, bei welcher Lage des ergiinzenden Gliedes wir 
den toten Punkt passieren. Die Konstruktion dieses Mechanismus ist 
eben dieselbe, wie diejenige des fünfgliederigen Transformators; er 
unterscheidet sich von deaselben nur dadurch, dass für denselben 
nach den oben angeführten Formeln nur  diejenigen MaBe berechnet 

R -R, werden, bei welchen die Abweichung '-- vom Trajektorium recht 
2 

bedeutend ist. Dabei erscheint die Wirkung des erganzenden Gliedes 
wirklich paradox: der Mechanismus erhHlt vier tote Punkte; je nach 
der Lage des erganzenden Gliedes, bei welcher Dp den toten Punkt 
verlasst (so dass der Punkt D den Punkt q entweder nach sich zieht 
oder vor sich stosst) - wird der Mechanismus die Drehung der 
Kurbel O A  auf die Kurbel q entweder in verdoppelter oder ver- 
vierfachter Zahl der ITmdrehungen transmittieren. Zwecks Passierens 
der toten Punkte wird an der Kurbel pp ein Schwungrad befestigt. 
Der Mechanismus arbeitet jedoch stossweise. 

Tschebyscheff hat keine Beschreibung dieses Mechanismus hintcr- 
lassen und ich beschreibe denselben nur nach dem Gedüchtnis nach 
einem Modeil, das ich einmal gesehcn habe. 

Das Bestreben, Gelenkmechanismen mit Vergrosserung der Zahl der 
Umdrehungen zu erfinden, war bei Tschebyscheff keineswegs zufiilligcr 
Art. Das schliesse ich daraus, dass Tschebyscheff mir mit Entzücken 
von den bemerkenswerten Eigenschaften seines paradoxen Mcchanismus 
erzahlte, dass er sich für die in diese Richtung schlagende Arbeiten 
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iriteressierte und mir gegeniiber einmal folgende bedeutungsvolle m o r t e  
iiiisserte: , ,Uns~re gr6sste Ilehrerin ist die Natur, aber sie bedient sich 
aeder der Zahrirader rioch der Scheiben, sonderu aussçhliesslich der 
Gelenkmechanismen in der Einrichtung der Bewegungsapparate der 
Tiere. E'reilich sind die Gelertkmechanismen heutzutage noch nicht 
im Stande mit den Zahnradern und Scheiben in der Transmission 
der Rotationen zu konkurriereri; aber auch die erste11 Zahnrader 
waren mal sehr unvollkommene Mechanismen und haben ihre regel- 
rechte Koristruktion erst allmihlich erreicht." 

E s  sei jedoch hemerkt, dass - wie schon oben erwiihnt - vor 
Tschebyscheff nur ein Gelenk- Gliedermechanismus bekannt war, welcher 
die Rotation mit Vermehrung (Verdoppelung) der Zahl der Umdreh- 
ungen transmittierte; es war der Gal lowaysche Mechanismus. Bei 
Tschebyscheff ist das Restreben zur Konstruktion solcher Trans- 
missionen jedoch sehr ausgepragt. 

Diese Frage ist in der That von grossem Interesse. Bisher war 
die Theorie der Gelenkmechanismen nur in einer Richtung entwickelt, 
welche die Erfhdung von Geradführungen erstrebte. Jetzt jedoch, zu 
eiiler Zeit, wo die Frage nach Geradführungen als erschopft gelten 
kmn, tri t t  die Frage der Konstruktion von Gelenkgliedertransmissionen 
der Umdrehungen in den Vordergrund. Bemerkenswert ist das Vor- 
handensein eines gewissen Parallelismus in diesen beiden Fragen: es 
existieren exakte Geradführungen (Peauce l l i e r ,  H a r t ,  B r i c a r  d )  und 
angenihertc ( W a t t ,  E v a n s ,  Tsc l iebyschef f ) ;  ebenso konnen auch 
die Gelenkgliedertransmissionen exakt (das Parallelkurbelgetriebe, der 
Pantograph) und angeniihert (die Mechanismen G a l  O w a y's und 
T s ch e b y s c h eff's) sein. Ohne Zweifel bildet die Tragheit der oscil- 
lierenden ülieder bei den Gelenktransmissionen einen sehr wesent- 
lichen Mangel. Aber dieser Umstand bildet nicht in allen Fiillen ein 
ernstes Hindernis, und auf jeden Fa11 haben wir es hier mit einer 
nenen h6chst interessanten Frage zu thun. Wer weiss, zu welchen 
nützlichen Ergebnissen das Studium derselben noch führen kann. 

III. 

Indem wir die mathematische Seite der Tschebyscheff'schen Ar- 
beiteil über die Gelenkgliedermechanismen betrachten, fiillt uns vor 
allem auf, dass in allen diesen Arbeiten die Tschebyscheff'sche Theorie 
der am mindesten von der Nul1 abweichenden Funktionen zur An- 
nendung kommt, welche an und für sich von grossem mathematischen 
Iuteresse ist. Da diese Theorie schon fast klassisch geworden ist 
(Ber tand :  Traité de calcul differentiel), so will ich mich nur  mit 
eiiler rnoglichst kurzen Wiedergabe derselben begriügeri. In seinem 
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fundamentalen Memoire* stellt sich Tschebyscheff die Losung folgender 
Aufgabe: E s  sol1 cin Polynom: 

bestimmt werden, welcher - ohne aufzuhtken, sich innerhalb der 
gegebenen Grenzen zu vergrossern oder zu verringern -, am min- 
desten von der Null abweicht. Überhaupt kann mari die Aufgabe 
dieser Theorie in Folgendem zusammenziehen : 

Gegeben ist eine F(x), welche n Parameter pl, p, . . . p ,  hat; es 
sollen für diese Parameter solche Werte gefunden werden, bei denen 
die maximale Abweichung der F(x) von der Null bei den zwischen 
+ IL und - h liegenden Werten von z am mindesten ist. Diese Theorie 
stellt ein sehr scharfes Mittel für die angeniihertc Analyse vor und 
daher eignet sie sich ausgezeichnet zur Berechnung angenaherter 
Mechanismen. 

Das mathematische Interesse der in ILede stehenden Tschebyscheff- 
schen Arbeiten beschrankt sich nicht nur auf diese Theorie allein: sie 
liefern auch recht viele interessante Objekte zu geometrischen Studien. 
Die Forschungen dieses Jahrhunderts haben gezeigt, dass bei den 
Kurven solche Abweichungen vorkommen, die nur mit Hilfe der Ana- 
lyse entdeckt werden konnen und fürs Auge s. z. s. nicht wahrnchn- 
bar sind: solcher Art sind 2-13. die Undulationspunkte. 

Die Forschungen T s c  h e  b y schef f s  liefern uns in der Trajektorie 
des Punktes D, des einfachsten Transformators, ein bemerkenswertes 
Beispiel einer Kurve sechster Ordnung, von welcher ein ganzer Zweig 
dem Auge als eine Gerade erscheint; - das scheint jedoch nur so, 
die Analyse entdeckt vielmehr die h6chst komplizierte Form dieses 
Zweiges, dessen Abweichungen von einer Geraden jedoch gussert geriiig 
sind. Dieser TJmstand stellt eine ganz neue Thatsache vor, welche 
(wie mir bekannt) vor Tschebyscheff nicht erforscht worden ist. In 
den W a t  t'schcn, E r  ans'schen und anderen Kurven weisen nur einige 
Zweigteile geringe Abwsichung von der Geraden auf. In der Tscheby- 
scheff'schen Kurve unterscheidet sich ein g a n z e r  Zweig dem Augen- 
scheine nach nicht im geringsten von einer Geraden. 

Von grosseni Interesse sind auch andere Kurven Tschcbyscheffs: 
1. die Kurve, welche zwischen zwei gegenseitig parallelen Geraden 
liiuft, wobei sie jede derselben dreimal beriihrt; 2. die zwischen zwei 
konzentrischeli Kreislinien verlauferide Kurve. 

Nicht weniger merkwürdig ist der Gesamtcharakter der Tscheby- 
scheff'schen Arbeiten. Tschebyscheff, wenn er auf irgend welche matlie- 
rnatische Prage stiess, suchte auf alle Fiille irgend eine L6surig zu 

* i'ber die a m  rnindesten von der Xull  abweichenden Funktionen. Ueilage 
zu Rd .  XXII der Memoire St. Petersburger kaiserl. Akademie der Wissenscliafteu, 
russisch. 
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finden, wenn keine exakte, so doch irgend eine angeniiherte. Dabei 
musste er jedoch seinen angeniiherten Losungcn eine solehe allgemeine 
Form zu geben (siehe z.B. die oben angeführten Pormeln), welche 
ganz deutlich das die gegenscitige Abhangigkeit der betreffenden 
Kerte bestimmende Gesetz zu Tage treten lisst. 

Die Mathematikerversammlung im Jahre 1900. 

Die Franzosische Mathematisclie Gesellschaft hat bekanntlich 1897 
in Zürich den Auftrag erhalten, alle Vorbereitungen für die Versamm- 
lung zu treffen, welche in1 Jahre 1900 in Paris stattfinden soll. Jn 
Erfüllung dieses Auftrages hat die Gesellschaft jetzt schon ein Rund- 
schreiben erlassen, dessen wesentlichen Inhalt wir auf Wunsch hier 
mitteilen. Die Versammlung soll Tom 6. m m  12. August stattfinden, 
und wiihrend dieser Zeit sollen mindcstens zwei allgemeine Sitzungen 
abgehalten werden. Daneben sind Abteilungssitzungen und Besiehtig- 
ungen wissenschaftlicher Sehenswiirdigkeit vorgesehen. Ein gcmein- 
schaftliches Bankett wird alle Mitglieder vereinigen. Ausflüge werden 
vorbereitet. Jedes Mitglied zahlt frs. 30 und hat dafiir Zutritt zu 
allen Sitzungen und Besichtigungen sowie zum Bankett, erhalt auch 
den gedrnckten Rericht über die Versammlung. Familienangehorige 
khmen zu einem herabgeminderteo, noch festzustellenden Preise an 
einzelnen Veranstaltungen teilnehmen. Mit Wohnungsbeschaffung für 
die Mitglieder bedauert das Organisationskomité sich nicht befassen zu 
k- onnen; wohl aber wird es in Anerkennung der grossen Wichtigkeit 
der Wohnungsfrage noch eine besondere Anweisung darüber erlassen. 
Alle auf die Versammlung bezüglichen Anfragen und Mitteilungen sind 
an den Vorsitzenden der Franzosischen Mathematischen Gesellschaft 
unter der Aufschrift: 

Monsieur le Prisident de la Socibé nzatlhnutiy~~e de Ei-ance 
7 rue des Grands - Augustins 

Paris 

zu richten. Das Organisationskomité bittet dringend um thunlichst 
frühzeitige, wom6glicli schon jetzt nach Paris zu richtende, natiirlicli 
noch nicht verpflichtende Anzeige, ob man komnlen werde oder nicht. 
Der Zweck dieser Bitte ist offenbar der, eiiie Statistik szmtlicher 
NatLematiker zu erhalten, welche fur künftige VersaminlungsmaBnahmen 
zu besitzen von Wichtigkeit k t .  
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G. VERONESE. 1. Elementi di Geometria a d  uso dei licei e degli istituti 
tecnici (1 bicnnio) t rat ta t i  con l a  collaborazione di PAOLO GBZZANIGA. 
Vil1  u. 392 S. 2.Appeiidice agli elementi di geometria. V l I l  u. 90 S. 
Verona u .  Padua ,  1897 u. 1898. Fratclli ,  Drucker. 

Von den Ergebnissen, mit denen die geometrisçhe Forschung dieses 
Jahrhunderts uns i n  so reichem MaBe beschenkt ha t ,  sind fir die Schule 
von besonderer Wichtigkeit diejenigen, die uns über die G r u n d l a g e n  der  
G e o m e t r i e  Aufklarung verschafft hahen. In  Deutschland sind - wohl in- 
folge von Vernachlassigung der Geometrie a n  den Universititen - diese 
Forschungen in den Kreisen der Mathematiker der hoheren Schulen immer 
noch nicht in dem Grade bekannt geworden, in  dern sie es verdienen. 
Schriften auch bekannterer Gchulmathematiker noch aus der neuesten Zeit, 
die sich mit  den geometrischen Grundbegriffen und Grundsatzen (Begriff der 
Geraden, der Ebene, des Abstandes, der Kichtung, des Winkels, dem Parallelen- 
axiom) beschàftigen, konnen hierfür zum Beweise dienen. 

Nun wird es nicht jedem Gchulmathematiker moglich sein, bei den 
Anfordeningen, welche die Praxis des Unterrichts an ihn stellt, sich nebenbei 
noch nachtraglich durch die auf den Gegenstand bezüglichen Forschungen 
eines Gauss, Lobatschewsky, Riemann, Helmholtz, Beltrami, F. Klein, Lie, 
Veronese n. a. hindurchzuarheiten. Wohl  aber i s t  es mtiglich und durchaus 
notwendig, dass auch der Mathematiker der hoheren Schulen eine log isch-  
s t r e n g e  R e g r ü n d u n g  d e r  E l e m e n t a r g e o m e t r i e ,  d i e  d e m  h e n t i g e n  
S t a n d e  der  g e o m e t r i s c h e n  W i s s e n s c h a f t  e n t s p r i c h t ,  kennen lernt. 
E r  muss beurteilen konnen, welche der Beweise in  den landlaufigen Schul- 
büchern wirklich strenge Beweise sind, muss die Mingel und Lücken in der 
Begründung kennen; e r  muss die Schiiler der oberen Klassen auf die 
logische und wissenschaftliche Bedeutung der schwierigeren Punkte des 
Systems aufmerksam machen konnen. 

Wissenschaftlich strenge Darstellungen der Elemente der Geometrie 
sind nun allerdings schon vorhanden; es sind dies die ,,Vorlesungen über 
neuere GeometrieLL von P a s c h  und die Schrift: ,,Sui fondamenti della geo- 
metria" von G. P e a n o .  Das Studium dieser Schriften wird jedem Nathe- 
matiker für Klarung seiner wissenschaftlichen Anschauungen von besonderem 
Werte sein. 

Das erste und bisher einzige S c h u l b u c h ,  das ein vollstiindiges! in 
sich wissenschaftlich allseitig begründetes System der Elementargeometrie 
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geben will, das i n  Beziehung auf Strenge der Begründung über die bis- 
berigen Lehrbücher, auch über den meist unerreichten Euklid hinausgeht, 
~erdanken wir dem bekannten italienischen Geometer G. Ver  o n  e s  e. D a  das 
Bedürfnis für ein derartiges Werk gerade in  Deutschland ein dringendes ist, 
sei es gestattet, a n  dieser Stelle auf die hervorragende Veroffentlichung 
hinzuweisen. 

Veronese ha t  die Frgebnisse seiner Forschungen, die sich auf die 
Grundlagen der Geometrie beziehen, 1 8 9 2  i n  dem urnfangreichen Werke 
,,Fondamenti di Geometria a piu dimensioni" im Zusammenhange dargestellt; 
eine deutsche Übersetzung dieses Werkes erschien 1 8 9 4  i m  Verlage von 
B. G. Teubner. Die vorliegenden Elementi sollen die Resultate seiner Unter- 
suchungen dem praktischen Sehulunterricht zu Gute kommen lassen. Eine 
wertvolle Unterstützung bei der Abfassung der Elemente fand Veronese 
namentlich in  der methodischen Behandlung des Stoffes a n  1'. Gazzaniga, 
der anch schon in der Lage war ,  mit der neuen Ar t  der Behandlung der 
Elemente im Unterricht einen praktischen Versuch zu machen. 

Der S t O f f ,  den Veronese in den vorliegenden Elementen behandelt, 
stimmt dem Umfange nach im wcscntlichen mit dcm in den Elementen 
Euklids gebotenen überein; seine Aufgabe sieht der Verfasser in  der logisch 
strengen Ableitung dor von den Elementen umfassten Lehren. 

Der Entwickelung der geometrischen Lehren legt Veronese 16 P os t u l a  t e 
(Axiome) zugrunde. Die Postulate selbst erscheinen als Ergebnisse empirischer 
Beobachtungen; doch is t  dies fllr ihre weitere logische Verwertung nicht von 
Bedcutung. 

Xicht alle diese Postulate sind für die logische Ableitung der Lehren 
notwendig. Zwei der Postulate'werden als ,,postulato pratico" bezeichnet; 
allerdings verdient wohl nur das zweite vol1 diese Bezeichnung, insofern es 
fur die praktischen Anwendungen der Siitzc der Gcometrie notwendig ist. 
Buch die übrigen 1 4  Postulate sind noch nicht sanitlich für die Entwickelung 
erforderlich. Dies is t  nur  der Fa11 mit den Postulaten 1, II, IV, V, VI, VII, 
X, XI, XI I ;  aus diesen lassen sich die übrigen ableiten. Um aber dem An- 
finger die Arbeit zu erleichtern, also aus didaktischen Gründcn, sind noch 
5 weitere Postulate benutzt worden. 

Das ganze Werk  glicdcrt sich in  10 Bücher. 
Das e r s t e  B u c h  behandelt als Grundlage des ganzen Systems die 

c e o m e t r i e  d e r  G e r a d e n .  F ü r  Veronese ist die Gerade die Fundamcntal- 
figur der ganzen Geometrie sowohl für die Eonstruktion wie für die Messung 
der geometrischcn Gebildc. 

Unter der Voraussetzung, dass es Punkte giebt (Postulat 1), und dass 
es ein lineares Systcm von Punkten (Gerade genannt) giebt,  i n  der es 
gleiche Segmente (Teile) giebt, in der das Segment A B  dem Segment B A  
gleich ist, in  dem von einem Punkte A aus zwei einem beliebigen Segment 
XP gleiche Segmente A B  und A C  existieren (l'ost. II), wird bewiesen, 
dass eine Gerade keine Knoten ha t ,  und wird das Rechnen mit Segmenten 
gelehrt. Als gleich bezeichnet der Verfasser zwei Dinge, wenn sie in  uns 
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dieselbe Vorstellung hervormfen, so dass man i n  jedem Urteil das eine für 
das  andere setzen kann. Veronese legt  Wer t  darauf, dass seine Definition 
der Gleichheit nur  von der rein logischen Ersetzbarkeit der Merkrnale Ge- 
brauch macht; der Begriff der Kongruenz oder gar der der Bewegung liegt 
dem Begriff der Gleichheit hier nicht zu Grunde. 

Weiter setzt der Verf, voraus, dass jedes geradlinige Segment in  zwei 
gleiche Teile zerlegbar is t  (Post. III), dass es ausserhalb der Geraden Punkte 
giebt, und dass es eine einzige Gerade giebt, die zwei gegebene Punkte 
enthalt (Post. IV). Daran schliesst sich die Definition übereinstimmender 
Figuren (Figure e p a l i ) .  Veronese nennt zwei Figuren übereinstimmend, 
wenn man zwischen ihren Punkten eine derartige eindeutige i n  der An- 
ordnung übereinstimmende Beziehung herstellen kann, dass den Segmenten 
der einen Figur gleiche aus der andem entsprechen. Wie  die Erklarung 
gleicher Segmente einer Geraden is t  auch diese Definition übereinstimmender 
Figuren (comspondenza di eguaglianza) vollig unabhangig von der Beweg- 
lichkeit der Figuren gehalten. Auf Grund dieser Erklarung und der an- 
gegebenen Postulate wird nun eine Reihe von Eigenschaften überein- 
stimmender Figuren abgeleitet. 

Die weitere Entwickelung benutzt zwei neue Postulate: ,,In jeder Ge- 
raden giebt es ein Segment, das einem beliebigen Segment gleich ist" 
(Post. V), und ,,das Strahlenpaar (ab) mit  dem Scheitel O ist dern uni- 
gekehrten Strahlenpaar (bu) gleich" (Post.VI). Auf Grund dieser Postulate 
wird bewiesen, dass alle Geraden gleich sind, dass ein Strahlenpaar mit 
dem aus den VerlSngemngen über den Scheitel bestehenden Strahlenpaar 
(gegenüberliegenden Strahlenpaar) übereinstirnmend ist. Daran schliesst 
siçh die Betrachtung von Figuren, die in  Béziehung auf einen Punkt gegen- 
überliegen (symmetrisch sind), und im Anschluss daran ergiebt sich der 
Begriff paralleler Geraden. D e r  B e g r i f f  p a r a l l e l e r  G e r a d e n  i s t  in 
dieser Darstellung u n a b h a n g i g  v o m  B e g r i f f  d e r  E b e n e ,  v o m  B e g r i f f  
d e r  R i c h t u n g  u n d  v o m  B e g r i f f  d e s  U n e n d l i c h e n .  

Der Lehre von den Parallelen legt Veronese das Postulat zu Grunde: 
,,Zwei parallele Geraden sind i n  Bezug auf die Mitte jedes sie verbindenden 
Segments gegcnüberliegend (~~rnrnetr isch)  lL (Post. VII). Aus diesem Postulat 
wird gefolgert, dass es durch einen Punkt  zu einer Geraden nur  eine Parallele 
giebt, und dass zwei Parallelen keinon Punkt  gemeinsam haben. 

Darauf folgt das Postulat VIII: ,,Wenn man von einem Punkte einer 
Seite eines Dreiecks (oder ihrer Verlangerring) zu einer zweiten die Parallele 
zieht, so trifft diese die dritte Seite.LL Aus diesem Postulat,  das, wie im 
Anhang gezeigt wird, eigentlich ein beweisbarer Satz ist ,  wird eine Reihe 
von Satzen abgeleitet, die fü r  die Behandlung der Ebenen von Wichtig- 
keit sind, 

Das z w e i t e  E u c h  briugt nuu den bis dahin entbehrlichen Begriff der 
E b e n e .  Die Ebene wird vermittelst der Strahlen definiert, die durch einen 
Punkt  gehen und eine nicht durch den PunM gehende Gerade treffen, und 
des Strahls, der jener Geraden parallel ist. Auf Grund der .  Definition 
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nerden die Eigenschaften der Ebene (z. B. dass eine Gerade, die mit der 
Ebene zwei Punkte gemein ha t ,  gauz i n  i h r  liegt, dass eiue Ebene durch 
drei Pnnkte bestimmt ist) wirklich deduktiv abgeleitet und nicht, wie es 
bei Euklid und sonst gewohnlich geschieht, ohne Beweis postuliert. 

Nach Erorterung der Beziehungen der Ebene zu den in ihr  liegenden 
Geraden giebt der Verfasser den Begnff des W i n k e l s  als eines von zwei 
Strahlen begrenzten Teiles eines Strahlenbiischels. Daran schliessen sich 
die einfachsten Satze über Winkel an demselben Scheitel, an Parallelen, im 
gleichschenkeligen Dreieck. Ein neuer Paragraph bringt die Uezeichnung 
Abstand zweier Punkte, die Satze über Summe und Differenz der Seiten 
eines Dreiecks, ein weiterer behandelt die Ü b e r e i n s t i m r n ~ n ~  (Kongruenz) der 
Dreiecke und Anwendungen dieser Satze auf Dreiecke und Polygone. W i e  
die Erklarung der K o n p e n z  sind auch die Beweise unabhiingig von der 
Beweglichkeit der Figuren. 

Die weiteren Paragraphen des zweiten Buches beschiiftigen sich mit  
dem Kreise. Zur Erledigung der den Kreis betreffenden Fragen setzt Veronese 
goch das Postulat IX voraus: ,,Wenn die Entfernungen eines Pnnktes P von 
den Enden A und B eines geradlinigen Segments oder eines Kreisbogens 
(AB)  a und b Sind und a < b i s t ,  so giebt es in  (AB) wenigàtens einen 
Punkt X derart,  dass P X  einem gegebenen Segment c ,  das der Grosse nach 
awischen a und b liegt, gleich ist." Den Schluss des zweiten Buches bilden 
die planimetrischen Fundamentalaufgaben. 

Das d r i t t e  B u c h  behandelt die entsprechenden Fragen im R a u m e  
v o n  d r e i  D i m e n s i o n e n .  An die Spitze der Untersuchung gestellt is t  
das Postulat X:  ,,Es giebt Punkte ausserhalb der EbeneGL und das erste 
S. g. praktische Postulat,  durch das die Betrachtung auf drei Dimensionen 
beschrankt wird: ,, Jede Gerade, die durch einen Punkt  ausserhalb einer 
Ebene geht, trifft entweder die Ebene i n  einem Punkte oder is t  einer Ge- 
raden der Ebene parallel." Hieraus werden alle die Eigenschaften über die 
Lagenbeziehungeu von Geraden , E benen, ebenflachigeu (Flachenwinkel, 
Ecken, Polyeder) und kruniinflachigen (Kegel, Cylinder, Kugel) Gebilden 
abgeleitet, die man auch sonst wohl findet. Nur i s t  der Stoff hier mehr 
gesichtet als in den landlàufigen Lehrbüchern. Auch t n t t  hier das Gemein- 
same der Eigenschaften der Geraden, des Geradenbüschels, des Parallelen- 
hüschels, des Kreisbogens, des Ebenenbüschels einerseits, der Ebene und 
des Strahlenbündels anderseits klarer als sonst zu Tage. Von den zwischen 
den verschiedenen Gebilden bestehenden Analogien ha t  der Verfasser hier 
vielfach Nutzcn gezogen; ein blosser Hinweis auf die Eigenschaften der 
Geraden und der Ebene erledigt die entsprechenden Fragen bei den übngen 
Gebilden. 

Das v i e r t e  B u c h  behandelt eine Reihe von Eigenschaften, die in  den 
meisten Lehrbüchorn nur eine sehr unvollkommene Bcrücksichtigung erfahren. 
Sach Ableitung einiger weiterer Eigenschaften übereinstimmender Ii'iguren 
(eindeutige Bestimmung) folgt ein Paragraph,  i n  dem für die verschiedenen 
Gebilde festgestellt wird, was man uoter dem S i n n  d e r  F i g u r  versteht, 
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wann sie gleichen oder entgegengesetzten Sinn haben. Hieran schliessen 
sich jetzt. erst die Regriffe der K o n g r u e n z  und der S y m m e t r i e  in  der 
hergebrachten Bedeutung und daran dann auch die B e w e g u n g  d e r  F i -  
g u r e n  unter Benutzung des zmciten praktischon Postulats: ,,Eine Pigur kann 
sich frei in  der Geraden, i n  der Ebene und im Raume bewegen und dabei 
sich sclbst kongrueiit bleiben, auch wenn einige Punkte von ihr festbleiben." 

Das f ü n f t  e B u c h  behandelt die ~ ~ u i v a l e n z  (Flachen- und Volurnen- 
gleichheit) ebener und riundicher Figuren. Die Betrachtungen stützen sich 
auf folgende vier Postulate: ,,Wenn ein beliebiges Segment XX1 der Geraden 
i m  entgegengesetzten Sinne bewegliche Endpunkte besitzt, so enthalt es 
wenigstens einen von den Endpunkten verschiedenen PunktLL (Post. XI), 
,,Sind zwei verschiedene Segmente der Geraden gegeben, so giebt es immer 
ein Vielfaches des kleineren, welches grosser ist  als das grossereiL (Post.XII, 
Post. des Archimedes), , ,Es ist  nicht moglich, ein Polygon (Polyeder) so in 
Teile zu teilen, dass nach Weglassung einzelner die übrigen Teile, anders 
zusammengesetzt, ein gleiche (%pivalente) Figur bilden" (Post. XIII u. XIV). 
Die Postulate XIII und XIV sind nicht notwendige, sie werden dernentsprechend 
i n  dem beigegebenen Anhange bewiesen. 

Die Entwickelungen unterscheiden sich wieder durchaus von denen, 
die man sonst in der Lehre von den gleichen Figuren findet. Das Buçh 
beginnt mit der Q l e i t u n g  des Begriffs der S t  e t i g k e i t  d e r  G e raden .  
Zur vollen Erledigung der zugehorigen Kragen führt der Versasser die Be- 
griffe unendlich kleiner und unendlich grosser Segmente, den Begriff des 
Grenzpunktes ein. Dann wird erkliirt, was man unter geometrischer Grosse 
versteht, was Summe zweier Polygone oder Polycder is t ,  was im Gegensatz 
zur Gestalt der geoinetrischen Figur unter intensiver Grosse der Figur, unter 
Abstand, Winkel, Flsche, Volumen als intensiver Grosse zu verstehen ist. 
Aquivalent werden zwei Figuren genannt, wenn sie Summen gleicher Teile 
sind. Allein auf Grund dieser Begriffe werdon die Satze über Gleichheit 
der  ebenen und raumlichen Figuren abgeleitet. Kicht werden etwa Siitze 
der Anthmetik auf Flüchenstücke angewandt, ohne erst nach eincm vicl- 
fach geübten Verfahren die Berechtigung hierzu zu untersuchen; z. B. ver- 
langt  und findet hier der scheinbar selbstrerstandliche Satz: ,,Zwei Figuren, 
die derselben dritten Quivalent  sind, sind unter einander aquivalentLL, einen 
Beweis. 

Das s e c h s t e  R u c h  enthalt die Lehren von der P r o p o r t i o n a l i t a t  und 
~ h n l i c h k e i t .  Zu Grunde liegt diesem ganzen Abschnitt der Begriff des 
linearen Systems von Grossen. Ein lineares homogenes st,etiges System von 
Grossen ist eine Gruppe von Grossen, die eindeutig auf die Segmente einer 
Geraden beaogen werden konnen. Sind zwei homogene Grossen gegeben, 
so  lasst sich beweisen, dass sich die eine ans der andern durch eine end- 
liche oder unendliche Zahl geometrischer Teilungen oder Vervielfachungen 
ableiten lisst. Nach diesem Benreise folgt die Erkliirung proportionaler 
Grossen: ,,Wenn vier Grossen A und R, C und D so beschaffen sind, dass 
sich die erste aus der zweiten durch dieselbe Operation (dieselben Teilungen 
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und Verv ie l fa~hun~en)  ableiten lasst wie die dritte aus der vierten, so sagt 
man, dasv sich die erste zur zweiten verhëlt wie die dritte zur vierten." 
An diese Erklarung schliessen sich dann alle die bekannten Satze über 
Proportionalitat und Ahnlichkeit ebener und raumlicher Figuren. 

Das s i e  b e n  t e  B u c h  behandelt die Konstruktion reg-uliirer Polygone 
und Polpeder, das a c h t e  B u c h  giebt unter Benutzung des Begriffs des 
Unendlichkleinen und des Grenzbegriffs die Satze über die Verhaltnisse 
von Cmfang und Inhalt des Kreises, von der Oberfl~che und dem Raum- 
inhalt des Cylinders, des Kegels und der Kugel. 

Das n e u n t e  B u c h  endlich bringt die A u s r e c h n u n g  des Flachen- 
ur.d Rauminhaltes der geometrischen Grossen und die Anwendung der 
Algebra auf die Geometrie. Alle früheren Entwickelungen in dem vor- 
liegenden Werke haben es mit rein geometrischen Operationen zu thun, 
sie sind von algebraischen Begriffsbildungen durchaus nnabhingig. 

Dem eigentlichen Lehrgange folgt noch eine wertvolle Sammlung von 
307 U b u n g s a u f g a b  en. Auch diese haben zum grossen Teil selbstandiges 
Geprige und weichen vielfach vom Herk~mmlichen ab;  die stereometrischen 
dufgaben sind auch nicht, wie man es bei uns leider immer noch findet, n u r  
Ilechenaufgaben. 

Das Vorstehende soll eine ungefihre Übersicht über den lnhal t  der 
Elemente der Geometrie von Veronese geben. Zu den Eleme~iten ha t  der  
Verfasser ein Jahr  spater noch einen A n h a n g  erscheinen lassen. In 
diesem giebt er für  die Lehrer nahere Erliiutemcgen über einzelne wichtige 
Grundbegriffe und über die benutzten Postulate, heweist die nur  aus didak- 
tiçchen Gründen zugelassenen Postulate, welche Folgerungen anderer Pos tda te  
sind, und giebt zum Schluss noch einzelne Vereinfachungen des Lehrganges an. 

Die Frage,  ob die Elemente von Veronese sich für den praktischen 
r n t e r r i c h t  i n  d e n  h o h e r e n  S c h u l e n  eignen, soll hier nicht eingehender 
erortert werden. Versuche, die in Italien mit dem neuen Lehrgange ge- 
macht wurden, sind günstig ausgefallen. So manche Abweichung vom 
IIergebrachten, dio uns zunkichst fremdartig anmutet, macht den Schülern, 
die ohne Vorurteil a n  die Sache herantreten, vielleicht weniger Schwierig- 
keiten, als wir glauben. F ü r  Anfanger schwierig ist nach Ansicht des 
Berichterstatters z. B. die rein abstrakte Definition der Gleichheit, ebenso 
auch die Hineinziehung des Eegriffes des Unendlichkleinen i n  den Cnter- 
richt. Indes ein volles Urteil über die didaktische Frage kann niemand 
fallen, der nicht selbst dahingehende unparteiische Versuche angestellt hat .  
Uiese sind bei uns i n  Deutschland vorlaufig wohl überall ausgeschlossen. 

Notwendig scheint zunachst, dass jeder Lehrer der Mathematik sich 
diejenige Klirung der Anschauungen verschafft, welche die neueren geo- 
metrischen Forschungen e r r n ~ ~ l i c h e n ,  dass e r  sich mit einem wirklich logisch 
unanfechtbaren Aufbau der Elementargeometrie bekannt macht, urn ein 
wirkliches Urteil in Fragen der Elementamathematik zu gewinnen. Für 
diesen Zweck k6unen neben den erwahnten Schriften von Pasch und Peano 
iie vorliegenden Elemente von Veronese sowie der d a m  gehorige Anhang 

Hiet.-1itt.Abt. d Zeitschr f Nath n.Phy8. 44 Band 1899. 4 Heft 9 
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von grossem Werte sein; allerdings sol1 doch auch nicht unerwihnt  bleiben, 
dass einzelne dnsichten des Verfassers, z. B. die Ansichten über die infiniti 
attuali, den Widerspruch namhafter Geometer gefunden haben. 

Von den ,,Fondamenti di Geometria" i s t  eine deutsche TJ'bersetzung 
erschienen. Bei der Bedeutung der Elementi vor anderen gleichartigen 
Werken ware ihre cbertragung ins Deutsche ebenfalls wünschenswert. Aber 
auch im Original sei das Werk den Fachgenossen angelegentlichst empfohlen. 

H. T U I E ~ E .  

L'enseignement mntlii:mntiqne, revue internationale paraissant tous les deux 
mois. Directeurs: C. A. LAISAET, Docteur ès sciences, Répétiteur k 
l'École polytechnique de Paris,  H. FEHR, Privat-  docent l'Université 
de Genève, Professeur au  Collhge et à l'École professionnelle. P a n s  1899. 
G. Car& et C. Naud. 

Die deutsche Z e i t s c h r i f t  f ü r  m a t h e m a t i s c h e n  u n d  n a t u r w i s s e n -  
s c h a f t l i c h e n  U n t e r r i c h t  hat  unter Leitung von J. C.V. H o f f m a n n  ihren 
30. Jahrgang begonnen. Ob iihuliche Zeitschriften in  anderen Liiudern er- 

scheinen, bezweifeln wir. Jedenfalls gab es bis jetzt keine Zeitschrift f i r  
vergleichenden mathematischen Unterricht , und diese Lücke beabsichtigen 
die Herren L a i s a n t  und F e h r  auszufüllen. Sie haban sich zu diesem 
Zwecke mit 20 Mathematikern aus Amerika, Belgien, Dauemark, Deutsch- 
land, England, Frankreich, Gricchenland, Rolland, Italien, Osterreich, 
Portugal,  Eussland, Schaeden, Sehweiz, Spanien in Verbindung geset~t,  
welche ih r  Interesse für das neue Unternehmen dadurch kundgaben, dass 
sie gestatteten, ihre weithin bekannten Namen als zu einern Befürwortungs- 
comité vereinigt zu veroffentlichen. Unter Berufung auf diese moralische 
Unterstützung ihrer Bestrebungen haben die beideu Herausgeber das erste 
Hcft der ncuen Zeitschrift der Offentlichkeit übergeben und zwar in  fran- 
zosischer Sprache. Man konnte auch die Vielsprachigkeit zum Grundsatze 
erhcben, und der internationale Charakter der Zcitschrift wiirc dadurch, 
wie die Herausgeber selbst betonen , schiirfer ausserlich hervorgetreten. 
Gleichwohl haben sie es vorgczogen, die Einheit der Sprache obwalten zu 
lassen, um die Freiheit von Druckfehlern nach Moglichkeit zu sichern, dann 
auch um in Frankreich einen um so gr6ssercn Lcserkreis zu werben, da 
der buchhandlerische Erfolg einer Zeitschrift doch wohl zumeist in  dem 
Lande ihres Erscheinens zu sucheii sein wird. Wie wir den Herausgebern 
gern gestattet haben, unseren Namen i n  jenes Comité der Freunde, wie 
man es auch wohl nennen konnte, auf~unehmen,  so wünschen wir 
hiermit 6Eentlich dem Unternehmen alleu Erfolg. Der  Enterricht in den 
mathematischen Missenschaften und mit ihm die Mathemetik selbst kann 
nur gewinnen, wenn, was i n  dem einen Lande daran zu loben oder zu 

tadeln i s t ,  auch in anderen Liindern bekannt wird. 
CANTOR. 
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Te~linndlniigen des ersten iriternationaleii JIathematiker-Kongrlessrs i n  
Zürich vom 9. bis 11. August 1897.  Herausgegeben von Ur. FERDINAKD 
RUDIO, Prof. am Eidgenossischen Polytechnikum. X i t  einem farbigen 
Titelbild und sechs i n  den Text gedruckten Figuren. Leipzig 1898. 
B. G. Teubner. VIII,  306 S. 

Nicht weniger als 208 Mathematiker aus allen Landern sind im -4ugust 
1897 i n  Zürich zusarrimengetroffen und haben dort drei sicherlich jedem 
Teilnehmer unvergessliche Tage heiteren und doch auch wieder wissenschaft- 
lich fruchtbareu %usarnrrienseins verbracht. Den Veranstaltern der Versamm- 
lung, in diesem Falle den Züricher Kollegen, blieb d a m  noch die niemals 
geringe Mühe der Herausgabe der Verhandlungen. Ein hübscher Harid liegt 
gegen~i r t ig  vor uns,  und wie das Lesen desselben unsere Erinnerung i n  
angenehmer Weise auffrischte, v i r d  es auch solche Fachgenossen, die nicht 
in Zürich waren, erfreuen konncn. W a r  doeh die Zahl der Vortrnge eine 
sehr ansehnliche, und menu auch, wie bei jeder \.'ersammlung, manche 
Suseinandersetzung nur  für  wenige Interessenten berechnet war, so gab es 
dafür weit zahlreichere, unter welche insbesondere die Beriehte über den 
gegenwirtigen Zustand gewisser Kapitel gehoren, die jeden Xathematiker 
fesseln dürften. CAXTOK. 

Ziir nefinition der Koiivergeiiz der unendlichen Reihen und der unend- 
lichen Produkte. Mehrfache Gre~z~le ichuugen .  Grenzgleichungen 
periodischer Reihen. Von Dr. ERNST SCHIMPF. Beilage zu dem 
Jahresbericht des stiidtischeu Gyrnnasiums zu Bochurri. (Programm 
Nr. 364.) Bochum 1898.  30 S. 

Wir haben in Band XLII ,  historisch- litterarisehe Abteilung, Seite 
37- 38 das 1 8 9 5  er Programm des Verfassers angezeigt, dessen Fortsetzung 
das 1898er  Programm bildet. Nach dem Vorgang von Rob.  G r a s s m a n n  
ilna O. S t o l z  bedient sich Herr Schimpf eines kleinen Kreises O als Yer- 
knüpfungszeichen, mittels dessen er aus den Grossen u,, u,, . . 0 ,  . . . ein 
~odliches oder unendliches Gebilde f herstellt. l h m  ist also 

fk = a , O a , C - . . O a k  

f m = ~ u O ~ i O . . . O ~ e O . . .  
k + v  

Rest r nennt er die Glieder, welche die Entwickelung fk zur Entwickelung 
k + 1 

f k +  ausdehnen, oder 
n + v  

und 

Man sieht, dass durch diese ganz allgemeinen, von der Ar t  der Ver- 
knüpfung unabhiingigen 13etrachtungen die Uefinition der Konvergenz sich 
~esentlich erweitert und nur  auf das Vorhandenscin oder Nichtvorhanden- 

9 * 
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sein einer wertverhdernden Ki rkung  des Restes hinausliiuft. Herr Schimpf 
bedient sich bei dieser Untersuchung einer Hilfsfolge von Grossen 
a,, a,, -, . . . welche die Eigenschaft besitzt, dass, wenn in dem Reste 
jedes n durch das gleich indizierte a ersetzt wird und r dadurch in r 
übergeht, eine wertveriindernde Wirkung von r überhaupt uicht stattfindet. 
Den Begriff der Grenzgleichungcn ha t  Herr Schimpf schon 1895 aufgestellt. 
E r  zeigt gegenwartig, wie dieselben für  gewisse Reihen gebildet werden konnen. 
E r  dehnt endlich die gleichen Betrachtungen auf periodische Reihen aus. 

CASTOR. 

NHlanges matliéniatiques (1883  - 1898) par  PAUL  SION^ ON^ Professeur 
ordinaire à l'université de Gand, Membre de l'Académie royale de 
Belgique e t  de l a  Société royale des Sciences de Bohème, Corre- 
spondant de la Société royale des Sciences de Liége, de la Société 
mathematique d'Amsterdam et  de l'Académie royale des Sciences de 
Lisbonne. Paris 1898 .  Gauthier-Villars. 2 1 3  p.  

Das uns vorliegende Bandchen enthalt die kleineren und grosseren ,4b- 
handlungen, welche der Verfasser innerhalb eiues Zeitraumes von 15 Jahren 
veroffcntlicht Lat,  und welche jetzt vereinigt erscheinen. Ein nach dem In- 
halte geordnetes zu Anfang abgedrucktes Verzeichnis gestattet, die Reich- 
haltigkeit der Gebiete zu überschauen , auf welchen Herr X a n  s i  o n  thatig 
gewesen ist. Geschichte bildet eine erste Gruppe. Algebraische und h6here 
Analysis, Mechanik, Wahrscbeinlichkeitsrechnung bildcn eine zwcite Gruppe. 
Eine dritte Gruppe ist der euklidischen und der nichteuklidischen Gruppe 
gewidmet. Es will uns fast scheinen, als seien in dieser letzten Gruppe des 
Verfassers Lieblingskinder zu finden. CAKTOR. 

Uanmissenschaftliche Aiiwenduiigen der DifSererilialrechnniig. Lehrbuch 
und Aufgabensammlung , verfasst von Dr. ARWED FVHRNANN, ordentl. 
Professor a n  der K6nigl Technischen Hochschule zu Dresden. Erste 
H d f t e  (S. 1-180) mit 73 Rolzschnit,ten. Teil ITT, 1 der Anwend- 
ungen der Infinitesimalrechnung i n  den Naturwissenschaften, im 
Hochhau und in der Technik. Berlin 1898. Wilh. Ernst & Sohn. 

Das 1. Heft dieser Aufgabensammlung erschien 1888, das II. 1890. 
Wir  haben jenes in Band XXXIV, hist. litter. Abteilung S. 195-196, dieses 
in  Bd. XXXVI, hist.-litter. Abteilung S. 155-156  angezeigt. Nach Iangerer 
Pause liegt das III. Heft vor. 

Die Fortsetzung der Fuhrrnannschen Übungsbeispiele leistet das Gleiche, 
was dem Anfange uachgeruhmt werden durfte. Man wird dort e im ganze 
Fulle von Aufgaben finden, welche, dem praktischen Leben entnommen, 
den Lehrern d a m  dienen kijriuen, ihren Vorlesungen erhohtes Interesse zu 
verleihen, welche von den Studierenden andererseits gern gerechnet werden. 
Wenn wir eine Ausstellung L U  machen hiitten, so wiire es gegeu den Tite1 
Gleich von Anfang an begegnet man so vielen Dingen aus der Feldmess 
kunst ,  dass es richtiger gewesen ware, feldmesserische und bauwissenschaft- 
liche Anwendungen als nur  die letzteren allein anzukündigen. CANTOR. 
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.\iifgaben znr Dilferential- und Iiitegralrechnuiig nebst den Resultaten und 
den zur L6sung notigen theoretischen Erliuterungen von Dr. H. DOLP, 
weiland Professor am Polytechnikum zu Darmstadt. 7. Auflage neu 
bearbeitet von Dr. EUGEN KETTO, Professor der Mathematik an der 
Universitit zu Giessen. Giessen 1898. J. Ricker. 216  S. 

Der i n  Band XLI histor.-litter. Abteilung S. 32 angezeigten 6. Auflage 
Ton 1 8 9 5  is t  innerhalb 3 Jahren abermals eine neue Auflage gefolgt, bei 
aelcher Herr N e t t o  dau frühere Inkognito aufgcgeben und sich als neuen 
Bearbeiter genannt hat.  Galt es in  der 6. Auflage, die nicht seltenen Druck- 
fènler der früheren Auflagen zu beseitigen, so hat  Herr Netto i n  der 7. Auf- 
lage sein Augenmerk wesentlich auf die tlieoretischen Erlauterungen gerichtet, 
welche er sich bemüht ha t  strenger zu fassen, ohne sie a n  ihrer bekannten 
Klarheit und LeiclitverstiLndlichkeit einbüssen zu lassen. CAKTOR. 

W. FR. J~EYER. Sur les progrils de la thkorie des iiivariants projectifs. 
Traduit e t  annoté par  H. FEHR, Privat-Docent &l'Université de Genève. 
Avec une préface de MAURICE ~ 'OCAGNE,  professeur à l'école des ponts 
et chaussées, répétiteur à l'école polytechnique. Paris 1897.  Gauthier- 
Villars e t  fils. X, 1 2 6  p. 

Die letzten Jahrgange dieser Zeitschrift boten wiederholt die Gelegenheit 
sur Anzeige franzosischer Übersetzunpn deutscher mathematischer Schriften. 
Herr Laugel ha t  es insbesondere zu seiner Aufgabe gemacht, unter seinen 
weniger als er selbst der deutschen Sprache kundigen Landsleuten die 
Kenntnis solcher Schriften zu verbreiten, welche als klassisch zu gelten 
hâben. Heute ist  Herr Fehr  als weiterer Gehilfe auf diesem Arbeitsfelde 
erschienen und ha t  den Bericht, welchen Herrn Franz W. Meyer 1 8 9 2  für den 
1. Band der Jahresherichte der Deutschen Mathematikervereinigung über die 
Invariantentheorie verfasste, unter Mitwirkung von Herrn Meyer selbst fran- 
zasisch bearbeitet. Manches erscheint dabei gekürzt, dagegen is t  die Berück- 
sichtigung der neueren Litteratur seit 1 8 9 2  eine .ci-illkommene Erganzung. 
Die Hinzufügung eines alphabetisch geordneten Namensregisters erscheint 
als eine nicht minder angenehme Vermehrung. CAKTOR. 

MARCO N ~ s s o .  Algebra elementare ad uso dei licei e degli istituti tecnici 
(Io Biennio) secondo i programmi governativi. Con copiose note 
storiche, molti consigli pratici per indirizzare l'alunno alla risoluzione 
degli esercizi, più d i  2000 esercizi e problemi graduati da risolvere 
e circa 400 esercizi e prnblemi minutamente risolti. Tonno 1898 .  
Libreria Salesiana. 4 2 6  p. 

Die neueste mathernatische Litteratur der Italiener zeichnet sich vielfach 
durch Anwendung wissenschaftlicher Strenge ,auch auf solchen Gebieten aus, 
auf welchen man anderswo nicht gar  so angstlich zu verfahren liebt. Diese 
Kennzeichnung gilt wieder f ü r  das uns vorliegende Lehrbuch der elementaren 
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Algebra. E s  iiberschreitet nirgends die Grenzen elementaren Wissens, es 
urnfasst kaum mehr als auf deutschen Mittelschulen etwa gelehrt zu werden 
pflegt, aber es lehrt diesen eingeschrkkten Stoff sol  dass der Schiiler heim 
Weitergehen nicht notig ha t ,  das früher Erworbene beiseite zu werfen oder 
es in einer Weise zu ergiinzen, dass man jenes früher Erworbene nicht 
wiederzuerkennen vermag. Wir  rnüssteu zu viele Einzelheiten anführen! 
wenn wir dieses unser beistimmendes Urteil genauer begründen wollten. 
Wir  ziehen vor, auf das Buch selbst zu verweisen, dem wir auch unter 
deutschen Mathematikern zahlreiche Leser wünschen. Die Einführung des 
Grenzbegriffes z. B. und der mit seiner Hilfe hergeleiteten Irrationalzahl 
kann, wie sie den Schüler bei den Anfangsgründen sicher leitet, ihm nicht 
niinder als Einleitung in die allgemeinste hIannigfaltigkeitslehre dienen. 
Bus einein anderen Bbschnitte ncnnen mir dio Gleichungen zwisehen Irratio- 
nalitiiten. H. Nasso versaumt nicht zu beweisen, dass die wurzeln dieser 
Gleichungen unter denwurzeln der rational gemachten Gleichung sich befinden 
müssen, e r  versaumt ebensowenig zu zeigen, dass wenn A =  l? die Folgerung 
A m =  B m  A m  - R m  = ( A  - B) ( & p l +  A m - a  B + . . . + B m - 1 )  = 0 
nach sich zieht, letztere Gleichung auch durch solche der ursprünglichen Glei- 
chung fremde Wurzeln erfüllt wird, welche Ampl +Am-"+ . .+ Bn' -'= O 
zu Stande bringen. W i r  einpfehlen nochmals aufs wiirmste das Buch unseres 
italienisehen Fachgenossen, welches auf uns personlich auch durch die zahl- 
reichen eingestreuten geschichtlichen Angaben einen angenehrrien Bindruck 
machte. . CAXROH. 

Pierstellige Tafelii uiid Gegeiitafelii. Von Dr. HERMAKN SCIIGBERT. 
Leipzig 1898. G. J. GGschen. 1 2 8  S. 

m i r  haben im XLIII. Bande (1898) dieser Zeitschrift histor.-littei. Ab- 
teilung S. 55-56 fünfstellige Tafeln und Gegentafeln von K. Schubert 
angezeigt, welche bei B. G. Teubner erschienen sind. Dem umfangreicheren 
Buche ha t  der gleiche Verfasser i n  der Sammlung Goschen ein klcineres 
folgen lassen, welches von ersterem i n  zwei Beziehungen abweicht. Erstens 
sind foi-twiihrend zwei Farben in Gebrauch, die rote fùr  die Logarithrnen, 
die schwaize fü r  die Zahlen und für die Winkel,  welche den Logarithmen 
trigonometrischer Funktionen entsprechcn. Zweitens begnügt sich die neue 
Teroffentlichung mit nur  vier Dezimalstellen. CA~TOI; .  

R. EIEMXYER. I)ie Zalileiikniist. 1. Teil. Das Zahlen (68 S. Dortmund 1897). 
2 .  Teil. Das Rechnen mit ganzen Zahlen (74 S. Dortmund 1898). 
Selbstrerlag des Verfassers. 

Dio Lahlenkunde, deren beidc erste Hefte uns vorliegen, wahrend 
ein drittes Heft über den TJru;h noch i n  Aussicht steht,  ha t  Herrn Pastor 
Xiemcycr in  Peckclaheim in Westfalcn m m  Verfasser, welcher, wie eine 
Vorbemerkung zum ersten nef te  uns belehrt, ,,an der kleineii Volksschule 
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seiner Gemeinde den Unterricht (vermutlich den Rechenunterricht?) erteilt, 
also in der Praxis stehtLL. Wer dieser ErklLrung entnehmen zu sollen 
glaubte, der Verfasser mache uns mit neuen Methoden des Rechenunter- 
richtes bekannt, würde sieh sehr tiiuschen. Der Inhalt der beiden Hefte 
la& sich vielmehr kurz dadurch schildern, dass wir sagen, das erste Heft 
handle von den Zahlwortern, das zweite von den Zahlzeichen der verscbiedensten 
Volber. Referent h a t  selbst wiederholt über diese Dinge geschrieben, ist  
also gewiss weit entfernt davon, ihnen die Wisscnswürdigkeit abzusprechen; 
ihren Kutzen für die Volksschule verniag er indessen nicht einzusehen. Herr  
Xicmeyer bediente sich bei seiner Zusammcnstellung teils unserer Schriften 
und der Quellen, von welchen wir Gebrauch machten, teils anderer Vor- 
arbeitcn, die uns fremd geblieben waren. Überdies sucht er ,  und das dürfte 
ihrn eigentümlich sein, philosophisch zu begründen, warum dieses Volk so, 
jenes Volk so verfuhr, um seine Worter und Zeichen zu bildon. Bemerkungen 
über unbestimmte Vielheiten und dergleichen sind vielfach eingestreut. Ein 
Druckfehlerverzeichnis ware wünschenswert. C,ANTOR. 

Gen~iiii Elementa astroiioniiae ad  codicum fidem recensuit, germanica inter- 
pretatione et  commentariis instruxit CAROLLX X~ITICS. Tieipzig 1898. 
B. G. Teubner. XLIV und 369 S. 

Fast  alle Schriftsteller, welche sich in neuerer Zeit mit der Frage 
nach dem Zeitalter des Geminus von Rhodos beschaftigt haben, sind zu dem 
Ubereinstimmenden Ergebnisse gelangt, dieser Verfasser einer Einleitung in 
die Astronomie habe eine Schrift um das J a h r  75 vorchristlicher Zeitreclinung 
niedergeschrieben, die Ansicht, als ob jene Einleitung rund  60 Jahre alter 
sei, sei irrig, und auch die Meinung, man müsse Geminus noch weitere 
35 Jahre herabrücken, so dass e r  ein Altersgenosse des Strabon gcwesen 
sei, habe nicht vie1 Bestechendes. Ferner herrscht ziemliche Einstimmigkeit 
darüber, der Astronom Geminus sei es auch gewesen, der ein mathematisch- 
pliilosophisches, an geschichtlichen Bemerkungen reiches Werk verfasste, das 
von Proklos hkifig benutzt worden ist. Über die Einleitung in die Astro- 
nomie, ihre Entstehung und ihr  Verhgltnis zu dem, was uns als G e m i n i  
E l e i n e n t a  as  t r o n o m i  a e  ( ~ E ~ ~ V O V  r iScuywy~ E I L ~  Z; < P ~ ~ ~ O p ~ v r t )  vorliegt, gehen 
dagegen die Meinungen weit auseinander. Die w n  Herrn Manitius aufgngestellte 
neueste Vermutung, über welche wir allein beriehten, indem wir voraus- 
setzen, dass unsere Leser mit den Elteren Ansichten bekannt sein dürften 
oder dieselben anderwiirts leicht kennen lernen konnen, is t  folgende: Posi- 
donius von Rhodos (195 - 5 1) ha t  ein Werk über die h'aturerscheinungen 
verfasst. Dazu ha t  Gerriinus einen grossen Kommentar geschrieben, in  welchen 
er auch vieles hineinverarbeitete, was er aus Schriften alexandrinischer Fach- 
astronomen entnahm. Dann ha t  wieder Geminus einen Auszug aus seinem 
eigenen Kommentar, eine Epitome desselben, verfertigt, und aus dieser 
Epitome endlich ha t  irn 1V. oder gar  erst im V. Jahrhunderte ein vielleicht in  
K ~ n s t a n t i n o ~ e l  lebender ,,Kompendienschreiber mit sehr mangelhaftem Ver- 
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s t h d n i s s  ftir Astronomie einen Auszug für Schulzwecke veranstaltet, den er 
sowohl aus anderen Quellen, als auch gelegentlich durch eigene Zuthaten 
ergiinzte, wodurch manches Minderwertige und Verkehrtc in  das übrigens 
praktische Büchlein hineingetragen worden kt." W i r  müssen ein Urteil 
über diese Annahmen solchen Personlichkeiten überlassen, welche mehr als 
wir von Astronomie verstehen. Jedenfalls schliesst, wie Herr  Nanitius 
selbst im IV. Kapitel der Vorrede berichtet, wiihrend unsore seitherigen 
Angaben dem Anhange entnommen waren, die Geschichte der  Eisagoge mit 
der Niederschrift durch den erwahnten Kompendienschreiber nicht ab. Vier 
Kapitel (Kap. IV, V, XV, III) wurden wortlich übernommen und ans ihnen 
IQ6xAov Z<p&~or, die sogenannte Sphiirik des Proklos, gebildet, eine Eigen- 
tumsentfremdung, an welcher Proklos selbst nnschuldig sein dürfte. Herr 
Nanitius ha t  die Eisagoge unter B e n i h u n g  fast aller vorhandenen Hand- 
schriften neu herausgegeben und ha t ,  wofür Mathernatiker und Astronomen 
ihm besonders dankbar sein werden, eine deutsche Übersetzung und deutsche 
Anmerkungen hinzugefügt. Auch sind zwei Fragmente der urspriinglichen 
Epitome des Geminus abgedruckt und zwei Proben einer mittelalterlichen, 
mutmaBiich von Gerhard von Cremona herrührenden lateinischen Übersetzung 
der Eisagoge. - CASTOR. 

Keplers Tranm von Ilonde. Von LUDWIG C ~ N T H E R .  Mit dem Bildnis Keplers, 
dem Faksimile- Tite1 der Originalausgabe, 24 Abbildungen im Text 
und 2 Tafeln. Leipzig 1898 .  Bei B. G. Teubner. XXlI u. 185 S. 

E t w a  im Jahre 1 5 9 3  crsann, 1609 verfasste Kepler seinen Traum Tom 
Nonde, 2 0  Jahre spi ter ,  1629, legte er die letzte Hand a n  Anmerkungen, 
welche zur Erliiuterung der so ganz eigenartigen Schnft  bestimmt waren. 
Ende 1 6 3 0  starb Kepler und endlich 1 6 3 4  erschien der Traum im Drucke. 
Erst  die letzten 20 Jahre unscres Jahrhunderts haben die ganze wisscn- 
schaftliche Bedeutung jener Schrift erkennen lassen, welche weit mehr ist 
als ein bloss phantastisches Gebilde, und nachdem insbesondere S. Günther 
auf die darin auseinandergesetzte Lehre eines kosmischen Magnetismus hin- 
gewicsen, stellte sich Herr L u d w i g  G ü n  t h e r  die Aufgabe, Keplers Traum 
und Anmerkungen zu demselben ins Deutsche zu übertragen und mit neuen 
reichhaltigen Erliuterungen zu versehen. Es  lohnt, diese i;'bersetzung, diese 
Erklirungen zu lesen, denn vielleicht in  keinem Werke Keplers erkennt man 
deutlicher als in diesem Traum vom Monde die Genialitat des Mannes, der, 
auch wo er unrichtige Xeinungen seiner Zeit wie die von dem Vorhanden- 
sein einer der Erdatmosphàre vergleichbaren Mondatmosphiire teilte,  mit pro- 
phetischem Auge über die Kluft hinüberblickte, welche ihn von dem heutigen 
Standpunkte trennte, und der bereits ahnte, was zu wissen ihm noch nicht 
g ~ g e b e n  war. W i r  nennen unter diesen Ahnungen die verschwindende Klein- 
heit des Durchmessers der Erdbahn gegenüber der Entfernung der Erde von, 
einem Fixsterne, Versuche zur Kenntnis der Warmewirkung der Mondstrahlen. 
Einsicht i n  das Anpassungsverm6geu der Erdgeschopfe a n  h r e  Umgebung. 

CANOTR. 
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Kepler a h  Geograph. Eine historisch-geographische Abhandlung von 
RUDOLF PIXIS. München 1899.  Bei Theodor Ackermann. VII, 142 S. 
(Sechstes Stück der Münchener geographischen Studien herausgegeben 
von Siegmund Günther.) 

Der Titel deckt sich nur  in sehr geringem MaBe mit dem Inhalte. 
Keppler war  alles andere mehr als Geograph, und so würde die Abhand- 
lung, wenn wirklich ausschliesslich Geograp4isches in ihr hatte behandelt 
merden wollen, sich anf wenige und kurze Erorterungen beschranken 
müssen. Herr Pixis ha t  es vorgezogen, in  seiner Darstellung über den 
vielleicht durch den Ort der Veroffentlichung begründeten Titel hinaus- 
zugehen und eine in'teressante Studie zu verfassen, welche unter vielem 
anderen auch einige -4nsichten Keplers über &leeresstromungen, über Gefill- 
verhiltnisse der Flüsse, über die Wahl  des Anfangsmeridians auf der Erde 
berücksichtigt. Daneben kommen die meteorologischen Ansichten Keplers, 
Optisches, Magnetisches, Selenographisches u. S. W. zur Rede. Manches is t  
überholt, seitdem Keplers Traum, auf welchen IIerr Pixis vielfach eingeht, 
durch Herrn Ludwig Gtinther zu grosserer Verbreitung gelangt ist ,  aber 
manches übt auf den heutigen Leser, der Keplers Gesamtwerke nicht selbst- 
stiindig durchforscht ha t ,  den Reiz der Neuheit. Keplers Phantasien waren 
immer die einer hochentwickelten Genialitdt, auch wo sie sich nicht bewührten. 

CAXTOR. 

Valeiitiii Neiiiiher niid Aiitich Rocha. 1550-65. Ein Beitrag zur Geschichte 
der Buchhaltung von CARL P P ~ E E  KHEIL. (Souder-Abdruck aus der Zeit- 
schrift fiir Buchhaltung.) P r a g  1898.  Bursik & Kohout. 5 6  S. ' 

Die kleine aber wertvolle Einzeluntersuchung lasst sich als Fortsetzung 
der Bchrift des gleichen Verfassers: Über einige kltere Bearbeituugen des 
Buchhaltungs-Traktates von Luca Pasioli (Prag 1896) bezeichnen, welche 
wir Band XLII histor. litter. Abteilung S. 46  angekündigt haben. Herr 
Kheil verfolgt die Schriften über die Buchführung um 20 Jahre über J a n  
l m p y n  hinaus und zeigt uns  in  dem aus Kempten nach Antwerpen über- 
gesiedelten Rechenmeister V a l e n t i n  M e n  n h  e r  einen nach manchen Rich- 
tuugen selbstiiudigen Bearbeiter eines Gegenstaudes. A n  t i c  h K o c h a  da-  
gegen kann nur  als Übersetzer des Mennher i m  Spanische die Aufmerksam- 
keit fesseln. Gelegentlich werden die von spanischen Gelehrten erhobeuen 
hnsprüche auf das Erfinderrecht der doppelten Buchhaltung f ü r  ihre Lands- 
leute gestreii't. CANTOR. 

Dr. W. GROSSE. I:nterhalteiide Probleme und Spiele in  mathematischer 
Beleuchtung. Leipzig 1897. Quandt & Hindel. 

Einer detaillierten inhaltlichen Besprechung des vorliegenden Buches 
fühlen wir uns u m  so mehr überhoben, als dasselbe zum grossen Teile nur  
eine Übersetzung des auch irn Vorwoit als ,,in erster Liuie benutztLL an- 
gegebenen Werkes von Edouard Lucas (Récréations mathématiques, Paris, 
Gauthier Villars e t  fils, 1 8  9 1  - 94) unter Reproduktion der dort gegebenen 
Fipren und Tabellen ist. Selbstverstiindlich wird für ein Buch über Unter- 
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haltnngsspiele in mathematischer Behandlung das grundlegende Werk Lucas' 
stets benutzt werden müssen, jedoch kann die Ar t ,  wie dies von Herrn 
Grosse geschieht, welcher sein W e r k  doch offenbar nicht als eine Cber- 
setzung jenes angesehen wissen will, nach Ansicht des Referenten nicht 
scharf genug v e r u r t ~ i l t  werden. Budem ist die Ebersetzung nichts weniger 
als gut ;  so giebt Herr Grosse z.B. bei Behandlung des 8-Koniginnen-Problems 
das , ,fouLL seines franz8sische.n Originals unbegreiflicherweise fortgesetzt mit 
, ,Bauerii  (statt  ,!L%uferii) wieder und erreicht hiermit sicher alles andere, 
nur  nicht eine ,,gebildeten Laien verstandliche FormLL der Darstellung. Die 
letzten Abschnitte basieren auf den ,,ZwGlf GeduldspieleniL des Herrn Schubert 
(Dümmler , Berlin 1895). 

wir hiitten erwartet,  dass Herr Grosse seiner franzosischen Fundgrube 
seine Dankbarkeit in  anderer Weise bczeugen würde, als von ,,einer ganzen 
Heihe von Fehlern" derselben zu sprechen. Herr  Grosse behauptet niimlich, 
im neunten Abschnitte (Dominospicl) ,,einige Fchlcr der bei Lucas sich vor- 
findenden BerechnungiL nachgewiesen zu haben. D a  Her r  Grosse dies im 
Vorwort anführt, scheint er dieser V e r b e s s e m g  des Lucas'schen Werkcs 
grossere Bedeutung beizulegen, und wir sehen uns daher veranlasst, die Sach- 
lage i n  richtigem Lichte darzustellen. ,,Die ganze Reihe von FehlernLi, welche 
sich bei Lucas (t .IV, p.148-150) vorfinden sollen, sind 5 harmlose Druck- 
fehler, welche zu korrigieren selbst ,,gebildeten Laien lisehr leicht fallen dürfte. 
Dass i n  der Tha t  nur  Druckfehler vorliegen, zeigt nicht nur die Katur der 
Fehler, sondern insbesondere die Richtigkeit der weiteren, auf jenen be- 
anstandeten Formeln beruhenden Rechnungen. 

Die ,,VerbesserungenLL des Herrn Grosse enthalten jedoch Fehler, welche 
jedenfalls nicht ausschliesslich Druckfehler sind. Eine Gegenüberstellung im 
Anschluss a n  die von Herrn Grosse S. 1 5 0  gegebene m a g  ditis zeigen: 

Grosse Lucas richtige Formel 

u4 = a QI + &5 + 4?6 p4 = Ql + &6 J'4= 2&1+ &5 

Q5 = 4 8 T 2  + 40T3 Q5=48T2+24T3 Q5=48T2+ 24T5 
H = 8 645 0 8 8  (Druckfehler) Il = 8 6  6 6 5  088 II = 8 665  O88. 

Die ,,VerbesserungLL 40T, des Herrn Grosse ist  insbesondcre charak- 
teristisch, da dieselbe nur  gemacht erscheint, um ein nurnerisch richtiges He- 
sultat zu erzielen, wiihrcnd eine Begrüodung für das Auftreten der Kon- 
figuration T, hier schwerlich gefunden werden kann. Die anderen beiden von 
Herrn Grosse richtig vcrbesserten , ,FchlcrLL bci Lucas sind ebenso bclanglos, 
desgl. auch einige weitere, von IIerrn Grosse nicht bemerkte Drukfehler in 
diesem Abschnitt des sonst durch grosse Exaktheit ausgezeichneten franz6sischen 
Werkes. Herrn Grosses Fehler im Laufe dieser Rechnung sind hiennit jedoch 
noch nicht erschopft; so benutzt Herr Grosse z. B. bei der numerischen Berech- 
nung von P4 nicht seine, oben angegebene falsche Formel, sondern die Lucas sche 
mit dem Druckfehler, verwendet aber den hieraus resultierenden falschen Wert 
bei der Schlussrechnnng nicht, sondern okkupiert dort einfach wieder den 
richtigen numerischen Wer t  Lucas'. Dies wird zur Charakteristik des Buches 
genügen. Dr. W. AHREXS. 
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Haudbnch der Geophgsik. Von Dr. SIEGMUND G ~ N T H E R .  Zwei Biinde. Zweite 
ginzlich umgearbeitete Auflage. 1. Band mit 157 Abbildnngen im Text. 
Stut tgar t  1897. Verlag von Ferd. Enke. Gr. 8 ". XII, 648 S. 

Der Verfasser ha t  es vor anderthalb Jahrzehnten unternommen, den 
riesigen Stoff der Erdphysik, niimlich Thatsachen und Lehrmeinungen, so- 
weit moglich, erneut zu sammeln, zn sichten und sowohl nach seiner geschicht- 
lichen Entwickelung, als auch nach seiner dogmatischen Gliederung und Ver- 
knüpfung, sowie nach seiner litterarischen Festlegung aur Darstellung zu 
bringen. E s  war ein dankenswertes Werk. Dass es seinen Zweck erfüllte 
und seinen Leserkreis gefunden, beweist die Notwendigkeit einer neuen Auf- 
lage, deren erster Band jetzt vorliegt, zwolf Jahre nach Abschluss der 
ersten Auflage. 

Bei unserer Gffentlichen Anzeige dieser letzteren (Bd. XXIX, S. 226 ff. 
und Bd. XXX S. 108 ff.) hatten wir zwei Eigentümlichkeiten des Werkes als 
schon bei oberflachlichem Durchbliittern in  die Augen fallend hervorgehoben: 
die Nenge der je a m  Ende der einzelnen Kapitel angegebenen Zitate und 
die streng durchgeführte Rücksichtnahme auf die geschichtliche Entwickelung 
der jeweils darzustellenden Lehren. Diese Resonderheiten des Werkes sind 
ihrn in der neuen Auflage nicht nur erhalten geblieben, sie treten sogar 
verstarkt hervor, zumal auf dem Gebiete der litterarischen Fingerzeige: gegen 
4000 genaue Verweisungen, also fast in  doppelter Zahl gegen früher, geben, 
ohne die Übersicht im ganxen zu storen, abermals Zeugnis von den weit 
ausgedehnten Vorstudien des Verfassers und ermoglichen es dem Leser, 
falls diesem eine ebenso grosse 6ffentLiche Hibliothek wie dem Verfasser zu 
Gebote steht,  in bequemster und ausreichendster Weise sich ganz eingehend 
über all' das au unterrichten, was bis jetzt iiber jede der zur Resprechung 
kommenden Fragen geleistet ist. 

Eben die Fiille des verarbeiteten und mitgeteilten Stoffes liess uns 
sclion bei der ersten Auflage die Meinung aussprechen, dass das Werk mehr 
den Charakter eines ,,HandbiichesU als den eines ,,Lehrbuchesi' trage. Der 
Verfasser ha t  jetzt den Titel in diesem Sinne abgeindert;  es war  dies i n  der  
That auch noch notwendiger als friiher. Warum übrigens dem Werke nicht 
der Tite1 einer ,,ErdphysikC' gegeben wurde, i s t  nicht recht erfindlich - 
g ~ h t  doch sogar der altüherkommene Name der ,,GeographieLL heute mehr 
und mehr in den der ,,ErdkundeU über. 

Aber nicht nur der Titel des Werkes ha t  sich geiindert, es erscheint 
tliatsiichlich i n  ,,umgearbeiteter AuflageiL, ja der Verfasser bezeichnet diese 
sogar als ,,ganzlich umgearbeitet", was wir nicht vollig b i l i i g ~ n  kfinnen. 
Denn riicht nur  ist wie gesagt der Charakter des ganzen Werkes erhalten 
geblieben, auch die Anordnung des Stoffes, seine Gliederung, die Einteilung 
in Abteilungen und Kapitel und deren Stoffgebiet ist  im grossen und ganzen 
gleich geblieben. 

Im einzelnen freilich ist urigemein vie1 anders geworden. Da Gürither 
die Geophysik jetzt im engeren Sinne nur als einen Teil der Wissenschaft 
F O ~  Anorganischen auffasst, f i l l t  in der neuen Auflage die früher anhangs- 
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weise mit behaudelte biologische Erdkunde weg; da er ferner ebenso wie 
der Verleger eine gleichmaaigere Starke der beiden Bande des Werkes er- 
wünschte, so ist  die g a u e  vierte Abteilung mit  ihren vier Kapiteln, von 
den magnetischen und elektrischen Erdkriiften handelnd, aus dem zweiten in 
den ersten Band herübergenornmen worden. Aber auch diesen Abschnitt 
mitgerechnet, ist  gleicbwohl der Umfang des Ganzen ausserlich um mehr 
als ein Dritteil des früheren gewachsen. 

Denn nicht nur  ist  die Darstellung vielfach neu bearbeitet, sie ist  auch 
überall erweitert und nach der Seite des Stofflichen, des Geschichtlichen, 
des Litterarischen erganzt und bis auf die Gegenwart fortgeführt. Gleich- 
wohl ha t  es der Verfasser verstanden, die cbersichtlichkeit und Durchsichtig- 
keit des ~Iassenstoffes genügend zu wahren: er giebt die Hauptgcdanken der 
Eutwickelung i n  grosserem Dnick und verweist Nebengedanken oder Einzel- 
ausfühmngcn i n  deutlich geschiedene, zwischengeschobene Textstellen von 
kleinerem Druck 

dusser  diesen Abandenmgen und Erweiterungen des früher Vorhandenen 
zeigt die neue Auflage aber aueh eine ganze Reihe neuer Paragraphen. 
Wir  wollcn dieses wesentlich Neue hier in der Hauptsache hervorheben, indem 
wir zugleich den Inhalt des ganzen Bandes vor unserem Auge vorüberziehen 
lassen. 

I n  der e r s t e n  A b t e i l u n g  (S. 44-137), die der kosmischen Stsllung 
unserer Erde gewidmet is t ,  werden bei der Kant  - Laplaceschen Nebular- 
theorie (1. Kapitel) die neueren Bestrebungen zur Verbesserung dieser Theorie 
vorgeführt; bei der Erziihlung von der natürlichen Beschaffenheit der Korper 
unseres Sonnensystems (2. Kapitel) gelangen jetzt die Sternphotographie und 
die Spektralanalyse zu ihrern Recht, ebenso die neueren Auffassungen über 
die Bildung der Snnnenflecken sowie über das Wesen der Xeteoriten; beirn 
Bericht über unsere Erdnachbarn (3. Kapitel) kommt die Bereicherung 
wesentlich der Lehre vom Mondvulkanismus zu gute. 

I u  der den allgemeinen mathernatischen und physikalischen Verhàltuissen 
der Erde gewidineten z w e i t e n  A b t  e i l u n g  (S. 137-328), die zuniichst yon 
der Erde als Kugel handelt (1. Kapitel), kommen wesentliche stoffliche Er- 
weiterungen hauptsiichlich im 2.Kapitel vor bei dem Studium der geographischen 
Verteilung des Schwerebetrages und ihrer Bedeutung für die Erdgeschiehte, 
sowie bei dem, was über Dichte und Dichteverteilung der Erde zu sagen 
is t ,  ebenso bei der Lehre von den Lotablenkungen im 3. Kapitel, das dem 
Geoid gewidmet ist. Die Betrachtung der Tagesschaankungen der Erdachse, 
und ùeren Verlegurigen irn Erdinnern, sowie die Pulsationen der Erdfeste 
sind die Hauptzugaben zum 4. Kapitel, ebenso i n  dem der Graphik vor- 
behalteneu 6. Kapitel die Lehre von den photogrammetrischen Errungen- 
schaften der letzten Zeit. 

Eine d r i t t e  A b t e i l u n g  (S. 228-505) behandelt wie früher das Erd- 
innere und seine Eiowirkungen auf die Aussenwelt. Hier wird aus den 
ermittelten Warmeverhiiltnissen des Erdinneren (1. Kapitel) auf den Zustand 
dieses Erdinnercn geschlosscn (2. Kapitel) : nach lichtvoller Darlegung der 
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gegensatzlichen Xeinungen entsclieidet sich der Verfasser fiir die Annahme 
eines etwa durch sieben Hauptstufen vermittelten stetigen Überganges von 
voller Starrheit der Erdstoffe bis zu voller Dissociation. NaturgemiiB schliesst 
sich die Betrachtung der vulkanischen Erscheinungen an: dieses 3. Kapitel 
ist nach Inhalt und Anordnung fast ein neu geschriebener Teil des nuches 
gewarden und bietet wie das vorige eine ausserst anregende Lektüre. Das- 
selbe lasst sich von dern jetzt ebenfalls fast auf doppelten Umfang gebrachten 
4. Kapitel sagen, das von den Erdbeben handelt. Überschaut man,  wie die 
jetzt vorliegende dritte Abteilung um etwa zwei Drittel ihres früheren Um- 
fanges gewachsen is t ,  so erkennt man mit freudigem Staunen, welch' reges 
nissenschaftliches Interesse in den letzten zwei Jahrzkhnten gerade dem 
Studium des Erdinneren gewidmet war,  aber auch wie geschickt der Ver- 
fasser dem Ireser die Ergebnisse darzubieten versteht. 

Die v i e r t e  A b t e i l u n g  (S. 5 0 9 - 6 1 7 ) ,  jetzt, wie schon gesagt,  aus 
dern seitherigen zweiten Rande heriibergenommen, behandelt die ma,gnetischen 
und elektrischen Erdkrifte.  Die Stoffanordnung ist insofern geindert,  als 
das friihere erste Kapitel im aesentlichen a n  dritte Stells gesetzt ist. Zuniichst 
nird der Erdmagnetismus mit seinen drei Elementen behandelt (1. Kapitel): 
hier haben die magnetischen Landesaufnahmen und die sakularen Schwank- 
ungen des Erdmagnetismus eingehendere Rearbeitung erfahren. Die Theorie 
des Erdmagnetismus (2. Kapitel), wie im eiuzelnen ergiinzt, erfahrt 
im ganzen eine Erweiterung i n  den Beziehungen von Erde zu Sonne und 
aland; ebenso haben auch das 3. und 4. Kapitel, jenes von den ortlichen 
magnotisch-elektrischen Kraften in  den obersten Erdschichten, und dieses 
von den Polarlichtern handelnd, dern Gange der Wissenschaft entsprechend 
betrachtliche Bereicherungen erfahren: dort in der Lehre von den magnetischen 
Strhungsgebieten, hier in den Angaben über Periodixitit, künstliche Kach- 
bildung und Wesenserklarung der Polarlichter. 

Wir stehen am Ende unserer Überschau, die wesentlich die ~ n d e r u n g e n  
gegenüber der ersten Auflage hervorzuheben hatte. Erneut müssen wir 
unserer stauneuden Rewunderung Ausdruck geben über die Reischaffung des 
riesigen, zumal geschichtlichen Lehrstoffes und die im gauzen doch wohl 
gelungene Verarbeitung, Anordnung und Gestaltung dieses Stoffes, aber auch 
.4usdruck geben dern Dank dafür, dass der Verfasser den so reichen, aber 
weithin in der Litteratur zerstreuten Stoff mit ausdauerndem Fleisse gesammelt 
und ihn mitsamt den neuesten Errungenschaften, oft auch nur Ansichten 
der Wissenschaft hier bequeni vor den Augen des Lesers ausbreitet. Ein 
iusserst bequemer und anregender Führer i n  dem weiten Gebiete der Erd-  
physik is t  da,s vorliegende Werk,  ein Führer zumal, der nicht vorgiebi, 
alles selbst eu wissen oder sagen zu ktnnen, der aber stets getreue Aus- 
kunft darüber bietet, wo n%,here Aufschliisse zu erlangen sind. I n  jedem 
Zweige der Wissenschaft is t  es ein ~erdienstliches Unternehmen, qon Zeit 
zu Zeit Heerschau zu halten über die Thatsachen und Meinungen, die bis 
dahin festgestellt oder aufgestellt worden sind; Schriftsteller und  Werke, 
die dies übernehmen, üben Gerechtigkeit gegen die Vergangenheit und bieten 
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ausserordentliche Anregung für die Zukunft. I n  jedem Falle verdient solche 
Arbeit Dank, u m  so mehr, wenn sie nicht, wie neuerdings vielfach durch- 
geführt, von Vereinigungen gelehrter Manner oder ganzer Akademien, sondern 
von Einzelnen ausgeführt wird. 

Wir  haben nachzutragen, dass vollstandige Sach- und Namenverzeichnisse 
den Gebrauch des Buches sehr erleichtern, auch dass ein Schlüssel für die 
vielen Verweisungen auf Zeitschriften eine recht angenehme Beigabe ist. 

F ü r  eine etwaige dritte Auflage, die wir den beteiligten Unternehmern 
ebensosehr wie den Benützern und der Wissenschaft wünschen, dürften wohl 
einige Wünsche Beachtung finden. Znnachst dürfte es gewiss moglich sein, 
ohne dem berechtigten Gebrauche von Fremdwortern zu entsagen, an einer 
grossen Zah1,von Stellen durchaus entbehrliche Fremdworter zu vermeiden - 
auch Reinheit der Sprache i s t  eine durchaus zu verlangende Eigenschaft 
selbst eines wissenschaftlichen Werkes. Dann aber dürfte das schon in der 
jetzigen Auflage sehr zum Vorteil des Buches hervortretende Bestreben noch 
mehr i n  die Erscheinung treten, das Bestreben, nicht sowohl den Gang der 
geschichtlichen Entwickelung der einzelnen Lehren, als vielmehr die Er- 
gebnisse dieser geschichtlichen Entwickelung in den grosser gedruckten Text 
aufzunehmen, dagegen den Verlauf der Entwickelung, wie schon zurn guten 
Teile geschehen , kleiner gedruckten Textesabschnitten zwuweisen , und stets 
znm Schlusse, soweit moglich und jetzt schon vielerorts durchgeführt, die 
heutige Lehre der Wissenschaft bezw. die Meinung des Verfassers klar und 
durch Druck hervorgehoben festzustellen. Ein erneutes Durcharbeiten des 
Stoffes wird es auch dem Verfasser ermoglichen, noch mehr die Durchsichtig- 
keit des Werkes zu steigern durch übersichtliche Gliederung des Stoffes 
und noch weiteres Wegschieben litterarischer Notizen aus dem eigentlichen 
Text, dann aber auch - und selbst auf die Gefahr hin, dass das W ~ r k  
dreibiindig würde - durch etwas grossere Ausführlichkeit, die sich gleich 
sehr fern xu halten hatte von einer Monographie wie von einer nur ganz 
skizzenhaften Andeutung, und durch wieder etwas stirkere Aufnahme mathe- 
matischer Behandlung, die freilich raumlich abgetrennt zu halten wiire. 
Endlich wiire es sehr angenehm, wenn den Zitaten aus Zeitschriften jeweils 
in Klammern die betreffende Jahreszahl der Veroffentlichung beigefiigt würde. 

Druck und Ausstattung s i n i  schfin - Dank auch der Verlagshandlung. 

P. TREETLEIN. 

STAUDE, OTTO. Die ~ o k a i e i ~ e k h a f t e n  der Flachm zweiter Ordnniig. 
Ein neues Kapitel zu den Lehrbüchern der analytischen Geometrie 
des Raumes. Leipzig 1896. B. G. Teubner. VI11 u. 185 S. 8 O, 7 X k .  

Wahrend die Fokaleigenschaften der Kegelschnitte seit langer Zeit bekannt 
sind und iiberall in  den elementaren Lehrbüchern der analytischen Geometrie 
behandelt werden, war es nicht miiglich, iihnliche Eigensçhaften auch bei 
den Flachen zweiten Grades aufzufinden, und alle dahin gehenden Versuche 
blieben ohne Erfolg. Der Begriff der Fokaldistanz in  der Ebene liess sich 
nicht ohne weiteres auf den Raum iibert,ragen, da an Stelle der 2 Brenn- 
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p n k t e  der Regelschnitte 4 Hauptbrennpunkte der Flachen zweiter Ordnung 
treten. Da führte Herr Staude den Begriff der gebrochenen Fokaldistanz 
e in ,  und mit diesem war die Grundlage ziir Ausdehnung der Fokaleigen- 
schaften der Kegelschnitte auf die Plichen zweiter Ordnung gewonnen. In  
den Bericbten der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Jahr -  
gang 1882 und in den Mathematischen Annalen, Bd. XX und XXVII wurden 
die Ergebnisse dieser Untersuchungen veroffentlicht. Dieselben liegen uns 
jetzt in einem Buche vor, das den angegebenen Schriften gegenüber be- 
deutend einfachere Beweise und eine wesen thhe  Vervollstindigung der 
Theorie bietet, da dieselbe im zweiten Teile i n  v6llig entsprechender Weise 
auch auf die Paraboloide ausgedehnt ist. 

Nach Herloitung der allgeinein bekannten Eigenschaften konfokaler 
Systeme von Ellipsoiden und Hyperboloiden, der Besprechung der elliptischen 
Kaordinaten werden die Fokaikegel und die Fokallinien eines Punktes ein- 
gefiihrt. Die ersteren sind bekanntlich die beiden Kegel, welche von einem 
Punkte des Raumes über den Fokalkegelschnitten eines Systems konfokaler 
Ellipsoide und Hyperboloide errichtet werden, die letzteren d e h i e r t  der 
Herr Verfasser als die 4 Schnittlinien dieser beiden Kegel, also diejenigen 
Geraden durch einen Punkt ,  welche die beiden Fokalkegelschnitte schneiden. 
Die gebrochenen Fokaldistanzen, welche an Stelle der Fokaldistanzen der 
Kegelschnitte treten, ergeben sich nun auf folgende Weise: 1st P ein be- 
liebiger Punkt  einer Kurve, so verstehen wir unter einer gebrochenen Ent- 
fernung der Punkte PL und P2 über diese Kurve die gebrochene Linie 
P,P- und dieselbe heisst Gleichgewichtsdistanz, wenn die Halbiernngslinie 
des Winkels PIPPz auf der Tangente der Kurve im Punkte P senkrecht steht. 
Es ist dieses die Lagc von P,PP2 bei freigleitendem P, wenn ein Faden 
P,PP, bei Pz gespannt ist. Die gebrochene Entfernung PlPP2 wird nun 
eine Gleichge~ichtsdistanz, wenn die beiden Halbstrahlen PPl und l'Pz 
rerschiedenen Miinteln des Rotationskegels angehoren, der den Gleitpunkt 
als Spitze, die Tangente der Kurve in  ihm als Achse ha t  und durch einen 
Halbstrahl bestimmt ist und umgekehrt. Nehmen wir jetzt als Kurve die 
Fokalhyperbel eines konfokalen Systems von Ellipsoiden und Hyperboloiden, 
so ergiebt sich der Satz: Zwischen einem beliebigen Punkte P, der kein 
Pokalpunkt is t ,  und einem Fokalellipsenpunkte giebt es stets eine und nur  
eine kürzeste Entfernung über einen gegebenen Zweig der Fokalhyperbel 
(dieselbe ist immer zugleich eine Glei~h~ewichtsdis tanz) ,  wobei die Verbindung 
von P mit der Fokalhyperbel eine Fokallinie ist. Analoges gilt, wenn mir 
an Stelle der Fokalhyperbel die Fokalellipse, a n  Stelle des Fokalellipsen- 
punktes einen solchen der Fokalhyperbel setzen. Eine solche kürzeste ge- 
brochene Entfernung wird gebrochene Fokaldistanz genannt und für den 
Fall, dass der gegebene Punkt  der Fokalkegelscbnitte ein Hauptbrennpunkt 
i s t ,  Hauptfokaldistanz, sodass jeder Punkt  des Raumes 4 gebrochene Haupt- 
fokaldistanzen hat ;  je zwei von ihnen sind gleichseitig, d. h. der Fokalpunkt, 
der nicbt mit dem Hauptfokalpunkte zusammenfallt, liegt a n  derselben Seite 
der yz-Ebene mit P, je zwei sind gleichnamig, d. h. beide gehen iiber die 
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Fokalellipse bez. Fokalhyperbel. - Nachdem die Liingen der gebrochenen 
Fokaldistanzen, bez. gebrochenen Hauptfokaldistanzen bestimmt sind, wird 
daraus auf einfachste Weise eine Reihe sch6ner Siitze abgeleitet, von denen 
wir hier nur folgende ewei angeben wollen: 

1. F ü r  jeden Punkt  eines Ellipsoides is t  die Summe zweier ungleich: 
seitiger ungleichnarniger gebrochener Hauptfokaldistanzen gleich der Haupt- 
achsenlange des Ellipsoides, vermehrt m die halbe Differenz seiner beiden 
Hauptbrennweiten und wird der Winkel beider Distanzen von der h'ormale 
des Ellipsoides halbiert. Daraus ergiebt sich zugleich eine Fadenkonslruktion 
eines Ellipsoides aus den Fokalkegelschnitten. 

2. Für jeden Punkt  des einschaligen Hyperboloides ist  die Differenz 
zweier gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptf'okaldistanzen gleich 
der Hauptachsenliinge des Hyperboloides, vermindert um die halbe Summe 
seiner beiden Hauptbrennweiten und wird der Bebenwinkel beider Distanzen 
von der Normale des Hyperboloids halbiert. 

Ganze analoge Untersuchungen werden sodann irn zweiteri Abschnitte 
über das System konfokaler Paraboloide angestellt, die zu entsprechenden 
Ergebnissen führen. 

Eine grosse Zahl von FiPren erhoht das Verst'andnis des klar ge- 
schriebenen Textes und xur weiteren Lrleichtemng für  den Leser sind im 
Anhange dankenswerter Weise die entsprechenden Satze aus der Lehre der 
Kegelschnitte xusarnmengestellt, die iru Buche als bekannt vetausgesetot 
werden, sowie auch zu einigen im Text auftauchenden allgemeinen Fragen 
eingehende Erliiuterungen gegeben. 

Das Buch liefert uns somit eine wichtige Ausdehnung der Lehre von 
den Flachen zweiten Grades, es Lüllt eirle Lücke aus, die von den Geometern 
schon seit langer Zeit schwer empfunden wurde, und sein Erscheinen ist 
daher wohl allseitig aufs freudigste begrüsst worden. H. WILLGROD. 

RAFFY, Lours. Leçons sur  les applications géometriqiies de I'aiialyse. 
Paris  189'7, Gauthier-Villars e t  fils. 8'. 251 S. 

Wie der Herr Verfasser in  der Vorrede angiebt,  is t  das Buch aus 
der Lehrthstigkeit heraus entstanden, und wir haben ein Werkchen vor uns! 
das nicht nur in sachlicher, sondern vor allern auch i n  methodischer Hin- 
sicht uns vollauf befriedigen kann., Die methodischen Gesichtspunkte sind 
insofern starker beriicksichtigt, als an manchen Stellen s tat t  der ele- 
ganteren klassischen Beweise solche gegeben werden, die müglichst einfach 
uud für  die Entwickelung an der betreffenden. Stelle passender sind. Da 
die analytischen Fragen eingehend erortert werden, so ist  das Buch auch 
fiir diejenigen lesbar, welche i n  der hoheren Analysis nicht über das erste 
Studium hinausgekommen sind. Auf Vorzeichenbestimmung bei Wurzel- 
grossen ist besonderes Gewicht gelegt. 

Der Inhal t  umfasst alles, was man für  eine allgemeine Einleitung in 
die h6here Geornetrie wünschen kann ,  auf besondere Fliichenklassen ist mit 
Ausnahme der niehr hervortretenden geradlinigen FlLchen nicht eingegangeu; 
die illustrierenden Beispiele sind die i n  den meisten Ilehrhiichern der 
Geometrie angewendeten und recht passend gewahlt. H. WILLGROD. 
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Naturwissenschaftlicher Teil. Leipzig, B. G. Teubner. 31.1. 20. 
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aiisgefüllt , sondern auch die wiclitigaten ails l % n d  i s  c h e u  U'erke berücksichtigt 
werden. Die frngliche Erweiterung konnte zwar im rorliegendm Heft nur teil- 
neive stattfinden, jeiioch sol1 in den Sçhlussheften dieses Bandes bis auf den 
Anfang des Jahres eunickgegriffen werden. 

Rist.-1itt.Abt d.  Zeitschr. f .  &luth.  u. Phys. 44. Ilund. 1899. 4.Heft. 10 
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Geschichte der Mathematik und Physik. 
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Reine Mathematik. 
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BOUTON, C. L . ,  Invariants of the general Linear Differential Equation and 
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BUCHHOLZ , AuG., Ein Beitrag zur Mmnigfaltigkeitslehre. Mannigfaltig- 
- - 

keiten, deren Linienelemente auf die Form d s  = ~ ( V Z X ] ~ )  1 / ~ d x *  ge- 
bracht werden ktinnen. Bonn,  Cohen. X. 7. 
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Encyklopkidie der mathem. Wissenschaften. 1. Teil. 1. Bd. 2. Heft. Leipzig, 
B. G. Teubner. M. 3. 40. 
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FUCHS, L., Bemerkungen zur Theorie der associierten Differentialgleichungen 
(aus den Sitzungsber. der Berl. Akad.). Berlin, Reimer. M. -. 50. 
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Ein wiedergefundener Diophantuscodex. 

Bekarintlich sagt To  m a s i n  u s (p. 1 2  1) : ,,ln Bibliotheca Alexandri 
Synelitici Viri Clarissimi et Primi Juris Civilis Professoris instruc- 
tissima videbatur non ita dudum graece sçriptus elegantissime Dio- 
phantus fol. ch. vet. longe copiosior et emendatior illo, qui Parisiis 
prodiit. Eurn vir optirnus concessit Viro Cl. Joanni Brosçio Mathe- 
matico Cracovimsi, u t  ipsiiis cura et studio in lucem ederetiir, quem 
nunc eruditi omnes avide exspectarit.[' 

Diese Puhlikation ist nicht erfolgt und der Codex gilt als ver- 
schollen, ebenso wie ein Regiomoritanus, der dreizehri Rücher des 
Diophantus umfasst haben soll. 

T a n n e r y  bemerkt hierzu in den Prolegomeriis seirier Diophantus- 
ausgahe (Leipzig 1895) vol. II. p.SXXIT: ,,Sed quae de R~giomontano 
ibi dicta surit, omnino falsa esse facile demonstratur, nec maiorem 
fidem merentur Perronii vel Synclitici testirnonia de integro vcl co- 
piosiore (Planudeo?) codice, nimis saepe talia fucurn fecerunt, at  
vanos rumores explosisse sat erit." 

Diese letztere Behauptung dürfte durch das Folgende in Bezug auf 
den Codex des Broscius wohl modifiziert werden. 

Die k. k. Universit%tsbibliothek in Krakau besitzt unter der Sig- 
natur Er. 544 eine griechische Handschrift, die W. W i s ? o c k i  im 
,,Katalog rekopis6w biblijoteki uniwersgtetu Jagiellhskiego (Craçov, 
1877-1881) folgendermalh bpschreiht: Kod. pap, x. m. XVI. fol. wieksze. 

' Diever Aufvatz war schon in oiiveren Hariden als Herr N a x  Cur t z e  iui 
Cent,ralblatt für Bibliotheksn~esen, .Tuni-.Juliheft 1899, S. 258 uns 295 in  dem 
Berichte iiber seine 1896 gemachte Studienreise diirch Deutsche und Osterreichische 
Bibliotheken auf den gleichcn Codex hinwies. Herrn Q 011 ob 's Unabhangigkeit 
kt demnach fest'gestellt. Herr G 0110 b schreibt uns überdies , nachdcni wir ihn 
auf Curtze 's  Veroffentlichung aufmerksam gemacht hatten, er halte dic dort ge- 
gebenen Kollationsproben nicht für geniigend, urn einen Uegriff' von <lem Wert 
oder Unwert der Handschrift zu geben. M. C a n t o r .  

Hist.-litt. Abt. d. Zeitschr. f .  Math. n. Phys. 44.Bond. 1899. 5.u. 6,Heft. 11 
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kart. 223 i 4 proxne na poczatku i koncu, Diophanti Alexandrini opus 
arithmeticum. Kod. pisany po grecku. Na  kartcc katalogowcj zanotowal 
J. S. Bandtkie: Codicem Joannes Broscius comparasse videtur, nam in 
fronte codicis et ante textum quaedam manu sua annotavit. Na oprawie 
znak d a m y  ,,D. D. IV. 56" przekréslony i dopisane obok F F 1.5" d. h.: 
,,Papierhmdschrift, 16 saec., GroBfolio, 223 Blatter und 4 leere am 
Anfang und Ende, sie en thd t  das opus arithmeticum des Diophantus 
Alexandrinus, griechisch. Auf dem Blatte des Zettelkatalogs hat 
J. S. Bandtkie notiert: ,,Codicem u. S. W." Als Verbesserung einer alten 
Sigilatur D. D. IV. 56 steht (an der Innenseite des vorderen Einband- 
deckels) eine zweite Signatur namlich F. F'. 1, 15." Die Handschrift 
enthalt : 

Fol. 1 a - 20 b Aioqdvzov 'AIZE&VCYQE~~ 1AgrS.pqr~xWv A, 
,, 21a- 8 5 b  I 17 77 B1 
,, 86a-129b II 7, 7 )  ri 
, 1 3 0 a - - 1 4 1 b  ,, 71 77 4 
, 142a-172b >, 7 ?y E, 
,, 172b-190a 7-  77 7) s, 
, 190b-203 a 7, >7 7, z, 
,, 203b-211a j7  ,, m g l  zo1.vy6v~v /3~/3llivv H, 
,, 211b-224b das Rechenbuch des Planudes (Fragment). 

Zum 1.-III. Buche folgen auf die Problerne ohne Überschrift die 
Scholien des Planudes. Das zweite Buch beginni, auf Fol.2la mit: 
x a l  zOv nollacnlaa~aop~Wv 6 0 ~  aacqpqv~68~v'vzwv = Dioph. Alex. op. ed. 
Tannery, wol. 1. Lipsiae 1893 p. 1 4  im e r s  t e n  Buclie. E s  ist derrinach 
das erste Ruch im Krnkauer Codex in  zwei Teilc geteilt, und so er- 
scheinen in dieser  berl lie fer un^ 7 Bücher, an welche sich oberidrein 
noch als a c h t e s  Buch die S5hrift mg1 n c d î ~ ~ 6 v w v  anreiht. Die 
handschriftliche Überlieferuq pflegt sonst nur 6 Bücher eu enthalten. 
E s  ist daher die Annahme nieht ungerechtfertigt, dass diese Xin- 
teilung allein schon im Stande war, der Krakauer Handschrift, die mir 
H nennen wollen, das Epithcton, ,,longe copiosior" zu verleihen, zurnal 
das Rechenbuch des Planudes ohne jeda Übersclirift auf dns achte 
Buch folgt. 

H repriisentiert sich als ein stattlicher Band von der Gr6Be 
43 cm X 30 cm, ist in massive Holzdeckel gebunden, die zur Hiilfte mit 
rotheni mit eingepressten Linienornamenten versehenem Leder über- 
zogen sind. In der Mittc des Leders des Vorderdeckels ist ein 2:/, cm 
langes Ornarnent eingepresst, Christus am Kreuze, zu seinen FüBen 
Maria, einen Todtenkopf und einen Kelch darstellend, dcssen exakte, 
detaillierte Ausführung unter der Lupe einen geradezu überraschenden 
Eindruck hervorruft. 

H ist auf s t a r k e m  gerippten Papier geschrieben, die GroBe des 
Blattes betriigt 42 cm X 28 cni; die Schriftflkhe 27 cm X 16 cm; auf 
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jeder Seite stehen, da die Schrift groB ist, duïchschnittlich nur  
21 Zeilen. Custoden sind vorhanden, aber die Zahlung ist falsch (vergl. 
Fol. 131a und b). Die 224 Folien zerfallen mit zwei sich anschliefien- 
den leercn Blatteni in eine Quinternion, von welcher das letzte Rlatt 
fehlt, + 26 Quaternionen, + 1 Quinternion mit fehlendem letxten Blatt. 
Alle Lagen sind unten signiert; als Wasserzpichen erscheint von 
Fol. 6-221 eine Kanne mit dem Henkel. Die Schrift ist groB, rund, 
steil, von Abkiirzungen eum groljen Teile frei und nur mitunter in 
den Endungen stark verschlungen. Das Jota  hat bald zwei bald einen 
Punkt. 

Der Gelehrte J. S. R a n d t  k i e  behauptet, dass die einleitenden 
Notizen in H ails der Hand des R r o s c i u s  stammen. Diese Behaup- 
tung wird durch den Umstand gestützt, dass Adrianus Romanus, dessen 
Ausspruch zunachst zitiert wird, cin Zeitgenosse des B r o s c i u s  war. Auf 
der Innenseite desvorderdeckels steht: Adriani Romani dictum 1611Crac.: 
,,Si nescis Euclidem, si ignoras Diophantum, Apollonium Pappum et 
alios veteres, m a p a r n  partem philosophici et dialectici organi dis- 
ciplinarum nescis. In illis enim authoribus analyseos vis et natura 
explicatur, quam Aristoleles generaliter ex specialibus collegit, et prop- 
terea admirabilis est et  erit apud omnem posteritatem" auf dem ersten 
Blatte: Mu&pov z6v IlAav6vcYov7 darunter: Maximus Planudes, 
monachus Graecus, vixit anno Christi circiter 1362," circa quae tem- 
pora haec charta pro sequenti putridina corrupta v i d e t u r  esse sub- 
stituta ab eodem Maximo, de quo vide Volaterranum lib. 1 7  Anthrop., 
qui vixit circa 1501 anno Christi Domini aeris vulgaris.' Nun folgt 
sus ,,Raph. Volaterrani Commentariorum XXXVILI libri" ein Citat und 
zwar nach der I3aseler Ausgabe vom Jahre 1543 aus dem XVII. Buche 
von Fol. 196b Z. 51 Maximus bis Fol. 197a 2.5 pracbuerit. Das gleiche 
Citat erwiihnt T r e u  in ,, Maximi Monachi Planudis epistulae" p. 195 
und verwirft dessen historischen Inhalt. 

Das erste Blatt enthiilt thatsachlich das Gleiche, wie das zweite, 
welches stark abgenützt ist. Nachdem die Schrift des ersten Blattes 
mit der Schrift des Planudes, von welcher T r e u  a. a. O. p. 182 eine 
Probe bringt, kcine ~ h n l i c h k e i t  bcsitzt, wird die Vermuthung des 
Rroscius, Planudes habe das erste Blatt selbst geschrieben, hinfillig. 

H niacht den Eindruck des Unfertigen. Die Uberschriften zu den 
einzelnen Büchern sind nur provisorisch in kleiner Schrift am obersten 
Hande der Rlatter eingetragen. Für die eigentliche Uberschrift aber 
ist ein groBer Baum leer gelassen. Ebenso fehlen bei freiem Raume 
ha~fig die ersten Buchstaben oder das ganze erste Wnrt der einzelnen 
Probleme. Die numeri ordinales zu den einzelnen Problemen sind mit 
wenigcn Ausnahmen weggelass~n. Ahnliche Eigenschaften haben di6 

* Kach K r u m b a c h e r ,  Gesch. d. bgz. Litt., II. ilufl., 1897 p. 543 starb Planudes 
scliun u n i  1310. Yergl. aiich Treu: ,,lllanudis epistulael' p. 193. 

Il* 
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Schulien, die sich im Texte unmittelbar an die einzelnen Probleme 
des Diophantus anschlieBen, uud nur hie und da durch die am 
iiuBersten Rande per comp. angebrachten Bemerkungen . ? ~ ~ y ~ ~ i ~  oder, 
wenn des Diophantus Text wieder beginnt, durch S ~ o ~ o r ' v z o v  von dem 

. Folgenden getrennt sind. Die von T a n n e r y  in den Scholien publi- 
zierten Diagramme fehlen durchgehends, nur ein leerer Raum bezeichnet 
ihren Platz, allerdings findcn sich in H auch der Form naçh offenbar 
für Diagramme bestimmte unbeschriebene &urne dort, wo in Tannery ' s  
.Ausgabo gar kein Diagramm verzeichnet ist. H cnthalt weder im 
Texte des Diophantus noch in den Scholien des Planudes g r6Bere  
neue Stücke, aber auch keine gr t i f ieren Lücken, nur fehlt das Pro- 
blem XXIII im II. Buche (nach T a n n e r y ) ;  die Anordnung der Scholien 
aber weicht mitunter von der des T a n n e r  y ab. 

Filr die ersten drei Bücher (nach T a n n e r y  1 und II)  ist H planu- 
deisch; zur Vollstiindigkeit sei noch bemerkt, dass dcm D i  op  h an  t us- 
t e x t e  auch die von T a n n  e r y  a. a. O. vol. II. p. XXII erwiihnten charak- 
teristischen Merkmale, welche der besten Handschriftenklasse im 
1. Buche zukommen, fehlen. Anderseits aber führen uns Merkmale, 
die H besitzt, gerade wieder zur besten Klasse zurück. So fehlen 
die numeri der Probleme auch dem Vaticanus V, der zur besten 
Handschriftenklasse gehort, desgleichen hat die manus prima dieser 
Handschrift nur teilweise die Bücherüberschriften. Ferner überliefern 
nur noch einige wenige Handschriften das erste Buch in der gleichen 
Teilung in zwei Bücher wie H und schliefien das Buch zql zoAuy6vwv 
als a c h t e s  Buch an. Diese sind die Scorialenses fi-1-15 und R-11-3 
(vergl. T a n n e r y ,  a. a.  O. p. XXXII). Sie werden von T a n n e r y  auf den 
Parisinus C zurückgeführt, der als Haupt einer JTischklasse aufgestellt 
wird, die in den ersten beiden Büchern planudeisch ist, in den weiteren 
aber auf die besten Handschriften zurückgeht. 

Bisher durchgeführte Collationsproben* ergeben als vorliiufiges 
Eesultat, dass H vorwiegend mit dem Codex Matritensis 48 (also 
der besten Hanschrift), dem Marcianus 308 und dem Parisinus über- 
einstiuimt, aber aus dem Umstande, dao H Stellen enthiilt, die im 
Marc. und Par. fehlen, liisst sich aiich schon schliefien, dass H weder 
vorn Marc. noch vom Par. eine Absçhrift ist. 

Das Fragment des Itechenbuches des Planudes stimmt in seinem 
Hauptteile von Fol. 212a Z. 14 PIA&ydg bis zum Schlusse mit dem 
Pragmentum Gudianum überein (vergl. G e r h a r d t ,  das Rechenbuch des 
Plamdes, Halle 1865 p. 33 Z. 9 - p. 46 Z. 21). Die Tor Fol. 212 stehen- 
den 11/, Folioseiten sind in  G e r h a r d t s  Rechenbuch nicht enthalten. 

* Eine vollsthdige Collationierung ist  in Vorbereitiing und wird anderweitig 
ersclieinen. 

Olmütz, im April 1899. 
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LILICKTJIAL! R. V. Gruiidlagen einer Krümmniigslehre der Kurven- 
scharen. Leipzig 1 8 9 6 ,  B. G. Teubner. IV und 112 S. 8'. 

Der Car tes ius ' sche  Koordinatenbegriff l i s s t  sich einmal dahin er- 
meitern, dass s ta t t  der drei zu einander senkrechten Scharen perallelcr 
Ebenen drei zu einander senkrechte Fliichenscharen gesetzt werden, wo- 
durch man die L a m  éschc Thoorie erhalt. Eine andere Verallgemeinerung 
liegt dem vorliegenden Werkchen zu Grunde, bei welcher ,,die drei zu 
einander senkrechten Scharcn paralleler gcradcr Linien durch drei zu ein- 
ander senkrechte Scharen gekrümmter Linien ersetzt werden oder, was 
dasselbe is t ,  durch eine Kurvenschar nebst zwei zu einander senkrechten 
Scharen ihrer orthogonalen Trajektorien. , Sollen die beiden letzten durch 
die erste bestimmt sein, so bieten sich naturgemiiss an Stelle derselben die 
beiden Scharen der Krümmungslinien erster Art der ersten Kurvenschar 
dar.LL (BUS der Vorrede.) 

Dabei macht sich zunachst notig, Differentiationen nach den Bogen- 
l'àngen der Koordinatenlinien einzuführen, von ihnen nachzuweisen, dass es 
invariable Operationen sind und den Übergang von den gewohnlichen 
Koordinaten zu diesen krummlinigen klar zu legen. Auch die Laméschen 
be7. B e l t r a m i  schen Differentialparameter werden abgeleitet Der Herr  Ver- 
fasser behandelt im ersten Teile die einfach unendliche Kurvenschar, zu- 
ndchst den einfachsten Fal l ,  die i n  der Ebene und dann die i m  Raume 
und geht sodann zum Hauptteil! der doppelt unendlichen Kurvenschar über. 
Dass wir in demselben zugleich eine Verallgemeinerung der Krümmungs- 
lehre der Flachen erhalten, is t  aus dem Vorhergehenden ersichtlich. Ehe 
die Yerallgemeinerung der Koordinatenlinien für  diesen allgemeinen Fa11 
durchgeführt wird, werden, urn das Verstindnis zu erleichtern, die dazu 
ndtigen bekannten Formeln und Sat7e über Kurvenscharen im Raume mi t  
ihren Spezialisierungen, Normalscharen, besonderen Scharen, isotropen Kurven- 
scharen, über Krümmungslinien erster und zweiter Art  und über geradlinige 
Strahlensysteme i n  kurzer aber klarer Weise abgeleitet. Nachdem dann die all- 
gerncinen Koordinatenlinien eingeführt und die Krümmungslinien erster Art der 
gegebenen Kurvenschar als Koordinatenlinien genommen sind, wird eine Reihe 
von Gleichungen abgeleitet, die in  der Thcorie der Kurvcnscharen dieselbe 
Rolle spielen, mie die sogenannten F~ndamenta l~ le ichungen  in der Flacben- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 Historisch -1ittcrarische Abteilung. 

theorie. Daran anknüpfend werden Fragen spezieller Art behandelt, ins- 
besondere ergiebt sich aus den Fundamentalgleichungen ein neuer einfacher 
und eleganter Beweis des R i b a u c o u r s c h e n  Satzes, dass, wenn eine Kurven- 
schar aus den orthogonalen Trajektorien einer Fllchenschar besteht, 
letztere einem dreifach orthogonalen Fliichensystem angehort. Überhaupt 
zeigt eine Reihe weiterer Untersuchungen, besonders über den Ort der geo- 
diitischen Krümmungsmittelpunkto der Krümmungslinien eines Strahlcn- 
systems, wie sich bei gewissen Fragen die Entwickelung durch die Ein- 
führung der Ableitungen nach Bogenlangen bedeutend vereinfacht. Der 
dritte Teil behandelt den Fall, dass die gegebene Kurvenschar durch 
Differentialgleichungen von der Form: 

bestimmt ist. Hier werden besonders isotrope Kurvenscharen und solche 
mit einer vorgeschriebenen Schar von Asymptotenlinien i n  Berück- 
sichtigung gezogen. H. WILLGROD. 

Die darstellende Geometrie. 1. Teil. Vorlagen mit  erlauterndem Teste. 
Bearbeitet i m  Einvernehmen mit  der grossherzoglich heasisühen 
Centralsieue für  die Gewerbe von Bauingenieur C. ~ I , ~ E R T I ,  Haupt- 
lehrer a n  der grossherzoglichen Landesgewerkeschule zu Darmstadt. 
Atlas mit 41 Rlgttern und 294 einzelnen Figuren. Textbuch mit 
78  zinkographischen Abbildungen. Stut tgart  1838. Verlag von 
C. Wittwer. Preis 34 Nk. 

Vor uns liegt ein mit allen Hilfsmitteln moderner Technik ausgestattetes 
Prachtwerk, welches der Leistungsfiihigkeit des Verlegera alle Ehre macht. 
E s  is t  das zweite der , ,Lehbücher  für  technische Schuleu und zum Selbst- 
nnterricht nach Systcm A l b e r t i "  und behandelt die darstellende Geomctrie. 
Dasselbe is t  für die Stufe einer technischen Mittelschule berechnet und be- 
schrankt sich i n  dem bis jetzt vorliegenden l. Teile auf die Darstellung 
von Objekten des ersten. Quadranten. 

Das Werk  soll, wie der Verfasser in  seinem Vorworte sagt,  den 
Lehrern einen systematisch durchgeführten Lehrgang bieten und ihnen die 
Mühe abnehmen, sich selbst einen solchen zu schaffen und ,,den zugehorigen 
Text zu verfassen und zu diktieren". Zugleich sollen die Blatter den 
Schüleru in  die Hand gegeben werden - etwa je für zwei ein Blatt  - 
damit sie darnach zeichnen konnen. 

So dankenswert nun diese Absicht den Lehrern gegenüber ist ,  so 
müssen wir doch in1 Interesse eines lebendigen Unterrichtes wünschen, dass 
die Lehrer sich selbst dieser Mühe unterziehen, welche ihnen da  abgenommen 
werden soll. W i r  glauben aiich, dass denjenigen, welche auf einer Hoch- 
schule für darstellende Geometrie ausgebildet murden, diese Aufgabe nicht 
allzu schwer fallen sollte. Freilich wenn sie dort nur  so nebenbei etwas 
darstellende Geometrie h6ren und das Zeichnen für unakademisch halten, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 143 

so werden sie in der Praxis ratlos dastehen und sich gerne so schoner 
Vorlagen bedienen, wie es die gebotenen sind. Sie werden aber damit 
nicht allzuweit kommen und hochstens bei Ausstellungen mit einer Serie 
von ,,BildernLL brillieren, welche bei den Laien Effekt machen. Die Kenner 
&sen aber, was davon zu halten ist. fiberdies m u s  ein Lehrer, welcher 
Jshre hindurch die gleichen Zeichnungen ausführen l jss t  und dabei so 
genaue Musterblatter vorlegt, ,,dass es dem Lernenden moglich is t ,  durch 
Vergleichen mit dem Zirkel sich zu überzeugen, ob er auf dern richtigen 
Wege istiL - ein solcher Lehrer muss die Schüler zum Kopieren verleiten. 
Gerade weil die Raumanschauung - wie der Verfasser hervorhebt - so 
grosse Schwierigkeiten bietet, liegt diese Gefahr allzu nahe. Die gerühmte 
gleichmassige Ausbildung is t  dann freilich begreiflich, ha t  aber keinen 
grossen Wert. 

Wir  sind mit dem Verfasser vollkommen einig, dass auf der Stufe, 
für welche dieses Werk berechnet i s t ,  die Zeichnungen nach gegehenen 
Dispositionen ausgeführt werden müssen. Vor Jahren schon haben wir dies 
in einem ahdichen Untemcht  aber nach einer Methode praktiziert, welche 
uns zweckm2ssiger erscheint als das Kopieren. Wir geben einzelne Punkte 
durch X, y, z und konnen dadurch die verwickeltsten Aufgaben mit wenigen 
Zahlen fixieren und leicht mit den Dispositionen wechseln. 

Was die Beichniingen selbst betrifft, so sind diese als Figuren zu dem 
Textbuche gedacht und bringtin die bekannten Konstruktionen eines elemen- 
taren Lehrganges. Derselbe vermeidet so viel als rnoglich allgemeine theore- 
tische Er6rterurigen und geht stets schnell auf die speziellen Falle über. 
Es hat  das gewisse Vorzüge und leuchtet besonders den Praktikern ein. 
Wir bekennen aber, dass m i r  auch auf dieser Stufe einen etwas allgerneineren 
Aufbaii vorziehen, dern bestimmt formulierte Aufgaben eingefugt werden. 
Wir glauben, dass dadurch der Schüler einen gewissen Überhlick erhalt, 
sich nach und nach vom besonderen Falle frei macht und sich i m  Ranme 
zurecht finden lernt. Und das ist ja doch Hauptzweck des Unterrichtes und 
weniger d e r  , eine musterhafte Sammlung von einzelnen FaIlen mit allerlei 
koloristischen Zuthaten ausgeführt zu haben. 

Die Blatter der Sammlung sind vorzüglich gezeichnet. Oft werden die 
Farben in gesctiickter Weise angewendet, besonders zur Unterscheidung der 
Linien. Weniger k6nnen wir uns mit dem Anstreichen von ganzen Flichen 
befreunden und manche Blatter sind dadurch sehr unruhig geworden. Auch 
t i rd oft das Hervortreten des raumlichen Gegenstandes durch alle diese 
roten, gelben und blauen Plichen nur beeintrkhtigt.  N i t  einf'achen, zum 
Seile kraftigen, m m  Teile schaachen schwarzen Linien liisst sich für die 
riumliehe Vorstellung viel mehr erreichen - ganz abgesehen davon, dass 
die Malerei viel Zeit braucht, oft misslingt und dem Schüler schliesslich 
als IIauptsache bei dem ganzen Unterrichte erscheint. Will man absolut 
ganze Fliichen durch Farben auszeichnen, so geschieht es a m  einfachston 
und schnellsten durch Schraffieren mit farbigen Stiften. 
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Verwirrend finden wir es auch, wenn die oft wiederkehrende Kon- 
struktion, mit der z. B. Punkte einer Kurve gefunden werden müssen, 
immer wieder vollkommen ausgezogen wird. Das giebt ein Meer von farbigen 
Linien, in  welchen das Raumbild untergeht. Dass überdies bei den Kon- 
struktionen Proben angegeben und Linien gespart werden sollen und dass 
für die Zeichnung der Kurven oft die Tangenten sehr nützlich sind, darauf 
ist  wenig Bedacht genommen. 

Zum Schlusse bemerken wir noch, dass wir es kaum wagen würden, 
durch Schülor soviel auf einem Blatte ausführen zu lasscu als auf den vor- 
liegendeu Bliittern verlangt wird. W i r  ziehen für die einzelnen Figuren 
cincn grosscren MaBstab vor und bcgnügen uns mit weniger Figuren. Sol1 
der Schüler selbstthatig mitkonstrujeren, so wird ihm das Verstandnis durch 
eine grosse Figur erleichtert, und einem Raumbilde dürfen nicht anderc im 
Wege stehen. Auch weiss jeder Lehrer, dass die Dliitter, an denen allzu 
lange gearbeitet wird, durch das Lagern nicht gewinnen. 

W i r  denken, dass manche technische Schule das vorliegende Werk 
ihrer Sammlung von Vorlagebliittcrn einverleiben wird und dass manche 
Lehrer aus denselben lernen k h n e n .  Aber wir hoffen dann,  dass sie un- 
abhingig davon ihren Unterricht abwechselnd nach den jeweiligen Bedürf- 
nissen gestalten und vor allem ihre Schüler davor bewahren merden, diese 
technisch so reizvoll ausgeführten Bliitter zu kopieren. Dr. BEYEL. 

~ A N H E R Y  et & ~ I , K :  Eléments de la théorie des fonctioiis elliptiques. Paris, 
Gauthier-Villars. Tome 1, 1893; tome I I ,  1896; tome III, 1898. 

Von dem in der cberschrift  genannten Werke sind bisher drei Bande 
erschienen und zwar resp. in  den Jahren 1893, 1896 und 1398. Da seit 
dem Erscheinen der beiden ersten Bande schon einige Jahre vedossen sind, 
dürfte es wohl als das richtige erscheinen, dieselben nur kurz zu be- 
handeln , dagegen don soeben erschienenen dritten Band etwas ausführlicher 
zu besprechen. 

In der Einleitung zu ihrem Werke setzen die Herren Verfasser es als 
Aufgabe und Zwock desselben die St,udierenden zu befàhigen, leichte An- 
wendungen der elliptischen Funktionen durchzuführen und die vorhandene 
Litteratur,  vor allem das Werk  von J I a l p h e n ,  sowie die Arbeiten von 
W e i e r s t r a s s ,  A b e l ,  J a c o b i ,  K r o n e c k e r  und H e r m i t e  zu verstehen. 
Die Absicht der Herren Verfasser dürfte in  vollstem MaBe erreicht sein. 
Das Werk muss als eine wichtige Erscheinung i n  der Litteratur über 
periodische Funktionen bezeichnet werden. Als charakteristische Eigen- 
schaften sind die Klarheit, sowie die mathematische Scharfe und Gründlioh- 
keit hervorzu'neben, die sich durchweg i n  den drei ersten Banden zeigt, 
daneben die gleichmassige Behandlung der J a c o b i s c h e n  und der W e i e r -  
s t r a s s s c h e n  Funktionen. Die Herren Verfasser sind mit Recht der An- 
sicht,  dass viele der wichtigsten Eigenschaften sowohl i n  der Algebra wie 
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in der Arithmetik erst hervortreten, wenn man die Perioden trennt und damit 
die Thetaf~nkt~ionen einführt, wiihrend andererseits für eine Fülle von An- 
wendungen, besonders in  der Geometrie und Mechanik die W e i e r s t r a s s -  
schen Funktionen entschiedene Vorxüge besitzcn. 

Der erste Band beginnt mit einer ausführlichen funktionentheoretischen 
Einleitung, die im W e i e r s  t r  assschen sinne gehalten ist. Von den unendlichen 
Reihen und Produkten ausgehend, führt dieselbe zu der Definition der ana-  
lytischen Funktion. Den Schluss der Einleitung bildet die Betrachtung der 
ganzen und gebrochenen transzendenten Funktionen, für welche die Produkt- 
resp.Partialbruchentwicke1ung gegeben wird. Das Problem , ganze transzendente 
Funktionen mit  gewissen vorgeschriebenen Nullstellen zu konstruieren, führt 
zur 6-Funktion, aus w ~ i c h e r  sich die 5- und p-Funktion unmittelbar ergiebt. 
Aufgabe der folgenden Entwickelungen des ersten Bandes i s t  es, die elemen- 
tarsten und wichtigsten Eigenschaften der eingefiihrten Funktionen aus- 
einander zu setzen. 

Der zweite Rand beschzftigt sich zunachst i n  eingehender Weise mit 
den Thetafunktionen, die sich aus den Beihenentwickelungen der ci-Funktion 
ergeben. In besonders ausführlicher Weise wird die lineare Transformation 
untersucht und zwar niçht nur  die der Thetafunktionen, soniern auch 
einiger anderer mit ihnen aufs engste zusamrnenhangenden Funktionen, vor 
ailem der bekannten Funktionen 17 (z), (z), X(z)r welche H e r m i t e  bei 
seiner heriihmten Auflosung der Gleichungen 5.  Grades eingeführt hat. E S  
folgt die quadratische und die allgemeine Transformation, wobei die Produkt- 
entwickelung der t,ransformierten Funktionen i n  erster Linie berücksichtigt 
wird. Das H e r m i t e s c h e  Prinzip und die Anwendung desselben auf die 
Ableit,ung von Thetarelationen bildet den Schluss des auf die Theta- 
funktioneri bezüglicheu Abschnittes. 

Demselben schliesst sich die Theorie der ci- Quotienten und der J a c  o b i -  
schen elliptischen Fuuktionen an ,  die in ganz iihnlicher Weise wie die der 
Thetafunktionen durchgeführt wird. Auch hier sind bei der allgemeinen Trans- 
formation in erster Linie die Produktdarstellungen untersucht. Am Schlusse 
findet sich eine Zusammcnstellung der wichtigsten in  den beiden ersten Banden 
entwickelten Formeln. E s  ist  das von besonderer Bedeutung für das Verstiindnis, 
da die Zahl der  von denHerrcnVerfassern eingeführten Grossen und abgeleiteten 
Formeln einc recht bedeutende ist. Ohne eine zusammenfassende Darstellung 
der gewonnenen Resultate würde die ubersicht leicht verloren gehen. Bci 
der Wahl  der Bezeichnungen weichen die Herren Verfasser einige Male von 
den i n  deutschen Lehrbüchern gebrauchten ab.  so bezeichnen sie z. B. die 
vier Thetafunktionen durch (v), Sz (v), 4, (v), 8, (v). 

Der dritte Band beschaftigt sich mit allgemeineren Theorien als die 
beiden ersten (die Einleitung a ~ s ~ e n o r n m e n ) .  Irn ersten Kapitel wird der 
C auc  h y sche Integralsatz entwickelt und d a m  verwandt , u m  die Summen- 
darstellung und die wichtigsten Rigenschaften der doppeltperiodischen 
Funktionen der drei Arten - die in  voller Allgemeinheit definiert werden - 
in eleganter Weise zu entwickeln. Aus der Summendarstellung ergeben sich 
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durch Zurückführung auf die 5-Funktionen die bekannten Produktdarstellungen 
derselben Funktionen. 

I m  zweiten Kapitel werden zunachst auf Grund der gewonnenen all- 
gerneiuen Satze einige zum Teil schon früher bewieseue einfache Eigen- 
schaften der W e i e r s t r a s s s c h e n  Funktionen abgeleitet, dann aber wird die 
Entwickelung der p - Bunktion in ' unendliche Heihen durchgeführt. Dei 
dieser Gelegenheit wird in  recht ausführlicher Weise das Problem be- 
sprochen, die einzelnen Potenzen von p ( v )  durch die Diff'erentialquotienten 
von p ( v )  darzustellen, ein Problem, welches für  die Integration von pn(v )  
von Bedeutung ist. Sodann werden i n  analoger Weise die Jacobischen 
Funktionen'untersucht, wobei bei der Funktion cnu die bekannte H e r m i t e -  
sche Methode der Beihenentwickelung hinzugezogen wird, die auf der 
Transformation zweiten Grades beruht. 

Tm dritten Kapitel handelt es sich darum, die gefundenen Satze dazu 
zu verwortcn, um Beziehungen allgcmeiner Art  zwischen gewijhnlichen 
doppeltperiodischen Funktionen herzustellen und zwar entweder Differential- 
bcziehungcn odcr algobraische Bczichungen. Nach erstcrer Bezichung be- 
gnügen sich die IIerren Verfasser mit der Ableitung der Differentialgleichung 
erster Ordnung und zweiten Grades, denen eine jede doppeltperiodische 
Funktion zweiter Ordnung Genüge leisten muss; die algebraischen Beziehungen 
dagegen sind in reicherer und ausgiebigerer Weise entwickelt worden. 
Hier findet sich z .B.  der Satz, dass eine jede doppeltperiodische h k t i o n  
mit den Perioden 2 w,, 2 w3 sich rational durch zwei doppeltperiodische 
Funktionen z und t darstellen lasst, wenn a von der Ordnungszahl rn ist 
und die einem Werte von z entsprechenden Werte von t im allgemeinen 
von einander verschieden sind, und iihnliche Siitxe. 

Das niichste Kapitel beschiiftigt sich mit  der allgemeinen Addition und 
Multiplikation. In Remg auf erstere wird die bekannte Formel abgeleitet, 
welche von K i e p e r t  im 76. Bande des Crelleschen Journals mitgeteilt 
worden ist und eine Determinante aus p-Funktionen und deren Ableitungen 
durch 6-Funktionen darstellt, daneben wird eine kurze Darstellung der 
Jacobischen  Funktionen snzc,  c n u ,  d n u  für  zc = u, + u2 + . - . U Z , - I  

gegeben. Die Theorie der Multiplikation beschriinkt sich auf die Weier -  
s t r a s s  schen Funktionen. Sie knüpft a n  die vorhin angedeutete Formel 
für die Addition a n  und giebt eine Darstellung von ci(rçu): (in2(u) iri 
Determinantenform. Daneben wird eine xweite Darstellung in der Produkt- 
form gegeben und gezeigt, *<e aus den entwickelten Bormeln die Multipli- 
kation von p (u) hergeleitet werden kann. Ein tieferes Eindringen in die 
allgemeinen Theorien findet nicht statt. 

Das fünfte Kapitel ha t  die Entwickelung der doppeltperiodischen 
Funktioneri i n  trigonometrische Reihen zuni Gegenstande. I n  sehr strenger 
und praziser Weise wird wiederum mit Hilfe von litegraltheorien gezeigt, 
dass und wie sich die sechzehn Quotienten @,(.II + w) : B,q(v) in  trigonu- 
metrische Reihen entwickeln lassen, und 7war werden drei verschiedene 
Formen der Entwiçkelung gegebeu. ,4us ihnen ergeben sich durch passend 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezeusionen. 147 

gewkihlte Werte  deraVariabeln u und v interessante Ausdrücke für die ge- 
xohnlichen Thetaquotienten, die reziproken Thetafuaktionen und deren 
Quadrate, endlich für  die reziproken Produkte von je zwei Thetafunktionen. 
Das allgemeine Problem gehort zur Theorie der Funktioncn zweiter Art, 
die speziellen Probleme mit Ausnahme des ersten in die Theorie der 
Funktionen drittcr Art. Weitergehende Entwickelungen aus dor Theorie 
der Funktionen dritter A r t  finden sich nicht Tor. Das Kapitel schliesst 
mit der Entwickelung einiger Konstanten in  y-Reihen. 

Das sechste Kapitel beschaftigt sich mit den Integralen allgemeiner 
doppeltperiodischer Funktionen erster Art  langs beliebig vorgeschriebener 
Wege. E s  wird zunachst der Fa11 erledigt, dass das Integral geradlinig 
ist und die Grenzen sich nur u m  Perioden unterscheiden, d a m  aber der 
allgemeine Fa11 besprochen. Derselbe reduziert sich auf die Betrachtung 
des Integrals der Funktion S ( ~ G  - u). Alle Integrale dieser Funktion sind 
bis auf Multipla von 2 z i  bestimmt. Die Schwierigkeit besteht in  der Ails- 
mertung dieses Multiplums. Das Problem wird auf doppelte Weise gelost, 

auf die zweite Weise unter der Voraussetzung, dass 5 reell und positiv ist. 

An einzelnen Beispielen mird die Anwcndbarkeit der Mcthode gezeigt. 
Im siebenten Kapitel wird im wesentliehen das Problem behandelt, 

bei gegebenem k q i o  entsprechenden Wertc  von z zu bestimmen. Wenn B" 
aeder negativ noch positiv und grosser als 1 ist,  so wird eine L6sung in 
der Form eines Quotienten zweier einfacher elliptischer Integrale dargestellt. 
Die lineare Transformation giebt danil alle Losungen des gestellten Problems. 
Die Untersuchung der beiden elliptischen Integrale führt zu einer linearen 
Differentialgleiehung zweiter Ordnung, die ihrerseits analytische Dar- 
stellungen und numerische Berechnungen ermoglicht. Hierbei werden auch 
die vorhin ausgeschlossenen Fiille von k2 erledigt. 

Die Untersuchung ist mit grosser Ausfiihrlichkeit und mathematischer 
Schirfe geführt. 

Das letzte Kapitel behandelt in  Lhnlicher Weise bei gegebenem z die 
Grosse ZL aus der Gleichung z = s inu  zu bestimmen. & u c h  hier sind es die 
Integraltheorien, die zum Ziele führen. 

Referent ist geneigt, in  den letzten drei Kapiteln die Hauptbedeutung 
des dritten Bandes zu erblicken, da  i n  ihnen die skizzierten Integraltheorien 
mit einer solchen Ausführlichkeit und Gründlichkeit behandelt sind, wie 
nur an wenigen anderen Stellen. M. KRAUSE. 

E. BOREL. Leçons sur la théorie des fonctions. Paris 1898, Gauthier- 
Villars. 136 p. 3 Fr.  50 C. 

Das vorliegende, Herrn J u l e s  T a n n e r y  gewidmete Buch sol1 weder 
eine vollstiindige Entwickelung der Funktionentheorie geben, noch auch deren 
Prinzipien, die i n  den berühmten autographierten Vorlesungen von Herrn 
H e r m i t e  eine klassische Darstellung gefunden haben, auf eine neue Basis 
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stellen. Der Verfasser beabsichtigt neuere Untersuchungen, welche sich auf 
die Theorie der Bereiche beziehen, soweit sie zu prakt,ischen Anwendungen 
führen, elementar damustellen. 

I n  den drei ersten Kapiteln werden die Elernerite der Theorie der Be- 
reiche im Anschluss a n  die Untersuchnngen von W e i e r s t r a s s ,  H e r m i t e ,  
L i o u v i l l e  und G. C a n t o r  entwickelt. I m  besonderen is t  das zweite 
Kapitel den algehraischen und transxendenten Zahlen gewidmet. Nach Re- 
sprechung der epochemachenden H e r m i t e s c h e n  und der sich anschliessenden 
L i  ndemannschen  Untersnchungen geht der Verfasser genauer auf die be- 
züglichen L i o u v i l l e s c h e n  Arbeiten ein und setzt das L i o u v i l l e s c h e  Ver- 
fahren auseinander, welches zu einer nicht abzahlbaren unendlichen Menge 
transzendenter Zahlen führt. 

Die drei letzen Kapitel enthalten Anwendungen der Funktionentheorie. 
Nachdem auf Grund der Untersuchungen von W e i e r s t r a s s  und P o i n c a r é  
der Regriff der analytischen Fortsetziing entwickelt worden is t ,  geht der 
Verfasser zu dem Begriff der Funktion einer komplexen Variabeln über und 
giebt zuniichst eine kurze historische Ühersicht, worin er ,  gegeniiber einer 
Bemerkung M i t t a g - L e f f l e r s  i n  seinem Kachruf auf W e i e r s t r a s s ,  die 
Verdienste C a u c h y  s um die Funktionentheorie hervorhebt. Hieran schliesst 
sich eine Darlegung der fundamentalen Begriffe der analytischen Funktion 
und des analytischen Ausdrucks. W e i e r s t r a s s  ha t  das Problem gestellt: 
Kann man einen analytischen Ausdruck bildeu, der in  jedem Punkte des 
natiirlichen Existenzbereichs einer gegebenen Funktion konvergiert und 
diese Funktion - und nur  diese - darstellt? Die hierher gehorigen Unter- 
suchimgen von M i t t a g - T i e f f l e r ,  P o i n c a r é ,  S p p e l l ,  R u n g e ,  P a i n l e v é  
finden eingehende Würdigung. 

In drei Anhangen (S. 102-134) geht der Verfasser noch auf den 
PotenxbegrifT bei den Bereichen, auf die G. C a n t o r s c h e u  Zahlen und auf 
den Begriff der unstetigen und arbitraren Funktionen genauer ein. 

- - E. JAHNKE. 

J. THOMAE. Elementare Theorie der analytischen Fnnktionen einer korn- 
plexen Variabelen. 2. Auflage. Halle a. S., 1898. VU1 und 
150 Seiten in  4'. 

Hr. T h  O m a e huldigt betreffs der Einführung i n  die Funktionentheorie 
der Meinung, dass es ratsam sei, dem Lernenden gleich anfangs die nament- 
lich durch C a n t o r  und D e  de  k i n d  geschaffenen seharfen ZahlbegrifTe zu 
vermitteln, eine Ansicht, die neuostens a n  P r i n g s h e i m  einen besonders 
beredten Verteidiger fand. Verfasser nennt aber seine Behandlung der 
Funktionentheorie ,7clementar'Ll weil er jede Benutzung der Infinitesimal- 
rechnung vermeidet. Der hiermit bezeichnete Standpunkt ist  klar aus- 
gesprochen und vom Verfasser konsequent zur Durchführung gebracht. 
Allerdings dürfte keinem Zweifel unterworfen sein, dass die Mehrzahl der 
Studierenden, bereits ausgerüstet mit den Gmndsiitzen der Differential- und 
Integralrechnung, a n  die Funktionentheorie herangeht; und für  solche würde 
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die Verwendung der Infinitesimalrechnung, wie sie vor allem in Cauchys 
Nethoden zur schonsten Entfaltung gelangt, naturgemüss erscheinen. Auch 
giebt es vielleicht einige Lernende, denen der , ,EingangLL in die Funktionen- 
theorie durch ein ausführlicher angelegtes Kapitel ,,ZahlentheorielL gegen 
bnlage und Geschmack ist. Tndessen i s t  durch die beifàllige Aufnahme der 
ersten Auflage bewiesen, dass der Standpunkt des Herrn Verfassers viele 
hnhiinger fiir sich hat ;  und es wird zumal heute, wo die von W e i e r -  
s t r a s s  geschaffenen Grundlagen sich durch H a d a m a r d ,  B o r e l  u. A. zu 
neuer Blüte entfalten, das vorliegende h c h  recht eigentlich als modern 
bezeichnet werden konnen. 

Gegeniiber der ersten Auflage, iiber welche sich i n  Bd. 26 dieser Zeit- 
schrift eine ausführliche Anzeige aus IIerrn L ü r  O t h s  berufener Feder findet, 
sind einige Vertinderungen festzustellen. Einmal is t  der Verfasser dem Winke 
Lüroths gefolgt und ha t  das Kapitel über 0-Reihen und doppelt- 
periodische Funktionen nicht wieder aufgenommen. TIinzugekommen sind 
eine ausführlichere Untersuchung der r -Funkt ion  und des Arcussinus, 
mehrere allgemeine Siitze der Funktionentheorie, wie z .B .  der vom wahren 
Konvergenzkreise, endlich das Sturuische Theorem der Algebra. 

F ie rc~e .  

K. DOEIKLCMANN. Projektive Geometrie in sj-nthetischer Beharidlung. 
162  Seiten in  €3'. Sanimlung Goschen Nr. 72. Leipzig 1898. 

I n  einem nur 10 Bogen kleinen Oktavformats starken Bandchen be- 
handelt Herr Doehlemann die Grundlagen der neueren projektiven Geometrie für 
das einführende Studium i n  klarer wohlgeordneter Darstellung. Über die 
bei der Abfassung befolgten Grundsiitze spricht sich Verfasser zu Beginn 
seines Werkchens selbst aus. Am bemerkenswertesten is t ,  dass der Herr  
Verfasser die konstruktive Seite seines Gegenstandes zum Zwecke der Am- 
bildung der Raumanscliauung besonders in  den Vordergrund stellt. Dabei 
werden aber Rechnungen durchaus nicht prinzipiell ausgeschlossen, sondern 
überall d a ,  wo es naturgemass erscheint, heraugezogen. Ausführlichere Ent- 
wickelungen der analytischen Geometrie giebt Verfasser nicht i n  extenso, 
sondern beruft sich vorkornmendenfalls auf bekannte Theoreme der ana- 
lytischen Geometrie. Die ebene Geometrie wird V O ~  der riiumlichen nicht 
getrennt, souder11 beide werden i n  unmittelbarer Verbindung behandelt. Die 
projektiven XaBbestimmungen werden insoweit behandelt, dass die Ent- 
stehung der Metrik aus der Projektivitiit dargethan wird. Aber dem Stand- 
punkte des Buches entsprechend wird jedes Eingehen auf die Nichteuklidische 
Geometrie gemieden. FRICKE. 

Die Konfignration des Pascalschen Sechseckes im allgemeinen und in 
vier speziellen Fallen. Von Dr. LEOPOLD KLCG, Dozent an der 
Universitat Kolozsvir. 132 Seiten und 3 Figurentafeln. Kolozsv&r 1898. 

Es handelt sich urn eine sehr gründliche und klar abgefasste Monographie 
liber die Figur  des Pascalscheu Sechseckes, dessen Theorie der Herr  Verfasser 
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a b  ovo eniwickelt und durch verschiedene neue Resultate bereichert. Die 
eigenen Untersuchungen des Verfassers schliessen sich an die Resiiltate an, 
welche Veronese 1876 gewann. Letzterer fand unendlich viele aus je 
6 0  Geraden und 6 0  Punkten bestehende Konfigurationen, welche z. T. (und 
insbesondere betreffs der Desarguesschen Figuren) die Eigenschaften der 
Pascalschen Geraden und Kirkmannschen Punkte besitzen. Verfasser findet 
und untersucùt eine neue Reihe unendlich vieler Systeme zu je 60 Punkten 
und 60  Geraden, welche zu den Veroneseschen Figuren in einem ent- 
sprechenden (nur formalen) Dualismus stehen, wie die Kirkmannschen 
Punkte zu den Pascalschen Geraden. Verfasser spezialisiert seine Unter- 
suchungen für diejenigen galle, dass die Ecken des Sechsecks auf dem zu 
Grunde liegenden Kegelschnitt einfach bezw. mehrfach involutorisch liegen. 
Die Involutionsaxen und -zentren sind hier immer mehrfach zihlende 
Pascalsche Gcrade bezw. Rirkmannsche Punkte. I'IWKE. 

W. SCHELL. Allgemeine Tlieorie der Knrveii ùoppelter Kriimmung in 
rein geometrischer Darstellung. Zweite, erweiterte Suflage. VI11 und 
163  Seiten. Leipzig 1898. 

Das seit lange geachtete Buch Schelis zur Einführung in das Studium 
der Theorie der Raumkurven (die erste Auflage erschien i m  Jahre 1859) 
liegt hier i n  neuer und wesentlich erweiterter Gestalt Tor. Jedoch ist der 
Charakter der ersten Auflage durchaus gewahrt geblieben. Es  handelt 
sich hier nicht um eine mit  algebraisch-invariantentheoretischen Mitteln 
arbeitende projektive Behandlung der Raumkurven, und demnach darf man 
auch keinerlei Spezialentwickelilngen etwa über algebraische Kurven niederer 
Orduung oder auch über die Beziehung der Kurventheorie zur Funktionen- 
theorie und Verwandtes erwarten. Verfasser ha t  auch keinerlei weit- 
gehende Verwendungen des Differentialkalkuls beabsichtigt, wie sie in der 
Differentialgeometrie statt,finden. Vielmehr sind es n u r  die elementareren 
Differentialbegriffe der Kurveutheorie (Tangente, Normale, Schmiegungs- 
ebene, rektifizierende Ebene u.s W.), welche zu Grunde gelegt werden. Die 
naturgerniissen Verweuduugen und Erweiterungen dieser Regriffe bilden das 
Feld. auf welchem der Herr Verfasser unter moglichster Bevorzugung 
geometriscli - anschaulicher Ü berlegung und Zurückdringung der Rechnung 
seine Behandlung der Raumkurven durchführt. Die Übersichtlichkeit und 
Klarheit der Darstellung werden der neuen Auflage viele neue Freuude 
erwerben. FRICKE. 

H. ANDOYER. Lecons élénientaires sur la théorie des formes et ses appli- 
cations géométriques, à l'usage des candidats à l'agrégation des 
sciences mathématiques. Gauthier-Villars , Paris 1898.  184 p. 8 Fr. 

Die vorliegenden Vorlesungen bilden den ersten Teil eines grosseren 
Werkes über Formentheorie, welches der Verfasser in  Vorbereiturig hat. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E s  wird in fünf Kapiteln (S. 1-110) die Invariantentheone für  die 
bin6ren und ternkren Formen vollstiindig, doch moglichst clementar ent-' 
wickelt, wobei sich der Verfasser bei den biniiren Pormen auf die Unter- 
suchung der Formen der vier ersten Grade und der bilinearen Form, bei 
den terniiren Formen auf die Untersuchung der linearen, quadratischen und 
bilinearen Formen beschrinkt. Zur Vermeidung von Wiederholungen sind 
die beiden ersten Kapitel (S. 1-54) der allgemeinen Theorie der in- 
variantiven Bildungen gewidmet. 

Die folgenden vier Kapitel enthalten Anwenduugen. Irn besonderen 
behandelt der Verfasser die Polarentheorie, die Theorie der Singularitaten, 
wo die Plückerschen Formeln hergeleitet werden, und die homographische 
Eorrespondcnz. 

Bei der musterhaften Klarheit und elementaren Einfachheit, i n  der die 
Vorlesungen gehalten sind, konnen dieselben dem Studenten, sowie alleu. 
denen daran liegt sich moglichst schnell i n  die Formentheorie und ihre 
geornetrischen Anwendungen einzuarbeiten, angelegentlichst empfohlen 
werden. E. JAIINKE. 

Corso di calcolo idhitesimale di GIULIO VIVAKTI, professore nella R. 
Universith di Messina. Messina 1899. Libreria editrice d n t .  Tri- 
marchi. 576 p. 

Das Kennzcichnende an Vivantis Infinitcsimalrechnung ist das Be- 
streben, Lusserste Strenge mit Verstiindlichkeit zu vereinigen und i n  den 
Fallen, in  wclchon cine solche Vcreinigung nicht moglich erschcint, nur  in- 
ssweit auf die Strenge zu verzichten, dass der Verzicht a u s d ~ c k l i c h  aus- 
gesprochen und durch irgcnd ein bcstimmtcs Bcispiel belogt ist ,  welches 
eine Ausnahme von der irn allgemeinen gültigen Regel erliiutert. Jene 
Strenge zu erziclen, ist  eine umfangreiche Einleitung vorausgeschickt, 
welche, nachdem der I3egnff des bestimmten Integrals an der Quadratur 
eines ebenen Fliichenstückes, der der g l e i t u n g  a n  der ungleichmiissigen 
Bewegung erkannt ist, das Prinzip der Einsetzung unendlicher kleiner 
Grossen ausspricht, worunter Herr  Vivanti versteht, dass 

a: a : + c Y f + ~ " $ . . .  
l im - = l im 

P ~ f P ' t - ~ " t . ~ . '  

wenn a, a', a'', . . . P, B I ,  pl', , . . unendlich klein and zwar cul, d l .  . . unend- 
lieh klein von hoherer Ordnung als a und ,!3' Pr'. . . unendlich klein von 
hoherer Ordnung als werden. Nun folgt ein Abriss der Mengenlehre 
und in ihm der Lehre von den Successionen. Der  Begriff des Grenzwertes 
wird scharfer gefasst, der der Stetigkeit e r k k r t  und beiliiufig als nicht 
identisch mit dem der gleichmassigen Konvergenz einer R,eihe bezeichnet. 
Kie bei den Funktionen einer einzigen Veriinderlichen wird auch bei solchen 
mit mehreren und insbesondere mit zwei Veranderlichen die Stetigkeit unter- 
sucht. Soweit der erste Abschnitt des Buches. Im zweiten Abschnitte is t  
von den Ableitungen und den Integralen der Funktionen einer reellen Ver- 
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anderlichen die Ilede, und wir bemerken, dass i m  garizen Bande diese Be- 
schrankung auf reelle Verinderliche festgehalten bleibt. Die Differentierbar- 
keit wie die Integrabilitiit werden untersucht, letztere mit Rücksicht auf 
das bestimmte Integral,  von welchem aus erst der Zugang zum un- 
bestimmten lntegrale gewonnen wird. Dann folgen Uetrachtungen über 
die Integrabilitiit einer Reihe. Xit 8 1 0 2 ,  dem ersten des Kapitels über 
Ableitungen und lntegrale der elementaren Funktionen, lenkt das Buch in 
aus anderen Druckschriften über Infinitesimalrechnung bckannte Bahnen ein, 
ohne dass damit gesagt sein soll, es lasse von da  a n  jede Eigentiimlichkeit 
vermissen. Aber die Herleitung der Taylorschen Reihe mit Hilfe von 
Rolles Lehrsa t~ ,  die Aufsuchung von Xaximal- und Minimalwerten, von 
Fnnktionen einer Veranderlichen, die Auswertung unbestimmter Formen, 
die Aufstellung von bei Integrationen unentbehrlicheii Reduktionsformeln 
sind h i i d g  ganz ihnlich gelehrt worden. Nun kommt der dritte Abschnitt 
von den Ableitungen und Integralen der Funktionen mehrerer Verander- 
lichen, aus welchem wir die Lehre von den homogenen Funktionen und die 
von den Funktionaldeterminanten hervorheben, welche in  grosserer Aus- 
führlichkeit auftreten, als man es sonst gewohnt ist. Der vierte -4bschnitt 
von den geometrischen Anwendungen, der fünfte von den Differential- 
gleichungen, der sechste von der Variationsrechnung iihneln wiederum mehr 
dem landliiufigen Gange. Aus alleu Abschnitten konnten wir Einzelheiten 
namhaft maehen, in  welchen meistens, wie wir am Anfange sagten, ge- 
wisse Ausnahmefàlle an Beispielen e rku te r t  werden. In  fast zufalliger 
Auswahl wollen wir solche hervorheben. Auf Seite 6 1  ist das Prinzip der 
Einsetzung unenalich kleiner Grossen zur Auffindung von 

s in(a+x)-  s ina  
lim --- = COS as tng(a+x)- tnga(x=O) 

benutzt. Das Aufioren der Wahrheit von lim (al + u2 $. .+ ru,) = O trotz 
l i a  q = l im cx2 = . -  -= l im ru, = O unter der Voraussetzung lz - cc ist  auf 

1 1 
Seite 62  an-----+-----+... 

n t 1  n t 2  
1 1  + - > dargethan. Auf Seite 70 ist die Un- 

2 n 
x y" 

stetigkeit von - bei z - O, y = O erortert. Auf Seite 75 erscheint die 
x e + y 4  

ableitongslose ~ u n k t i o n z  an cos ( P i c )  bei u < 1 und I,  als ungerader Zahl. 
n=O 1 - - 

A& Seite 1 4 0  i s t  von dem bei z = O auftretenden Minimum von e Z '  

die Rede, welches der Auffindung durch die gewtihnlichen Mittel sich ent- 
xe- ye 

zieht. Auf Seite 212 is t  die Funktion xy  -e-7 eriktert,  deren zweiter 
z + Y  

partieller Differentialquotient im Nullpunkte verschiedene Werte annimmt, 
je nachdem erst nach x und dann nach y oder erst nach y und dann 
nach x differentiert wird. A18 die Umkehrung der Integrationsfolge trotz 
konstanter endlicher Grenzen nicht gestattend, i s t  auf Seite 261 angegeben 
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Auf Seite 317 ist von den Skrupeln gesprochen, welche mit Scheeffers 
Untersuchungen dem Begriffe der Kurvenlange entgegengebracht werden, 
und auf Seite 397 von den Bedenken, welche H. A. Schwarz in Bezug a d  
die Komplanation von krummen Flachenstücken angeregt hat. Auf Seite 429 
sind KrümmungsmaBe von Oberfiachen nach Gauss, nach Sophie Germain, 
nach Casorati erwahnt. Man uiag diesen Beispielen entnehmen, dass 
H. Vivanti an den Schwierigkeiten nicht stumm vorübergeht. Die Ans- 
stattung des Buches i s t  eine gef~ l l ige  und kann ihm gleichfalls zur Em- 
pfehlung dienen. CAP-TOR. 

kléments  d'analyse mathématique à l'usage des ingénieurs et des physiciens. 
Cours professé à l'École centrale des Arts e t  Manufactures par  
M. APPET~L, membre de l'Institut. Paris 1898. Georges Carré e t  
C. Naud. 719  p. 

E s  gehort zu den Eigentümlichkeiten, durch welche franzijsische Mathe- 
matiker hoher wissenschaftlicher Stellung sich von deutschen Fachgenossen 
gleichen Ranges seit rielen Jahrzehnten untorscheiden, dass Erstere neben 
den dem Fortschritte der Wissenschaft dienenden neuen Untersuchungen 
auch Lehrbücher ziemlich elementaren Inhaltes zu schreiben für  nicht un- 
angemessen ansehen, wiihrend letztere meistens ein Übriges zu thun glauben, 
mmn sie eine Vorlesung über solche Gegenstinde halten. Wollte man dem 
Grunde dieser Eigentümlichkeit nachspüren, so würde man ihn vermutlich 
in der wissenschaftlichen Centralisation Frankreichs finden, welche uns 
Deutschen fremd is t ,  oh zu unserem Nutzen oder zu unserem Schaden is t  
der Thatsache gegenüber gleichgiltig. Auch Hei-r Appell,  ein noch ver- 
hiltnisrniissig jugendliches Mitglied der P a r k e r  Akademie (er is t  1855 i n  
Strasshurg geboren), ha t  der franzosischen Sitte huldigend Elemente der 
niathernatischen Analysis verfasst, ein Lehrbuch, welches den Inhal t  seiner 
Vortriige an der hoheren Gewerbeschule in Paris,  wie man h o l e  centrale 
des Arts et Manufactzcres wird übersetzen dürïen, wiedergiebt. Freilich is t  
der Begriff der Elemente selbst ein von Ort  zu Ort wechselnder, und wir 
bekennen, dass wir mit einiger Verwunderung auf Seite 21 lesen, die Ab- 
lcitungon der cinfachcn Funktioncn soien schon aus der Algebra bekannt, 
auf Seite 197 die gleiche Verweisung bei der Auswertung unbestimmter 
Formen wie auf Seite 1 2 6  bei dor Zorlegung eines Bruches i n  Partialbrüche 
fanden. Deutschen Studierenden wird aus diesem Grunde das neue Lehr- 
buch nicht empfohlen werden k h n e n .  Mit um so grosserem Interesse wird 
der Lehrer sich des Werkes bedienen konnen, um demselben bald d a  bald 
dort fesselndc Bcispicle oder das Verstiindnis vertiefende Erlauterungen zu 
entnehmen, die uns wenigstens in dem Grade neu waren, dass wir geneigt 
sind, in ihnen H e m  Appells geistiges Eigentum zu erblicken. Greifen wir 
einige solche Einzelheiten heraus. Sind die Grossen pl P ' ,  y, y', unendlich 

B' Y '  P' B klein und lim - = 1 sowie lim - = 1, so ist lia - l im -. Ein zweiter 
P Y Y Y 

Rist -1itt. Abt. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 44 Band. 1899. 5.u. 6 Hsft. 12 
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Satz über unendlich kleine Grossen a,, a,, . . - an, pl1 &, . . . pn, welche dem 
Pl Gesetze lim - = lim Be = . - - = lim Pn s 1 gehorchen, besteht in 
'5 

aber dieser Satz gilt nur ,  wenn samtliche cr und /3 gleichen Vorzeichens 
1 1 

sind. 1st z. B. al = n3 = . - - = % p -  1 =  y;; (1 + 

. - 
1 1 n e b s t ~ l = f 1 3 = . - - : P 2 F - 1 = - ~ ~ 2 - ~ 4 = - - . - P  Z P  - - - ~ s o w i r d d i e  

vn 2 p  
l'?~ 

Summe der j3 als 0, die der (Y a13 erscheinen, welch letzterer Wer t  bei 

2 p - n zu 1 wird, und dann ist l im Bi*P' 
- 

+Bn = 0. Wo von Reihen- @,+.,t. .ta, 
entwickelungen die Hede kt, wird der Satz ausgesprochen, im allgemeinen 
sei f ( x )  die Summe einer aus dieser Funktion hergeleiteten Reihe, aber es 
gebe auch Falle, iu welchen diese Behauptung nicht zutreffe, und deshalb 
müsse sie von Fa11 zu Fal l  bewiesen werden. F ü r  die Sinus- und Cosinus- 

x 3  
reihe wird dann der Reweis folgendermaBen geführt. Sei x - + ... = u 

d  ZL du d (u2 t v 3  
u-+v-=O oder - - O. 

d  x d x  d x  

Daraus folgt u" v 2  - C. Bus den Reihen is t  ersichtlich u (,=O) - O, v = 1, 
d u  du. 

mithin zc2 + v2 = 1, u - 1/= = a,-. x - [-= - arc sin t h ,  u = sin 5. 
V'l- u2 - 

Urn zu zeigen, dass die Differentiation untor dem Integralzeichen nur dann 
gestattet ist ,  wenn dadurch ein Integral entsteht, dem ein bestimmter Sinn 

m 

innemohnt, wird d~ nach A differentiert. Differentiation unter dem 
O 

lntegralzeichen würde das sinnlose lx clx hervorbringen und ist nicht 

sin 2. x 
gestattet. Damit sei aber keineswegs gesagt, man k k n e  d x  nicht 

nach I, differentieren, sondeni nur ,  dass man anders als gewohnlich zu 
verfahren habe. Mittels der Substitution l x  = zc wird 

+ m  

sin 12 sin u f y d r  =l . i  d u  

Ii u r, riy 2 
von A unabbiingig, also - - dx = O. Mit besonderer Vorliebe hat 

1 

Herr  Appel1 die geometrischen Kapitel behandelt, die demzufolge weit aus- 
giebiger geworden sind, als man sie i n  anderen Werken über Differential- 
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und Integralrechnung antrifft. Der geometrischen und analytischen Abtcilung 
gemeinsam mochten wir es nennen, dass wiederholt auf die bestimmte Inte- 
gration langs einer Kurve eingegangen ist,  ein Gegenstand, den wir uns 
nicht erinnern i n  anderen Werken verhiltnism5ssig elementarer Art  an- 
getroffen zu haben. Die Ausstattung des Bandcs is t  eine glanzende. Leicht 
zu verbessemde Druckfehler sind uns auf S. 6 Zeile 6 ,  S. 1 8 1  Zeile 3 und 4, 
S. 188 Zeile 11, S. 217 Zeilc 11, S. 3 8 1  Zeile 4 ,  S. 487 Zeile 9 aufgcstossen. 

Text-Book of Algebra with exercises for secondary schools and colleges 
by  GEORGE EGBERT FISHEIL, M. A., Ph .  D. and Isaac J. SCHWATT, Ph.  D. 
assistant professors of mathematics i n  the university of Pennsylvania. 
P a r t  1. Philadelphia 1898. Fisher and Schwatt. XIII,  683 p 

Unter dem Namen der Algebra verstehen Englander wie F r a n ~ o s e n  
nieistens dasjenige, was im Deutschen Buchstabenrechnung heisst, nebst 
den Anfangen der Lehre von den Gleichungen. Auch der heute uns vor- 
liegende erste Band eines Lehrbuches der Algebra verlangt die erwahnte 
Deutung seines Titels. E r  enthàlt die Buchstabenrechnung bis mr und mit 
Einschluss der Potenzrechnung, aber ohne Logarithmen, welche mutmaBlich 
dem zweiten Bande vorbehalten sind, und Gleichungen des ersten und 
zweiten Grades mit einer und mit mehreren Unbekannten. Als kenn- 
zeichnend i s t  die grosse Menge von Beispielen hervorzuheben, welche das 
Lehrbuch zugleich zu einem Übungsbuche macht, und das Bestreben, bei 
grosster Verstandlichkeit der Wissenschaftlichkeit ih r  Recht angedeihen zu 
lassen. So is t  beispielsweise a n  die Spitze der Lehre von den Gleichungen 
der Begriff der iiquivalenten Gleichungen gestellt, worunter verstanden wird, 
dass alle Werte  der Unbekannten, welche die eine Gleichung erfüllen, auch 
der anderen genügen und umgekehrt. Man sieht sofort, wie an diesen 
Seite 1 5 6  entwickelten Begriff im ganzen Verlaufe des Bandes angeknüpft 
werden muss und kann, wo es sich um das Verlorengehen oder um das 
Hinzutreten von Gleichungswurzeln handelt. Letzteres is t  insbesondere beim ' 
Wegheben von Brüchen und beim Rationalisieren zu befürchten, und man 
 rd gern bei den Auseinandersetzungen verweilen, welche auf die bei der 
Weghebung von Brüchen zu beobachtende Vorsicht hinweist. Auch dass 
ein ganzes Kapitel (Seite 439-454) den anderwarts recht stiefmütterlich 
behandelten Ungleichungen eingeraumt i s t ,  verdient Beifall. D a  die Ver- 
lasser i n  ihrer Vorrede geradezu d a m  bitten, man rnoge mit  Ausstellungeii 
nicht zurückhalten, so wollen wir auf zwei Gegenstande hinweisen, welche, 
aie uns scheint, der a n d e m n g  bedürfen. Seite 45 wird als Beweis der 
Kommutativitit der Addition ausgesprochen, die Gesamtsumme von Einheiten 
sei die gleiche, wie man sie auch in Gmppen fasse oder anordne. Das ist 
kein Beweis, sondern eine Tautologie. Entweder muss also die Kommutativitat 
der Addition als F o r d e m g  ausgesprochen werden, oder die Herren Ver- 
fasser müssen einen anderen Beweis geben. Ferner i s t  Seite 453 aus 

12 * 
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(;)l+> (;)'wenn a > b die Folgerung gezogen, es miisse = ca sein, (a)' 
wenn a > b. Dass fortwahrendes Wachsen nicht ein Wachsen ins Unend- 
liche bedingt, zeigt auf ganz elementarem Gebiete jeder unendliche Deeimal- 
bruch. E s  muss u m  so mehr verwnndern, dass die Herrcn Verfasser sieh 
diestin Trugschluss entgehen liessen, als auf der gleichen Seite 453 unter 
Nr. 17 der Satz (1 + > 1 + nd bewiesen i s t ,  aus welchem sie die von 
ihnen für spiitere Benutzung gewünschte Folgerung in aller Strenge hiitten 
ziehen konnen. -- C A ~ O R .  

Holiere dnalysis. 1. Teil: Differentialrechnung von Dr. FKIEUKICH JUKKER. 
Mit 63  Figuren. 192 S. Leipzig 1898 (Sammlung Goschen). 

Das Nichtvorhandensein einer Vorrede ist f ü r  den Berichterstatter über 
ein Buch stets sehr unbequem. Jeder Verfasser ha t  das Recht, nach den 
Zwecken, die er verfolgt, beurteilt zu werden, aber woran sol1 man 
diese Zwecke erkennen, wenn der Verfasser sich nicht darüber iiussert? 
Man muss dann aus der Ar t  des Buches auf die Absicht des Verfasseru 
schliessen und trifft diese vielleicht nicht vollstindig. Mit diesem Vor- 
behalte kennzeichnen wir das uns vorliegende Bandchen als dazu bestimmt, 
einen Einhlick in die Aufgaben der Differentialrechnung und in die Mittel, 
welche sie zur Auflüsung dieser Aufgaben anwendet, zu gewiihren. Weder 
Vollstandigkeit noch besondere Strenge sind angestrebt, vielmehr is t  meistens 
das leichte Verstondnis der Regeln vorzugsweise beabsichtigt und auch wohl 
erreicht. Für viele Leser genügt es ja thatsnchlich, wenn beispielsiveise 
auf Seite 93 die Maclaurinsche Reihe für den Fa11 ihrer Konvergenz her- 
geleitet und alsdann hinzugefügt wird, man müsse, wenn die Reihe nicht 

5" 
konvcrgiere, ein Rcstglied beifügen, welches nach Lagrange - f(") (4x) 

12 ! 
heisse. Andere Stellen sind ahnlicher Art .  Unrichtigkeiten wird man sie 
nicht schelten, wenn auch schwerlich viele Lehrer der Differentialrechnung 
geneigt sein dürften, von ihren Schülern eine so weitgehende Gcnügsam- 
keit zu beanspruchen. Aber das eigentliche Differentieren, die Auswertung 
unbestiuimter Formen, die Losung von Maximal- und Minimalaufgaben, 
Anwendungen der Differentialrechnung auf Geometrie und Mechanik wird 
der Leser ganz gu t  erlernon. CANTOR. 

Calcul de généralisation par  P. OLTRAB~~RE,  doyen de l a  faculté des sciences 
de l'université de Genève. Paris 1899. Librairie scientifique 
A. Hermann. VIII, 191  p. 

Schon 1893 h a t  Herr  Oltramare i n  Genf einen E s s a i  s u r  l e  c a l c u l  
d e  l a  g 6 n E r a l i s a t i o n  dem Drucke übergeben, der im 40. Bande dieser 
Zeitachrift Hist. litter. Abtlg. S. 94 - 9 5  durch Herrn W. Franz Meyer an- 
gezeigt m r d w  W i r  sind nicht in der Lage angeben zu kfinnen, ob der 
dem Essai nunrnehr gefolgte Calcul, der auf 191 Seiten angewachsen ist, 
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wahrend jener niir 132 Seiten umfasste, sehr viel Neues enthalt. Jeden- 
falls haften ihm die gleichen kennzeichnenden Merkmale an ,  welche ber 
dem Essai hervorgehoben wurden: formale Fruchtbarkeit ohne materielle 
Sicherung des Hervorgebrachten, da jede Untersuchung über Giltigkeit der 
Entwickelungen, welche unser geschatzter hfitarbeiter damals als unerlasslich 
nachforderte, abermals unterblieben ist. CANTOR. 

Opinions et curiosit6s touchant la mathématique d'après les ouvrages 
français des XVIB, XVIIB et XVIITB siècles par  GEORGES MAUPIN, 
licencié ès sciences mathématiques et physiques, nembre  de la  
société mathématique de France, surveillant général au  lycée de 
Nantes. Paris 1898. Georges Carré et  C. Naud. 1 9 9  p. 

Das kleine hübsch ausgestattete Duch ist oEenbar für Nichtmathematiker 
bestimmt, welche aus ihm zahlreiche sonderbare ~d unterhaltende Ge- 
schichtchen uud Meinungsiiusserungen von Leuten kenncn lernen, welche 
Slathematiker waren oder sich für  solche hielten. Die meisten genannten 
Sçhnftsteller sind der Aussage der Titelworte entsprechend Franzosen, wenn 
diese Beschriinkung auch nicht durchweg festgehalten ist. Mathematische 
Leser würden vielleicht vorziehen zu erfahren, was eigentlich in den mit 
Grund berühmten Schriften eines Barrème, eines Prestet,  eines Lamy stehe, 
als dass sie mit Bruchstücken aus Vorreden und dergleichen sich begnügen 
müssen und ausserdem eine Anzahl von Namen kennen lernen, welche des 
Behaltens wenig würdig erscbeinen. Der  Verfasser is t  auf den Unterricht 
an den Mittelschulen, wie er in  Frankreich erteilt zn werden pflegt, recht 
übel zu sprechen, und benutzt jede Gelegenheit, über ihn loszuziehen. Die 
lateinische Sprache und die auf ihre Erlernung verwandte Zeit scheint ihm 
panz besouders Arger zu bereiten. Dem Referenten waren diese Aus- 
lasçuugen besonders lehrreich, wenn er sie in  Vergleich mit den Behauptungen 
pewisser deutscher Schulmanner brachte, welche sich von den1 vorausgehenden 
franz8sischen Unterricht viel, wenn nicht alles für  die Abkiirzung des latei- 
nischen Unterrichtes versprechen. Franzosische Knahen pf egen doch fran- 
zosisch zu konnen, wenn sie in die Mittelschule eintreten, und dennoch 
bedürfen sie eines so langatmigen lateinischen Unterrichtes? Wie reimt 
sich das zusammen? Der ehemals allgemeine Gebrauch der lateinischen 
Sprache als ausschliessliche Gelehrtensprache, über welchen der Verfasser 
gleichfalls den Stab bricht, war übrigens so übel nicht,  und Referent be- 
dauert herzlich, dass es nicht, bai der alten Cbung blieb, welche jetzt neuer- 
dings einzul'uhren freilich eiue Unmoglichkeit geworderi k t .  Noch in der 
Rlitte des 18. Jahrhunderts war jedes wissenschaftliche Werk jedem Ge- 
lehrten i n  Europa zugiinglich und heute? Herr  Maupin beklagt es viel- 
leicht nicht, so und so vielen weder franzosisch noch lateinisch geschriebenen 
Werken frernd gegenüber zu stehen, aber sein Buch würde durch das Gegen- 
teil vielleicht gewonnen haben. CANTOR. 
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Bestimmniig der Gravitationskonstaiite und der mittleren Dichtigkrit 
d(:r Erde dnrch ~\Tiigniigeii. Von FRANZ R I C H A ~  und OTTO KRIGAR- 
MENZEL. Mit4  Tafeln. 4'. Berlin 1898 .  Verlag der konigl. Akademie 
der Wissenschaften (G. Reimer). 1 9 6  S. 

Durch dicse Schrift, wclche als Anhang zu den ,,Ahhandlungenl' der 
Berliner Akademie erschien, is t  die langjahrige Untersuchung, welche die 
beiden Autoren der exakten Bcstimmung der Erdschwero und Erddichtc ge- 
widmet haben, zum Abschluss gekommen. Das dabei verwendete Instrument 
war  die Wage, die nun cinmal von allcn A-pparatcn unzweifelhaft die grosste 
Genauigkeit gewiihrt, und so war es vollkommen gerechtfertigt, auch wieder auf 
das Wigungsrerfahren zurückzugreifen. Dasjenige, welches hier zur An- 
wendung kommt, ha t  jedoch sonrohl gegenüber demjenigen v. J o l l y s ,  als 
auch im Vergleichc mit dernjenigen P o  y n t i n g s  geine entschiedenen Vor- 
züge. Die 1 8 8 4  zuerst von R i c h a r z  und -4. K o e n i g  angebahnte Ver- 
besserung besteht niirnlich darin,  dass zwischen die oberen und untoren 
Schalen der Doppelwage, Rie sie v. J o l l  y im Münchner Universitatsgebaude 
angebracht hat te ,  ein massenkriiftiger Korper gebrachl wurde, so dsss, 
wenn wir kurz dessen Anziehungskraft mit a bezeichnen, die Schwere am 
Orte der oberen Wageschalen u m  a vergrossert und a m  Orte der unteren 
Wageschalen um a vermindert wurde. Dadurch wurde, je nachdem man 
den Zwischenkorper aus-  und einschaltete, die vierfache Attraktion des 
letzteren ermittelt. Das konigl. preuss. Kriegsministerium stellte einen 
parallelepipedischen Bleiklotz von 1 0 0 0 0 0  kg Gewicht und ausserdem eine 
Spandauer Kasematte als Versuchsraum zur Verfügung. Hier m r d e  denn 
also seit einer Reihe von Jahren experimentiert ; als ein interessantes Neben- 
resultat der dem Hauptziele zugen~andten Arbeiten sei das  vermerkt, dass 
man die Abnahme der Schwere mit der Hohe selbst für  die geringen 
Vertikaldimensionen eines gemohnlichen Zimmers sinnenfallig nachzuweisen 
imstande kt. Durch Dr. R i c h a r z  Habilitation in Bonn und Berufung an 
die Univemitkt Greifswald, sowie durch anderweite Zwischenfàlle wurden 
die Beobachtungen, a n  denen Dr.  K o e n i g  bis 1 8 8 9 ,  Dr. K r i g a r - N e n z e l  
seit 1 8 8 7  teilnahm, mehrfach unterbrochen, und erst jetzt war  derm syste- 
matische Bearbeitung moglich geworden, so wie sie uns gegenwartige Schrift 
i n  Vorlage hringt. 

Die Verfasser beschreiben zuerst eirigehend die Versuchsanordnuug und 
die Hilfsrnittel, deren man sich bediente, um die zahlreichen Ablesungen 
von iiusseren Storungen urid anderweiten Fehlerquellen moglichst frei zu 
halten. D a  es selbstverstiindlich erforderlich war,  siimtliche Nessungen auf 
den leeren l iaum zu reduÿieren, so mussten die wichtigsten meteorologischen 
Elemente jedesmal in Rechnung gezogen werden. Sehr interessant is t ,  was 
über die Anfertigung der Uleimasse gesagt wird,  die natürlich nicht als 
Ganzes gegossen werden konnte, sondern aus einzelnen - kongruenten und 
homogenen - Schichten aufgebaut werderi musste; da von diesem ge- 
waltigen Eigengewichte ein starker Druck auf das Fundament des Festungs- 
werkes zu erwarten war, so wurde Bedacht darauf genommen, die Wage 
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selbst in ilirer Aufhiingung qom Grunde des Gebaudes ganz m d  gar un- 
abhangig zu machen. Sehr umfangreich ist das von Wage und Wagung 
handelnde Kapitel; man kann sich denken, dass alle die VorsichtsmaB- 
regeln, welche bei Arbeiten dieser Art eine Notwendigkeit bilden, in 
unserem Falle ganz besonders ausgiebig genommen wuden;  so musste zu- 
mal die elastische Nachwirkung thunlichst unschadlich gemaeht werden, 
und auch die Gewichtstücke erheischten eiue eigene Prüfuug. Bei den 
Wiigungen ward nicht bloss die übliche horizontale, sondern, da ja eine 
Doppelwage in betracht kam, auch eine vertikale Vertauschmg vorgenommen, 
und der Luftauftrieb wurde nach teilweise ncuen, dem Prinzipe nach aller- 
dings schon von K O h l r a u s  ch  angegebenen Formeln berechnet. Die ohne 
ucd mit Klotx ausgeführten Wiigungen untcrlagcn sorgfdtigcr Ausgleichung 
nach der Xethode der kleinsten Quadrate. So gelang es, denBetrag der Attraktion 
mit sehr grosser Genauigkeit experimentell zu crmittoln, und wenn man diese Zahl 
derjenigen gleichsetzt, welche aus der Rechnung hervorging, so war in der so 
gebildeten Gleichung die Gravitationskonstante als einzige Unbekannte ent- 
halten. Die Anziehung, welche ein homogenes rechtwinkliges Parallel- 
epipedum auf einen ausserhalb gelegenen Masscnpunkt ausübt, 15sst sich in 
geschlossener Form darstellen; mit dieser Aufgabe beschaftigten sich, bei- 
liiufig bemerkt, schon früher AufsBtze von M e h l e r  und M e r t e n s  im 
Rorchardtschen Journale. Das zweite Problem des Attraktionskalkuls bexieht 
sich auf einen geraden Kreiscglinder, denn da erwiihntermaBen der Ver- 
suchsklotz rohrenformig durchbohrt war, um eine symmetrische Lage gegen 
die Wagebalken zu erhalten, so mussten die Anziehungskomponenten des 
Parallelepipedums mit denen des - der Masse entbehrenden - Cylinders 
entsprechend kombiniert werden. Auch die dafür erhaltene Formel ge- 
stattet eine einfache Tnterpretation. 

So fand sich, unter Beachtung zahlreicher und sinnreicher Vorsichts- 
maBregeln, die Gaiisssche Konstante G, im übliehen Centimeter-, Gramm- 
und SekundenmaBe, gleich (6,685 f 0,011) . IO-'. Geht man mit diesem 
TITerte in den H e l m e r  tschen Ausdruck 

ein, wo 3 den Polarhalbmesser, A die Erddichte, ct die Abplattung, rp den 
Winkel der Normale mit der aquatorialebene und c das am k p a t o r  be- 
stehende Verhëltnis der Schwung- zur Schwerkraft bedeutet, .so ist ,  da g 
durch den v. S t erneckschen Pendelapparat mit ausserster Schirfe bestimmt 
werden kann, A leicht zu berechnen, und zwar fand sich die Dichte der 
Erde gleich 5,505 $- 0,009. Von der durch Boys  und K. B r a u n  mittelst 
einer - betrachtlich vorbesserten - C avendishschen Drehwage eruierten 
Zahl (0,5270) weicht der Richarzsche Wert immerhin genug ab, um viel- 
leicht mit der Zeit aus der Differenz auf den Vorzug der einen oder anderen 
Messungsmethode schliessen zu lassen. 

Sehr wertvoll ist die beigefügte Litteraturübersicht, welche die Phasen 
der Erddichtebestimmung von N e w t o n  - bei dem bereits eine sehr zu- 
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treffende Auffassung hervortritt - bis zur allerneuesten Zeit zu verfolgen 
erlaubt. Auch das ist ein interessantes Nebenprodukt der mühevollen Unter- 
suchung, dass auf die Zusammensetziing der Erdrinde in der Umgebung der 
Reichshauptstadt ein Streiflicht fnllt. Die Rechnungen stimmten, wenn es 
sich um die vertikale 'Derteilung der Erdschwere handelte, deshalb nicht 
vollkommen mit den Beobachtungen überein, weil, wie man schon ander- 
weit wusste, unterhalb des Bodens, auf welchem Berlin erbaut ist,  ein ge- 
wisser Massendefekt sich geltend macht, der die theoretisch bestimmte 
Attraktion verringert. Dr. S. G ~ N T R C R .  

Der magnetische Zustand der Erde zur Epoche 1885.0, analytisch dar- 
gestellt von ADOLF SCHMIDT in Gotha. Hamburg 1898. Gednickt 
bei Hanimerich und Lesser in Altona. 76 8. 4'. 

Das ,,Archiv der Deutschen SeewarteCL, welches von Ceheimrat Neu- 
m a y e r  in Hamburg herausgegeben wird, enthiilt von jeher wertvolle Bei- 
trage zur Lehre vom Erdmagnetismus. Einer friiheren Abhandlung des 
gleichen Butors aus dem Jahre 1889,  welche die ganze Berechnungsarbeit 
auf eine neue Gnindlage stellte, schliesst sich die vorliegende an, welche 
gleichfalls einen separaten Abdruck aus jenem Sammelwerke darstellt und 
die gewonnenen theoretischen Ergebnisse dazu verwertet, ein Bild des 
magnetischen Verhaltens unseres Planeten zu entwerfen - ein Momentan- 
hild natürlich, da ja samtliche Elemente s%kul%ren Anderungen unterworfen 
sind. Statt dieser Elemente, welche bei der kartographischen Wiedergabe 
fast ausschliesslich berücksichtigt zu werden pflegen, hat die Wissenschaft 
selbst, seit Gauss  die Bahn gebrochen, zumeist die drei - horizontal nach 
Norden, horizontal nach Osten und radial nach unten wirkenden - Kom- 
ponenten X, Y, Z der geornagnetischen Totalkraft als die eigentlichen Re- 
priisentanten der Kraftverteilung an einem gegebenen Orte gemtihlt, und 
jede Seiteukraft wird als Punktion der geographischen Lange A ausgedrückt; 
so ist z. B. 

i = 4  

und ebenso sehen die Reihenformeln für Y und Z aus. Die Grosse Z kann 
dann direkt,nach Kugelfunktionen dor geographischen Breite entwickelt 
werden, wghrend für Y und X, da obige Ausdrücke an dem Pole unstetig 
werden, gewisse Kombinationon eintretcn müssen, welche von diesem Kach- 
teile frei sind. Iierr S c h m i d t  will nun aber seine Berechnung nicht für 
die spharische, sondern für die sphtiroidische Erde durchführen, indem er 
statt der geographischen Breite die geozentrische Breite w einführt und, wenn 

gesetzt wird, und E die Fkzentrizitat der (Besselschen) Meridianellipse be- 
deutet, den Komponenten X, Y, Z resp. die VermittlungsgrGssen rxX, /l Y, y% 
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substituiert. Dann sind nach Kugelfunktionen des Argumentes v die Aus- 
drücke ctX sin v, ,8 Y sin v und y Z  zu entwickeln; da,  wie wir sahen, für  I 
die Entwickelung bereits stattgefunden h a t ,  so muss, insoweit X i n  Betracht 
kommt, jeder der Koeffizienten ak, sin v und aK, sin v auf Kupelfunktionen 
mten Ranges zurückgeführt werden. Dieser ungeheuren Rechnungsarbeit, 
deren Wesen wir vorstehend andeuteten, ha t  sich nun der Verfasser mit  
der an ihm bekannten Hingebung unterzogen, indem er sich dabei der 
N e u m a n n  - S e e l i g  erschen Vereinfachung der Koeffizientenberechnung be- 

l dicnte; dass es trotz dieses Erleichterungsmittels noch ungemein vie1 zu 
thun gab, sieht jeder ein, der diesen Dingen einmal irgendwie niher  zu 
treten Gelegenheit hatte. Immerhin verdient es als eine bemerkenswerte 
Thatsache hervorgehoben zu werden, dass die Ausdehnung des Problems 
von der Kugel auf das Umdrehungsellipsoid nicht, wie man wohl erwarten 
konnte, namhafte Erschwerungen des Kalkuls im Gefolge hat. 

Die numerischen Entwickelungen gestatten ebensowenig wie die um- 
fanglichen Tabellen eine eingehende Berichterstattung an dieser Stelle. Als 
besonders erwiihnenswert wollen wir nur  noch den Umstand bezeichnen, 
dass sich aus den für aX sin v und ,9 Ysin v erhaltenen Reihen das Potential 
der ganzen magnetischen Horizontalkraft herleiten lasst, und dass dasselbe 
(S. 2 2ff.) auch wirklich hergeleitet wird. Von grossem Interesse erweist 
sich dabei eine auch schon von anderen Physikern betrachtete Funktion, 
welche znr Entscheidung der Frage, ob ausser dem berechneten Potentiale 
noch andere Faktoren bei der Erzeugung der horizontalen Intensitat mit- 
wirken, von fundamentaler Redeutung ist. Es  ha t  neuerdings den Anschein 
gemonnen, als ob der erwiihnten Funktion keine wirkliche Realitiit zukomme, 
und damit ware selbstverstiindlich auch eine betrachtliche Vereinfachung 
aller die eigentliche Herkunft der geomagnutischen Kraft zum Ziele nehmenden 
Forschungen erreicht. Am Schlusse seiner überaus verdienstlichen Stiidie 
weist der Verfasser darauf hin, dass tiefere Einsicht in  diese Verhiiltnisse 
erst dann zu erwarten is t ,  wenn unser empirisches Wissen von der Kraft- 
verteilung auf der Erdoberfkiche ein befestigteres geworden sein wird. Zu- 
mal die absolute Gnkenntnis der Antarktis, wo noch ein die Grasse Europas 
doppelt übertreffendes Areal von keines Menschen Fuss betreten worden 
ist, verhindert einstweilen vollstandige Aufkliirung jener Schwierigkeiten, 
weshalb wohl auch keine beteiligte Gelehrtengnippe der Erschliessung der 
Südpolargegenden eine so lebhafte Teilnahme entgegenbringt, wie dies von 
seiten der Geomagnetiker geschieht. Dr. S. G ~ N T H E R .  

Elastizitiit und Bestigkeit. Die für die Technik wichtigsten Siitze und 
deren erfahringsmiissige Grundlage, von C. BACH. Mit in den Text ge- 
druckten Abbildungen und 18 Tafeln in Lichtdruck. Dritte ver- 
mehrte Auflage. Berlin 1898. Verlag von Julius Springer. 570 S. 

Die diitte Auflage ist namentlich durch die Mitteilung zahlreicher 
Ver~uchser~ebnisse bereichert worden, wobei die Anstellung der Versuche so 
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eingehend mitgeteilt mar, dass Jedermann sich über die einzelnen Vorgiinge 
genau orientieren kann. Erwahnt seien insbesondere die Versuche über die 
Langeniinderung verschiedener Stoffe und das auf Grund der Resultate auf- 
gestellte Gesetz der Liingeniinderungen. F ü r  den Techniker ist ein solches 
Werk von enormer Wichtigkeit, da  e r  a n  der Hand praktisch durchgeführter 
Beispiele mit  der theoretischen Seite vertraut gemacht wird. Das Ver- 
trauen wird nicht auf die Probe gestellt, so dass der sogenannte Praktiker, 
dem die Theorie bisher ein Schrecken war,  sich mit  dieser allmiihlich an- 
freundet, wodurch ihm vie1 Zeit und Geld erspart wird. - Verfasser, ein 
Mann der Praxis, von rastlosem Eifer, sieht mit Harem Blick, wie ausser- 
ordentlich wichtig die Theorie für den schaffenden Ingenieur ist, wofern 
sie mit der Wirklichkeit übereinstimmt. Theorie und Praxis dürfen sich 
nicht feindlich gegenüherstehen, sondern miissen Hand i n  Hand gehen, um 
das erstrebte Ziel zu erreichen. Die Bachschen Werke sind daher für alle 
Techniker, denen es nicht vergonnt ist ,  diesem anerkannt tiichtigen Lehrar 
zu Füssen zu sitzen, wenigstens ein Ersatz, u m  zu erkennen, in welcher 
Weise der Onterricht an den heutigen Technischen Hochschnlen betrieben 
werden muss, um den Aufschwung der Technik i n  Deutschland mehr und 
mehr eu fordern. Alle Krafte miissen angespannt werden, keine darf eine 
andere bekampfen; denn die, Losung in dem Ringen mit den übrigen 
Kationen muss für  uns De~it~sche sein: unitis viribus. B. XEBEL. 

Die Fortscliritte der Physik im Jahre 1896 .  Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 52. Jahrgang. Braunschweig 1897. 
Druck und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 

Erste Abteilung, enthaltend: Physik der Materip. Redigiert 
von RICHARD BOHNSTEIN. 476 S. Preis 20 Mk. 

Zweite Abteilung, enthaltend: Physik des &thers. Redigiert 
von RICHARD BORKSTEIN. 820 S. Preis 30 Mk. 

Dritte Abteilung, enthaltend: Kosmische Physik. Redigiert 
von RICHARD ASSMANN. 531 S. Preis 2 1  Mk. 

nie Fortschritte der Physik i m  Jahre 1897.  Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 53. Jahrgang. Braunschweig 1898. 
Druck und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 

Erste Abteilung, enthaltend: Pliysik der Xaterie. Redigiert 
von RICHAIZD BOHNSTEIN. 573 S. Preis 23 Mk. 

Dass die Fortschritte der Physik für den praktisch arbeitenden Physiker 
unumgiinglich notwendig sind, dies von neuem zu be&ünden, ddrfte über- 
flüssig sein, ebenso, dass wir uns mit der Physikalischen Gesellschaft und 
den tüchtigen Redaktcuren freuen, dass die schwere Krisis glücklich über- 
standen und der Wagen wieder im Geleise ist. - Damit ,  dass alles nun 
glatt  wcitcr liiuft, dürfen wir uns aber nicht zufrieden goben; denn der 
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alte Z u s t a n d  is t  trotzdem noch nicht erreicht, gcschweige denn, dass den 
Bedürfnissen der raschlebigen Zeit Recliuung getragen wird. Ohne dem 
Torwurf d e r  cbereilung zu begegnen, glaube ich, dass es jctzt an der Zeit 
kt, eine w e i t e r e  Wandlung mit den Fortschritten der Physik vorzunehmen. 
Xie nbtig u n d  wichtig der angedeutete Umschwung ist,  wird eine kurze 
geschichtliche Entwickelunç darthun. 

Die E n t s t e h u n g  der Fortschritte der Physik verdankt man der physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin, d. h. einer Vereinigung von überwiegend 
solchen R k m e r n ,  die die Wissenschaft auch durch eigene Arbeiten fordcrten. 
Jeder d i e s e r  &lanner empfand es ursprünglich als eine Ehrenpflicht, sein 
Scherflein z u  diesem Sammelwerk beizutragen. Mit der Erkenntnis, dass 
jede Hochschule ein dem &lagnusschen Privatinstitut nachgebildetes physi- 
kalisches Laboratorium besitzen sollte, is t  die physikalische Litteratur rapid 
angewachsen, so dass die Anforderungen bezüglich der für die Sammel- 
arbeit erforderlichen Zeit bei den einzelnen Forschern mehr und mehr ins 
Gewicht fielen. Indessen mehrten sich auch die Ansprüche an die wisseri- 
schaftlichen Leistungen, so dass die wenig befriedigende Sammelthiitigkeit 
allmihlich i n  den Hintergrund gerückt wurde. Die Polge war das immer 
langsamere Erscheinen der Fortschritte, wodurch deren Wcr t  ungemein 
beeintriichtigt wurde. Dazu kommt, dass durch die rasch anschwellende 
Zahl der Arbeitskrüfte. der einzelne Physiker sich nicht mchr dei- früher 
üblichen a u f  Wohlanstandigkeit ge,@indeten Fernhaltung von dem Arbeits- 
gobiet des  andcrcn befleissigcn konntc, i m  Gcgcntcil sogar, die Mode zwang 
ihn mehr oder  weniger, sich an dem wilden Kampf zu beteiligen, der sich 
uni  ein neu eroffnetcs Arbeitsfeld heutzutage entspinnt. Unter solchen Um- 
standen ist die Sammlung der neuesten Litteratur das mindeste, was ver- 
langt werdon kann, eigentlich sollte man schon über die i n  Angriff 
genommenen Arbeiten orientiert werden, ahnlich mie bei den sich unter der 
Presse befindlichen Werken des Buchhandels. - E s  war  daher bei einer 
solchen Sachlage nicht zu verwundern, dass die Beibliitter zu den Annalen 
der Physik und Chemie bei ihrer Gründung nicht nur  auf keinerlei Schwierig- 
keiten gestossen sind, sondern überall eine ndlkommene Anfnahme ge- 
funden haben.  Schon damals hiitte sich die physikalische Gesellschaft 
ermannen sollen, u m  durch eine gründliche Reorganisation in der Redaktion 
der Fortschritte der Physik sich dieses gefàhrliche Ronkurrenzunternehmen 
vom Leibe zu halten. Dem Gelehrten fehlt aber haufig der kaufrnannische, 
organisatorische Blick, weshalb die Fortschritte in  ihrem Weiterbestehen 
schliesslich ernstlich bedroht wurden. Wenn auch diese Gefahr zunachst 
beseitigt i s t ,  so sind die Fortschritte doch durch die Beibliitter vollstiindig 
in den Schatten gestellt worden. Die Frage, weshalb die Fortschritte 
eigentlich noch existieren, ist  deshalb keineswegs eine müssige. Wollen 
die Fortschritte wieder ihr altes Ansehen erreichen, so müssen die Redakteure 
unter Derücksichtigung der Zeitverhiiltnisse i n  der Reorganisation weiter- 
schreiten und sich nicht mit dem ersten Erfolg begnügen, der basiert auf 
dem Ersa tz  der praktisch arbeitenden Physiker als Mitarbeiter durch solche 
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Physiker, denen ihre berufliche Stellung keine Beit zu experimentellen 
Untersuchungen übrig lasst. Die Fortschritte müssen monatlich erscheincn 
und zwar noch besser als die Beiblatter iiusserlich gruppiert, damit am 
Schluss des Jahres die gleichartigen Teile durch den Buchbinder leicht zu- 
sammengenommen werden konnen. 1st das erreicht, sa genügen die Fort- 
schritto der Physik vollstindig für  Deutschland und dcr Physiker spart nicht 
nui- vie1 Zeit, sondern auch Geld für  die durchaus gleichartigen Beiblatter. 
Zur Durchführung dicser Umwandlung sollten untcr Umstinden die physi- 
kalische Gesellschaft in  Berlin und die über Deutschland verbreiteten 
physikalischen, bezw. naturwissenschaftlichen Vereine Geldunterstützungcn 
gewahren; denn wenn fïir die forschende Physik die Annalen für  Deutsch- 
land ausreichen, so sind zwei physikalische Sammelwerke gleichen Inhalts 
überflüssig. - Also - auf zur That  ! B. XERCL. 

Vorlesnngen über theo~etisclie Physik von H. vox HELMHOLTZ. 

Band 1. Abteilung 2. Vorlesungen über die Dynarnik diskreter 
Nasenpunkte. Herausgegeben von OTTO KRIGAX-MENZEL. 
Mit 21 Figuren im Text. Leipzig 1898. Verlag von 
Johann Ambrosius Barth. 380 S., Preis 16 Mk., geb. 
1 6  Mk. 50 Pf. 

Der durch v. Helmholtz in  dem ersten Semester seines TTorlesungscyklus 
uber theoretische Physik vorgetragene Stoff i s t  zum grossten Tcil in dem 
vorliegenden Bande niedergelegt. Ehe v. Helmholtz sich mit  dern eigentlichen 
Thema: die Dynamik diskreter Jlassenpunkte befasste, schickte e r  eine Rcihe 
allgemeiner Auseinandersetzungen über die erkenntnistheoretischen Grund- 
lagen der Physik voraus, welche die Herausgeber in  der ersten Abteilung 
des ersten Bandes zu einem besondereri Buche zusammenfassen. - Auch 
bci dem vorliegenden Bande ergicbt sich deutlich zu erkennen, wie ausser- 
ordentlich schwierig es ist, die Genialitàt des v. Helmholtzschen Vortrages in 
Fesseln zu schlagen. Die Gedankcnblitze erhohen den Vortrag ungernein, 
lassen sich aber mit Druckerschwiirze nicht festhalten. Daher war der 
Herausgebcr vielfach genotigt, auf frühere Vorlesungen zurückzugreifen, 
oder von der Ausarbeitung gewisser Andeutuogen abzusehen. B. ;YcsaL. 

Band m. Vorlesnngen über die mathematischen Prinzipien 
der Aknstik. Herausgegeben von A i w ~ u x  KOITIG und 
CARL RIJNGE. Mit 21 Figuren im Text. Leipzig 1898. 
Verlag von Johann Ambrosius Barth. 256 S., Preis 12 Nk., 
geb. 13 Mk. 50 Pf. 

Wahrend der erste Teil nahezu vollstandig v. Helmholtz noch vorgelegen 
ha t  und von diesem vielfach geiindert und erweitert worden is t ,  kam der 
letzte Abschnitt wegen Semesterkiirxe gar  nicht mehr zum TTortrag. Glück- 
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licherweise war dieser Teil schon früher in Crelles Journal erschienen, aus 
dem er nun,  abgesehen von einigen h d e r u n g e n ,  abgediuckt worden ist. 
Der Umfang des hier behandelten Stores  entspricht gaux den Intentionen 
Helmholtzs. Die Schiiler konnten ihrem Meister kein schoneres Denkrnal 
errichten, als durch die Herausgabe seiner Vorlesungen. B. KEBEL. 

1)ie Lelire van der Elektr iz i t i i t  von GUS.I-AV W r s u s a r a a ~ .  Zweite um- 
gearbeite und vermehrte Auflage. Zugleich als vierte Auflage der 
Lehre vom Galvanismns u n d  Elektromagnet ismus.  Vierter Band. 
Mit 2 6 9 eingedruckten Abbildungen. Braunschweig 1898. Druck 
und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 1 2 3 7  S., Preis 32 Mk., 
geb. 34 Mk. 

Kein Gebiet der Physik h a t  i n  den letzten Jahren eine auch nur ahn- 
liche Entwickelung erfahren, wie die Elektrizit%tslehre. Der  Stoff ha t  so 
gewaltig zugenommen, dass es trotz Verrnehrung der Seitenzahlen n6tig 
war, die Gasentladungen in einem besonderen fünl'ten Bande unterzubringen, 
den der Sohn des Verfassers, Herr E i  1 h a r  d W i e d  em a n n ,  bearbeiten wird. 
- Der vorliegende vierte Band beginnt mit der Induktion. Hierauf folgt 
das absolute MaB der elektrischen Konstanten. Den Schluss bildet eiu 
theoretisçhes Kapitel: Hypothetische Ansichteu über das Wesen und die 
Wirkungsweise der Elektrizitat. Um aber diesem Teil nicht einen über den 
Rahmen dieses Werkes hinausgehenden Umfang geben zu müssen, wird ein 
Litteratur-Verzeichnis beigegeben, in welchem insbesondere auch die grosseren, 
zusammenhlingenden Arbeiten berücksichtigt sind. - Der leichten Orientiening 
wegen is t  ein ausführliches Inhaltsverzeichnis, ein Namen- und ein Sach- 
register diesem Bande beigeîügt worden. Die Litteratur is t  bis zum Be- 
ginn des Jahres 1 8 9  7 berücksichtigt. - 

Der Leser der Korrekturbogen wlire künftig auf grossere Beachtung 
der Schreibweise aufmerksam zu machen, z. B. S. X Literatur,  S. XI i I  da- 
gegen Litteratur; S. XII1 Z. 5 von unten Verzeichni~, Z. 4 und 1 von unten 
Verzeichniss u. dergl. - Den Verfasser beglückwünschen wir zu der Voll- 
endung dieser Biesenarbeit. Die Physik und kein geringer Teil der Elektro- 
technik ist dadurch i n  hnhem MaBe befriedigt worden. B. NEBEL. 

~ICLLEK-POUILLETS Lehrbuch  d e r  P h y s i k  u n d  Meteorologie. Neunte am- 
gearbeitete und vermehrte Auflage von LEOPOLD PFAUNDLER unter 
Mitwirkung von OTTO LUMMER. I n  drei Biinden. Mit gegen 2000 
Holzstichen, Tafeln, zum Teil in  Farbendruck. Zweiter Rand. Erste 
Abteilung. Dritte Lieferung. (Schluss der 1. Abteilmg.) Optik 584 S., 
und zweite hbteilung (Schluss des zweiten Randes) Wiirme und 
meteorologische Erscheinungeu, 786  S., Preis 10 3Iark. Braun- 
schweig 1 8 9 7  und 1898. Druck und Verlag von Friedrich Vieweg 
und Sohn. 
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Auch diese Lieferungen stehen ihren Vorgingerinnen in nichts nach. 
Dieses Werk is t  eine wahre Freude für den Physiker und kann nicht genug 
empfohlen werden allen, die sich in  der Physik griindlich unterrichten 
wollen. B. ~TCBEIA. 

Physikalisches Praktiknm mit besonderer Berücksicht ipng der physi- 
kalisch-chemischen Methoden von EILIIARD WII~DEMANY und H E I ~ A N N  
EBERT. Dri t te  verbesserte und vermehrte Auflage Mit 316 ein. 
gedruckten Rolzstichen. Braunschweig 1897.  Druck und Verlag 
von Friedrich Vieweg und Sohn. 490 S. Preis 9 Nk. 

Die i n  relativ kurzer Zeit n6tig gewordene dritte Auflage beweist zur 
Genüge, wie sehr es den Verfassern gelungen ist, den bestehenden Be- 
dürfnissen Rechnung zu tragen. Das Buch soll nicht nur  mahrend der 
Studienztiit, sondern auch nach derselben ein treuer Berater sein für die, 
welche z.R. plotzlich an einer kleinen Anstalt  mit geringen physikalischen 
Lehrmitteln auf eigene Füsse gestellt werden. In  solcher Lage wird der 
Betreffende erst recht inne, wie sehr er noch i n  allen Dingen des Rates 
bedarf, was ihm in einem reich ausgestatteten Institut i n  Gegenwart von 
Professor und Assistenten nicht zum Bewusstsein kam. 

Die vielen Abbildungeu, die praktischen Wiuke und das mathematische 
Rüstzeug bilden ein wertrolles Beiwerk, das im ührigen auch die Assistenten 
zu entlasteri vermag bezüglich der vielen Anfragen von Seiten juuger 
Praktikanten. Dass sich ein solches Buch mehr und mehr ausbreiten wird, 
darüber besteht keinerlei Zweif'el. B. XEBEL. 

Lehrbuch der Experimentalphysik von ADOLF WÜLLNER. Yünfte vielfach 
umgearbeitete und verbesserte Auflage. Dritter Rand. Die Lehre vom 
Magnetismus und von der Elektrizitat mit  einer Einleitung: Gruud- 
satze der Lehre vom Potential. Mit 341 in  den Text gedmckten 
Abbildungen und Figuren. Leipzig 1897.  Druck und Verlag von 
B. G. Teubner. 1414 S. Preis 18 Xk. 

Sowohl aus historischen, als auch ans piidagogischen Gründen hat der 
Verfasser die Einteilung des Stoffes der früheren Auflagen auch hier bei- 
behalten, so dass die Kontinuitàt in  dieser Beziehung vollstandig gewahrt 
bleibt. Ob aber diese Gründe allein maBgebend sein dürfen, und ob sie 
die rein praktischen Gründe, die auf eine Anderung hindriingen, überwiegen, 
darüber dürften sich doch Zweifel geltend machen. Obwohl kein Freund 
von Modestr6mungen1 glaubt Rezençent, dass mit Rücksicht auf die in  der 
Elektrotechnik allgemein angenommene und im pbysikalischen Unterricht 
schon weit verbreitete Behandlung nach der Kraftlinientheorie nicht bei 
seite gelassen werden darf,  wenn nicht das Buch in kurzer Zeit nur noch 
einen historischen Charakter besitzen soll. Sobald die jüngere Generation 
der Anhanger der Kraftlinientheorie in  Amt und Würden gelangt sein wird, 
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mird dicse Fragc ent'schieden scin, also ungefahr in zehn Jahren. - Die 
grossen Errungenschafte~i in  der Elektrizitatslehre bedingten, abgesehen 
von sonstigcn zahlreichen Erganzungen, die Schaffung eines besonderen 
Kapitels, das die elektrischen Schwingungen zum Gegenstand hat .  - Der  
xorliegende, auch einzeln kaufliche Band i s t  ungcrnein reichhaltig und 
wegen der sorgfiltigen Littoraturangabe der angeführten Untersuchungen 
sehr wertvoll für den Physiker, der die ersten Semester hintcr sich hat.  

B. NEBEL. 

KEUMANN. Dic elektrischen Krafte. Darlegung und genauere Betrachtung 
der von hervorragenden Physikern entwickelten mathematischen 
Theorien. Zweiter Teil. Über die von Hermann von Helmholtz i n  
seinen nlteren und neueren Arbeiten angestellten Untersuchungen. 
Leipzig 1898, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 4 6 2  S. 

Der zweite Teil entspricht nicht ganz dcm Programm, das dem 
v o r  25 Jahren erschienenen ersten Teile zu grunde gelegt worden war;  
denn sonst würde jetzt das Weber 'sche Gesetz und scinc durch acccssor- 
ische Annahmen zustande gekommene Emeiterung auf pondoromotorische 
Wirkungcn den Inhalt dieses Bandes bilden. Vcrschiedenc Versuche des 
Verfassers zur Vervollstiindigung dieses Gesetzes haben aber zu keinem be- 
friedigendcn Resultat gcführt, so dass dicser P lan  aufgegebcn worden ist. 
Con nicht geringerem Interesse sind aber die von Helrnholtz'schen Arbeiten, 
von dcnen sich die d tc ren  scharf abgrenzen von den neueren. Fiir die 
Wissenschaft ist  es von hohem Wert ,  dass es von Helmholtz noch ver- 
gonnt war ,  auch Stellung zu den neueren Anschauungen zu nchmen. - 
Fiir die studierende Jugend,  welche zu leicht geneigt ist. das Neue schon 
als Evangclium hinzunehmen und das Frühere als überwunden anzusehen, 
k t  die vorliegende Behandlung und kritische Gegenüberstellung der beiden 
von v. Helmholtz eingcschlagenen Richtungen von grosstem ISutzcn, indem 
jene einen Überblick erhiilt und dadurch zu der .Erkenntnis gelangt,  dass 
nir  vom Endziel leider noch sehr weit entfernt sind. Die den Elteren 
v. Helmholtz'schen Arbeiten zu grunde liegenden Vorstellungen basieren auf  
der Newton'schen Gravitationstheorie, mit  der im engsten Zusammenhang 
die Elastizitiit und die Kapillaritat stehen. Diesen unvermittelten Fem-  
wirkungen gerade entgegengesetzt Sind die neuen Anschauungen, nach 
denen die Ursachen über die Veranderungen eines Punktes i m  Weltenraum 
in seiner unmittelbaren Umgehung zu suchen sind, und stehen deshalb i n  
nLchster Reziehung zu Wiirme und Licht. Da sich aber wohl annehmen 
Iisst, dass die Elektrizitat auch mit  dem T.STesen der Gravitation im Zu- 
sammenhang steht,  so wird das Ziel zur Erforschung der wahren Prinzipien 
der elektrischen Erscheinungen darin zu suchen sein, die unirersalen Prin- 
zipien zu ergründen, welche die elektrischen Erscheinungen mit denen der 
Gravitation und denen der Wiirrne (bezw.' Licht) zu einem einheitlichen 
Ganzen vereinigen. Diesen universalen Prinzipien suchte man sich früher 
an der Hand der Bewton'schen Gravitationstheorie zu niihern, wiihrend 
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man jetzt von der Fourier'schen Wiirmetheorie ausgeht. In der Ver- 
folgung des einen Weges dürfen aber die Spuren des anderen Weges nicht 
ausser Auge gelassen werden und, um dies zu errn8glichen1 hat der Verfasser 
in dern vorliegenden Bande beide Methoden sorgfiltig durchgearbeitet und 
so$eit als moglich vervollstiiudigt, eine That, die für die Weiterentwickelung 
von grosstem Interesse ist. B. NEBGL. 

Lehrbuch der Physik. Von J. VIOLLE. Deutsche Ausgabe von E. Gc~r,rcrr,  
W. J A ~ E R ,  ST. LINDECK. Zweiter Teil: Akustik und Optik. Zweiter 
Band. Geometrische Optik. Mit 2 7 0  in den Text gedruckten 
Figuren. Berlin1897, Verlag von Julius Springer. 675 S. Preis 8 Mk., 
geb. 9 .20  Mk. 

Wenngleich durch F r e s n e l  die Wellentheorie heute unumschriinkt 
dominiert, so sah sich der Verfasser auf Gruud der verschiedenen Vor- 
stellungen vom Wesen des Lichtes doch veranlasst, nicht von einer Hypo- 
these auszugehen und durch sie samtliche Erscheinungen in der Optik zu 
erkliren, sondern ohne jede Hypothese alle Thatsachen zu behandeln, die 
aus der geraùlinigen Fortpflamung des Lichts, dern Liclitstrahl, sich auf 
geometrische Weise ergeben. Diesen Teil nennt er geometrische Optik, im 
Gegensatz zur physikalischen Optik, welche diejenigen Erscheinungen um- 
fasst, die zu ihrer Erklirung die Wellentheorie benotigen. Die geometrische 
Optik ist hier etwas anders definiert und umfasst mehr, als wir sonst 
untor dem Bcgriff ,,geometrische OptikLL zu verstehen gewohnt sind. In 
dem ersten Kapitel wird die geradlinige Fortpflamung des Lichts gezeigt 
und mit ihrer Hilfe die Verhaltnisse bei den Gestirnen, insbesondere die 
Finsternisse erliiutert. Die niichsten Kapitel haben die Reflexion, die 
Brcchung und die Dispersion zum Gcgenstand. I n  dern Schlusskapitel 
werden die optischen Instrumente, ausgehend von dem Ange, behandelt. 
So sehr wir mit dem Inhalt des vorliegenden Bandes einverstanden sind, 
so konnen wir es nicht bei allen Figuren sein. Die Linien und Buch- 
staben auf dem schwarzen Hintcrgrund sind manchmal so fein ausgeführt, 
dass die Deutlichkeit darunter leidet, z.B. bei Fig. 433, bei welcher doch 
die Linsen, und nicht das sie nmschliessende Rohr, die Hauptsache sind, 
ferner in Fig. 424 der Teil A, B, 1, 1'; in Fig. 429 der Teil M,M',  X,  
N', P u. S. W. Die Figuren sollten durchweg einen einheitlichen Charakter 
zeigen und nicht solche Gegensiitze aufweisen wie z. B. die Figuren 300 
und 304. B. NEBEL. 

Entersuchmgen über die Theorie des Nagnetismus, den Erdmagiietis- 
mus und das Nordlicht. Von EUGEN DREHEB und K. F. JORDAN. 
Berlin 1898,  Verlag von Julius Springer. 18 S. Preis 60 Pf. 

Bus den hochstinteressanten Versuchen über rechts und links gewundene 
Solenoide und den Magneten mit verschieden gestalteten Enden ergiebt sich, 
dass die A m p è r e  'sche Theorie, wonach die Magnete als von Kreisstromen 
umflossen anzusehen sind, nicht mehr aufrecht gehalten werden kann, dass 
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vielmehr die Strome in Spiralen verlaufen, und dass sich der Magnetismus 
nur a n  den Oberfiachenschichten zeigt. E s  folgt ferner, dass die F a r a d a y -  
schen, durch Eisenfeile sichtbar gemachten Kiaftstrahlen eines Magneten 
als das Resultat einer elektrischen Ausgleichung zwischen den aus dem 
Xordpol und dem Südpol des Magnets ausstromenden ungleichnamigen 
Elektrizitaten anziisehen sind, sofern der Nagnetismus auf Elektrizitat zurück- - 

zuführen ist. Darauv erkliiren sich die Polarlichter und zwar ergiebt sich 
aus deren Erscheinen iind den Lichterscheinungen in G e i  s s l  er'schen 
Rohren, dass die Erde als ein linksgewimdenes Solenoid aufzufassen ist, 
bei dem die positive Elektrizitat ails dem Nordpol stromt, u m  von hier 
aus die hoheren Luftschiühten nach dem Südpol hin zu durchdringen und 
bei diesem i n  den festeren Erdkorper einzutreten. B. NEBEL. 

Experimental-Untersuchuiigen über Elektrizitiit. Von ~\IIC~IAEL FARADAY. 
(Aus den Philosoph. Transact. für 1833.) Herausgegeben von 
A .  J. v. OETTINGEX. (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften. 
Nr. 86.) III. bis V. Reihe. Mit 1 5  Figuren im Text. Leipzig 1897,  
Verlag von Wilhelm Engelmann. 104 S. Preis M. 1. 60. 

-- Dasselbe. (Aus den Philosop. Transact. für 1834.) Herausgegeben von 
A. J. v. OETTINGEN. (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften. 
Nr. 87.) VI-VIII. Reihe. N i t  45 Figuren i m  Text. Leipzig 1897, 
Verlag von Wilhelm Engelmann. 1 8 0  S. Preis M. 2.60. 

In  der III. Iteihe weist der Verfasser entgegen den damaligen Au- 
schauungen nach, dass es nur  einerlei Elektrizitat giebt. 

Die IV. Reihe enthi l t  eine Reihe von Thatsachen, die einen Unter- 
schied zmischen metallischer iind elektrolytischer Leitung erkennen lassen. 

Die V., sehr wichtige Reihe umfasst die Versuche über elektro- 
cheuiische Zersetzung, verrnoge deren die bisherige dnschauung über die 
von den Polen ausgehenden, anziehenden Kriifte widerlegt &rd und die 
fundamentalen Gedanken der F a r  a d  a y schen Theorie zur Entwickelung 
kommen. 

Die vorstehenden drei Reihen bilden die Vorbereitung zu den ,au+ 
gedehnten Untersuchungen F a r a d a y s  über Elektrolyse. 

In  der VI. Reihe werden die wichtigen Erscheinungen der langsamen 
Verbrennung explosionsf6higer Gase bei Gegenwart von Metallen mitgeteilt, 
die zur sicheren V e r f o l p n g  der fundamentalen Gesetze der Elektrolyse 
wesentlich beitragen. 

Die VII. Reihe enthi l t  die Basis der noch heute giltigen Anschauung 
über die Elektrolyse. 

I n  der VIII. Reihe bringt F a r a d a y  die Versuche zur Darstellung, die 
er über die Elektnzitat der Vol taschen  Saule, deren Abknnft, Menge, 
Starke und deren allgemeine ~ e n n m i c h e n  angestellt hat.  

Est . - l i t t .  Aùt. d. Zeitschr. f Math n.Phys. M.Band. 1899. 5 u. 6. Heft. 13 
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Die sorgfàltig durchdachten Cntersuchungen des genialen Autodidakteri 
zeigen der heranwachsenden Jugcnd, wie ein Gelehrter arbeiten soil. 

Wo es n6tig erschien, hat der Herausgeber ergiinzende Anmerkungen 
bcigefügt. H. XEBEL. 

Rlachs Grundiiss der Yhysik für die hoheren Schulen des deutschen 
Reiches, bearbeitet von FERDIXA~-n HARBOKDT und h r ~ x  FISCHER. 
1. Teil: Vorbereitender Lehrgang. Ausgabe für Real- Anstalten. Mit 
298 Abbildungen. Zweite, verbesserte Auflage. Leipzig 1897, Ver- 
lag von G. Freytag. 1 7 6  S. Preis gebd. 11.2. 

Die in relativ kurzer Zeit notig gewordene zweite Auflage liisst er- 
kennen, dass die Herausgeber mit der Bearbeitung des Machschen Grund- 
risses der Physik fur die deutschen Schulverhiiltnisse das Richtige getroffen 
haben. 

Einfachheit in der Darstellung, zahlreiche Figuren und grosse ober- 
sichtlichkeit sind die Bcdingungen, welche bei dem Schüler Liebe und Lust 
zur Physik erwecken, - Dei einer Neuauflage m6gen die IIerausgeber auch 
das Selbstçtudium borücksichtigen, indem zum Beispiel gleich bei den 
MaBen auch die Definitionen und die Erlauterungen der Abkürzungen bei- 
gefügt werden von 1 m (Neter) = . - ., oder 1 a ( ~ r )  = - . - Das Buch sol1 
anch ohne Gegenwart des Lehrers und nach -4bsolvierung der Schule seine 
Dienste thun. Für Realschulen passen griechische Buchstaben nicht (vergl. 
S. 140 ,  (i 170), die Marskarte dürfte überfiüssig sein, dagegen wiiren die 
Figuren der wichtigsten Sternbilder an unserem Himmel von grosserer 
Bedeutung. Man muss sich bei der Stoffauswahl stets das betreffende 
Schülermaterial vor Augen stellen. 

- -  
B. NEBEL. 

Pliysikalischcs Uiiterrichtswerk fiir hohere Lehranstalten, sowie zur Ein- 
f'ührruug i r i  das Studium der neueren Physik in  zwei Stuf'en von 
H. B~~KSEH.  Zweife Auflage. IV. Lehrbuch der Physik für die drei 
obereu Klassen der Realgymnasien und Oberrealsühulen. Mit 365 
in den Text gedruckten Abbildungen. Berlin 1898,  Verlag der 
Weidmauuschen Uuchhandlurig. 488 S. Preis M. 6. 

Der Plan zu dem vorliegenden Unterrichtswerk ist geuau den preussischen 
Lehrpltinen angepasst. Die Behandlung des Stoffes schliesst sich eng an 
die neueren Anschauungeu an, so dass ein Schüler nach einer solchen Vor- 
bereitung ohne jede Schwierigkeit weiter bauen kann, da er mit den 
jetzigen Hilfsmitteln, wie Kraftliuien u.s. W.,  zu opericren gewohnt ist. - 
Das Ruch beschrankt sich nicht auf die in der Schule durchzunehmenden 
Teile, sonderu es bietet dem Lehrer eine Stoffauswahl und dem strebsamen 
Schüler noch Gelegenheit zum Weiterstudium. Hei der Reichhaltigkeit ist, 
es eigentlich zu verwundern, weshalb das elektrodynamische RlaDsystern 
übergangen und auf den Zusammenhang der drei elektrischen IrIaBsysteme 
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unter einander nicht aufmerksam gemacht worden ist. Ein solcher Ein- 
blick is t  dem Verstiindnis sehr forderlich und wirkt fur die elcktro- 
magnetische Lichttheorie vorbereitend. - Uezüglich der ausseren E'orm 
dürfte eine grosscre Übersicht dadurch geschaffen werden, dass die Gesetze 
s ,B.  durch den Druck schiirfer hervorgehoben würden, wodurch namentlich 
der Überblick gefordert und die Repetitioncn grosserer Teile wesentlich 
erleichtert würden. Eine a n d e m g  i n  dieser Hinsicht würde den Wer t  des 
an sich vorzüglichen Werkes noch erhohen. R. NEUEL. 

Physik uiid Chernie. Geineinfassliche Darstellung ihrer Erscheinungen und 
Lehren von B. WEINSTEIN. Mit 34 i n  den Text gedruckten Figuren. 
Berlin 1898, Verlag von Julius Springer. 42 7 S. Preis M. 4. 

l)as Uuch verdankt seine Entstehung einer weiteren Ihrcharbei tung 
pines vor einigen Jahren zur Unterweisung rein praktisch beschiiftigter 
1 Ihner  herausgegebenen Werkes, das i n  den betreflenden Kreisen günstig 
aufgenommcn worden sei. Die Behandlungsweise des StoEes macht den 
Eindruck, als ob das Uuch für die vor kurzer Beit lebhaft erorterten Volks- 
hochschulcn bestimmt wiire. Ungeheuer vie1 Material wird geboten, sodass 
der Verfasser in dern Vorwort sich das Zeugnis ausstellt, dass die Voll- 
stiindigkeit derartig erzielt sei, dass kaum eine wichtigere Thatsache übcr- 
gangen worden sei. Nach unserer Ansicht ist dies kein Vorteil, sondern 
ein Nachteil; denn es werden Dinge erwahnt, übcr die selbst die Fach- 
leute noch nicht schlüssig sind. Für das Publikum genügte z. LI. die Er- 
~ i i h n u n g  der Rontgenstrahlen; die L e n a r d  Strahlen konnten sicher über- 
gangen werden, ebenso dass der Verfasser nicht anzugeben weiss, wie es 
geschieht, dass die Kathodenstrahlen die Salze zu firben vermogen. Kicht 
gerade formvollendet is t  die Ausdrucksweise hinter den Y. H e  l m  h O 1 t zschen 
Anschauungen über die Farbenreize: ,,Die Akten hierüber sind noch keines- 
1%-egs g e s c h l o ~ s e n . ~ ~  Bei der Durchsicht des Buches wird man a n  jenen 
Berliner erinnert, der vermoge seines guten Gedachtnisses über alles zu 
spreehen weiss, bei dern sich aber bei niiherem Eingehen alles nur  als 
Sünche und Blendwerk zeigte. Ware weniger geboten worden, aber etwas 
gründlicher, so würde nach unserer Ansicht der Kutzen des Buches hin- 
sichtlich der Belehrung cin grosserer sein. B. SEREL. 

DRS Nikroskop uiid seine Aiiwendniig. Von LEOPOLD DIPPEL. Zweite, 
umgearbeitete Auflage. Zweiter Teil. Anwcndung des bIikroskopes 
auf die Histiologie der Gewiichse. Zweite Abteilung (Schluss des 
Werkes). Mit 132 eingedruckten Holzstichen. Braunschweig 1898, 
Druck nnd Verlag von Friedrich Vieweg &; Sohn. 216  S. 

Der Schluss des zweiien Teils umfasst die Untersuchungen über den 
Bau der vegetativen Organe der Stengelpflanzen und die Untersuchungen 
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aus der Entwickelungsgeschichte. Der  Inhal t  ha t  namentlich für Botaniker 
hervorragendes Interesse. Die zahlreictien Abbildungen tragen zum Ver- 
standnis ungernein vie1 bei. B. NEBEL. 

1 ) ; ~  Licht. Grundriss der Optik für  Studierende und Schüler. Von 
1L S. GLAZEBROCK. Deutsch herausgegeben von E. ZERXELO. Mit 
134 Figuren im Text. Berlin 1897, Verlag von S. Calvary & CO. 
2 7 3  S.. 

Das kleine Ruch eignet sich rorziiglich für Schüler, um die ein- 
facheren Erscheinungen der Optik gründlich kennen zu lernen. Die an- 
gestellten Versuche werden mit  den einfachsten Mitteln ansgeführt, sodass 
sie der Lernende jederzeit nachmachen kann, wodurçh sich die lvlaterie 
dem Gedachtnis vie1 scharfer einpragt. TJm aber von vornherein nicht den 
Verdacht der Spielerei aufkommen zu lassen, sind zahlreiche Übunp- 
beispiele eingeschaltet, die zum selbstiindigen Denken Veranlassung geben. 
Schon iiusserlich ist auf Cbersichtlichkeit ein grosser Wer t  gelegt, so sind 
die Definitionen und Grundgesetze, sowie die Experimente durch den Druck 
sctiarf hervorgetioben. B. KEBEL. 

Vorlesnngen über die Prinzipe d w  RI~chanik. Von LUDWIG UOLIZ- 
MAXN. 1. Teil,  enthaltend die Prinzipe, bei denen nicht Ausdrücke 
nach der Zeit integriert werden, welche Variationen der Koordinaten 
oder ihrer Ableitungen nach der Zeit enthalten. Nit 16 Figuren. 
Leipzig 1897,  Verlag von Johann Ambrosius Barth. 241 S. Preis M. 6. 

In  dem Vorwort giebt der Verfasser die Gründe an, welche ihn ver- 
anlasst haben, den zweitcn Teil der Gastheorie noch hintanzuhalten und 
sich zunachst der Mechanik zu widmen. Nachdem dieser Gegenstand für 
die Vorlcsungen ausgearbeitet war ,  wurde aus andercn Gründen von dem 
Vortrage i n  dieser Form abgesehen, sodass wir es demnach mit ungehaltenen 
Vorlesungen zu thun haben. Der  Verfasser ha t  es sich darin zur Aufgabe 
gemacht, der modernen Str6mung, die Dunkelheiten i n  den I'rinzipien der 
Xechanik nur durch Einkleidung der Mechanik in  ein ganz neues, fremd- 
artiges Gewand beseitigen zu Ironnen, einen kraftigen Widerstand entgegen- 
zusetzen. Dies Ziel errcicht er ,  indem er Schritt für Schritt den Kach- 
weis liefert, wie sich, ohne Aufgabe der alten klassischen Darstellungs- 
weise der Mechanik, die Dunkelheiten ebenfalls vermeiden lassen. Er 
fordert die Gegner seiner Anschauungsweise auf, ein Gleiches auf energetischer 
oder rein ph%nomenologischer Basis mit gleicher Klarheit vom Anfang bis 
zum Ende zu thun. Es hiesse, das Kind mit dem Bade ausschütten, menn 
man die Atomistik deshalb aufgeben wollte, weil Unberufene damit auch 
allerlei Phantastereien getrieben haben. Für das Fortschreiten der Wissen- 
schaft ist  es ein wahros Glück, i n  dem Verfasser einen Mann zu besitzen, 
der die falschen Propheten von den wahren trennt und bemüht ist ,  der 
Anhangerschaft jener den richtigen Weg zu zeigen. B. NEUEL. 
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ROBERT MATEK und HERJIANN vois HELMHOLTZ. Eiue kritisclie Stiidie. 
Von Dr. TH. G ~ ~ o s s .  Ber l inW 1898 ,  F i s c h m  technologischer TTer- 
lag M. Krayn, Steglitzerstr. 86.  174 S. Preis M. 4. 50. 

Die Leistungen von v. H e l m h o l t z  in  wissenschaftlicher Beziehung 
çind von solcher Tragweite, dass viele seiner Zeitgenossen, namentlich auch 
seine Schüler auf sein Urteil sehr grossen Wert  legten, und zwar mit Recht. 
Das v. H e  l m h o  l tzsche Gestirn glinzte viele Jahre ungetrübt am wissen- 
schaftlichen IIimmel, sodass es sich jedem tief einpriigte und eine nach- 
haltigc Wirkung hinterliess, wihrend R o b  e r t  M a y e r  mit einem zwar 
iusserst glinzenden, aber nur  kurze Zeit sichtbaren Stern zu vergleichen 
ist. Die Nachwelt wird daher bei solcher Sachlage i n  der Stellungnahme 
eines v. L i e l m h o l t z  zu R o b e r t  M a y e r  zu leicht geneigt sein, das 
May ersche Gestirn nicht so gliinzend eu finden, als es thatsachlich war, 
und storende Schlacken i n  seiner Atmosphiire zu entdecken, schon nach 
dem Grundsatze: semper aliquit haeret. Daher ist  es die Pflicht aller 
Zeitgenossen, alles Naterial zu sammeln und kritisch zu sichten, um von 
May e r s  Verdienst jedweden Schatten zu nehmen. W e  y r a u c  h ha t  sich 
bezüglich des Mayerschen  litterarischen hachlasses dieser Aufgabe i n  
dankenswerter Weise unterzogen Angeblich aus Zartgefühl ha t  r. H e l m -  
ho l tz  erst nach M e y e r s  Tode geqlaubt, diesem seinen wahren Platz i n  
der Wissenschaft anweisen zu müssen, der allerdings sehr nnscheinbar aus- 
gefallen ist. Kachdem nun auch v. H e l m h o l t z  aus dem Lehen geschieden 
ist, is t  es die Aufgabe des vorliegenden Buches, M a y e r  a n  seinen rich- 
t i p  Platz zu stellen. Das Buch enthglt gleichsam die von den Zeit- 
genossen der Nachwelt überlieferte, ohne Rücksicht auf die Person ge- 
machte Schlussabrechnung zwischen R o b e r t  M a y e r  und v. H e l m h o l t z ,  
wobei sich leider ergiebt, dass v. H e l m h o l t z  dein M a y e r ,  gelinde ge- 
sagt, nicht gerecht geworden ist. Zu bedauern ist,  dass v. H e l m h o l t z  
dieses Buch nicht mehr erlebt hat.  B. KEBSL. 

Aufgaben über IVarine, einschliesslich der mechanischen Wiirmetheorie und 
der kinetischen Theorie der Gase. F ü r  Studierende an Mittel- 
und Gewerbeschulen, zum Selbststudiurn fiir angehel;de Techniker, 
Physiker u. a. Ton EDCARD MAISS. Mit 2 9  Figuren im Text. 
Wien 1898, Verlag von A. Piclilers Wittwe und Sohn, Buchhandlung 
für piidagogische Litteratur und  Lehrmittelanstalt. V. Slargareten- 
platz 2. 1 1 8  S. 

Ermuntert durch die günstige Aufnahme der im Jahre 1893 erschienenen 
Aufgaben über Elektrizitiit und Magnetismus, ha t  der Verfasser nunmehr 
auch die gesammelten Aufgaben über Wirme herausgegeben. Jedem sol1 
etwas geboten werden, deshalb beziehen sich die Aufgaben nicht allein 
auf die Hauptlehren der Wiirmelehre, sondern sie berücksichtigen zum Sei1 
auch die Technik. F ü r  den Physiker sind die Aufgaben aus der kinetischen 
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Theorie der Gase bestimmt. 1)as absolute MaBsystem fand durchgehend 
seine Anwendung. I n  dem zweiten Teil sind die Losungen der Aufgaben 
nebst E'ingerzeigen über die Behandlungsweise enthalten. Uas beste JIittel 
zur vollstiindigen Behorrschung des Stoffes bilden für  Studierende doch die 
Aufgaben; denn auch hier gilt: Übung macht den Meister. 

Theorie der atmosphgrischen Strahlenbrechurig. Von ALOIS WALTER. 
Veroffentlicht mit, Unter~t~i i tzung der kaiserl. Akademie der Wissen- 
schaften i n  Wien. Mit 4 Textfiguren. Leipzig 1 8 9 8 ,  Druck urid 
Verlag von R. Cr. Teubner. 74 S. 

Die vorliegende Theorie untorscheidet sich pr in~ipiel l  von allen bis- 
herigen Theorien darin, dass sie zunachst auf einer rein geometrischen 
Hasis aufgebaut kt. Dadurch wird erreicht, dass die gewonnenen Formeln 
auch giltig bleiben, wenn sich die Anschauungen über die physikalische 
Heschaffenheit der Atmosphsre Zndern; denn diese haben nicht, wie seither, 
auf die ganze Theorie, soudern nur  auf einzelne Grtissen in den Formeln 
Einfluss. Bisher fiel mit dem Wechsel des Fundaments das ganze Gebnude, 
wahrend jetzt das Gerippe stehen bleibt. 

Der erste Teil des Buches is t  demnach rein geometrischer Satur, 
so dass die physikalisch-meteorologische Seite des Problems erst in  dem 
zweiten Teil behandelt wird. I n  diesem beschrankt sich der Verfasser nur 
auf das für  die neue Theorie wünschenswerte Beobachtungsmaterial; he- 
absichtigt ist also, keine systematische Darstellung der empirischen Er- 
gebnisse auf dern Gebiete der atmosphiirischen Strahlenbreehnng ï u  li~fern. 

LORENZ, DE. HAXS , l'rofessor an der Universitiit Halle, dipl. lngenieur, 
Nenere Kühlmasehinrtii, ihre Konstruktion , Wirkungsweisc und 
industrielle Verwendung. Ein Leitfaden für Ingenieure, Technilier 
und Kühlanlagen- Besitzer. Zweite, durchgesehene und vermehrte 
Auîlage. München und Leipzig 1 8 9 9 ,  Verlag von R. Oldenbourg. 

Die modernen Kiilteerzeugungsmaschinen verdaInken ihre Entstehung 
der Übersetzung wiirmetheoretisçh festgelegter Vorgange in die Praxis. 
Ihre  Ausführung hat te  jedach sehr verschiedenen Anforderungen zu ge- 
nügen, sodass a n  der Haud der Erfahrung eine grosse Auswahl von 
Konstruktionen und Anlagen entstanden ist. In neuester Zeit hahen durch 
die Verilüssigung der Gase und das Studium der Erscheinungen bei tiefsten 
Temperaturen auch weitere Kreise für  die Kiilteerzeilgung Interesse ge- 
wonneu. E s  wurde daher gewiss Vielen ein Uienst geleistet, als der sehr 
berufene Herausgeber der Z e i t s c h r i f t  f ü r  d i e  g e s a m t e  K i i l t e i n d u s t r i e  
1896 einen leicht fasslichen Überblick über das bis dahin vorwiegend in 
der Joilrna,llitteratur behandelte Gebiet erscheinen liess. Die kleine Schrift 
war irn Laufe von zwei Jahren vergrifreu und so liegt uns heute die 
zweite Auflage vor. 
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Ua das Werkchen nur  den Bedürfnissen der Praxis, insbesondere auch 
denjenigcn der Kühlanlagenbesitzer entgegen kommen will, so sind mathe- 
matische Formeln giinzlich ausgeschlossen. Doch ha t  der Verfasser in  der 
neucn Auflage die Bcgriffe und Siitze der Warmelehre, welche bei Kalte- 
erzeugungsmaschinen eine Rolle spielen, in  einfacher li'orm vorgeführt. 
Die erforderlichen Uerechnungen werden nun~crisch erledigt, eventuell mit  
Hilfe beigegebener Tabellen. Bezüglich schiirferer Verfolgung der Vorgange 
konnte der Vcrfasser auf scine eigenen Aufsatze a n  anderer Ftelle ver- 
weisen. Weiter sind i n  der vorliegenden Auflage erstmals die Ahsorpticins- 
Kaltdanlpfmaschinen berücksichtigt, da dieselben doch noch hiiufiger vor- 
kommen, als gewohnlich angenommen wird. Ausser Uetracht blieben die 
be i  u n s  wegen ihres unokonomischen Retriebes vollstiindig aus der Praxis 
verschwundenen Kaltluftmaschinen. (Nach L i n d e  sollen ip England noch 
offene Kaltluftrnaschinen i n  beschrkinkter Anzahl gebaut werden.) Der  grosste 
Sei1 des Raurnes is t ,  wie billig, auch diesmal den Kompressions-Xaltdampf- 
maschinen gewidmet, wobei alle Neuerungen gebührende Renicksichtigung 
gefunden haben. 

Das Buch umfasst nun auf ca. 300 Seiten folgende neun Kapitel: 
Die Hauptsiitze der mTiirmelehre; Methoden und Energieverbrauch der Kiilte- 
erzeugung; die Konstruktion der Kompressoren; die Apparate zur Abgahe 
und Aufnahme der Wirme;  die Einrichtung der Absorptionsrriaschinen; die 
Abkühlung und Kühlhaltung von Flüssigkeiten; die Luftkühlung; die Eis- 
erzeugung; die Erzeugung und Verwendung von Kalte bei abnorm tiefen 
Temperaturen (Verfahren von P i c t e t ,  O l c z e w s k i ,  D e w a r  und Linde) .  
Die Darstellung is t  reeht klar und reiehlich durch l3guren un te rs tü t~ t .  Er -  
wünscht ware wohl mit Rücksicht auf manche der vorausgesetzten Leser, wenn 
künftig Ausdrücke wie Euergieformen, latent,  Aquiva~enz, perpetuum 
mobile etc. beim ersten Auftreten kurz erklart oder verdeutscht würden. 
Das angefugte Sachregister erleichtert die Benutzung und auch das Litteratur- 
vcrzeichnis ist  dankenswert. Wir  konnen das handliche Werkchen allen 
Interessenten aufs beste empfehlen. WEYRAUCH. 

K. R,OHN und F:. PAPPERITZ. Lehrbnch der darstellenden Geometrie. 
In  zwei Banden. Zweiter Band. Leipzigl896,  Veit & Comp. 528 S. 

Unter den deutschen Werken über  darstellende Geometrie gebührt dem 
vorlicgendon nach den beiden Lehrbüchern von F i e d l  e r  und W i e  n e r  un- 
zweifelhaft der erste Platz. Die Fülle, zum Teil Neuheit des behandelten 
geometrischcn Stoffes, die sichere, oft elegantc Handhabung der geo- 
metrischen Beweismethoden und die fast durchgehends priignante Schreib- 
ri-eise berechtigen zu diesem Urteil. 

Der  vorliegende zweite BandX beschiiftigt sich zuniichst (auf 3 6 3  S.) 
mit der Theorie der Fliichen und Kurven im Raume, dann mit der schiefen 
. - 

* Besprechung des 1. Bandes diirch W. Fr. N e y e r ,  Zeitschrift für Mathe- 
matik und l'hysik, Rd. 40, S. 98. 
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und orthogonalen Axonometrie (48  S.), der Perspektive (69 S.) und der 
Beleuchtung von Fliichen (48 S.). 3Vie auch sonst üblich gelangen in dein 
zuerst angeführten Seile ausser den cyklischen Linien und Schraubenlinien 
der Reihe nach die folgenden Fliichenklassen zur Behandlung: Rotationsfliichen 
(insbes. Rotationsfliichen zweiten Grades), Schraubenfliichen, Fliichen zweiten 
Grades, abwickelbare und windschiefe Regelfiachen, Hüllfliichen und topo- 
graphische B'lEchen, woran sich noch ein Kapitel über die Krürnrnung der 
Fiachen anschliesst. Hierbei wird nicht allein die Konstruktion der Tangential- 
ebenen, ebenen Schnitte, Eigen- und S~hla~schat tengrenzen,"  sowie schein- 
baren Umrissen in orthogonaler Projektion gelehrt, sondern es werden auch 
fur  eine grosse Anzahl Fliichen diese Schnittkurven und Schattengrenzen auf 
geometrischem Wege genau untersucht und für ihre Projektionen einfache 
Konstruktionen abgeleitet. l n  dieser Hinsicht mechte ich besonders a d  das 
ausfuhrliche X. Kapitcl über S c h r a u b e n f l a c h e n  hinweiscn, das den tüch- 
tigen Xathematiker als Verfasser verrat und vie1 nicht allein Iur den dar- 
stcllenden Geometer Interessantes und Neues enthiilt. 

Charakteristisch für das Werk  ist überhaupt die gediegene und ein- 
gehende Behandlung fast alles geomctrisch Interessanten, das zur Zeit der 
darstellenden Geometrie zugLinglich ist. Um nur einiges aus diesem Haupt- 
teile dcs zweiten Bandes hcrauszugreifon, erwkihne ich: die konstruktive 
Behandlung der Ringflache, die Konstruktion von zwei Rotationsflichen, die 
sich langs einer Kurve berührcn, die Konstruktion des Cmrisses einer 
Fliiche zweiten Grades aus einer Prqjektion dreier ihrer ebenen Schnitte 
oder des Cmrisses eines Ellipsoides aus einer Projektion dreier konjugierter 
Durchmesser, die Erinittelung der Eigenschattengrenze eines Ellipsoides aus 
seinem scheinbaren Umriss in einer Projoktion und dem Schatten eines 
l'unktes der Flache auf die Umrissebene, die Renutzung der Projektionen 
von Flachen zweiten Grades zur zeichnerischen L6sung von Aufgaben über 
Kurren zweiter Ordnung (mie x. B. ,,durch drei Punkte einen Kegelschnitt 
zu legen, der eine gegebene Ellipse oder Hyperbel in  zwei Punkten be- 
rührt"); ferner die konstruktive Behandlung der Fliiche gleichf6rmiger 
Neigung mit einer Ellipse als Spurkurve, des P lücker ' schen  Konoids, der 
Regelflachen dritten und vierten Grades (insbesondere der Normaleniliiche 
für  einen ebenen Schnitt eines Kegels zweiter Ordnung) des Cylindroids 
und der D u p  in'schen Cyklide, die Konstruktion der Stnktionslinien an 
verschiedenen dieser Regelflachen und der Krüinmungslinicn für die FlBchen 
zweiten Grades. Das meiste davon is t  eingehender behandelt, als man 
es bisher irgendwo fand. 

Hingegen vermisst man auch in diesem Werke manches, was für die 
praktische Anwendung der darstellenden Geometrie Wichtigkeit hat. Die 
Schattenkonstruktion z.B., die für eine grosse Gruppe von Technikern, 
die Architekten, von grossern Werte kt, wird nach ihrer praktischen Seite 

* Der Gebrauch des Tlrortes ,,Lichtgrenzc" für ,,Eigenschattengrenzeb' scheiut 
mir nicht naçhahrnenswert. 
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sehr stiefmütterlich behandelt. Dies t r a t  schon im ersten Bande hervor, 
und der Referent sprach damals die HoBnung aus,  dass die Anwendungen 
der darstellenden Geomeixie im zweiten Bande vorkommen würden. Die 
IIoffnung h a t  sieh nicht erfüllt. 

Die Prinzipien, nach denen der Schatten a n  einer beliebigen Rotations- 
fiache bestimmt wird, sind wohl priizise besprochen, aber ihre Durchführung i s t  
nur an einem einzigen, sehr einfachen Beispiele (S. 9) gezeigt ; dass jemand 
nach Durchstudierung dieses Werkes in1 stande sei, auf einigermassen ge- 
schickte Art  die Schatten nur an einer dorischen oder toskanischen Siiule 
zu bestimmen, mochte ich sehr bezweifeln. Es  hatte doch wenigstens ge- 
zeigt werden müssen, wie man auf einfache Weise den Schatten einer 
quadratischen Plat te  auf eine Rotationsflache bestimmt oder den Schatten, 
den eine Eigenschattengrenze wieder auf die Flache wirft. Es fehlen auch 
Hinweise auf die mancherlei Vereinfaehungen, die sich daraus ergeben, dass 
in der Praxis die Lichtstrahlenrichtung im Grund- und Aufriss unter 45" 
gegen die Projektionsaxe geneigt angenommen wird. Auch die Vereinfach- 
ungen, die sich bei diesen Konstruktionen daraus ergeben, dass man den 
Grundriss nicht getrennt zeichnet, sondern nach Redarf in den Aufriss 
hineinlegt, sollten Erwiihnung finden. E s  wird ferner wohl gezeigt, wie 
man bei einer Rotationsfliiche in einem Punkte der Rigenschattengrenze 
die Tangente an diese bestimmen kann, aber die für  den praktischen 
Zeichner wichtigere Thatmche, dass die Eigenschattengrenze in denjenigen 
Parallelkreisen Unstetigkeiten besitzt, für welche die Meridiankurve eine 
lJnstet,igkeit in  der Krümmung besitzt etc., finde ich nicht erwiihnt. 

Auch bei der Aufsuchung der Durchdringungskurve zweier Rotations- 
fachen mit sich schneidenden Axen (S. 8) fehlen Reispiele; gerade diese 
Methode lasst sich i r i i  technischen Zeichnen vorteilhaft anwenden. 

Das XIV. Kapitel t ragt  die Überschrift ,,Schiefe und orthogonale 
axouometrische ProjekLionLL nicht mit vollem Bechte; wohl wird der Begriff 
der Axonometrie erklart, über die Wahl der Axensysteme gesprochen und 
der l 'ohlke'sche Lehrsatz kurz und klar  bewiesen, aber es ist  an keinem 
Reispiele die Anwendung des axonometrischen Zeichnens gezeigt. Das 
in den Nr. 8 18 - 830 gelehrte ,,Verfahren der schiefen Projektion" kann 
doch nicht , , A x o n ~ m c t r i c ' ~  genannt werdcn; es ist eine Art freie schiefe 
Projektion (wie sie zuerst wohl S t a u d i g l *  auseinandergesetzt hat) ,  die 
zum praktischen Gcbrauche gut gecignet ist. Es  wird namlich nicht allein 
die Originalfigur, sondern auch deren Grundriss auf einer angenommenen 
Horizontalebene i n  schiefer Projektion dargestellt, ein Punkt  also durch 
sein Bild und das Bild seines Grundrisses bestimmt. Die Grundaufgaben 
iiber Punkte,  gerade Linien und Ebenen werden elegant gel6st und ihre 
Anwendung hauptsiichlich bei der Darstellung von Flachen zweiten Grades 
und bei der Bestimmung des Umrisses einer Rotationsflache gezeigt. Eine 
iilinliche Behandlung erfahrt die orthogonale Asonometrie. Anwendungen 

* ,,Die axouometrische und schiefe Projektion", Wien 1876. 
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auf die Konstruktion der Schatten an in  schiefer Projektion dargestellten 
technischen Gebilden fehlen, obwohl solche Beispiele eine gute Vorübung 
für die Konstruktion der Schatten an perspektivisch dargestellten Objekten 
abgeben. 

Die n k h s t e n  beiden Kapitel, die offenbar aus verschiedener Feder 
stammen, beschiiftigen sich mit der Perspektive, und zwar das XV. Xapitel 
mit der ,,Freien Perspektive'', das XVI. Kapitel mit der ,,Angewandten 
Perspektive", deren IIauptaufgabe sein soll: :,in einer gegebenen Ebene 
und für einen gegebenen Augpunkt ( , ,AugenpunktU is t  mohl nur ein 
Druckfehler!) das perspektivische Bild eines durch Grund- und Aufriss 
gegebenen Objekts zu konstruieren." In  ersterem wird die übliche Dar- 
stellung von Punkten,  Geraden und Ebenen in Centralprojektion und die 
Ausführung der Hauptkonstruktionen erkliirt, hierauf deren dnwendung 
zur Darstellung von Korpern, insbesondere xur Umrissbestimrnung von 
Kugeln und Flachen zweiten Grades gezeigt. 

Das Kapitel über ,,Angewandte P e r ~ ~ e k t i v e ' '  ist  ausführlicher und 
elemcntarer geschrieben als die vorhergehenden, nimmt auch an manchen 
Stellen auf früher besprochene Dirige keine Rücksicht (auf die schon in 
Nr. 880 erwiihnte Darstellung eines horizontalen Kreises z. B. wird in 
Nr. 898 nochmals ziemlich ausführlich eingegangen; s ta t t  des für das Pro- 
jektionscentrum vorher gebrauchten Namens ,, Augpunkt" wird jetzt meist 
j,Auge" gesagt). Das Zeichnen perspektivischer Uilder wird mittelst der 
Flucht- und Teilungspunkte unter gleichzeitiger Benützung des umgelegten 
Grundrisses, der dabei wohl ziemlich entbehrlich ist,  an einigen Beispielen 
gezeigt und  auch die Konstruktion der Schatten erkllrt .  P ie  scharfe 
Unterscheidung zwischen ,,gerader -4nsichti' und ,,schrüger Ansicht" ist 
dem hohcn Standpunkte, den das Buch in theoretischer Beziehung ein- 
nimmt, kaum angemessen. Die Bemerkung auf S. 450: ,,das Objekt wird 
liinter der  Bildebene befindlich angenommen" kann die irrtümliche Meinung 
erwecken, dass dies immer so sein müsse. Über die richtige Wahl der 
Bildebene und des Auges gegenüber dem zu zeichnenden Gegenstande 
fehlen Erliiuterungen, da sie dem Anfiinger stets schwer fiillt. Abbildungen 
nach Ar t  der Fig. 574, vielleicht noch i n  etwas grosserem MaBstabe, 
wiiren im Werke mehr erwünscht. Eine kurze Ableitung der Hauptgesetze 
über Reliefperspekt,ive au8 dem Begriffe der Centralkollineation zweier 
raumlichen Figuren bilden den Schluss dieses Kapitels. 

Das let'zte Kapitel des Werkes endlich beschiiftigt sich mit der Lehre 
von der Beleuchturig der Flachen. Die Konstruktiorien der Isophoten I'ür 
Cylinder -, Regel-, Kugel-, Rotations - und Schraubenflachen, sowie Regel- 
flichen urid Flaclien zweiten Grades werden erklirt .  Bei der Dar- 
stellung der  Lichtgleichen eines geraden Kreiscylinders i n  schiefer Lage 
Kàtte durch Zeichnen von zwei Seitenrissen (die in dieseni Werke so gut 
wie keine Verwendung finden) die Aufgabe auf die vorhergehende zurück- 
geführt und dadurch ihre Losurig übersichtlicher gestaltet werden konnen. 
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Etwas unangenehni einptindet man beim Gebrauche dieses Werkes daa 
Fehlen fast jeder Litteraturangabe. Wenn die Autoren zu ihrer 12echt- 
fertigung anfïihren, dass der T,ernende dafür wenig Interesse habe, so 
hitten sie auch bedenken müssen, dass ihr Buch, besonders in den Kapiteln 
über Kurven und Flachen, vielleicht von ebenso vielen ,,in der Sache 
bereits heimischen LesernL' benützt werden würde als von solchen, die 
daraus erst die darstellende Geoinetrie lernen wollen. 

Die Beurteilung eines Werkes über darstellende Geometrie hangt mehr 
wie sonst von dem prinzipiellen Standpunkte ab,  den man einnimmt, oh 
man nlimlich die darstellende Geometrie als Wissenschaft betrachtet, die 
iim ihrer selbst willen betrieben werden soll, oder in  erster Linie als eine 
HilfSwissenschaft der Technik. Vom letzteren Standpunkte aus kann man 
nicht sagen, dass durch das vorliegende Werk dem Mange1 a n  einem 
brauchbaren, den Bedürfnissen der technisetien Hochschulen angepassten 
Jiehrhuche der darstellenden Geometrie abgeholfen wiire. Zur Forderung 
der reinen Wissenschaft werden jedoch die meisten Kapitel dieses Bandes 
beitragen, und ein Studierender oder Kenner der Mathematik, der sich m i t  
den Lehren der darstellenden Geometrie bekannt machen will, wird vie1 
des 1nteressani.en darin finden. E. M Ü L L ~ .  

BORK, CRBNTZ, HAENTZSCHEL, llIathernatisclier Leitfaden fiir Realsclinleii. 
Erster Teil: Planimetrie und Arithmetik, 184 S. - Zweiter Teil: 
Trigonometne und Stereometrie, 1 2 8  S. Leipzig 1897 ,  1898,  Dürr. 

Im letzten JaEirzehut sind auf dem litterarischen Markt zahlreiche 
Lehrbücher für Elementar-Mathematik erschienen, welche, sei es i n  der 
Anorduung oder Abgrenzung des Stoffes, Abanderungen treffen, sei es hiu- 
sichtlich der zu befolgenden Methode reformatorisch vorgehen. Der vor- 
liegende Leitfaden, welcher in erster Linie fïir die Berliner Realschulen bestimmt 
ist, bietet nach beiden Richtungen hin neues; dies liess sich allerdings nach 
den Xamen der Verfasser erwal-ten, von denen der dritte sich durch wich- 
tige Untersuchungen auf dem Gebicte der Potentialtheorie hervorgethan hat.  

W i r  beschriinken uns im folgenden darauf, einige charakteristische 
Punkte hervorzuhebcn, iiidem wir auf ein Begleitschreiben aufmerksam 
machen, das der Verlag als Vorwort zu dem Leitfaden gesondert ha t  er- 
scheinen lassen und das durch seine historischen Ausführungen auch über 
den Rahmen des Buches hinaus Interesse erweckt. 

Unter don einführenden Paragraphen der Planimetrie verdient dor- 
jenige, welcher von den Parallelen handelt, besondere Erwiihnung. Die 
von den Verfassern gewiihlte Behandlung verleiht der Parallelentheorie 
eine bemerkenswerte Kürze und Klarheit und dürfte dein Auffassungs- 
vermogen des Quartaners entsprechen. 

Einer der nachsten Paragraphen bringt die Kongruenzs$tze. Schon 
hier t r i t t  das Bestreben der Verfasser, wo irgend rnoglich praktische Auf- 
gaben in den Gesichtskreis der Schiiler zu ziehen, in  glücklicher Weise zu 
Tage. Es  werden schon hier Falle angegeben, wo eine Venvertung der 
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Feldmesskunst moglich ist. Im weiteren Verlaufe mehren sich die prak- 
tischen Beispiele. 

Dass die Verfasser den Begriff der kommensurablen und inkommen- 
surablen Strecken nicht eingeführt haben, verdient uneingeschriinkte Billigung; 
denn es kann nicht bestritten werden , dass ein klares Verstandnis dieser 
Begriffe seitens des Tertiacers nicht zu erxielen ist. 

Die Arithmetik bildet den zweiten Teil des ersten Bandes. Es 
stimmt nicht bloss mit den Forderungen der ,,neuentL Lehrpliine, sondern 
mit alter Schulmeisterpraxis überein, wenn die Verfasser den Schüler so 
früh als moglich i n  den Begriff der Gleichung und i n  die Anwendung des- 
selben auf sogenannte eingekleidete dufgaben einzuführen streben. 

Die Trigonometrie des zweiten Bandes, im wesentlichen wohl aus der 
Feder des Herrn Ha e n  t z  s c h e l  hervorgegangen , tragt ein durchaus 
originales Geprage. Der erste Abschnitt behandelt die trigonometrischen 
F u n k t h e n  spitzer Winkel und die Berechnung rechtwinkliçer und gleich- 
schenkliger Dreiecke, der zweite die trigonometrischen Funktionen stumpfer 
Winkel und die Berechnung schiefwinkliger Dreiecke, der dritte die 
Additionsformeln und den Koordinatenbegriff. Schon diese Inhaltsangabe 
l&sst die Absicht des Verfassers hervortreten: den Geltungsbercich der 
trigonometrischen Funktionen o h n e  E i l f e  d e s  A d d i t i o n s t h e o r e m s  auf 
stumpfe Winkel auszudehnen . Der Verfasser erreicht dadurch die strenge 
Erfüllung einer durch die 1 8 8 2 e r  Lehrpliine für  die Berliner Realschulen 
erlassenen Vorschrift: nur diejenigen Formeln einzuüben , welche sich auf 
die Funktionen e i n e s  Winkels beziehen. Wer  indessen auf dem Standpunkt 
s teht ,  durch Einführung des Koordinatenbegriffes lasse sich die oben ge- 
nannte Aufgabe am einfachsten losen, und das Additionstheorem, insofern 
es  die charakteristische Eigenschaft der trigonometrischen Funktionen 
ausdrückt,  konne nicht entlriehrt werden, ha t  nur notig, eine Umstellung 
der  P a r a g a p h e n  vorzunehmen. 

Ausführlich spricht sich hierüber der Verfasser in einer interessanten 
historisch-kritischen Studie ,,Über die verschiedenen Gvndlegungen in der 
Trigonometrie" aus, welche i n  demselben Verlag erschienen ist. 

Dass die Verfasser auch i n  diesem Teile des Huches auf praktische 
Anwendungen, wie sie insbesondere von Herrn M a r t u s  herrühren, hinreichend 
Rücksicht nehmen, mag noch einmal betont werden. 

Der stereometrische Teil endlich enthilt  das gewohnliche Pensum in 
einer durchaus ansprechender Form; ausserdem bringt e r  eine eingehendere 
Behandlung der Projektionslehre, insbesondere der Perspektive und senk- 
rechten Projektion. Dementsprechend sind die Figuren durchweg trcfflich 
und genügen den Anforderungen des Projektionszeichnens. 

Auch diesem Teile sind eine lleihe hübscher Aufgaben beigegeben. 
Wir konnen das Buch den Fachgenossen, welche bei ilirem Gnterricht 

eines Leitfadens bedürfen, aufs warmste empfohlen. E. J A H ~ E .  
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m. ERLER. Dje Elemeiite der Iiegelsc~hriittr iii syiithetistiher Behaiid- 
lnng. Zum Gebrauche iu  der Prima htiherer Lehranstalten. Fünfte 

' 

Auflage besorgt von L. HIJEBNEK. Leipzig 1 8 9 8 ,  B. G. Teubner, 60  S. 

Die vorliegenden Eleiriente sind ein Separatabdruck von lHtittern, 
welche der Verfasser zuerst in  der Hoffrnannschen Zeitschrift im Jahre 1 8 7 7  
vertiffentlicht ha t ,  uin den Beweis zu liefern, dass die Elemente der Kegel- 
schnitte sich recht wohl auf synthetischern Wege mit sehr missigeni 
Zeitaufwande in der Cyrnnasialpriina behmdeln lassen. Der Verfasser h a t  
seine Aufgabe meisterhaft gelost, und die Elemente haben weiteste Ver- 
breitung gefunden. Dieser günstige Erfolg is t  , ,der methodischen Behand- 
lung zuzuschreiben, welche bei wissenschaftlicher Strenge einerseits genau 
die mathematisehe Vorbildung einer gewohnliehen Gymnasialprima ins Auge 
fasst, andererseits auf Erweiterung nicht bloss der Kenntnisse selbst, son- 
dern aueh der Beweisform Bedacht nimmt, ganz besonders aber der Be- 
schrankung, welche es dem Lehrer ernioglicht, die wichtigsten Grundeigen- 
schaften der Kegelschnitte unter alleiniger Voraussetzung der gewohnlichen 
Pnmanerkenntnisse in  noch nicht 25  Stunden zum allgemeinen Verstandnis 
zu bringen." 

Die fünfte Auflage zeigt einige wesentliche A n d e m g e n .  Die Figuren 
sind im Tes t  untergebracht, mehrere vereinfacht und zw6lf neue hinzu- 
gefügt worden. Die bekannten Ableitungen der Kegelschnittgleichungen 
mit E l f e  des Pythagoras sind durch neue ersetzt, die der synthetischen 
Behandlung besser entsprechen. Bei der gemeinsamen Behandlung der drei 
Kegelschnitt,e sind dieselben zuerst als Central - und Parallelprojektionen 
des Kreises, spiiter i n  Anlehnung an Milinomki's Ableitung als harmonische 
Abbildungen des Kreises aufgefasst worden. Das Kapitel mit der Cber- 
schrift: ~ h n l i c h k e i t  der Kegelschnitte, rühr t  vom Herausgeber her und 
hebt die Eigenschaften der -4syinptoten ans ihrer Isolierung heraus. Weitere 
Andermgen und Zusatze beziehen sich auf die Aufgaben. 

Infolge der Erweiternngen, welche die neue Auflage erfahren ha t ,  er- 
scheint die Schnft  auch für die Prima realistischer Lehranstalten geeignet, 
was durch die Xnderung im Tite1 angezeigt wird. E. JAHNKE. 

W. di in^. nie Proi~iriiie des logarithmischeii Poimtials für t h  von 
zwei Kreisbogen brgreiizte ebene Plache. Ein Beitrag zur 
Potentialtheorie. Mit 2 Tafeln. Inaugural-Dissertation. Leipzig 1898. 

Der Verfasser formuliert die zu betiandelnden Problerue folgender- 
niaBen: Gegeben zwei sich schneidende Kreisbogen und innerhalb der von 
ihnen begrenzten ebenen Flache 4' ein beliebiger Purikt p. Alsdann sol1 
erlnittelt werden 1: die zu p entsprechende Greensche Funktion, 2. die 
Greensche Belegung der Kreisbogen, Y. der Wert der Greenschen Belegung 
in den Schnittpunkten der Kreisbogen, 4. die Vertcilung der Gesamtinasse 
der Greenschen Belegung auf die Kreisbogen. 
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Z u r  Losung dieser Problenie bedient sich der Verfasser unter Ver- 
wendung dipolarer Koordinaten nacheinander der Methode der Spiegel- 
punkte und der Nethode des Fourierschen Integrals. Wihrend die erstere 
nur  unter den beiden Bedingungen, dass der Winkel,  unter dern sich die 
beiden Kreisbogen schneiden, ein aliquoter Teil von n: is t ,  und dass 2) 
innerhalb F liegt,  anwendbar ist ,  is t  die zweite Xethode von diesen Ein- 
schriinkungen frei. 

Nach Ableitung einiger Hilfssatze werden die genannten Probleme in 
je  fürif Kapiteln behandelt, und  zwar i n  einem ersten Teile mittels der 
blethode der Spiegelpunkte, i n  einem zweiten nach der Methode des 
Fourierschen Integrals, und i n  einem dritten werden die Resultate der 
ersten Methode auf die der zweiten zunickgeführt. 

Die Resultate der interessanten Arbeit kihnen wegen der Lange der 
Forineln hier nicht wiedergegebcn werden. E s  muss dieserhalb auf die 
Arbeit verwiesen werden. 

Der  Verfasser teilt noch mit ,  dass er sich die Veroffentlichung des 
zweiten Teiles seiner Dissertation unter dem Titel: ,,Die analogen Probleme 
des Newtonschen Potentials für einen von zwei Kugelcalotten begrenzten 
Raum" für  spiiter vorbehalt. E. JAIIKKE. 

A. KRAI SE. Cber Fuchs'sclie niffereiitialglcichiiiigen vierteii Grades. 
Berlin 1897, Mayer â: Müller. 58 S. 

Seit den grundlegenden Untersuchungen von Herrn Fuchs (vergl. 
Sitzungsberichte der Berl. Akademie 1884) sind die Differentialgleichungen 
erster Ordnung, deren Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen, wieder- 
holt zum Gegenstand eingehender Studien gemacht worden. Herr Fuchs 
ha t  allgemein für  diese Differentialgleichungen die notmendigen und hin- 
reichenden Bedingungeu dafür aufgestellt, dass die In tegrde  feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen. Hierauf h a t  n .  a. Herr Wallenberg in  seiner 
Inaugural-Dissertation (vergl. Zeitschrift für Mathem. und Physik Bd. 35) 
die - von ihm Fuchs'sche genannten - Differentialgleichungen erster 
Ordnung und insbesondere diejenigen dritten Grades genauer untersucht. 
I n  engem Anschluss an die Wallenberg'sche Arbeit behandelt der Verfasser 
der vorliegenden Dissertation die Fuchs'schen Differentialgleichungen vierten 
Grades und gelangt hierbei zu interessanten Resultaten über die expliziten 
Formen solcher Diflerentialgleichungen. 

Iin ersten Abschnitt wird die Differentialgleichung der Form 

behandelt. Es  werden die Kocffizienten den Fuchs'schen Bedingungen ge- 
mass bestimmt. Der Verfasser findet folgende Form der UiEerential- 
gleichung : 

wo 2. nur von z abliangt. I h r  Integral ist algebraisch, es lautet: 
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y  = - ,p, 81,-3, 
wo c eine Konstante. 

Der zweite Abschnitt ist der Untersuchung der Differentialgleichung 

y f 4 +  $ 1 ~ r 3 +  $5yt2+ Q3= 0 

pwidmet. Sol1 diese eine Fuchs'sche sein, so muss sie f o l ~ e n d e  Gestalt 
haben: 2 2 4 

2 J ' 4 + z e e ' Y ' 3 + 3 p 3 e r ~ 4 p + y ) - 1 y r Z +  y 64er4(4g+'g)-2y = O ,  

wo g eine beliebige Funktion von z und ,9 eine Konstante. Auch diese 
Differentialgleichmg ha t  das Geschlecht Null. Ih r  Integral lautet:  

7 2 y = -  6& ~ ( 2 ~ - ~ ) v 4 p  + g +const. 

Der  dritte Teil handelt von den DiKerentialgleichuogen der Form 

y r 4  + $ 1 ~ '  + +2?/ '  + $3 = 0. 

Hier konnen, wie der Verfasser findet, nur die beiden Falle eintreten: 
1. Ql ist hochstens von1 zweiten Grade i n  y ;  alsdann ist qb, hochstens vom 
dritten und $, vom vierten Grade; 2. +1 i s t  vom vierten Grade in y ;  als- 
dann muss +, vom dritten und Q3 vom achten Grade sein. Auch hier 
werden die Differentialgleichungen nebst ihren Integralen explizite auf- 
gestellt. Wegen der komplizierteren Gestalt derselben mag hier ihre Wieder- 
gabe unterbleiben und auf die Arbeit selber verwiesen werden. 

I m  vierten Absehnitt endlich beschiiftigt sich der Verfasser mit  den 
Differentialgleichungen der Form 

14 1 I Y + $ 1 2 / ' ~ +  &Y T $ 3 - 0 .  

I m  einfachsten Falle findet er folgende Form: 

e - ' e ' y Y f 3 -  x ~ ~ - ' ~ ' ~ ~ ~ +  xg p - 'e '4=  0 ,  

y 7 c e  + xlc-" 

Die explizite Wiedergabe der übrigen Gestalten a n  dieser Stelle muss 
aus demselben Grunde wie oben unterbleiben. 

Es ist zu wünschen, dass der Vorfasser seine an Rcsultaten rcichc 
Studie für Fuchs'sche Differentialgleichungen noch hoheren Grades fort- 
setzen in6ge. E. JAHNKE. 

E. SAILEX. Die Bnfgaberi a n s  der Elementar -Nathe ina t ik ,  welche bei 
der Prufung für das Lehramt der Slathematik und Physik a n  den 
konigl. bayer. huruanistischen und technischen Unterrichtsanstalten 
in den Jahren 1 8 7 3  bis 1 8 9 3  gestellt wurden. Miinchen 1898, 
Th. Ackermann. 1 6 7  S. M. 3.80.  

Die Sarnmlung zerfallt i n  drei Teile: Der erste enthiilt die auf 
Plariimetrie, der zweite die auf Stereometrie, der dritte die auf ebene 
Trigonometrie bezüglichen Aufgaben. Die Losung jeder Aufgabe wird voll- 
standig mitgeteilt; wo die Aufgabe eine Determination erfordert, wird auch 
diese ausführlich entwickelt; wo die Aufgabe eine nuinerische Rechnung 
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verlangt, wird diese gleichfalls ausgeführt. Ferrier sind zu jeder Aufgabe 
die zugehorigen Figuren gezeichnet. 

Von den Aufgaben sind besonders die der Planimetrie angehorigeu 
zum Teil hochinteressant. Referent kann die Sammlung den Fachgenossen 
auïs wiirmste empfehlen. E. JAHNKE. 

Aniinaire poiir l'an 1899, par  le bureau des longitudes. Avec des 
notices scientifiques. Paris ,  Gauthicr-Villars. 6 5 8  S. Prix: fr. 1 .50.  

Das am 25. Juni  1 7 9 5  gegründete Bureau des longitudes veroffent- 
licht alljahrlich ein Jahrbuch, welches eine grosse Menge von Tabellen 
enthiilt, wo man siimtliche wisseriswerteri Zalilen aus der Physik, Chemie, 
Astronomie, Zinsrechnung, Statistik und Niinzkunde findet. Diese Zahlen 
werderi jiihrlich auf Grund der neuesten Untersuchungen korrigiert. Ausser 
diesen Korrekturen weist das diesj'ahrige Annuaire gegen das vorjiihrige noch 
andere Verandemgen  a d .  So ha t  Cornu dem Kapitel über das metrische 
System eine sechs Seiten lange Note ,,Sur les unités C. G. S.L', in  der Optik 
verschiedene Angaben bezüglich der Photornetrie und Welleriliingen, in der 
Elektrizitiit eine wichtige Note über die in  den Anwendungen der Elektrizitat 
üblicheri elektrischen Einheiten hinzugefügt. 

Endlich sind noch die diesjahrig beigegebenen populiir wissenschaft- 
lichen Aufsiitze aus der Peder berühmter franzosischer Gelehrten zu er- 
wiihnen: Sur les ballons-sondes; par  N. Bouquet de l a  Grye. - L a  Géo- 
désie moderne en France; par  M. Bassot. - Sur le  sidérostat à lunette de 
60  m de foyer e t  de 1,23 in d'ouverture en construction chez M. Gautier. - 
Sur les travaux exécutés & l'observatoire du  mont Blanc en 1 8 9 8 ;  par 
N. J. Jansscn. 

Die Mannighltigkeit des lnhalts und die leichtfassliche Darstellung in 
Verbindung mit dem erstaunlich niedrigen Preise machen es erklarlich, 
dass rnan das Annuaire in Paris in  den Hiinden von Vertretern der ver- 
schiedenartigsten Berufsklassen findet. E. JAHSKE. 

31. GIILNDT. Raurnlehre fur Kaugewerksclinlen niid verwaiiùte gewerb- 
liche Lehraiistalteii. Erster Teil: Lehre von den ebenen Figuren. 
Leipzig 1897,  B. G. Teubner. 9 8  S. 

Dei der Abfassung des vorliegenden Leitfadens ha t  siçh der Verfasser 
die Aufgabe gestellt, im mathematischen Unterricht a n  niederen und mitt- 
leren Fachschulen erstens alles auszuscheiden, was in keiner Ueziehung zu 
der fachlichen Praxis sowie zu den übrigcn auf dcn Fachschulen gclehrten 
Unterrichtsfichern steht,  und was für die Herstellung eines genetischen 
Zusammenhanges zwischen den einzelnen Teilen des theoretischen Lchr- 
gebiiudes entbehrlich ist,  zweitens auf die Bedürfnisse des bautechnischen 
Unterrichts und der baugewcrblichcn Praxis bestiindig Rücksicht zu nchmen. 
Dementsprechend sind diejenigen Kapitel, welche i m  bautechnischen Leben 
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besondere Wichtigkeit haben, mit grosserer Rreite behandelt worden, 
als es meistens geschieht. So is t  die Syn~metrie in  einem besonderen 
Kapitel behandelt und auch i n  den übrigen Teilen des Lehrgebiiudes ge- 
bührend berücksichtigt worden. Ebenso ist den Inhaltsbestimmungen von 
ebenen Figuren ein angemessener Platz eingeriiumt worden. 

Was  die Beweise zu den Lehrsiitzen anlangt, so beschrankt sich der 
Verfasser auf diejenigen Sgtze ganz kurz hinzuweisen, mit deren E l f e  der 
13en-eis zu führen ist. 

Besonderes Interesse verdient das Aufgabenmaterial des vorliegenden 
Leitfadens. Die 4 0 0  Aufgaben betreffen grossenteils den Hochbau, zum 
kleineren Teile den Tief-, Wege-  und Kanalbau, sowie die Mechanik und 
das Feldmessen. Vor allen Dingen werden eine grosse Anzahl von mi t  
saubei-en MeBskizzen versehenen Aufgaben beigebracht, die den l h n g s -  
stoff so bringen, wie er spater i n  der Praxis a n  den Bautechniker heran- 
tiltt. Sie umfassen alle Gebiete des IIoch-, Tief- und Strassenbaues, sie 
behandeln Eisenprofile, Pfeilerquerschnitt, Futtermauern, Erdkorper i m  
Auftrag und Einschnitt ,  Hinterfüllungen, Baugruben, Rampen, Zelt-, 
JtJalm - und Mansard -Dacher gleicher und ungleicher Neigung, Grundrisse 
von Gebauden, Kanalprofile, Treppenhauser, Qnerschnitte durch Gewolbe- 
lrorper u. a. m. 

Dieses Übungsrnaterial ist  ausserordentlich wertvoll und bietet eine 
grosse Anzahl von Aufgaben, die auch für nichtfachliche Lehranstalten 
mi t  Erfolg verwendet werden 

Fit. BIJSSLER. Die Elemente 
Mittelklassen (Quarta 
Teil II. Pensum für  

der JInth(bmatik. Teil 1. Pensum fü r  die 
bis Untersekunda). 151 S. M. 1.50. - 

die Oberklassen (Obersekunda und Prima). 
Zweite Aullage. Dresden -Berlin 1897,  L. Ehlermann. 234 S. 
M. 2.60.  FR. BUSSLER. RIathel~latisches ~biin;;sbuch. Erster Teil. 
Für den Gebrauch i n  den rnittleren Elassen (Untertertia bis Unter- 
sekunda). 88 S. M. 1. - Zweiter Teil. Für den Gebrauch i n  den 
oberen Klassen (Obersekunda und Prima). Zweite vermehrte Auf- 
lage. Dresden-Berlin 1897,  Ehlermann. 206 S. M. 2.80. 

Uas vorliegende Lehrbuch zeriXlt in  zwei Teile, deren erster fü r  das 
Cntergyinnasium, der zweite für  das Obergymnasium bestimmt ist. Der  
erste Teil schliesst mit einer Einleitung in die ebene Trigonometrie und 
Stcreometrie und sucht hierin einen gewissen Abschluss zu erreichen. 

Bemerkensaert ist ,  dass die einzelnen mathematischen Zweige nicht 
gesondort fir sich behandelt, sondern dass nach dem Vorgange von Holz- 
müller für jede Klasse die Pensen aus jeder einzelnen Disziplin zusammen- 
gesetzt worden sind. An geeigneten Stellen des Textes sind historische 
Kotizen beigefügt. 

Sonstige Eigenheiten , die einen Fortschritt in  der Lehrbuchlitteratur 
kennzeichnen, sind dem Referenten a n  dem Ruche nicht entgegengetreten. 

Hist. -1itt. Abt. d .  Zeitschr. f. Math. u Pliys. 44. Band. 1899. 5. n. 6. Hcft. 14 
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ilas mathematische Übunpbuch  besteht entsprechend dem Lehrbuch 
ebenfalls am zwei Teilen, wo die Aufgaben nach den Peiisen der einzclnen 
Klassen geordnet sind. Ausserdem sind die Aufgaben durchweg in Gruppen 
zu je vier gleichartigen und ziemlich gleich schweren zusammengestellt, 
einmal um die Übersicht zu erleichtern, dann auch um bei Klassenarbeiten 
neben einander sitzenden Schülern verschicdene Beispicle geben zu konncn. 
Auch Anwendungen sind in grosser Menge vorhanden, und teils der Geo- 
metrie, teils der Physik entnoininen. I n  bezug auf die rein algebraischen 
Aufgaben sei noch folgendes bemerkt. Verschiedentlich finden sich -4uf- 
gabengruppen, von denen sich kaum behaupten lasat, dass Aufgaben 
ifinlicher Art bei mathematischen I'roblernen haufig aufireten werden. 
Es aiire daher bei einer neuen Auflage vielleicht zu erwagen, ob derartige 
AuSgaben niclit besser unterdrückt würden. Dem Referenten sind in dieser 
Hiosicht besonders die Aufgaben zur Anwendung der Wurzelregeln und 
für  die Einübung des Verfahrens zur Ausziehung der Kubikwurzel aufgefallen. 

E. JAHXKE. 

A . , R ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  T~igmometrisclle Anfgaben mit besanderer Berüeksicli- 
t,ignng der Anmiidiingen. Leipzig 1898, B. Cr. Teubner. 41 S. 

Die vorliegende Sammlung bringt Aufgaben aus der Goniometrie, 
ebenen und spharischen Trigonometiie. ES verdient hervorgehoben zu 
werden, dass u. a .  das Gebiet der Nautik sowohl in der ebenen wie in 
der sphibrischen Trigonometrie eingehende Bei-ücksichtigung gefunden hat. 
Dem gegenüber sind die Aufgaben aus der praktischen Geometrie wohl nicht 
in solcher Menge vorhanden, dass ,,der Lehrer nicht genotigt wiire, jedes 
Jahr  dieselben Aufgaben durchaunehmen." Sonst aber bietet auch diese 
Sammlung des Verfassers den Fachgenossen wertvolles Material und kann 
denselben angelegentlichst empfohlen werden. 

Auch zu dieser Samnilung ist ein besonderes Eesultatenheft erschienen. 
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math. S i r  3, XVII, 547. 

Cubatur. 

240. Sur l a  gCnPralisation des t,hcorèrnes de Giildin. K u s c o w .  K. ann. math.  
Sér. 3 .  XVII. 209. 

Determinanten. 

241. c h e r  Potenzen \on Deteiminanten P. W e l t z i e n .  Mathem. Ann il. TA,  282. 
242. Remarques sur une matrice. L. R a v u t .  N. atm. math. Sér. 3 ,  XVlI, 118. 

Vergl. Differentialgleich~mgen 256. 

Determinanten in geometrischer Anwendung. 

243. Die Obertragung eines geoinetrischen Lehrsat,zes anf Mannigfaltigkeiten 
von gerader O r d n u ~ i ~  als Beispiel der Anwendung einer schiefeu Deter- 
miriante. H. K ü h n o .  Crelle CXIXi86. 

244. cher die 9 Schnittpunkte zweier ebenen Kurven 3. Ordnung. F. S c h o t t k y .  
Crelle CXIX, 72. 

Differentialgleichungen. 

245. Sur les éanations aiix différent,ielles totales. A. G u l d  b e r r .  Comnt. l tend. 
C X X ~ I ,  1335. 

u 

246. Sur certains exemples singuliers d'approximütions successives. Em. P i c a r d .  
Compt. Rend. CXXVI, 497. 

247. Cont,ribution à l a  théorie des solutions singulières des équations diKérentielles 
d u  premiere ordre. M. l J e t r o v i t c h .  Mathem. Annal. L, 103. 

248. Sur  les méthodes d'intégration cies équations differentielles ordinaires et  
quelques applications de la méthode de différentiation. W. A n i s  s i m o  ff .  
Maltheni Annal. LI, 181. 

(2 )' d y 249. Über die Difl'erentialgleichnng < p ( x )  - + f'il'(z)yd, f x(x)~J'  + 4(z) = 0. 

IV. I l e y m a n n .  Crelle CXIX, 253. 
260. Über das Verhalten der Integrale von Differentialgleich~mgen bei der  An- 

naherung der Veriinrierlichen a n  eine Unbestimmtheitsstelle. J. H o r n .  
Crelle CXIX , 196,  267.  [Vergl. Rd. XLIII Nr. 486.1 

251. Uutersuçhimg der  Integrale von Differentialgleichnng erster Ordnung ver- 
mittelst successiver Ann&herungen. J. H o r n .  Mathem. Annal. LI ,  346. 

251. Ij'ber eine Difkrentialgleichung erstcr Ordnung. J. H o r n .  Mathem. Annal. 
IJ, 360. 

253. Zum Existenzbeweis des Iritegrals einer linearen homogenen Uiff'erential- 
gleichurig von Paul  Giinther. A. G u t z m e r .  Crelle CXLY, 82. 

264. Nachtrag zu P. Giiiit~l~er's Abhandlung über linenre Differentialgleichungen, 
deren Inteerale nnr  einen sinmiliiren Piinkt im Endlichen besitzen und 
i m  ~nendl?chen sich rcgular Grhal tcn  (Crclle CV, 1). L. S c h l e  s i n g e r .  
Crello CXM. 330. 

255. cher lineare Differentialgleichungcu mit  mehrwcrtigon algcbraischen Koeffi- 
cienten. L. W. T h o r u a e .  Crelle CXIX. 1:11. [Vergl. Hd.  XLII Nr. 59.1 

266. Sur  une formule nouvelle relative aux  détermiuauts e t  son application à la 
théorie des équations difterentielles Linéaires. W. A n i s  s i m o  f f .  Mathem. 
Annal. LI,  388. 

257. Sur  l a  détermination d u  groupe de  rationalit,é des équations différentielles 
line'aires dn quatrième ordre. E'. M a r o t  te .  Compt. Rend. CXXVI, 715. 

258. Über eine Klasse linearer Differentialgleichungen. J. H o r n .  Mathem. Annal. 
L ,  525. 

259. Sur  les intégrales irrkgulikres des équations différentielles l inki res .  J. H o r n .  
Coinpt. Beud. CXXVI, 206. 
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260:Snr les équations différentielles du second ordre à, points critiques fixes. 
P. P a i n l e v é .  Compt. Kend. CXXVI, 1185,  1329 ,  1697. 

261. Cber nichtlineare homoeene UiEerentialeleichuneen 2.  Ordnunn. G. W a l l e n -  
b e r g .  Crelle CX& 87. 

- - - 
260. A nroof of Klein's theorem in connection with Lamé's functions. Lawr .  

C r a w f o r d .  Qiia,rt,. .Toiirn. math S X X ,  307. 
263. Les fonctions ~uçhsiennes e t  l'équation d v , = e u .  11. P o i n c a r é .  Couipt. 

Rend. CXXVI,  627. 
264. On the  factors of the  solutions i n  finite terms of Lainé's equation 

d e  u 
-= U [ n ( n $ l ) p u f B ] .  
d u P  

L a w r .  C r a w f o r d .  Qiiart .Journ.math.XXIX, 196. 
265. Cber die Differentialgleichungen der F-Kcihen 4.  Ordnnng. L. P o ~ l i h a ~ i n r n e r .  

Mathein. Annal. T J ,  285. 
266. Suggestions towards the  forrnatiori of a geueral tiieoïy of systerus of Pfaffiari 

equations. J. Ur i l l .  Qiiart. Journ. math .  XXX, 221. 
267. Cber die Existenz von Integralen bei Syst'errien partieller DiRerential- 

gleiçliung. P. S t Zcke l .  Crelle CXIX, 339. 
268. Sur l'existence des intégrales d'un système partiel, déterminées par certaines 

conditions initialés. K i q u i e r  Conipt.llenti. CXXVI, 208. 
268. Sur l a  thkorie générale des caract6risticliies rles éqiiations a,iix dérivées par- 

tielles. E. Go  c i rsa t .  Conipt. Berid. CXXVI, 1332. 
270. Sur des systèmes d'équations aux dérivées partielles analogues aux équations 

du premier ordre. J B e  ii d O n. Compt. Rend. CXXVI, 324 ,  388. 
271. Sur les invariants des équations linéaires ailx dérivées partielles .;L deux 

variables indépendantes. J. L e  E a u x .  Coiript. Rend. CSXVI, 721. 
Vergl. Iterationen 374. Mechsnik. Reihen 448. 

Dif fe ren t i a lquo t i en t .  

272. Sur les formes canoniques d'une expression différentielle 
X , ~ Z , + X , ~ X , + ~ .  . f X P d x F .  

C. R o u s s i a n e .  Yathem. Annal. L,  247. 
273. Siir les dérivées d'iine fonct,ion algtbrique.  D S i n t s o  f. N. ann. math. Sér 3, 

XvI I ,  411. 
Vergl. Shetafunktionen 474. 

Dif fe renzen rechnung .  

274. General sninniation - formiilae in infinite diflerences. J. \Fr. L. Cr1 a i  sher .  
Quart. Journ. math. XXIX, 303. 

275. On the  siims of the series ln $ 2 "  t. . . t x n  und l n  - 2" +.  . . i xn. .J. W. L. 
G l a i s h c r .  Quart. Journ. math.  XXX, 166. 

Dre iecksgeomet r i e .  

276. Ein Reitra,g zii den Reziehiinpen des Umkreises EX den Reriihriingskreisen 
eines lheiecks. Kor is  t. K a r a m a  t a. Grun. Archiv, 2.12.XV1, 113. 

277. Die Seitensyinmetriegeraden des Dreiecks, als besonderen Fa11 die Steiner'sche 
Kurve des Dreiecks. B ü c k i n g .  Griin. Archiv, 2.  R. XVI, 271. 

278. Sur les segments des côtés d'iin triangle déterminés pa r  trois droites issues 
des sommets opposés. F r a n c .  F e r r a r i .  K. ann. math.  Sér. 3 ,  XVII, 94. 

279. Propriété du triangle dont les sommets sont les points d'intersection des trois 
perpendiculaires aux côtés d'un triangle donné avec une transversale 
quelconque. H. Lez .  N. ann. math.  Sér.3,  XVII, 336. 

R. 
Elas t i z i t a t .  

280. Enr les 6qiia,tions de l a  théorie de  l'6lasticité E. e t  F. C o s s e r a t .  Compt. 
Rend. CXYVI, 1089. 

281, Sur les fonctions wotentielles de l a  théorie de l'élasticité. E. e t  F. Cosse ra t .  
Compt. R ~ ~ ~ . ~ C X X V I ,  1129. 
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Elektrizitat. 
182. De l'énergie d'un systkme électrisé, corisirlArée comme repartie dans le 

di6lectriqiie. H. P e l l a t  e t  P. S a c e r d o t e  Compt. llend. CXXVI, 817. 
283, Sur les déformations qu'éprouve un diélectrique solide lorsqu'il devient l e  

sii:ge d'un champ électrique. P. S a c e r d o  t e .  Compt. Rend. CXXVI, 1019. 

Eiiipse. 
"4. Propriéte des quatre cercles (le Joachimsthal d'une ellipse. A. D r o z - F  a r n y .  

N. anri. math.  SBr. 3 ,  XVII, 479. 
28.7. Ellipse lieu des points de rencontre des tangentes communes à une cir- 

conférence donnée e t  une circorif6reuce variable. II. Lez .  N arin. math  
Sér. 3, XYII, 386. 

Eilipsoid. 
286. Relation entre les axes d'une section centrale d'un ellipsoïde e t  l a  distance 

du centre au plan tangent de  l 'un des sommets de l a  sect,ion. L a c  o u r .  
N. ann. math.  Sér. 3 ,  XVII, 273. 

Vergl. Astronomie 226. OberfiiLchen zweiter Ordnung 441. 

Eliiptische Transcendenten. 
187. Sur les fonctions elliptiques de  première espéce. E. J a g g i .  N. ann math  

Sdr. 3 .  XVII. 367. 
188. Zur Sheorie da; Zweiteiliing elliptischer Funktionen. B. I g e l .  Crelle 

CXlX, 50. 
289. Die kubische Involution und die Ureiteilung und Transformation dritter Ord- 

nung der clliptischen Funktionen. O. B o l z a .  Mathem. Annal L ,  68. 
(Vergl. Kr. 203 ) 

F: 
Faktorenfolge 

290. c b e r  die Uarstellnng von reellcn Funktionen mit nnendlich dicht liegeii- 
den Nullstellen durch iinendliche Produkte,  deren E'aktoren ganze ana- 
Ivtischc Funktionen sind. T. B r o d e n .  Nathem. Annal. LI.  299. 

291. Sur 1; décomposition de sin x en fa,ctenrs. H. PadB.  N. anri: math. Sér. 3, 
XVII. 312. 

Formen. 
292. Sur les formes arithmétiques linéaires à, coefficients réels quelconques. 

A. H i i r w i t e .  K.anr i .math .Si r .3 ,  SVLI, 64. 
293. Sur les faisceaux de  formes binaires cubiqnes, pour lesqnels on donne une 

forme d u  faisceau syzygétiqne d6terruiné par  l a  jacobienne. L. B e  r e  O - 
1 a r i .  Mathem. Annal. 1 2 1 ,  473. (Vergl. N r  289.) 

291. b e r  die Zerf&llurig einer Serniirform in  Linearfactoren. A. B r i l l .  Mathem. 
Annal. L ,  167.  

295. Resultanten ternarer Formen. P.  Go r d  a n .  Mathem. Annal. L ,  113. 
296. Cber bilinearc Formen mi t  conjugicrt imaginarcn Variabcln. A. L o  e w y. 

Mathem Annal. L ,  557. 
297. Zur Theorie der  zu einem algelriraischen Gebilde geliorigen Formen. C;. P i c k .  

Mathem. Annal. L ,  381. 
Vcrgl. Invariantcntheorie. Oherflachen 424. 

Funktionalgleichung. 

298. Über rationale Aufl6snngen einer I 'unkt i~nal~le ichung.  L. S a  a l  s c h ü t  z. 
Crelle C X M ,  291. 

Vergl. Iterationen 378. 
Funktionen. 

099, Cher die Verzweigiing der dreib1Rtterigp.n Kiemann'schen Flikhen. L. R a n r .  
Crclle CXIX, 171. 

300. Snr la représentation des fonctions analytiques uniformes. P .  P a i n l e v é .  
Compt. Bend. CXXYI, 200. 

301. Sur le développement des fonctions uniformes oii holomorphes dans u n  
domaine quelçonqiie. P. P a i n l e v é .  Compt. Rend. CXXVI, 315. 
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30.2. Sur l e  dFveloppemeiit des fonctions analytiques pour les valeurs réeellcs 
des variables. P. P a i n l e v k .  Compt. Hend. CXXVI,  385. 

303. Sur le développerrient des fonctions réelles nou analytiques. P. P a i n l 6  ve. 
Compt. Hend. CXXVI, 459. 

304. Sur les fonctions discontinues d6veloppables en série de fonctions continues. 
H. H a i r e .  Compt. Rend. CXXVI, 884. 

305. Sur les fonctions discontinues qui se rattachent aux fonctions continues. 
R. B a i r  e. Compt. Rend. CXXVI, 1621. 

806. Siir les types de  croissance e t  sur les fonctions entières. E .  H o r e l .  Compt,. 
l iend. CXXVI, 321. 

307. Sur l a  forme que prend, par l a  suppression de certains te lmes ,  un développe- 
ment en série entière. R i a  u i e r .  Cornnt. licnd. CXXVI. 1568. 

308. Algehraisrhe Untersiichiingen iiher d m  ~iernarin-Hoclischen Batz. a .  L a n d s -  
b e r g .  Mathem. Annal. L,  333. 

309. c b e r  das Analopon des Hiemann-Koch'schcn Satzes in der Theorie der a h -  
braischen ~ a h l e n .  G. L a n d s b e r g .  Mathem. Annal. L, 577. 

0 

310. Sur  les groupes qiii se prksentent dans la gEn6ralisation des fonctions 
analytiques. P. N e d o l a  g h i .  Compt. Rend. CXXVI, 1188. 

311. 5ur  un problème de Riemann. L. S c h l e  s i n g e r .  Compt. Berid. CXXVI, 723. 
312. Vber die Entwickelungskoeffi7,ienten der lemniscatischen Funktionen. A. H u r -  

w i t z .  Mathem. Annal. LI.  196. 
313. The Bernoullian fiinctioii. J. W. L. G l  a i  s h  er .  Quart. Journ. math.  XXLP, 1. 
314. On the  relations between I3ernoulli's und Euler's numbers. W. F. S h e p p a r d .  

Quart. Joiirn. math .  X X X ,  18. 
315. Sur  les exIxessioris dites ~u r~missances .  D. G r a v é .  N. ann. ruath. Sér. 3, 

X W ,  80. - E.M. LBnler a y ibid. 139. [Vergl. Rd. XLII Nr.  591.1 
316. Sur  une relation entre 7 fonctions.ale6briaues entikres. P. S o n d a t .  S. aiin. - ..> A 

math. SEr. 3 ,  XVU, 190. 
317. Ûber die Theorie der syiumetrisc'tien S-E'uriktioiieri luit einem eirifaclieii 

Nebenpunkte. F r .  S c h i l l i n g .  Mathem. Annal. LI ,  481. 
318. The conditions t h a t  a quadri-quodnc relation may be  poiistic. G. B. Mathems .  

Quart. Journ. math.  XXX, 16. 
319. Sur l a  transformation d'Euler. S. P i r i c h e r l e .  Crelle CXIX, 347. 

Vergl. Abelsche Transcendenten. Hestimmte Integrale. I)eterrninanteii. 
I)ifferentia,lgleich~~ngen. DifYerentialqnot,ient. EXiptischp. 'I'ranscendenten. 
Faktoreufolge. Fonnen. Furiktiorialgleichiiiigen. Gleicliuiigen. Inte- 
gration (unbestimmte). Invariantentheorie. Iterat,ionen. &Paxilna und 
Minima. Keihcn. Sub~titutionen. Thetafunktionen. Trigononietrie 477. 
Variationsrechniing. 

G .  
Geometrie (descriptive). 

320. L n  parallélogramine étant projetté oi-thogonalenierit suivant un carré troiivrr 
l a  diagonale di1 carré en fonction des côths et de  l'augle du  parallélo- 
gramme. D u l i m b e r t .  N. ann. makli. Sér. 3 ,  XVII, 192. 

321. Construction de  l a  perspective conique d'une sphc're. AI. d ' O  c a g n e .  K. ann. 
math.  Stir. 3 ,  XViI,  44. 

Geometrie [hohere]. 

322. Sur le fondement de  l a  gt?'oniétrie projective. H. G .  Z e u  t hen .  Coinpt. Rend. 
CXXVI, 213. 1 Verg. Ud. XLIlI Kr ,  522.3 

323. i.:ber den F~indament~alsatz der projectiven Geometrie. Fr.  S c h u r .  Mathem. 
Annal. LI ,  401. 

324. Sur l e  principe de  correspoiidance. II. U u r k h a r d t .  Compt.Kend.CLYILVI! 1854. 
325. Sur la correspondance quadratique et  rationnelle de  deux figures planes e t  

sur un déplacement remarquable. E. 11 u p o r c  q. Compt. ltend. CYXVI, 1405. 
326. Sur l'applicatiou du priricipe d e  dualit,é aux théorèmes de guometrie plaiie. 

L. K i p  e r t .  K. ann. math. Sér. 3 ,  XVII, 446. 
327. Sopra le figure polari dello cnrve l i a n e  do1 terzo ordiue. G .  S c o r z a .  Mathem. 

Annal. LI ,  154. 
::28. Some polar constructions. FE'. M o r l e y .  Matliem. Aiinal. L I ,  410. 
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329. Studies in transformation of plane algebraic curves. Miss C. A. S O t t. Quart. 
Journ. math. XXLX, 329. 

330. Sul gruppo semplice tli 960 c o l l i ~ i e ~ i o n i  piane. F. G e r b a l d i .  Xathem. 
Annal. 1 2 ,  473. 

331. Sur les relations entre les élements infinitésimaux de denx figiires homo- 
graphiques ou corrélatives. A. D emoul in .  Compt. Ilend. CXXV1, 390. 

332. Siir l'interprét,ation g6ometriclue des racines d'un polynome Ilcx) du qiiat,rikme 
deqré. E. Malo. K. ann. math. Sér. 3 ,  Y V i I ,  128. 

333. Reclamation de priorité pour plusieurs théorèmes relatifs à l'liypocycloïde à 
trois rebrousuements. S. K a n t o r .  Compt. Rend. CXXVI, 928. [Vergl. 
Bd. XLIII, Nr. 534.1 

334. Sur le déplacement d'un triangle variable semblable à un triangle donné. 
M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XVII, 47. LVergl. Bd. XLIII Xr.532.1 

335. Sur une certaine famille do courbes algébriques. H. E. T i m e r  d ing .  N. 
ann. math. S6r. 3 ,  XVII, 351. 

336. Sur une noiivelle méthode de recherche des ceritreu dans leu courbes et sur- 
faces algébriques. S. N a n g e o t .  Y. a m .  math. Sér. 3 ,  XVII, 215. - 
K i p e r t  ibid. 333. 

337. Némoire sur les cubiques gauches. E. U uporcq .  N. ann. math. 6ér. 3 ,  XVII, 
53.  - G a l l u c c i  ibid. 422. 

338. Sur la définition de tétra8dres semblablement situés. C. A. L a i s  % n t .  N. m u .  
math. SBr. 3 ,  XVII, 186. 

Vergl. Ueterminanten in geometrischer Anwendung, Ureiecksgeometrie, 
(leschichte der Matbematik 332. 

Geschichte  d e r  Pdathematik. 
339. I)esargues1 Verdienste um die Hegriindung der projektivischen Genmet,rie. 

S t .  Chrzaszczewski .  Grun. Archiv 2.K. XVI, 119. 
340. Sur l'histoire celeste dn XVIIe siècle de Pingré. G .  B i g o u r d a n .  Compt. 

Rend. CXXVI, 712. - C a l l a n d r e  a u  ibid. 941. 
341. Schleiennacher als Mathematiker. TT. B orkows  ki. (:riin. Archiv 2 . R .  XVI, 1137. 
346. James Joseph Sylvester 3. IX. 1814 - 15. III. 1897. M. Xoether .  Nathem. 

Annal. L ,  133 
343. Ernst Christian Julius Schering 13. VII. 1833 - 2. XI. 1807. Crclle CXJS, 86. 
344. Francesco Ikioschi 2 2 .  XTI. 1824-13.  XII. 1897. Crelle CXIX, 259. 
345. Francesco Brioschi 22. XII. 1824-  13. XII. 1897. 31. Noe ther .  MaLhem.Anna1. 

L ,  477. 
346. Alb. Gauthier-Villars +, Ch. W o l f ,  J. B e r t r a n d ,  Cr. D arboux .  Compt. Rend. 

CXXVI, 453. 
347. J. A. Gauthier-Villars f, 5. II. 1898. L a i v a n t  e t  An t omar i .  N. ann. math. 

Sér. 3 ,  XVII, 100. 
348. Souillart +. O. C a l l a n d r e a u .  Compt. Rend. CXXVI, 1455. 
349. Récrologue de Charles Brise -i- 1898. A n t o n a r i  e t  Tdaisant. N. ann. math. 

Sér. 3 ,  XVII, 533. 
350. cber  den Stand der Heraiisgabe von Gauss' Werken. F. Klein.  Mathem. 

Annal. LI, 128. 
331. Les membres d u  comité d'organisation du CongrEs international des mathe- 

ml~ticicns de 1900. N .  ami. math.Sér. 3 ,  XVD, 245. 
352. cher eine besondere Gattung von singukren Stellen analytischer Funktionen. 

A. P r i n g s h e i m .  Mathcm. Annal. L ,  442. 
353. Notes bibliographiques sur quelques courbes. H a t o n  de  l a  Goiipi l l ière .  

N. ann. math. Ser. 3 ,  XVII, 153. 
351. Sur l'agpndissement des disques du soleil et de la lune à l'horizon. 

D. l.;ginitis. Compt. Rend. CXXVI, 1386. 
Vergl. Absolute Geometrie 205. Astronomie 226. Geometrie (hohere) 333. 

Mechanik 395. 
Gleichungen. 

355. Anwendungen von Diihrings's Begriff der Wertigkeit. K. W e ss e l  y. Grun. 
Brchiv. 2. R. XYI, 225. 

356. Sur les équations à coefficients rationels. K. D e d e k i n d .  N. ann. math. Sér. 3, 
XVII, 201. 

Rist.-litt. Abt. d Zeitschr. f. Math. n. I'hgs. 44.Band. 1899. 5.12. 6 Heft. 15 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 IIistorisch-litterarische Abteilung. 

357. Cber die verschiedenen Wurzeln eirier algebraischen Gleichung. L. Baiir .  
Mathem. Annal. L ,  241. 

358. Sur le calcnl des racines des Bquations pa r  approximations successives. 
R. M. T,émeray.  K. ann mat,h. Sér. 3, XVIT, 534.  

359. Sur l'équation du troisième degr6 à üoefficieuts fonctions de u = z2+ y9+z', 
qui admet 24 comme racine, étant données des équations diff6reiitielles 
entre x, y ,  z e t  une variable t .  K. a m .  math. Skr. 3 ,  XVII. 225. 

360. Le théorème de Jerrard. C. A. L a i s  a n t .  K. ann. math.  Sér. 3 ,  XVII, 179. 
361. Die Differentialresolventen einer algebraisçhen Gleichung sechsten Grades 

mit ciner Gruppe 360. Ordnung. L. L a c h t i n .  Mat8hem. Annal. LI, 463. 
362. On the solution of certain eqiiations of the seventh degree. 14;. M. R a d f o r d .  

Quart. Joiirn. math. XXX: 263. 
363. Concerning the  general equations of the sevent,h and  eighth degrees. 

E. H. Moore .  Mathem. Annal. LI,  417. 
364. Siir iine éqiiation du degr6 Zn ayant tolites ses racines réelles. C A. L a i s a n t .  

N. ann. math. SEr. 3 ,  XVII, 187. 
365. Sur Lin systèmo remarquable de n relations entre deux systèmes de rz quan- 

tités. G .  E'on t e n é .  N. ann. niat,h. SBr. 3 ,  XVII, 317. 
366.  Sur les problèuies qni se rapportent à la résolution des éqilations algébriqnes 

renfermant plusieurs inconniies. F. E n r i  q u  es.  Mathem. Annal.LI, 134. 
Vergl. Geometrie (hbhere) 332. Iterationen. 

367. Cber einc Klasse hydrodgnamischer Probleme mit besonrleren Orenzbeding- 
ungen. P .  I tudz  ki. Mathem. Annal. L ,  269. 

368. Kote on a problem i n  hydrodynainics. A. E. Love.  Mathem. Annal. LI,  158. 
369. Siir un cas l~art,iculier di1 moiirenierit des liqiiides. JC. F o n t  a n  e ail. Compt. 

Hen~i.  CLXVI, 630. 

Hyperbel. 

370. Sur un triangle inscrit clans une liJperbole. A. Droz-E 'arny.  PI. ann. math. 
Sér. 3, XVLI, 94. [Vergl. Bd. XLII Nr.  604.1 

Vergl. hnalytisehe Ceometrie der Ebene 211. 

1. 
Integration (unbestimmte). 

371. Sur le problkme de l'intégration par  changement des variables réelles 
R. B a i r e .  Compt. Rend. CXIiVI, 1700. 

372. Démonstratiou d'un théorème relatif B l'intégration d'expressions différentielles 
algébriqiies et  d'éqiiations riiffkrentielles algébriques soiis forme finie. 
J. P e t e r s e r i .  N. aiiri.~uath. Sér. 3 ,  XVII. 6. 

Invariantentheorie. 

373. Heprésentation géométrique de l'invariant abi;olu e t  des covariants d'un? 
foime biquadratique. L a c o  u r .  X. ann. math. Sér. 3, XVII, 341. 

Vergl. 13estimmte Integrale 217. I)iEerentialgleich~~ngcn 271. Optik 445. 

Iteration. 

374. L'intégration par  l ' i t h t i o n  et le calcul des fonctions itératives. F e r b e r .  
K. anil. math. Sér. 3 ,  XVII, 509. 

375. Sur l'itératioii. C. Uo u l e  t. Compt. Rend. CXXVI, 683. 
376. Sur l a  convergerice des substitutioiis rtriifo~uies. E. M. L é m e r a y .  PY. ann. 

math.  Sér. 3 ,  XVII, 76. [Vergl. Bd. XLIII, Kr.  516.1 
377. Siir qiiolqiii:~ algorithnies g6iiéranx et  sur l'itération. L é m  e r a y. Compt. 

Rend CXXVI, 510. 
378. Sur certaines équations fonctionnelles linéaires. 12 E m e r a  y. Compt. Rend. 

CKXTTI, 949. 
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ri. 
Kegelechnitte. 

379. Sur l a  discussion de l'équation des coniques. L. K i p e r t .  S. ann. math. 
Sér. 3 .  XVII. 329. 

380. Sur une pkpr i é t é  focale des coiiiqiies. G .  C a l l i i  cc i .  N. ann. nrnt,h. Sér.3, 
XVII, 74. - P. H. S c h o u t e  ibid. 548. 

381. Conique inscrite L un triangle donne e t  circonscrite A un autre,  les six 
sommets sr: trouvant sur une conique. A. D r  o z - F  a r n  y. Y. ann. math. 
Sér. 3 ,  XVIT, 478. 

382. Coniques osciilatrices à, uue circonférence. A. D r o z - F a r n y .  N. ann. math.  
Sér. 3, XVII, 451. 

385. Sur u n  quadrangle mobile. G. F o n t  e n  é. N. anri. math. Sér. 3 ,  XVII, 101. 
384. Sur les coniqiles qui sont les projections d'une cubique gauche. Ch. B i o  c h  e. 

K. ann. niath. 8ér. 3 ,  XVI1. 641. 
386. Enveloppe des coniques senlblables qui ont marne corde normale. E. N. 

B a r i s i e n .  N. ann. math. Sér.3, XVII, 576. - Cl. S e r v a i s  ibid. 579. 
386. Sommet d'un angle droit dout les côtés touchent deux coniques confocales 

situe'es dans le même plan. D o n o n .  N. ann. math. Sér. 3 ,  XVII, 182. 
387. Lieu du centre d'une sphère variable. G r o s s  t ê te .  N. ann. math. Scr. 3, 

XvII ,  130. 
Vergl. Ellipse. Llyperbel. 

m. 
Magnetismus. 

388. Sur la  géométrie des champs magnétiques et le  mouvement deux degrés 
de libcrtO dans le plan ou sur l a  sphère. R. de S a u s u r e .  Compt. 
Kend. CXXVI, 3-35. 

Maxima und 1VLinima. 
389. Ziir Thaorie der Maxima und Minima einer Funkt,ion von n Verhderlichen. 

V. r. D a n t s c h e r .  Nathem. Annal. LI, 227. 
Vergl. Oberflachen 422. Variationsrechnung. 

Mechanik. 

390. Über die Prinzinien der Rlechanik. L. K o  n i ~ s b e r o e r  Crelle CXIS. 25. 
[Vergl. Ud. h111  S r .  581.1 

" " 

391. n s e r  die Erniedrieune der Anzahl der unabhlnpirren Parameter Laeranrre- 
c> " u C a  

scher Bewegungsgleichungen durch ICrhohuZg der Ordnung des kine- 
tischen Potentials. L. K o n i g s b e r g e r .  Mathem. Annal. L I ,  584. 

392. Klassifikation der Kreiselprobleme nach der Art der zugeliorigen Paraiueter- 
gruppe. H. L i e b m a n n .  Nathem. Annal. L ,  51. 

393. Die Existcnzbedingungen des verallgemeincrten kinetischen Potentials. 
A. H i r s c h .  Mathem. Annal. L, 429.  

394. Sur une transformatiou de l'équation d'Hamilton. W. E b e r t  e t  J. P e r c h o t .  
Compt. Rend. CXXVI, 1017. 

305. The thcory of perturbations and Lie's theory of contact transfoinmtions. 
E. O. L o v e t t .  Qiiart. Journ. mat,h. XXX, 47. 

396. A theorem in vortex motion. G. W. W a l k e r .  Quart. Journ. niatb. XXIX, 382. 
397. Elemeutare Berechnung der Tr&gheitsmomente von Linien, Flachen und 

Korpern. E . I l e h f e l d .  Grun.Brchiv.2.K.SV1, 36. 
398. Sur le mouvement d'un corps grave de révolution suspendu par  un point de 

sou axe. 1:. J a h n k e .  Compt. Rend. CXXVI, 1136. 
399. Die Bewegung eines materielleu Piinktes unter dem Eintlusse einer Central- 

kraft. U. B i g l e r .  Grun. Arehiv 2 .  R. XVI, 358 
400. Sur un système de forces en équilibre clans un  plan. C. A. L a i s a n t .  N 

ann. math.  Sér. 3 ,  XVII, 188. 
101. Sur certaines intégrales prcmii:rcs dcs équations de l a  dynamique à deux 

variahles; applicat,iion à un cas particiilier di1 problème des trois.corps. 
J. P e r c h o t  e t  W. E b e r t  Coriipt. l lend. CXXVI, 725 

402. Sur nne intégrale d'un problème sur l'équilibre d'un fi1 flexihle e t  inexten- 
sible. L a g o u t i n s k y .  N. ann. math.  Sér. 3 ,  XVII,  149. 
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Sur le moiivement d'un wrta in  sgstème. N. ann. math.SGr.XVIJ, 1 6 9 .  
Sur u n  disque cirçiilaire fixé dans nri plan vertical. E. B o u y é .  N. ann. 

math.  Sér. 3 ,  XVII, 237. 
Sur le système d ' m e  plaque carrée et d'un disque de même poids pouvant 

glisser l e  long d'iiiie droite. S. ann. math .  Sér. 3 ,  XVII, 467. 
Sur les raccordements nar  arcs de  cercle. 31. d ' O c a s n e .  X. ann. mat'n. 

Sér. 3, XVII, 314. (vcrgl. Bd. XLlII Xr. 590.1 
7 

Sur la ~ t a b i l i t é  di: l'baiiilihre. L Ti P c o r n u .  Comnt. Rcnd. CIXXVI. 1777 
Kapport snr un ni6mo;e de M. Lecoruii iiititiilé: ktr l'équilibre d'une eiive- 

loppe ellipsoïdale soumise à une pression intérieure uniforme. 11. L6vy.  
Cornpt. Rend. CXXVI, 1844. 

Moiiveinont d'une barre qui toiirne librement autour d'un d e  ses points fixes. 
K. ann. math.  84r. 3 ,  XVII, 175. 

Sur le mouvement d'une barre qui s'appuie sur deux droites dépolies. A. d e  
S a i n t - G  e r m a i n .  K. ann. m a t h  Sér. 3 ,  XirII ,  307. 

Sur la, légitimité de  la, règle dite du trapèze dans 1't:tude de  l a  rosistance 
des barrages en maçonnerie. M. L é v y .  Cornpi. Hend. CXXVI, 1235. 

Les l i m e s  de forces et les surf:ms 6riuii)otentielle~ dans l a  nature. G. 31, 
S: ai io i  é v i  t ch .  Coinpt. Itcnd. C X ~ V ~ ,  640. 

Sur l a  flexion des i~ièccs ér~aisses. l i i b i è r e .  CoinikHend. CXXVI. 402. 
Sur l a  resistance i e s  massifs Bpais. B i b i è r e .  ~ o i r i p t .  Kend. CXXI; 1190. 
Loi des d(:fonnatinns des métaux industriels. M. B r i l l o i i i n .  Compt. Ilexid. 

CXXVI ,  328. 
Sur l a  déformation des pièces comprimées et  la stabilité des grandes char- 

pentes. A. B é r a r d .  Compt. Heiid. CXXVI, 1008. 
Tho stability of the motion of a bicycle. E'. J. W. W h i p p l e .  Quart. Journ. 

math. XXX, 312. 
La  chronophotograpliie appliquée à I'Btude des actcs musculaires dans la 

locomotion. M a r e y .  Coinpt. Rend. CXXVI,  1467. 
Vergl. Astronomi~. Aiisdehniingslehre. Elastizitat. Elektrizitit. Hydro- 

dyrianiik. Magnetisinus. Optik. Schwerpiinkt. 'I'hetaf~iuctiouen 4i3. 
Wiirriielehre. 

B-. 
Nomographie. 

Sur  la nitthode nomographirlue la, pliis gbri6rale résultant dix l a  position 
re1:ttire de deux plan9 superpusés. ?iI. d '  0 c agri e. Conil~t. Rerid. CXXVI, 
397 ,  560. 

O. 
Oberflachen. 

Snr l'irnpossibilit~é de  ce r t a iue~  séries de groiipes de  l i n in t~  sur iine siirface 
alg4briqiie. 1:. P i c a r d .  Compt. Herid. CXXVI, 1383. 

Sur les si~rfiices qui adinettent un groupe infini discontinu de t,ransfonnatioiis 
birat,ionnelles. 1'. P ni n l  evé .  Coiiilit. Rend. CXXVI, 512. 

Sur les surfaces minima. C. G u i c  h a r d .  Colri~it~. l lend. CXXVI, 1487. 
Sur les siirfaces à courbure totale constante. C. G u i c h a r d .  Compt. Rend. 

CXXVI, 1556. 
Détentliriation d'nne surface par  ses deux formes quadratiques fonciarnentales. 

L. R a f f y .  Compt. Rend. CXXVI, 1852. 
Trouver l a  surface focale d'une congruence. K. ann. math.  Sér. 3. XVII, 219. 
É:volution géométrique de l 'ordre de la surface réglée définie par trois 

directrices d'orrlres m ,  n,  p. E. l l a l l y .  X. aiin. math. Sér. Y ,  XVlI,  508. 
Ou t,he construction of rnodels of cubic suïfsços. TV. H . B l y t l i e .  Quart  

Jourii. mat,h. XXIX, 206. 
Siir l ' i i n ~  des fnrmes ranoiiir~iir's d e  l'éqiiation des siirfaces ciihiqiics. Du-  

m o  ii t. ?;, auu, math.  Sér. 3, XVII, 503. 
Sur une certaine surface du t ,roi~ième ordre. Ch. R i o  c h e .  K. ann. iuatii. 

Sér. 3 ,  XVII, 111. 
Siir l a  surface de  Steiner. L a c o u r .  X. aiin math .  Sér. 3 ,  XVLi, 437. 
Htkluctioil à l a  forrue ca,nonique (les foimiilos qui donneril,, en fonction ratioii- 

nelle de  deux pnrauiètres, les coordonnées d'un point de  l a  ~urface  de 
Steiner L a c  oi i r .  S. ann. inatli S4r. 3 ,  XVII, 499. 
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432. Sur la surface de l'onde. L a  cour .  K. aiin. math. Sér. 3 ,  XVII, 266.  
433. Sur les géodésiques du conc. H. P i c c i o l i .  X. ann. math. Sér. 3 ,  XVII, 207. 
434. Siir les snrfaces applicables snr une siirface de r6voliition. A. P e l l e t .  Compt. 

Ilend. CXXVI. 392. 
435. Projection orthog6nale snr une surface de r6volution. Gein. P i r o n d i n i .  

K. ann.math. Sér. 3 ,  XVII, 246. 
436. Siirfaces ennendrée m r  des hélices. X. ann math. SEr. 3. XVII. 516. 
437. Sur les systèmes de surfaces triplement orthogonales, où les Qurfaces d'une 

meme famille admettent la même représentation sphériqne de leurs 
lignes de courburd. hl. F o u c h é .  Compt. Rend. CXXVI, 210 

Vergl. Abbildung Analytische Geometrir des Raumes 214. Restimmte 
I~itcgrale 217. Mechanik 41'2. T1ietaf'~ciiktiorien 476. 

Oberfliichen zweiter Ordnung. 
438. Siir l a  discnssion de l'riniiation des oiiadrinnrs. 1). R i n e r t  N. ann. math. 

Sér. 3 ,  XVII, 413. 
439. Die alpebraiçchen Grundlaeen der Fokaleieenschaften der Yliichen zweiter 

0;dnung. O. S t a u d e .  - ~ a t h e r n .  ~ n n a l . Ï i ,  398. 
440. Ziisammenstelliin,v der Formeln tins ITerrn Giindelfinger m m  Haiiptaxen- 

probleiu der Flichen zweiter Ordnung und zweitcr Klasse bei Ziigrunde- 
legiing von projektiven Koordinaten. P h .  U r ü c  kel .  Crelle CXIX, 
210. 313. 

411. T e  lieu des foyers des sections faites dans un ellipsoïde de révoliition aplatmi 
par un faisceau de plans passant par une même droite parallde à l'axe 
de révolution est une podaire d'ellipse. E. R a l l y .  N. ann. math. Sér. 3, 
XVII, 48. 

442. Le lieu des foyers des sections faites clans un cylindre parabolique par un 
faisceau de plans passant par une iriênie droite perpendiculaire au plan 
diamétral principal est une podaire de parabole. E. B a l l y .  N. ann. 
math. Sér 3, XYII, 49. 

443. S L ~  l'hyperboloïde oscnlateur à une surface réglée le long d'une génératrice. 
E. D u p o r c q .  X.ann. math. Sér. 3 ,  XVII, 106. 

444. Sur une sphère e t  un paraboloïde mis en relation l'une avec l'antre. P h i l b .  
d u  P l e s s i s .  X.ann.math.Sdr .3 ,  XVII, 522. 

Vergl. Ellipsoid. 
Optik. 

445. Les invariants intégraux et l'optique. H a d a m a r d .  Compt. llend. CXXVI, 811. 
446. The scattering of light by small pai-ticles. G. TV. W a l k c r .  Quart Journ. 

math. XXX, 204. 
P. 

Philosophie dei. Mathematik. 
447. Apropos de l a  définition du nombre. H. L a u r e n t .  K. ann. math. Sér. 3, 

XVII, 277. 
R. 

Reihen. 
448. Siir l a  conrergence des séries représenta,nt les intrigrales des équations 

différentielles. P. S t aec l i e l .  Coniyt. Rend. CXXVI, 203. 
449. Sur l a  trarisformation d'Euler et la détermination des points singuliers d'une 

fonction définie par son développement de Taylor. E. L i n d e l o f .  Compt. 
K,end. CXXVT, 632. 

460. Sur deux séries divergentes en mêuie temps. A. Huhl.  N. ann. math. Sér. 3, 
XVII, 338. - J. F r a n e l  ibid. 339. 

Vergl. Astronomie 224, 225. I)iffCrentialgleichungen 265. Diffcrenzcnrecli- 
nnng. Thnktionen 300, 301, 302, 303 ,  304 ,  307, 312. 

S. 
Schwerpunkt. 

451. Siir l e  centre de gravité d'un octaèdre dont les diagonales coucourent en un 
poirit E. B r a u d .  X ann math. Sér. 3 ,  XYLI, 50.  - G .  F o n t e n 6  ihid. 93. 

Tergl. ~4usdehniingslelire. 
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IIistorisch-litterarkche bbteilung. 

452.  Ilrei gegebene Gerade irn Hainne narh einem Dreieck mit, vorgeschrieberien 
Winkeln zu schneiclen. Ed.  S a l f n e r .  Grun. Archiv 2. 11. XVI, 347. 

453.  Quelques remarques sur le théorème d'Euler concernant les polybdres. 
E. W e i l l .  N. ann.math.  Sér. 3 ,  XVII, 120. 

454.  &er das gleichseitige und das Hfihenschnit tstetraed~r.  H .  H o p p e .  Grun. 
Archiv 2. R. XVII, 257, 333. 

Subs t i t u t ionen .  

455.  Grundlagcn einer snalytischen Behandlnng der Grul)pierungsaiifgaberi. 
P. H o y c r .  Xathem. Annal. L ,  499. 

456. Keue Gruncllagen der Gruypen und Substitutionentheorie P. I I  og er. 
Mathem. Annal. LI ,  445. 

457.  Über discrete Scharen von coutinoierlichen Transformationen. W. A h r  en  S. 

Mathem. Annal. T i ,  518. 
455. Sh6orènie fondanienta1 sur les transforniations birationnelles à coefficient 

entier. S. K a n t  or .  Compt. Rend. CXXVI, 946. 
459. An universal invariant for firiite groups of linear subutitutions with appli- 

cation in the  theory of the canonical form of a linear snbstitution of 
finite period. E. H. M o o r e .  Matheni. Arinal. L, 213. 

460. Concerning Abelian regular transitive triple-systems. 1:. H. Mo o r e  Matheni. 
Anna.1. 11, 225. 

461. c h e r  metacyklische Gruppen und Kachbarconfigurationeri. L. H e  ff t e r .  Nathem. 
Annal. L. 26 1. 

462. A tr iply infinite systcin of simple groups. L. E. D i ç k s o n .  Quart. Joiirn. 
math.  XXTX, 169. 

463. The first hypoabelian group generalized. L. E. D i c  k s  on .  Quart. Journ. math. 
XXX, 1. 

464. Simplicity of the  Abelian groiip on two pairs of indices i n  t he  Ga,lois field 
of order Zn, n > 1.  L. E. D i c k s o n .  Quart. Journ. math.  XXX, 383. 

465.  On the  transit,ive substitution groups of degrees thii-teen and  fourteen. G.A. 
M i l l e r .  Quart. Journ. math.  SAXE, 224. 

466. On the  operation groups whose order is  Iess t han  64 and tliose whose ordcr 
is 2p9 ,  p being any p i m e  riuniber. G. A. M i l l e r .  Quart. Jourri. math. 
a X ,  2&3. [Vergl. Bd. XLII Kr.  705.1 

467. Siir les groupes d'ordre fini. E d .  M a i l l e t , .  Quart. Jonrn.math.  X X X ,  250. 
468. Vber den arithmetischen Charakter der Koefficienten der Lubstitiitionen eritl- 

licher linearer S u b ~ t i t u t i o n s ~ r ~ ~ ~ i ~ ~ e ~ ~ ,  H. 'II a s  c h  ke .  hiatheru. Anrial. 
L ,  492.  

469. Uestimmung aller ternaren und quaterniiren Kollineationsgriippen, welche 
mi t  symmetrischen und alternierenden Uuchstabenvertausch~111gsg1-iip1~en 
holoedrisch isomorph sintl. H. M a s  c h ke. Mathem. Annal. LI ,  25:3. 

470. On the  transitive substitution groups of 24  letters tha t  admit of two different 
impriiriitive systcms of ilegrees 3 and 4. A. C. L. W i l k i n s o n .  Quart. 
Journ. math. XXX, 157. 

T. 

T h e t a f u n k t i o n e n .  

471. Sur l a  décomposition des fonctions 8 en facteurs. G. H u m b e r t .  Compt. 
Rend. (ISXVI, 394. 

472. Cbcr ein allgenieines aus Thetafunktionen von zwei Argumenten gebildctes 
Orthogonalsystem und seine Verwendung in  der Nechanik. E. J a h n  ke .  
Crelle CXIX, 234. [Vergl. Bd. SLII  Nr. 710.; 

473. Xonvelles expressions des é l thents  d'un système orthogonal par les fonctions 
thêta de deux argiinients et  leur application à la, dynamiclue. E. J a h n k e .  
Compt. Herid. CSXVI, 1015. 

474. Expressions des dérivées des fonct,ions thêta de  deux arguments au  moyen 
des carrés des fonctions thêta. E.  J a h n  ke .  Compt. lLend. CXXYI, 1083. 
[Vergl. Bd. XLIII Xr. 632.1 
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475. Sur les systèmes d'équations différentielles auquels satisfout les fontions qua- 
druplement périodiques de  secoride espèce. M. K r  a u s  e. Compt. Rend. 
CxXvI ,  1086,  1489,  1619. 

476. r b e r  Thetafunktioncn mi t  zwci Variabcln und die zngehorige Kiimmersche 
Flache. L. S c h l e i e r m  a c h e r .  hIatliem.Anria1. L ,  183. 

Trigonometrie. 
477. Sur l a  règle des analogies d e  M. E. Lemoine. Ch. M i c h e l .  N. ann. math.  

Sér.3,  XVII, 24. - G . F o n t e n é  ibid. 92.  
478. Cber eine Emeit ,ening der (+:tnss'schen Peutagramma miriiicum aiif ein be- 

liebiges sphiirisclies nreieck. D z io  b e  k. Gmn. Archiv 2. R. XVI, 320. 
479. Geornetrical proof of ~phe r i ca l  formulae and application t o  astronomy. 

E. C. H u d s o n .  Quart. Journ. math. XXIX. 202. 
480. Uber goniometrische ~ e l a t i o n e n ,  die bei der ~ r k i s t e i l u n ~  auftreten. B. S p  o r e r .  

Grnn. Archiv 2. R. XVI, 68. 

V. 
Variationsrechnung. 

481. Zur Variationsrechnung. Ad.  K n e s  e r .  Matliem. Annal. L,  27. 
482. Ableitung hinreichender Bcdingungen des Maximums oder Minimums einfaclier 

Integrale aus der Theorie der zweiten Variatiou. Ad .  K n  e s e r .  Mathem. 
Annal. LI, 321. 

W. 
Warmelehre. 

483. c b e r  die solremnute H-Kurve. L. B o l t z m a n n .  Mathem. Annal. L. 325. 
484. Sur un pob lème  dc l a  théorie analytique de la chaleur. W. ~ t ' e k l o f f .  

Compt. Rend. CXXVI, 1022. 
485. Sur le potentiel thermodynamique. A. P o n s  o t .  Coinpt. Rend. CXXVI, 226. 
486. Sur leu propriatés thermiques des fluides saturés. E. M a t h i a s .  Compt. 

Rend. CXXVI, 1095. 
487. Sur le problkme de  refroidissement d'une barre héterogène. W. S t e k l o f f .  

Compt. Rend. CXXVI, 215. 

z. 
Zahlentheorie. 

488. Über Zahlcngruppen i n  algebraischcn Kbq~ern .  III. Abhandlung. H. W e b er .  
Mathein Annal I,, 1. [Cergl. Rd. XTJTTI, K r  6431  

489. Über die Tlieorie des relati, uuadratischen Zahlkoruers. D. H i 1  b e r t .  RIatliein 
Annal. LI, 1. 

490. cher Abelsche Gruppen. 1,. H e  f f t e r .  Crelle CXTX, 261. 
491. Sur les groupes hamiltonien. G A M i l l e r .  Compt Rend CXXVI. 1406. 
492. Carionical Sornis for the  unique representation of Kronecker's modular systems. 

H. H a n  co ck. Crelle CXIX. 148. 
493. die Zurückführung der Ikvisorensysteme auf ihre rediizierte Form. 

K. I I e n s  e l .  Crelle CXIX, 114. [Vergl. Hd. XTAIIT NT. 645.1 
494. die elementaren arithinetischeri Ei~erischaften der reiuen Modulsvsteme 

zweiter St,ufe. K. H e n s e l .  Crelle CXIX, 175. 
496. Sur les lois de récinrocité. X. S t o u f f .  Comot. Rend. CXXVI. 812. iYe rd .  

L " 
Ud. XLLI, Pur. 7 3 i . l  

496. On the  residne of a binomial-theurem-coefficient with respect t,o a prime 
modulus. J. W. L. G l  a i s  h e r .  Quart. Jonrn. math. XXX, 150. 

497. On the  residue with respect to pn+l of a binomial-theorem-coefficient 
divisible by p ~ .  J. W. L. ü l a i s h e r .  Quart. Journ. math. XXX: 349. 

498. A congruence theorem rclating t o  sums of binomial-theorem-coefficients. 
J.  W. L. G l  a i s  h e r .  Quart. Journ. math.  XXX, 361. 

499. Sur une formiile ntile da,ns la. dBtermina,tion de certaines valenrs asympto- 
tiques. J. F r a n  e l .  Mathem. Annal. LI, 369. 

500. Solutions algébriques de  diverses questions concernant les équations indeter- 
min6esYdn iecond degré à bois  termes. D e  ~ o n q ; i é r e s .  Compt. 
Kend.CXXV1, 863,  990, 991,  1077. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 Historisch-litterarische Abteilung. Sbhandlungsregister. 

501. Formiiles générales donnant des valeurs de D pour lesqiielles l'iaiiation 
tP- Due = - 1 est rholuble en nombres entiers. D e  Jonqu iSrcs .  
Compt. Rend. CXXVI, 1837. 

502. cher eine Anwendung der Riemann'schen Formel fiir die Anzahl der Pnm- 
zahlen u n t a  einer gegebenen Grenze H. v. M a n g o l d t .  Crelle 
CXIX, 65. 

503. Sur l a  thgorie des nombres premiers. H. L a u r e n t .  Compt. Rend. CXXVI, 809. 
604. Cber Primzahlen. G. S p e c k m a n n .  Grun. Archiv 2.  R. XVI, 335. 
505. ti ber l'rimzahlenmengen. G. S p e c k m a n n .  Grun. Arçliiv B.K. X V I ,  447. 
506. li'ber die Anzahl der Primzahlen innerhalb einer bestimuileri Grenze. 

G. S p e c  k m a n n .  Grun. Archiv 2.  R.XVI, 447. 
507. Formeln fiir Primzahlen. (:. Sp  e c k m a n n .  Gnin. Archiv 2. R. XT'I. 448. 
508. Die Kenrizeichen der Teilbarkeit der Zahlen. Th .  L a n g e .  Brun. Archiv 

2. K. XVI, 220. 
509. Facultitencongruenzen. G. S p e  c k m a n n .  Grun. Archiv 2. R. XVI, 223. 
510. Siir qiielqiies t h é o r b e s  d'arit,hmétirpie. C. Moreau .  N. ann. math. Stk. 3, 

XVII, 293. 
511. Inégalités auauelles sont assujettes 3 nombres positifs dont la somme est 1. 

K ann. mat,h. Sir .  3. XVII. 193. 
612. Deux nombres consécutifs autres que 8 e t  9 peuvent-ils être des puissances 

exactes ? C. A. L a i s  a n  t. N. ann. math. Sér. 3 ,  YVII, 180. 
Vergl. Formen. 
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V e r z e i c h n i s  
von 

Abhandlnngen aus der angewandten Mathematik 
die im Jahre 1898 in technischen Zeitschriften erschienen sind. 

Zuçammengestellt von R. Mehmke. 

Beilage zur  Zeitschrift für Mathematik u. Physik 44. Band, 2. u. 3. Heft. 

dhkürznngen für die Tite1 der ansgezogenen Zcitscliriften: 
A. B. = (Wiener) Allgemeine Bauzeitung, Jahrgang 63. 
A. G. B. = (Glasers) Annalen fiir Gewerbe und Bauwesen, Bd. 42 und M. 43. 
Am. M. = Airierican Machinist, vol. 21. 
A. M.=Annales des Mines, 9- serie, t .  13  e t  t. 14 livraisons 1-11. 
A. P. Ch. = Annales des Ponts e t  Chaussees, série, Se année, ler- 3e trimestre. 
B. = The Buililer, vol. 74 and vol. 75. 
C. B. = Centralbla,tt der I3a,livenvalt,iing, Jahrgang 18. 
C. 2. = Cent,ral-Zeitung für Optik und Mechanik, Jahrgang 19. 
D. B. - Deutsche Baueeitung, Jahrgang 32. 
D. M. =Deutsche Mechaniker-Zeitung (Beibl. z. Ztschr. f. Instrumentenk.), 1898. 
E. = The Engineer, vol. 85 and vol. 86. 
Eg. =Engineering, vol. 65 and vol. 66. 
E. 2. - Elektrotcchnische Zeitschrift, Jabrgang 19. 
Q. 1. = Gesiindheits-Ingenieur, Jahrgang 21. 
J. Q. W. = (Schillings) Journal f. Gasbeleuchtiing 11. Wasserversorgiing, Jahrg. 41. 
M. A. G. = Mitteilgn. iib. G-egenstande d .  Artillerie- u. Genie-Wesens, Jahrg. 1898. 
N. A. C. =Nouvelles Annales de l a  Construction, be série, t. 6. 
O. F. E. = Organ f d. Fortachritte d. Eisenhahnwesens, Jahrg. 53. (N. Y. Lid. 35.) 
P.J. = (Dinglcrs) Polytechnisches Journal, Bde. 307, 308, 309 und 310. 
Schw. B. - Sçhweizerische Bauzeitung, Bd. 31. 
T. B. = Seçlinische Ulatter, Jahrgang 30, Heft 1 .  
Z. A. 1. = Ztschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, Bd. 44, Heftausg. u. Wochenausg. 
Z. B. (Erbkams) Zeitschrift für Bauwesen, Jahrgang 48. 
Z. G. = Z~it~schrift  fiir Qew%sserkiinde, Rd. I .  
Z .  1. = Zeitschrift für Instrumentenkunde , Jnhrgang 18. 
Z. O. 1. A. V. = Zeitschrift Ci  nsterreich. Ingenieur- u.Architekten-Qereins, Jahrg. 50. 
Z. V. = Zeitschrift für Yermessungsmesen, Bd. 27. 
Z. V. D. 1, = Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieurc, Bd. 42. 
V. V. a. = Verhandlungen des Vereins für Gewerbfieisu, Jahrgarig 77. 

Abbildungen. - 

J O  r d a n ,  Die konforrne Doppelprojektion der preussischen Landesaufnahme. Z. V., 
S. 33-43, 417-432. 

L e i h n l d  iind J o r d a n .  Koordinaten im Kataztersvstem Bochum. Z.P..  S. 6-14: 
Rerichtigung S. 86. 

H e i n r .  L e i b o l d ,  J o r d s n ,  Berechnung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten 
fiir die Eckounkte der Messtischbl&tter aus den eeeebenen eeo~rauhischen 

U " *  

~ o o r d i n a t e k  irn Katastersystem Bochum. Z.V., Fl7-228. 
Ali g u s t  W i l h e l m  V e l t e n ,  Ncue Methode, eine i n  aaimutaler Projektion ent- 

worfene geographische Karte in eine andere mit beliebig gegebener Karten- 
mitte zu iibertragen. Z.V., S. 103-113. 

S. auch Geodasie. 
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Aërodynamik. 
A. F l i e g n e r ,  Versnche über das Ausstr6uien von Luft durch konisch divergente 

Rohre. Schw. B., S. 68-70, 78--80, 84--89. 
W. Go  s e b r u c  h .  Untersuchunaen über die Durchli issi~keit  von Wiintien etc. fiir 

Luft. v.?. G., S. 365-4'14. 
- 

F. It. v. L o e s s l ,  Der aërodynamische Schwebezustand einer dünnen Platte und 
deren Sinkgeschwindigkeit. Z. 0.1. A.V., S. 454-456, 471-475, 481-486. 

Bal l i s t i k .  
A l  o i s  I n d r a ,  Zur Rerechnung der Anfangsgesühwindigkeiteri sus  den vor der 

Mündung gemessenen Geschossgeschwindigkeiten. M. A. G., S. 1-30, 
A l b e r t  E d l e r  v. O b  e r m  a y e r ,  Die explosionsartige Wirkung der mit  grossen 

Anfa~igsgeschwindigkeiteu geschosvenen Gewehrprojektile. M. A. O., S. 361 
bis 397. 

.JO s e p h  S t  a u b  e r ,  Berechnung des ballistischen Eoëffizienten steiler Flugbahnen. 
M. A. G., S. 99-109. 

F r e i h e r r  v. Z e d l i t z  u n d  N e u k i r c  h ,  Beziehungen zwischen den modifizierendeu 
Paktoren der ballistischen Gleichungen und ihre praktische Venvertung. 
M. A. C , S. 981-894. 

Blockwerke. 
M a r t i n  Bo d a ,  Die Schalt i ing~theorie der  Rlockwerke. O F. E., S. 1,-7, 29-34, 

49-63, 71-75, 91-95, 111-115, 133-138, 249. 
O s k a r  W a l  z e l ,  Schaltung Siemens'scher Rlockwerke. Z. O. 1. A.V., S. 34-35. 

D ynamik. 
R. H. A n g i e r ,  Die Massenausgleichung bei Lokomotiven und deren Folgeu. 

O.F.E., S. 10-13, 34-37 ,  79-81, 95-97, 116-118. 
B s u e r ,  Ausgleich der Massenbeschlcunigung bei Schiffsmaschinen. Z!V. D. I., 

S. 835. 
A. I3 5 t t  c h e r ,  Die Beanspmchung der federnden Achse der de Lavalschen Danipf- 

turbine infolge von Schwanknngen bei Aufstellung in  Schiffen. Z.V. 1). I., 
S. 1143-1146. 

C. F r a n z e l ,  Das Taylorsche Verfahren zur Ausbalanzierung von SchiEsmaschinen. 
Z.V. D. I., S. 907-913. 

L c i  t z m a  u n ,  Die Vertcilang der Bremswirkung auf die einzelnen Achsen der 
Fisenbahnfahrzeiige. A. O. B ,  Hd. 42, S. 90.  

, , R e v o l v e r u  and ,,J. D. S.IL, A problem in Dynamics, E., vol. 85, p. 340, 536-537. 
S c h w i n g u n g s z a h l e n ,  die, der einfachen Wagebalken. P. J., Bd. 307, S. 225-227, 

249--251. 
S e l l e n t i n ,  Die Anwendung des Prinzipes der Erhaltung der Ehergie auf den 

unelastischen Stoss. Z.Y.D. I., S. 337-338. (Bernerkungen dazuvonB. P i e  t z k e r ,  
S.  338). 

K. S k u t s c h ,  Ermittelung der Krafte in Riemen- und Seiltrieben. V.V. G., S. 89 
bis 104. 

P a u l  W o s  t r o w s  k v .  Versuch einer rationellen Lafettentheorie. M. A. G.. S. 439 . , 
bis 490. 

S. auch graphisches Rechnen, Mess-Instrumente, Moniente 

E la s t i s i t f i t s  - und Fes t igke i t s l eh re .  
C. B a c h ,  Ermittelung der Zug- und Druckelastizitit a n  dem gleichen Versuclis- 

korper. Z.V. D. I., S. 35-40, 79-79. 
- Allgemeines Gesetz der elastischen Dehnungen, Z.V.D.I., S. 516. 
k u d o l p  h B r  e d t, Das Elastizitiitsgesetz und seine Anwendung fiir praktische 

Xechnung. Z.V. D. I., 8 694-699. 
Br.  E n g  e s s e  r ,  Widerstaudurnomente und Ker~if i~urer i  bei beliebigem Forrii- 

%nderungsgesetz (Spannungsgesetz). Z. V. D. I., S. 903-907, 927-931. 
L. C: e n  s e n ,  Stndie über das Bachsche Gesetz E - u o m .  Z.V. D.I., S. 463-466. (Be- 

merkung dazu von A. E'üp p l ,  S. 599. Erwiderung von L .  G e u s  e n ,  S. 599 
bis 600, desgl. Bemerkung von E m i l  W a g n e r ,  S. 818-819, Erwidemng von 
L. G e u s e n ,  S. 819-820.) 
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W. S c h ü l e .  Über das Gesetz der elastischen Lanûenknderungen nrismatischer - A 

~ o r ~ e ;  durch Zug und Druck. Z. V. D. I., S .  855-860. 
Dr. K i r s c h .  Die Theorie der Elastizitiit und die Bediirfnisse der Festigkeitulehre. 

%. V. D.I., S,.797-807. 
- 

G. I i o l z m ü l l e r ,  Uber Spannungszustiinde, die mit  dem Newtonschen und zugleich 
mi t  dem 1,ogarithmischen Potential zusammenhiingen. Z.V. D. I., S. 860-875. 

A .  Me y e r h  of,  IJber einige Flilsseisen-Kernfigiiren. Z.V. D. I., S. 212-214. 
C. B a c h ,  Mitteilu~igen zur Frage der ,, scheinbarenLC und der ,,wahren '' Zugfestig- 

keit, insbesondere des'Zements. Z .  V. D. I., S. 238-241, 336. (Bemerkungen 
dazu von A. F o p p l ,  S. 336, und von E. H a r t i g ,  S.337 . )  

A. F o p p l ,  n i e  Xugfestigkeit steinertiger Massen C.B., S. 268 - 270, 274-275. 
(Bemerkungen dazu von C. B a c h ,  S. 307-308.) 

O. G r  u n e r ,  Die Zerdrückungshohe, Z. A. I., Wochen-Ausg., S. 252 -255. (Bemerkung 
dazu von ,,Kielu, S. 294.) 

F r i e d r i c h  K i c k ,  Gber den Kongress des internationalen Verbandes fiir Material- 
prüfuug in Stockholm 1897. Z. O. I.A.V., S. 96-100. 

C a l c u l s  des poutres droites e t  planchers en béton de  ciment armé. K. A. C., p. 12 
bis 46, 45-32, 43-48, 58-64, 80-88, 111-120, 139 -144, 163-168, 187 
bis 192, 212-216, 229-232, 243-246.  

W. C a r l i n g ,  Zur Uerechniirig der Stein- und Betonbalken. Z. O. 1. A.V., S. 249 
bis 253. (Bemerkung d a m  von F r .  v. !3mp e r g e r  S. 357, Erwiderung von 
W. C a r l i n g  S.  357-358.) 

- Ziir Berechniing der Iliegiings-Spanniingen in Fjt,ein iind Eetonplatten. D. B., 
S. 28. (Bernerkung dazu von H o f m a n n ,  S. 147-148.) 

-- Zur Berechnung der Betonbalken. Z. O. i. A. V., S . 2 2 3  -294. 
II. L a t  O w s k y  , Zur Berechnung von Betonbalken. Z. O. 1. A. V ..,, S. 56 .  
A. O s t  e n f e l  11 , %iir.?erechnung von Monicrkonstriiktionen. Z. O. 1. A. V., S. 22-  25. 
M. R. v. , T h u l l i e ,  Uber die Berechriung der Sparinurigen in den Moniergewdben. 

Z. 0 .1 .  A.Y., S. 649-552. 
B a r b e t ,  Note sur le calcul des barrages de réservoirs en maçonnerie. A. P. Ch., 

2, p. 265-299. 
B o u r d e l l e s ,  Porits en  maFourierie articulés aux naissances et  à l a  clef; avec une 

Note annexe par M. J. Résal, A . P .  Ch., 3, p. 31-92. 
Ad. J o h r e n  s, b e r  Gewichtsannahmen von Mauemerkskorpern, welche einem 

Kippmomente ausgesetzt sind. Z. A. I., UTochen-Ausg , S. 425-429. 
A. M a t  t h e  B , Bestirurnung der spez. Kantenpressungen in gebrocheuen Fundament- 

flachen. Z. A. I., Wochen-Ausg , S. 4 7 3  477. 
F r i t z  R o s  s k o  t h e  n ,  Die Ermittelung von Druckspannungen in Mauerwerkskorpern 

bei Ausschl~ss  von Zugspannungen. C:. B., S.  586-587. 
Il .  O. I I ü p p n e r ,  Druçkverteilung in Sçhurnsteinquersçhnitten. Z. A.I., Wochcn- 

Ausg., S. 297 303. 
G. L a n g ,  Druckverteiliing in Schornsteinquerschnitten bei mangelhafter Zugfestig- 

keit des M6rtels. Z. A. I., Wochen-Ausg., S. 505-607. (Bemerkung d a m  von 
H ü p p r i e r  S. 669-670, Erwideiung vori G. L a n g  S. 670-671.) 

C. B., Winkeliinderungen eines elastisch gespannten Fachwerkdreiecks. C. B., S. 185 
bis 186. (Ue.merkun daeu von A. J. . Jo r in i ,  

Hochbau. D.B., S. 611-614, 617. 
S. 2y613 O. U i e c k m  a n n ,  Uber den Einfluss der Kontinuitiit der  alken und TrLger jm 

A d o l f  F r a n c  k e ,  Berechnung der lhrchbiegung und der Nebenspannungen der 
Fachwerktriiger. Z. B., S. 111-132. 

1,. G e u s e n ,  Die Uerechnuiig der Stander eiserner Wandfachwerke. Z. V. L). I., 
S. 69-76, .88-96. 

O t t o  H a u g e r ,  Uber zulassige Beanspruchungen von Eisenkonstruktionen. D. B., 
S. 184 - 186, 189-190. 

R o b .  L a n d ,  Die Spannungs- und I'rofilbestimmung von Walzcisentr2gern bei be- 
liebiger Momentenebene. Z.V. D. I., S. 444-445,600.  

M é t o u r ,  Soti :  sur les Garde-corps des ponts suspenrius rigides. A.P. Ch., 1, p . 4 1 5 ' 3 .  
O t t  O C. K e y  m a n n ,  Die Qiierschnittsvc:rzerrungen eiserner Uriicken und ilir Ein- 

fluss auf die Vertikalcri und LLngsverbiiride derselben. A. G. U., Ud. 43,  
S. 133-138, 239-24.2. 

J o s  e p  h S n t  o n  S p i t z e r ,  Sriigcr.. aus Materialien von veriinderlichem Form- 
gnderungs-Koëffiüienten. Z. 0.1 A.V., S. 270-273, 286-289. 
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F. S t a r k .  Über die Konstruktion der elastischen Linie h i  Trikern mit unrleichrm 
~uér schn i t t e .  S. B., 4. 7-13. 

" 

J O  h a n n  R a i t  a ,  Stiiriie iiher die Elastizitiit und Festigkeit der doppelt gekriiminteii 
Srager.  Statik der freitragendeu Treppen. A. B., S. 27-37. 

W i l c k e ,  Berechnung der Starke der Treppenwangen. Z. A. I., Wochen- Ausg., 
S. 585-589. 

H., Zur Uercchnung des Querschwellen-Oherbaiies. D. B., S.  334-335. 
K i r s c h ,  Theorie der Federn. Z.V.D.  I. ,  S. 429-436. 
W i l l i b  a l  d T r i n  k s ,  Berechnung der Federn für die'Ventile von Dampfmaschincn 

und Kompressoren, Z.Y. D. I., S. 1166-1168, 1259-1260. 
B e r l  i n g  , Berechnung mehnnals gekropfter liurbelwellen für Schiffsmasçhinen. 

Z.V. D. I., S. 495-503. 
B. B e t  h m  a n  n ,  Kraft - und Spannungsverhaltnisse in  Schubkeilkuppeliingcii. 

X.V. il. 1 ,  S. 634-536. [Bemerkung dazu von Chr .  E b e r l e ,  S. 795, Rrwidcrung 
von H.. B e t h m a n u  ebenda.) 

J. Go e b e l ,  o b e r  Schwungradexplosionen. Z .  V. D I.,  S .  352 3 5 8 .  
A. C u r c h a r d ,  Die Knickfestigkeit der Trager. C. B., S. 322-323. 
F r i t z  v. Emp  e r g  e r ,  Die Bruchlasten und die zulissigen Hclastungen gusseiserner 

Saulen. Z.V.D. J., S. 1114-1118. 
Ch a r l e  s J. K r i e m l e r .  Der Knickunps-Widerstrtnd der Wandstiihe eines Gitter- 

triigers hei iingleichm%ssiger Hcanspnichiing. Schw. B., 8. 62-64,  
IL. Y. M g y e r ,  T e t m a j e r ,  Die Knickfestigkeit in Theorie, Versuch uncl Praxis. 

Z. 0.1. A.V.. S. 165-169. 

" 
8.1436-1443. 

R o b e r t  L a n d ,  Einige Beziehungen der zusammengeseteten Festigkeit nebst An- 
wendung auf die Spannungs-Ermittelung eines rechteckigen Querschnitts. D. B., 
S. 248-250, 259 262. S. aiich Momente, Statik. 

Elektrizitht und Magnetismus, Elcktrotcchnik. 
H. d u  B o i s ,  ,gie moderne Theorie des Magnetismus. E. Z., S. 788-790. 
H. G o r g e s ,  b ber die graphische Darstellung des Wechselpotentials und ihre An- 

wendiing. E. Z., S. 164-168. 
J. Y. W e y d e ,  Die Mechanik der lleibiingselektrizit%t. E. Z., S. 269-270. 
-- Die Mechanik des galvanischen Elementes. E. Z., S. 363-364, 382-383. 
Br., Über eine graphische Methode, um den Stromverlauf in  unterseeischen Kabeln 

darzustellen (von F. H o  sa el). E. 2.. S. 142-144. 
F. B r e i s i g ,  Über 'die ~e reçhnunf i  der eiektrostatisçtien Kapazitat oberirilisclier 

Leitungen. E. z., 4. 772 776. 
A. B u l l ,  Eine einfache Methode zur Bestimmung des wirtschaftlichen Qiierschnittes 

und Arhcitsverlustes für elektrische Leitungen. 1:. Z., S. 361-363. 
G i s p e r t  K a p p ,  G o r g e s ,  R o s s l e r ,  Ein Beitrag zur Voraiisberechnung der 

Streiiiing i n  Transfomatoren. E. Z., S. 244-246. 
G i s b e r t  K a , p p ,  'i'heorie der TTmformer. E. Z., 8.621-G22, 643-644,  655-657. 
F r .  X a t  a l i  s ,  Über die giinstigste Anordnung der Rückleitungen elektrisclier 

Uahnen. E.Z, S. 168-174. 
F. S i e t ' h a m m e r ,  Uber Induktionsmotoren mit veranderlicher Umlaufzahl. E.Z. ,  

S. 748-760. 
G. R o  es  s l e  r .  I'arallel- und Reihenschaltune bei Wechselstromen von beliebioer 

~urvenfo rm.  K. Z., S. 595-599. 
" - 

Stromverteilunp und Enerpieaufnahme von Kur~schlussankern. E.Z.. E. 750 
bis 756, 766 --769. 

" 

A 1 e x  a n d  e rH. O t h e r  t ,  PraktischeVorausbestimmung der Drehstronimotordiagram~ne~ 
E. z.: S. 730-732.  

C h a r l e s  1'r O t eu  s B t e i n m e  t z ,  Die natiirliche Periode einer E'ernleitung und die 
Frequenz der Blitzentladungen derselben. E. Z., S 702-704. 

S. auch Blockwerke, graphisches Kechnen. 

Erddruck. 
C r a m e r ,  Die Gleitflachen des E r d d r ~ c k ~ r i s r u a s  unci der Erddruck. Z. A. T., Hcft- 

Ausg., S. 405-414. 
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X. C r a m e r ,  Erddrucktafel. Z,,A. I., Heft-Ausg., S. 609-612. 
T h .  H o e c h ,  Z i m m e r m a n n ,  Uber Erddruck und Stiitemaiiern. C. B., S. 288, 300, 

579-5ao. 
G. C. M a n c o n c h y ,  Earth-pressures on retaining walls. Eg. vol. 66, p.  256-257, 

484-485, 641-643. 

Fehlertheorie. 
Ad. Bl i imcke ,  Zur Jordanschen Theorie des Maximalfehlers. Z. V., S. 313-321. 
A n t  O n T i c h v ,  Die Bedingungen der Schatzungsgenauigkeit an Mallstiiben. 

Z. 0.1. L.V., 8.129-154,  138, 146-151. 

Geodiisie. 
J.  B i s  ehof f  und J o r d a n ,  Cmwandlung spharischer Koordinaten. Z.V., S. 169 

bis 172. 
J o r d a n  und E g g e r t ,  Rerechnung der geographischen Koordinaten ails den recht- 

winkligen Koordinaten. Z. V., S.  613-623. 
J . (o rdan) ,  Ch. L a l l e m a n d ,  Refraction im Kivellement. Z.V., S. 97-103,201-202. 

S. auch dbbildungen, Nautik. 

Geometrie. 
Kd. L a n g ,  Anorclnung einer regelmassigen Weichenabzweigung in1 Anschluss an 

einen Bogen mit Halbmesscr von 300 Meter. C.B., S. 58--59. 
- Bestimmung der Stcllung der Merkzeichen. O. F. E., S.  75-78. 
P. A. S c h r o  O t ,  Note sur le tracé des joints, dans les voîites ellipt,iqiies execiitkes 

en briques. N. A. C. p .  242-243. 
Th., St., Hestimmung der Tangentenlange zu einem Bogcn ohne Winkelmessung. 

Z . V . ,  S. 365 - 367, 623. 
S. ailch Zeichenwerkzeuge. 

Geschichte. 
Th.  B e  ç k ,  Domenico Fontana (1543-1607) und der Transport des Vatikanischen 

Obelisken. Z. A. I., Heft-Ausg., 8. 359 -376. 
D i t t m a r ,  Die Erfindungen Otto von Guericke~. Z.V. D. I., S. -215-217. 
E. J., Das WorL Sinus. Z.V., S. 137-142. 
J . (ordan) ,  Leibniz' Rechenmaschine von 1685. Z.V., S. 163 - 167. 
S i e g m u n d  W e l l i s c h ,  Die Wicncr Stadtplane zur Zeit der ersten Türken- 

belageriing. Z. 0.1. A.V.,  8.  537 - 541, 552 - 555, 562-565. 

Graphisches Rechnen, graphische und plastische Darstellungen. 
Ur., Dber eine einfache Methode (von E. J. H o u s t e n  und A. E. K e n n e l l y ) ,  

nahemngsweise die harmonischen Komponenten einer gegebenen Wellenlinie 
zu bestimmen. 1:. Z., S. 714-715. (Berichtjgiing dami von G e o r g  S t e r n ,  
s 795-796.) 

F. J. Vaes.  Granhical solution of n eouations of the first demee with n variables. 
Eg. "cil. 66,  p. 867. 

" 

A l f r e d  E. W i e n e r .  A new graphical method of finding the areas of irrepular 
diagrams. &. M., p. 3G1L365. (Bemerkungen dazii von J. P. c h<reh, 
p . 4 1 7 ,  J o h n  H. B a r r ,  p . 4 2 8 ,  J .  J. G u e s t ,  p .  494-407, L e i c e s t e r  A l l e n ,  
p. 554-555.) 

Relief  M o d e l s ,  The use of Am M., p.632-634 .  
T r i -  a x i  a l  D i  a g r  a m  for graphical illustration, The use of. Am. M., p. 823. 
E m  e r i  ch F i s  c h e  r . Die ~raah i sche  Ermit te lun~ der Grtjsse von Stauweihern. - L 

C. B. S. 39013'32 .  
0 

K. G e l i n  e k. Ein Ueitrap zur Ueurteilunp der Zweischiebersteuerun~en. Z. 0.1. A.v.. 
S. 334'-337. 

- " 

K. J. H o p  k i  na ,  Diagramm for finding centrifuga1 force and rim tension. Am. M., 
p .  130 - 131. 

J. E. J o h n s o n ,  jr., Diagrams for compressed air. Horsepower and temperature. 
Am. M., p. 460 -462. 

JI., Zeichnerische Darstellung der Belastung von Bahnhofsgleisen. C. B., S. 308. 
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W i l h e  l m  M a t t e r s d o r f f ,  Graphische Ermittelung der Bruttoabgaben elektrischer 
Hahnen. E. Z., S. 823-825. 

P. M e h r .  Betriebs-Schauul'ane für  Bahnhofe. O.F.E.. S. 82. Taf.XViI. 
~ o n s o n b ~  M o o r e  ~ r o s i h w a i t e ,  Two graphic methods applied to hydraulic 

calculatious. Eg. vol. 66, p.  65-66. 
M. H o t h e r ,  c b e r  die Uestirnmung des E'assungsraumes von Behaltern fiir stidtische 

~Vasserversorgungsanlagen. J. G.W.,  S. 5-7, 44-49. 
S. auch Elektrizitiit, Mausenberechnung, Tafeln (graphischc). 

Hydrodynamik, Hydraulik, Hydrologie. 
H. B a z i n ,  Expériences nouvelles sur l'écoulement en deversoir (60 article). A.P. Ch., 2, 

p. 151-264. 
V i c t o r  F o u r u i é ,  Kote sur deux formules relatives à 1'6coulement permauerit e t  

uniforme des liquides. A. P. Ch., 3, p. 1-1 0. 
H. G r a v c l i u s ,  Die Geschwiridigkeitsfomel. Z. G., S. 196 -208. 
M . ,  Rerechniing der Abflussmengen in Fliissen nnd Kaniilen. % . ~ ~ . I . A . v . ,  S. 533 

bis 534. 
R U  d o l f  M e w  e s ,  Berechnung von Wasserheizungs- und Wasserleitungs- Anlagcn 

aiif elementarem Wege. G. I., S. 17-22, 33-39, 
- Über die Berechnung der Leitungen für Wasser und Gas in der Praxis. 

J. G.W., 8. 212-213, 225-229. 
H o f m a n n ,  Aufstau bei Fliissbrücken. D.B., S. 268. 
T o l  k m i t t ,  Die neup, Cieschwindigkeitsformel von Rsxin. C.B., S. 317-318. 
R u  d o  l f  E s ç h e r , Çber Kiederdruckturbinen mit gesteigerter Umdrehungszahl. 

Schw. B., S. 12-14. 
H. E n g e l s ,  Modellversuche iiber den Einfluss der Porm und Grosse des Kanal- 

querschnittes anf den Schiff3widerstand. Z. U., S. 655-672. 
J a m e s H a  m i l  t o n , Horse -l'ower absorbed by skin friction and wave - making in 

ships of difYerent forms and proportions deduced from progressive trials. Eg. 
vol. 65, p. 420, 610-611. 

H S. H e l e - S h a w ,  Investigation of the  Nature of Surface Ilesistance of Water 
and of Stream-Line Motion under certainExperimenta1 Conditions. Eg. vol. 65., 
p .  420, 444, 477-480, 611-513. 

H e  u b  a c h ,  Das üeset,z des Schiifswiderstandes. D. B., S. 192. 
M. M o l l e r ,  %ugwiderstand der Kanaluchiffe. Z.G., S. 225-245. 
B. S c h i e l d r o p ,  On resistance to  t he  motion of solids i n  a fluid. Eg. vol. 65 ,  

p.  425, 577-579. 
S c h i f f  s w e s e n ,  Ncues im. P. J., Uri. 307, S. 199--201. 
S c h r o m m ,  Die Best,jmmung des Schiffswiderstandes auf Grund deryersuche mit 

Modcllcn. %. O. 1. A.V. ,  S. 358-361. D e r s e l o c ,  Rrgebnisse der Modell- 
versuck.e über den Einflnss der Grosse des Kanalprotiles aiif den RchiffS- 
widerstand. .. Ebeuda, S. 485-486. 

H. B i n  d e m a n n ,  Cber die Abweichung zwischen der mittleren Abflussmenge und 
der Abflussrnenge bei Mittelwasser. C. B., S. 638 -639. 

11. G ~ a v e l i i i s ,  Die lliiuiigkcitskurve. Z. G . ,  S. 145 - 150. 
- r b e r  eine Statistik der Wassermerigen i n  den Hauptflussgebieten Frmkreichs. 

Z .  G., S. 208-?13. 
E. H e u b  a c h ,  %nr Wasserst,arids-Vorhersage. D. B., S. 48 - 50, 56-58. 
W.  K l e i b e r ,  Studieu zur Wasse r s t a~ds~rognose .  Z.G., S. 10-25, 129-144. 
M. W e b e r  , Cntcrsuchuugen iiber den Zusammenhang der Grundriesforni und der 

I'rofilgestaltung des Elbstromes. %. G., S. 150 -164, 321 -337. 
Bo u r  d e l 1  e s ,  Etude d u  régime de l a  marée dans l e  canal de Suez. A. P. Ch, 3, 

p. 11- 30. 
S. auch graphisches Rechnen, Tafeln (graphischc). 

Kettenbrüche. 
Ad. Gl i i r f  e l  il, Die Anweridung der Kettenbrüche xur eirifachen Berechnung der 

Wechsel-Riider fiir Drelibiiinke. C .  Z., S. 31 --32. 

ginematik. 
A l b c r t  E. Guy!  Streight lirie motion. Am. M., p. 235. 
C o n e  P i i l l e y  diagram, A new. Am.M., p. 522-623. 
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E m i l  H e r r m  a n n .  Die Ein~riEsdauer der Zahnriider bei Zusserer Vcrzahnun~. 
P. J., Bd. 310, S. 28 3 5 ,  61--55. 

T r i e  b w e r k  e mit Vcrwendiine von Schrauben- und Schneckenriidern. über. P. J.. 
~ d .  307, S. 147-152,  i i i - 1 7 3 .  

Hei i i r i ch  W e i s  s,, Ziir Berecliriuuq der Stuferischeiben für Wcrkzeugniaschinen. 
z. 0.1. A.V., S. 749-762. 

S. auch Kettenbrüche. 
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S. Blockwerke. 
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P u l l e r ,  Zur Bearbeitung von Eisenbahneutwiirfcn. C.B., S. 333-335. 

Mess - Ins t rumente  und -Methoden.  
G. U e n o i t ,  ï ber Messung mechanischer Arbeit. A. G. B., Ud.42, S. 110-112. 
I Iamnie r .  E n  ueuer hannonisçher Analmator (von A. M i c h e l s o n  und S. W. 
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~ t r ' a t t o n ) .  Z.  I., S. 93-95. 
-- Entfernunp aus Schall~.eschwindinkeit. Z. V.. S. 142 - 144 
J., Entfernungs&esser. X. v:, S. 232-236. 
L a n g ,  Neuerung am Kompensations-Planimeter. Z. V., S. 147- 148. 
J. L e  h r  k e ,  Feststehende Nonienteilungen. Z. O. 1. A. Y.. S. 595-5137. (Bemerkungen 

daeu von G. .F ta rke ,  S. 625-626.)  
H. K e u o n d o r f f ,  Uber eiu neues Koordinatenplauimeter aus Lier Werkstatt des 

Mechanikers Ch. Hamann in Friedenau-Berlin. Z. Y., S. 553 - 564. 
P i t c h o m e t e r ,  the Chapman-Hunter. Eg. vol. 66, p. 793. 
R a t  e a u ,  Expériences et théories sur le  tube de Pitot e t  snr le moulinet de 

Woltmann (Wydrom8trea et AnEmomBtres). A. M., t. 13, p. 331-385. 
L. S c h l e i o r m a c h e r ,  Das Stangenplanimeter von Prytz. Z. V., S. 408-411. 
l ' au1  S c h r e i b  e r ,  Die Instrumente zur Bestimmung der Windstirke. Z.  A. I., 

Heft-Ausg., .S. 343-358. 

Momente. 
Adol f  F r a n c k e ,  Das grosste Biegungsmoment unter der rollenden Last bei un- 

mittell~arer Belastung des Tragers. Z. A. I., Wochen-Aiisg., S 761-763. 
(Bernerkung d a m  von C. lLunge und W e y r a u c h  S. 813, Erwiderurig von 
A d o l f  F r a n c k e  S. 813-814.) 

R o b e r t  L a n d ,  Ilie Bestimmung der Haupt-Triigheitsmomcnte einer Flache. C. B., 
S. 22. (Bemerkiirig dam von R. F. M a y e r  , S. 84.) 

Nautik.  
C. R u n g e ,  Über die Ortsbestimmung auf See. Z .  V., S. 258-262. 

Optik. 
C. V. L. C h a r l i e r ,  nber die Berechnung von zweilinsigen Objektiven. Z. I., S. 253  

bis 254. 
H. H a r t i n g ,  Formeln xur Bereçhnung der Yikroskopobjektive geringer Apertur. 

z. I., S. 331 - 335. 
- Zur Theori; der zweiteiligen verkitteten Fernrohrobjektive. Z. I., S. 37.5- 380. 
M. von H o h r ,  Uber die Lichtverteilung in der Brennebene photographischer Ob- 

iektive mit besonderer Berücksichtipunp der bei einfachen Landschaftslinsen 
;nd sgmrnctrischcn ~onetruktionen-auGretenden Unterschiede. Z ,  I., S. 171 
bis 180, 197-205. 

K a r l  S t r e h l ,  Zur Theorie des Mikroskopes nach Abbe. C.Z., S. 171. - Theorie des Mikroskopes auf Grund der Formeln fiir die Theorie des Fern- 
rohres. Z. I., S. 301-317. 

Perspekt ive.  
P. P ü t z e r ,  Perspektivisehe Uarstellung der Kugel. D.B.,  S. 283-285. 
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P h o t o g r a m m e t r i e .  
J o r d a n ,  Zur Photogrammetrie. %. A.I., Wochen-Ausg., S. 345-349. (Remerkung 

dazu von E. H a m m e r  S. 814.) 
E. Ko n e g e n ,  Photogrammetrie (Vortrag). Z.V., S. 122-130.  
J u l i u s  M a n d l ,  obe r  Verwertiing von photographischen Aufnahmen aus dem 

LuRballon. hl. A. G., 8. 165-181. (Mit einem Anhang über rieuere Geometrie, 
S. 181-194.) 

R e c h e n - M a s c h i n e n  und A p p a r a t e .  
S t e p h a n  B a l t h a s a r ,  Über Rechenmaschinen. M. A. G., S. 110-122. 
I j eve l  g e a r  eomputing machine, A. Am.M., p. 222-223. 
X e c h e n s c h i  e b  e r ,  Unterbrochener Inde~st r ich  am. X V., S.  597- 698. 

S. auch Geschichte, Rechnen. 

R e c h n e n ,  numcr i sches .  
D i t t  m a r ,  Multiplikation durch Viertels - Quadrate. Z. V , S. 336 -338. 
b; d l e r ,  G.run ti b o c k ,  R in fxhe  Methode zur Rest,immiing der Qiiadrate von Zahlen. 

Z. 0.1. A.V., S. 434-433, 508. 
J . (or  d a n ) ,  H. S os s ria, Polygonzugberechnung mit der Rechenmaschine. Z. V., 

S. 130-134, 196-198, 343. 
S. auch Zeichenwerkzeuge. 

Ref rak t ion .  
S. Geodssie. 

S c h w e r p u n k t .  
P u l l e r ,  Schwerliiinktbestimrniing des Trapezes. C.B., S. 72. (Remerkung ciam von 

F. C. J. v a n  d e n  S t e e n  v a n  O m r n e r e u ,  8 .576 . )  

Btatik.  
B., Die statische Sicherheit der Gittenverke für Wasserbauten. 2. ,4. I., Wochcn- 

Ausg., S. 3-11. 
J. G o e b e l ,  Standfcstigkeit eines Schornsteines. Z.V. D. I., S. 180-183. 
L i e c  k f  e l  d t ,  Die Standfestigkeit von Staumauern mit oEenen Lagerfiigen. C. B., 

S. 105-108, 109-111. 
G. S t O c k h a m m e r ,  Zur P'rage der Eisenbahnwagen-E:ntgleisunjien. Z. O .  1. A. V., 

S. 569--572. 
1-. R o h n  y,  Der Eingelenkbogen. Z. A. I., Heft-Ausg., S. 147-166. 
IL C e u  s e n ,  Reziehungen zwischan den Ankerziigkr&ftm iind den Kant,enpressiingen 

einseitig.. eingespannter Triiger. C. B., S. 237-240. 
A.  J o h r e n s ,  Uber die Berechnnng durchgehender Trager auf mehreren Stütxen. 

Z.A.I. ,  Wochen-Ausg., S. 601-607. 
J o h n  L a b e s ,  Einfliiss fehlentler Stiibe in Fachwerkbdken. C. L3., S .  9 3 -  94. 
M e  h r t e  us .  Statisch bestirnmte mehr t e i l i~e  Wandliliederurici der Gittertrairer. 

Z.A.I., .?chen-Ausg., S. 329-332. 
u 

M. S c  h u r i c h .  Uber die Berechnuna de r  Grenzsnannunpen der Gitterstzbe eines 
einfachen E'achwerkbdkens und den Eritwu;f einesu~chwedlertr%gers. Ill. A. I., 
Wochen-Au~g. ,  S. 180-189. 

B r u  n o  S e h u l z .  Uber die Uerechnung mehrfach statisch unbestimmter Systenie. 
Z. A. I., Heft- Ausg., S. 57- 70,  158-174. (Bemerkiingen dazu von Adolf 
F r a n c k e  S. 173-175. 481-486.  Eraideruuven von B r u n o  S e h u l z  S. 235 
bis 240, 456-488.) 

-- Aiisleeertriieer mit Mittelstoss.- C. B.. S. 121-123. (Eemerkunaen dazu von 
'ïh. 'h o e c h ,  S 626-627.) 

- 
F r i e  t l r iç  h S t e i n e r ,  Dit: graphische Emiittelurig der Stabspannuugen im Halb- 

paraheltrLiger. S. B., S. 1 7 .  
J o h .  E. B r i k ,  Die stat,ischen Verhdtnisçe de; freitragenden Stiegenarme bei den 

Versuchen des Stufcn -Ausschusses. Z. 0.1 A. Y., S. 493-497. 
1 r m i n g e r ,  Versuche über Wintidruck auf Kuppeln. C. B., S. 505-507. 
T h .  L a n d s b e r g ,  Winddruck auf Kuppeln. C.B. ,  S. 297-299. 
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Tafel 1. 
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Zum A u f ~  atz : Mehmke ,Reispide graphischer Tafeln . 
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SC hilzing , über neue kine~~~afischr ModeZZe. 
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S c h i l l i n g ,  C6er neue kinemafische Modelle. 
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Meis el, Einiuhrung in - die geometrische Optik. 
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