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Sugli assi delle coniche 

situate in una superficie del secondo ordine. 

(de l  prof. T. REYE, a .&rigo). 

Ogni retta nello spazio perpendicolare alla propria polare rispetto ad una 
data superficie di secondo ordine, si chiamerà a s  s e di questa superficic. 
Ciascuno di questi assi é nello stesso tempo l'asse di una conica (reale O 

imaginaria) situata sulla superficie, e l'asse di u n  cono di secondo ordine 
circoscritto alla superficie. e viceversa. Agli assi di una superficie di se- 
condo ordine appartengono pure tutte le sue normali. 

1 diametri delle superficie di secondo ordine, perpendicolari ai propri piani 
conjugati, si dicono a s  s i p r i n c i p  a l i  della superficie; per p i  a n  O d i  s im - 
m e t  r i a  s'intenda un piano diametrale perpendicolare alle proprie rette con- 
jugate. Non considereremo, ne1 seguito delle nostre ricerche, le superficie di 
rotazione di secondo grado. 

8 4. Distrihazlonc deglt assi di maa superficie di secondo srdine. 

Ogni retta situata in un piano di simmetria O perpendicolare a questo 
piano, ogni diarnetro, ogni retta parallela ad un asse principale, & un 
asse della superficie di secondo ordine. 

T u t t i  g l i  a s s i  s i t u a t i  i n  u n  p i a n o  a r b i t r a r i o  7c i n v i l u p p a n o  
u n a  parabola . ,  c h e  & t o c c a t a  a n c h e  da i  p i a n i  d i  s immet r i a .  Ma se 7i: 
é un piano diametrale, quegli assi formano un fascio di diametri e un fascio 
di raggi paralleli, e se n B perpendicolare ad un piano di simmetria y, tutti 
gli assi situati in n, che non sono perpendicolari a y,  formano un fascio 
di raggi il cui centro giace ne1 piano y. 

Annali di iîIalenzatica, tomo II. 1 
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2 Reye:  Assi delle coniche in una superfido cli ordine. 

T u t t i  g l i  a s s i  p a s s a n t i  p e r  u n  p u n t o  q u a l u n q u e  P, cos t i tu i ,  
s cono  u n  c o n o  d i  s e c o n d o  o r d i n e ;  q u e s t o  c o n o  c o n t i e n e  u n  d i a -  
me t ro  e l e  n o r m a l i  c h e  d a  P s i  p o s s o n o  c o n d u r r e  a i  p i a n i  d i  
simmeetr i a .  Se perd P giace in un piano di simmetria y ,  il cono si scom- 
pone in due fasci di raggi,  J'uno dei quali & situato in y, e l'altro & situato 
in un piano perpendicolare a y. Anche tutti gli assi aventi una data dire- 
zione giacciono in un piano diametrale della superficie di secondo ordine. 

Combinando questi teoremi si ottengono i seguenti : 
Tutte le parabole, inviluppate da tutti gli assi situati in piani paral- 

leli, giacciono i n  un con0 o in un cilindro, formato da diametri. Tutti 
gli assi che segano un dato diametro d, formano dei coni paralleli di 
secondo ordine, i cui vertici giacciono in d. Se n & una retta perpendi- 
colare ad un piano di simmetria y, tutti gli assi segati da n formano dei 
coni di secondo ordine, i cui vertici giacciono in n e che hanno comune 
con y una sola e medesima iperbola equilatera. Tutti gli assi che segano 
il piano di simmetria y in una retta u situata in y,  sono tangenti ad 
un cilindro parabolico perpendicolare a y; ma se u é perpendicolare ad 
un secondo piano di simmetria y,, essi segano questo piano lungo una 
retta u, perpendicolare a y. 

Due punti qualunque di un asse si possono riunire con una curva 
gobba del terzo ordine tale, che ogni sua secsnte O tangente sia un 
asse della superficie di secondo ordine. Tutte queste curve gobbe hanno 
tre assintoti perpendicolari fra loro e perpendicolari ai piani di simme- 
tria; passano inoltre pel centro (se vi é) della superficie di secondo ordine. 

Deduco da questi teoremi il seguente importante corollario: . 
Se di una superficie di secondo ordine sono dati due O tre piani di 

simmetria ed un asse, che non sia perpendicolare ad un piano di sim- 
metria, ne sia situato in un piano con un asse principale, tutti gli assi 
della superficie sono completamente determinati, e si possono facilmente 
costruire. Vi sono percid infinite superficie di secondo ordine aventi gli 
stessi assi di una data. Di queste superficie ne passano infinite per 
ciascun punto S del10 spazio, e i loro piani tangenti in S inviluppano 
un cono di secondo ordine. 1 centri delle coniche, sezioni di tutte queste 
superficie coassiali con un piano qualunque, sono situati sopra una 
rctta, cioé sulla direttrice della parabola inviluppata dagli assi delle co- 
niche. 111 ogni punto di questa retta il piano é toccato da una delle 
superficie coassiali. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



R e y e : Assi delle couiche in una superficie di 2 . O  ordine. 3 

2. Saperfide omotetiche del secondo ordinie. 

Esamineremo più da vicino certi semplici sistemi di queste superficie coas- 
siali, e dapprima quelle superficie che sono segate da un qualsivoglia piano 
e in coniche concentriche. Il teorema che ci conduce alle loro proprietà 
principali 6 il seguente: 

a Se di una superficie di secondo ordine sono noti i di simmetria 
a e il centroGdi una sezione piana E qualunque, il cui piano perd non sia 
cc un piano diametrale, né sia perpendicolare ad un piano di simmetria, al- 
a lora sono completamente determinati il centro e gli assi d i  ciascuna co- 
cr nica della superficie, come pure i l  sistema di assi di quest'ultimau. 

Pie ricaviarno : 
Tutte le superficie di secondo ordine che hanno in comme i loro piani di 

simmetria e che sono segate da un piano arbitrario secondo coniche concen- 
triche, sono coassiali e sono segate da qualsivoglia altro piano lungo coni- 
che concentriche, gli assi delle quali si sovrappongono. 1 piani tangenti 
nei punti in cui le superficie sono incontrate da un qualsivoglia diametro 
sono paralleli. Se nelle superficie si conducono le corde parallele ad una 
qualsivoglia direzione data, i loro punti di mezzo sono situati sopra un 
solo e medesimo piano diametlaale. In  una parola: le superficie sono si- 
mili e similmente poste ossia omotetiche. Per ogni punto del10 spazio ne 
passa una, ed ogni piano & toccato ne1 suo centro da una delle super- 
ficie; nello stesso tempo ogni asse del sistema & normale ad una delle 
superficie omotetiche. 

Le normali, che da un punto qualsivoglia P posscno condursi a un 
tale sistema di superficie omotetiche di secondo ordine, sono quindi si- 
tuate in un cono di secondo ordine; i piedi di queste normali stanno 
sopra una curva gobba di terzo ordine, avente tre assintoti perpendico- 
lari tra loro e ai piani di simmetria, e passante per P e pel centro (se 
esiste) del sistema di superficie. Quindi per nessun punto possono con- 
dursi più di sei e meno di due normali ad una superficie di secondo 
ordine. 

Se le  superficie dei sistema sono paraboloidi, una di queste normali 6 un 
diametro; in un paraboloide dunque, oltre di questa, si possono condurre per 
un punto dato al più cinque normali, o al  meno una. 
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8 Reye:  Assi delle coriiche in una superficie di 2 . O  orclioe. 

Le normali che possono condurei in un piano arbitrario n al sistema 
di superficie omotetiche inviluppano ima parabola; solo quando 7c b un 
piano diametrale O è perpendicolare ad un piano di simmetria, esse for- 
mano un fascio di raggi concorrenti ed un fascio di raggi paralleli. I 
piedi di queste normali sono allineati in una retta, poichè sono conte- 
nuti ne1 piano diametrale conjugato a tutte le rette perpendicolari a 
n. In nessun piano (eccettuati i piani di simmetria) giacciono adunque 
più di due normali di una superficie di secondo ordine, ne1 cas0 perd 
che questa n o s  sia un cono. 

Anche gli altri teoremi del primo § si possono facilmente applicare alle 
normali delle superficie omotetiche di secondo ordine. A mo' d'esempio ci- 
ter6 il seguente teorema: 

Tutte le normali che possono condursi ad un sistema di superficie omo- 
tetiche di secondo ordine parallelamente ad un piano arbitrario, toccano 
un cono O un cilindro di secondo ordine format0 da diametri. 1 piedi di 
queste normali giacciono in un piano diametrale. 

5 3. Piedi degli assi d'nna saperfieie di secondo ordinie. 

Si perviene ad un altro rimarchevole sistema di superficie coassiali di se- 
condo ordine, ricercando certi punti distinti sugli assi di una superficie di 
secondo ordine. Intendo quel punto in cui ciascun asse è incontrato da1 
piano che gli é perpendicolare e conjugato : punto che chiameremo p i e  d e  
dell '  a s s e .  Se l'asse è una normale della superficie, questo punto distinto 
coincide col piede della normale. In generale si ottiene il piede di un qual- 
sivoglia asse a ,  projettando perpendicolarmente la sua polare sopra un piano 
qualunque condotto per a, e cercando il punto d'incontro della projezione 
coll'asse a. 

Ogni punto del10 spazio è il piede di tre assi rispettivamente perpen- 
dicolari fra loro, che sono gli assi principali di un cono circoscritto alla 
data superficie di secondo ordine. 

a 1 piedi di tutti gli assi perpendicolari ad un piano di simmetria giac- 
a biono in questo piano. Ogni punto d'un asse principale pud considerarsi 
a'come piede dell'asse stesso. Il piede di un qualsivoglia diametro si trova 
<r all'infinito D. 
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Reye:  Assi delle cohicl-ie in una superficie di 2." ordine. 5 

1 piedi di tutti gli assi, chc si possono condurre secondo una data di- 
rezione arbitraria e che quindi (§ 1) giacciono in un piano diametrale, 
sono situati in generale in una medesima iperbole equilatera, il centro 
della quale coincide col centro della superficie di secondo ordine, e che ha 
un assintoto parallelo alla direzione degli assi; sono situati in una retta 
solo quando la superficie data & un paraboloide. 

1 piedi di tutti gli assi segati da un piano di simmetria y in un dato 
punto P e che per ci6 formano un fascio ordinario di raggi (§ 1.), sono 
situati sopra una circonferenza passante per P, il cui centro sta in y 
e il cui piano B a y perpendicolare. 

Per ogni retta u che in un piano di simmetria y pud condursi perpen- 
dicolare ad un altro piano di simmetria y,, pu6 costruirsi una retta zk, si- 
tuata in y, e perpendicolare a y, in modo che ogni raggio sia un asse, se- 
gato tanto da u quanto da u, (§ 1). L a  superf ic ie  s u l l a  quale  sono 
s i t u a t i  i piedi  d i  t u t t i  q u e s t i  ass i  h a  comune  con  c iascun  p iano  
passan te  p e r  u (O p e r  u,) ques ta  r e t t a  e u n  cerchio;  i p i a n i  y e y, 
s o n o  p ian i  d i  s immet r i a  pe r  q u e s t a  superf ic ie  dei  p ied i ,  la  quaie  
é qu ind i  p ienamente  d e t e r m i n a t a  quando  o l t r e  l e  r e t t e  u ed  u, 
si conosca a n c h e  u n  s u o  pun to .  

1 piedi di tutti gli assi posti in un piano arbitrario sono situati in una 
curva di terzo ordine, la quale sega sé stessa ortogonalmente in un 
punto doppio. 1 piedi di tutti gli assi passanti per un qualsivoglia punto 
P giacciono in una curvâ gobba del quinto ordine, la quale ha in P uu 
punto trip10 ed in questo punto tre tangenti ortogonali. 

Se un asse B incontrato sotto angolo obliquo da un piano di simmetria y 
ne1 proprio piede F, questo punto è il piede di tutti gli assi in esso segati 
da y e giacenti quindi (§ 1) in un piano perpendicolare a y. Si riconosce 
facilmente che il cono di vertice F circoscritto alla data superficie di se- 
condo ordine & un cono di rotazione , e percid F & un pun  t O focale della 
data superficie. Risulta anche facilmente che tutti i punti focali situati in 
un piano di simmetria formano una conica, una cosi cletta 1 i n  e a f O c a l e  
della supeficie di secondo ordine. 

Coll'aiuto dei teoremi di questo paragrafo si pub dimostrare: 
Se è dato un sistema di assi, ed il piede di un qualsivoglia asse che 

non sia perpendicolare ad un piano di simmetria, né sia situato in uno 
stesso piano con alcuno degli assi principali, il piede di çiascun asse 
é allora pienamente determinato. 
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6 Re y e : Assi delle coniche in una superficie di 2 . O  ordine. 

$ 4. Saperficie coucoîocali di secondo ordine. 

Fra tutte le superficie di secondo ordine alle quali conviene un dato sistemâ 
di assi, ve ne sono infinite per le quali gli assi hanno i medesimi piedi. 
Queste infinite superficie si dicono superf ic ie  concofo ca l i ,  perche hanno 
le stesse linee focali. Ogni asse e normale ne1 proprio piede ad una di queste 
superficie concofocali, la quale & con cib e per mezzo dei piani di simmetria 
pieramente determinata. 

Per ciascun punto del10 spazio (3 3) passano tre delle superficie conco- 
focali di secondo ordine del sistema cosi ottenuto, ed ivi si tagliano orto- 
gonalmente. 

Le polari di un qualsivoglia asse a rispetto ad un sistema di superficie 
- concofocali giacciono in un piano perpendicolare ad a ,  ed essendo assi 

anche quelle polari, esse inviluppano uns parabola in quel piano. T poli 
di un qualsivoglia piano f i si trovano sopra un asse perpendicolare a n, 
ne1 cui piede il piano é toccato da una delle superficie omofocali (S 3). 

Se per una retta arbitraria 1 si conducono i piani tangenti alle superficie 
concofocali di secondo ordine, in generale, dunque, due per ciascuna super- 
ficie, tutti gli angoli diedri formati da una qualunque di queste coppie di 
piani hanno gli stessi piani bisettori. 1 punti di contatto di tutti quei piani 
giacciono in m a  curva gobba di terzo ordine di cui 1 6  una segante, e 
solo quando 1 è un asse, quei punti giacciono in una curva piana di 
terzo ordine avente un punto doppio in 1. La retta 1 6 toccata da due 
delle superficie concofocali, ed i corrispondenti piani tangenti coincidono 
coi piani bisettori prima nominati. 

Gli assi principali di tutt'i coni possibili, circoscritti alle superficie 
concofocali ed aventi per vertice comune un qualsivoglia punto P, sono 
identici con quei tre assi che hanno il loro piede in P. Lungo ciascun rag- 
gio 1 passante per P si tagliano ortogonalmente due di questi coni, che 
percid sono concofocali. 

Invece di ripetere qui altri teoremi conosciuti, che, come i precedenti, 
risultano quasi immediatamente da1 6 3, noterd ancora i seguenti ricavati dai 
sl e 3 :  

Se di un sistema di superficie concofocali di secondo ordine sono dati i 
piani di simmetria ed una ~ormale,  la quale non sia perpendicolare ad un 
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Reye:  Assi delle coniche in una superficie d i  2 . O  ordine. 7 

piano di simmetria ne si trovi in uno stesso piano con un asse principale, 
sono allora determinate tutte le altre normali delle superficie. Le normali 
situate in un qualsivoglia piano n inviluppano in generale una parabola; 
i loro piedi sono allogati in una curva di terzo ordine, che taglia sé stessa 
ortogonalmente. Queste normali sono nello stesso tempo gli assi delle 
coniche che il piano ;lz determina sulle superficie concofo~ali, e i cui 
centri sono situati nella direttrice della parabola. Le normali giacenti in 
un piano diametrale sono parallele; i loro piedi sono situati in una stessa 
iperbole equilatera O in una retta, secondochè il sistema di superficie ha 
O non ha centro. Se un piano é perpendicolare ad un piano di simmetria 
y, tutte le  normali situate in esso formano un fascio di rapgi il cui 
centro giace in y;  ed i piedi di queste normali sono allogati in una 
~ i r~onferenza  il cui centro giace pure in y. Le normali passanti per un 
punto arbitrario P generano un cono di secondo ordine, e i loro piedi for- 
mano una curva gobba di quint'ordine, che si taglia due volte ortogonal- 
mente ne1 punto P. Per ogni retta u che ne1 pian0 di simmetria y si guidi 
perpendicolare ad un secondo piano y,, si pud costruire una rett.a u, 
situata in y, e perpendicolare a y ,  in modo che ogni raggio segato 
tanto da u  quanto da u, sia normale ad una delle superficie concofocali; ed 
i piedi di tutte queste normali giacciono in una superficie di terzo ordine 
della quale y e y, sono due piani di simmetria, e che b segata da ogni 
piano passante per u (O per 2 4  secondo questa retta e secondo un cerchio. 
Per ogni altra retta n ,  perpendicolare ad un piano di simmetria, pub 
costruirsi in quest' ultimo un' iperbole equilatera h, in modo che ogni 
retta segata tanto da n quanto da h sia normale ad una delle superficie 
omofocali; i piedi di queste normali sono situati in una superficie del 
quint' ordine, per la quale n & una retta tripla, e che è segata da1 piano 
di simmetria secondo l'iperbole e secondo una curva di 3 . O  ordine, mentre 
da ciascun piano passante per n è segata secondo la retta n e secondo 
un cerchio. Tutte le normali delle superficie concofocali che sono paral- 
lele ad un piano arbitrario toccano un cono O un cilindro di secondo ordine, 
format0 da diametri. Tutte le normali che sono segate da un piano di 
simmetria y nei punti di una retta arbitraria toccano un cilindro para- 
bolico perpendicolare a y. Ecc. ecc. 

1 teoremi dei 35 2 e 4 sono in gran parte già conosciuti; tuttavia il metodo 
qui adottato permette di rilevarne più chiaramente 1' intimo legame, e ne 
rende le rlimostrazioni semplicissime. 
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8 Reye  : Assi delle conichc in una superficic di 2 . O  ordine. 

Gli stessi teoremi si possono sviluppare facilmente anche coi mezzi della 
geometria analitica, e con cid acquistano in parte una forma molto semplice. 
Mi limiterd in cid che segue ad esprimere anche analiticamente i risultati 
principali dei 55 precedenti, e a ricavare alcune conseguenze immediate 
dalle formole cosi trovate. A talc oggetto considero i piani di simmetria come 
piani coordinati; ne1 cas0 del paraboloide faccio coincidere l'asse principale 
coll'asse delle x di questo sistema di coordinate ortogonali, e prendo su di 
esso ad arbitrio l'origine delle coordinaie. 

Projettando ortogonalmente sui piani delle xy e delle xz un asse qualunque 
non parallelo ad un piano di simmetria, 1' asse delle x B incontrato dalle due 
projezioni in due punti, le cui ascisse indicheremo con a ed a,. Ma tutti gl i  
assi di una superficie di secondo ordine che sono segati da un piano di simme- 
tria in un solo e medesimo punto, hanno in questo piano la stessa projezione, 
e tutti gli assi di data direzione sono situati in un piano diarnetrale. Si 
ricava da cid çhe passando da un asse ad un altro resta inalterato O il rap- 

a porto - O la differenza a-a,, secondo che la superficie di secondo ordine ha 
a1 

O non ha centro. Indicando dunque con K: e Ic due costanti determinate, e con 
a ,  P ,  y delle costanti affatto arbitrarie, possiamo dire che : 

L e  equaz ion i  di c i a scun  a s s e  a r b i t r a r i o  di u n a  supe r f i c i e  di 
2 . O  o r d i n e  possono  s c r i v e r s i  : 

x=,By-i-n i x=/3y+a 
ovvero (1,) 

x=yz+fca  x = y z + a + k  

s e c o n d o c h è  l a  s u p e r f i c i e  h a  c e n t r o  O n o n  h a  cen t ro .  
Queste equazioni, dando successivamente alle costanti a ,  @ e y tut t ' i  valori 

positivi e negativi, ci forniscono tutti gli assi della superficie, e sono da. 
considerarsi come le equazioni dell'intero sistema di assi. Per gli assi che 
passano per un dato punto (x,, y,, 2,) otteniamo, mediante 1' eliminazionc 
di a, /3 e y, l'equazione di un cono di 2 . O  ordine, ciob : 

ovvero (2,) (x- x,) (yi z - q y )  = 12 (y- y,) (2 - zl). 
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R eye  : Assi delle coniche in ana superficie di 2 . O  ordine. 9 

L'equazione di un ellissoide O di un iperboloide si pu6 porre sotto la forma: 

e il rapport0 numerico k pud facilmente esprimersi per mezzo delle costanti 
A, B e C di questa equazione. Infatti la normale della superficie in un punto 
(x,, yl, zl) é rappresentata dalle equazioni : 

da1 paragone delle quali colle (1) ricaviamo, poiché la normale fa parte degli 
assi della superficie, i seguenti valori per a e ka, ciob : 

onde anche : 

A - C  k=- R B - C  
A - B  ed A = - -  

Ic- l 

Le normali che possono essere condotte da1 punto (x, y, 2,) all'ellissoide O 

iperboloide (3) sono dunque situate per la (2) ne1 cono di secondo ordine : 

la cui equazione pud anche scriversi cosi : 

Riunendo le equazioni (3) e (4) si deduce il teorema seguente : 
S e  k é u n a  d a t a  cos tante  determinata,  e B, C e D sono cos tan t i  

a f fa t to  a r b i t r a r i e ,  l ' equazione  : 

r a p p r e s e n t a  u n  numero dopp iamente  in f in i to  d i  el l issoidi ,  iper-  
bo lo id i  e coni, a v e n t i  t u t t i  i l  medesimo s i s t e m a  di aasi. 

Lasciando invariati B e C, e dando a D valori diversi, si ottengono delle 
superficie omotetiche; e si ottengono delle superficie concofocali dando va- 
lori diversi non a D ,  ma a B e C, in modo per6 che la differenza B - C 

Annali di Matlimatica, tomo II. 2 
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10 R e g e :  Assi delle conichc in una superficie di 2 . O  ordine. 

resti invariata. Cosi si & dimostrato anche analiticamente che le superficie 
omotetiche e le superficie concofocali di 2 . O  ordine hanno 10 stesso sistema 
di assi. 

L'equazione di un paraboloide pud porsi sotto la forma: 

e le sue normali ne1 piinto (x, y, 2,) essendo espresse da: 

paragonando colla (1,) si trova per la costante le il valore : 

k=B-C (4Q) 

Dunque, essendo k u n a  d a t a  cos tan te  determinata,  e .B e D essendo 
cos tan t i  a f fa t to  a rb i t r a r i e ,  . l l e q u a z i o n e  : 

rappresenta una serie doppiamente infinita di paraboloidi , aventi tutti 
il medesimo sistema di assi. Le projezioni di un qualsivoglia asse sui 
due piani di simmetria determinano sull'asse principale un segment0 di 
lunghezza = k. 

L'asse (1) O (1,) & perpendicolare al piano : 

per qualsivoglia valore della costante p. Determiniamo p in modo che questo 
piano sia nello stesso tempo conjupato al17asse, rispetto alla superficie (3) 
O (3,). Indicando con (x, y, z,) il polo del piano (5 ) ,  la sua equazione pub 
anche scriversi : 

xi"": Y4Y 2 r Y,Y Z Z  -+-++-=Il, oppure x + x +  - + l = D .  A B B C 
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Il polo di (5) rispetto a (3) & quindi determinato dall'equazione: 

e affinché questo stia sull'asse (l),  devesi avere : 

Pel polo di (5) rispetto a (3,) si ottengono invece le equazioili: 

ed essq giace sull'asse (i,), quando é: 

p = D - 6 - a .  

A117asse jl) O (1,) dunque é conjugato rispetto 
seguente piano ad esso perpendicolare , ci06 : 

oppure Y Z  x+-+-=D-B-a, 
B Y 

alla superficie (3) O (3,) il 

rispettivamente. 
Il punto in cui l'asse i? segato da questo piano l'abbiamo chiamato il 

suo p i e  de. Per le superficie coassiali di secondo ordine, le cui coatanti 
A ,  B, C, L) sodisfacciano risp. le equazioni (4) e (4,), questo piede evidente- 
mente non cambia la sua posizione, quando passando da una superficie al- 
l'altra, ne1 cas0 dell'ellissoide .e dell'ipe~boloide restano costanti le diffe- 
renze AD- BD ed AD- CD, e ne1 caso del paraboloide invece restano co- 
staati le differenze D - B e L) - C. Dunque: 

Le  equazioni:  
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(ove a é una costante arbitraria ed A, ,  B,, Cl, Dl sono costanti deter- 
minate) rappresentano rispettivamente infiniti ellissoidi ed iperboloidi O pa- 
raboloidi, aventi 10 stesso sistema di assi, e nei quali ciascun asse ha 
il medesimo piede. 

Siamo cosi riusciti in modo semplicissimo alle note equazioni delle SU- 
perficie concofocali di second' ordine. 

La projezione di un asse su1 piano delle xy  ed il piano conjugato e per- 
pendicolare all' asse, tagliano l'asse delle x in due punti, le cui ascisse 
abbiamo indicato risp. con a e p. E le equazioni trovate per 2 ci danno il 
teorema : 

Nella serie di ellissoidi O iperboloidi concofocali il prodotto ap (=AIDI- 
-B,D,) ha 10 stesso valore per tutti gli assi e per tutte le normali; e 

, nella serie di paraboloidi concofocali é la somma a t p (r D, - B,) che 
ha 10 stesso valore per tutti gli assi e per tutte le normali; 

teorema che merita atteazione, quanto il teorema analogo gih noto sulle 
ellissi, iperboli e parabole concofocali. 

L'asse (1) O (1,) i? rispettivamente segato ne1 polo del piano (6) O (6,), 
da1 diametro della superficie (3) O (3,), conjugato ai piani (5); ma questo 
polo & determinato dalle equazioni : 

oppure 

le quali, non contenendo più la costante D,  valgono anche per un fascio 
di superficie di secondo grado simili, concentriche e similmente poste. Kel 
punto (x, y, 2,) l'asse é normale ad una di queste superficie omotetiche. In- 
cidentalmente si ricava: 

L ' a s c i s s a  x, d e l  p iede  di  u n a  normale ,  e i l  s e g m e n t 0  a ,  c h e  
unit projezione della n o r m a l e  d e t e r m i n a  s u l l ' a s s e  del le  x ,  hanno 

u n  r a p p o r t 0  c o s t a n t e  (=A) ne1 c a s o  d e l l '  e l l i ssoide  e de l l ' i -  

perboloide,  e d  u n a  differenza c o s t a n t e  (=B) ne1 cas0  de l  pa rabo-  
1 O i cl e . Anche a questo teorema corrispondono teoremi conosciuti dalla geo- 
metria delle coniche. 
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Sur l'application du théorème d'Abel 
à la comparaison 

des arcs des lignes de courbure d'un ellipsoïde. 

(par M.'' MICHAEL ROBERTS, à Dublin). 

Dans  un Mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques, dont M.. 
LIOUVILLE m'avait fait l'honneur de communiquer les résultats à l'Académie des 
sciences, j'ai montré la grande analogie qui subsiste entre les lignes de 
courbure d'un ellipsoïde et les ellipses planes. Dans l'article actuel je me 
propose de faire voir que cette analogie peut étre poussée plus loin, et que 
les propriétés connues des arcs d'une ellipse, qui ont leur différence assi- 
gnable en ligne droite, ont aussi leurs analogues, en considérant les arcs des 
lignes de courbure d'un ellipsoïde. 

D'abord je rappellerai Lt l'attention du lecteur les résultats d'un beau Mé- 
moire de JACOBI, inséré dans le Journal de Crelle, et intitulé « Demonstratio 
nova theorematis Abeliani,. Si: 

on satisfait aux équations différentielles suivantes : 

du - dv dw udu vdv wdw -+-+ - = = O ,  -+ -=+. -==O, 
Vfu vfv Vfw Vfu V f u  Vfw 

en posant: 

d'où résulte : 
uedu wgdu d d w  -+ + m=dt. 
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18 Robe r t s  : Application du théorème d'Abel a la comparaison etc. 

Maintenant 'en désignant par m une des.racines quelconques de l'équation : 

soit : 
f (u)=O,  

p =  \I(m-u)(riz-v) ( m - w )  Y 

et le systkme (1) a pour une intégrale l'équation: 

C étant une constante arbitraire: ce qui constitue le théorbme de JACOBI. 
L'équation (2) fournit ainsi cinq intégrales du systkme (4 )  dont deux seu- 
lement sont indépendantes. On détermine les constantes en supposant que 
pour w = O ,  on ait u = u, , v = v,; u,, v, étant des quantités données. 

On peut présenter les équations intégrales sous une forme différente de 
celle de JACOBI. En considérant deux racines l'éqnation f (u) = O ,  on a 
deux valeurs correspondantes de p, que nous désignerons par p ,  p f :  on 
obtient ainsi en intégrant l'équation ( 2 ) ,  deux équations de la forme: 

C, D,  Cf, Df étant déterminées d'aprés les conditions données ; et l'équation: 

sera aussi une intégrale du systéme (1). 
Considérons maintenant le système des trois surfaces homofocales: 

et rappelons que l'élément de l'arc (s) de la courbe d'intersection des deux 
premières s'exprime par l'équation : 
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Rober ts :  Application du théorème d'Abel A la comparaison etc. 15 

ce qui se transforme, en posant v2=u, en la suivante : 

Introdui~ons maintenant dans le second membre de cette dernihre une variable 
O définie par l'équation: 

U =  Z2sinV, 

et en mettant: 
b b 

X = - ,  xf=-' xrr=- 
a 

, A (O) = \1(1 -r%in20)(1 - rt2sin2R)(1 - df2sin2$ 
t.L C 

on tire pour l'arc de la ligne de courbure dont il s'agit, compté de l'axe 
petit, l'expression suivante : 

Il s'ensuit de cette dernibre expression que la résolution du problbme de 
la comparaisou des arcs des lignes de courbure d'un ellipsoïde revient ii 
trouver les formes algébriques des équations : 

Ces équations se déduisent en intégrant le systéme ( l ) ,  en y posant: 

u=b2sine$, v=bSsin2+, w=basin", 

et l'on suppose que quand X= 0, alors = O, +=Q. En effet, en désignant 
par s,, s r ?  sx, sa, sr les arcs d'une iigne de courbure qui dépendent des 
amplitudes 9, 4, X ,  a, a qui satisfont aux équations ( 5 ) ,  la quantité 
sp, + S+ + sX - sa - st est algébrique ; ce que l'on peut démontrer de la manibre 
suivante. Si nous différentions ces équations, on peut mettre : 

1 rr bxx x -- A (9) 3 bxxx r rr --= a+ A (4~) 
dt -(sin"-sin2+)(sin2y - sin9x) dt (sin" -sin")(sin2+- sin")' 

hxzlxff d;( = A (x) 
dt (sin"-sin2?) ( s in2x-  sine#) ' J 
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ce qui donne : 

d'oc nous tirons, en nous rapportant h l'équation (41, 

Je vais maintenant donner plusieurs formes algébriques des équations (5) et 
aussi de la quantité t. 

En considérant la racine zéro de f (u), l a  methode de JACOBI donne pour 
une intégrale du s y s t è d  (1) la suivante : 

ce qui donne, en introduisant les quantités q, +, x et en nous rappelant 
les conditions qui déterminent les constantes : 

s incpsin$cos~A(~)  - 4 
+ (sin2y- sin2?) (sin4x- sin2i1) - sin .sior ' 

D'une manibre semblable la racine b2 de f (u) donne : 

Le second membre de cette dernitre équation peut s'écrire sous la forme : 

Posons maintenant: 

p = b3 sid 9 sin S sin X. 
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En ayant égard aux équations ( 6 ) ,  (7), nous trouvons: 

d'où l'on tire, en rappelant que t s'annulle pour x = 0 : 

t = b x x f  xr' sin c$ sin 1F/ sin x sin a sin z. (9) 

Posons encore : 

et nous tirons, en différentiant par rapport t et en vertu de l'équation (3): 

sinacoscA(r)-sin7 c o s s h a  
sin a si i ir  (sin% -sin2r) 

d'où nous trouvons en intégrant: 

(sina cosaA(r) -sin.rcosrAc)f 
b{ COS 9 COS+ C ~ S X  - COSO cosz 1 = 

X X '  X" sin o s i n r  (sinzc - sinsr)  ' 

et enfin, cause de l'équation (9): 

cos a cos? = cos 9 cosJ /cos~  - sin9 sin+  sin^ sina cos G A  (7) -  sin^ cos T A(G) 
sin" - s inzs  4 0 )  

équation qui présente une analogie frappante avec l'équation fondamentale pour 
l'addition (ou soustraction) des fonctions elliptiques. 

En combinant l'équation (10) avec les équatious (Y),  (8) on trouve : 

sine+ s i n 2 ~  A?  sinZcp s i n 2 ~  A ($) 
(sin2? - sin2+) (sin'? - s i n 2 ~ )  + (si$+ - sinP?) (sin2$ - s i n 2 ~ )  

sin2 <p sine+ A ( x )  = 4 cota cotv. 
+ 1 (41, 

(sin2x - sin2?) (sin2x - sin2$) 
\ 
i 

'iC 
Si x = - 9 cette derniére donne : 2 

tanq tan4 tano tan? = i 
--- , 

V(1 - X" ((1 - XI*) (1 - x"1) 

qui a a,ussi son analogue dans la théorie des fonctions elliptiques. 

Ananli di Mntrmoticn, tnmo II. 
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R 
Si l'on pose X =  - dans les équations (71, (8)' on trouve : 

2 

sin y COS? A ($) - sin $ cos 11 A (9) - 1 
cos y CO" (sin8 - sin2 +) sin a sin T ' 

\i(l-x2)(4 - x ' ~ ) ( I  - x " ~ )  - s in~cosrA(o) - s inacosaA(r )  - 
cos p COS + sin a sin7 (sin2c -sin%) Y 

et en mettant: 

X 
nous trouvons, quand x = la relation suivante : 

Si l'on fait na = as dans l'expression pour p, l'équation (2) donne, en em- 
ployant les quantités $, 4, x : 

- - cota v(4 -x2sin%)(l-d2sin2~) (4-xV%in2o) - c o t r  v(1 -x2sin%)(1 - ~ ' % i n ~ ~ ) ( 1 - x " ~ s i n ~ ~ j  
sin2, - sin% 

9 

Posons p" = (I(1 -x2sin")(4 -x2sin$)(l - ~ z s i n 2 ~ )  ; en différentiant par rappo~t à 
t et en vertu de l'équation que nous venons de trouver, nous aurons: 

\I4 - x9sin2a) (i - x2sin2r) - - ~ ( 4  - x%in2p) (4 - x%in2+) (4 - x2sin"~) 
sina sinr s i n a s i n r  + 
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d'où il s'ensuit: 

sinqsin~coscp v(1 - x%in") (4  - x2sin") ( 4  - x%infy)(1 - xV%in") 
(sin2? - sin2<I) (sinzp - sin") 

-t 
sin? s i n ~ c o s +  v(4 - x2sin")(1 - x'%in"X) (1 - x'%ip2+) (1 -xV2sin") 

(sin" - sin2?) (sin" - sin2x) 

Je vais terminer en observant que, si nous changeons les signes des 
quantités 9, .L: a, 2 ,  et si aprés le changement nous écrivons 9 pour o ,  ?F, 
pour .c et vicé-versa, les équations (5) se reproduisent: d'où, en traitant 
d'une manihe semblable les équations (7) (8) (10) (11)' nous tirons les formes 
nouvelles suivantes des intégrales : 

sina  sin^ c o s x A ( ~ )  s i n ~ s i n ~ c o s ~ h ( o )  sinasinx COSTA(T) --- 
(sin"-sin2~)(sin$~-sin") (sin%- sinzX)(sin%-sin%) - (sin" - sin2a)(sine~ - sin2x) 

= 4 cot ql cot +. 
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Nous trouvons aussi : 

%=arc tan(tanatan?v($, 4) 1 - arc tan{ t a n 9 t a n . S ~  ( 0 , ~ )  1. 

Je remarquerai enfin que, si x', x", XI", xIV, xY sont les abscisses des extrb- 
mités variables des arcs sp, sp, sX, Sa, SC, dirigées suivant l'axe des x, l'équa- 
tion (9) nous donne la relation suivante: 

Collége de la Trinité à Dublin, le 21 août 1867. 

POSTSCRIPTUM. 

On peut remplacer les équations trascendantes : 

L(9)  + L(+)+ L (x) -L(a ) -  L ( T ) = ~ ,  

M ( q )  + M(S)+M(x)-M(a)-M(r)=O, 

par le sisteme algébrique: 

coso cosy = cos? cosS/cos~ - sin9 sin$sinxv (a, T), 

cos$cos$= cosa cosz c o s ~ + s i n a  sin? S ~ I I X V  ($, 4). 

En éliminant x entre ces derniéres, on trouve: 

sin% sin" [v ($, .S)] - sin2$ sin2+ [V (O, 7)] = cos2$ cos2% - C O S ~ O  c o s 2 ~ ,  

et cette équation n'étant pas identique, les équations clont il s'agit sont 
distinctes. 
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Sopra 

alcune proprietà degl' integrali euleriani 
di prima e seconda specie. 

(del D.' L. MATTHESSEN, a Husum). 

pu6 considerarsi come un caso particolare dell'integrale polinomio generale: 

La determinazione diretta di quest' ultimo é singolarmente laboriosa, ma 
pub ridursi alla soluzione di ( r - l ) n  equazioni lineari, guadagnando con ci6 
moltissimo in semplicità ed eleganza. Sia : 

l'equazione delle potenze reahe delle radici x, x, x, . . . x,-, dell'equazione: 

Se queste n radici sono tutte reali e positive, il divisore [xrn] k diverso 
da zero per tutt'i valori di x tra O e a, e l'integrale ha un valore asse- 
gnabile. Inoltre I'integrale 6 una funzione algebrica determinabile dei coef- 
ficienti a,  p, y , .  . , finché r non sia fattore di 2 k. Ma quando r  è fattore 
di 2k, l'integrale é una funzione logaritmica. É osservabile che, per la natura 
della legge con cui sono formate le ( r - l ) n  equazioni lineari, sono esclusi 

3, 
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tutti gl'integrali trascendenti. Ponendo per brevith ; 

si ha da formare il seguente sistema di equazioni: 
\ 

L'integrale TT,-, - , é evidentemente logaritmico, e manca a causa del 
r x  

qoefficiente sen - = 0. r 
Se ora si pone x,=x, =x,=. ..=x,-,, l'integrale T prende la forma 

?c 
delle funziozii Beta. Dividendo il sistema (3) per 7 ,  portando nella prima 

equazione 1'1 al primo membro, e osservando cbe: 
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M a  t th  i e s s e n : Propriela de@' iritegrali euleriani, ecc. 23 

si ottengono le seguenti relazioni per le funzioni Beta: 

ecc. ecc. 

T coefficienti binomiali ammettono una specie di trasposizione in queste 
relazioni. Si possono attribuire ad r diversi ~ a l o r i  jnteri O frazionari, posi- 
tivi O negativi, per esempio r=2. In quest'ipotesi viene: 

-(;)B(t ,n-+) + ( P ) B ( + ~ ~ - ~ ) - .  - .= 0 , ecc. 

Donde si vede che è sempre possibile di esprimere la funzione &ta 

B (+Y n- f )  per mezzo dei coefficienti binomiali della potenza 

V Mettendo inoltre r =-- 
W 

e introducendo le funzioni Gamma invece delle 

Beta, risulta da1 sistema (4): 
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relazioni nella quale si possono trasporre i coefficienti binomiali, ovvero 
continuare le funzioni I' in avanti O indietro ad arbitrio, ne1 modo seguente: 

in generale : 

Quindi anche, per la trasposizione dei coefficienti : 

Ora sostituendo n + tw  = q,  risulta : 

O se si mette anche tw = m : 
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con trasposizione arhitraria dei coefficienti. Se  iimltre q varia, si ottiene il 
segiiente sistema: 

l ' 

. . . . . . . . - - O 

?2> 3 ( )  + .  . - =  O 

n>2 +(:)("o') ( ( Y )  + ' . ' =  ) ( 1 6 )  

in generale: 

Sommando tut te  queste equazioni si ricava: 

tu 
Si ottengono altre relazioni sostituendo nella (8) a- un numero intero e 

v 
positivo diverso da n. 

Se nella (12) si pone E=i e si divide l'equazione per q!, risulta: 
v 

In generale; 
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Se nella (17) si tiene costante la base dei numeri figurati, mentre gli in- 
dici variano, si ottiene: 

w 
Ponendo ara nella (13) -=1 e divideildo per p l  si ricava corne caso 

v 
particolare della (19) : 

All'incontro é chiaro che: 

Colla trasposizione dei coef'ficienti si ricava nuovamente dalla (19): 

relazione che é essenzialmeilte identica colla (20). 

Sostituendo in fine nella (14) - eguale a un numero iutero qualuque x, 
2, 

viene, dopo aver divisa l'equazione per m !, 

colla condizione di p>m. D'altronde questa relazione non b che un caso 
particolare della (20). 
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Sui prodotti infiniti. 

(di ULISSE DINI, a Pisu). 

prodotti di un numero infinito di fattori sono stati studiati da vari di- I 
stinti Geometri, e su essi si sono trovati varii teoremi per poter giudicare 
della loro convergenza O divergenza. Perd tutti questi teoremi generali sono 
relativi alla convergenza s e  mp l i  ce  dei prodotti infiniti , e, che io sappia, fin 
ora non 6 stata data una condizione necessaria e sufficiente affinchè un pro- 
dotto infinito abbia sempre uno stesso valore finito e determinato indipen- 
dentemente dall' ordine dei suoi fattori. In mancanza di una tale condizione, 
io mi sono posto alla ricerca di essa, e ora vengo ad esporre i risultati di 
questa ricerca, premettendo prima alcuni teorerni sulle serie. 

Sia : 

u,+u,+ . . f un+. . . 
una serie reale, i cui termini sono in parte positivi e in parte negativi, e .  
tendon0 a zero col crescere indefinitamente di n; vediamo che cosa acca- 
drS quando in essa si cangia l'ordine dei termini in tutti i modi possibili. 

Indichiamo. percid con Sn la somma dei primi n termini della serie ( I ) ,  
e supponiamo che: 

sieno le  due serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini ue- 
gativi che compongono la serie (1). In S, entrera un certo numero n2 dei 
primi termiui della scric (2), e uu ccrto nuinero mf dci primi termini della 
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D i ii i : Sui prodot L i  iliiiaili. 

serie (3); quindi se si indicano con a,, of,,, le somme rispettivc di qucste rn 
e nt' primi termiiii delle serie (2) e (3) ,  si avrà: 

Di qui si vede subito clie quando le serie (2) e (3) siano eutrambe con- 
vergenti la serie (1) sarà convergente indipendentemente dall'ordine dei ter- 
mini (Teor. di Dirichlet), e quando una sola delle serie (2) e (3) sia diver- 
gente, la serie (1) sarà divergente in qualunque ordine si prendano i suoi 
termini; quindi resta a considerarsi solo il caso in cui le serie (2) e (3)  
siano entrambe divergenti. 

In questo caso ci proponiamo di mostrare che si potrà cangiare l'ordiue 
dei termini nella serie (1) in modo che essa venga ad avere per somma 
una quantita, qualunque data finita O infinita, O anche divenga indeterminata. 

Tndichiamo percid con h una quantità finita e positiva qualunque, e mo- 
striamo subito come possano ordinarsi i termini della serie (1) in modo da 
ottenere, che la sua somma venga ad essere precisamente h. Per questo 
supponiamo che i termini della serie (2) a partire da1 primo siano tutti minori 
di h;  se yuesto non fosse, potremmo aggruppare con una legge qualunque 
un certo numero dei primi termini delle serie (2)  e (3 )  sino a trovare che 
i termini seguenti della (2) soddisfacessero a questa condizione e che la - . . - 

somma algebrica dei termini cos1 aggruppati, prendendo quelli della (2) col 
segno + e quelli della (3) col segno -, fosse una quantità negativa -7c;  
allora si considererebbero le serie (2 )  e ( 3 )  a partire da questi termini, e si 
cercherebbe di formare con cpeste due s i n e  un. altra serie in cui le  a. 
fossero prese col s e P o  f e le ,û, col segno -, e la Eui somma fosse h 4- k .  
- Cid posto, osserviamo che, siccome le serie (2) e (3) sono divergenti , 
potremo prendere un numero finito pl di termini a,, a,. . . a,, della (1) tali 
che la loro somma differisca da h+$, di meno del termine seguente a,,+,; 
poi si potranno prendere altri p, termini a,, +, , a,, +, , . . . a pi -+Ps tali che la 
somma a, + a,-+ . . . + ~ P , + ~ P , + I +  . - + %,+P~ differisca da h-t P, +Pz  a 
meno del termine seguente ap,,p9+l; . . . in generale poi dopo il termine 

. . ,n-, si potranno prendere altri p. termini ap4+ps+. . . +,n- ,+, , 
a ~ , + ~ s + ' ~ ' + ~ ~ - ~ + ~ ~  ' a ~ , ~ ~ I + .  . . - tPn,l+~pr 

tali che la somma a, + a2 + 
+. . . f % , + P ~ + - + P ,  non differisca da h + Pl +P, + . . + p n  che a meno 
del termine seguente .,.+pn+,. Di questi numeri , . . .,. . . alcuni 
potr:iniio osscrc aiicho zwo piirclii: pu4 csscre, per esempio, clie fl, sia 
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tauto piccolo clle la somma a, t a,+ - - -  + u,~,~+. . clle differisce da 
h + / ? , + P , + ~ ~ ~ + &  a meno del termine ap + p 9 + . . . + p 8 - l + l ,  differisca 
anche da h+@, + - --+/?.-, +P. a meno deld stesso termine; perd la 
somma pl + p ,  + . . + p, dovrà crescere indefinitamente con n ,  poichb la 
quantità h +pl  t @, + . . + p, cresce pure indefinitamente con n. 

Conseguentemente con questi gruppi successivi si potrh formare la serie : 
8 

a1+a,+...+ap4-p, + ap4+, +..-+ap4+,-P,+ 

-Pn-i+ap,+r9+. .+>~,,- ,+i+ ' + a~,+~,+ - . + Pn-P* +' . ' 1 13) 

che non sarà che la ( I )  scritta in un ordine particolare, e in questa serie 
(siccorne alcune delle p possono essere nulle) anche i termini negativi po- 
tranno trovarvisi successivamente a gruppi. Perd si i gruppi dei termini 
positivi che quelli dei termini negativi tenderanno a zero col crescere in- 
definitamente di n, poichb l'aggiunta di un gruppo positivo, per esempio 
l 'no, fa si che la somma si aumenti soltanto di /?, a meno del primo ter- 
mine positivo seguente ap,+,,, +.  . . +,+, ; e l'aggiunta del seguente gruppo 
negativo fa si che la somma ottenuta si diminuisca della quantità di ciii 
si era precedentemente aumentata a meno del10 stesso primo termine posi- 
tivo seguente. 

Cid posto se facciamo: 

si avrà: 

h-e<Sf,<h+ e ,  

essendo s uua yuaiitità che tende a zero; e quiiidi sarà: 

lim Sr, = h ; 

e di qui si concluder& che la serie (3) è convergente e ha per somma h ,  
giacche se arrestandoci a un gruppo di termini negativi si è avuto per li- 
mite della somma h,  altrettanto accade arrestandosi a qualunque altro punto 
si in un gruppo positivo che in un gruppo negativo, perche, per quanto 
si b visto, questi gruppi e quindi anche le loro parti tendono a zero. 

Cosi si vede intanto che i termini della serie (4.) si possono ordinare in 
modo che la somma di essa si riduca alla quantità data I I ;  ed anche si ca- 
pisce che ci6 potrit farsi ili iufiniti altri modi segiiendo altre leggi per for- 
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nini: Sui prodotti infiniti. 3 1 

mare i successivi gruppi di termini delle serie (2) e (3), corne, per esempio, 
seguendo ancora il motodo precedente, e prendendo invece di h una fun- 
zione positiva e crescente di n, che col crescere di n si avvicini indefinita- 
mente alla quantith data h. In un modo analogo si proverebbe che si possono 
dare ai termini della serie (1) tali ordinamenti, che la sua somma divenga una 
quantità negativa data. Inoltre, prendendo per h una funzione positiva O 

negativa di n che cresca indefinitamente con n in valore assnluto, O che non 
abbia un limite determinato, con ragionamenti analoghi si vedrebbe che la 
serie (1) si pu6 ridurre ad infinite altre serie che siano divergenti O inde- 
terminate. Quindi riassumendo si pu6 ora. enunciare il seguente teorerna: 

Essendo  d a t a  l a  s e r i e  rea le :  

i c u i  te rmini  sono i n  p a r t e  pos i t iv i  e i n  p a r t e  ~ i e g a t i v i  e tendon0 
a z e r o  co l  c r e s c g r e  i n d e f i n i t a m e n t e  di  n ,  ed  e s s e n d o :  

l e  s e r i e  d e i  t a r m i n i  p o s i t i v i  e d e i  v a l o r i  a s s o l u t i  de i  t e r m i n i  
n e g a t i v i :  

1 . O  Se  ques t e  due  ser ie  (5) sono ambedue conve rgen t i ,  l a  s e r i e  
d a t a  (4) & c o n v e r g e n t e  i n  q u a l u n q u e  o r d i n e  s i  p r e n d a n o  i s u o i  
t e r m i n i .  

2 . O  S e  u n a  sola  del le  s e r i e  (5) é d i v e r g e n t e ,  l a  s e r i e  (4) é d i -  
v e r g e n t e  i n  q u a l u n q u e  ord ine  s i  p r e n d a n o  i s u o i  te rmini .  

\ 

3." S e  l e  s e r i e  (5) s o n o  a m b e d u e  d i v e r g e n t i ,  c a n g i a n d o  l'or- 
dine de i  termini  ne l la  (1) i n  t u t t i  i modi possibili ,  q u e s t a  ser ie  v e r r a  
a p r e n d e r e  t u t t i  i v a l o r i  d a  +ma-%, e c iascuno u n  n u m e r o  i n -  
f i n i t o  d i  vol te;  e p e r  d a t i  c a n g i a m e n t i  del10 s t e s s o  o rd ine  d iver rh  
a n c h e  inde te rmina ta .  
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D i n i  : Sui prodol.ti iiifiniti. 

1 . O  Osservando che questo stesso teorema ci mostra, che una serie (4) non 
pub essere semplicemente convergente O indeterminata, che nell'ultimo 
caso, se ne concluderà in particolare che: D a t a  u n a  ser ie  sempl ice-  
m e n t e  c o n v e r g e n t e  O i n d e t e r m i n a t a  i  cu i  t e r m i n i  t endono  a zero,  
s e  s i  c a n g i a  i n  e s s a  l ' o r d i n e  de i  t e r m i n i  i n  t u t t i  i  modi  p o s s i b i l i ,  
l a  s u a  somma ve r rà  a  prendere  t u t t i  i va lor i  da  + m a - x ,  e  pe r  
da t i  o rd inament i  d e g l i  s t e s s i  t e r m i n i  s a r à  i nde te rmina ta .  

2 . O  Osserviamo ancora che se si indicano con A,, A,. . . X, . . . delle quan- 
t i ts positive che non tendono ne a zero ne all'infinito, la serie dei termini 
positivi e  quella dei valori assoluti dei termini negativi della serie: 

sono convergenti e  divergedi insieme alle serie corrispondenti cui dB luogo 
la serie (4); e  quindi si pu6 dire che: s e  l e  q u a n t i t h  h,, A,.. .A  %. . .  sono 
p o s i t i v e  e  n o n  t e n d o n o  n e  a z e r o  n é  a l l ' in f in i to ,  p e r  l a  s e r i e :  

h , ~ , + h , ~ , + -  ..+X,U,$-..  . 
avve r rh  p r e c i s a m e n t e  que l  che  a v v i e n e  p e r  la  s e r i e :  

3." È pure da notarsi che dalla dimostrazione del teorema generale prece- 
dente, risulta anche Che: s e  sono  d a t e  d u e  s e r i e  d i  q u a n t i t à  pos i  t i ve :  

c h e  t e n d o n o  a z e r o  c o l  c r e s c e r e  i n d e f i n i t a m e n t e  d i  n, e  s o n o  t a l i  
c h e  l e  s e r i e  fo rma te  c o n  e s s e  s i a n o  d i v e r g e n t i ;  s e  s i  p r e n d o n o  
l e  a c o l  s egno  + e  l e  ch1 s e g n o  -, con q u e s t e  q u a n t i t à  s i  po- 
t r a n n o  s e m p r e  formare  in f in i t e  s e r i e  sempl icemente  c o n v e r g e n t i  
c h e  abb iano  p e r  s o m m a  u n a  q u a n t i t h  q u a l u n q u e  da t a .  Osserviamo 
ino l t r e ,  c h e  d a  ci6 c h e  p r e c e d e  s i  v e d e  a n c h e  corne q u e s t o p o s s a  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D i n i : S u i  proirlotli infinili. 3 3 

farsi;  e ssserv iamo pure  che l e  due se r i e  di  q n a n t i t à  a e 8 pogsono 
a n c h e  r idu r s i  a u n a  s o l a  s e r i e  di q u a n t i t à ,  q u a n d o  s i a  i n  g e n e -  
r a l e  a,=@,. 

Lo studio delle serie complesse si fa dipendere da quello di due serie 
reali; quindi applicando a queste ultime i teoremi precedenti si troverebbero 
quelli ~or~ispondent i  per le serie complesse. 

Questi teoremi ci condiicono subito a risolvere la questione che ci siamo 
proposti in principio. 

Sia infatti: 

un prodotto infinito reale O complesso, e cerchiamo dapprima la condizione 
necessaria e sufficiente affinchb esso abbia un valore finito e determinato 
e differente da zero indipendentemente dall'ordine dei suoi fattori. 

Poniamo percib : 

l+un=e i ( i  + un) = ean + Bni 

indicando cou 1 la caratte~isticn dei logaritmi Keperiani, e supponendo che, 
fra gli infiniti logaritmi di I + un, 1 (l tu,) O a, i- P,i sia quello in cui il 
coefficiente di i ha il più piccolo valore assoluto. 

Si avr8: 

P = e  i ( i  + UJ = B.9 
( 6 )  

e agni cangiamento dell'ordine dei fattori in P porterb, un corrispondente 
cangiamento nell'ordine dei termini della serie Cl(1 -t-un)=Z(an+/3,i). 

Cid posto, supponiamo dapprima che P abbia un valore finito, determi- 
nato e differente da zero indipendentemente dall'ordine dei fattori. Per 
questa condizione la serie Z(a,+@,i) d o d  essere tale che l'esponenziale 
e ~ ( ~ + ~ ~ ~  abbia sempre uno stesso valore finito e determinato e differente da 
zero, e quindi la serie C(a,+P,i) O dovrà essere convergente indipenden- 
temente dall'ordine dei termini, O dovrLt esser tale che per qualunque can- 
giamento del10 stesso ordine la sua somma non possa variare che di multipli 
del periodo dell'esponenziale, vale a dire di 2 k a i .  

dnnali di  Mutrrnatica tomo, II .  li 
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3 5 Il i n i  : Sui  proclotti infiniLi. 

Di qui segue subito che la serie C a n  dom& essere convergente indipen- 
dentemente dall'ordine dei termini. In quanto poi alla serie 2 ,O,, osserviamo 
prima di tutto che dalla ipotesi fatta che P abbia un valore finito e deter- 
minato, e che le ,ûn non tendano verso multipli di 2 n ,  ne viene che queste 
quantith devono tendere verso zero, poichè altrimenti la serie C P ,  O sarebbe 
divergente e la sua somma evidentemente non tenderebbe all'infinito aumen- 
tando successivamente di multipli di 271, O sarebbe indeterminata e la inde- 
terminazione non porterebbe su  multipli di 2 n ;  e quindi in ambedue i casi 
l'argomento di P sarebbe indeterminato (*). Ora se le P, tendono verso zero, 
la serie Cp, non potrh essere divergente in qualunque ordine si prendano 
i suoi termini poichè altrimenti l'argomento di P sarebbe sempre indeter- 
minato; e non potrà neppure essere semplicemente convergente O indeter- 
minata poiché altrimenti (3 2. 1.O)  cangiando l'ordine dei termini in tutti i modi 
possibili la sua somma prenderebbe tutti i valori da - CQ a +cc e quindi le 
variazioni non sarebbero soltanto di multipli di 22. Dunque se il prodotto 
infinito P ha un valore finito e determinato e differente da zero indipen- 
dentemente dall'ordine dei fattori, tanto la sei.ie Zan  che la serie C,ûn sa- 
ranno convergenti indipendentemente dall'ordine dei termini, e quindi tale 
sarà pure la serie C.Z (l t u , ) .  

Di qui risulta che la serie : 

C mod t ( l  +un)=Cmod u,,mod 

& convergente; e quindi, poichb si ha : 

anche la serie Çmodu, sa& convergenfe, e si pu6 p e r d  concludere che, 
se il prodotto infinito P ha un valore finito e determinato e differente da 
zero indipendentemente dall'ordine dei fattori, la serie Xun b convergente 
indipindentemente dall'ordine dei termini. 

Questa condizione poi A anche sufficiente, giacchA se essa è soddisfatts, 
la serie Cmodu, & convergente, e quindi tale b pure l 'altra:  

= X  mod 2 (2 + un). ~modu.mod[  U n  ] 
( O )  Cib del rosto risulla subito anche dall 'ossenlare  ch^ ovid~ntern~n(o si deve avert? lim un=& 
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Consegueritemente la serie Z 1(I  + un) é convergente indipendentemente 
dall'ordine dei termini, e quindi, per la formola (6) ,  il prodotto P ha un 
valore finito determinato e differente da zero indipendentemente dall'ordine 
dei fattori (*). 

Dietro ci6 si pub dunque enunciare il teorema che : La c o n d i z i o n e  
neces sa r i a  e su f f i c i en t e  a f f inché  u n  p r o d o t t o  i n f in i to  r e a l e  O 

comples so  : 

a b b i a  u n  v a l o r e  f i n i to  e d e t e r m i n a t o  e d i f fe ren te  d a  z e r o  ind i -  
p e n d e n t e m e n t e  d a l l ' o r d i n e  de i  f a t t o r i ,  é c h e  l a  s g r i e :  

s i a  c o n v e r g e n t e  i n d i p e n d e n t e m e n t e  dall '  ordine de i  termini .  

Passiamo ora a considerare il caso in cui il nostro prodotto infinito: 

P=(i+u,) (1+u,)...(i+u,)... 

non ha un valore finito e determinato e differente da zero indipendentemente 
dall'ordine dei fattori. In questo caso, se: 

pel teorema precedente, una almeno delle due serie Ca,, Z b,, non sarh cou- 
vergente indipendentemente dall' ordine dei termini; e qui si presentano per- 
cib più casi da considerare. 

Per considerare questi casi, osserviamo prima che si ha : 

(') Il Sig. WEIERSTRASS, ne1 vol. 51 del giornale di Crelle, aveva soltanto dimostrato Che se 
la serie xu, è convergente indipendentemente dall'ordine dei termini, il prodotto infinito reale 
O complesso 

(i+%)(14-%).. .(1+~,)... 
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e quiildi, supponendo che le a, e b, tendario a zero, col crescere indefini- 
tamcnte di n, e indicando con A, e pn due quantith positive, che non tendono 
ne a zero ne all'infinito, almeno a partire da un certo punto, si avrh : 

e per questa sar8 : 

essendo v, la quantith h,(a,+2) la quale almeno a partire da un certo 
punto I: positiva e non tende nb a zero ne all'infinito. 

Con questa formola ci b ora facile di studiare i differenti casi che possono 
presentarsi per le serie Zan,  2 b,. 

1." caso. Supponiamo che C b ,  s ia  convergen te  ind ipenden tement  e 
dal l 'ord ine  dei  t e r m i n i ,  e Zan non 10 sia. 

In questo cas0 la serie Cp,bn é convergente indipendentemente dall' or- 
dine dei termini, e quindi 1' argomento del prodotto ha sempre 10 stesso 
valore finito e determinato qualunque sia l'ordine dei fattori. In quanto al 

modulo poi, osserviamo che siccome esso pu6 scriversi e f i n a n +  Ehih2, dalla 

essere convergente indipendentemente dall' ordine dei termini lazserie Z b, 
ne viene che tale è pure la C bna e quindi anche 1' altra Ch,,  bnB, cosi per 
vedere che cosa accada del modulo bisognerà studiare la serie Cvna,. Ora 
per considerare la serie Zv,a, basta considerare la serie C a, (9 2. 2:), giacchb 
le quantità v,, sono positive finite e differenti da zero; quindi applicando il 
teorema del 9 1 si pu6 evidentemente concludere che : S e  n el  p ro  dot  t O 

inf in i to  : 

l a  s e r i e  C b ,  é c o n v e r g e n t e  ind ipenden temente  da l l ' o rd ine  dei  
t e rmin i ,  e l a  se r i e  Xa, n o n  10 é; cang iando  l ' o r d i n e  dei f a t t o r i :  
1.O esso  s a r à  sempre  zero  s e  l a  se r i e  formata  col le  a, n e g a t i v e  i? 
d i v e r g e n t e  e q u e l l a  f o r m a t a  colle a, pos i t ive  n o n  10 è; 2." avrh  
sempre  u n  modulo in f ini to se  accade  l 'opposto ;  3.O i l  suo  modulo 
passerCl per t u t t i  i va lor i  da  O a cc e a n c h e  per  ce r t i  o rd inament i  
dei  suoi  f a t to r i  d i v e r r s  indeterminato  se l a  ser ie  del le  a, pos i t ive  
e quella  del le  a, n e g a t i v e  sono e n t r a m b e  d i v e r g e n t i .  L ' a rgo-  
mento poi i n  o g n u n o  di ques t i  casi  s v r a  sempre 10 s t e s so  v a l o r e  
firiito c de terminato  qualui ique sia  l ' o rd ine  dei f a t t o r i .  
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In particolare si ha di qui che: Se  ne1  p rodo t to  ï e a l e  

l a  s e r i e  Ca,, non é c o n v e r g e n t e  i n d i p e n d e n t e m e n t e  d a l l ' o r d i n e  
dei  t e r m i n i ;  cang iando  l ' o r d i n e  de i  f a t t o r i :  1.' i l  p r o d o t t o  s a r à  
s e m p r e  ze ro  s e  l a  s e r i e  d e l l e  an n e g a t i v e  é d i v e r g e n t e  e  q u e l l e  
del le  a,  pos i t ive  non 10 &; 2." il s u o  v a l o r e  as sol ut,^ s a r &  s e m p r e  
inf in i to  s e  a c c a d e  l ' o p p o s t o ;  3.O pas se ra  p e r  t u t t i  i  v a l o r i  d a  z e r o  
a l l ' i n f i n i t o  e a n c h e  d i v e r r à  i n d e t e r m i n a t o  s e  n e s s u n a  d i  q u e s t e  
d u e  s e r i e  B c o n v e r g e n t e .  

Esempii. Il prodotto infinito : 

é zero in qualunque ordine si prendano i  suoi fattori, e l'altro: 

é infinito per qualunque ordine dei suoi fattori. 

Il prodotto infinito 

cangiando l'ordine dei fattori in tutti i  modi possibili, passa per tutti i  va- 
lori da O a oo e  anche diviene indeterminato. 

2.O caso. Supponiamo ora che Ca, s i a  c o n v e r g e n t e  i nd ipenden te -  
m e n t e  da l l ' o rd ine  de i  t e r m i n i ,  e  Zb, non 10 s ia .  

In questo cas0 osservando che la serie %,a, é pure convergente iudi- 
pendentemente dall'ordine dei termini e  la serie &u,b, non 10 é, e scyivendo 
la (7) sotto la forma: 

pei teoïemi del n.O 1 si vede subito che: c a n g i a n d o  i n  P l ' o r d i n e  d e i  
f a t t o r i  i n  t u t t i  i  modi  poss ib i l i ,  i l  s u o  modu lo  a v r &  s e m p r e  u n o  
s t e s so  v a l o ï e  f i n i t o  e d i f fe ren te  da  zero,  O s e m p r e  i n f i n i t o  s e c o n d o  
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3 8 D i n  i : S u i  prodol t i  iniiilili. 

c h e  l a  s e r i e  ZbnB è convergen te  O d i v e r g e n t e ;  l ' a rgomento  poi O 

s a r à  sempre infini to O passera per  t u t t i  i  valori da - co a +m e  per  
d a t i  ord inament i  deg l i  s tessi  f a t to r i  d iverrh  a n c h e  inde te rmina to .  

3.O caso: Supponiamo in ultimo che n e  s  s  u n a  d  e l l e  d u e  s  e r  i e  ZCL,,, 
Xb, s ia  convergente  ind ipenden temente  da l l 'o rd ine  dei termini .  

In questo caso dalla formola (7) pei teoremi del n . O  1 si vede subito che 
cang iando  l 'o rd ine  dei  f a t to r i  i n  P, l ' a rgomento  de l  prodotto O 

passe ra  p e r  t u t t i  i  valori  d a  +m a  -cc e  per  d a t i  o rd inament i  
d e g l i  s tess i  f a t to r i  d iverrà  a n c h e  inde te rmina to ,  O s a r à  s e m p r e  
in f in i to .  Pe l  modulo poi accadrh a l t r e t t a n t o  O s a r à  sempre  zero ,  
a m e n o  c h e  l a  s e r i e  'C(a,"2an+bns) noir s i a  c o n v e r g e n t e  i n d i -  
penden temente  da l l ' o rd ine  d e i  t e rmin i  ne1 qua1 cas0 i l  modulo 
ha sempre  uno  s tesso  valore  f in i t0  e  differente da  zero. 

Notiamo che qui abbiamo supposto che le a, e  b, tendessero a  zero col 
crescere indefiaitamente di n. 1 prodotti infiniti nei quali cid non accade 
sono sempre nulli O infiniti O indeterminati, e di essi non é punto utile 
occuparsi. 

Pisa, 46 Marzo .1868. 
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Théorie des coordonnées curvilignes 

quelconques (*). 

(par  M. l'Abbé AOUST, prof. à Marseille). 

Nous nous proposons d'appliquer les formules que nous av&s établies 
dans notre premihe partie B la théorie des courbes tracées sur une sur- 
face quelconque, en insistant sur les simplifications que la Courbure in- 
clinée des lignes coordonnées introduit dans cette théorie, et en nous 
attachant tt mettre en relief le sens géométrique des formules les plus géné- 
rales. Nous conservons les dbfinitions, notations et hypothkses déjh admises 
dans 1s premihe partie. 

5 1. Propriétés générales d'one courbe tracée sur une sarface, 

1 . O  Diflcérentielle de l 'arc,  tangente. Soit une courbe tracée sur une sur- 
face p, ,  ds l'élément de l'arc; si par les extrémitbs de cet élément on fait 
passer les lignes coordonnées p ,  p, ; p + dp,  p, +dp, , elles forment un qua- 
drilatkre curviligne infinitésima1 dont les côtés contigüs B la diagonale ds, 
sont tlo, da,; si l'on appelle a, P les angles qu'elle forme avec ces deux 
cotés, l'on a les formules : 

ds da d ~ ,  
-=-==-7 
sin? sinp sina 

ds cosa = da + dui COS $ , 
d s c o s ~ = d a , + d a c o s ~ ;  

(') Ce travail fait suite à u n  premier mémoire insérd au 
4 .' série. 
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40 A o u s t : Théorie d e s  coo rdonnrh  curvilignes quelconyi-ics. 

lesquelles font connaître la direction de la tangente ds par rapport aux 
tangentes des lignes coordonnées, ainsi que la grandeur de l'élément ds. 

2 . O  Courbure de la courbe ds, ses composades  obliques. Les cosinus 
des angles que la tangente h la courbe ds fait avec les trois axes rectangu- 
laires x, y ,  z sont donnés par les rapports de dx, dy, dz A d s ,  les diffé- 
rentielles étant prises à la fois par rapport à p et à pl de sorte que l'on a :  

dx dx da dx d ~ ,  -- --- +--  
ds. do ds da, ds ' 

or, si l'on prend la différentielle compkte des deux membres par rapport 
p et h pl, et qu'on divise le résultat par ds, l'on obtient: 

i l 1  
Or, (Lre Part. n.O 13), si l'on représente par - 3 - - les composan- r(O) t-({) r(9) 

a tes de la  courbure - de la courbe da suivant les trois lignes coordonnées 
R 

et par les mêmes lettres affectées de l'indice 1 les composantes de la cour- 
4 

bure - de la courbe dg1 on a les relations: 
R i  

dans les quelles X, X,, X, sont les cosinus des angles que les trois cour- 
bes coordonnées font avec l'axe des x. 

Nous avons appelé Angle de contingence inclinée de la courbe da sui- 
vant l'élément do, l'angle Il,  des tangentes aux deux courbes d'une même 
série (p) menées par les deux extrémités de l'arc da; Courbure inclinée de 
la même courbe suivant la m6me direction, le rapport de l'angle Il ,  à l'arc 
do, la direction de cette courbure étant celle de l'arc de cercle de rayon 
d a , ,  décrit du sommet de l'angle Il, entre ses deux cdtés. D'aprks cela 

-. 

1 1 1 1 
en représentant par - cette courbure, par - y -> - ses compo- 

Li, l,o(o) iiO(4) 
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Aoii s t : Theorie des coorclonilées ciirviiigiles quelconques. 41 

1 1 
santes obliques suivant les trois lignes coordonnées, et par - , - loi(") di(" ' 

1 1 les composantes de la courbiire - de l'arc da, suivant da,  l'on a 
loi@) Lo* 
les deux relations: 

1 
cela posé, si nous représentons par - la courbu~e de la courbe ds, et par P 
1 1 4  

y("i9 - >  - les trois composantes obliques suivant les trois lignes coor- p) 
données, l'on aura comme précédemment : 

or ,  si l'on porte ces 

dx les sion de .d; (z) 
différentes valeurs dans l'équation qui donne l'expres- 

deux membres devant être identiques l'on a : 

1 Telles sont les équations qui donnent les composantes de la courbure - 
P 

de la courbe ds suivant les trois lignes coordonnées. Les composantes des 
courbures inclinées des lignes coordonnées y jouent un rdle non moins im- 
portant que les composantes des courbures propres de ces mêmes arcs. Ces 
équations suffisent pour faire connaitre la courbure de la courbe ds, et la 
direction de cette courbure. 

3 . O  De la courbure géodésique de la courbe ds. Cette courbure est la pro- 
jéction de la courbure propre de la courbe ds sur le plan tangent h la surface 

Annali di M~~tcnanbicn, lomo II. G 
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42  A o u  s t : Th6oric dcs coordonnAes curvilignes quelconques. 

1 
p,. Soit cette courbure; RIr, L'f,,; Art,, Ltfo,, sont les rayons de la cour- 

- 
bure, géodésique propre et inclinée des arcs do, do,; cela posé, si l'on mul- 
tiplie la seconde des équations (3) par cos cp,, la troisibme, par cos $, e t  

I\ /\ 

qu'on ajoute B la prelnihre en remarquant que les angles Rtf do, L",, da 
sont droits, l'on a: 

/-\ /\ Il 
cos P da cos R1',da do9 cos da do do -- - 5 - - -  

P - R': ds2 L"lo 

01 
or, les rayons RIf, Lffl0 sont perpendiculaires sur l'arc do,, cos P d o  est égal 
a sina, et enfin les deux derniers termes de l'équation précedente se ra- 

mennent, en vertu des relations ( l ) ,  au terme unique sin a -, d,8 6tant 
ds 

un différentielle cornpléte par rapport à p et p,: donc, si l'on convient de 
sousentendre les accents superieurs, l'équation précédente s'écrit sous l'une 
des deux formes suivantes: 

Cette dernibre forme s'obtient directement en prenant la composante 
1 

de -- suivant l'élément do,. P 
Ces formules d'une grande simplicité font connaître la courbure de la courbe 

proposée en fonction des corbures géodésiques propres et inclinées des li- 
gnes coordonnées et de la variation totale de l'angle que l'élément de cette 
courbe fait avec les deux lignes coordonnées. 

4. De l'angle de contingence géodésique de la courbe. Si dans les 
équations précédentes on rzmplace les sinus par les arcs qui leur sont pro- 
portionnels, ont obtient : 

dans lesquelles da  et dp sont des différentielles totales, 
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A O u s  t : Th6orie des coordonriées curvilignes quelconques. 43 

Si l'on élimine les courbures inclinées des équations précédentes au 
moyen des formules données par le type (14) 1.'' Part. 

on obtient la forme suivante: 

Ces diverses équations font connaître l' angle de contingence de la courbe 
proposée en fonction des angles de contingence propre ou inclinée des cour- 
bes coordonnées, et des variations partielles des angles que cette courbe fait 
avec les deux lignvs coordonnées. 

1 4  
Appelons - 

Pa ' Pg les courbures inclinées géodésiques de la courbe ds 

suivant les directions do, do,, l'on aura comme précédemment: 

conséquemment 

De là résulte 

les formules (4)' deviennent : 

que si $ partir du point pris sur la courbe ds, les rayons Ps. 
R,  L,, sont portés suivant les tangentes aux courbes ds, do, dol les extré- 
mités seront en ligne droite. . I l  en est de même des extrèmités des ray- 
ons Pa, LOI,  R portés h partir du même point suivant les mêmes arcs. 

Ceci démontre que lorsque deux des trois rayons du premier groupe, 
ou dcux des trois rayons du second groupe seront connus, le troisième ray- 
on du groupe sera aussi connu et constructible géomètriquement. 

5 . O  Courbure géodésique de  lu courbe e n  fonction des ,variations des 
(LYCS &.s K ~ I Z P S  cnurdurtnées. Si de l'équatioii (4)'' on élimine les courbu- 
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k i  A O u s  t : 'I'hcorie des coordonnées curvilignes yuelcouc~ues. 

9 2 res - - au moyen des deux formules contenues dans le type (18)" 
fi 4 

1.'" Part. 

da dril sin y, da  dol sincp* 
R = de (COS$, da,) - de,. da ; 

4 = dq, (COS 9, da) - de. du, , 

l'on obtient, aprks quelques réductions, l'équation suivante: 

d b  dal sin cp, --- 
P + dq (cos p. da,) - dg, (cosa.do) , 

qui est très significative. Car, si l'on appelle do l'aire du quadrilatère formé 
par les arcs coordonnées menés aux deux extrémités de l'arc ds, et du,, d,v, 
les projections des arcs do,, do sur la direction ds,  elle .dévient: 

Ces différentes équations nous seront utiles dans l'étude des courbes tracées 
sur une siirfaoe. Elles peuvent toutes s'obtenir géométriquement. 

6 . O  De la composant nornaalc de la courbure. Si l'on multiplie par le 
cosinus de l'angle que l'2rc do, fait avec la normale à, la surface p,, les 
deux membres de l'équation contenue dans le type {32), LrC Part.; comme 
cette équation exprime que les composantes obliques suivant da, des deux 
courbures inclinées des lignes coordonnées do,  d a,, suivant leurs directions 
réciproques, sont égales, il en sera de même des composantes normales de 
ces deux courbures, on déduit delà : 

Théoreme : Quel que soit Ir, sistème de coordonnées tracées sur une surface, 
les composantes normales à la surface des courbures inclinées de ces deux 
courbes suivant leurs directions réciproques sont égales. 

Cela posé, multiplions les deux membres de la troisième équation du 
groupe (3) par le cosinus de l'angle que la normale à la surface p,, fait 
avec l'arc da,, cette équation étant hornogkne du premier degré par rapport 
aux diverses courbures, la relation qu'elle exprime entre les composantes 
obliques suivant da, des courbures, existera pour les composantes normales 

1 1 1  
à la surface; d'après cela, si l'on représente par - - - les composantes 

7c r ri 
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Aous  t : ThCorie cles coordonnées curvilignes quelconques. 45: 

i 
no~males des co i i rbu~s  propres des lignes cls, do, db, et, par - la corn- 1 
posante normale de la courbure inclinée de l'un des deux arcs da ,  da, 
suivant l'autre, on obtiendra : 

laquelle fait connaître la composante normale de la courbure de la courbe 
ds en fonction des composantes normales des courbures propres ou inclinées 
des lignes coordonnées. 

1 Si l'on divise la composante normale - de la courbure de la courbe ds 
'iF 

1 par la courbure géodésique -- de cette courbure, le quotient exprimera la P 
tangente de l'inclinaison du rayon de courbure sur le plan tangent, de sorte 
que tout ce qui intéresse l'état de la courbe se trouve déterminé. 

7 . O  De la courbure d'une section droite no~mnle  cl, la surfiace. Si l'on 
mène suivant l'élément ds un plan normal à la surface; d'aprbs le n.O 6 
I.'"art., la courbure de cette section est la projection de la courbure de 
la courbe d s  suivant la normale B la surface, donc l'équation précédente 
fait connaître la courbure de cette section normale. Si l'on y remplace les 
arcs par les sinus proportionnels, on aura: 

Cette équation donne la courbure d'une section normale en fonction des 
courbures de deux autres sections normales, et des courbures inclinées de 
ces deux sections. 

Si par le point considéré sur la surface on méne différentes sections nor- 
males, et qu'b partir de ce point, on prenne sur la tangente à chaque 
section, une longueur proportionnelle à la racine carrée du rayon de courbure 
correspondant, l'équation (5)' montre que cette longueur décrira autour de 
ce point comme centre une conique située dans le plan tangent; les rayons 
vecteurs de cette conique auxiliaire ferons connaître les rayons de courbure 
des sections normales faites suivailt ces rayons. Il résulte delb: 
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SG A o  us t : Théorie des cooidonriées our~viligries quelconques. 

1 .O l'existence de deux rayons principaux de courbure, l'un maximum 
et l'autre minimum, et 1'0~thogonalité des directions des sections relatives 
% ces deux rayons ; 

2." toutes les relations qui existent entre les carrés des demi-diamktres 
de la conique formant entre eux certains angles, existeront entre les rayons 
de courbure des sections normales correspondantes aux mêmes diamétres. 

3.O La discussion des rayons de courbure des sections normales passant 
par un point de la surface, est ramenée à la discussion des carres des demi- 
diamètres correspondants de la conique. 

4 . O  Si deux courbes coordonnées sont tangentes aux deux diamètres 
conjugués de la conique, le double produit 2sina.sinD ne se trouvant pas 
dans l'équation de la conique, les composantes normales des courbures in- 
clinées des deux courbes coordonnées seront nulles. 

5 . O  Si le sisteme des lignes coordonnées est orthogonal et tangent aux 
axes de la conique, les deux secondes courbures géodésiques de ces deux 
lignes sont nulles. En effet l'angle de contingence inclinée de l'une des 
deux lignes coordonnées d a  par rapport à l'autre, mesure l'angle de deux 
plans normaux & la surface menés h la surface par les extremités de l'arc 
da suivant cet élément, donc le rapport de cet angle à da n'est autre chose 
que la seconde courbure géodesique de l'arc da; d'ailleurs la direction du 
rayon de cette deuxibme courbure, est celle de la normale à la surface p,; 
donc, etc. 

8.' Relations entre les composantes normales des courbures inclinées 
de d e u x  systdmes differents. Chaque systéme de lignes coordonnées tracées 
sur la surface, détermine deux courbures inclinées ayant l'une et l'autre 
même composante normale à la surface. Cette composante, pour une même 
surface, varie d'uxf système à l'autre; nous nous proposons de trouver les 
relations qui existent entre !es composantes normales des courbures inclinées 
de deux systbmes différents. 

Soient ds ,  ds , ,  les arcs coordonnés du nouveau systbme, le premier faisant 
les angles a ,  P ,  le second, les angles a,, Pl avec les arcs do, d a ,  du premier 
systbme; soit fi, le rayon de courbure de la section normale à la surface 
suivant d s , ,  on aura (5)' 
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A o u  s t : Théorie cles coordonnées cu.rvil ignes qiielconques. 47 

or, si l'on rapporte dd au systéme ds, ds, et qu'on représente par h la corn- 
posante normale de la courbure inclinée du nouveau système, 8 étant I'tti~gle 
des éléments ds, ds, , l'on aura : 

sin28 - sin%* sin2a sin a sin a, -.-- +- '2 -A r X T l  

Si l'on élimine n ,  n, de cette dernière équation au moyen de la précédente 
et de l'équation (5)' l'on trouve 9. 

sin2p s ina  sin a, sin sinp, s ina  sin fi, + sin a, sin (3 -= x + r + I > 
ri 

(6) 

laquelle fait connaitre la composante normale de la courbure inclinée du 
systkme de coordonnées d s ,  ds ,  en fonction des composantes normales des 
courbures propres et de la courbure inclinée du systkme do ,  da,. 

9.O Expressions de la seconde courbure géodésique d'une courbe ds. Si 
dans l'équation précédente l'on suppose les deux courbes ds ,  ds, rectan- 
gulaires entre elles, on a les conditions : 

4 de plus, d7apr8s ce qui a été établi dans le n.O 7 la composante normale 

de la courbure inclinée devient la seconde courbure géodésique de la courbe ds. 
1 

Si l'ou représente cette courbure par y l'on aura: 

Si dans cette formule on élimine les cosinus de a et de /? ail moyen des 
derniéres équations (1) dans les quelles on aura remplacé les arcs par les 
sinus proportionnels, l'on trouve : 

1 
Si le premier systéme da,  do, est aussi rectangulaire, - devient la deu- 

1 
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1 xieme courbure géodésique - de l'une des deux cohrbes du systhme, et  
V 

comme les deux angles a, /3 sont complémentaire, l'on obtient: 

10.O Expressions de la comnposante n o r m l e  de la cozwbure iwlinée. La 
composante normale de la courbure inclinée d'un systkme de lignes coor- 
données est un élément important dans la théorie des surfaces; nous allons 
donner l'expression de cette courbure en fonction de la courbure de la section 
normale suivant l'une des deux lignes coordonnées et de la deuxiéme courbure 
géodésique de cette ligne 

S i  dans la formule (6) on élimine a, et /?, et qu'on ordonne le résultat 
suivant cose, sine, l'on trouve en ayant égard aux formules (5) et  (6)' la 
formule simple : 

1 
on trouvera de même pour l'arc ds, en représentant par - la deuxième v, 
courbure géodésique de cet arc, la formule analogue: 

Ces expressions montrent la différence esselitielle qui existe entre la com- 
posante normale de la courbure inclinée d'une des deux lignes coordonnées 
d'un systeme et la deuxikme courbure géod'siqile de cette ligne. Ces deux 
courbures sont toujours distinctes l'une de l'autre, à moins que le systéme 
des lignes coordonnées ne soit rectangulaire. C'est dans ce cas seulement 
qu'elle sont égales entre elles. 

4 
La propriété principale de l'équation (7) est de montrer que la courbure %, 

qui dans chaque systkme de coordonnées une traduction simple permet- 
tant d'en calculer facilement l'expression analytique, a aussi une signification 
indépendante de tout systbme laquelle est exprimée par les seconds membres 
des équations (7). 
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Si l'on suppose que l'une des deux courbes ds  du systbme ds, ds, soit 
fixe et que l'autre soit variable, formant avec la premiére tous les angles 
possibles, n et V étant alors invariables dans la formule (7)' le rayon h de 
la courbure inclinée projetée sur la normale à la surface, variera comme le 
rayon vecteur d'une ligne droite déterminée; sa valeur minimum sera 
donnée par : 

elle sera donc égale au quotient de l'angle de deux normales 1 la surface 
menées aux extrèmités de l'élément ds ,  par la longueur de cet élément. Ce- 
la résulte de ce que l'équation (7) est alors l'équation polaire d'une droite 
dont 8 est l'angle polaire et h le rayon vecteur. 

1 
On peut aussi obtenir la valeur de indépendante de l'angle O, en élimi- 

nant cet angle entre les deux équations (7) et (7)'. Cette expression montre 
1 alors immédiatement que la courbure -peut être nulle, sans qu'aucune des 
'h 

deux 2"" courbures géodésiques le soit; il suffit qu'elles soient proportion- 
aelles aux courbures des sections normales correspondantes. 

1 1 . O  Des rayons principaux de courbure dans un système quelconque 
de  coordonnées. Si l'on représente par (3 un des deux rayons principaux de 
courbure, on déduit de l'équation (5) l'équation suivante: 

qui se rapportant à un systkme quelconque de coordonnées jouit de ce double 
avantage : 1 . O  de donner les propriétés géométriques des rayons principaux 
dans un systéme quelconque; 2 . O  de fournir l'expression de ces rayons en 
fonction de p et p, propre à chaque système. 

D'apre's GAUSS, le produit des courbures de deux sections principales menées 
en un point d'une surface, sert de mesure A la courbure de la surface. Si 
l'on représente par (3,, (3, les deux rayons principaux de courbure, on déduit 
de l'équation précédente les deux équations : 

sin" 1 4 -- _--- 
040i rr, P 

Annali di  Matematica, tom0 I I .  7 
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Y0 Ao u s t ! Théorie des coordonnées curvilignes quelconques. 

les conséquences de ces deux équations sont nombreuses et ont été déve- 
loppées dans notre mémoire S u r  la courbure des surfaces (Comptes rendus 
tom. LVII). 

§ 2. Applioations des formailes préc6denées. 

i2.O Avantages résultant de la courbure inclinée. Quand on cherche 
dans le systkme curviligne p ,  pl les équations des lignes jouissant de pro- 
priétés relatives aux diverses courbures dont il a été question dans ce qui 
précéde, l'analyse donne des moyens surs de calculer ces équations qui sont 
du premier ou du second degré en dp ,  dp,; mais les coefficients de ces 
équations fonctions de p ,  pl ne portent aucune trace des opérations qu'il a 
fallu faire pour les obtenir. L'introduction de la courbure inclinée produit 
un double avantage. Le premier et, à notre avis, le plus grand est que cette 
courbure donne le sens géométrique des différents coefficients de ces équa- 
tions différentielles, lesquelles, ne se rapportant pas plus à, un systkme dc 
coordonnées qu'à un autre, sont par cela même écrites dans un systkme 
quelconque. Le second avantage est que,' cette courbure se prêtant à une 
traduction analytique wdinairement facile, le passage de l'équation générale 
2 celle qui se rapporte au systkme particulier que l'on considére, se fait 
sans effort et naturellement. 

13.' Des cozubes dont la courbure nonnale  Ù Zn surface est une  fonction 
doîznée. L'équation différentielle générale Qe ces courbes est donnée par la 

1 
formule ( 5 ) ,  dans laquelle = représente la fonction donnée, et dans laquelle 

d b 

aussi l'élément cls a été exprimé en fonction de da,  da,. Cette équation est: 

Appliquons cette formule à quelques surfaces. 
Surfaces réglées. Soit une surface réglée que nous supposons obtenue par 

le mouvement continu d'une droite dont un point parcourt une courbe donnée. 
Les angles que cette droite forme avec trois axes rectangulaires fixes, et les 
coordonnées du point qui parcourt la directrice, sont des fonciions d'un même 
paramétre p; nous admettons la notation suivante : 
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d~ est l'angle .de deux génératrices rectilignes infiniment voisines, 

d p  est leur plus courte distance, 

d o  est l'angle de deus plus courtes distances infiniment voisines, 

dq  est leur plus courte distance, 

y est l'angle d'une normale à la surface avec celle menée par le 
point central sur la méiae génératrice rectiligne, 

d8 est l'angle de deux normales & la surface menées par deux points 
centraux infiniment voisins. 

0 

Cela posé, si par le centre d'une sphère l'on mène des rayons parallèles 
aux lignes dont il vient d'6tre question, on reconnaitra que les angles 
d ~ ,  d o ,  d 8 sont liés entre eux par les mêmes relations qui existent entre 
les angles de première, seconde et troisième courbure d'une ligne. 

Prenons pour lignes coordonnées les génératrices rectilignes et 1;urs tra- 
jectoires orthogonales; les positions des premières dépendent du parambtre p. 
Soit t la distance de la ligne orthogonale au point central, dp, la distance 
de deux lignes orthogonales infiniment voisines, d a  l'élément de l'arc ortho- 
gonal; si l'on projette le périmktre du quadrilatére dont les cbtés opposés 
sont do et d p ,  sur trois axes qui auraient les directions de d p ,  de t ,  et 
d'une normale à ces deux lignes, on obtient les trois équations: 

desquelles on déduit: 

Kous représentons par le rapport de d~ à, dp; or, si dans la figure sphé- 
rique dont nous venons de parler, on mène des rayons parallèles aux îioi.males 
à la surface menées par les extrémités d e  l ' a~c  do, l'on aura : 

D'aprés cela l'équation (5 )  devient : 
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or, la différentiation de la seconde des équations (10) par rapport A p et  5 p, 
donne : 

En substituant ces valeurs dans l'équation de la courbe, elle prend la forme: 

dont chaque terme se rapporte à l'un des éléments de la surfa;. 

14.O Conoïde droit. Dans le cas du conoïde droit, q ,  do sont nuls , 
conséquemment t est égal C1 p,; et si l 'on appelle 8 l'angle que t fait avec 
un plan fixe, passant par la directrice rectiligne de la surface que l'on prend 
par axe des z dans le systbme cartésien, et en faisant coïncider ce plan 
avec le plan des zx, l'on a dc égale à dB. L'équation différentielle de la 
courbe devient : 

d s" -dp siny d (1ogp:o. 
'iC 

Si l'on cherche la ligne telle que la projection de l'angle de contingence 
sur le  plan normal à la surface, soit proportionnel A. la projection de la plus 
courte distance d p  de deux génératrices infiniment voisines sur la normale 
A la surface, on a la condition, K étant une constante : 

ce qui donne l'équation différentielle : 

Kds=d.log(p:Q, 

dont l'intégrale est : 

fa <= ,p"' 
2 

s, étant la constante introduite par l'intégration. 
Si l'on cherche la courbe telle que le rapport des m6mes projections soit 

égal au sinus de l'angle que la tangcnte à la courbe fait avec la génératrice, 
on aura l'équation : 

Kdt==d.10g(i2Q, 
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dont l'intégrale est : 

des coordonnées curvilignes quelconques Li3 

tu<= eK( t - t o )  ' 

t, étant la constante introduite par l'intégration. Dans ces formules ( est  
une fonction de l'angle 8. 

1 5 . O  Héliçoïde d p l a n  directeur. Cherchons la courbe tracée sur cette 
surface, telle que la courbure de la section normale suivant l'élément de 
cette courbe reste constante en un point quelconque de cette ligne; il faut 
introduire dans l'équation différentielle la condition que [ est constante, et  
alors on obtient l'équation différentielle suivante entre 8 et y: r, 

dans laquelle les variables sont séparées. 

16.O Surfaces développables. On passe des surfaces réglées quelconques 
aux surfaces développables, ep supposant nulle la plus courte distance dp  de 
deux génératrices infiniment voisines; y devient constant et égal à un angle 
droit; et dq devient l'élément de l'arête de rebroussement, élément que nous 
représentons par dC. 

Si l'on prend pour lignes coordonnées les génératrices rectilignes, e t  les 
courbes qui les coupent orthogonalement, en remarquaut que l'on a :  

d~ et que les angles -' , 5 sont nuls, oh obtient pour l'équation differentialle 
2 9̂ 1 

de la courbe entre les variables t et p : 

qui est du premier ordre et du second degré. 

11.' Surfaces coniques. Si l'on suppose nul l'élément dC,  on obtient 
l'équation différentielle relative aux surfaces coniques: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 i  A ou s t : Theorie des coordonnées curvilignes quelconques. 

Or, si l'on veut que la courbe soit telle que le rayon n de la section 
normale soit proportionnel B t ,  fi = K t ,  K étant une constante, ou plus 
généralement une fonction de p, la courbe cherchée aura pour équation : 

dans laquelle c est la constante introduite par l'intégration. 

1 8 . O  Des lignes asymptotiques. Ce problème dépend du précédent, puis- 
1 

qu'il suffi.de supposer nulle la courbure ;; il se ramene à une équation 

différentielle du premier degré toutes les fois que, la surface renfermant une 
famille connue de lignes asymptotiques, on fait entrer cette famille dans le 
système de coordonnées dont on fait usage. 

Soit donc l'une des courbes coordonnées p = const. représentant une ligne 
asymptotique, l'autre courbe coordonnée étant quelconque; il faudra' poser 

1 nulle la courbure -, et par suite l'équation différentielle des lignes asym- 

ptotiques sera : 

2 da, 
d ~ 7 ( $ - + ~ ) = 0 .  

Cette équation se compose de deux facteurs; le premier facteur égalé b 
zéro donne le systéme déjà connu de lignes asymptotiques; l'équation de 
l'autre système sera donc : 

qui est du premier degré. 
De la surface lieu des binorrnales à une  courbe. Pour cette surface q 

est nul, et l'équation précédente devient : 

or, si l'on élimine y au moyen de la 2me des équations (IO), on trouve : 
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c'est l'équation ~ ' E U L E R ;  elle s'intégrera donc d'une manière générale, pourvu 
que l'on connaisse une solution particulibre. 

Conoi'de droit. Soit l'équation du conoïde en coordonnées cartésiennes : 

8 = arc (taug = +) . 
L'équation de la ligne asymptotique, en remarquant que ( est l'inverse de 
f f  (O), est : 

d ( P r )  = 0, 

de laquelle on déduit l'équation de la courbe asymptotique en termes finies, 
d'une composition remarquable : 

tP= c 2 f ' ( 0 )  , . 
c-tant la constante de l'intégration. 

Dans le  cas de l'hélicoïde gauche à plan directeur, f ' (8)  est constaute; donc 
la trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes est la seconde ligne 
asymptotique de la surface. 

5 3. Des lignes dout 1.1 deuxième conrbnre géodésique est dounee. 

1 9 . O  Équation différentielle de lu courbe. Si dans l'équation (6)' on 
4 

suppose que -représente la fonction donnée, et qu'on y remplace ds par sa v 
valeur en fonction des arcs coordonnés, on obtient l'équation générale de 
la courbe : 

Si le systbme de lignes coordonnées est celui des lignes de courbure de 
la surfaceJ9'équation .., précédente se reduit à : 

Surfaces de révolution. Nous prenons pour lignes coordonnées les courbes 
méridiennes et les cercles parallbles. Si l'on appelle t le rayon d'un parallble, 
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et 0 l'angle que ce rayon fait avec le plan fixe des zx, l'axe de révolution 
coïncidant avec l'axe des z, l'équation de la surface étant z  = f ( t ) :  l'on aura: 

1 et la courbure - sera nulle. Or, si pour abréger l'on 
1 

pose : 

l'équation différentielle de la courbe sera : 

d o  = fi 1 (4 +y'y 1 F ~ F "  -l , I 
dans laquelle les variables sont s8parées. 

Supposons que la surface de révolution est un tore ayant pour équation: 

dans laquelle a et a sont 

tion différentielle sera : 

Si l'on cherche la courbe 

~ ~ + ( t - a ) ~ = a ~ ,  

vcc des constantes. F devient égal 9 - donc I16qua- 
ul ' 

1 telle que la courbure - satisfasse à la condition Y 
Vt = Kn,  K étant une constante, on trouve que l'équation de cette courbe 
en termes finis est celle de la spirale parabolique : 

dans laquelle 8, est la constante introduite par l'intégration. 
Si V est proportionnel & la distance t du point à l'axe de révolution, la 

courbe est la trajectoire des méridiennes sous angle constant. 
Si V est proportionnel au rectangle t z ,  on obtient la spirale logarithmique. 
Si enfin V est proportionnel au carré de t: la courbe a pour projection sur 

le pian des x y  la spirale sinussoïde : 
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2 Q . O  Des lignes &e courbure. Une ligne de courbure est telle que, 'si en 
deux points infiniment voisins pris sur cette ligne on mene des normales 
B la surface, ces deux normales se rencontrent; d'après cela l'on voit que 
les lignes sont caractérisées par la condition que leur seconde courbure géo- 
désique est nulle: donc l'équation différentielle ghé ra l e  de ces lignes 

1 
s'obtiendra en faisant - nul dans l'équation (5). On obtient ainsi : v 

Cette équation est d'une grande simplicité; elle donne toute la théorie des 
lignes de courbur~, tracées sur une surface quelconque et rapportées 5 un 
systkme quelconque de coordonnées. 

Cette équation différentielle est du second degré, mais si l'une des lignes 
coordonnées da est une. ligne de courbure, l'autre étant quelconque, l'équa- 
tion passe au premier degré. En effet, si d a  est une ligne de courbure, l a  

1 
2"' courbure géodésique - est nulle; donc d'aprks l'équation (7) l'on a la v 
condition : 

1 
au moyen de laquelle, éliminant - de l'équation différentielle, l'on obtient 

A 

1 1  Le facteur - - - ne peut pas généralement être nul pour un point quel- 
?- u; 

conque de la courbe, donc on ne peut satisfaire à cette équation qu'en 
égalant à. zero l'un ou l'autre des deux derniers facteurs. Si l'on pose da, 
nul, on obtient pl = const; c'est la courbe dont da  est l'arc, -c'est à dire l'une 
des courbes coordonnées. Si l'on pose : 

on a l'équation différentielle de l'autre ligne de courbure, et  l'on reconnait 
d'aprés les formules (1) que c'est l'équation de la trajectoire orthogonale de 

i l n d i  W Mufcw~ntica, tomo II. 8 
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la série des courbes p, = const. Ce qui est directement vérifié dans les sur- 
faces développables, et donne les lignes de courbure du second systbme. 

21.O Les lignes coordonnées sont deux  systémes de lignes asymptoti- 
ques. L'équation diff6rentielle se simplifie encore d'avantage dans ce cas. 

1 1  En effet, on a les deux conditions - e t  - QUIS : par suite l'équation diffé- 
f l  

sentielle est : 

da8-da i=O,  (1 6 jn 

c'est à dire le double systéme des lignes bissectrices des lignes coordonnées. 
Appliquons cette méthode à quelques exemples. 
Paraboloi'cle hyperbolique. Choisissons celui donné par l'équation: 

312 étant une constante. Quand on prend pour lignes coordonnées les deux 
systémes de génératrices rectilignes dont les équations sont: 

x=p, Y = P 1 1  

on trouve 

do = dp V I +  w2$; , do, = dp, VI + mVp' 

De là sesulte que l'équation différentielle des lignes de coiirbiire est 

Elle a pour intégrale, K étant la constante d'intégration: 

ou bien en passant aux coordonnées cartésiennes, et en chassant les radicaux: 

2 K B + l  x +-y"- XY--- (K" 1 )  4K"m" -- 

Dans ces équations le signe supérieur se rapporte la bissectrice inté- 
rieure, et le signe inférieur la bissectrice extérieure de l'angle des lignes 
coordonnées, et l'on reconnait deux coniques concentriques, satisfaisant A 
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cette condition que la diagonale du rectangle construit sur les axes restv 
constante pour chaque couple de coniques, et pour tous les couples. 

IIyperboloïde d une nappe. Soit l'équation de l'liyperboloïde: 

les équations des deux génératrices rectilignes sont: 

p et pl étant les deux paramètres variables; on en déduit les valeurs de x, y, z: 

L'équation différentielle des lignes de courbure dans le sistbme p, p, devient 
2a" b" c% donc, a p r h  avoir représenté par K g  l'expression b2+cn > 

C'est l'éqiiation de I,AGRANGE; elle s'intbgre par les procédés connus et 
donne, en appelant A la constante de l'intégration: 

Si l'on passe aux coordonnées cartesiennes, et  qu'on cherche les projec- 
tions des intersections de cette surface avec la proposée sur Tes trois plam 
coordonnés, on retrouve le systbme connu. 

Hebiçoide (z=m0). On prend pour courbes coordonnées n.O (18) les deus 
systbmes de lignes asymptotiques; on a l'éqilatiori différentielle de la courbe: 

dont l'iutégrale est: 

dans laquelle 0, est l'iiitégrale introduite par l'intégration. 
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2 2 . O  L'um des Ziglies coordonvaées est  usymptotiquc. Soit da, l'arc de 
cette courbe asymptotique et da l'arc de la trajectoire orthogonale; il faut 

1 poser dans la formule générale - nul et  l'on obtient alors: 
9'4 

Szirfaces réglées. En ayant égard aux relations établies au n." 13, l'équa- 
tion précédente devient : 

(dt+dq) (dy-do)  + ds d p  = 0. 

Si au moyen de la relation (10) on élimine y de cette équation, elle ne ren- 
fermera plus que les variables t e t  p, et l'on aura: 

rcltZ+ j (dq -do)  + t dj"-t2j'ado \d t  + { t dqd{+ jds dp -dq  do )  (1 + e t a )  3 = 0 ,  

qui dans le cas général n'est pas intégrable. 
Conoïde droit. Pour obtenir l'équation différentielle des lignes de cour- 

bure de cette surface, il suffit de poser do  et dq nuls dans l'équation pré- 
cédente qui devient: 

$4. Des coiirbes dout la courbnre péodésiqne est donnée. 

23.O Equation cliffkrentielle de ces courbes. Si dans l'équation (4) la cour- 
1 bure - représente la fonction donnée, et qu'on exprime ds en fonction des 
P 

arcs coordounés do, do, ,  on obtiendra l'équation générale des courbes qui 
ont pour courbure géodésique la fonction donnée. Cette équation est:  

Cette équation diEérentielle est du second ordre. On peut en obtenir l'in- 
tégrale premihre dans quelques cas particuliers dépendants soit de la nature 
de la surface, soit du choix des lignes coordonnées. 

Surfilces de révoizdion. rjous conservoils le systèinc de coordoiinées dont 
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nous avons déjh fait usage dans cette classe de surfaces. La courbure in- 
1 

clinée géodésique se compose de deux termes; l'un est la courbure géo- 

désiquc des lignes Ghidiennes, et l'autre la variation de l'angle des lignes 
coordonnées. Ces deux termes sont nuls; le premier parceque la ligne mé- 
ridienne est une ligne géodésique, le second par suite de l'invariabilité de 
l'angle des lignes coordonnées. 

D'après cela, l'équation (4) se réduit a :  

da, dt 1 or, l'on il A=-- 3 puisque la courbure géodésique - est la projection 
t R 

9 
de la cou~bure du parallble sur le plan tangent. Conséqusmniont : 

dri I d A=-- 
P l dt 

( t  cos a). 

I 
Ap~liquons cette formule & quelques valeurs de p. 

a . 
10 - nul (ligne géodésique); l'équation différentielle devient: 

P 
d 
- (tcosa) c O. 

dt 

Si a représente une constante, l'intégration donne 

tcosa= a. 

En remplaçant dans celle-ci cosa par sa valeur eu fonction de O et de t,  
on obtient l'équation des lignes géodésiques : 

qui est du premier ordre et dans laquelle les variables sont séparées. 

2 O  P est une fonction de t cosa; soit Fr (tcosa) cette fonction; l'équation 
différentielle devient : 

t d t  VI i- f f 2  = F f  ( t  cos a) cl (t  cos a) ; 

par suite : 

J t d t  \il +yz= F(tcosa).  
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Si cette équation peut être résolue par rapport à t cos a ,  l'on aura: 

t cosa=S,(t), 

S(t )  représentant la valeur de tcosa. On déduira comme précédemment: 

qui ne dépend aussi que des quadratures. 
On reconnaitra sans difficulté que l'on obtient aussi une intégrale pre- 

mière lorsque P est constant, ou bien fonction de t ,  ou bien enfin le produit 
d'une fonction de t par une puissance entibre de cosa. 

24." Surfaces réglées. Si l'on remarque que pour ces sortes de surfaces, 
dans le systéme de coordonnées que nous avons employé, l'on aura: 

_- d 6 ~ - ~ ,  da G=- ds sin y , 
4 

l'équation (4) deviendra : 

d p  = - ( Psin cos y +drsiny);  

d'une autre part l'on a: 
4, cotgp=% cos y ;  

en multipliant l'une par l'autre on obtient: 

or, si l'on différentie les équations (1 O), l'on obtient: 

la valeur de dp, étant substituée dans l'équation différentielle donne par un 
groupement convenable de certains termes : 
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1 Si en laissant ( indéterminée, on admet que - satisfasse à la relation 
P 

l'équation différentielle précédente se réduit à: 

cosy-sinydy 

dont l'int6grale est: 
sin /3 = const. 

C'est l'équation de la trajectoire sous angle constant 
rectilignes. 

des génératrices 

25." Conoi' .le droit. I l  faut faire dans l'équation, (18)" q nul; elle devient 
alors : 

1 Si est donné par la relation : 

dans laquelle hB est une fonction quelconque de /3, l'équation différentielle 
devient : 

dont l'intégrale est, c étant une constante arbitraire: 

qui représente l'équation de la courbe. 
En obtient une équation differentielle du premier ordre de la manibre 

suivante. 
Remarquons que l'équation (22) peut s'écrire sous la forme : 

et que dans le cas du conolde droit, l'équation (21) devient: 
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en divisant l'une par l'autre, on obtient la relation simple : 

Or, l'équation (23) transforme l'équation (10) qui clevieilt : 

J 
tang y = cce 7 

on a donc finalement : 
JE$!! 

sinPdF . c C e 
12 

qui est du premier ordre. Loilsqu'elle sera intégrSe, en éliminant /3 entre 
cette intégrale et l'équation (23), on aura l'équation de la courbe entre les 
deux coordonnées t et 0 ,  projection du rayon vecteur et angle polaire. 

Comme application, on peut examiner le cas ou X2 est de la forme 
acos"psinn/3 dans laquelle a est une constante, m et n sont des nombres 
entiers. 

Si h2 égale sin,,k?, l'équation différentielle sera : 

si Xe egale - s inp ,  elle sera : 
c t d t  - do= - - -  

\(i+r"l"l"G- 

Si l'on coi~sidé~e l'hélicoïde A plan directeur, on reconnait que l'on arrive 
à des équations différentielles du le' ordre, dans lesquelles les variables sont 
séparées dans les cas où la courbe est assujettie à wvoir son rayon de 
courbure géodésique constant, ou bien de la forme sinmP, m étant un nombre 
entier et  f une fonction telle que la différentielle :. 

soit intégrable. Cette condition B toujours lieu lorsque f est une constante. 
Marseille, décembre 1867. 

(La su i te  prodainement.) 
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De triangulo, cuius latera continent polos 
respectu quatuor sectionum 

conicarum coniugatos. 

(Auctore H .  SIEBECK , Lignitice in Silesia). 

4 .  S tatuantur quatuor sectiones conicae RI, K,: K,, K4 non omnes ad 
idem rete pertinentes et formentur ex ternis earum retia. Iinoquoque ex 
quatuor retibus hoc modo ortis determinatm curva tertii ordinis, dico eam 
quae est locus punctorum, quorum polares respectu sectionum conicarum 
ad idem rete pertinentium in eodem puncto concurrunt. Sunt autem quatuor 
his curvis nonnulla puncta communia, eorumque punctorum numerus est 
par, quippe qui sit numerus punctorum, quorum bina sint poli coniugati 
reepectu sectionum conicarum KI, K,, K,, K,. Kunc quaeritur de constru- 
ctione , qua ea punctorum paria nancisci poesimus. 

Sit Civ  curva tertii ordiuis sectionibus conicis KI, K,, ITZ, et paritcr C,"l 
curva sectionibus conicis K I ,  K,, IZ, determinata. Inter novem puncta, in 
quibus hae curvae concurrunt, iilveniuntur tria A, B, C, quae sunt vertices 
trianguli polaris sectionibus conicis K, e t  K2 communis, quos facile intel- 
ligitur non sitos esse simul in curvis C," et Ci. Cetera vero sex puncta 
curvis C3'" et C,"' communia tria paria punctorum z et y ,  xr et y', x" et y" 
constituunt, quae sunt poli coniugati respectu uniuscuiusque quatuor sectio- 
num conicarum KI, K,, K8,  K,, ideoque quatuor curvis CsLv, C3111, CQi', Cs1 
communia. Quum autem per duo paria polorum coniugatorum respectu ali- 
cuius sectionis conicac semper tertium par eiusmodi determinetur, i ~ t  haec 
tria paria constituant vertices quadrilateri, eam relationem etiam inter tria 
paria punctorum x et y ,  x' et y', xrl et y" intercedere necesse est. 

Statuamus nunc curvam C,lV recta aliqua G secari in tribus punctis p, q, r: 
quorum coniugata sint respectu eius curvae puncta p', y', rl .  Constat autem 
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etiam puncta p, q', rr in linea recta sita esse, et pariter puncta q,  p l ,  r', 
et r,  p', qr. Formant sane quatuor eae rectae quadrilaterum, cuius vertices 
sunt illa scx puncta. Quod si eodem modo alius quadrilater construitur, con- 
stat, semper unam sectionem conicam inveniri posse, quae sit utrique qua- 

. drilatero inscripta. 
Nunc sit V quadrilater quaesitus, i. e. quadrilater, cuiiis vertices punctorum 

paribus x et y ,  x' et y', XI' et ylf constituuntur; sit praeterea vlV quadrilater, 
cuius vertices sunt A ,  B, C et hornm coniugata Ar, B', Cf respectu curvae 
C,"; denique sit v"' quadrilater cuius vertices sunt puncta A, B, C et horum con- 
iugata ,/Ir', Bu, Clf respectu curvae Csn1; tunc necesse est sectionem conicam 
quadrilateris V et vTV inscriptam congruere cum sectione conica quadrilate- 
ris V et v1" inscripta. Sunt enim his duabus sectionibus conicis septem ian- 
gentes communes, quippe quatuor rectae quadrilaterum V constituentes et  
tres rectae A B ,  B C, CA. Quadrilateris V ,  vlV, v"' igitur eadem sectio R 
inscribi potest, eaque per quinqiie tangentes A B ,  B C, C A ,  Ar Bf C', 
A"Brr Cf!, quae facile construi possunt, plane determinata est. 

Aliam sectionem Kf quadrilatero V inscriptam eadem ratione nanciscimur 
combinando quatuor sectiones conicas datas qualibet alia ratione. Construatur 
ex. gr. triangulus polaris 8 ,  23, B sectionibus conicis KI et II, comrnunis, 
cuius verticibus respectu curvae C,'V puncta %', Br, QI et respectu curvae CQ1 
puncta 91", %If, Qv sint coniugata. Tunc ea sectio conica Kt per quinque rectas 
cam tangentes a$, BQ : QX, 2V.W Q', WBrf  Qfl determinata est. 

2. Ex antececlentibus statim sequitur solutio problematis ab initio quae- 
stionis nostrae propositi, in qua omnino curvis tertii ordinis non utemur. 

Proble~na. Invenire tria punctorum paria, quae sint respectu quatuor 
sectionum conicarum KI, Ii,, K,, K, non ad idem rete pertinentium 
poli coniugati. 

Solutz'o. Quaerantur vertices A,  B, C trianguli respectu utriusque se- 
ctionum conicarum et K ,  polaris et  ducantur polares horum trium pun- 
ctorum et respectu curvae Il3 et respectu curvae K,. Secant autem polares 
punctorum A ,  B,  C respectu sectionis conicae IL3 latera resp. opposita trian- 
guli A B C  in tribus punctis A', Br, Cr, quae in linea recta G' sita sunt ; nec 
lion polares eorundem punctorum respectu sectionis conicae K, latera op- 
posita trianguli A B C  in tribus punctis Al1, BIr, C'i quae et ipsa in linea 
recta Gff sita sunt. Construatur nunc sectio conica K determinata quinque 
tangeiltibus AB, CC, CA, G', Gfr. 
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Quaerantur deinde vertices 8,  23, O trianguli polaris duabus aliis ex datis 
quatuor sectionibus coizicis communis ex. gr. IG et 1C3, e quibus eadem ra- 
tione, u t  supra, sectio conica ILr derivatur. 

Quod si quadrilaterum construimus , qui non solum sectioni conicae K, 
sed etiam sectioni conicae K r  circumscriptus est, tria paria verticum opposito- 
rum eius quadrilateri x et y ,  x' et y', x'' et y'' erunt paria punctorum quaesita. 

Adnotatio. Quodvis ex tribus punctorum paribus modo repertis e polis 
coniugstis constat, non modo respectu quatuor sectionum dataruin, sed 
omnino respectu uniusmiusque sectionis conicae, quae ad aliquod e s  quatuor 
retibus supra commemoratis pertinet. Exinde sequitur, datis quatuor sectio- 
nibus conicis in constructione modo explanata variis modis quatuor alias 
substitui posse, talisque substitutio opportunam se praestabit, si inter punch  
A ,  B ,  C, 8, 23, Q nonnulla sunt imaginaria. 

3. Ex antecedenti solutione statim derivamus solutionem huiusce pro- 
blematis : 

Problema. Dati sint duo fasces secundi o~dinis BI, et B,,L. Quaeruiltur 
tres rectae aa', ara", arra, in quibus sectiones conicae ad fascem' 
BI, pertinentes respective eadem segmenta abscindant atque se- 
ctiones conicae ad fascem RB, pertinentes. 

Solulio. Sint KI et Ii, duae quaelibet sectiones conicae ad fascem BI,, 
K, et K, duae sectiones conicae ad fascem B,, pertinentes. Nunc (3 2 )  quae- 
rantur tria punctorum paria x et y ,  x' et  y', xlr et y'', cluae polis coniugatis 
respectu sectionum conicarum hi, K,, K,, K, constituanttir. Rectac xy, xry' 
d'yf1 trianpulum aaf arr formantes erunt lineae quaesitae. 

Triangulum aa'af', cuius latera polos coniugatos respectu sectionùm co- 
nicarum KI ,  K,, K3, K, continent, nominabimus triangulum chordalem ea- 
rum quatuor sectionum conicarum sive etiam fasciuui B I ,  et E,,. 

4. Quum supra viderimus, punctorum paris x et y ,  x' et  y', x'f et  y'' ca- 
dere in vertices oppositos quadrilateri V, patet rectas aa', ara'!, alfa diago- 
nales esse eius quadrilateri. Piincta a', x, a'', y igitur, secundum notam qult- 
drilateri legem, harmonica erunt pariterque et puizcta a, x', a", y', et punctn 
a ,  xIr, a', y''. Unde sequitur sectionem conicam P,,, quam peï basem B,, et. 
punctum a' ponere liceat, etiam per punctum a", nec non per punctum a 
transire; pariterque pes basem B,, sectio conica aliqua Q,, poni potest trian- 
gu-lo aa 'd circumscripta. Quum autem (3 2, adiiotatio), si KI et ICg sont duao. 
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sectiones conicae ad fascem B,,, Ir, et  K, sectiones conicae ad fascem B,, 
pertinentes, liceat has quatuor curvas qualibet ratione inter se commutare, 
habemus hoc theorenla : 

Si aa'a" est triangulus chordalis sectionum conicarum K,, K,, K,, K,, 
per quatuor puncta intersectionis duarum quarumlibet harum cur- 
varum sectio conica poni potest triangulo illi circumscripta. 

Sit nunc venia nobis explanandi nonnulla eu variis problematibus, in 
quibus solvendis hoc theorema se utile praestat. 

5. Si situs cuiuslibet puncti lineae rectae G determinatur intervallo x, quo 
abstet a puncto aliquo fixo ejus rectae, vel etiam ratione distantiarum illius 
puncti a duobus punctis fixis, per aequationem: 

in qua sint f ,  9, + functiones integrae rationales quarti ordinis variabilis x ,  
2, et ,u autem parametri, pro variis valoribus, qui parametris tribui possunt, 
varia systemata quaternorum punctorum repraesentantur. Licet autem duas 
radices eius aequationis sumere ex arbitrio, unde provieniunt duae aequa- 
tiones determinandis parametris inservientes ; parametris ver0 determinatis , 
etiam caeterae duae radices aequationis f + A$ + pJ/ = O determinatae suut. 

Duabiis igitur radicibus eius aequationis ex arbitrio sumtis, caeterae duae 
determinatae suct; numerus ver0 systematum quaternorum punctorum, quae 
illa aequatione repraesentantur, est dupliciter infinitus. Per tria autem sy- 
stemata, dummodo involutionem non forment, caetera systemata determinata 
sunt, id quod iam ex numero datarum functionum f ,  9 ,  ?j, sequitur, quarum 
quaelibet iinum systema porrigit. 

Licet autem ea, quae modo explanavimus, transferre ad series punctorum 
curvatas i. e. in sectione conica sitas. Si enim construimus sectionem ali- 
quam conicam, quae per rectam fixam G tangitur, cuivis puncto x eius 
rcctae punctum 4 sectionis conicae ita correspondet, u t  5: sit puilctum con- 
tactus r e c t ~ e  e puncto x ductae et sectionem conicam tangentis. Nanci- 
scimur ita in sectione conica quoquc seriem systematum quaternorurn pun- 
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ctorum tali relatioue inter se junctorum , ut duobus punctis systematis ali- 
ciiius datis duo caetera puncta pariter sint determinata; nec non per tria 
talium systematum involutionem non formantium series omnium systematum, 
quae eadem aequatione repraesentantur, determinata est. 

Eiusmodi series systematum quaternorum punctorum facile construuntur 
sumcndo e s  arbitrio tria puncta a: a', a" non sita in sectione conica K. Quod 
si triangulo a da" complures sectiones conicas circumscribimus, non in eo- 
dem quarto puncto concurrentes, quae sectionem conicam X in quaternis 
punctis P l ,  P,, P,, P d ;  Plr, P,', P,', P a ;  P,", Pa1, P,", P,"; etc. secant, per 
duo quaelibet P, et P,  e punctis alicuius ex his systematibus caetera duo P, 
et P4 parit5r determinata sunt. Per tria puncta a, a', a'' igitur series syste- 
matum quaternorum punctorum, quae sunt radices simultaneae aequationis 
quarti ordinis, plane dcterminatur; et viceversa per tria ex illis systematibus, 
non modo caetera systemata, sed etiant puncta a ,  a', al' determinantur. 

Adducimur ita ad hoc problema : 

Problema. Data sint in sectione conica tria quaelihet systemata qua- 
ternorum punctorum 

involutionem non formantia. Quaeruntur caetera systemata quater- 
norum punctorum eiusdem sectionis conicae, quae ad eandem seriem 
pertinent. 

Solutio. Ex illis, quae modo praemisimus, sequitur, problema in hoc reduci 
posse: tria puncta a, a', arl ita determinare, ut per quodvis trium systematum 
datorum 

in sectione conica K sitorum, sectio conica poni possit triangulo a a' afr 
circumscripta. Ponatur ad eum finem per quodcumque horum trium syste- 
maturn sectio conica quaelibet U ,  U1, UV, et construatur triangulus chordalis 
sectionum conicarum K, U ,  Ul, Ul' (8 3). Vertices eius trianguli a, a', a'' 
sunt puncta quaesita, quippe qui cum quatuor punctis intersectionis duarum 
quarumlibet ex. gr. cum punctis Pl, P,, P,, P, in eadem sectione conica 
sint sita ( 5  4). Quaecunque igitur sectio conica triangulo a a' al' circum- 
scripta sectionem ~onicarn K secabit in  quatuor punctis problemati satisfa- 
cientibus. 
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6. Si statuimus duas aequationes f+ ACF> +p+=O et f,+A,$,+ = O, 
in quibus functiones f ,  9 ,  4, f,, q, ,  4, cunctae quarti ordinis variübilis x 
et A, p, Al, p1 parametri sunt, his parametris tales valores tribuerc licet, ut 
ambae aequationes eisdem radicibus gaudeant. Td calculo nanciscimur po- 
nendo rationes cocfficientium earundem dignitatum variabilis x aequales , 
unde redundant quatuor aequationes determinandis quatuor parametris iiiser- 
vientes. Geometriae vero synthetiîac ingenio adaptata enunciatio eius pro- 
blematis haec est : 

E'roblema. Data sint in eadem sectione conica K ses  systemata qua- 
ternorum punctorum 

Per tria systemata P determinata est series R systematum; paritcr 
per tria systemata Q series S. Quaeritur systema quatuor punctorum 
ambabus seriebus commune. 

Solutio. Quaerantur tria puncta a, cc', a'' talia, ut  quaevis sectio conica' 
triangulo a a' a" circumscripta sectionem conicam K in quatuor punctis 
eiusmodi secet, quae forment systema ad seriem H pertinens (9 5). Pariter 
quaerantw tris puncta ,LI pf pfl eadem relatioile iuncta cum serie S. Problema 
nunc statim reducitur in hocce : Triangulo a a' a" sectionem conicam U et 
triangulo ,i3Pf pfl sectionem conicam V ita circumscribere, ut quatuor puncta 
intersectionis sectionum conicarum Uet V cuncta in sectionc conica K sita sint. 

Sint hl et rn puncta intersectionis rectae a' a'' et sectionis conicae K. Quodsi 
sectiones conicae K, U, V in eisdem quatuor punctis concurrere debent , 
oportet ut de quavis recta tria segmenta abscindant involutionem formantia. 
Exinde sequitur sectionem conicam V in recta a' a" segmentum tale inter- 
cipere, u t  pertineat ad involutionem duobus segmentis a' afl et M m  consti- 
tutam. Si igitur -per quinque puncta p ,  Pr, Prl, a', arl sectionem conicam poni- 
mus, nec non per quinque puncta 3, Pr, nff, M, 7% aliam sectionem conicam, 
qiiartum punctum p intersectionis earum necessario in sectione conica quae- 
sita V situm erit. 

Quam constructionem repetentes exeundo ab alio latere trianguli a a'arr 

quintum punctum q sectionis conicae V nanciscimur. Tunc quinque punctis 
/3, ,Y, ,dr1, p, q sectio conica V plane determinata est. Eadem ratione exeundo 
a triangulo ,û Pr Pfr constructionem sectionis conicae U efficimus. 
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7. Fieri potest, ut scries R et S non modo unum systema. quatuor pun- 
ctorum, sed duo habeant communia. In eo casu his duabus seriebus iiifinitum 
numerum systematum esse communem facile intelligitur involutionem quarti 
ordinis formantium. Idque semper accidit, si in aequationibus f+ A$ +p+ = O  
et f, +hl 9, + p, 4, = O  valores parametrorum , quos nanciscimur ponendo 
coefficientes earundem dignitatum variabilis x in ambabus aequationibus 

O 
aequales, indeterminati fiunt, i. e. sub forma 3 proveniunt. In eo casu puncta 

p et q ,  quibiis sectio conica V i n  antecedeutis problematis solutione deter- 
minatur , coincident, ita u t  quaelibet sectio conica per quatuor puncta 
P ,  Pr, p', p posita problemati satisfaciat. 

Obtinemus igitur in hoc casu loco duarum sectionum oonicarum U et V 
duos fasces sectionum conicarum , quorum alter alteri anharmonice corre- 
spondet. Qui fasces quum curvam quarti ordinis gignant, cuius altera pars 
sit sectio conica K, altera pars et ipsa est sectio conica ambas bases fascium 
secundi ordinis continens. In hoc casu igitur per sex puncta a, a', a", S, /Y, P" 
sectionem conicam ponere licet. 

8. Constructio a nobis in 3 6, allata etiam tum adhiberi potest, quum sen 
sjstemata data q ~ a t e ~ n o r u m  repraesentatorum per literas 

non in sectione conica, sed in recta G sint sita. Construatur in eo casu quae- 
libet sectio conica rectam G tangens, e t  ducantur e datis quatuor et viginti 
punctis rectae illam tangentes, quarum pnncta contactus 

duas series R et X systematum in sectione conica determinant. Quod s i  
quaerimus systemn A ,  B, I', A seriebus R e t  S commune (3 6) et  ducimus 
rectas sectionem conicam in his quatuor punctis tangentes, puncta a, p, y, 6, 
in quibus eae tangentes rectam G pcirumpunt, erunt puncta quaesita. 

9. ,Colutioncs modo expositae utiles se praestant, si agitur de inquirendis 
punctis intersectionis sectionum conicarum rectarumve et curvarum altiorum 
ordinum. Conatum igitur fûciamus nonnulla eius generis problemata solvendi. 
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Problenza. Data sit sectio conica K et praeterea octo puncta a, b, c, d, 
e,  a,  al, al1 non in K sita, in hac ipsa autem duo puncta O et p. 
Per septem puncta a, b, c, d, e, O, p poliere curvam tertii ordinis U 
et per tria puncta a, a', arf ponere sectionem conicam V ita,  ut 
curvae U et V concurrant in quatuor punctis in sectione conica 
K sitis. 

Solutio. Per septem puncta a ,  b, c, d ,  e, O ,  p et di10 puncta Pl et P, ex arbi- 
trio in sectione conica K sumta ponatur curva tertii ordinis U,. Quam si sta- 
tuimus sectione conica K praeterea in punctis P, et P, secari, recta 23 puncta 
P, et P, iungens facile construi potest. Duabus rectis P,P, et 8 autem sectio 
conica VI constituitur. Quodsi constructionem modo expositam bis repe- 
tentes per septem puncta a ,  b, c, d ,  e, O ,  p et per bina puncta ex arbitrio in 
Ii sumta duas curvas tertii ordinis Uir et Ulrf ponimus sectionem conicam 
K in quaternis punctis P,', P,', P,', PL et Pl'!, Pir, P,", P," sccantes, 
nanciscimur,praeter VI duas sectiones conicas V,' et VIv, quae et ipsae ex 
binis rectis constant. Nunc construatur triangulus @/l'/Yr chordalis (3 3) 
quatuor sectionum conicarum K, Ti,, VIf, V,". Quodsi triangulis a d  a" et 
P/3r@"f dnas sectiones conicas tales circumscribimus (S 6), ut punctri. in- 
tersectionis A,  B, I', A in K sint sita, per undecim puncta a,  b, c,  d ,  e ,  O ,  p, 
A ,  B ,  I', A curva tertii ordinis U poni poterit, pariterque per septern 
puncta a, a', a", A ,  B , I', A sectio conica V. 

Demonstratio huius solutionis inde petenda est, quod tria systemata qua- 
r pr pl pl. pfr prr p r r , p r r  ternorum punctorum Pl, P,, P,, PL; P, , , , , , , , , , , , 

seriem systematum constituunt, quae per aequationem formae t+h$+p$=O 
repraesentari possunt. 

10. Problema. Data sint decem puncta a ,  b, c i  d,  e,  a', b', cr, dr, et non 
in sectione conica K sita et praeterea in hac ipsa quatuor puncta 
O, p, of, pl. Quaeruntur duae curvae tertii ordinis, quarum altera 
per septem puncta a, b, c, d, e, O, p, altera per septem puncta a', 
b', c'7 dl, el, or, p' ita posita sit, ut  ambae curvae concurrant iu qiin- 
tuor punctis sitis in sectione conica K. 

Solutio. Exeuntes a punctis a, b, c ,  d ,  e ,  O,  p construamus eadem ratiouc , 
ut in antecedenti solutione, sectiones conicas VI, VIr, VIrr, e binis rectis compo- 
sitas, nec non triangulum chordalein a ararf quatuor sectionum conicarum K, V ,  
VIf, Vlfl, Pariter exeuntes a punctis a!, bf, cf, dl, ef, or, pr construamus sccfio- 
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nes conicas v,, v i ,  v," et triangulum chordalem PP'P1f quatuor sectionum 
conicarum K, v,, v,', v,". Construantur denique duae sectiones conicae U et V, 
quarum altera triangulo cc a' a", altera trianguIo P Pf ,ûl' ita sit circumscripta , 
u t  ambarum puncta intersectionis A,  B, l?, A in sectioile conica K sint sita. 
Tum et per undecim puncta a; b, c, d ,  e ,  O ,  p ,  A ,  B, r, A et 'per puncta 
al, b', cf, df, el, of, pl, A ,  B, l?, A curva tertii ordinis Ca et Cf, poni poterit. 

11. Problema. Data sint quatuor et viginti puncta a, b, c, d, e, f, y, h, Ê, k, 1, 
m, a', bf, cf, df, ef, ff, gf, hl, if, kl, l', ml; praeterea recta G per nullum 
horum punctorum transiens. Quaeruntur : 

1) duae curvae quarti ordinis u et V ,  quarum altera per duodecim 
puncta a, b, c . . . m, altera per puncta a', b', cf A . . 1*d ita posita 
sit, ut e sedecim punctis intersectionis quatuor in recta G sita sint ; 

2) curva tertii ordinis, quae per caetera duodecim puncta interse- 
ctionis curvarum u et v .poni potest. 

f Solutio. Sint p, et p,, p,' et p:, pl" et p,", q, et q,, q, et q,', q," et q," sex 
paria punctorum ex arbitrio in G sumta et ponantur per duodecim puncta 
a ,  b, c , .  ., m tres curvae quarti ordinis U, UJ, Uff, quarnm prima per puncta 
pl etp,,  secunda per p,' et pi, tertia per p," et pi' transeat (*). Secant autem 
eae curvae rectam G praeterea in binis punctis p, et p,, pJ et p:, p," et paf, 
quae regulae et circuli ope inveniri possunt. 

Pariter per duodecim puncta a', br,c', . . , ml tres curvae quarti ordiilis V, 
V', Vff ponantur, rectam G in quaternis punctis q , ,  q,, q,, q,; q:, q,', q,', q:; 
qi", qi', qsfl, qa secantes. Systemata quaternorum punctorum : 

duas series R et S constituunt, quae unum systema A ,  B, r, A commune 
habent , quod ope § 8 inveniri potest. Tum per sedecim puncta a ,  b, c . . , n2, 
A ,  B,F,  A ,  pariterque per sedecim puncta a', b', cf .  ., na', A, B, l?, A duae 
curvae quarti ordinis u et v poni poterunt. 

Ad construendam curvam tertii ordinis, quae per caetera duodecim pun- 
cta intersectionis curvarum u et v transit, iungamus aliquod a ex datis 
punctis alterius curvae oc cum aliquo a! ex datis punctis alterius v. Inda- 

(') Cfr. JONQUIÈRES, Essai sur la génération des courbes, 53 39, 40, 45. 
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gentur deinde terna puncta a,, a,, a, et al1, a,', a,', in quibus curvae u et v 
resp. secantur per rectam a d ,  id quod per notam constructionem effici po- 
test. Quodsi est fi punctum intersection% rectarum aar et G,  quaerantur 
tria puncta %,, fi2, 7tg, ita in recta nar sita, ut  tria systemata. quaternorum 
punctorum a ,  a l ,  a,, a,; ar, cc,', a,', a,'; fi, fi1, fi2, fi9 involutionem forment. 
Tunc erunt n,, n,, n, tria puncta curvae quaesitae tertii ordinis. Plura pun- 
cta eiusdem curvae obtinemus iungendo bina alia ex datis punctis, ex. gr. 
O et b', etc. 

12. Problema. Data sint sedecim puncta a, b, c, d, e, f, g, h, a', br, cf, dr, et, 
fr, gr, h' non in sectione conica IZ sita, in hac ipsa autem quatuor 
puncta 1, m, n, o. Quaeruntur: 

1) duae curvae quarti ordinis u et .u, quarum altera per duodecim 
puncta a ,  O, c, d ,  e, f, g ,  h, 1, nz, n,  O ,  altera per duodecim puncta 
af, b', cf, dl, er, f', gr, 12', 1, m,  n, O transeat, tales, ut in quatuor 
punctis sectionis conicae K concurrant; 

2) sectio conica, in qua caetera octo puncta intersectionis curvarum 
C, et Cr, sita mnt. . 

Solutio. Per duodecim puncta a ,  b, c ,  d, e ,  f ,  g, h ,  1, m, n, O et per duo 
puncta p et pl ex arbitrio in K sumta ponatur curva quarti ordinis U, se- 
ctionem conicam K praeterea in duobus punctis p, et p, secans. Recta p, et p, 
tunc facile construi potest; neque ad id opus est,  ut curva U construatur. 
Sectio conica autem, quae e duabus rectis pp, et p, p, constat, per lite- 
ram KI designetur. 

Eadem ratione e duabus aliis curvis Ur et Ulr quarti ordinis per puncta 
a, b, c, d ,  e ,  f ,  g ,  h ,  1, m,  n ,  O transeuntibus duae aliae sectiones conicae 
ICI' ct KI1' e binis rectis compositae derivantur. Construatur denique trian- 
gulus a araf/ chordalis sectionum conicarum K, K',, K,', KIv. 

Plane eadem ratione ex cluodecim puuctis a', b', d ,  df, el, fV, g', hr, 1, m, n, O 

sectiones conicae k,, k,', k," atque ex his coniunctis cum K trianguluci, 
chordalis /?Pt/?'' derivantm. Quodsi triangulis a u f  arl et PPrPrr duas sectio- 
nes conicas tales circumscribimus, ut in quatuor punctis A ,  B,  I' , A sectio- 
nes conicae K concurrant (5  ô), et per sedecim puncta a, b.. . h,  1, m, n ,  O, 

A,  B, r, A ,  et per sedecim puncta a', bf . . . hr, 1 ,  rn, n ,  O ,  A ,  B, r ,  A curva 
quarti ordinis u et v poni poterit. 

Ad construendam denique sectioncm conicam per caetera octo puncta in- 
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tersectionis curvarum u et v transeuntem, yer a et a' recta G ponatur, alteram 
curvam u in punctis a, ,  a,, a,, alteram v in punctis a,', a,', a,' secans. 
Quodsi %, %,, sunt puncta, in quibus recta G sectionem conicam K perrumpit, 
indagentur duo puncta n, et n, ita in K sita, u t  tria syttemata qiiaternorum 
punctorum a ,  a,, a,, a,; a', a,', a,', as1; n, n,, fi,, fi, involutioiiem forment. 
Puncta 7t, et 7~~ tum sita eruilt in sectione coilicn quaesita. Plura puncta 
eiusdem sectionis conicae inveniuntur iungendo bina alia ex datis punctis, 
ex. gr. b e t  br, etc. 

13. Problema. Data sit sectio conica K; praeterea autem novem puncta 
a, b, c, d ,  e, f, p ,  q, r, inter quae tria p, q ,  r in  IC sint sita. Quae- 
runtur tria puncta intersectionis curvae R et curvae tertii ordinis 
per novem puncta data determinatae. 

Solutio. Per septem puncta a ,  b, c ,  d, e ,  p, q et  duo puncta Pi e t  P, ex 
arbitrio in K sumta ponatur burva tertii ordinis U. Quam si statuimus sectione 
conica K praeterea in punctis P,  et P, secari, recta Q ea puncta iungens 
facile construi potest. Duabus rectis autem P, P, et Q sectio conica KI con- 
stituitur. Quodsi praeterea eadem ratione per septem puncta a, b, c ,  d, e, p, q 
e t  per bina puncta ex arbitrio in K sumta duas curvas tertii ordinis Uf et  Uff 
ponimus, sectionem conicam K in quaternis punctis P,', P i ,  P,', P,' et 
pif!, P,", P,", P," resp. secantes, nailciscimur praeter Ki duas sectiones 
conicas KI' et K," e binis rectis compositas. Construatur autem triangulus 
ohordalis a a' a" sectionum conicarum K, KI, 6;') Kif. Prorsus eadem ratione 
per septem puncta a ,  b ,  c ,  d, f ,  p, q tres curvas tertii oïdinis V ,  Vf, Vrf 
ponamus, e quibus sectiones conicae k,, k,f, klff e biiiis rectis compositae 
derivantur, quae cum sectione conica K coniunctae originem dant triangulo 
chordali ,û /?' Pu. 

Quum autem series curvarum tertii ordinis per puncta a ,  b, c ,  d ,  e ,  p, q 
positarum cum serie curvarum per puncta a, b, e ,  d ,  e, ,f, p, q positarum 
non unam modo curvam, sed infinitam curvarum copiam habeat comtnunem, 
quippe earum, quae per octo puricta a, b,  c ,  d, e, f ,  p, q transeant, tïian- 
gulis a a' alf et P P' bff (3 7) infinitus numerus sectionum conicarum eius- 
modi circumscribi potest, u t  in quatuor punctis sectionis conicae Ir concur- 
rant. E quibus si e.as eligimus, quae per punctum r transeunt, et quaerimus 
caetera tria puncta B, r, A intersectionis, problema solutum est. 
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II. 

14. Methodi, quibus geometrae uti solent, quando agitur de construendis 
curvis vel tertii, vel quarti ordinis resp. per novem, vel quatuordecim puncta 
data ponendis, in eo videntur imperfectae esse, quod saepe earum usus fieri 
non possit, quando e punctis datis plura sint imaginaria. Si enim, ex. gr., 
problema hocce solvendum est: « dato puncto aliquo P et datis praeterea 
sectionibus conicis KI, K,, Ii8, K,, quariim binis KI et K,, Ii, et K, quatuor 
puncta imaginaria sint communia, construere curvam tertii ordinis et  per 
punctum P transeuntem », metliodi vulgares se  non praestant sufficientes. 
Quin etiam tunc ne hocce quidem problema: (( datis octo punctis imapinariis 
invenire nonum punctum (reale), in quo omnes curvae tertii ordinis coeant 
per data octo puncta positae in per methodum vulgarem solvi possit. Maior 
etiam difficultas nobis occu~rit, si agitur de construendis curvis quarti ordinis 
per data puncta imaginaria transeuntibus. 

Periculum facientes solvendi eiusmodi problemata mox observare possumus, 
quam vario usu sit triangulus a a' a", quem diximus chordalem quatuor 
sectionum conicarum. Quare etiam de ea materia nonnullas lucubrationes 
proferendi nobis sit venia. 

Sint BI, et B,, duo fasces secundi ordinis, a ar afr triangulus eorum chor- 
dalis. Quodsi per seriem sectionum conicarum U, Ur, U!r, . . . ad fascem BI, 
pertinentium seriem segmentorum M m ,  Mf mr, Mff mrf . . . in  recta a' a'! 
formari statuimus , series sectionum conicarum V, Vr, Vrf . . . ad alterum 
fascem pertinens reperiri potest, quae eadem segmenta in  recta ar alf abscin- 
dant. Quare quum altera series alteri anharmonice correspo~deat, patet per 
eas curvam quarti ordinis nasci, quae in rectam ar a'' et curvam tertii ordinis 
C, dissolvitur. Ad seriem U, Uf, Ufr. .. vero etiam ea sectio conica RI, pertinet, 
quae triaugulo u a' a'f circumscripta est (§ 4); nec non ad seriem V, VI, V".. . 
ea sectio conica R,,, quae eidem triangulo circumscripta est. Quodsi P est 
quartum punctum intersectionis curvarum Q,, et Q,, (semper reale), patet 
curvam C, per puncta P et a transire. 

Eadem ratione e recta a ut curva tertii ordinis C," derivatur, puncta P e t  arl, 
neq non e recta a au curva C,' puncta P et ar continens. Formant igitur 
octo puncta, e quibus bases fascium BI, e t  B,, consistunt, cum puncto P 
basem fascis tertii ordinis. Unde solutio huiusce problematis redundat : 
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Problema. Data sint octo puncta sive realia, sive imaginaria- Qaae- 
ritur nonum punctum (reale), in quo omnes curvae tertii ordinis 
per octo illa puncta positae conveniunt. 

Solutio. Quotcumque ex octo punctis datis sint imaginaria e t  quacunque 
ratione data sint, semper effici poterit, ut  data ~ c t o  puncta in duo systemata 
quaternorum punctorum segregentur, quorum ntrumque tanquam basis (vel 
realis, vel imaginaria, vel ex parte imaginaria) fascis secundi ordinis con- 
siderari possit. Significentur autem hae duae bases per literas BI, et B,,. 

Construatur nunc tïiangulus chordalis a af afr fascium BI, et B,,, cuius 
saltem unus vertex a realis erit. Ponantur deinde per bases fascium B,, et B,, 
duae sectiones conicae QI, et R,, in a concurrentes, quae necessario etiam 
per ar et afr transibunt (3 4). Quarium punctum P intersectionis curvarum 
P,, et R,,, quod semper reale est, punctum quaesitum erit. 

15. Ex antecedentibus facile intelligitur, inter ornnes curvas tertii ordinis, 
quae per bases fascium BI, et B,, poni possint, tres 'curvas C,, C,', Clf 
reperiri, quarum respectu bases illae eisdcm punctis oppositis (*) gaudeant , 
quippe quum a sit punctum illis basibus oppositum respectu curvae C , ,  a' 
respectu curvae C,', alr respectu curvae Cir. 

Respectu uniuscuiusque caeterarum curvarum % basibus BI, e t  El,, diversa 
puncta sunt opposita, inter quae relatio reciproca intercedit, quae, quamvis 
iam nota sit (**): a nobis consideretiir. Sint O et or puncta basibus BI, et B,, 
respectu curvae 553 opposita. Statim autem intelligitur punctum O in sectione 
conica B,,, or in BI, situm esse. Quodsi per utramque basium BI, et B,, 
ponimus seriem sectionum conicarum U, U,' Ufr . . . et V, Vf Vrf .. . in 
recta af afr eandem seriem segmentorum Mm, Mr ml, M'fm". . . abscindentium, 
atque si praeterea statuimus, sectiones conicas U et V in punctis il et  p non 
in recta a' alf sitis coire, pariter Ufe t  VI in Ar et ,ut, Ufr et Vrr in  Arr et  plf, 
patet rectas h p ,  Afp', 2'rp'r.. . in puncto a utrique basium BI, et B,, respectu 
curvae C, opposito concurrere. Si  autem agitur de constructione curvae %3 
oportet, nt e puncto O radios p ,  p', plr. .. resp. sectionibus conicis U, Uf, Ur', . . . 
anharmonice correspondentes ducamus, vel etiam ex puncto or radios 
q , q', qv . . . . anharmonice correspondentes sectionibus conicis V, Vf, Vft . . . 
Tres fasces autem anharmonici Ap, Arp', hfrp' '...; p ,  p', p". . . ; q ,  q', qrr . . . sibi 
invicem ita correspondebunt, u t  bini radii correspondentes primi et secundi 

(') Cfr. CREMONA, Zntroduzione, 5 65, 1.O 
(") Cfr. CREMONA, Zntrokzione, $ 67. 
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fasCis in R,,, p i m i  et tertii fascis vero in R,, coeant. Radio igitur primi fascis 
per punctum P transeunti correspondebunt radii caeterorum duorum fascium 
et ipsi per P transeuntes. Igitur puncta O et of cum puncto P sempci in 
l ima recta sita sunt. 

Unde facile deducimus problematis huiusce solutionem : 

Problema. Datis duobus fascibus secundi ordinis BI ,  et B,,, quorum 
bases vel reales, vel imaginarias sumere licet, dato praeterea puncto 
reali P, invenire puncta O et of opposita basibus illorum fascium 
respectu curvae tertii oidinis, quae per novem puncta BI,,  B,, , P 
poni potest. 

Solutio. Const~uatur triangulus cliordalis a a' a'' fascium BI, et B,,, et  
circumscribantur ei triangulo duae sectiones conicae fi?,, et R,,, quarum 
altera ad fascem BI,, altera ad fascem .B,, pertineat, et quae in puncto Q 
concurrant. Quodsi U est sectio conica ad fascem BI ,  pertinens, quae per 
punctum P transit, atque si M,m sunt puncta, in quibus ea sectio conica 
rectam a' aff secat, per puncta A f ,  In sectio conica V poni potest ad fascem 
B,, pertinens. Sectiones conicae U et V autem duo puncta 2 et p non in recta 
a' a'' sita habebunt communia. Recta L,u veïo per punctum a transit (3 15) 
et praeterea sectionem conicam R,, in puncto aliquo n secat. Quodsi rectam Q n 
ducimus, quae sectionem conicam R,, in O secat, O est punctum basi BI,  re- 
s p e c t ~  curvae tertii ordinis, de qua agitur, oppositum. Punctum of basi B,, 
oppositum nanciscimur rectam 00 contiiiuantes usque ad punctum, in quo 
sectionem conicam i?,, perrumpit. 

16. Nulli difficultati nunc obnoxia est solutio huiusce problematis : 

Problema. Dati sint duo fasces BI, et  B,, secundi ordinis, et  punctum 
reale P. Per novem BI,,  B,,, P ponere curvam tertii ordinis 232, 
licet sint bases B,, et B,, reales, imnginariae. 

Solutio. Quaeratur (3 14) punctum O basi BI, respectu curvae quaesitae 
oppositum. Construatur deinde quaelibet sectio conica U r  ad fascem BI, per- 
tiiiens et  rectam araf1 in duobus punctis All,m' secans; per puncta M1,mr 
autem sectio conica V1 ponatur ad fascem B,, pertinens. Quodsi sunt Afpf 
puncta intersectionis curvarum Ul et V f  non in recta dar! sita, recta Arpr 
sectionem conicam R3, non solum in a, sed praeterea in alio puncto nr secabit. 
Tunc puncta ap ,  in quibus recta n'o sectionem conicam U r  secat; in curva %3 
sita erunt. Alia puncta eiusdem curvae eadem ratione*nanciscimur. 
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17. Illustris geometra CHASLES dedit solutionem huius problematis: Datis 
quatuor punctis duabus curvis tertii ordinis communibus et  datis praeterea 
quinis punctis non communibus, construere sectionem conicam per caetera 
quinque puncta intersectionis illarum curvarum transeuntem (Comptes Ren- 
dus 1855). Huius solutionis antem usus fieri non potest ex. gr. si et  data 
quatuor puncta illis curvis communia et quaterna punctorum curvis non 
communium sunt imaginarin. Conatum igitur faciamns indagandi solutionem 
eius problematis, quae in omnibus casibus sit applicabilis. Induamus ad eum 
finem problemati hanc formam : 

Problema. Dati sint tres fasces secundi ordinis BI,, Es,, B,,,'quorum 
bases vel reales, vel imaginarias sumere licet, et  praeterea duo 
puncta realia Q et Qf. Per bases BI,, B,, et per punctum Q po- 
natur curva tertii ordinis U;  pariter per bases BI,, B,, et per 
punctum Q' curva Ur. Quaeritur sectio conica, quae per quinque 
puncta intersectionis curvarum U et Uf non data transeat. 

Solutio. Sit a u r a "  triangulus chordalis fascium B12 et B,,, pariterque 
,8PfP" trianguliis chordalis fascium B,, et B,,. Construantur sectiones co- 
nicae P,, et P,, triangulo a a' afl circ;mscriptae simulque resp. ad fasces 
RI,  et  B,, pertinentes; nec non sectio conica R,, triangulo PP'Prf circum- 
scripta et simul ad fascem B,, pertinens. In  sectionibus conicis $,, et $,, sita 
sunt puncta O et of opposita basi BI, respectlx curvarum U et Ur, quae fa- 
cile possunt inveniri (§ 15). 

Ponantur deinde per basem BI, tres sectiones conicae KI,, II,,', Ki,", 
quae in aliquo latere (reali) trianguli ua fa r f  ex. gr. af ccf' resp. segmenta 
Mm, Mf ml, Mff ;nf' intercipiant et pariter in recta PfP'' segmenta Nn, Nf n' 
Nvnf'. Per basem B,, autern ponantnr sectiones conicae K,,, K3:, K3," 
quae et ipsae in recta ara" segmenta Mm, Jif m l ,  Mff nzff7 e t  per basem Bi,> 
sectiones conicae K,,, K,,', K,,!', quae in rezta /3'Pff segmenta Nn, N'nf, Nfrn" 
intercipiant. Chordae A,u, X f p ' ,  A'fp'' communes resp. sectionibus conicis Pl, 
et P,,, Pi,' et P,,', Pl," et P,/' per punctum a transeunt (3 15) ; pariter 
ehordae lm, E7rn', Zvrn'r communes resp. sectionibus conicis KI, et K,,, KI,' 
et K,,', KI," et K5,lr per punctum /3 transeunt. 

Secabunt autem radii Ap, h'p', Ar' prf sectionem conicam 9,, praeter a resp. 
in tribus punctis p, pf7 plf; pariter secabunt radii l m ,  Errnr, Pmfr  sectionem 
conicam Q,, in punctis q ,  qf, qff. Quodsi P, Pl, Prr sunt puncta intersectionis 
trium parium radiorum o p  et 019, op' et orq', op'' et'o'q", quinque punctis 
P, Pr, Pr/, O, or sectio conica determinatur, quae est quaesita. 
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18. Problema. Dati sint tres fasces secundi ordinis B,,, B,,, B,, et prae- 
terea duo puncta (redia) e et  e'. Quaeritur curva quarti ordinis per 
bases illorum fascium et puncta e et  e l  i. e. per quatuordecim pun- 
cta determinata, sive bases fascium B,,, B,,, B,, sint reales, sive 
inaaginariae. 

Solutio. Ponatur per novem puncta B,,, B,,, e curva tertii oi'dinis U 
(3 16), pariterque per iiovem puncta B,,, B,,, e '  curva tertii ordinis V. Cae- 
tera quinque puncta intersectionis earum curvamm sectioliem conicam K 
determinant, quae $ 4.7 ope construi potest. In ea sectione conica etiam 
puncta O et O' opposita basi BI, respectu curvarum U et V sita erunt, quae 
facile inveniuntur. Sit autem pl punctum quodlibet sectionis conicae K et 
ponantur per septem puncta B,,, e, O, p, et per septem puncta Bjs ,  e', o f ,  pi 
duae curvae tertii ordinis U T  et V r  tales, u t  in quatuor punctis a,, Pl, y,, 8, 
in sectione conica K sitis concurrant (3 IO). 

Pariter in  sectione conica K punctum aliquod pl, sumatur et ponantur 
per septem puncta B,,, e, O, pl, et per septem puncta B j s ,  el, o' ,  pl, duae 
curvae tertii ordinia Ur' et VIf, quae et ipsae in quatuor punctis in sectione 
conica K sitis a,, p,, y,, 8, conveniant. 

Iterando hanc constructionem i. e. sumendo denuo ex arbitrio puncta in 
sectione conica K sita p,,,, p,, p, . . . , nanciscimur duas series curvarum ter- 
tii ordinis: 

u, Ut, U", Ut)' . . . 
Y, VI, V", Y"' . . . 

in quibus cuilibet curvae alterius seriei modo una curva alterius seïiei cor- 
respondet. Igitur ambae series duos fasces curvarum constituunt sibi invicem 
anharmonice correspondentium. Bases eorum fascium formantur punctis B,,, 
e !  O, x, y ,  z et B,,, er, of ,  2, y', zl, inter quae terna puncta non data x, y, z 
et xr, y', zf tanquam puncta intersectionis et curvarum U, Ur, et curvarum 
V ,  V f  ope constructionis geometris notae inveniuntur. Gignunt autem illi 
duo fasces anharmonici curvam sexti ordinis, compositam e sectione conica 
K et quaesita curva C,. Quum autem quatuor puncta intersectionis bitiarum 
curvarum TJ et V(') per notam constructionem inveniri possint , problema 
solutum est. 
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Sur la rectification 'de quelques courbes. 

(par  le D.' J. -BOOTH, .F. R. S., London). 

1. nect$cat ion de la courbe inverse de l'ellipse centra le. 

Ce problEme mérite d'6tre discuté à cause de l'élégance remarquable de 
sa solution, qui dépend de l'évaluation d'une intégrale elliptique de troi- 
sikme espkce h paramktre circulaire. 

On dit que deux courbes sont inverses l'une de l'autre lorsque le pro- 
duit de leurs rayons vecteurs superposés est constant, c'est-à-dire que: 

Soit : 

l'équation de l'ellipse, le centre étant au pole, et soit .R r = k a  b r on aura, 
pour 1s courbe inverse, l'équation : 

On peut simplifier la discussion, sans restreindr2 la généralitS, cn prc- 
nant k = 1. L'équation de la courbe inverse t?i l'ellipse, le centre étant au 
pôle, est alors: 

a2ye + bzx2 = (x2 + y2)2. (1) 
Si l'on pose: 

x = r c o s q ,  y = r s i n q ,  (2) 
cette équation devient: 

a8 sin2+ + be cos2 9 = re, (3) 

d'où l'on tire, aprés quelques réductions simples, 

ds2 nh sin" + bb"cos2? 
@=XI"" p ~ccos" .  

Annali di Ilfutenanticn, lomo II. 
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La substitution : 
a2tanc$ = b2tanA, 

change cette formule en la suivante: 

et puisque on en tire aussi: 

- b"oss? dL-- cos2? ab 
d l  a%os2h 

, de meme que -=- 
cos2h a"cos21 + b6s in2A ' (7) 

substituant et  simplifiant on obtient: 

ou : 

Faisant: 

on a: 

-- 
dh -- " [1 - (y) ~ i n % ]  i/1 - ('y) sin% ' (8) 

e t  par suite, intégrant: 

intégrale elliptique de troisikme espèce S paramétre circulaire, car nz>c2. 
Imaginons le cylindre droit dont la base est l'ellipse aux demi-axes a et 

b,  e t  la sphEre décrite du centre avec un rayon = Va" b'. Cette sphEre coupe 
le cylindre suivant une ellipse sphérique. 

Soient a et /3 les demi-angles principaux de cette ellypse sphérique, alors: 

D'ici on tire.: 
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et: 

Effcctaant ces substitutions dans l'équation (8) il vient: 
n 

S -- t a n  d l  
\(Uy - tana  l ~ l - ( ~ i n * u - ~ i n * ( i  

sin% s I rPa )sin2k 
(4 2) 

O r  dans les Pidosophical Transactions pour 4852, Part II, p. 319, j'ai 
montré que l'expression d'un arc de l'ellipse sphérique qui résulte de l'in- 
tersection d'un cane aux demi-angles a et /3 avec une sphérc coiicentrique 
est donnée par la formule: ,. 

t a n  p 
d=- d9 

tan a sinpJ ~ l -~ tm2a- t an2~ l  sin2 1 ~ 4 - ~ s i n z x - s i n 2 ~  ) sins 9 (1 3) 
tan'% sin2a 

u"b2 Soit e l'exentricité de la base plane du cOne, savoir ea = - 2~ l'an- 
a" 

gle des deux lignes focales, et 27 l'angle des deux axes cycliqeies, c'est- 
à-dire des deus droites normales aux sections circulaires du  cône; d'après le 
m6me Mémoire on aura: 

et: 

et la précédente expression de l'arc de l'ellipse sphérique dcviendsa: 

CI=- sin P f [ I  d~ 
tan a - eesin2p] V I  -sin% sin2? 

DSsignant par IN et n deux paramètres conjugués, on a: 

(1-m)(Itn)=l -ce, (16) 

ainsi qu'on peut le voir dans tout ouvrage élémentaire sur lcs intégrales 
sin2@-sin2p elliptiques; donc si l'on fait nz=e2 et c2=sin2r, on a n = ou : cosr,  
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8 '1 B o  O t 11 : S u r  la rcçlilication de quelques courbes. 

Les trois quantités: e excerit~icit6 de la base du cane, 2e angle des li- 
gnes focales et 2r angle dcs lignes cycliques, sont liées par l'équation simple: 

1 - ea coss?. cos2&. (17) 

t a n p  Le coefficient de l'intégrale (/2), c'est-&-dire - 
tana s ing ,  est ce qu'on 

nomme quclquefois le criteriunz de circularité, car: 

par suite on peut écrire: 

Notre conique sphérique a ses arcs principaux supplhmentaires, car puis- 
n b - 

que tan a - - , tan@= -, on a tana.  tan/3=l d'où a 4- ,4? =" . Elle b a 9 
est égale h sa réciproque tournée d'un a ~ g l e  droit. Les axes focaux de l'une 
sont les axes cycliques de l'autre: par conséquent la rectification de l'une 
dépend de la quadrature de l'autre, ainsi qu'on peut le ~ o i r  dans le Mémoire 
cité ci-dessus. 

TI. De ZL! rectificlition de la courbe représentée par 19équation: 

a2 sin" - b2 cos2 <p = r2, 
d'où : 

Prenant : 
uatan2$= b2sec2h, 

et faisant les substitutioiis nécessaires, on trouvera : 
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U o o t 11 : S u r  I L L  rscliiica Li04 de quelques courùcs. 85 

En faisant: 

la derniixe équation devient : 

ou, intégrant : 

Si la courbe est la lemniscate, on a a = b, et cette expression devient: 

ILI. De la rectification de la courbe d'intersection d'un cylindre hyper- 
bolique avec une sphère concentrique. 

L'axe du cylindre hyperbolique soit dirigé suivant l'axe des y ,  et soient: 

les équations du cylindre et  dc la sphbre concentrique. Donc : 

as x2 = b2 ze - a2 b 2 ,  ae y2 = a2 ( b B  + pz) - (CL2 4- 02) zY, (30) 
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8 6 B O O th : S u r  1ü rccliticalion de q ~ c l q u e s  courbc-S. 

Posant : 
b2+ r9 

za = uec0s2 9 + a" (31) 

il vient : 
b2 ($ - us j 

x2 = 
(1" $Ir" 

sin2$, y2 =(y2 - a') cos2+, (3 2) 

d'où : 

On en conclut: 

La substitiition : 

et l'intégration subséquente donnent : 

Maintenant si l'on fait : 

a e t  p étant les demi-angles de la ligne dl intersection du cylindre hyperbo- 
lique avec la sphkre, on aura : 

I. 

s t a n P  --- sin p d l  
r t ana  tan la  - tan98) sineAl - (sinJa - ~ i n ~ B ) ~ ~ ~ ~ ~  

(37) 

sin" 

ce qui est l'expression de l'arc dc conique sphérique clont 2a et 2P sont 
les arcs principaux. Voyez les Plzil. Trnns., même Mémoire, p. 319. 
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D o  O t h : S u r  la rcctifica tion de  yuclyues courbes. 87 

De (36) on tire : 

Or dans le même Mémoire, pp. 316, 317, j'ai démontré que si 26 est l'angle 
des lignes focales du cdne, 27 l'angle des sections circulaires, et e l'ex- 
centricite de la section plane normale h l'axe du cône, on a : 

COS CC sin p tan%sc - tan2 S 
COSE = - COS?=- , et e2=--. 

cos9 sin a hn2a 

Faisant ces substitutions dans (37) on obtient ce résultat : 

dont la forme est la plus simple à laquelle l'intégrale elliptique de troi- 
sihme espèce h paramètre circulaire puisse être ramenée: a est l'arc de la 
courbe semblable au rayon 2 .  

Comme on a :  

aP 
sin" = = , 

@ + b -  

valeur indépendante de r ,  nous pouvons dire que si des sphères concen- 
triques en nombre quelconque coupent lin même cyliiidrc hyperbolique, les 
cônes qui passent par les différentes courbes d'intersection ont toutes leurs 
sections circulaires paralleles entr'elles. 

Soit v l'angle que les plans asymptotiques du cylindre hyperbolique font 
avec le plan des xy. On aura : 

d'où Y = 7 C'est-h-dire que : les sections circulaires du cône sont paralleles 
aux plans asymptotiques du cylindre hyperbolique. 

IV. Au lieu de regarder le rayon de la sphkre (29) comme une quantité 
arbitraire, prenons : 
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8 8 l3 O O th : Sur la rcctifica tion de quelques coui.bes. 

Effectuant les réductions et les substitutions nécessaires dans (36), on 
obtient : 

Or comme dans ce cas particulier le parambtre est égal B la racine car- 
rée du module, savoir m = c ,  on sait que l'intégrale elliptique peiit être 
ramenée A celle de la premihre espece, et la courbe rentre dans cette esphce 
particulière de coniques sphériques que j'ai nommée parabole sphérique, 
dans le Mémoire cité plusieurs fois. À la page 332 j'ai montré quo: . 

et: 

o = j s  .v.1.-izsin~p, dp +tan-l[--1, Vi-i2si j t a n y .  n2p 

étant: 
i"j2 = 1 ,  et  tan (A -p )  = j tan p. 

Egalant les valeurs de a on trouve: 

d ; ~ .  . j t a n y .  
= j  f v  I - i2s in2p.  - j- tan-'[ \i,l -i%in"- 1 .  

Cette rélation a déjà été établie par LAGRAKGE à l'aide de considérations 
d'une nature purement analytique. 
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Sopra una equazione a differenziali parziali 

del primo ordine. 

(del pi-of. LUIGI SCHLAEFW, a Berna). 

4 .  N o n  avendo trovato nei trattati di oalcoIo integrale, che mi sono ve- 
nuti alle mani, esempi di applicazione del metodo di PFAFF, i quali non pos- 
sano venir facilmente sciolti senza quel metodo, soltanto col ridurli alla loro - 

forma più semplice, tentai comporne uno clie presentasse maggiori difficoIf~1; 
ed B il seguente. 

Indicando con zo una funzione delle varinbili indipendenti x, y, Z ,  e po- 
nendo per brevitc2: 

mi propongo di integrare la  equazione differenziale : 

a~>" b x B + ~ + 2 = 1 .  (1) 

Il primo membre di essa piid esser mppresentato da1 determinante: 

ap. b ~ .  c.lj/ 

x. y. z 

P. q. 

i primi minori drl quale si denotino con: 
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90 Schlaefli : Equazioile a differenziuli parziali d i  1" ordinc .  

I l  differenziale complet0 delIa (1) essendo : 

'il metodo di PFAFF fornisce il seguente sistema di cqiiazioni diffcrenaiali 
ordinsrie : 

ap. b ~ .  CS 
dx. dy .  dz 

p. q.  r 

dx- ~ d d ,  d y 4  Qdzu ,  dz= R d v ,  T I 
\ (3) 

d p = - X d w ,  d y =- Y d w ,  dr=- Z d w ,  

il quale, soddisfaceizdo alla (2), conta solo per cinque equazioni. Ne scgiiono 
le Z x d x = O ,  Z p d p = O ,  C x d p =  - d w = - C p d x ,  le qiiali portano scco la 
costanza di Cx" Xp" Zxp; epperd, a causa della eguaglianza 2 2 .  2 p 2  - 
- ( Z F ~ ) ~ = X @ ,  aiche 'Zp! & costante. Pcrcid poniarno: 

+ 

perché b~ .+ -1- y .  Z+ q . R= O ,  ecc., in forza delle proprieth del clet-erini- 
nante clic rappresenta il primo, membro della (1); quincli sussistono le tre 
equazioni : 

Essendo le 9, X ,  22/ gih legate da l e  equazioni Ca?>% !i, Ccp2 = N e ,  pos- 
siamo considerar lc 9, 4 corne f ~ ~ n z i o n i  date della X, cosicché abbiamo per 
quarto integrale : 

a?. b ~ .  c 4  
x. y. n 

dp. dq. clr 

Poi si lia: 

qcly-  y d q  = ( q  0 + y Y ) d z c  = (1 - b~'}iJtc'. 

= X d x  4- Y d y  + Zdz 

+ P d p + Q d q + R d r  = O ,  i ( 2 )  
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S ch 1 a cfl i  : Eyuazione'a clifferenziali parziali di 1' ordine. 91 

Bvvcrtciic!~ clic : 

(2S - x $ ) ~ +  = (x2 f z2) ($Z-i-42)- (x$ t z S ) ~ +  N"2 
= (m2- y2) (W--;C~) - ( - 9 ~ ) ~  + N e  yZ7 

cioè chc: 

(Z P - x$)" (Nyj2 =m2 (Y2 - x 2 ) ,  

possiamo porre : 

N"xz=p2, zp-x\C.=nz;,senO, Nt~=mpcos9 ,  

quiridi a' J b' iamo : 

ed un quiulo iiitcgrale sarh (indicanclo con la costante d'iritegrazione): 

l n  
Si noti ehe il valore di 9 i: dato dalla y= 7  COS^, e quelli di x, z si 

desumono dalle : 
m 

cpx+11x=--~pcosQ, - $ ~ + ~ n = ~ n p s e i l O .  N 

Ripardando 1.12, N ,  E ,  C ,  12, 3: corne sei elementi fsa loro indipcndenti, 
L X y z  osserviamo che la rappresentazione di - - - non compsende che i tre 
tîa na 

N, n, X, e quella di w soltanto N, C, X. 
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92 Schl a e f l  i: Equazio~ic a difkre1lzi';tli parziüli di Io ordirie. 

Supponiamo ora cl-ie qiiesti sei elcmmti sicno variabili (abbaudonaido cla 
qui innami  il rnctodo di PFAFP, perclih torilerebbe troppo peuoso). Sotto 
qucsto aspetto divenga: 

pdx  +qdy + rdz- dw = - dC+ Mdw,+Odrz+fld,V; 

a 0 giacché q, .if. sono pure funzioni di N, X, e - = 1. Dunquc: a 15 

O -7 N. 

Nello stesso modo si ha : 

si deduce: 
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S c  h 1 a c f l  i . Equazione a Liifkrciiziali pürziali di l0 ordine. 93 

Sostituendo si cttersh quindi : 

=g N- -+x - in virtil della (8). ( 3 
Dunque : 

a 0 Quaildo x = O ,  la derivata - rimane finita, e si ha 0 = n ,  w= C;  duilque ax 
fi = O. Dipendc il dalla X ?  Si lia: 

quindi : 

Ora, ove si ponga per brevità: 

avvertendo c.he (c-tt)q2 = ~ ( c - v ) ,  (c-a)+" 2c (v - tc ) ,  si awB: 

1-bN2 a -b  u 
+$'=UV, w-x2 =v- b, du=-2~d~+?NdN,  dv= -. 11 ' 2 ~ d ~ -  . PNdN, 

Dunque : 
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9 1  Sc11 1 a e f l i :  Equazione a dil'fcreriaiali parziul i  d i  1" ordiuc. 

epper6 B indipendcnte dalla 31. In canseguenza si ha: 

fi r O. 

Siamo cosi giuilti al risultato che, supposti esser variabili tutti i sci elc- 
menti W C ,  n, C, E ,  N, X, la condizione d:u=pdx + qdy f r d z  si trtisforma in: 

drn cotr. dn) . 

Sceglieudo d u q u e  ad arbitrio una f~inzionc C 
m, 9 1 ,  avremo : 

(9) 

delle due, indipendcnli 

e le x ,  y ,  z ,  w comparirnnno come note funzioni di .in, n, X. Se potessimo 
eliminare queste tre indipendenti dalle quattïo espressioni per x, y ,  z ,  w ,  
avremmo anche ottenuta uila fuuzione w cli x, y ?  z ,  la quale soddisfà al 
problema. 

1 3 2. Supponendo O < a < -, < b < c , 1% relazioni : N 

c'inducono a porre: 

c - b  9 -aN2  
b-a c N 2 -  1 '  

colle notazioni adottate ilella mia Memoria e Sul 
( t  è l'argomento). Con questi valori si trova: 

moto d i  un pendolo, ecc. » (*), 

e da cid siamo indotti a poïre : 

(') Annali di Mateinatics, lomo 1, yag. 105. 
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S ch1 ae f l i  : Equazione a differenziali parziali di i0 ordine. 95 

cosicché l'argomcnto costante a lia Ja forma ICtiP, dove O < P <La Ora 
ponendo per brevità: 

troveremo: 

N .  t 
9= jaj t ,  Nkfaf t ,  9 = 7 ihah t ,  lu = C +  ' 

~ ( b  - a) (CW~ - i ) ' 

Inoltrc giovaidoci delle abbreviazioiii : 

ATx+i (yS- z~)=rnNA,  ATy+i(z+-xS/)=mN,u, N z + i ( x ~ - y $ ) = t n N v ,  

ed indicando con af, pl, v' i valori conjupati a 2, p, v, abbiamo dapprima 
G(a-1) . 

Np = p cos 8 + i p  sen 9 ,  epperb p= eiP Gi Cerchiamo ora i valori di Apt, 

vpl, p e i  ottenere quelli di A ,  p. Poiche Cx$ = 0,  abbiamo: 

= ( N 2 - ~ Z - ~ 2 - 1 F 2 ) ~ y + ( i N 4 - ~ ~ ~ ( ~ 9 + y 2 + z 2 ) ,  

cioh: 

N'A$ = - (qX- iNzC.), 

quindi : 

N2pv'=-(x+-iN$), epperb N2~p'==-(X$-+ iN@). 

k a,fc = - - Ii 
(liuht + fajrnftjt) = - - (1 -1L2f2af't) h (a- t )  , 

1 .  t 
i 

i i 
v;if = - - ( j a j i i I ~ Y a i i a f t 1 i t )  -- -- (4-Ic2Paf"2t)j (a-1) 1 1 
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1 Cx Gt  
e di qui moltiplicando per , eiT --- 

G ( a f 1 )  
, si ded~ice: 

IL 

e finalmente: 

1 - a  z = y1n. - 
l t i x  G1 

[e iT6(a-  t )  - e-WB(ai- t ) ]  . 

Perche cornpaja anche la f~mzione y ,  si pub aggiungere la: 

Il sistema dclle espressioni per 9, X, +, x, y ,  z iu funzione di w b Io 
stesso clie occorre nella teoria della rotazione di un corpo solido intorno al 
suo centro di gravita, se w sigiiifica i l  tempo. Le a?, bk, CG sono allora 
le projezioni della velocit& istantanea di rotazione sugli assi principali d'iller- 
zia. Se la forza viva vien divisa per ciascun dei tre momenti d'ii~erzia, ne 
risultano le a ,  b, c come quozienti. Le 9, -Y, 4 sono projezioui di una nor- 
male al piano invariabile suglj assi d'inerzia; la N & la. somma delle arec rc- 
lativa a questo piano, divisa per la fwza vira,  ccc. 

Berna, marzo 1867. 
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Sur le développement en série 

des intégrales elliptiques 
de première et de seconde espèce. 

. . . A u lieu d'effectuer suivant les puissances ascendantes de la variable x 
le développement des quantités : 

je poserai dans ce qui va suivre: 

De cette manière on obtient pour les coefficients a, et P, des polynômes 
rationnels et entiers par rapport au module, dont voici quelques propriétés. 

En pyemier lieu, réduisons à un terme algébrique, et aux fonctions de 

$" x2p dx 
première et seconde espèce, l'intégrale - , en posant cette V ' ( I - ~ " ( ~  -/C'$) 

égalité, oii l'exposant n est entier, P un polynôme entier en x, A et B des 
constantes, savoir : 

Annnli di 1?I11tcmnticn, tom0 II. 13 
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98 Hermite : Développement e n  série cles intégrales ellip L i  yues. 

on aura: 
/> A = p n ,  B=an. 

Une seconde proprikté consiste en ce que les polyni3mes a, et P, sont 
les dénominateurs e t  numérateurs des réduites de la fraction continue : 

représentant le quotient : 

1 
Introduisons au lieu du module, la quantité le+ T= Ze,  et posons : 

a ions : ou. aiira ces rel t' 

dB, dAn 
2nc- t - - -  clnn-, 

d c  d c  
2n(n+l)  Bn=(2n+l)' T ,  

et enfin les deux équations simiiltaiiées linéaires que voici : 

ciRn - - = ( I -  d2A,  d& 4 - 3 ~ - +  n(n + 2 )  A, .  
d &  d s 
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Note sur quelques torses sextiques. 

(par  M.' A. CAYLEY, prof. à Cu~)lOridge). 

J e  désire d'appeler attention aux surfaces développables, ou torses, données 
par l'équation 

( a c - 4 b d + 3 ~ ~ ) ~ - 2 1 ( a e e - n d ~ - b ~ e + 2 b c d - c ~ ~ ~ = 0 .  

Dans cette tiquation (a, b, c ,  d ,  e )  sont des fonctions linéaires quelconques 
des quatre coordonnées (x, y ,  z ,  t ) ;  ces quantitBs sont donc liées par une 
équation linéaire 

Ra+4Bb+GCc-i-4Dd i -Ee=O,  

et je remarque que la classificntion des torses comprises sous l'équation men- 
tionnée dépend des propriétés invariantives de la fonction (A ,  B, C, D, E x ? ,  4)'. 

En effet la torse a une courbe cuspidale, ou arête de retroiissement, donnée 
par les équations 

a e - 4 b d t 3 c 2 = 0 ,  ace-ad2-bee-+2bcd-c3=0, 

et une courbe ooàale donnée par les équations 

ces deus courbes se rencontrent dans les points donnés par les équations 

lesquels sont des points 
ces -points, en écrivant 
paramètre B l'équation 

stationnaires de la courbe cuspidale. Pour trouver 
a:  b: c: d :  e=z4: s3: @: z: 1, on obtient pour le 

( A ,  B, C, D, EXB, 1)4 = O 

et  l'on voit ainsi qu'il y a un rapport entre la  théorie de la surface et 
cette équation; 8 toute particularité invariantive de l'équation, il y corre- 
spoudera quelque particularité de la torse. 
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1 O0 G a y  le  y : Sur  quelques lorses sextiyucs. 

Les cas à considérer sont: 
1 .O Racines inégales, sans aucune relation invariantive. C'est le cas 

général; je l'ai consideré dans le Mémoire. a On a ccrtaifi sextic deve lopab le~  
Quart. Math. Journal t. IX (1867) pp. 129-142. 

2 . O  Deux racines égales. Ce cas n'a pas été considéré; je remarque que 
la courbe cuspidale est du cinquiéme ordre. En effet on peut supposer que 
les racines égales soient = 0, ce qui revient 5 prendre D = O, E = O. On a 
donc Aa +4B b+ 6 Cc = 0, c'est à dire les équations a = O ,  b = O impli- 
quent l'équation c = O ; et on voit del& que les surfaces ae - 4 bd t 3 2  = 0 ,  
ace- ad"-b2e+2bcd-c3=0 se coupent selon la droite a=O, b = O ;  il 
reste ainsi une courbe du cinquinVme ordre pour la courbe cuspidale. 

3.' Trois racines égales. On peut supposer que ces racines sont=O, ce 
qui donne C = O, D = O, E= O ; et l'on a ainsi Ra + 4B b = O ,  c'est à dire 
les plans a= O, b = O sont ici un  seul plan. L'équation de la torse con- 
tient le facteur a ,  et en l'écartant elle se reduit au cicquiéme ordre; on 
obtient ainsi la torse générale du cinquième ordre. 

4 . O  Deux paires de racines égales. On peut supposer que ces racines 
son t=w,  0;  cela donne A=O,  B =  0 ,  D = O ,  E = O ,  et l'on a ainsi iden- 
tiquement c = O .  L'équation de la torse est (ne -4 bd)'- 27 (- ad2 -  b2e)'= 0- 
J'ai considéré ce cas dans le Mémoire u On a special sextic developable » 
Quart. Math. Journal t. VI1 (1865) pp. 105-114: la courbe cuspidale est du 
quatrième ordre, une courbe excubo-quartique d'un forme particuliére. 

5 . O  Quatre racines égales ; en prenant ces racines=O, on a B= C=D=E=O, 
donc identiquement a =  0 ;  l'équation de la torse contient le facteur t2, e t  
en l'écartant elle se reduit au quatrième ordre: on a dans ce cas la torse 
générale du quatrième ordre. Il  y a encore deux cas à considérer. 

6." L'invariant I de la fonction ( A ,  B ,  C, D, EXr ,  1)' est =O; 
7." L'invariant J de cette fonction est = O ;  

Mais je n'ai pas eiicore examiné ce que cela veut dire (*). Il n'y a pas le 
cas à considérer où l'on a à la fois I = O ,  J =  0 ; car cela revient au cas 3." 
de trois racines égales. 

Cambridge, 1 9  mai 1868. 

(') La courbe cuspidale étant du genre O (unicursale), on peut considérer la série des points 
de la courbe comme correspondant anharmoniquement aux points d'une droite. Si le système des 
quatre points stationnaires est harmonique on a J=0;  si ce systirne est équi-anharmonique, 
011 a 1=0. L. C. 
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Sulle coordinate curvilinee d'una superficie 
e dello spazio. 

M E h l O H I A  S E C O N D A  ('). 

(del  prof. DELPINO CODAZZI, a Pavia). 

Divido questa seconda Memoria in due parti, l ' m a  relativa alle coordinate 
curvilinee dello spazio, e 1' altra alle coordinate curvilinee d ' m a  superficie. 

P A R T E  P R I M A .  

L'oggetto di questa parte prima é quel10 di stabilire diverse relazioni li- 
neari tra i coseni degli angoli formati con gli assi delle seguenti dodici 
rette: le tre normali 'delle superficie (A), (p), (v); le tre tangenti, le tre nor- 
mali principali e le tre perpendicolari ai piani dei circoli osculatori delle 
h e e  (&p), ( p ,  v), (v, a). 

Siano X,, Y,, Z, i coseni degli angoli che fa con gli assi delle x, celle y, 
delle z la normale alla superficie (2,) ne1 punto di coordinate curvilinee p, v, 
cioè ne1 punto d'incontro delle intersezioni (A, p) , (v, A) ; e siano X p ,  Y p ,  Zp 
e X,, Y,, Zv le analoghe quantità per le superficie (p) e (v). Chiamando 1 
una qualunque delle X,  Y, Z e ponendo per brevitB 

(') 1 numeri adoperati pcr indicare le forinole di questa Memoria seconda sono in contiiiua- 
ziune a quelli della b[t.morili prima (t. 1" di questi Aauali, p. 310) prie prinia, 
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ove f è funzione qualsivoglia, avremo 

Cid posto, cominciamo dall'esprimere I g  in funzione lincare delle iA, ip, iv; 
e facciamo a ta1 fine 

ove a, b, c sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando questa equazione 
prima per I,, poi per il, e prendendo ad ogni volta su1 prodotto la somma 2,  
si trovano, in  causa delle ( d ) ,  (23), 

da cui 

Moltiplicando (a)  per iAu, iv e prendendo ancora ad ogni volta su1 prodotto 
la  somma 2: si trovano 

da cui 

COSEv- COSEa COSEP - s e n ~ ~ c o s r ~  b=-a ---a - 
S ~ R ' E A   sen^^ 

C O S C ~  - COSEV C O S E ~  S ~ ~ E V C O S Y ~  
(4 

c=- a -_ - a 
sen2zA semg 

Avanti di proseguire, notiamo che le  a, b, c, le quali rendono soddisfatte 
la ( b )  e le due ( c ) ,  rendono pure soddisfatta la terza (23). Infatti, qua- 
draudo .(a) e prendendo su1 risultato la somma 3, si ottiene 

ovvero 

XI;= u(a + b coseV + C C O S C ~ )  t b(b+ acosev + c cosea) +c  (c + b cos u c o s ~ , ~ ) ,  
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Ora, mediante i valori (cl), la ( b )  moltiplicata per sen2.sA si cambia in 

a2{ sene.sÂ - (coseu - cosen CO SE^) CO SE^ - C CO SE^^ - COSEP COSFJ CO SE^^ = sen2q, 

da m i ,  prendendo il radicale col segno positivo, 

Abbiamo intanto la prima delle seguenti 

le altre due si concludono operando sulla prima le due solite permutazioni. 
In seguito, la (a) mediante la sostituzione dei valori trovati per le  funzioni 
a ,  b ,  c somministra la prima delle tre: 

le quali esprimono ciascuna delle I A ,  I,, 1, in funzione lineare delle 4, ip, &. 
Osserviamo, che moltiplicando la prima d i  queste equazioni per J,, e pren- 

dendo su1 prodotto la somma x, si trova, in causa delle (23), 

\IAyI,IP= - Semp c o s ~ , ~ I u i l u  ; 

e quindi, in causa della seconda (24), risulterà la prima delle 

LIAIp = - C O ~ V ,  z&Iv = - C 0 6 v ~  , ~ I Y I J  = - COSQp , (26! 

le qnali sono evidenti per sè stesse. 

2. 

Reciprocamente, esprimiamo ora la iA in funzione lineare delle &, &, 1,. A 
questo scopo, moltiplichiamo le (25) ordinatamente per tre funzioni a ,  O, c 
da determinarsi e sommiamole; disponendo di queste funzioni in modo che 
riescano socldisfatte le 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 a o d  a z z i  : Sulle coordinate cilrvilinee. 

onde sar& 

Quindi la  (6) si cambierh nella prima delle seguenti 

le quali esprimono appunto cia,scuna del!e i,, ihU, .i, in funzione linease delle 
I,, T u ,  I V .  

Si chiamino, per la linea (p ,  v), ii i coseni degli angoli formati con gli 
assi dalla normale principale; i / ' ~  i coseni fornlati dalla perpendicolare al piano 
del circolo osculatose; 1' la derivata, p e s a  rispetto a a, del complesso degli 
angoli di contingenza; P la derivata del complesso degli angoli di torsione. 
S i  chiamino ifp, iffp, mr, rn'' le analoghe quantità per la linea (v, A); e 
i fv, if/,, nf, nff le  analoghe per la ( A ,  p). Sussisteranno le note formole 
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Si chiamino ordinatamente al, orl gli anpoli fosmati dalla normak prin- 
cipale alla linea (p,  v) con le  normali alle superficie (p), (v). Si c!liamino 
op, orp gli angoli analoghi per la linea (v, A) e per le superficie (v), ( A ) ;  
ed O,, of, gli analoghi per la linea ( A ,  p) e per le superficie (A) ,  (p). Porremo 

Cid premesso, espsimiamo IA in funzionc lineûre dapprima delle ilU, ifp, iffp, 
d i p i  delle i,, ify,  ilr,; e facciamo a ta1 fine 

I-,=aiaU+ birp+cirflu, ~- ,=ctL+Pi '~+yi"g,  

ove a, b ,  c ,  a, /3, y sono funzioiii da determinarsi. Moltiplicando la prima di 
queste equazioni successivamente per iJu, ifp,  iff{& e prendendo ad ogni volta 

, la somma d, siil prodotto, trovererno, in causa delle (23), (29) ,  

a = O , b = COS arau, c = sen d,, . 
Cosi, moltiplicando la seconda dellc stesse equazioni successivamente per 
&, it,, iu, e prcnclendo ancora ad ogni volta la somma 2 su1 prodotto, avremo 

Diinque sussisteranno le due prime tra le seguenti 

4 = ifp cos aliu + itfp sen of,, , Il = iI cos a, + irry sen a,, , 
Iu=i$cos(dv +iffysenory, <u=if-,cosoA+it~;,seno;,, 

J, = il;, COS or;! -i- iffA sen orL, 1, = ir,, cos mtr -i- ifIp sen qU . ) 

A t m d i  di iîf~tl~jmaticn, ton10 II. - 14 
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In seguito, queste cquazioni risolute rispetto alle ifA, PA, iiu, ifrp, ilv, itfV 
clhnno 

Notinmo a questo punto che, siccome la normale principale della linea (p, v) 
e le  normali delle superficie (p), (v) si trovano in uno stesso piano, cosi 
l'angolo vÂ sarA l a  somma degli angoli a,, ofA ovvero dell'uno di essi e del 
supplemento dell'altro. Vediamo come risulti espresso i l  valore di yÂ in con- 
seguenza de'segni coi quali sono stati presi i coseni rappresentati da'primi 
membri delle (29). A ta1 fine, moltiplichiamo membro per membro la quarta 
(30) per la  quinta e facciamo l'operazione 2 su1 prodotto; troveremo, in 
causa della seconda (.26), 

e quiildi avremo la  prima delle , 

Passiamo ad esprimere iA in funzione lincare dapprirna delle Cu, ifp, il:., 
dipoi delle iv, ifv, iifv. 

Poniamo in primo luogo 

iA = ai$+ birp + citf,, 

ove a,  b ,  c sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per 4 e prendendo 
su1 prodotto la  somma 2, abbiamo 

CG = cose,. 

Moltiplicando per irp if',, e prendendo sui prodotti ad ogni rolta la somma 2 
otteniamo, in causa delle (31)' (24), 

Senar sen O,U b=--ZT,iA= - 
sen+ s e n y , ~  sen q 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G o d ü z z i : Sulle coordinate curvilinee. 

Percib risulterS la prima delle 

iA = iPcoseY - i f , u s e n ~ v ~ e n ~ P +  i f f P ~ e n ~ y ~ o ~ ~ l ~ ,  

iaU = Z,COSEA - iL sen seno,+ i " , s e n ~ ~  c o s o ~ ,  

i, = in COS E,U - ifA sen &,,sen oÂ + ifr8 sen E~ COS 01. 

Poniamo in secondo luogo 

il.=aiv + Pi fv+  yiIfv, 

ove a, p, y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per ip e faceudo 
l'operazione 2 ,  abbiamo 

a = CO SE^. 

Moltiplicando per irv, i': e facendo ad ogni volta l'operazione 2 ,  troviamo 

cos orv y=---- xl,i,= - s e n ~ ~ c o s o Y .  
senrv 

Quindi risulter& la prima delle 

il = i v c o s ~ r  +iIvsen~,usenorv - i'fvsencpcoso'y, 

i,, = il. -f- ifl, sen&v S C ~ Q ' ~  - ifra sen&V  COS^^, 1 13') 

i, = i, cos + ilp sen senorp - iffp sen EL COS 

Esprimiamo ora i i  in funzione lineare dapprima delle ip, il,, iff ,u, dipoi 
delle iY, ifv, ifrv . 

Facciamo in primo luogo 

ifa=aiP+ b i rp t c i f r , ,  

ove a ,  b, c sono funzioni da determinarsi. Moitiplicando per iP ed operando 
la somma 2,  risulta, in  causa delle (31), 

seiicf, sen orx - W i ~ =  oenv,sen&, 
VA = sellevseudA. 

sen 7). 
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Moltiplic.aiido per ia e prendendo la somma 2, si trova 

ovvero 

b sent+ - c COS (ap=- COS eV sen orÂ. 

Noltiplicaildo pci. I, e facenclo ancora 1' operazionc 2, s' ottieiie, in causa 
delle (29) 

b cosoAU + c sen op = COS di. 

Seguono 

O = C O S O , ~ C O S ~ ' , +  ~ e n o ~ s e n o ' ~ c o s e , ,  

c = senop c o ~ o ' ~  - c o s o , s e n d ~ c ~ s ~ ~ .  

Percid sussisteïà la prima delle 

Facciamo in secondo luogo 

ove a ,  fi, y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per 2, e prendendo 
la somma 2, si ottiene, in causa delle (31), 

Moltiplicando per id e facendo l'operazione x, si trova 

a cossr i- ,8sencp senotV - ysenep coso', = O ,  
ovvero 

psenorv - y cos ofY = COSEP SenaÂ. . 

Moltiplicando per IiU e prendendo ancora la somma 2 ,  ïisulta, in causa 
delle (29), 

/3,cosoI + yseno; = cos al,. 
' ~ U O ~ I O  Sb, 

p = cos o, cos o\ + sen O), sen ofv caser, 
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Quindi sussisterh la prima delle 

iri.=- Ê,sen~~seno~  f iI (cosoa cosof, + senofienoIcos~~) + iflp(coso;,seno'v-senodcoswIcosep), 

i$=- i,senwenoP + ii(cosopcosof~~ + ~ e n q s e n o ~ ~ c o s ~ ~ )  + i f ~ ~ ~ c o s o p s e n o r , : - s e n ~ o s ~ o s ~ V )  , 
ifv= - i : ,sen~~seno~ -t ifp(coso,cosofp + s e n o , ~ e n o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) + i ~ ~ ( c ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~ o ~ c ~ s o ~ ~ c o ~ ) .  

Finalmente, esprirniamo iffl in fuuzioile lineare si delle ip, itp, itrp clle 
delle &, i i ,  i i .  

Poniamo in primo luogo 

if!).= aip + bitp + ciffp, 

ove a, b ,  c sono funzioiii da determinarsi. Moltiplicando peï ip e faceiido 
l'operazione 3, si trova, in causa delle (31), 

COS O' 
a = - 3 x&ip = - seneV COS of2. sen y;, 

Moltiplicando per iA e prendendo la somma 2, risulta 

oppure 
bsenop-ccoso,, =- cos 01%. 

Moltiplicando per IV e prendendo la somma 2, s'ottiene, in causa delle (29), 

bcos op t csenop= senoflu. 
Seguono 

b =cos op sen ofk - sen w p  cosdl  cos^^, 

c = senop senofa + cos op cos o'dcosev. 

Dunque sussister& la prima delle 
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Facciamo in secondo luogo 

P - aiv + @ifv + yLffv , n- 

ove a, /3, y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per 2, e piendendo 
la somma x, risulta 

COS Oa 
a=- = senelu cosoa. 

senvj. 

Moltiylicaildo per iA e facendo-l'operazione 2, si trova 

acosêp + psenêPsenol- y s e n ~ ~ c o s o ~ ~ = O ,  
oppure 

@ s e n 4  - ycos w '  =- cos êP cos oj.. 

Moltiplicando per îp e prendendo la somma 6; si trova 

/ 3 c o s 0 ~ ~  + ysen J ,  = senoA. 
Seguono 

p =senwlcosoIV - cosol s e n d , c o s ~ ~ ,  

y = senonsenorV + cosad cos dv CO SE^. 

Quindi sussisterà la  prima delle seguenti 

Le relazioni lineari ( 2 5 ) ,  (27), (30), (31), (33), (34), (35) , (36), (37), (38) 
sono quelle che si volevano stabilire. 

PARTE S E C O N D A .  

In questa seconda parte considero uno solo de' tre sistemi di superficie, 
e propriamente il sistema (A) ;  e quindi adopero formole composte di sol3 
quantith relative ad una superficie qualunque di quel sistema. Perd ciascuna 
formola ottenuta potrà essere considerata corne rappresentativa di tre diverse, 
le due ultime delle quali si deducono da quella scritta col mezzo delle due 
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solitc permutazioni. Ora, ponendo per brevitb 

mi propongo di stabilire le equazioni che legano tra loro le nove quantit8 
m ,  n ,  E I ,  ap, yp, a,, b,, c,. Esse equazioni risultano in. numero di sei, 
una delle quali finita, quattro alle derivate parziali del prim'ordine, prese 
rispetto alle p,  v ,  ed una alIe derivate parziali del second'ordine, Le stess2, 
mediante l'eliminazione delle ,Br, b,, si riducono facilmente a quattro, una 
delle quali finita, due alle derivate parziali del prim'ordine ed una alle de- 
rivate parziali del seconcl'ordine. 

1. 

Cominciamo clallo stabilire 1' equazione finita e due tra le equazioni s 
clerivate parziali del prirn' ordine. 

A ta1 fine prcndiamo l a  derivata della seconda (33) rispetto a v e quella 
della terza (34) rispetto a p; avuto riguardo alle (28), troveremo. 

Xe deduciamo, in causa delle (29), dapprima 
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ovvero 

dipoi 

ovvero 

C O da z z i  : Sulle coordinate curvilinee. 

Ora, moltiplicando la seconda (12) per In e prendendo siil prodotto la somma 
3, risulta 

2 itU 
Avremo quinùi, mediante la sostituzione de' valori trovati per le ZIA =, 

d Zv 21, F> la seguente eqiiazione finita 

m(a,costÂ+ CP sen eX)  = n (ar* COS E I  - yrsen~J.  (42) 

Dediiciamo altresi dalle (39) le due 

.$,. aip 
, î . ~ - - = s e i i o ~  a u  ( b,- - 2). 3&-=-senE, a~ ptU+% . a iv 

( a p )  (43) 

. di, 
Eguagliando questi valori delle 3 iv 9 &- a quelli somministrati -av 3P 
dalle due prime (14), si conclodono le due seguenti equazioni alle derirnte 
parziali del prim7 ordinc 
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Passiamo ora a stabilire le due altre equaiioni alle'derivate parziali del primo 
ordine. 

A ta1 fine, formeremo dapprima i valori delle 9- La prima (30) 
ap  au 

somministra, avuto riguardo alle (28), 

ovvero, in causa della terza (34), 

la quale pub scriversi 

La seconda (30) alla sua volta somministra 

ovvero, in causa della seconda (33), 

la quale pud scriversi 
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Moltiplichiamo questa equazione clapprima per tu, dipoi per L, e facciamo 
ad ogni volta l'operazione IE, su1 prodotto. Osservando che sono, in causa 
della seconda (33) e della terza (34), 

e rammentando le (43)' si troveranno le due 

le quali equazioni si riducono alle due seguenti 
1 

Sottraendo dalia seconda di queste equazioni la prima moltiplicata per cos ex, 
s' ottiene 

ay, 
aP sen&J. (3 - b,) + - a v sen = 

ovvero 

Cosi, sottraendo dalla prima delle stesse ecpazioili la seconda moltiplicata per 
COSEA, si trova 
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Le (47), (48) sono le due altre equazioni alle derivate parziali del primo 
ordine che si volevano costituire. 

Notiamo che se si moltiplicasse (a) per IA e si prendesse su1 prodotto la 
somma 2, si giungerebbe dopo le riduzioni ad una identità. Siccome cia- 
scuno de' quattro coseni rimanenti ifr, ilfr, irY, ilrV pud venire espresso in  
funzione lineare delle ip, iu, I, mediante le due prime (30), la seconda (33) 
e la terza (34), cosi se si moltiplicasse (a) per uno qualunque tra essi e si 
prendesse la  somma 2 su1 prodotto, non si troverebbe alcun' altra equazione 
diversa dalle due (47), (48). 

Finalmente veniamo a stabilire 1' equazione alle derivate parziali del se- 
cond' ordine. 

Perci6, prendiamo la derivata della prima (39) rispetto a p,  l a  derivata 
a2i, 

della quarta (28) rispett0.a v, ed eguagliamo i due valori di w; risulterà 
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Moltiplichiam~ questa equazione per i, e facciamo su1 prodotto l'operazione 2;  
avremo, avuto riguardo alla terza (34), 

a sen $ 1  sens,(b, -2) 1 + (- -ay seno,+   CO SE^ -i- c, s e n ~ ~ c o s o ,  

. a i l f  a lnr + (% cosov+cvseneasenov x z y  -= - 1 ail a u  

Ma si trova, in causa della seconda (39) e della terza (36), 

-(cosor c o s o f P t  senovsenofp COSE sen aip + m'cose2- yp senqcosorp 

ovvero 

a irv - 
xiv --- ~ e n ~ ~ ~ s e n o ,  - (cosov cosorP+ seno, senorp c o s ~ ~ ) r d  

3P 

O anche 
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O anche 

3% . 
4- yp seneh Seno, + cosYs, C O S W ~  - , 

8~ 
ovvero 

- seno, ( a p ~ s ~ ~ - y ~ s e n ~ ~ ) .  

Da ultimo si trova, in causa della terza (34) e dalla settima (28), 

a irp - 3 .iJP I .  
oz, a.sem2senorP - n, 

i,v ; xi, ay -x--yt .-- au A av - a~ A P 

oppure in causa della terza (36),  

airv a .sen~~send,  Z;i, - =.= au av - (av C O S O ~ ~  -t b, seno', cossi). 

Ora l'equazione (b), mediante la sostituzione de' valori somministrati dalle 
(c), (d), (e), diventa 

ovveso 
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O anche 

la quale è l'equazione alle derivate parziali del seconcl'ordine che si trat- 
tava di costituire. 

Notiamo che se si moltiplicasse (a) per if, O per i ' I ,  e si prendesse su1 
prodotto la somma 2,  si troverebbe in ambi i casi una combinazione delle 
(47), (48), (49). Percid, se si moltiplicasse (a) per uno qualunque de' quattro 
coseni rimanenti i/,, irp, irip, In, i q'hali mediante le formole della parte prima 
possono esprimersi in funzioni lineari delle i,, ifv, if',, e si prendesse la 
somma 2 su1 prodotto , non si giungerebbe a verun' altra equazione diversa 
da quelle già ottenute. Notiamo altresi che, se invece di eguagliare i due 

Piv 
valori di 3. si fossero eguagliati i due valori di - ap av &av formati col pren- 

dere la derivata della seconda (39) rispetto a v e la derivata della settima 
(28) rispetto a p,  si sarebbe costituita un'equazione analoga alla (a), la qiiale 
rnoltiplicata per uno qualunque de' sette coseni ilu, irdu, ifIr, i,, ify, if%: IL e 
sottoposta all'operazione 2 non avïebbe condotto a verun'altra equazione 
novella. 

Abbiamo dunque, tra le nove quantità rn, n, EA, ap, Pr, yp, av, by,  c,, sei 
equazioni, ciob la (42), le due (44) e le (47), (48), (49). k chiaro poi che 
se mediante le due (44) si eliminassero le Pp, bv, queste sei equazioni si 
ridurrebbero facilmente a sole quattro, una delle quali finita, due alle de- 
rivate parziali del prim'oïdine ed una alle derivate parziali del second'ordine. 
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Ne1 cas0 in cui le ( A ,  p), (v, 2) costituiscono dne sistemi di linee orto- 
gonali, la (42) e le due (44) diventano 

le quali sono equazioni conosciute. In seguito, le (47}, (48), (49) si ridu- 
con0 alle segiienti 

le quali sono le equazioni di cui ho fatto uso per trattare la questione 
sulle superficie applicabili posta al concorso dall'bccademia delle scienze 
di Parigi ne1 1860. Si vedano, pel lato storico della questione, i Comptes 
rendus de  I' Académie des sciences del primo semestre 1861 ; oppure il 
Rapport sur les p r o g ~ é s  les plus réients de l'analyse mathématique en  
France, compilato da1 sig. BERTRAND e stampato a Parigi ne1 1867, sotto gli 
auspicii del ministero dell'istruzione pubblica. Tornando alle (51), il signor 
OSSIAN BONNET ebbe la cortesia di pubblicarle, dandontl in  pari tempo una 
dimostrazione geometrica molto semplice , al principio della sua Note sur 
la thdorie de la déformation d a  surfaces gauches, inserita nei Comptes 
rendus del 16 novembre 1863. Una dimostrazione analitica diretta e piut- 
tosto breve delle medesime equazioni s'ottiene seguendo la stessa via per- 
corsa affine di stabilire le equazioni del cas0 generale, col riguardo solo d i  
porre in ogni formola 

Pavia, 4, maggio 1868. 
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Theoria nova phaenomenis 

electricis applicanda. 

( Auctore CAROLO NEUMANN, Tu bingct? ). 

Quomodo leges in phaeiiomenis electricis dominantes ex u n a  fere a i p -  
positione eruere liceat, leviter hic adumbrare mihi proposui. 

$ 4 .  Fundamentnini quo thcoria snperstrncta est conspicaoin reddlbnr. 

Quod ad verborum usus attinet, optima niihi videtur eorum auctopum con- 
suetndo loquendi, qui volunt, v i m v iv am appellandam esse s emi-summarn 
massarum respective multiplicatarum per ~eloci ta tum quadrata; porro pot  en - 
t i a l e  appellandam esse eam coordinatarum fiinctionem, cujus coefficientes 
differentiales n e g a  t i v i  aequentur cornponentibus potentiarum. 

Quibus positis, praeclarum vis vivae principiurn hanc induit formam: 

[Vis viva] + [Potentiüle] = Const., 

principium autem gravissimum Hamiltonianum hancce: 

[Vis viva] - [Potentiale] 

ubi integrale extensum est in temporis spatium quodlibet, variatioque 6 tali 
modo instituenda, u t  positiones et velocitates in illius spatii limitibus pro 
constantibus habeantur. 

Potentiis datis, datum esse potentiale, ac vice versa, potentiali dato, datas 
esse potentias, satis notum est. Unde apparet in traditam mechanices theoriam 
ni1 novi introduci statuendo, potentiale principalem esse causam, ab isto 
procreari potentias, scilicet potentiale signifieare ve ra  m ca u s  am mo t r i -  
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cem, potentias autem tant;mmodo formam vel speciem exprimere ab illa 
causa sibi paratam. Nova vero introducitur suppositio, statuendo, causam 
illam motricem, quam potentiale vocamus, ab altera massa ad alteram non 
subito sed progrediente tempoie transmitti, atque - ad instar lucis - per 
si)atium propagari celeritate quadam permagna et constante. Quam celeri- 
tatem denotabimus litera c .  

Ista suppositio, conjuncta cum hac altera, principium Hamiltonianum nor- 
mam exprimere supremam ac sacrosanctarn nullis exceptionibus obviam, fit 
supposi t io  i n  t heo r i a  n o s t r a  f u n d a m e n t a l i s ,  ex qua (absque ulla ul- 
teriore suppositione) leges illae notissimae a ceLis AMPÈRE, NEUMARN, W ~ E R ,  
conilitae sua sponte emanabunt. 

Facile perspicitur, fundamentalem suppositionem nos t r am,  ponendo c = m, 
prorsus in vu1 ga rem suppositionem, quod potentiale subi to  per spatium 
transmittatur ab altera ad alteram massam. Unde apparet, no  s t r a m ,  u t  ge- 
neraliorem, involvere suppositionem vu lga rem.  

8 2. Pervenltiir ad legem Webeiriannm. 

Motum duorilm. tantum punctorum m et m l ,  quorum zlterum ab altero sol- 
licitatur , intuentibus nobis ac recordantibus , quod de potentialis propaga- 
tione suppositum sit, duo potentialis genera discernenda sunt, potentiale 
emissivum et Potentiale receptivum. 

P o t  e n t i a l e  emis  s i v u m  appellabimus id, quod ab utroquo puncto e m i  t- 
t i t u r  t e  mp or e t ,  aliquanto postea ad alterum punctum perveniens. Desi- 
gnante r mutuam punctorum distantiam respectu temporis t ,  porro designante 
o, potentiale emissivum respectil temporis ejusdem, leges notissimae a NEW- 

m m, 
TONO aliisque conditae docent, o, = - vel generalius fieri : 

r 

ubi cp = 9 (r) denotet datam ipsius functionem quamlibet. 
P o t  e n  t i  a l  e r e c ep t i v u m  vocabimus id ,  quod utrumque punctum reci- 

p i t  t e m p o r e  t ,  aliquanto antea ab altero piincto emissum. Unde elucet, 
potentiale receptivum respectu da t i  temporis cujuslibet formatum idem esse 
ac potentiale emissivum respectu temporis cujusdam p r i o r  i s formatum. 

dnnati di  Natematica, tomo II.  16 
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Sit rursus r mutua punctorum distantia tempore t ,  et sit respectu ejus- 
dem temporis o potentiale receptivum ; invenitur post calculos ' faciles : 

a~ o = w + -  
dt ' (2)  

siquidem ponitur : 

Quibue in formulis $ denotat eandem atque in potentiali emissivo functio- 
nem, denotantque 4, X ,  CP alias quasdam solius r functiones, quae e data fun- 
ctione $ facile erui queunt per operationes plane elementares; est ex. gr.: 

Expressio 9 a propagationis celedate  vacua est ,  id quod patet ex ipsa 
1 

functionis 9 definitione. Expressiones autem 4, x factore - , e t  expressio 
c 

@ factore (+)P implicatae sunt. 
i 2 \/Y 

' Adno tandum es t ,  i n  c a s u  s p e c i a l i  9 = - f i e r i  += - . 
T c 

dx Potentiale receptivum o est summa duorum terminorum w et -, quorum 
dl 

suo uterque ornetur nomine. Videlicet respectu investigationum sequentium 
dx terminus w appelletur p o t e n t i a l e  e f f e c t i v u m ,  terminus - p o t e n t i a l e  
dt 

i n e f f e c t i v u m .  
Ex principio Hamiltoniano , quippe in quod summum imperiiim collatum 

sit, sequitur, punctorum m et m, motum fieri talem, qui praescribatur formula: 

denotante o potentiale receptivum modo commemoratam, et  denotante z vim 
amborum punctorum vivam. Quae formula, substitucndo pro o ipsius valorem 

a 7~ w i- di , hanc induit speciem : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Neumann : Theoria nova phaenomenis el ectricis applicanda. i 23 

vel (quod idem est) hancce: 

$7-<O)  dt=O. 

Inde, variatione 8 peracta, proveniunt sex aequationes differentiales punctorurn 
motum complete determinantes. Istae aequationes docent, quomodo causa 
illa motïix, quam p O t en  t i a l  e vocamus, vim suam edat, docentque, quaenam 
ab illa causa procreentur potentiae; obtinentur haece propositiones; 

1. A g a t u r  de m o t u  d u o r u m  p u n c t o r u m  m e t  ml, s i t  r m u t u a  

punc to rum d i s t a n t i a ,  porro s i t 3  v e l  g e n e r a l i u s  mm,q(r) poten- 
r 

t i a l e  p u n c t o r u m  e m i s s i v u m  ; s o l l i c i t a b u n t u r  p u n c t a  p o t e n t i a  
q u a d a m  R ,  q u a e  semper  e jusdem a c  l i n e a  r d i r e c t i o n i s  e s t .  

II. C o n c i p i a t u r  R t a n q u a m  p o t e n t i a  r e p u l s i v a ,  p o r r o  s i t  w 
p o t e n t i a l e  p u n c t o r u m  e f f ec t ivum (ex da to  p o t e n t i a l i  emis s ivo  
s p o n t e  s u a  e v a d e n s  e t  s u p r a  (3) c o m m e m o r a t u m ) ;  v a l o r  i p s i u s  R 
s e m p e r  a e q u a b i t u r  coef f ic ien t i  v a r i a t o r i o  n e g a t i v o  i p s i u s  w 
r e s p e c t u  r fo rma to .  

Unde computatione peracta provenit : 

4 2 \lF Quae formula in casu speciali <p = - , 4 = - hanc induit speciem : 
T C 

vel (quod idem est) hancce: 

Statim elucet , formulam (4. a)  seu (4 .  h)  i p s a m  l e g i s  W e b e r i a n a e  
expre  s s ion em esse. In transitu adnotare placet, formulam generaliorem (4) 
plane congruere cum ea lege, a qua ante decem annos equidem pyofectus 
sum in dissertatione inaugiirali inscript a;  « Explicare tenta tur quomodo fiat, 
ut lucis planumpolarisationis per vires electricas vel magneticas declirietur D. 
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Systema completum quaestionum il10 tempore a me susceptarum in publicum 
cdidi aliquanto postea in libello inscripto: K Die rnagnetische Drehzing der 
Po barisationsebene des Lichtes » (Halle, 1863). 

Xebus modo addigitatis generaliorcs adjung-ere licet investigationes, qua0 
perducunt ad hunc exitum: 

1. S i t  W p o t e n t i a l e  e f f e c t i v u m  s ~ s t e m a t i s  punc to rum cujus- 
l i b e t ,  s i n t  x, y,  z c o o r d i n a t a e  p u n c t i ,  cu jus  massa m; compo- 
n e n t e s  po ten t i ae  p u n c t u m  m s o l l i c i t a n t i s  semper  a e q u a b u n t u r  
coeff ic ient ibus  v a r i a t o r i i s  n e g a t i v i s  po ten t i a l i s  W respec tu  
X ,  y ,  z formatis .  

II. S i t  P ea  i l l i u s  p o t e n t i a e  c o m p o n e n s ,  qua  punc tum impel- 
l i t u r  i n  d a t a  d i rec t ione  p qua l ibe t ;  valor  i p s i u s  P semper aeqna- 
b i tur  coefficienti va r i a to r io  n e g a t i v o  potential is  W r e s p e c t u  p 
fo rmato .  

Tandem enuntiare debernus, quaenam sint quantitates, quas in antece- 
dentibus vocavimus coeff ic ientes  var ia tor ios .  

Sint u,  v ,  . . . w inde te rmina tae  functiones unius variabilis (ex. gr. tem- 
poris) vel in  de termi n a t  ae functiones complurium variabilium a,, a,, . . . a,; 
porro sit F d a t a  expressio composita ex a,, a,, . . . a,, u,  v ,  . . . w et ex 
coefficientibus differentialibus fiinctionum u ,  v , .  . . w respectu a,, a,,. . . a, 
formatis , atque agatur de Variatione 

s/ ( * '  F d a, da,. . . da. 

i. e. de variatione 

J'(n)8 F. da,  da,. . . da ,  

respectu ipsorum u ,  v , .  . . w institnenda. Notissimum est, integrale (B) semper 
transformari posse in duorum iiitegralium summam , quorum alterum ntwprea 

variationibus 824, 6v,. . . 8w implicatum, vacuum sit istarum variationum 
coefficientibus differentialibus, alterurn autem (n - l ) t w p z e x  illis coefficientibus 
differentialibus affectum. Integrali priori designato per 

f '')(UBu+ Vau+. . . W6w) da, da, da., 

quantitates U ,  V ,  . , . W i h e  sunt , quae a nobis vocantur coefficient  es 
var ia tor i i  ips ius  F r e s p e c t u  ipsorum u,  v ,  ... w format i .  
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8 3. De legibus l m  lepdsisune atqne Indactione electrica dominiantiltsus. 

Antecedentibus probavimus , suppositionem nostram fundamentalem sua 
sponte suppeditare legem universalem a ce1.O WEBER enuntiatam. Ki1 igitur 
dubium, quin e s  eadem suppositione redundare debeant et ipsae illae speciales 
leges notissimae, quae de repulsione atque inductione electrica conditae sunt 
a celis AMPERE, NEUMANK, WEBER. 

Attamen istam materiam accuratius examinabimus ac monskrabimus in 
derivandis illis . legibus ni1 fere interesse,utrum ab hypothesi d u  a l  i s t i  c a  an 
u n i t  ar ia  proficiscamur. Monstiabimus enim quae ex utraque hypothesi 
consequantur, ubique inteqse congruere, solis iis casibus exceptis, in quibus 
agatur de inductione fluminum electricorum n o n  c l u s  or um. More scilicet 
consueto flumen quodlibet electricum vocamus c l  u s u m  aut non  c l u  s u m ,  
prout corpora ponderabilia flumen continentia rigide inter se cohaerent aut 
commoventur aliud respectu alius. 

Sit ds  elementum fluminis electrici, porro siilt + ecls et - e d s  quantitates 
fluidorum positive et  negat.ive electricoïum in elemento d s  contentomm , 

d s denique sint s1=- 
d t  et Sr velocitates, quibus illae quantitates respectu 

e j  u s  dem directionis s animantur. 
Si ponitur S'=-sr, fluida illa aequa celeritate feruntur in directiones 

oppositas, id quod plane congruit cum hypothesi vulgari dualistica. 
Sin ponitur S I  = O ,  fluidum negativum concipitur quiescens, quasi vinculis 

adstrictum ad materiam ponderabilem, vel i dem atque ista materia. Posito 
igitur S1=O, motu animatum est fluidum u n u m .  Quae conjectura ea est, 
quam supra (brevitatis causa) hypothesin Unitariam appellavimus, 

Utramque examinantes hypothesin ac respectu functioriis cujuslibet, 
pervenimus ad hasce propositiones : 

ds 
1. Teneant d s , e d s , s' = - significationes commemoratas, habeantque 

d t  
d G do, qdo,  o'=- 
d t 

analogas significationes respectu alterius elementi cujusiibet, 

porro sit r mutna amborum elementorum distantia, d e n i q u e  s i t  W poten-  
t i a l e  a m b o r u m  e l emen to rum e f f ec t ivum;  s e m p e r  f i t :  
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ubi  e s t  g.=4 au t  = 2 ,  p rou t  a b  h y p o t h e s i  dua l i s t i ca  a u t  un i t a r i a  
p r  ofi c is  ci mur. Qui ipsius W valor universalis est, pertinens ad flumina 
electrica coiitenta in ~o~por ibus  ponderabilibus seu quiescentibus seu ad 
arbitrium commotis. 

1 
9- 

'" 9 supra traditum est. 1110 igitur casu fit: 1.n casu speciali 9 := - fieri = - 
C 

II. Mutua. amborum elementorum po ten t i a  repulsiva R semper 
a e q u a b i t u r  coeff ic ient i  var ia tor io  n e g a t i v o  po ten t i a l i s  W r e -  
s p e  c t u  r for m a t o. Unde suppeditatur formulq: 

1 2 \lr 
quae, positis = - 4 = - , hanc induit speciem : r C 

vel (quod idem est) hancce: 

Formulam (6 .  a) seu ( 6 .  b) i p sam l e g i s  Ampkrianae express ionem 
esse, primo intuitu elucet. 

III. S i n t  ds, do elementa fluminum elec t r icorum cbusorurn; po- 
t e n t i a  e l ec t romotor ica  E a b  da i n  ds i n  d i rec t ione  s exerc i ta  sem- 
per  aequabi tur  coefficienti  v a r i a t o r i o  nega t ivo  potent ia l i s  W re- 
s p e c t ~  s f'ormato. Unde eruitur formula: 

siquid&n W ipsius W. valorem pro s' = l denotat.. Quæ potentiae E expres- 
si0 universalis est,  aeque pertinens ad inductionem , quac oritur eu mutatis 
fluminum intensitatibus atque ad inductionem alteram, quae oritur ex mu- 
tatis positionibus. 
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Manifestum est, formulam (7) p l a n e  c o n g r u e r e  cum l e g e  Keuman-  
n i a n a .  

S 4. lue Vis vivae prineiplo. 

Statuimus , pincipium Hamiltonianum habendum esse tanquam principium 
supremum ac sacrosanctum, permanens atque immutabile. Vel ex ipsa ista 
suppositione eruere licet, principiurn vis vivae et ipsum semper valere, at  
formam consuetam non semper tenere. 

Si proponantur duo tantum puncta m et ml, mutuum punctorum potentiale 
effectivum w exprimitur per 

tu = mm, [o + ( $ ) < l n  

Quae formula, jam supra (3) commemorata, sic eshibeatur : 

w=u+v, 

ubi 

2 

Terminorum u et v priorem constante c vacuum, posteriorem factore ($) 
implicatum esse, facile eruitur ex iis, quae de functionibus 9 ,  4 supra tra- 
dita sunt. 

Sponte elucet, q u i  es  c e n  t i b u s  punctis terminum v evanescere poten- 
tialeque w abire in terminum u. Itaque appellaEimus u p O t e n t i a l  e s t a t i- 
c u m  et v po ten t i  a l e  m o to r i cum.  Occasione data, adnotandum est ,  po- 
tentiale staticum semper ejusdem ac potentiale emissivum valoris fieri, id 
quod vel a priori eruere licet ex ipsis istorum potentialium definitionibus. 

Iam agatur de motu systematis punctorum cujuslibet, et sit W poten- 
tiale systematis effectivum. Istius W valor eodern modo, quo antea ipsius 
w valor, in duos terminos discerpatur: 
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Quo peracto , alter terminus U, constante c vacuus, repraesentat potentiale 

systematis staticum; alter V, factore ($)' implicatus , potentiale syste- 

matis motoricum. Quod, investigatione instituta, de istis potentialibus et 
de systematis vi viva invenimus, sic pronuntiare licet: 

A g a t u r  d e  m o t u  s y s t e m a t i s  p u n c t o r u m  c u j u s l i b e t ;  v i s  v i v a  
p o t e n t i a l i  s t a t i c o  a u c t a  e t  po ten t i a l i  motor ico  d i m i n u t a  valorem 
t e n e b i t  c o n s t a n t e m .  

Erit igitur : 

T i- U -  V= Const., (1 2) 

denotante T vim systematis vivam. Adnotandum videtur : exp~essioilem T 
a solis velocitatibus, expressionem U a solis positionibus punctornm pen- 
dere; expressionem autem V functionem esse et velocitatum et positicrnum. 

Secundum v u l g a r  e m suppositionem est C = W .  Ponendo autem c=m 

terminus V ,  quippe qui factore (:)' implicatus sit, evanescit , formulaque 

(1 2) abit in  formulam illam notissimam T + U= Const. , cujus in 1 men- 
tionern fecimus. 
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Sopra le curve gobbe di quart'ordine 
e prima specie, e i loro punti d'intersezione 

con superficie di secondo grado. 

(del  D.+ T. REYE, prof. a Zurigo). 

1. u na curva gobba di 4." ordine e I.a specie pu& corn' é noto, esser 
congiunta ad un punto qualnnque dello spazio per mezzo di una superficie 
di 2 . O  grado; per una curva gobba di 4." ordine e 2.a specie invece passa 
una sola di tali superficie. Noi qui ci limiteremo alle curTre gobbe di 1." specie. 
Per brevitli, indicheremo in questo lavoro con km una curva di nmO ordine, 
con Fn una superficie e in particolare gon km un cono -di ordine n. In 
generale per otto punti dello spazio pu6 condursi soltanto una k4; ma se 
per essi passano due di tali curve gobbe, i medesimi possono essere congiunti 
a ciascun nuovo punto dello spazio da una k4, ed allora si dirà ch'essi formano 
un g r u p p o  di p u n t i  a s soc i a t i .  Sette pnnti di pn ta1 gruppo determinano 
completamente 1' ottavo. 

2. La k b u b  essere congiunta ad una qualunque s delle sue secanti da 
una superficie gobba Fa. Poichè, se uniamo k4 con 1111 punto arbitrario di s 
per mezzo di una F e  (1), questa F e  passera per tre e quindi per tutti i punti 
di S. O g n i  a l t r a  s e c a n t e  t ,  che  s i a  i n c o n t r a t a  d a  s fuo r i  della 
c u r v a  k4, g i d c e  s u  Fa, ed i p u n t i  di  k4 s o n o  p r o j e t t a t i  da  d u e  
q u a l u n q u e  di  q u e s t e  s e c a n t i  E pe r  mezzo  d i  f a s c i  p ro j e t t i v i  d i  
p i a n i ,  c h e  g e n e r a n o  u n  s i s t e m a  d i  s e c a n t i  de l l a  k4, s i t u a t e  s u  
Fa. Ogni retta di Fe & una secante di k4; la quale chiamasi O secante pro- 
pria O secante impropria O tangente, secondo che essa taglia la K4 O in due 
punti O in nessun punto O la tocca in un punto. 

3. S e  di o t t o  p u n t i  a s s o c i a t i  P s e  n e  u i i i scono s e i  q u a l u n q u c  
con una  k3 e i d u e  r i m a n e n t i  c o n  u n a  r e t t a  g ,  l a  g & una  secan te  

Alanali di  Mutematicn, tom0 Il. 17 
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di k J  (*). Gli otto punti P possono essere uniti ad un terzo punto di g per 
mezzo di infinite F"(1); diie qualsivogliano di tali P h a n n o  di comune 
tre e quindi tutti i punti di g, e per cid anche una k 9 ,  di cui g é una secante 
propria od iuipropria (**). Questa kS passa pei sei punti associati situati fuori 
di g, e forma con g una delle k4 che possono condursi per gli otto punti P. 
Coll' ajuto del teorema or ora dimostrato, dati sette dei punti associati P, si 
pud costruire 1' ottavo linearmente. 

4. Una k4 in generale & segata da una. F 2  in otto punti associati (1). 
Se  quattro di questi sono contenuti in un piano, anche gli altri quattrn sono 
in un piano, poichh allora una delle F Z  passanti per gli otto punti si decom- 
pone in due piani. Se di otto punti associati .P, sette sono situati in una k3, 
anche l'ottavo giacerà sopra k3,  e potrh essere scelto ad arbitrio in questa 
curva. Infatti ogni Fa contenente gli otto punti P passa per k3, avendo 

-con k3 più di sei punti comuni; ogni k 4  condotta per gli otto punti P si 
scomporra adunque in k S  e in una secante di k3. 

œ 

5. Mediante sei punti P, quattro qualunque dei quali non siano situati 
in un piano, sono coniugati tra loro due a due tutti gli altri punti del10 
spazio, in modo che due punti coniugati formino coi sei dati un gruppo di 
punti associati (1). Ciascuna retta g congiungente .due punti coniugati B 
una secante della kQhe contiene i sei punti dati P (3). Siccome ka e g 
formano assieme una k4, e sono quindf tagliati da una Fa qualunque in otto 
punti aasociati ; e siccome la retta g sega un fascio di superficie di 2." grado 
passante pei sei punti P in punti accoppiati in involuzione, ne segue ancora: 

.Ogn i  secan te  g di k3 cont iene  un ' invo luz ione  t a l e  c h e  due  pun t i  
c o n i u g a t i  d i  essa  formano u n  g ruppo  di p u n t i  a s s o c i a t i  co i  se i  
p unt i  da t i .  1 punti doppi di questa involuzione g sono associati a sé stessi 
e sono separati armonicamente dai due punti coniugati giacenti su k3 .  - A 
ciascun punto di k3 sono coniugati tutti gli altri punti di questa curva (4), 
mentre a ciascuno dei sei punti P sono coniugati tutti i punti del cono Ka 
che projetta kS da P. 

6. S e  due  qualsivogliano d i  o t t o  pun t i  associat i  s i  riunisuono 
in  u n  solo punto  A associato a s e  s t e s so  (h), g l i  a l t r i  s e i  p u n t i  
sono projet tat i  da A per mezzo delle r e t t e  d i  u n  cono di 2.' g r a d o ;  

(') Questo teorema fu per la prirns voltn enunciato da1 sig. H K S ~ E  ne1 Giornale di Crelle, t. 26. 
(") Cfr. la mia Ge~metrie der Luge, parte !La, pig. 74. 
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e v i  c e v  e r s  a. Infatti congiungendo A con cinque dei punti rimanenti me- 
diante una k3 e col sesto mediante una retta g ,  la g é una secante di k3 (3), 
e deve percid giacere su1 cono Ka che projetta k3 da A. - 1 vertici di tutt ' i  
coni Ka passanti per sei punti dati P giacciono, com' b noto, sopra una F4; 
questa superficie di 4 . O  ordine passa per le quindici rette congiungenti i sei 
punti P e per le dieci rette intersezioni di due dei piani condotti per questi 
punti. Essa contiene anche la kS che unisce fra loro i sei punti P; l a  s u p e r b  
f ic ie  F4 B t a g l i a t a  i n  g e n e r a l e  d a l l e  s e c a n t i  de l la  k3 i n  q u a t t r o  
p u n t i  a r m o n i c i ,  ed B qu ind i  o s c u l a t a  da l l e  t a n g e n t i  d e l l a  kS.  

7. Sei punti del10 spazio determinano, presi tre a tre, venti piani O ciieci 
coppie di piani, che possiamo riguardare come le dieci coppie di facce opposte 
di un esagono gobbo. K Le dieci coppie di facce opposte di un esagono, 
« inscritto in una ks, tagliano ogni secante g di kS  in dieci coppie di punti 
c di un'involuzione, nella quale anche i due punti situati su k3 sono coniugati 
e fra loro (4 e 5). 1 sei vertici sono projettati da questi ultimi punti e clai due 
« punti doppi di g mediante sei raggi di un cono K 2  (6) D. - La prima parte 
di questo teorenla corrisponde ad uu noto teorema su1 y~adr i l a t e~o  inscritto 
in uiia coilica ka.  

8. S e  per  s e i  pu i i t i  P di una  k4 s i  c o n d u c o n o  de l l e  F2 ad 
a r b i t r i o  q u e s t e  t a g l i a n o  l a  k4 a n c o ï a  i n  a l t r i  due  p u n t i  Q ,  e le 
c o n g i u n g e n t i  d i  q u e s t e  copp ie  d i  p u n t i  formano u n  i p  erboloide. 
Queste congiungenti sono secanti comurii di k' e della ks che pu6 condursi 
pei sei punti P (3). Ma due qualunque di tali secanti possono essere congiunte 
con k b e d i a n t e  uila F 2 ,  la quale passa anche per lc4, perché ha con k4 più 
di otto punti comuni. Da questa considerazione e da (2) si ricava il teorema 
enunciato, nonché il seguente: S e  u n a  k 3  ed uria k4 s i  t a g l i a n o  fra  loro 
i n  s e i  p u n t j ,  e s se  sOno s i t u a t e  s o p r a  u n a  F2 ed  h a n n o  per  s ecan t i  
c o m u n i  l e  g e n e r a t r i c i  d i  un s i s t e m a  d i  q u e s t a  supe r f i c i e .  

9. c Le dieci coppie di facce opposte d 'un esagono completo inscritto in 
« una Ic' tagliano ancora la k' in dieci coppie di punti, le dieci coilgiungenti 

déi quali appartengono ad un jperboloide (8) f i .  Se ai sei vertici dell'esagono 
tc si aggiungono ancora altri tre punti di k4, si ricava facilmente: Nove punti 
t( qualsivogliano di una k4 determinano, presi tre a tre, 84 piani O 280 terne 
« di piani, in modo che ogni terna contenga tutt'i nove punti. Queste terne 
c di piani incontrano la k' ancora in 280 terne di punti, ed i 280 piani con- 
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giungenti questi ultimi s'intersecano in un solo e medesimo punto S di k4. » 
Cioé ciascuno degli 84 piani appartiene a dieci terne, e i dieci piani con- 

giunpenti le terne di punti corrispondenti s'incontrano in una secante (pas- 
sante per S) di k4, ecc. 

10. Le g e n e r a t r i c i  (di uno  s t e s s o  s i s tema)  d i  u n  i p e r b o l o i d e  
p a s s a n t e  p e r  k4 un i scono  a d u e  a d u e  i pu i i t i  di q u e s t a  c u r v a  
g o b b a ,  i n  modo che  s e i  p u n t i  q u a l s i v o g l i a n o  P d i  k4,  fo rman t i  
c o n  u n a  di  que l l e  c o p p i e  d i  p u n t i  u n  g ruppo  di  p u n t i  a s soc i a t i ,  
f o r m e r a n n o  u n  g r u p p o  ana logo  c o n  c i a s c u n a  a l t r a  copp ia  (8). 
Tutte le k4, che possono condursi per sei qualsivogliano punti P, sono 
situate sopra una F" che E l'iperboloide dato. 

11. Siano A ,  A, e B, B, due coppie di punti di una k4, dalle congiun- 
geiiti dei quali. la k4 sia projettata mediante due fasci projettivi di piani (2), 
allora si ricava da (10): S e i  q u a l s i v o g l i a n o  p u n t i  di  k4, t r e  d e i  q u a l i  
s i t u a t i  i n  u n  p i a n o  con  A e t r e  con A , ,  fo rmano  con B e BI u n  
g r u p p o  di '  p u n t i  a s soc i a t i .  Tenendo fissi i tre punti che sono situati 
in un piano con A , ,  ne segue ancora : S e  p e r  c i n q u e  p u n t i  P di u n a  k4 
s i  conducono  delle s u p e r f i c i e  di 2.O grado  ad a r b i t r i o ,  c i a s c u n a  
d i  e s s e  t a g l i a  l a  k4 a n c o r a  i n  t r e  a l t r i  p u n t i  Q, i l  c u i  p i a n o .  
p a s s a  per  u n  p u n t o  f i sso  A d i  k4. Tre qualsivogliaiio punti Q di k4, 
situati in un piano con A, formano coi cinque pùnti P un gruppo di punti 
associati. Ci6 si dimostra per mezzo di (8). 

12. Sia R un sistema di generatrici di un iperboloide F2, passante per k4, 
ciob un sistema di secanti di k4 (2), e sia s una generatrice dell'altro sistema. 
Allora si pud costruire su  ciascuna retta t di R quel punto Pl che é separato 
armonicamente dai due punti d'incontro di t con k4, per mezzo del punto P 
d'incontro di t con S .  Ora io dico che: T u t t i  q u e s t i  p u n t i  Pl g i a c c i o n o  
i n  u n a  k 3 ,  c h e  e v i d e n t e m e n t e  p a s s a  p e r  l e  d u e  i n t e r s e z i o n i  d i s  
e k4, corne p u r e  pe i  p u n t i  d i  c o n t a t t o  di  t u t t e  l e  t a n g e n t i  d i  k4 
a p p a r t e n e n t i  ad R. 11 sistema R O infatti incontrato da s in una pun- 
teggiata ad esso prospettiva, e se cerchiamo i piani polari dei punti di s 
rispetto ad m a  qualunque F2, passante per Ic4, essi formano un fascio di 
piani projettivo ad s e quindi anche ad R. Ma questo fascio genera con R 
l'accennata k3. Al piU poteildo avcre k3 sei punti comuni con k4, due dei 
quali situati su s, ne segue: O g n i  s i s t e m a  R di  g e n e r a t r i d i  d i  u n a  F2 
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p a s s a n t e  p e r  k4, c o n t i e n e  a l  p i ù  q u a t t r o  t a n g e n t i  d i  k4; i q u a t t r o  
p u n t i  d i  c o n t a t t o  p o s s o n o  e s s e r e  c o n g i u n t i  d a  u n a  ka s i t u a t a  
s o p r a  FB, ai  d u e  p u n t i  d i  k4 s i t u a t i  s o p r a  u n a  q u a l u n q u e  g e n e -  
r a t r i c e  d e l l ' a l t r o  s i s t e m a  e q u i n d i  c o n  q u e s t i  d u e  p u n t i  c o n t a t i  
d u e  v o l t e  f o r m a n o  u n  g r u p p o  d i  p u n t i  a s s o c i a t i .  L'ultima parte 
di questo teorema di CHASLES emerge da (3), poichè tutte le generatrici del 
secondo sistema sono secanti della k3. 

13. Dati due punti A, A, sopra una k', possono in generale costruirsi 
altri quattro punti B, in  modo che le tangenti in questi quattro punti e la retta - 
A A, giacciano con k4 sopra una F Z  (2 e 12). Se i  p u n  t i  q u a l s i v o g l i a n o  
d e l l a  k4, t r e  de i  q u a l i  s i a n o  in  un  p i a n o  con  A e g l i  a l t r i  t r e  i n  
u n  p i a n o  ç o n  A,,  v e n g o n o  p r o j e t t a t i  d a  c i a s c u n o  d i  que i  q u a t t r o  
p u n t i  B m e d i a n t e  s e i  r a g g i  d i  u n  cono  K y 6  e I I ) .  In tre punti 
qualunque Q di k4, situati in un piano con uno dei quattro punti B, la k4 é 
toccata da tre coni di 2.' grado, aventi gli altri tre punti B per vertici. 
Perché i punti A ed A, possono coincidere insieme col punto B. 

14. Se F a  ed Fi si tagliano secondo k4, si costruiscono ne1 modo seguante 
le due secanti di k4 che passano per un punto arbitrario P. Si determinino 
i piani polari 7i: e fi, di P rispetto ad Fa ed Ff, come pure la loro interse- 
zione p, e si congiunga P con p mediarite un piano. 1 quattro punti d'in- 
tersezione di k4 con questo ultimo piano sono due a due sepa.rati armoni- 
camente da P e p,  e due delle loro congiungenti sono le secanti richieste. 
Quando k4 é incontrata da p, una delle secanti passa pel punto d'incontro 
ed é una tangente condotta da P a k4: 6ra  se P descrive una retta arbi- 
traria g, n e fi, generano due fasci projettivi di piani, e quindi la loro inter- 
sezione p genera una Fe, la quale pu6 avere al pih otto punti comuni 
con k4; adunque: U n a  r e t t a  q u a l s i v o g l i a  g & t a g l i a t a  a l  p i ù  da  
o t t o  t apge i l t i  d i  u n a  k4, e g l i  o t to  p u n t i  d i  c o n t a t t o  fo rmano  u n  
g r u p p  O d i  p u n t  i a s soc i a  t i .  Per conseguenza la superficie sviluppabile 
delle tangenti di una k4 & de11' 8." ordine, corn' è rioto già da lungo tempo ; 
1' ultima parte del teorema fu gih pubblicata senza dimostrazione da1 signor 
C H A ~ L E S  nei Comptes Rendus t. 54, 1862. 

Zurigo, 30 giugno 1868. 
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Sur un système particulier de coordonnées. 

Application aux caustiques planes. 

(par A.L E. HABIGH, à Paris). 

1. Notionai préliminaires. 

S i  l'on porte sur la tangente O M  d'une courbe plane (E), et B partir du 
point de contact 0, une longueur O M'= r ,  on déterminera, de cette manihre, 

renfermeies dans deux équations : 

s = $ ( O ) ,  

= 4 (fl) , 

un point M situé dans l a  pn~t ie  du 
plan couverte par les tangentes de 
la courbe (E). 

La position du point de contact O 
sera définie lorsqu'on connaîtra la 
longueur de I'arc S O = s qui mesure, 
sur la courbe (E), la distance du 
point O à l'origine fixc S. 

Il s'ensuit de là que, connaissant 
la courbe (E), l'origine S ,  les lon- 
gueurs et les signes du rayon vec- 
teur r et de l'arc s ,  on pourra déter- 
miner la position du point M. 

Toutes ces conditions peuvent Btre 

où 8 exprime l'angle formé par la tangente O M avec l'axe fixc xx. 
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La premihre de ces équations (i), qui détermine la courbe (E) au moyen 
de la relation entre la longueur de l'arc s et l'angle de courbure 8, a été 
employée pour la premihre fois par EULER (*). 

On reconnait sans difficulté que les expressions s=aO, s=a sinne, s=a tane, ... 
sont les équations du cercle, de l'epicycloïde, de la chaînette,. . . 

Pour passer des coordonnées s et 0 aux coordonnées rectangulaires de 
DESCARTES, on a les relations : 

y =Jin0 d s ,  

en prenant la droite xx pour l'axe des abscisses. 
L'dquation (2)' où r varie avec l'angle 8 e t  par suite avec l'arc s ,  c'est-à- 

dire, avec le déplac.ement du point de contact O sur la courbe (E), est évi- 
demment celle d'une ligne (A) ,  qui rencontre les tangentes de la courbe (E) (**). 

Pour déterminer la tangente, la normale etc. à la ligne (A) ,  remarquons 
que les coordonnées s, T ,  8, pour un accroissement infiniment petit dû de 
l'angle O ,  peuvent étre considérées comme étant des coordonnées polaires, 
ayant pour pôle le point d'intersection de la tangente OM avec la tangente 
infiniment voisine, c'est-à-dire le point O où la premihre touche son enve-  
loppe (El. . 

Comme le rayon vecteur r = OM est la longueur de la tangente 0 M  et 
le rayon vecteur infiniment voisin r + dr-ds  est la longueur de la tan- 
gente infiniment voisine B OM comprise entresbn point d'intersection avec 0 M  
et la courbe (A) ,  il g'ensuit que la sous-normale polaire ON, qui détermine 
le point N, où la normale NM à, la ligne (A)  rencontre la normale corre- 
spondante ON de l'enveloppe (E), sera: 

(') Voir les articles du D.r WHEWELL dans les Cambridge Philosopltical Transactions, tome 
VI11 et IX. 

(") Les tangentes et les développantes de la courbe (E)  constituent un systbme de coorrlon- 
nées curvilignes orthogonales. 

("') En considérant le rayon vecteur 0 M  comme une droite dont 10 point 111 parcourt la li- 
gne ( A )  et qui reste constamment tangente à la courbe (E), on pourra déduire la formule (3), 
au moyen des propriétés connues du centre instantané de rotation, qui se trouve, dans le cas 
considéré, au  point N. 

Les Mondes, tome XI\.', 1867,  pages 71 ct Q03. 
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En appelant do l'élément de l'arc de la ligne ( A )  et ,u l'angle TM0 
formé par la tangente M T  avec le rayon vecteur O M ,  on trouve: 

tang p = 
dr ds --- 
d8 de 

L'angle de contingence d ~  correspondant St l'arc do, a pour expression: 

On le reconnait en considérant la somme des angles d'un quadrilatbre, 
formé par les tangentes et par les rayons vecteurs correspondants A deux 
points infiniment voisins de la courbe (A) .  

En différentiant l'équation'(5), on peut déduire la valeur de dp en fonction 
des variables s, r ,  8 et des leurs dérivées successives, et par suite aussi, au 
moyen de la formule (6) '  l'expression de df en fonction des mêmes variables. 

En divisant ensuite da par d ~ ,  on obtiendra l'expression du rayon de 
courbure p de la ligne (A)  : 

Toutes les formules trouvées se rapporteront aux coordonnées polaires, 
as 

si on suppose que l'enveloppe (E) est un point, c'est a dire que - = 0. 
de 

Comme application, cherchons l'équation de la courbe ( A ) ,  qui coupe sous 
un angle constant les tangentes de l'enveloppe (E). 

On a ,  dans ce cas: 
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et en intégrant: 

pour l'équation de la ligne cherchée ( A ) .  
Les formules (3), (4) et ( 6 )  donnent: 

c'est-&-dire que le centre de courbure de la ligne ( A )  c,oïncide avec le 
point N. 

as Si - = O, r = cfeat' et la courbe ( A )  est une spirale logarithmique, ce qb90n 
de 

pouvait prévoir. 
Remarquons encore que la courbe (E) est l'enveloppe des droites O M ,  

qui coupent sous un angle constant la ligne (A) et  que le .point de con- 
tact O est la projection du centre de courbure N de la ligne ( A ) ,  siir la 
droite OM. 

On reconnait aisément que lorsque : 

et par suite: 
tang p = tang (a - 0)' etc., 

la ligne (A)  est droite; 
ds que, lorsque la ligue (A)  est donnée par l'équation r=a=coi~st . ,  ON=--, 
dB 

et par suite la  droite qui joint le point M avec le centre de courbure de 
l'enveloppe (E), est normale LL la ligne ( A ) ;  etc., etc. 

On pourrait multiplier les applications particulibres, soit en cherchant I'éqiia- 
tion d'une ligne au moyen d'une piopriété connue, soit inversement en cher- 
chant les propriétés d'une courbe au moyen de l'équation connue etc. (*); sur 
quoi nous ne nous arrêterons pas ici, et  nous compléterons seulement les 

(') Parmi les questions qu'on peut traiter au moyen des coordonnées s, r, 8, ciions celle des 
roulettes, qui a pour objet de lrouver une courbe (C) telle qu'en roulant sur une courbe donnée 
(D) clle décrive par quelque point de son plan une autre courbe donnee (A).  

dnnali di Motzmatica, tomo II, 18 
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notions précédentes en donnant l'expression de la surface comprise entre deux 
rayons vecteurs, l a  ligne ( A )  et l'enveloppe (E) : 

A = 1 f i 2 d 0 .  e (8) 

En appliquant la  formule (8) au cas particulier 06 l'enveloppe ( E )  est une 
courbe fermée, et  la ligne (A)  déterminée par r = a=const., nous obtiendrons: 

an 

Ce cas particulier a été remarqué par STEINER. 

II. Tnsansforiudlon des ligies. 

On appelle tkmsformée d'une ligne ( A )  iinc outre ligue (A') déduite do 
la premikre suivant une loi donnée. 

Nous nous occuperons ici des transformatioi~s tres générales, comprises 
dans la relation: 

f(P>P1-L')'O, (9) 

c'est-à-dire, des transformations dans lesq~ielles on connait la loi qui lie 
les angles p et pr SOUS lesquels les lignes (A)  et (Ar) rencontrent les tan- 
gentes de l'enveloppe (E). 

En éliminant p et pl entre les relations ( 5 )  et (9), on obtiendra une équa- 
tion différentielle, qui exprime la dépendance mutuelle des coordonnées des 
lignes (A),  (A1). 

En intégrant cette derniére, dans le cas oh l'on connait l'équation de l'une 
des lignes, par exemple de ( A ) ,  on trouvera celle de sa transformée ( A f ) .  

Comme application, nous étudierons avec détails le cas particulier im- 
portant, où l'équation (8) eut : 

c'est-&-dire, où les lignes (A)  et (,43 rencontrent les tangentes de l'cnve- 
loppe ( E )  sous des angles supplémentaires. 
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De l'équation (10) on a: 

pow l'expression 'différentielle de la relation qui existe, dans -la transfor- 
mation considérée, entre les coordonnées des courbes ( A )  et (A'). 

Si la ligue (A)  est connue, dans ce cas, en intégrant l'équation diffé- 
rentielle du premier ordre ( i l ) ,  par rapport S r' et en la simplifiant ensuite, 
on trouve 

pour l'équation de sa trailsformée (A'). 
On appelle r é  cip r o q u e  s les lignes qui rencontrent sous des angles sup- 

plémentaires les rayons vecteurs émanant d'un même point, qui est le pôle 
de la transformation. 

En généralisant cette définition, nous appellerons les courbes (A) et (A1) 
l i g n e s  r é c i p r o q u e s  p a r  r a p p o r t  S l a  courbe  (E), et le point O p a l e  
v a r i a b l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n .  

7C 
Remarque. Si ,u -t p' = - , les lignes (A) et (A1) rencontrent les tangentes 2 

de la courbe (E) sous des angles complémentaires ; cette transformation, 
aussi bien que la précédente, sont renfermées dans la formule p+pr = const. 

Si la constante est nulle, les courbes ( A )  et (A') coupent les tangentes 
de l'enveloppe (E) sous des angles égaux; on pourrait les appeler li g n e s  
s e m b l a b l e s  p a r  r a p p o r t  B l a  c o u r b e  (E). 

En nommant dd l'angle de contingence de la ligne ( A f )  correspondant 
5 l'accroissement do de l'angle 0, on a :  

car la formule (10) donne d,ur = - d,u. 
En ajoutant les équations '(6) et (13), il vient: 
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do do' - 4 - 7  =2d0,  
P P 

et encore, en vertu dc la (4), 

On reconnsit aisément, d'après la démonstration employée, que la formule 
(15) est applicable à tolites les transformations renfermées dans la rela- 
tion p + p' = const. 

La formule (15), dans le cas des lignes réciproques, peut être interpré- 
tée géométriquement. 

Pour cela, du point Mf de la ligne (Af) tracons la droite M'H paral- 
lèle .à MN; soient G et H les points où la droite MfH rencontre la nor- 
male O N  et la droite OK, qui joint le p61e O avec le centre de cour- 
bure I< de la ligne (A) ;  on aura: 

ou .  

et par là, la formule (15) se changera en: 

d'où l'on voit qu'en prenant Mt  Hf = &!l'II sur la normale filf Nf, Ic centre 
de courbure de la ligne (Af) est le conjugué harmonique du point Hr par 
rapport aux points Ml, NI. 

En prolongeant 0.K jusqu'à son intersection en K t  avec la normale Mf N', 
on trouve: 

A n 
N I O K L H ~ G = N ~ O H ~ ;  . 

et comme l'angle NI 0 M f  est droit, il s'ensuit que le point Kr est le con- 
jugué harmonique du point Hr par rapport aux poinis Mf et Nf, c'est-à-dire 
qu'il est le centre de courbure d i  la ligne (Af). 

(') La formule (15) dans le cas des coordonnées polaires a été donnée par M. N i c o ~ i i u ~ s ,  
Nouvslles Annales de Mathématiques, tome IV ,  1865, page 148.  
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L e s  c e n t r e s  de  c o u r b u r e  des  l i g n e s  r éc ip roques  (A) e t  (Af)  s e  
t r o u v e n t  s u r  u n e  même dro i t e  p a s s a n t  par  le  p o i n t  O ,  pa le  co r -  
r e s p o n d a n t  de  t r a n s f o r m a t i o n .  

Dans le cas partieulier, où la ligne ( A )  est droite, p = co , et par suite 
le centre de courbure de sa réciproque (A') se trouve sur la perpendiculaire 
abaissée du pale O sur la droite ( A ) .  

De l'équation (15) on obtient pour l'expression du rayon de courbure 
dc la réciproque ( A f ) :  

III. C~nstigues par reflexion. 

Pour appliquer les notions précédentes aux lignes caustiques par reflexion, 
prolongeons les tangentes et les normales, aux points correspondants M et 
M f  des cou.rbes réciproques ( A )  et (Ar), jusqulSt leur intersection en T et 
en I; on aura: 

A n A A 
I M M ' =  IM'M, M M r T =  TMM'. 

et la droite I T perpeudiculaire à M M f  la divisera en P cn parties égales : 

MP = M'P. 

Nommons (D) la courbe lieu géométrique du point 1, intersection des 
normales. Il est évident que cette courbe (D) est le lieu des points égale- 
ment distants des lignes (A)  et (Af )  et par suite, comme on le sait, la 
droite I T  est sa tangente (*). 

La ligne (P), lieu géométrique du point (P) ,  est une courbe décrite par 
le sommet de l'angle droit O P I ,  dont les cdtés O P  et PI restent constam- 
ment tangents aux courbes (D) et (E). Nous l'appellerons podai re  de la 
courbe (D) par rapport à la courbe (E) ou inversement. 

(') On reconnait cela facilement au moyen de la méthode des tangentes de ROBERVAL, OU par 
la géométrie infinitésimale. -Voir un article de TIMMERMANS dans la Correspondonce Mnthe'mn- 
tique et Phisique de QUETELET, tome 1, page 336. 
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Dans le cas particulier où l'une des courbes, par exemple (E) , devient un 
point, on retombe sur le cas ordinaire de la podaire d'une courbe (D) par 
rapport à un point (pdle) (E). 

P m r  passer de ces considérations à la question des caustiques par re- 
flexion, supposons que la ligne (A) est l ' an  t i c  a u s  t i q u e  des rayons inci- 
dents (courbe qui coupe normalement les rayons incidents) et la ligne (D) 
la d i r i m a n t e  (courbe refléchissante); dans ce cas la réciproque (A') qui 
rencontre normalement les rayons refléchis sera leur anticaustique et sa dé- 
veloppée (Cf )  la c a u s t i q u e .  

La développée (C) de l'anticaustique (A)  est la caustique des rayons incideiits. 
Les anticaustiques des rayons incidents (A) et des rayons refléchis (A') sont 

deux courbes réciproques, par rapport à, l'enveloppe (E) des perpendicu- 
laires abaissées des différents points des lignes (A) ou (Af) sur les tangen- 
tes de la dirimante (D), menées par les points d'incidence correspondants, 
c'est-&-dire par les points où les rayons issus normalement de (A)  ou de (A') 
rencontrent la dirimante (D). 

Le théorbme démontré précédemment sur le centre de courbure des li- 
gnes réciproques, rapproché de ce que'nous venons de dire, conduit & la 
régle suivante : 

S i  d u  p o i n t  de  dépa r t  M d u  r a y o n  i n c i d e n t  M I  n o r m a l  A l a  
cou rbe  (A) o n  aba i s se  u n e  p e r p e n d i c u l a i r e  MP s u r  l a  t a n g e n t e  
a u  p o i n t  d ' i n c i d e n c e  1 d e  l a  d i r i m a n t e  (D),  l e  p o i n t  Kr oh l e  r a -  
y o n  ref léchi  .lKr t o u c h e  l a  c a u s t i q u e  (C f )  s e  t r o u v e r a  s u r  l a  d r o i t e  
m e n é e  pa r  l e  c e n t r e  d e  c o u r b u r e  K d e  l ' a n t i c a u s t i q u e  (A) e t  p a r  
l e  p o i n t  O, o ù  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  M P  t o u c h e  s o n  e n v e l o p p e  (E).  

Cherchons maintenant les relations qui existent entre les lignes ( A ) ,  (A'), 
(E), et les lignes (D) et (P ) .  

En désignant O P  par q, on a:  

Comme la ligne (D) est l'enveloppe du coté PT de l'angle droit O PI, 
dont le sommet P parcourt la courbe (P) et dont l'autre coté O P  reste 
constamment tangent à la courbe (E), il s'ensuit, en vertu d'une propriété 
connue du mouvement d'une figure plane qui glisse sur son plan, que  le 
point de contact I est la projection du centre instantané de rotation sur 
la d r ~ i t e  PI. 
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De la relation (3), on a pour déterminer le  centre instantané de rotation O,, 

La courbe lieu géométrique du point 0, est semblablement la podaire 
de la développée de la ligne (D) par rapport h la développée de l'enveloppe 
(E), et par suite la distance du point de contact L du côté O, L au 
point 0, est: 

Comme L est le point de contact de la normale I L  de la courbe (D)  
ayec son enveloppe, c'est-&-dire avec la développée de la ligne (D), il s'en- 
suit que le rayon de courbure R, de cette dernibre a pour expression: 

En rema~quant maintenant que l'angle de contingence de la courbe (D) 
est de,  on obtiendra, en différentiant la relation (18) par rapport Zi 0 ,  
l'espression du rayon de courbure de la développée de la ligne (D); e t  ainsi 
de suite. 

De l'équation (II), qui exprime la relation qui existe entrc les coordon- 
nées des courbes réciproques (A) et (A'), on tire: 

dr' dr ds r - +  dO r f - = ( ~ f r f ) x m  de 

En intégrant cette équation différentielle et  en tenant compte de la rc- 
lation (17), on trouve : 

rr'=uP es t  l a  p u i s s a n c e  var iab le  de  t r ans fo rma t ion .  
La puissance de transformation u . ~  est constante quand q d s = O ,  ce qui 

a lieu dans deus cas: 
lorsque q = O ; dans ce cas la ligne (D) est la développée de la courbe ( E )  ; 

r et rr ont des valeurs constantes, égales e t  de signe contraire, et par 
suite les réciproques (A)  et (A') sont deux lignes qu'on obtient en portant 
sur les tangentes de la bourbe (E) ,  S partir du point de contact O et dans 
les deus sens, une longueur constante; 
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et lorsque ds = O ,  c'est-Ct-dire quand l'enveloppe (E) est un point, ce 
qui a lieu dans le  cas ordinaire de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques (coordonnées polaires). 

Au moyen des relations (17) et (19), on reconnait que les expressions des 
rayons vecteurs r et rf des réciproques (A) et (Af) sont les racines d'une 
équation du second degré : 

q f  Vq"u" (20) 

Remarquons ici que lorsque la dirimante (D) seule est connue, dans ce 
cas il y a une infinité de courbes réciproques (A) et  (Af) qui peuvent être 
ses anticaustiques, car elles dépendent de l'enveloppe indéterminée (El .  

Si la dirimante (D) et l'enveloppe (E) sont connues, il y a aussi une in- 
finité des réciproques (A) et (A') qui satisfont & la question et qui ne dif- 
fhent  entre elles que par la constante arbitraire c, qui entre dans l'expression 
(19) de la puissance de transformation u2. 

Les lignes réciproques ( A )  et (A') sont les enveloppes d'un cercle de rayon 
variable MI- M'T= V ,  dont le centre 1 se déplace sur la courbe (D). 

Comme : 

( I O  + I d l )  ( IO- IM)=r r f=ux ,  
on a: 

MIe=v2=10"  ?A2, 

c'est-Ct-dire que le rayon v est égal A la longueur de la tangente menée 
du poiut 1 au cercle tracé autour du pale O avec u pour rayon. On pourrait 
appeler ce cercle, c e r c l e  v a r i a b l e  d ' i n v e r s i o n .  

De l'équation (15), en appelant ds, l'élément de l'arc de la dirimante (D) 
correspondant h do, on trouve: 

et comme: 

il s'ensuit que: 

OU : 
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Si la ligne ( A )  est droite, p = ai; et par suite: 

2(pf+v) = R, sinp = 2. R'I. 

Les formules précédentes sont dues à JEAN BERKOUILLI et à LAMBERT. 
011 pourrait, avec la même facilité, déduire les autpes formules connues, 

relatives aux caustiques par. reflexion. 
De tout ce que nous venons de démontrer, on reconnait que la question 

des caustiques par reflexion, qui constitue une méthode de transformation, 
dépend des celles des rayons vecteurs réciproques et des podaires, toutes les 
deux convenablement généralisées. 

Remarque. Dans toutes les transformations, OU les points correspondants 
M et M f  des ligiies (A) et (A') restent sur le même rayon vecteur, et  par 
suite qui sont renfermées dans 1; formule (g), on a :  

c'est-h-dire que la ligne (Il), lieu géométrique de l'intersection des normales, 
est une courbe dont les points se trouvent, par rapport aux lignes (A) 
et (A'), à' des distances proportionnelles aux cosinus des angles ,u et ,u'. 

Si n = const., les lignes ( A )  et (A') sont les anticaustiques des rayons 
incidents et des rayons refractés par la courbe (D). On reconnait aisément 
que, seulement dans ce cas, la droite I T  qui joint les points d'intersection 
des tangentes T et des normales I est tangente à la courbe (D), etc. On 
pourrait sans dificulté déduire de. ce qui préchde les différentes propriétés 
des caustiques par refraction. Le cas des caustiques par reflexion correspond 

? % = - I i  

Applications particulières. 

1. Si l'anticaustfque ( A )  est un point (foyer), dans ce cas l'enveloppe 
(E) coincide avec ce point, et l'anticaustique (A') est égale LL la podaire ( .P ) ,  
amplifiée au doublé, de la dirimante (D), par rapport au  foyer (A) .  

a. Si l'enveloppe (E) est un point, on tire dcs équations (27) et (19): 

r +  rr=2q,  

rrf , a2 = const. 
dnnali di Nutematla, tom0 II. 19 
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Les relations (cc)  et (b )  permettent de déterminer trois des lignes ( A ) ,  
(A'), (P) et (D), lorsqu'on connait l'équation polaire d'une seule par rapport 
au pôle (E) et la puissance de transformation a2. Si le pôle et la puissance 
de transformation restent indéterminés, il y a une infinité de courbes ( A )  
et (A') qui satisfont à la question. Pour avoir, dans ce dernier cas, l'équation 
générale des ligues réciproques, remarquons que: 

étant l'équation de la podaire de la dirimante (D), par rapport à un pOle 
quelconque 0, l'équation de la podaire de la meme courbe (D), par rap- 
port Lz un autre pale Or, sera : 

où m= 00' est la distance des deux pO1es O et Of, et a l'angle formg pal* 
la droite 00' avec la direction fixe de l'axe polaire. 

En résolvant maintenant les équations (b) et (d) par rapport ii r et rt, 
on trouvera l'équation générale des lignes réciproques cherchées, qui sa- 
tisfont aux conditions d'avoir pour enveloppe (E) un point, et pour diri- 
mante la courbe donnée (D). 

Eclaircissons cela par un exemple, en prenant pour dirimante (D) une 
parabole. La podaire par rapport au foyer est la tangente au sommet, dont 
l'équation est, en appelant n le demi-paramhtre de la parabole, 

n q=- .  
cos 6 

L'équation de la podaire de la parabole donnée, par rapport à lin point 
quelconque de son plan, sera (d) : 

Il. 
ql=-- mcos (0-a), 

cos 0 

et par suite, on trouvera pour les valeurs des rayons vecteurs r et r' des 
. . 

courbes réciproques (-4) et (At): 

n 
cos- na cos (0 - a) $I n2 COS (O - a) - a'. l 

Les courbes (A) ,  (A)' et (P) sont du troisiéme degré et appartiennent, 
d'aprks NEWTOX, aux classes des hyperboles défectives. Les lignes (A) et (A1) 
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sont les seules courbes réciproques, par rapport A un point, qui peuvent 6tre 
anticaustiques des rayons incidents et des rayons refléchis par la parabole. 

Lorsqu'on prend pour pole le foyer de la parabole, n = 0 ,  et r et rt de- 
viennent : 

cos tJ 

Les lignes (A )  et (Af )  appartiennent, dans ce dernier cas, suivant que 
u s  m,  à trois espèces 39,  41 e t  45 de la classe des hyperboles défectives, 
ayant un diambtre (*). 

Lorsque m = a ,  la courbe est une strophoïde , ligne décrite par le sommet 
de l'angle droit, dans la génération newtonienne de la cissoïde. 

Les formules (17) et (dg), en remarquant que: 

et que d'aprés (18) : 

donnent : 

' C) Espèces 83, 46 et 49 &'après STIRLING. Voir 1s.4.m NBWTOHI Enutneratio linersruin fertii 
orditais, edit. Parisiis 6797, pag. 20 et 154. . 
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et: 

Des relations (g )  et (h) on peut déduire les équations des anticaustiques 
(A) et (A1) rapportées à l'enveloppe (E). On procéderait d'une manihre ana- 
logue dans le cas où la ligne connue serait la dirimante (D). 
. On pourrait encore arriver aux résultats précédents par une autre voie 
en appliquant les propriétés connues du centre instantané de rotation et 
en employant les coordonnées rectilignes rectangulaires : on prendra la  droite 
(P) pour un des axes des coordonnées. 

4. Si la dirimante (D) est droite, l'enveloppe (E) se trouve rejetée à 
l'infini, et  les anticaustiques ( A )  et (A1) sont deux lignes symétriques par 
rapport 5 la droite (D). 

5. Comme dernière application, cousidérons le cas connu des rayons 
incidents parallkles, c'est-&-dire le  cas où l'anticaustique ( A )  est droite. 

Nous entrerons dans quelques développements sur cette application, pour 
faire voir que notre procédé conduit aux marnes résultats que la méthode 
ordinairement employée et qu'il la complète : 

Soit : 

Y = f (4 (0 
l'équation de la dirimante (D), en 
prenant pour l'axe des abscisses Ox 
l'anticaustique ( A ) ,  dont l'équation 
est y = 0. 

Abaissons du pied Ir  de l'ordon- 
née II f  (rayon incident) la perpen- 
diculaire I f  P sur la tangente 1;P de 

la clirimautc (1))' . , au poiut d'incidencc I; l'enveloppe de cette perpeudicu- 
laire I f  P sera la courbe (E), et le lieu géométrique du point P sera la po- 
dairc ((P) de la dirimante (D) par rapport A l'enveloppe (E) ou inversement. 

Tracons maintenant la droite HI, formant avec la tangente I T l'angle 
A A 
H I T  = TI'I'; HI  sera la direction du rayon refléchi, et les points M e t  K, 
où elle rencontre la phPendiculaire P P  et l'ordonnée EL du point de contact 
E de la même perpendiculaire IP avec son enveloppe (E), appartiendront fi 

l'anticaustique ( A f )  et à la caustique (Cr) des rayons refléchis. 
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Remarquons encore que la droite MT est tangente â l'anticaustique (A )  
au point M, et que H étant le  point d'intersection du rayon refléc.hi IM 
avec la  normale EH de l'enveloppe ( E ) :  on a (15'): 

Cherchons & présent les coordonnées x, = OL et y,=E'L du point de 
contact E  de la perpendiculaire PP avec son enveloppe (E). L'équation de 
la perpendiculaire I P  étant : 

ou trouve en la différentiant par rapport a X: 

0 =f"(x) ( X - x )  + f' (2)' 
et Far conséquent : 

'En appelant xf et yr les coordonnées OL et OR du point de la cau- 
stique ( C r ) ,  on a : 

et comme: 

il arrive; toute réduction faite, que: 

Avec l a  meme facilité on pourrait trouver les coordonnées des points P 
et M appartenant la podaire (P) et a l'anticaustique (A') des rayons refléchis. 

En éliminant maintenant - x entre les relations trouvées (I) , ( r i z ) ,  . . .on dé- 
terminera les équations de l'enveloppe (E) , de la caustique ( C f ) ,  . . . 

Les expressions (m) des coordonnées de la caustique sont identiques 9. 
ceIles qu'on rencontre dans les ouvrages qui traitent de ces ligues. 
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Sulla forma quadratica 

de' fattori irriduttibili delle equazioni 

binomie. 

( d e l  prof. NICOLA TRUDI, a Nupoli). 

Oggetto ùelh incanoria. 

1. T ra i divisori commensurabili del binomio 1 - zn.= O ,  dove n é intero 
e positivo, merita speciale attenzioiie quel10 che, eguagliato a zero, ha per 
radici le sole radici primitive dell' equazione 1 - x" = 0 : divisore che rap- 
presenteremo col simbolo X,,  e che su01 distinguersi col nome di f a t t o r e  
i r r i  d u  t t i b i l  e , perche non pub essere ulteriormente decomposto in fattori 
commensurabili ("). Risulta da questa definizione che il grado della fiinzione 
X,, é uguale al numero degl'interi inferiori ad n e primi ad n;  di modo che, 
escludendo i casi poco interessanti di n=l e 2, questo grado sarà sempre 
un numero pari, e potr& in conseguenza dinotarsi con 2m; ma posto che 
pi, P ~ ~ . .  .PE siano i fattori primi disuguali di n,  se si faccia per brevita: 

e quindi il valore di rn sari% definito dalla formola : 

(') La irriduttibilità della funzione X,  fu dimostrata da GAUSS per m primo (Disquisitionet 
arithmetieae, art. 341). Pel caso generale la stessa proprieta fu comprovata 13 prima volta da1 
sig. KRONECKER ne1 1851. (Jorrnal de ~nathérnatiqu.es, t .  XIX, p. 177); e più tardi ne vennero 
date dimostrazioni più semplici da'signori D~MKWU (Crelle, t. LIV, p. 27), ARNDT (Idem, 1. LVI, 
p .  178), LEBESGEE (Alandi di tnatematica pura ed applieata, la serie, t .  II, p. 232). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la quale, se n 8 numero primo, si riduce a 

2. Nella stessa ipotesi di n primo si ottiene immediatamente 1' espressione 
di X,, , poichb si ha : 

ma, in generale, per determinare questa funzione qualunque sia il numero n, 
è necessaria una ricerca: la quale si riassume nella regola seguente dovuta 
n CAUCHY i*). 

a Si sviluppi Ikspressione di 2 m  sema dar luogo a veruna riduzione di 
termini, i quali saranno percid in numero pari, met& positivi, meth negativi; 

a e tra i primi si riproduce il numero n= q p,p, .  . .ps. Ora, posto che n,n,, tt ,,... 
a siano i termini positivi, ed r ,  r,, r , ,  . . . i negativi, la funzione X,  sara defi- 
G nita dalla forma frazionaria : 

« la quale, semplificata, si riduce ad una funzione intera di grado 21n, con 
c coefficienti interi, e di forma reciproca, quelli de' termini estremi cssendo 

uguali ad 1 ». 
' 3. Prcmesse queste nozioni dobbiamo rammentare che, se n 6 numero primo, 

i$ sempre possibile di trovare una forma quadratica equivalente alla funzione ,-C, : 
forma definita dall' equazione (**) : 

(7 Exercices de nzathématiques, t. ho, p. 230. Pub anche consultarsi la memoria Sulle equa- 
zioni binomie da noi pubblicata ne1 t. 3O degii Attb della R. Accademia delle Scienze Pisiclie e 
Miitematiche d i  Kapoli. 

(*) Intorno a questa trasformazione pel caso di n primo possono consultarsi i seguenti arricoli: 
Ghuss, Disquisitiones, etc., art. 357. LEGENDRE, Théorie des nombres, art. 510, 3a edizione. L I B R ~ ,  
Mémoire sur la théorie des nombres. L E B E ~ G U E ,  Recherches sur les nombres (Journal de mathé. 
matiques, t. 3: p. 148). LIOUVILLE, Sur un point de la theorie des équations binomes (Idem, ,1857, 
t; 22, p. 413). PLANA, Sur une nouvelle solution de E'équation à deua termes (Accademia delle 
Scienze di Torino, 1850). SERRET, COUPS d'Algèbre szspdrieure, art. 538,  3a edizione. STAUDT, 
Ueber die Funztionan Y und 2, welche der Glekhung 4 X, = PT nZ1 Ganiige leisten, wo n 

'eine Prinasalai, etc. (Crelle, 1867, t. 6 7 ,  p. 205). 
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dove Y e Z dinotano funzioni intere di x ,  con coefficienti interi, la prima.. 
di grado rn, 1' altra di grado nz- 1 , e divisibile per x; e dove inoltre b a 
ritenersi il segno superiore se n = 1, e 1' inferiore se n - 3 (mod. 4). Egli 
b poi noto che, salvo il caso di n = 3 ,  le funzioni Y e Z sono entrambe di 
forma reciproca; perd, mentre nella seconda Z i coefficienti de'termini equi- 
distanti dagli estremi sono sempre uguali e di segni simili, nella prima Y 
i detti coefficienti sono uguali e di segni simili, ovvero uguali e di segni 
contrarii, secondoché n=l , O n = 3  (mod. 4). 

4. Questo teorema, che ha un' alta importanza nelle ricerche aritmetiche, A 
dovuto a GAUSS; ma in seguito fu reso più generale e perfezionato per opera del 
DIRICHLET; il quale da una parte ha dimostrato che la  funzione X,  B suscet- 
tibile di una trasformazione interamente analoga q u a n d o  n é h n  numero  
i m p a r i ,  n o n  d iv i s ib i l e  p e r  a l c u n  q u a d r a t o  (*); e d'altra parte ha 
ridotto a formole la costruzione de' coefficienti delle due funzioni Y e 2, cosa 
da1 GAUSS riputata impossibile (**) nello stesso cas0 più semplice di n primo. 
Ora l'oggetto della presente memoria si é quello, per 10 appunto, di completare 
la ricerca che abbiamo descritta; e dimostreremo infatti che una trasforma- 
zione della steesa natura ha luogo quando n A un numero comunque com- 
posto (***); anzi vedremo che essa va sempre immediatamente ridotta al casa 

(') La quistione estesa ai numeri condizionati ne1 modo indicato trovasi per la prima volta 
sommariamente esaminata da1 DIRICHLET in una memoria del 1835, Sur l'usage des thtégrales 
définies dans la sommatioa des series finies ou infinios (Crelle, t. XVII, p. 57). 

(") Il GAUSS cosi si esprime ne1 citato art. 357. r Terminos duos summos funciionis Y semper 
a fieri 2xm + xm-4, summumque functionis 2, xm-1 facile perspicitur; coefficientes reliqui autem, 
a qui manifesto omnes erunt integri, variant pro diversa indole numeri ?a, nec formulae analyticae 
a generali subiici possunt r .  È giusto tuliavolta di osservare che pel caso di n primo LEGENDRE, 
anche prima del DIRICHLET, a w a  dato due metodi per determinare le funzioni Y e Z (art. 510 
e 511); metodi e vero indiretti; ma ove pongasi mente all'art. 808, si dovrà riconoscere ch'egli 
aveva g i i  sotto la mano gli elementi per ridurre a formole la costruzione de'loro coefficienti. 

("') iJna sola proposizione troviamo pubblicata che accenni a qualche cosa di più generale 
di quella del DIRICHLET; ed é un  teorema enunciato da1 CAUCHY in uno de'suoi molliplici articoli 
sulle funzioni alternate delle radici primitive delle equazioni binomie (Contpts rendus, 1840, t .  X), 
le quali tornano in sostanza alle funzioni cos; famose conosciute sotto il n ~ m e  di somme di 
GAUSS. Ma questo teorema é ben lungi ddl'essere esalto; e qui crediamo di riportare testual- 
mente le parole dell'illustre Geometra a La considération des fonctions alternées cocduit aussi de 
la manière la plus directe au beau théorkme de Gbuss sur  la forme quadratique que peut acquerir 
le  premier membre d'une équation binome debarrassée de la racine 4 ;  theorème que peut Bir9 
étendu, comme I'a remarqué M. DIRICHLET au cas m h ~ e  où l'exposant rj'est pas uq nombre. 
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consitlcrato da1 DIBICHLBT, il quale diviene cosi il fondamento delle nostre 
riccrche. Intanto, siccome la trasformazione relativa a questo cas0 e le formole 
corrispondenti sono generalmente poco conosciute, abbiamo creduto di do- 
verne premettere una sommaria esposizione, limitandoci tuttavia a que'punti 
che interessano piii specialmente il nostro soggetto, rimandando per maggiori 
sviluppi d l '  opera interessante di quell'illustre Geometra, pubblicata dopo la 
sua morte da1 sig. DEDEKIND, sotto il titolo di: Lezioni sulla teoria de'numevi 
(Vorlesungen über Zahleutheorie von P. G. LEJEUNE DIRICHLET - herausge- 
geben von R. DEDEKIND - Braunschweig 1863). 

5. L'argomento di cui trattasi prende posto nella teoria de'numeri, ed O 
in quest' ordine di idee che esso fu studiato da' ~ e o k e t r i  che finora se ne sono 
occupati; ma noi saremo condotti a riconoscere che se queste ricerche rima- 
aero infruttuose, cib dipese semplicemente da che la risoluzione era impos- 
sibile ne1 campo della teoria de'numeri. La quale operd fin dove 1' era con- 
s e n t i t ~ ,  assolvendo il  caso del DIRICHLET; e quel che restava era un fatio 
intcramente algebrico. 

prem:er. Voulant montrer commant cetle cxtansion peut Stre operée, M. DIRICHLET a choisi pour 
exemple le cas où i'exposant est le produit de deux facteurs premiers impairs. La 'forme qu'il 
a ainsi obtenue, et les formules analogues qui correspondraient au cas où l'exposant contiendrait 
plus de deux facteurs, se trouvent renfermées dans le théorème général, qui comprend celui 
de M. GAUSS, et qu'on peut enoncer comme il suit. t Supposons que dans l'équation bimme 
a i -xn=O les facteurs premiers impairs da n soient inégaux, le facteur pair, s'il existe, étant 

4 ou 8. Lorsqu'on aura débarrassée l'équation de ses racines non primitives, le quadruple du premier 
a membre pourra être préscnté sous lu forme quadr-atique, Y s T n Z z ,  Y et Z désignant des fonctions 

eJière8 de x, dans lesquelles les puissances de cette variable auront pour coefficients des nombres 
a entiers n. 

Ollro a quanto abbiamo qui riportato niente di pi; aggiunge il CAUCHY intorno a questo sog- 
getto; e, contro le sue nbitudini, enuncia il teorema senza darne le  pruove, e senza dir nulla 
circa I'indole della traslormazione e la maniera di operarla. Comunque sia, s a r i  dirnostrato clle 
il teorema non è vero juando l'esponente n ha per fattore sia 4, sia 8, sia altra Potenza di 2; 
a m i  riconosceremo chc non B possibile di trovare la trasformata corrispondente a questi casi 
senzr trorarc prima quella relativa al caso i n  cui n ha per fallore la semplice prima polenza 
di 2; c questo cas0 B certamcnte sfuggito al CAUCHY, corne Io mostra Io stesso teorenla da l u i  
enunciah; c dovea sfuggirgli finclit! reslsra ne1 campo della teoria de' numeri. 

Arinnli di Mntemnticn, fomo Il. 23 
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Trasformazione delln faiizione Xn 

ne1 caso di w impari senza divisorl qnadrati. 

6. Per soddisfare alle condizioni prescritte basta supporre: 

e ritenere che i fattori p, , p,, . . .p, siano numeri grimi, impari e disugiiali, 
non escluso il cas0 di un sol fattore, cioé di n primo; e sarh poi: 

Bisogna qui richiamare la nozione del simbolo di LEGEMLIRE nella teoria 
de'resti quadratici, col significato pih largo datogli da JACOBI (*), e ram- 
mentare che i 2m numeri inferiori e primi ad n si distribuiscono in due 

gruppi, Yuno di m numeri a per ognun de'quali si ha =+l, e l'altro (3 
di m numeri b per ciascun de' quali é invece = -4.  Sia p una radice (3 
primitiva dell' equazione I -xn = O ; cosi le 2 rn radici di X, = O sararino 
le In potenze pa e l e  .m potenze pb; quindi posto : 

u= a q x - p u ) ,  v = ~ T I ( ~ - ~ ~ ) ,  (1) 

moltiplicaiido queste equazioni tra loro si avr8 : 

ma importa di dimostrare che U e V, funzioni intere di grado rn, sono e 
possono essere determinate. 

A tale effetto dinoteremo con 5, la somma delle potenze di grado r delle 
radici primitive dellkquazione 4 - xn = O (**), e con o, e d ,  le somme ana- 

(') La teoria di questo simbolo secondo il concetto di JACOBI forma il soggetto del  8 46 del- 
l'opera del DIRICHLET, ed B riprodotta nella nostra memoria strlle equazioni binomie. 

(03 Nella stessa plemoria citata qu i  sopra abbiamo esposto la teoria delle somme delle potcnze 
simili dello radici primitive delle equazioni binomie, le quali si calcolano di una maniera sem- 
plicissima. Pel caso presenle basta di far notare che, se n B un  prodotto di. numeri primi disu- 
guali, e quindi a = p l p e , .  . p , ,  il valore d i  S, si ottiene con la regola seguente: Si cerchi il 
r massimo comun divisore d i  r ed n, il qunle non  pub esscre cho il prodotlo di alcuni tra i fatlori 
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loghe per le radici delle equazioni II= 0 e V= O ; sarà coüi : 

ma si ha  d'altra parte per l a  teorica delle somme di GAUSS (*) 

dove il radicale prende il segno dato da1 simbolo , mentre al di sotto (3 
del radicale b a ritenersi, come sempre, il segno superioïe se  n l ,  e l'in- 
feriore s e  n z ;  3. (mod. 4); dunque risulta: 

e cou cid restano determinati i valori delle somme 6, e d,. Quindi posto: 

segue dalle formole di NEWTON che i coefficieiiti delle funzioni U e V possono 
inversamente determinarsi i n  termini di quelle somme; e perci6 queste fun- 
zioni sono completamente determinate. 

c primi di n; vale a dire di alcuni tra i numeri p l ,  p ~ ,  . . . p E ;  posto clle questi numori siano 
c p,, p p , .  . .ya, il valore di Sr s a r i  dato dalla formola: 

Sr=(- i ) E  (i -pal (1 -p$. . . (t - p &  

Quando r & primo ad n si ha Sr=(- i ) E ;  e quand0 r z O  (mod. a) si ha Sr = 2tn S .  

Giorcrb iencr prcsente d i e  S, 6 una funzione periodica, il periodo essendo misurato d:i 91; 

e che i vnlori distinti conipresi in un periodo sono in numero di 2'. Se n è primo, e quindi 
e = l ,  13 funzione S7 non pub prendere che due valori distinti, -1 ed n-1; si ha Sr=- i ,  
senipreché r 13 primo ad ?a; ed S,=n-l, semprechè r = O  (mod. a). 

(') Le somme delle quali è pamla vennero considerate da1 GAIJSS nella celebre memoria da1 
titolo: Summatio puarundlrm serierum singularium (Comment. recentiores Societatis Gottingœ, t. 1). 
Piu tardi i l  LIBRI cercb di rendere più semplici queste astruse ricerche nella Nintoire s w  la 
théorie des n~mbres, non sembra perb col miglior successo; ed era serbato al DIRICHLET di ricon- 
durre siHalta teoria al vero punto di rista, facendola dipcndere da integrali definiti, come pub ve. 
dersi nella menioria citata, e nelle sue lczioni sulla teoria de'numeri da1 § 111 al 116. Si possono 

anche consultare: LEBESGUE, Sur le symbole , etc. (Journal de matlzimatiques; 1. 12, p. 497); 

CBAUCHY. Théorie des nombres; GENOCCHI, Sur les résidus quadratiques (Acadimie R. de Belgique, 
mémoii.es couronnée, t. X X V ) .  
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7. Del resto 6 anche possibile di calcolare direttamente il cocfficiente di 
una potenza qualunque xr hia di U sia di V. Indicando con lz,, h,, . . . h, delle 
indeterminate, si ha per una teoria ben nota: 

dovc il C va estcso a tutte le soluzioni intere e positive ciell'cquaziono 

la,+ 2 h , + 3 1 ~ , + . - . + ~ 1 t , =  r 

e dov'é messo poï compeiiclio hp! = 1 .2.3. . . h,*. Si pu6 'auchu scrivcro 

e quindi pel valbre di oa dato dalla prima delle (3) si avrS: 

Si avrcbbe similmente (*) : 

ma é importa.nte a rimarcare che queste espressioni di A,  e Br, coefticienti 
di una stessa potenza di x nelle funzioni U e V, non differiscono che ne1 
segno della radice \Iz-Iz; da che deriva che l 'una pud dedursi dall' altra 
cangiando solo il sepno a questa radice. 

(*) Queste formole divengono più scrnplici quando lz B primo; essendo r t ri, per tulti i valori . . 
di cc da i nd r si  lia sempre Sa=-i; e cosi 

1.3 seconda di quesle formole fu già data da1 
(SIuinoria çit3t:i). 

sig. Lxouvrc~s per la stessa i p o t e ~  di n primo 
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8. Segue da ci6 che i vaIori di A ,  e Br sono numeri irrazionali, i qiiali 
si possono supporre ridotti alla forma 

dove a, e b,  souo numeri rnzionali; ma mdremo anzi a dimostrare che essi 
sono nuineri interi. In fatti + A, ed + B,, a parte i segni, esprimono rispet- 
tivamente le  somme de'prodotti r ad r, l'uno delle nz  potenze pu l'altro 
delle rn potenze p" prodotti il ciii numero coincide col coefficiente binomiale 
(nt),. Ora, immaginando i prodotti r ad r di tutte quelle 2m potenze, e poscia 
le loro somme tm), ad (mlr, tra queste somme, che indicheremo con lc, k,, ... ki, 
si troveranno + A,  ed + B,; inoltre indicando con KI la somma di tutte le k, 
cou lir, quella dc'loro prodotti r! a 2, ccc., le quantità K I ,  K,,  . . . Ki, essendo 
fuuzioni simmetriche delle radici dell' equazione X,& = O, saranno numcri iu- 
teri; e percid $ A, ed + Br saranno radici dell'equazionc a coefficienti interi: 

Quiudi le  equazioni aventi per radici sia le somme 2 3 2 delle radici delIa (W, 
sia le loro differenze, avranno ancora coefficienti interi, quel10 della più alta 
potenza essendo I'unità; ed intanto una radice della prima sarà f A,++ Br, -- 
cioé a,; ed una radice della seconda, (i A, - 3 Br)" cioi: (b ,  V-L n)'. E di 
qui risulta che i uumeri razionali a, e b, sono interi. 

9. & necessario di osservare. che A ,  e B,, ultimi termini di I: e V, sono 
indipendenti da G G ,  eccetto perd ne1 caso di n = 3. Si s a  che, ad eccezione 
di questo caso, la somma de'numeri appartenenti a ciascuno de' due gruppi 
di numeri a e b poc' anzi descritti, b multipla di n; e peïcib, salvo quel caso, 
s i  ha  pta= pfb= 1. Ma si 11a per le (1) + A , = ( -  I ) " p t a  cd f B,= (-l)"p&'; 
dunque ;A,=+ B,=(-4)"; e quindi a ,  := (- 1)"' e b,= O ; sempre eccettuato 
il cas0 di n = 3. 

10. I principii fiil qui dicliiarati conducono sema  yiù alla trasfo~mazioae 
che,avevamo in veduta. Trasformaudo i cocfficienti delle fuiizioui U e 'V cou 
le formole (5 ) ,  e riuneudo i termini affetti da VI+;, quelle funzioni divengono: 

ma chiamando Y il primo polinomio e Z il secondo, si ottierlc 
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e queste formole definiscono la trasformazioiie ; rhp~oichb lenendo presente 
la ( 2 ) ,  ne risulta l'equazione: 

dove vale il segno superiore se n - l ,  e l'inferiore se n= 3 (mod. 4)' la 
prima di grado rn, l'altra di grado m- l ,  e divisibile per x. 

11.. Fu giA notato (n." 8) che ne1 caso di n primo, meno che per n = 3, le  
funzioni Y e Z sono entrambe di forma reciproca; ed ora aggiungiamo che 
la steasa proprieth non cessa di sussistere quando n é un numero impari. 
qualunque non divisibile per quadrati; ma rimandiamo per la dimostrazione 
ali'opera del DIRICHLET. Cosi, anche in questa ipotesi, tant0 nella Y quant0 
nella Z i coefficienti de' termini equidistanti dagli estremi sono numericamente 
uguali; ma in riguardo ai segni bisogna distinguere i due seguenti casi: 

1. Quando n-1 (mod. 4) que' segni sono sempre simili. 

II. Quando n 5 3  (mod. 4), se n é primo, i detti segni son contrarii in  Y 
e simili in 2; ma accade l'opposto se n B numero non primo; allora essi 
sono simili in Y e contrarii in Z (*). 

12. Le funzioni Y e Z possono essere determinate indipendentemente da 
U e V; ma a tale effetto, per ragione di simmetria, giovera riguardare come 
uguali i loro gradi, e scrivere : 

sülvo a ritenere a,= 2 e b,= b,= O. Oïa per le  formole di KE\T'TOK, nppli- 
cate alle equazioni U=O e V=O, si hanno le relazioni: 

(') Le condizioni qui dichiarate, tradotte in formole, equivalgono a dire clle le funzioni P e Z 
vcrificano le seguenti relazioni: 

corne son date nell'opera del DIRICHLET; nia iv i  quesle foriiiolc sono i'ese cquiroclie a causa di 
un errore incorso neli'ultima, e clle non si scorge inimediatnrncntc, trovaadosi scritto (-z)"' 
in luogo di (-X)~W 
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sostituendo agli elementi a, of, A, B i valori dati dalle (3) e ( 5 ) ,  e quipdi 
prendendo de'risultamenti uua volta la somma ed ilna volta la differenza, 
si ottengono le formole seguenti: 

formole ricorrenti, le quali porgono I'uno dopo 1' altro tutti i coefficienti 
delle funzioni Y e 2, essendo gi8 conosciuti i primi a,= 2 e b, = O;  e, come 
al solito, dovendo nella prima ritenersi i l  segno superiore se n 5 4 ,  e l'in- 
feriore se n=3 (mod. 4). Egli & poi quasi superfluo di avvertire che, per 
la proprietà clir, hanno le dette funzioni c!i essere di  forma reciproca, basta 
calcolare direttamente la sola prima metà de' coefficienti di ciascuna. 

13. Sia per esempio n=7-3 (mod. 4); sarà. m= 3, e : 

e col mezzo delle formole precedenti si t r o ~ a :  

Per n = 21 = 3 - 7 1 (mod. 4), si avrebbe 712 = 6 ; 

4x2, == Y' - 21 ze : 
e quindi risulta: 

14. Le conchiusioni che precedono non sono tutte applicabili quando n = 3; 
per8 non & che in ta1 caso non possano trovarsi due fiinzioni Y e Z capaci 
di veri ficar 1' equazione : 

4X,= Y Z + 3 Z 9 ;  

che anzi in questa ipotesi il problema (: in certo modo indeterminatoi dap- 
poiche dovendo essere 
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qaesta relaxiono i? soddisfatta da qual~iuque dc ' t rc  sistemi 

Y = 2 x + 1 ,  z=1 
Y=;= x t 2 ,  Z = x  
Y= x - I ,  L = x + l ;  

ma per niuna di queste coppie di funzioni hanno più Iiiogo Ic proprieth che 
si verificano per qrialiinque d t r o  valore di n. 

WrnsPoruiuzionc dc lh  funz;one X;, 

quanido 91 C= 1111 liuniielntD coiineiiaqaie eoiuposto. 

15. Qiiesta trasformazione sisulta immediatamente dalle due proprietk de' 
fattori irriduttibili che passiamo ad esporre. 

Tcorenzn 1 . O  S i n  .)a u n  n u m e r o  c o m p o s t o ;  n' i l  p r o d o t t o  dc' s u o i  f a t -  
t o r i  p r i m i  d i s u g u a l i ;  e q i l  q u o z i e n t e  d i  n d i v i s o  p e r  nt. L ' e s p r e s -  
s i o n e  d i  Xn s a r à  cid c h e  d i v i e n e  q u c l l a  d i  A',,,, m u t a n d o v i  la x i n  xq. 

Uirnostranione. Siano pl, p,, . . . ,p, i fattori primi disuguali di n, sar8 : 

Inoltrc siano N ed N f  i gradi di X,, ed X,,I; doveiido questi gradi coin- 
cidere l 'uno col numero dcgl'interi inferiori e primi ad n, l 'altro con quel10 
degl'interi inferiori e primi ad 1.2, saranno definiti da:  

Posto cid, s e  s i  sviluppa 1' csprcssione di N t ,  e si dinotino con n', la',, 

nt,, .. . i  termini positivi, e cou r ,  r ; ,  r,, . . . i negativi, I'espressione di S,& 
sarh data dalla forma frazionaria : 
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che ricluccsi ad una funzione intera e perd della forma: 

X,t= 1 + k , x +  kPxP+,.--i_ PY'. 

Ne1 modo istesso Io sviluppo di N darebbe l'espressione di X,; ma sic- 
come i termiai di questo sviluppo risultano da quelli di N' moltiplicati per q ,  
ne segue clie la forma frazionaria equivalente ad Xn & ci6 che diviene quella 
equivalcnte ad Xi,, moltiplicando per q gli esponenti x ,  ossia cangiando la x 
in xq. Quindi anche l'espressione intera di X,  si avrà da quella di X,!, mu- 
tandovi la x in xq; e si ha percib come voleva dimostrarsi: 

cd essendo, corn'& chiaro, N f  q = N. 
16. Supponiamo per esempio n=2af '. 3Bf l. 5Yf1 =q. 2.3.5, per cui q=2a .  3. 

IJ';nr=2.3.5 = 30. Per la regola del numero 2* si trova: 

e quindi secoiiào il teorema attuale, purch6 q = P.3P.5Y, qualunque siano 
i valori di  a, p7 y (interi e positivi) si avrà: 

Cosi, per considerare qualche caso particolare: 

17. Tcorcnza 2.O S i a  n u n  n u m e r o  i m p a r i ;  17esp res s ione  di &, 
sarà. ciG clle d i v i e n e  que l la  d i  X,, cang iandos i  l a  x i n - x .  

Dirnostrnzio~ze. Siailo pl, p z ,  . . . ,p ,  i fattori piaimi disuguali ed impari 
di 12; mcsso: 

ql=qPiPz. .Pr 

nnche q sarà impari. Posto ci6, indicando con N ed N f  i gradi di X ,  ed 
X2,, questi gradi, evidentemente uguali, saranno definiti dalle formole: 
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Se si sviluppa l'espressione di N, e si suppouga: 

10 sviluppo di N' si pot& mettere nella forma: 

e quindi Ic espressioni di X ,  ed X,, risulteranno dalle foyme fïazioii:irie: 

Essendo in gene~alc  1 - x3"= (1 -xa) (1 -i- x3),  la seconda si riduce ad : 

e questa, essendo dispari i numeri . il ,  n,, . . , r ,  r , ,  . . , è cid chc diviene la 
prima mutandovi la x in - x ;  dunque anche quando: 

X,==l+ k , x t  ~,x?+,.-+x", 

per averc l'espressione di X,, basterh canpiare la x in -x; sicclib si ottiene : 

Cosi , per esempio : 

18. Segue da' diie teoremi dimostrati che la ïicerca ciel fattore irritluttibile 
di un binomio il di cui grado n è un numero pari comunque compostn, si 
riduce a trovare quel10 del binomio il di cui grado é il prodotto de' soli fat- 
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tori primi disuguali cd impari di n. Esseildo n pari, suppommo: 

dove q potr j  essere impari O pari. Ora per avere l'espressione di X,  si CO- 

mincerà da1 cercare quella di X,I; mutando in questa la. x in -x, si avrà 
l'espressione di X,,!; e finalmente, cangiando in quest'ultima la x in xq, 
ei otterrà l'espressione di X,. Sia per esempio n ='360 = Y. Y .5 ,  e qiiindi 
n r = 3 . j  = 15,  Q = 22.3=i2; sarh in primo luogo: 

iridi mutando la x in -x: 

X --1+x-X3-s* - X?+X7+Xs; 
30 - 

ed iii fiiic cangiando la x in x L Z ,  

XsGo=l  - ~ . x ~ ~ - x ~ ~ -  x ~ ~ - x ~ ~ + x ~ ~  + x g 6 .  

19. Da cid che precede risulta quasi spontanea la trasformazione della 
fuiizione X,, pel caso in cui n è un numero composto. Indicando sernpre 
p, , p z ,  . . ? p~ i fattoii primi impari e disuguali d i  n, faremo: 

c cerchcrcmo 1i: fui-izioni Y (x) e Z (x )  le quali verificano l'equûzione: 

4-X,,] = Y:xj2 q=nfZ(x)'. U) 

Posto cid, distingueremo con q e y' due numeri risultanti da1 pyodotto di 
qualsivogli~lno de' fattori p, ,p,, . . , p,, O loro potenze; ma q' potendo inol- 
trc avere per fattore il 2 O una potenza di 2 ,  cercheremo la trasformatn 
di Xn pcr lc tre seguenti forme del numero n ,  in cui si comproiidorio tutti 
i casi: 

n=2n1,  ) x = q l ~ f ,  n=q'.2nr. 

Caso 1." 12=2nr. Nella equazione identica (1) cangeremo la x iu-x; ma 
con cid la funzione X,r si muta iri X,,,l; dunque si ottiene: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l' ru d i : Equuzioni binoniie. 

casa 2.0 n= qn'. Mutando nella (1) la x in xq, la fu~izione X,I si mu- 
t e r j  in x,,,=x,, e si ha  in conseguenza : 

Cctso 3 . O  n 4'. 212'. Se nella (2) si cangi la x in x", la funzione X,,r si 
muter& in Xqr. ,,t = X , ;  e percid risulta: 

Si vede adunque, come gik si disse in principio, che la tmsformnzionc 
clella funzione X,  pel caso in cui n t: un numero comunque composta, di- 
pende interamente da quella della funzione X,) definita nella formola (11, 
dove n' indica il prodotto de' soli fattori primi impari e disuguali di 9%. Si 
vede ancora che la introduzione del semplice fattore 2 ne1 numero n' non 
influisce che siil segno della vilriabile x ne1 secondo membro di quella for- 
mola, mentre la  introduzione di fattori quadrati non influisce che sugli 
esponenti di questa variabile; fatti questi assolutamonte algebrici, che non 
hanno dipendenza dalla teoria de' numeri. 

È manifesto inoltre che l'equazione: 

non pud sussistere quando n è pari O divisibile per quadrati, pcrclié in 
questi casi ne1 secondo membro il numero n dev' essere rimpiazzato da1 pro- 
dotto de' soli fattori primi impari e disuguali di n ;  e cib solo basta a provare 
la insussistenza del teorema enunciato da CAUCHY (vedi la terza nota a1 11." h); 
il quale del resto anche senza di cid non ha valore, se prima non sia messa 
in chiaro la influenza che ha sulla trasformazione il semplice fattore 2 ,  
non essendo altrimenti possibile di estendersi al caso in cui il fattore pnri 
di n sia O 4 o 8 O altra potenza di 2. 

(10. Per applicare la teoria a qualche esempio supporremo chc si tratti 
di trasformaro le funzioni X,., , X,., , X ,.,. Ed essendo : 
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mutüiido la x in - x  avremo : 

e qui cangiando si~ccessivamente la x in x2 ed x4, otterremo rispcttivamente 
le espressioni di X,,, ed X,.,, Xa si é g i h  trovato (mD 13) 

dunquo risrilta. : 

Per uu altro esempio cercheremo la trasformata della funzione X 2 y , .  Ab- 
biamo in questo cas0 (n.O 13). 

indi cangiando la x in -x: 

e da ultimo miitando in questa formols la x in XI'; 

21. Faremo qui osservare che la specie d'indeterminazione segrialata pel 
caso di n=3 si estendc a tutt'i numeri della fo!-ma n=F. 38. In fatti 
essendo : 
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ç;i ha: 

4X,., = ( - 2 ~ f 1 ) ~  4-3 = ( -  ~ + Z j ~ - t ~ 3 ~ ~ = ( - ~ - 1 ) ~ + 3 ( - - ~ - + 1 ) ~  

e quindi, supponendo q=2a-1. 38-=, si am&: 

4X2a.8p= (-2xq+lj2 4- 3=(-xq +2)9 fx"=(--xq-l)" 33- XP +l)'. 

Per escmpio se a=3,  @=2, e quindi q=2'. 3 == 42, verrà: 

4X,,=(-Zxi2 + 1 )q -3=  (-x1Z.+2)2+3x"= (-xi" i)2-t-3(- ~ ~ ~ + . i j : ,  

come immediatamente si verifica, perché XT3 = 1 -xi2-t-xZ4. 
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Mémoire sur les groupes de mouvements. 

(par M.' C. JORDAN, Inghietir des mines ci Paris). 

--- 

1. O n sait que tout mouvement d'un corps solide dans l'espace est un 
moiivement hélicoïdal et sera connu lorsque on donnera: l o  la situation 
dans l'espace de l'axe A de rotation et de glissement; 2 O  l'angle r dont le 
solide tourne autour de cet axe; 3 O  son déplacement longitudinal t dans lo 

. . sens de cet axe. Un mouvement ainsi défini peut être désigné par la notation 
suivante A,,,. 

Imprimons successivement 5 un même corps solide deux mouvements 
qiielconques A,,, et A',I,,J: le déplacement résultant, AT,t ,4',1,t' sera encore un 
mouvement hélicoïdal, et  l'on peut se proposer ce  problkme : Co n n a i  s s a n  t 
l e s  mouvemen t s  c o m p o s a n t s  A,,t ,  Ar,r,,l, d é t e r m i n e r  l e  m o u v e m e n t  
~ E s u l t a n t  Ar',.ltlit. 

On donne généralement dans les cours de mécanique la solution de cette 
question dans le cas des mouvements infiniment petits. Le cas où les mou- 
vements considérés ont une amplitude finie se traite également saus diffiçiilté. 

2. Ici se présente un second problème, un peu plus complexe que le pré- 
cédent, et  non moins intéressant: E t a n t  donné  c e r t a i n s  m o u v e m e n t s  

A',I,~J, A",~,,J~ e t c .  f o r m e r  l e s  m o u v e m e n t s  d i v e r s  q u i  p e u v e n t  
r é s u l t e r  de  l a  combina i son  d e  ceux-1Ct e x é c u t é s  s u c c e s s i v c m e n t  
u n  n o m b r e  que lconque  d e  fo i s  e t  d a n s  u n  ordre que lconque .  

Le g r o u p e  formé par les mouvements cherchés jouit de cette propri6té 
caractéristique, que si MI et Mrr sont deux mouvements quelconques faisant 
partie de ce groupe, M' Mlr en fera partie. Car soit par exemple M'=A, , ,  Af,.j,t, 
et  M" = ArrTlj,p: il est clair que M f  Mrf = A,,, Ar,l,tr Ar',t~,p résulte de la com- 
binaison des mouvements A,,t,  A',J,~~, donc Mt M'f fait paytie clu groiipe 
cherché. 
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En faisant varier les mouvements A,,t, A , ~ , , I , .  . . qui sen-ent de point de 
départ, on obtiendra une infinité de groupes de mouvements; mais nous dé- 
montrerons que ces groupes se r amhen t  tous & un nombre restreint de types 
différents, dont l'étude détaillée forme l'objet de ce travail. 

Cette question pourrait être présentée sous une autre forme plus géomé- 
trique que la précédente. Imaginons en effet une molécule quelconque située 
en un point m de l'espace et arbitrairement orientée. Soient ta!, m1I.. . les 
diverses positions que prendrait cette molécule si on lui imprimait les divers 
mouvements Ml, Ml1.. . qui font partie du groupe donné. Considérons un 
système de molécules toutes semblables S na et situées respectivemelit en 
112 ,  tn', ml1,. . . Le système formé par l'ensemble de ces molécnles sera superposé 
5 lui-même par chacun des mouvements du groupe: en effet soit ,u la posi- 
tion où le mouvement M" amène m', par exemple: le mouvement BP Ml1 
améne In en p :  donc ,u fait partie de la suite des positions na, m', na'!. . . Il 
y avait donc en p une molécule à la place que vient occuper r d .  

Le probléme qu'il s'agit de résoudrr: peut donc s'énoncer de l'une ou de 
1'iuh.e des deux maniéres suivantes : 

i0 F o r m e r  t o u s  l e s  g r o u p e s  poss ib les  de  mo~zvemei l t s .  

2 O  Former de  t o u t e s  l e s  manieres  poss ib les  des  systhrnes de 
molécules supe rposab le s  S enx-mêmes  d a n s  d ive r se s  posi t ions.  

C'est sous ce second point de vue que M.' BRAVAIS a Btudié cette question: 
lcs cas particuliers qu'il a traités et  dont il a fait une remarquable appli- 
cation la cristallographie sont les plus importants. Je  crois néanmoins 
qu'il y a encore aujourd'hui qiiclque intér6t traiter le problème dans toute 
sa  généralité. 

II. Comyositdc~ns des inouver~~ents. 

3. Tramlation. Elles se composent par la loi commune du parallélogramme. 
Rotations concourait tes : Soient R I ,  R, la première et  la seconde rotcltion : 

a et b les traces de leurs axes sur une sphhe  ayant son centre au point de 
concours O: a et /3 les angles de rotation autour de ces axes, comptés dans 
le sens direct (celui des aiguilles d'une montre) par un observateur placé 
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5 l'extérieur de la sp!ière: ac et bc des arcs de grands cerclcs faisant rcspec- 
i-ivement les angles cab =-+ a e t  c ba = -+ /3 avec le grand cercle ab.  La ro- 
tation résultante aura pour axe Oc. Car la rotation R, a m h e  le point c à In 
position cl symétrique de c  par rapport à a b  : la rotation R, autour de Ob Ic 
ramène de cl en c :  donc R, R, laisse c immobile. En outre Ri ne déplaqant 
pas a ,  R, R, l'ambnera ainsi que R, à la position a' symétrique de a par 
rapport b bc. L'angle de la rotation résultante R, R,, qui est évidemment 
égal Li. acaf ,  sera donc égal à 360"-2acb. 

Rotations parallélas. Elles se composent absolument de même, en rempla- 
çant la sphére par un plan perpendiculaire aux axes et  les grands cercles 
par des droites. 

Seulement, daus le cas particulier oii a + P= O (mod 274 les deux lignes 
a c ,  b c deviennezt paralléles : le monvernent résultant est donc une rotation 
autour d'un axe situé à l'infini, autrement dit une translation. Pour en avoir 
l'amplitude, on remarquera que R, R, améne a à la position a' symétrique 
de n par rapport à bc. La translation cherchée T sera donc perpendiculaire 
A bc et son amplitude sera a a'= - 2a b sin +,B. 

Rotation et translation perpendiculaire à l'axe de la rotation. La com- 
position de ces mouvements sr? déduit du cas particulier qui précede: car 
soient respectivement R,-', H;' des rotations d'angle - a et -/? autour de 
a et de b : de l'égalité trouvée R, R, = T on déduit R, ==Ri R, R,-' = Ti?,-', 
I ? , t N , "  R, R,=R,'l. Dans la première de ces deux formules on peut 
prendre arbitrairement l'angle - P= a ,  ainsi que la grandeur et la direction 
dc la translation au'. La trace a de l'axe autour duquel s'effectue la rota- 
tion résultante R, s'obtient en construisant le triangle rectangle a b  d dont 
on donne un côté, ad=+aal et un angle, abd=$a.  Quant b l'amplitude 
angulaire de cette rotation, elle est égale à a. Donc le mouvement résul- 
tant d'une translation quelconque et d'une rotation dont l'axe lui soit per- 
peudiculaire est une rotation égale, autour d'un axe parallkle. La deuxikme 
formule montre de meme que le mouvement résultant d'une rotation, suivie 
d'une translation perpendiculaire ti son axe est encore une rotation égale 
autour d'un axe parallèle. 

On pourrait enfin dans chacune de ces deux formules se donner Lt volonté 
la situation des deux points a et b e t  la valeur de l'angle a = -P et en 
déduire la translation a d  en grandeur e t  en direction. D'où cette nouvelle 
proposition: T o u t e  r o t a t i o n  a u t o u r  d ' u n  a x e  d o n n é  p e u t  é t r e  con-  
s i d é r é e  c o m m e  r é s u l t a u t  d ' une  r o t a t i m  égale.  auteur d ' u n  a x e  

Annali di ~Ilntematiea, tomo II. 2 2 
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q u e l c o n q u e  p a r a l l e l e  a u  s i e n ,  p r é c é d é e  ou  s u i v i e  d ' u n e  t r a n s l a -  
t i o n  p e r p e n d i c u l a i r e  à c e t  a x e .  

R o t a t i o n  e t  t r a n s l a t i o n  pa ra l lb l e  s o n  a x e .  Ces mouvements sc 
superposent mutuellement sans s'influencer. 

Les propositions précédentes suffisent résoudre le  problème de la com- 
position de deux mouvements quelconques. Soient en effet A,,,, A1,f,,~ ces 
deux mouvements: A , ,  est par définition le produit de la rotation A,,, 
par la translation A,,,: de même Ar,:$ = Ar,~,, A',,,!. Cela posé, soient O un 
point quelconque de l'espace, B ,  Br des paralléles B A et A' menées par 
ce point: on aura Ar,,= B,,,. t,, t, étant une translation perpendiculaire fi 
A e t  qu'on sait determiner: t1 e t  peuvent se composer en une seule 
translation, qui peut étre décomposée elle même en deux autres t ,  et t3 
l'une perpendiculaire, 1' autre paralléle 5t _Ar : on aura alors t, A:,,= A',.,, t, 
c t  t2 ArdiO = ArIrl,, =B',I,, . 01, Art étant un axe parallèle AI et 8, une trans- 
lation perpendiculaire i~ cet axe: on aura donc: 

Mais les deux rotations concourantes Br,,, B',!,, peuvent se composer en 
une seule Cp,,: d'autre part les translations 9, t,, A',,,! peuvent se composer 
en une seule, qu'on décomposera elle-même en deux autres T,, z respecti- 
vement perpendiculaire et parallble à l'axe c:  composant a, avec C,,, on 
aura une rotation C',,, autour d'un axe cl paralléle à c et l'on aura enfin: 

On voit par 1s que le  mouvement résultant de deux mouvements quel-. 
conques A,,,, At9,,,,r est un mouvement hélicoïdal dans lequel la direction do 
l'axe et  l'amplitude angulaire de la rotation sont les mêmes que dans Ic 
mouvement résultant de la composition de deux rotations Br,,, BrT!,, autour 
d'axes concoiirants et  respectivement paralléles à A et h A': la position de 
cet axe e t  l'amplitude de la translation longitudinale seraient donnés par 
des formules plus compliquées, que nous ne nous arrêterons pas à établir. 

Nous nous bornerons 5t indiquer une derniére notion dont nous aurons 
B faire un constant usage. 

4. Soient M un mouvement quelconque, A un point ou une droite ar- 
bitraire, A' la nouvelle position que prend A supposé entrainé dans le 
mouvement M: nous dirons que Ar est t r a n s f o r m é  de A par M. 

Nous appellerons points ou droifes p a r e i l s  ou de m ê m e  e s p é c e ,  rela- 
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tivement C1 un groupe de mouveinents donlié, ceux qus les divers mouvc- 
ments dc ce groupe transforment les uns dans les autres. 

Tlzéorènze. Soien t  M=A, , ,  e t  N =  Be,r deux  m o u v e m e n t s  q u e l c o n -  
q u e s ;  M-'=A-, , ,  l e  m o u v e m e n t  é g a l  e t  c o n t r a i r e  à A,,r: on a u r a  
M-lNM=B1e,r, Bf é t a n t  l ' a x e  t r a n s f o r m é  d e  B p a r  M(*). 

Soit en effet af un point quelconque : cherchons le déplacement que lui 
imprime le mouvement M- 'NM;  M-l le transporte en une nouvelle position 
u: le mouvement N venant ensuite l'ambne en une autre position b :  enfin 
211 B, a et b en BI, ccf et bl, b' étant un nouveau point dont la si- 
tuation relativement tl B' et af est la mgme que celle de b par rapport h 
B et cc. Mais on passe de a B b par le mouvement hélicoïdal Be,t: on 
p u t  donc passer de nf tt br par un mouvement hélico'idal identique effectué 
autour de Br. Ce mouvement hélicoïdal Brq,= menant un point quelconque 
à, un mbine point b1 que le mouvement M-'NM sera identique B ce dernier. 

Ces préliminaires posés, nous allons aborder le problome qui fait l'objet 
cic ce mémoire, en commenqailt pour plus de simplicité par quelques cas 
particuliers. 

III. Gronpeis formés de mouvemeute de trmslation. 

5. Par un point quelconque O menons une série de droites représentaiit 
en grandeur et en direction les diverses translations du groupe: supposons 
d'abord qu'aucune d'elles ne soit infiniment petit.e : soient Oa la plus courte, 
1 sa longueur: prenons Oa pour axe des x: cette translation, répétée à vo- 
lonté, donnera une infinité de translations parallèles aux x et ayant pour 
amplitude les multiples de Z. Ces translations sont les seules parallèles aux 
x : car s'il en existait une autre, son amplitude serait égale & ml  t r , m 

1 étant un entier et  r une longueur comprise entre O et - Cette transla- 
2 

tion combinée avec la translation - m l ,  qui fait partie du groupe, donne- 
rait une translation r moindre que 1, résultat absurde, r étant supposé 
différent de zéro. 

(*) Cette proposition présente une 
thhoris des substitulions, qu i  a été 
dtquis au début de mes recherches 

analogie remarquable avec un théorème fort utile dam 13 

donné par CAUCHY et par M, BETTI, et  que j'ai retrouvé 
sur le meme sujet. 
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6. S'il existe d'autres translations non paralléles aux x, soit O b  celle dont 
l'extrémité b est à la moindre distance de l'axe des x: soit 6 cette distance: elle 
sera nécessairement finie. En effet prenons pour axe des y la perpendicu- 
laire h On située dans le plan b O n  : les projections de O b  sur les axes des x 
et des y pourront être respectivement représentées par ru l k r  et 8, r étant 
une quantité au plus égale A $1. Cette translation combinée & la translatioii 
-ml, qui fait partie du groupe, en donne une autre dont les projectioils - 
sont t Y et 6 et dont la longueur V?+dL ne peut être inférieure & 1; donc 
, ! j z = l e y z  = a  2 

> > d a  
Cela posé les deux translations On et O b  et leurs multiples, combinées 

ensemble, fournissent une infinité de translations dont les extrémités sont 
les sommets d'un réseau de parallélogrammes formé sur les deus lignes 
O a ,  O b. Ces translations sont les seules situées dans le plan O a  b que le 
groupe puisse contenir: car s'il en contenait une autre Oc ,  soit d le som- 
met gauche inférieur de celui des parallélogrammes du réseau qui contient 
le point c; les translations O c  et d O qui toutes deus font partie du groupe 
ont pour résultante une translation Of égale et  parallèle 5 cd,  et dont l'extré- 
mité f étant située dans l'intérieur du parallélogramme a O b c  serait Ct une 
distance de Oa moindre que b ,  résultat inadmissible. 

Cette démonstration serait en défaut si c était sur l'une des paralléles A 
l'axe des x qui font partie du réseau: mais alors soit d le sommet le plus 
voisin de c parmi ceux qui sont situés à sa gauche sur cette parellèle: Oc  
e t  Od donneraient une translation Of dirigée suivant l'axe des x ,  et de 
longueur dc < Ou,  résultat également inadmissible (*). 

7. S'il existe d'autres translations non situées dans le plan a 0 O ,  soit Oc 
une cle celles dont l'estrémite est à la plus courte distance du plan aOb:  
cette plus court distance E ne peut être infiniment petite: car soit a la di- 
stance de la projection de c & celle des paralléles aux x, que contient le réseau, 
qui en est la plus approchée : on aura a$  + 6 et la distance du point c a cette 
même ligne va2+ sa doit être au moins égale à 6 : d'où ~ " 8 ~  - a2 2 = 1 S2. Cela 
posé, la translation Oc  combinée avec On et O b  donne une infinité de trans- 
lations, dont les extrémités sont aux sommets d'un assemblage de parallélé- 
pipédes formés sur les lignes Oa ,  Ob, Oc. Le groupe ne contient aucune 
autre translation: car s'il y en avait une, O d ,  on pourrait la combiner aux 

(') Tout le monde connaît la démonstration pureinenl anaiyliquc que J A C ~ B I  a donnée de ce 
résultat dans son célébre mémoire sur les fonctions à quatre pdriodes. 
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précédentes de manikre à en obtenir une, Of,  contenue dans le premier pa- 
rallélépipède O a  b  c : la distance de son extrémité au plan O  a b  serait moindre 
que E ,  résultat inadmissible. 

Cette démonstration serait en défaut si le point d se trouvait dans l'un 
dcs plans paralléles A O a b  que contient l'assemblage; mais dans ce cas, 
si cl n'était pas lui-même un sommet d'assemblage, on obtiendrait'une trans- 
lation Of située dans le plan O a b ,  et dont l'extrémité ne serait pas un 
sonimet du réseau formé sur O a  et O b ,  résultat dont nous avons démontré 
l'impossibilité. 

8. Supposons maintenant que le groupe contienne une translation infini- 
ment petite. Prenons pour axe des x la direction de cette translation. En la 
répétant un nombre de fois suffisant, on obtiendra une translation d'une 
amplitude quelconque dans le sens des x : et i l .  est clair que si le groupe 
contient d'autres translations, elles résulteront toutes de la combinaison de 
celle-lh avec d'autres translations transversales paralléles au plan des yn. 

Si ces dernières translations sont toutes d'amplitude finie, elles se réduiront 
comme on l'a vu, A celles qui dérivent d'une seule translation convenablement 
répétée, ou de deux translations de directions différentes. Si au contraire 
l'une d'elles est d'amplitude infiniment petite, prenons sa direction pour axe 
des y: le groupe contient toute -translation parallèle aux x; il contiendra 
donc toutes les translations paralltdea au plan des x y ,  lesquelles dérivent 
évidemment de la combinaison des précédentes. E t  s'il contient d'autres trans- 
lations, elles résulteront nécessairement de la combinaison des précédentes 
avec des translations paralléles aux z. 

Si ces derniéres translations sont toutes finies, elles résultent d'une seule 
d'cntre elles convenablement répétée. Si au contraire l'une d'elles est infi- 
niment petite, le groupe contiendra toute translation paralléle aux n ,  et par 
suite toute translation. 

IV. Gronpes formés de monvements de rotation. 

O .  Si un groupe est exclusivement formé de mouvements de rotation, 
leurs axes concourent en un même point. Soient en effet R,  RI deux de ces 
rotations, A ,  Ar les axes correspondants : leur combinaison doit produire une 
nouvelle rotation R R'= Ru autour d'un certain axe Alr. Soit x uil point 
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situé SUS Ar', x1 le point où x se trouve amené par la rotation R ;  x et z, 
sont dans un même plan perpendiculaire A -4 et B égale distance de cet axe: 
donc A est dans le plan perpendiculaire au milieulde x x,. De méme R' ramene 
z, en x:  donc A' est dans le plan perpendiculaire au  milieu de x x, ; donc 
A et A' sont dans un même plan. Soit O leur point d'intersection: ce point 
n'étant déplacé ni par R ni par RI, ne le sera pas par R'f: il est donc situé 
sur AN. D'ailleurs A'' passe par x, qui n'est pas situé dans le plan des axes A, A': 
donc les trois axes A, Ar, A'' ne sont pas situés dans le même plan. 

Soit maintenant RI" une autre rotation quelconque du groupe: son axe Aff r  
devra d'aprhs ce qui précede, rencontrer chacun des trois axes A ,  A', A": 
ceux-ci n'étant pas dans le même plan, il faudra pour cela que Ar'' passe en O. 

Cela posé, du point O comme centre décrivons une sphère de rayon 1: 
A, Ar etc. couperont la sphére en divers points a, a' etc. qui représenteront 
respectivement les directions de ces axes. 

10.  Supposons maintenant provisoirement que parmi les rotztions du groupe 
il n'en existe aucune dont l'amplitude angulaire soit infiniment petite. Si 
le groupe contient plusieurs rotations A,, A,!.  . . auto~ir  d'un méme axe A e t  
dont les amplitudes angulaires soient respectivement r ,  r, ... , toutes ces rota- 
tions se déduiront d'une seule d'entre elles, convenablement répétée, e t  dont 
l'amplitude sera une partie aliquote de 271. Soit en effet p le plus petit des 
nombres r ,  r ,  ... : posons r = mp t E ,  E étant < p et riz un entier convenable- 
ment choisi: si E n'était pas nul, des rotations A ,  et Ac combinées entre elles . 

on déduirait la suivante A,,=A, dont l'amplitude serait moindre que p,  
résultat absurde. Soit de même 2n = rn'p-E', d'où mrp ,e' mod2z. Si E' 
n'est pas nul, la rotation Aq convenablement répétée donnerait la snivautc 
Ag! dont l'amplitude serait moindre que p, résultat absurde. 

Admettons pour fixer les idées que la rotation A g  soit parmi toutes celles du 
groupe, celle dont l'amplitude est m i n i m u m :  diveYs cas seront & distinguer: 

11. 1.' Si p est égal B fi, les rotations autour de l'axe A se réduisent 3 
une seule rotation binaire, laquelle pourra c,onstituer & elle seule le groupe. 
S'il existe au  contraire quelque autre rotation Ar4! autour d'un nouvel axe A', 
son amplitude pr doit être une partie a.liquote de 271, au moins égale & p :  
donc pr=n. 

Cela posé soit a l'angle minimum formé entrc les deux axes A ,  A': d'aprks 
la formule donnée plus haut pour la composition des mouvements, on obtiendra 
la rotation An Atn en élevant en a et a' des arcs de grand cercle perpendi- . 

culaires B a d  et cherchant leur poiut d'intersection CL": la rotation résiiltante 
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aura pour axe Ar'= OaIr et  pour amplitude 2 a ;  mais cette amplitude ne peut - 77 
etre moindre que n: donc a2 k: mais a ne peut Etre plus grand que, : donc 2 
les axes A, Af sont perpendiculaires entre eux. Ils le sont d'ailleurs à Afr 
qui aboutit au pôle afr du grand cercle na'. Donc le groupe contient des 
rotations binaires autour de trois axes rectangulaires; il n'en peut contenir 
aucune autre, car son axe devrait être simultanément perpendiculaire aux 
trois a'xes doncos, chose absurde. 

12. 2." Admettons en second lieu que le groupe contienne des rotations 
d'amplitude inférieure à n, mais que ces derniéres rotations aient toutes 
l e  même axe A. Elles résulteront toutes d'une seule d'entre elles A,, dont 
les puissances pourront constituer Lt elles seules tout le groupe. S'il existe 
au contraire quelque rotation binaire, telle que Bn, autour d'un autre axe Bn,  
soyent A' et A$ l'axe et  la rotation transformés de A et de A, par Bn. 
La rotation A, ayant son amplitude inférieure à fi, son axe Af doit se con- 
fondre avec A: et comme Af est la droite symétrique de A par rapport à B, 
il faudra que B soit perpendiculaire à A. 

Soient donc B, Br..  .les axes des rotations du groupe autres que A: ils 
seront tous situés dans un même plan perpendiculaire à A. Soit a le plus 
petit des angles que deux quelconques .de ces axes forment entre eux. 

La résultante des deux rotations Ba et Brn, dont les axes font entre eux 
l'angle a, est une rotation d'angle 2a autour de A:  donc 2a est un multiple 
de p. D'autre part la résultante des deux rotations Aq et B n  est, d'aprés 
notre construction, une rotation d'angle n autour d'un axe OP  situé dans 
le plan perpendiculaire à O a = A et faisant avec O b  = B un angle b p  égal 
& bap=+p: donc a est au  plus égal à a p :  donc en6n a = $ p .  

Cela posé la rotation transformée de En par  Brn est égale à Br',, BI' 
étant ~ymétrique de B par rapport à Br,  e t  faisant par conséquent'l'angle 
2 a  avec B: de même la transformée de B'n par Brrz sera égale & B"'r fai- 
sant l'angle 3a avec 'B etc.. . On adra ainsi dans le plan normal à A unc 
suite d'axes binaires équidistants B,  Br, . : il n'en existe pas d'autres, 
car ils feraient avec l'un des précédents uu angle moindre que a. Donc le 
groupe est formée de deux sortes de mouvements: l o  rotations d'un mul- 
tiple de p autour de A:  2" rotations d'angle 7~ autour de l'un des axes 

25. B ,  ilt, W.. . en nombre - (car leurs extrémités sont en nombre - et cha- 
P W. 

cuii en a deux). 
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13. 3". Admettons enfiu qu'il existe plusieurs axes -4, E ,  .. . autour desquels 
aieut lieu des rotations non binaires A,,  Bq, .  . . Soit A, celle de ces rotations 
dont l'amplitude est minimum. Le mouvement transformé de AQ par BI,! est 
égal à A',, A' étant l'axe transformé de A ,  lequel est évidemment diff6- 
rent de -4. Il existe donc plusieurs axes A ,  Ar,. . . autour desquels ont lieu 
des rotations d'amplitude p. 

Les distances angulaires de ces axes entre eux seront toutes finies, car 
si l'une d'elles, aa', était infiniment petite, les deux rotations cle et A', 
qui toutes deux font partie du groupe, auraient évidemment pour résultante 
une rotation infiniment petite, laquelle serait également contenue dans le 
groupe, contrairement à notre hypothése. 

Cela posé, soient A et At deux axes choisis . dans la suite A ,  Al.. . de 
telle sorte que leur distance angulaire a soit minimum. La résultante Br des 
deux rotations A,, Ar, se détermine par un triangle isoscéle a a l b  fait sur la 
base a al avec les angles 4 p ,  et son amplitude r sera égal au double de 
l'angle a b  nf = P (n." 3). Cela posé, transformons A et A' par B r :  nous ob- 
tiendrons deux axes nouveaux, dont les extremités a" et a"' sont situées sur 
un petit cercle décrit autour du pôle b avec le rayon bu. Le point alf 
Btant symétrique de a par rapport C1 bar, les quatre points a, a', al', a''! se- 
ront équidistants sur le petit cercle et les angles a a' a'!, a' a'' afrl seront 
égaux entre eux et égaux (I p. 

De même Br transformera les axes Oatf = A" et OaIr1= A1f' en deux iloii- 
veaux axes dont les extrémités a, et a, sont situées sur le méme petit ccr- 
d e :  et poursuivant ainsi, on obtiendra une suite d'axes pareils à A et dont 
les extrémités son équidistantes. Aprés avoir décrit le cercle entier, on 
retombera sur le point a :  car sans cela on arriverait à un point a, compris 
entre a et ctl et  l'axe corréspondant Oa, = A ,  ferait un angle moindre que A' 
avec l'axe A,  ce qui est inadmissible. Les divers sommets distincts a, a', 
a", cil1'. . . forment donc nri polygone régulier. La rotation A, trausforme cc 
polygone en un polygone pareil, qui lui est contigïl suivant aa': de m&me 
At, le transforme en un polygone pareil contigï~ au premier suivant n1 a": 
continuant ainsi, on obtiendra une suite de polygones réguliers Sgaux, qui 
couvriront toute la sphere sans empiéter les uns sur les autres. Supposons 
en effet que l'un de ces polygones Pf vienne empiéter sur le premier P: 
nous allons prouver qu'il ne contient aucun sommet c situé dans l'intérieur 
de P: joignons-le Z i  n par un arc de grand cercle. Faisons l'angle allalc'= a'nc 
et prenons al cf = ac ;  c' sera l'extrémité d'un nouvel axe autour dnquel a, , 
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lieu une rotation d'amplitude p, laquelle s'obtiendra évidemment en combinant 
ensemble les rotations Ara, Affe . . . de la même manière qu'on devait combiner 
entre elles les rotations A?, Afe . . . pour obtenir une rotation d'amplitude p 
autour de l'axe Oc, Cela posé, comparons entre eux les deux triangles ab a' 
et c bcf: ils ont évidemment meme angle en b, et de plus bc = bc'< ba= bu': 
donc cc1 < aaf ,  ce qui est inadmissible, par hypothése , ii moins toutefois 
que ccf ne soit nul, auquel cas c et cf se confondent avec b. 

1.e polygone Pr ne peut donc avoir qu'uli seul de ses sommets dans l'iii- 
térieur du premier polygone, et ce sommet sera en b. Le sommet br qui suit 
immédiatement b sur le contour de Pr devra coïncider avec un des sommets 
a ,  a'. . . : car autrement bf serait situé ou sur l'un des côtés a a', af au.. . , 
ou en dehors du premier polygone. Ces deux hypothkses sont également 
absurdes: car si br est situé sur a a', sa distance à a sera moindre que a a': 
et  si b' est en dehors de P, l'arc de grand cercle b bf coupera l'un des 
cotés de P, aaf par exemple. Parmi les quatre troncons bd, d br, ad,  da1 
dans lesquels aa'  et b b' se partagent mutuellement, deux au moins, b d 
et a d  par exemple, sont égaux ou inférieurs + aal= 1 bhf: on aura alors 
a b  < a d  + bd <aaf, résultat absurde. 

Supposons donc que b' tombe sur a: on aura ba=bbf=aa r :  le triangle 
7F 

abaf sera donc équilatéral: donc chacun de ses angles dépasse -: donc 3 
2% I p, somiEe des angles en a et ar, dépasse - : mais p divide 2%: donc p =fi, 3 

résultat contraire à notre hypothkse. 
Supposons maintenant que Pf empiéte sur P, sans avoir aucun sommet 

situé dans l'intérieur de P. Il faudrait pour cela que deux sommets consé- 
cutifs de Pr, c et cf, se trouvassent sur le contour de P, sans se confondre 
avec deux sommets consécutifs de P (auquel cas P f  serait contigïi Zi P, 
mais n'empiéterait pas sur lui). Cette nouvelle hypothése est absurde: car 
si c est situé sur aaf par exemple, sa distance à a sera moindre que a a f ,  
contrairement B l a  suppositiou d'aprés laquelle a a' est minimum. Pour échap- 
per & cette conclusion il faut admettre que c s e  confond avec a ou a', 
avec a par exemple. On voit de même que cf se confond avec un autre 
somme P, tel que a'!. On aura donc a a'/= c cf = a a'. Ce résultat est absurde: 
car on a dav/ = adf,  et ces deux arcs se coupent en un point d ; et si les 
tronqons a ld ,  a f fd  sont respectivement les plus petits parmi les quatre que 
l'intersection détermine, on aura aa'=a'aff c n f d  -t af/d < a d  + alf d < a d f .  

Annali di  M~tematica,  tom0 II. '23 
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Les sommets du réseau de polygones réguliers ainsi formés seront éridem- 
ment ceux d'un polyèdre régulier inscrit à la sphbre. Ce polyédre ne peut 
être un tétrakdre: car dans le tétraèdre a a l >  90" et par suite ne peut repré- 
senter le plus petit des angles que forment entre eux deux axes donnés, car 

2n 47t 42% - 2 x  
on aurait dans ce cas p = -, et l'angle a bar=- d'oh 3a bar = - - - 3 3 O - 5 
(mod27c): on aurait donc autour de l'axe Ob une rotation d'une amplitude 
moindre que p, ce qui est contre l'hypothkse. 

Il ne reste donc que trois solutions distinctes r6pondant au cube, à l'oc- 
takdre et & l'icosabdre. Les valeurs correspondantes de a b  et de aur  sont 
les suivantes : 

a ar ab 
Pour le cube 70° 32' 54O 44' 
Pour l'octaédre 90° 54O 44' 
Pour l'icosaèdre 63O 26 3 7 O  23' 

Dans chacun de ces trois cas il n'existe aucun axe autour duquel ait lieu 
une rotation d'amplitude p, sauf ceux dont les extrémités  ont aux sommets 
du polykdre régulier: car s'il en existait un dont l'extrémité x fût dans 
l'un des polygones sphériques aaraIr.. . l'une des distances angulaires de x 
aux sommets a ,  a', al1.. . serait nécessairement inférieure B a b ,  et a fortiori 
B aa': ce qui est coi~t~ai re  à l'hypothèse d'inclinaisons minimum des deux 
axes A ,  A'. 

Les mouvements du groupe, devant tous transformer les uns dans les autres 
les axes autour desquels a lieu une rotation d'amplitude p ,  superposeront à 
lui-même le polykdre régulier correspondant. 

Réciproquement Sans le cas de l'octaèdre, tout mouvement qui superpose 
le polykdre à lui-même fait partie du groupe: car les rotations de 90" au- 
tour des sommets de l'octakdre font partie du groupe, et en combinant ces 
mouvements on peut amener un sommet quelconque de l'octaèdre à la place 
de l'un quelconque des six sommets, puis la position de ce premivr sommet 
étant définie, faire tourner l'octaédre de 90" autour de ce sommet. On ob- 
tient ainsi tous les modes distincts en nombre 24 de superposer l'octakdre 
à lui-méme. 

De même dans le cas de l'icosaédre, les rotations de 72" autour des Som- 
mets permettent d'amener chaque sommet à 1 2  positions distinctes et pour 
chaque position déterminée de placer l'icosaèdre sur lui-même dans cinq 
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positions différentes, ce qui donne tous les modes distincts en nombre 24 
de superposer le polyédre à lui-même. 

La même chose n'a pas lieu dans le cas du cube: car le cube est super- 
posé à lui-méme par une rotation de 90" autour de la ligne qui joint les 
centres de deux faces opposées: mais par hypothése, l'amplitude minimum 

2n 
des rotations que contient le groupe est de -: donc il ne contient pas 3 
les rotations ci-dessus. ?dais soient S SI S, S, quatre sommets contigüs du 
cube: on voit qu'en combinant les rotations de 120° autour des sommets 
du cube lesquelles font partie du groupe, on pourra amener successivement 
S a chacune des quatre places S ,  S I ,  S,, S,, puis cette place étant assignée, 
permuter circulairement entre eux les trois autres sommets par une rotation 
do 120". Le groupe contient donc 12 mouvements qui superposent à, lui-même 
ce tétraédre S, SI, S,, S,. 

Nous obtenons ainsi trois groupes de mouvements qui sont respectivement 
ceux qui superposent lui-méme le tétrakdre, l'octabdre et l'icosabdre. 

14. Il ;nous reste à examiner le cas où parmi les rotations dni groupe, il en 
existe une A, dont l'amplitude p soit infiniment petite. Cette rotation, con- 
venablement répétée, permettra duobtenir une rotation d'un angle quelcon- 
que autour de l'axe A. Il pourra se faire que les rotations ainsi obtenues 
soient les seules que contienne le groupe. 

S'il n'en est pas ainsi, supposons en premier lieu que les autres rotations 
contenues dans le groupe soient toutes binaires et que les axes correspondants 
soient perpendiculaires à A. Soit B l'un de ces axes. Les rotations Ac, A ,c...A,,e 
t~ans fo r~eron t  B en une suite d'axes Bquidistants BI, . . . B(") tous situés 
dans le plan normal à -4, et infiniment voisins les uns des autres. Le groupe 
contiendra donc, outre les rotations autour de l'axe A, toute rotation bi- 
naire dont l'axe est perpendiculaire CL A. 

Supposons enfin que le groupe contienne une rotation B, non binaire, ou 
dont l'axe R soit oblique CL A', différent de A: les diverses rotations autour 
de -4 faisant partie du groupe, il en sera de même de leurs transformées qui 
sont les rotations autour de A'. Soit a l'angle des deux axes A et Ar. Les 
rotations A, . . . A,, transforment A' en une infinité d'axes pareils ayant pour 
lieu de leurs extrémités le petit cercle décrit autour de A avec le rayon a 
et dont l'angle avec l'axe A' varie d'un maniére continue depuis O jusqu'à 2a. 
Soient C l'un quelconque d'entre eux, y l'angle qu'il fait avec A'. Les rota- 
tions A', . , . A',e le transforment en une infinité d'axes pareils ayant pour 
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lieu de leurs extrémités le petit cercle décrit autour de Ar avec le rayon y; y 
prenant successivement les diverses valeurs entre O et  2 a, on aura une infinité 
de petits cercles formant autour de Ar une calotte slhérique limitée par le 
cercle de rayon 2a. Chaque point de cette calotte sera l'extrémité d'un axe 
pareil à A. Il est clair que les angles compris entre ces divers axes et l'axe A 
varient d'une maniére continue entre O et 3a. On en conclut comme tout 
à l'heure, que tous les points d'une nouvelle calotte décrite autour de -4 avec 
un rayon 3a sont les extrémités d'un axe pareil B ,4: qu'il en est de meme 
de tous les points de la calotte dicrite autour de A' avec un rayon 4a etc ... 
Donc enfin tous les points de la sphere sont l'extrémité d'axes pareils à A .  
Le groupe contenant une rotation quelconque autour d'un quelconque de ces 
axes, contiendra toutes les r~ ta t ions  possibles. 

15. En résumant cette discussion, on voit que les groupes de mouvements 
de rotation se raménent à 6 types distincts.' 

3.er type. Rotations ayant toutes le même axe A ,  et ayant pour ampli- 
tudes respectives les divers multiples d'un meme angle p, p étant un diviseur 
de 2% ou un angle infiniment petit: dans ce dernier cas, toute rotation autour 
de A. fait partie du groupe. 

2"e type. S'obtient en adjoignant aux mouvements du type précédent 
des rotations binaires autour d'axes B, B'. . . situés dans le plan normal B A, 

2 7c 
équidistants et  en nombre - (Si p est infiniment petit, ces axes deviennent 

P 
contigus les uns aux autres et toute droite située dans le plan normal fait 
partie de la série B, Br.. .). 

3"e 4ème et 5éme types. Ils sont formés respectivement de l'ensemble des 
mouvements qui superposent à lui même un icosaédre, un octaédre, ou un 
tétraédre régulier. 

6"e type. Il est formé par l'ensemble de tous les mouvements de ro- 
tation possibles, 

V. Partage des groupes en catégories. 

16. Soient A,,s, A' , I ,~~  etc ... un système de mouvements hélicoïdaux quelcon- 
ques, formant un groupe : soient B, Br. . . des droites parallbles A A ,  A' ... me- 
nées par un point quelconque O: les rotatioris B,,, B',;,. . . forment im groupe : 
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car soit Ce,, la rotation résultante de deux d'entre elles B,,, et Br,!,,: nous 
avons vu que le mouvement résultant de A,,, et de Ar/,,* est égal Ct Cre,r, Cr 
étant un axe parallele à C et c une translation convenable. Ce mouvement 
faisant partie de la suite ,4,,, Ar,t,,t . . . la rotation correspondante Ce,, fera 
partie de la suite B,,, Br,,, , . . . donc cette suite de mouvements est telle que 
le mouvement r6sultant de deux quelconques d'entre eux fait partie de la 
suite, ce qui est la définition caractéristique d'un groupe de mouvements. 

Les groupes de mouvements tels que A,.,, Af,l,,~. . . peuvent 6tre partagés 
en catégories, suivant le type auquel appartient le groupe auxiliaire formé 
par les rotations .B,,,, B1,t,,. .. d'où plusieurs cas à distinguer dans notre 
discussion. 

VI. Groupes de la première catégorie 

17. Cette catégorie est celle où le  groupe auxiliaire appartient au  ler type. 
Les axes B, Rf . .  . se reduisant à un seul, les axes A ,  A'. . . seront tous 

paralléles entre enx: et divers cas pourront se présenter. 
18. 1"' Cas. Supposons que parmi les axes A,  Ar.. . il en existe un, A ,  unique 

de son espéce. Le groupe ne peut contenir dans ce cas ni mouvement de 
translation oblique à A, ni mouvement rotatoire ou hélicoïdal autour d'un 
autre axe paralléle, tel que A': car un semblable mouvement transformerait A 
en un autre axe pareil, ce qui est impossible. Le groupe ne contient donc que 
des mouvements autour de l'axe A et des translations dans le sens de cet axe: 
soient A,,,, Af,.~,,t ces divers mouvements. Supposons d'abord qu'aucun d'entre 
eux rie soit infiniment petit: les longueurs t, t' ... devront Gtre commensurables 
entre elles. En effet la combinaison des mouvements A,,,, Af,~,,t etc. donne 
évidemment le suivant A,,+,~,I ..,, t+mtt...rn, rd... étant des entiers quelconques. Si 
t, t' ... n'étaient pas commensurables entre elles, ces entiers pourraient être choi- 
sis de telle sorte que mt+ml t' ... se réduisît à une longueur infiniment petite a. 
Parmi les mouvements du groupe, il en existerait donc dans lesquels la trans- 
lation est infiniment petite: parmi les mouvements de cette espéce, il en exi- 
stera un où la rotation sera nulle ou infiniment petite: car si cela n'avait pas 
lieu, soit Ae,t celui de ces mouvements dans lequel o aurait sa  valeur absolue 
minimum: p étant un angle positif ou négatif au plus égal d n, posons 
2n= rvapzke ,  E étant au plus égal à i p :  le mouvement rn fois répété, 
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donnerait le suivant AfE,nit dans lequel mz' est infiniment petite et E c p ,  r6- 
sultat inadmissible. Donc si t ,  t'. . . ne sont pas commensurables entre eux, 
il existera nécessairement un mouvement dans lequel la translation et la 
rotation seront toutes deux infiniment petites: nous supposons que cela n'a 
pas lieu : donc t ,  t'. . . sont commensurables entre elles. 

Soit v leur plus grand commun diviseur : on peut poser m t t rnltl.. . = r :  
soit en meme temps mr +m'rl= p (mod 22) : on aura dans le groupe uil 

mouvement A,,,: il pourra se faire que le groupe ne contienne d'autre mou- 
vement que celui-18, et ceux qu'on en déduit en le répétant. Dans le cas 
contraire, tout mouvement du groupe résultera de la combinaison de ce 
mouvement avec de simples mouvements de rotation: car soit par exemple 
t = nf ; A , ,  résultera des deux mouvements suivants : (Ap,-)R= et 

Soient A ,,,, A,l,,,. . . . ces mouvement de rotation : tout mouvemeilts de 
la forme ,4,,+,1,~.,.,, sera dérivé de ceux-là: d'ailleurs s, s'. . . 2n, seront com- 
mensurables entre eux: car s'il n'en était pas ainsi, on pouvait choisir .l?'t, ni' ... 
de telle sorte que ce mouvement devînt infiniment petit. Soit a le plus grand 
commun diviseur de s, sr.. . 27t : on pourra poser ms + m'sr.. .=a et tous les 
mouvements de rotation ci-dessus résultent du seul mouvement Ab," con- 
venablement répété. 

Dans le cas que nous venons d'examiner, tous les mouvements du groupe 
résultent donc d'un mouvement hélicoïdal (qui se réduit h un mouvement 
de translation si p = 0) seul, ou combiné a un mouvement de rotation dans 
l'amplitude angulaire divise 22. 

19. Supposons maintenant qu'il existe dans le  groupe un mouvement infi- 
niment petit Supposons d'abord T ~ O ,  de telle sorte que ce mouvement 
soit hélicoïdal ou rectiligne. En répétant le mouvement proposé, on obtient le 
suivant A,,,,t et l'on peut choisir l'entier m de telle sorte que ~ 2 2 .  prenne une 
valeur quelconque t. Si le groupe contient d'autres mouvements que ceux-là, 
soit A , ,  l'un d'entre eux: il résulte de la combinaison des deux mouvements 
Am,,mz et AT-,,,,. Donc tous les mouvements du groupes resultent du mou- 
vement L4g,Z joint & des mouvements de rotation: soient A,,, A,I,,. . . ces 
diverses rotations: si s ,  s1 . . .2% sont incomtnensurables, on en déduit une 
rotation Ab,o dont la répétition les réproduit toutes. Si elles ne le sont pas, 
on en déduit une rotation infiniment petite, dont la répétition reproduit une 
rotation quelconque, laquelle combinée h. A,, reproduira évidemment un 
mouvement hélicoïdal quelconque. 

Soit au contraire r= O, Le m~uvernent infiniment petit Aq, reproduit 
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une rotation quelconque. Les divers mouvements du groupe résultent tous 
de la combinaison de ces rotations avec des translations A,,, A,,,!. Si t, t' . . . 
sont commensurables, soit O leur plus grand commun diviseur: toutes ces 
translations résultent d'une seule d'entre elles A,, : si elles sont incommen- 
surables, on en déduit une translation infiniment petite, et le groupe contient 
tout mouvement hélicoïdal. 

20. 2"" Cas. Supposons que parmi les axes -4, Ar.. . il n'en existe aucun 
qui soit unique de son espixe, mais que dans tous les mouvements du groupe 
l'amplitude de la rotation soit nulle ou égale à n. Si cette amplitude était 
toujours nulle, le groupe ne contiendrait que des mouvements de translation, 
cas déjA examiné: soit donc AR, un mouvement choisi parmi ceux du groupe 
dans lequel cette amplitude est égale à fi, de telle sorte que t soit min imum.  
Le groupe s'obtiendra tout entier en combinant ce mouvement avec des 
translations: car soit Afx,,l une substitution du groupe qui ne se réduise pas B 
une translation: les axes A et Af étant paralléles, on aura comme nous l'avons 
vu (n." 3) ,4X,. = -4z,0 T, et par suite Arz, ,.= An,t T Ti, T étant une trans- 
lation perpendiculaire aux axes et Tl une translation longitudinale égale 
à t'- t. 

Parmi ces translations, qui étant jointes S An,, reproduisent le groupe, il 
en existe une au moins perpendiculaire A A: car si elles lui étaient toutes 
parallèles, on retomberait sur le premier sous-cas, et si l'une d'elles, 8, lui 
est oblique, soient dl, 0, ses deux projections sur A et sur le plan normal: 
sa transformée O' par An,t aura pour projections O,, - 0 , :  en la combinant 
à 6, on aura une nouvelle translation longitudinale 20,, faisant partie du 
groupe: en la combinant avec la translation 28, dont les projections sont 
28, et 23,, on aura une translation 28, perpendiculaire Lt A. 

Nous venons de voir d'autre part qu'il existe des translations longitudi- 
nales, telles que 20, s'il en existe d'obliques: la même chose aura lieu si t 
n'est pas nul: car le mouvement BzJt deux fois répété, donne la translation 
longitudinale 2t. 

21. Divers cas sont A distinguer ici: 
Supposons d'abord que parmi les mouvements de translations du groupe 

il n'y en ait aucun qui soit infiniment petit. 
1 . O  Admettons qu'il n'existe pas de translation longitudinale et que 

toutes les translations transversales s'obtiennent par la répétition d'une seule 
z, qu'on peut supposer dirigée suivant l'axe des x. La combinaison de la 
translation m r avec la rotation binaire An,, par les formules du n.O 3 donne 
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une rotation binaire autour d'un nouvel axe Af parallèle il A et coupant 

l'axe a au point dont l'abscisse est Fr. On aura donc une infinité d'axes 
2 

7 A ,  A'. . . CL rotation binaire et espacés l'un de l'autre de la quantite -. Ils se- 
2 

ront pareils de deux en deux, étant transformés les uns dans les autres par 
la  translation m l .  

22. 2 . O  S'il n'existe pas de translation longitudinale et  si les translations 
transversales résultent de la combinaison de deux d'entre elles, T ,  Y, que 
l'on peut supposer dirigées suivant les x et les y, on aura une infinité de 
translations représentées généralement en grandeur et en direction par la 
ligne qui joint l'origine au point dont les coordonnées sont m z ,  nz,, m et n 
étant des entiers arbitraires : cette translation, combinée à An,, donnera une 

1 1 rotation binaire autour de l'axe Ar dont les coordonnées sont y m l ,  nr l .  

Les axes de rotation binaire passeront donc par les sommets d'un r6seau 
1 1 forme sur les deux lignes - r , ri , mais parmi ces axes, ceux-là seu- 2 

lement seront pareils à A qui passent par les sommets du réseau formé 
sur 2' et T,. 

23. 3." Supposons maintenant qu'il existe des translations longitudinales. 
Si elles sont toutes finies, elle sont commensurables entre elles et s'obtien- 
dront toutes par la répétition de la plus petite, 0. Ep outre, 2 t étant l'unc 

de ces translations, sera un multiple de O: soit donc t=- O ;  p pourra etre e 
supposé égal à O où à I : car soit ,u = 2n'çr '0,  - pf étant égal A O où à 1: 2 
des deux mouvements -4n,t et 9 combinés ensemble, on déduirait le suivant 
Az,$ro où la translation serait moindre que t ,  résultat inadmissible. Cela 

posé, soient T une quelconque des translations du groupe, z, et z, ses pro- 
jections sur A et sur le plan normal: nous avons vu que lc groupe con- 
tient les translations &, et 27,: donc 2-r, est un multiple de 0 ,  et 22, est 

rn 1.1 l'une des translations normales. Soient donc .cl = - 8 et 2 - - T', TI étant 
2 =- 2 

celles des translations normales ayant la direction 7 ,  dont l'amplitude est 
minimum; soient wzl et n' les restes de la division de "m et de n par 2: 
la translation T, combinée avec 8 et avec -r', en donnera une nouvelle Tr  

m' n' dont les projections seront -0 et ,d. Si ml et nf sont constamment nula 2 2 
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par toutes les translations du groupe, elles résultent toutes de la combi- 
naison de O avec les translations normales: et  le groupe entier résultera 
donc de ces translations normales et longitudinales jointes au mouvement 
hélicoïdal A pq.  Les translations normales dérivent soit d'une seule, soit 

x, 

de deux distinctes: d'autre part pr peut Btre égal à O ou à I : on obtient donc 
quatre tipes de groupes distincts. 

Supposons au contraire que dans quelqu'une des translations du groupe 
on ait m1 = I : on aura nécessairement nr=I : car s'il s'annulait, le groupe 
contiendrait la translation longitudinale $ 8 ,  laquelle <O, ce qiii ne peut être. 

Cela posé, si toutes les translations normales résultent de la répétition d'une 
seule T dirigée suivant l'axe des x, on aura T I  = t et les translations du groupe 
se réduiront toutes à la combinaison de 0, avec z e t  avec T r  dont les pro- 
jections sont dg et $a. Cette translation T' transforme l'axe A en un autre 
axe pareil A' situé à la distance 3 v de A: on a ainsi une infinité d'axes 
pareil$ à A,  espacés de i . 2 )  les uns des autre et  autour desquels ont lieu 
respectivement les mouvements A x , t ,  Arn,, etc. Ces mouvements combinés 
ti la translation Tl donnent des mouvements tels que CZjt++, . . . . 
C, Cr.. . étant de nouveaux axes situés au milieu de l'intervalle des précé- 
dents. On voit d'ailleurs qu'on aura nécessaisement t = O  : car si t =+9, 
c~ ,  t++ combiné C1 la translation 8 donnerait le mouvement Cn,,, où la trans- 
lation serait nulle et  partant moindre que t ,  ce qui est contraire à notre 
hypothèse. 

Si les translations normales résultent au contraire de deux d'entre elles 
.t et .t, respectivement dirigées suivant les axes des x et des y, la translation z1 
aura pour projections suivant ces axes p~ et pl T,, p et pl étant des entiers: 
L-t' Y aura pour projection suivant ces axes + p r  et + p , ~ ,  et résultera de la 
combinaison de v et z, avec une nouvelle translation ayant pour projection 
$r.t, pr, Y,, r e t  r, étant égaux Ct O ou h 1. Ils ne peuvent être nuls simul- 
tanément: cas y zr serait alors une des translations dérivées de T et de .t,, ce 
qui est contraire S l'hypothése: on a donc trois systbmes de solutions pos- 
sibles: r = l ,  rl=O ou r=O, r, = I  ou enfin r = l ,  r,==l: et Tr étant la ré- 
sultante des translations $ 8  et +7', résultera de la combinaison de z ,  et 7 ,  

avec une translation -B ayant pour projection verticale PO et pour projection 
horizontale une des trois translations normales dont nous venons de trouver 
les projections et que nous pouvons désigner respectivement par pl, p,, p,, 
Ccttc translation T fera partie du groupe. 

iinnali di illrrlc~~zotica, tomo II. O &  
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Or il est impossible que le groupe contienne simultanément des translations 
T et Tl ayant respectivement pour projection verticale et pour projections 
horizontales deus des quantités p, , p,, p,. Car supposons par exemple que T 
ait pour projection horizontale pl et que T, ait pour projection horizontale p,. 
En combinant S la translation T la translation TF, puis la translation 8 prise 
en sens contraire, on obtiendrait la translation normale p, laquelle devrait 
faire partie du groupe, ce qui n'est pas,  ses projections n'étant pas des 
multiples de z et de zl. Donc les translations du groupe s'obtiennent toutes 
en combinant B 6,z et T, u n e  s e u l e  t r a n s l a t i o n  T, dont la projection 
verticale soit + 0  et la projection horizontale une des trois quantités p,, p,, p,. 
On peut supposer que cette projection est égale B pl : car si elle était égale 
ti p,, il suffirait pour ramener ce cas au premier, de changer les x en y et 
réciproquement; et  si elle était égale à p,, il fau.drait changer l'axe des x en 
prenant pour nouvel axe la diagonale du parallélogramme formé sur z et z,. 

Cela posé, les translations T,  ~t et Y,, convenablement répétées, transforment 
l'axe A en une infinité d'axes pareils passant par les points dont les coor- 
données sont de la forme x =+mz, y =: nTl : et l a  translation T, combinée au 
mouvement Arn, autour de celui des axes qui passe par le point x =$mt ,  
y = n s l ,  donne un mouvement résultant Cn,t++, C étant un axe parallble 

2rnS.i 
à A et passant par le point x=- 

4 
T, y =nTl. En dernier lieu, la trans- 

lation Y,, combinée a m  mouvements Arn, ,, Crn,,++, donnera les mouvements 

D'n, t E1n, tdo 3 Dr et Er étant des axes parallèles à A et passant respective- 
2 m + I  

ment par les points x= $ m t ,  y = (n + +).cl et x:= - ?, y=  (n + +) 2,. 
4 

On remarquera enfin qu'on doit supposer t = O : car si l'on avait t = + 6 ,  les 
mouvements C,,,++o et 0 combinés ensemble donneraient le suivant Cn,,, où 

la translation serait nulle et par suite < l ,  résultat inadmissible. 
24. 11 nous reste B considérer le cas où quelqu'une des translations du 

groupe serait infiniment petite. L'iine au  moins de ces translations infiniment 
petites est longitudinale ou normale à A : car si l'une d'elles lui était oblique, 
Mes projections normale e t  longitudinale étant doublées représenteraient des 
translations infiniment petites respectivement normale et longitudinale et 
appartenant au groupe. 

Admettons d'abord qu'il existe une translation longitudinale infiniment 
petite. On pourra en déduire une translation longitudinale arbitraire : et tous 
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les mouvements du groupe s'obtiennent en combinant cette translation avec 
un autre groupe partiel, exclusivement formé d'une rotation binaire autour 
de A et de translations normales. Si parmi ces translations normales aucune 
n'est infiniment petite, ce nouveau groupe se formera comme il vient d'être 
indiqué dans la discussion précédente. S'il en existe une infiniment petite, 
on peut la supposer dirigée perpendiculairement à l'axe des x, et sa répé- 
tition produit une translation arbitraire perpendiculairement à cet axe. Le 
groupe cherché résulte de la combinaison de ces translations avec un autre 
groupe partiel exclusivement formé de la rotation binaire autour de A et de 
translations suivant les x. Si ces dernieres translations sont toutes finies, ca 
nouveau groupe s'obtient comme nous l'avons indiqué : dans le cas contraire, 
ce groupe renferme, outre la rotation binaire, toute translation parallele aux z. 

Admettons maintenant qu'il n'existe aucune translation longitudinale infi- 
niment petite, mais qu'il en existe une normale et perpendiculaire aux x. Le 
groupe résultera de la combinaison de cette translation avec un groupe 
partiel dans leqiiel les translations normales seront paralléles aux x. Si 
aucune de ces dernieres n'est infiniment petite, le groupe partiel sera.formé 
comme nous l'avons indiqué. Dans le cas contraire, il contiendra toute trans- 
lation paralléle aux x et résultera de la combinaison de ces translations 
avec un autre groupe où il  n'y aura plus de translations normales, mais 
seulement des mouvements hélicoïdaux autour de A; i'amplitude de la rotation 
dans ces mouvements hélicoïdaux étant O ou n,  ils résultent tous de la 
combinaison d'un seul d'entre eux, An,t,  avec des translations longitudinales. 
Ces translations résulteront toutes de la répétition de la plus petite d'entre 
elles, 8 :  et si t est choisi aussi petit que possible, il sera égal O ou à + O .  

25. 3me cas. Supposons maintenant que parmi les axes A ,  A'. . . il n'en 
existe aucun qui soit unique de son espece: que le groupe contienne des 
mouvements où l'amplitude de la rotation ne soit ni O ni n :  mais qu'il ne 
contienne ni mouvement où cette amplitude soit infiniment petite, ni mou- 
vement infiniment petit. 

Soit A,,z l'un des mouvements oh cette amplitude atteint son minimum 
p, e t  choisi en outre de 'telle sorte que a y soit aussi petit que possible: 
p sera évidemment un diviseur de 2s. Soient A ,  A', A'' les axes pareils à A: 
a=A A' la distance minimum de ces axes entre eux. a sera fini: car s'il était 
infiniment petit, le mouvement inverse de A,,, combiné au mouvement Arelt 
donnerait pour résultante une translation infiniment petite. 

Cela posé, soient a ,  a' les traces des axes A ,  Ar sur le plan des x y. Le 
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mouvement résultant de A?,,, sera égal à B,.,or, B étant lin axe parallele 
à A ,  dont la trace b se détermine au moyen d'un triangle isoscéle, formP, sur 
la base aar  avec les angles $ p, et r étant égal au double de l'angle ab  a' =P. 
Transformons maintenant A et A' par B,.,2t: nous obtiendrons deux axes 
nouveaux A", ,4'f1, dont les pieds a'' et ar" sont situés sur un cercle décrit 
autour de b comme centre avec le rayon bu. Le point arl étant symotrique 
de a par rapport (I bu1, les quatre points a ,  ar, atl, ar" sont équidistants sur 
le cercle, et les angles a a' alr, ar a" arfl sont égaux entre eux et égaux B p. 

De même BT,zt transfwmera les axes A", Ar/' en deux nouvbaux axes dont 
les pieds a,, a, sont situes sur le même cercle : et poursuivant ainsi, on 
obtiendra une siiite d'axes équidistants tous pareils & -4. Après avoir décrit le 
cercle entier, on retombera sur le point a, sans quoi on arriverait à un point a, 
compris entre a et a', qui serait le pied d'un axe pareil il A et plus voisin 
de A que Ar, ce qui est absurde. Les divers sommets distincts a ,  a', a", a' If... 

forment donc un polygone régulier. D'ailleurs l'angle p de ce polygone doit 
diviser 2 % :  ce sera donc un triangle, un carré ou un hexagone. 

Le mouvement A?,= transforme ce polygone en un polygone pareil, qui 
lui est contigu suivant naf:  de méme le transforme en un polygone 
pareil contigu au premier suivant arar': continuant ainsi on obtiendra un 
réseau de polygones réguliers égaux, contigus entre eus  et couvrant tous 
le plan. Chacun de leurs sommets sera le pied d'un axe pareil à A: réci- 
proquement, si le polygone est un triangle ou un carré, il n'existera aucun 
autre axe pareil B A:  car s'il y en avait un C dont le pied c tombât dans 
le polygone ,a a' aff ar/f.. . par exemple, l'une au moins des distances ca,  car, 
CU'/, cafIf. . . serait moindre que le rayon .b a du cercle circonscrit, et S for - 
t i o r i  moindre que le c6té aaf  du polygone : ce qui est contraire B l'hy- 
pothése de distance minimum des deux axes A ,  Ar. 

Dans le cas de l'hexagone cette démonstration est en défaut si le point 
c tombe au centre de l'hexagone, la distance de ce point aux divers som- 
mets étant précisément égale au côté. On peut donc avoir, conjoiiltemeilt 
avec le système d'axes trouvé, un autre systbme d'axes pareils passant au 
centre des hexagones. 

Examinons maintenant séparément les trois cas correspondant aux trois 
polygones réguliers que nous venons de trouver. 

'7T 
26. Cas du triangle. On a p = - et nous avons vu que les mouvements 3 

A, , ,  Aresr combinés entre eux, donnent des mouvements tels que BE, ,, au- 
3 

tour des lignes paralléles aux axes qui passent par les centres des triangles. 
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D'autre part le groupe contient les mouvements de translation t ,  t r  re- 
présentés en grandeur et en direction par les côtés des triangles: car con- 
sidérons en particulier le triangle a ar alr. Le mouvement Ae,z suivi du mou- 
vement inverse de Arre,, donne la translation a d .  Enfin le groupe peut 
contenir des translations longitudinales. Si cela a lieu, on les obtiendra 
toutes en répétant la plus petite entre elles, 8. D'ailleurs le mouvement 
AclT, six fois répété, donne la translation longitudinale G r :  donc z sera né- 

rn 
cèssairement égal Ct -- 8, m étant un entier: m sera d'ailleurs moindre que 6 
6 ,  cay si m= 6n +ml, Ag, combiné h la translation 8 donnerait un mou- 

OU la translation serait moindre que T , contrairement à notre 

supposition. 
Réciproquement le groupe ne contient aucun autre mouvement que ceux 

qui dérivent de la combinaison de la translqtion longitudinale 8 avec les 
autres mouvements que nous venons de déterminer. Car tout mouvement 
du groupe doit superposer Ct lui-meme le systéme des axes A, A'. . . pareils 

A: il résulte donc de la combinaison d'une translation longitudinale T 
avec un mouvement transversal qui superpose le réseau à lui-même. Mais 
les mouvements transversaux qui superposent le réseau h lui-même sont, ou 
des mouvements de translation, qui résultent évidemment de la combinaison 
de translations égales et parallbles aux côtés des triangles, ou des mouve- 
ments de rotations autour d'un point du plan, lequel pourra Btre un som- 
met du réseau, auquel cas l'angle de rotation devra 6tre un multiple 

n 
de - = p, ou un centre de triangle, auquel cas l'angle de rotation devra 3 

2 x  être un multiple de - = 2p. Donc le mouvement cherché est dérivé de la 3 
combinaison de t ,  t'. . . avec T, translation longitudinale qui devra faire 
partie du groupe et par suite sera un multiple de 8 ,  ou bien il sera de l'une 
des deux formes A,,T, A1,,~..  . , Bigl T.. . Le groupe, contenant d'autre part 
les mouvements Are,z, B z B , ~ ,  contiendra, suivant les cas, l'une ou l'autre 
des deus translations longitudinales T- T OU T- 2 ~ ,  laquelle devra etre 
un multiple de 8. Donc le mouvement proposé résulte de la combinaison de 8 
avec l'un des mouvements Ag,t, .. , Bax -, 2,' 

3 

Si z=0, on aura ainsi deux formes de groupes différentes, suivant qu'il 
existera ou non des translations longitudinales. 
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Si a20 il en existe toujours, et l'on aura cinq formes différentes corre- 
8 2  3 4 5 spondant aux cinq systémes de valeurs r=- 7 0 ,  4, -8, -8. 6 ' 6  6 6 6 

27. Ccis du carré. Tout mouvement du groupe, devant superposer à lui- 
m6me le systéme des axes semblables 5 A ,  est de la forme TR, T étant 
une translation longitudinale et R a n  mouvement transversal qui superpose 
B lui-même le réseau à maille carrée, formé par les pieds des axes. Réci- 
proquement, Rf étant un mouvement transversal quelconque qui jouisse do 
cette propriété, on pourra déterminer une translation longitudinale Tl telle 
que T f  RI soit un mouvement du groupe. En effet le groupe contient n6- 
cessairement un mouvement Tlf Rtf qui amkne l'axe A à la place d'un 
axe pareil quelconque A': il contient en outre un mouvement hélicoïdal 

il contiendra donc tous les mouvements de la forme Tlr R" (A'B,t)7n= 
TI1 (Afo,z)'R. RIr (Alp, ,)m. Posant successivement nz = O ,  1, 2, 3,  on aura suc- 
cessivement pour Rfl(A',,,)" les quatre mouvements qui supe,rposent 1c ré- 
seau & lui-même en amenant le sommet a B la place d'un autre sommet a': 
& chacun d'eux correspond, comme on le voit, un mouvement du groupe. 

O r  on peut superposer le réseau A lui-même par une rotation de 00° au- 
tour du centre B de l'un quelconque des carrés: le groupe contiendra donc 
un mouvement tel que BE,  ,, , zr étant une translation longitudinale con- 

2 

venable. Ce mouvement transformé par les mouvements autour de -4,  A'... 
donnera une suite de mouvements semblables autour des centres Br.. . des 
autres carrés. 

Les mouvements A;, ,, BE,  ,, étant quatre fois répétés, donnent les tïans- 
2 2 

lations longitudinales 42, 47': donc si le groupe ne contenait aucune sem- 
blable translation, z. et zf seraient nuls. Pour plus de généralité supposons 
que le groupe en contieiine: soit 8 la plus petite: on aura 4 . t ~  O (mod O)  et 
4 2 ' ~  O (mod 6). On aura en outre 2 (7' - z) = O (mod 0). En effet les deux 
mouvements A n  et B n combinés ensemblei donn.ent une translation - 7 - -,-t 

2 2 

résultante, dont la projection horizontale sera a a' et la projection verticale 
d- 7. D'autre part -4 n et A' combinés ensemble donnent une trans- 

-pz --,- 2 2 
lation horizontale 2aaf, qui combinée au  double de la précédente donnera 
la translation verticale 2 (7'- z), laquelle sera un multiple de 8. 

Le mouvement A étant par hypot,llèse celui des mouvements dans 
- P  
2 
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lequel la translation kt minimum et l'angle de rotation égal &. a, ?sera 

nécessairement inférieur à O ,  et non supérieur à .tr, que l'on peut supposer 
lui-même abaissé au-dessous de O ;  on aura donc, en tenant compte des 
congruences ci-dessus, les six systkmes de solutions que voici: 

lequels caractérisent six groupes distincts, e t  sept en y comprenant celui 
qui ne contient pas de translation longitudinale. 

28. Cas de l'hexagone. Si tous les axes pareils ont leurs pieds aux som- 
mets des hexagones, on verra, comme dans le  cas précédent, que tout mou- 
vement transversal qui superpose le réseau à lui-même, joint à une trans- 
lation longitudinale convertablement choisie, fera partie du groupe. Mais 
parmi ces mouvements qui superposent le réseau à lui-même se trouve la 

7C 
rotation de - autour du centre de l'hexagone. Le groupe contiendrait donc 

3 
7 t  Iix 

un mouvement hélicoïdal oii l'amplitude de la rotation serait I3 et p=- 3 3 

ne serait plus l'amplitude minimum, comme nous l'avons supposé. Ce cas 
doit donc être exclu. 

Admettons au contraire que par les centres a ,  a' des hexagones passent 
d'autres axes A ,  Ar... A ,  -4'. Les mouvements Asn -,z A r  -,z combinés 

R a 
ensembles donnent un mouvement résultant A%,,, qui, étant répété et com- 

2 

biné à la translation ô.t=(Aan )', donnera le mouvement A2n lequel com- 
->t -,z7 3 3 

biné au  mouvement A.+zy, donne la translation aa,, qu'il transforme suc- 

cessivement en a,aff et  en a r fa .  
Le groupe contient en outre une translation T, dont la  projection hoaizon- 

tale soit anf  = t. En effet il contient un mouvement .&f qui transforme A 
en Ar, lequel mouvement résultera d'une certaine translation longitudinale 
v jointe à un mouvement transversal R qui améne a en af, en superposant 
à lui-même le systéme des points a, ar . . . a .  . ; celui-ci résulte lui-rneme 
évidemment de la translation t ,  jointe A une rotation R f  autour de a', dont 

7t l'amplitude angulaire doit être un multiple de - . Ce mouvement vtRf, com- 
3 
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biné au mouvement Afea convenablement répété, donnera pour résultante 
->t 3 

v'f ou ,v'tRff, vf étant une translation longitudinale et R" une rotation de 
7e 

l'angle autour de A'. Mais le mouvement vf tRu serait hélicoïdal autour 

7C 
d'un axe parallele à Ar et l'amplitude de la rotation y serait - 9  ce qui est 3 

contraire h l'hypothèse d'après laquelle l'amplitude minimum est : le mou- 

vement résultant se réduit donc à dt.  
Posons v' = a -cc'. Le mouvement inverse de vf f combiné à Asiz donnera 

-> 3 

un mouvement C2n autour d'un nouvel axe C passant au point c ,  centre - ' zf 
3 

de gravité du triangle aafa .  
Les mouvements A2n et C2n combinés ensemble donnent un mouvement 

3' 
-, ï? 
3 

résultant Dbn , autour d'un axe D passant par le centre de gravité d du 
y?+ z 
-I 

triangle anfaff:  l'inverse de ce mouvement sera le suivant D2n zf' satis- n,z'" 
a 

faisant à la relation v + z r + ~ f f  = O. 
Les mouvements Cg,,, et D2, Z,, transformés par les autres mouvements 

3 3' 
du groupe donneront des mouvements analogues autour des centres de gravité 
des autres triangles dans lesquels le réseau hexagonal peut être décomposé. 

D'ailleurs ces trois systemés d'axes A, A'..., A ..., C... , D..  . sont les seuls 
2 7i 

autour desquels aient lieu des mouvements où la rotation ait l'amplitude - 3 '  
car tous les mouvements du groupe cherché sont évidemment contenus 
parmi ceux du groupe plus génhal, qu'on obtiendrait en combinant ensemble : 

7 

i0 des rotations d'angle 3 autour des axes A. .  . , A ,  A'. . . 2 O  des translations 

égales et parallèles aux côtés de l'hexagone ; 3 O  une translation longitudinale 
dont a, rr, ccf/ fussent des multiples. Mais dans ce dernier groupe lui-même, 
les seuls axes autour desquels existent des mouvements à amplitude de 

2 x  rotation égale à - sont, avec les A ,  A f  ..., A...  , les C... et les D. .. (no 26). 3 
Supposons enfin pour plus de généralité que le groupe Fenfcrme des trans- 

lations longitudinales, ce qui arrivera to~ijours si z, 4, zff ne sont pas nulles 
à. la fois : soit O la plus petite de ces translations ; on aura 3 z r  0 (mod O ) ,  
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3 2'/ = O (modo), 3 2" = O (modo) : on pourra supposer 7, Y', zlr moindres que O 
pourvu qu'on remplace l'égalité v-tzf+z"=O par la congruence -c+z'+z1'~0(mod0). 
En cffet, d'un mouvement tel que A;,,,, dans lequel i=m0 f a, et de la 

translation 8 on déduira le mouvement Aa, où a peut Btre supposC ce. De 
3 

m6me pour les autrcs paramétres z1 et rf'. On peut enfin supposer .t.2~%?'~. 
On aura ainsi les 4 systémes de solutions: 

et par suite cinq types de groupes distincts, en y comprenant celui qui ne 
contient pas de translation longitudinale. 
29.4" cas. Admettons maintenant qu'il existe un mouvement helicoïdal A,,t 

où l'amplitude de la rotation soit infiniment petite, l'axe A de ce mouvement 
n'étant pas seul de son espéce. 

Soit Ar un autre axe pareil 3 A. Le mouvement A',,, transforme A en un 
autre axe infiniment voisin ,V: le mouvement A",,z combiné & l'inverse de A,,, 
donne une translation transversale infiniment petite, laquelle , combinbe & 
ses transformées par AQ,z, fournira une translation transversale quelconque. 
Le groupe se compose de ces translations, combinées A un groupe partiel 
formé de mouvements hélicoïdaux autoiir de A e t  de translations longitu- 
dinales: ce groupe partiel se détermine comme dans le premier cas. 

30. Pe cas. Admettons enfin que le groupe ne contienne aucun mouvc- 
ment oh l'amplitude de la rotation soit infiniment petite, mais qu'il en con- 
tienne où cette amplitude soit moindre que *, et qu'il contienne en outre une 
translation infiniment petite t. Si t n'est pas parallèle aux axes, soient z et t, 
ses projections sur l'axe e t  sur le plan perpendiculaire. Les transformées de t 
par les puissances d'un meme mouvement dont l'amplitude de rotation 

2r est - donnent par leur combinaison une translation longitudinale n t  qui, 
n 

combinée avec n t ,  donne une translation transversale infiniment petite ni, : 
celle-ci jointe C1 ses transformées donne une translation transversale quel- 
conque, et le groupe résulte de ces translations combinées & l'un des groupes 
determinés dans le premier cas. 

Si toutes les translations infiniment petites sont longitudinales, le groupe 
contient toute translation longitudinale, et  s'obtient en combinant de sem- 
blables translations à un groupe partiel de mouvements où ces translations 
soient nulles ; ce nouveau groupe se déterminera comme nous l'avons indique. 

dnnali di  M&maticn, tomo II. 25 
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VII. Croupes de deaixiême catégorie. 

31. Cette catégorie est celle oùle groupe auxiliaire appartient au second type. 
Soient A et B, 6'. . . les axes des diverses rotations du groupe auxiliaire. 

Les mouvements du groupe résultent tous de la combinaison d'un groupe G 
formé: de translations et de mouvements autour d'axes paralleles à A avec un 
seul mouvement autour 2'un axe parallele à l'une cles directions 6 ,  Br.. . 

En effet le mouvement B, répété deux fois équivaut au repos, et les mou- 
vements Bn, Brn combinés ensemble donnent un mouvement de rotation autour 
de A. Donc deux mouvements hélicoïdaux contenus dans le groupe donne- 
ront un mouvement de translation si leurs axes sont paralléles à B ct un 
moiiwment hélicoïdal autour d'un axe parallele à A, si leurs axes sont re- 
spectivement paralleles à B et h Br. Donc réciproquement un seul mouvement 
Iiélicoïdal B7r,t autour d'un axe par'allèle 5 B: combiné 211s mouvements G, 
reproduira le  groupe entier. 

Le groupe G est l'un de ceux que nous avons déterminés: et de sa nature 
dépendra celle du groupe cherché. 

32. f e r  cas. Si les mouvements de G ont tous lieu aiitour d'un même 
axe A ,  il faut que B,,, transforme cet axe en lui-même. Donc B rencontre A ,  
et t = O. .4 ces conditions, Bn,q transformera chaque mouvement autour de A 
en son inverse. 

33. Zme cas. Admettons maintenani l'hypothkse contraire à celle du pre- 
mier cas: admettons en outre que dans chacun des mouvements de G l'am- 
plitude de la rotation soit nulle ou égal à n. 

Nous supposerons d'abord, pour éviter des distinctions compliqiiées, que 
le groupe ne renferme aucune translation infiniment petite. 

Les axes des divers mouvements du groupe sont parallèles à A ou lui 
sont perpendiculaires, et  dans ce dernier cas l'angle qu'ils font avec B est 

égal à un multiple de E :  il y a donc trois systemes distincts d'ares A ,  Al... 
2 

13, BI.. . C, Cf. . . respectivement paralléles S trois directions rectangulaires 
A, B, C. Chacun de ces systèmes contient plusieurs axes : car si l'un d'eux, 
celui parallele Sr A par exemple, n'en contenait qu'un seul, on retomberait 
sur le premier cas que nous venons d'examiner. 

Mais deux mouvements contraires; exécutés autour de deux ases parcils 
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et parallkles donnent pour résultante une translation perpendiculaire à ces 
axes. Le groupe contient donc des translations perpendiculaires h chacune 
des trois directions A, B, C: donc les translations du groupe ne p e u ~ c n t  
être paralléles Lt un même axe: donc elles ne peuvent être toutes à la fois 
perpendiculaires à deux de ces trois directions: soit d'ailleurs (a, i3, y) une 
translation du groupe dont les projections sur les axes soient respectivement 
a, p, y. Les mouvements autour de ces axes la transformeront respectivement 
en (-a, p, y), (a,  -P ,  y), (a,  p, -y), qui combinées à la précédente don- 
nent les translations 2 a ,  2P, 2 y  respectivement parallèles aux a.xes. 

Nous venons de voir qu'il est impossible que deux des trois quantités a, ,8, y 
soient constamment nulles pour toute translation du groupe : donc le groupe 
contient des translations parallèles & deux au moins des trois systémes d'axes: 
il contiendra même des translations parallèles à tous les trois, à moins que 
toutes ces translations ne soient perpendiculaires L1 l'une des droites A, B, C... 

De 1% deux cas h examiner séparément. 
34. 10 Si toutes les translations sont perpendiculaires à C ,  soient O,, 8, les 

trauslations minima respectivement parallèles à A et à B: comme on a paral- 
lèlement B ces axes les translations 2 a ,  2P,  on aura pour toute translation 
du groupe 2a - O (mode,), 2/3 = O (mod O,) avec y = O. Combinant cette trans- 
lation avec 0, et O,, on en déduira évidemment une nouvelle translation 
(a', p', O) dans laquelle a' et sont respectivement moindres que 8, et O, 
et par suite égaux à O ou à +Ol  et à O ou à + O , .  Donc ces translations du 
groupe résultent des translations O,, O,, seules ou combinées avec les suivantes: 

(+O,, O, O), (0, +O,> O), (+O,, y,, O). 
Mais 8, étant la translation minimum parallèle B A,  (+O,, 0, O) ne peut faire 

partie du groupe : de même pour (0, $O,, 0): donc les translations du groupe 
résultent des translations O , ,  O,, seules, ou combinées avec (+Ol, $Oa,  O). 

Soient maintenant A l'un des axes du premier système: A', A". . . les lignes 
qui 8'en déduisent par la translation $0, indéfiniment répétée. Tous les axes 
pareils à A se confondent avec l'une de ces lignes : car ils sont tous parallè- 
les à A: d'autre part soit Ac1) un axe pareil à A: un mouvement hélicoïdal A%, 
autour de A('), suivi du mouvement contraire autour de A, donnera un mou- 
vement de translation situé dans le plau de ces deux axes, et qui leur sera 
perpendiculaire. Mais tout mouvement de translation est dirigé dans le 
plan d A' parallèle % A et B : le plan A(') A, ayant deux droites communes 
avec le plan A A', 5 savoir l'axe A et la translation, se confond avec ce plan. 
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Enfin les droites A, 4". . . , se déduisant l'une de l'autre par la translation O,, 
sont des axes pareils à A: et si Ac1) ne faisait pas partie de la suite ,4, Af, Ar' ... 
sa distance 6 A l'un de ces axes, A par exemple, serait moindre que +O, : 
e t  A(%,, suivi du mouvement inverse autour de A donnerait une translation 
28 ayant la m6me direction que 8, et une longueur moindre, résultat absurde. 

Les axes du second systbme B, etc.. sont tous situés dans ce même plan: 
car si B n'y était pas, un mouvement hélicoïdal autour de B transformerait A 
en un axe pareil situé hors de ce plan, ce qui ne peut être. Soient B l'un 
de ces axes et  Br, Br'. . . les droites qui s'en déduisent par la translation +Ol: 
les axes pareils Li, R font tous partie de la  suite 13, Br, BIf. .. et ces lignes 
jointes à A ,  Ar, Ar'. . . forment à la surface du plan un réseau rectailgulaire. 

Supposons, ce qui est évidemment permis, que A,,, et Bn,tl sont respec- 
tivement, parmi les mouvements dont les axes sont parallèles à A et à B, 
ceux où l'amplitude de la translation est minimum: on aura, en répétant 
ces mouvements, les deux translations 2 t et 2 t', qui doivent être multiples 
dc, O, et de 8,. D'autre part t  et tr sont moindres que 8, et 8,;  car si t F 8 ,  les 
mouvements et 0, combinés ensemble donneraient le suivant où 
l'amplitude de la translation serait moindre que t ,  ce qui est impossible. 

On aura donc t= O ou +O, et de même, tr= O ou $8,. Remarquons d'ail- 
leurs que si le groupe contient la translation (PO,, $O,, O), on aura néces- 
sairement t=O , t'=O. Car soit t=+O,; A,,,, suivi de la translation ci-dessus 
prise en sens inverse, donne un moiivement résultant C C ~ , ~ - L ~  autour d'une 

2 4 

axe a parallèle à A ,  dans lequel la translation serait moindre que t ,  ce qui 
est impossible. 

Soient maintenant C un des axes du 3me système: tout mouvement autour 
de C se réduit % une rotation binaire: car d'un mouvement hélicoïdal Cn,p on 
déduirait une translation longitudinale 2 tfr qui ne peut exister par hypothèse. 
Cela posé, la rotation transforme les axes pareils A ,  A".. . en droites 
de la série -4, Ar, Afr.. . qui soient équidistantes et  Li, la distailce 0, les uncs 
des autres: elle transformera donc le système de ces axes cil lui-mhne ou 
dans le système des lignes Ar, Alrr: réciproquement il est clair qu'elle trans- 
formera le système de ces derniéres lignes en lui-même ou en A ,  A". . . ; 
enfin elle transformera de m6me les deux systèmes de lignes B,  B". . . ct 
BI, Br".. . l'un dans l'autre, ou chacun en lui-même. Cn,, superpose ainsi 
à lui-même le réseau rectangulaire formé par ces droites. Pour que cela ait 
lieu, il est clair qu'il faut que l'axe C passe par un sommet de l'un des 
rectangles opqr du réseau, par son centre ou par le milieu d'iiilc arête. 
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Supposons que C passe par le sommet O, point d'intersection de A et de B. 
Le mouvement combiné tZ Cn,, donnera le même résultat que la rotation 
Bn,, suivie de la translation - t suivant la direction A. Mais le groupe con- 
ticnt le mouverneut il contiendra donc la translation (- t ,  t', 0). Donc, 
si le groupe n e  contient d'autres translations que celles qui résultent de la  
combinaison de O, et de O,,  on aura nécessairement - t O (mode,), t ' l  O (mode,) 
d'où t = O ,  tf= O. Si au contraire le groupe contient la translation (+O,, +O,, O), 
on aura encore, comme on l'a vu, t= O, tf =O.  On aura ainsi en tout deus  
solutions, suivant que le groupe contient ou non cette translation. 

Le cas où C passerait en un autre sommet du rectangle o p p r ,  en r ,  par 
exemple, intersection de d et de B' ne différe pas essentiellement du précé- 
dent. Car la  translation 0, combinée au mouvement Ba,,t> donne le mouvement 
analogue Bfn,t~. Il existe donc les mêmes mouvements autour de Bf qu'autour 
de B,  et ces lignes jouent ainsi le même rôle dans l'étude du groupe. 

Supposons en second lieu que C passe par le centre du rectangle op y r. 
Le mouvement Cm,, résultant d'une rotation binaire autour d'un axe parall~le 
à C passant par O jointe à une translation ($O,, +O,, O), le mouvement Ax,t 
suivi de Cn,, donnera le même résultat que Bn,, suivi de la translation 
(- t + +O, + O,, 0) : mais le groupe contient le mouvement Bn ,  t l :  en le com- 
binant au pri.,cédent, il vient la translation suivante (- t -k +O,, - t' -t- +O, O), 
laquelle se confond ave-c (+O,, +O,, O), si cette dernière translation fait partie 
du groupe, auquel cas t = O ,  t'=O. Au contraire si cette translation ne fait 
pas partie du groupe, pour que ( - t t $ 6 , ,  - t1 + \9,, Oj en fasse partie, il 
faut que l'on ait la fois t =+O, ,  ï! =$O,. On a ainsi deux solutions distinctes, 
comme dans le cas précédent. . 

Siipposons enfin que C passe par le milieu d'une arête du rectangle, telle 
que op :  le mouvement Aa,t suivi de Cn,, donne le suivant Bn,, (- t ,  $ g 2 ,  O), 
qui combiné avec Bn,d donne la translation (- t ,  - tf + +O,, 0). Si le groupe 
ne contient pas la translation (+O,, $O,, O), il faudra pour qu'il contienne 
la précédente que t = O, t'=+O,. 

Au contraire, si le groupe contient ($O,, +O,, O), on aura t = O, t' - 0 et 
la translation ci-dessus se  réduirait à (0, +O,, 0);  8, ne serait donc pas la 
translation minimum que nous avons supposée, résultat absurde. On n'a 
donc ici qu'une solution. 

35. 2 O  ~dmet tons  maintenant que le groupe contienne des translations 
parallBles aux trois directions A ,  B, C . . . et soient O,,  O,, Os les translations mi- 
nima respectivement paralléles & ces trois axes. Soient a, B, Y les projections 
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d'une translation quelconque sur A ,  B, -C. On Aiira parallelement à ces lignes 
les translatims 2a, 2 8  et 2y:  donc 2a _=O(modO,), 2P = O (modg,), 2y=,O(mod!I3). 
Il est clair d'ailleurs qu'en combinant (a ,  P ,  y) avec O,, 8, e t  O,, on arrivera 
à une nouvelle translation (af, Sf, yf), où af, Pr, yf sont respectivement moin- 
dres queOl,02,03 et par suite égaux & O ou &+O1, rd O OU &+O,,àO ou 
à ;g3. Donc toute translation du groupe résulte de O,, O,,  O,, seules, ou com- 
binées avec des translations telles que a', Pf, y'. 

Soient respectivement An,,, Bn,$', Cn,rli ceux des mouvements, dont les axcs 
sont parallèles à A, B, C, pour lesquels les translations t, t',a trf sont mini- 
ma : on aura comme tout à l'heure 2t =- 0 (mod O,) et t < O, ,  d'où t = O  
ou 3 8, : de même tf = O ou $ O,, tu= O ou + 0,. De plus, si le groupe cou- 
tient une translation telle que (af, p', y!), dans laquelle a' par exemple soit 
égal à $O,, cette translation combinée avec An, donnera un nouveau mou- 
vement autour d'un axe Al parallèle à A :  donc t sera nul, sans 

. - -  

quoi il serait < t -$O,, ce qui est absurde. On doit d'ailleurs remarquer que 
le gsoupe ne contient aucune translation telle que (+O, ,  0, O) : donc si 
af = $O1, on aura nécessairement pf = $8, ou y'= 4 03, et par suite l'une au 
moins des quantités tf, tff sera nulle. 

Cela posé, le cas que nous traitons ici peut se  subdiviser en plusieurs 
autres, en faisant successivement certaines hypothèses contraires. 

36. Prem2re hypothèse. Admettons -Io que tIf soit nul; 2' qu'aucune des 
translations du groupe -n'ait sa projection sur 6 égale 1 $0,. Le groupe ré- 
sultera de la combinaison des mouvements AnJi,  Bn,tl, gi, 03, seuls 
ou joints 8 la translation (+O,, 40,' 0): chacun de ces mouvements pourra 
être mis sous la forme M. 8,P, 03p désignant la translation O,, p fois répétée, 
et  M un mouvement dérivé de AnIo Bn, tl, Cn,a, el ,  o2 et de (+Ol, +O2, o) seu- 
lement : car chacun des mouvements An,,, Bn,t17 Cn,o,  8,) O,, 8,) ($O1, Oz,  0) 
est de cette forme, et  nous allons voir que le produit de deux mouvements 
de cette forme Mr0,p, Mff Of" est lui-même de cette forme. On a en effet 
identiquement M f  8,p Mff OiU" = M f  MM. Mff-' 8 a p' Mlf O,P", et  comme An, , et 
Bnst,,~ transforment 8, en O,-,, tandis que CnJ ,,, 01, Oz, (+O1, + O 2 ,  0) le trans- 
forment en lui-même, la transformée llV-'8,p'M" se reduira à 8,f p ' ;  donc 

3 
I f+  f. Mf 0,I-C' Mff B,P"= M1 Mu0 turf ru = M 8,p, en posant M= Mf M m ,  p = ,u - p  

La relation M= Mr M> que nous venons de trouver, montre que les mou- 
vements M, M', M' '..., qui concourent respectivement & la formation des mou- 
vements 11f03p, &if O,pl, MIf Or, forment un groupa: car It103p: M 1  O3P1, nlf' ûf".., 
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formant un groupe, la serie de ces mouvements contiendra le produit de 
deux quelconques d'entre eux Mf 8,p. Ml!B3p1= Mf MI1 BfU'*p : la série des 
mouvements M, M ;  Ml! ... contiendra donc le produit M1 Ml1. 

Le groupe des mouvements M, Ml, Ml! est l'un de ceux que nous venons 
de déterminer, et dans lesquels il n'y a pas de translation suivant les C: 
réciproquement, un quelconque de ces groupes M ,  M1,MII ... étant donné, il 
est clair d'aprks ce qui précéde que les mouvements de la forme MO,p etc., 
obtenus en y adjoignant la translation O,, forment un groupe qui sera l'un 
de ceux que nous cherchons. 

37. Deuxième hypothèse. Admettons maintenant i0 que t''=+O,, 2 O  qu'au- 
cune des translations du groupe n'ait sa projection sur C égale à +O,. Le 
groupe résultera de la combinaison des mouvements An, Bm7dl, CZ,dll, 01, 02, O3 
seuls ou joints ii la translation (+Ol, $O2, 0): et chacun de ses moiivements 
peut etre mis sous la forme M t f ' ~ , M  étant un mouvement résultant de la 
combinaison de ,4n,,, Bn,,~, Cn,,, 017 O p ,  (+gl, +Se,  O) et p un entier pair ou 
impair, suivant que C,,, entre un nombre pair ou impair de fois dans la 
composition de p. Il est clair en effet que les mouvements An,,, Ba t l ,  Cn,tlf7 
O , ,  O, ,  O, et (+Si, $g2, 0) sont de cette forme et le produit de deux mouve- 
menis de cette forme 

Ml t!l,Ur Ml1 tllp" Ml = Mt!. Ml1 -1 tfrP1 MV tI!P1' = M! Ml1 tf!Pu&"' 

est de la meme forme : car Cn,, entre pr + pr' fois dans composition de Mt Mff 
et p " t p f  est pair ou impair en même temps que pf+pfl. 

On voit comme tout ii l'heure que les mouveinents M, Ml, Ml1 ... formeront 
un groupe, qui sera l'un de ceux que nous avons appris B déterminer. Ré- 
ciproquement, l'un quelconque de ces groupes étant donné, en y changeant 

en CZ,t,l, on obtiendra évidemment un nouveau groupe, qui sera l'un 
de ceux que nous cherchons. 

Une précaution est cependant nécessaire, si l'on tient à n'obtenir que des 
groupes essentiellement différents de ceux trouvés j usqu'à présent. Si le 
groupe ne contient pas la translation (PO,, $ O 2 ,  O ) ,  on voit que tout sera 
analogue par rapport aux trois directions A, B, C. Si donc on avait t = 0, 
on n'aurait qu'A changer A, A,  t en C, C, t" et réciproquement, pour ra- 
mener ce cas à celui déjà examiné où t" est nul. Pour ne pas retomber 
sur un des groupes déjà trouvés, il faudra donc nécessairement avoir t = $0, 
et de môme tf = +O2 .  
35. Troisième Ii ypothése. Supposons que le groupe contienne une trans- 
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lation dont la projection siir C soit $0,: mais qu'il ne contienne pas la 
suivante (+O,, $ O , ,  $8,). 

Les translations que le groupe peut contenir avec O,, O,, 0, s e  réduisent 
aux trois suivantes (+O,, 0,  +O,), (0, + O , ,  O , ) ,  (: O,, +O,, 0). Tl les coiitiext 
d'ailleurs toutes trois, car s'il n'en contenait qu'une, la première par exemple, 
il ne contiendrait aucune translation dont la projection sur B fiît +O,: en 
climgeant B et O, en C e t  0 ,  et réciproquement, on ramenerait ce cas A 
ceux déjà discutks: il contient donc au  moins deux de ses translations et  
par suite la troisihme, qui SC déduit des deux autres jointes à O,, O,,  O,. 

On aura, d'aprés ce que nous avons vu  plus haut, t= tr = tu= O. 
Cela posé, prenons pour axes coordonnés A ,  B,  C: soit c le  pied de l'axe 

I= sur le plan des x y : les translations 8, , O,, (+ O,, + d, , O) e t  leurs dérivées 
le transformeront en un systkme d'axes pareils ayant leurs pieds aux cen- 
tres de mailles du réseau rectangulaire formé sur 8 et 9,. D'autre part, la ro- 
tation Cn,, combinée aux mêmes translations donne des rotations binaires 
autour de noveaux axes, qui passent respectivement aux milieux des côtés 
et des demi-diagondes des rectangles. Les axes ainsi obtenus sont les seuls 
paralleles aux z ,  autour desquels ait lieu une rotation binaire: car soient 
C' un tel axe et d la ligne qui joint son pied à celui de C: les rotations 
Cr,,, Cfn,, combinées ensvmble donnent une translation égale en  grandeur 
et  en direction a 2d. Donc d est en grandeur et en direction la moitié d'une 
des translations derivées de O,, O,, (;O,, ;-O,, 0); son extrémité est donc en 
un des points que nous venons de nommer. 

Cela posé, soit aaf la projection de l'axe A sur le plan des x y. La rota- 
tion AAlO doit transformer les uns dans les autres les axes à rotation binaire, 
paralléles aux C que nous venons de déterminer. Pour cela, il faut évidem- 
ment que aaf partage symétriquement le réseau formé par les pieds de ces 
axes, et par suite que aaf passe en c ,  ou 8 une distance de ce point égale 
à un multiple de f O,. Dans tous les cas, a a' passera par des points du ré- 
seau: donc A rencontrera un axe ii rotaiion binaire parallele aux z,  et l'on 
peut supposer, sans nuire 'à la généralité que l'on ait choisi C pour cet axe. 

Les deux rotations binaires An,,, Cn,,O, combinées ensemble, en donnent 
une troisiéme Bn, ,  autour d'un axe parallèle aux x et concourant avec les 
précédents. Ces trois rotations binaires autour d'axe concourants , jointes 
aux translations, réproduiront tous les mouvements du groupe. 

39. Quatrième hypothèse. Supposons que le  groupe contienne la trans- 
lation ( $ O , ,  +$,, i O,). Toutes les translations qu'il contient résultent de celle-là, 
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combinée arec O,, O,, O,. Car s'il en contenait une autre, telle que [+!Il, +O,, O ) ,  
il contiendrait également la suivante ( O ,  0 ,  ; O , ) ,  ce qui est impossible. 

On aura d'ailleurs, comme tout & l'heure, t = tf = tff = 0. 
L'axe C et les axes pareils qu'on en déduit par les translations O, et  O, 

se projettent sur le plan des x y suivant un réseau rectangulaire: et  la ro- 
tation c,,, combinée aux translations O, et  0, donne de nouvelles rotations 
binaires autour d'axes passant par les milieux des côtés et des diagonales 
des rcctanglcs. On verrait, ccmme tout l'heure, que ces axes sont les seuls 
paralléles aux z autour desquels aient lieu des rotjtions binaires, et que 
la projection de l'axe A partage sym6triqucment le réseau formé par ces 
poiiits. Cela peut se faire de dcux maniéres: 

1'. Si A se projette sur l'une des rangées du réseau formé sur $ 0 ,  
et PO,, A rencontrera des axes il ~otat ion binaire' p a r a l l i h  à C: on peut 
supposer que l'on ait pris l'un de ces deux axes pour C. Des deux rota- 
tions binaires concourantes A,,, et C,,, on en déduit une troisikme au- 
tour d'un axe &,, rectangulaire aux deux premiéres: et  ces trois rotations 
rectangulaires combinées aux translations données reproduiront le groupe. 

201 Si A se projette au milieu des rangées du réseau, on obtiendra, cri 
combinant la  rotation An,o itvec les translations O, et O,, une infinité de ro- 
tations binaires dont les axes, parall&les aux x ,  se projetteront sur le plan 
x y au milieu des diverses rangées du réseau R ci-dessus déterminé, et sur 
le plan yc  suivaut un autre réseau Rf A maille rectangulaire formé sur 
$ 0 ,  et i8,. 

Cela pos6, B se projette sur les plans x y  et y z  suivant des parallélcs 
aux y ,  qui partagent symétriquement les réseaux R et R': on doit admettre 
d'ailleurs qu'il ne se projette pas sur les rangées de ces réseaux; car s'il 
se projetait par exemple sur une des rangées de R ,  il couperait un autre 
axe 8 rotation bii~aire'~aralléle 3 C, et qu'on pourrait supposer être l 'am 
C: des deux rotations B,,, et C,,, on en déduirait une nouvelle , dont l'axe 
cst parallélc aux x: cet axe pourrait etre pris pour A:  mais il coiipe C: 
on rétombeiait donc sur le cas précédent. B se projette donc au milieu de 
deux rangées sur chacun des réseaux: d'ailleurs, en combinant Bn,, avec 
les translations 8, et !J,, on obtient des rotations binaires autour d'une in- 
finité d'axes paralléles & B et dont les projections sur les deux plans xy 
et y z  représentent toutes les combinaisons possibles de deux droites paral- 
leles aux y ,  menées respectivement par lc milieu de deux rangées quelcon- 

Awtnli di  Mr~temnficn, toino II. 2 G 
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ques dans chacun de ces réseaux. Dans ce triple systbme d'axes de ~otatiori 
rectangulaires entre eux on peut en choisir arbitrairement un C: parmi les 
axes paralléles à A ,  il en existe dont la distance B C est égale ti +O,: soit 
A l'un de ces axes: dans la série des axes paralléles B €3, il en existe un 
dont les distances B C et à A sont respectivement + O ,  et +O,: prenons-le 
pour B. Les trois axes A ,  B , C représentent trois arêtes non contigues du 
parallhlipipéde rectangle formé sur les trais lignes -#!Il, $O,, + O , :  et les mou- 
vements du groupe résultent tous de la combinaison des trois rotations bi- 
naires Ln,o: Bn,,, avec les translations O , ,  O,, O , ,  (+9,, 38,' in,) .  

40. Il reste à considérer le cas, exclu jusqu'8 présent, où le groupe renferme 
des translations infiniment petites, Soit (a, P ,  y) une de ces translations: 
on en déduit les translations infiniment petites 2a, 2P, 2y suivant les axes: 
a, P ,  y ne pouvant étre nuls simultanément, soit par exemple yzO, La 
translation infiniment petite 2y convenablement répét,ée donne une trans- 
lation quelconque parallèle aux z.  

Cela posé, soient respectivement (a:  pl y),  A,, , . . , Rn,tl.-, CX,p des mou- 
vements d'oU le groupe dérive: on tl Am, - T,  E X ,  t l =  H'7r,tl. TI etc., 
A', . . . B' étant les projcctions des axes A et B sur le plan des x y :  et T, Tl  
des translations convenablement choisies paralléles aux n : et l'on voit ai- 
sément que tous les mouvements du groupe sont de la forme M T ,  M' Tt, 
iMn T M ,  T, T' Tl1 &nt des translations arbitraires paralleles aux z et  
M: M l ,  M", .  .les divers mouvements du groupe dérivé de ( a ,  P ,  O ) ,  A ,,,... 
UtZltl.. . CnIO.. . En effet il en est ainsi pour les rnouvcments dont le groupe 
derive: d'ailleurs soient Ml T' ct  Mu Tu deux de ces rnouvcinents : le mou- 
vement résultant sera Ml T 1  M u  Tfl=  M' MM. Mt'-' Tf Ml'. Tli= M. Tl*' ?'", 
en remarquant que Mu transforme T l  en Tl+' et posant M I M f l = M .  

Il reste B determiner ce gronpe partiel M, Ml, Mt/ .  . .qui ne contient plus 
de translations pa~alléles aux z :  ce qui se fera, comme nous l'avons vu ( I o ) ,  
en supposant qu'il n'y ait pas d'autre translation infiniment petite que celles 
qui étaient dirigées suivant l'axe des z.  

Admettons au  contraire qu'il existe des translations infiniment petites sui- 
vant deux dee axes, ceux des y et des z par exemple. On en déduit une 
translation quelconque dans le plan des yz: et l'on aura An,t = A",, T, A" 
étant l'axe des x et T une translation perpendiculaire ii cet axe, convena- 
blement choisie: on aura de même Bn,,, = B1n,, TI, C,,p= Cfn, Tff, BI, C' 
étailt des paralleles 9' B et C qui rencontrent l'axe des x, e t  Tl ,  Tl1 des 
translations perpendiculaires aux x. On verra, comme tout à l'heure, que 
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tous les mouvements du groupe sont de la forme M T ,  A I t  Tt, lClttT". . . 
T, T', Tff . . . étant des translations arbitraires perpendiculaires aux z et 
111, Mt, M f f  les divers mouvements du groupe dérivé de (a, O, O), A41171,t. . . 
Bf,t,, . . , Cfn,, . . . Mais tous les mouvements de ce noveau groupe partiel traiis- 
forment l'axe A" en lui-même: il est donc seul de son espèce e t  s'obtient 
comme au premier cas. 

41. 3"" cas. Admettons que le groupe G contienne un mouvement A,,t ,  
oii l'amplitude de la rotation ne soit ni O ni n. Nous avons vu que ce groupe 
dérivera d'un réseau à maille triangulaire, carrée ou hexagonale. 

X Io. Dans le cas du réseau triangulaire, p = -- 3 , e t  les axes pareils à 

A sont les sommets du réseau: et  nous avons vu que les mouvements de G 
ont tous pour axes OU ces sommets ou les centres des triangles, les derniers 
mouvements ayant tous l'amplitude de leur rotation égale à un multiple 

2 z  
de -. Les axes pareils à A ,  étant ainsi les seuls autour desquels ait lieu 3 

7 

u c  mouvement où l'amplitude de la rotation soit L, seront transformés eu 3 
eux-mêmes par le mouvement Bn,,. Ce mouvement devra donc superposer 
ii lui-même le réseau triangulaire formé par l'intersection des axes A ,  A' ... 
avec le plan perpendiculaire mené par B. 

Soit rnnp  le triangle générateur de ce réseau: les lignes du réseau sont 
toutes paralléles 5 rnn, rnp ou np: elles forment donc avec mn des angles 
égaux à des multiples de G O 0 :  mais Bs,, transforme rnn en une ligne mt n' 
symétrique de mn par rapport à B; donc si l3 fait un angle a avec 7nn, 
m'n' fera avec lui l'angle 2a: la translation t faisant glisser m'n' sans 
altérer sa direction, de maniEre à. l'amener en mlf n", cette dernibre ligne 
transformée de m n  par B n , p  fera avec m n l'angle 2a: donc 2a sera un 
multiple de 60" ou a un multiple de 30°, ce qui montre que B est paral- 
l&le ou perpendiculaire à l'un des côtés du triangle mnp. D'ailleurs ces 
deux cas sont identiques: car les axes B, Br. .. , auxquels ceux des mouve- 
ments du groupe chercSé sont paralleles, faisant entre eux des angles de 30°, 
si l'un d'eux est perpendiculaire aux cdtés du ~ é s e a u ,  l e  suivant leu' sera 
parallble. 

Soit donc B parallele 5i, nzn. On peut supposer que Bn,, soit parmi les 
mouvements hélicoïdaux, dont l'axe est parallèle à. mn,  celui OU la translation 
est minimum : cela étant, ella sera moindre que +-mn=#z : car sans cela 
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la translation prn combinée B Bn,, dounerait un mouverneut B'n, t.;, autour 

d'un nouvel axe B' parallble à B, et l'on aurait t -  :.t<t contre l'hypothèse. 
D'ailleurs Bn,, deux fois répété donne la translation 2 t :  mais la plus petite 
translation dans ce sens qui superpose le réseau à lui-même est T: donc 
2 t == O (modz) : donc enfin t = O. Cela posé, pour que Pn,, superpose le réseau 
ti lui-même, il est clair que B doit passer par un de ses sommets et se con- 
fond avec un coté du réseau. 

Réciproquement, si à l'un dcs groupes de première catégorie dérivés du 
réseau triangulaire on adjoint une rotation binaire autour de l'un des côtés 
des triangles, on obtiendra un nouveau groüpe, appartenant 5 la seconde 
catégorie. 

n 
42. 2.' Dans le cas du carré, p =T et les mouvemen~s de G pour les- 

quels l'amplitude de la rotation est t ont pour axes les sommets et les 

centres d'un réseau à maille carrée. Les divers côtés du réseau faisant entre 

eus  des angles qui sont des multiples de g, l'angle a de B avec un cdté 

quelconque du réseau devra Btre égal à un multiple de -. donc B est pa- 4' 
rallèle aux côtés ou a m  diagonales du réseau. Ici encore les deus cas 
revienneht A un seul : car les axes B , 5'. . . faisant entre eux des angles 
de 4 5 O ,  si l'un d'entre eux est paralléle aux diagonales du réseau, le sui- 
vant le sera aux côtés. 

Soit donc B parallèle aux côtés du réseau: on peut supposer Bx,i choisi 
de telIe sorte que t soit minimum: on aura alors t < v ,  v étant le cbté du 
réseau: autrement la translation v combinée avec Bn,t donnerait le mouve- 
ment Bn 1 - , où la translation serait moindre que t. D'autre part, Bn, , étant 
répété donne la translation 2 t  paralléle à B qui doit être un multiple dc v: 
donc t.= O ou t=$v. 

Si t= O ,  pour que Bn,, superpose le réseau B lui-même, il est clair qu'il 
faut que B passe par un sommet ou un centre du réseau. Ces deus cas 
sont identiqnes: car on peut prendre à volonté pour A ou l'un des axes qui 
passent par les sommets du réseau, ou l'un de ceux qui passant par les 
centres, auquel cas les centres seraient considérés comme des sommets et 
réciproquement. 

Si t =$v, B devra passer B une distance égale & f tl de l'un des sommets 
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du rdseau, qu'on pourra supposer être A. - Il est clair qu'alors la rotation 
binaire Bn,, suivie de la translation i v  superpose le réseau à, lui-même. 

Remarquons que dans le dernier cas que nous venons d'examiner, BA, trans- 
forme les axes qui passent p:v les sommets du réseau en ceux qui passent 
par les centres et réciproquement: ces axes sont donc pareils et par suite les 
deux trarislations désignées plus haut par .r et tr doivent être égales : on n'ob- 
tient donc que cinq groupes distincts résultant respectivement de la combi- 
naison de Bn,lv avec les six groupes G qui correspondent respectivement 

2 

aux 4systèmes de valeurs T=T'=O,  r-zf=+fl,  T-+= 0, T=z. '=+O (*). 
Au contraire si t = O ,  on a huit groupes correspondant aux hiiit maniéres 

de déterminer le groupe G que nous avons trouvées plus haut. 
43. 3." ])ans le cas de l'hexagone, nous avons vu (n." 28) que les axes 

dcs mouvements où l'amplitude de rotation est égale à +n forment trois sy- 
stèmos d'axes pareils, passant les uns A ,  Ar. .  . par les sommets et centres 
de mailles du réseau a ,  a'. .. a et les autres C, Cr. .. et D, Dr... passant aux 
centres de gravité c, cc .. et d, df... des triangles formés par les pieds des 
premiers. 

Le réseau formé par les pieds de tous ces axes devra être superposé il 
lui-même par le mouvement BnIt. Or si l'on joint chaque point de ce dernier 
réseau Q ceux qui en sont les plus voisins, on aura des lignes orientées 
suivant trois directions inclinées à 120° l'une sur l'autre. Ces directions 
clevront être permutées les unes dans les autres par le mauvement Bn,, ou, 
ce qui revient au même, par la rotation Ba,,. Il faut évidemment pour cela 
que B soit lui-même orienté suivant une de ces directions. Supposons donc 
pour fixer les idécs, que B soit orienté parallèlement LL ac. 

La translation minimum dans le sens B que contienne le groupe G est 
AA, = T; mais il contient la translation 2 t  obtenue en répétant Bn,t: donc 
2 t - O (mod T) : mais si l'on suppose BnJ choisi de telle sorte que t soit mi- 
nimum, on aura t <+ T: car s'il en était autrement, BxJt combiné à la trans- 
lation a,a laquelle fait partie du groupe, donnerait un autre mouvement 
B'n,t-;T oh t -  i T serait moindre que 1 ,  ce qu'on ne peut admettre. Il résulte 
de lh  que t = O. 

Cela posé, les divers points a, a'... a... c ,  cf ... d sout disposés en quinconce 

('1 On a vu qu'au syslème unique de valeurs ~==7'=0 correspondent 3 groupes G :  i0 celui 
qui ne contient aucune translation longitudinale; 510 celui qui en contient une; 30 celui qui 
contient toule translation longiludinale. 
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suivant des rangées parallèles A B, e t  pour qu'une rotation binaire autour 
de B superpose ce réseau à lui-même, il faut évidemment que B coïncide 
avec l'un des rangées, laquelle pourra être choisie Ct volonté: on peut donc 
supposer que B passe par a. Cette unique solution fournira six groupes di- 
stincts, correspondant aux six manières de déterminer le  groupe G.  

44. 4"'" Cas. Admettons que le groupe G contienne un mouvement héli- 
coïdal Ae,t où p soit infiniment petit, A n'étant pas unique de son espèce. 

Sous avons vu que le groupe G costient un mouvement de translntioii 
quelconque perpendiculaire à A : un mouvement de cette nature convena- 
blement choisi, combiné avec B.,,, donnera un mouvement résultant Bi , ,  
autour d'un axe paralléle 5 B et rencontrant A. Et le groupe cherché s'obtieiit 
en combinant les translations ci-dessus avec un groupe partiel formé des 
mouvements qui ont A pour axe, des translations parallèles A et de la ro- 
tation B'n,,. Ce groupe partiel est l'un de ceux qui font l'objet du premier cas. 

45. 5"" Cas. Admettons enfin que le groupe G ne contienne aucun mou- 
vement où l'amplitude de la rotation soit infiniment petite, mais qu'il en 
contienne où cette amplitude soit moindre que n, et qu'il contienne en outre 
une translation infiniment petite O .  Si 0 n'est pas parallèle & A, soit Or, 0'' 
ses projections sur A e t  sur un plan perpendiculaire. Les transformées de O 
par les puissances d'un même mouvement dont l'amplitude de rotation soit 
2% 
- donnent par leur combinaison une translation ntl' longitudinale Q A, 
la 

laquelle combinée & ne donnera la translation transversale nOr'. Le groupe 
contient donc une translation transversale infiniment petite, laquelle combinée 
z i  ses transformées donnera une translation transversale quelconque: et ici, 
comme dans le cas précédent, le groupe résultera de ces translations trans- 
versales, jointes à un groupe déterminé, comme dans lc premier cas. 

Supposons au contraire qu'il n'existe aucune translation transversale infi- 
ment petite. O sera paralléle à A :  on en déduit une translation longitudinale 
quelconque. Chacun des mouvements de G résulte de semblables mouvements 
combinés A un groupe partiel Gr de mouvements, où ces translations longi- 
tudinales sont nulles: ce groupe sera l'un de ceux qui dérivent d'un réseau 
triangulaire, carré ou hexagone en y posant les constantes a, z', d l  égales 
A zéro. On pourra le combiner avec Bn,,, comme nous l'avons indiqué en 
discutant le 3 m ~ o u s - c a s .  En y adjoignant ensuite les translations locgitu- 
dinales, on obtiendra le groupe proposé. 
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VIII. Groupes de troisième catégorie. 

46. Cette catégorie est celle pour laquelle le groupe auxiliare est formé 
des mouvcmeiits qui superposent b lui-même un tétraèdre régulier. 

Le tétrahdre étant superposé à lui-même par des rotations binaires autour 
de chacune des trois droites rectangulaires A ,  B, C qui joignent les milieux 
de deux arêtes opposées, le groupe contiendra trois axes ou systémes d'axes 
respectivement paralleles B A, B,  C. 

Si comme nous devons le supposer ici, le groupe n'est pas exclusivement 
forme de mouvements de rotation, il contient au  moins unc, translation. Car 
tout mouvement hélicoïdal contenu dans le groupe ayant pour amplitude 

2 7c de sa rotation n ou -, on obtient une translation en le répétant conva- 
3 

blement. Soient 2 l'une quelconque de ces translations, r1, r2 ,  z, ses projec- 
tions sur A, B, C : Az, t l ,  Br,t,, Cn,tj des mouvements du groupe respective- 
ment correspondants aux rotations binaires An,", BIT,o, CI+, : les transformées 
de z par ces mouvements, combin'ées avec a, donneront des translations 
22,, 27,, 27, respectivement dirigées suivant A,  B ,  C. Mais T,, v,, r3 ne 
peuvent etre nuls à la fois: donc il existe dans le groupe des translations 
parallelcs à l'une de ces directions. Désignons par O la plus petite d'entre 
elles, que l'on peut supposer paralléle &A.  Soit maintenant D l'un des axes 
ternaires du tétraèdre: la rotation D2lr permutant circulairement entre elles 

-9" 3 

les trois lignes A,  B, C,  le mouvement correspondant du groupe, Dan -, T' 
3 

permutera circulairement les trois systkmes d'axes : il transformera donc la 
translation A,,a en Bo,e, qu'il transforme en Co,e. Le groupe contient donc 
parallélement B chacun des axes A, B, C la translation 8. Si cette trans- 
lation est infiniment petite, le groupe contiendra toute translation, et résul- 
tera de la combinaison de toutes les translations possibles avec le groupe 
des mouvements de rotation qui superposent le tétrabdre ti lui-même. 

Si au contraire cette translation est finie, ce sera par hypothése la plus 
petite parmi celles qui sont parallèles à chacun des axes A, B, C :  les autres 
s'il en existe, seront ses multiples: d'où les relations : 
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Cela posé, il est clair que la translation 2. = (sr,, cd,, r,) résulte de la com- 
binaison des translations O suivant les axes avec une autre translation de 
la forme (z', , zf,, d g ) ,  où 2', TI, d3 seront chacun égaux h zéro on & +9. Si 
deux de ces trois quantités sont nulles, la troisikme l'est aussi: autrement 
on aurait une translation dans le sens des axes égale à PO: O ne sérait donc 
plus le minimum supposé. D'ailleurs 3, faisant partie du groiipe (T',, srf,, zf3), 
en fait aussi partie. 

Trois cas pourront ici se preseiiter: I o  il peut se faire que T',, -cf,, -cl, se  
réduisent à zéro pour toute tran~lat~ion du groupe: 2" le groupe peut con- 
tenir la translation (i9, + O ,  +O): il résultc alors de la combinaison de cette 
seule translation avec les 0 : car s'il contenait en outre (4 O ,  + O ,  O) par exem- 
ple, il contiendrait (0,  0 ,  &O) : ce qui est absurde; 3 O  il peut contenir 
(i9, +O, O), auquel cas il devra contenir simultanément ses transformées 
(0, + O ,  49,) et  (:8, O ,  + 9 )  par les puissances de D- , , : e t  comme il ne 

3 

peut contenir en même temps (;O, +O, + 9 ) ,  il résultera de la combinaison 
des translations ci-dessus avec les O. 

4'7. Avant d'examiner séparément ces trois cas, nous' allons étudier ce 
qu'ils ont de commun. 

Soit G,, l'un des mouvements corréspondants à C,,,, choisi de telle sorte 
que t y soit minimum: il est clair que t sera < 0 ,  sans quoi Cz,, combin6 
à la translation O suivant C donnerait le mouvement (L,,-e, OU t - 8 serait 
< t. D'autre part (C,, J2 est une translation 2 t suivant C : donc 2t = O (mod O), 
d'où t = O ou t = 'p9. D'ailleurs la premiére de ces deux solutions sera 
seule admissible, si le groupe contient une des deux translations (+ O, 0 9 .  +O) 
ou (0, + 8, 48)  : car le mouvement Cn, suivi de l'inverse d'une semblable 
translation donne un nouveau mouvement CIn,,,le autour d'un axe C' pa- 

9 

rallèle B C: et si l'on avait t = i 0 ,  t - 4 9  = O serait < t. 
Soit maintenant Y une transla~ion perpendiculaire à. C: le mouvement ré- 

sultant de Cn,, et  de T est un mouvement autour d'un nouvel axe 
Cr parallèle h C et dont la distance à C est @le en grandeur et en di- 
rection & +T. Prenant successivement pour T toutes les translations du 
groupe perpendiciilaires à C on obtiendra un systeme d'axes C, Cl, C'If. . . 
parallèles à C et tels qu'il existe autour de chacun d'eux les mêmes mou- 
vements qu'autour de C. Réciproquement tout axe parallèle & C et jouissant 
de cette propriété fera partie de ce système: car soit l? un tel axe: on aura 
ï'z,t = Cn,,. TI, Tf étant une translation normale B C, laquelle fera partie 
du groupe. 
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Le mouvement D2n transforme le systéme C, Cr, CIr.. . en un autre - ,T 
3 

systhme pareil A ,  Af, AIf . . . d'axes paralléles A : et autour desquels auront 
lieu les mkmes mouvements hélicoïdaux qu'autour de C, Cr, C v . .  . Récipro- 
quement ce seront les seuls axes parallèles CL A et jouissant de cette pro- 
priété : car s'il en existait un autre (A) ,  le mouvement inverse de DE,, 

3 

le transformerait en iIn nouvel axe (C) parallhle CL C et jouissant de la 
meme propriété, quoique ne faisant pas partie du systkme C, Cf, Cr!.., ce 
qui est impossible. 

Soient B ,  B', BIt.. . les axes transformés de A ,  Ar, A".. . par Dg, : ce 
3 

seront parmi les axes paralléles à 5, les seuls autour desquels aient lieu 
les memes mouvements hélicoïdaux qu'autour de C. Enfin tous les mouve- 
ments du groupe transformeront nécessairement les uns dans les autres les 
trois systémes pareils A,  A', A". . , B, B', B' '... C, CI, Cu.. .: car chacun 
d'eux transforme les uues dans les autres les trois directions A, &, C:  il 
transformera donc C, Cr, Clf.. . en un système d'axes parallèles à l'une de 
ces trois directions et autour desquels auront lieu les mêmes mouvements 
qu'antour de C: ce système transformé sera dons l'un des trois précédents 
qui jouissent exclusivement à tous autres de cette propriété. 

Les mouvements de translation que le groupe peut contenir étant égale- 
ment transformés les uns dans les autres par tous les mouvements du groupe, 
les mouvements dérivées de ces translations, jointes aux mouvements au- 
tour des axes A ,  A'.. .  B, B f .  .. C,  C'. . . formeront uni groupe partiel dont 
lcs mouvements sont t r ans f~~més  les uns dans les autres par un mou- 
vement quelconque du groupe: et il cst aisé de démontrer que tous les 
mouvements du groupe se raménent la forme M (D9, T)., M étant un 

mouvement de ce groupe partiel, et a étant égal & 0 ,  1, ou 2. 
En effet il est clair que les mouvements qui superposent le tétrakdre à 

lui-même sont tous de la forme M D2, *, M se reduisant CL l'unité OU ( 3 9 0 )  

à l'un des trois mouvements An,, , Bz,,, en,,: soit par exemple El 2~ - 3 0  
3 

l'un de 
celui-là 

A et CL 

ces mouvements: tout mouvement du groupe proposé correspondant à 
sera de la forme ( A ) ,  ,r (D)- , ,, , ( A )  et (D) étant des axes paralléles 

3 

D. Mais on a évidemment (A)n, t l  =An, . et (D)?, , = d. D-2 , , , 
3 3 
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I et zf étant des translations convenablement choisies: on aura donc 

Ce mouvement faisant partie du groupe, ainsi que -4n,t et DE, , , 7 r' y 
3 

sera contenii également et An,,. srf  le sera dans le groupe partiel. 
48. 3' cas. Supposons maintenant que les translations du groupe soient 

celles qui dérivent des translations O suivant les trois axes coordonnés 
A,  B, C,  seules ou jointes à la translation ( + O ,  $8, + O ) .  

Les translations perpendiculaires à C étant de la forme générale (me, ne, O), 
les axes du systhme C,  Cf, Cf'. . . se projetteront sur le plan perpendi~ulai~c. 
A B  suivant un systéme de points dont les coordonnées différent entre elles 
iies multiples de +O: l'ensemble de ces projections forme ainsi un réseau i~ 
maille carrée et égale à .+O. 

. 
Cela posé, le mouvment Il,, antour d3 l'axe B doit transformer le sy- 

stéme C, Cf, C1! . . en lui-même, ce qui suppose évideminerit que B se pro- 
jette sur l'une des rangées du réseau, ou au milieu de l'intervalle de deux 
rangées. 

Si B se projette sur une rangée du réseau, cet axe et les autres axes du 
même systême, BI, BIf.. . (lesquels se projettent sur le plan A C  suivant un 
réseau B maille carrée et égale à + O )  se projetteront tous sur les rangées. 
Chaque axe du systéme B, BI. . . rencontre donc une infinité d'axes du systéme 
C, Cr. . . et réciproquement. Cela posé, le mouvement L) nn .permute cir-' - ' 

3 
culairement entre eux les trois systèmes A ,  AI.. ., B ,  BI.. ., C, Cf.. . et d'autre 
part, si deux lignes se coupent, il est clair que leurs transformées se coupent: 
donc chacun des axes A ,  A'. . . coupe une infinité d'axes du système B, Br.. , 
On voit de m&me, en transformant les systèmes par ( DE, )-l, que chacun 

des axes A,  A'. . . coupe une infinité d'axes du systéme C, Cf.. . Pour que cela 
ait lieu, il faut évidemment que A, Al. .. passent par les points d'intersection 
des systèmes précédents: les trois systèmes d'axes formeront ainsi les ran- 
gées d'un. assemblage cubique. 

Réciproquement, si B se projette au milieu de deux rangées, il en sera 
de même des axes B', BI1.. . et des axes A,  Af, AIf.. . : car s i  ceux-ci se pro- 
jettaient sur des rangées, il en serait de même de B, Br, BIf... d'après le 
raisonnement que nous venons de faire. Enfin si l'on projette les trois sy- 
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stemes sur le plan AC,  par exemple, perpendiculaire A B ,  Bf, Bv.. ., les traces 
des axes de ce systhme formeront un réseau à maille carrée et égale à 9 0 ,  
et ceux des deux autres systémes se projetteront au milieu des rang6es de 
ce réseau: sans quoi les trois systémes d'axes devraient se couper mutuel- 
lement comme tcut à, l'heure, ce qui est absurde, B, Br.. . ne coupant nulle 
part C, Cf.. . 

49. Cela posé, admettons d'abord que les trois systémes d'axes forment 
les rangées d'un assemblage cubique. On aura nécessairement t= O : car 
A ,  3, C étant trois axas qui se rencontrent en un même point, sile groupe 
contenait les trois mouvements An,+, , ' Bn,ie, Cn,je, il contiendrait leur pro- 

duit, lequel se réduit A la translation (+O, -+ 8, + O ) ,  laquelle combinée 
avec B,,L~ donnerait un mouvement Bn,. autour d'un axe paralléle à 

B; t = g 0 ne serait donc pas un minimum, comme nous le supposons. 
Le mouvement D*, , dont la combinaison avec les précédents et les 

3 

translations 0 doit reproduire tout le groupe devant transformer en lui-même 
le triple système A ,  A' ... B;B' ... C, CI ..., résulte évidemment de la combi- 

naison d'une translation avec une rotation R d'un angle 

275 - autour d'une diagonale du cube générateur de l'assemblage. On peut 
3 

d'ailleurs supposer qu'on ait combiné A ce mouvement les translations 0, de 
manière à ramener chacun des entiers rn,  n, p 3 être égal à zero ou à 1. 

Si l'on suppose nz = n = p  = O, on obtient deux groupes distincts, 
suivant que la translation (+O, +O, + O )  fait ou non partie du groupe. Chacun 
d'eux est suffisamment défini par ce qui précede. 

2" Si l'on suppose m= l , n= O ,  p = 0, le groupe contient la transla- 
tion (+O, 0, O) Ri3 = (+O, +O, +O); cette hypothése ne donne donc qu'une 
solution. 

3" Soit m = O,  n = 4 ,  p = 1; le mouvement (O, +O,  + O )  R combiné aux 
translations 8 donne un nouveau groupe différent des précédents. Mais si 
l'on veut adjoindre encore à ce groupe la translation (:O: + O ,  iO) on re- 
tombera sur le dernier groupe trouvé : car cette translation, combi~ée à 
(0 ,  $ 8 ,  PO)R, donne le mouvement (+O, 0,  0)R. 

4 O  Soit enfin rn = l , n = 1, p = l .  On obtient un nouveau groupe en 
combinant le mouvement ( i d ,  +O, +O) .R aux translations 8 : mais si l'on veut 
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y adjoindre cnooi9e la translation (+O, +O, +O), le groupe formé cont,iendra le  
mouvement R,  e t  par suite coïncidera avec l'un de ceux déjà trouvés. 

50. Supposons maintenant que B se projette au milieu de deux rangées. 
Prenons pour axe des x la perpendiculaire commune & C et à B, pour axe 
des z la ligne C, pour axe des y une paralléle B B. Les lignes C ,  Cf . .  . auront 

m P1 
pour équations générales les suivantes x=-8, y = -8, m et n étant des 2 2 

Sm1+ 1 n' entiers. Les B, Br. .  . auront pour équations x= - O ,  z = 0. Enfin 
4 2 

les ,4, -4' ..., se projétant au milieu des rangées des réseaux formés par A, Ar... 
sur le plan xy, et par B, B' ... sur le plan xz, auront pour équations 

2nV+ 4 y=- 2pf1+ i 
4 

O ,  z = -  
4 

O. 

e n  Soit maintenant R une rotation d'amplitude - autour de la diagoizaIe 6 
3 

d'un cube ayant pour arêtes les parties positives des trois axes coordonnés: 
le mouvement (+O,  :-O, 0) R transforme le triple systkme A, A'... B, BI... C, P... 
en  lui-même: en effet, (+O, f O, O)  transforme les lignes du systérne A ,  A'..., 

n" 4- 1 
par exemple, en lignes parallbles dont l'équation générale sera y =- 2 6'  

z =PX O et que R, qui permute circulairement x, y, z ,  transforrncra en 
2 

n"f i  - p " + l  
celles qui ont pour équations générales z =-t' 0 ,  x - - "2 

8, lesquelles 

ne sont autres que celles du systéme C, Cl... Mais le mouvement D ~ z  a 
3' T 

son axe parallele à 6: il sera donc de la  forme T.(+O, +O, O) R ,  T étant une 
translation, laquelle devra transformer le triple systéme en lui-m&me, puisque 
l'autre mouvement partiel (dg, +9, O) R jouit de cette propriété ainsi que le 
mouvement résultant D2< - T. Mais les translations qui superposent le triple 

3 

systhme & lui-même sont toutes de la forme générale 

aura par suite Drin = (q 8, 0 ,  0 R. D'ailleurs, en combinant - 
3 '  

ce mouvement avec les translations 0 suivant les trois axes, on pourra évi- 
demment réduire chacun des entiers A, p ,  v A Gtre egal A O ou à 1. 

On peut d'ailleurs supposer que h 4- ~c + v t- l =  0 (mod 2) : car si l'on 
avait .S = h + p +- v + 4 - l (mod 2)' on pourrait considérer, au lieu de ce 
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mouvement 

celui-ci 

dans lequel on aurait A+ 4 + p + 4 + v +- 4 + 1 = O (mod2). 
Cela posé, la congruence X + (u + v c I = O (mod2) a quatre systèmes de 

solutions, que nous allons discnter successivement. 

Io Soient A 4, p= O ,  v= O:  le carré de (+O, +O, 0) R sera (0, + O ,  + O )  Re 
et son cube se réduit à (8 ,8 ,  O), translation dérivée des translations 8. Si le 
groupe ne contient d'autres translations que ces dernieres, on pourra supposer 
t= O ou t =+O. Si au  contraire le groupe contient en outre la translation 
($9, +O, +8),on aura nécessairement t = O ; ce qui donne en tout trois solutions 
distinctes. 

2O Soient A= 0 ,  p= 1, v = 0. On aura encore trois cas h, distinguer 
suivant que l'on a t = a 0 ou t = 0 et dans ce dernier cas suivant que le 
groupe contient ou non la translation ($8,  $8, $8). Mais ces cas se réduisent 
aux précédents: car si l'on prend pour axes coordonnés au lieu des parties 
positives des axes o x ,  O y, oz les parties négatives des axes oz ,  O y ,  o x  
lesquelles se succèdent dans le même ordre, R sera changé en R-' = R h t  
(+O, +O, O) R le sera en (0, -98, -+O) R2, laquelle dérive des translations 9 
et du mouvement (8, +O, :O) R2 et  par suite fait partie des groupes déter- 
minés dans le paragraphe précédent. Réciproquement on voit de même que 
chaque mouvement de l'un de ces derniers groupes est contenu dans l'un 
de ceux que nous obtenons ici: il y a donc identité. 

30 Soient A= O, p=0, v = l :  le carré de (+O, +O, $8)  R sera (+O, $9, +O) R2 
et son cube se réduit à (8 ,  8 ,  0). On aura trois solutions suivant que t=+ 0 
ou t = 8 et dans ce dernier cas suivant que le groupe contient ou non la 
translation (+O, + O ,  +O). 

4" Soient enfin A = 1, p = 1, v= 1, la carré de (+O, f 8 ,  +O) R sera 
(+O, { O ,  %O) R h t  son cube se réduit 5 (2@, 28, 28). On aura trois solutions 
suivant que t=PB ou t= 0 et dans ce dernier cas, suivant que le groupe 
contient ou non la translation ( + O ,  + 9, + 8). 
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2"' cas. Supposons maintenant que le groupe contienne les translations 
(+O, $0, O), etc. 

Les projections de C, Cf... sur le plan des x y donnent un systéme de 
7n m+2n points dont les coordonnées sont en général x = 0 ,  y = - 2 8, m et n 

étant des entiers: points dont la disposition est celle d'un quinconce. 
Dans le cas qui nous occupe, on a t = O ;  et pour qu'une demi-révolution 

autour de B superpose le systeme C, Cr... à lui-même, il faut évidemment 
que B se projette suivant une des rangées du quinconce: cela posé tous 
les axes B ,  B' ... se projetteront suivant les rangées du quinconce: d'autrc 
part leurs projections sur le plan des xz dessineront un second quinconce 
semblable au précédent. 

On voit par ILL que chacun des axes B, Br... coupe une infinité d'axes du 
systéme C, Cr.. . et réciproquement. Le mouvement Dtn - permutant circu- 

3 '  

lairement les trois systbmes A, Ar ..., B,  Br ..., C, Cf ..., chacun des axes A, Ar... 
devra couper une infinité d'axes de chacun des deux systèmes B, BI... e t  C, Cf ..., 
ce qui suppose évidemment que A, A' ... passent précisément par les points 
d'intersection des C, Cf... avec les B, Br ... 

Les trois systemes d'axes forment ainsi l'ensemble des rangées de deux 
assemblages cubiques, formés sur le cdté P 8, et ayant chacun pour sommets 
les centres des cubes de l'autre. La rotation R superpose le triple système 
à lui-méme, et  l'on aura D2rr = T. R ,  T étant une translation qui le super- 

3' 
pose également à lui-même. 

Or T sera évidemment une des translations - d - 0 ,  te) qui superposent (S 3 s  

à lui-même chacun des deux assemblages cubiques, ou une des tram1 a . t '  103s 

, -" d) qui transforment les deux assemblages l'un 
4 

dans l'autre. 
Divers cas seront h examiner ici : 

1" Si D2n se réduit à R ,  ce mouvement joint aux translations 8 et 
-9  T 3 

(+O, 40,  0) donnera un groupe nettement défini par ce qui précéde, et qui 
ne pourra être combiné avec aucune autre translation. 

2" Si T se réduit (+O, 0, O), (TR)S serait 6gal à (+O, + O ,  4 O), translation 
que le groupe ne peut contenir: cette hypothèse est donc absurde. 
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3" Si T se réduit à (80, +O, O), le groupe contient f et par suite R, et 
l'on retombe sur le groupe déjà trouvé. 

2na+4 2n+b  4 O  Enfin T ne peut étre égal à (T 0, - 4 O, -"O), 4 car (T R)' 

se réduirait & la translation 2(m+n+~)+3~, 2(m+n+p) + 3 2lm++i-p)+3 O 
4 - 0 9  ' 4  - ) 

que le groupe devrait contenir: résultat absurde, car il ne peut contenir que 
des translations dont les projections sur les axes soient des multiples de +O. 

(La $n au prochaita cahier). 
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Intorno ad un teorema di Cauchy. 

(del prof. A. GENOCCHI, a Torino).  

- - -. - - - 

Ii chiarissimo prof. Tauoi ha irnpugnato un teorema annunziato da Cnucnv 
ne1 tom. X dei Comptes rendus pag. 181. & vero che 1' illustre francese non 
l'ha accompagnato con una dimostrazione formale, ma i principj da lui esposti 
ne1 medesirno volume e ne1 tom. XVII dei Mémoires de l'Institut conducono 
cosi 'facilmente alla dimostrazione, che a buon diritto, mi sembra, egli ha 
potuto ommetterla; e fu dopo averla trovata ch'io citai quel teorema in una 
Memoria intorno ai residui quadratici pubblicata dall'Accademia delle scienze 
del Belgio, e potei distintamente indicarvi i casi ne' quali il segno ambiguo 
nell'equazione di CAUCHY deve ridursi al + e quelli in cui deve ridursi 
al -, cib derivando come conseguenza immediata dagli accennati principj. 

Il fondamento della dimostrazione sta nella determinazione della somma 
O punzione alternala A formata colle radici primitive dell' equazione I - xn = O 
divise in due gruppi. Sia p una di tali radici primitive: inteso il simbolo 

(:) ne1 senso spiegato da LEGENDRE quando n B un numero prima e m 

i o n  & divisibile per n,  si ponga rispetta ad ogni valore impari di t ~ t  la de- 
m- l  - 

finizione ( )  = (- 4) 2 e l'una O 1' altra delle defmizioni segueuti : 

poscia supponendo n un numero impari non divisibile per alcun quadrato 
ovvero un ta1 numero moltiplicato per 4 O per 8 ,  si determinerii general- 

mente il valore di ( )  se si ammctte che sia nul10 quando m non E primo 

ad n,  e ncl caso contrario, risoluto n ne' suoi fattori primi impari e ilel 
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fattore 4 ovvero 8 ,  si applica la relazione (;) = (P) (5) indicata da 

JACOBI. Cid posto, si rappresentino con h quelli fra i numeri inferiori ad 9% 

e primi ad n che dànno (+) = + 1, e con k quelli che danno (X) =-l , 
e si scriva A =Çp5- CpL; se n è d'una delle forme 4 a + l ,  4 ( 4 a t  3) ,  
si avrà Ae=+n; se n b d'una delle forme 4 a  + 3,  4 ( 4 a + l ) ,  si avr& 
A'=- n; se infine n è della forma 8 (2a+l) ,  si avr& A G n  (-1)' quando 

ms-f 

si suppone (T)  = (- 1 ) ~  9 e A' = n ( - l)'+' quando si supponga 
. . 

(rn -i) (m-3) n-8 
8 , fatto iu entrambi i casi r - -. Queste prop0- 

16 

sizioni furono dimostrate da CAUCHY, e ottenute tali formole, non resta se 
non seguire il metodo stesso di GAUSS per provare l'esistenza di due poli- 
nomj interi Y e Z a coefficienti interi (*) che rendono: 

e quindi: 

4n(x - ph) ( x - p k ) =  Y'-A'Z', 
ossia : 

4X,= Yaq=nZ2, 

cliiamato X,  il prodo1;to II(x-p) steso a tutti i valori di p. Ne1 secondo 
membro dovrà prendersi il segno - quando n t: d 'ma delle forme 4a + l e 
4(4a+ 3), e il segno + quando n è d' una delle forme 4a + 3 e 4(4a+1); 
e potïC1 prendersi tailto l'uno quaiito l'altro segno se n è divisibile per 8. 

Il prof. TRUDI avendo trovato ne1 caso di n pari formole diverse dalla pre- 

(') Il prof. TRUDI, ncl dire clie DIRICHLET ha ridotto a formole la costruzione dei coefficienti 
di Y et Z, aggiunge che ta1 cosa era riputata impossibile da GAUSS. Osservo che le formole J. 

cui egli allude contengono i siniboli ( )  , ($1 , (+) , ,m., ai quali si possono appli- 

care le parole di GAUSS: cvariant pro diversa indole numeri 91, nec formulæ analyticæ generali 
subiici possunt m. Le regole date da LEGENDRE negli art. 811, 513 della sua Théorie des nombres 
furono da lui stesso dichiarate inesatte ne1 tom0 XI %moires de l'Institut (1832) pag. 81, dove 

altre ne sostitui. Noterb ancora che la formola del TRUDI Z(s) = (-x) lntrZ (') per n-3 

(mod. 4) non é più esatta di quella del DEDEKIND ch'esso ha voluto correggere, e.  che si deve 
porre -(-x)m in luogo di (-x)m+i 

Annali di Malematica, tomo II. 38 
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2 18 G e no c c h i : Tntorno  ad un teoremn di Caiicl-iy. 

cedente e avendo corroborato lc sue dednzioni con esempi numerici, ha con- 
chiuso che per n pari 1' esposto teorema di CAUCHY non é vero, mentre cor1 
questo non è inconciliabile il suo teorema, potendo Io stesso polinomio 4X, 
ricevere due O più forme quadratiche distinte. E 10 mostrano senz'altro gli 
esempi che soggiungo dando ad n i valori 1 2 ,  20, 24, 28,  56, dei quali 
gli ultimi due sono appunto stati scelti da1 sig. TRUDI per provarc la falsith 
del teorema di CAUCHY: 

Pel caso di ri impari , il prof. TRUDI ammette il teorelna, ma 10 attribuisce 
a DIRICHLET, che 10 avrebbe sommariamente esposto ne!la Mernoria S u r  l'zisage 
cles intégrales définies dans lu sommation des séries jinies oz1 infinies. Con- 
fesso che in  qiiesta (G. Crelle, t. XVII, pag. 57) non ho trovato una parola chc 
si  riferisca al menzionato teorema: bensi nello stesso volume fu pubblicata 
un'altra Memoria di DIRICHLET S u r  la manière de résoudre l'équation 
t" p u 2 = l  au moyen  des fonctions circulaires, ne1 chiuder la  quale l'il- 
lustre autore afferma che il teorema di GAUSS si pu6 ampliare e indica il 
risultato ne1 solo caso in  cui n é il prodotto di due numeri primi disuguali, 
aggiungendo I'esempio di n = 33. E CAUCHY non ha ominesso di menzionare 
queste proposizioni del DIRICHLET. Wè relativamente a ta1 quistione g i o m  al- 
legare le Lezioni postume di DIRICHLET che sono una compilazione dell'egregio 
prof. DEDEKIBD, uscita ne1 1863, con aggiunte proprie del coinpilatore. 

93 novembre 1868. 
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Addition à la Note 

sur quelques torses sextiques. 

(PLCI' A. CAYLEY, d C~~.n.&ridye). 

J e  viens de trouver ce que signifie la condition J=o. ConsidBroiis dcur 
surfaces quadriques qui se touchent (d'un contact ordinaire). Les équations 
tangentielles peuvent s'écrire sous la forme 

a E2+b q a + c  ?+2n < w = O ,  

a'E2-i- b ' r ~ c c ' ~ + 2 n r ~ o = 0 ,  

ct l'on satisfait à ces équations par des valeurs de 4 ,  Y,  j', o qui contienuent 
un parambtre arbitraire O,  en écrivant 

ce qui détermine les valeurs de a :  3: y:  6: E.  L'équation du plan tangeiit 
commun scra donc 

ou, en multipliant par 130" cette équation sera 

(a, b ,  C, d ,  e) (0, il4= 0 ,  
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les valeurs des coefficients 6tant 

En représentant par A a  +4B b + 6 Cc + 4Dd+ Ee =O l'équation qui lie 
les fonctions linéaires a, b,  c, cl, e ,  cette équation sera n-e= O; on a donc 
A = - E= 1 ,  B = C c  D = O; l'invariant J de l a  fonction ( A ,  B, C, D, E )  
('G, 1)4 est donc = 0. 

Nous arrivons ainsi à la conclusion que la torse sextique 

où les fonctions lineaires a,  b, c, d, e sont liées par une équation 

telle que l'invariant 

J =  ACE-AD2-EB2- C S - 2 B C D  

de la fonction ( A ,  B, C, D ,  E )  (z, 1)4 est =.O (cas Pi0 de la Note), est la torse 
enveloppée par le  plan tangent commun de deux surfaces quadriques qui 
se touchent d'un contact ordinaire. J'ai trouvé l'équation de cette torse dans 
le  Memoire a On the developable surfaces which arise from two surfaces 
of the second order ;v Quart. Math. Jour. t. V (1350) pp. 46-57, voir p. 56: 
a ,  b, c ,  n, a', b', cl, n1 y denotent les mêmes coefficients comme LL présent, 
et en ecrivant . 

(et del& p f + qg  + r h = O ) ,  l'équation trouvée est 

J e  vais vérifier ces termes. Partant de l'équation (a ,  b ,  c, d,  e )  ( 6 ,  1)4 = 0, 
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C a  y 1 e y : Sui. quelques torses sexliques. 22 1 

PQ' , l'équation de la torse, en y introduisant pour commodité le facteur - - 
246 

sera 

- [2 (~zu+cz)~- 9 ( 8 ~  SEZ)  ( u ~ x ~ - @ ~ Z J ' ) -  ~ ~ ( ~ W + E Z ) ~ ~ W ~ + ~ ~ ( ~ ~ X ~ + P ' ~ ~ ) ~ W I ~  

En prenant y&=aù'-afb=h, on obtient pour a ,  P,  y, 6, e les valeurs 

Les termes en w6 et (xa, y2)8 sont 

1 
Ces termes sont donc 

= fZg%' w6 + 4pqr(qxe -+ p ~ ~ ) ~ ,  

comme cela doit être. . 

Cambridge, 22  septembre 1868. 
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Sopra le curve gobbe di quart'ordine 
e prima specie. (') 

( d e l  D.' T. R.EYE, prof: u Zurigo). 

15. « 1 piani passariti per un punto fisso A di ima k4 incontrano- an- 
u cora la curva in terne di punti tali che, se  cinque nuovi punti di k4 for- 
« mano un gruppo di punti associati con una di quelle terne, formeranno 
« un gruppo analogo con qualunque altra terna (11) ». 

Questo teorema conduce al seguente: 
« Se per quattro punti A, B,  C, D di una k4 si fanno passare delle su- 

c< perficie arbitrarie di 2" grado, queste s9gano ancora la curva in qua- 
« derne di punti; ed ogni quattro punti A , ,  BI, Cl, D, di k4, formanti un 
(r gruppo di punti associati con una (Q) di queste quaderne, debbono for- 
G mare anche un ta1 gruppo con un'altra qualunque (QI) delle stesse quaderne ». 

Per ipotesi i punti A ,  B ,  C, D foïmano un gruppo di punti associati con 
ciascuna delle quaderne @ e Q,. Se ora congiungianio il punto in cui lc4 - 
B intersegata per la quarta volta da1 piano B CL) con C, é D, per mezzo di 
un nuovo piano, e se indichiamo con B' la quarta intersezione di questo 
piano con k 4 ;  anche i punti A ,  RL, Cl. D, formauo un gruppo di punti as- 
sociati con ciascuna delle quaclerne Q e Q,. Ma se la quaderna Q forma 
un ta1 gruppo anche coi punti A,, BI, Cl, Dl, allora le rette A B1 ed A,B, 
sono generatrici (d'uno stesso sistema) di un'iperboloide passante per k4 (8); 
e quindi non solo A ,  El, Cl, Dl,  ma anche A , ,  B,, C , ,  Dl formano un grnppo 
di punti associati colla quaderna Q, (10). 

16. Possiamo riunire ne1 modo seguente i teoremi (10) e (15): 
Se sopra  u n a  k4 sono da t i  due g rupp i  di p u n t i  a s s o c i a t i ,  e se o t t o  

qua l s ivog l i ano  d i  q u e s t i  sed ic i  p u n t i  formano un  nuovo  g r u p p o  

(') Continuazionc e Tiiic dellu 11enioria a pag. 129 di qiiesto tomo. 
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R e  y e : Sulle curre gobbe di 4 . O  ordine e lea specic. 253 

di  p u n t i  a s soc i a t i ,  anche g l i  a l t r i  o t t o  p u n t i  debbono formare un  
gr  u pp O a n  a10 go .  Per esempio : (( Se m a  k4 é intersegata da tre piani E,, E,, E ,  

K nelle qiiaderne di punti (-4,, BI, C,, Dl), (A , ,  B, ,  C2 , D,) e (,4,, B,, C,, D,)? 
a e se A,, B,, C,, D4 sono gli ultimi quattro punti, nei quali k4 & rispet- 
« tivamente incontrata dai piani A,  A, A,, B, B, u,; Cl C, C,, anche i punti 
u A, B, C4 D4 giaceranno in un piano ». Infatti poichè tanto i punti d e B ,  
quanto i punti 15' e D formano un gruppo di punti associati, e poichè 
A, ,  B,, Cl, il,, A , .  B,, C,, D, è un terzo gruppo di punti associati, 
anche A , ,  B,, C,, D,, A,, B,, C,, D, dev'essere un gruppo analogo; ed 
essendo A,, B,, C',, D, situati in un piano, passerà un piano anche per 
A,, B,, C,, D,. 

.17. Facendo coincidere ne1 teorema (26) i piani ed E ,  con E,, si ricava 
l'interessante teorema: S e  s i  c o s t r u i s c o n o  i p i an i  o scu la to r i  , n e i  
q u a t t r o  p u n t i  d ' i n t e r s e z l o n e  d ' u n a  k4 con  u n  p i a n o ,  essi  s e g a n o  
l a  k4 i n  a l t r i  q u a t t r o  p u n t i  s i t u a t i  p a r i m e n t i  i n  u n  p iano .  Questo 
teorema é analogo ad una nota proprieta delle curve piane di 3 O  ordine. Da 
esso. segue immediatamente : 

18. K Qualunque piano, il quale unisca tre punti di contatto di piani 
(( tangenti stazionari d'una k4, incontra questa curva in un altro di tali 
punti D. È noto corne ciascuno dei quattro coni K 2 ,  che si possono far passare 
per k', ' E  toccato da quattro piani tangenti stazionari della k4. 1 sedici punti 
di contatto sono situati quattro a quattro sulle faccie del tetraedro formata 
dai vertici dei quattro coni nominati. Perd in tutto vi sono 140 piani, conte- 
nenti quattro qualunque di questi punti di contatto ; per ciascuna delle 120 
rette congiiingenti quei 16  punti di contatto passano sette di questi piani, 
e per ciascuno dei 16  punti ne passano 35. 

19. Da1 n.O (17) si ricava pure facilmente il noto teorema: 1 p u n t i  d i  
c o n t a t t o  d e i  t r e  p i a n i  o scu la to r i ,  c h e  possono  c o n d u r s i  a l l a  k4 
da  u n  s u o  p u n t o  P, g i a c c i o n o  i n  u n  p iano  con  P. Pe r l a  dimostra- 
zione si congiunga, mediante un piano, P a due di questi punti di contatto, 
e si applichi alle quattro sue intersezioni con k4 il teorema (17). 

20. Puossi enunciare ne1 seguente modo il teorema reciproco del (17); 
c Se da ciascuno 2ei quattro pixnti d'intersezione d'un piano con m a  k4, si 
<{ conducono tre piani osculatori alla lc4, i 1 2  punti di contatto sono situati 
c a quattro a quattro in 27 piani ». 

Zurigo, 30 settcmbrt? 1868. 
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Sur l'expression la plus simple de certaines 
fonctions des différences des racines d'une 
équation du cinquieme degré. 

( p a r  M. MICHAEL ROBERTS, à Dublin). 

D a n s  ce Mémoire je ferai usage des fonctions des différences des racines 
de 17équ.ation: 

qui sont renfermées dans le tableau suivant: 

H-ai-a,a,, G=aia3 + 2a;- 3a0a1 a,, I= aoa4-4a, ci3+ 3 4  

J=a.,a2a4+ 2a,a2a,- a,G - uia4 - ag3 

K= 4 (a,  a,- 4a1 a ,  + 3a3 (a,  a ,  - 4a2 a, + 3n:) - (a ,  a ,  - 3u, a, + 2a2 a,)' 

L = aB, (ai - a ,  a,,) + 3a0a1 (a,  a,- a, a,) i- 4no a,  (ai- a ,  a,) + 2aS (a3 - a,  a 3  

+ 5ai a ,  a, + 3 4  - 8a, aSa3 

R=12aSa2a3a5+ 15a:a2ai- 10a;aaa4 -t flOa,a,a~- 8a,a,a~n,  

- 30a,aja3a,+ 2a,a,a3a:- Ga,aia,-IOaiai i- 2aoal,a,a, 

+ 11jaia4-14ao @al;-6ala4a, + 4a0a, a,a,ct, + 22n0 a, alu, 

+2aia3a4a5-aia4 + aoniaj-aia2aj- 9a0ag 

T = (aon,a.5-aoa,n,-a~a,+a,a9,tala,a,-a~a3)2 

-3(%p,a, + 2a,a,a3- a,,&-a~a,-a~) (aoa3a5 - a.,a:- a,a,a,+a,a,a, +aga4- @,a:) 
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R ob e r t s : S u r  l'équation du 5 m e  degré. 

Ces fonctions satisfont aux relations suivantes : 

GK'= 4H21- Ga,HJ + a.: (L- IB) ,  

.Kt' = 4HIB- 12a, IJ- ai K ,  

L'equation (1) est bien connue depuis long-temps; l'équation (3) a été 
donnée pour la première fois par M. BRIOSCHI dans le Journal de M. TORTOLINT, 
et  les autres se trouvent dans mes articles insérés dans le Quarterly Journal, 
vol. 4, pages 173, 176, 327. 

Maintenant soit Q(o, x) une fonction symétrique des différences des ra- 
cines de l'équation (1), homoghne et entiére; et soient o la puissance la 
plus haute de l'une quelconque des racines dans la fonction dont il s'agit, 
ou bien son degré quant aux coefficients, et x son degré par rapport aux 
racines elles-mêmes. Je  vais chercher la forme la plus simple par les coef- 
ficients des fonctions, @ quand on attribue aux quantités o, x plusieurs va- 
leurs diverses. Parmi les fonctions ainsi considérées on trouve, comme cas 
particuliers, les coefficients de l'équation aux carrés des différences des ra- 
cines de l'équation (1) et qui sont présentés sous leur forme la plus simple 
dans mon MBmvire inséré dans le Journal de M. TORTOLINI, TOI. VI1 page 257. 
J'ai rhussi de combler une lacune qui semble exister dans la théorie des co- 
variants des formes binaires du cinquième degré, (Voir un Mémoire de 
M. CAYLEY, Philosophical Transactions, 1860, page 108). 

Pour exposer les principes de ma méthode il faut se rappeler le résultat 
- 

connu que a a + ~ , x )  a Q ( a , ~ )  - .  sont aussi fonctions des différences des 
8% a 0; 

racines de l'équation (1); et en désignant par v la pnissance la  plus haute  

de a, qui se trouve dans @(a, x )  , a Y ' ( ~ q n e  contient pas ce coefficient et  
8% 

s'exprime par les quantités a,, IT, G ,  1: J: la rÈsolution du problème actuel 
consiste Ct présenter les résultats des intégrations successives de cette 

valeur de "' y 9 par rapport h a, comme fonctions des différences des ra- a a, 
cines de l'équation (1). Il faut ajouter à la premiére intégration, pour tirer 

av-4 O A 
la valeur de ( "), au lieu de constante arbitraire, l'expression la plus a a[-i 

A n m l i  d i  Motemnticrl, tom0 II. 29 
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? 2G Rober t s  : S u r  l 'equntioil du i>mr degré. 

ghéra le  des fonctions des diff6rciices des racines qui dépenclent dc ct,, 11, G ,  
1, J ,  dont le degré par rappoït aux coefficients est o - v t l ,  et dont le 
degré par rapport nilx racines est 1:- 5 v  + 5. Les autres intégratio~is qui sont 
nécessaires pour arriver A l'expression génbrale de cb (a, x )  s'effectuent 
d'une manière semblable. 

Observons maintenant qu'on a 

11 faut reinarquer que ces équatiom suffisent à définir et à déterminer 
complétemcnt les fcnc,tions K ,  Kr, R ,  T; on a aussi 

Nous allons maintenant donner quelques formules polir faciliter 1'intCgration 
dont nous nous occuperons dans la suite. En miiltipliant les cleus membres de 
l'équation (2) par du, et en intégrant, nous troiivoils, en vcrtu du sjstgme ( 6 ) ,  

an a T 7  nous En tirant par diff6rentiation des équntions (4) ( 5 )  les ~*alciirs - - 
a(13 an; 

trouvons 

or les équations (2) (3) donnent 

Kf2+c t~I l=  4 I i H I -  S c i , J ) ,  G x I - ~ ~ ( L - I "  =22\2Mi-3croJ), 

en sorte que nom avms 

d'oh nous tirons par intégration 
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R O b e r 1 s . Sur l'&qua lion du 3 U l e  degré. 

on a donc 

Koiis avons aussi: 

mais le secoiid membre de cette derniére se  réduit, en vertu des équations 
(1) (2)) & -ai L G ,  en sorte que nous trouvons : 

On peut déduire cette équation aussi en intégrant l'équation (1) p u  rapport à a,. 
En multipliant par da, les d e u s  membres de l'équation (10) et prenant 

les intégrales par rapport & a, nous trouvons: 

011 peut déterminer les valeurs des quantités a, P :  qui ont été introduites 
par intkgrstion en supposant a, = a, = a, = O ,  ce qui donne 

L=I"a:a2, II=al J=-a:a,, T = - 3 a , a ~ n ~  

d'oii l'on tire a = 0, = 3 ,  en sorte que nous avons 

équation que j'ai déjà donnée dans le  Qua~ter ly  Journal, vol. V, page 14'7, 
et que j'ai tirée cles équations (1)) (2),  (3)' (4)' (5) de ce Momoire. 

Nous allons maintenant donner quelques exemples de notre méthode. 
Cherchons l'expression générale des fonctions des difFérences des.raciiies 

de l'équation (1) du  h~iitihme degré par rapport aux coefficients et du qua- 
torzikme degré par rapport aux racines, ou bien de @ (8, 44) ; alors v = 2, 
et on a :  
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228 R O b e r t s . Sur l'équation d u  5 m e  degré. 

A,  p étant des facteurs numériques quelconques; d'où en intégrant, en vertu 
du système (6)' et en nous rappelant notre régle relative à l'introduction 
des fonctions convenables de a,, H, G ,  1, J ,  

d'où l'on tire pour la valeur générale de @ (8'14) : 

an; T-pi I I{ -  9HIL - $a,JL + 2F/H13+xHJ2+ vao I 2  J. 

Cherchons l'expression la plus simple des fonctions des différences des 
racines d'une équation du cinquiéme degré qui sont du sisibme degré par 
rapport aux coefficients et  du douzième degré par rapport aux racines, c'est- 
a-dire @(6,12); on a pour ce cas v = 2  et: 

ce qui dévient en vertu du systhme (6) 

et en intégrant: 
aa(6, 42) =-2AHKr+pIG,  a 0; 

d'où finalement 

qj(6,12) = +13 + ~ J ' - h l i i K -  p IL .  

La valeur la plus simple par les coefficients du déterminaut 

oh sol s,, s,. . . sont les sommes des puissances zéro, première, deuxième ... . 
des racines de l'équation (1), résulte de cette dernière formule qui conduit 

(') Dans In suite de ce MBmoire, les lettres grecques désignent des facteurs nurn&iquea 
arbitraires. 
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à la suivante 

s, s, s, s, I = ? s o o [ H I < - ~ - ~ ~ I L  + 4 1 3 - 2 1 6  5') 

s ,  s, s 3  s, 

S, s, s4 s5 
I 
1 '3 ' 4  '5  ' 6  

(Voir Ic Quaiaterly Journal, Vol. IV, page 175). 
Pour trouver l'expression la plus simple de cP(6, 14?, on a 

ce qui donne par intégration, en ayant égard au système (ô), 

On ne doit point ajouter de fonction de a,, H, G ,  1, J au second membre 
de cette derniére équation, parce que les formes binaires du quatrieme dcgré 
n'ont pas des covariants quadratiques : et il résulte pour la valeur générale 
de @ (6,14) 

S cause qu'il n'existe des fonctions de a,, H: G ,  1, J qui soient du sixième 
degré par rapport aux coefficieïlts et du quatorziéme degré par rapport aux 
racines. 

Pour trouver l'expression générale de @(7,16) on a 

d'où, comme dans l'exemple précédent nous tirons par intégration, en vertu 
du systéme (6)' 

ce qui conduit 

Q(7,16) = - A J K + - p I R ,  

parce qu'il n'existe pas une fonction de a,, H, G ,  1, J, qui soit du septiéme 
degré par rapport aux coefficients et du seiziéme degré par rapport aux racines. 
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Pour trouver l'expression générale de @ (8, l e ) ,  nous avons 

d'où l'on trouve par intégration, en w r t u  du syatéme ( 6 ) ,  

ce qui donne finalement 

@(8,16) = I (S13  f zJI - 8 1 L ) - K ( F d i i ; + u ~ t o J ) + h ~ 2 ,  

ce qui, en ayant égard h l'cquation (11): se transforme dans la suivante 

@(8,16)=9HT-+K($HI-t  ?F.n,J)+1(3:f3 + + J J 2 + o I L ) ,  

formule dont j'ai fait usage dans mon Mémoire inséré dans le Journal de 
M.' TORTOLINI, Vol. VII, page 257. 

Pour trouver l'expresaioii générale de @(8,1S), alors v = 3 et nous avons 

d'où nous tirons par intégration: 

et  en vertu de l'équation (8) et en observant qu'il est impossible de former 
une fonction de a,, G, T ,  J du septikme degré par rapport aux coefficients 
et  du treizikme degré par rapport aux racines; nous tirons de cette derniére : 

d'où, en intégrant une seconde fois nous déduirons, en nous rappelant 
l'équation (9) : 

@ ( 8 , l 8 )  = { { i2h-3,u)IVL+(8A-t ~ ~ ) I T + ~ ( ~ - - ~ ~ ) R J - I - ~ L K  1 ,  
ou bien : 

@(8,18)=K(dL + $1') 3 IC.IT-~-XRJ, 

eu remarquant qu'il n'existe pas une foiictiou de a,, 13, G :  1, J qui soit du 
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huitiérne degré par rapport aux coefficients e t  du dix-huitikme degré par 
rapport aux racines. 

Nous tcsmineroiis en présentant les formules suivantes qui s'obtiennent 
facilement: 

@(8,12)= T$(AHK+pIL-+-v13 +oJ" + -ta, J(OL+qI" +17ka$Ii, 

Coll&ge de la Trinil6 i Dublin, le 31 mars 1868. 
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Teoria fondamentale 
degli spazii di curvatura costante. 

( del prof. EUGENIO BELTRAMI,  a Bologna). 

Tn una Mernoria inserita ne1 t. VI1 delle prima serie di questi Annnli 
(Roma 1866) ho cercato le superficie dotate della proprieth di avere le loro 
linee geodetiche rappresentate da equazioni lineari, ed ho trovato che questa 
proprieth si verifica per le sole superficie di curvatura costante e per certe 
variabili speciali che l'analisi del problema ha spontaneamente introdotte. 

Ne1 presente scritto espongo i risultati molto più generali a cui mi ha 
condotto l'ulteriore evolnziono di quel concetto, coordinato ad alcnni prin- 
cipii tracciati da RIEMANP; nell'insigne su0 lavoro postumo: Ueber die Hy- 
pothesen welche der Geometrie nu Grunde liegen, non ha guari pubbli- 
cato da1 sig. DEDEKIND ne1 XII1 volume delle Memorie di Gottinga. Spero 
che le  mie ricerche possano ajutare l'intelligenza di alcune parti di questo 
profondo lavoro. 

Certe locuzioni di cui per amore di brevith faccio uso frequente non par- 
ranno, io credo, nb stentate ne oscure a chi guardi più alla sostanza che 
alla forma. L'attenta lettore non avrà da fare alcuno sforzo per intenderle 
senz'altra spiegazione, restandogli del resto piena facolt& di non attribuir 
loro che un significato meramente analitico. 

L' espressione differenziale 

dove x, x,, x,, . . . x, sono n + l variabili legate dall' equazione 

xe+x;+x;+ ....+ ~2 , = ae, 
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mentre R ed a sono due costanti, pli6 rispuardarsi corne rappresentaiite 
1' e l e  m e n  t O l i n e  a r  e ,  ossia la  distanza di due piinti infinitamente vicini' 
in uno s p a z i o  d i  n d i m e n s i o n i ,  ciascun p u n t o  del quale é definito da 
un sistema di valori delle la c O O r d i  n a  t e x, , z,: . . . x,,. La forma di quel- 
1' espressione determina la n a  t i i r a  di questo spazio. 

Ponendo peï brevith 

CL= V c i x 2 + d ~ S + . - . +  dx2, ,  

le l i n e  e g e  O d e  t i  c h e clello spazio in quistione sono qiiellc che soddisfanr;~ 
all' equazione 

colla condizione xSx + x,Sx, + + z,8:& = O. Nerck le solite frnsformn- 
zioni della variazione dell' integrale, la prima equazioile piid svilupparsi ( m i  : 

e ,  stante 12 relaziorie c h  vincola le varinzioni SX, 8x, , . . . Sx,, , clà liiogo aile 
equazioni segucnti : 

dove k è LUI fattore da dete~minare. Ors, moltiplicaiido rjueste equazioili ordi- 
natamente per x ,  x , , .  .. x, e sommando, si ha  

quiiicli, con riguardo alla (2)' k = O ; epperb 

dovc cl ,  c 2 , .  . . c;, sono cosianti. Queste ultime n 
mate, cltinco 

d .x a=---__-, 
\ 1 4  -c"a" 

Anaidi di lll(ilcrrintica, ton10 If. 

equazioui, qiiadrate e Som- 
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dove 

Questo valore di fl rende idcntica la (3), della quale è perciO inutile tener 
conto; mentre le (4), colla eliminazione di x!2 e susseguente integrazioiie, 
danno 

Dunque le linee geodetiche del10 spazio considerato sono rappresentate da 
7 1  - I equazioni lineari fra le n coordinate x, , x,, . . . x,, a simiglianza di 
cid che ha luogo ncl piano e nello spazio ordinario quando si fa us0 di 
coordinate cartesime, e nelle superficie di curvatura costante quando si fa 
uso delle variabili zi, v della citata Mernoria. Fra i sistemi di linee geodetiche 
sono da notarsi specialmente quelli che si ottengono eguagliando tutte le 
coordinate, tranne una, ad altrettante costanti. Per ogni punto del10 spazio 
passa una geodetica di ciascurio di questi sistemi, cui appartengono gli stessi 
assi  coordinati delle x,, delle x,, . . . , delle x,, per ciascuno dei quali le re- 
stanti coordinate sono tutte nulle : conviene chiamarli s i s  t emi de l le  x, , 
del le  x,, . . . del le  x,,. 

Per ottenere la lnngliezza dell'arco geodeticn p compreso fi~a clae piinti 
dû t i ,  si osservi clic pcr la ( 2 )  si lia 

donde 

CX = 1 
Y 

P - P o  cos h - 
R 

p, essendo una costante arbitraria ed x la funzione V a L x ; ?  - xi - . . . - x\. 
Indicando con xi, x!, . . . 9, i valori delle coordinate al punto p = O ,  cioh 
all'origine dell'arco, e cou x0 il corrispondente valore della fiinzione x7 si ha 

1 
c x O = - ,  

cos h 
R 
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equazione cui si pu6 clare la forma 

D'a1ti.a parte, aveudosi dalle equazioni precedenti 

P - ? O ,  t hP-Po, 3C2=(Lo+C:tgh - x1 -= a, 4- - g cd R ecc., 

ovveso, sostituendo alle costanti cc,, a,, . . . le x!, x:, . . . , 
P 2 , - - x ~ = c , x x O  senh', P H 

~ ~ - ~ ~ = ~ ~ x ~ ~ s e i i l ~  -- , 
R 

ecc., 

donde, quadrando e sommaildo, 

Quest' equazione , in virth delle (6) ('7) : dEL finalinente 

e questa B la formola generale che porge la lunghezza di iiu arco georlctico 
in funzione delle cooidinate dei suoi termini. 

Supposte r e a l i  le vasiabili x, x, , . . . x, e le costanti R ,  a ,  i l  l i m i t e  del10 
spazio di n dirnensioni qui co~siderato  è 10 s p a z i o  d i  n-1 d i m e n s i o n i  
clato dall' equazione 
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Deutro questo limite, ciob per 

il primo spazio t: c o n t i n u o  e s empl i cemen te  connesso. Dalla (8) ïisulta 
p i  che i punti appartenenti al10 spazio limite sono tutti a distanza inf in i ta .  

Due elementi lineari cls, 8s uscenti da uno stesso punto (x,, x,, . . . xn) 
e producenti rispettivamente le variazioni dx,, dx,, . . . dx, e (hl, 8xl,. . .8x,, 
sono fra loro o r  t O g O n a 1 i qnando soddisfamo -la relazione 

Consideriamo per esempio 10 spazio di ta - 1 dimensioni x, == 0 e suppo- 
niamo che da uii punto di esso escano due elementi lineari, l'uno ds esistente 
nello spazio stesso, l'altro 8s diretto secondo la geodetica del sistema x, 
passante per questo punto. In ta1 caso si ha 

x ~ = O ,  dx,=O, Sx,=:Sx,=...=Sx, - 0 ,  - 8x=O, 

eppera la condizione di ortogonalità E soddisfatta: vale a dire che ciascuna 
geodetica del sistema xi (O piii in generale x,) è ortogonale alIo spazio 
x, = O (risp. x, = O) ne1 punto in cui 10 incontra. In particolare dunque 
all'origine delle coordinate le direzioni degli n assi sono tutte ortogonali 
fra loro. Si dimostra con eguale facilit& che l'asse x, é ortogonale a tutti 
gli spazii x,=cost. Le n geodetiche condotte da un punto arbitrario del10 
spnzio nei sistemi x,, x,, . . . x, riescono perpendicolari agli spazii di n -1 
dimensione x, = O ,  x, = O, . . . x, = O ,  analogamente a quel che ha luogo 
riel piano e nell' ordinario spazio quanclo si usano coordinate rettangole. 
Chiamando XI, X,, ... . Xn le porzioni di queste geodetiche comprese fra il 
punto dato e gli spazii cni sono rispettivamente perpendicolari, si ha 

n + x2, + x,. X,. = - log y%%+ 52,- 5, 

C.onsicleriamo il completo sistema delle geodetiche uscmti da1 punto de- 
teTminato (x!, %:, . .. . xO,). Esso & rappresentato da1 seguente sistema d'equa- 
zioni differenziali, l'ultima delle quali è uila conseguenza delle prime, 
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dove si é posto per brevitg 

La condizione (l0) fornisce come equazione differenziale del10 spazio di n - 1 
dimensioni ortogonale a tutte queste geodetiche la seguente 

donde integrando 

Confrontando queita equazione colla (8) si vede che Io spazio definito da 
essa é anche il luogo dei punti equidistanti da1 punto (xy, x:, . . . xD,%), e chia- 
mando p la distanza costante si ha 

Siccome 1' equazione (12), pel modo in cni fu ottenuta , sussiste auche 
quando il punto (x l ,  xp, . . . xO,,) va ail' infinito, cioé quando x0 diventa nul10 

e p infinito, cosi si vede che in questo caso il prodotto xOcosb  J- cou- 
R 

verge verso un limite finito, che non piid differire da quel10 del prodotto 
B 

lx0 a e R .  Quindi scrivendo p' - p invece di p e facendo andare all'infinito 
il punto (xi, x!, . . . xO,,), mentre p rimane costante! si ottiene al limite 
1' equazioiie 

dove 

e quest' equazione rappresenta un sistema di spazii ad n - l dimensioni , 
che possono essere definiti come le t r a j e t t o r i e  o r t o g o n a l i  di  t u t t e  l e  
g e o d e t i c h e  c o n v e r g e n t i  v e r s o  u n o  s t e s s o  p u n t o  a l l ' i n f i n i t o  
(xi, xi, . . . xO,). Le varie trajettorie sono distinte fra loro dai valori del pa- 
rametro p , che esprime la distanza C O  s t a n  t e fra una qualunque di esse e 
la trajettoria determinata p = O. La costante k è data quando B dato un 
punto di quest'ultima trajettoria. 
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Oi8a si dimost~erà che la iiatura dello spazio fin qui considerato B tale 
clle, limitandone una porziozle qualiinqile e t r a s p ~ ~ t a n d o l a  in u n s  posizione 
cliversa da quella clie prima occupava, si  pu6 sempre ottenerne la s o v r a p -  
p osiz i o n e  con un' altra porzione corrispondente del10 stosso spazio. Per 
concepire corne ci6 p o s a  accadere si immagini disseminato in  quella por- 
zione di spazio un numero ocn di punti, irifinitamente viciili tra loro, e 
riuniti a due a due dagli archetti geodetici che ne  misurano le mutue distanze. 
Ci6 posto, la s o v r a p p o n i b i l i t h  della quale si tratta consiste in questo, 
clle in ogni altra parte dello spazio considerato si possono disseminare dei 
punti ,  a d  esso  a p p a r t e n e n t i ,  i quali lianno fia loro le medesime distanze 
mutue e la medesima disposizione che avevaizo quelli della porzione imma- 
ginata; dimodoché il reticolo npz ice  format0 dalle linee congiongenti i punti 
contigui di questa pu6 essere completamente identificato col reticolo analogo 
dell' altra porzione , senza che i legami di essi devano essere in alcun punto 
rotti O duplicati. Le alterazioni che il primo reticolo deve subire per iden- 
tificarsi col secondo non possono del resto riescire a p p a r e n t i  clie quando 
si considerano l'iino e l 'altro i n  r a p p o r t o  a d  ui io  s p a z i o  a v e n t e  p i ù  
d i  n d i m e n s i o n i  : finchè ci6 ilon accade i due reticoli pïesentano il ca- 
rattere d e l l ' e g u a g l i a n z a  p~ c o n g r u e n z a  O per s i m m e t r i a .  Quest'ul- 
tima osservazione si collepa con un ingegiioso rifiesso di NOEBIUS, ne1 Bu- 
rycenfrische C~tlcul ,  p. 184. 

Suppongasi dapprima riferito 10 spazio ad u n  nuoTo sistema di assi geo- 
detici delle y,, y%, . . . y,, aventi la stessa origine dei primi ed ortogonali 
fra loro al pari di questi. Siccome tutte le l i m e  geodetiche sono rappre- 
sentate da equazioni lineari, cosi è chiaro che le sostituzioni per passare 
dalle variabili x allo variabili y devono essere l i n e a r i  : ma è facile convin- 
cersi inoltre che la  loro forma dev' esser quella denominata o r t  O g o n d  e. 
Infatti la forma (8) mostra che la distanza dall'origine ad un p n t o  qua- 
lunque (x,, x,: . . . x,,) dipende solamente dalla funzione xi + xi + . . . +xZ,. 
Si avra dunque 
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Questa identità di forma dei due elementi rende nianifesto che due reticdi  
in cui i vertici corrispondenti fossero legnti dalle equazioni 

sarebbero perfettamente sovrapponibili. Orâ i: chiaro che il secondo di questi 
reticoli non sarebbe altro che il primo girato intorno all' origine insieme coi 
primitivi assi, fino a che questi prendessero le direzioni dei nnovi. È dunqne 
provato che la sovrapponibilità di cui si parlava ha  effettivamente luogo 
quando 10 spostamento si riduce ad una semplice rotazione ii-itorno all'ori- 
g i r~e.  Anzi, siccome si potrebbe porre piii generalmente 

con liberta di combinare i segni in modo qualunqne, cosi B chiaro che oltre 
l ' e g ~ a ~ l i a n z a  pcr c, O n g r  u e n  z a vi sono più specie d'eguaglianza per s i  m- 
m e t r i a .  

Poichh un cambiamento d'assi, restando fissa l'origine, non muta la forma 
dcll'elemento lineare, resta ora a cercare l'effetto di un cambiamento d'origine. 
E poichk, p e s o  nello spazio u n  punto qualunque, si pi16 già supporre diretto 
verso di esso l'asse delle x,, cosi 6 lecito prendere la niiova origine s u  
questo stesso asse, ne1 punto x, = al. La nuova transformazioue da eseguirc 
consiste dunque ne1 mantenere l 'asse delle x, ed i prececienti sistemi coor- 
dinati delle x,, x,, . . . x,, e ne1 sostituire al sistema delle geodetiche perpen- 
clicolari al10 spakio x, = O quel10 delle geodetiche perpendicolari al10 spazio 
xl=a, fra le quali si trova, i l  primitivo asse delle x,. Le nuove coordinate 
si chiameraano y,,  y 2 , .  . . y,& e si  chiamer8 b una costante avente, rispetto a 
queste, 10 stesso ufficio della costante n rispetto alle x.  Cosi si denomine- 
ranno Y,, Y,, ... Y,, le geodetiche analogl~e alle XI, X ,,... Xn e si avr& mani- 
festarnente, corne nella (II), 

Ci6 posto, si osservi clie, rimanendo i ~ v a ~ i a t i  i primitivi sisterni delle x,, x,, ... x,,, 
si ha  dapprima, per essi, ,Y,= Y,. e quindi 

Quadrando e sommando prima q u ~ s t e  equazioni, poi le loro differenziali. s i  
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dove O" dy' + dy; +... 4- dg2,. In secondo luogo se si coilsideran~, sull'asse 
delle x,, le porzioni X:: Y: intercette fra le due origini e il puiito in cui 
l'asse stesso t! intersecato dallo spazio xi =;: xi, si ha 

mentrc In distanxa clellc cllie origini i? data da 

È: cliiaro clunque che bisogna porre 

cioè 

Queste due formole danno luogo alle relazioni 

le quali, combinate opportuiiamente colla prima delle (15), conducor~o a 
qiieste altre due:  
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d (s ) '  -- -a' ( = d  ($Y-d(+) t .  

In virtii di qiiest'ultima equazioae, la seconda delle (15) dà 

donde consegue che l'espressione dell'elemento lineare conserva la stessa 
forma anche mutando l'origine, e quindi, per un ragionamento analogo a 
quel10 di pocanzi, che la sovrapponibilità ha luogo in ogni caso, poichh 
basterebbe ora far uso di una nuova soetituzione oitogonale per rendere i 
nuovi assi affatto indipendenti dai primi. 

Le (14) ( 2 5 ,  1") (17) danno 

+ q,. \/a2 - 02 X,. = - 1 per r = 2 ,  3 , .  . . n, 
a b  -1- a,y, 

da cui e dalla (16, 2") si conclude che la  più generale trasfo~rnazione d'asei 
ha luogo per mezzo di s o s t i t u z i o n i  o m o g r a f i c h e .  

Presciildendo da questa trasfoïmazione delle coordinate x,, x,, . . . x, in 
aitre della stessa specie, vi sono altre trasformazioni che darino all'elemento 
una forma notabile. Quella che si potrebbe chiamar p o l a r e  si ottiene po- 
nendo primieramente 

colla condizione 2; + g + . . . + A2, = 1. Di qui si ricava 

dove dA" dlL; + d?G + . . . + dhe , ,  epperd 

M a  chiamando p la distanza geodetica clall' origine , O polo, al punto 
(x,, 2,. . . . x,), si ha 

R a d r  -- -- 
oz  - V I  - df Y 

P = SC11 h"-- , 
a2 - y2 H 
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ds2 = dp" Rscnli -- dA2, ( ;Y 
forma che giustiiica la denomiriazione di p o l a r e ,  poiché in essa le varia- 
bili sono il raggio vettore p ,  e le qiiantit8 h che definiscono la diïezione 
di questo raggio. 

Da questa forma si passa facilmente ad un' altm clle si potrebbe clliamare 
s t e r e o g r a f i c a ,  e che si ottiene ponendo 

dove p c A, hanno i significati di pocanzi. ni qui  si cava 

e quindi, quadrando e sommando le equazioni che risultano dalla pcnultima 
col fare r -1 1 , 2 ,  . . . n ,  con riguardo all' ultima ed alla (18), 

Questa forma é stata indicata seilza dimostrazione da RIEMAKK, nella citata 
Memoria postuma (II ,  5 4). 

RIEMAISE ha indicato un altro sistema di c,oordinate, da1 quale egli trae la 
misura delle curvature di un dato spazio intorno ad un punto (II ,  $, 2) .  Queste 
coordinate sono per certi rispetti analoghe alle ortogonali cartesiane, poiclib 
si ottengono dalle polari col porïe 

zi==pYi,  Z ~ C ~ , , .  . . ,  pi,. 

Da queste si lia 

rl t,. - a,. d p 
(??Ur = p-- , 

8" 
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eppcrd, quadrando e somrnando, 

ossia 
8(z, ds, - z, riz,)" dli2 = 

P" 
dove il scgno 2 comprende tutte le combinazioni binarie degli indici. Si 
ha pure 

laonde, sostituendo nella (18), si ottiene finalmente 

ossia 

dove p L z ; + z i +  - . .za,,  e dove la serie convergente posta fra parentesi 

procede secondo le potenze crescenti di Per piccolissimi wlori  di p 
R 

si pu6 prendere semplicemente 

Ora considerando un elemento di superficie passante per l'origine, si pu8 
fare in modo (con un'opportuna scelta degli assi z,, z,,, . . , ossia x,, x,. ..) 
che .esse coincida con quel10 della s ii p e f i c i e z, = 0, z, = O, . . . z ,  = O, alla 
quale corrisponde, nelle vicinanze dell' origine, 1' elemento lineare 

e poichb l'area del triangolo infinitesirno che ha i vertici nei punti (O,  O), 
(z,, 23, (dz,, dz,), dei quali il secondo & infinitamente vicino all'origine: 
é =+ (z, dz, - Z, d z,), se ne conclude che Ç (2, dz ,  - z, dz,)' i3 egua.le al 
quadruplo del quadrato dell'area d e l  triangolo infiuitesimo che ha i veïtici 
nei punti (0, 0 ,... O), (z,, z ,,.. . z,), (dz,, cl7 ,,... dz,) il secondo dei quali è 
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infinitamente vicino all'oïigine. Se  dunque si divide la somma dei termini di 
4" ordine nella (10)' per il quadrato dell'area del triangolo infinitesirno an- 

4 zidetto, si ha  il quoziente m; e poiehh, secondo la definizione di RIEMAEN, 

tale quoziente moltiplict~to per -+ esprime la  misura della curvatura ne1 
scnso dell'elemento superficiale anzidetto, si vede che nello spazio qui con- 

1 siderato tale misuïa 6 costante ed = - - in ogni direzione ilitorno a cia- 
R2 

scun punto (*). Egli è percid che questo spazio pub acconciamente esser 
chiamato di c u r v a t n r a  c o s t a n t e .  

Una quaïta transformazioîie, importantissima, é quella che si  ottiene iutro- 
ciucendo n nuove variabdi indipendenti q ,  7, , . . . g.,-, e ponendo 

S e  ne trae immediatamente 

(*) Per vedere la coincidcnza della definizione di RIEMANN Con quella di GAUSS, si rammenli 
che, secondog GAUSS, la misura della curvatura della superficie derinita dall'elemento 

è espressa da - - ' - m essendo funzione in generale di p e di 0. Se la variabile p è la lun- 
m 2P" 

ghezza di un arco Gidetico uscente da un punto della superficie ne1 quale questa abbia una 
curvatura ordinaria, la funzione m è della forma m = p ( l  + m ' p z )  dove rn' é una funzione che 
per p = O  non è né niilla né infinita (veggansi p. es. questi Annali, p. 358 del tom0 prec.) e 
quindi la misura della curvatura ne1 punto p = O è = - 6mfo. Cio posto, le coordinate di 
RIEXANN 

Z* = P C O S ~ ,  Z ~ = P S C ~ O  

danno all'elernenio teste consideraro la forma 

3 B(m2-pe) 
epperi, la misurlt della ~ u r v a t u r a  ne1 punto p = O  è, secondo RIEMANN, - - lim 

4 P" 
. Ora 

"2 - p2 lirn- (per p = O ) =  2rnlo; diinque le due espressioni coinciclono. 
p4 

h chiaro che tnh ci06 (nQq=, dev'essere una quantità indipendente da 0. 
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donde si conclude intanto che la formola (1) rappresenta l'elemento lineare 
di uno spazio di curvatura cosiante anche quando le n +l variabili x, x,, ... x,, 
sono indipendenti fra loro e non punto legate dalla relazione ('2)' salvo clie 
in questo caso il numero delle dimensioni del10 spazio è 12-t l e non sus- 
siste più la proprietCl che le linee geodetiche sono rappresentate da equazioni 
lineari (*). Ma uns  conseguenza assai notabile che si deduce dalla espres- 
sione (21) & che Io spazio ad n - I dimensioni r = cost. ha la sua curratura 
n u l l a  iu ogni punto, poiclié il suo elemento l inea~e ha la forma 

Ed infatti, se si pou mente alla formola di RIEMANN (19) si vecle subito che 
l'elemento non piid ridursi ad essere la radice quadrsta della somma dei 
quadrati di tanti differenziali esatti quante sono le dimensioni, se non si 

1 
abbia - = O. Lo spazio 7 = cost. O dunque uno di quelli che RIEMBKN de- R 
uomina p i an i  (II, 3 1) e nei quali rientrano il piano e 10 spazio ordinario, 
definiti dalle formole 

Ora l'equazione r = cost. ammette una molto semplice intesprctazione, 
dietro quanto precede. Il punto all'infinito sull'asse delle x,, ha per coorcliuate 

e quindi l'equazione (13) diventa per esso 

epperd 1' equazione 7 = cost. equivale a quest' altra p = cost., donde si con- 
clude (poichb & arbitraria la direzione dell'asse delle x,) che Io spazio ad 
n - I dimensioni 7 = cost. non & altro che una delle trajettorie ortogonali 

(') La forma (31) é stata indicata, per il caso di due sole dimensioni, da1 sig. LIOUVILLE, nelle 
sue note ali'opera di MONGE, p. 600. 
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di tutte le g e ~ d e t i ~ l i e  convergenti rerso uno stesso punto allJinfinitoJ ciok 
di un sistema di geodetiche p a r a l l e l e  fra loro. Reciprocamente ciascuiia 
di queste trajettorie ortogoriali ha in ogni punto la curvatura nulla, epperd 
due qualunque di esse (appartenenti O meno al medesimo sistema) sono so- 
vrappoiiibili l ' m a  all'altra in tutti i modi poasibili. 

Introducendo iiella (21) la variabile p al posto della 7 si lia l'altra forma 
equivaleii t e 

Si é già veduto che il complesso di n - 1 equazioni lineari fra le coor- 
dinate x,, x,, . . . x, rappresenta una linea geodetica. Vediamo cosa rappre- 
senti, più in generale, il complesso di n - m equazioni lineari. 

Supponendo dedotte da queste equazioni le espressioni di n - m coordinate 
in funzione delle rimanenti m, riesce maiiifesto che il numero dei parametri 
indipendenti contenuti in un ta1 sistema B (m + 4 )  (n - m). Si immagini ora 
che tutte le n coordinate x, , x,, . . . x, vengano espresse linearmente in fun- 
zione di m variabili u,, u,, ... u,. Queste espressioni comprendono fra tutte 
(m 7- 4 )  n parametri, ma se si assoggettano questi parametri a verificare 
l'identita 

n t ( n h + l )  
(h restando indeterminata), k oliiaro clic si aggiungono con ci6 $- TI.? 

condizioni , t,alch& il numero dei parametri indipendenti rimane di 
m(m -1) 

(m-t -4)  n- mfin+ ') - m. Ora questo nurnero eccede di 2 
il numero 

(m+ 1) (n -m); diinque le relazioni ammesse fra le x e le u,  colla indicata 
condizione, sono tali da poter sempre tener luogo, senza restrizione alcuna, 
del dato sistema di n - m equazioni. Cid posto, da quelle relazioni, ponendo 

dunque 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bel t r  a 1- i : Tcorin degli spazi i  di  cilrra turn costante. S I 7  

colla condizione 
U2+u;+...+U",a~S. 

Conseguentemente il luogo dei punti rappresentati clal complesso delle n - m 
equazioni lineari fra le coordinate x,, x,, . . . x, E: uno spazio ad rn dimensioni, 
la cui curvatura è dovunque costante ed eguale a quella dello spazio primitiro. 

Cosi per es. n - 2 equazioni lineari rappresentano una supe r f i c i e  di 

( iÏ), che conviene distiugueie col nome di s u p e r -  curvatura costante = - - 
f ic ie  d i  p r i m ' o r d i n e ;  n-3 rappresentano uiio s p a z i o  a t r c  d imens ioni  

di curvatura costante ( = - ').etc. , 
Una linea geodetica reale k individuata seuza ambiguith da d u e  puuti 

dello spazio: nelle ipotesi fin qui ammesse non é possihile alcuna eccezione 
a questa proprieta. 

Una superficie di  prim'ordine è individuata s ema  ambiguità da t r e  p u ~ ~ t i  
dello spazio. Essa contiene tutta intera la geodetica che passa per due suoi 
punti reali, talcliè se due superficie reali di prim'ordine hanno due punti 
reali in comune, hanno del pari in comune tutta la geodetica indivicliiata 
da questi. 

Un triangolo geodetico giace sempre sopra una determinata superficie di 
prim' ordine, la quale è individuata anche quaildo il triangolo é infinitesirno. 
Percid se si prolungano secondo linee geodetiche tutti  gli elementi lineari 
contenuti in uno stesso elemento di superficie, le liiiee geodetiche cosi otte- 
nute hanno tutte un luogo geometrico che é uns determinata superficie di 
prim' ordine. 

Quando due superficie di prim' ordine si iutersecano lungo una linea, ne- . 
cessariamente geodetica, il loro angolo b dovuilque costante; cioé condotti 
da un punto della loro intersezione due elemeilti lineari normali ad cssa, 
l'uno nella prima, l'altïo nella seconda superficie, la distanza infinitesima 
dei loro termini é costante, se soi~o costanti le loro luiighezze. Infatti (") sup- 
posto diretto l'asse x, secondo la comune sezione delle due superficie, le 
equazioni di queste possono evidentemente esser messe sotto la forma 

(') La seguen!e dirnoslrazioiie, d i e  poteva n rigorc essere onlessa, si é inscrita in grazia dcllc 
formole a cui conduce. 
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dove le nz, nar sono paramelri costanti. Queste due superficie sono intersecate 
dallo spazio s, = a, secondo due geodetiche che, per una precedentc osser- 
vazione, sono ortogo,nali all'sisse x,. 1 due punti di coordinate 

(x2 = a,, x2 = m , ~ , ,  , . . . x,-, = tn,-, x, , x,= x,) , 
I (x2 = a,, x = a x , , . . x ,,-, = mm-, x', , x, = x',) , 

giacciono rispettivamente sulla prima e sulla seconda superficie, e precisa- 
mente sulle due geodetiche anzidette, e la loro distanza p B data (8) dalla 
formola 

dove si i: posto 

Da essa, chiamando o, d le lunghezze delle due geodetiche comprese fila il 
punto comiine LE, =a, ed i due punti considerati, si trae 

e quindi 

V ~ O P ~  i quali mostrano che 

f' ci d M G G' cosli-=cosh-cosli- - s e n h - s e n h -  R R R v1 nt' R R 

Siccome in questa formola non resta più traccia del puuto ci, preso sul- 
l'asse x,, cosi si vede che da qualunque punto di questo asse si conducano 
nelle due superficie le geodetiche di lunghezza o ,  or, la distanza geodetica 
dei loro estrerni B sempre costante. E poiché questa propiet% sussiste per 
lunghezze o, of qualunque, uecessariamente snssiste per lunghezze infinite- 
sime, doilde scaturisce il teoremn annunciato. 

Ammettendo, corne gih si i? fatto implicitamente ne1 porre la condizione 
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di ortogonalit8, che i triangoli infinitesimi siano soggetti alle relazioni della 
ordinaria trigonometria piana, si riconosce immediatarnente, rendendo infini- 

tesiine le lunghezzo p, o, $, che - B il coseno dell'angolo fatto dai primi 
W. tu' 

elementi delle due geodetiche O ,  o', ci06 delle due superficie. D'altra parte 
è facile vedere che il triangolo ora considerato pub essere un triangolo geo- 
detico interamente arbitrario; dunque fra i lati a ,  b ,  c e gli angoli opposti 
A ,  B, C di un triangolo geodetico esistente nello spazio considerato, sussiste 
la relazione 

insieme colle sue analoghe, la quale non differisce dalla formola fondamentale 
della frigonometria sferica che per il cambiamento di R in R V-1 (R raggio 
della üfera), rimanendo invariati i lati e gli angoli. Cid concorda pienamente 
con un fatto giCt avvertito da1 MINDING (ne1 t. XX del Giornale di CRELLE) 
e dimostrato da1 Co~nzzr (negli Annali di TORTOLINI, 1857)' se si rammenta 
che il triangolo geodetico qui considerato giace intieramente sopra una 
superficie di prim'ordine, cioè di curvatura costante negativa, rispetto alla 
quale esso è pure geodetico ne1 senso ordinario. Se si suppone retto l'an- 
go10 C ,  le due formole clle si deducono dalla (22) colla permutazione degli 
elementi daniio, opportunamente combinate, 

a C t gh -= tgh  - cos B. 
A R 

Se ora si imggina che il vertice dell'ailgolo A vada indefinitamente alloii- 
tanandosi su1 cateto b ,  mentre il lato a rimane invariato di posizione e 
di grandezza, l'ipoteiiusa c cresceïà fino all'infinito, ed a questo limite le 
equazioni (22) (23) daranno 

a c o s A = 1 ,  t gh -  =cosB.  
A 

La prima formola insegna che A = O ,  cioè clle i due lati b, c si accostano 
assintoticamente, quando il vertice dell' angolo A & all' infinito ; la seconda 
che il limite dell'angolo B non & l'angolo retto, come ne1 piano, ma un 
angolo minore di 90°, la cui grandezza dipende dalla distanza a ,  mediante 
la formola 

Annnli di iîlulcnantica, tomo II. 3 4 
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(equivalente alla superiore). Se si chiamano p a r a 1 l e  1 e due geodetiche con- 
vergenti verso un medesirno punto all'infinito, come gih si & fatto, si vede 
diinque che da un punto si possono condurre d u e  distinte geodetiche pa- 
rallele ad una gcodetica data, che queste due parallele sono egualmente 
inclinate da una parte e dall'altra della geodetica condotta dallo stesso punto 
normalmcnte alla data, e che la loro inclinazione B sulla normale & legata 
alla lunghezza a di questa stessa normale mediante la relazione (24). Questo 
risultato s'accorda pieilamente con quel10 che forma la base fondamentale della 
g e  orne t r i  a n o n  -euc l idea  , i cui principii , gi8 famigliari a GAUSS , sono 
stati compendiati maestrevolmente da I r ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  nella Théorie des 
parallèles (trad. HoÜEL), sotto una veste sintetica. La possibilith della sua 
costruzione col mezzo dell'ordinaria sintesi (limitatamente al10 spazio di tre 
dimensioni) dipende in primo luogo da cid che, come si E dimostrato, negli 
spazii di curvatura costante (positiva O negativa) ogni figura p u d  essere 
mutata arbitrariamente di posizione sema  subire alcuna alterazione nella 
grandezza e nella disposizione mutua dei suoi elementi contigui, pos-  
s ib i l i t à  da cui dipende l ' e s i s t e n z a  d e l l e  f i g u r e  e g u a l i  e quindi la v a -  
l i d i t à  de l  p r inc ip io  di sovrapposizione.  In secondo luogo negli spazii 
di curvatura costante n e g a  t i v z le geodetiche sono caratterizzate , come 
la retta euclidea, dalla proprieth di essere individuate senza ambiguità da 
due  soli dei loro punti, talchè vige peï esse l ' a s s i o m a  de l l a  r e t t a .  E 
del pari le superficie di prim' ordine sono caratterizzate, come il piano 
euclideo, dalla proprietA di essere individuate senza auibiguitd da t r e  soli 
dei loro punti, tcllchk vige per esse 1 ' a s s i  O ma  cl e 1 p i  a n  o. Inoltre le rela- 
zioni delle linee geodetiche colle superficie di prim'ordine e di queste fra 
loro, sono le stesse di quelle delle rette coi piani e dei piani fra loro, poiché 
una di quelle superficie contiene tutta una geodetica tosto che ne contiene 
due punti, e due di quelle superficie si segano secondo una geodetica (e 
sotto un angolo costante) se s'incontrano in un solo puiîto. Da questa cor- 
rispondenza consegue che se si ammettono gli assiomi fondamentali della 
geometria ordinaria, escludendo il postulato delle parallele, i teoremi che si 
ottengono sono eguali a quelli della geometria del10 spazio di curvatura 
costante negativa, poichè questa seconda geometria ha le stesse basi di 
quella, tranne il postulato anzidetto. 1 teoremi di essa sussistono per ogni 
valore della curvatura, che è il p a r a  m e t r O della geometria non-e~didea  
(la quale io propongo di denomiilare p s e u d o s f e r i c a ) ,  e le s o l e  m i s u r c  
prese nello spazio obbiettivo possono far r i cono~ce~e  che il valore spccialc 
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della sua curvatura è z e r o ,  ci06 che R = co per esso ; nello stesso modo 
che per so le  misure  si pub assegnare la curvatura di una sfera data ,  chc 
B il paramet ro  della geometria sfer ica.  

Efl'ettivamelite si pub verificare che la teoria di LOBAT~CHEWSKY coincide, 
salvo nei nomi, colla geometria del10 spazio a tre dimensiozi di curvatura 
costante negativa. Chi ami vedere sviluppata questa corrispondenza ne potrà 
trovare altrove una più minuta esposizione (*). Qui, per non fare una troppo 
lunga digressione, mi limiterb ad alcuni cenni sommarii. 

La planimetria non-euclidea non B altro che la geometria delle superficie 
di curvatura costante negativa. Le circonferenze di quella corrispondono 
aile linee che tagliano ortogonalmente tutti i raggi geodetici uscenti dû 
uno stesso punto della superficie, ossia alle circonferenze geodetiche. Il pe- 
rimetro ne è dato in funzione del raggio geodetico r dalla formola 

come aveva gih enunciato GAUSS. Per tre punti della superficie non si pu6 
sempre far passare una circonferenzs geodetica avente il centro in un punto 
resle. Gli O r i  c i  c l i  O c u r v e - 1 i m i  t i di LOBATSCHEWSKY non sono altro che 
le circonferenze geodetiche il cui centro é all'infinito, cioé i cui raggi for- 
rnauo un sistema di geodetiche parallele. Facendo nella (21)' n = 2 si ha 

espressione dell'elemento lineare della superficie di curvatura costante ne- 
gativa riferita ad un sistema di oricicli concentrici ed ai loro raggi. La forma 
di quest'espressione insegna che gli oricicli possono diventare, mercé una 
flessione opportuna della superficie, i paralleli della superficie di rotazione 
il cui meridiano & la curva delle tangenti di lunghezza costantn = R. 

La stereometria non-euclidea non é altro che la geometria degli spazii 
a tre dimensioni di curvatura costante negativa. Si b gi8 detto a che cor- 
rispondano, in questa geometria, le rette cd i piani. Alle superficie sferiche 
corrispondono le superficie che tagliano ortogonalmente tutti i raggi geo- 
detici uscenti da uno stesso punto, cioh le sfere geodetiche. Anche qui pu6 

(') Si vcgga il Giornale Matematico di Napoli, settembre-oltobre 1868, dove le parlicolsritj. svolte 
per i l  caso di due dimcnsioni si possono agevolmente ripetere per quello di tie, massirnc se si 
tien conto dei risultati del prcsente scritto e se si ricorre ad una sfera ausiliare. 
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darsi che per tre punti, e molto più per quattro, non si possa far passaro 
una sfera geodetica col centro in un punto reale. Le o r i s  fe re  O s u p  e r f i -  
c ie- l imit i  di LOB~~TSCHETYSEY (*) non sono altro che le sfere geodetiche il 
cui centro b all'infinito, cioè i cui raggi formano un sistema di geodetiche pa- 
rallele dello spazio di curvatura costante negativa. Facendo nella (21) n=3 
si ha 

dove 

e reciprocamente 

2a Rn, 2 a  R.0, 
x l = n ~ + i i I + n P , + R ~  X, = ri"t;+ri;+~" 

La formola (25) rappresenta l'elemento lineare dello spazio non-euclideo 
riferito ad un sistema di orisfere concentriche ed a quel10 dei loro raggi. 

- 

La forma di questo elemento insegna che ogni orisfera, essendo rappresen- 
tata da r = cost., b una superficie di curvatura n u l l a ,  poichb il suo ele- 
mento lineare ha la forma 

e che le variabili vl , 7, sono le coordinate r e t t a il g ole  dei suoi punti. 
Una superficie di prim'ordine 

è rappresentata in coordinate y,  y, ,  y, ddl' equazione 

epperd taglia l'orisfera (per la quale v = cost.) secondo un cerchio. Questo 
si riduce ad una retta solamente quando p z -  art, ci06 quando l'equazione 

(') Ossia le superhie F di J. BOLYAI. 
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della superficie di prim'ordine ha la forma 

lx, +wx,+n (x, - a)= O, 

i l  che accade quand' essa è uiia superficie d i  a m  e t  r a l  e del17 orisfera , ossia 
passa pel centro (all'iiifinito) di questa. In questo caso la linea d'interse- 
zione è evidentemente un oriciclo di questa superficie diametrale , mentre 
rispetto all'orisfera è tale che si converte in una retta quando questa venga 
distesa secondo un piano. Di qui emerge che il triangolo tracciato sopra 
un' orisfera da tre superficie diametrali è in sostanza un triangolo gcocie- 
tico esistente in una superficie di curvatura nulla, il quale percid soddisfa 
a tutte le relazioni dell' ordinaria trigonometria piana, poichk è esattamente 
applicabile sopra un triangolo rettilineo. 

Cosi tutti i concetti della geometria non-euclidea trovano un perfetto ri- 
scontro nella geometria dello spazio di curvatura costante negativa. Sola- 
mente fa d'uopo osservare che mentre quelli relativi alla semplice planime- 
tria ricevono in ta1 modo un' interpretazione vera e propria, poichè diventano 
c O s t r u i  b i l i  sopra una superficie r ea  1 e , quelli al17incontro che abbracciano 
tre dimensioni non sono suscettibili che di una rappresentazione analitica, 
poichk 10 spazio in cui tale rappresentazione verrebbe a concretarsi è diverso 
da quel10 cui generalmente diamo ta1 nome. Per Io meno l'esperienza non 
sembra poter essere messa d'accord0 coi risiiltati di questa geometria più 
generale, se non si suppone infinitamente grande la costante R ,  cioé nu l1  a 
la cumatura dello spazio; il che per altro potrebbe non essere dovuto che 
alla piccolezza dei triangoli che noi possiamo misurare, ossia alla piccola 
esteilsione dello spazio a cui le nostre osservazioni si estendono, non altri- 
menti da cid che accade peï le misure prese sopra una piccola parte di 
superficie terrestre, la precisione delle quali non b sufficiente a mettere in 
evidenza la sfericità del globo. 

Fin qui non si b parlato che di spazii ad n dimensioni la cui curvatura 
& costante, ma n e g a t i v a ;  del che é causa 1' aversi avuto principalmente 
in vista il ravvicinamento dei concetti ad essi relativi con quelli della çeo- 
metria non-euclidea, rispetto alla quale 1' ipotesi opposta ha minore inteiessc. 
Nondimeno se ne diranno qui alcune poche cose. 

L' elemento lineare 
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dore 

x"= u2 4- X; f -f . . . -1 Xs,,, 

appartiene ad uno spazio di n dimensioni la cui curvatura & dovunque costante 
1 ed = F .  Esso si ottiene da (1) mutando R, a ed x in Rm, a\II?, xv-7, 

c tuttc le proprietà e le equazioni fondate sopra mere trasformazioni ana- 
litiche dell'elemento (2) valgono evidentemente, coi cambiamenti indicati, 
anche per quest'altro. Per es. la (8) si muta nella seguente 

formola che dB per p un valore reale, qualunque siano i valori reali di 
xi, x,, . . . x,; xy, 2::. . . xO,. È chiaro che per questi spazii sussiste integral- 
mente il teorema della sovrapponibilith di due loro porzioni qualunque. 

Se nella (26) si suppoagono reali le variabili x ,  x,, . . . x, e le costanti R, a, 
i valori ammissibili per le coordinate xi, x,, . . . x, non hanno limite alcuno, 
e possono variare fra -cc e +cc. Per tutti i valori reali di queste coor- 
dinate 10 spazio & c o n t i n u 0  e s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s o ,  ma n o n  
in f in i t  O (RIEMANN, III, § 2), perchè se si fa nella (27) 

p -X,.q +~,x,+...i-Lx,, 
COS - - li '+s:+~g+.-. i -a ' , .~ 

formola che dCt per p un valore finito e determinato. Le linee geodetiche con- 
tinuano ad essere rappresentate da equazioni lineari, ma, stante l'ammissi- 
bilità dei valori infiniti per le  coordinate, il principio che d u e  punti indi- 
viduano senza ambiguità uns geodetica c e s  s a d'esser vero s enza  re  s t r i  - 
z i o  n e. Tnfatti siano 

x I = b l x , t b f , ,  x,-b,x,+bf ,,... ecc. 

le  equazioni d'una geodetica. Finch& uilo almeno dei punti pei quali essa 
deve passare ha le sue coordinate finite, i coefficienti possono esser tutti 
determinati senza ambiguità. Ma se ambedue i punti hanno coordinate infi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B e l t r a m i  : Teoria degli spûzii di curva tura costante, 

nite bisogna mettere le eqiiazioni sotto la forma 

e sostituire ai primi membri i valori limiti a cui convergono nei due punti. 
Se questi limiti sono eguali in entrambi, i valori dei secondi coefficienti 
restano indeterminati e la linea geodetica n O n & più unica ed individuata. 
Se poi i limiti sono diversi le coordinate della linea geodetica sono infinite 
in ogni punto. 

Le considerazioni che hanno condotto all'equazione (13) non sono appli- 
cabili agli spazii di curvatura costante positiva, poiché non esistono, per 
questi, punti all'infinito. Quindi gli enti rappresentati da quella equazione 
non hanno riscontro in questi nuovi spazii, come non 10 hanrio le geodetiche 
reciprocamente p a r  al1 ele.  

Si vede che la geometria degli spazii di curvatura costante positiva (che 
pu6 acconciamente esser chiamata g e  O me t r i a s fe r i  c a in senso largo, stan- 
techb, come insegna 1' equazione (22), i triaiîgoli geodetici vi soggiacciono alle 
leggi della trigoriometria sferica), differisce molto notabilmente dalla p s e u d  o- 
s f e r i ca ,  sebbene abbia con questa in comune l'esisteriza delle figure eguali. 
Del resto la gcometria pseudosferica conduce spontaneamente a considerare 
gli spazii di curvatura costante positiva. Infatti poilendo nella (26) 

si trova 

colla condizione 

risultato il quale, posto a riscontro colla equazione (18) in cui siasi fatto 
p =  cost. insegna che le sfere geodetiche di raggio p nello spazio ad n dimen- 

1 sioni di curvatura costante negativa - - 
R" 

sono spazii ad n - l dimensioni di 
2 

curvatura costante positiva Quindi la geometria sferica pu6 

risguardarsi come contenuta nella pseudosferica. 

Bologna, agosto 1868. 
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Intorno ad alcune forme di numeri primi. 

( d e l  prof'. A. GENOCCHI,  a Torino). 

-- 

Provd il oelebre D i n r c i r ~ e ~  col rnezzo delle serie e di considerazioni infini- 
tesimali che la forma lineare ax  + b, se a e b  sono due numeri interi primi 
tra loro, contiene una infinità di nurneri primi. Potendo esser utile, spe- 
cialmente nella dottrina dei numeri, il consideraye una rnedesima questione 
in diversi aspetti, dimostrerd qui a l c u n i  c a s i  p a r t  i c  o l a r i  del10 stesso 
teorerna con un metodo più semplice e anzi eleinentare che condurrà insieme 
ad a.lcune proprieta notabili di certe funzioni. 

I o  Supposto k un numero inter0 e positivo, facciamo 

intendendo con rik. e Bk due funzioni intere di a e b. 
Si avrà nello stesso tempo (a- = A k  - Bk \iz, e quincli 

di più, ponendo 

r=a"b, z=2(n3+ b ) ,  

Siano a e b due numeri interi; saranno tali anche AR e Bk; e se Ak e b E k  
hanno un fattor primo cornune, esso per la (4) sarà divisore amhe di r ,  
e quindi per la (5) sarh parimente divisore di z ;  clnnque un ta1 fattore çar3 
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2 oppure dividerh insieme a2+ b e aa - b, per cid anche 2a" 2b ,  ossia 
a e b. Adiinque se a e b sono primi fra loro, e l'uno pari, e l'altro impari, 
anche Ar, e bBa saranno primi tra loro, e l'uno pari, i'altro impari a causa 
di r impari e della equazione (4). Se a e b sono ambedue impari, AclR e Bk sa- 
ranno pari poichb sono somme di termini della forma fnapb', che & pari O 

impari corne m, onde si pot14 ad un ta1 termine sostituire YU, ovvero supporre 
a = b = 1 , il che darà -4k = Bk = 2k-1 valori 
alcun fattore irnpari se a e b non ne hanno: 
primi fra loro. 

2 . O  Se n é un numero intero e positivo 

pari. Ma non avranno cornurie 
noi supporremo fieinpre a e b 

p l ,  . p 1  ln-2 ln-3 - p - 3  
= nun-' + (t-u) ( - tu  + u2 +. . . + 

t-26 t-u t - 7 d  

scambiando t con u e poi sommando le due equazioni si otterrh 

tn-Un l n - l  + -- - n. 
2 

- V(t-u) ,  
t-u 

ln--2 - { p - 2  1"-4 - p 4 .  l n - G - Z d l ~ - 6  v= (12 - 2) 2 +(n-4)tu +(n-b) t  u + ecc. 

Sia nz un altro numero intero e positivo, e si faccia t = (a + ~ b ) ~ ~  u = (a-\16)a; 
ne risulterà t ~ = ( a ' - b ) ~ ,  t-u=2\lblB,, t " -~~=2@.B , , ,  Ik-uk=2@.Bkm, 
tn" + un-l -122,4,,,,m , ritenute le supposizioni del numero precedente; quindi 

Bnbn - -- - n A  ,,-, -2V\Ib. B,, 
Bm 

e V prenderà la forma H \(b con II numero intero, onde anche il quoziente 

% sarà un numero intero, ossia B,. sauà divisibile per B.. Per conseguenza 

anqhe B,,-, sarû divisibiIe per B,. Ma secondo la stessa eguaglianza il 

nurnem - non pu6 aver cornuni con altri divisori che puelli di n A.,,: 
B m  

e d'altra parte B.,-, clie deve contenew tutti i divisori di B, non puo, pel 
n.' precedente , aver comune con A,,-, alcun divisore impari , cositché 

dnnali di  Natcmaticn, tomo II, 33 
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nessun divisore impari di B, sard comune ad A,.,: dunque 5 non potrA 
B m  

aver comuni con B, altri divisori impari che quelli dell'esponente n. 

3 . O  S i a p  un divisore impari del numero intero Bk ne1 cas0 di k=nz, 
e sia h il più picc010 valore di k che rende Bk divisibile per p :  dico che 
h sarà un divisore di m. Imperocché se h non eguaglia na sarà minore di 
n2 e se non divide m esattamente, sia q il quoziente e hr il resto della divi- 
sione, onde ?n = hq + hr : posto B,= M p ,  Bh:=Hp, sara eziandio Bhp =Hfp 
con If, H, H f  interi poiché Br,, saï% divisibile p9r Bh (n.' 2'), e ne dedurremo 

2 V b  2 V F  . f p p  
( a  - Vb )" (a -  (lb)hq 

e perd 

ossia 
(a'- b)". B,,. = p  [ M  (a - V6,lhq - H f  (a- V ~ P ] ,  

da1 cui secondo membro dovendo sparire VK corne sparisce da1 primo, risul- 
ter% che p b un divisore del primo membro. Ma se un divisor primo cli p 
dividesse (a2- b)hp dividerebbe a2 - b e quindi dividendo insieme r e Bm di- 
viderebbe anche A, per la (4 ) ,  mentre A ,  e B, non hauno cornune alcun 
fattore impari: dunque p sarebbe divisore di Bht e hf sarebbe < h ,  la qiial 
cosa é contraria all'ipotesi. 

Segue da ci6 che se Bk é multiplo di p per due valori k = m  e k =  112' 

dell'indice, saranno m e mf multipli di 11; quindi anche il massimo corniin 
divisore p di m e mr sar8 rnultiplo di h, e in conseguenza sa& multiplo di p 
anche Bp. 

4.O Secondo teoremi noti, chiamato p un numero primo impari, se O é 
un residuo quadratico di p ,  il numero BP-, A divisibile per p, e se b B un non 
residuo quadratico di p ,  il numero B*, è divisibile per p: ci6 qualunqiie nu- 

Bmm - mero intero sia cc (*). Sia pertanto - - P,  e p un divisor primo impari di B m  

(') Mém. Acad. de Berlin, 1775, pag. 353; GAUSS, Disquis,. Arithm. art. 123. 
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P che ilon divida n:  sarb, p un divisore di B,, che non dividerà B, (n.O 2')' 
c ilel primo cas0 p-l, ne1 secondo p + l  avrà comune coll'indice m n  un 
divisore che saï8 estraneo all'indice m. Se dnnque n sia un numero primo 
o nz unn sua potenza ni--', devra p t l  aver per divisore mn =ni, onde sarCt 
p t l =  n'z, p= n i z t l .  E cosi ne1 primo caso avremo trovato un numero 
primo della forma niz i- l , ne1 secondo un numero primo della forma niz- l. 

Kel cas0 di i = l , sarA B, = B, = 1 , B,, = B,, P= B,. Il numero n pu6 
anche essere = 2. 

5." Se k B impari, avremo dalle (2) 

dalla seconda delle quali è chiaro che se b è primo ad a ,  e a è multiplo 
di n ,  sarà Bk primo ad n. Quindi preso a multiplo di n ,  fatto b = l ,  e 
chiamato p un divisor primo impari di P come ne1 n.O precedente, avremo 
p = niz+l  , poicbé b sarà residuo quadratico di p, e p non sarà divisore 
di n ,  essendo B,, e percid P primo ad n. 

Cid vale per n numero primo impari e anche per n=2.  
Supponeildo invece b =- 1, a pari e miiltiplo di n , potremo trovare un 

nurnero primo p della forma n i z  - -1, quando n sia della forma 4K+ 3. Poi- 
ch& i numeri m e m n  saranno l'uno della forma 4K+ l e l' altro della forma 

k - 2  
4Kf- 3 ,  ed essendo Bk = Ca" (- 1 ) 7 ,  anche i numeri B, e B,, sa- 
ranno l 'uno della forma 4K + 1 e l'altro della forma 4K $. 3 ,  onde il quo- 

ziente - ossia P sara della forma 4 ~ + ' 3  e asrà qualche divisoro primo 
B* 

p della stessa forma: questo numero primo essendo diverso da n e avendo 
- 1 per non residuo quadratico sarà = niz - l. 

6." Supponiamo anche b=-C 2. Se a e k sono impari, abbiamo, sepa- 
rando i multipli di 8 ,  

almeno per T c >  6. Ne segue che quando k abbia la forma 8 ~ + i ,  anche 
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Bk sarà della stessa forma . Se k B della forma 8 K - I ,  avremo 

e quindi Bk sarh della forma 8 K - 3 ,  se ne1 caso di b = 2 prenderemo a 
della forma 4 K  - I ,  e ne1 caso di b =- 2 prenderemo a della forma 4K+1. 
Supposto n della forma 8 K- 1 , e nz = n'-l , uno dei nnmeri nz e mn avrh 
la  forma 8 K s 1 e l'altro la forma 8K - 1; per ci6 uno dei numeri B, e 
B,, avrà la forma 8 K+ 1 ,  e l'altro la forma 8K - 3 ,  onde il quoziente P 
sarà della forma 8  K -  3 ,  e avrà almeno un divisore primo p d'una delle 
forme 8Kt-3,  che sarà diverso da n essendo n della forma. 8K-1. Kel 
cas0 di b -2 ,  sarh b non residuo di p ,  e ne risulterà p = niz- 1. SarSt 
10 stesso ne1 cas0 di b = - 2 ,  se p ha la forma 811 - 3 ;  se invece p ha 
la forma 8K -k 3,  saïà b residuo di p e si avrà p = niz -t- l , ma in questo 
cas0 P ammetter& eziandio un divisor primo della forma 8 K -  1, di cui b 
sarà non residuo e che sarà diverso da n se prendasi a multiplo di n, e chia- 
mandolo p si avrà ancora p=?2z - 1. 

Se k è della 'forma 8R-I-3, avremo Bk= 3 =k 2 a  4- 8  C f ,  che sa& della 
. forma 8 K- 3 se ne1 caso di b = 2  prenderemo a della forma 4 K t  1 , e ne1 

cas0 di b = - 2  prenderemo a della forma 4K-1. Se infine k é della forma 
8K-3 ,  avremo Bk = - 3 ~ 4 .  5 a -  5. 4+8Cf ,  cheper  aimpari ésempre 
della stessa forma 8 K - 3. Quindi supposto n d' una dellé forme 8 K* 3,  i 
numeri rn e rn n saranno 1' uno della forma di n , e 1' altro della forma 8 K f l ;  
B, e B,, saranno l'uno della forma 8 K+ 1, l'altro della forma 8 K- 3, onde 
(preso a multiplo g i  n) si giungerà ancora alle medesime conclusioni di 
POC' anzi. 

Convien notare che anche quando facciamo b negativo noi supponiamo 
positivi i valori di Bk perché prendendo a abbastanza grande si pu6 sempre 
rendere il primo termine kak-l del polinomio Bk superiore al complesso di 
tutti gli altri termini. 

7 . O  Le precedenti proposizioni possono servire ad una dimostrazione del 
teorema di FERMAT sulla possibilità di risolvere con numeri interi l'equazione 

ogniqualvolta n sia un numero p~irfio 8K-1. Imperocchè abbiamo provato 
che b possibile trovar un numero primo 8 K k  3 compreso nella formola 
p = n s - 1 :  dovendo z esser pari, faremo z=2s, e avremo l + p = 2 n s ,  
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donde coi simboli di LEGENDRE trarremo (7) = 1, e quindi per legge di re- 

ciprocazione trarremo ($) = - 1 ne1 caso di p = 8 K-3, e ($) = + 1 

ne1 caso di p= 8 K + 3; inoltre ne1 primo cas0 è - =-1, e ne1 secondo L 
(-:n) =1, sicchb potrh rendersi (7) = + l : dunque in ambedue i casi - 

divisibile per p la formola 1 i- 2n t2 ,  e chiamato r il quoziente si avrà 
1 -i2nta =pr=r(2ns-1) ,  ossia 2nta -t-r-2nrs =-1. 

Potendosi, dato 12, determinare valori interi di r ,  s ,  t, che soddisfacciano 
'a questa equazione, basta, corne avverti il DIRICHLET (*), per dedurne che 
2.n si pud trasformare nell'espressione ternaria x% y' + 2. 

8 . O  Sia n un numero primo impari qualsivoglia, b ilno de'suoi non residui 
n - l 

quadratici: si avrà b à  r - l (mod. n), e quindi F ,  = Cn - 1 per la se- 
conda delle (6): dunque B, non sarà divisibile per n e avrà qualche divi- 
sore primo di cui b sar& non residuo, yoichh ogni divisore primo di B, del 
quale b sia residuo quadratico deve avere la forma nz+ 1 (n.O 4O) e quindi 
se tutti i divisori primi di B, avessero b per residuo quadratico sarebbero 
tutti della forma nz + l e B, loro prodotto avrebbe pure la  stessa forma. 
Chiamato dunque p un divisore primo di B, avente b per non residuo qua- - 

dratico, sarà p= nz- 1 ; e cosi viene dimostrata 1' esistenza di numeri primi 
di questa forma che inoltre debbano avere per non residuo il numero b scelto 
ad arbitrio fra i non residui di n. 

9." Si ha dalla (1) - 

e quindi se n & impari 

n-3 n - l  
"("-1) A,zBnF-2 b~ + B , * m b g :  B,, = nAmn"-t -a- -+  1.2 

(') G. Crelie tom. XL pag. 228. 
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doride supposto n un numero primo, risulta 
92- l - 

A,,=A,~_=A,, B , , = B , ~ ~ ~  2 =B, ( )  (mod. n).  (7) 

Se b e non residuo quadratico di n ,  earS dunque B,,=- 23, (mod. 12); 
e poichè abbiam già trovato En= - 2 ,  facendo successivamente n2=n, n2, nS, ... 
ne trarremo di mano in mano B,,, -- B, I , B,,, r - B,, s- 1 , ecc. 
talché supposto n2 =+, avremo sempre B,,= - B,= t 1 (mod. n),  e dei 
due numeri B,, B,, l'un0 dvrà la forma Cn + 1 , 17altro avrh l a  forma C1.l-1. 
Pertanto il quozientc P avr& sempre la  forma C n  - 1, non sara divisibile per 91,  

e dovïà avere qualche divisor primo p di cui b sarii, non residuo, essendo 
della forma n z  + I tut t i  i divisoïi primi di B,, de'quali b è residuo quadra- 
tico (n.O 4 O )  e della stessa forma tutti i prodotti formati con questi. Avrern 
diinque p - n l z - 1 ;  e s a r i  cosi dimostrata l'esistenza di siffatti numeri primip, 
aggiunta la condizione che b sia non residuo quadratico tanto di n quanto dip .  

Quindi B,,  B,, B,, ... sono tutti numeri pari. 
Preso a = 2, b = - l , risulterà A, = 3 ,  B2- 4, A,,, = A," : saranno 

numeri impari A,, -4,' A,,, . . .; di più 1' equazione B2,=2A,E, darà B, 
multiplo di 8, B, multiplo di 1 6 ,  ecc. Si troverà A, negativo, -4, negativo, 
A, ,  positivo. Sia generalmente As, positivo , cioé ,4,2 > Bm2, e facciamt, 
A ,  = kB,, onde k" 4 : avremo A%,, = (ka - 1) B,', B2,= 21c BmZ, e fatto 

1 
-Ae, = kfBm2, ne trarremo k'= - k- - 3 talchè k' sarà positivo se  k B posi- 2 21c 
tivo, negativo se le è negativo, ma in entrambi i casi sa r s  quanto al valor 
assoluto k'<+ Te. Similmente fatto A,,= k" B,, , si  avrà in valor assoluto 
k''<+ kt, e perd k"<+ k ;  fatto A,,=kr1'Zi3,,, s i  avrà kt" <+ k''<; k ,  e cosi 
in progressa finchb i coefficienti k ,  kf, k",., . resteranno numericamente su- 
periori all' unità. Ma continuando la  seric k ,  + k, {- k, i k , .  . . si  troverà infine 
un termine numericamente minore di 1; dunque un ta1 termine si troverà 
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anche nella serie k ,  kl, krf,  . . . , e supponendo che sia k(;), fatto mf = 2i9uz, si 
avrb numericamente A,,r<B,t, e sarb negativo A,,!. Adunque nella serie 
A , ,  *1,, A, ,  . . . si troveranno termini ncgativi il cui indice sia maggiore di 
qualsiasi numero dato. 

Ili qui si deduce l'esistenza di nume~i  primi della forma 2'2 -1, essendo i 
un numero dato qualsivoglia. Poiche indicata con m una poteiiza di 2 eguale 

- 

B 
O superiore a 2'-' tale che A,  sia negativo, si avrlt il quoziente P=-=2-4,,, 

B,, 
che sarà negativo; -ma fatto 9s = 2m1, si avrà -A,= B,12 - A,t2, e saranno 
A,J impari, B,I divisibile almeno per 4,  onde - A ,  sarà un numero positivo 
della forma 8 K-1, e - P un numero positivo della forma 2 (8 K- 1) : dunque 
P ammetterlt' per divisore qualche nurnero primo della forma 4K+ 3 ,  e 
chiamatolo p si avrà p  = 2 rn z - 1 (n." 4O), essendo b = - 1 non residuo di p. 
Il numero p avrb la forma voluta perché 2m sarà eguale O multiplo di 2'. 
Cosi tali riumeri primi si troveranno fra i divisori della formola 

supponendo k una potenza del 2. 

41." Consideriamo finalmente un numero m composto di fattori primi 
differenti, e rappresentiamo con n,, uno qualsiasi di tali fattori, con n,! n,, n,, ... 
uno qualsiasi dei loro prodotti a due a due, a tre a tre, a quattro 'a quat- 

m m 'na -na,,  -=m,, tro, ecc.; poniamo inoltre ecc. Si faccia b r= l , 
n3 

e si prenda a multiplo di tutti i fattori primi n,. Sara B, multiplo di tutt i  
i valori di B,, corrispondenti ai diversi valori di n,, e chiamato M il minimo 

Bm multiplo comune di tali valori di B, sarA - un numero intero che indi- M 
cheremo con P: sarh P corne B, primo ad a e percib a tutti i numeri n,; 

e 5 ohe B rnultiplo di P non potendo aver comune con B,, altro divisore 
B,, 

impari che n, (n." 2') poichè m = rn, n, , non avrà comune con B, alcun di- 
visore impari. S i a p  un divisore primo impari di P: sarà p un divisore di B, 
che non dividerà B,,, e quindi non dividera Bk qualunque sia k dei divisori 
di 112, escluso 17.2, poichè k sarb multiplo d'alcuno dei valori di m,. Ma essendo 
b = 1 residuo di p, anche B,-, sa& multiplo di p :  dunque p - l sarà mul- 
t,iplo di na (n." 3") e si avra p = nl z + 1. 
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Adunque per ogni n'urncro m! pari O impari, primo O cornposto, é dimo- 
strata l'esistenza di numeri primi della forma mz +1. Occorrono altri prin- 
cipj pei numeri primi della forma mz-1, s e  nz 6 un numero cornposto di 
fattori primi diffewnti. 

*zk-i 12." Dinotiamo geilesalmente con f(x)& la frazione - , e ritenuto il 
x-4 

significato di m, mi, ni dato ne1 n." precedente poniamo 

ove i segni II indicano moltiplicazioni stese a tutt i  i valori di w,,  m,, ecc.: 
sarà X =  O l'equazione avente per radici le radici primitive dell'equazioile 
xm - l = O. Ora presi a e b primi fra loro, formate le quantith B,, , chiamato M 

R m  - i l  minimo multiplo comune di tali quantità, e fatto - - P, potremo dedurre 
M 

P da, X ponendo x= Poichè avremo 
a- VL 

e insiemc f \ x ) ~ =  Bk , e quindi 
(a - YQk- ' 

X =  
P 

(a- vb)" 

per un coiiveniente valore di h formato dalla somma algebrica di tutt i  i va- 
lori di k-l. Distinguendo in % la parte derivante da1 termine k e la  parte 
derivante da1 termine -1, e chiamando s il numero dei fattori primi di- 
versi di rn, avremo per la seconda parte 

e la prima parte sarà espressa da 
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nnmero clle dinota quanti sono i numeri inferiori ad v z  e primi ad m. Adunquc 
si  ridurrà a questo numero; e tale essendo pure il grado del polinomio X 

- 

a + \IF, rispetto ad x, baster& sostituire in qucsto polinomio il valore di x = - 
a- \jb 

e fare sparire i denominatori: allora X saï& trasformato in P. 
Si  supponga b = - h2, indicato con h un numero intero; e sia p 

il modulo, 9 l'argomento dell'espressione immaginaria a + h q l ,  onde 
- - 

a-t-h\l-i = p e  * 9 \ r l ,  e ,= - ' - " Y-(. Rappresentando inoltre con 
a- \IC- 

u uno qualsivoglin degl'interi inferiori e primi ad nt, e stendendo la-mol- 
tiplicazione a tutt i  i valori di u ,  potremo scrivere 

ma' sarà 
Bun - -- \,J-i x-e m =2 ~ 2 .  e (m-?) son ( 9 -p - i) ; 

quindi 

perché 

ne risulta 

I l  maggior valore di zc sarà tri - 1, e quindi se l'arco $J sia maggiore - 277 m - l  di -!l e minore di -, l 'arc0 q+-ni n sarà compreso t ra  n e 2n e avrCL 
11 b II& 

&andi di NaltrnotSea, temo II. 3 6 
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un seno neyativo, mentre tutti gli nltri archi -+ saranno minori di n 
m 

h e avranno seni positivi , il che dari  P negativo. Ma avendosi tang 9 = - , 
a 

infiniti valori razionali e irrazionali di a e h soddisfaranno alla condizione 
X 2 x  
- < 9 < 2 cosicché in infiniti modi, anche supposti a e h intcri, si potr& 
rn 
render P negativo. 

13.' Sia m impari, e si prenda h impari, a multiplo di 4 e di tutti i 
fattori primi di riz. Saranno impari tutti i valori di ml, .na,, ecc., e cosi nella 

k - l  

espressione (8) tutti gl' indici saranno impari. Ma dalle (6) avremo Bk - b y  
1 A 

(mod. 8), e quindi dalla (8) dedurremo P= b3 = (- he)8 (mod. 8) : ora en- 
trando in m almcno due fattori prirni differenti il numero il sar l  divisibile 
per 4; dunque sarà P = h k 1  (mod. 8). Supposto inoltre P negativo, nc 
segue che - P sarà un numero intero positivo della forma 8 Il  - 1, e a n a  
qualche divisor primo p della forma 4 TC+ 3. Sarh B, primo ad m e a b ossia 
ad h; quindi p non sarà divisore di nz né di h, ed essendo della forma 4K+ 3, 
sarà b =- h2 uno de'suoi non residui, onde P sartt divisore di B,,,. Da ci6 
ragionando corne al n." I l0  si concluderà che p + I  sarA divisibile per m, e 
çosi p =mz - 1, e il numero z sara multiplo di 4 perchèp ha la forma 4 K + 3 .  

14.O Se m è pari ma divisibile soltanto per 2 ovvero per 4, basta ancora 
la data dimostrazione, poiché essendo z multiplo di 4, la forma mz-1, di- 
mostrata ne1 caso di m impari, comprende le due 2m zr- I e 4mz"- I. Per 
gli altri casi , intenderemo che n, , n2, n,, . . . rappresentino i fattori primi 

M m m impari di m e i loro prodotti, e ritenuto - = ml ,  -=m,, -- - m,, . .. 
nt *P @3 

dovrerno nella formola (8) per tener conto del fattore 2 sostituire a IIB,, il 
prodotto B b  . ITB, , e generalmente a IIB,, il prodotto IIBhn. . IIB,,. Ma 

2 2 a - 4  

: fatte queste sostituzioni, e om- si ha (n." 10") B2k=2AkBL, onde Bk=--  
2 & 

messo il fattor 2 che aviebbe per esponente 
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G e n o c c h i  : Sui numeri prinîi. 

k (k -  1) 
Ora A k =  ak+ ak-' b +, ecc. ; quindi prendendo a impari , h multiplo 

1 . 2  
1 

di 4, e perd b di 16, avrerno Ax=ak (mod. 16). Adunque ~ - a ~ ' ( m o d .  16): 
essendo 7u= na - x m ,  +- 2;m, - . . ; ma supponendosi m divisibile per 8. e 
per qualche fattore impari, sarà multiplo di 46, e $ 3 ~  di 8; dunque P= 1 
(rnod. 16). ~ e r t a n t o  se P è negativo sarg - P un niimero positivo della forme 
16  K- 1, e a r ra  qualche divisor primo p della forma 4Xi- 3, che sarà diverso 
da tutti i valori di n , ,  se si prenderL a multiplo di tutti questi, e che avrà b 
per non residuo quadratico. Da1 che si concluderà corne dianzi p =nzz - 1. 

Trovato un iuumero primo p della forma mz -!- 1 o della forma n2z - 1, 
se ne troverà un altro p', se in luogo di a si metter$ nt= ap, incli un altrop" 
se in luogo di ar si mettcrà al'= atp', e cosi via via: laonde se ne troccranno 
infiniti. 

Alcuue propri&& delle funzioni Bk sono da t e  dimostrate da L*cnaircn e 
LEGESDRE ("). 

('f LAGRANGE, Misccll. Taurin., t. IV e Additions Ù I' Alg .  d' Wiler p. 606; L E G E ~ D R E ,  Tlréorir 
d ~ s  nombres, no 443. 
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Thhorie des coordonnées curvilignes par M. AOUST. 

(Voir Annali di  Aiatcmatica pura ed applicata, Tomo II0, fasc. 1°). 

ERRATA. 

?;O 1 et K0 3. Au lieu de $ lisez: 9,. 

Au lieu de R ,  R I ,  Il,, LI,, LOI, P, lisez : TL, $&, 3 t7 s o l , %  

4 m e  ligne avant la  fin du EO, au  lieu de cozcrbure, lisez: courbtae 
géodésiqz~e. 

Formule (4)Ir, changez les signes des deux derniers termes. 
6me ligne avant la fin du no, au  lieu de R,  lisez: RI. 
Même ligne, au lieu de do,  do,, lisez: da,, do. 

Ve ligne du no, écrivez à la fin = 0, 
Derniére équation, au lieu de dIo (dv) , lisez : d,, (d v). 

A partir de ce numéro, on a supprimé l'indice de rp,, pour abrhger. 

d d  
Équation (12), après - écrivez : le signe = 

z 

d~ d 5 
ligne du no, au lieu de - = - d e ,  lisez : - = 0. 

1 1 

CI 4 2me équation, au lieu de - , lisez : - 
'h 1 

3n1e équation, Cme terme, au lieu de dq, lisez : (dg .  

kquation (17) au lieu de coso, lisez : cosq. 
blême équation, dernier terme, au lieu de -da  lisez: +da. 
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Sulle coordinate curvilinee 

d' una superficie e del10 spazio. 

MEMORIA TERZA ('). 

(del prof. DELFINO CODAZZI, a Pccvia). 

Divido questa Memoria terza in due parti, I'una delle quali relativa alle 
coordinate curvilinee d'una superficie e l'altra alle coordinate curvilinee 
del10 spazio. 

P A R T E  P R I M A .  

L'oggetto di questa Parte prima & quel10 di ridurre le sei equazioni della 
Memoria seconda Parte seconda a tre sole tra le seguenti sei quantitA: le 
m, n, & A ,  i due raggi di curvatura della superficie (A)  qualunque e 1' angolo 
format0 dalla intersezione (v;A) con una individiiata delle due linee di cur- 
vatura. L'una di queste equazioni & alle derivate parziali del second'ordine, 
e le altre due sono alle derivate parziali del prim'ordine. 

Cominciamo da1 costituire l'equazione alle derivate parziali del secondo 
ordine. 

Siano Ai le coordinate rettilinee del centro di curvatura per un punto qua- 
lunque d'una superficie del sistema (A) ed ra un raggio di curvatura. Avremo 

Xi - i =rA12., 

(*) 1 numeri adoperati per indicare le formole di questa Memoria terza sono in  conti- 
nuazione con quelli della Memoria seconda. 

Annali d i  Maternatica, tom0 II .  35 
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270 C o  daz z i : Sulle coordinate curvilinee. 

ove potremo far variare le  p, v conservando costanti le Ai, rA. Cosi facendo, 
risulterh, in causa delle (45)' (46), 

iv (a, - CW CO t êA) + ip - " ] d v ;  
sen e2 

l a  quale, moltiplicata dapprima per ip dipoi per iv e sottoposta ad ogni volta 
all' operazione 2, so mministra le due 

rndp+ncosê:,.dv =r i  ( apdp  + (avcose,+c,senê3)dv~, 

mcose2 .dp+ndv = r a  { a , u ~ ~ ~ ~ a -   sen^^) d p  $ a,dvI.. 

d v Risolvendo queste equazioni rispetto al rapporto - si ottengono 
d p  

d v  le quali, in  seguito all'eliminazione de110 stesso rapporto -, danno 
d~ 

- TA8 {(aPcosêÂ -ypseneÂ) ( a v ~ ~ ~ ê l . + ~ y s e n ~ l ? )  -aPavj  

+ rA 1 n cos (ap COS - yp + m cos eA (a,cos E ,  + cv sen&%) - n a p  - m av 1 

+ ( a P a v 4 ~ y p c , ) s e n ~ A - ( a p ~ v - a v ~ p ) ~ ~ ~ ~ A ~ 0 .  

Dunque, chiamando pA l'altro de'due raggi di curvatura, avremo, in causa 
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Co daz z i : Sulle coordinate curvilinee. 271 

delle (49), (44, 

la quale é l'equazione alle derivate parziali del second'ordine che si trattava 
di costituire. Ora, indichiamo con sa l'arco d'una linea qualunque tracciata 
nella superficie (il) e poniamo 

dsa2  = e d p 2 - t 2 f d p d v + g d v 2 ;  

per cui 

La (54), dopo la sostituzione di questi valori e dopo l'esecuzione delle de- 
rivazioni indicate, si riduce alla nota formola di Gauss. 

Esprimiamo ora le ccp, a,,, yp,  eV in funzioni de' due raggi di curvatura, 
dell'angolo format0 dalla intersezione ( v ,  il) con la linea di curvatura di rag- 
gio r2, e delle m, n ,  ea. 

Si chiamino rispettivamente 0,' tJ{ gli angoli compresi tra la linea di cur- 
vatura di raggio ra e le intersezioni (v, a), ( A ,  p). Saranno, per note formole, 

ove 
O 0; .= Ea - 2. 

F ( 5 6 )  
Le (55)'  unitamente alla (56) ,  servono ad esprimere le ccp,  av ne1 modo di- 
chiaraio. 

Le (53) somministrano 

da cui, avuto riguardo alle (55), 
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272 Co d a z  a i : Sulle coordinate curvilinee. 

Ma 

sen2 8, - cosa 8J = - cosBO, + sena O$ = - cos E, cos (ea - 20%) ; 

percid sa& pure 

L'equazione finita (42) alla sua volta somministra 

cosq8, - cose8i sen2 - senBe,' ( n y p + m c , ) s e n ~ Â = r n n ~ ~ s ~ L  + 
f k 

Ma 

cosVA - cos2 O i  = - seneO,+ sen2Bi= senEa sen ( E ~  - 2 da) ; 

percii, sark pure 

ny,,+mc,=mn eose,sen(~~- (4 

Dalle (a), (b) si concludono 

l e  quali esprimono le yp, c,  ne1 modo dichiarato. 
Osserviamo, a titolo di verificazione, che i valori (55), (57) rendono sod- 

disfatta la (54) posta sotto la forma 

Passiamo a costituire le due equazioni alle derivate parziali del prim'ordine. 
Si trovano, osservando i valori del numero precedente, 
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C odazzi  : Sulle coordinate curvilinee. 273 

Percib la (47), in causa anche delle (44), (57), potrd essere scritta corne segue 

ovvero 

O finalmente 

perocchb sono 

cos20/- c o ~ V ~ = - s e n ~ O ~ + s e n ~ 8 ~ =  - s e n ~ ~ s e n  (&,-2e2), 
cos 02cos ( E ]  + 0%) - cosAOco~O~ = - sene,! sen2 O;., 

seneAsen ( E ~  + O,) + ~enO,~enû,l= senêlsen20i,. 

Dipoi si trovano, sempre osservando i valori del n. precedente, 

cos 0,sen 8; sene, cos 0:) 
aPseneA -t yPCOsêJ = m + > 

Px 
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274 Coda zzi  : Sulle coordinate curvilinee. 

Percid la (48), avuto riguardo anche alle (44), (57), pot& scriversi 

1 Sj.mcosel! C O S ~ ~  cos 91 sene,! sen O,') 
-tsén;;( av 

- 
PI! 

1 )(  cos20,' 
+-(%OSE,!- a,u - a v  - r PI! 

ovvero 

a cos O,! sen 0; senen COS BA! 
msene - + a 1 1  

l!av ( rz. pz. ) -nsem 2aP - ~sen~~cos~~(~-- - - )  1 
cosB 0; seneO,- sene 0; + 

Pz. 

cos 0: cos (E,! + d i )  -cos02 COS 0; sen 0,'sen ( E ~ + O ~ )  + senOI!senO,' 
i- 

f - ~  f ~ !  
0,' - senO,sen O,' 

)=o .  
P2 

O finalmente 

a cos 0,sen ( F ~ -  Of) sene, cos'(s, - 8,) 
m-1 au -t sen(&,- cos(&,-O,)(---)] 1 1  = (50) 

z. Pz. TI! Pn 

perocchb sono 

cos OArcos (cl! -i- 0,3 - cosOacosO~ =. - s e n ~ ~ s e n 2 ( ~ ~ - 8 , ) ,  

sen 02'sen ( E ~  + OJ) + sen 02sen el!/ = sen E~ sen 2 (ez. - OJ . 
Le (58), (59) sono le due equazioni alle derivate parziali del prim'ordine 

che si volevano costituire. Notiamo che esse si convertono l'uno nell'altra, 
quando si cambino le p, v, m, n, O,, F, - 8, nelle v, p, n, m, - BI?, oI!. 
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Cl O daz  z i : Sulle coordinate curvilinee. 

Finalmente, rendiamo esplicite nelle (58), (59) le derivate delle quantith 
1 1  
- 9  - , O 2 .  
rz, Pz, 

Siccome 

Siccome poi 

a a B as  
- - au I c ~ ~ ~ , ~ e n ( E , - ~ 3 \ + ^ c o s ~ , c o s ( ~ , - 0 3 = ~ ~ ~ ( E , - e ~ ) ~ ,  av a," 

-21 senez,cos(~,-03~ -$~enO,sen(~ a E - 0+ - COS (E,-2042; / a 0  av av 
cosi la (59) diventera 

Le (60), (61) sono le due equazioni del numero precedente trasformate 
ne1 modo dichiarato. 
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Codazzi  : Sulle coordinate curvilinee. 

P A R T E  S E C O N D A .  

In questa Parte seconda si stabiliscono in primo luogo le equazioni, le 
quali servono ad esprimere i sei raggi  di curvatura r, p estesi alla super- 
ficie de' tre sistemi, ed i tre angoli 0 estesi pure alle medesime superficie, 
i n  funzioni delle 1, m, n, E,, E ~ ,  E, e loro derivate. Si stabiliscono in secondo 
luogo le equazioni, le quali uniscono tra loro le sei quantith 1, m, n, ê2, cp, &Y. 

Queste ultime equazioni sono in numero di nove, tre delle quali alle deri- 
vate parziali del sccond'ordine, e sei alle derivate parziali del terzo ridu- 
cibili perd, mediante le tre prime, ad altre sei alle sole derivate parziali 
del secondo. 

Estendiamo alle superficie (p), (v) i significati delle a, a relative alla su- 
perficie (A); cioè poniamo 

ml cos orp = a,u', nr c o s o ~  = a, , 
nr cos or, = a, , 1' cos o2 = a> , 
II cos or2 = aZ , mf cosop = 

Estendiamo pure alle stesse superficie (p) ,  (VI i significaii delle P, b  rela- 
tive alla superficie (A); cioé poniamo altresi 

mrsenofP2=,dp, nrsenw, = b,, 

nf sen w f  = 6, , If seno,! = b j  , 
If sen orl = ,BA , m'sen op = bp. 

Cominceremo dall'esprimere le sei a,  a in funzioni delle 1, m, n, E,, E,, EV e 
loro derivate prime. 

In causa della (32). abbiamo 

b, = - P sen ( v j  -t. alR) , 
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Codaz z i : Sulls coordinate curvilinee. 

Percid ne concludiamo la  prima tra le seguenti 

In causa delle stesse (32), abbiamo pure 

PR = l'sen (r2- a%), 
ovvero 

PA= a2senr2- bAcosyz. 

Ne concludiamo la prima tra le seguenti 

a, sew,  = Pz. + bl. COS rt , 
apsenTP = , B p i  bpcosrP, 

a,senr, =,û, + b,cosyl. 
ila 

Ora, le  (44) somministrano immediatamente 

aa i 3 ~  i3a 
PI.=- 9 b, = 9 msene, n sen 

3% ~ . Z C O S E ~  an & W Z C O S E ~  

P m = -  
Z- av 

? b, = 
G- av 

1 sen E,, msen 

Le (62), (63) servono ad esprimere -le a, a ne1 modo dichiarato, quando 
s'intendono sostituiti in esse, in luogo delle P, b, i valori dati dalle (64). 

Estendiamo alle superficie (p), TV) i significati delle r: p, 8, 8' relative alla 
superficie (A). Esprimeremo in primo luogo i sei raggi di curvatura r ,  p in 
funzioni de' tre angoli 8 e delle 1, sn, n, E, e loro derivate prime ; 

Annali di Matematica, tom0 II. 36 
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278 G odaz z i : Sulle coordinate ourvilinee. 

esprimeremo in secondo luogo i tre angoli 8 in funzioni delle Z, m, fi, EP,  E, 

e loro derivate prime e seconde. 
Abbiamo, in causa delle (55), 

c 0 s ~ 0 ~  sen2 e2 - -- +-9 

m 3. PI! n P .? 
av - cosZO, sen2 Op cosz elp sen2 Orp --- t-, --- z +- n Y, PP 

ove sono, in forza della (56), 

Ora, siccorne 

~ e n ~ 6 ~ c o s ~  8 - c 0 s ~ 8 ~ s e n ~ O  = s e n ~ s e n ( ~  - 20), 
O 

cosi dedurremo dalle (65) le seguenti 

sen E )  sen ( E ,  - 2 8,) a, - - - COS'O~- - c0S2 ( F A  - ol) , 
Pz. n m 

senE,sen(~,- 2&) - a, -- senZ (E,- O.) - - 
rv Z 

sen2 O,, 
m 

senmen  (h- 2 6,) - apcos20, a, -- - - C O S ~  (E,  - O,) . 
P. m z 

Queste equazioni servono ad esprimere i sei raggi di curvatura ne1 modo 
dichiarato, quando s7intendano sostituiti in esse, in luogo delle a, a, i va- 
lori trovati ne1 numero precedente. 
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Cod azzi : Sulle coordinate curvilinee. 

Deduciamo dalle prime due (67) 

ovvero 

la quale, avuto riguardo alla (54), somministra . 

a, 9 sen ofA cos orl - seno, cos O, m 

ove s'é posto per brevith 

aY a, 
~ s e n ~ ~ ~ c o s ~ f , -  rn - sen~ ,cos~ ,  n = I(-sen2e5-n 2 m sen 2 0,) 

Percid, estendendo alle superficie (p), (v) il significato della T relativa alla 
superficie (A), concluderemo dalla (a) la prima tra le seguenti 

Queste equazioni servono ad esprimere i tre angoli 8 ne1 modo dichiarato. 
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ati delle y ,  c relative alla su- Estendiamo alle sup erficie (p),  (v) i signific 
perficie (A), cioé poniamo 

aotp - mrl--, a 0, 
YP - cu=nff--,  EL a, 

wu 
y,=nlf- - au, au ' c, = If1 - - 

a h '  

3 4  y2 = 1" - - aup. 
a x  ' cp = mff -- 

a~ ' 
da cui,, avuto riguardo alle (32), 

~ V P  
yp -  Cp=- 

a r u  
yu-Cu= -> 

3% * 
au au Y A - C A =  a3, 

Ci6 posto, esprimeremo dapprima le sei quantith y, c in funzioni de'tre an- 
goli O e delle 1, m, n, E ~ ,  êp, EU e loro derivate prime; formeremo dipoi le  
equazioni che servono ad esprimere i tre angoli 0 in funzioni delle 1, m, n, 
E ~ ,  qu, EU e delle loro sole derivate prime. 

Dalle prime due (67) si deduce 

percid le  (57) diventeranno 
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Codaz z i: Sulle coordinate curvilinee. 

Avremo quindi il seguente gruppo di formole 

le quali servono ad esprimere le y, c ne1 modo dichiarato. 
In seguito, le (a) potranno porsi sotto alla forma 

le quali servono ad esprimere i tre angoli 8 ne1 modo dichiarato. 

Passiamo a costituire le tre equazioni alle derivate parziali del second'ordine 
tra le Z, rn, n, e,, c p ,  EV. 

Eliminando dalla prima (70) le cot (eA - 2 O,), cot (E, - 2 0,) mediante le (68), 
risulta 
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282 Godaz zi : Sulle coordinate curvilinee. 

Avremo quindi la prima delle seguenti 

senEII sensv m 

T TV e u  - -cotep+-cote,---, a, 
sens, senêa n n n 

Queste sono le tre equazioni che si volevano formare. 

Finalmente, veniamo a costituire le sei equazioni alle derivate parziali 
del terz' ordine. 

Deduciamo dalle due prime (67) 

per cui, osservando la (a) del numero 2, sarct 

Deduciamo pure dalle stesse due prime (67) 

sen r, sen'(&, - 2 O,) ( sen8, cosOrA + cosO, senOrl) - 
r, PA 

-- a, sen82 cos 05 cos s, - - (sen3 On c 0 s 0 ~ ~  - cos3 0, sen Or2) ; m n 

ma 
~ e n ~ 0 , c o s O ~ ~ -  ~ 0 ~ ~ O , s e n 8 ' ~ = c o s ~ ~ s e n 0 ~ c o s 0 ~ -  senencos201 

= - cosea senOA cos8,- sen (ea - 28,) ; 

percid sarà 

sen 8, cos cos O, sen O r A )  - senclsen (sl-28& ( + - 
T l  PA 

* av a, - COS el m sendrA COS Ora- sene, cos + n sen (r, - 28,), 
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Co da z zi : Sulle coordinat8 ourvilinee. 

ovvero, osservando la (a)  del numero 2, 

sen OÂ cos Or cos 0) senW2 Q- u, 1 = - T , C O ~ E ~  + - - 
rd PA n  sen^, 

Ricaviamo ancora dalle due prime (67) 

cos 6, sen OfA + senOA cos OrA) 
sen&, sen (E, - 2 O,) ( - 

y, P Â 

=?u av - (sen3 df, cos 0, - cos3 OfA seno,) + - senOa cos O, cos&, ; m n 

ma 

senS Of, cos O, - cos3 Of, sen O, = COSE% sen OfA cos OrA - sen e, cos 2 

= - CO SE^ senOr, cos Or2 - sen (5 - 2 0:) ; 

percid 

av OrA cos05 - - sen OA cos 0, 
n 

e quindi 

cos O, senOrA senOA cos O f A  - 
4- -- cc/. 1 TA C O ~ E ,  -J- -- . 

Pn rn sen&A 

Inoltre , sussistono le due formole 

l'uns delle quali proviene dalle due prime (67) e l ' a h  é la prima (68) tras- 
formata. Finalmente, siccome 

sen 2 Orl = sen&, cos ( E ~  - 2 O,) + cos E, sen (el - 2 8,) ; 
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284 Cl O d a z z i : Sulle coordinate curvilinee. 

cosi concluderemo dalle (d )  

Ora, le (58), (59), in seguito alla sostituzione de' valori (a), (b) ,  (c), (d) ,  (e), 
diventano 

a a, 4 
n - ( T, eot e, a~ ---) n sene, 

Siccome poi 
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cosi le due precedenti equaziorii si cambiano nelle due prime tra le seguenti 

A 

È: chiaro che, se si risolvessero le ( 7 l )  rispetto alle T2,. Tp, TV, si for- 
a ~ ,  a ~ ,  a ~ ,  aT, a ~ ,  aT, 

masscro i valori delle - ) - 9 - ¶ -  7 - a~ ou au a n  a h  'a, e questi si so- 

stituissero nelle (72), risulterebbero sei novelle equazioni tra le l, m, n, e,,  
EP,  EV alle sole derivate parziali del second'ordine. 

AnnaEi di Maternatica, tomo II. 37 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



286 C o  da z z i : Sulle coordinate curvilinee. 

Da ultimo, vediamo corne si modificano i valori (67) de'sei raggi di cur- 
vatura e le equazioni (ri),  (72) ne1 cas0 in cui* le superficie de'tre sistemi 
sono ortogonali tra loro. 

In questo caso, pel noto teorema di DUPIN, le superficie de'tre sistemi 
si segheranno secondo 1% loro linee di curvatura; per cui saranno 

ove s'intendano attribuiti a 8 e 8' i tre indici A, p ,  Y. Dunque, le (67), in  
causa anche delle (62), (63), diventeranno 

1 1 a m  1 - I an - = -  ----- 
TA lm  a h  PA nt aa '  

1 1 1  
Osserviamo che le - , - , - , come risulta dalle espressioni formate alla fine 

l m n  
del numero 3 della Memoria I.", Parte La, sono le quantith chiamate da1 
signor LAMÉ parametri  di ferenziali  del prim'ordine delle h ,  p, v riguar- 
date corne funzioni delle x,  y ,  z. Le (73) s'identificano adunque con le 
formole analoghe date da1 signor LAMÉ nelle Leçons sur les coordonnées 
curvilignes e t  leurs diverses applications (éd. Paris 1859, p. 51). 

Le (71) somministrano 

ove s'intendano attribuiti a T i tre indici h, p, v, ovvero 
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Queste equazioni sono identiche alle tre date da1 signor LAMÉ alla p. 78 
delle Leçons suddette. 

Infine, le prime due (72), scritte sotto la  forma 

somministrano le prime due tra le seguenti 

Si vede che la prima di queste equazioni coincide con la quarta, la seconda 
con la quinta e la terza con la sesta; dimodochh le sole equazioni differenti 
si riducono alle tre prime, le quali possono scriversi 

Queste equazioni sono identiche alle tre altre date da1 signor LAMÉ alla 
pag. 76 delle Leçons citate. 

Pavia, 21 dicembre 1868. 
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Disamina della possibilita d'integrare 
completamente un dato sistema 

di equazioni differenziali ordinarie. 

( d e l  prof. R. LIPSCHITZ, a Bonn). 

1 pih importanti progresai che ha fatti la teorica dei sisterni di equa- 
zioni differenziali, nelle quali certe variabili sono considerate corne funzioni 
d!una variabile indipendente, dai lavori di JACOBI in poi, sono dovuti aUo 
sviluppo della teorica delle quantith cornplesse. Per ogni dato sistema di 
equazioni differenziali una questione capitale é questa: se sia possibile, alla 
prima, di determinare le variabili dipendenti in modo che esse soddisfac- 
ciano il sistema di equazioni differenziali, e che per un dato valore della 
variabile indipendente soddisfacciano un numero di equazioni corrispondente 
al numero d'ordine del sisterna. Tale questione é stata esaminata a fondo 
pel cas0 che le espressioni ch' entrano ne1 sistema di equazioni differenziali . 

permettano immediatarnente l'ipotesi, che tanto la variabile indipendente 
quanto le dipendenti sieno della forma a + b VI?. Siccome ogni funzione 
d'una quantità cornplessa, escludendo certi luoghi singolari del suo campo, 
dev'essere sviluppabile in serie procedente secondo le potenze intere e po- 
sitive d' una funzione lineare di questa quaniità cornplessa, C G S ~  ne viene 
che la soluzione della questione in discorso dipende dalla risposta all'altra 
domanda, se cioè sia possibile di esprimere corrispondentemente alle addotte 
condizioni, sotto forma di serie di potenze, convergenti per un certo campo 
della variabile indipendente, le variabili dipendenti che entrano ne1 sistema 
di equazioni differenziali. È da questo punto di vista che l'esame della pos- 
sibilità dell' integrazione completa d'un dato sistema di equazioni differenziali, 
avente l'indicato carattere, venne generalmente intrapreso ed eseguito (*). 

(') WEIERSTRASS, Ueber die Theorie der analytischen Facultaten. Gior. di Crelle, t. LT, 
pag. 43. BRIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions doublement périodiques, pag. 49. 
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Se invece le espressioni che entrano in un dato sistema di equazioni dif- 
ferenziali sono date iiell' ipotesi soltanto di elementi reali, e non permettono 
un' immediata estensione all' ipotesi di elementi complessi, allora non siamo 
più autorizzati ad ammettere che le variabili dipendenti sieno sviluppabili 
in serie procedenti secondo le potenze d' una funzione lineare della variabile 
indipendente reale. Le condizioni della possibilità d'un' integrazione cornpleta 
devono per cid basarsi sopra altro terreno. h'on essendovi a mia cognizione 
un lavoro indirizzato con rigore a questo scopo, io fard conoscere nelle 
seguenti pagine una ricerca relativa allo argomento, avvertendo che ne B 
guida la dimostrazione dell' esistenza d' un integrale definito (*). 

Si pud supporre che il proposto sistema di equazioni differenziali sia ri- 
dotto, mer& 1' introduzione di nuove variabili dipendenti, ad una forma con- 
tenente soltanto i coefficienti differenziali di primo ordine delle n variabili 
a s  1) 

y, y,. . . y rispetto alla variabile indipendente x. Supporremo inoltre che i 

& valori di ogni singolo coefficiente differenziale 9 dove a = 1 , 2 , .  . . n , pos- 
1 9 .  I 

sano essere rappresentati per mezzo delle variabili x, y ,  y,. . . y 
espressi per mezzo delle medesime. Allora il sistema di equazioni 
assume la seguente forma 

dy a 
1 a #. 

-= f ( x ,  d x Y ,  Y,... y). 

(**), e sieno 
differenziali 

Ammettiamo ora che le n funzioni f siano date per un certo eomplesso di 
1 s  N 

sistemi continuamente connessi e reali di valori delle variabili x, y, y , .  .. y; 
questo complesso si chiameril il campo G. Ne1 cas0 che sia il numero n -2, 

1 s  

i l  concetto che alle variabili x, y, y 
spazio offre una rappresentazione 
collegano naturalmente. Per tutti i 

coïrispondano coordinate ortogonali nello 
alla quale le seguenti considerazioni si 
sistemi di  valori del campo G, le n fun- 

(+) NEWTON, Principia, liber 1, sectio 1, lemma II. LEJEUNE DLRICHLET, Ue6er die Dar- 
stellung gans wiElkürlicher Functionen d~ rc i a  Sinus-wnd Cosinus-Reihen. (RRpertorium der 
Physik di DOVE 0 MOSER, t. 1, pag. 152). 

(**) La condizione necessaria e sufficiente per ci6, nei sistemi di equazioni differenziali 
isoperimetriche trattati nei Beitrage zur Theorie der Variation der ein.fachen Integrale 
(G. di Crelle-Borchardt t. 65, pag. 26), consiste in ci6, che il determinante ivi indicato 
con A non debba annullarsi identicamente; e questa condizione fu ivi esplicitamente notata. 
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zioni f debbono esser determinate in modo unico, numericamente minori 
di un valore fisso, e continue. Esse inoltre debbono avere la proprietil che . 
per ogni coppia di sistemi di valori, differenti rispetto alle variabili y ,  ma 

a a a 

aventi 10 stesso valore della variabile x, x = h ,  y = k ed x = h, y= 1, sus- 
sistano le seguenti ineguaglianze 

[+, i, i,... i)-f(h, i!, ; ,... i)] < 

s.b 

Qui le c sono costanti finite e positive e il simbolo [w] indica, come sempre 
in seguito, il valore assoluto della quantita reale W. La condizione della con- 
tinuità consistendo in cid, che per due sistemi qualsivogliano di valori diffe- 

a a a a 

renti rispetto a tutte le variabili, x= h ,  y = k ed x = j ,  y =  1, il valore 

f ( h ,  k ,  a . . . k)  -;(j, i, i, . . . i)] diventi piccolo quanto si voglia, quando 
r a 

i valori [h - j ]  , Lk - i ]  si approssimano a zero; ne viene che la condizione 
della continuitLt nell'ipotesi delle ineguaglianze (2) sara soddisfatta allora 
e solo allora quando, per una quantità a piccola quanto si voglia ed una 
differenza decrescente [h-j] fra due sistemi qualunque di valori che diffe- 
riscano solo rispetto al valore di x, riescano soddisfatte le ineguaglianze 

[ i ( h ,  i, i, . -.  î) -F(~, i!, f, . . . ï)] <o. 

Il sistema (1) di equazioni differenziali B completamente integrato, quando 
1 m I) 

siasi determinato un sistema di funzioni y,  y .  . . y che soddisfacciano il si- 
stema (1) e che per x - x, diano le n equazioni 

1 P 

11 sistema di valori (x,, y,, y,. . . ~ , ) . ~ u d  prendersi ad arbitrio ne1 campo 
G ,  colla limitazione che ciaseuna delle (n+1) variabili abbia ancora 
in G, a partire da esso sistema, un campo finito di variabilith. Cioé, pel si- 

stema di valori (x,, y,, . . . i0) debbono potersi scegliere le quantita finite 
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a 

positive a,, b,, in modo che le ineguaglianze 

determinino un campo situato entro G. 
a 

Per conseguenza debbono esservi delle costanti finite e positive c,, per 
le quali sussistano ne1 campo testé indicato le ineguaglianze * 

Scelgasi ora un valore positivo A, in modo 

(4) 

che sia 
a a 

A, c , d ,  

e si chiami Ho il luogo limitato dalle 

Cs-sol 2 A,, 

il quale é contenuto ne1 campo testé 

ineguaglianze 

[y - y,] 2 s, 
indicato e quindi in G. I n  q u e s  t e 

i p o t e s i  e s i s t e  i n  fa t to  uno ed u n  solo s is tema di  n funzioni  
a 9 a 

y ,  y ,  ... y, c h e  soddisfaniio i l  s i s tema (1) di equaz ion i  differenziali ,  
e c h e  i n o l t r e ,  quando'  l a  v a r i a b i l e  x percor re  i l  cammino  da 
x, - A, ad x, +A,, va r i ano  i n  modo con t inu0  e n t r o  Ho, e pel  v a -  

a a 

I o r e  x-  x, soddisfanno le n e q u a z i o n i  y=y,. 
Per la dimostrazione di questa proposizione basta seguire il movimento 

della variabile x da x, ad x, + A , ,  poichb il movimento della stessa da 
x, ad x, - A ,  permette nna considerazione affatto analoga. Per provare dap- 
prima 1' esistenza d'una soluzione del sistema (i), avente l'indicato carat- 
tere, imaginiamo interpolata tra i valori x, ed X, t A, una serie di quantith 
x,, x,, . , . x,, tali, che 

a 

e determiniamo poi n quantith 7, per mezzo delle n equazioni seguenti: 

Queste equazioni non sono altro che il sistema dato di equazioni diffe- 
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renziali (1), dove ne1 primo membro siasi sostituito a d x  la differenza finita 
a a a 

x, -x,, ed a d y  la  differenza finita r, - y,, e ne1 secondo membro siasi fatta 
a a 

l a  sostituzione x =x,, y = y,. Per le ipotesi (4) e (4"), dalle (5) seguono 
le  ineguaglianze 

a 

7,-Y0 < C O  (xi-xo) (b,, la ' 1  a 

i 9 

le puali mostrzno che il sistema di v a h i  (x,, il,, ri, . . . il) è. situato entro 
Ho. Ora pud nello stesso hodo formarsi una serie di sistemi di valori 

( 
1 P 

x,+,, vacl, 3?a+i, . . - ponendo successivamente a=l , 2, . . . p -1 nelle 
equazioni 

e si ha la completa sicurezza che tutti questi sistemi di valori sono inclusi 
in  Ho. Dopo di cid, la partizione dell'intervallo venga continuata in modo 
che fra due valori qualunque Xa ed x,,, siano interpolati i n  ordine di gran- 
dezza i valori 

e si profitti della nuova partizione dell'intero spazio da x, ad xo + A ,  per 
4 P I 

formare, partendo da1 dafo sistema fx,, y,, y,, ... y,), e col processo or ora in- 
dicato, una nuova serie di sistemi di valori, che evidentemente restano pure 

I P m 

inclusi in Ho. Questa novella serie di sistemi di valori (xa,p,, ra,pa9 

nasce dalle equazioni 

ponendovi successivamente a eguale ai numeri da O a p - 1, Pa eguale ai  
numeri da O a q, - l , e prendendo 

Adesso si tratta di stabilire che , se le  quantità x,, x,, . . . x,, prese origi- 
nariamente si mantengono fisse, mentre per ogni a il numero qa cresce in- 
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finitamente ne1 tempo stesso che gl' iiatervalli ~a,p,,+~ - ~a,,u, decrescono in- 

cessantemente secondo una legge qualunque, i valori 

che corrispondono ai valori della variabile indipendente x = Xat i ,  convergono 
verso limiti fissi, e completamente indipendenti da1 modo di crescere dei 
numeri qa e dalla legge secondo cui decrescono i nuovi intervalli interpolati 
fra x,, x i , .  . . xp-, , x,. Questa proposizione perd emergerh dalla circostanza, 
che nelle condizioni esistenti é sempre possibile di scegliere sin da principio 
le quantith fisse x,, x,, . . . x,,, in modo che i valori assoluti delle diffe- 

a a 

renze ya+i - ra+i debbano per ciascuna a restare minori di una quantita data 
piccola quanto si voglia. 

Sostituendo successivamente nella equazione (6) pu=. O ,  1, 2,. . . , Pa e sorn- 
mando le equazioni risultanti, si ottiene la nuova equazione 

Questa, applicando la (41, offre l' ineguaglianza 

[iapa+l - ka,o]< (xa,pa+1 - xa,O) < Lo ( X ~ A  - xa). 
I n 

Tale ineguaglianza esprime, che i sistnmi di valori (xapa, va,pa, .. . n,,), 
qualora si mantenga fisso l'indice a, e si dieno all'indice pa tut t ' i  valori 
da O a qa - 1 ,  sono inclusi in un luogo Ka, ne1 quale i limiti di ciascuna 
delle (n + 1) variabili possono restringersi a piacere, purch& la differenza 
x,, - xa si scelga sufficientemente piccola. Ora siccome per ipotesi le fun- 

a 

zioni f' sono dappertutto continue entro Ho, si potrh sempre prendere la 
differenza xa+, - Xa tanto piccola, che ciascuna differenza tra i valori di una 

siessa f entro Ka sia più piccola di una data quantith positiva A, piccola 
quant0 si voglia. Supponendo quindi, corne d' ora in poi deve essere, clle le 
differenze sa+, - xa sien0 scelte secondo questa condizione (e con ci6 si de- 

a 

termina anche il numero p), e indicando con EU una frazione propria positiva 
O negativa, 1' equazione (7), ponendovi pa= qa - 1 , dà il risultato 

Annali d i  Matewatica, tomo I I .  
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Da questa equazione sottraendo la (5"), si ricava la nuova relazione: 

Ma per la (2) si ha la relazione 

[ / (xa,  Y.,. . ,$-((xa, ha l . . .  ~ a ) ] < ~ ' [ ~ a - ~ a ]  i~'[;a-~a]+..*+~[;a-,a] 

e per cid l'equazione (S), adottando la notazione 

conduce alla serie d' ineguaglianze 

mentre per l'ipotesi si ha 
a 

2, = o. (11") 
a 

Ora egli B chiaro che formando una serie di nuove quantith U a  mediante 
questa serie ricorrente di equazioni 

ove la lettera a prende corne sopra 'tutti i vnlori da O a p - 1, sussiste- 
ranno le ineguaglianze 

Ma siccome nella dimostrazione da farsi si tratta di trovare per le quan- 
a 

tith z,+i dei limiti superiori, i quali per un valore di 2, piccolo quanto si 
voglia, si dimostrino piccoli quanto si voglia; ne viene il problema o di de- 

terminare le quantità ua+, stesse, O di ricercare tali quantità che superino 
a 

rispettivamente le u,+i, e sieno tuttavia adatte al10 scopo indicato. Noi pre- 
a a 

feriremo di cercare quantità Va+i tali, che superino rispettivamente le Ua+l,  

e soddisfacciano a quel10 scopo il più semplicemente ch'b possibile. 
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Dunque, se s'indica con C un valore positivo maggiore della piii grande 
s b I 

delle na costanti c, un sistema di quantith Va, determinato dalla seguente 
serie di@quazioni 

avrà senza dubbio la proprietà di soddisfare per a=l, 2, 3, . . . (p -4) le 
ineguaglianze 

a II 

Ua+i < Va+, (1 3 a) 

Ora dalla prima della (12") si hanno subito le relazioni 

e quindi dalla seconda delle (12") queste altre 

Mediante queste relazioni la prima equazione (12") si muta in 

la quale per l'addizione della quantith si esprime cosi 
nC 

a 

Da qui nasce dunque la seguente determinazione delle quantith Va+l: 

Si riconosce facilmente che il prodotto 

che si presenta ne1 secondo membro di questa equazione, essendo n C una 
quantith positiva, ha un valore pure positivo e dippiù minore del valore della 
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nC(*a+p$. 1 X X * C @ a + p J ,  
funzione esponenziale e  Per ci6 é va+, < - - pac+ze Colle- 

gando questa osservazione alle ineguaglianze (13) e (13"), si pervicne alla 
relazione (ili 

nCAo 
- 1 4 - e  

e poichb il fattore nç ha un valore finito fisso, la relazione (15) 

giustifica llassmto, che le differenze [ia+i - LI] restano sempre piccole 
quanto si voglia. Imperocché h é un valore dato, piccolo quanto si vuole, 
dalla cui grandezza dipende la scelta degl'intervalli x,-x, x , -x , ,  . . . x,-x,-, 
secondo una norma sopra indicata. Restando le differenze [ ; g ~ - ~ a . + ~ ]  in 

R 

ogni circostanza piccole quanto si vuole, le quanti& ya,i, corrispendenti ai 
valori fissi della variabile x = xa+l, qualora i numeri qcc crescano indefinita- 
mente e i nuovi intervalli decrescano secondo qualsiasi legge, convergeranno 
a limiti fissi, affatto indipendenti da1 modo di crescere dei numeri qa e dalla 
legge secondo cui decrescono i nuovi intervalli. Ma per le (8) questi valori 
limiti presentano una soluzione del sistema dato di equazioni differenziali, la 

a 1 

quale per x=x, soddisfa le n equazioni y =  y,. È quindi dimostrata l'esistenza 
d ' m a  soluzione che adempie alle condizioni richieste nella proposizione 
enunciata, la prima parte della quale é cosi esaurita. 

Che poi non possano esistere due soluzioni diverse del sistema ( l ) ,  le quali 
a I 

soddisfacciano per x = x, le equazioni y =yo e che, passando x da xo - A, 
ad X, + A , ,  variino in modo continu0 entro Ho,  Io si dimostra ne1 modo 

a a 

seguente. Sia y = Y una data soluzione avente l'indicato carattere; allora 
l'intervalle da xo ad x, + A,,  che anche qui é il solo che basti considerare, 
pu6 sempre coll' interpolazione di valori x, , x, , . . . x,-, ordinati secondo la 

a 

grandezza, ripartirsi in modo che, essendo E ,  una frazione propria positiva 
O negativa e h una quantita positiva data, quanto si voglia piccola, sussista 
la serie di equazioni 
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1 a 

ove il sistema di valori y= Y, appartiene al valore della variabile ind i~en-  
a a 

dente X=Xa, ed ove 8, secondo l'ipotesi, Y, =y,. Questa serie di equazioni 
& una conseguenza immediata delle due ipotesi che il sistema dato di funzioni 

1 

y = Y soddisfaccia al sistema (1) di equazioni differenziali, e che, passando 
x da x, ad x,+A, ,  sarii con continuita. Or se coi valori x,, x,, s ,... x,-, 

a 

mediante le superiori equazioni (5) e (5") si formi la serie dei sistemi va, egli 
B chiaro che dalla combinazione di queste equazioni colla (16) possono de- 
dursi rispetto alle differenze 

le medesime conclusioni, che prima si sono dedotte rispetto alle differenze 

dalla combinazione dell'equazioni stesse coll'equazione (8). Infatti la (16) sca- 
a B 

turisce dalla (8) scrivendo Y, in luogo di y,, e Y,+i in luogo di y,+i, ed é 

per ipotesi =y,. Quindi tanto le differenze [ t a + i  -;.+II quando le dif- 

ferenze [i,i - per un 2, arbitrariamente piccolo, restano piccole quanto 
si voglia; e siccome si ha la relazione 

[ L l  - ,112 [Y,,-;,] + [y,, -)1,1 ' 1 , 
] debbono pure es- cosi nelle condizioni esistenti le differenze [?,+, - y ,, 

sere tanto poco diverse da zero, quanto si voglia. Ma con cid s i  viene a dire 
E a 

appunto, che il dato sistema di funzioni Y,, e il sistema di funzioni y, che 
irae origine coll'esposto metodo da1 continu0 aumento dei numeri e da1 
decremento dei nuovi intervalli, non possono essere tra loro diversi; e questa 
era la seconda parte dell' enunciata proposizioile. La dimostrazione della quale 
è dunque completamente finita. 

Aggiungeremo ancora alcune osservazioni intorno alle condizioni prescritte 
1 a 

per le funzioni .fa Le funzioni f ,  per m a  variazione della variabile x, ferme 
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II 

restando le n variabili y ,  sono soggette soltanto alla condizione della con- 
tinuith 

a 

mentre invece per una variazione delle n variabili y, ferma restando la va- 
riabile x, queste funzioni sono soggette alle limitazioni 

[& k ,  k... ré) -f(h, i,i ... i)] < e ' [ k - i ] + $ L  i]+...+c'[k-il, (2) 

che sono di una specie particolare. 
La validitii  del metodo di d imost raz ione usa to  6 perd  s u b o r d i -  

n a t a  a q u e s t a  specie  d i  l imi taz ione.  Cid si apprende gih nella consi- 
derazione del caso n= 1 , in cui il sistema (1) riducesi all' unica equazione 
differenziale 

Infatti se invece dell'ineguaglianza (2) si suppone l'ineguaglianza 

ove 6 dev'essere una quantità positiva minore dell'unitll (*), le considera- 
zioni fatte, ritenendo la notazione superiormente usata, conducono invece 
che alle ineguaglianze ( I l ) ,  alle seguenti ineguaglianze 

1 

ed B corne allora z,  = 0. 

Quindi per riconoscere, se le quantith za+i debbono restare piccole ad ar- 
bitrio, per una h arbitrariamente piccola, si formers il seguente sistema di 
equazioni per la determinazione di nuove quantità U a  

(*) Cf. NEWTON, Principiu, liber 1, sectio 1, scholium ad lemma XI, 
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per le quali sussistono nuovamente le ineguaglianze 

e si ricercherà se queste quantità ua, per un valore quanto si voglia piccolo 
di A, debbano restare O no piccole quanto si voglia. Se avesse luogo il primo 
caso, la dimostrazione potrebbe per mezzo delle ineguaglianze (13*) condursi 
a termine come sopra. Ma poichb, come subito apparirà chiaro, ha luogo il 
secondo caso, non puci darsi la dimostrazione in parola. & stato stabilito 
che gl'intervalli x, - x,, x, - x, , . . . x, -2,-, sieno presi cos1 piccoli, che 

1 1 

la differenza di due valori qualunque della funzione f (x,  y) in un luogo 
Ka, ove la differenza di due valori x qualunque é minore della quantita 

I 1 

xa,i -sa, e la differenza di due valori y é minore della quantità c ,  (x~+I -x~) ,  
risulti minore del valore dato A. Per questo motivo, quando sia data la quan- 
titA A, non pu0 essere vietato di scegliere dapprima gl'intervalli x, - z, , 
5,-x,, ... xp-xp-, in modo ch'essi soddisfacciano a dirittura a questa 
condizione, e di assumerli poi aneora più piccoli onde vi debbano soddisfare 
a maggior ragione. Imaginando che cid sia avvenuto e che sa indichi una 
quantitA di valore fisso, in seguito delle (d2+) la relazione fra questo x, e 
il corrispondente ua sarh rappresentata con quanta esattezza si vuole dalla 
seguente equazione 

u 

Ma da questa segue lit relazione 

e invertendo 

la quale mostra che la quantith Ua, per un a quanto si voglia piccolo, non 
resta in niun modo piccola quanto si vuole; le ineguaglianze (13") dunque 

I 

non permettono di concluder nulla sulla grandezza dei valori za+i. 
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& manifesto, che le ineguaglianze (2) sono sempre soddisfatte, quando le 
a 

funzioni f: per tutti i sistemi di valori del luogo G hanno i primi quozienti 

differenziali parziali rispetto alle n variabili i ,  finiti, continui e determinati 
in modo unico. Perche in quest'ipotesi la differenza 

a 1 9  

f (h, k ,  k ,... i ) - j (h ,  z', i ,... ï) 
pud rappresentarsi medjante la determinazione del resto del teorema di TAYLOR 
sotto una forma, dalla quale si ricavano le ineguaglianze (2). Ma non si pub 
reciprocamente ricavare da queste la proprieth in parola dei quozienti dif- 
ferenziali parziali. 

a a 

Ne1 caso che le funzioni f non contengano la variabili y ,  resta soltanto 
I 

per queste funzioni f (x) la condizione di esser determinate in modo unico, 
di esser finite, e di essere continue rispetto alla variabile x,  e ciascuna delle 

a 

n equazioni del sistema (1) contiene solo una delle variabili y. In ta1 cas0 
il  risultato della intrapresa ricerca, che si riduce alla determinazione di 

si pu6 risolvere nelle due proposizioni, che l'integrale 

abbia un senso determinato, e che il suo quoziente differenziale preso ri- 
a 

spetto al superiore x sia eguale al valore funzionale /'(x). Per la Memoria - 
postuma di RIEMANN Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe si è fatto noto che anche sotto un' ipotesi più ge- 
ner9le di quella della continuità, il concetto dell'integrale definito ha un 
significato chiaro. Questa ipotesi é dichiarata ne1 luogo citato, per un inte- 

a 

grale definito con due limiti fissi, e, chiamando f(x) la funzione, x, il limite 
inferiore, x,+ A, il limite superiore, si enuncia corne segue. La funzione 

f (cc) per tutti i valori da x =x, ad x = x o  + A, dev'essere finita, e deve 
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avere la propriets che per una ripartizione del17iaif;ervallo mediante i val~xi  
x,, x,. . . x,-, seguentisi secondo la loro grandezza, e pel decremento infinito 
di tutte le quantita, x+, -cca,  la grandezza totale s degli intervalli, nei quali 

a 

esistano variazioni delle funzioni f (x) maggiori di una data quantitti G, riesca 
all'iiltimo sempre infinitamente piccola. Assumiamo ora che p e s t a  ipotesi 

a 

subentri per le nostre funzioni f (x) in luogo dell'ipotesi della continuitCi, 
ed osserviamo cid che ne consegue. Egli é chiaro che allora é adempiuta 
la corrispondente ipotesi per l'integrale 

col limite inferiore xo e con 
ed @sa etabilisce il primo 

un limite superiore x, compreso 6pa zo ed x, +&; 
degli ac~ennati  teoremi, cha cioe l'integrde 

ha un senso determinato. Perd l'assunta ipotesi, per quanto io veggo, non 
ha per necessaria conseguenza il secondo degli accennati teoremi, il quale 
dice, che il quoziente differenziale dell'integrale preso rispetto al suo limite' 
superiore & eguale al valore della funzione corrispondente ad esso limite. 
Per questo motivo ho creduto che per la presente qnestione, relativa all'in- 

a 

dy - " tegrazione dell' eqnazione differenziale - - f ($, non si potesse far senza d;c 
a 

dell'ipotesi che la funzione f (x) sia continua. 
La presente generale disamina del sistema Bi eqnazione differenziali (1) 

pnd ~endersi utile per 1s teoria dei problemi isoperimetrici, che formano 10 
oggetto della Memoria accennata nella nota a pag. 289 (*). Le y,, y,, . . . ya 
sono ivi funzioni da determinarsi della variabile indipendente x, /' é una 
funzione data delle quantith x ed y&b, ove a prende i valori da 1 a G, e b 

dh ?/a i valori da i ad n, ed inoltre éya.=ya, ma per b > l  b yaa= s' e si 

(*) Ci. di Crelle-Borchardt, t. 65, pag. 26. 
Annuli di Matematica, tom0 II. 
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302 Lip s c hi t z : Disamina della possibilità d' integrare, ecc. 

tratta della variazione dell'integrale f d x .  Ponendo, corne ivi, 
P 

il sistema delle o equazioni differenziali appartenenti a quel problema di va- 
riazione é 

Faqn = 0. (1) 

Ora ove il determinante 

non si annulli, questo sistema di equazioni differenziali pud esser ridotto 
alla forma seguente (*), nella quale le quantità Z/,, y,, , . .. y ,,-, ed F,, , 
Fa-,+, , . . . entrano come variabili dipendenti, e che coincide colla forma 
del nostro sistema (1) : 

.La funzione H é qui cosi espressa : 

L'attuale ricerca fornisce ora il risultato che, sotto le sviluppate condizioni, 
deve esistere una soluzion8 del sistema (II), nella quale le nuove variabili 
dipendenti per x=x, sono rispettivamente eguali ai valori costanti prescritti 
ya(o), y,,(o),--. y ,,-,(O) ed F,,(O), Fa,,,(O)... F,,,,,(O), ed una tale golu- 
zione é presupposta, per le formole (28) delle citata Memoria, nella trasfor- 
mazione della seconda vafiazione dell'integrale V ivi eseguita. 

Bonn, 15 giugno 1868. 

(*) JACOBI, Theoria novi multiplicatoris aequationum differentialiunz vulgarium appli- 
candi, Giornale di Crelle, t. 29, p. 365. JACOBI, Nova methodus, aequationes differentiales 
primi ordinis inter numerum variabilizon quemeunque propositas integrandi, Giornale 
d i  Crelle t. 60, pag. 159. 
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Recherche des équations des couples de 
quadriques inscrites dans une ,quadri- 
que donn6e et tangentes à quatre qua- 
driques inscrites aussi . dans la même 
quadrique. 

(par M.' JOHN CASEY, à Kingstown.) 

Angles anharmoniques de deux quadriques inscrites 
dans une même quadrique. 

1. c e qui suit est une extension de la méthode employée dans la question 
analogue, oii il s'agit de trouver l'équation des coniques inscrites par couples 
dans une conique donnée et tangentes 3 deux coniques données, inscrites 
aussi dans la meme conique. 

1 1 

Puisque ST- A = O et Sr- B = 0 sont deux (surfaces) quadriques in- 
scrites dans la même quadrique S=_ x2 t y2 + ze + w2, A et B étant les plans 
a x +  ary + aIrz + arllw = O et b x  +- bly + bl'n + brrrw = O respectivement, on 

1 1 

voit que Sr-A+ k(S"- B)  = O est l'équation d'une quadrique inscrite dans 
S et passant par une des coniques d' intersection de S-A2 et de S - Ba, sa- 
voir par l'intersection commune de ces deux quadriques et du plan A - B = O. 

1 1 

Or, si on délivre des 'radicaux l'équation Sx- A + k (Sx - B) = O et qu'on 
en forme le discriminant pour l'égaler zero, il est aisé de voir qu'on par- 
vient au résultat suivant 
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304 Cl a s e y : Équations des couples de quadriques 

oh Sf, Sv son€ les r6'sultats de la substitution des coorc?onnles des pôles 
des plans A et B dans S,. e t  L est 1s résdtat de la substitution du pôle de 
A dans B. 

On aurait trouvé Ie meme résultat, si on eût pris les équations des deux - - 
1 1 

quaariques sous la forme Sg+A et SB+B. Mais, si on eût pris la couple 
1 1 1 1 

Sa- A et Sn + B, ou bien ST+ A et S3 - B , on aurait obtenu 

2. Comme les équations (1) et (2) sont du deuxiéme dégré par rapport 
it k ,  on en conclut que par chaque conique d'intersection de S-AB et de 
S- B-1 passe deux cônes circonscrits B la surface S. Les équations de 
ces couples de cônes sont évidemment les suivantes, dont il faut chasser 
les radicaux, 

3. Si l'intersection commune des quadriques S- AB, S - BB et du plan 
A-B est une paire de droites, les deux cônes (3) doivent coïncider et 
l'équation (I) doit Btre un carré parfait. De même si l'intersection commune 
des deux quadriques et du plan A + B est une paire de droites, les deux 
cônes (4) doivent coïncider et l'équation (2) doit 6tre un carré parfait. POUP 
que l'une de ces deux choses arrive, il faut donc que l'on ait 

(1 - SI) (1 - S") - (1 I Ly == o. (5) 

Or, dans chacun de ces cas les deux quadriques S-A2, S-Ba, qui ont 
déjh un double contact entre elles, en ont encore un troisième au point 
double de la paire de droites. La condition de ce contact spécial est donc 
donnée par l'équation (5). 

4. Si l'on pose 

1 - L=V(I - sr) (1 - sr/).  COS^, 

on voit aisément que le rapport des racines de l'équation (1) est = ezed=, 
et que celui des racines de l'équation (2) est = e2f"? On en conclut que 
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les conditions de contact données par l'équation (5) sont équivalentes aux 
équations 

8 = 0 ,  qJ=o, (el 
5. La considération des angles invariantifs 8 et 9 est trés importante 

dans la-théorie des couples de quadriques inscrites dans une même quadrique. 
J e  les appellerai les angles anharmoniques des deux quadriques. 

Si 8 est un angle droit, le rapport des racines de l'équation (1) est l'unité 
négative, et on a un faisceau harmonique de quatre plans, qui sont les plans 
A,  B et les plans des contacts de S avec les canes menés par la conique d'in- 
tersection de S - AB et de S-  BB avec le plan A - B; en d'autres termes, 
les p8les de A et de B et les sommets de ces cônes forment un groupe Bar- 
monique de points. On a des résultats analogues lorsque l'autre angle $J est 
droit. Lorsque un des angles invariantifs de deux quadriques inscrites dans 
une m6me quadrique est un angle droit, je dirai que les deux quadriques 
se coupent orthogonalement. La condition pour que deux quadriques S-A2,  
S -B2  se coupent orthogonalement est donc 

1*L=O. (7) 

II. 

Equations des huit quadriques qui coupent orthogonalement 
quatre quadriques inscrites dans une même quadrique, 

6. Si on rapporte la quadrique S (1 un tétraèdre conjugué, de sorte que 
l'on ait S s x 2 +  y2 + z B t  w', et si on a A= a x  + afy + aa"z ;t afflw, en effec- 

a a a a i tuant l'opération A- + p-+ v - + p - sur la quadrique Ss-A, on ob- a.: ay a s  a w  
tient la nouvelle quadrique 

1 
(a2+arp+avv+aff1p)SF-(~x+pg$.vz +pw) = O ,  (8) 

1 

qui est évidemment reliée avec Sa- A par la relation I - L = O de l'art. 5. 
On a donc ce théoreme fondamental: 

a a a Le résultat de l'opération X - i- ,U - -1- v - a sur toute quadrique 
ax a u  a . + P i G  

1 1 

de la forme S T I  A est une quadrique orthogonale B STf A. 
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1 1 1 1 

7. Soient ST*A, Sà &B,  S3rt C, S3&D quatre quadriques. S'il 
s'agit de trouver une quadrique qui les coupe orthogonalement, il est clair, 
d'après l'équation (8), qu'il faudra poser 

ail+ a'p+af'v+-arl'p = F I ,  
bil+ brp+ btrv+ bfffp=q=4, 

C ~ - / - C ' ~ + C " V ' C " ~ ~ ~ ~ ,  

d % + d f p +  drfv+d'flp=q=l, 

2, p, Y, p étant les coordonnées du pale de la quadrique cherchée par rap- 
t port h S, et que cette quadrique sera alors 

1 

h x + p ~ + v z t p w =  Sà. 

Eliminant A, p ,  v ,  p parmi les cinq derniéres équations on obtient 

où les doubles signes de la premiére colonne répondent A ceux des binbmes 
1 

ST&A, etc. Les différentes combinaisons de ces signes donnent lieu ainsi à 
huit quadriques orthogonales aux quatre quadriques S-A" S-BB, S-CB, S-DB. 

1 

8. Désignant, pour abréger, par la notation (8'; a, b', cf', d'If) le déter- 
minant (9) dans le cas où les unités de la prémiére colonne sont toutes 
positives, les huit quadriques orthogonales sont : 
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(s+, a, b< c " , - d 9 = 0 ,  
1 

(Sp,-a,-bf, clf, dllf)=O, 
1 

(Sa, - a, b', - c", dl'!) = O , 
1 

(S3, - a,  bf, clf, - dl1') = O ; 

ainsi, par exemple, l'équation (12) développée est 

9. Désignons par JI ,..., J, les huit quadriques orthogonales (9) ,...., (16), 
et rappelons-nous que A, p, v, p sont les coordonnées du pole du plan du 
contact d'une de ces surfaces avec S. Puisque ces coordonnées satisfont aux 
quatre premieres équations de l'art. 7, on voit aisément qu'elles appartien- 
nent au point commun à un systéme de six plans représentés par le système 
de six équations 

t A = * B = * C = * D ;  

OU la disposition des signes est celle qui répond h la quadrique J que l'on 
a en vue. On a donc le théoréme suivant: 

Les pôles des contacts des huit quadriques orthogonales JI,. . ., J8 avec S 
sont les huit centres radicaux A = I B = t C= t D  des quatre quadriques 
S - A 2 ,  S-Bg,  S- Cg, S -  DB. 

10. Le plan polaire du point (A, p, v ,  p) par rapport il S-AZ est 

savoir, d'après la première équation de l'art. 7, 

Eliminant a, p, v, p parmi cette équation et les quatre premières équations 
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du dit article, on obtient 

A x y z  w 
1 

rt 1 a a aff affl 

où le choix des signes dépend de ceux de la quadrique J. Ceci est évidem- 
ment le plan d'une des coniques d'intersection de J et de S-Ag.  On a donc 
la construction suivante pour les huit quadriques orthogonales J: 

Qu'on imagine les canes tangents dont les sommets sont les huit centres 
radicaux, et qu'on détermine les quadriques passant par les coniques des 
contacts. 

11. Si les deux surfaces S - As et S- Be se coupent orthogonalement, 
le p81e du plan du contact de S et de S-AB, savoir le p61e du plan A par 
rapport B 5, est le pale du plan d'intersection A - B par rapport & S- BZ. 

Dérrwnstration. Le plan polaire du point (a, a', a", a'") par sappart ;l 
S - [bx i- bry + brz + ~ V ' W ) ~  est donné par l'équation 

qui, d'aprés la condition a b + al b1 + aff bfl+ afff bfff = 1 satisfaite ici A cause 
de l'orthogonalité des deiix quadriques, revient il cette autre 

qui démontre l'enoncé. 

12. Corollaire. Si les deux quadriques S- AB, S-BB sont mtbogo- 
nales, et si le pale du contact de S et  de S-Ag est sur la quadrique 
S - BB, la surface S- AB doit se réduire 2~ un cbne dont l e  sommet est 
en ce point. En d'autres termes, ai l'on considère deux quadriques inscrites 
l'une dans l'autre, tous les cônes ayant leurs sommets sur l'une et enve- 
loppant l'autre sont des quadriques orthogonales ?t la première quadrique. 
Cette remarque est importante. 

13. Les équations de J I ,  J,, etc., prennent une forme trés-simple si on 
les rapporte au tétraédre qui a pour sommets les pôles des plans des con- 
tacts des quadriques S- A8, S-B: etc. aTec la  quadrique S, au moyen 
des coordonnées de volume relatives C1 ce tétrabdre, 
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Soient x: y', z', wf les coordonnées nouvelles du point (x, y, z, w). Les 
pôles étant (a,  a', alf, arr'), (b, bf, bI1, bffl), etc. il y aura h faire les substitu- 
tions suivantes : 

Or, par ces formules on a ,  d'aprés les premieres équations de l'art. 7, 

et par suite l'équation transformée de la quadrique J (correspondant au  
choix que l'on fait des doubles signes) est simplement 

savoir 

Afin d'écrire d'une maniére commode le développement de cette équation, 
dans laquelle on peut maintenant supprimer les accents des coordonnées, 
nous désignerons les résultats de la substitution des coordonnées 

du pôle de B dans C.. . . par L et du pôle de A dans D . . . . par P ,  

» C » A . . . .  » M B » D.... » Q ,  

D A » B . . . .  » N » C » D.... N R, 

et nous aurons alors l'équation de JI sous la forme suivante : 

14. Quant aux autres sept quadriques orthogonales, on les déduit de JI 
changeant quelques uns des bini3mes L-1 ,  M-1, etc. en L t l ,  M+1, etc.; 
et précisément on doit faire ce changement dans les bin6mes formés avec 

Annali d i  Matematica, tom0 II. 40 
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les lettres suivantes : 

pour J2 dans ceux formés avec MJ N. P 
Js >) NJ LJ Q 
J* >3 L,  MJ R 

D J5 >) P J Q ,  R 
J6 )) L, MY p, . J, )> LJ NJ PJ 

J8 >) My NJ Q,  

Ainsi, par exemple, on aurait 

J3 - (1 - S') x" (1 - Sr') y8 + (1 - SI") z2 + (1 - S'f") W" 

- 2 ( 1 t L ) y z + 2 ( 1  - M ) z x - 2 ( 1  + N ) x y  

+2(1-P)xw-2(1+Q)yw+2(1-R)~w=O. 

15. La quadrique JI est le lieu de tous les points doubles de 
1 1 1 1 %(sa - A )  + p ( s 5 -  B ) + V ( S ~ -  C ) +  p(S3- D ) = 0 .  

En effet cette équation est équivalente A cette autre 

( a + p + ~ i - p y s -  ( ~ A + ~ B + V C + ~ D ) ~ = O ,  

dont les dérivées, multipliées respectivement par 

h a + p b + v c  +pd, Ad+pbr+  vcl+pd', etc. 

donnent, pour le discriminant égalé B zéro, 

( a - t - p + ~ + p ) ~ = ( ~ a + p b i - ~ ~ + p d ) ~ +  ( h a ' + p b ' + ~ c I + p d ~ ) ~  + 
+- ( h a ~ f + [ L b ~ f ~ v ~ f ~ + p d 1 f ) 8 + ( h a 1 f ~ + p b ' f ~ t  vcfrf + ~ d ' " ) ~ .  

D'ailleurs la forme des mêmesodérivées montre que A, p, v, p sont des 
quantités proportionnelles aux coordonnées du point double par rapport au 
tétraédre formé par les pales de A ,  B, C, D; donc le lieu représenté par 
le discriminant égalé à zéro est la même chose que la surface JI; ce qu'il 
s'agissait de prouver. 
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16. L'équation (18) de JI peut être écrite d'une façon plus commode par 
l'introduction des angles anharmoniques de l'art. 4. Désignons & cet effet 

et ainsi des autres expressions analogues; le signe L dans cos L exprimant 
évidemment autre chose qu'auparavant, mais étant conservé pour plus de sim- 
plicité. L'angle dans cos L peut être réel ou imaginaire. - Posons de même 

Sr = cosBp', S1f = cos2p11, etc. 

On obtient de cette manikre 

JI =x2 sin2 pl + y2sinspU + zB sinaprrf + w2 sins pfffr 

Les équations, transformées d'une maniére semblable, des autres quadri- 
ques orthogonales se déduisent. de celle-ci en ajoutant des accents aux dif- 
férentes lettres, ainsi qu'on le voit ci-dessous: 

on obtient J2 en accentuant M, N, pl (27) 

J3 D N, L ,  Q, (28) 

J4 I> L, M, R, (29) 

J5 n p, Q , R, (30) 

J6 n L, M, p, Q ,  (31) 

J, D L, N,  p, R ,  (32) 

J8 n M. Q2 R. (33) 

17. Chaque quadrique orthogonale JI, J 2 , .  . . . J, est inscrite dans huit 
autres quadriques. Ainsi Jl est inscrite dans chacune des huit quadriques 

Jl = (xsinpf t y sin pff3=zsinp"f& w sinp"')" (34) 

(les doubles signes ici n'ayant aucun rapport avec ceux qui donnent lieu 
aux huit surfaces J). .Les huit plans des contacts, ainsi qu'on peut le voir 
aisément, sont les huit plans de similitude des quatre quadriques S-AB, 
S- Ba, etc. 
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Si on désigne par FI, Pz,. . . , F, les huit quadriques dans lesquelles est 
inscrite la quadrique J I ,  on verra facilement que 

FI -y ~ s i n p ' ~ s i n p ' ~ ~  sin2+ L + zxsinp'"sinp'sin2$ M+x y sinpfsinp"sin2$ N 
+ xw sinp'~inp''~~sin~{-P+ y w sinp"sinp'lf'sin2+Q + zwsinpf"sinp'"fsine$R. 

(35) 

Les coefficients de y z sinpff sinpffl, etc. dans les équations des autres quadri- 
ques F dans lesquelles JI est inscrite, sont donnés par le tableau suivant: 

F,: sin2+L, - cos2+ M, - cos2+N, -cos2+ P, sin2iQ, sin" R, (36) 

Fs: - cos2+ L, s inei  M, - cosS+ N, sin2; P, - cos" Q, sinZ+ R, (37) 

F,: - cosy  L, - cos2+ M, sin2$ N, sin2$ P, sin2+ Q, - cos" 4, (38) 

F,: sin2+ L, sin2$ M, sin2+N, - cos"P, - cosS$ Q, - cos2$ R, (39) 

FE: - cos2$ L, - cosS+M, sin2+N, - cosS+P, - cos8+ Q, sin2+ R, (40) 

F,: - cos2+ L, sin2%&& - cos" N, - cos2+ P, sin2+ Q, - cos2+ R, (41) 

F,: sin" L, - cos2$ M, - cos2+ N, sin" P, - cos2$ Q, - cos2+ R. (42) 

Accentuant les lettres L, M, etc., comme dans le dernier article, on déduit 
des équations (35) ...( 42) celles des huit surfaces analogues, pour chacune des 
autres quadriques orthogonales J2 ,  .. . , J,. 

III. 

Bquations des soixante-quatre couples de quadriques 
inscrites dans une quadrique donnée et tangentes à quatre quadriques 

inscrites aussi dans la même quadrique, . 

18. &ant donné une quadrique J inscrite dans une quadrique S et un 
point (a, P,  y, 61, on peut trouver, par la méthode de l'art. 6, une quadrique 
orthogonale à J et dont le pdle du contact avec S soit au point (a, P, y, 6). 
Soit W cette quadrique. Quand le point (a, ,il, y,  8) varie, W varie aussi, e t  
nous allons faire voir que, si le lieu du point (a ,  /3, y, 6) est une quadrique F, 
l'enveloppe de W est une surface du 4me ordre avec une conique double. 

1 1 1 

Démonstration. Soient W, ST - A ,  W 2 5  8'- B, W,= SF- C, 
1 

W , _ = S ~ - D  quatre quadriques partioulibres du systkme coupant J ortho- 
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gonalement. On peut regarder le pôle du contact de W avec S, comme étant 
le centre des moyennes distances des pales des contacts de W,, W2, W,, W, 
avec S, pour un systhme convenable de multiplicateurs. Si ces multiplica- 
teurs sont désignés par x ,  y ,  z, w, on a donc 

a s +  b y + c z + d w  a'x + b'y + c'z + drw a= 
x+y+z+w P= x+y+i+w 

et comme tout revient aux rapports x : y : z : tu, il est clair que l'on peut poser 

En outre, puisque le lieu du point (a, P, y ,  8) est la quadrique F, on voit, 
par la substitution des valeurs précédentes de a, P, y, 6 dans son équation, 
que les quantités x ,  y,  z, w sont reliées entr'elles par une équation de 2me 
degré. Si l'on représente cette equation par 

il s'agit donc de trouver l'enveloppe de x W, + y W, + z W3 + w W4 = O sous 

de sorte que l'enveloppe cherchée est 

la condition exprimée par l'équation précédente. 
La thborie des enveloppes donne 

a n m p  W, 
n b l q W ,  
m 1 c r W, 

P 4 d W 4  

WI w, w3 w* 0 

= O ,  
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Le développement de ce déterminant donne évidemment un résultat de la 
1 

forme U,+ U,S"= O,  où Us représente une quadrique et U, un plan; par 
suite, chassant les radicaux, on a Ug - U ; S  = O ,  équation d'une surface du 
4me ordre dont la conique d'intersection de U, par U, est évidemment une 
ligne double : ce qu'il fallait démontrer. 

19. Les quantités x, y, z, 7n du dernier article sont évidemment propor- 
tionnelles aux coordonnées tétraédriques du point (a, /3, y, 8) dans le tétrahdre 
dont les sommets sont les pales des contacts des quadriques données S -  A', 
S- BB, etc., de sorte que l'équation de condition en x, y ,  z ,  w n'est autre 
que celle de la surface F par rapport à, ce dernier tétrakdre, en coordonnées 
de volume. En rapprochant cette remarque des résultats de l'art. dernier, on 
obtient par 1tZ un moyen de génération pour les surfaces du 4me ordre ayant 
une conique double, en analogie 5 la méthode de génération des lignes bicir- 
culaires du 4me ordre, développée dans mon '~érnoire lu le 1 O février 1867 
l'Académie Royale d'Irlande. 

Ainsi étant donné une quadrique J inscrite dans S et une autre quadrique 
F, fii le lieu du pale d'une quadrique variable W, inscrite aussi dans S et 
coupant orthogonalemtnt J, est cette quadrique F ,  l'enveloppe de W sera 
une surface du 4me ordre ayant une conique double. Maintenant, si la qua- 
drique J est inscrite dans F ,  la surface du 4me ordre aura une autre conique 
double (voir l'art. 12), savoir la conique de contact de J et de F; donc cette 
surface du 4me ordre se décomposera en deux quadriques. 

Ces principes vont nous servir à former les équations des soixante-quatre 
couples de quadriques tangentes aux quatre quadriques données S-A', 
S-BB, S -  Cs, S-D8. 

20. Soit J une des huit quadriques orthogonales aiix quatre quadriques 
données S- As, S- B8, S- Ce, S-De, par exemple JI, dont l'équation 
(26) est écrite in estenso B l'art. 16 ;  et soit F une des huit quadriques de 
l'art. 17 dans lesquelles J, est inscrite, par exemple FI, dont l'équation (35) 
est écrite in estenso dans le même article. Si, pour abréger, on designe par 
Z, m, n,, p, q ,  r les coefficients de cette derniére équation, l'enveloppe de W 
c'est-à-dire de 
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inscrites dans une quadrique donnée, etc. 

est, d'aprks l'équation (43), 
1 

O n m. P SF- A 
1 

n O 1 Q Sg - B 
1 

m 1 O r ST- C 
1 

P 4 r O 8"- D 
1 1 1 1 

SLA S L B  se-- c S L D  O 

Celle-ci est donc l'équation d'une couple de quadriques tangentes IL  S -  AZ, 
S-Bz, S-Ca, S-DB. 

21. Pour écrire les équations des autres couples de quadriques d'une 
manibre abrégée, nous maintiendrons les abréviations de l'article dernier et 
y ajouterons encore les suivantes: savoir, nous désignerons les quantités 
- sinprf sinprrr cose$l ,  - sin p'ff sinpr cos2+ M, etc., qui se présentent dans les 
équations des quadriques q,.. ., F, de l'art. 17 par '1, 'm, ' n ,  'p, 'q, 'r; nous 

1 1 1 1 
écrirons W,, WB, W,, W;,aulieudeST-A, 8"-B, ST-C, S L D  aux 
bords du déterminant (44); et finalement nous représenterons un déterminant, 
tel que celui qui vient d'être nommé, par la notation 

[ b m , n , p , q , r ]  [Wl, W2, Ws, WJ- 

D'aprbs ces abreviations il est facile de voir que les équations des huit 
couples de quadriques tangentes, correspondant& la  quadrique orthogonale 
J,, sont les suivantes: 

[W, ,W, ,W, ,W, ]=O.  1 O) 1 1 ,  m ,  n,  p ,  q ,  r] 

[ 1, 'm, 'n ,  p, q ,  r l  
['l, m ,  n ,  p, 'q, y]  

['l, \m, n ,  p,  q, 'r] 

[ 1, m,  n ,  ' p ,  'q, r] 
[ 1, m, n, ' p ,  ' 4 ,  r ]  

[ \ L  m ,  n ,  p ,  q ,  'r] 

[ L  m ,  ' n ,  p, 'q ,  Y] 
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? 

2O) Pour écrire les autres équations nous désignerons s#+A, P+ B ,  
1 1 

ST+ C ,  S" + D par Wtr, W,', W,', W,' et sinpfr sin$" sine$L1, etc. par lf, 
ml, n', p', q' ,  r', de m6me que - sin p" sin p"' cose $ L', etc. par ' 1', m', 'nt, ' r', 
'q', r'; et les équations des huit couples correspondant a J2 seront: 

[ b ,  m', n', p', q ,  r] 

[ 1 ,  'm', n', 'p', q ,  r] 

['J, m', 'n', p', ' q ,  Y] 

[ 1 ,  'm', n', p', q ,  'r] 

[ 1, m', n', 'p', 'q, 'r] 

['L 'm', n', p', 'q, r] 

[ 1, , ' p q ,  'r] 
[ 1, 'm', 'n', p', 'q , 'r] 

On déduit ce systéme d'équations du systeme 1") accentuant les lettres rn, 
n , p ,  m,'n, 'p, W,. 

3O) Il n'est pas nécessaire d'écrire in estenso les systémes correspon- 
dant & J,, J,, etc. car ils se tirent tous du systéme iO) par l'accentuation 
convenable des lettres. Ainsi le systéme correspondant B J, s'obtient en 
accentuant 

n ,  1, q, q ,  W2; 
et l'on obtient de même: 

4 O )  le systbme correspondant a J, an accentuant 

5") le système correspondant à J, en accentuant 

6") le systéme correspondant A J, en accentuant 

7") le systéme correspondant B J, en accentuant 
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inscrites dans une quadrique donnée, etc. 

8") et enfin le systéme correspondant ;5 J, en accentuant 

Et de cette manikre nous avons les équations des soixante-quatre couples 
de quadriques tangentes ti quatre quadriques inscrites dans une méme 
quadrique. 

Mon objet dans ce travail ayant été celui d'établir, sous leur forme la 
plus condensée, les équations des couples de quadriques tangentes à quatre 
quadriques inscrites dans une même quadrique, je n'ai pas fait de place, 
malgré leur intéret, à plusieurs considérations accessoires qui s'offraient 
d'elles mêmes dans le cours de ma recherche. J'ai voulu éviter par là de 
dévier l'attention du lecteur ; mais les personnes, qui voudront bien refléchir 
sur ce que je viens d'exposer, ne laisseront de reconnaître différentes pro- 
priétés importantes. Ainsi, les huit.  quadriques FI: F, , .  .., F, de l'art. 17 
ont toutes une même quadrique orthogonale. D'autre cdté, l'équation de la 
quadrique orthogonale JI est évidemment une généralisation de celle du 
cercle imaginaire à l'infini (voir SALMON, Geometry of three dimensions, 
p. 168). Et l'on peut remarquer de meme plusieurs autres théorèmes. 

Rose Cottage, 
Tivoli Terrace, North, 
Kingstown (Ireland) 
17 eeptembre 1868. 

Aranali di Maternatica, tomo II. 
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Observatio Geometrica 

(Auctore H. J .  STEPHANO SMITH, Geometrict? apud Oxonienses 

Professore Xaviliano). 

V i r  clarissim~s, H. SIEBEC., in eommentatione eximia mense Augusto 
edita (*j, solutionem dedit problematis non inelegantis : 

« Datis quinis punctis in una quaque quatuor sectionum conicarum Xi, C,, 
C,, Z,, invenire nonum punctum omnibus curvis cubicis commune, quæ 
transeant per octo puncta (Z,, Z,) et (Z,, 2,) ». 

Cujus problematis solutionem et nos paullo ante inveneramus, et cum So- 
cietate Britannica eodem mense Augusto communicavimus (**); nec ægre 
ferimus disquisitionem viri clarissimi iiostræ antevertisse. Illud vero nobis 
proprium fortasse fuit, quod docuimus problematis solutionem revera linearem 
esse, cum determinatione cubica trianguli chordalis omnino supersederi possit. 
Cujus rei rationem paucis hic explicare liceat. 

Quoties duarum conicarum altera A alterius B triangulo polari circum- 
scripta est, hanc illi harmonice inscriptam, illam huic harmonice circum- 
scriptam, brevitatis causa dicere consuevimus : conicæ autem harmonice cir- 
cumscriptæ ordinem, conicæ harmonice inscriptæ classem, præcipue respicere 
oportet. Sint S i ,  S,  duæ conicæ quatuor conicis datis harmonice inscriptæ; 
omnis conica systematis 

(quod est simplex secundæ classis) omni conicæ systematis 

(quod est triplex secundi ordinis) harmonice inscripta erit. Atque in universumi 

(*) Hujus Diarii Vol. II. p. 65. 
(**) British Association for the Advanceme~lt o f  Science, Norwich Meeting, Aug. 22, 1868. 
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cuivis systemati lineari curvaru i  secundi ordinis respondebit per inscrip- 
tionem harmonicam systema lineare curvarum secundæ classis, triplici sim- 
plex, duplici duplex, simplici triplex : quin etiam (si rem ulterius persequi 
placet) curvse unicæ secundi ordinis systema quadruplex secundæ classis 
respondebit, et similiter systemati quadrnplici secundi ordinis curva unica 
secundæ classis. Cujusmodi bina systemata non sine caussa contravarianth 
appellavimus; eorumque proprietates in commentatione peculiari aliquatenus 
explicavimus (*); in qua etiam tractavimus linearem solutionem problematis:. 

« Datis quatuor conicis ex systemate triplici 2 ,  invenire quotlibet elements 
conicæ pertinentis ad systema S, et rectam datam tangentis B. 

Quo problemate hic utimur ad determiiiationem conicarum SI et S,; ipsam 
vero solutionem, cum sit maxime elementaris, hoc loco iterare supervacaneum 
putamus. 

Systema S continet tres conicas evanescentes; quæ, quum conicis 2 nihilo 
secius inscriptæ esse debeant, fiunt ipsarum poli conjugati. Itaque triangulus 
chordalis systematis 2 idem est atque triangulus polaris systematis S ;  datur 
autem implicite, quinis punctis i ~ v e n t i s  in utrâque conicarum S, et 8,. Præ- 
terea apparet universum systema conicarum triangulo chordali a y circum- 
scriptarum contineri in systemate Z ; uude sequitur tria puncta a @ y,  et 
quaterna puncta intersectionis binarum quarumvis conicarum ex systemate 2, 
ad unam eandemque conicam pertinere. Systema enim duplex et simplex, 
quæ ambo in eodem systemate triplici qontinentur, unam conicam semper 
communem habent. Çum autem compertum sit punctum quæsitum esse 
quartum punctum intersectionis conicarum (a,  P ,  y, El, 2,) et (a, P,  y ,  X,, C4), 
in eo versatur cardo quæstionis, u t  dernonstretur quotlibet harum elementa 
lineari ratione determinari posse. Quarum in neutra ne unum quidem ele- 
mentum datur separatim ; dantur enim implicite tum tria puncta a P  y utrique 
communia, tum in singulis quaterna (XI, 2,) e t  (Z,, 2,). 

Sint a, a,, pl p, duo paria polorum conjugatorum in systemate (Cl, 2,). 
Puncta a, a, erunt etiam poli conjugati unius ex conicis (C,, 2,); cujus 
conicæ ponemus (quod licet) puncta pl p,  nequaquam esse polos conjugatos; 
ita u t  omnis conica ex  systemate 2, q u a  utramque rectam a, a,, pl pz, 
harmonice secet, in systemate (Z;,, Z,) necessario comprehendatur. Sit (SI, S,) 
systema curvarum secundi ordinis, determinatum per conicas S, e t  SB, qua- 
rum utramque (ut supra diximus) quinis punctis definiri intelligimus. Hujus- 

(') Lecta est Socéetati Mathematicœ Londineszsi, die 28""Maii, 1868. 
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modi systematis poli conjugati ita se habent, ut punctis in recta sitis reci- 
proce respondeant puncta in conica triangulo a p  y circumscripta. Sint igitur 
A,  P conicæ rectis a, a,, pl p,, reciprocæ; sit præterea, in conica -4, a polus 
.recta a, a,; et similiter p polus rectæ pl p, in conica P. Conica [ap] ,  rectæ 
lap reciproca, erit ipsa conica quæsita (a, 6 ,  y,  C l ,  2,). Nam, quod primum 
lest, conica [ap] circumscribitur triangulo a ,û y, utpote rectæ reciproca ; 
ideoque continetur in systemate 2. Deinde, quod secundum est, secat har- 
monice utramque rectam a, a, ,  pl p,; rectæ enim a, a , ,  a p  conicam A qua- 
:tuor punctis harmonice secant; punctis autem harmonicis in circumferentia 
~conicæ A respondent reciprocq puncta in recta a, a,  harmonica; hoc est, 
conica [ap] rectam a, a,  secat harmonice; quod idem de recta pl pa similiter 
probatur. Sit denique b q  recta conicæ (a, @, y, Z,, C,) eodem modo respondens 
quo recta a p  conicæ (a, /3, y ,  Cl, 2,) : punctum quæsitum Cl erit punctum 
conjugatum puncto intersectionis rectarum ap, b q : eamque determinationem 
linearem esse patet. 

Etiam solutionem problematis : 
K Determinare puctum ,u quatuor punctis (C,, C,) oppositum in cubica quæ 

transit per octo puncta (Z,, C, ) ,  (C,, C4), et per punctum m separatim datum D 
ita tractari posse demonstravimus, ut ad constructionem regula tantum opus 
sit. Sint r , ,  r , ,  r,,  r ,  puncta conicis 2 ,  et 2, communia; constat ex notissimo 
theoremate conicam ($2, r , ,  r , ,  r , ,  r,), q u e  est ipsa illa conica (a, P, y, x,, z,) 
rectæ ap reciproca , satisfacere æquationi anharmonicæ 

[r i ,  r97r37 rJ = (23724)- [Tl, ~2,rg,rq] .  

Itaque res eo redit ut in ejusdem conicae circumferentia inveniatur punctum 
M, quod satisfaciat æquationi 

[r1,rg,rg,r49M] = ( 2 3 , 2 4 ) -  [ r l , r ~ > r s > ~ * , r n ] .  

Designante litera o conicam (Z, ,  ç,, m), systema conicarum 

AU+A,C,  +A,s, 
cum systemate conicarum triangulo chordali circumscriptarum systema sim- 
plex O commune habet; quia utrumque systema duplex est, et in uno eodemque 
systemate triplici continetur. Cujus systematis O omnes conicæ per puncta 
a ,8 y manifesto transeunt; habent autem quartum punctum intersectionis X, 
quod erit in circumferentia conics (a ,  P, y ,  Z,, 2,) , quippe quæ et ipsa per- 
tineat ad systema O. Jam apparet punctis X in circumferentia conicæ (a, P ,  
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y, Z,, Z,) respondere conicas a in systemate simplici (Cs, 2,); respondent autem 
singulis singulæ; hoc est, respondent anharmonice. Præterea conicae (Z,, 2,, ri), 
quam per literam a, designabimus, manifesto respondet punctum ri; quia id 
punctum omnibus conicis 

atque adeo omnibus conicis O, commune est. Unde sequitur punctum X ipsum 
esse punctum quasitum M, cum satisfaciat aquationi 

[ri, r 8 ,  rs, y,, XI = ( 2 3 ,  2,). [ P l ,  r g 7  T g ,  T g ?  ml. 
Hinc nanciscimur sequentem determinationem puncti M respondentis d a t e  

conicae a = (LI,, C,, m). Designante litera p quamvis conicam ex systemate 
(Z,, Z,), conica (a, p, y, a,  p) pertinebit ad systema O. Capiatur recta R huic 
conicze reciproce respondens; quod quomodo fieri possit jam supra explica- 
vimus; punctum M erit punctum reciproce respondens puncto intersectionis 
rectarum R e t  ap. Simplicissima autem erit constructionis ratio, si incipimus 
a determinatione punctorum M3 et M, conicis Z3 et C, respondentium; quo 
facto habebimus tria puncta R, M,, M,, tribus conicis (Cl, r, , r, ,  r,: r,), 
Z,, 11, respondentia; quartum vero punctum quartz  cuivis conicz respondens 
ex aequalitate rationis anharmonicæ facillime determinabitur. 
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Mémoire sur les groupes de mouvements (9 

(par M.' C. JOBDAN, Ingénieur des mines Ù Paris). 

lx. Qoati*iènic catégorie. 

Cet te  catégorie est celle où le groupe auxiliaire est formé des moure- 
ments qui superposent à lui-meme un octaedre régulier. 

52. Si tous les mouvements du groupe ne sont pas des rotations concou- 
rantes, l'un au moins d'entre eux ne se réduira pas à une rotation. Le mou- 
vement correspondant du groupe auxiliaire étant une rotation commensurable 
à, 2 n ,  on obtiendra une simple translation en répétant cozivenablement le 
mouvement proposé. 

Le groupe contient donc des translations: soient a, ,û, y les projections 
de l'une d'elles sur les trois axes quaternaires rectangulaires A ,  B, C,  que 
possède l'octaèdre. Le groupe contient des mouvements A n  ..., BR t,..., Cn ..- 

y$ ' 8' 2. tu 

*autour d'axes respectivement parallèles & A ,  B, C. dans lesquels l'amplitude 

de la rotation est égale à 2 Ces mouvements, deux fois répétés, transfor- 2 
ment la translation (a, p, y) dans les suivantes (-a, p, y), (a, -P, y), (a, P, -y), 
lesquelles combinées à (a, P ,  y) donneront suivant les axes les translations 
2% 2 6 9 2 ~ .  

Le groupe contient donc des translations parallèles aux axes. Si l'une 
d'elles est infiniment petite, et dirigée suivant A ,  par exemple, ses trans- 
formées par Ba et Cn sont des translations infiniment petites et parallèles 

$ 9  t' $> t" 

à, C et à, B: le groupe contenant ainsi des translations infiniment petites, dans 
trois directions rectangularies, contiendra toute translation, et résultera de 

(*) Continuazione e fine della Memoria a pag. 167 di questo tomo. 
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l a  combinaison de translations arbitraires avec les mouvements qui super- 
posent à lui-même l'octaèdre donné. 

Admettons au contraire que les translations parallèles aux axes soient 
toutes finies: soit O la plus petite de toutes, laquelle soit dirigée suivant 
A; Bn et Cn la transformeront en translations égales, dirigées suivant les 

9, " 3 t" 

deux autres axes, et qui devront 6tre respectivement les plus petites parmi 
celles dirigées suivant ces axes. Cela posé, soit (a,@, y) une translation quel- 
conque: le groupe contient les translations 2a, ?P,  2 y suivant les axes, les 
quelles doivent être des multiples de 0 :  donc a, P ,  y sont des multiples de + O .  
Soit d'autre part ,  parmi les mouvements An ... BT t , . . .  Cn , , . . ,  C celui T' 2 '  

- 9  t 
2 

où la translation a est minimum: ce mouvement quatre fois répété donne la 
translation 4t parallele à A: donc 4~ O mod 8. D'ailleurs z sera < O  : autre- 
ment le groupe contiendrait le mouvement C2,,-o où l'amplitude de la trans- 

i 

lation serait moindre que dans le proposé. 
Cela posé soient C, Cf. .. les axes pareils et paralléles à C: le mouvement 

A m  lcs transforme en un système d'axes B, Br. . . paralléles B B : ces axes 
9. " 

sont les seuls qui soient b, la fois pareils à C et parallèles à B: car s'il en 
existait un autre BIr, le mouvement inverse de An le transformerait en un 5' t 

axe pareil et parallèle à C, ne faisant pas partie de la suite C, Cf. .., ce qui 
est  impossible. 

De même le mouvement B T S ,  transformera C .  Cf . .  . en une suite d'axes 
2 

pareils, paralléles à A: désignons-les par A ,  A'. . . : ce seront les seuls axes 
qui soient à la fois pareils à C et paralleles à A. D'ailleurs tout mouvement 
d u  groupe transforme les unes dans les autres les trois directions A ,  B, 6: 
donc tous les axes pareils à C feront partie de l'une des trois suites C, Cr. .. 
B, B' ..., A ,  A'..., que nous venons de déterminer. 

Cherchons maintenant à déterminer le systeme des axes C, Cf.. . : les trans- 
lations 8 suivant A et suivant B transforment C en une infinité d'axes pareils 
et parallèles, dont les traces sur le plan A B forment un réseau à maille carrée 
O. Cherchons s'il peut exister d'autres axes pareils et parallèles à C: soient r 
l'un d'entre eux, d la distance de sa trace à celle de C, $ l'angle de cette 
droite avec A. Les deux mouvements C-T,-, et F n  combinés ensemble don- 

s n*t 
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nent une translation suivant l'hypoténuse d'un triangle rectangle isoscéle 
construit sur le côté d: les projections de cette translation sur A et B seront 
respectivement d cos $J - dsinq et d cos9 + dsin9. Ces quantités doivent être 

7n n respectivement égales A des multiples de $8, tels que -- 9, - 9: d'oii l'on 
2 2 

m + n  n-na déduit d cos 9 = - 4 
8, asin$= - 

4 
8, m et n étant des entiers. D'ailleurs 

na et n sont simultanément pairs ou impairs: car si l'on avait, par exemple, 
n 

rn pair et n impair, la translation trouvée (f O ,  O, O combinée aux trans- 

lations 0 suivant A et B donnerait la suivante (0, + O ,  0) parallèle (i B et <O,  
ce qui est absurde. Donc m t n et m - n seront pairs, et d cosq, d sin9 se- 
ront des multiples de $8. L'axe I' passera donc nécessairement ou en un som- 
met de réseau, ou au milieu de la ligne qui joint deux sommets voisins, ou 
au centre d'une maille. 

53. 1"' Cas. Supposons qu'il n'existe aucun axe pareil et paralléle à C, 
autre que ceux qui passent par les sommets du réseau. 

Soit B un axe pareil Ct C et parallèle A B. Le mouvement Bz étant deux 
$2'  

fois répété, donne le suivant Bn,2t, qui transforme C, Cr ... en axes pareils 
et parallèles à C: il les transformera donc les uns dans les autres: ce qui  
ne pourra se faire évidemment que si B se projette sur l'une des rangdes du 
réseau, ou au milieu de deux rangées. 

I o  Si R se projette sur une rangée de réseau, 'G' devra être nul: en effet, 
T est égal Ct 0, + O ,  + O ,  ou 7 8. Les solutions + et + O  sont évidemment inad- 
missibles: car Bn,2t ne superposerait pas à lui-même le systkme C, Co. .  . La 
solution T = + O  doit également etre rejetée: car le mouvement Bn e trans- 

-9 - a a 
formerait les axes C, Cf.. . en axes A ,  A'. . . parallèles A A et se projétant au 
milieu des rangées du réseau: le mouvement Az7f transformerait C, C f . .  . 

a a 
en un système d'axes pareils, parallèles à B ,  et se projétant au milieu des 
rangées du réseau: B étant pareil à C devrait coïncider avec l'un de ces 
axes, ce qui est absurde, B se projetant sur une rangée. 

Soit donc T - O : et soit C l'un des axes C, Cf.. , que rencontre B. Les deux 
rotations Cm a , ~ '  Bn -,O combinées entre elles en donnent une troisième Aa - 

2 8" 

autour d'un axe A concourant avec le deux premiers. Les axes C, Cr... trans- 
formés respectivement par B et par A donneront deux autres systèmes d'axes 
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A ,  A' ... et B, Br... formant avec C ,  Cf... le systéme complet des ranghers. 
d'un assemblage cubique. Tout mouvement du groupe, devant transformer 
les uns dans les autres les axes A ,  A'... B, B' ... C, Cf ..., superposera cet 
assemblage h lui-même. Réciproquement il est clair que les trois rotation8 

C m  combinées la translation 8 suivant chacun des axes, per-- A s o ,  B;*J r'"' , 
mettent de superposer l'assemblage h lui-même de toutes les manières 
possibles. 

Le groupe obtenu peut donc être ainsi défini: 'le systéme des mouvements 
qui superposent h lui-méme un assemblage cubique. 

2 O  Si B se projette au milieu de deux rangées, e devra être égal h. +9: 
car si l'on avait T = + O ,  ou .e = + 9 ,  il est clair que B n i Z t  ne superposerait 
pas lui-même le systeme C, Cr.. . Enfin, si l'on avait z = O ,  Br,, transfor- 
merait C, Cf.. . en axes A ,  Ar.. . se projétant sur les rangées du réseau: le 
mouvement An transformerait B son tour C, Cf... en un systéme d'axes pa- s 'O 

rallbles & B et se projétant sur les rang4es du rPseau: B devrait faire partie 
de ce systkme, ce qui est absurde, B se projétant entre deux rangées. 

Soit donc B = i d .  B, s transformera C, Cf. . .  en axes A,  Ar.. . se projé- 
-9  - 
9 a 

tant au milieu des rangées du réseau: et réciproquement il transformera le  
systéme A ,  A'.. . dans le système C, Cf.. .: les mouvements A,, O ,  Arn a etc. 

-9 - 2  !a 2 ' 4  

transformeront l'un dam l'autre les deux systémes C, Cf. .. et B,' Br.. .: enfin 
les mouvements Cm - a etc. transforment l'un dans l'autre les deux systémes 

n'n 
A ,  Ar... et B ,  Br.. .  

Soient A ,  B, C trois axes choisis dans les trois systémes de maniére B, 
6tre aussi voisins que possible les uns des autres: ce seront évidemment 
trois arêtes non contigües du cube qui a pour cdté $8. Les seuls mouve- 
ments du groupe sont ceux qui résultent de la combinaison des trois mou-- 
vements An -. - n , Bric, CSo aiec les translations (%, 0,  O), (O,& O), (0, O, B) 

a a  1 s  2 %  

le long des axes. En effet, soit M un mouvement du groupe: il doit super- 
poser 9. lui-même le triple systbme d'axes A,  Ar... B, Br... C ,  Cf...; supposons 
pour fixer les idées, qu'il traniforme 'BI en A : les translations 0 transforment 
3' en B, que Cn e transforme en A, que BE,I a .(O, 8, u)-' transforme en 

8's ( 2 2 )  

lui-m8me en le retournant. Il existe donc un mouvement N ,  parmi ceux qui 
sont dérivés des proposés, qui transforme RI de la même maniére que M. Les 

Annali di Matematica, tom0 II. 42 
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deux mouvcments M et N transformant en lui-même le triple systbme d'axes 
VA, A'... B, B' ... C, C'.-., il en sera de meme de MN-' lequel en outre ne 
déplace pas A: soit P ce. dernier mouvement: s'il transforme le systbme 
B, B' ... en lui-même, il résulte évidemment de la translation ($,O, 0) con- 
venablement répétée: au contraire s'il transformr: B, Br.. . en C ,  Cr.. . et ré- 
ciproquement, il résulte de cette translation combinée & A, e .  ~ a n k  tous' les 

F'P 
cas, P et par suite M = P N  résultent des mouvements proposés. 

54. 2"" Cas. Supposons qu'il existe un axe Cf pareil et parallele ti C ,  pas- 
sant par le centre d'une maille du réseau, mais qu'il n'en existe aucun pas- 
sant au milieu de la ligne qui joint deux sommets voisins. 

Les translations (9'0, O) et (0 ,8 ,  0) transforment C' en une infinité d'axes 
pareils situés aux centiles des diverses mailles du réseau. 

' Soit B un axe pareil à C et paralléle & B: le  mouvement transfor- 
mera le systbme C, C'. . . en lui-même, ce qui ne pourra se faire que si B 
se  projette suivant une des rangées du réseau C, C, ou suivant une ligne 
Cr Cr, joignant deux centres de mailles, ou enfin suivant une des deux lignes 
D Dl,  U' Dr, situées au milieu des précédentes. 

Les deus premiers cas reviennent au même : car' C et Cr étant deux axes 
pareils, le cas où B passe par C et celui où il passe par Cf ne diffbrent que 
par un simple changement de dénomination des axes. De même le cas où B 
se projette suivant Df Drl est au fond parfaitement équivalent & celui où il 
s e  projette sur D Dl. 

55. Si B recontre C, T doit être égal à O ou à + O :  car s'il était égal 
à t e  ou A i 9 ,  Bn,az ne superposerait pas le syst&me C ,  C' d, lui-meme. 

Soit d'abord T= 0. Bz transforme C, Cr... en d'autres axes A ,  Ar... dont -. O 
2 

le premier A passe par le point de concours de B et de C: A, transforme 
- 9  O 
2 

$ son tour G,  C'. .. en un nouveau systérne d'axes B, Br.. . L'ensemble de 
ces axes A ,  A'. . . B ,  Br . .  . C, Cf.. . peut se partager. en deux catégories, doit  
la premiére forme le systéme des rangées d'un assemblage cubique, et la 
seconde celui des parallkles aux axes menées par les centres des cubes, le- 
quel forme Bvidemment le systkrne de'rangées d'un nouvel assemblage cu- 
bique ne différant du premier que par une simple translation. Les mouve- 
ments A, , C, , joints aux translations 8 ,  permettent du superposer 

-9 O -1 0 
3 2 4i 

le premier assemblage cubique i'i lui-m&me d'une maniére quelconque. Le 
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groupe doit contenir en outre un mouvement qui transforme un axe de l a  
seconde catégorie, tel que Cr, en un axe de la premihre, tel que C: les axes 
de la seconde catégorie coupant tous ou Cr, ou l'un de ceus qui coupent 
Cr, ou enfin l'un de ceux qui. coupent les précédents, leurs transformés cou- 
peront ou C, ou l'un des axes qui coupent C, ou l'un de ceux qui coupent 
ceux qui coupent C: ces transformés seront donc les axes de la premiére caté- 
gorie. Le mouvement cherché superposera donc le second assemblage cubique 
au premier, et par suite résultera de la combinaison d'un translation égale en 
grandeur et en direction à la demi-diagonale du cube, laquelle ophre cette 
superposition, avec un mouvement qui superpose à lui-même le premier as- 
semblage. Ce dernier mouvement faisant partie du groupe, la dernière trans- 
lation en fera elle-même partie et combinée aux 8 et An B n  reproduira 

-9 0 ' -3  O 
P 9 

le groupe. 
On remarquera que tous les mouvements du groupe superposeraient & 

lui-même un assemblage cubique construit sur la ligne 40. Mais le groupe 
ne contient qu'une partie des mouvements qui opéreraient cette superposition. 

Soit maintenant z= + O :  B,,z transforme C, Cf... en nouveaux axes A, A' .... 
'a 

se  projetant au milieu des rangées du réseau, et dont les traces sur le plan 
BC forment un quinconce, ainsi qu'il est indiqué dans la figure ci-jointe, 
où l'on suppose pour plus de clarté le plan B C rabattu sur le plan hori- 
zontal A B ainsi qu'on a coutume de le faire dans les représentations de la 
géométrie descriptive. A n  -,z transformera à son tour C, Cf... en un syst6ms 

t 

d'axes Br, B".. . dont les traces for- 
Q O O 

ment un quinconce B , B', Brf.. . sur 
O O 

le plan C A  (supposé également ra- 8' 
O d o  battu dans la figure). Tous les mou- @ ? '  - 

1 

vements du groupe doivent superpo- 
ser (L lui-même le triple systhme d'axes O 
pareils A, A'. .. B, Br.. . C, Cr.. . 

Cela posé, nous allons démontrer 
A'@ 

que le groupe contient la translation O A" 

(+ 8 ,  $8,  $8) = T. En effet il contient O 

un mouvement qui transforme l'axe C' G, 8 

en l'axe pareil C, tout en transformant 
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en lui-même le triple système -4, Al... B, Br... C, Cf... Ce mouvement peut 
Atre considhé comme résultant de la translation T et d'un second mouvement 
N qui transforme le systeme à lui-même, tout en transformant C en lui-meme. 
Ce dernier mouvement appartient au  groupe. En effet supposons -qu'il trans- 
.forme l'une dans l'autre les deus extrémités de C, ce qui est le cas l e  plus 
,compliqué; il peut s'obtenir en exécutant successivement le mouvement Bz,gt, 
une translation 8 dans le sens de B, enfin un nouveau mouvement P, qui 
-transforme encore le systéme en lui-même, tout en transformant chaque 
extrémité de C en elle-même. L'axe K que ce mouvement transforme en B 
lequel coupe C, doit également couper C, et cette transformation pourra s'ac- 
complir en répétant le mouvement héliçoïdal Cn -, T' P sera donc une puissance 

2 

du-mouvement C ,  ,, -combinée A un mouvement Q qui transforme C et 'B en 
-> 
2 

eux-mêmes, tout en transformant encore le systéme en lui-même. Mais il est 
clair que le repos est le seul mouvement qui jouisse de cette propriété; N 
résultera donc de mouvements connus pour appartenir au  groupe: donc 
T = MN-' y appartiendra également. Mais de cette translation combinée au 

mouvement C, 8 on déduit une rotation d'angle 75 autour d'un axe paralléle -, - 
2 2 2 

à C: donc 4 ne serait pas minimum, comme nous l'avons supposé. Ce cas 
est donc A rejeter. 

56. 2" Admettons maintenant que B se projette à égale distance des deux 
axes C, Cr. Pour que Bn,%r transforme le  systéme C,  Cf. .  . en lui-même il  faut 
Bvidemment que .t soit égal à +O ou 5 :O. 

O O 
Soit pour fixer les idées . t = $ O .  - 

O B transforme C, Cr... en nouveaux 
O O axes A ,  Ar. . . dont les traces sur 

ces axes étant disposés comme 
O 

O l'indique encore la figure. 

B e  Q @ le plan B C forment un quinconce 

O O 

@-.A--. 

O A &  

disposé comme l'indique la figure, 
I de telle sorte que ces axes se pro- 

O i O jettent horizontalment au milieu 
i O O des rangées du quinconce C, Cr... 

.------- L ..-. ..--. ----.- --------- 
@ ;  A transformera & son tour C, Cr ... 

O O en un nouveau systéme d'axes pa- 
1 J 
i OC a rallhles Zt B et  dont B fera partie: 
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Les mouvements du groupe doivent tous transformer -en- lui-même le triple 
systéme d'axes A ,  A'.. . B ,  B' ... C,  Cr... et dériveront tous des mouvements 
An,,, Bn,, C , ,  -, combinés aux translation 6. ~n effet, soit par exemple M 

9 a 9 

un mouvement du groupe qui transforme Cf en C: ïif résulte du mouvement 
AE,r -a = A-n-2t joint un mouvement N qui transforme C en lui-même, 

a )  
tout continuant &transformer le triple système en lui-meme. Ce nouveau 
mouvement N doit transformer en lui-même le systeme des axes B, A etc .... 
qui sont Li. la distance $ 0  de l'axe C, lesquels axes sont IPS transfoTmés les 
uns des autres par le mouvement hélicoïdal Cs : supposons donc que N 

-3 Z 
9 

transforme par exemple B en -4: on peut poser IV= C2,, Q, Q étant un mou- 
9. - 

vement qui transforme C et A en eux-mêmes, tout en trasformant le triple 
systeme en lui-même. Mais aucun mouvement, sauf le repos, ne jouit de cette 
propriété: car tout mouvement qui transforme C en lui-même doit être une 
rotation binaire autour d'un axe perpendiculaire à C et rencontrant C: de 
même pour A :  donc Q ne pourrait être qu'une rotation binaire autour de la 
plus courte distance de A et de C: mais une semblable rotation ne transfor- 
merait pas le système en lui-même: car elle change B eu un axe pareil situé 
Li la même hauteur, et à une distance de B égale à $O. Donc le facteur Q s e  
réduit nécessairement 5 l'unité: et  par suite M dérive, comme nous l'avons 
annoncé, des seuls mouvements A?,,, Bs , Cs e t  O. 

-rt - 9  

9 k a 
Si l'on avait v = O ,  on pourrait faire identiquement les mêmes raison- 

nements. 
67. 3"" Cas. Supposons enfin qu'il existe un axe Cr pareil et parallèle à 

C et passant au  milieu de la ligne qui joint deux sommets v ~ i s i n s  du réseau. 
Les deux mouvements C-E,, et  CL,, combinés ensemble donnent une trans- - 

9 a 
lation ($0,  + O ,  O) égale en grandeur et  en directian à l a  moitié de la dia- 
gonale du réseau. On aura donc un nouvel axe Ctr au  centre de la  maille 
du réseau. 

Cette translation T jointe aux translations '8 transforme C, Cr, Clt en une 
infinité d'axes pareils, passant respectivement par les sommets du réseau, 
les milieux des lignes qui les joignent, et  les centres de mailles. 

On aura nécessairement z = O ou z= + 9: car si l'on avait T = $ 8  ou .t= +O, 
la translation ( + O ,  $3, 0) combinée au mouvement B?,, donnerait autour d'un 

2 
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que v ,  
Cela 

paralléle à B le mouvement BI?,,-,, où la translation serait moindre 
S f 

ce qui est inadmissible. 
posé, doit transformer le systéme C, C', Cf'. . . en lui-même, ce 

qui suppose que B se projette sur l'un des rangees du réseau & maille $6 
formé par les points C, Cf, Cfr.. . ou au milieu de deux rangées. 

I o  Supposons que B se projette sur une rangée. Si a=O, trans- 
a 

forme C en un axe concourant A,  et Cf, Clr.. . en axes pareils Ar, A''. . .: AT,o 
D 

transformera C, Cr, Crf.. . en axes B ,  B', Bu.. . pareils et parallèles à B. La 
translation ( f  O, +O, 0) transformée par Bz,o et donnera les deux suivaates - 

2 2 

(0, + O ,  $0) et (+O, 0, +O) .  Ces translations, combinees aux translations 6 et A 

* E , ~ T  B ~ , O )  C2.0 reproduisent tous les mouvements du groupe. 
P a B 

En effet ces translations jointes aux translations 8 permettent évidemment 
de transformer l'uri quelconque des axes A ,  Ar, Ar/ ... par exemple, en -4, que 
B n  transforme en C, que Bn,, transforme en lui-même en le retournant. Donc 

-9 O 
3 

les mouvements ci-dessus permettent de transformer un axe quelconque du 
systkme en C, en amenant l'une de ses extrémités B la place d'une extré- 
mité de C choisie à volonté. 

Cela posé, soit III un mouvement du groupe qui transforme un axe quel- 
conque en C: on pourra poser M = N P ,  N étant le mouvement dérivé des 
précédents qui produit cette même transformation et P un nouveau mouve- 
ment, qui transforme en elle-même chacune des extrémités de l'axe C, tout 
en transformant le système entier en lui-même. P devra transformer les uns 
dans les autres les points d'intersection de C avec les autres axes qui le 
rencontrent: ces points d'intersection étant échelonnés sur C à des inter- 

valles + O ,  on aura P =  O ,  0, (. 4 Q ,  m étant un entier et Q un mouvement ( 3 
qui laisse immobile chacun des points de C: P et O, 0, - 8  transformant le. ( 2 )  
systeme en lui-même, Q en fera autant: Q se réduira donc à une puissance 
de Cn . Or rn ne peut être supposé impair: car le groupe contiendrait la 

-3 O 
Y 

= N-' MQ-l et par suite la suivante (O, 0, +9 ) ,  ce qui 

est contraire A notre supposition: donc rn est pair: mais alors (O, 0, ,) es t  
20,  

un multiple de 8 et M est dérivé des mouvements ci-dessus indiqués. 
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Soit au contraire .t=+ O. On arrive à une conséquence absurde: car B n  -, - e 
S  6 

.transforme C, Cr, Cu.. . en axes A ,  A' se projetant au milieu des rangées, et 
A transforme de mBme C ,  Cr, Cu. .. en axes parallbles aux B et se projetant 
a u  milieu des rangées: B devrait Gtre l'un de ces axes, ce qui est absurde 
puisqu'il se projette sur une rangée. 

2" Supposons enfin que B se projette au milieu de deux rangées. On 
aura nécessairement r =+ 3. Car supposons pour un instant z = 0 ; Bz trans- 

- 9  O 
2 

forme C en un axe pareil A situé dans le même plan perpendiculaire à B: An 
- 9  O 
2 

transformera C, Cr, Cv... en un systéme d'axes paralléles à B et se projetant 
su r  les rangées: B devrait faire partie de ce systbme, ce qui est absurde, 
puisque il se projette au milieu des rangées. 

Soit donc a = + O :  Bn 4 transforme C, C', C u . .  . en un système d'axes -.- 
S  b  

A, Ar, A''. . . se  projetant au milieu des rangées; A n  0 transformera de même 
-7 i 

4 6 

le  systéme C, Cr, Cu.. . en un systéme B, B', BIr.. . se projetant au milieu 
des rangées: et l'on démontre absolument comme tout à l'heure, que les 
mouvements du groupe résultent tons de la combinaison des moiivements 
.An O ,  Rn 0 ,  Cn e avec les translations (+O, + O ,  O), ($0, 0,+0), (0, +O,  + O )  et O. -,- -,- -,- 
9 4  S b  $ &  

X. Cinquième cetégorie. 

58. Cette catégorie est celle pour laquelle le groupe auxiliaire est formé 
des mouvements qui superposent à, lui-même un icosaédre régulier. 

Si tous les mouvements du groupe ne sont pas de rotations concourantes, 
nous avons vu que l'un au moins d'entre eux ne se réduira pas à une ro- 
tation. Le mouvement correspondant du groupe auxiliaire étant m e  rotation 
commensurable à 2n,  on obtiendra une simple translation en répétant con- 
venablement le mouvement proposé. D'ailleurs les axes A ,  Ar.. . des mouve- 

2 x  ments oh l'amplitude de rotation est - sont parallèles aux rayons menés 
5 

'du centre de l'icosaédre à ses sommets, lesquels ne sont pas perpendiculaires 
.à une même droite: soit donc Ann l'un de ces mouvements dont l'axe ne -, Z 

5 

soit à T :  soient t la projection de T sur A:  T, Tl, T,, T,, T, 
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les transformées de T par les diverses puissance de Arm ces cinq trans- 
,r t e 
5 

lations étant jointes ensemble, leurs composantes transversales se détruisent, 
ed il reste une translation 5 t le long de A. Le groupe contient donc des 
translations longitudinales h l'axe A ... Il contiendra des translations égales 
le long des autres axes A'... etc. .En effet, A et Af sont paralleles A deux 
rayons de l'icosakdre, A et A': parmi les mouvements qui superposent l'ico- 
saédre h lui-même, il en existe un M qui ambne A en A': soit M l'un des 
mouvements correspondants du groupe proposé: il transformera A en un 
nouvel axe parallele à Af et le long duquel aura lieu la translation 5 t .  

Cela posé, le groupe contiendra une translation infiniment petite le long- 
de chacun des axes A ,  A'. .. Car sans cela, soit 8 la plus petite de ces trans- 
lations longitudinalefi, dirigées suivant A ,  Ocosa-sa projection sur l'un des 
axes A': on aura suivant l'axe A' une translation Vdcosa: mais la translation 
minimum suivant Ar a pour longueur O, et toute autre translation suivant 
cet axe doit être un multiple de celle-1Ct : il faudrait donc qu'on eût 5 cosa = 
un ent.ier. Or en prenant pour A et At les axes paralléles aux deux rayons 
de l'icosaedre qui aboutissent A deux sommets voisins, on a a = 6 3 O  26', d'où 
cos a = 0,4472, et 5 cosa n'est pas entier. 

La translation infiniment petite suivant A, combinée aux translations pa- 
reilles suivarit A'. . . etc., donne une translation quelconque: et chacun mou- 
vement du groupe, tel que Ae,t, résulte évidemment d'une semblable trans- 
lation jointe Zt une rotation Be,,, autour d'un axe B parallèle & A et passant 
par un point quelconque O. Ces rotations Be,, etc. combinées entre elles don- 
nent le groupe des mouvements qui superposent & lui-même un icosaédre:' 
en y joignant des translations arbitraires on aura le  groupe cherché. 

XI. Sixième caU5goa-ic. 

Cette catégorie est celle dans laquelle le groupe auxiliaire contient toutes 
les rotations possibles. 

59. Les axes des mouvements du groupe ayant toutes les directions, et 
leurs amplitudes de rotation toutes les valeurs possibles, on pourra déter- 
miner dans le groupe un mouvement A@,= dans lequel p soit inférieur à une 
constante E d'une petitesse arbitrarie, et un second mouvement dans 
lequel pf soit également C E ,  et dont l'axe B fera avec A un angle moindre 
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que + E .  Ce mouvement transforme AB,a en un mouvement pareil Les 
deux axes A, At faisant chacun avec B un angle < $ E ,  leur angle mutuel 
sera fortiori < E. 

Soient maintenant Al$,I le  mou;ement transformé de A,,. par A$,r: A1",,r 
le. mouvement transformé de AB,z par (A"B,,)-l : le  mouvement trans- 
forme de A,,z par ArUB, etc.. . . En prolongeant suffisamment cette suite, on 
aura des axes tous distincts de A ,  mais s'en rapprochant indéfiniment. 

Désignons en effet par a,-l l'angle des deux axes A e t  Acn) et par 6,-1 leur 
plus courte distance. Par un point qualconque M de l'espace menons MP, 
MN parallèles à ces deux axes: faisons tourner M P  de l'angle P N Q = p 
autour de MN: il viendra se placer sur une nouvelle ligne M Q évidemment 
paralléle à A("+'). Les angles PMQ = a, et PNQ = p étant trks petits sont 
sensiblement entre eux dans le rapport inverse des rayons M P  e t  NP, le- 

quel rapport est égal à 
1 -- on aura donc sensiblement 

sin PAIN - sin a,-1 

a,=p sina,-, ou plus simplement a,= pu,-, 

Mais p est trbs-petit: donc les axes -4("), A("*'), ... tendent rapidement h de- 
venir paralleles A A, ce qui était à peu près évident. Il reste & prouver que  
leurs distances h A tendent également vers zéro. 

Pour cela, supposons que pour déterminer A("t1) transformé de A par 
on commence par le faire tourner de l'angle p autour de A(*), ce qui l'amé- 
nera en une nouvelle position K ;  puis qu'on le fasse glisser de la longueur 
t suivant A(,), de maniere à le faire passer de la position K & sa position 
définitive A("+'). Soit p le point de A le plus voisin de Ai"): le mouvement A ( + ) ~ , ~  

l'amène en pl, en lui faisant décrire un arc dont la longueur est égale à ~ 8 , - ~ :  
donc la distance de pr à p est moindre que La translation 7, exécutée 
ensuite, peut se déc8mposer en deux autres, l'une zcosa,l parallèle à A, 
l'autre   si na,^ qui lui est normale. La distance du pointprl, position définitive 
de p ,  it la droite A sera donc inferieure à p8,-l+ ~ s i n a , - ~  et !a fortiori à 

+ va,,. Mais p" est sur  A("+'): donc la distance 6,  de cette ligne à d 
est moindre que p8,-1 + ra,,. 

De cette relation 8, <p8,, +*cc,, on peut déduire que 6, décroît indéfi- 
niment: car prenons le  cas le plus défavorable, où l'on aurait en général 
8, = p + QU,l. On aurait de m&me a,_, = ph-, + z a, d'où 

pqa,% = p - ; 
1 

Annali di Mntematica, tomo II. 
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mais PQUn6 est sensiblement égal B Ta,,: on aurait donc sensiblement 
8% = 2 - p'8N-2, qui montre que les 6 décroissent indéfiniment. 

60. Il importe encore de remarquer que les lignes de plus courte distance 
de A avec les axes d'ordre pair Ac2"), A(2fi*g etc.. .. se rapprochent indéfini- 
ment d'un point d6terminé de l'axe A ,  situé à une distance finie sur cet axe. 

Soient en effet EzWl = MO la plus courte distance des axes A et O 
et PQ les projections de A(2") et de A sur un plan perpendiculaire Ac2") 
et passant par MO. Soient, comme précédemment, A("+') ce que devient la 
ligne A par une rotation p autour de A@): Pr Mf Q I  sa projection: cherchons 
quel sera le point de A le plus rapproché de A(2"). 

Considerons un point quelconque de A se projetant en R: la distance de 
ce point, (R), & Ac2*+') est l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour 
un de ses catés la distance RRf  du point donné au plan vertical projfitant 
de Ac2*+') et l'autre la distance de la ligne A(2"') au point (R)', projection 
de (R) sur ledit plan vertical. Or la hauteur de (R)' au-dessus du plan ho- 
rizontal est égale à celle de (R), soit à M R ~ o t g a , _ ~ :  celle du point (R)" 
de le ligne A' qui se projette en RI sera égale à Mf R'cotg azWl + z: la di- 
stance de (R)' à A(*"+') comptée suivaut la verticale, sera donc égale & 
(MR - Mr Rr) cotga2,-1 -T: comptée suivant la perpendiculaire, elle sera évi- 
demment (MR - MIR') cos az,-l- minazn-l. Le carre de la distance de (R) & 
A(2*+1) sera donc égal h 

Posons pour abréger MR = a: on aura 

BRr=  RTsinp=(a-MT)sinp = (a-82n-ltg+p)sinp 

MR- MIRr= MR- R l T + M T = a  - (n-E2,-itg+p)cosp+E2,_1tg$p. 

Le carré de la distance cherchée deviendra, en y substituant ces valeurs, 

expression qui ne contient plus d'autre quantité variable que a. On aura 
son minimum, en égalant It zéro sa demi-différentielle 
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ce qui donne 

4- T (1 - cos p) sin a2n-1 COS a2n-1 

= a2,_, t g+f sin" ~ i n ~ a * , ~  + z (1 - cos p) sina2,i cosa2,, 

d'oh enfin 
2 a = ma,, sin a2++1+ p2+1 z sin a24 cosa2+l 

en posant pour abréger 

tg: psin2p 1 -cosp 
men-1 = sin2) + cos' ~ 2 ~ 4 ( 1 -  c o ~ p ) ~  et = ,nap +  CO^%^^-^ (1 - cas 

On connait ainsi le point Ml, où la plus courte distance de A2n+l et de A 
vient rencontrer cette derniére ligne: la distance de ce point an point M sera 
égale à 

La formule qui donne la distance du point Ml au point M2, pied de la per- 
pendiculaire commune h. A et à l'axe suivant A(2n+2), se déduira de la précé- 
dente en y remplaçant aslt-I, a2+l par 82n, a Z n  et  changeant en outre les si- 
gnes de p et de z: on aura donc en posant 

tg + p sin2p - -  1 - C O S ~  
m2n = sin" + cos2atn(l - ~ o s p ) ~  ' = sinlp + cos2 an, (1 - O  ) ' 

M l M ~ = - m ~ n 6 2 , s i n a 2 n - p 2 n ~ ~ ~ ~ a 2 ,  
et enfin 

MM2 =m2,-1 62,-1 sina2,,-1- ~ 2 ~ 6 2 ,  sin a, t v ( p ,  c0sa2~-1 -pz,, cos a2%) 

formule d'où l'on déduira M2& M4M6 etc. en y remplacant successivement 
n par n t 1 ,  n+2,  etc. 

Or la série dont les termes successifs sont MM2, M2M4.. . est convergente. 
En effet elle peut etre décomposée en trois autres series ayant respective- 
ment pour terme g h é r a l  

mzlt-l&+1 sina2,+l, mzrn 62, sina2,, et a (pzn-, cosa2n-l-pzn COS ~ 2 % )  

La premiére de ces séries partielles est évidemment convergente: car en 
supposant n trés-grand, cos2a2,,-1 tendant vers l'unité, m2,l tend vers la va- 
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tg 5 psinip 
leur constante + ( l - c o s p ~ ,  tandis que décroît indéfiniment. D'autre 

part la série sina,,-i t sin a&+, + sin aZ,,3 +.-. est convergente, le rapport 
.d'un terme au précédent étant sensiblement égale & la quantité trés-petite 
pz: et si l'on multiplie les termes de cette serie par les facteurs rn2,,-~ 82n-l, 
m,,,, etc.. . . qui décroissent indéfiniment, on aura encore une serie con- 

. . 
vergente. 

On voit de même que la seconde série m2, 8, sin a,,, t rnpntZ Se,, sinaenci + - S .  

est convergente. Quant ii la 3me série, elle a pour terme général 

rcos azs- 4(l -COS ~ ) " Q o $ ~ u P ~ - ~ - c o s ' ~ ~ , )  
;= *p2, (COS ai,-1 - COS a ) + 1 sin2p + cos'an,~ (1 - oos?)d { {~in2p+cas~aL(i-~osr)'  1 

e n  posant pour abréger 

Cela posé, l'angle a,, étant moindre que l'angle %,l, on aura 
s t , , 

q2n étant essentiellement positif, et  z une coitante, tous les termes de la serie 
auront le même signe: et on accroîtra la valeur absolue de chacun d'eux 
en remplaçant cosaB,, par la quantité moindre I -+a$,-, et cos a,, par la 
quantité plus grande.4: la somme de la série sera donc inféirieure en valeur 

1 absolue A la suivante - +vq2, -,vq2,+,a&. . . laquelle est convergente, 
car, q2,, q ~ , + ~ .  . . tendant vers une même limite (qui s'obtient en remplaqant 
 osa,-^ et cosas, par l'unité dans I'expréssion de q*), leur rapport tend vers 
l'unité: le rapport d e  A a2,~ tend vers .pz; le rapport de deux termes con- 

*sécutifs .de la série tend donc vers quantité trés-petite. . - 

La série MM2 + M2 M4 t étant convergente, notre proposition que les 
lignes de plus courtes' distances entre A et A,, A%+,.. . tendent B s'appro- 
cher indéfiniment d'un point fixe M situé à distance finie sur A,  se trouve 
vérifiée. 

61.. Cela posé, combinons ensemble les deux mouvements Ae,s et A(2"'-e, -z, 

l 'indicen étant supposé trés-considerable: soit M a  le point d'intersection de 
A et de.sa lighe de plus courte distance avec A@): soit enfin B une pa- 
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rallkle B menée par M21+: on aura A(*")-;, _z= B-,, -z..O; Cj étant une trans- 
lation égale en grandeur Q 2$,-1 sin p. De plus cette translation est perpen- 
diculaire (1 A(") et fait l'angle 90° - 4-p avec la ligne de plus courte distance; 
elle est donc située dans le plan qui passe par B et fait l'angle +p avec le 
plan -4 B. On aura par suite 

Or A,,, B-,,, produit de deus rotations concourantes, s'obtiendra, comme 
on l'a vu ,  au moyen d'un triangle sphérique ayant pour base l'arc azWi 
compris entre les deux axes -4 et B ,  et pour angles adjacents +p et 180°-+p. 
Ces deux angles ayant mêmes sinus, . i l  en est de même des cdtés opposés: 
ces côtés sont donc supplémentaires; mais leur di%érence est moindre que le 
troisième cdté a2,-1. Donc non seulement l'axe C du mouvement A,,, B-,,, est 
situé dans le plan qui passe par B et par la perpendiculaire 0,  mais en outre 
il fait avec cette perpendiculaire un angle c$ moindre que a2n-l. Enfin l'ampli- 
tude r de la rotation autour de C est donde  dans le triangle sphérique par le  

sin p 
double de l'angle en C, dont le sinus est Bgal & sina,, . D'autre part, 

la translation A,,z Bo,-z est .la diagonale d'un losange ayant pour côté z et 
pour angle a2,_~: elle a donc pour longueur 2 ~ s i n + a ~ , - ~ :  sa transformée 
B4,0 Ao,r Bo,z B-?,, aura la même amplitude et fera avec C un certain angle, 
que l'on peut désigner par 4. 

Le mouvement résultant cherché se composera donc: 1 . O  d'une rotation d'am- 
plitude r autour de C: 2 . O  d'une translation qui peut être décomposée en 
deux autres: l'une t longitudinale h C et égale (1 

l'autre T normale S C et au plus égale S la somme des deux projections 
normales 282,-i sinp sin9 et 2z ~in+a, ,-~ sin 4. Cette translation normale com- 
binée avec le mouvement hélicoïdal C,,, donne un mouvement analogue 
autour d'un nouvel axe Cf, dont la distance d à M2,, est donnée par la for- 
mule 2 d sin+r = T. 

Cela nose, r et t contenant en facteursw2,-1 et décroissent indéfini- 
A .  

T 
I 

T c o s p  
ment lorsque n augmente et d = 2,inf sincrs;-isinp reste toujours inférieur . 
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<sin+ vers la limite finie - . Enfin Man tend vers le point fixe M. Donc en 
2 sin p 

passant h la limite, il est démontr6 que le groupe contient un mouvement 
infiniment petit autour d'un axe C' perpendiculaire h A et situé B distance 
finie: car cet axe est h une distance finie de M, qui lui-même est situé à 
une distance finie sur la ligne -4: d'ailleurs la distance de Cf B M s'annu? 
lerait si .G se réduisait h zéro. 

62. Le mouvement infiniment petit, dont nous venons de démontrer l'exi- 
stence, peut être un simple mouvement de rotation, ou plus généralment un 
mouvement héliçoïdal. 

Supposons d'abord ce mouvement héliçoïdal. En le répétant convenable- 
ment, on peut en obtenir un où l'amplitude de la rotation soit r 0mod.2n: 
le mouvement ainsi obtenu sera une simple translation: le groupe contiendra 
donc au moins une translation T. Cela posé, parmi les mouvements du groupe 
il en existe un dont l'axe fait avec la direction de T un angle moindre que 
toute quantité donnée, E :  la transformée Tf de T par ce mouvement fera avec 
T un angle 2cp inférieur h 26: et la translation T' T-' aura pour amplitude 

2Tsin9, quantité qu'on peut rendre aussi petite que l'on voudra. Donc le 
groupe renferme une translation infiniment petite. En la transformant par 
les divers mouvements du groupe, ou obtiendra des translations infiniment 
petites dans tous les directions. Ces translations convenablement répétées. 
donnent une translation quelconque: donc le groupe contient toute trans- 
lation. Chacun de ses mouvements résulte d'une semblable translation jointe 
& la rotation correspondante du groupe auxiliare, laquelle devra elle-m6me 
faire partie du groupe cherché. Mais le groupc auxiliare contient toutes les 
rotations possibles autour de l'origine. Ces rotations combinées (L des trans- 
lations convenables reproduisent un mouvement quelconque. Donc le groupe 
cherché contient tous les mouvements pcssibles. 

Supposons maintenant que le,mouvement infiniment petit autour de Cr 
soit une simple rotation Cf,,,, r étant infiniment petit. En raisonnant B partir 
de ce mouvement, comme nous l'avons fait, A partir de Ap,a, on verra de même 
qu'on peut déterminer sur Cr un point N situé A distance finie, puis un mou- 
vement infiniment petit autour d'un axe D', perpendiculaire & Cf et 
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dont la distance & N soit nulle. Si ce mouvement est héliçoïdal, on aura les 
mêmes conséquences que tout B l'heure: si c'est une simple rotation D',,, 
les deux rotations infiniment petites et  concourantes C1,,,, DL,, combinées 
ensemble, donneront une rotation quelconque autour de N. Le groupe contient 
donc toutes les rotations possibles autour de N. Mais il contient par hypo- 
thése un mouvement au moins qui ne se reduise pas CI une rotation: ce mou- 
vement résulte de l'une des rotations ci-dessus combinée 5 une translation 
qui fera partie du groupe. Le groupe contenant une translation, on verra 
comme tout A l'heure qu'il contient tous les mouvements possibles. 

XII. R~capitolation. 

63. En récapitulant les résultats obtenus on voit qu'il existe 174 groupes 
distincts, ainsi répartis. 

Section III, Groupes formés de  mouvenzents de' translation. 

der groupe. Tous les mouvements s'obtiennent en répétant une même 
translation d'amplitude finie. 

2ème  groupe. Ses mouvements dérivent de deux translations finies et de 
directions différentes. 

3"e groupe. Dérivé de trois translations finies, faisant un angle trièdre. 
4ème, 5é*e e t  6ème  groupe. Dérivés d'une translation infiniment petite, seule 

ou combinée une ou deux translations finies qui lui soient perpendiculaires. 
7ème  et @me groupe. DérivBs de deux translations infiniment petites, seules 

ou jointes ti une translation finie, perpendiculaire & leur plan. 
9im8 groupe.' Contient toute translation. 

Section IV, Groupes formés exlusivernent de rotations. 

21i 
l O h 8  et 1 l h s  groupe. Dérivent d'une rotation d'un angle fini -, ou d'un 

n 

angle infiniment petit autour d'un axe A. 
f2he et g3ème groupe. S'obtiennent en joignant aux mouvements du groupe 

précédent une rotation binaire autour d'un axe perpendiculaire Li A. 
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f&me, 15ime et IGème groupe. Formés respectivement des mouvements qui 
superposent i lui-même un tétrabdre, un octabdre ou un icosaedre réguliers. 

17è9n6 grove.  Contient toutes les rotations possibles autour d'un point. 

Section VI, Groupes de première catégorie. 

18èae et 19ème groupe. Dérivés d'un mouvement hélicoïdal fini, seul ou 
2 x  

combiné 9. une rotation d'angle 7 autour du meme axe A. 

2Oèmqroupe. S'obtient en remplacant dans le groupe 49 le mouvement 
hélicoïdal par une translation finie t le  long de A. 

2 1 è m e ,  2 2 è m c  et 23"e groupe, Se déduisent des groupes 18, 19 ,  20 en sup- 
posant infiniment petits le mouvement hélicoïdal ou la translation. 

248me groupe. Dérive d'un translation t parallele A A et d'une rotation 
infiniment petite autour de A. 

25"e groupe. Contient tout mouvement hélicoïdal autour de A. 
26"e groupe. Dérive d'un rotation binaire An,, et d'une translation trans- 

versale Y. 

27ime groupe. Dérivé de An,. et  de deux translations transversales diffé- 
rentes z et v,. 

28"e et 2 9 è m e  groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupe 26 et 27 
une translation longitudinale O .  

3 O h e  et 31ème groupe, S'obtiennent en remplacant dans les groupes 28 
et 29 la rotation rin,, par le mouvement Az 1,. 

' 2  

32"e et 3 3 è m e  groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 28 et 29 
une translation égale à la moitié de la résultante de 8 et de *. 

34"e à 41ème groupe. S'obtiennent en supposant infiniment petites une 
ou plusieurs des quantités 0, r dans les groupes 26, 27,'28 et 29. (On pou~rait  
supposer en outre .ip, infiniment petit: mais les groupes ainsi obtenus seraient 
contenus comme cas particuliers dans ceux que nous déterminerons plus loin). 

42ème ,  4 3 è m e  et 44"e groupe. S'obtiennent en supposant infiniment petites 
une ou deux des quantités z, T, dans les groupes 30 e t  31. 

groupe. S'obtient en supposant Y, infiniment petit dans le groupe 33. 
groupe. Dérivé de rotations An , A'n ,. . . autour d'axes perpendi- 

- > O  -90 
3 S 

culaires un meme plan et passant par les sommets d'un réseau dont la maille 
est un triangle régulier. Ses mouvements sont ceux qui superposent le résau 
à lui-même. 
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47" B 52iae groupe. Dérivé des mowsments As -. *FI, - AtS, . . et de 1s 
3 6 3 7 

translation longitudinale 8: m étant égal A l'un des six nombres O, 1,2,3,4,5. 
(Les axes A ,  A'. .. étant déterminés comme au groupe 46). 

5 3 é m e  groupe. Forme de mouvements dont les axes sont perpendiculaires 
& un meme plan et qui superposent lui-même un réseau Lt maille carrée 
situé dans ce plan. 

5'4h A 59ème groupe. Dérivés de mouvements An autoiir d'axes perpen- 
- r t  
P 

diculaires A an meme plan passant par les sommets du réseau B maille carrée, 
combinés h des mouvements Bn,,, - dont les axes paralléles aux précMents 

9 

passent par les centres de mailles, et à une translation longitudinale 8, z 
et  # ayant l'un des six systémes de valeurs suivants: 

z=dt l  O ,  Z =   TL^, ~ = z I = . p ,  Z = T f c + e  

60". groupe. Derivé de rotations Barnplitude 2z dont les axes sont per- 3 
pendiculairs Lt un meme plan et passent: i0 par les sommets et les centres 
d'un réseau situé dans ce plan et ayant pour maille un hexagone régulier: 
2 O  par les centres de gravité des triangles réguliers dans lesquels l'hexagone 
est décomposable. 

61"e ii 6 4 è m e  groupe. Dérivés d'une translation longitudinale O ,  jointe 
des mouvements A2:,, - autoiir d'axes passant par les sommets et centres de 

mailles d'un rélseau hexagona4 joints A des mouvements Cm ti autour d'axes 
-3 

3 

passant par les centres de gravité de la moitié des triangles équilat&saux, 
et A des mouvements - autour d'axes passant par les centres de gravit6 

3 

des autres triangles: T, d,  z" ayant l'un des quatres systémes de valeurs 
suivantes : 

q = ~ f = . ' f = O ,  . t = O ,  . t ' = $ O ,  df==+tI 

T = ~ ' = C ' f = + 8 ,  ~ t = 2 ' 1 ~ ~ f = 3 t I .  a 

65he et 66éme groupe. S'obtiennent en adjoignant aux mouvements des 
groupes /O et 11 toutes les translations transversales possibles. 

6 7 è m e  Lt 7 4 2 m e  groupe. S'obtiennenk en adjoignant aux mouvements des 
groupes 18 Ci 25 toutes le translations transversales possibles. 

Aanali di  &fatematica, tomo II. 44 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



342 J O r da n : Mémoire sur les groupes de mouvements. 

75Ème Lt 7 7 è m e  groupe. S'obtiennent en 'adjoignant unc transhtion longi- 
tudinale infiniment petite à chacun des trois groupes 46, 53 et 60. 

i 

Section W. Groupes de deuxième catdgorie. 

78"e 85ém groupe, S'obtiennent en adjoignant aux groupes 18 & 25 
une rotation binaire autour d'un nouvel axe L) qui coupe A h angle droit. 

86ème groupe. Dérivé de rotations binaires autour de trois axes rectan- 
gulaires concourants A ,  B, C et de translations O,, 8, respectivement paral- 
leles A ,4 et & B. 

8 7 è m e  groupe. S'obtient en adjoignant au groupe précédent la translation 
(f 4, te,, O). 

88.~8 groupe. Dérivé des translations O,, 8, e t  des mouvements A,,.+, , 
B, 1, , Cn,, : A, B, C étant encore rectangulaires, mais C passant h des dis- 

' 2  

stances +-O, ,  f 0, de A et B, lesquels se coupent. 
89"e groupe. Dérivé des mouvements O,, O,,  An,, , Bn,,, Cz,. et de l a  

translation (+O,, +O,, O), les axes -4, B, C étant  disposé,^ comme dans le groupe 
précédent. 

9O"e groupe. Dérivé des mouvements O,, O,, An,., Cn,o: B et C 
rencontrant A et leur distance mutuelle étant f O , ;  ces trois axes étant d'ail 
leurs rectangulaires. 

1 

9 1 ê m e  à 9 5 è m e  groupe. S'obtienuent en adjoignant aux groupes 86 5 90. 
une translation 8, parallele Lt C. 

96"~ & 9 8 è m e  groupe. S'obtiennent en changeant C,,, en C,,,I,~ dans les. 
.groupes 87 Ci 89. 

99"me groupe. S'obtient en adjoignant au  p o u p e  9 1  les translations 

IOOème groupe. S'obtient en adjoignant au groupe 91 la translation 

10lème groupe. Dérivé des mouvements 

A ,  B, C, étant trois arêtes non contigües du parallélépipéde rectangle formé 
sur les lignes f O,, ) O , ,  +O,. 
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102èm" à P O 6 h e  groupe. .Dérivés des groupes 91 95 en supposant 18 
translation 8, infiniment petite. 

IO'i'ème h 1 1 4 é m e  groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 46 à 52 
et au 75 une rotation binaire autour d'une des rangées du réseau triangulaire. 

I l 5 b e  & à22he groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 53 & 59 
et au  groupe 76 une rotation binaire autour d'une rangée du réseau & maille 
carrée. 

d 2 3 è m c  à, 128be groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 53, 57 
et 76 un mouvement B+ autour d'une parallkle au cdt6 du carre passant 

la distance +O de l'une de ses rangées. 
1 2 9 è m e  à 1 3 4 é m e  groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 60, 64 

et 77 une rotation binaire autour d'un a r e  situé dans le plan du réseau, 
passant par le centre de l'hexagone et perpendiculaire à l'un de ses cotés. 

. 1 3 5 è m e  et 136he groupe. S'obtiennent en adjoignant aux groupes 10 e t  
11 une rotation binaire autour d'un axe B qui coupe A normalement et  l'en- 
semble des translations transversales & A. 

13'7;me à Z 4 4 i m e  groupe. S'obtiennent en adjoignant aux mouvements 78 
à 85 l'ensemble des translations transversales Li A. 

145"e et j46"me groupe. S'obtiennent en adjoignant une translation infi- 
niment petite et longitudinale à A, à, chacun des groupes 107,115,123 et 129. 

Section Vm. Groupes de troisième cetégorie. 

149"e groupe.. S'obtient en adjoignant aux translations du groupe 1 4  
l'ensemble de toutes les translations possibles. 

150"ne groupe. Dérivé de rotations binaires autour de trois axes rectan- 
gulaires concourants A ,  B, C, de translations égales 8 suivant chacun de ces 

2 x  axes et d'une rotation R d'amplitude - autour de la diagonale du cube formé 3 
sur  les trois translations O .  

1 5 1 è m e  groupe. S'obtient en adjoignant au précédent la translation 

1 5 2 é m e  1 5 4 è m e  groupe. S'obtiennent en remplaçant dans le groupe 150 
le mouvement R par ( $ 0 ,  O, O ) H ,  (0,+8,  { O )  R ou ( 4 0 ,  +O, +9)R. 

Z 5 5 è m e  et 156éme groupe. A ,  B ,  C étant trois arêtes non contiguës du cube 
formé sur le coté t g ,  ces groupes sont dérivés des mouvements A n , t ,  Bn,tr 
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Cn,, joints aux translations 8 et h (:O, te, O) R,  R désignant encore la rota- 
25: 

tion d'amplitude - autour de la diagonale du cube, et t Qtant &al A O ou h $8,  3 
157ème groupe. S'obtient en adjoignant B 155 la translation (+O, +O,  +O), 
158èm8 et 159èm"'rczupa A ,  B,  C sont encore trois arêtes nan contiguës 

du cube$d: le groupe dérive des mouvements A,,, , B , , ,  Cn, r ,  O et (+O, 4 8, :8)R, 
t étant égal à O ou (1 P 9.  

160ème groupe. S' obtient en adjoignant à, 166 la translation (+O, i d ,  98). 
161ème 8. 163"~ groupe. S'obtiennent en remplaçant if O, + O ,  de)R par 

(PO, PO, $8) R dans 158, 159 et 160. 
164ème groupe. S'obtient en adjoignant A 150 la translation (+@,+O, O). 

Section IX, Groupes de guatri4me catégorie, 

166"e groupe, S'obtient en adjoignant à 15 toutes les translations possibles. 
166èn~e groupe. Dérivé de rotations de 90' autour de 3 axes rectangu- 

laires concourants A ,  B ,  C et de translations égales 8 le long de ces axes. 
16'i'ème et 168ème groupe. S'obtiennent respectivement en adjoignant au 

groupe précédent les translations (do, -!$, 40) et (+O, + O ,  0). 
\ 169"m8 groupe. Dérivé des mouvements Az e ,  B n  0 ,  CZ B et  des trois -.- -.- -.- 

% a  2 %  2 %  

translations 8 ;  A ,  B, C Btant trois arêtes non contiguës du cube formé sur +O. 
170ème et i'Tfk16 groupe. Dérivés des mouvements A!, r ,  BE,,, C, et O; 

B 
-# T 

2 a  
A,  B, C étant des arêtes non contiguës du  cube forme sur je, et z étant 
égal (L + O  ou à p 8. 

1 7 2 h  groupe, S'obtient en adjoignant & 170 la translation (BO, $6, O). 

Section X, Groupe de cinquième catégorie. 

l73ème groupe. S'obtient en adjoignant A 1 6  toutes les translations POL 

sibles. 

Section XI. Groupe de sixiéme catégorie. 

374ème groupe. Contient tous les mouvements possibles. 
64. Parmi les 174 groupes que nous venons d'énumérer, il en est 23 qui 

méritent une considération particuliere et que nous nommerons groupes 
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princ&atcx. Ce sont les groupes 3, 12, 15, 16, 17, 27, 29, 78, 79, 80, 86, 
94, 107, 108, 115, 116, 135, 137, 138, 139, 166, 473 e t  174. 

Les autrm groupes sont de deux esphces: les uns se, déduisent des grou- 
pes principaux en y supposant les paramhtres infiniment petits. Ainsi, par 
exemple, on pusera  du groupe 3 au graupe 9 eu admefitant que les trois 
translations dont le groupe 3 est dérivé deviennent simultanément infini- 
ment petites; le groupe 165 se déduit de même du groupe 166 en y s u p  
posant 8 infiniment petit, etc. 

Ceux des groupes du tableau précédent qui ne peuvent Btre formés de 
cette manihre sont tous des groupes mériédriques, contenant une fraction 
déterminée des mouvements qui constituent l'un des groupes principaux. 
Ainsi, par exemple, le groupe 15  contient 24 mouvements différents, qui 
superposent LL lui-même un octakdre régulier. Le groupe 1 4  qui superpose 

lui-mkme un tétraédre régulier contient la moitié de ces mouvements : 
c'est donc un groupe hémiédrz'que. De même encore chacun des groupes 150 
h 164 et 167 à 172 contient évidemment une fraction des mouvements que 
renfermerait le groupai dérivé de rotations binaires Am,,, BZ,, Cz,. et de 
translations Qgales St f 8 dans le sens de ces axea: ce dernier groupe rentre 
dans le  type 166, en y remplacant 8 par 9. Les types 150 i$ 164  et 167 
iL 172 sont donc tous mériédriques du type 166. 
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esprimesi in funzione dei covarianti t, m e degli invarianti AU, Al,, A,,; 
si  ha cioh: r 

i- - [Anm8 - 2 Al, lm + A,, 1 2 ] .  
Ora supponendo : 

3' = ( ~ i i l + ~ l z m )   ni z +  fs24 
si ottengono facilmente le: 

posto : 

e le espressioni V f l l  Z+p,,tn, \Ip,, l+p , ,m ,  da1 prodotto delle quali si ha 
il covariante 3 del secondo grado, saranno funzioni lineari delle X, , x, ; 
e per esse la funzione lineare cc, x2 - a 2 x ,  prenderà, la forma: 

a,%-a,3cl = k,Vf,,~+fl2.m+~2vf,,~+~22m, (2 )  

k,, k ,  essendo due costanti rispetto alle x. 
Per determinare i valori delle k,, k, pongasi per brevith: 

Vp,J+p, ,~n=L,  \(p,,l+p,,.m=M, 

e si indichino con La, Ma i valori di L ,  M nei quali alle x, ,  x ,  si sosti- 
tuiscano le a , ,  a,. Dalla equazione (2)  si avrà dapprima: 

k, L,+k,M,= O ; 

poi, siccome quadrando la equazione stessa si ottiene la: 

(a ,x2 -  a , ~ , ) ~ =  kjL2+ttM2+2k, k , S ,  

se  in questa si sostituiscono in luogo delle x;J, - x l x , ,  xi i coefficienti 
B,,, BI,, 3 , ,  della forma 3,  si ha facilmente essere L = M = O e 3 diventa 
eguale a 2 Asa. Si avrà- quindi la seconda relazione : 

B(a) = 4k, k , A . s ,  

dalla quale e dalla superiore si deducono per k,,  k ,  i valori: 
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Sostituendo questi valori nella (2) si giunge alla: 

dalla quale , osservando essere : 

Se infine si considera che per le relazioni (1) si hanno le: 

l'integrale iperellittico I si trasformerh ne1 seguente aggregato di integrali 
ellittici : 

1 .r=. . 

La Ma nei quali rapporti - - hanno i vaIori ultimi trovati. 
L M 

10 aprile 1869. 
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