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Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

(del Prof. FRANCESCO BRIOSCHI, a Milano). 

I n  una breve nota pubblicata ne1 secondo volume degli Annali di  M a l e  
matica (anno 1859), in occasione di alcune ricerche sulle linee di curva- 
tura della superficie delle onde, abbiamo data l'eqiiazione differenziale di 
quelle linee per una superficie qualunque, formata per mezzo dei parametri 
del piano tangente, supponendo i parametri stessi funzioni di due coordi- 
nate curvilinee. 11 sig.' OSSIAN BONNET nella sua interessante memoria 
« Sur I'ernploi d'un nouveau systéme de variables dans 2'étude des pro- 
priétés des surfaces courbes » (l) ha esposto una teorica completa delle su- 
perficie curve (non sviluppabili) fondata sulla considerazione delle variabili 
che servono a fissare la posizione del piano tangente. Rappresentando con 
Ox, Oy, Oz i tre assi ortogonali, le variabili del sig.' BONNET sono: 
1." l'angolo che il piano passante per la normale alla superficie parallela- 
mente all' asse delle x comprende col piano xz  ; 2." il logaritmo-tangente 
della met5 dell' angolo che la noymale fa coll'asse delle x; 3." la distanza 
dall'origine alla traccia del piano tangente su1 piano y z. Le due prime 
variabili determinano due sistemi di linee sulla superficie e ponno assu- 
mersi come parametri delle medesime ossia come coordinate curvilinee. 

Ma, sebbene questo sistema di variabili si presti assai opportunamente 
alla trattazione di molti ed importanti quistioni geometriche, come Io pro- 
varono il sig.' BONNET nella citata memoria e più receritemente il Prof. DINI 
nella sua nota « Sulle superficie nelle quali la somma dei due raggi di 
curvatura principale è costante » (2 ) ,  pure pensiamo che il concetto più 

(1) LIOUVILLE, Journal de Mathématiques. Deuxième série, tome V, année 1860. 
(2) Antzali d i  Matematica, tom0 VII, anno 1865. 

Annnli d i  Matematica. 
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2 Brio s chi: Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

generale adombrato ne1 breve nostro lavoro rammentato più sopra, di fondare 
cioé la teoria delle superficie sulia considerazione di variabili che deter- 
minino la posizione del piano tangente, senza fissare a priori quali deb- 
bano essere queste variabili, presenti il vantaggio di far dipendere la scelta 
del sistema di variabili da1 problema che si ha di mira. Il presente lavoro 
non h che un sapgio di questa maniera di considerazioni nelle ricerche 
d'analisi applicata alla geometria delle superficie. 

1." Se con x, y ,  z si indicano le coordinate rettangolari dei punti di 
una superficie, con u ,  v 11: curvilinee, adottando le ordinarie denomina- 
zioni : 

e 8 = e g  - f2 ; B noto che i valori dei coseni degli angoli a ,  P ,  y ,  che 
la normale alla superficie fa coi tre assi, si deducono dalle due equazioni: 

e dalla a2 + P2 + y2 = 1 . Per queste relazioni, indicando con A ,  B, C i 
primi membri delle equazioni che seguono, si hanno le: 
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Brios chi: Sulla teoria delle coordinale curvilinee. 

Ora le (11, (2) danno: 

d x  d2x dy  d2y dz d% z; de --+--+-----, 
du du2 d u  c h 2  d u  duz- a d u  

& d %  dy@y d z d 2 z  d f   de -- 
du d U 2 + d ~ i ~ *  XD=Z-GG > 

d 2 x  @y, , -=A, d2z 
a d ; n + P d ; a  due 

dalle quali e dalle analoghe si deducono pei differenziali secondi di x, y, z 
rispetto ad u, v le seguenti espressioni: 

dgx dx dx 
r d ; + A a  9 

(3) 
d2x dx dx 

da = PZ+ q X + B a  7 

a 4  -- 1 d 8  
du2 - 

nelle quali : 
1 d e  d g  1 dg de 

(4) p = D ( ~ d ; - î ; i ; )  > n=ra(ez - f ; i ; ) y  

d f  d e  
d u  

Se inoltïe si considera che dalle relazioni (2) e dalle seguenti: 

d x  
d u  do  

da da 
si derivano pey - - i seguenti valori: du d v  

dcc dx dx 
~ . - = ( ~ B - c J A )  du &+ ( f ~ - e ~ )  d; 7 

( 5 )  
d  x a.-= d u  ( f  c-CJB) $ + (f B-c c )  2 7 

ed analogamente mutando a in P, y ed x in y, z ;  si fa evidente per le 
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4 Br ios  c h i: Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

equazioni (3) che i differenziali di x di qualunque ordine rispetto ad u, v 
dx dx sono funzioni lineari di - , -, a.  Ma differenziando la prima delle 
du du 

equazioni (3) rispetto a v ,  la seconda rispetto ad u, i primi membri diven- 
tano identici , quindi sottraendo l'una equazione dall'altra , si giungerà àd 
un risultato della forma : 

il quale, dovendo sussistere col mutare la x in y ,  z e la a in P ,  y, dà 
luogo alle: 

L=O, M c O ,  N = O .  

Cosi derivando la seconda delle (3) rispetto a v, e la terza rispetto ad tc, 

si arriverà a tre equazioni: 

ma siccome oseguendo le calcolazioni indicate trovasi essere L = fil1, quelle 
sei equazioni si ridurranno alle tre seguenti: 

f dp dq 4 d2 log. 6 
S ( A C - B 2 ) ~ p q - r w + - + - - - - ~  du du 2 du du 

1 d 6  4 d 6  cltv d p  ~ ( A c - B ' )  =--p+--w+---- 
"L d u  dzt du 

2 p 2 - 2 q w ,  
à' 28 626 

ed allc due 

Notiamo che la seconda e la terza delle (6), osservando essere : 
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B r i  o s  ch i: Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 3 

si semplificano e danno le: 

Le equazioni (6) non costituiscono effettivamente che una sola equazione 
sotto differenti forme, equazione che fornisce il valore di A C- B2 , ed in 
conseguenza quel10 del prodotto dei raggi di curvatura della superficie in 
funzione di e, f, g e delle loro derivate prime e seconde rispetto ad u ed 
a v, come pel primo ha dimostrato GAUSS. 

1 valori dei coseni a ,  @, y: 

& (dy dz dy da) v i ( d a  dx di dx) a-- ,@=- ----- 1 d.z: dy dx dy 
du dü do dzc Y=- ----- du du do du vT( du dv dv du 

danno evidentemente : 

quindi essendo a2 +p + y2 = 1 , sarà cc esprimibile in funzione di e, f ,  g e 
dei differenziali primi di x rispetto ad u ed. a v. Cosi per P ,  y mutando x 
in y ,  z. 

2." Sebbene estranee all' argomento principale di questo scritto, aggiun- 
giamo alculle applicazioni delle formole superiori, per mostrare come la gene- 
ralità delle medesime non diminuisca la semplicitb, dei risultati. Se in cia- 
scuna delle equazioni (3) si trasportano tutti i termini del secondo membro, 
ad eccezione dell'ultimo, ne1 primo membro, quindi si moltiplicano fra loro 
la prima e la terza, e si sottrae da1 prodotto il quadrato della seconda, si 
ottiene la equazione : 

la quale, posto per AC- B2 un0 dei valori (6) e per a2 il valore dato dalla (9), 
diventa una equazione ai differenziali parziali del secondo ordine, i coef- 
ficienti della quale sono funzioni di e, f ,  9 e dei loro differenziali. Ora, se 
queste ultime sono note, la equazione difkrenziale superiore, e le altre 
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6 Br i O s chi: Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

due che ottengonsi mutando la x in y ,  z ,  daranno, integrate, i valori di 
x, y ,  z ;  ciot? daranno le  equazioni delle superficie applicabili a quella defi- 
nita dagli stessi valori di e ,  f ,  g. 

Il metodo generale suesposto per la ricerca di quelle equazioni si modi- 
fica perd nei casi particolari, e si pud talvolta giungere ad equazioni diffe- 
renziali meno complicate. Per esempio, se le A ,  B, C fossero legate dalla 
equazione : 

i 1 A + p B + v C = O ,  

nella quale le h, p,  v siano coefficienti numerici od espressioni conosciute 
di u e di u ,  l'equazione differenziale si otterrebbe moltiplicando le (3) per 
A, p, v e sommandole. Converrh quindi per determinare quelle equazioni ri- 
correre nei casi particolari alle relazioni (3). 

Cosi, siccome supponendo e = g , f = O, donde 6 = , p = - r = 

- i de -- 2 e d u j  q=-w=-- ' de 3 la prima e la terza delle equazioni (3) som- 
2e du 

mate danno: 

se A + C=O, cioè se la superficie che si considera ha i raggi di curvatura 
eguali e di segno contrario, l'equazione differenziale risulterh la: 

e le equazioni (7) daranno: 

quindi anche : 

3.O Nelle formole e nelle applicazioni precedenti si sono supposti noti i 
valori delle e ,  f ,  g in funzione di u e di v. Supporrd ne1 seguito che i 
coseni a, p, y degli angoli che la normale alla superficie fa cogli assi or- 
togonali sieno funzioni conosciute delle coordinate curvilinee. In questa 
ipotesi pongasi: 
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Brios  chi : Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 7 

da d g  
e sostituendo per d;; - 9 . 

du 
i valori dati dalle equazioni ( 5 ) ,  si avran- 

no le: 
8 1  =eBZ - 2 f A B  +gAz 9 

dalle qnali si deducono le reciproche: 

(10) k f =  ZBC- m(AC+ B Z ) + n A B ,  

essendo k= Zn - me. L' una O l'altra di queste due terne d'equazioni danno 
anche le due relazioni: 

8Ic= ( A C -  B2)2  

e siccome indicando con R,, R, i raggi di curvatura principale della su- 
perficie si hanno, corne b noto, le: 

si avranno altresi le seguenti: 
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Cosi, siccome per le relazioni superiori si hanno le (12) : 

k(Bf-Ce)=(AC-B2)(Bm-An), k(Af-Be)=(AC-B2)(B1 -Am) ,  

k(Bf+Ag)g(AC- B2)(Bm- Cl) ,  k ( C f  - Bg)= (AC- Ba)(Bn- Cm),  

dalle equazioni ( 5 )  si deducono le: 

dx d cr k - =  d x (Bm-An)du+(Am-B1) -, 
du du 

(1 3) 

le analoghe, mutando x in y, z ed a in P, y. 

Infine, osservando che per le (2) si ha : 

x 
sostituendo nella medesima i valori superiori di d; 9 d; 3 si ottiene la :  

e nello stesso modo la seconda: 

nelle quali le p,, q,, r,, w, si deducono dalle p, q, r ,  w mutando ordina- 
tamente le e, f ,  g nelle l, m, n. 

4 . O  Raccogliamo in questo paragrafo alcune formole colle quali, dati i 
valori delle 2, m, n, si ponno nei casi particolari dedurre quelli delle a, P,  y. 

Per le espressioni di 1, m, n si hanno evidentcmente le equazioni: 
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R r i O s ch i : Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 9 

dalle quali si ottengono analogamente alle (3) del $j 1.O le seguenti: 

e nello stesso modo: 

Cosi i valori di a ,  p, y dedotti dalle: 

conducono a relazioni simili alle (9) : 

ed i valosi stessi danno altre tïe relazioni della forma: 

5 . O  Passiamo ora a mostrare come le formole trovate sopra si psestino op- 
' portunamente nella h t t az ione  di varie quistioni speciali. Consideriamo dap- 

prima le superficie per le quali la somma dei raggi di curvatura è costante, 
cioè : 

RI+R,=2h, 

essendo h costante. 

La seconda delle equazioni (11) dà: 

alla quale si soddisfà suppanendo : 
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1 O B ri o s  c li i: S u l l a  teorin dellc caordinate curvilinae. 

11% 
Dalla prima di queste, i n t e s a n d o ,  si  ottiene - =912$ Cu), per la quale 

d l &  

la quarta si muta nella: 

Supponcndo per maggiorc s9mplicita: 

La (17), pei valori superimi di  1, m, 1.2, a, diventa: 

@ dB U-+?J- '=-ap,  
dit du 

21 - 2' 
ed infine, essendo a2 t pE+ y2 = 1, si h a  y = i - . 

n u +  1 

Determinati cosi i valori di a,p, y in fuilzione di u,  V ,  i quali annullano 
Z ed n, osserviamo che, essendo B = - m 18 le equazioni (14) danno le : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B r i  O s ch i: Sulla teoria delle coordiaate curvilinee. 11 

ed in6ne dalle (13) si deducono le:  

d x du.  (II/ d $  ,l d: tly ,i - = I L  --IL+ (u);-=II- - -  (1 - u') $ (u). - = IL -4- 3 (1 + u') Q (u), 
d (4 l.l U t h  dl6 'ii ' du dl6 M 

11.c 41 d; ed analoghi valori per - , - , -, mutando u in v, Q in 4, ed i iu - i 
do du do 

nell' ultima. 

Si hanno cosi le cquazioni differenziali della superficie: 

clz=hda-UQ, (u) du-v+ (v) du, 

Se h = O ,  cioè se la superficie che si considera è quella d'area minima, 
le relazioni (10) danno le: 

ed il differenziale dell'arco sarà espresso dalla forïuola: 

Da questo sistema di c o o r d i n a t e  s i m m e t  r i c h e  a ,  v ,  passando all'altro 
sistema pure simmetrico , dato dalle relazioni : 

si avrà: -2 

d S = 2 f ( d s + ~ ) ,  

e le equazioni differenziali siiperiori si potranno porre sotto la forma data ad 
esse da1 sig. WEIERSTRASS, in un recente lavoro presentato alllAccademia 
delle scienze di Berlino « Uebcr die Fliichen,in de?îm die urittlcre Ii~iii~a~~~mg 
überall gleiclz Nul1 ist ». 
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2 Y B r i o s  c h i :  Sulla teor ia  delle coord ina  te curvilinee. 

Ne1 secondo caso che intendiamo esaminare, se si suppone che 1 e quiildi 9% 

sieno funzioni soltanto di v, si hanno le: 

e la seconda delle (14) dà: 

il quale valoïe sostituito nella terza delle stesse ( l5) ,  ossia nel!a : 

conduce alla 

per la quale 1 viene determinata dalla: 

e si ha 4 (u) = * \('1: QuestY ultima equanione differenziale è soddisfatta 
1 poilendo \IT = - 

cos. iu ' si avr& quindi: 

a =J- cos. lu  [q(u)*q ; 

e siccorne sos.tit~ieiido questo valore di a nella (19) si giunge alla: 

sen. u 
s i h a a = -  

cos. iv 7 e 1s (17) riducesi per questi valori di a ,  1 alla seguente: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B r i o s  chi: Sulla teoria delle coordiilate cuïviliilee. 13 

la quale t: subito integrata e dà pel valore di P :  

COS. 1C 

@ =  ,, e quindi y = i tang. iv. 

cioè le coosdinate cuïvilinee u, v corrispondono alle prime due variabili del 
sistema considerato da1 sig.' BONNET nella memoria citata. 

Ottenuti cosi i valori di a, P, y pei quali Z=n, m=O ed Z funzione della 
sola v, osservando che le (14) riduconsi in questo caso alle: 

d A  d B  ---_ d B  clC - i tang. i v. ( A  + C) , - - - - (lu du du d t h - O 9  

ne1 pïoblema che si ha di mira essendo: 

per cui 

si avrà anche : 

d2A ( P A  Pl -+- ,c-h- ,  
du2 dv du2 

ossia : 
ib  A = f (s) + F ( t )  - - 

cos.$ i v ' 

posto s=u+iv, t = u - i v .  Cosi avremo: 

h .  C r - f ( s ) - F ( t ) - -  cos." v 

e : 

B = i I f  (s)  - F ( t ) ]  ; 

i quali valori sostituiti iielle (13) danno le equazioni diffwenaiali della su- 
perficie richiesta, ossia: 

dx=izda- f (s )cos . sds-  F ( t ) c o s . t d t ,  

dy == + f (sj sen. sds + F ( t )  sen. t d t  , 
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4 & Br. i O schi :  Sulla teorici delle ooor'di~iatc cul,vilinee. 

Kotiamo clie per le ( i  1) essendo : 

per le superficie nelle quali R,=R,, ne1 primo sistema di coordinate deve 
essere AC= O ,  e ne1 secondon 

e le formole superiori si prestano nell'un caso e nell'altro alla ricerca delle 
equazioni differenziali delle superficie stesse. 

6." dbbiaino dimostrato ne1 precedent? paragrafo corne le formo!e e le 
considerazioni esposte nei paragsafi terzo e quarto condiicono facilmenté 
alla scelta di quel sistema di coordiiiate u, v che si presenta più op- 
portiino ne1 problema particolare clic si lis di mira. Potremmo aggiungere 
altri esempi, ma ci limitercmo ad dcune osservazioni sulla equazione ge- 
ikerale delle linee di curvatura, giacchk la introduzione delle variabili l, m, 1~ 

nella equazione stessa conduce ad alcurii risultati di qualche interesse. 
È noto clie la equazione delle linee di cur~at i i ra  in coordinate-cur~iliiiee u,v 

B la segiieiltc: 

la qurrlc per le relazioni (12) si trasforma nella: 

Questa equazioiïe nell'ipotesi di 1= IL= 3 siducesi alla: 

-2 
~ d c f  Cdv ; 

ed essendo per le silperficie nelle quali la somma dei raggi di curvatura 15 
costtinte A=$(u) C=$(v) , la equazione stessa è ridotta alle quadra- 
ture cia quel sistema di coordinate u,  v .  

Cosi se si suppone L=n , m=O , si ottiene la: 
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Briosc  h i: Sulla teoria c?clle coordina te currilinee. 13 

la  qualc pei rülori di A ,  B, C t r o ~ a t i  per le siiperficie snddette ne1 si- 
stema di  coordinate che ora cmuicitwinrn~. si trasforma nella: 

È: iioto clic pei. iinn linca di cari-nf:?i.a si Iiaiino 1~ 

c che In conrlieionc necessaria e snfricicntc! pcrchi. ilna linva iiello spanio 
sia piana è la : 

quindi ninnche ima linea di  ciirvatura sin piana, (lori4 sussistew In erliin- 
zionc seguente: 

Qiiest' ultima i n t c p t a  d i :  

essendo h, p,  7 ~ ,  IL quattro costanti: proprictà dimostrntn da . J o ~ c ~ r u ; ~ r r a ~  
per una l i m a  di curvatura piana; ma suppo~endo  lc a, P ,  y funzioni di u, Y, 
la eqixazione stcssa condurrà ad iina equazione diffcrenziale del terzo or- 
dinc, i coefficienti dclla quale sono funzioni di 1, j n ,  n e delle loro d e r i ~ a t c .  
Allorquando qucsta equazione sia i n t e p b i l e ,  si atterra la relazione che dcve 
sussistere fra le u, v Inngo quella linea rli curvatura. 

Sia s(u ,  v )  = c questa relazione, indicando con c una delle costanti in- 
trodotte dalla integrazione; essa potrà evidcntemcnte rappresentare un si- 
stcrna di linee di curvatura piane; e se  con t (u, 21) = c ,  si indica il sistema 
ortogonalc, dovranno le s ,  t soddisfriri nllc cliic rqi;nzioni: 
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16 Br  i osc hi: Sulla teoria delle coordinatc curvilinee. 

d s  dl  ds d l  d s  d t  as d l  
A - - - B ( ~ , + ~ ~ ) + C - - = ~ .  du do d u  dit 

i primi membri delle quali, fatta astrazione da un fattore , sono i ralori 
delle f', B, corrispondenti al sistema di coordinate curvilinee s, t .  Da queste 
equazioni, rammentando le relazioni (12), deducesi facilmente l'eguaglinnza 
dei rapporti : 

Nei due casi considerati al § 5.' la ricerca delle equazioni differenziali con- - 
siderate sopra e la loro integrazione non presenta alcuna difficoltà; ponendo 

dv in fatti - = v' si ottengono le: 
dtb 

le  quali integrate danno: 

essendo a ,  b le costanti del17integrazione. Inoltre dalle equazioni (20) si 
deducono le seguenti : 

dalla prima e terza delle quali, supponendo noto s, si otterrà colla inte- 
grazione la t (u, v) = c l .  Infine, se quest'ultima equazione sa r i  un integrale 
particolare della equazione ai differenziali del terzo ordine considerata sopra, 
anche le linee di curx.atura del secondo sistema saranno piane. 
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Ora trasformando la  seconda delle (21) col porre: 

a 
cos. (U + b)= i cos. E L / 4  -a2  

si ottiene la d v = i d k ,  per la qiiale, indicando con c ana costante, si de- 
duce : 

cos. (a+ b )  - 
cos. i (u + c )  - = h;  

a 

cioh supponendo : 
cos. (u $ b )  s =  
cos. i (v+ c)  

la equazione s=h rappresenta un sistema di linee di curvatwa piane. So- 
stituendo questo valore di s nella seconda delle (22) si ottiene facilmente 
per t il valore seguente: 

sen. (TL + b )  t= 
isen.i(v + c) ' 

e la equazione t=h, rappresenta l'altrn sistema di linee di curvatura. Ma 
7c 1 -a2 

siccome mutando la b in b - - 2 nella seconda delle (21), e ponendo 7 = h,' 

si ha la :  
l cos. (21 + b )  

di cui 1' integrale & appunto t=h,, se ne dednce che le linee rappresen- 
tate da quest'ultima equazione sono anche linee piane. Le coordinate curvi- 
linee s, t saranno percid le più opportune nello studio delle superficie nelle 
quali le linee di curvatura dell'uno e dell' altro sistema sono linee piane. 
Supponendo b= O ,  otteniamo per s, t i valori trovati da1 sig.' BONNET nella 
memoria succitata, copiderando le trasformate sferiche delle linee di curva- 
tura,  e da1 medesimo applicati al10 studio delle superficie nelie quali tutte 
le linee di curvatura sono piane. Questa ricerca si rende assai semplice se 
osservasi che, indicando l'equazione del piano della l ima di curvatura s = h 
con : 

hx+py+vz=p, 
si ha: 

;1ai- ,up+vy=f),  
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18 Brios chi: Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

essendo h,  p, v, p, 6 furizioni di s ; e che conoscendosi i valori di a ,  ,û, y 
in funzioni di s, t ,  dalla seconda di queste equazioni e dai differenziali della 
medesima rispetto a t si deducono i valori di h ,  p ,  v .  Cosi si ha: 

per le linee t=h, : y-bsz=.S(s ) ,  /3-bsy-as,  

a, b essendo due costanti , cioè a = cos. i c , b = cos. i c . Il sig.' SERRET lia 
già dimostrato nelle sue memorie sulle superficie a linee di curvatiira piane, 
come da queste equazioni si giunga facilmente a quella delle superficie 
stesse. 

7 . O  &elle ricerche sulle linee di curvatura delle superficie il problema che 
d'ordinario ci occupa b il diretto, data, cioè, l'equazione di una superficie, 
determinare quelle delle sue linee di curvatura; ma le difficolti che incon- 
transi nella inteprazione della equazione delle linee stesse non lasciano lu- 
singa di molti risultati seguendo quella via. In questi ultimi tempi si prese 
anche a considerare il pïoblema reciproco, ne1 quale si domandano le su- 
perficie di cui un sistema od i due sistemi di linee di curvatura sono linee 
di una data famiglia; ed i risultamenti ottenuti nelle riceïche sulle super- 
ficie aventi le linee di curvatura piane O sferiche, gi8 importanti per sè stessi, 
mostrano la convenienza di limitare ancora più il problema onde giungere 
per gradi ad una soluzione completa. Per eseinpio, ristringendoci al caso di 
linee piane, quali sono le superficie nelle quali uno dei sistemi di linee di 
curvatura sono linee piane di cui le coordinate si esprimano in funzioni ra- 
zionali di un parametro, ed in  funzioni elittiche od abeliane? 

Siano X, Y le coordinate di un piinto di una linea piana, e :  

l'eqiiazione del piano di essa linea, riferito a tre assi ortogonali. Se con 
x, y ,  z denotiamo le coordinate di quel punto rispetto a questi ultimi assi 
si hanno le: 

purché fra i coseni 2 7  XI sussistailo le sei ordinarie equazioni , e per- 
cid sia: 

c = rd X 2 c t + / ' e h + l  2 
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B ri o s  c h i: Sulla teoria delle coordinate curviliilee. 19 

Suppongasi che le a,  b, c ed i nove coseni A,  p - .  - sieno funzioni di una 
variabile u, e le coordinate X, Y funzioni della stessa u e di un'altra va- 
~eiabile W. Le x, y, z date dalle (23) ponno cosi considerarsi corne COOP- 

dinate rettangolari, e le u, v corne coordinate curvilinee di una superficie; 
le l ime per le qudi  u= cost. essendo linee piane. Osa siccome ponendo: 

dalle (23) si deducono le seguenti: 

e da queste la :  

d'x d P  d Q  d R  . -=a - +9" -+2 - , 
dzc du dv du "v 

le condizioni perche le linee u = cost.', v = c o ~ t . ~  sieno linee di curvatura pren- 
deranno la forma: 

dx tly dz - - 
du dlc d u  

d% d2y d 2 z  --- 
dudv du dv du dv 

la seconda delle quali per l'antecedente si riduce alla: 
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e questa integrata dB : 

P5)  Pz+ Q4+RB=pgRa,  

essendo p una funzione della sola variabile u. Le X, Y delle equazioni (23) 
dovranno quindi verificare le due equazicni : 

posto +2.=p2 - 1 . La seconda di esse b soddisfatta supponendo: 

ed q una funzione di u e di v da determinarsi; e per queste dalla prima 
delle (26) si deducono le: 

essendo < una seconda funzione indeterminata. Differenziando le equazioni 
(27) rispetto a v, avuto riguardo alle' (28) si ottengono le due seguenti: 

per le quali saranno : 

Ora se con 9 si indica una funzione di u e di v,  e si pone: 

la seconda delle equazioni (28) dà Y= 9 sen. q , e dalla prima risultando: 
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si deduce l a :  
X=-r-ql  COS. q , 

supponendo la funzione 9 determinata mediante la: 

e E simbolo di una nuova funzione da determinarsi. 

Alle X, Y si sono cos1 sostituite due nuove variabili f;V, q legate alle pri- 
me per le: 

essendo $J m a  funzione di f ,  7 data dalla (30), ed y una funzione di u ,  v 
determinata dalla prima delle (29). La equazione differenziale che determina 
la funzione pud dedursi dalla seconda delle (29) O più semplicemente so- 
stituendo questi valori delle X, Y nelle (27). In questo modo si ottengono 
le seguenti: 

d9 dalle quali eliminando - si ha : 
du 

colla quale determinasi E,  conosciuto 7 per mezzo della prima delle (29). 
Se nelle formole superiori si suppongono 1, = l,= q = O ; 1 = 1, le (29) 

(32) diventano : 

da d b  si deducono facilmente le se- e scrivendo a', b'. * . in luogo di -, du . . . du 
guenti : 

jl=& , r . ? " l ~ a ' = u " ,  . . . 
per le quali : 

de + bla + = 1 , + bris + - - r 2 ,  
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ed infine : 

C/J sen. y ,  

ed analogamente pcr y, .z mutando la a in b, c .  Sono queste le equazioni 
già trovate per mezzo di considerazioni geometriche da JOACHIMSTHAL, per 
le superficie nelle quali le linee di curvatura di un sistema. sono piane. 

Notisi che, continuando a rappresentare con a ,  P, y i coseni degli angoli 
clie la normale alle superficie fa cogli assi delle x, y, Z ,  si ha: 

O ponendo .i p=-- $ ~ = p  cos.0 sarà: 
sen. 8 

u = 3, sen. 0 sen.y + 2, sen. 8 cos. 17 + h, cos. 8 ; 

e quindi 8 è l'angolo compreso da1 piano tangente e da quel10 della linea 
di curvatura, ed 17 I'angolo che la projezione della normale sopra quest'ul- 
timo piano comprende coll'asse delle Y. Queste espressioni pei coseni degli 
ailgoli che la normale, alla superficie considerata, forma CO@ assi ortogo- 
nali, e quelle che dalle medesime si ponno dedurre per A ,  B, C, e le altre 
quantità delle quali si fece uso nei paragrafi precedenti, ci offrirebbero un 
mezzo facile allorquando si volessero determinare le proprietà generali a 
questa classe di superficie. 

Ma nella trattazione del problema speciale che abbiamo enunciato al prin- 
cipio di questo paragrafo conviene ritornare alle equazioni (26), contenendo 
esse le coordinate X, Y della linea piana. A queste equazioni aggiungendo 
quelle cl-ie esprimono le proprietà caratteristiche indicate per le coordinate 
medesime, si otterranno d s  una parte per le sei quantità (24) valori i quali, 
si potrebbe dire, limitano i movimenti del piano della linea, e si giungerà dal- 
l'altra a stabilire le relazioni che devono sussistere fra i parametri della linea 
stessa, considerati come funzioni della variabile u, afônché essa possa es- 
sere linea di curvatura. 
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Sulla rappresentazione tipica 
delle forme 'binarie. 

(dei  P~ofessori A. CLEESCH e P. GORDA'I, ~1 Giessen). 

Un.* forma binaria di p a d o  2 11 + 1 ( n  > l ) piid essere rappresentata 
t i p i c a m e n t e  , ossia con coefficienti che siano a u n  tempo invarianti, se, 
deviando alquanto da1 metodo adottato da1 sig.' HERMITE per le forme di 
quinto grado, si introducono due covarianti lineari come variabili. Siccome 
perO il numero dei coefficienti della forma tipica, incluso u n  denominatore 
comune, supera di quattro i l  nnmero degli invarianti, cosi si  possono in- 
trodurre i coefficienti medesimi della forma tipica come invarianti fonda- 
mentali, purché si stabiliscano fra essi qnattro relazioni, le  quali diano a 
quella i l  carattere di forma tipica. Cid si  effettua costruendo per la  forma 
tipica i covarianti scelti come variabili e scrivendo le condizioni perche essi 
coincidano colle variabili stesse, moltiplicate per una potenza (facile a rico- 
noscersi) del determinante della trasformaziorie. Questo processo perd non 
b piii sufficiente quando si voglia esprimere tutto mediante gli invarianti 
più semplici della forma. I n  ta1 caso conviene seguire vie speciali; e la 
forma tipica pud essere ottenuta con mezzi che, se anche affatto simili fïa 
loro, pure presentano qualche differenza pei diversi gradi. Noi effettuerenlo 
questa rappresentazione per le forme di quinto grado ; l a  quale a un di 
presso comprende in sé tutta la  teoria di queste forme; e si  rileverà facil- 
inente che le forme di grado dispari possoilo, l ' m a  dopo l'altra, cssere trattate 
nella stessa guisa. 

Similmente per le  forme di grado 212  (n> 2). Qui si  ottiene la rappre- 
sentazione tipica introducendo tre covarianti di secondo grado;  fra questi 
h a  luogo iina equazione di secondo grado, mentre la forma stessa k rap- 
preseiltata come forma ternaria del grado n, ed i coefficienti sono tutti 
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2 4 Clebsch e Gordan : Sulle forme binarie. 

invarianti. Anche in questo cas0 si possono assumere i coefficenti come in- 
varianti fondamentali, cercando le relazioni fra i medesimi le quali carat- 
terizzano la forma tipica. Per ottenere queste relazioni basta comporre 
per la forma tipica i prescelti covarianti di secondo grado e paragoilarli 
con quelli assunti come dati. Ed anche qui occorrono metodi particolari per 
esprimere il tutto mediante gli invarianti più semplici. Noi li sviluppe- 
remo, in via d'esempio, per le forme di sesto grado, e daremo i tratti princi- 
pali della teoria di qiieste forme; il proseguire la via analoga per le forme 
di grado superiore non ha alcuna difficoltà. 

1 risultati ottenuti, in quanto risguardano le forme di quinto grado,  O 

sono già noti pei l avo~ i  dei signori CAYLEY, SYLVESTER, SALMON, HERMITE, 
O facilmente deducibili da essi; noi crediamo quindi che per questa parte 
1' importanza principale stia nell' esposizione sistematica. Ma rispetto alle 
forme di sesto grado sono state assegnate finora soltanto alcune forme fon- 
darnentali (CAYLEY, Mernoirs upon Quantics) ed in ispecie calcolati gli in- 
varianti (cfï. SALMON, Higher Algebra, 2." ediz.), senza che siasi tentato di 
presentare la connessione delle forme, il che invece noi facciamo completa- 
mente. Del resto gli invarianti qui prescelti come fondamentali differiscono 
da quelli usati altrove, essendo nella presente ricerca emersa da sé la ne- 
cessità di introdurre appunto questi e non altri invarianti. 

FoPme di qninto grado. Eorû forme fondamiieiitali. 
* 

La forma binaria : 

si rappresenti simbolicamente con : 

Ricavando da u la forma di quarto grado nelle y :  
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e formando rispetto ad essa gli invarianti i, j della forma di quarto grado, 
si ottengono covarianti di secondo e terzo grado. Se con ui, ui, si indi- 
Cano sempre derivate divise per v ,  v (v-1) , . . ? dove v è il grado della fun- 
zione, sa& : 

ovvero simholicamente , posto ni bk - bi CI,: = (n  O) : 

L'espressione simbolica di j pua essere trasformata, e si arriva cosi ad 
un'rtltra maniera di generare 3 .  In fatti, se si fa uso clel17equazione simbolica: 

(an? a,"=(nnff) u,'- ut nu) cc, , 
j si muta nella somma di due termini che col10 scamkio di a' ed n diven- 
tano perfettamente eguali, onde si pua invece dei due termini medesimi 
porre il doppio dell'uno di essi. Si ha cosi: 

Sostituendo di nuovo per (aur') a,' il suo valore desunto dall'identità 
superiore, à si divide ancora in due parti: 

la wconia delle quali E - j, perche essa si desume dall'espressione pre- 
cedente scambiando a' con a" ; e la prima é, con altro segno, l'espres- 
sione simbolica della funzione zr,, i,, - 2 u,, i l ,+ I I - ,  il, ; si ha dunque la 
formola : 

ull iS9 - 2u12 i12+2t22i11=-2j, 

che somministra iina seconda maniera di. forniarc j . 
d m ~ l i  di i f n f ~ m n f i r n .  
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~a fra 26 e J' sussiste ailcora un' altra rclazione clle B di importanza fon- 
damentale per la teoria. Cioi: s i  a n n n l l a  identicamente il covariante di se- 
condo grado : 

III fatti, se si pone pcr ,j l'espressione siinholica : 

2 3 ,i == - 4 ( a i )  a, . 

che risulta dalla siia sccoiicla rappresentazione, il covariante anzidetto as- 
s:ime la forma : 

la quale, per l'identità giii considerata : 

(ai)n.L-(a'i)aZ=(c6a')i,, 

diviene : 

+ ( c ~ a l ) ~ i ,  f (ai)n,'+ ( c l r i )  a, 1 .  
Ma questa non B altm cosa che il determinante funzionale di dixe fun- 

zioni entrambe iiguali ad i, epperd è identicamente zero. 
Da .j scaturisce un secondo covariante quadratico: 

Se questo covariante si combina con i nella forma V + 2 i ,  nei coeffi- 
cienti del determinante di questa funzione si otterranno gli invarianti in- 
dipcndenti di u . Ciok, se si pone: 

i tre invarianti ( i  cui ordini sono rispettivamente 4, 8 e 12)  saraiino: 
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. . A = zll z,, - i++( iir )' , 
B=i( i11~22-2  i~2c12+i22cll) =+ ( i ~ ) ~  , 
C=T,,T,,-T;++(..~)~ . 

11 divisore 2 in B non è che apparente, perche, in  virtù del modo con 

L'ultima espressione di 9 mostra a dirittura che hanno luogo l e  due 
equazioni : 

i22-231, i,,i-3,, ill=0 , 

cui sono foimati, il,, i,,, *,,, T~~ sono divisibili per 2. 
Inoltre da i e da T si ricava il covariante: 

Ma il determinante di 3 è:  

3=ilrt,-al i,=(iz) i,c,= 

e pu6 per conseguenza essere .riprodotto dalla moltiplicazione dei deter- 
minant.i corrispondenti dei sistemi incompleti : 

i,, -24, ill 

4 1  Ill 4 
il, cl, -xl x, 

i22 2 2 2  4 

che dà il determinante: 

illi22-2iL2i12 +is2iIl .ii1 v82-2i12~12+i22c11 

1 2 - I I  v ~ ~ e 2 ~ - 2 v 1 2 T 1 2  +z,2a11 1 
Si ha dunque la formola: 
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Per rappresciitaro 3' iu i c T ,  si lia iii virtù dell'esp~essioiie di 5 gib 

ossia, eseguendo la moltiplicazione : 

Differenziando questa equazione si trova : 

32= 

Da ultimo ïitornando alle forme i e j ,  dalla combinazione delle mede- 
sime nasce un covariante lineare : 

A U i  

B C T ,  

i r 0  

Altri covarianti lineari si formano combinando cc con i, ?, 3 ('); di alcuni 
fra essi si tratter& aiicora piii avanti. 

e finalmente: 

Y=- f A ~ ~ - 2 B v i + C i ~ f .  

(*) Formando il determinante funzionale di ciascun covariante quadratico i con cia- 
scun covariante cp di grado v ,  si genera un altro covariante dello stesso grado. Ma si 
possono formare nuovi covarianti dello stesso grado v anche differenziando 9 rispetto 
ai coefficienti della funzione primitiva u di grado n e inettendo invece delle differen- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cl e b s c h  e G o r  da il : Sulle forme binarie 

somministra incontanente la rappresentazione del quadsato deli' invariante 
(di HERMITE) del 18.' ordine mediante gli in1,arianti A, B, C .  In fatti, se 
in 3,  T ed i poniamo per x,, x, i coefficienti a,, - a, del covariante lineare a, 
allora 3 si cambia nell'invariante del 1 8 . O  ordine: 

ziali i coefficienti della forma u4 ip-ii u2 , che é parimente di grado n .  Allora si pre- 
senta la notabile circostanza che i due processi conducono al medesimo risultato. Sia 
in fatti la funzione data: 

le equazioni differenziali parziali soddisfatte da1 covariante p si possono, secondo il si- 
gnor ARONHOLD, porre sotto la forma simbolica : 

introducendo le equazioni simboliche: 

Indicati ora con a,, a,, . . . i coefficienti della forma u, i2-&ut, corrispondetiti 
agli a, consideriamo la niiova forma nascente da p :  
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m c u t l ~  i e c diventailo gli iiivariaiiti del 12." e del l 6 . O  ordine : 

Dunque dall'equazione superiore si ha la relazione fra R ,  PI, iV : 

Resta soltaiito ad esprimere 1CI ed 1V per mezzo di A,  B ,  C, cid che si fa 
razioualmente. 

Se le forme u, i, j ,  che sono rispettivamente del primo, secondo e terzo 
grado, si riguardano come indipendenti fra loro, competono ad esse cinque 
invarianti indipendenti i quali sono gli invarianti A ,  B, C, M, N. 

Se si fa uso solamente della circostanza che a nasce da i e j ,  conside- 
rando perd ancora i coefficienti di i e j come indipendenti, ne segue una re- 
lazione fra i cinque invarianti, ed in vero si vede facilmente che essa con- 
siste in una rappresentazione di N per mezzo di A ,  B, C. Si ottiene questa 
relazione ne1 modo seguente. 

La forma N non è che +a, dove x,, x, siano suwogate da a,, -al, ci06 
si ha: 

la quaie per mezzo delle sostituzioni simboliche si trasforma manifestamente in: 

7+2-1 P 

CL, 5f + 11. si c2 + . . . = ( ~ 1 ~  i2 - i2uI)  
per modo che si ha simbolicamente : 

l y 

. P 

= (i13 r4 + 123 c2)  11, (F) - ( i l l  tI$ i12 &.i 1f2 (<) 

ovvero , per le equazioni differenziali parziali soddisfatte da cp: 

Si ha dunque il teorema: 
Se si ditrerenzia un covariante cp di grado v rispetto ai coefficienti della funzione zr 

di grado 18, dalla quale esso trae origine, e se invece delle differenziali si pongono i 
coefficieriti della forma ul 4- i, il,, dove i B un covariante quadratico qualsivoglia, si 
ottiene il covariante pl i2 -il y, nioltiplicato per . 
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rale a dire, N è il determinante della forma di secondo grado: 

la quale, mercè l'introdiizione dell' espressione simbolica di a assume siic- 
cessivamente le forme : 

,jz(,ja)= i j : ( j j r ) ( j r i ) 2  

- 1. ( j f )  {g ( j f  - - 4 ( j i ) 2 i  

= - +(jej 'y { ( j i ) j f % +  (,j'i),jx 1. 
- 1 '  ' - q ( 2 7 ) 2 , ~ , = $ 3 .  

Diinqiie NB il determinante di 3 ,  diviso per 4, ciob si ha: 

Se poil in secondo luogo, si considera iiioltre che i e j sono composti coi 
coefficienti della medesima forma di quinto grado, si ottiene iina seconda 
relazione che serve ad esprimere M per mezzo di A ,  B, C. 

A quest'uopo cominciamo da1 considerare la forma cubica: 

che B di un'irnportanza prirnaria anche per ci6 che segiie. Il prodotto: 

Aj = +(iir)' ((aaq2 (aa")2 (af arl)' a, a,' a," 

per mezzo de117equazione : 

che scaturisce dalla relazione identica già usata più volte, e riiinendo i ter- 
mini identici, si trasforma in : 

A j  =+ { (ai)' (ar if)2 - ( a i )  (air)  (af i )  (af i r) 1 (a ntr)'(dct!t)2 az uJa,Lf 

Tnoltre dalle identità : 

( a i )  (ararr) + (aur) (alti) + (aarr) ( iaf ) = O 

(a 2") (nt nu) + (a ar ) (n"ir) + (a arl) (if ar) = O 
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segnono le equazioni : 

3 ( a i )  (a f  i )  (acCf) (ar d l )  =(a i)2 (cir alf)' + (ari )2 (cc  CL")^ - in ch?2 , 
2 (ni') (a'i') (anIl) ( ct' a'' ) = (ai') (da'') + (di') (cc ccf1) - (cc a') "al'i') ; 

e t ra~fo~mando,  mediante queste equazioni, la seconda parte dell'sspressione 
ppecedente di A j ,  si trova, dopo aver riuniti i termini identici: 

La prima parte del secondo membro non B altro che # ai;  la seconda parte, 
in virtù della seconda formola per j ,  pud essere surrogata da :  

e quiildi trasformata mediante l'eqiiazione : 

omettendovi la seconda parte contenente ( f a ) ' ,  a cagione della relazione 
fra u e j .  Si trova cosi per quel!a parte l'espressione: 

Qiiesta B la forma ccrcata, e si ha percid l'importante equazione: 

Cerchiamo ora che cosa avvenga di questa eqiiazione, se in luogo delle 
potenze delle x vi si introducano, in ordine rovesciato e coi segni cam- 
biati , i coefficienti della forma cubica: 

Il primo membro diviene: 

3(a7)' ( i j )  ( i a )  ( j a I 2  = - 3 (rir) ( ici)  ( ju)'  ( n i )  ( , j t ) -  ( o j )  ( ~ i )  , 
ovvero , omessa la parte moltiplicata pe,r ( j a ) 3 :  

3 (CL?)  (n.i)' ( j ~ i ) ~  ( j t )  = - G ( , j f i )  (j*j1)' ( j r )  = - d (77')?= - 6 C .  
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Poi da j si ricava: 

3(i j)( i j r)( j j ' ) '  = 3(i~)'= 3U . 

Finalmente la  combinazione di ia colla funzione 3 ( i l  j, - j, i,) ci& : 

La p ~ i i n a  parte di questa espressione è identicamente nalla, peyché essz 
muta di segno se si scarnbia j con j'. La seconda & :  

Dunque, in seguito a queste operazioni, 1' erluazione pToposta diviene : 

onde si ottiene per M il valore : 

u questa è l a  seconda relazione fra g l i  iiivarianti. 

Se si forma il determinante funzionale di a e di u n  covariante qiiadratico , 
ne risulta un nuovo covariante l ineam Sicconle a é del 5 O  ordine nei cocf- 
ficieiiti di zi, cos: le combinazioni di u con i ,  7,s  danno covarianti lincari 
degli ordini 7 ,  5 ,  13. Fra essi l'ultimo ha una particolare importanza, ed b 
appropriato ad essere introdotto nclle forme tipiclle, essendo la differenza 
del suo ordine con qucllo di a divisibilc per 4 ;  d'onde scgue che,  SC si 
assnmono n e : 

y= : ( 3 1 a 2 - ~ , S , ) ,  

come variabili nella composizione delle forme tipiche, gli ordini dei coeffi- 
cienti dei singoli termini saranno tutt i  numeri congrui rispetto a l  modulo 4 ,  
e conseguentemente l'iiivariante del 18O ordine, il quale è espresso irrazio- 
nalmente per mezzo degli altri non pud entraïc nei coefficienti. Invece esso 
i? il determinante della trasformazione , avendosi : 

"J n2 - al 'y2 = n. 
d!atnli di Jlnionsticn. 
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Prima di tutto espriniiaino i, 7 e 9 per mezzo di  cn e y. 
Dalle formole : 

segue : 

e per una qualsivoglia forma di çrado v : 

si ottiene 1' espressione simbolica : 

1 coefficienti si determinano corne segue. In primo luogo, per la defini- 
zione degli invarianti H, M ,  N, è : 

Poi, se 9 esprime una qualunque delle funzioni i, v ,  3:  si ha: 

cioé (P.,. é la meta del deierminaiite funzionale di 9 e 9, ove poilgansi a , ,  
- a, invece di x,, x,. Percià dalla espressione d i  clucsto determinante fun- 
zionale, siiperiormente data, s i  ha: 
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Le due combinazioni : 

che sono le metà delle derivate di - R2 rispetto ad M ed N ,  sembranci 
abbastanza importanti per giustificare una particolare notazione. Per mezm 
di questa abbiamo: 

+ 3,,=O, iu,=-S, 'a,= T. 

Da ultirno si trovano B Y Y ,  iyY, ryy ,  applicando le equazioni: 
- SI, s2, - 3,; - A C- Ba , 

9,,i,, +9,2i,,-29,,il,=0, 

3ii'-Cse+S2,7,,-23,g'i2=0 

ailla forma tipica, onde esse diventano: 

3aa9yy-9&= R2 ( A  C - B 2 )  =4NR2, 

Ba, iw - 2 Bu, iay t 9, iaa =. O , 

~ a a z i / r - 2 S a y f a y t S y y ~ a a = 0 .  

Di qui si desume: 

g y y = 2 N R ,  i y i y y = - 2 N M ,  y y y = - 2 N 2 ,  

epperd le forme tipiche di  3, i, z. sono le seguenti : 

' B 3 =  9 y2 + N u 2  , 
+ R 2 i  = M ( y B - N a 2 )  + S a Y ,  

+ R 2 ~  = N ( y 2  - N a Z ) -  T a y .  

Q~ieste equazioni danno : 
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d o ~ e  si é adoperata soltanto la : 

nr r r 7 +  N S = -  1F. 

Ili clni si vedc clie a e  y p o s s o n o  a n c h e  e s s e r e  d e f i n i t i  corne i f a t t o r i  
r a z i o n a l i  d e l l a  cornbinaz io i ie  A I T - N i .  E fiiialmente dalle stesse equa- 
zioni seguc : 

R b  - Y i - S r  y2 = 
4 

7 

Ora qiieste eyuazioni possono anzitutto essere utilizzate per determinare 
la f ~ r m a  tipica di j .  Sobbene questa determinazione non sia necessaria per 
ci6 clie segue , tuttavia essa é degiîa d' attenzione per sé stessa , in quanto 
clie serve già a ~nettere in chiaro il metodo generale di queste composizioai. 

Posto, dietro le cose p ~ m e s s e  : 

Duuque se nelle foimole superiori espriineilti a', y2,  a'y, in luogo di ;7-;!, 
. . 

2, z,, xi si  pongono le  quaiititb j2? ,  - J ,? ,  ji1, si otterrj  : 

dovc si é posto per brevità: 
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. ~ ~ = ~ l l . i 2 2 - ~ ~ 1 2 ~ 1 2  +*Al1 - 
La seconda di queste funzioni è 2 a ;  la terza, come covariante lineare 

della forma cubica j, è identicamente nulla; l a  prima sia Iiw . Allora le  fi 
equazioni superiori, eguagliandn i coef6cienti , danno : 

Da1 confronto di yueste formole segue : 

y = - 2 T ,  p = 4 x ,  

j,a=R j a z , = O  jar2=NR, j r 3 =  T R ,  

epperd la forma tipica di j sarà: 

R 2 . j = y 9 + 3 N y a 2 -  Tag . 

Rnppreseimtnzione d i  2 r .  

La rappreseiitazione di u si ottiene in modo analogo a qiiclla di .j. A 
qiiest' iiopo cominciamo da1 formare le  equazioni: 
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dove per brevità si è posto : 

@ = T i + s . ~ ,  S = M - ~ - j v i .  

Ora rappresentando la forma tipica di u coll'equazione : 

si ha di nuovo : 

i termini fsa parentesi ne1 secondo membre si ottengono surrogando le 
potenze delle x in a4, a s y 7  ecc., colle quantitâ u ,,,,, - u,,,~, . . . ~ntrodu- 
cendo le notazioni : 

t tpp = ~ q p  = ( ~ y ) , ,  +,, - 2 (uP),, SI, + ( i ~ r n ) Z z + i i  . WC- 

si hailno, per la determinazione dei coefficienti della forma tipica, le eqlla- 
zioili seguenti : 
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Il confronto della terza colla quarta equazione dà :  

~ n d e  le sei equazioni precedenti possono essere sostituite dalle cinqiie se- 
guenti : 

due possono essere espressi mediante gli altri tre. In fatti il confronto dei 
coefficienti nelle cinque equazioni superiori dB: 
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iiltroducendo i quali si hanno pei richiesti coefficieilti le espressioni : 

Finalmente laimane ad esprimere i covarianti zrYp, z t F q ,  uqs, pcr mezzo d i  a 
e y. Per la definizione di 9 e 4 si ha : 

U w  = T2zlii + 2S T ~ i t  + SBltZt , 

~[yt~, =- NTglii t (Ml'- N S )  ~ r , ~ +  J I S Z ~ ~ ~  , 

Jnoltre, per le cose preccdenti, k : 
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dunque : 

L'espressione che segue dopo B a  fra le parentesi ha la forma simbolica 
i a )  - Ora é evidente che: 

ix ( i ~ ) ( a z ) - r , ( i ~ ) ( a i ) = a ,  ( i ~ ) ~ = 2 B a  ; 
dunque : 

ix ( i z )  ( a ~ )  =Ba - 2 y ,  
e : 

4 
uzt = - ( B a - y )  3 

Quindi anche : 
4 

upp=-4aT2  + + ( B a - y ) S P  , 

4 ~ ~ p = - - Z a N ~ ~ ( B a - y ) h l ~ ,  

ossia : 
4 

app =- - 4 
3 S 2 ,  a,?=- a M S ,  app =-- i w ,  

Introducendo questi valori, é facile effettuare la divisione per N e per 1CT2 
nei primi due coefficienti di u.  Cioé sarà:  

Annali di Matematica. 6 
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Per conseguenza i coefficienti di  u sono: 

e la forma tipica di u sarà : 

Caso eccezioniale : R= O .  Secamda forma tipiea. 

La rappresentazione tipica di u che precede b sempre possibile, purchè R 
non sia zero. Se R è zero, per ottenere la forma tipica, bisogna invece di 
y scegliere un altro covariante. Tale è i l  seguente derivato da i: 

P=+(i,a,-a,i,) , 

cd il determinante della trasformazione è in questo cas0 : 

Plua - r;l.,Pz=A,f. 

La forma tipica di 21 sarh allora: 

Noi la  svil~ippe~erno in generale, senza sripporre da principio la condizions 
R = O .  Per convincersi che questa condizione semplificherb. molto 1' espres- 
sione di M5u,  basta enurnerare le dimensioni; donde segue che u,s, Un3,82, uq 
contengono il fattore R , epperb si annullano con esso ; ci06 s e  R= O ,  a A 
u n  f a t t o r e  di u ,  e d  i l  r i m a n e n t e  f a t t o r e  d i  q u a r t o  g r a d o  n o n  
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c o n t i e n e  c h e  i q u a d r a t i  di  a e P.  Dunque l'equazioiie u=O ha allora un 
U fattoïe razionale conosciuto a ,  e 1' equazione - = O é risolubile mediante 
a 

radici quadrate. 
Per cercare, indipendentemente dalla condizione R = O ,  l'espressione ti- 

pica di M5u, mediante a e P ,  noi possiamo teneïe precisamente la stessa 
strada seguita dianzi, cosi che non sarà necessario di indicare di nuoro com- 
pletamente tutti i passaggi. Da prima si trora : 

La prima di queste equazioni c'insegna che questa forma tipica ha una assai 
semplice connessione con quella del sig. HERMITE. In fatti le variabili in- 
tïodotte da1 sig. HERMITE sono i fattori di i ,  ci06 : 

Passando poi a comporre j ,  troviamo : 

E da ultimo pei coefficienti della forma tipica di u si ottiene la serie se- 
guente : 
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In particolare, per R = O , u ha la rappresentazione seguente : 

Nessuna delle precedenti trasformüzioni è possibile quando R ed M sono 
nulli simultaneamente . Per la  discussione di questi casi ,  supponiamo da 
prima che nessuno dei covarianti cc, 2, j ,  i sia identicamente zero. 

Siccome per M=O, R s i  riduce alla forma semplice AN\ cosi dobbia- 
mo cominciare da1 distinguere dile cas i ,  secondo clle è zero A od N ,  ed 
invero da prima uno solo di qiiesti invarianti. 

1. Se M= 0 ,  _4 = 0,  I'espressione di ,W dB anche C= 0 ;  invece supporremo 
che B sia diverso da  zero, affincllé non si anniilli anche N. I n  questo caso 
i e 5 sono quadrati, perb Fra loro differenti; siccoirie inoltre M== il, u$ - 2 i, ,a, a, 

+i,, - . mostra che i b divisibile per a ,  cosi ne segue : 

dove è un' espressione lineare. Essendo poi .T il determinante di j ,  anche 
j conterrk Q corne doppio fattore, cioè sarti: 
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Se ora si considerano a ed 7 come variabili, il m o d ~  col quale j é generato 
a2 ~r mediante i ed u ,  dà per quest' ultima forma la condizione che -- sia pro- a 7ig 

porzionale a j ;  dunque: 

Ricavando di qui i e ponendolo proporzionale ad a a ,  si trova: 

1 coefficienti pf ed rr non possono essere nulli, dunque d =  O, qr= O. Cioè in 
questo caso é : 

2. Se M =  O ,  N =  O ,  i c z hanno il faitor comme a; e fra gli invariaiiti 
sussistono le equazioni : 

L'invariante A si suppone diverso da zero, per non ricadere ne1 caso 
antecedente. 

1) B=O,  C=O. Qui z è un quadrato, ?=p.a2, ed i ha il fattore u ed 
un altro fattore diverso da a, cioè i=a.ay. Quincli j è della forma : 

32 tc 
Allora 1' equazione che definisce j per mezzo di u ed i, mostra che - 

a x  8% 
é proporzionale a j ,  epperd u avrsl la forma : 

u=p'a5+5q'a4~+ 1Orr'a3y2 -+ s r r 5  . 
Di qui si ricava per i l'espressione : 

(pr a + qr r )  sr? t 3 Y ~ G C ~  , 
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dunque e qf devono essere nulli. Per ta1 modo si ha finalmente per u la 
forma : 

t h  =pl a5 + s'y5 

Ma allora j=O; dunque 1' annullarsi di B e C trae necessariamente seco 
che vi sis qualche covariante identicamente nullo. 

A3 8" 2 )  Cf= - , 13= - . In questo caso, se a non si anuulla, -r ed i sono 
9 3 

divisibili per u, ma nessuno di essi è un quadrato. 

Posto : 

a = 2 p . a ~ ,  i = o . a V - t f i . u ~ ,  
sara : 

j=pa3 -1-q$ , 

e se ora da i e j si deriva a ,  si ottiene aq r ,  che in nessun modo pub coin- 
cidere con, a stesso. Dunque & effettivamente impossibile che i e z siano 
divisibili per a, senza che a si annulli identicamente: il qua1 caso sarh esa- 
minato meglio in seguito. 

Resta da indagare il cas0 che si verifichino sirnultaneamente le ipotesi 
1. 2., cioh che A ,  B, C siano tutti e tre eguali a zero. Allora i e z sono 
quadrati non differenti fra loro che per un fattore costante, se pure uno 
di essi non si annulla. Supposto ancora che a non sia zero, dovïà essere 
i= pa" +r= ~ a ~ ,  epperd : 

a%6 e - proporzionale a j ,  onde: a W -  

Formando i, risulta 1' espressione : 

ed affinchb questa sia proporzionale ad a8, dev'essere s'=O; ma allora in 
j sarebbe anche q=O, e per conseguenza z identicamente nul10 : cas0 che 
sarà trattato più tardi. 
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' Studiamo da prima il  cas0 che si annulli a. Allora M ,  N ,  R sono eguali 
a zero. Cominciamo col supporre che z non sia nullo. 

1. Non sia i un quadrato, ma invece i= 2pzll. A cagione di cc nullo é : 

epperb : 
j = p x 8 + q y 3 ,  z=2axy, 

32.  
cioè z pïoporzionale ad i. Siccome poi anche - 

a x  a y  
sarà proporzionale a 3 ,  

cosi : 

u = p ' ~ ~ + ~ q ~ ~ ~ 1 / + 5 g . f x y ~ + s ~ ~ / ~  

Di qui si ricava per i la forma: 

epperb dev' esseïe prrf = qf sf = 0, senza che si annulli p'sr- 3 qrrf ; il che 
ncn pud aver luogo se non sono zero pr ed sr, ovvero qr ed rf .  Ma ne1 se- 
condo cas0 sarebbe nullo j; dunque dee sussistere il primo, e si avrlt : 

Dunque, s e  a é ze ro  s e n z a  c h e  Io s i a  a n c h e  Y. e s e n z a  c h e  i s i a  
u n  quadra to ,  u é il p r o d o t t o  d i  u n a  f o r m a  c u b i c a  p e l  s u o  de ter -  
m i n a n t e .  

2. Se i é un quadrato, i= px2, si ha A = O ,  epperd anche B = O, C= O, 
a cagione di M=O, N=O; donde segue che se .c non & nullo, sa r i  r=oz2 .  

a s z 6  
Qnindi .j= 3px" , e per conseguenza, siccome 7 6 proporzionale a j : 

Y 
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Formando i, otteniamo 1' espressione : 

la qiiale, per coincidere con i ,  richiede rl=O; ma allora si anniilla i: caso 
che dev' essere trattato più avanti. 

Passiamo ora ai casi nei quali si annulla r ,  essendo a e j differenti da 
a2j zero. Allora j=px3 e ,  siccome a sarû. proporzionale a -- , cosi a=ax.  a gx2 

Dalla relazione identica fra u e j ,  segne u,,,= O, dunque : 

Formando i= 2 - 3 r k x 2  e combinandolo con u, si ottiene per j un'espressione 
che coincide colIa precedente . Ma la combinazione di i con ,j fornisce a= O .  
Dunque, s e  .r é nu l lo ,  s i  a n n u l l a  n e c e s s a r i a m e n t e  a n c h e  a ,  ed  i n  
q u e s t o  c a s 0  u h a  u n  f a t t o r e  t r i p l o .  

Se j= O ,  si annullano anche z, a ,  B, C. Supposto che i non sia zero, 
distinguiamo due casi . 

a 2  
1. Se i non è un quadrato, sia i= 2 p x y .  Allora aarà -, = O, epperb u é a$ cg 

la somma di due quinte potenze. 

aslc  2. Se i è un qiiacirato, i = p x 2 ,  si ha -= O, epperd: 
ay2 

Ma allora si annulla contemporaneamente i . 
Non resta dunque da esaminare che il caso dell'annullaïsi di i ,  che trae 

sec0 anche j= O , ecc. 
Questo caso ha primieramente luogo se zt è m a  quinta potenza. Supposto 

che cib non sia, potremo scegliere per variabili due fattori differenti di u e 
porre : 

,. tt->Ox4y+1Ocx3y2+ -, l O d ~ ~ 1 j ' + 5 e x ~ / ~  

L'annullamento di i esige le eguaglianze: 
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Allora O è zero b e quindi anche c e d; ovvero sono zero e, d, c ;  ed i n  
eiitramki i casi u contiene un fattore quadriiplo. Da ultimo si pu6 pren- 
dere : 

ma qiiesto non si pub accordare colla seconda delle cquazioni superiori. 
Dunque l ' e s s e r e  i i d e n t i c a m e n t e  nu l10  i: l a  c o n d i z i o n e  p e r  l 'esi-  
s t e n z a  d i  u n a  r a d i c e  q i i a d r u p l a  i n  u= O .  

S e ,  conservando la  notazione g ik  adoperata, ricaviarno da essa l a  forma: 

che é del quarto grado rispetto alle 9 e del secondo rispetto alle x ;  e se 
prendiamo il primo invariante di qiiesta forma rispetto allc y ,  ottcniamo una 
forma di quarto grado in x : 

k =  6 ( ~ l l i 1 ~ 2 2 2 2 - ~ ~ 1 1 1 2 ~ l z 2 ~  -+ 3~~112,) 
= a x ~ + 4 F x ~ x 2 +  G yx; xS+46xlz~ t e x ;  , 

dove i singoli coefficienti hanno le significazioni seguenti: 

a=6(nc-4 bcl+3?), 

$=3(a/'-3 bc +2cri) ,  

C I  , - c c g - 0 c c t 8 d 2 ,  

S =3(bg-3c f  t 2 c l e ) .  

E =G(c~/-4df  -1-32). 

A n m l i  di dlnt~nwticn. 
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Questa forma k & di  fondamentale importanza per la teoria delle forme di 
sesto graclo. Ponendo simbolicamente : 

si ottieno per k la rappreçeiitazione simholica : 

Fra u e k lza luogo una notevole rclazione clie i: espressa dall'anniillarsi del 
co~ar ian te  di quarto graclo forrnato con esse : 

+ 3 u l z 2  k l i s - ~ ~ 2 2 l i , ~ ~  . 
In fatti dalla rappresentazione simbolica di lc si h a :  

e quindi, sostitucndo alle qiiantità y : ,  y; y,, y ,  y:, y: ordinatamente le: 

E adoperando la  solita eqiiazioiie identica : 

troviamo : 

Jb= 3 (a a')3 a', av,"ar ufl) (aur1)' { (ara") ch, - (a a'') nl, 5 - 
L 

Delle due parti, nelle quali si  decompone questa espressione, la  prima 
muta di segno se si fa 10 scambio (che evichntemente P; indifferente) delle 
a colle ar ; e la seconda muta di segno per 10 scambio delle n' colle a" .  
Dunqiie ciascuna delle due part i ,  epperb anche h è identicamente zero ; cib 
che si voleva provare. 

Un altro covariante di qiiaïto grado risulta dallo stesso k ,  ed è il suo 
determinante Hessiano. Indichiamolo con A ,  ponendo: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cl e b sch e G o r d  ail : Snlle forme binarie. 

A=2(k1,k,,- k&) 

ossia, fdcendo simbolicamente le = k: = k . . . : 

A = 1<: k'; ( k  k'I2 - 

Da k ed u scaturisce m a  serie di covarianti di secondo grado. Da prima, 
combinando k con u ,  si ottiene la forma quadratica: 

1. . + 6 2 ~  ,,,, k ,,,, - - l ~ t , ~ ~ ~ k , ~ ~ ~ + ~ ~ ~ ~ ~ ~ k ~ ~ ~ ~  l=u, , , ,  k ,222 -4 ,,,, "224 

= ut ( ~ k ) ~ = t ;  , 

e poi combinalido 1 con k ,  ecc. 

172 --FE1, ZzP -2k l4 l l2  +kZ, 111 = l ~ ~ ( k l ) ~  =114 , 

12 = k11ti122-2 k 1 2 ~ ~ ~ 1 2 + k l d ~ ~ t ~ l l = P ~ ( k ~ ~ l ) P = ~ i ~  , 

Ponendo : 

& = 1 1 1  zz2 - Zi2 = k ( 1  tq2, 

A ' = i l ~ ~ ~ ~ t I ~ ~ ~ - 4 =  ; (m')2 , 

A ,,,& = = ) 2 1 1  uZ2 ==+(d)' , 
1 ' \ '  A ,,,,, = + ( t r ~ , , t ~ , ,  - : ! t 1 ~ , , 1 1 , ~ ~ -  i r ~ , ~ ~ , , ) = ~ ( ~ i ~ n ) * ,  

Ani =+ inli l,, - 2 5 ~ ~ ~  112 + ) L ~ ~  l i l  )=$ tdj2 , 

Arn = + ( Z l l  ? I I ~ , - ~ / , ~ ~ I Z , ~  + 1 2 a ~ ) 2 , 1 )  

sono questi sei invarianti di u, rispettivamente degli ordini 6 ,  1 0 ,  14, 1 3 ,  
10, 8. Fra le tre funzioni 1 ,  m, n ha luogo una relazione facile a scriveïsi, 
i cui coefficienti sono questi medesimi invarianti. Eseguendo il prodotto: 
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e dividende per 4 ,  si ottieiie quella relazioue nellü forma: 

dove le 5 indicano i detesmilianti minori formati colle -4 . 

S e  invece foi~miamo 1'alti.o prodotto : 

Ora il primo fattore dell'autecedente prodotto t: 1' i n v a r i a n  t e  d i  1 s0 
o r  d i n  e (quello d'ordiiic dis pari piii piccolo che esista ) : 
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C 1 e ù s ch  e G or da il : Sulle forme binarie. 5 3 

mentre l'altro fattore é il determinante : 

Percib confrontando si ottengono i determinanti funzionali delle 1, In, n, 
espressi per mezzo di queste medesime funzioni : 

E pel quadrato di H si trova : 

t5 9, 

Relazionl fra gli invarianti. 

Fra i sei invarianti Alz . . . sono eguali quei due che sono del10 stesso 
ordine, ci.oè : 

-4 it I = A l,, ,IL . 
In fatti è simbolicamente : 

AqEE=: j (121)~= ( k / 1 2 ) " k l ) % + ( n i l ) z ~ ) k ~ A , , , , .  

Inoltw A,,,, ed A,,, si  possono ridurre a quegli invarianti d' ordine infe- 
riore che si  derivano senz' altro dalla funzione k ,  cioè : 
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A tale uopo raypresentiamo in due modi diversi il covariante quadratico 

çhe segue dopo 1 ,1 )2 ,  1 %  : 

Dall'e~spressioiie dcl determinante fuiîzioiiale 1, ? ) i , - v r z ,  1, per mezzo di Z, 111,n, 
s e p e  l'equazione : 

L'espressione simholica della quailtitii fra pwentesi e : 

e per mezzo della relazione identica : 

k,  ( lm)  = 2, ( I c r t x )  - nl,, ( k l )  , 

Tntroduceudo per quest'iilt~imo determinanti: il suo valorc, si ha l'eqna- 

Quest'equazione è degna d'attenzione sotto più aspctti. Kell' espressione 
di p non entra più n .  Siccome poi ne1 ricavare questa formola non si B 
fatto uso della derivazione di 1 ,  l n ,  . . da k ed u ,  ma piuttosto della cir- 
costanza che 1, 1 1 2 ,  n, p sono coiîsecutivi nella serie dei covarianti di se- 
condo grado, cosi si fa chiaro il teorema: 

Ne l l a  s e r i e  de i  c o v a r i a n t i  d i  s econdo  g rado  1, t r z ,  n , p . .  . cia- 
s c u n o  è c o m p o s t o  l i n e a r m e n t e  co i  d u e  c h e  p recedono  di  d u e  e 
d i  t r e  pos t i .  

La seconda espressione di p scaturisce da due formole che adopreremo 
anche in seguito e che, spettando alla teoria delle forme di quarto grado, 
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qui saranno solamente citate. Se k é ilna qiialsivoglia forma di quarto 
grado, e : 

A=2(kllkp2-k:2); 

se B e C sono gli inva~iant i  di Tc già menzionati; e inoltre R e  9 6 uns 
fiinzione di secondo grado, e : 

Ponendo qui Q, = 1, += in, ovvero = nz, 4 =n, si ottengono le quat- 
tro equazioni : 

Ail Z,, -2A,,l , ,  t A , , l l l  = n-3R1, 

A , , ~ I ~ ~ ~ - ~ A ~ ~ ~ ~ ~ ~ , + A , , ~ ~ ~ ,  =+Rnz+2 Cl  

- - p - + B m ,  

Poilpinsi qricsti 1-a1oi.i nelle equazioni identiche : 

e si osservi clie A,, = A,,; si avranno le duc: eqiiazioni : 

mediante le quali A , ,  ed A,,, sono ricondotti ad An, A,,ri A,,, ed a B ,  C. 
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Siccome 1i - fiinzione 21 non pur) possedere clle quattro invariauti inclipen- 
denti fra loro, cos1 fra i cinque invarianti suddctti dovrà verificarsi ilri' altra 
relaaione. In cid che precede, non esseudo noi risaliti al fatto che 1, k thg- 
goao origine da u ,  le forme Alz, AmZ, A,,, R ,  C sono gli invarianti s imd-  
tanei di Ic ,  2 ,  indipendenti fra loro. Percic 1' ultima relaaione deve iieces- 
sariamente tencr calcolo di tale origine. Se  ammettiamo che,  per zc, oltre 
agli invarianti degli ordini 4 ( E l ) ,  R (C, A, , ) ,  8 (A, , , ) ,  10 (A ,,,,,) . ne csista 
anche lino di second' ordine : 

allora il problemn che dobbiamo risolvere consiste nello scoprirc duc rela- 
zioni fia A ,  B, C, An,  Ai,,, A ,,,,,. Questo problema si risolve nella sebuente 
inr.nicra. 

Secondo il processo piil volte impiegato, si l in  : 

cosi ,  ponendo k,1c2, - k , k ,  invece cli y,. y, si t r o ï a :  

Da ultimo ricaviarno da1 coraliaute identicamente niillo h la forma Pa- 
rimente niiiln (1) h,a;, ossia l'equazione identica : 
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la quale, in virtù della: 

( a  ar) k, = ( a  k) a', - (n'lc) a, , 
si muta in : 

O=(ak)4(aar)%r,Q-4(aar)2(ak)3(ark)a,nr~ . 

Ora, se per brevith si pone : 

~ = ( a a ' ) ~ ( n k ) * a ~ l ,  , o= (ak)3 (nrk) (anr)2a,n':, 

per le cose precedenti avremo le equazioni: 

A l t = p - 4 ~ + 3 ~ ,  0 = p - 4 ~ ,  

alle quali si pud aggiungere la definizione : 

~ 1 1 1 2 2  - 2 ~ 1 2  ~ 1 2 + u 2 2 4 1 = p  . 
Si ha dunque : 

"=+Ale, p = + ( A + A k ) ,  

e quindi la relazione fra covarianti : 

~,,1,~-2u,~i,,+~~~~~~,,=~-(A+Ak) 

Se si scrive questa equazione nella forma simbolica: 

n~(al)e=+(kkr)21c2k~~+ :A ki , 

sostituendo k,, - k ,  in luogo di x,, x,, si otterr8: 

(a ]cl4 (a 1)2=+ (k  kr)2 ( k  krr)e (lcrkr1)2 + + A  

ossia : 

Annali d i  Motematica. 
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che é m a  delle relazioni cercate. L' altra si ricava dalla cûnsiderazione del: 
1' espressione : 

La seconda parte di quest'espressione i: a dirittura: 

(a a: lZ= 1'; II, = l2  . 
La prima nasce dalla forma: 

.i (Al1X:,,-2Al,k,,+A2,1~,,)+~-=lA t 

ossia eguala a : 

:Bk+-+AA,  

perché, in virtU della teoria delle forme di quarto grado, l'espressione fita 
parentesi ha i l  valore + B 1c . 

La terza parte si ottiene col sussidio del covariante !%=(a k)3a3,k,,  clie 

B identicamente niillo. Da questo si trae subito : 
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Laonde si ha finalmente la formola: 

rcllrrz2a-2ul,~~z12+u,,m,l=~l~~B1c+~.4A ; 

la quale simbolicamente equivale a : 

( a i r ~ ) ~ ( t ~ = + Z ~ E ~ ~ + + B k ~ + ~ A ( k k ~ ) ~ k ~ V "  X % , 

dove, ponendo di nuovo k , ,  - k ,  invece di x,, x,, risulta la relazione fra 
invarianti : 

(lm)'= ', (lst)'+-B (k k/i4 + - $ ~ ( k  k f ) ~  ( k  k l f )~  (kf k ~ f ) ~  , 
ossia : 

--oB2 + 4 A  C .4,- y 

In conclusione vediamo essere conveniente di assumere per fondamentali 
gli invarianti : 

A (di 2 O  ordine) , B (di 4 O  ordine) , C (di 6' ordine) , 

D= A,, (del 10° ordine), 

come i più semplici , mentre 1' invariante AmZ di 8 O  ordine si esprime razio- 
naluientë per mezzo dei precedenti. 

Quindi le espressioni finali degli invarianti divengono : 
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g 10. 

Rapprerrentaaioni tipiche. 

Se per un covariante 9 si conoscono le forme: 

$1 =$Il '22 -2$12 '12 + 9 8 2  '11' 

%=$il 1 3 2 2 2 - 2 $ 1 2 7 1 ~ 1 2  f- 9 2 2 ' ) " l 1 1 9  

9 n  =?'il n 2 2  -2?'izniz + 9 2 2 n 1 1  9 

nella loro rappresentazione tipica per mezzo di 1, m, n, si pub facilmente 
assegnare anche l'espressione di 9 In fatti , se alle equazioni precedenti si 

ovvero , confrontando colla fine del $ 6 ,  e moltiplicando per R : 

hdichiamo per un moment0 con ciascuno de' simboli p ,  v,.. uno qualunque 
degli indici 1, m, n, e con ciascuno de' simboli lP, ly , . .  una qualunque delle 
funzioni 1, m, n; allora potremo scrivere l'equazione precedente anche cosi: 

Se analogamente ql,  $,,, q,, sono date per mezzo di $,z, $z,,=$,~I, ecc., 
sarh anche : 
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epperd : 

Ora , siccome 2 2 B p q  lp  le b identicamente zero , cosi l'equazione si pub 
dividere per Ra, onde si ha: 

- 
Quindi , scrivendo per un moment0 9,. ?jo simbolicarnente in luogo di <pvo, 

questa formola diviene : 

Queste formole bastano per la rappresentazione di k ,  A ed u .  In fatti si 
ha gi8 per k : 

k,,l,, -2k, , l , ,  +k, , l , ,  = / t a ,  

ki1 rn,,- 2 k12m1,+k22n~11 = n ? 

k,,n,, -2k12n,,+kz2n,,  =p=Bnz+2Cl;  
epperd : 

R2.k=- 

Poi si aveva : 
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dunque : 

Clebsch e G o r d a n :  Sulle forme binarie. 

A queste equazioni si deve anzitutto aggiungere il valore di u,,. Seguendo 
precisamente la stessa via adottata per u ,  (5 9), troviamo : 

Ora combinando di nuovo ul, u,, u,, con 1, m, n,  si trovano espressioni 
nelle quali non restano incognite che quelle parti che nascono dai termini 
la, ml .. Ma, se 9, *, x sono tre funzioni qualunque di secondo - grado, si ha : 
. . 

corn'& facile a provarsi. Quindi sarà : 

e per consebuenza : 
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Quindi, introducendo le funzioni di invarianti : 

risulta per u la forma tipica : 

Ra. u:E{ - 8 C2Z3-Cm3+ n'+(a D-'7B C)Z2wnz-2B21rn2-2Bln~BmZn-6 Clmn j 

+3F{  (B2+12A C) 12rn-4C12n-4Clrna+rnn~2BEmn[ , 

mentre la relazione fra Z, rn, n si muta nella : 

O=E{ (+BD+;BP C) ZP+(4B C-g-D) m2+3 Cn2+{ B2mn+(2B C-3D)nLi-1 2Cslm j 

Nello stesso tempo RB, espresso per mezzo di E ,  F ,  assume la  forma 
semplice : 

R2=(:BC-+D)E2-($B2+18AC)EF-18CF2. 

5 14. 

Cnso eccezionnle : R = O. Seconda rappresentazione di u, 

La precedente rappresentazione tipica di u diventa impossibile se R é nullo, 
epperd se h a  luogo fra E,  m, n ilna relazione lineare. Supponiamo da prima 
che n2 ed 2 non siano né proporzionali fra loro, nè identicamente nulle. Al* 
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lora n é una funzione lineare di 1 ed rn, e per conseguenza non pua essere 
adoperata. Invecc si potrà in  ta1 caso usare corne terza funzione il deter- 
minante : 

S=1,m3-mi12, 

il quale (cfr. $, 1) B legato con 1, m mecliante l'equazione di secondo grado: 

Cominceremo dall'eseguire in generale questa trasformazione di u. In luogo 
di RZ subentra il determinante : 

ne1 quale At$, ecc. indicano le espressioni formate analogamene ad A l , ,  ecc. 
Ma pel 5 1 si ha : 

onde il  valore del determinante superiore è a dirittura A>$ = B,,. Dunque 

questa trasformazione & possibile ogni qualvolta A83 non sia nullo. 
Posto per una funzione qualunqiie cp : 

vale a dire che , dopo aver diviso per As-?, é : 

e quindi anche : 
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poniamo in luogo della funzione arbitraria ?I la funzione 9 9 ,  del pari arbi- 
traria, e moltiplicata per 2 1' equazione risultante la sottraggiamo dall'equa- 
zione che dB A2aa. 9,  otterremo la  formola semplice : 

~ s ~ ~ $ = ~ ~ . $ a - ( m 2 ~ l , - 2 1 m ~ m l + 1 ~ q , m ) ;  

quindi anche : 

'Am- %9=23$.93- (rne9,,~-2 lnzqmis+ 1 ~ ~ ~ 4 ,  
ossia sar8 : 

A 9s. q=43eq38-(n22 qzr2111t ~z,+12~,m)A4,~a-2~(mp~tIs-2,~z~rp,zs+~~m,9). 

Applicando questa forrnola ad u, si  ha : 

Quindi la formola per u. diviene : 
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Se s'introduce anche il valore di n p e s o  dalla formola (8 8 ) : 

si ottiene la sepuente rappresentazione di u per mezzo di 1, m, 3 : 

che dev'essere combinata coll'equazione : 

Consideriamo ora particolarmente il caso di R=O . Ponendo per 3' il su0 
valore, troviamo : 

dove : 
P=-4AmmE(3 B B,,+ B,Z)++ BB,~B,,-{ A CB:, , 

3S=-4& E (+BB,,tB,z) t 8Amz(EBm,- FB,,)++ B,, B , ~  

-+ABnm Rn,+; B Bg, , 
T=-~A~~(EB~,-FB, , , )  +-;B,,,B,,-+A BZ,, . 

Si ha dunque il teorema : 

S e  R=O, s e n z a  c h e  s i a  nul10 a n c h e  A M ,  l a  f o r m a  u s i  pub  rap-  
p re sen ta re  come funzione raz iona le  di  t e r z o  g rado  in 1 ,  m .  

Ne risulta che in questo caso l'equazione di sesto grado u=O pu6 es- 
sere risoluta ne1 modo segiiente. Mediante 1 a s O s t i  t II z i  on e d i  s e c  on  d O 

gsrado : 
na 

Z= -1-, 
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l'equazione si riduce a quest'altra di terzo grado : 

Se z =< è una radice di questa equazione , si 3vrà inoltïe : 

s= z i - ( ~ , , 5 ~ - 2 ~ , ~ 5 + ~ ~ ~ ~ ~ )  . 
Siccome ora i rapporti fra I ,  tri, 3 sono affatto determinati, cosi si pos- 

sono scrivere le equazioni : 

a p . ,  3=p .  y ,  

ove p & un fattore indeterminato ed a, p, y esprimono nuineri dati. Queste 
tre equazioni sono lineari rispetto ad xf , x,x,, xi ; e risolvendole si tro- 
vano le radici dell'equazione data. 

Il caso presente è quel10 ne1 quale l e  r a d i c i  dell '  e q u a z i o n e  u=O 
formano un ' i nvo luz ione  ('). In fatti, se Awnon si annulla, 1 e d m  possono 
essere trasformati simultaneamente, mediante una sostituzione lineare, in 
somme di quadrati, ed u = O si trasforma in un'equazione che del pari con- 
tiene soltanto i quadrati delle variabili : il che è il segno distintivo dell'iu- 
voluzione. Viceversa, se vi  è involuzione, si ha sempre R=O . In fatti, sup- 
posto che u contenga solamente i quadiati delle variabili, è facile vedere 
che anche k conterra i soli quadrati, e la medesima cosa dovrk verificarsi 
per 1, rn; n . Quindi fra 1,  rn, n avrà luogo una relazione lineare e per con- 
seguenza il determinante R di queste funzioni dovrCt ridursi a zero. 

Secondo cas0 eecezionaïe : R = O , Aaa = 0. 

Le due rappïesentazioni tipiche che abbiamo date precedentemente diven- 
gono impossibili quando, oltre R, si annulli anche AM. Pei1 mezzo del- 
1' equazione : 

Asa= Aij A m m - A ? m = O  

(*) Vedi SALION, Higher Algebra, p. 210 (2.a ediz.) 
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la R k  0 si muta in :  

ossia : 

Siccome dl ,  = -4,, , cosi si possono determinare due numeri il, p in modo 
che : 

diverranno allora : 

Gli invarianti a4a, Al,, . . , A,,, sono dunque i coefficienti di un biquadïato 

perfetto (i lz + p y)< ; e Ia quantita sodisfà all'equazione cubica : 
A 

Poi le equazioni che esprimono Alz, Al, per mezzo di A ,  B, C, diven- 
gono : 

X4=2(C+{-AI:) , X3p=4(ACt :B3)  , 
donde si ricava: 

e introducendo questo valore nell'equazione cubica superiore, si ottiene la 
relazione seguente fra A,  B, C. 

Qui si vede che sono a distinguersi due casi secondo che si aiinulli il 
primo O il secondo fattore. Alla medesima conseguenza si giunge anche per 
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altm via, clle manifesta a un tempo il significato dell' aiinullarsi di questi 
fattori. L'equazione A3$=0,  in ~ i r t h  della quale 9 è un quadrato perfetto, 
indica evidentemente che le forme quadratiche 1, n2 posseggono un fattor 
cornuile. Se questo fattore è di primo grado, onde l=  a .  b ,  gît = a .  c ( dove 
a ,  b, c sono espressioni lineari , e b & diverso da c ) ,  l'equazione R = O  dice 
che fra 1,  n a ,  n sussiste una relazione lineare , e che per conseguenza an- 
che 92 contiene il fattore a ;  sia n =a .  d .  Invece, se quel fattore comune 
di 1 ed nt è di secondo grado , sas& m proporzionale ad 1, ossia r n = E . Z ,  e 
allora l'equazione R=O è sodisfatta da sé. Siccome poi si ha : 

cosi anche n é proporzionale ad 1 

Cominciamo da1 considerare il primo caso. Posto per brevità: 

Di qui segue che kf  t: divisibile per a ,  epperc)=a k". Na iutïoducendo 
questo valore nelle equazioni precedenti si ottiene : 

L'equazione ideutica : 

e siccome in ogni caso O le b O le c sono diverse dalle a ,  cosi risulta di qui 
che k'' & ancora divisibile per n , cioé k' = a2 e, dove ora e è uns funzione 

O =  

F;' b c 

k' 1 bl C l  

k', b, c, 
d& pertanto : 
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linease. Posto per k' questo valore, le equazioiii superiori riescono divisibili 
per a ,  e servono a definire c e d mediante a ,  b, e. 

Osa dall' equazione : 
k ,  a,, - 1i2 C L ,  =u2 e 

segue , se E t: una fuiizione lineare qualunque différente da a :  

Dunque k è divisibile per a ,  cio& b = cc.s ; onde la nostra equazione di- 
viene : 

0=3s(a,&-Ela,) t u {  3(i,s,-s,E2)+4rYe J . 
Quindi s & di nuovo divisibile per a ;  e posto k = a'. r, 1' equazione pre- 

cedente acquista il fattore a. Dunque k c o n t i e n e  d u e  f a t t o r i  e g u a l i  a l  
f a t t o r e  comune  d i  Z ed m. 

Passando oïa alla forma u ,  abbiamo le equazioni seguenti , nelle quali si 
è posta U' 3 U, a,- a, u, : 

Ma la funzione A & , insieme con k , divisibile per a2; epperii questo fat- 
tore & comune ai due termini del secondo membro dell'equazione. Si di- 
mostrerh adunque, nello stesso modo come si & fatto sopra per k ,  che ur O 
divisibile per a3,  ciob ur = a3 . f , ed allora dall' equazione : 

segue che anche u contiene il fattore a3. Con cid è dimostrato i l  teorema: 

Se 1 ed In h a n n o  u n  f a t t o r e  c o m u n e ,  perd  s e n z a  e s s e r e p r o p o r -  
z i o n a l i  f r a  l o r o ,  q u e s t o  f a t t o r e  è c o n t e n u t o  a l  q u a d r a t o  i n  k ed 
a l  cubo  i n  u. 
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Dalla prima proprietLt s'inferisce che in questo caso il discriminante di k 
& nullo, ciob : 

C"-,'BS= O, 

dove il primo membro è il primo de'due fattori dell'equazione sopra incontrata. 

Il teorema ora enunciato si pu6 anche invertire. Se a è una funzione 
lineare e w una funzione cubica, entrambti qualisivogliano, e se u= as w, 
sarh k sempre divisibile per a', ed 1, rn divisibili per a. In fatti, assunti a 
e come variabili , e format0 k rispetto a queste variabili , si ha per k , 
astrazion fatta da un fattore costante, l'espressione : 

nella quale il primo termine è nullo, e ciascuno clegli altri è divisibile peP 
a2. Quindi k =  a2r. Se ora formiamo anche 1 rispetto alle variabili a ,  [, 
otteniamo l'espressione : 

Û 6 . a 2 r  ah.a3e(; a c . a z r  a b . u 3 t u  -4 4- ~ i a . 3 5 ~  , a 3 . , E  a t'@ ,a6 ' 

che B divisibile per a. La stessa cosa ha luogo per l'espressione di  m : 

come anche per l'espressione analoga di n. Dunqiie possiamo enunciare il 
teorema : 

S e  u con t i ene  u n  fa t tore  cubico, q u e s t o  e n t r a  a l  q u a d r a t o  i n  k 
e l i n e a r m e n t e  i n  1, nz, n, e sono n u l l i  g l ' i n v a r i a n t i  R e C2-$Ba .  

Passiamo ora all'altro caso ne1 quale nz ed 1 non differiscono che per un 
fattore costantc E. Per le cose precedenti si ha in questo caso : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7 2 Clebsch e G o r d a n :  Sulle forme binarie. 

Le equazioni per k, A divengono : 

k,, 4 , - 2 k , ,  4,+k,, 4 , = 4  
A,, ~2,-2A,,l,,+A,,~,,=(&2-LB)~, 

mentre dall' equazioni per u si ottiene : 

Da queste ultime segne O che k e A non differiscono da 2' che per lin 
fattore, O che dev'essere nul10 il determinante : 

Nell' ultimo cas0 , sostituendo il valore : 

si ottiene la condizione: 

dove il primo membro è il secondo dei fattori dell'equazione sopra ricordata. 
In questo caso che noi tratteremo pel primo, si pu6 rappresentare simul- 
taneamente B e C corne funzioni intere di A ed E ,  in modo che la predctta 
condizione sia sodisfatta identicamente. T i 1  fatti dalle equazioni : 

2 - B e - 2  C=O, 2 ~  ( A 2 - + B ) - ( C + + A B ) ,  
segue : 

B = 3 & ( 2 A  - E )  C=2e9-3A&2 - 
Siccome inoltre : 
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cosi tutti gli invarianti sono espressi come funzioni intere di A ,  E. 

Le equaziorii sopra riferite per u danno : 

In fatti , per la teoria delle forme biquadratiche le tre quantitB il clie 
rendono A +  Ak un quadrato perfetto sono date dall'equazione cubica : 

che, per le cose precedenti, lia la radice E. Si vede poi dall'equazione pre- 
cedente che per A = &  la radice del quadrato perfetto differisce da 1 soltanto 
di un fattore costante. 

Imaginiamo ora che l sia da prima il prodotto di due fattori d i sugua l i .  
Assumendo questi come variabili x,  y, onde 1 = 2xy: l'equazione : 

k , , I , , - 21c , , 1 , ,+k , , 7 , ,=~ l  
diviene : 

- kI2 = E. X?J , 
epperd : 

~ = ' J I X ~ - ~ E X ~ ? J ~ ~ ~ ? J ~ ,  

dove p e q sono due coefficienti ancora incogniti, fra i quali perd ha luogo 
1' eqiiazione : 

J I ~ = G A E - Y E ~ ,  

risultante dalle definizioni di E e C. Inoltre l'equazione : 

Uil ~ , , - 2 u , , ~ , , + u , , ~ , , = ~ - ( A k +  A) 
diviene : 

-3u,,=(A-e) ( p x 4 + q y 4 + 9 ~ x 2 y 2 [ ,  

onde : 

Si osservi che qui mancano i termini x4 y3 cd xBg4  (C = O ,  e = O). Se 
ora si scrivono i coefficienti di k e si pongono, come dev' essere, il secondo 
ed il penultimo eguali a zero, si scorge che il discriminante di k é diverso 

Annnli di  Mattvnatica. 10 
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da zero solamente quando p' e q' sono nulli. Ma se é nul10 il discriminante 
di k, si acnullano e n t r a m b i  i fattori dell'equazione di condizione superior- 
mente decomposta: caso che sarà considerato pi5 avanti. 

Di qui si vede che se deve annullarsi s o l t a n t o  il secondo di quei fat- 
tori, u diviene il prodotto x y moltiplicato per un3 funzione pari di quarto 
grado, ed è facile mostrare che una forma zc cosi fatta conduce sempre ad 
un covariante k che contiene le sole potenze pari, e che 1 & proporzionale 
ad 92 .  Per valutare la scelta speciale delle variabili , si noti che x g y 2  é uno 
dei tre quadrati nei quali pu6 essere trasformata una somma della funzione 
di quarto grado e del suo determinante. Abbiamo dunque il teorema : 

S i a  + u n a  f u n z i o n e  b i i i a r i a  di  q u a r t o  g r a d o  ed E 2  u n 0  de i  qua-  
d r a t i  n e i  q u a l i  p u 6  e s s e r e  t r a s fo rma ta  l ' e s p r e s s i o n e  Ap+X$. 
Allora  9.1 è 1 7 u n i c a  f u n z i o n e  d i  s e s t o  gra'clo p e r  l a  q u a l e  AM ed  
R s i  a n n u l l a n o  i n  modo  c h e  1 s i a  p r o p o r z i o n a l e  ad l î z  e c h e  l 'e-  
s p r e s s i o n e :  

s i a  n u l l a ,  s e n z a  c h e  v a d a  a z e r o  a n c h e  i l  d i s c r i m i n a n t e  d i  k. 

Per completnre la dimostrazione del teorema, si deve ancora mostrare 
che, se 1 è un quadrato , sotto It: predette condizioni il discriminante di k 
b zero. In fatti, per ci6 che si è detto sopra, allora è zero Ail, epperd anche 
E O & - A .  Quindi O è B-O. C=O, oppure B=3ca ,  C=-E', cioi? 
B3 = 27 C2, ci6 che si doveva dimostrare. 

Casi ulteriori che risultano dall'annullarsi identicamente di m O di 1 sa- 
ranno trattati in seguito. 

Del resto la equazione di condizione sopra considerata, insieme con R = O ,  
& equivalente ad E= O ,  F= O ;  perche essa è il risultato dell' eliminazione 
di D da queste ultime equazioni. 

Passiamo ora all'altro cas0 che si ricava dalla proporzionalità di ?n ed 2. 
In questo caso k e A erano proporzionali ad P. Possiamo in cid che precede 
cominciare da1 supporre che 1 non sia un quadrato, 1=2xy,  e troviamo 
allora k, A proporzionali ad x2y2. Quindi anche u,, h proporzionale ad l a ,  
ciob u assume la forma : 
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In fatti, presuppouendo questa forma per u ,  si trova il covsriante k pro- 
porzionale ad x2 y' ed 1 proporzionale ad x y. Si ha cosi il teorema : 

S e  112 è proporz iona le  ad 1 ,  e s e  k è proporz iona le  a l  q u a d r a t o  
d i  1 ,  l a  forma u è r i d u c i b i l e ,  p e r  m e z z o  d i  u n a  sos t i t uz io i l e  
l i n e a r e ,  ad  u n a  f u n z i o n e  q u a d r a t i c a  d i  cubi .  

Se in qiiesto caso Z é un quadrato, Z=x2, nvremo k e A proporzionali 
ad x4, quindi m = O ,  il che sarà piii avanti soggettn di speciale ricerca. 

Passiamo ora ai casi ne'quali si annullano entrambi i fattori: 

B3-27 CB,  C 2 - 4 A 3  C+2A CB-$A2UB+&BA. 
Allora introducendo nella prima condizione i valori : 

B=3e ( 2 A - E )  , C = E " ~ E - ~ A ) ,  

che sodisfanilo alla seconda, si trova : 

Fatta astrazione da1 caso E= O che conduce ad "rn = O ,  e da A = E che, 
a cagione dell'equazione : 

conduce ad Z=0, uon rimane che il caso: 

A= B . & ,  B=+E~ , C=+E~. 

Qui possiarno supporre che A U = 4 &  (&-A)'=~'E~ non sia zero, epperd che 
Z abbia due fattori differenti. Posto adunque Z=f?xy, segue corne sopra: 

~ = $ I ; ~ : ' + Q Y ~ - ~ E x ~ Y ~ ,  

colla condizione p. q = O  . Sia p. e. q= 0 ; allora : 

Per conseguenza ' ;G  lia la forma: 
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Ricavando di qui k , si trova : 

k=-24bdx4-t- 6 ( a g + S d 2 ) x 2 y 2 t 1 2 b g x y 3 .  
Affinchb questa espressione coincida colla forma precedente di k , deve 

essere zero b g . Ma siccome A=ug-lOd\ B=(ag+8 cl2)',  COS^ la  condi- 
zione +B- ($A)' per g = 0 non é verificata che per d= O , donde k = O  : cas0 
del quale sarà trattato più sotto. Facerido invece b=O, si ha un caso spe- 
ciale incluso in quel10 dianzi considerato, ne1 quale u 6 rappresentabile co- 
me funzione quadratica di cubi lineari. 

13. 

aicerea dei easi : mt= O ,  1-0, k = O . 
Sinora abbiamo esauriti tutti i casi particolari ne' quali m non si annulla. 

Se ci6 ha luogo, si annullano a dirittura anche gli invarianti : 

R , A d ,  An,, A m ,  , An, , 
e si annullano inoltre le forme n e 

p = B m t 2 C 1 .  

Se 1 non dev'essere zero, sarh C =  O .  Dalla : 

O=A,,z=i B2+4-4C,  

allora segue B=O , e quindi anche : 

At,=2C+%AB=0.  

Dunque 1 h un quadrato, l=px2. Dall'equazione : 

kll 4,- 2k1211,+k,2 1,,=0, 

abbiamo per k la determinazione k,, = O ,  onde : 

1c=pxZ+4qx3 y , 
e simultanearnente : 

epperd : 
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se non é A=O, donde seguirebbe t l k - 3 A A  = O  . 
Inoltre dalla : 

~~~1,,-2~,,Z,,-~,,l,,=~(~tAk) , 
segue I'equazioiie : 

quindi, se nou è zero p cioé 1, si avrà per zc la forma : 

u=ax6+6 b x 5 y + 6 f ~ y 5 + g y 6  . 
Ricavando di qui k ; si ottiene : 

k = 1 2 a f ~ ~ y + 6 a g x ~ ~ +  12 b g x y 3  . 
Per ta1 .modo si vede che nelle formole antecedenti dev'essere p = O ,  ed 

inoItre ag= O ,  bg = O . O sono nulli a e b , epperd anche k ; O é zero g , ed 
allora : 

u=ax6+6bz5+6fxy5 ,  k=12afx3y  . 
Quindi : 

l = - 4 ~  ,,,, k ,,,, =-i2afagS , 
ci6 che contradice al valore assunto per 1 .  Dunque b -in ogni cas6 1=0 , 
e si ha il teorema : 

Se i l  covar ian te  rn si a n n u l l a  ident icamente ,  é i d e n t i c a m e n t e  
zero anche  il c o v a r i a n t e  1. 

Rimane dunque ad esaminarsi solamente in quali casi 1 B zero; comin- 
ciando a supporre che k non si annulli. Siccome in questo caso : 

cosi k è un quadrato perfetto. Per conseguenza si pu6 porïe k - 6 ~ " ~  
oppure k=x4. Ne1 primo caso l'equazione che definisce 1 per mezzo di k 
ed u diviene u,,,, = O , ossia : 

c x ~ 2 d x y + e y 2 = 0 .  

Ricavando k ,  si trova : 

k= 12afssy  +Gagx2y2+ Z2bgxy5  - 
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Perci6 dey' essere tt f= O ,  bg =O; quindi, se k non deve andare a zero, 
b=O, f=O. Dunque zs ii uiia somma di seste potenze. 

In secondo luogo, se 1 ~ ~ 3 : ~ ~  l'equazione chc definisce 1 per mezzo di zc 
e k c h  z(,,,,, = O, durique : 

zt=nx6+6bx.'y+ 15cx4y2+f>Odx3y8, 
donde segue : 

k=(i (3c"+bb) x;i+24cd~3y+8d2x"?J". 

Perché questa forma di Fc coincida colla prima, dey' esscrc cl== 0 ,  onde: 

E si ha cosi il teorema : 
S e  t è z e r o ,  O u & una  s o m m a  di due s e s t e  po tenze ,  ovvero  u 

c o n t i e n e  u n a  r ad ice  q u a d r u p l a ;  ed i n  e n t r a m b i  i c a s i  s i  a n n u l l a  
s e m p r e  a n c h e  Z. 

Finalmente restano soltanto i casi ne' quali k è identicamente nullo. Cid 
si verifica in primo liiogo, evidentemente, se u è m a  sesta poteriza. Se u 
non ha questa forma, si possono assumere come variabili due diversi fattori 
di k ,  onde si avra a z O, y = O ; ed affincht: allora k si annulli, devono 
essere sodisfatte le equazioni : 

Se in primo luogo B d=O, anche c ed e devono essere zero ; quindi il 

ha la forma : 
u= 6 (x5y + y5s) 

Ma se d è diverso da zero, nessuno dei coefficienti c, e, b, f pud essere 
nullo, ed esprimendo tutto mediante b, c ,  si trova: 

espressione clie mediante iina sostituzione lineare si reca del pari alla forma 
6xy  (x4+y4). 
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La forma 6xy (x4+  y4) B il covariante di sesto ordine di una forma bi- 
qundratica : 

x 4 + y 4 + 6 h x 2 ? j P .  

Si pua adunque enunciare il teorema: 

S e  p e r  u n a  fo rma  b i n a r i a  u d i  s e s t o  g r a d o  i l  c o v a r i a n t e  k B 
i d e n t i c a m e n t e  n u l I o ,  u s a r a  u n a  s c s t a  potenza,  ovvero s a r à  i l  co- 
v a r i a n t e  di  sesto grado  di  u n a  forma b iquadra t i ca ;  e v i ceve r sa  k 
s i  annul la  ident icamente  in  ambedue ques t i  casi. 

Per risolvere l'equazionp. u= O ne1 caso che k sia nullo, basta fare l'os- 
servazime che i fattori di 6x y (x4 + yL), cioè : 

danno sempre zero, se si formano gli invarianti simultanei di due qualunque 
fra essi. Dunque, se i fattori di 21 si indicano con : 

questi possederanno la medesima proprietà, oiide : 

1 coefficienti del prodotto di quei trc fattori direntano percid i seguenti: 

1 ,  2(a+u'+a19,  / 3+~ f+~+4 (aa '+a1u11+a"a )=5 (~+ iS ) f+~ " )~  

Dunque, se é data la forma : 

si ricavano le iS) dall'equazione cubica : 

e qiiindi le a mediante eqiiazioni lincari. 

Giessen, febùrnjo 1867. 
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Sopra le funzioni sferiche. 

(dr?l Pror  EXRICO GI.:TTI. a Piçn). 

U n a  funzione arbitrariamenie data sopra tutti i punti della superiirie d i  
una sfera, anche se discontinua lungo alcune linee, purch& queste si tro- 
vin0 tra loro a distanza finita, se lia un sol valorc in ogni punto e si cou- 
serva sempre finita, pu13 esprimersi aiialiticamenre in un solo modo per mczzo 
di una serie convergente di fun%ioni sleriche. Qucsto teorerna, di somma im- 
portanza nell'applicazione dell'ilnalisi alla Fisica. mxtcmatica e alla Nvccz- 
nica celeste, fu dimostrato da I,EJEU~-i.: DIRICHLET ne1 t. XVII d:l Gioi.nale 
di CRELLE, con tutto il rigore desidesabile. Ma pcr altre siipwficie oltse la 
sfera esistono funzioni analogl~e alle sîeyiche: per nlezzo clelle quali si pud 
esprimere in serie convergente una funzionc afiitraïiamente data sopra tutti 
i punti della superficie. Tïa yueste si possono notare le funzioni di Lhar6 
per l'ellissoide. La dimostrazione dell'enunciato teorema, clle passo ad csporre, 
oltre alla sua semplicità, lia il vantaggio di potersi immediatamente gene- 
ralizzare senza difficolth. 

Lemnzn 1. S e  u n a  funzione V dei p u n t i  di un da io  spaz io  con- 
n e s s o  T sod i s fd  a l l a  e q u a z i o n e :  

e sopra  u n s  porzione f ini ta  di  iina supr r f ic ie  S cotnpresn i n  T, so- 
disfà alle due  e,qiiazioni:  
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denotando con p l a  i iormale a l la  superf icie  S ,  non p o t r à  ne110 
spaz io  T a v e r e  valor i  differenti  d a  z e r o ,  a meno  clie i n  q u a l c h e  
punto  d i  ques to  s p a z i o ,  e s sa  O l e  s u e  d e r i v a t e  p r i m e  c e s s i n o  d i  
e s s e r e  Cinite e cont inue .  

In fatti, se la funzione V ha valori differenti da zero in viciilanza della 
superficie S ,  potrcmo sempre prendere una parte T' dello spazio T adia- 
cente ad S, e cosi piccola clie in essa V abbia tutti i suoi valori dello stesso 
segno. Supponiamo che r i  abbia tutti i valori positivi. Per quanto piccolo 
debba essere 10 spazio S' ,  uns parte T f f  di esso si pot& sempre supporre corn- 
presa tra la superficie S e uns superficie sferica 2 che abbia il centro O 
fuori di T If. 

Denotiamo con r la distanza di un punto qualunque al centro O, e con 
R i l  raggio della sfera 2 .  

Le due funzioni V ed 1 saranuo in Tt' ambeùue finite e contiiiue in- 

sieme colle loro derivate prime e so~lisfa~anno a.lla equazione (1). Quindi per 
il teorema di GREEX : 

dove gl'integïali debboiio esseïe estesi a tutta la superficie che chiude T", 
della quale una parte B una porzione di superficie S, l'altra una porzione 
di sfera Z . 

Ors sapa S abbiamo sodisfntte 1' equazioni (2) ; quindi gl' integrali rela- 
tivi si annullano. Sopra C essendo r costante, V finita e continua insieme 
colle sue derivate prime ncll'interno di tutta la sfcra, e potenclosi sup- 

d V  
poïïe -=O in tutta ln. p rz ione  di superficie della sfera che non limita T", 

(1 r 
abbiamo per un teorema iloto (') : 

(') Vedi la Teoricn d ~ l b .  forze rhe ag i scovo  seco?$do ln  lpgge di Ne~c!o~t,  di E. BKTTI: pag. 96. 
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dove d20 b l'elemerito di superficie sferica di raggio eguale alla unità , e 
lyintegrale 6 esteso a tutta la porzione Z: della sfera di raggio B. Guesta 
conseguenza contradice alla supposizione che V sia positiva in tutto la spa- 
zio 3". .Analogamente si dimostra che non pu6 avere iu questo spazio va- 
lori tutti negativi. Duiîque deve esservi eguale a zero. Cosi continuando di 
strato in strato si vede che V dovïà essere eguale a zero in tutto Io Spa- 
zio T, a meno clie non si ammettano discontinuith in essa O nelle sue 
derivate prime. 

Lemnza II. Non p u 6  e s se rv i  a l t r o  che  u n a  s o l a  f u n z i o n e  c h e  i n  
u n  d a t o  s p a z i o  c o n n e s s o  T sod i s f acc i a  a l l a  e q u a z i o n e  ( l ) ,  s i a  fi- 
n i t a  e c o n t i n u a  i n s i e m e  col le  s u e  de r iva t e  p r i m e ,  e s o p r a  u n a  
p o r z i o n e  f i n i t a  d i  u n a  supe r f i c i e  S s i t u a t a  i n  q u e s t o  s p a z i o ,  t a n t o  
e s s a  q u a n t o  l a  s u a  d e r i v a t a  r i s p e t t o  a l l a  n o r m a l e  a d  S p r e n d a n o  
d a t i  valor i .  

In fatti, supponiamo che vi siano due fuuzioni V e Vr, che sodisfacciano 
a qucste condizioni. Poniamo : V - TT' = U . Avremo sopra S : 

dunque per il lemma 1. , in tutto Io spazio T, sarà: U= O ,  c quindi : V= Vr ; 
come volevamo dimostrare. 

Ora sia data una superficie chiusa S ,  e s0pi.a la medesima m a  funzione 
v finita e continua, e con un solo valore in ogni punto. Si potrS dctermi- 
nare sempre una sola funzione V che, nello spazio T racchi~~so  dalla super- 
ficie S, si conservi insieme colle sue derivate finita e continua, sodisfaccia 
all'equazione (1)' e sopra S sia eguale a v ;  e sarà data da1 teorema di 
GREEN sotto la forma : 

dove p denota la distanza del punto (x', y', d) s, cui corrisponde il valore 
V' da1 punto (x, y, z )  che 6 solo variabile nella integïazione da estendersi 
a tutta la superscie S. 

È chiaro che potrA aversi dalla formula (3) una serie convergente per 
1 1 esprimere V', quando si abbia una serie convergente per Ma poiclih 

diviene infinito quando il punto (x' y r  z') coiacide col punto (x, y,  z )  , la  serie 
1 1 che dA - deve cessare di esser convergente per un valore di y-y quando 
Q 
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il punto ( 2 ,  y', if) i! sopra la siiperficie; quindi la convergenza della serio 
che si swebbs ottenuttl per 1') rimarrebbe dubbia per i punti della superficies. 
L' altra diîiicolt& che si preseiita deriva da1 comparire nella formula (3) ,  
non solo i valori della funzione V sopra la superficie che sono dnti, ma anche 

d V qu-lli clella sua derivata che non son dati e sono una coiisegueilza di 
q u ~ l l i  dzlla. f~mzione. Vediamo corne si possono superare queste due difii- 
co!iL, lirnitziicloci a conside~are pôr S iiua sfera di raggio R. 

IPi!ow,~zcl. Una  fui lz ione dei p u n t i  di  u n a  sfera ,  s empre  f in i ta  e 
d i s c o n t i n u a  s o l t a n t o  lungo l i n e e  s e p a r a t e  da i n t e r v a l l i  f i n i t i ,  b 
s e m p r e  esprimibi!e p e r  uiia s e r i e  c o n v e r g e n t e  di f u n z i o n i  sfe- 
r i c h e .  

Poi~i>rnq l'origine dellc coordiiiate riel ceiitro O della sfera, e siano (Y', Or, 9') 
le coorJiintc polxi di un punto (XI, p', zr) ,  (r, O, 9) quelle di un punto jx, 9 , ~ ) .  
La distaizza inversa di quesii due punti, finclib r' <r , sar5 data dalla 
serie ~onve~ge i i t e  : 

essendo P, le note funzioni di LEGEKDXK. 
Sostitueildo il valore (-1) nella formula ( 3 ) ,  abbiamo : 

Id3 d d  tewema di C;~EEX, essendo iiell'iiiterno della sfera : 

2 7 z 0 ,  A2V=O, 
abbiamo : 

os~ia  : 

onde : 
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essendo Y,, una funzione sferica, sarà : 

e quindi sostituendo nella ( 5 )  si deducono le due relazioni note : 

(6) Y,, P,, cltc = O , 

quand0 ?n non 8 == n, a : 

S &z 
Y,& P, d.w = Y',, . - n t  i 

Dati i valori di V sopra la sfera S, abbiamo determinata la continuazione 
della funzione nello spazio interno T, in modo che sodisfaccia all'equazione 
(1) e si mantenga sempre finita e continua insieme colle sue derivate prime. 
D u q u e  sopra la superficie della sfem saranno determinate anche le derivate 
d V  - ii r prese procedendo verso I'interno, e quindi per il !emma II. la funzioiie 
non potrh continuarsi altro che in un solo modo anche all'esterno, in guisa 
che non si abbiano discontinuità in essa e nelle sue derivate prime attra- 
versando la superficie. Ond' è che, se prendiamo un'altra, sfera S' concen- 
trica colia prima, e di raggio R' > R ,  la funzione V, se si mole che si con- 
semi finita e continua insieme colle sue derivate prime nello spazio compreso 
tra le due sfere e vi sodisfaccia all'equazione j 1 ) ,  avr& ralori determinati 
sopra la sfera di raggio RI; il quale non si pu6 prenclere infinitamente grande, 
perche in qualclie punto del10 spazio csterno ad S ,  la funzione V O le sue 
derivate prime debbono, corne & noto, cessare di essere continue. 

Pertanto nello spazio interno ad S', denotando con o i valori di V sopra 
la sfera S', avremo : 

Sopra la superficie 
r' F R < R', avremo 

S che B tutta nello spazio racchiuso da S', e in cui 
dunque in serie convergente : 
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8 6 E. Be  t t i : Sopra le funziorii sferiche. 

Moltiplicaiîdo per P,, dw i due membri di questa ecluazione , intepando 
per tutta la sfera ed osservando l'equazioni (6) e (7), iibbiamo sopra la sfera : 

the & la serie nota di cui volevamo dimostrare la convergenza. 

In questa dimostrazione é siipposto che la funzione V sia sopra la sfera S 
finita e continua in tutti i punti. Sc la fiinzione V fosse sempre finita, ma 
discontinua lungo linee separate da intcrvalli finiti, bisognerebbe, neIli-, ap- 
plicare il teorema di GREEN,  escludere spazi tubulari di diametro iiifinite- 
simo che avessero per assi qucste liilee; quindi si dorrebbero aggiunpere 
nella formola (5) gi'integrali ïelativi alle parti di queste superficie che ri- 
mangono dalla parte interna della sftxa, e alla formula (8) gl'integrali re- 
lativi a tutte intere questa superficie, i quali sono tutti eguali a zero, perclib 
V lia sopra queste superficie valori finiti ('). Dunque la serle (8) sarA con- 
vergente anche in questo caso o dara i valori della funzione p& tutta la 
sfera, fuorchk nelle linee di discontinuith Kei punti di queste linee darà i 
valori medi tra quelli verso i quali converge la funzione data, dalle due 
parti della linea. 

In fatti sia do uu elemento della linea lungo la quale é la discontinuità 
della data funzione; sia p l'arco di geodetica normale a da  da una pmte 
e pr dall'altra. Si preildano sopra p e pr due lunghczze eguali ad y. Sia a 
il limite verso cui couverge il valore della fi~nzione data V, quando ci av- 
viciniamo a do lungo p ,  ed a' quel10 verso cui converge quando ci avvi- 
ciniamo a do lungo p'. Sopra p sard V=a + E , e sopra p' analogamente 
V=ar+ E' , dove E ed d sono due quantitk che si possono rendere piccole 
quanto si vuole, diminuendo sufficientemente la lunghezza y. Ora conside- 
riamo il rettangolo che ha per altezza do  e per base 2 ~ ,  e determiniamo 
l'integrale di un termine della formula (8) ,  prendendo invece dei valori dati 
dalla funzione V, i valori di una fiinzione continua che prenda i medesimi 
valori di quella all'estremità p e p'. Siano P e Pr questi valori che diffe- 
riranno da a e da ar: tanto poco quanto si vuole, e prendiamo : 

(') Vedi CHIIISTOFFEL, Zur Theorie der einwer~hiqea Pofenlinle ( G .  CI~ELLII BORCHARDT, 
t. 64). 
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E. Be t t î': Sopra  le funzioni sferiche. 

contando le z sopra le geodetiche a partire dalla estremith di p. Avremo : 

Calcoliamo ora 10 stesso iiltegïalc coi valori dati dalla funzione V. Tras- 
curando le quantita. di secondo ordine avremo , sopra p : 

e sopra pr : 
(6' - x' ) v'=p'+(x-2v) ; 

n 
oncle : 

Dunque, se la funzione è discontiilua lungo liilee separate da intervalli 
finiti, la serie (8) rappresenta una funzione che ha per tutto i medesimi 
valori della funzione data, fuori clle nei punti di discontinuit& dove ha i 
valori medi tra quelli che vi prende la data funzione. 

Pisa, 42 Marzo 1867. 
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Sul problema delle temperature stazionarie 

e la rappresentazione di una data superficie ("1- 

( de2 prof. E. B. CHRISTOFFEL, in Zurigo. ) 

II presente lavoro si occupa del problema delle temperature stazionarie 
sopra superficie piane, coll'intento di esporre i punti di vista generali che 
devono mettersi a fondamento nella trattazione di questa quistione. 

Ho giudicato conveniente di ritenere per la presente ricerca le condizioni 
essenziali del problema nella stessa semplicità, che è propria della quistione 
fisica. Se si pone il problema nella sua forma più generale, allora il suo in- 
.teresse invade un nuovo campo, onde per questo cas0 è giustificata una 
speciale ricerca che riservo ad un'altra occasione. 

L'unico cangiamento che mi sono permesso per questa volta, concerne 
l'equazione differenziale del problema, che ho completata col mezzo di un 

non vien posta termine indipendente, in guisa che l'espressione +v 
eguale a zero, ma ad una funzione arbitraria + di z, y. Fatta astrazione da 
ragioni più riposte, questa aggiunta ha l'evidente vantaggio che vengono 
d'ora in avanti esclusi diversi sussidi non adatti a ricerche generali, per es. 
trasformazioni e soluzioni particolari. 

Il principale interesse che si annoda a questo problema, dipende dalla sua 
conosciuta relazione colle proprieta. generali di una funzione di una varia- 
bile complessa x+iy. Le ricerche fatte finora, per quanto qui potranno oc- 

.carrere, non mirano perd tanto ad approfondire e spiegare completamente 

(') Traduzionc del Dott. CARLO FORYENTI, iu Pavia. 

Annalé di Matematica. 
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90 Ch  r i  s t O f f e 1 : Sul problema delle temperature st azionarie, ecc. 

questo legame, quanto piuttosto a rendere utile questo legame per gli scopi 
dell'integrazione. aeu a2u- Se si introducono nell'equazione - + - 0, in luogo delle coordinate 

axa a, 
ortogonali x, y, le parti reali 8, o di una funzione di x t iy corne varia- 
bili indipendenti, in virtù di quella relazione non vien cangiata la forma 
dell'equazione differenziale. Da cid si ha subito il principio adoperato da1 
sig. LAMÉ nelle sue pregevoli Lecons s u r  les coordonnées curvilignes, che 
la soluzione del problema per la superficie circolare xe+y2<cVas ta  per 
derivarne, sotto certe supposizioni fatte intorno alla funzione 8 t i o  ed alla 
grandezza di c, la soluzione per la superficie 02+d<c2. 

La stessa trasformazione serve anche di fondamento alla bella memoria 
del sig. NEUMANN (Giornale di BORCHARDT, t. 59, pag. 348). La quale, oltre ad 
una diligente ricerca sulle curve (dapprima trattate da CAUCHY) 8 ' t d = c 2 ,  
che il signor NEUMABN chiama linee di livello, presenta eziandio un impor- 
tante progresso nella trattazione dell'attuale problema , facendo dipendere, 
per mezzo di considerazioni che sono analoghe alla'teoria di GREEN su1 po- 
tenziale, la determinazione della funzione primitivamente cercata da un'altra ' a ds  art. 4.  che B indipendente dai va- r ?do, in q u a n t ~  al valore = - - 

2n a p  1 
lori arbitrari di quella ne1 contorno, e soltanto dipende dalla forma del con- 
'torno e dalla posizione di un punto arbitrario p. L'espressione di questa 
funzione in 8 ed w é data a pag. 354, e la determinazione di 8 ed o per 
mezzo di x ed y vien ridotta ad un problema (pag. 355) il quale, a meno 
'di u n i  condizione di discontinuità non messa in evidenza, ma tuttavia fa- 
cile a completarsi, costituisce un cas0 particolare della quistione primitiva. 
Non vi si danno perd applicazioni di questa interessante riduzione a casi de- 
terminati. 

Quanto sia anche a me riuscito di trovare nuovi punti di vista ed utili 
sussidi per la presente questione, 10 mostrerannno le ricerche che seguono. 

Sia distesa su1 piano x y  una superficie F ad un solo strato e semplicemente 
connessa (eine einblattrige und eknfach zusamm.enhangende Flache), il cui 
contorno sia format0 da una data curva K. Cid supposto, si cerca una fun- 
zione U di x, y, che unitamente alle sue derivate prime sia ad un val  ore 
(einwerthig) e cont inua  in F, e che sodisfaccia all'equazione: 

. 
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C h r i s t off el : Sul problema delle temperature stazionarie, ecc. 9 l  

mentre lungo il contorno K sia: 

U = + ( x ,  y) . 
Per determinare U in punto O di F, separiamo da F un cerchio di raggio 

p, il cui centro sia O ,  e formiamo, mediante una funzione k che colle sue 
prime derivate sia nella restante superficie F f  ad un valoïe e continua, l'e- 
quazione: 

Se si indica con ds un elemento arbitrario della linea K, con dp il diffe- 
renziale della normale a ds diretta verso l'esterno, e finalmente con 0 l'an- 
go10 che il raggio p uscente da O fa colla direzione delle x crescenti; il 
primo membro dell'ultima equazione diventerà: 

Cid posto, assoggettiamo k alle seguenti condizioni: 

A. Lungo la curva K sis dappertutto E= O .  

B. Per p tendente a zero diventi p $ = 1 . 

C. In F, fuori di O, sia a2E a2E -, g+x- 
Da B. pel teorema VII. e. della mia teorica dei potenziali ad un valore 

5 (Giornale di BORCHARDT, t. 64, pag. 337) discende che anche - converge 
'y. P 

verso il limite 1, quando p tende a zero. Per conseguenza, insleme con p 
5 si annulla p f= p log. p. - , e l'ultima espressione annullandosi p, si tras- log. p 

forma in : 

- j J . $ d s + 2 x ~ , ,  . 
Noi otteniamo adunque : 

quindi la determinazione di U' é ridotta a quella di 5 .  
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92 G hris toffel: Sul pïoblema delle temperature stazionarie, ecc. 

JI. 

a F as' 
L' equazione C. é la condizione affinchè 2 d y - - dx sia il differenzials a x a Y 

totale di una funzione di x, y. Indicando questa funzione con r ,  si ottiene: 

quiudi 
o=i+ir 

E unu funzione di z=x+ iy, e E ne & la parte reüle. Questa funzione , per 
le A. e B. e per le già poste condizioni, ha le seguenti propriet8 : 

1. Lungo la curva K ,  la funzione w è imaginaria senza parte reale, 
mod .e~=l  . 

2. Fuori di O, f ed 7 epperd anche o sono monodrome (einündrig) e continue. 

3. Se si considerano 6 ed 7 corne funzioni delle coordinate polari p, 8, 
aventi origine in O ,  quando 8 cresce per una rotazione dell' asse delle z 
verso 1' asse delle y ,  é : 

Da cid segue subito per p = 0,- = i6 Se quindi il punto ( s , y ) gira a 0 
nella direzione positiva intorno al punto O, per ciascun giro 7 cresce di 2n,  
ed a di 2ni, perche E & ad un valore. Per Io stesso motivo ne1 piano (p, O ) ,  

a S. a -4 lungo la linea p=O, è -=O ('); quindi per p = O  si ha p--- a 0 a p  -O9  ios, =o. 
Ne risulta che ne1 punto O la funzione a-log. (n - 2,) è monodroma, ed 
insieme anche continua, perchè il quoziente 

(') Per  provare questa proposizione, basta mostrare che la funzione U'= [ - log. p, che 
& ad un valore in F, 6 in O anche continua, poichb allora essa sa r i  costante lungo la 
surnmenzionala linea p=O (asse delle 8). Se neli'art. 1 si assume U' in luogo di U, 
sarà cp=O all'infuori di o. Inoltre, pcr la rappresentazione di ü' in un punto qualsi- 
voglia m diverso da 0, non occorre che il punto O sia escluso da F, perchè per p=O 

a ur risulta p -=O, p U1=O. Conseguen temente Ur b rappresentata da un integrale esteso a P 
soltanto II&O K, epper6 B una. funzione a un valore e continua iu ogni punto di F, 
ed iu particolare ne1 puoto O. 
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Ch r i s  t o f f e 1 :  Sul problema delle temperature stazionarie , ecc. 9 9 

O - log. (3 - 2,) - - 5 i 8 - l + i  'II 

log. (z - u,) 106 p t log. p + ,i4 ' 

si annulla con p, ci6 che sarebbe impossibile se la funzione o- log. ( z  -zo), 
monodroma in O ,  ivi fosse discontinua. 

Quindi ew è dappertutto in F ad un valoïe e continua, e fuori di O, dove 
diventa infinitamente piccola del primo ordine, è inoltre diversa da zero. Se 
si indica con w questa funzione, si ha il seguente risultato : 

S i a  w u n a  f u n z i o n e  di z ad  u n  va lo re  e c o n t i n u a  i n  F, t a l e  
c h e  il s u o  modulo  ne1 con to rno  K d i  q u e s t a  s u p e r f i c i e  abb ia  i~ 
v a l o r e  1; ne1 p u n t o  O essa d i v e n g a  i n f i n i t a m e n t e  p i cco la  del 
p r imo  o r d i n e  ed  i n  t u t t i  g l i  a l t r i  p u n t i  d e l l a  s u p e r f i c i e  F r i m a n g a  
i n v e c e  d i v e r s a  d a  zero.  Allora l a  p a r t e  r e a l e  d i  l o g .  w sodis fa  a 
t u t t e  l e  condiz ioni  pos te  pe r  6 ,  e s i  pud p o r r e :  

k'= log. mod. w . 
Se wf è una seconda funzione di z che sodisfaccia a tutte le condizioni poste, 

w ' per w, - sarà in  F ad un valore, nè nulla nè infinita; ed il suo modulo 
W 

w J  sarà in K eguale ad 1. Quindi ogni ramo della funzione log. - & in F 
w 

monodromo e continuo, ed in K puramente imaginario. La sua parte reale 
è percib ne1 contorno di F eguale a zero, nell'interno ne polidroma (mehran- 
drig ) nné discontinua, e quindi dappertutto in F eguale a zero. Per con- 

w1 seguenza log. - è costante e puramente imaginario,=yi. Da cid si ricava 
w 

w'=eY'w, cioè w p e r  l e  a n t e c e d e n t i  condiz ioni  & d e t e r m i n a t a  f ino  
a d  un f a t t o r e  c o s t a n t e  di  modulo  1 ,  e q u i n d i  f; è d e t e r m i n a t a  
comple t amen te .  

III. 

Se ora si scompone la funzione w nelle sue parti reali : 

w = u + i v ,  

siccome lungo K é mod. w = l  e ne1 punto O di F si ha w = O ,  cosi ne 
emerge che i piani della z e della w si devono corrispondere in modo, clie 
alla data area F esistente ne1 primo piano corrisponda nell'altro piano il 
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cerchio U" v B < I ,  a1 punto O il centro di quest'ultimo, ed al contorno K 
di F il contorno del cerchio. La determinazione di w coincide quindi colla 
soluzione della questione: rappresentare l'area data F su1 piano della 
tu, trasformandola in  u n  cerchio di raggio  1, in  modo che ne1 centro 
di quest'ultimo riesca rappresentato un  punto O scelto ad arbitrio inF.  

Dalla conclusione del precedente articolo risulta che questo problema é pie- 
namente determinato, in quanto che due rappresentazioni circolari di F, 
l'una delle quali si ottiene dall'altra facendola rotare di un angolo y, non 
possono essere considerate come essenzialmente diverse. 

Questo risultato ed in pari tempi il dimostrare che il presente problema 
ammette una soluzione per ciascuna forma di F, sono compresi come caso 
particolare nella proposizione generale sopra le superficie semplicemente 
connesse, che RIEMANN ha sviluppata nella sua dissertazione inaugurale, 
p. 30 ('). 

IV. 

Per le ricerche ulteriori, conviene sostituire al problema dell'articoIo an- 
tecedente un altro che dipenda da condizioni più facili ad essere sodisfatte. 

Poiché mod.(z-z,) non B altro che la distanza rettilinea dei due punti 
.z e z,, cosi il luogo di tutti i punti z, i quali sodisfanno alla condizione 
mod. (z-z,)=mod.(z-z,), B la retta perpendicolare ne1 punto di mezzo a 
quella che congiunge i punti z, e z, . Quindi se si assume per z, l'espres- 
sione z', =x, - iy, coniugata di z,= x, +- iy,, ne segue per y, positivo che 
la funzione: 

z - Z, 
Y" - z", 

nella metà y>O del piano, diventa infinitamente piccola ne1 solo punto O 
e propriamente del primo ordine; ne1 resto rimane continua e ne1 contorno 
di questa superficie raggiunge il modulo I .  Per questa superficie é quindi 
conosciuta anche k. 

Se ora si b in grado di rappresentare il piano della Z=X+iY su1 piano 
della z ,  in modo che al mezzo piano Y>0, che in seguito si indicherà con 
E, ed al suo contorno (chiuso all'infinito) Y=+ O corrisponda ne1 piano della 
z un'area F col proprio contorno dato K, ed a ciascun punto dell'una super- 

(') Annali di Matenaarlicca , t. 2 (La serie). 
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ficie corrisponda un punto unico dell'altra; e se in questa supposizione 2, 
é il valore di Z ne1 punto O di F ,  e Z', il suo c,onjugato, allora ciascun punto 
del piano z corrispondente a Z', giace fuori di F: perché Z', é situato fuori di 
E. Inoltre Z è soltanto ne1 punto O di F eguale a Z,,  perche a ciascun punto 
2, di E corrisponde un punto unico O di F. Assumendo quindi: 

io diventerà ne1 punto O di F infinitamente piccola del primo ordine e ne1 
resto di F si conserverà ad un \.alore, continua e diversa da zero, ed acquisterà 
ne1 contorno K di F, il quale corrisponde al contorno di E, il modulo 1. 
Quindi per la superficie F è: 

2- 2, 
g=log. mod. - z - zl, 

Essendo ds ,  d X  gli elementi corrispondenti dei contorni di F ed E, cos1 
pure d p  , d Y i corrispondenti elementi delle loro normali , si avrà: 

perché a cagione della somiglianza delle parti infinitamente piccole, alla 

direzione di d p  corrisponde la direzione delle Y decrescenti. ~ u i - ,  corne a P 

rapport0 di elementi lineari corrrispondenti, é eguale a mod.-=g,dun- 
2 2  a s  - - 

a y  a t  aiog w que - d s = d X . Allora - è la parte reale di --- per Y = O . Quindi per 
a p  a y a y 

l'elemento ds di K corrispondente al d X ,  si ottiene : 

ed ecco allora stabilite tutte le espressioni richieste nell'art. 1, tosto che 
la superficie E sia rappresentata semplicemente sopra F. 

P. 

Poligoni ad un solo strato. 

Sia F un poligono ad un solo strato, composto di un sol pezzo cogli n 
vertici z,, 2,- , z,, che si succedono in un giro positivo intorno ad F nell'or- 
dine dei loro indici. L'angolo in t e rno  ne1 vertice z. sia indicato con h,,in 
modo che sarh: 
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Noi ci proponiamo la questione di rappresentare semplicemente la superficie 
E su questo poligono. 

Siano' a,, a,, . . ,a,  i punti dell'asse delle X corrispondenti ai vertici z , ,  
z , ,  . . , a, del poligono. Questi punti si seguiranno l'un l'altro nella direzione 
delle X crescenti, nello stesso ordine dei loro indici, e quindi fra due di 
essi il passaggio si dovrà fare pel piinto infinitamente lontano dell'asse. Noi 
supporremo che questi sieno i punti a,, a,, onde fra le quantith reali a avrh 
1nog.o la successione: 

11 punto giacente su1 contorno del poligono fra z, e z,, che corrisponde al 
al punto infinitamente lontano dell'asse delle X, verrà indicato con zf. 

Cid posto, si tratta di stabilire una tale dipendenza fra le quantitil z e 
Z che: 1) ad un giro positivo intorno all'una delle due superficie F, E cor- 
risponda un giro positivo intorno all'altra; 2) che i punti z ,  Z durante il 
giro passino contemporaneamente per i punti z,, a,; 3) che z percorra una 
linea retta ogni qua1 volta Z descrive uno dei segmenti a,-, a, ; finalmente 
4) cl-ie nella rappresentazione di E su F, nell'interiio delle due superficie esista 
perfetta eguaglianza di angoli, cioè ne sia esclusa qualunque diramazione 
(Verzweigung). 

Mentre z e Z percorrono i corrispondenti segmenti rettilineiz,-, z,, a,-,a, 
a 2 in direzione positiva, rimane inalterata la parte imaginaria di log. - dipen- az 

dente soltanto da queste direzioni. Nello stesso moment0 perd in cui z 
piega intorno al vertice z,, e quindi Z ne1 suo giro positivo intorno ad E 
oltrepassa il punto a,,  d z  ruota dell'angolo n-A, in direzione positiva, 
mentre dZ conserva la sua direzione. Quindi in un mezzo giro negativo 

a intorno ad a, , log.- cresce di (n- A,) i, ci06 in un intero giro positivo az 
cresce di 

lc - X, - 
X, - x - a z  -. " - é in a, monodroma, né nulla nè in- 

z 
2ni ;  eperd  (Z - a.) . 

finita. Di qui segue che il prodotto 

z-AI a - -A2 x-A, - 
( ) ( - a ) .  . ( a )  
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liingo l'asse delle X non ha punti di diramazione (Verzweigungspuncte), nb 
di valor zero, ne di discontinuità, perche altrimenti K avrebbe od altri ver- 

a tici O vertici d'altra natura. Inoltre - 7 ( e  quindi perda relazione (1) an- az 
che X) dev'essere in tutta la superficie E monodroma, continua e diversa da 
zero; perche altrimenti la sua rappresentazione od avrebbe diramazioni e 
quindi non sarebbe ad un solo strato, oppure si estenderebbe all'infinito. 

La funzione x adunque non è mai in E polidroma O discontinua, e deve 
inoltre essere tale che in ciascun segmento a,-, a, dell'asse delle X il 

" sia costante, perche questi segmenti devono essere rappre- rapport0 - mod.dz 
sentati linearmente. Siccome per Y = O è dZ= d X, per la realtà della quantith 
a,  il precedente prodotto sta in rapporto costante col suo modulo; percid 

X 
mod. x 

deve essere costante in ciascun segmento a,-, a,, quindi per la sua con- 
tinuità avrA 10 stesso valore costante in tiitto l'asse delle X. Indicando 
questo valore con c ,  si ha per Y=O : 

log. x =log. mod. x +log. c ;  

adunque nell' asse delle X la parte imaginaria di 1og.x è costante; ed 
essendo in E monodroma, continua e diversa da zero, cid non 15 altrimenti 
possibile se non quando log. X, e quindi anche X, ha dappertutto 10 stesso 
valor costante. Designando con A questo valore, si ha: 

dove ora il rapporto della costante A al suo modulo deve essere scelto in 
d z  

modo, the m o d , d z  ottenga ne1 punto z' il valore che corrisponde alla data 

direzione da z, a 2,. 
Se a 6 l'angolo di questa direzione con quella delle x crescenti, e c 

una costante positiva, si otterrlt : 
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supposto che la variabile venga limitata alla superficie E, e ciascun fattore 

venga definito colla condizione di rimanere positivo nell'asse delle X, finché 
sia X <a,. Ponendo con queste limitazioni : 

si ottiene mediante 1' equazione : 

- 4 -- ln 1 ln 1 
. ( a ,  - 2) . . . (un - 2)'- = z,l 

r z 

la richiesta rappresentazione di E sopra F. 
s+1 

Indicando il lato del poligono fra i vertici z,, z,,, con L, , si ha: 

se dappertutto in mod.2 vien posto Y=O. 

Siccome 3 in E non pesenta ne diramazioili nè cliscontinuità, cosi 3 cl Z S 
.preso lungo l'iiitero contorno di E i! nullo, cioè aviito riguardo alla (1) : - 

ove si integri lungo la linea Y=+O. Di qui si hanno due equazioni fra i 
lati L e gli angoli il, che non sono altro che le condizioni conosciute perche 
il poligono Ii sia chiuso. 
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VI. 

Per gli antecedenti risultati & risoluto il problema dell'art. IV per ciascun 
poligono F, di rappresentare ci06 semplicemente E su F in modo che a 
ciascun punto dell'una superficie corrisponda un punto unico dell' altra. 

Siccome per ogni posizione del punto Z in E b dato il corrispondente 
punto n di F, cosi si pud in particolare per l'espressione : 

dell'art. IV, sempre assegnare il punto z, di F corrispondente a Z,, peï il 
quale l'ultima formula dell'art. 1 offra il valore cercato di U. In questo senso 
adunque (e la più parte delle soluzioni di tali questioni non vanno più oltre) 
la questione di determinare U si pu6 considerare come risoluta per tutti i 
poligoni F. 

- Affatto diversamente si presenta la questione quando non si voglia con- 
tentarsi di cid, ma invece si domandi che la quantità Z,, che occorre per 
la formazione di w ,  venga determinata per ciascuna qualsivoglia posizione 
del punto O di F. 

Infatti questa domanda non altro significa se non che, mediailte la inver- 
sione dell'equazione (4)' Z sia presentata come funzione di z. 

Un esame piii diligente mostra che sono solamente quattro i poligoni P 
per i quali questa equazione pud essere posta senza ulteriori modificazioni, 
vale a dire il rettangolo, il triangolo equilatero, e due triangoli rettangoli, 
l'isoscele cioè e quel10 i cui angoli all'ipotenusa sono di 30° e 60°. 

In tutti gli altri casi O deve essere limitata la variabilità di z e Z nelle 
superficie F ed E, onde non si ottiene alcuna semplificazione, mentre va 
perduta l'importanza analitica del problema; oppure, ove si richieda la in- 
versione con variabili illimitate, il_problema della rappresentazione dev'essere 
posto altrimenti. 

Ed invero, se in F i rapporti angolari sono tutti razionali, e quindi 2 é una 

funzione algebrica di Z, si pu6 facilmente per questa funzione determinare 
la superficie T rappresentante il suo modo di diramazione (Verzweigunsart), e 
l'ordine 2p I- 1 della sua connessione (Zusammenhang), ed allora per conse- 

&ire l'inversione dell'equazione , dn = ZdZ,  devonsi aggiungere a questa, 

come 6 noto, ancora p - 1 altre equazioni dzo= zodZu, dove tutte le ;2;u sono 
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funzioni algebriche diramate come T, e tutte le zb sono integrali di prima spe- 
cie non aventi tra loro relazioni lineari, alla quale ultima condizione in virt-ir 
dell'equazione (1.) dell'art. precedente sodisfh anche z. 

In termini più semplici, ci6 significa doversi in questo caso rappresentare 
simultaneainente E su p superficie, una delle quali é la stessa F, e le altre 
dipendono da F. Il caso di p=I mostra già che da questo punto di vista 
il problema primitivo si decompone in infiniti gruppi di casi particolari. 

Del resto, da queste considerazioni risulta che i risultati dell'articolo prece- 
dente insegnano in ciascun caso a conoscere la classe di funzioni alla quale 
appartengono w e t ,  anche quando l'espressione di U sia stata trovata per 
altra via. 

VII. 

Ormai non rimane che a render possibile, col10 svolgimento di un esempio 
trattato anche con altri metodi, il confronto fra questi ed il processo qui 
esposto. Noi scegliamo per brevità il più semplice di tutti, ciok il caso che 
Ia superficie F sia un rettangolo. Assumendo nell'art. 1, la funzione arbi- 
traria 9 = O ,  si pua assai facilmente determinare per questa superficie la U 
col metodo dato da FOURIER (cfr. LAMÉ Leçons sur les fonctions inverses 
des transcendantes, x ~ v ) ,  ma il principale risultato della ricerca, cioé la de- 
terminazione dela specie di funzioni dalla quale dipende la soluzione, non 
si potrebbe riconoscere per questa via che a stento, sebbene la posteriore 
verificazione del. medesimo non offra alcuna dificolth. - -. 

Siano a e b i lati del rettangolo F, posti rispettivamente sugli assi delle 
x ,  y positive. Noi possiamo allora porre: 

dove la radice é definita come dianzi. 
La superficie T & a due strati (zweiblattrig), coi punti di diramazione 

a, <a, <a, <a, situati sull'asse deIle X. Assumendo, cid che é lecito, pei 
- ~. 
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limiti ai quali si estendono i due strati di T gli orli delle rette congiungenti 
a, con a,, ed a, con a,, fra questi limiti gli strati saranno connessi, ed E 
sarà la met& positiva (corrispondente ad Y> O) del primo strato. 

Per questa connessione di T e' per le condizioni imposte all'espressione 

2, questa ottiene 1) valori contrari in due punti di T situati l'un sopra l'altro, 

ed invece 2) valori coniugati in due punti coniugati dello stesso strato. 
Facendo inoltre nella solita maniera, a partire da un punto in E, un taglio 

trasversale (Querschnitt) intorno ad a, a,, e l'altro intorno ad a, a,, ne viene 

che Z per l'equazione d z = z d Z  b determinata come una funzione di n 
ad un solo valore, avente i due periodi 2n, 2 b i ,  i cui valori emergono anche 
da ci6 che segue. 

~ r a s ~ o r t a n d o  in a, il punto d'incontro dei due tagli trasversali, e ridu- 
cendo quest'ultimi a linee rette, la connessione del primo strato-col secondo 
tra a, e a,, ed in ciascuno strato la connessione della meth positiva colla met& 
negativa fra a, ed a,, sarà tolta. La rappresentazione della superficie T f  cosi 
modificata, su1 piano z ,  diviene un rettangolo II, i cui lati 2n, 2 b  sono para- 
lelli agli assi delle x ,  y, e le cui diagonali s'incontrano nell'origine z,=0, 
e del quale adunque F B quella quarta parte che cade ne1 quadrante po- 
sitivo. 

Per dimostrarlo, si tiri anzitutto in ciascuno strato da a, al corrispondenlx 
punto Z una linea, in modo che le due linee coi1 ottenute si coprano; 

allora la sonima degli integrali Z d Z ,  presi lungo queste due linee, sarà S" 
nulla, quindi a due punti di Tr  giacenti l'uno sull'altro corrrisponderanno 
due valori contrari di z ,  ciok due punti del piano z la cui congiungente 
passa per l'origine z,=0 ed é ivi divisa per met&. 

Tirando indtre da a, sullo stesso strato di Tl duel linee simmetriche ri- 
spetto all'asse delle X, cioè congiungenti soltanto punti coniugati e termi- 
nate in siffatti punti, si otterranno mediante 1' integrazione valori coniugati 

- 

di n anche nei punti estremi. Due punti coiiiugati dello stesso strato di 
Tf vengono dunque rappresentati ne1 piano z in due punti coniugati, cioé 
situati simmetricamente rispetto all'asse delle x. 

Da cid risulta subito che II é la rappresentazione di T f .  Se i rettangoli 
nei quali vien diviso II dagli assi coordinati nell'ordine con cui si succe- 
dono in un giro positivo intorno all'origine, si denotano con F, FI, F,,F,, 
possiamo concludere, siccome per le condizioni del problema E b di gi& 
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rappresentato su F, che la parte positiva del secondo strato coperta da E 
sarà rappresentata su F,, la met5 negativa del primn strato su F,, e quella 
del secondo su FI. Contemporaneamente é dimostrato che 2a, 2 b i  sono i 
moduli di periodicita di z. 

Questi risultati sono sufficienti per esprimere la funzione: 

mediante z. In fatti se z, é quel punto di F che corrisponde al punto Zo di E, 
allora 2-2, diventa in II nei due punti no,-zo infinitamente piccola del primo 
ordine, ma fuori di questi diversa da zero. Se zr, é conjugato a z,, 2-Zro 
non 6 mai in II eg-uale a zero, fuorchè nei punti zro, -zr,, nei quali è infi- 
nitamerite piccola del primo ordine. Quindi w é una funzione di z ad un 
valore, coi periodi 2a, 2 b i ,  la quale ne1 rettangolo II dei periodi è infini- 
tamente piccola solamente per z = (z,, - z,), infinitamente grande sola- 
mente per z= ( zro, - zr, ), e sempre del primo ordine ; e per Z= os si ri- 
duce a e ~ "  Di qui segue che mediante la funzione di JA~OBI: 

la w si pud esprimere nella forma: 

dove C é una costante. 
Se zf è il punto fra z, e n,, che corrisponde al punto 

lontano, si ha: 

( z ( z l - z d ) .  d l ( + r +  zo)) 
B b i  "Li 

e y i =  C 

"Li 

Siccome n' è reale, ne1 fattore di C il denominatore è conjugato al nu- 
meratore, onde il modulo di questc fattore sar(l=li Quiudi, s~ l a  quantitg 
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eri, soggetta soltanto a quest'ultima condizione , si assume eguale 'al fattore 
di C, riescira. C= 4 ,  epperd: 

Moltiplicando quest'espressione di w, coll'espressione che ne risulta per 
il valore coniugato wf, si otterrk il quadrato del mod. w, e quindi per la 
determinazione di U ne1 punto z, di F: 

Decomponendo w in  u+ i v  si risolve inoltre il problema di rappresentare 
il rettangolo F su1 cerchio u2 + v 2 <  1, in modo che il centro del cerchio 
corrisponda al punto z, di F, da scegliersi arbitrariamente. 

1 tre altri problemi accennati nell'art. VI, per i quali soltanto & ancora 
possibile la rappresentazione di w per mezzo di n, si possono del pari risol- 
vere facilmente coi mezzi qui adoperati. 

Zurigo, $5: marzo 1867. 
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Sul moto di un pendolo, quando la retta pas- 
sante pel punto di sospensione e pel centro 
di g a v i t à  è , per questo punto , il solo asse 
principale d'inerzia che sia determinato di 
posizione. 

( d e l  prof. LUIGI S C H L ~ L I ,  a Berna) .  

$ 4 .  Dicl~iurazioni preliminari su.11~ notazione, 
e îichiamo d i  alcuni teorerni clesunti dalla teoria delle funzioni ellittiche. 

S i e n o  k,  l due costanti positive legate dalla k%12=l; f ,  h ,  j tre va- 
riabili aventi rispettivamente i valori iniziali O ,  1, 1 e soddisfacenti alle 
equazioni h k . 1  -f ', j2=I - kY2; una quarta variabile x venga definita 
pel valore iniziale O e per l'equazione differenziale d f = h j d x ,  donde de- 
duconsi anche le d h= -fj d x ,  dj= - kyhclx . Quando poi x si consideri 
come argomento, e finché questo resti finito, f, h; j saranno funzioni mono- 
drome di esso, e propriamente le stesse che JACOBI indicd con senam, cosam, 
Aam. Ma invece di questi simboli, per facilitare la scrittura, mi giover6 
di quelle lettere semplici come di segni di funzioni. Inoltre sieno 2 K ,  2 i L  
i due periodi, cosi che si abbia: . 

f (2rnK+2niL+x) = (-1)" fx , 
h ( 2 m K t 2 n i L t x )  =(-l)m+nhx , 
j (2mK+2niL+x)=(-I)" jx , 

ove m,  n dinotano due numeri interi qualunque. Ponendo 

definisco la fuiizione &ta di J~conr  pel valore iiliziale O e la eqiiazione 
differenziale : 

Annnli di Matematiea, tomn 1. 1 4  
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La funzione Gx sia poi definita pel valore iniziale 1 e la equazione dif- 
ferenziale dlogGc=Zx . dx ; e finalmente le tre altre funzioni ellittiche in- 
tere vengano determinate da : 

Per maggior brevith pongo anche dlogyx=Px dx , cosi che : 

hxjx h% E Px=-+Zx , p'x=---- - . 
b f" K 

Oltre le forrnole di addizione più spesso usate, quali sono le : 

fxli?/j!/ + h i x f ~  h(x+y)=h~hy-fxfyj(x+y),  f ( x + ~ ) =  ,l-pia,l'?, 

avrd bisogno anche delle seguenti : se 

N=fcchpjp -hajrnf,3, 

allora N f(a+P)=f2a-fZ/3 , 
Nh(ai-P)=fahajP-jafphp , 
N j(a-t- p)=fajahP- hafpjp .. 

Da1 teorema di addizione 

z x t z y -  Z(x+y)= kYxfyf(x+y) 

per gli integrali ellittici di seconda specie, si deriva 

G ( x + ~ ) G ( x - ~ )  =G~XG" - kk2y2xy2y , 
y(x+y) y@- y)=y2xG2y - G2xYy ; 

(*) Ho preso i quattro segni y ,  g,  Gy 6 dalla memoria On the inverse ellplic fun- 
ciions di CAYLEY (Camlwidge Math. J. IV, pag. "Li). P e r  l'applicazione analitica v i  b il 
vantaggio apprezzabile, che le y'x, gx, Gx, (33s' cominciano tutte e quattro col valore 1. 
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e quindi, ove si supponga x- y costante, 

donde : 

meiitre da noti teoremi di addizione per le funzioni 
CaYa : 

(4 
fratte e clalla (b) si ri- 

Simultaueamente colla (c) si suole derivare da1 teorema (b) l'espressione: 

per l'integrale ellittico di terza specie, purchè il 1og.aritmo ne1 secondo 
membro esca da x=O col valore iniziale O e sia condotto per la stessa via 
che l'integrale ne1 primo membro, s ema  passare per alcuu valore di x 
congru0 con i L k a  

Leggendo 10 schema: 

una volta come prodotto di due determiuanti, l'altra volta come determi- 
nante unico i cui elementi siano le somme di prodotti biiiari fornite dalla 
combinazione di linee delle due metCl del10 schema, in virtù delle (c) e (d), 
se ne deduce la  : 

G(~+E)G(~ -E )G( {+T )G( { -~ )=  l 
Per J = E = + ( ( X + ~ ) ,  (J+ (US-13)-X , r+-(a-/j), ne segue il teorema 

particolare : 

il quale coincide con una forma (dovuta a LEGENDRE) del teorema di ad- 
dizione per gli integrali ellittici di terza specie. Moltiplicata per 
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qiiesta eguag~lianza diventa : 

Se poniamo peï un istante : 

avremo : 
d l w V  a=Pa+P$-Z(a+$-x)- Zx . 
dx 

11 a Pa+ P,8= - + +Z(a+ /3) in virtù della ( f )  , e 
fc? Ip 

-~(a+P-x)-~x=-~(a+,8)-kY(a+P)fxf(a+/3-x), per la (b ) ;  

dunque : 

in virtù della (h). Noltiplicando per V, si ottiene il teorema: 

Per ci6 che segue, gioverà rammentare le  seguenti proprietà delle fun- 
zioni ellitticlie . Posto 

le quattro fuuzioni y ,  g, G, 6 dell'argomeiito 2rnK+%niL+x sono uguali 
ai prodotti di uno stesso fattore 

i xx  
- 1 P  -n- 

Y . e  K 
moltiplicato ordinatamente per (-1)"'" yx , (-1)" gx , (-1)*& Gx , i51x ; e l'ef- 
fetto dell'addizione di un mezzo periodo si rappresmta con : 

1 '1Za: 
y ( i ~ + ~ ~ - g ( i L + ~ ) - ~ ( i ~ + ~ ) - ~ ( ' ' - / - ~ )  - - - - - -  -7 e - 2 j .  

Ga: -i@x k yx -in- 
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Ecco anche le derivate secoude : 

La materia della presente memoria darCl origine a funzioni di un argo- 
mento complesso, la parte reale del quale varia proporzionalmente al tempo, 
mentre la parte imaginaria rimane costante; e sara d'uopo rendersi conto 
dell'andamento del valore della funzione. Il metodo infinitesimale, vale a 
dire l'uso di equazioni differenziali, parmi sia piu conveniente alla pre- 
sente quistione, che il far uso delle serie ad esempio di JACOBI(*), ed è per 
questa ragione che oso esporre le considerazioni seguenti. 

S'imagini un piano i cui punti debbano rappresentare tutti i numeri che 
possono essere valori dell'argomento x;  ed in esso piano l'asse reale e I'asse 
tmaginario incrociantisi nell'origine ( punto zero) ad angolo retto ; 1' insie- 
me di tutti i punti rappresentanti il numero infinito prendasi per orizzonte 
ed in questo distinguansi i quattro punti: levante, settentrione, ponente, 
mezzodi, per indicare Le direzioni da O ordinatamente verso 1 , i, - 4 , - i. 
11 raggio vettore (uscente da O )  di un punto (x) qualsivoglia esprima colla 
sua luughezza il  vnlore nssolzdo (sempre positivo), e coll'angolo ond'esso 
devia dalla direzione orientale (contato da levante verso settentrione) la 
fuse del numero x. Nelle stesso modo, se Gx= V(cosq+isencp), essendo 
V positivo, 9 reale, chiamo V il valore assoluto e 9 la fase della Gx. Le 
rette parallele all'asse reale si chiamino paralleli; quelle parallele all'asse 
imaginario meridinni, In queste due serie di rette si distinguano i paralleli 
pïincipali 2niL ed i meridiani principali 2mK (ove m, n denotano numeri 
interi), i quali formano una rete di rettangoli congrui; ed inoltre si fissino 
i paralleli ed i meridiani dimezzanti le striscie comprese fra due linee prin- 
cipali consecutive. 

Tutt' i punti x, nei quali la funzioile Gx ha una stessa fase, formeranno 
su1 piano rappresentativo una curva che si chiamer& isofase; é nostro in- 
tento di farci una idea abbastanza chiara della figura di tali curve, che 
riempiono tutto il piano. 

Sappiamo che la G x  non si annulla che nei punti congrui con iL (cioè 
nei punti 2rnK-1-2niL+iL). Intorno ad un ta1 punto la fase della Gx varia 
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corne l'angolo di rotazione, e per un giro positivo intero prende l'aumen- 
to 2n. Percib da esso puntc irradiano innumerabili isofasi; ed a voler pro. 
lungare una isofase attraverso il punto medesirno, la fase della G x  sarebbe 
obbligata a fare un salto di n. Ma fuori di quei punti una isofase non pud 
mai arrestarsi bruscamente, né avere un regresso, giacché per x finito la G x  
ammette 10 sviluppo di TAYLOR. La sola singolarità che possa aver luogo 
& uu punto doppio a rami perpendicolari; perché il caso di un punto triplo, 
i cui rami dividano 10 spazio angolare in sei parti uguali, r i~hiede~ebbe  
Grx=0 , G f f x =  O ,  cioè le equazioni incompatibili Z x=O, j%=E: K ,  come 
vedremo bentosto. 

Cerchiamo dapprima i puilti doppi della serie di isofasi. Siccome un punto 
cosi fatto richiede Gfx=O, e 

non é zero, cosi la Gx non pub annullassi in alcun punto doppio; per 10 
che la condizione Zx=O basta a determinare tutt 'i  punti doppi. Sia Z(y+iz) 
=N+iM, ove y ,  n, A l ,  IV significano numeri reali. Il teorema ( b )  dà: 

Se O <y<K, l'espressione N essendo una somma di due termini positivi 
non pud ridursi a zero; invece essa si annulla nei meridiani O e K ed in 
tutti quelli congrui con essi. Ponendo M=Q(n) quando y=O , M=R(z) 
quando y =K, abbiamo 

in virtù delle (k). Mentre z va da O ad L ,  j2(iz) cresce continuamente da 1 
fino a + oc; Z%<E< K. Dunque Q'(z) B sempre positivo , R1(z) sempre 
negativo e finito. Percib R(z ) ,  avendo O per valore iniziale, é negativo nella 
parte boreale, positivo nella palte australe del meridiano. Dunque i meri- 
diani K ,  3K, 5 K,  . . . non contengono altri punti doppi che quelli situati nel- 
l'asse reale, e nulla osta ad attribuir loro la fase O .  D'altra parte la Q(z) 
cresce continuamente da O fino a -I- so, mentre z va da O ad L ; poi da -cc 
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fino a t m ,  mentre z va da L a 3 L , e cos? ripetutamente. Dunque in ciascun 
intervallo (2n-1) L<z< (2n-l-1) L la funzione Q (z) passa una sola volta 
per 10 zero, in un punto che indicheremo con 2nL+a, .  Se n significa 
un intero positivo , il numero a, verrà unicamente determinato dalle due 
condizioni : 

che danno Z(2rziL+ian)=0 per conseguenza. Dunque se rr~ é un inter0 qua- 
lunque, ed n un intero positivo, tutti i punti doppi della serie di isofasi 
saranno rappresentati dalle due espressioni ( 2 m t l )  K ,  2 m K t  (2nii,+ia,). 

Camminiamo ora lungo l'asse imaginario dall'origine verso il settentrione, 
evitando perd verso levante i punti raggianti iL, 3iL, 5iL,. .. Da O fino 
ad iL troveremo per la G(iz )  la fase nulla; di qui fino a 3iL la fase fi; indi 
fino a 5iL la fase Sn, e cosi via via. Questo stato di cose non pu6 di subito 
alterarsi, se ci trasportiamo ne1 cammino anzidetto dall'asse imaginario verso 
il levante. Dunque, pcr un passaggio boreale dentro la prima semi-striscia 
orientale, i l  punto doppio Bn iL t i a ,  apparterrà alla isofase nn, la quale co- 
mincia in (2n+ l ) iL  per andare in linea retta al suo punto doppio, e là si 
volge di subito verso levante e diventa una curva propriamente detta, si- 
tuata dalla banda boreale del parallelo che la tocca ne1 punto doppio. Questo 
ramo C U ~ V O ,  corne Tra poco vedremo, ha la parte boreale del meridiano K 
per asintoto, del pari che tutte le altre isofasi. Donde é evidente che nes- 
suna isofase, corrispondente a fasi non divisibili per 7t ,  pu6 avere un punto 
doppio. 

Cerchiamo l'equazione differenziale di una iwfase. Indicando con h un 
piccolo incremento di x ,  abbiamo : 

Acciocche la fase di queata espressionc ilon sia diversa da quella della 
Gx, bisogna e basta clie Zx. h sia reale, cioh che 

sia reale; per 10 che la equazione differenziale richiesta sarà: 

Abbiamo già vednto clle N non pud aiinullarsi se non nei meridiani 
O e K. Uunque nessuna isofase 6 ,  dentro la suddetta semi-striscia, toccata 
da alcun meridiano. Ne segue c,he una isofase non ha mai una parte 
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staccata rientrante in  sé stessa, almeno dentro la semi-striscia (O< y <KI. 
Ma poichè due isofasi non s'incontrano se non nei punti raggianti, ed in 
conseguenza neppure il meridiano .K pu6 essere attraversato da un'altra iso- 
fase, possiamo sicuramente asserire che non vi B mai un'isofase formante 
una curva rientrante. 

Vediamo per6 se non vi siano dei paralleli tangenti ad una isofase. La 
condizione ne è M = O .  Uno sguardo alla espressione ( 1 )  mostra che, nel- 
l'intervalle O<y<K, supposto essere z costante, la M ha una variazione 
continua, di diminuzione O di accrescimento, secondo che -if(iz) & positivo 
O negativo. Dunque se, ne1 passaggio su1 parallelo da y=O fino ad y=K, la 

pub ridursi a zero, cid avviene una sola volta e richiede nella parte bo- 
reale della semistriscia, dove R(z) è sempre negstivo, che Q(z) sia positivo. 
La qua1 cosa si verifica negli intervalli O <z < L ,  2 n L t  a, <z <(2n+ 1) L, 
ove n=1, 2,  3, . - In questi intervalli ciascun parallelo tocca una isofase 
(dentro la serni-striscia in un solo punto) ('). 

Indicandosi con n un intero qualsivoglia ( O  pari od impari), la fase della 

G(y +niL) sarà ( 4  -5) . La isofase ;lz passa adunque il parallelo nil, 2 

nella distanza occidentale K da1 meridiano K ;  ove 2, significa un nu- 

mero qualunque, fratto O intero. Ecco perchè questo meridiano è assintoto 
per tutte le isofasi contenute nella semi-striscia considerata. 

Rispetto alle altre parti del piano rappïesentativo, le formole: 

G(-y+iz)=~(~- in)  conjugata a G(y+iz), G(2mK+y+ iz) =G(y +in) 

parlano abbastanza chiaramente. 
Qualunque si3 la linea descritta dall'argomento x ,  la fase della Gx O 

cresce e diminuisce continuamente finché la detta linea non riesce a toc- 
care una isofase ; ma ne1 passare per un contatto ordinario (contatto bipunto) 
la fase deve retrocedere, cambiando il senso della variazione. Se, in parti- 
colare, la linea & un parallelo fra -iL ed iL ,  si determini ,8 per mezzo delle 
due condizioni : 

(') 1 punti di contatto costituiscono piii curve rientranti, ciascuna delle quali è situata fra 
due parnlleli che la toccano sull'asse imaginario ne1 modo ordinario; i l  loro insieme k rap- 
presentato dalla cquazione M=0.  Quella situata fra i paraileli -iL ed iL attraversa 
I'asse reale laddo~e j"=B: K epperd y<+ K. Le curve M=O contengono i punti 
dove ciascuna isofase s'avvicina di più all'assé reale. . 
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- 
allora O < r <  -& , e la fase della G{y+iz) osciller&, durante il corso di y, 
fra - E ed P.  

Con quel che fin qui si é detto, anche l'andamento della fase della C3x 
= \Il. G ( K + z )  t: gi% descritto; soltanto bisognerà assumere il punto K per 
origine. 

Lungo una curva che attraversi le isofasi ad angoli retti, la Gx conserva 
10 stesso ~ralore assoluto, come è chiaro dallo sviluppo di TAYLOR. L'equa- 
zione diffcrenziale della serie delle nuoi7e ciirre & Ndy -Aldz=O. Esse hanno 
i loro punti doppi in comune colle isofasi, mentre i loro rami in questi punti 
dimezzano gli angoli retti comp~esi fra i rami delle isofasi. Due qualunque 
delle nuove curve iion si incontrano mai. Intorno a i  puilti raggianti iL, 
3iL, 5iL.. . . . esse sono quasi piccoli cerchi concentrici. 

Rispetto alle isofasi della funzione y x ,  i loro punti di partenza, intoriio 
ai quali la fase varia di 2 n ,  sono tutti i punti congrui all'origine. 1 loro 
piinti doppi stanno in primo luogo sull'asse reale nei puilti ( 2 1 ~ 2 1 1 )  12; in 
secondo luogo sono situati sui meridiani priilcipali e vengono determinati 
ne1 modo segueute. Vi é un solo numero positivo minore di L che soddis- 
faccia alla condizione : 

sllosa i punti  accennati sono rappresentati da 

Del resto tutti questi punti doppi sono compresi nella equazione Px-O. 
L'equazione differeuziale di una isofase della y@-iz) sarebbe: 

ma forse vale meglio, supponendo x=y+i ( l+z ) ,  dade la forma: 
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ove M, N lzanno il sigilificato suesposto. Quindi si vede clie fra O ed i(L+P,) 
nessun parallelo tocca alcuna isofase; bensi ciascnn parallelo fra i(L+@,) 
e 2iL, poi fra i ( 3 L t P J  e 4iL, e cos1 di seguito. Camminando fra i paralleli 
O ed iL, attribuiremo al punto ( 2 n ? + 1 ) R  la fase -mn; e camminando fra 

7r 
i meridiani O e K attribuiremo al punto (2n+1)iL+iP,,b+, la fase (2n+l)a. 

La isofase O & composta del segment0 di asse reale dall'origine al punto 
2K e di tütto i l  meridiano IL Sui paralleli principali ed intermedi fra O e K, 
la fase della yx coincide con quella della Gx e varia uniformemente, sui 
paralleli intermedi in tutta la loro estensione, sui principali solo fra due 
meridiani principali comecutivi. Di qui si scorge che i meridiani intermedi 
sono asintoti delle isofasi. 

1 punti doppi della serie di isofasi, sia della Gx corne della yx,  hannola 
proprieth che in  essi il valore assoluto della rispettiva funzione consegue 
il siio massirno. 

$j 2. PL p~oOlr)îza gelterale clel penclolo. 

Prendasi il punto di sospensione 0 per origine comune di due sistemi di 
coordinate rettangolari , l'un0 fisso , l'altro mobile col pendolo. Ne1 primo 
sistema uno degli assi abbia la direzione della gravità e si chiami piombino; 
e siano t, 4', 4'1 le coordinate della molecola rn alla fine del tempo t. L'altro 
sistema sis quello degli assi principali d' inerzia del pendolo , rispetto ai  
quali la molecola abbia le coordinate x, y, z ,  supposte invariabili secondo la 
ip&esi ordinaria di una rigidezza assoluta. La relazione fra il sistema d'inerzia 
ed il fisso sia espressa clalle relazioni : 

ordinate per modo 'clle il determinante dei nove coseni di direzione sia 1. 
Le coordinate del centro di gravità siano tu, zu', tu1! ne1 sistema fisso, X, Y, Z 
in quello d7inerzia. La massa totale del pendolo si cliiami Jf; e e M Z ,  Jf23,ME 
(leilotino i fnomenti d '  inerzia principali , relativi al punto di sospensioile. 
L7accelerazione pep la gravit5 sia y. Le somme re1ative.a tutte le molecole, 
agli assi fissi, agli assi d'iilerzia saranno indicate coi simholi J, 8: 2. 
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Posto 

i tre termini distinti del secondo membro siano detti somme di aree riferite 
ai piani fissi. Con questa abhreviazione le eqnazioni del moto si scrivono 
cosi : 

dW -- -0 ; --- pu' . 11 LV' -=p" ' d IV" 
dl dl d t 

Co~ivieii riferirle a1 sistema d'inerzia. Poiigasi: 

La prima equazioile del gruppo (1) i: integrabile. Le tre equazioni molti- 
ylicate ordinatamente per Z p h ,  ZpX', 2phf1, sommate ed integrate danno la 
stessa equazione di forza viva, la quale risulterebbe anche da una più 
semplice considerazione. Indicate con Di), H le costanti d'integrazione, abbiamo 
le due equazioni integrali del sistema (1): 

1V='8~1?~+.@y(* + E ~ u = b  , (3) 

doncle segue per esempio : 

ed il sistema steaso, riferito agli assi d'inerzia, si muter% ilel segueilte: 
4 1  

\ 

?r - - (P-CC)~) .=~ (YV-.LI ,  i 

dt 

d ÿ  ~ - - ( G - ~ o ~ = ~ ( z ~ , - x v ) ,  dt f51 
d r  --(?I-8)pq=~(Xp-yh). dt 

Aggiunta la alle (3), (4), i coseni 2, p, v saimno noti corne 
funzioni di p, q, r ;  ed il fiisterna (1) fornirh per m a  delle tre variabili p, q, r ,  

li< -- 
nt 

e si avrà: 
w=,=21p?" , V ' ?  'w==C%p?"" . (2 )  

? " . , W .  v 

p . q . r  
x.y.2 

; 
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dipendenti da t ,  eliminate le altre due, una equazione differeilziale del ter- 
z'ordine; una delle tre costanti d'integrazione della quale equazione proviene 
dall'arbitrario valore iniziale del tempo. Sotto questo aspetto la integrazioiie 
del sistema (5) porta sec0 solamentc cinque costanti. Ma una sesta, estranea 
a questa interpretazione delle (5)' comparirebbe, se per caso volessirno in- 
tegrare la: 

1'' ,U.q+vrdt d . arctang. F=-- 
4 -A" 9 

e si riferisce all'arbitraria posizione del sccondo asse fisso ne1 piano oriz- 
zontale. Conosciamo dunqne quattro costanti, cioi: a, fi e quelle relative 
al valore iniziale del tempo ed alla posiziorie del seconclo asse fisso; e ne 
rimangono solianto due incognite. 

$ 3. 11 p~oblema pwticolare. - Pririu seprcrtczione delle vwiabili. 
Distinnione dei cnsi gcrterali clle si presentano n prima vista. 

Quando hanno luogo le circostanzo accennate ne1 titolo della presente 
mernoria, la retta passante pel centro di gravità e pel punto di sosyen- 
sione é, anche per questo punto, l'asse principale d'inerzia e s i ,~yo la~e ,  gli 
altri due essendo dotati di momenti uguali, epperd indeterminati di posi- 
zione ne1 loro piano equcctoriale. Osservaudo i simboli del 3 2 ,  abbiamo 
adesso in particolare %=Ci, Y=O, Z=0. Siamo liberi di dirigere l'asse 
singolare da1 punto di sospensione al centro di gravità, cosiché X divien 
positivo. La prima delle equazioni (5) riducendosi ora a dp=O da p=costaiite. 
Se la p fosse negativa, 10 scarnbio degli assi delle y, z muterebbe la p nella 
positiva -p. È: sottinteso che insieme vengano scambiati anche gli assi 
delle 4', k'f, affincl18 il determiliante dei coseni di direzione ritenga il valore 
1. Per conseguenza sta in nostro arbitrio l'assurnere la costante p positiva, 
se non b nulla. 

L'indeterminatezza di posizione del secondo asse d'inerzia ne1 piano equa- 
toriale corsisponde ad una costante d'integrazione. Questa e la p sono 
appunto quelle due costanti che ne1 caso generale erano rimaste ancora 
incognite. Ed b per tale cagione che il presente prohlema dev'essere ridu- 
cibile alle quadrature. 

Le (3)) (4) insieme colla y = ~ o s t . ~  costituiscono le tre prime equazioni 
integrali del sistema (5) e ponno esser scritte come segue : 
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La identith 
8 ( p r - ~ q ) ~ ( p ' + v ~ ) ( q ~ + ~ ~ ~ ) - ( ~ q + v r )  , 

moltiplicata per 8 : 2 g X ,  somministra la : 

Per maggior brevitii poniamo : 

ed intendiamo la P$XB esser positiva (corne in somma tutte le radici'di 
date quantith positive), cosiché anche la B è positiva , a cagione della 
supposizione fatta rispetto a p. La equazione differenziale pua adesso scrL 
versi cosi : 

Il radicale (ne1 secondo membro), avendo -AS per termine più alto e ri- 
ducendosi a -(CfrB)* pel caso di il=11, & positivo quando %=-=, e 
rlegativo quando A=-1, 1, +oc. Oltre a cid la realth del moto esige chs 
la limitazione -1<X<I e l'esser positivo il radicale abbiano luogo ad un 
tempo. Dunque bisogna che il radicale abbia la forma (a-A) (A-b) ( h t c ) ,  
ove - c < - l <  b < a 4  ; ( seppure trascuriamo i casi particolari). ' Se 
queste condizioni sono soddisfatte , allora A+A<O & una conseguenza del 
valore positivo del radicale , e potranno assegnarsi alle q,  r tali valori 

reali i quali soddisfacciano alla q2+r2 - 2gX(i1+8). E siccorne aUora non -3- 
solo qpi-rv, ma anche rp-qv è reale, cosi le p, v sono determinate in modo 
reale. Per quanto si & detto, non solo le condizioni superiori sono richieste 
dalla realth del moto, ma viceversa all'adempimento di esse corrisponde 
anche sempre uno stato reale del movimento. 

C Sostituendo, successivamente, %=1, -1, 1-4, b: -c, --A, - nella ugua- 
B 

glianza identica : 
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se ne otteiigoiio le relazioni seguenti: 

(C -B )2 =(I-~~)(1-b)(c+l) (7) 

(C: +B )' =( l+a ) ( l+b ) (c - l ) ,  (8) 

( C  -Ba)2  =(1 -ue)(n+A) , (9) 
( C  -Bb)2  =(I-b2)(b+A), (10) 

(C +Bc )' =(c"1)(c-A) , (11) 
(C  =(a+A)(b+A)(c-A) , (12) 

(C2-B2)(Ci-AB)=(C-Ba)(C-Bb)(C+Bcj. (1 3) 

Dalle (7) e (8) si desume che, date a piacimento le a, b fra -1 e 1, e 
le  c> 1, allora le B, C risulteranno sempre reali. Queste due equazioni, 

C sciolte rispetto a-, hanno due soluzioni reciproche , ciascuna delle quali 
B 

abbraccia, rispetto alle B, C medesime, di nuovo due soluzioni differenti 
tra loro come (B, C), (-B,-C).  Percid vi sono sempre due soluzioni che 
soddisfanno alla condizione convenzionale B> O. Poscia una qualunque delle 
(9), (IO), (11) fornisce la A in modo lineare, epperd anche reale. 

Dalle (10) e (11) segue c>A>- b; ma rimane incerto, se sia ,4>1 od 
A i l .  Entrambi questi casi sou0 possibili. In fatti, osservando solo le condi- 
zioni -1 < b < a < l ,  A>- b, possiamo ancora assegnare le a, O, A a piaci- 
mento; le (9) e (10) daranno B, C reali, e poi si caverh dalla (8) la c del pari 
reale; finalmente la (11) mostra che c>.4. 

Mettendo la (13) sotto la forma : 

=(C-B)(C-B~)(C-BO)X(C+B)(C+AB)X(C+B~) , 
C 

scorgiamo dall'esser positivo il primo membro, cheB deve cadere O sopra 

1, ovvero fra a, b, ovvero fra -1, -A, ovvero sotto -c. Ma poichb ne1 
penultimo caso vi  b a dist,inguere fra A>1 ed A<l,  otteniamo in tutto 
cinque casi diversi, che numereremo cosi : 
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4. Ricerca intorno alla realtà dei cinque casi. 

In piii modi si possono accoppiar due dei casi generali come successivi, 
cosi che fra essi vi sia un caso limite, che serva di passaggio dall'uno 
all'altro; ed é più facile l'investigare la realtà del moto nei casi limiti che 
nei casi generali. Il passagio da1 l0 cas0 al 2O, da1 2" al aO, da1 4O al 5 O ,  da1 2 O  

al 4O, da1 3 O  al 5 O  ïichiede ordinatamente a = l ,  b=-l, c= l ,  b=-A,  
c=A. Perd cominciamo da1 considerare le conseguenze di ciascuna di queste 
cinque supposizioni particolari. Poi, se, per esempio, il supporre a= l ,  si 
trova compatibile con un movimento reale, si domandera. se questo cas0 
limite sia isolat0 ovvero se il moto continui ad essere reale entro ambedue 
i casi contigui. 

1. Quando n=l ,  dalla (7) segue C=B. Le altre relazioni danno B9= 
( + b ) ( ~ - I ,  b+A=+(1-b)(c-1), c-A=+(i+b)(c+l) ,  I f r i =  
+(l-b) ( c t l ) .  Questo cas0 viene attuato, p. e. ponendo : 

e corrisponde ad un passaggio del 'centro di gravità per la sua posizione 
inferiore di riposo. 

II. Quando b=-4, ne segue C=-B, B2=$(l-a,)(c+l), A-4 =L: 
1 ?(l  +a)(c-1). Questo caso è verificato da : 

ed importa un passaggio del centro di gravità per la posizione superiore 
di riposo. 

III. Quando c=l  , si ha C=-R , B3=a(l-  cc) (1-b) , 4- A= 
+ ( l+a)( l  + b). Possibile. 

4 -a2 
IV. Quando b=-A, allora C=Bb, B2=c-cc, a-b=- c-a . Possibile. 

V. Quando c= A, allora C=-Rc, .E2= -a - b , c-l = (1 4-(7)(4 $ b )  
-a-b 

-4lmeno b deve essero eornpreso fra -1 e O, e p i  bisogna che sia a<-b. 
Ma anche questo caso è possibile. 

Ora nessuno di questi cinque casi limiti é isolato. Dinotando con LI un 
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numero abbastanza piccolo, se per esempio ne1 caso 1 poniaino a=4 - c 2 :  
saremo liberi di conchiudere le : 

- C-B=(J f ( 1 - h , ( c - i  1) , C-Ba=a(\i(i-b)(c+ 1) +B(~I) 
dalla ( 7 ) .  La prima di esse mostra attuato il caso i0 se <J>O, e la seconda 
il caso 2 O  se o<O. 

Analoghi ragionamenti circa i casi II, III bastano per convincerci della 
realtà di tutti i casi generali. 

5. L u  clistunza del piombino clull'asse sin.go1are del pendolo, 
espressa in f u n ~ i o n e  del tempo. 

Ritorniamo alla equazione (6), che ha ora presa la forma : 

e poniamo A=n-(a- bjf?, onde ct- h=(ct- b)f", 7 , -b=(n -b )  :.l -Pi ,  
n - b  . Percib assumendo : 

Per modula di funzioni ellittiche e ponendo 4-P=h2, 4-k3f"=jy, sard - 
permesso sccglirre -(a-/)) \~cL+c. fhj per ralore del radicale; onde la (6) 
diverra : 

Qnindi ponendo per hre~-itt\ : - n = J / g \ ~ >  
indicando con u l'argomento delle fuilzioni ellitticlie F? corninciando i! tempo 
t laddove u svanisce, a ~ ~ r e m o  : 

A=a-(a+c)1?f2u, rit=u . (45) 

Delle sei costauii d'iutegrazione involte ne1 probleina, alle tre prime %, 
If, p vennero sostituite le O,, O, c ,  ed m a  quarta O implicita nell'ultima inte- 
grazione. Cosi rimangono da eseguirsi due sole integrazioni. Va perche esse 
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dipendono da alcuni integrali ellittici di terza specie, nei cui denominatori 
compajono 4.-A, l+A; e siccome vi figura in modo simile anche h+A, 
cos1 cerchiamo dapprima di mettese quelle cspressioni sotto la forma consueta 
di l -k2f2af%. 

,S 6 .  Argornenti costanti. 

n + c  p+ - epperd 1i2$=-- C-l .,,,, 1 + b  
i +(4 

> J2/J=- 
4 + a i + a  

a + c  
3Ia - nella terza espressione non pn6 dar luogo ad un nuovo argo- 

a t A  
mento indipendente da quelli gi5 introdotti a, P, perchù invece delle costanti 
arbitrarie a, b, c vi sono già le tre k, a,  p. In fatti si pud rappresentare i l  
terzo argomento come somma del primo e del secondo. Per provarlo non 
dobbiamo stare ai soli valori di Pa, .  . .; ma bisogna distinguere i cinque 
casi rispetto ai segni delle radici quadrate. Propongo il seguente ripiego, 

- 

the non B il solo possibile, ma ci dispensa tuttavia da1 percorrere a più 
riprese i casi diversi : 

(al lato destro delle formole si trovan notati quei casi ai quali corrispondono 
i segni prefissi ad esse.) Il compiito della terza linea si appogpia alle for- 

Annnli di Mnbrmntirn, tomo 1. 16 
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mole (a). Se ilel seguito ,211 iina forrnola é prefisso uil solo segno, epperb 
a l  suo lato destro non & notato alcun caso, cid significa che essa vale per 
tutti i cinque casi. Per mezzo delle uguaglianze (7), . . . (il), presentate sotto 
le forme : 

+ C t B c =  - \i(Cg-i)(C-~) 
dalle (16) si ricava : 

quindi sommando, e posto N=fahjpj,L?- hajafp, siccome ne1 @'uPpo (a) , 

a+c a + c  e perche f2a-f2/3=-2 - i -d '  finalmente f(a + P ) = J / ~  

Analogamente si trova : 

- \ra?--, -jafphp= i - ( c - 4 )  ( C  - B) + (1-f12)\(e2-1 
/ :' 3' 1; e sommando 
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dunque h(u +@) = In terzo luogo Si ha: 

+ va+e 1. 2 - liaf)3j jp = -(I+ b) (C-B) 1 3. q. 1 , e sommando : 
t V - @ " ) i - b 2  

ed in conseguenza per i casi : 

Per ta1 modo la terza liilea del gïuppo (46) b verificata. Ora, indicando con 
a', Pr, 6' dei numeri situati nell'intervallo fra O ed L, da1 gruppo suddetto 
si desumono per gli argomenti a, P, u+j3 i luoghi seguenti : 

Inoltre dalla stessa foute si derivaiio le : 

a - iaf 
=2iL-id 
- a 

Mediante le uguaglianze (e) ed ( f )  ne risultano le : 

1 , a+P=K+i8 1.2. 3 , 
2 
3. 4. 5 

=K-i8 4. 5 I l 
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Le tre equazioni che stanîio al principio di questo hanno o r à ,  in virtii - 

delle (16), assunte le forme seguenti: 

3 7.  i noue coseni d i  direzione venyono trnsf'ormcti 
in quattro vnriabili imaginarie. 

Le quattro posizioni : 

traggono seco corne coiiseguenze le : 

p i - "  1' + il" 
= ix'y', = ix'y , 

cc j- c ~ - + C  

(giaccliè Ct"tv2=%'"2!f2= 1 -??) e determinano i rapporti delle quattro 
nuove variabili z, z', y, y', in modo unico, mentre a causa di 

la scelta x e -a t: libera. Siccorne ixy è coniugato ad ix'yr, ed ixyf ad Êx'y, 
anche i prodotti -x2yyf, -xr2yyf saranno coniugati. Quindi, essendo yy' reale, 
bisogna che x2 sia coniupato ad x"; e perché xx' è 'negativo, ne segue 
che ix, ix' sono coniugati, epperd y, y' 10 sono del pari. Oltre a cid sappiamo 
già dalle (1 9) che : 

Sommando e sottraendo le uguaglianze notissime : 
u' = v'L- vivl' , vf =9vlfp-?.p'f , 
- , - VA' -yf% , . vfl- -kpl -?"'y , 
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Moltiplicando le equazioni di ilna stessa colonna ordinatamente per 1, 
-i, e sommando, si hanno le : 

( p - v r - i f )  ( I+h) [pr -vr r+ i (~ f f+vr ) ] ,  

(p- iv) (Ar+ iArf)= - (1 -2") [gr+ vff+ i(uff-v)]  . 
Onde, raccolto il tutto, abbiamo il gruppo di clieci equaziorii : 

il quale lega la costante x+c ed i riove coseiii di direzione alle quattro 
nuove variabili x, x', y, gr. Le due prime equazioi~i di qnesto sistema, ove 
si osservi alla (17), somministrauo la relazione : 

fra le quattro nuove variabili, le quali percid contano solo per tre fra loro 
indipendenti, come era da aspettarsi. 

Passiamo ora alle derivate delle nuove variabili, per ottenere espressioni 
ail analoghe alle -=p-vq, . . . Essendo : 
dt 

d [ +  f - i f  - i f ) ]  - i 

sostituitevi da1 gruppo (21) le nuove variabili, e fatte ordinatamente le 
divisioni per -2n(u+c) x,  -2n(a+c) y ,  se poniamo per brevitA : 

O . i . 1 

Ar + i Ar' . pl+ iPrr . ,vr+ idf 

P - 4  * r  

=ip[pf+ ipf f - i (vr+iq 

- i (Ar+ ihlf) (y - i r )  , 
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conseguiremo le : 

ove la secouda linea & stata dedotta dagli scambi simultanei (i,-i), (x, -xi), 

(Y, 93, (z ,  Zr).  

Per trovare delle relazioni fra le z ,  zf e le x ,  x', y ,  y' ricorriamo alle 
tre equazioni integrali che stanno al principio del 3 3, ed in virtù delle 
abbreviazioni ivi introdotte e della (14) possono scriversi corne segue : 

~ [ J . - / - P J  C-B?, 
---z= 

q P + r g  A + A  
) --y-. 

21t \ l a+c  4n2 a+ç  (241 

Ma per le notazioni dianzi introdotte, si h a :  

Dunque, se poniamo per brevitrt: 

ed abbiamo riguardo alle (17), otterremo finalmente: 

5 8. Le due ultime integrazio,ni. 

Dalle (23) deduconsi agevolmente le : 

e da ciaseuna di queste mediante la più opportuna delle due espressioni (26) 
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Megrando dietro la  formola (g) e ponendo per brevith e-5-7, si ha 

Mi sono qui permesso di trascurare le due costanti d'integrazione, perchb 
il metterle non sarebbe altro che scrivere eifnx, eimy invece di x, y,  

<(m++&) ; (n-m) 
cioè e (p-v)), e iAf+iArr) invece di p-iv, A1+iA'f, ciob altera- 

re le posizioni dei secondi assi nei loro rispettivi piani equatoriale ed oriz- 
iontale. (2 sottinteso che rn, n siano costanti reali.) Percii, anche la suddetta 
scelta fra x e -x 6 inconcludente, giacchi! -1 B reciproco a sD stesso. 
Il confronto di queste due equazioni colle t20) ci dà 

ed ora, per mczzo delle (21) e (28), i coseni di direzione che determinano la 
posizione del pendolo rispetto al sistema fisso sono espressi in funzione del 
tempo. 

Conviene aver riguardo alla qualit5 degli argomenti costanti a ,  P. Secondo 
che a=iar (Io) ,  2ii,-iar (2O) ,-id (a0, 4O, sO) ,  ove O <al<L, avvertendo 
alle uguaglianze 

(ove il fattore-1 è inconcludente) ; ed i: da notarsi che soltanto ne1 2 O  caso 
il nuovo esponente 
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non g i  (iy+Pa)u, mentre negli altri casi è 10 stesso che dianzi. 
III conseguenza delle cose esposte al 8 1 ,  la fase della G(iaf-u) oscilla, 

7F 75 
coll' aumentar del tempo, fra due limiti pih stretti che non 10 sono-p, n . 
Dunque, dopo l'intervallo 2K:n di tempo, la fase di ix si sarà sempre ac- 
cresciuta della costante (~qziP(ia')). 2K, ciob di %+(~-iPa).2R ne1 2 . O  

casn, di (y- iPm).  2TC' in tutti gli altri casi, perche l'espressione 

dopo il detto intervallo rientra in sè medesima. 
In quanto alla y ,  si ha P= K-i/Y (Io, 2O, 4O,) ,=IL+ i,J1(30 , 5') , ove 

O<Pf<L, epper6 in tutti i casi la fase clelle G(P-u.) oscilla fra due lirniti 
F 7 
,i 1. 

pi6 stretti di -- -. Inoltre abbiamo 
3 : 2  

In tutti i casi la fase della y avrh sempre preso l'aumento (7 - iP,Sj. 2 K  
dopo l'intervallo 211': n. 

Per cluanto si è detto, la parte proporzionale al tempo, della fase di p-iv 

a ne1 2O caso, e [ o v - ~ ( P ~ + P ~ ) ]  u in tutti gli 

altri casi. 

B la analoga parte della fase di A'tilJ' i: ( - - + i ( ~ a - ~ ~ ) )  i LI ne1 2 O  

caso, ed ;(Pa- PF ) u negli altri casi. 

Se projettiamo il piombino siil piano eqnatoriale del pendolo e l'asse sin- 
golare del pendolo su1 piano osizzontale, allora la fase di A1+i9? sarà 
l'azimut dell'asse singolare, e la fase di p-iv sa& l'angolo onde il secondo 
asse d'inerzia precede la projezione del piombino su1 piano equatoriale. 

Pongasi y =Meei@, ix=Neim, ove M, N siano positivi, SI, o reali, ed il 
gmppo (21) fornira per i coseni di direzinne, moltiplicati per M'+Ne, le 
espressioni seguenti : 
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Me--Na , 2MNcos(+-O) , 2MNsen(îF/-a) 
2MNcos(++ o), - Macos2++Ngcos2w, - M2sen2+- N 2sen2w 

-2 MNsen(4-t-a), MZsen2+-N2sen2w, - 1CPcos24- N2cos20 

S'imagini ora un raggio (di coseni di direzione a ,  a', aff rispetto agli 
assi fissi) tale che una rotazione di angolo 8 (ne1 senso positivo) intorno ad 
esso trasferisca un sistema di coordinate dalla coincidcuza iilizinle col sistema 
fisso nella coincidenza finale col sistema d'inerzia del pendolo. Allora yer 
mezzo delle formole ("1 

troveremo, poneildo per brevità Ra=M2cos2.S+N2 , 

5 9. L'asse istantaneo d i  rotazione. 

. Passiamo a calcolare la z.  A questo scopo possiamo giovmci della prima 
equaziono (23), la quale ci di'l: 

Per le (18) si ha -i<+Pa=P(a+P)-PP; epper6, se nclla proposizione 
(i) sostituiamo a t p ,  -fi, u rispcttivamcntc per a ,  p, x, avremo: 

C) Vcggasi B~rosc111, Teorica dei deterrninanti, psg. 67.  

h n n l i  di  Matemafic~, tonio 1. 
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e quindi : 

ove la seconda equazione si deriva da1 confronto della prima colla (27). Poichb 
a+P=I<+i8 ( I o ,  2O, 3O), I{-iB(4O, sO,), essendo O<ar<L, in tutti cinque i 
casi la fase della G(a+P-u) oscilla fra due limiti piii vicini che non 10 

7T sr 
sono -- 

2 , Y; epperb [a?-i(Pa+P/?)]u è sempre la esatta espressione 

per la parte uniformemente variante della fase di q -àr. 
Mi sia permesso di aggiungere una verificazione della espressione (29) per 

la z. La (26) pu6 essere posta sotto la forma : 

. BA-C iB 1 - a  C-Ba +(xryrz+xyzr)=z -- - ---. i 
(n+cyl2 V n + c  a + c  (a+cy / i  ' 

PB 1 - huliFh(u C F) A-a 
ove -- \IF- f. i'p l'(z + @) 

per la (48), -- --k'f%. Da1 gruppo (46) 
0 + c  

poi si ricava : 

Duuque : 

Inoltre le equazioni clifferenziali (23) danno : 

, (2. xx' + (xfy'z-~yz~)=-- - 1 --- ah 
du 

1-= k2fz~liziju. 
n + c  d u  

Sommando si ha per il valore di xfy'n m a  equazioile, la quale mediante 
le (28) e (29) si ridurra alla iiguaglianza : 

=GaG@G(a+&Gzc.82zc+ k"a&g (a+@ GzryJtc+ k2yaypy(a t P )  yzqp23u, 
la cui esattezza appariscc clai noti teoremi di addizione risguardaiiti gli intc- 
grali ellittici di terza spccie. 
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3 /O. Le s o w m e  di aree. 

A1 2 le somme di aree pr~jet ta te  sui piani fissi vennero indicate con 
MW, MTVf, illWv, essendo M la massa totale del pendolo; e poi le  suppo- 
sizioni particolari da1 3 3 traggono sec0 Ic equazioni: 

W=D , W f = ~ r p X ~ - t . 8 ( q ~ f + r ~ 3 ,  Wfl=%pXrr+ %(qdf+rvr'). 
-- 

Dividendole per 2n8= v 2 g ~ %  v a t c  e ponendo : 

otterremo : 
w - - . I -hcrh&h(cr-F) 

en@--' fot&f(a - p) ' [veggasi (18)] 

Quindi giovandoci del teorema (i), ov'è da poïsi x=P+zt, e rammentan- 
doci che : 

f l + c  - Y%"YSF -- 
2 y ( ~  4- P)y@ - ' 

conseguiremo : 

Scnza fase un nuovo calcolo ho purc posto.qui il valorc della T f  corne con- 
jugato a quel10 della T. In fatti Io scambio (i, -i) muta a, P, a-@, a-p-u 
ordinatamcnte in -a, 21.-P, -2.K-(a-@), -2K-(a-Ptu);  ond'b facile 
convincessi dclla csattezza del valose qui scritto, al quale, per altro, avrcbbe 
condotto anchc la calcolazione di TTr. 

Intorno alle fnsc della G(a-P-u) é clifficilc dir qualclic cosa, non sa- 
pendosi, in generale, se la parte imaginaria di a-p stia fïa -iL ed iL, 
ovvero se oltrepassi questi limiti. 
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Demonstration nouvelle du theoreme de 
M. Gasey par rapport aux cercles qui tou- 
chent à trois cercles donnés. 

(par M. A. CAYLEY prof. à Cu.mbridge). 

L n s  deux probkmos que voici sont identiques: 

1" Trouver un cercle qui touche B trois cercles donnés; 

2" Trouver une O -  sphbre (sphhe h rayon zéro) qui passe par trois points 
donnés (en espace). 

En effet, en dénotant par z une coilstantc donnée (qui peut être -O) 
si dans le premier problbmc on prend a,, b,, i(z -cl) ; u,, b,,  i(z- c,) ; 
a,, b,, i(z-c,) pour les coordonnées cles centres et les rayons des trois 
cercles donnés, et de même A, B ,  i(z-C) pour les coordonnées du centre 
et le rayon du cercle cherché, les équations des cercles donnés seront: 

( x - u ~ ) ~ + ( ~ -  bl)2+(~-~1)2=0,  

(X-U~)~-I- ( ~ / - - b ~ ) ~ +  ( Z - C ~ ) ~  = O ,  

( ~ - a ~ ) ~ +  (y- b,),+ (z-  cJe=O . 
Les conditions de contact, en supposant, pour fixer les idées, que les cercles 
donnés soient intérieurs au cercle cherché, seront : 

et ,  en supposant que A ,  13, C soient déterminés par ces conditions, on aura: 

( ~ - A ) ~ t ( y - B ) ~ + ( z -  C)%O 

pour équation du cercle cherché. En éliminant A,  B, C entre les quatre 
équations on obtient une équation laquelle est (comme nous allons voir) de 
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l'ordre 4 en x, y ,  (ct z), ct qui représente ainsi l'ensemble de deux cercles 
dont chacun touche aux trois ccrclcs donn6s. II est évident que dans le 
second 'problème, en prenant a,, b, ,  c ,  ; a,, b,, c , ;  a,, O,, c ,  pour les coor- 
données des trois points donnds, et -4, L ) ,  C pour les coordonnées du centre 
de la O -sph&re, les mémcs formules ont lieu, et l'équation finale en (x, y, z) 
sera celle de l'ensemble de cleux O-sphbres qui passent chacune par les 
trois points donnés. 

On obtient l'équation de la O-sphère passant par trois points donnés, en 
cherchant la relation qui existe ciitre les coordonnées de quatre points sur 
une même O-sphkre. Considérom cinq points quelconques 1, 2, 3, 4, 5 ,  et 
soient 12, etc., Ics distances des points 1 et 2, etc. On a entre les distan- 
ces des cinq points la relation connue 

et del&, eu supposant que 5 est le centre d'une O-sphkre qui passe par 
les points 1, 2 ,  
lation cherchée 

- - - -  
3 , 4  (ce qui donne 51=52=53-54=0), on obtient la re- 

entre les coordonnées de quatre points quelconques 1, 2, 3 ,  4 sur une méme 
O-sphbre; cette équation est de l'ordre 4 par rapport aux coordonnées de 
l'un quelconque. des points; donc en prenant (x, y,  z) pour les coordonnées 
du point 4, l'équation sera celle. de l'eilsemble de deux O-sphéres qui - - 

passent chacune par les trois points 1 ,  2 ,  3. L'équation est la forme ratio- 
nale de celle-ci -- -- - - 

2 3 , I 4 + 3 l . 2 4 + 1 2 . 3 4 = 0 ~  
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et en supposant, comme auparavant, que (a,, b,, cl), (a,, O,, c,) (a,, b,, c,) 
soient les coordonnées des points 1 ,  2 ,  3, les valeurs des exspressions qui 
y entrent sont 

On se souvient que dans le premier problkme z est une constante, et que les - -  
rayons des cercles donnés sont i(n-cl), i(z-c,), i(n-c,) ; donc 23, 31, 
fi représentent les distances tangentielles directes des cercles 2 et 3, 3 et 1 - -  - -  - -  
1 et 2, et l'on reconnait ainsi dans l'équation 23.14-1-31 .24+12.34=0, 
l'équation ~ + ~ + \ l l , = O  qu'a donnée M. CASEY (Trans. Irish dcad. 
1866) pour équation de l'ensemble de deux cercles qui touchent chacun aux 
trois cercles donnés S,=O, S,=O, &',=O, les coefficients V I , ,  G,  \(& étant re- 
spectivement le i  distances tangentielles directes des cercles 2 et 3, 3 et 1,1 et 2. 
En substituant pour les trois distances tangentielles directes, les systémes 
composés de deux distances inverses et une seule distance directe, on obtient 
les équations de trois autres paires de cercles, en tout les équations cles quatre 
paires de cercles, qui touchent aux trois cercles donnés. 

Je  remarque qu'en menant par le centre d'un cercle perpendiculairement 
12 son plan, en l'un ou. l'autre sens, une distance =ix rayon, les extré- 
mités de ces distances sont les centres des deux O-sphères qui passent 
par le cercle: les points peuvent s'appeler les contre-fopers (en anglais 
antifoci) du cercle. Cela étant, on a la construction imaginaire que voici, 
pour les cercles qui touchent à trois cercles donnés. Prenez ( A ,  A'), (R, B'), 
(C, Cf) les contre-foyers des trois cerclcs donnos; soicnt K,  L les contre- 
foyers du cercle par les points ( A ,  B ,  C) et de marne ILf, Lf les contre- 
foyers du cercle par les points (A', B', Cf), I l ,  Iil et de même L, Lf étant 
des points symétriquement situés par rapport au plan des cercles donnés : 
alors Ii ,  Kf seront les contre-foyers d'un cerclc qui touche aux trois cer- 
d e s  donnés, et L ,  L' les contre-foyers d'im autre cercle cpi touche aux 
trois cercles donnés: et si, au lieu dcs combinaisons (A ,  13, C), (A1, Br, Cf), 011 

considbre les autres combinaisons (A,  Bf, Cf), (Af, B, C), etc., on obtient de 
mème les autres trois paires de cercles qui toiicheïlt aux trois cercles donnés. 

Cambridge, 14 mai 1867. 
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Note sur les equations du cinquième degré. 

(par  M. MICHAEL ROBERTS ci Dublin.) 

D m s  mon Mémoire inséré dans le tome VII des Annali di Matemnlica, 
page 257, j'ai donné une expressioii par les racines de l'invariant gauche 
d'une équation du ciiiqui&me degré, qui est assez compliquée. Dans les 
savantes recherches de M. HERMITE on trouve une valeur de cette fonction 
remarquable par sa simplicité et son élégance. Dans ce qui suit je vais faire 
voir comment on peut parvenir A ce résultat, en partant de la définition 
de l'invariant dont il s'agit, que j'ai donnée pour la premiére fois (voir le 
Qu.arterly Jou.rna1 n." 18, mars 1862, page 150)* ,  savoir qu'il résulte de 

l'élimination de 1 entre l'équation proposée, rendue homoghne, et le CO- x 
variant dont l'origine est la fonction J. Pour cela remarquons d'abord qu'en 
désignant par 1, rn, n , p  quatre quantités quelconques, on a 

d'où 

- 

l'on trouve 

Observons maintenant qu'en conservant les notations de mon Mémoire, 
le covariant dont l'origine est la fonction J peut s'écrire de la maiiii:re 
suivante : 

(') Cette défjnition résulte comme corollaire d'un théorbme que j'ai donnt5 (Qunrterly 
Jomzal ,  vol. v, pag. 19) savoir que, si 9, + sont deux covarianis d'une forme U, la quan- 

Y tit6 qui provient de l'élimination de  ; entre le; 6quations cp- O ,  $ = O  est un invariant 

de la forme U. 
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et par conséquent l'invariant gauche a pour facteur la quantité 

J2(a-8)3+tJ,(a++J4(a-8)3+ J~(cc-E)' - 
Mais en posant a - P d ,  a-y=m, a-&n, a-&p, nous tirons 

J,={ 2np -m(n+p) 1 ( 2nzp- n(nt+p) j [ 2nzn-p(rn4-n) j , 
J3={2Zn-p(l +n) l ( 2  113-n( Ztp)  I{2f ip-  l (n+p)j ,  

J,= 1 21m- p(l  +n2) 1 1 2 lp-n2( 1+p) { 2mp- l(nz+p) ) , 
J6={ 21m- n(1 -+ni) 1 { 2 Zn-m( l+n) 1 { 2)îzn- l(m3-n) 1 ,  

en sorte que ~,(a- ,û)~+ ~ , ( a - ~ ) ~ +  JC(a-8)' + J5(a-~)3 s'exprime par 1,9)1 ,  n, p 
de la manière suivante ' 

d'où, en remettant leurs valeurs par les racines e t  en posant 

f'= @-y) (a+) (P-8) +(a -@> (a-2) (y-&), g=(a-6) (a-@-y)+(a-P) (a- y)@-&) , 
12=(r~-8)(~-~)(,6-~)+(a-@)(a-~)(~-8) 

nous trouvons 

ce qui coïncide avec 'l'cspression de M. HERMITE. 

Désignons maintenant par Jx3+ 3J'x2y+3J1'xy2+ J f f f y V c  co~ai ' ia~i t  dont 
l'origine est J, et nous savons que l'iuvariant du douzièmb degré que nous 
nommons C a pour expression 

~ = ~ ~ ( J J ~ ~ ~ - J ' J ~ ' ) ~ - ~ O ~ ( J ' ~ -  JJrf)(J'12- J'J'If). 

Si l'équation donnCe a deux racines doubles, ou bien si a=P, y=8, ce 
dernier covariant devient, on introduisant les valeurs par les raciiies des 
quantités J, J', J", J"f : 

(Je dois observer qu'au licu dc cettc formule j'ai donné par inadvcrtence 
un résultat inexact dans mon Mémoire). Pour le cas de deux racines doubles 
nous avons: 
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et pour l'octinvariant LI, l'expression suivante: 

et pour l'invariant K: 
2(a-y)G ( a  -s)2 (y- c)2 K= 3 9 

en sorte que, si 2 ,  p, v sont des facteurs numériques, un invariant du dou- 
ziéme degré ilK3+pK1Z+vC s'anéantit poür deux racines douldes si 
S"h+2'p+v=O, ou bien si l'invariant peut être mis sous la forme : 
k ( K 3  - 211C) +p(I<S2-24 C). 

On voit que d'aprés les notations de mon Mémoire le produit JI J, J,J,J, 
s'exprime par un  invariant du douzikme degré: et  nous trouvons la for- 
mule suivante : 

et la valeur nulle de cet invariant indique l'existence d'une relation de la 
forme 

(a-& (Y-@ + (-y) (P-8) = O 

entre les racines d'une équation du cinquiéme degré. 
D'aprEs l'expression de M. HERMITE, on voit que son invariant s'anéan- 

tit en supposant deux racines égales, p. e. @=y, si l'on a en même temps 
l'une ou l'autre des conditions 

par conséquent l'invariant gauche s'anéantit pour ces deux systhmes de 
conditions 

~ ~ - 1 2 8 0 = 0  1 K.-iasn =O 1 
K3- 211C=0 1i3-21°. 33 C=O ,! 

ce qui s'accorde avec des résultats déjà connus. 
Kous avons aussi, en nous rappelant les notations de mon Némoire, 

et  l'anéantissement de cette quantité établit entre les racines d'une Squa- 
tion du cinquikme degré une relation de la forme : 

Annali di Matematica, tomo 1. 18 
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On peut mettre le premier membre de cette dernibre équation sous la 
forme 

'{ 2 (a-P)21,+(a-y)21,+(~-~)2 14+(a-~)2 Ib 1 
e t ,  en observant que le covariant dont l'origine est la fonction Ipeu t  s'Bcrire 
sous la forme : 

Y on déduit que la quantité qui résulte de l'élimination de -entre les dqua- 
x 

1 1 ( ~ - ~ ) % 1 2  ( ~ - P ) ~ t I ~ ( x - y ) ' +  I,,(X-~)~+I~ (x-E)~=o 

est K 3 - 2 R f i t q C :  ce qui a été déjà remarqué par U. HERMITE. 
On trouve aussi que la quantité 

s'annulle pour deux raciiies doubles. 

Collége de la Trinité !I Dublin, le 12 avril 1867. 
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Sul moto di una figura piana che, mante- 
nendosi simile a se stessa, scorre con tre 
delle sue rette sopra tre punti fissi. 

(del D." CRISTIANO WIENER, professore a Carlsruhe). 

1. Anzitutto rendiamoci persuasi della p os s ib i l i t  a del moto:sovra enun- 
ciato. Poichb tre rette a ,  b, c del sistema piano a debbono costantemente 
passare per tre punti fissi A, E ,  C rispettivamente, è chiaro che a non 
piid uscire da1 piano fisso A B  C e che pub essere spostato in esso,' ma 
non gia capovolto. Quindi tutti i punti e le rette su cui cadra il discorso 
si supporranno giacenti ne1 piano fisso ABC. 1 punti e le rette chelriman- 
gono immobili in questo piano saranno rappresentati da lettere senza in- 
dice numerico ( A ,  Ka);  mentre invece le diverse posizioni dei punti e delle 
rette che partecipano al moto della figura saranno notate con lettere mu- 
nite d'indice izumerico ( A , ,  A,,  a,). - 

Dovendo a mantenersi simile alla figura iniziale, se ne otterïà una se- 
conda posizione conducendo per A una qualunque niiova posizione a, della 
retta a,, indi per B e per C due rette b,  e c, ïispettivamente, tali che ri- 
sulti + /-. A A 

a, b, = al hl e d a , ~ ~ = a ~ ~ ,  , 
e che dei due triangoli a, b, c ,  simili ad a, b, cl , coni3iabili con queste con- 
dizioni, si trovi con esse format0 quel10 che pud, mediante un semplice spo- 
stamento ne1 proprio piano, senza ribaltamento, essere disposto parallelamente 
ad a,, b, c l .  

Inoltre il moto é intieramente determinato, perchh ad ogni nuova posi- 
zione a, di una retta a, coïrisponde solsmerite una posizione b,, c,  delle 
rette b,, c ,  ; ed uu qualunque punto Ml passa ne1la posizione M, determi- 
nata senoa ambigiiitii dall'cguaglianza dei segiienti fasci di rette : 
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140 Wiener : Sul moto di una figura piilna, eco. 

dove A,, B, , Cl J A,,  B,, C, rappresentano rispettivamente le intersezioni 
b,cl ,  clu,,a,b,; c,a,, a,!),. 

2. Pcr iiivcütigare il moto del sisteina dobbiamo appoggiarci su1 seguente: 
LEMMA. S e  s u i  t r e  l a t i  a,, O , ,  cl di u n  t r iangolo  i  cu i  ve r t i c i  op- 

pos t i  si0110 r ispet t ivamente  A,, B,, C,, vi sono t r e  p u n t i  A,.B, C ;  e 
s e  s i  descri- 
vono t r e  ces- 
chi ,  c ias  cuno 
dei quali pas- 
s i  per un  ver- 
tice e pei due  
p u n t i  collo- 
c a t i  s u i  l a t i  
ad iacen t i  ad 
e s s o ,  cioè i  
ce rch i  A,B C, 
B,CA, CIAB; 
quest i  s i  in- 
t e r s e c a n o  i n  
un solo e me- 
desimo pun to  
D, e g l i  a rchi  
circolari  com- 
pres i  fra cia- 
scun  v e r t i c e  
e il puilto D, 
associati a  t r e  
a  t r s  in  modo 
che  d u e  qua- 

lunque  non passino per uno stesso dei t r e  punt i  A, B, C, cioè t an to  
g l i  archi  della t e rna  A , B B ,  BI CD, CIAD, quanto quelli  dell 'al- 
t ra  terna  A, CD, B, AD,  Cl B B ,  sottendono eguali  angoli  al centro. 

Dimostmzione. Sia D 1' interse,zione c1e.i cerchi A, B C e B, CA, e sis 
questo punto interno al triangolo A,B,  Cl. Si ha 
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Wiener :  Sul moto di una figura piana, ecc. 

quindi 
A D B = B A ,  C i -  CB,A=18O0--4 C,B,  

cioE ne1 q~ad~a i igo lo  ACIBD la somma dei due angoli opposti vale 180." 
Dunque il quadrangolo é inscrittibile in un cerchio, ed il cerchio passante 
pei punti A,  B, Cl passa anche pel quarto punto B. Se D non giace en- 
tro il triangolo A, BI Cl, la dimostrazione si compie in un modo del tutto 
analogo. 

L'angolo A, CD è eguale alla metà dell'angolo al centro misurato dal- 
l'arco A,BD,  ed B altresi eguale alla meth clell'ango!~ al centro misurato 
dall'arco Bl CD. Quindi sono eguali fra loro due angoli al centro misurati 
da archi che vanno dai vertici del triangolo A, B, Cl al punto D, e di questi 
archi l'un0 passa pel secondo punto comune ai due cerchi, cioé A ovvero 
C ,  mentre l'altro non contiene questo punto. Di qui il teorema sovraenun- 
ciato. 

3. Passeremo ors ad esaminare il moto di un sistema piano a. In primo 
luogo si trova che: Quando u n  t r iangolo  alblc,, che  s i  conserva sem- 
p r e  s imile  a S B  s t e s so ,  s i  muove  i n  modo c h e  i suoi  l a t i  pa s s ino  
c o s t a n t e m e n t e  pe i  p u n t i  fissi  A,B, Cr i sp . ,  c iascuno dei  ver t ic i  A, 
(=b,c,), Bi ,  Cl descr ive  u n  cerchio  fisso de te rmina to  da1 ve r t i ce  
s t e s s o  e da i  d u e  p u n t i  f i s s i  s i t u a t i  s u i  due  l a t i  ad i acen t i .  1 t r e  
c e r c h i  s i  i n t e r secano  i n  uno  s t e s so  piinto D. 

In fatti, poichk 1' angolo BA, C rimane invariato ed i suoi lati passano 
sempre pei punti fissi B e C ,  il silo vertice A ,  descrive il cerchio A, B C : 
cosi B, descrive il cerchio Bi C-4, e C il cerchio Cl A B. Questi tre cerchi 
si intersecano in uno stesso punto, secondo il n.O 2. 

Chiameremo polo  d i  sco r r imen t O ( Glcitungspunkt) di una retta , un 
punto su1 quale essa debba in pari tempo girare e scorrcre. Cosi A é il polo 
di scorriinento di a,. Quando non ha luogo alcuno scorrimcnto, quel punto 
si chiamerà polo di ro taz ione  (Drehungspunlct). Noi troveremo che D B 
il polo di rotazione di ogni retta passante per esso. Se i punti di una ta1 
retta mantenessero invariate le loro mutue distanze, il punto D sarebbe il 
c en t ro  di ro t az ione  (DrehungsrnitteZpunkt) intorno al quale tutti gli altri 
punti si muoverebbero in cexhi  concentrici. Questo cas0 non si verifica 
ne1 nostro sistema. 

4. ' J n a  qua lunque  r e t t a  el condo t t a  da u n  v e ~ t i c e  A, d e l  t r ian-  
go10 i n i z i a l e  A I E ,  C, lia per  polo di  s c o r r i m e n t o  il  su0  p u n t o  d i  
i n t e r sez ione  E co l  cerch io  Ka d e s c r i t t o  da  que l  ver t ice .  
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Ih2  W i e n e r  : S u l  moto di una figura piana, ecc. 

Essendo invariabili gli angoli dclle tre rette b,, c l ,  el divergenti da ,4,, 
cosi, se due rette O,, c, passano sempre per i medesimi punti B, C del cer- 
chi0 KZ, anche la retta el deve sempre iiicontrare il cerchio in iino stesso 
punto E. 

5 .  Ogni  p u n t o  El di u n  l a t o  a, del  t r i a n g o l o  in iz ia le  a,,  b,, cl de- 
s c r i ~ e  u n  ce rch io  p a s s a n t e  p e l  p u n t o  El ,  pel  po lo  di s c o r r i m e n t o  
A di que l  l a to  a, e pe l  polo d i  r o t a z i o n e  D. 

Si  tiri da A, la retta e, al punto 1J, su1 lato a, ,  e si otterrà un trian- 
go10 a, b, el (ovvero a,  c, e l ) ,  i cui tre lati passano costantemente pei tre 
punti fissi A ,  B, E (n.O 4) ed il cui vertice El descrive quindi, secondo il 
n.O 3 ,  un cerchio passante per El, A ,  E e per l'iutersezioiie I_) dei cerchi 
descritti da A, e B,. 

Osservazione. In luogo del triangolo iniziale a ,  b, cl si pu6 ora conside- 
rare come triangolo iniziale a,  bl el od a ,  cl e, , giacchè questo possiede le 
medesime proprietà caratteristiche. 

6. Una qua lunque  r e t t a  ml poss i ede  un polo d i  s c o r r i m e n t o  M, 
c h e  6 l a  seconda  i n t e r s e z i o n e  d i  rn, col  ce rch io  d e s c r i t t o  dall ' in- 
t e r sez ione  El de l l a  r e t t a  ml con  u n  l a t o  a,  d e l  t r i a n g o l o  iniziale .  

In fatti considerando A, B, El come triangolo iniziale (n.O 5) ,  ml è uila 
retta divergente da uno dei suoi vertici, El, la quale passa costantemente, 
in virtù del n.O 4, per il suo punto d'intersezione Ml col cerchio E,AED 
descritto da El. Lo stesso vale per le intersezioni di ml con b, e c l .  

Osservazione 1." - Poichè ogni retta ha un polo di scorrimento, si p u b  
cons ide ra re  come t r i a n g o l o  in iz ia le  o g n i  t r i a n g o l o  de l la  f i g u r a ,  
u n i t a m e n t e  a i  po l i  di  s c o r r i m e n t o  de i  suo i  l a t i .  

Osseruanione ILa-  Ogni r e t t a  condo t t a  pe l  polo di ro t az ione  D 
p a s s a  cos t an temen te  p e r  q u e s t o  pun to .  

7. Ogn i  pun to  Ml descr ive  un  cerchio  p a s s a n t e  per  M l ,  p e l  polo 
d i  ro taz ione  D e pe r  l a  s e c o n d a  in t e r sez ione  Ma d e l l a  r e t t a  con- 
do t t a  da  Ml ad u n o  dei v e r t i c i  A ,  del  t r i a n g o l o  in i z i a l e  -4, B, C1, 
col  ce rch io  descr i t to  da A, .  

In fatti considerando -4, El Ml come un nL1oT.o triangolo iniziale (II. 6 ) ,  il 
teorema diventa una conseguenza del n. 3. 

Osservazione I." - S e  s i  fa  co inc idere  i l  pun to  LW, con  D, i l  cer- 
ch i0  da  esso  descr i t to  s i  r i d u c e  ad  u n  pun to .  Questo è i l  s o l o  
p u n t o  del s i s t ema  c h e  r i m a n g a  f i s s o ;  esso é qu ind i  il polo d i  ro- 
t a z i o n e  del s i s t ema  p i a n o .  
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Osservazione II." - Il  cerchio descri t to da1 pun to  all ' infinito di 
u n a  r e t t a  ml si  confonde colla r e t t a  D M ,  che cong iunge  il  polo 
di ro taz ione D col polo di scorrimento M della r e t t a  nt,. Esso deve 
anche contencre l'intersezione A% del cerchio descritto da un punto arbi- 
trario A, colla retta condotta per A, parallelamente ad ml.  

8. Ogni  punto Ml B i l  polo di scorrimento di una  re t ta  m l ,  le 
cui  intersezioni El ed F, con due re t t e  a, e b,, avent i  A e B per 
poli di scorr imento ,  s i  t rovano segando i l  cerchio M D A  colla al 
in  El, ed i l  cerchio M D B  colla b, in  F,. La r e t t a  cercata  ml & la  
cong iun  gen te  El FI. 1 

Cid emerge dall'effettuare in ordine inverso le costruzioni del n. 6. 
9. Un fascio di r e t t e  Ml s i  muove i n  modo che  i l  suo centro de- 

s c r i v e  u n  cerchio  passante  pel  polo di r o t a z i o n ~  D ,  m e n t r e  i l  
polo d i  scorrimento d i  c i ascuna  r e t t a  g i a c e  al l ' intersezione della 
s u a  posizione iniziale col10 stesso cerchio. 

Se questa intersezione si fa convergere verso Ml, si trova che quella 
retta 1 1 2 ~  che ha il suo polo di scorrimento nella posizione iniziale di Ml, 
é tangente al cerchio descritto da Ml. 

I l  fascio D g i ra  in to rno  a l  suo  ve r t i ce  f isso D. 
Quando le rette del fascio sono parallele, i loro poli di scorrimento sono 

i loro punti d'intersezione colla retta descritta da1 .xentro (all'infinito) del 
fascio. 
10. Una r e t t a  p u n t e g g i a t a  un, g i r a  intorno a l  suo polo f isso d i  

scorr imeuto  M, ment re  c iascuno  dei suoi  pun t i  desc r ive  un  cer- 
chi0 p a s s a n t e  pel  punto st,esso, per  M e per  i l  go10 di  ro taz io-  
ne D. 

1 centri di questi cerchi giacciono quindi sulla retta che taglia perpendi- 
colarmente la MD ne1 suo pnnto di mezzo. Se si fa coincidere un punto Ml 
della punteggiata col punto M, si trova che la posizione iniziale di ml k 
tangente al cerchio descritto da Mi. 

1 punti di uns retta passante per D descrivono cerchi chc toccano in D 
la retta luogo geometrico del piinto all' infinito su quella prima retta. 

1 punti della retta all'infinito seguono trajettorie rettilinee, formanti un 
fascio D che & eguale ed egualmente disposto al fascio projettante i punti 
all'infinito. Cid risulta da1 n . O  7, Oss. II: 

11. Un s is tema piano a c h e ,  rimanendo sempre simile a se stes-  
so, dcve muovers i  in g u i s a  che t r e  delle s u e  r e t t e  passiiio co- 
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44k tviene 1%: Sul moto di una figura piana, ecc. 

s t a n t e m e n t e  p e r  t r e  p u n t i  f i s s i ,  k de te rmina to  a n c h e  da1 s u o  polo  
di r o t a z i o n e  D ,  da uii p u n t o  a r b i t r a r i o  A ,  e da1 cerchio  Ka de- 
s c r i t t o  da A , .  

In fatti mediante questi dati si pub determinare, secondo il i 1 . O  7,  il cerchio 
descritto da un qualunque punto El, segando in E il cerchio .lia colla ElAl 
e costruendo il cerchio E I D E .  

Da ci6 poi si deduce, secondo il n.O 6 ,  il polo di scorrimento di una qua- 
lunque retta rn,, cercando il cerchio BIDE descritto da un qualunque punto 
El della retta nz, e determinnndo la seconda intersezione 211 di questo cer- 
chi0 con ntl. 
12. I n  o g n i  posizione d e l  s i s t e m a  a l e  d i s t a n z e  di  t u t t i  i p u n t i  

da1 polo  d i  ro t az ione  D ,  c o n t a t e  ne l l a  d i rez ione  d e l  moto s u l l e  
r i s p e t t i v e  t r a j e t t o r i e  c i rco lar i ,  s o  t t e n d o n o  e g u a l i  a n g o l i  a l  cen t ro .  

In fatti siano A, e R, duc punti qualunque: l'accennata distanza di A, da 
D sarh O l'arco A,CD O l'arco Ali3D. Poiché l'angolo AIDB, deve rimanere 
invariato durante il moto (no. 9 ,  ultimo teorema), b chiaro che ne1 primo 
caso é BIAD, ne1 secondo B,CD la distanza circolare di B,  da D. Ora le 
distanze circolari corrispoadenti AlCD e BIAD,  oppure A,BD e B,CD sotten- 
dono, pel n.O 2 ,  eguali angoli al centro. 

13. Considerando due  pos i z ion i  q u a l u n q u e  de l  s i s t e m a  a ,  l a  
d i s t a n z a  circolare  d e l l e  d u e  pos iz ioni  di u n  medes imo p u n t o ,  
c o n t a t a  nc l la  d i r e z i o n e  de l  moto,  s o t t e n d e  u n  a n g o l o  a l  c c n t r o  
c h e  h a  Io s t e s s o  va lore  per t u t t i  i p u n t i  d e l  s i s t ema .  

Ossia: T u t t i  i pun t i  de l  s is te ina a hanno l a  medesima ve loc i ta  
ango la re .  

e una conseguenza del n." 12. 
14. Cons ide rando  due  pos i z ion i  q u a l u n q u e  de l  s i s t e m a  a ,  l 'an- 

go10 del le  due  pos iz ioni  di u n a  re t ta ,  conta to  ne1 s e n s o  del  moto, 
h a  10 s t e s s o  va lo re  pc r  t u t t e  Io r e t t o  de l  s i s t ema .  

Ciascuno di questi angoli, essendo un angolo alla periferia del cerchio 
descritto da1 suo vertice (n.O 9), equivale alla meth dell'angolo al cetitro 
sottes0 dall'arco percorso da1 vcrtice stesso. Poiché dunque, sccondo il n.O 3, 
gli archi descritti da due vertici sottendono eguali anpoli al centro, anche 
gli angoli descritti dalle due rette, eqiiivalendo alla mct& di qnesti, sono 
epuali fra loro. 

Quando o g n i  r e t t a  ha  compiuto  un  mezzo  giro,  o g n i  p u n t o  h a  
desc r i t t o  un' i n t c r a  c i rconfcrenza .  
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15. Da1 n.' 12 risulta immediatamente d i e :  
Tu t t i  i pun t i  del sistema vanno  in  uno atesso is tante a coinci- 

dere  col polo di rotazione D. 
Ovkero: V ' b  una posizione del  s i s tema ilella quale  i l  s i s tema 

stesso si concen t ra  tu t to  i n  un  sol p u n t o ,  che  è i l  suo polo di 
rotazione. 

Tutti i  punti a  distanza finita sono allora riuniti in D, mentre i punti 
all'infinito coprono, in questa posizione del sistema, tutte le rette condotte 
per D rappresentanti, secondo il n . O  7. le loro trajettorie. 

16. Ogni  cerchio Ka condot to  pe r  i l  polo d i  ro taz ione  D v iene  
descritto da un  solo punto del s i s t ema ,  l a  c u i  posizione A, s i  
desume dalla posizione corrispondente d i  un  a l t ro  punto BI e da1 
cerchio Kb descr i t to  da quest 'ul t imo, conducendo  da  B, l a  r e t t a  
che  va alla seconda intersezione C dei due cerchi  Ka, Kb e  protraen- 
dola fino alla s u a  seconda in tersezione A, con Ka. 
k 11na conseguenza del n.O 13 ('). 

(') Nei Nouv. Annales de hiathématiques (9" série, t. 6, 1867, p. 80) il sig. PETERSEN dimostra il 
seguentc teorerna, sviluppato anche in quesia mernoria: a S i  u n e  f i g u r e ,  q u i  r e s t e  t o u -  
j o u r s  s e m b l a b l e  à u n e  f i g u r e  d o n n é e ,  s e  m e u t  d e  m a n i k r e  que t r o i s  d e  s e s  
d r o i t e s  p a s s e n t  p a r  d e s  p o i n t s  f i x e s ,  t o u t e  a u t r e  d r o i t e  d e  l a  f i g u r e  p a s s e r a  
a u s s i  p a r  u n  p o i n t  f ixe.  B Ivi si dàcome teoremareciproco quest'altro: # S i  u n e  f i g u r e ,  
q u i  r e s t e  t o u j o u r s  s e m b l a b l e  à u n e  f i g u r e  d o n n é e ,  s e  m e u t  d e  m a n i è r e  q u e  
t r o i s  p o i n t s  d é c r i v e n t  d e s  l i g n e s  d r o i t e s ,  t o u t  a u t r e  p o i n t  d e  l a  f i g u r e  de-  
c r i  r a  u n e  l i g n e  d r o i t e .  o Ma a persuadersi che tale inversione non B lecita, basta osservare 
che le figure reciproclie di due triangoli simili non sono più triangoli simili. 

CORREZIONE. Nel n.O 1 di questa mernoria, in luogo di quel10 che pub, mediante un sernplice 
spostamento ncl proprio piano, senza ribaltamerito, essere diaposto parallelamente ad ai hi c, B 

(pag. 139, lin. 17) , leggssi a qucllo pel quale gli angoli di rotazione ains, b l b 2 ,  picz sono ugiiaii 
e dello slesso senso. 8 

Annnli di Illrrtemnficn, tomo 1. 
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Sulle superficie che hanno le linee 
di curvatura piane. 

(del  p~ofessore ULISSE D I N I ,  a Pisa). 

-- 

1. I I  sig. Ossua BOKKET, in uiio importante memoria pubblicata ncl 
Journal cle l'école polyteclinique (cah. 35), ha trovato pel primo le equa- 
zioni iii termini finiti delle superficie le cui linee di curvatura sono piane; 
e quindi il problema della ricerca di queste superficie da1 lato analitico pu6 
dirsi completamente risoluto ('). Perd, quando si volesse procedere alla de- 
terminazione delle f~inzioni arbitrarie contenute in quelle equazioni per po- 
terne dedurre le superficie della stessa classe che godono di spcciali pro- 
prietà, il problema presenterebbe il più spesso delle gravi difficolt8, e quindi 
riesce ancora di qualche importanza- il determinare per altra via le classi 
più notcvoli delle medesime superficie. Guidato da queste considerazioni , 
mi sono proposto di determinare le superficie a linee di curvatura piane 
che sono al tempo stesso gobbe, partendo per questo dalla loro equnzione 
differenzialc, ed ho trovato che l ' i p e r b o l o i d e  di  r i v o l u z i o n e  a d  u n a  
so l a  f a lda  & l a  so l a  super f ic ie  g o b b a  l e  c u i  l i nee  d i  cu rva t i i r a  
s iano  p iane .  

La dimostrazione di questo teorema, che credo nuovo, forma l'oggetto 
della presente nota. 

2. La equazione differenziale delle superficie le cui linee di curvatura sono 
piane, quando si prenda l'asse delle y païallelo alle generatrici di iiuo dei 
cilindri che sono l'inviluppo dei piani delle linee di ciirvatura di ilno stesso 
sistema, & la ~egi iente:  

5 m(4 +y)- i r 234 1 
\ 

(') ~e superficie in questione sono state I'oggctto d'inlercasanii studi nnchc pcr p n l c  dei 
sigg, J .  A .  SIRR~T, J O A C R I Y S T H A L ,  R R I O S C ~ I I ,  PICART, ecc. 
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D i il i : Superlicie a liilee di curvatura piai ie  , ecc. 157 

ove p ,  q, r r  S., t indicano al solito le derivate parziali di primo e secoiido 
ordine di i, ed nt & una costante clle si riduce a zero quando le linee di 
curvatura di un sistema sono tuttc situate in piani paralleli ad un piano 
fisso che allora viene ad essere preso per quello delle xz. 

Dovendo qui trovare le superficie gobbe che soddisfanno alla equazione 
a derivate parziali (i), il metodo che primo si presenta & quello gih indi- 
cato da1 WAKTZEL per la ricerca della superficie gobba di area minima, e 
applicato poi da1 sig. J. A. SERRET e da me alla ricerca di superficie gobbe 
che devono soddisfare a date equazioni alle derivate parziali del secondo 
ordine. Questo metodo consiste, corne & noto, ne1 combinare le equazioni 
della generatrice di una superficie gobba con la equazione data, e deter- 
minare poi i parametri della medesima generatrice in modo che questa equa- 
zione riesca identicamente soddisfatta. Esso, anclie ne1 nostro caso, risolve 
ben facilmente la questione che ci siamo proposta, e noi andiamo percid 
subito ad applicarlo. 

3. Siano 

le equazioni delie generatrici di una superficie rigata; a ,  A, b ,  B saranno 
fu~izioni di un parametro variabile a ,  e siccome le superficie che qui cer- 
chiamo derouo sfisere gobbe, bisognerà che il determinante 

formato colle derivate delle medesime quantith abbia uu va!ore differente 
da zero. 

Ricaviarno dalle equazioni (2) i valori di p, r ,  s ,  t iii funzione di a e q 
per poi sostituirli nella equazione ( l ) ,  la quale dovr& allora divenire iden- 
tica quando a ,  -4, b, B avranno i valori che convengono alle superficie gob- 
be (2) clie hanuo le linee di curvatura piane, e servira cosi a darci delle 
equazioni che determineranno questi valori di a ,  A ,  b, B. 

Per questo osserviamo che lungo ogni generatrice delle superficie (2) 
si h a :  

d y = a d x ,  d z = b d x ,  

e quindi sostituenclo ilella eqiiazioiie della superficie : 
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i i 8  D ini : Supcriicie a linee di ~urvatura piane, ecc. 

e cosi avïemo intai-ito ottenllto p .  

Per trovare ora anche r ,  s,  t, osserviamo clie dalla seconda clelle equa- 
zioni (2) si ha : 

2 ~ .  y=(b'x+Uf) -- , a Y 
e poichi: la prima cl& : 

e se ne dcdurrà : 

Quiudi per le (4) e (5) e per queste ultimc si avrü:  

a a n ( b  1 - dq)"  r =  ( b f -  c c f q ) -  -US=. 
'h 

- L I S ,  
ax 

e indicando con L,, LI, L, i coefficienti di yO, q ,  q2 nella pareiltesi di t , 
ciob poiiendo : 

L, = (B" b' - 13' b") , 
L, = (df Br- a' Bfl) - (Ar/ br - -1' brr) , 
L, = (A" a' - A' cif') , 

si avïà finalmeute pei valori cercati di y, r ,  s, t :  
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4. Calcolati cosi i d o r i  di p ,  r ,  s, t in f~~nzione di a e di q ,  pcr avere 
le equazioni che determinano i valori di a, A,  b, B che convengono alle 
superficie gobbe (2) le cui liiwe di curvatura sono piane, bisogna, corne 
abblam detto , sostituire questi ralori (7) nella equazione (1) ed esprimere 
che la equazione che ne risulta é una identità. 

Ora, per questo, distinguiamo i due casi di riz differente da zero, e di 
m=0 ; e osserviamo che ne1 primo caso la equazione (1) pud scriversi: 

e quindi per la sostituzione dei valori (7) si otterrh un risultato della forma: 

ove .12 e !2 sono funzioni razionali iutere di q. 
Queuta equazione dovendo divenire identica, e d'altra parte la quantità sotto 

il radicale non potendo mai ridursi ad un quadrato, bisognerà che si abbia 
separatamente : 

n=o, nf=o, 
ovvero : 

quaudo per p, r ,  s,  t vi si iutendano posti i vaIori (7). 
Cosi la quistione si riduce a trovare le superficie gobbe che soddisfacciaiio 

a queste due equazioni. 
È facile perd di vedere che non esistoilo superficie gobbe che soddisfac- 

ciano alla prima di queste equazioni. 
Osserviamo infatti che essa dovendo restare ~oddisfatta dai valori (7) qua- - ~. - 

Iunque sia y, clou& esserlo in pafticolase par q = O ,  g =  \i-l, e ?=o. u 
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Ora. per g-O esss ci dà 

(&=O; 

e quiildi si vede intaiito che si dovrb avere 

- - 
Pcr q= \i- l , siccome sllora si ha p = t -a \l- 1 , non si potrh avere 

né p = O , nb p = m, poichb altrimenti ne verrebbe X= O ; quiiirli si 
avià 

( t )  ,,-= 0 , 

e per conseguenza sarà : 

L,=L,, L,=O. 

Per q =: si ha p = O (') , quindi si vede clie dovrà nversi 

O anche per le (/O) 
arh=L,b. 

Dopo queste condizioni, se si sostituiscono i valori (7) nella prima clel- 
le (8) si ottiene subito l'altra eqnazione 

e yuesta per la (9) si riduce all'altra 

che non potrebbe essere soddisfatta che da Lo = O, ci6 che, insieme alle 
precedenti , dwebbe A= 0. 

Di qui risulta evidentemente che non esistono superficie gobbe (2) clie 
soddisfacciano alla equazione (1) quando m b differente da zero ; e quindi le 
superficie gobbe (2) a linee di curvatura piane corrisponderanno ad m = 0 ,  

h (') E da notarsi che p non  sarebbe zero per q= 2, sc a potesse esser riullo; ma questo 

Gaso è da escludersi, p i ché  per la (9) ne ~ e r r e b b e  b l = O ,  c ïjuiiidi X== O. 
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vale a dire ammno le linee di curvatura di un sistema situate in piani 
paralleli ad un piano fisso che qui é! preso per quel10 delle xz. 

5. Per ritrovarle osserviamo che per n2=0 la equazioiie (1) diviene 

e basterd percid determinare i valori di a, A, O, R in modo che qiiesta equa- 
zioiie divenga identica pei valori (7) di p, T ,  S .  

Ora per questo osserviamo che la (11) per q -  O dà corne precedente- 
mente la condizione 

a&=-Ab' ,  
b 

(12) 
e per q = ; ,  O p=O, cl& 

n~ , -a r j l= -L ,  b ; (13) 

e per queste condizioni la stessa eqnazione (11) sostituendovi i valori (7), 
diviene 

aXL,+2ctXb'-L,(1+b2)+(neL,-2aaf;l+2L2ab)q=0, 

e d(L le altre due equazioni: 

e cosi si vede che le quantitA a ,  ,l, b ,  B devoiio soddisfare alle quattro 
cquazioili (12), (13) e (14). 

Per determinade, osserviamo prima di tutto che, non potendo essere a= O ,  
'la equazione (13) per la seconda delle (18) ci dà L,=O ; e le equazioni (14) 
per questa e pcr la (12) si possono anche scrivere: 

e qiiindi al sistema di equnzioni (12), (13) 0 (14) si potre sostitiiire qiielle 
delle qiiattro seguenti : 

ctAbf= L,(1+ 1)') , (1 5) 
~ '3-=L,b  , (4  O )  

d,,=-?~b' , (1 7) 
L,==O. (18) 
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Ora le ( l a )  c (16) ci danno subito (siccomc 11~ssuna clelle quantita. L,. n' e b' 
pu6 esscye zero) 

e quindi integrando si a m i  

ci2=== ki? ( 2  + I)') , 

ore  k b iina costantc arbitraria. 
Prcildiamo osa O per la stessa variabile indipendente a ,  ci6 che evi- 

dentemente pu6 farsi perché h non pu6 esser costailte; allora a e b potranno 
riguardarsi corne conosciuti, e resteranno a determiliarsi A e B. 

Ora, per far questo, osserveremo clle, avenclo preso b per la variabile 
stessa a ,  si ha b r = l ,  bl'=O, e quindi la (17) per le (3) e (6) ci cl& 

A r = n R v + a r B r ,  
da cui integrando si avrà 

A = a R r ,  

trasciirando la costante arbitraria, il clie evideiitemente pu0 farsi, poichk cid 
equivale solo a uilo spostamento d'origine degli asgi coordinati. 

Inoltre la (16) ci da, per le (3) e (t j ) ,  

ovvcro 
A' 
11' 

quindi integrando si avrh 
A ' B=07 3 
a 

trascuranilo al solito la costante. 
Da questa, osservando che la (19) dh 

an'== k20  
si dediice 

e moltiplicando per l c211f  c? avendo riguardo alla (20), si ottiene 

essendo c iin'altra costante. 
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Ora questa ci dà 

kB=* \IA+C ; 

e quindi la (23), avendo riguardo anche alla (19), si riduce all'altra 

dalla quale integrando si avrA 

essendo cf un' altra costante, e indicando con sen h e cosh i seni e coseni 
iperbolici. 

Di qui si ha finalmente 

A =+ bc cos hcl+c \II + be sen hc' ; 

e quindi , per la (23), 

c e - B = b- sen hc1* Yi + bz cos h cl; 1,- 

e cosi abbiamo dctcrrninate a ,  il e B in funzione di b, facendo uso soltanto 
delle equazioni (15)' (16) e (17). La (18) del resto riesce ora subito soddis- 
fatta dai valori trovati. 

La superficie che cercavamo lia dunquc le seguenti equazioni: 

y=k \/1 + b 2  x* bc cos hcl+c \Il + b2 sen hc', 

facendo uno spostameiito dell'origiile lungo l'asse della x, e indicando con Ff' 
la costante c cos hcf . 

Da qucste equazioni eliminando b si dednce l'altra 

che 'appresenta appunto l'iperboloide gobbo di rivoluzione attorno all'asse y. 
6. Il tcorema enunciato in principio potrebbe ora dirsi dimostrato corn- 

Annnli di lNntematica, tomo 1. 20 
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pletamente se tutte le superficie gobbe potessero rappresentarsi col sistema 
di equazioni (2). Vi sono perd le superficie gobbe le cui geiieratrici sono 
parallele al piano y z ,  che hanno equazioni della forma: 

e che evideiitemente non rientrano nella forma (2); quindi, onde il teorema 
sis completamente dimostrato, bisognerà anche fi; vëdere che di queste su- 
perficie non ve ne ha alcuna che soddisfacciano alla equazione (1). 

Ora, per vedere questo, osserviamo che le superficie (24) hanno per equa- 
zione in x ,  y ,  z 

z=y F(x)+f ( 4  , 
e si ha per esse : 

e quindi se esistessero delle superficie (24) per le quali la equazione (2) fosse 
soddisfatta, si dovrebbero potere determinare F(x) ed f(x) in modo ohe la (1) 
stessa divenisse identica per questi valori di p, q ,  r ,  s, t . 

Ora, dovendo qui escludere il caso di Ff(x)=O che corrisponde alle su- 
perficie sviluppabili, si vede subito clie non 6 possibile di rendere identica 

la (4) coi valori precedenti, poichb per y = - - essa non pud divenire 
F (4 . . 

identica che con F f  (x)=O . 
Da ci6 segue che con esistono superficie gobbe (24) che soddisfacciano 

alla equazione ( l ) ,  e quindi il teorema k completamente dirnostrato. 

Pisa, 30 agosto i867.  
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xm dx 
S u r  l ' i n t ég ra l e  \- 

J 

(par  h'1.' HER~IITE, à Paris.) 

xm dx 
L'intégrale présente deux cas bien distincts, suivant que l'ex- 

posant nz, est pair ou impair; dans le premier elle est transcendante, dans 
le second simplement algébrique et de la forme P \ I D ,  P étant un poly- 
name entier en x qu'on obtient ordinairement au moyen du procédé de 
l'intégration par parties, mais qu'on peut déterminer différemment et de 
manière à mieux mettre en évidence sa nature analytique. 

J e  chercherai en premier lieu le degré de P, en développant suivant les 
puissances décroissantes de la variable, les deux membres de l'équation: 

n 

xvn 
Dans le premier, le terme le plus Blevé en x sera-- , et dans le 

md -i 

second axe1 w, si l'on fait P = a z p + a ' x p - ' + .  . . . . ; de sorte que l'on 
a: p=m-1, et l'on obtient en même temps la valeur du coefficient a ,  sa- 

1 voir: a= -- . Cela fait, je poserai pour obtenir P:  
112 

C étant une constante, et. on en déduira : 

Or en développant le second membre suivant les puissances ascendantes 
de la variable, le premier terme donnera la série infinie : 
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Quant au  second terme il donnera également naissailce 

B une série infinie, mais commencaiit évidemment par la puissance xm+l. 
Comme P est un polynôme fini du clegré na-1, il est clair qu'en posant 
m - l = 2 n ,  l'effet de ce second terme doit être de détruire tous ceux de 

C 1 . 3 . 5 . .  . 2 ~ l - 1  
la série = \ I I  -xz venant aprbs 2.4.6,..= 

x2" , d'où cette conclusion : dans 

I'équation (1), le polyntîme P es t ,  ci ztn facte.tir constant prés ,  l'ensemble 
des m-l premiers termes du développeineat de ( 1 - x 2 ) - f ,  suivant les 
puissances ascendantes de la variable. Pour cléterminer le facteur con- 

1 stant C, il suffira de profiter de la remarque faite tout-A-l'hcurc que a=--. 
Il6 ' 

on devra donc poser : 

d'où : 

d P 
J'observerai enfin que l'équation (1) différentiée donne xm= - (1 -x" - a 

-Px, d'où on tire aisément une équation linéaire du seconcl ordre sans 
second membre, car il suffit de différentier une seconde fois, puis d'éliminer 
le terme indépendant de P et de ses dérivées. On trouve de la sorte: 

1 
Cette équation est vérifiée en posant P= - ' ainsi e n  partageant 

d'une nzanière quelconque le développenzent ordonné suivmzt les puis- 
sances croissantes de x, de la série (1-x2)-*, les deux 
ù une même équ.ation du  second ordre. 

J'arrive au cas de m pair dans l'intégral l[i=z S xmdx 
, et je 

parties sntisfont 

pose dors  : 

(2) 
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E désignant une constante et 12 un nouveau polynOme, commentant comme 
p - i  

tout-à-l'heure par le terme - - . Je n'ajoute pas de constante, le second 
111 

membre devant Gtrc comme le premier une fonction impaire de la variable. La 
grande différeiice de iiature analytique des relations (1) et (2 ) ,  va se ma- 
nifester à I'egard des polynômes P et @, car en opérant absolument comme 
plus haut,  on obtient cette conclusion: dans l'équation (2) le polynonae P 
est, à un facteur plnés, l'ensemble des m-l premiers termes du déve- 

arc. sin. z 
loppenient de la fowAion transcendante 1 / ~  , suivant les puissances a- 

sce~mlanlcs de la variable. 
Ce développement bien connu, et que donne immédiatement l'équation : 

savoir: 
arc. s in .  x + 8 . 4 . 6 . .  . . 8 ~ - - % ~ ~ n - 1  +..... 
I / i  -x2 J. 9 3 .3 .7  ..... rn-1 

conduit, en faisant na=2n, à l'expression suivante : 

Et en même temps on arrive à la détermination de E en posant: 

c'est A dire, préciseinciit le coefficient de x2'"ans le développement consi- 
1 

déré plus liaut de (1 -2'))- F. 

O n  tire aisément de ce dernier résultat la proposition suivante: En dési- 
r- 

F ( z ) d x  ' 
gnant par F(x)  un polynôme entier, l'intégrale sera de la forme: 

9 (x )  désignant aussi un polynôme entier, et le coefficient E de la partie 
transcendante s'obtiendra en calculant le terme indépendant de x dans le 
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t -- a 
développement de l'expression F (a) ( 1 - - ) , suivant les puissances dé- 

croissantes de la variable. Mais on peut le démontrer immédiatement en re- 

F (3) dx 
marquant d'abord que l'on a évidemment: --ne, et ensuite que 

- - + 1 
F (x) dx F (z) dz 

l'intégrale définie 2 peut s'obtenir en intégrant - 1/Fz , z décri- 

vant un cercle de rayon infini, ayant son centre 5 l'origine. Il faut à cet 
effet développer suivant les puissances décroissantes de z , l'expression 
proposée : 

1 

I 

Or F ( z )  étant un polynôme entier, la quantité F (z) (1 - $)-' ne renfer- 

me qu'un nombre fini de puissances positives, et  eli désignant- par p le terme 
indépendant de la variable dans cette quantité, l'intégrale cherchée se ré- 

duira simplement B celle-ci : = 2%p, de sorte qu'on a bien p= E.  

J 

On arriverait enfin au résultat, par une voie purement algébrique et trés 
simple, en partant de l'égalité: 

F (x) dx 

I l  suffit en effet de différentier, de clévelopper ensuite les deux membres 
suivant les puissances décroissantes de la variable, et de comparer les termes 
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Il discriminante delle forme binarie 

del sesto grado. 
(del Pro/? BRIOSCHI , CL ~Vi lano  ). 

Nella inteiessante memoria dei CLEBSCH e GORDAN ~ u l i  rapresen-  
t ~ z i o n e  tipica delle forme binarie pubblicata in questi Annali (pag. 23), 
eono dati i valon dei cinque invarianti A, B, C, D, R, del secondo, quarto, 
sesto, decimo, quindicesimo ordine, delle forme binarie del sesto grado. A 
Completare la teoria di queste forme mnnca il. valore del discriminante 
delle medesima, il quale, come b noto, & del decimo ordine ed è. esprimi- 
bile razionalmente in funzione dei primi quattro fra quegli invarianti. Le 
equazioni differenziali caratteristishe pel discriminante che abbiamo date 

'nella &onografia: L a  teorica dei covarianti e degli invarianfi delle forme 
binarie ('), conducono facilmente al seguente risultato. Tndicando con 66. A il 
discriminante della forma binaria del sesto grado, e supponendo che le A,  B, C, D 
abbiano 10 stesso significato che nella memoria succitata, si trova: 

ossia ponendo : 

a=3.4. A ,  /?=be. B ,  y=SS. C, 6=55 .D , 
si ha :  

16.36.A=-2a5+10anj-3+23 as y - I ~ a p e - 2 4 / ? y - 9 6 .  
- - 

(') Annnli di Matematiea, 1.8 serie, t. 2, Roma, 1859, p. 8%. 
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Theorie générale des surfaces réglées, 
leur classification et leur construction. 

(pur Ee prof. JULIUS P L ~ C K E R ,  ù Bonl.2). 

1. U n e  ligne droite, qui dans l'espace se meut d'une manikre continue, 
décrit une surface, dite rég lée .  Pour déterminer le mouvement de la ligne 
droite, il faut que les quatre quantités, dont sa position dépend, soient 
données en fonction d'une quatriéme variable, par es. du temps. Ces quatre 
quantités, constantes pour une position donnée de la droite, mais variables 
d'une position à uce autre, ont été appelées par moi coordonnées  d e  
la l i g n e  droite.  En éliminant le temps, on obtient trois équations entre 
les quatre coordonnées; ces trois équations repukentent trois complexes 
de  l i g n e s  dro i tes .  Lcs droites, dont les coordoniiées satisfont aux trois 
équations, appartenant S la fois aux trois complexes, constituent une sur- 
face réglée. 

2. Une surface réglée peut être regardée comme la trajectoire d'une droite 
projetée dans l'espace sous l'action de forces qui lui soient appliquées. C'est 
d'une manikre tout-à-fait analogue qu'une courbe gauche est la trajectoire 
d'un point matériel attiré ou repoussée par des forces. La courbe gauche 
est l'ar$te de rebroussement d'une surface développable qui peut être con- 
sidérée elle-même comme l'enveloppe d'un plan sur lequel agissent des forces 
rotatoires ('). 

Mais je laisse de coté la question mécanique, dont je me propose de faire 
ressortir plus tard la portée, et n'aborde ici que la question géométrique. 

3. Dans un complexe du nme degré les droites se groupent de manibre 
que toutes les droites qui passent par un point donné quelcoi?que consti- 
tuent un cone du nme ordre, et que toutes les droites comprises dans un 

(') Fundamentcal views regnrdhg Meehanics (Philos. Trans. 1866, pag. 379). 
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même plan enveloppent une courbe de la nme classe. J'ai appelés ces cones 
et ces courbes cones  e t  cou rbes  d u  c o m p l e x e  (*). 

En faisant tourner un plan autour d'une droite fixe quelconque, la courbe du 
complexe, située dans le plan mobile, engendre une surface qui en même tems 
est l'enveloppe du cone du complexe, dont le sommet décrit la même droite 
fixe. J'ai appelé la  surface ainsi doterminée u n e  s u r f a c e  d u  complexe  et 
la droite fixe s o n  d iamktre .  La surface est de l'ordre et de la classe n2; 
et son diamètre est une ligne multiple suivant le nombre n. 

4. La classification des surfaces réglées, d'aprés les degrés des trois com- 
plexes auxquels leurs génératrices appartiennent, est analogue à la classifi- 
cation des courbes gauches d'aprbs les ordres des deux surfaces dont elles 
constituent l'intersection. Si n, p, q sont les degrés des trois complexes, le 
symbole [n, p, q] indiquera l'origine et la nature de la surface réglée, lieu 
des droites communes aux trois complexes. On prouve aisément qu'en ge- 
n é r a l  le degré (ordre et  classe) de la surface est égal à 2npq (voyez la Note). 

Supposons que le degré de la surface réglée soit 2N. Dans le cas que 
le nombre N est premier, la seule origine possible (**) de la surface est dé- 
signée par le symbole [M, 1 ,1] .  Si au contraire le nombre N n'est pas 
premier, l'origine de la surface ne sera plus unique. A chaque mode de 
décomposition du nombre N en trois facteurs correspond un mode particu- 
lier de génération. Ainsi par ex. les surfaces réglées du huitième d e p é  
peuvent se rapporter à l'un ou à l'autre des deux symboles [4,1, I l ,  [2, 2,1]. 
On obtient niiisi deux espèces de surfaces réglées de nature très-différente, 
selon qu'on prend pour génératrices les droites communes, ou à un complexe 
du quatrième degré et  à deux complexes linéaires, où à un complexe li- 
néaire e t  à deux complexes du deuxihme degré. 

5. J'ai démontré ailleurs que les droites communes à deux complexes li- 
néaires rencontrent deux droites fixes, que j'ai appelées directrices, et que 
vice--vers& toute droite appuyée aux deux directrices appartient à la fois 
aux deux complexes. Conséquemment la construction des surfaces réglées qui 
correspondent au  symbole [n, 1 ,  11 revient à choisir parmi les droites d'un 

(') Voir le journal les Mo?ades 10 janvier 1867. - On n tkew geotnetry of space (Phil. Trane. 
1865, p. 751). 

(*') Ici on ne considkre pas !e cas d'une surface réglée qui ne soit pas le systénie complet des 
droites communes a trois complexes: cas anc~logue a celui d'une courbe gauche qui ne soit pas 
l'intersection complète de deux surfaces. 

Atznnli di Matematica, tomo 1. 2 1 
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complexe du nm"egré celles qui coupent deux directrices rectilignes fixes. 
On y parvicnt de deux manières corrélatives. 

Désignons par A et B les deux directrices. Qu'on fasse passer par A un 
plan, qui renfermera une courbe de la nme classe enveloppée par les droites 
du complexe, et qui coupera B en un point unique. Menons par ce point 
les n tangentes à la courbe. En faisant tourner le plan autour de la direc- 
trice A,  ces n tangentes, variables d'une position du plan h l'autre et  ap- 
puyées constamment A l'autre directrice B, engendreront la surface réglée 
demandée. 

Qu'on décrive le cone du complexe dont un point de A est le sommet. 
Le cone étant du nme ordre, n de ses arêtes vont rencontrer B. Si le sommet 
du cone variable décrit la directrice A ,  ces n arêtes appuyées à B en- 
gendreront la surface réglée. 

Il n'y a qu'une seule ligne droite qui passe A la fois par un point donné 
et par les deux directrices; d'où l'on conclut que l'ensemble des généra- 
trices est le même dans les deux générations, que nous venons de signaler. 

En remplapnt l'une par l'autre les deux directrices A e t  B, on n'obtient 
pas des générations nouvelles de la surface réglée; seulement l'une des deux 
générations se transforme dans l'autre. 

Dans la première génération, chacune des droites du complexe, situées dans 
le plan tournant autour de A et coupant B en un seul point, décrit une 
nappe de la surface, de manière que celle-ci se partage en n nappes, passant 
toutes par B. De même dans l'autre généra.tion la même surface se partage 
d'une manière différente en n nappes, décrites par les n génératrices issues 
d'un même point de A; c'est-à-dire que ces nouvelles nappes se  coupent sui- 
vant la directrice A. Donc les deux directrices sont des lignes ntuples 
pour la surface réglée. 

6. On peut énoncer ces modes de génération d'une manibre un peu dif- 
férente, eu égard que la courbe du complexe située dans un plan tournant 
autour de A engendre la  surface du complexe dont A est le diamètre. 

Une surface du complexe e t  une droite B étant donnée, menons aux cour- 
bes d'intersection de la surface avec les plans passant par son diamètre A 
les tangentes qui se coupent sur B. Toutes ces tangentes appartiennent à 
une surface régléé de l'espèce [ n ,  1, I l .  On obtient la même surface réglée 
en prenant parmi les arêtes des cones circonscrits à la surface du complexe 
et ayant leurs sommets sur le diamètre A,  celles qui sont rencontrées par 
la droite donnée B. 
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La surface réglée reste encore la même, si l'on prend pour surface du com- 
plexe celle qui a pour diamètre B, et pour droite donnée la droite A. On 
conclut de 1h que les droites d ' u n  complexe du  nme degré  qui  s o n t  
t angen tes  à l a  fois à deux quelconques de  ses  su r faces ,  const i-  
t u e n t  u n e  surface r é g l é e  de l ' e spèce  [n ,  1, I l .  

7. On établit aisément une propriété intéressante des surfaces réglées de 
l'espéce [n, 4, 11. Tout hyperboloïde passant par les deux directrices joue, 
par rapport à une telle surface, un rOle analogue ii celui du plan par rap- 
port (L une courbe gauche. 

Par les deux directrices rectilignes de la surface réglée on peut faire pas- 
ser une infinité d'hyperboloïdes, chacun d'eux étant déterminé par une troi- 
sième droite quelconque qui ne rencontre pas les deux directrices données. 
La surface réglée, dont l'ordre est 2n, est coupée par la troisiéme droite 
en 2n points. Par chacun de ces points passe une génératrice unique, ap- 
partenant à la fois à la surface réglée et B l'hyperboloïde; d'oh l'on conclut 
que tout h~pe~boloïde, passant par les deux directrices rectilignes de la sur- 
face réglée, la coupe en outre suivant 2 n génératrices. Ces 2 n génératrices 
forment, avec les deux directrices, l'intersection complète des deux surfaces; 
car chacune de ces dernières, étant une ligne ntuple pour la surface d'ordre 
2 n , représente n droites (coïncidentes) communes. 

Trois génératrices de la surface réglée déterminent un hyperboloïde pas- 
sant par les deux directrices. On pourra donc considérer les hyperboloïdes 
tangents suivant une ou plusieurs génératrices, les hyperboloïdes osculs- 
teurs, etc., de la même manière qu'on procède avec les plans par rapport L\ 
une courbe gauche ('). 

8. Nous nous contenterons d'ajouter quelques remarques par rapport aux 
surfaces réglées du quatrième degré, que l'on obtient à l'aide des surfaces 
appartenant à des complexes du second degré. Une cinquantaine de ces sur- 
faces de complexe, dont on peut distinguer plus de mille esphes différentes, 
ont été modelées en bois dur, avec soin et précision, par M. EPKENS de Bonn. 
Les modèles nous permettent de suivre avec l'œil la génération générale des 
surfaces en question, et de nous faire une idée nette de leurs formes. La va- 
riété des surfaces de complexe est trés-grande; celle des surfaces réglées 
est potentiée encore par les differentes positions qu'une ligne droite peut 

(') Tout ceci subsiste pour une surface réglée quelconque qui possède deux droites directrices, 
même si celles-ci ne sont pas des lignes nlultiples suivant le même nombre. 
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prendre relativement à une surface donnée d'un complexe du deuxikme 
degré. 

9. La surface de complexe (ayant pour diamktre la droite A) et la droite B, 
au moyen desqnelles on construit la surface réglée, se rencontrent eii quatre 
points, de sorte que, si ces points sont tous réels, on obtient la droite B 
divisée en quatre segments, en comptant pour un seul les deux segments 
extrémes qui se réunissent à l'infini. Il y a deus génératrices de la surface 
réglée issues de chaque point de B. Si ce point passe d'un segment quel- 
conque à l'un des deux segments adiacents, les deux génératrices devien- 
nent imaginaires si d'abord elles étaient réelles, et réciproquement; c'est-à- 
dire que, de deux segments consécutifs, l'un est l'intersection de deux nap- 
pes réelles de la surface réglée, et l'autre est l'intersection de deux nappes 
imaginaires. Au point (réel) de division qui sépare les deux segments, les 
deux génératrices se confondent en une seule droite, suivant laquelle la sur- 
face réglée est touchée par un même plan passant par le diamètre A. 

Ce que nous venons de dire A propos de B, s'applique également & la 
droite A ,  qui est l'autre ligne double de la surface réglée. Cette surface a 
donc huit génératrices singulières, suivant chacune desquelles le plan tan- 
gent est constant. Quatre de ces plans tangents passent par A; les autres 
quatre passent par B. 

10. La classification des surfaces réglées en question résulte immédiate- 
ment de la considération des huit points de division des droites doubles A 
et B:  suivant que ces points sont tous ou en partie réels, imaginaires, 
coïncidents (*). Ces diverses circonstances dépendent de la position del'une 

(*) On ne verra pas sans intérêt que la discussion des cas differents de la surface réglée du 
quatrième degré avec deux droites doubles A, B, peut étre ramenée à une question très-simple 
de g6ométrie plane. 

Les génératrices de la surface coupent A et B en deux séries de points correspondants x, y, 
de manière qu'à chaque point x de A correspondent deux points y de B, et de même àcliaque 
point y correspondent deux points x. Les points x auxquels correspondent deux points y coïn- 
cidents, et les points y auxquels correspondent deux points x eoincidcnts sont les points de di- 
vision des droites directrices A et B. 

Soient maintenant a ,  b deux points quelconques d'une courbe plane du troisième ordre (cu- 
bique plane); X une droite issue de a et Y une droite issue de b, tellement que ces droites se ren- 
contrent sur  la courbe. Alors nous aurons deux faisceaux de rayons correspondants X,  Y; la loi 
de correspondance est la m6me que pour les points x, y ci-devant; et lacubique sera le lieu du 
point XY, ainsi que la surface réglée est engendrée par la droite xy.  Les droites X(Y) aux- 
quelles correspondent deux droites F ( X )  coïncidentes sont évidemment les tangenles de la courbe, 
issues du point a ( b ) .  

On sait qu'une cubique plane générale est en un  seul trait, ou en deux traits, en tenant compte 
de la continuité par l'infini. Si la courbe n'a qu'un seul trait, il n'y a que deux tangentes réelles 
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des deux droites doubles, A ou B ,  par rapport B la surface du complexe 
dont l'autre est le diamktre. 

Pour approfondir la question et pour se faire une idée nette de la forme 
générale del surfaces réglées en question, il faut ,tenir compte des huit 
points doubles et des huit plans tangents doubles des deux surfaces du com- 
plexe, dont -4 et B sont les diamétres; et particuliérement des quatre droites 
qui passent par les huit points doubles de chaque surface, pris deux B deux, et 
qui rencontrent le diamètre: ainsi que des quatre intersections des huit plans 
doubles, pris deux à deux, qui également coupent le diamètre de la surface. 

11. Si la droite B rencontre le diamktre A de la surface du complexe, il 
est évident que la surface réglée correspondante, qui est en général du qua- 
trième degré, se décompose dans le systkme d'un cone du deuxième ordre, 
dont le point (AB) est le sommet, et d'une courbe de la deuxième classe 
contenue dans le plan (AB). Si l'on se sert des coordonnées ordinaires x, 
y, z, le cone seul, comme lieu de second ordre, peut être représenté par une 
équation unique, tandis que la courbe échappe à ce mode de représentation. 
Au contraire, en se servant des coordonnées planaires t, u, v, la courbe 
seule, comme enveloppe de seconde classe, peut être représentée par une 
équation. Sous ce point de vue, il est curieux à voir l'équation de l a  sur- 
face réglée, qui en général est du quatriéme degré, s'abaisser au deuxihme ; 
parceque, selon le choix des coordonnées, les traces du cone ou de la courbe 
disparaissent de l'équation (*) . 

(et il y en a deux toujours) qu'on peut mener par un  quelconque de ses points. Ce cas correspond 
à celui où les directrices A ,  B de la surface réglée ont chacune deux points réels de division. 

Si la cubique plane est composée de deux traits, on a une ovale et une branche serpentine 
avec trois inflexions, Les quatre tangentes issues d'un point de la courbe sont toutes réelles ou 
toutes imaginaires suivant que le point est pris sur la branche serpentine ou sur  l'ovale. Donc 
si nous prenons i0 les deux points a ,  b sur  la branche serpentine; 2 O  le deux points a, b sur  
l'ovale; 3 O  l'un des deux points sur  l'ovale et l'autre sur la branche serpentine, on aura trois 
cas correspondants à ceux de la surface réglée où les directrices ont chacune quatre points 
réels de division; 2 O  les directrices n'ont aucun point riel de division; 3 O  l'une des deux direc- 
trices a quatre points réels de division et l'autre n'en a aucun. 

Voilà les seuls cas généraux. Il n'y a pas de difficulté à donner les cas particuliers qui cor- 
respondent à une cubique douée d'un point double, à une cubique composée d'une droite et 
d'une conique; etc. L. C. 

(') En effet, le premier membre de l'dquation du quatrierne degré, qui représente (en coor- 
données ordinaires ou planaires) la surface réglée, se décompose, sous l'hypothèse ci-devant, en 
deux facteurs; donl l'un est quadratique et  a le discriminant nul, e t  l'autre est le  carré d'une 
fonction linéaire, L. C. 
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12. Une surface quelconque, étant touchée en un quelconque de ses points 
par un plan, est coupée par ce plan suivant une courbe qui est du meme 
ordre de la surface et est douée d'un point double, coïncidant avec le point 
de contact; en d'autres termes, deux branches de la courbe d'intersection, 
réelles ou imaginaires, se coupent en ce point. Dans le cas des surfaces 
réglées [2,1,1] (ainsi que pour une surface réglée quelconque), l'une des 
deux branches de la courbe d'intersection avec un plan tangent devient une 
droite: une génératrice de la surface. Cette droite, en se détachant de la 
courbe lui fait perdre sa singularité au point de contact, et réduit son ordre 
d'une unité. II n'y a qu'un seul système de génératrices, quoiqu'il y ait 
double mode de génération. 

Pour qu'il y ait deux systèmes de génératrices il faudrait que tout plan 
tangent à la surface contînt deux droites, situées sur elle dans toute leur 
étendue. Cette circostance n'a lieu que pour les surfaces du deuxiéme degré. 
Les surfaces réglées d'ordre plus élevé ont un nombre simplement infini 
de points (formant une ligne multiple) , où se croisent deux ou plusieurs 
génératrices rectilignes. En un point quelconque de la ligne multiple, la 
surface admet un nombre de plans tangents égal à celui des génératrices 
qui s'y croisent; et ces plans tangents passent ensemble par la droite qui 
touclie la ligne multiple au point considéré. Deux des génératrices qui se 
rencontrent déterminent un plan bitangent; ce plan coupera en outre la 
surface suivant une courbe passant par les deux points de contact. Les 
autres intersections de la courbe avec les deux génératrices sont autant de 
points de la ligne multiple. 

De même, il y a un nombre simplement infini de plans tangents (en- 
veloppant une surface développable), dont chacun contient deux ou plu- 
sieurs génératrices et touche la surface en autant de points: un pour chaque 
génératrice. Les points de contact sont rangés en ligne droite : la droite 
de contact de la développable avec le plan qu'on considère; etc. 

13. Considérons, par exemple, les surfaces réglées qui correspondent au 
symbole [2, 2, 11. Particularisons encore en supposant que le complexe li- 
néaire donné soit formé par des droites appuyées à une directrice rectiligne 
fixe. Dans ce cas, il s'agit de choisir parmi les droites communes aux deux 
complexes donnés du second degré, celles qui coupent la directrice. Pour 
y parvenir construisons les deus surfaces, appartenant aux deux complexes 
et ayant la directrice pour diamètre commun. Un plan mené arbitrairement 
par la directrice coupe les deux surfaces suivant deux courbes de deuxiéme 
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classe, ayant quatre t p g e n t e s  communes ; si l'on fait tourner ce plan 
autour de la directrice, les quatre tangentes communes aux deus courbes 
qu'il contient, engendreront la surface réglée. D'autre part, tout point de 
la directrice est le sommet commun de deux cones du second ordre, cir- 
conscrits aux deux surfaces des complexes : ces cones se coupent suivant 
quatre aretes, appartenant A la fois aux deux complexes. Si le sommet se 
déplace sur la directrice, les quatre arêtes communes aux deux cones en- 
gendreront la même surface réglée. Il  résulte de deux constructions que 
nous venons d'indiquer, que la directrice est une ligne quadruple (comme 
lieu et comme enveloppe) et que la surface réglée est du huitiéme degré. 

Tout plan passant par la ligne quadruple coupe la surface réglée suivant 
quatre droites. C'est un plan quadri-tangent, qui touche la surface aux 
quatre points où ces quatre génératrices rencontrent la directrice. Ces quatre 
génératrices se rencontrent deux à deux en six points, qu i ,  résultant de 
l'intersection de deux génératrices non successives, sont des points doubles 
de la surface. Si le plan tourne autour de la directrice, ces points doubles 
décriront une courbe nodale de la surface. Cette courbe est toujours réelle, 
méme si la surface est imaginaire; car les quatre génératrices ont au moins 
deux intersections réelles. 

Corrélativement : les quatre génératrices issues d'un même point de la 
directrice, sont deux à deux dans six plans, dont chacun est un plan bi- 
tangent de la surface. Si le point se déplace sur la directrice, ces plans en- 
veloppent une développable doublement circonscrite B la surface réglée. 
Cette développable est toujours réelle, même si la surface réglée est ima- 
ginaire; car deux au  moins des six plans déterminés par les quatre géné- 
ratrices sont réels. 

Occupé que je suis de préparer un traité sur les complexes du deuxiéme 
degré (premier pas h faire pour développer les principes exposés dans deux 
mémoires insérés dans les Philosophicul Transactions poix 1866 ), j'en ai 
été détourné un moment par le  beau travail récemment publié par M. DE 

LA GOURNERIE sur les surfaces réglées ('). Le mémoire qu'on vient de lire 
n'est nullement le résumé d'un travail fait ,  ce n'est qu'un premier aperçu 
des développements du n.O 16 des additional notes (premier mémoire anglais). 
Si je le donne hors de l'ordre naturel de mes travaux, c'est surtout dans 

(') Recherches sur les surfaces réglées te'traédralcs symétrtriqzies, avec des notes par M. CAYLEY. 
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l'espoir de voir s'associer à moi d'autres géomktres dans des recherches, 
que mes propres forces ne suffisent pas pour pousser bout ('). L'origine 
et la nature de cet écrit m'excuseront de n'avoir pas cité les travaux an- 
térieurs sur le même sujet. Cependant, aprés y avoir jeté un coup d'œil, il ne 
m'est plus permis de passer sous silence la théorie générale des surfaces 
réglées, donnée par M. CAYLEY dans deux mémoires qu'il a publiés dans 
les Philosophicc~i Transactions pour 1863 et 1864. En laissant à d'autres 
le soin de réunir sous un m6me point de vue les deux théories, dont la 
point de départ est différent, je me f6licite d'avoir rencontré dans plusieurs 
circ.onstances cet illustre géombtre, dont j'admire la pénétration. 

No te additionnelle. 

En prenant r, s, o, p, pour coordonnées d'une droite , représentée en coor- 
données ordinaires par les deux équations : 

y =SZ+O, 
et en posant: 

les trois équations : 

représentent trois complexes du rime, pm; qme degré, les trois symboles a,, 
a,, Cl, signifiant trois fonctions de ces degrés entre les cinq quantités r, s, pl o, y, 
regardées comme variables. 

En éliminant entre les quatre équations (1) et (2) les trois variables r, s, 7 ,  
on obtient une équation: 

f ( m = 0  

du degré 2npq. Dans cette équation p et  o signifient, sur le plan x y ,  les 
coordonnées du point où cc plan est p ~ r c é  par une droite quelconque com- 

(') D'aprés la seule connaissance de la communication présentée par l'illustre professeur de 
Bonn dans les Proeeeclings 2 fdvr. 1865 de la Société Royale de Londres, M. BATTARLINI a. déji 
éx6cuté une étude intéressante des complexes du deuxikme degré, dans un mémoire publié 
par I'Acad. des sciences de Naples. Les systèmes (doublement infinis) de droites et particulière. 
ment ceux du premier et du deuxiènie ordre, ont donné lieu à plusieurs excellents mémoires 
de M. KUMMER (G. di CRELLE t. 57;  Monatsb. d. berl. Akad. 1861-65; Abhandl. d. berl. Akad. 1866). 

L. C .  
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mune aux complexes donnés, c'est-bdire par une génératrice de la surface 
~ é g l é e ,  dont [n,p, q ]  est le symbole. Cette équation représente donc la 
trace de la surface sur le plan xy ; et cette trace est une courbe de l'or- 
dre 2npq. 

La classe d'une surface réglée est la même que son ordre. Pour le prou- 
ver directement, prenons pour les équations de la droite: 

t=pv-t7t, u=qv+x,  
e t  posons : 

p x - q n = o .  

Les cinq quantités p, q ,  x ,  n ,  O remplacent r, s,.o, p , y  dans la détermi- 
nstion de la droite. L'on obtient pour représenter la  même surface réglée 
trois équations nouvelles : 

en désignant par q,, cpp, 9, trois fonctions de p, q ,  n ,  x ,  o du nme, pme, qme 
degré. En éliminant entre les quatre équations (3) et (4) les trois varia- 
bles p , q , w , on obtient une équation : 

F (n, X )  = O 

du degré 2npq. Dans cette équation n et x signifient les deux coordonnée 
t et u d'un plan, dont la troisième coordonnée v est égal à zéro. D'où 
l'on conclut que le cylindre, circonscrit & la surface réglée, dont l'axe est  
parallèle à Oz, est de la classe 21-q. 

O n  ne saurait discuter la réduction du nombre 2npq sans la discussion 
préalable des complexes. 

Bonn, le 31 mars 1867. 
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Memoire sur la stabilité de 

des corps flottants. 

(par M.' C. JORDAN, Ingénieur des mines à Paris). 

C(ionsidérons uii corps flottant en équilibre & la surface d'un liquide pe- 
sant. Il est soumis tt deus forces: à son poids d'une part, et d'autre part & 
la poussée du liquide : d'aprés le principe  ARCHI HI ME DE, cette dernikre force 
est verticale et appliquée au centre de gravité du liquide déplacé, point 
que les marins désignent par abréviation sous le nom de centre de carène. 

Il faut et il suffit, pour que l'équilibre existe, que ces deux forces soient 
égales et opposées: d'oii ces deux conditions bien connues: 

I o  Le poids du corps doit être égal au poids du liquide déplacé. 
2' Le centre de gravité et le centre de carhne doivent être sur la 

même verticale. 
Dérangeons le corps de sa position d'équilibre, et abandonnons-le à lui- 

même, aprks lui avoir imprimé une impulsion initiale: il prendra un cer- 
tain mouvement, modifié à chaque instant par les réactions du liquide. Ces 
réactions dépendent de la forme extérieure du cnrps , élément trop com- 
plexe pour qu'on puisse espérer de déterminer les lois du mouvement d'une 
maniére générale, et abstraction faite de toute hypothèse particuliére. 

Mais dans le cas particulier où le déplacement initial et  la vitesse initiale 
sont tous les deux infiniment petits, les équations différentielles du mou- 
vement peuvent se simplifier par la suppression des infiniment petits d'un 
ordre supérieur au premier. Elles deviennent alors susceptibles d'être inté- 
grBes généralement. L'inspection des formules. intégrales montre que le 
corps, quelle que soit sa forme, tendra gén6ralement B s'écarter d'une quan- 
tité finie de sa position d'équilibre initiale: mais cet effet pourra se pro- 
duire de deux manieres bien différentes : 
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Imaginons un plan idéal invariablement lié au corps, et qui, dans la po- 
sition d'équilibre initiale, coïncide avec la surface du liquide: nous donne- 
rons A. ce plan, suivant l'usage généralement adopté, le nom de plan de 
flottaison; la partie de ce plan comprise dans l'intérieur du corps flottant 
se nomme la flottaison. 

Cela posé, si le corps s'incline d'une quantité finie, il courra le risque 
de chavirer: en outre, s'il est creux Ct l'intérieur, comme le sont les na- 
vires, il pourra être submergé: il courra le même danger s'il se transporte 
verticalement d'une quantité finie. 

Si au contraire, le corps se transporte Iiorizontalement, ou tourne au- 
tour d'un axe vertical sans subir d'inclinaison ou de déplacement vertical 
sensible, l'équilibre ne sera évidemment pas compromis. 

Dans le premier cas le plan de flottaison s'éloignera d'une quantité finie 
de la surface du liquide: dans le second cas, il ne s'en écartera que d'une 
quantité infiniment petite. 

Les considérations qui précédent nous permettent de définir d'une manikre 
précise ce que l'on doit entendre par ces termes : stabilité de l'équilibre des 
corps flottants. 

Déplacons d'une quantité infiniment petite un corps flottant en équilibre 
et  abandonnons-le ensuite Ct lui-même avec une impulsion infiniment petite: 
si, pendant toute la durée du mouvement, le plan de flottaison reste infi- 
niment voisin de la  surface du liquide, et  cela quelles que soient la direc- 
tion et la grandeur relative du déplacement et  de l'impulsiori , l'équilibre 
sera stable: dans le cas contraire, instable. 

Pour déterminer les conditions qui assurent la stabilité de l'équilibre; 
nous allons poser, puis intégrer les équations différentielles qui régissent 
les mouvements infiniment petits du corps flottant. 

1. Pormntion dea éqiiatic~iis diarentielles. 

Nous supposerons que la surface du liquide est assez étendue pour que 
son niveau ne soit par altéré par les oscillations du flotteur: qu'elle reste 
plane pendant toute la durée du mouvement: enfin, que la poussée du li- 
quide sur le flotteur il un instant quelconque est précisément la même que 
si tout le systéme était maintenue en repos. 

Ces hypothèses ne sont pas parfaitement exactes: on concoit en effet qu'il 
est impossible que le flotteur, en oscillant, ne communique pas quelque 
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mouvement au liquide qui l'entoure, et que d'autre part l'état de mouve- 
ment devra ,modifier les réactions qui se produisent: mais ces causes peï- 
turbatrices, qui ne paraissent pas susceptibles d'être soumises à un calcul 
p~écis ,  diminuent évidemment en m6me temps que l'amplitude et la vitesse 
des oscillations; et dans le cas limite oii le déplacement et la vitesse ini- 
tiale sont infinirneni petits tous les deux, elles dévienncnt négligeables. 

On sait que tout mouvement du flotteur peut se décomposer en deux 
autres : l0 un mouvement général de translation; 2O un mouvement relatif 
de rotation autouy du centre de gravité. 

Si l'on désigne par M la masse totale du c,orps, par t,, r, ,  cl les coor- 
données de son centre de gravité à un instant quelconque, prises par raj- 
port C1 trois axes fixes rectangulaires OX,  O Y, OZ; par F,, F,, F, les som- 
mes respectives des composantes suivant les trois axes des forces qui solli- 
citent le flotteur à l'instant considéré: le mouvement de translation sera 
régi par les trois équations conmes: . 

a2t M d -  de ,  
di2 -F, a 

d2T M F ,  M - - I = F s a  
at2 - at2 

Désignons d'un autre cdté par m la masse de l'un des éléments des corps, 
par t ,  r ,  ( ses coordonnées à un instant donné, prises par rapport h un systh- 
me d'axes mobiles ox, oy, oz, respectivement paralleles Li, OX, OY, OZ, et se 
coupant au centre de gravité du corps, qu'ils su i~ ron t  dans son mouvement 
de translation; soient enfin p,, p,,p, les sommes des moments des forces ap- 
pliquées au flotteur, pris respectivement par rapport à ox, oy , oz. Le mou- 
vement relatif autour du centre de gravité sera régi par les trois équations 
connues sous le nom d'équations des airres : 

ces signes de sommation 2 s'étendant tout le corps. 
Le mouvement de translation est complètement déterminé lorsque on con- 

m i t  à chaque iristant donné les trois coordonnées & ,  VI, r, du centre de gra- 
vité. Le mouvement de rotation de son côté, peut Btre déterminé au moyen 
de trois angles a, P,  y. 

Imaginons en effet un plan mobile invariablement lié au corps, et coïn- 
cidant dans la position d'équilibre initiale avec le plan zox. La situatioii 
des divers points de ce plan, et par suite celle du corps à un instant donne 
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de la rotation, sera complètement déterminée si l'on conilait i0 la trace 
O eu sur le plan x o  y ; 2 O  l'angle qu'il forme avec ce plan ; 3' enfin, la posi- 
tion initiale O a' de la droite située dans ce plan et qui vient se coucher 
en O PC sur le plan z O y. 

Or on peut évidemment passer de la positon initiale à la position :ainsi 
définie en exécutant successivement 1" un mouvement de rotation autour 
de l'axe des y ,  amenant la droite O a' à coïncider avec l'axe des x ;  2 O  un 
mouvement de rotation autour de l'axe des x ,  amenant le plan mobile A 
faire l'angle voulu avec le plan y o x ;  3O enfin un mouvement de rotation 
autour de l'axe des z, amenant la trace du plan mobile de la position O x 
A la position O a. 

La position du corps relativement il son centre de gravité sera donc par- 
faitement définie à un instant quelconque, lorsque on connaîtra les ampli- 
tudes respectives a , p ,  y de ces trois mouvements successifs. 
. La position absolue du corps dans l'espace ne dépend ainsi que des six 

quantités a ,  p, y, El, Tl, 5,. Ce sont là les seules inconnues du probléme, et 
les équations ci-dessus posées suffiront à les déterminer, lorsque toutes les 
quantités qui entrent dans ces équations auront été exprimées en fonction 
de ces six inconnues et des données de la question. 

Proposons-nous en premier lieu de déterminer les formules qui donnent 
un instant donné les coordonnées relatives k ,  T ,  5 d'un point quelconque, 

en fonction des quantités a , p ,  y ,  et de ses coordonnées x ,  y,z, prises par 
rapport aux mêmes axes dans l'état d'équilibre. 

Soit A le point considéré, a sa projection initiale sur le plan des x z, oB=x 
et a B = z  ses coordonnées. Soit af la projection du même point après une 
rotation d'un angle a autour de l'axe des y; oB'=xl et afB'=zr les coor- 
données de a': par le point O menons une droite ox, faisant l'angle a avec 
l'axe des x :  abaissons d B ,  perpendiculaire sur ox,. Les triangles rectan- 
gles o a B ,  oafB, sont égaux: car l'angle en O est le même, et les hy- 
pothénuses Oa,  Oaf sont égales comme représentant toutes deux la di- 
stance du point considéré à l'axe O y ,  distance qui reste invariable pendant 
la rotation : donc O B,=x et alB,=z . 

Cela posé, projétons le contour oB,afBf successivement sur l'axe des z 
et sur celui des z: il viendra les deux relations: 

x ~ = x c o s ~ - z ~ ~ I ~ ~  z l = n c o s a + x s i n a .  

D'ailleurs la rotation autour de l'axe Oy n'a évidemment pas altéré la 
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troisibme coordonnée y du point considéré: on devra donc joindre aux deux 
équations précédentes celle-ci : 

yr=y 

qui achbve de déterminer les coordonnées du point Ar. 
On verra de la même facon que la rotation autour de l'axe des x trans- 

portera le point mobile, actuellement en A' et dont les coordonnées sont 
x',yr,z', en un point Alr dont les coordonnées sont: 

De même la troisième rotation y autour de l'axe des z transportera le 
point mobile, de Ar/ 'en un autre point dont les coordonnées définitives 
seront: 

E=3c"cos y+yVsin y ,  i>l=yI1cos y-zrrsin y , (=zfr 

Ces formules combinées entre elles donnent celles-ci: 

Ces relations, et celles qu'on obtient en les différentiant, vont nous per- 
mettre d'exprimer les trois sommes : 

r, m T d t 2  ( ! E L 3 " )  dt2 Z Y ~ ( ~ - F - )  dlv z~(E$-&$) 
en function des trois quantités a, p, y et de leurs derivées successives par 
rapport au temps. 

Jusqu'A présent nous avons laissé le choix des axes fixes OX, OY, OZ en- 
tibrement indéterminé: en les choisissant convenablement, nous pourrons 
apporter dans les calculs qui vont suivre d'importantes simplifications. 

Nous prendrons en premier lieu pour centre des coordonnées le point de 
l'espace que le centre de gravité du corps occupait dans la position pri- 
mitive d'équilibre: les coordonnées El, r,, CL de ce centre de gravité b un 
instant quelconque représenteront alors exactement les déplacements du 
centre de gravité dans chacune des trois directions OX, OY, OZ. 
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Nous prendrons en second lieu l'axe OZ vertical et  nous choisirons le 
plan Z O X  de telle sorte qu'il contienne le centre de gravité de la flottai- 
son, lorsque le corps est dans sa position primitive d'équilibre. 

Cela posé, le plan de flottaison étant horizontal S l'origine, son équation 
sera de la forme z=h, la quantité h étant une constante. Si, comme nous 
le supposons, l'équilibre est stable, ce plan s'éloignera infiniment peu du 
plan horizontal avec lequel il coïncidait. Le déplacement vertical de cha- 
cun de ses points sera donc infiniment petit S un instant quelconque. Mais 
pour avoir ce déplacement, il suffira d'ajouter ensemble les deux déplace- 
ments partiels: r, produit par le mouvement de translation, et  r-h produit 
par le mouvement de rotation; le déplacement cherché sera donc: 

Pour que cette expression soit infiniment petite pour toutes les valeurs 
de ~;e et y,  il faut et il suffit qu'on ait séparément: 

s i n p  infiniment petit, d'où p infiniment petit, 
s i n a  cos@ id. d'où a id. 

h ( c o s a c 0 s ~ - 1 ) + ~ ~  id. d'où Cl id. 

Il résulte dc ces relations que le déplacement vertical: 

d'un point quelconque du corps restera infiniment petit pendant toute la 
durée du mouvement, condition plus générale que celle relative au plan 
de flottaison et qui pourrait servir, comme cette derniére, S définir l'équi- 
libre stable. 

La quantité y peut passer par tous les états de grandeur: mais toutes les 
, . . da dp dy dS dl d t  derivees - - - :, - , - , - seront constamment infiniment petites. 

dt dt dl dl dl dt 
En effet, soit v, la vitesse initiale d'un point du corps, m sa masse, v 

sa  vitesse un instant donné, e t  T le  travail total des forces qui agissent 
sur le corps depuis l'instant initial: le principe des forces vives donne la 

L'impulsion initiale étant infiniment petite, par hypothbse, la force pive 
initiale sera infiniment petite du second ordre, et  il est aisé de voir qu'il 
en sera de même de T, et  par suitc de Znzve. 
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En-effet les forces qui agissent sur le systéme se ramènent dans l'état 
d'équilibre à deux forces égales et opposées: le poids-P du  corps, appliqué 
au  centre de gravité, et la poussée P appliquée au centre de carkne. Pen- 
dant la durée du mouvement, la poussée vavie: mais on peut la considérer 
à chaque instant comme formée par la combinaison i0 de la poussée pri- 
mitive P appliquée au centre de carène; 2' d'une série de forces élémen- 
taires verticales p appliquées au centre de chacun des éléments du solide 
qui, se trouvant au  dessus du liquide dans l'état primitif, sont immergés Ci 
l'instant que l'on considère: chacune de ces forces étant égale au  poids du 
liquide déplacé pap l'élément auquel elle est appliquée; 3 O  d'une serie de for- 
ces élémentaires-p' en sens inverse des précédentes, et appliquées au  centre 
de chacun des éléments qui, étant plongés dans le liquide dans l'état pri- 
mitif, sont actuellement émergés: car les poussées que ces éléments suppor- 
taient entrent dans l'expression de p, et comme elles sont actuellement sup- 
primées, il faut corriger l'erreur en les comptant de nouveau en sens contraire. 

Le travail de la poussée P et celui du poids-P du corps se détruisent 
aux infiniment petits prés du second ordre: en effet ces deux forces sont 
égales et de sens contraire, et d'autre part leurs points d'application, Btant 
situés l'origine sur une même verticale, subissent le même déplacement 
vertical, aux termes près du second ordre, ainsi que l'indique la formule (4) 
OU le seul terme dépendant de z ,  z(cos acosp-l) ,  est du second ordre. 

Le travail total des forces élémentaires p sera également du second ordre. 
En effet, le travail dc chacune d'elles est égal cette force elle-même, 
multipliée par l a  quantité dont l'élément qu'elle affecte s'est enfoncé au- 
dessous du liquide, si l'élément, après s'étre enfoncé, s'est relevé au-dessus 
du liquide, ce travail sera nul. On n'a donc à considérer que les travaux 
relatifs aux éléments qui se trouvent encore immergés la fin de la ph- 
riode que l'on considkre. Or d'une part ces éléments réunis forment un vo- 
lume infiniment petit compris entre le niveau du liquide e t  le plan de flot- 
taison: d'autre part chacun d'eux s'est infiniment peu enfoncé: le travail 
total est donc infiniment petit du second ordre. 

La même démonstration s'applique aux travaux des forces -pl. 

Il est donc établi qu'A un instant quelconque du mouvement la force vive 
Zrnv2 doit être infiniment petite du second ordre. Or on sait que cette force 
vive est la somme de deux autres, l'une due au mouvement de transla- 
tion, l'autre due au mouvement de rotation, et qui sera la même que si le 
mouvement de translation n'existait pas. Chacune de ces forces vives par- 
tielles devra être infiniment petite du second ordre. 
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La force vive de translation a pour formule : 

Pour que cette expression se réduise au second ordre, il faudra que cha- 
dS cune des quantités f% - soit au moins du premier ordre. 
dt ' dt ' dl 

Le mouvement de rotation autour du centre de gravité à un instant donné 
se résume en un mouvement de rotation autour d'un certain axe instan- 
tané: et pour que la force vive de rotation soit infiniment petite du second 
ordre, il faudra, ou que la masse soit concentrée tout entière sur l'axe de 
rotation ou que la vitesse angulaire soit infiniment petite du premier ordre. 

Nous écarterons la première hypothhse qui suppose le corps flottant con- 
stitué d'une manihe singuliére et nullement pratique : il faudra donc que 
la vitesse angulaire, et par suite la vitesse d'un point quelconque de l'espace, 
supposé invariablement lié au corps, soit infiniment petite à chaque instant 
du mouvement. 

da dB 9 sont infiniment Ce dernier résultat implique nécessairement que -d; , - 
d l '  d t  

petits. 
En effet, considérons un point situé sur l'axe oy,  à unezdistance quel- 

conque y. Ses coordonnées après les rotations successives a, 6 ,  y séront 
devenues (formules 1, 2 et 3). 

Au bout de l'instant d t ,  les rotations partielles étant devenues a t d a ,  
@ + d p ,  y+d y ,  les coordonnées de ce point seront devenues: 

E+dt= y c o s p s i n y - y s i n ~ s i n y ~ d ~ t y c o s ~ c o s y . d y ,  

r+dr= ycos,6cosy-ysinPcosy -dp-ycosPsiny . d y ,  

( t dC=-ys inp  -ycos,B .ci/!?. 
--- 

La ritesse de son déplacement I/dtl+ da'+ dr2 étant infiniment petite, 
l i t 2  

on devra avoir séparément: 

dE d-ri dg - - , Linfiniment  petits, 
dl ' dl dl 

Annnli di Jlritematiea, tomo 1. 
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OU 

-y s i n p s i n y - 9 + y  cos/3~osy. - infiniment petit , 
dl dt 

- ysingcos y .  -- dp ycosgsinye- 
dt 

id. 
dt 

id. 

dB ,8 étant infiniment petit et par suite cosp sensiblement égal à I ,  - de. 
dl 

d r  vra être infiniment petit en vertu de la dernière de ces relations, et - le 
dl 

sera en vertu des deux premiéres. 
Si nous considérons maintenant un point situé sur l'axe ox, à une di- 

stance arbitraire x, on aura pour ce point, aprés les rotations successives 
a ,  P ,  y :  

<=xs inacosp ,  

& -- du 
- X C O S ~ C O S / ~ .  -- dB 

d 1 at 
x s i n a  s i n p .  - , 

d t  

La vitesse du déplacement de ce point étant infiniment petite, on aura 
d 7, dF a fortiori - infiniment petit , ou comme a ,  P ,  - sont infiniment petits dt dl 

d a  - infiniment petit , 
dt  

ce qui complète notre démonstration. 

Nous pouvons maintenant passer au calcul des sommes : 

Nous négligerons dans ce calcul les quantités infiniment petites par rap- 
port à celles que nous cherchons à déterminer: ainsi dans l'exspression des 
quantités 4,7,5 nous négligerons les infiniment petits, ce qui nous donnera 
les valeurs approchées : . 
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On a d'après les formules connues de la différentiation : 

Si l'on néglige les  infiniment petits clu second ordre, les termes entre 
parenthèses disparaissent, et il reste la valeur approchée: 

On aura de m6me approximativemeut: 

d2C - d'S d2cr dC d'2p dC d2y -- -.- +-.-.- 
dl" d a  dl2 dp dta d y  ' diZ ' 

Or on a d'après la relation (1) 

ou en négligeant les infiniment petits : 

dE - - dS dF; --ZCOSY, -=zs iny ,  - 
dp =-xsiny+ycosy . d a  dy  

On obtient de meme au moyen des relations (2) et (3) les autres valeurs 
approchées : 

dri -- dri - z s i n y ,  -- 
d ~ = ~ ~ ~ ~ ~  

_- 
d a  --eoosy-y sin y , 

d y  
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On déduit de ces expressions : 

)( 

d2a [ dl' 
d2P 

d" dd"k 
(xcosy+ysiny) esin~-+roosy--(3ccosy+ysiny) 31 

dl" 
E 7-Yldtp= d t 

d2x d2b 
-(-xsiny+ycosy) - z ~ s  ydi"+zsiny7+(-xsiny+ynosy) - 

dl 

d'où en posant pour abréger 

d b  a2p B--Af-+BIf - 
dl2 dl' dt" 

d2a :!+ s2) ( d"a d" dd2y m <--t- =cosy -AU-+B-  B'J +siny B ~ - . v ~ + B ~ , )  2 ( 2 Zlr) ( ,,2 dl- dl , 

Il ne reste plus qu'à calculer F,, &, Fa,/-%, py, ,CL,, en fonction des yuan- 
tités & >  V I ,  Cl, a, P ,  y. 

Reportons nous aux formules 1.2. 3 qui déterminent en fonction des a ,  /3: y 
les coordonnées relatives t , r ,  5 à un instant quelconclue du point dont les 
coordonnées primitives sont x, y,  z : si dans ces formules on néglige les in- 
finiment petits du second ordre, on aura : 
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Les forces qui agissent sur le solide Lt l'instant considéré sont son poids 
-P et la poussée. Ainsi que nous l'avons expliqué plus haut ,  cette der- 
niére force peut être considéré comme 'résultant : I o  de la poussée primi- 
tive P agissant au centre de carène; 2" d'une série de forces élémen- 
taires verticales p appliquées au centre de chacun des éléments du solide 
que le mouvement a immergés et égales chacune au  poids du volume de 
liquide que déplace cet élément; 3 O  d'une série de forces élémentaires - p f ,  
dirigées en sens inverse des précédentes, appliquées au centre de chacun 
desLéléments que le mouvement a émergés, et égales chacune au  poids du 
volume de liquide que cet élément ne déplace plus. 

Toutes ces forces étant verticales , on aura tout d'abord F, = F, =pz= O. 
La poussée P est connue : elle est appliquSe au  centre de caréne : soit 

a la distance de ce point au centre de gravité: ses coordonnées primitives 
seront x= O ,  y = O , z = a; ses coordonnées t', V I ,  Sr l'instant considéré 
seront donc d'aprés les formules 5, 6, 7 : 

Les moments de la poussée P par rapport aux axes ox e t  oy seront 
donc respectivement : 

Pour évaluer d'autre part la somme des forces élémentaires p e t  -pl et 
la somme de leu's moments, décomposons idéalement l'espace tout entier en 
prismes élémentaires indéfinis dans les deux sens, perpendiculaires au  plan 
de flottaison, et  ayant pour base les éléments de surface de ce plan. 

Considérons isolément l'un de ces prismes, que nous supposerons inva- 
riablement lié au corps et  le suivant dans son mouvement: soit d a  la sur- 
face de sa base; x, y ,  z les coordonnées du centre de gravité de cette base. 

Le déplacement vertical de ce point sera donni par la formule : 
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Il se trouvera ainsi à una distance du niveau du liquide égale en gran- 
deur e t  en signe à ax-/ly-t<,, quantité infiniment petite du premier ordre. 

Tout point infiniment voisin du point x, y,  z subira évidemment le m&me 
déplacement uerticale au second ordre prés. Les points du prisme qu'à l'in- 
stant considéré affleureront Lt la surface du liquide seront donc ceux qui 
en étaient distincts primitivement de la quantité -(ax- @y +cl): Si donc 
ax-pyi-L est négatif, le mouvement aura immergé le parallélépipède dont 
la base est do et la hauteur -(ax-/?y +cl) : au contraire si cette quan- 
tité est positive, le mouvement aura émergé un parallélépipède dont la base 
est d a  et la hauteur ax-py+{, 

Io  Si l'élément d o  est compris dans l'intérieur de la flottaison, le pa- 
rallélépipède que nous venons de déterminer fera partie du corps: si le mou- 
vement l'a immergé, il subira de la part du liquide une poussée p égale 
il son volume -(ax-/l y+ c,)d a multiplié par la densité 6 du liquide : 
s'il a été émergé au contraire la force élémentaire correspondante pf sera 
égale B son volume (ax- @y+%) d a  , multiplié par 6: mais cette force doit 
être prise négativement. Ainsi dans tous les cas, la force élémentaire re- 
lative au prisme considéré sera -(ax-/? y+CJ d a .  8 .  Cette force est ap- 
pliquée au centre de gravité du parallélépiphde élémentaire : les coordonnées 
primitives de ce point sont, aux infiniment petits prbs, x, y ,  z ;  d'aprbs les 
formules 5. 6. 7 ses coordonnées tç l'instant considéré seront donc, en né- 
gligeant également les infiniments petits : 

k=xcosy+ysiny, q = - x s i n y t y c o s y ,  (;=z.. 

Le moment de la force élémentaire par rapport à l'axe des sera-donc-: - 

qp=(miny-YCOS y)(ax-13 y+(,)do. 8 
et son moment par rapport ii l'axe des y :  

2" Si l'élément d o  est situé en dehors de la flottaison, le parallélépi- 
pkde est extérieur au corps. Il n'a donc qu'une existence idéale et son im- 
mersion ou son émersion ne développe aucune force. 

3 O  11 resterait à considérer le cas où l'élément d o  est situé sur le con- 
tour m6me de la flottaison: dans ce cas il peut se faire que leparallélé- 
pipéde soit en partie intérieur au corps flottant, en partie extérieur, ce qui 
compliquerait la question. Mais nous remarquerons que les éléments ainsi 
placés sont infiniment moins nombreux que ceux qui occupent l'intérieur de 
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la flottaison et que par suite leur influence peut être négligée dans l'appro- 
ximation du premier ordre. ' 

En résumé, la somme des forces élémentaires p et - p r ,  chacuneWprise 
avec son signe, sera donc: 

- S(ax-py+{,)du.6, . 

la somme de leurs moments par rapport 5 l'axe des x: 

S jasiny-ycosy)(ax-py.+j',)da.8 , 
et la somme de leurs moments par rapport à l'axe des y :  

~(xcosy+ysiny)(a~-Py+<~)da-8; 

ies signes de sommation J s'étendant toute la surface de la flottaison. 

' Considérons isolément chaque terme de ces intépales, et faisons sortir 
du signe J les quantit6s constantes a ,  p, siny, cos y, r,; 6 ; onS.voit que 
les expressions précédentes dépendent des six intégrales : 

S d a ,  Sxdo,  J'yda, Sx2clo,  J'y2da, Jxydo .  - . 

Si b désigne l'abscisse du centre de gravité c de la flottaison, on aura 
d'aprés la définition même de ce point: 

.rxdu= b S d a  . 
O n  aurait de même: 

Syclo=BISdo, 

en désignant par b' la distance du point c au plan des zx . Ce plan ayant 
été choisi de maniére à contenir le point c ,  on aura r y d o =  0 . 

Si donc nous posons pour abréger: 

d'où Sxdo= b S avec Syd a =  O ,  les intépales c h e ~ h é e s  deviendront re- 
spectivement : 

- S ( a x - p y + { , ) d a . 6 c - a . 8 b ~ - ( ,  .a$,  
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En réunissant les divers éléments qui précedent, nous aurons 'pour los 
quantités Fz , ,us, py les expressions suivantes : 

Ces équations se simplifient aisément. En effet si dans la quatrieme et la 
cinquikme on fait passer tous les termes dans le premier membre, elles pren- 
nent la-forme: . - 

as in  y+Bcos y=0, 

%cos y-Bsin y=O, 
en posant pour abréger: 
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Multipliant maintenant la première de ces cleux équations par sin y,  la se- 
conde par cos y et ajoutant, il vient: 

%(sinay+cosey)=%=O . 
On trouverait de même : 

&=o. 
Ces deux nouvelles équations pourront être avantageusement substituées 

à celles d'où elles sont tirées; car elles ne contiennent plus l'inconnue y 
que par sa dérivée seconde, qu'on peut éliminer en la remplacant par sa 

R' d2a Br' d2/3 valeur -- -+- -, tirée de la dernibre équation. 
A dt" At2 

Cette élimination faite, et en posant pour abréger: 

nous aurons Ics équations &finitives : 

systbme d'équations linéaires à coéfficients constants, qu'il nous sera facile 
d'intégrer. 

Annali d i  Maternafica, tomo 1. 14 
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Le mouvement horizontal du centre de gravité étant régi par les deux 
équations (8) et  (O) ,  sera rectiligne et uniforme. Il sera d'ailleurs sans in- 
fluence sur les autres mouvements du solide, puisque les équations ( IO ) ,  ( I l ) ,  
(12), (13), qui les déterminent, ne conticnncnt ni E ,  ni v, . Ces résultats 
&aient faciles à prévoir. 

Il n'y a donc, B vrai dire, dans le problème actuel que quatre inconnues 
ci, a, @, y ,  qui seront déterminées, les trois premiéres par 1cs équations 
(IO), (11), (12), et la dernière y par l'équation (13). 

Avant de procéder aux intdgrations, nous allons démontrer quc les quan- 
tités a, A1 et Aht-y2 sont essentiellement positives, proprioth sur laquelle 
nous aurons à nous appuyer dans la discussion qui va suivre. 

Les deux quailtités A et h1 étant entibrement analogues, il suffira de don- 
ner la dbmonstration pour l'une ci'elles, hl par exemple. 

B U V A ' -  Bf'2 
On a 3I'=Af- - - 

A - A 
Cette cluailtit6 aura le memc signe que 

AN-BrI2, car le dénominateur A étant un moment d'inertie est néccssai- 
remmt positif. D'ailleurs : - 

POUY calculer la quantité AA1 on devra évidemment multiplier succcssi- 
vement chaque terme de la somme A par chaque terme de .la somme A', 
et ajouter lcs résultats. Le produit AA1 contienclra donc deux sortes de ter- 
mes: 1" ceux de la forme nz(x2+y2) .nz(y2+z2) résultant de la multiplica- 
tion de deux termes relatifs h un même point dont les coordonnées sont 
x, y, z et la masse ? I L ;  2" ceux qui résultent de la multiplication de deux 
termes' relatifs à des points diffhrentes z, y ,  z , In et xf , y f 7  zt , ml. Ccux-ci 
peuvent Stre g~oupés  deux à deux, en i+ui~issaiit ensemble les dcux tcrmes 
m(x2+y2).n4(tj2+zf2) et ? " r ~ ~ ( x ~ ~ + y ' ~ ) . 1 n ( y 9 z ~ ) .  

On aura ainsi: 

le signe de sommation 2 s'appliquant à tous les points du corps, et le. signe 
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S 5 tous les systèmes de deux points différents que l'on peut prendre dans 
le corps. 

On aura de même: 

~ l f z ~ r ( ~ ~ ~ ~  . nZZX+S [nlzx . nzrz'x'+m'zfxl . r i l ~ , ~ ]  = ~ ; . ~ ? z ~ z ~ x ~ +  S'%?~ZX . m'f 'x' . 
On aura enfin: 

Sous cette forme on voit que chacune des deux sommes précédentes a 
chacun de ses termes nul ou positif. 

Pour que la premiére somme 2 eût tous ses termes nuls, il faudrait que 
l'on eût pour tous les points du corps rn = O ou y = O :  ainsi toute la masse 
du corps se trouverait concentrée dans le plan des zx. Si l'on voulait en 
outre que la seconde somme S eût tous ses termes nuls, il faudrait que, le 
point rn, x ,  y, z étant donné, tous les autres points du corps satisfissent St 
l'une des conditions nzr=O ou xzr-x'z =O. Cette dernière équation est celle 
d'un plan passant par l'origine et qui devrait contenir tous les points du corps 
doilt la masse n'est pas nulle. La masse du corps serait donc tout entière 
concentrée sur la droite d'intersection de ce plan avec le plan des nx, hy- 
pothèse singulikre que nous avons déjà écartée. 

La quantité AAf-Bv2 et par suite la quantité Ar est donc nécessaire- 
ment positive et différente de zéro. 

Passons St l'examen de la quantité Ahf-v2: 

( y)( B y )  ( B y ) 2  - A ~ - A r B 1 2 - A ~ ~ ~ d f r 4 , ~ ~ ~ / ~ - ~ ~ ~ l f i ~  ah'-v" ~ f f  - - AI- - - B+- = - 
A". 9 

Ahf- v2 a donc le même sigiie que son numérateur 

Pour démontrer que cette quantité est positive, on pourrait employer un 
calcul analogue à celui que nous venons de faire pour AAf - Brf2, mais nous 
parviendrons plus simplement CL ce résultat par les considérations suivantes: 

Supposons le corps en repos, et rapportons-le à trois axes coordonnés rec- 
tangulaires quelconques ox,, oy,, oz, passant par le centre de gravité : don- 
nons au corps un mouvement petit quelconque, en le faisant tourner succes- 
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sivement d'un angle infiniment petit a, autour de l'axe oy,, d'un angle in- 
finiment petit p, autour de l'axe ox,, enfin d'un angle infiniment petit y, 
autour de 1' axe oz,. 

Soient m la masse de l'un des points du corps; x,, y,, z, ses coordonnées 
initiales, f,=x,+dx, , ?,=y, t d y ,  , j', =z,+ dz, ses coordonnées:aprés 
le mouvement: on aura les trois formules suivantes, analogues aux formules 
(4 j, (3, (3) : 

~ l = ~ l + d ~ l = ~ l  (cosal cos y, -t sina, sinPl sin y, l+ y, cosp, sin y,+ 

+ Z, { sin a, sin y,+cos a, sin pl cos y, 1 , 
5, =z1 + dz1 =xi sina, cos pl - y, sin pl + zlcosal cosp, ; 

OU en négligeant les infiniments petits du second ordre, 

Les sommes des aires décrites par les divers éléments du solide sur les 
trois plans coordonnés seront respectivement : 

En général ces trois sommes ne pourrons s'annuler à la fois que. si 
a , = O ,  pl = O,  y,=O , auquel cas le corps reste en repos. Mais si le déter- 
minant 

est nul, les trois sommes ci-dessus ne sont plus distinctes et peuvent être 
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satisfaites par d'autres systémes de valeurs que a,=O , ,Bi = O  , yl = O . On 
pourra donc imprimer au corps un mouvement tel que les sommes des aires 
décrites par les divers éléments du solide soient nulles sur les trois plans 
coordonnés. 

Les aires relatives B un plan quelconque s'expriment linéairement, com- 
me on le sait, en fonction des aires relatives aux plans coordonnés. Il en 
résulte que la somme des aires relatives Ct un plan quelconque sera nulle 
également. 

Considérons particulièrement les aires relatives B un plan perpendiculaire 
à l'axe instantané de rotation. Toutes les aires décrites sur ce plan seront 
dans le même sens. Leur somme ne peut donc être nulle, % moins que les masses 
qui les multiplient ne soient toutes nulles; la masse entiEre du corps se trouve- 
rait ainsi concentrée sur l'axe instantané de rotation. 

Ainsi le déterminant A ne peut s'annuler que si la masse entière du 
solide est concentrée sur une droite unique, cas singulier que nous excluons 
de nos calculs; comme nous l'avons déjà dit précédemment. 

Si nous faisons coïncider les axes ox,, oy,, oz, avec les axes principaux 
du solide, zmxlyl=O, ~ m y 1 z l = 0 ,  ~rnz,x,=O et la valeur de A se réduit & 

quantité essentiellement positive. 

Si maintenant on fait varier d'une manière continue la direction des axes 
arbitraires ox,, oy,, oz,, la quantité A, qui est essentiellement réelle, variera 
elle-même d'une manière continue, et comme elle ne peut s'annuler, elle 
restera positive, quelle que soit la direction finale des axes. Si ces axes 
coïncident avec ox, oy, oz, la quantité A devient: 

Ce dernier polyndme et par suite il&'-ve sont donc essentiellement positifs. 
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Procédons maintenant & l'intégration des trois équatioils simultanées : 

d% IPp 
- a - + U T  = 

dl2 dl- $ . a - + d + p ( ,  (1 1) 

da, d2P v2-2,fo =-+.a-$'.@ 
d 1 dl- (42) 

d", - M---+--x. a - @"'(, . 
dl- ( 1 0 )  

Nous. aurons un système d'intégrales particulières en posaut, suivant un 
procédé connu : 

a=fekt, /3=gekt, y=hekt, 

les constantes f ,  g, h étant assujetties aux relations: 

(q+ak2)p-(4 + V ~ G ~ ) Y + X ! ~  =O (14) 

- ( 4 + ~ k ~ ) f + ( ~ ~ + X ~ l ~ ~ ) g  = O  (15) 

-x . f  -(q"+Mk2)h=0. (W 

Ces équations déterminent les rapports des constantes f, g, h, si la con- 
stante k est choisie de manière que le déterminant 

Cette équation peut s'écrire ainsi : 

équation du troisième degré par rapport ?i l'inconnue k g .  
Y'S' 'S" 'S' 

Nous supposerons d'abord que les trois quantités x, $-y , -T 
sont différentes de O, sauf a procéder ensuite à un examen spécial pour les 
cas particuliers dans lesquels quelqu'une de ces quantités s'annule. Cette 
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restriction faite, il est facile d'établir d'une manière générale que l'équation 
9)' a') 

(47) donne pour k2 trois valeurs réelles inégales et  diffhentes de et -&- . 
M 

En effet, substituons dans le premier membre de l'équation la valeur 
k2=+ CC. Le résultat de la substitution aura le même signe que le coefficient 
- M(hhf-ve) du terme du degré le plus élevé: il sera donc négatif. 

'9" '9' Si maintenant - < - substituons successivement dans le pre- M A" 
9" mier membre de l'équation (17) la valeur K a  =- - puis la valeur K2 = 

9)' 
M ' 

- - . La prcmiére de ccs deux valeurs annulera les deux premiers termes A' 
de l'équation : le troisième deviendra x2Af ( - -- $), quantité essentiellement 

positive, puisqiie Ar est positif, ainsi que -5- " - - Y* La seconde valeur an- 
1 ,l!l . 

nulera le premier et  le troisikrne terme de l'équation (17); le second terme 

deviendra M I  - 3 1 1 $ - $- , quantité essentiellement négative. Enfin 

substituons dans le premier membre cle l'équation (17) la valeur K2=-rx, : 

le résultat sera de signe contraire à - M(ilX1-v2):  il sera donc positif. 

Ainsi, en substituant successivement dans le premier membre de l'équa- 
9)" Y' tion, A la place de Il', la suite des valeurs décroissantes + m , - di. - 7, 

- .CO, on obtiendra des résultats alternativement négatifs et positifs. Les 
trois racines de l'équation sont donc réelles, inégales et comprises, l'une 

v P" -- entre + ac ct - , une autre entre - - M Y' et la derniAre entre 
1' ' 

' P r  et -P. 
A'  

'9" ' p f  2 O  Si au contraire - , on pourra substituer successivement dans le III 
premier membre de l'équation (1 7), à la place de K 2  les quantités en séric 

PT Y" décroissante + CC,- , - - , -30 . Les rSsultats seront alternativement posi- 
M 

tifs et négatifs. Les trois racines seront donc encore réelles, inégales et - 

Y' et - Y' la seconde entre - - comprises, la premiPre entre + CO et - 'P" 
A' M '  

y* e t  - m .  la troisième entre -- M 
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La constante k étant déterminée de manière il satisfaire C1 l'équation (17), 
les équations (15) et (16) donneront pour les rapports des quantités f ,  y, h 
les valeurs suivantes : 

'f " y' ni - - La quantité k2 n'étant égale, ainsi que nous l'avons vu, ni Lt - - 
1' M '  

ces expressions seront finies et admissibles. 

Soient q,, q,, q, les trois valeurs de ke  déterminées d'aprbs l'équation (17): 
supposons d'abord ces valeurs différentes de zéro. On aura pour k six va- 
leurs distinctes, + \(r, + G, & ((q3, et les intégrales générales des Equa- 
tions (IO), (11) , (12) seront: 

- -Xp v2+ V G  1 f -x 1 feC vZ+ VG 
+ [ f s ~  

v + f 3  w (20) g- 'pl' 4- A*q4 cp" t LW, 

11 reste à déterminer les coiistnntes f ; ,  P t , ,  f,, f f , ,  f,, Pr3 de maniere h sa- 
dp d r  tisfaire aux conditions initiales. Soient [a], , [Pl, , [;JO 9 [g] , [di] , [$Io, 

O O 

les valeurs initiales de a ,  p, tl et de leurs dérivées. Les formules (18), (19), 
(20) donneront, en y posant t=O: 
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Les mêmes formules, différentiées, donneront en y posant t-0 : 

Les équations (21), (22), (23) déterminent les trois sommes $,+f,f, f2+fd, fs+'f.{ 
en fonction linéaire de [a],, [@Io, [LI, - Les équations (2-2) (23), (20) déterminent 
de même les quantités \lc(f,-fil) , \Ig(f2-f'2) \i&(f3-ff,) en fonction linéaire 

de [$jo , [:Io , [%] . On on déduit ensuite aisément les valeurs de cha- 
O 

cune des constantes f,, y,, f2 ,  ff , ,  f 3 ,  f I3  au moyen des formules: 

Cette détermination souffrirait quelque difficulté, si le déterminant 

commun au système des équations (21), (22), (23), et  à celui des équations 
(24), (%), (26). était égal à zéro. Mais on voit aisément que cette circonstance 
ne peut se présenter. 

On a en effet: D = 

4 ;1 4 

=-X(+x'-$'v) 

1 I 1 

1 4 1 --- - --- 
cpl+A'qi À1 ,'+A1q, A' T ' + A ' ~ ~  

1 
'pl+h'q, pl+A'q,  $J'+A1q3 

-X -X -X -- 1 1 
' f f l  + J ~ Q I  y'' +ma 'PI' + L w 3  9'' + Mq,  9" + M g 2  cp" + My, 
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Ce dernier déterminant est une fonction du troisième degré seulement en 
q,,q,, q,- En effet, les ternies du quatrieme degré 

iwafq;t M Q ~ ~ ~ : , - M ~ ,  .afq, j +wirq;j  LV~, .AI~ ,  - ~ g , ,  a'q, )+ 
fi1a1y31 nfqi . a1q2- ~ 4 ~ .  arql ) 

s'annulent identiquement. Cette fonction s'annule d'ailleurs toutes les fois 
que q,=q, , ou q,=q,, ou q3=ql : car deux colonnes du déterminant 
deviennent identiques. Cette fonction est donc nécessairement égale à 
I'(ql-q2) (q,-q3) (q9-q1)1 I' étant un coefficient constant. D'ailleurs le coefficient 
du terme en qiq, est égal ii Maf { Mqf-A'#"'. D'autre part, dans l'expression 
I'(ql-q2) (q2-q3)(q3-ql) ce coefficient est -I'. Donc: 

On a donc en définitive : 

expression qui ne renferme, tant au numérateur qu'au dénominateur, que 
des facteurs que nous avons supposé ou démontré être différents de zéro. 

On est donc sûr de pouvoir exprimer sans difficulté les constantes f i ,  f l ,  

pz, pz, f,, y, en fonction des quantités [a],, [Pl,, [(,Io> [g] etc ... qui dé- 
O 

terminent l'état initial. Il importe d'ailleurs de remarquer qu'aucune de ces 
constantes ne peut s'annuler identiquement pour tout système de valeurs des 

quantités [a],, [/3],, [(JO, [gI etc. Supposons en effet que l'une d'elles, f" 
- O 

par exemple, s'annule identiquement pour tout systeme de valeurs de ces 

quantités. On a vz(î,-f'l) - D7api&s les 6quatioiis 
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(21), (22)' (23), f ;  + y, sera une fonction linéaire de [a], , [Pl, , [(,IO Soit 
fi +Pr1 ==R [ul0+ SIYJO+ ; les équations (24), (%), (26) donneront 

Pour que cette expression fût identiquement nulle pour tout système de - - 

valeur de [a],, [BI,, [LI,, [g] , [g] , [%] , il faudrait que l'on eiit 
O O O 

à la fois R=O, S= O , T=O . Mais alors le déterminant D, qu'on sait étre 

kgal a R + $ f% T, serait nul, ce qui ne peut être, ainsi que 
p'+hiy, S+ pl1+ Mg,  

nous venons de le démontrer. 
Supposons maintenant que l'une des quantités q,, q,, q,, q, par exemple, 

soit égale à zéro. L'équation en k aura une racine double égale A zéro et 
quatre autres racines inégales t VG, t y.,. On sait qu'on devra remplacer 

dans les intégrales générales (18), ( I9 , )  (20) les deux termes fiev"+ r i e  -%t 
correspondants A la racine double, par une fonction linéaire fl+fl, t . On pourra 
d'ailleurs y laisser subsister pour la symétrie les termes affectés du facteur 

nul q,. 
Les équations qui déterminent les constantes en fonction de l'état initial 

seront identiques aux équations (21), (22), (23), (24), (25), (26)) sauf le rempla- 
cement de /',+Pl' par f, et de (f,-f;') par fi1. Le déterminant D étant 
différent de zéro, les constantes s'exprimeront sans difficulté en fonction 

de [a], 9 [Pl, 7 [(JO 3 [$] )($] , et aucune d'elles ne sera identiquement nulle 
O O 

pour tout systéme de valeurs de ces quantites. 
Les intégrales des équations (IO), (II) ,  (12) se trouvent ainsi complktement 

déterminées: il est d'ailleurs aisé de voir dans quel cas les valeurs trouvées 
pour a, p,  <, resteront infiniment petites pendant toute la durée du mou- 
vement, et quel que soit l'état initial, ce qui est, comme nous l'avons vu, 
la condition nécessaire et suffisante pour que l'équilibre soit stable. 

I o  Si les quantités q, ,  q,, q,  sont toutes les trois négatives, chacune des 

stera finie et périodique en vertu de la formule connue : 
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D'ailleurs les coefficients f ; ,  T l ,  f',, Pr,, L ,  f f s  étant des fonctions linéaires 
. - 

de [alo [PI,, [(1]0, [$] , [g] , rz' seront infiniment petits, quels que 
O O O 

soient les rapports relatifs de ces dernieres quantités, supposées elles-memes 
infiniment petites. Les valeurs de a ,  p ,  5, resteront donc elle-mêmes infini- 
ment petites, quel que soit l'état initial. L'équilibre sera donc stable. 

2 O  Supposons au contraire que quelqu'une des quantités q, ,  q,, q, soit po- 
sitive: soit q, la plus grande d'entre elles. On a d'après la formule (18): 

(si l'on avait ql=O, il faudrait remplacer les deux premiers termes du se- 

cond membre par 

Faisons croître t au delà de toute limite. Tous les termes du second mem- 
bre tendront vers zéro, excepté le  terme constant f,. On aura donc sensi- 

a 
blement, lorsque t sera trés-grand, = f 3 .  Cette formule montre que a 

\qat  

croît indéfiniment, & moins que r3 ne soit nul: mais nous avons vu que f,, est 
da 

une fonction linéaire, et non identiquernent nulle, de [a],, [pl,, [(,], , 
O 

etc. La quantité f, ne pourra donc s'annuler, et a rester infiniment petit 
d'une manière générale et pour un état initial quelconque. L'équilibre sera 
donc instable. 

Il en sera de même si l'une des quantités q,, q,, q, est nulle. Supposons 
en effet q,=O, q, et q, négatifs (Si l'une des quantités q,, q, était posi- 
tive, l'instabilité serait démontrée par ce qui précede). La formule corre- 
spondante à ce cas est:  

Tous les termes qui entrent dans cette expression sont infiniment petits 
et périodiques, C1 l'exception de Pll t qui croîtra indéfiniment avec le temps : 
a croitra donc lui-même indéfiniment, B moins que l'on n'ait Pr, = O .  Mais 
il sera impossible de satisfaire 3, cette dernière condition d'une manière gé- 
nérale et  quel que soit l'état initial : l'équilibre sera donc instable. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Jordan: Sur  la stabilité de l'équilibre des corps flottants. 197  

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de l'équilibre 
est que les trois valeurs réelles de k a ,  données par l'équation (17), soient 
négatives. 

Si ces conditions ne sont pas satisfaites, l'équilibre est instable: mais on 
peut distinguer en quelque sorte plusieurs degrés d'instabilité, suivant le 
nombre des équations de condition qui doivent exister entre [a], , [Pl,, [<JO, [%Io , [$Io , [$],. pour que a, b, restent infiniment petits pendant toute 

la durée du mouvement. 
En effet, supposons toujours que nous fassions croître t au delà de toute 

limite. Si une seule des quantités q , ,  q,, q 3 ,  q3 par exemple, est positive ou 
nulle, chacun des termes qui entrent dans l'expressions de a ,  P,  5; restera 

infiniment petit, à l'exception du terme f,e \Gt. La quantité Pl est d'ail- 
leurs une fonction linéaire de [a], , [Pl, etc. Si ces quantités sont choisies 
de maniEre à satisfare 18 relation fs=O,  a ,  ,û, r1 resteront infiniment petits 
pendant tout le mouvement. 

Si sur les trois quantités y,, q,, q, il y en a deux q, , q, positives ou nulles, 
il faudra, pour que a ,  P,  cl restent infiniment petits, que les quantités [a], , 
[@Io etc., satisfassent à, la fois aux deux relations 

Si y,, q,, 9 ,  sont tous trois positifs ou nuls, on aura trois équations de 
condition 

f1=0, f e=0 ,  +o. 
Ainsi le nombre des équations de condition qui doivent exister entre les 

quantités [ a ] , ~  [pl, etc ... pour que a ,  p, cl restent infiniment petits pendant 
toute la durée du mouvement, nombre qu'on pourrait assez bien appeler le 
degré de l'instabilité, est egal au nombre des racines positives ou nulles de 
l'équation (17). 

Il nous reste CC examiner les cas laissés de coté précédemment, où quel- 

qu'une des quantités X, S -7 "' 7 " --- " est égale A zéro. M A' 

?' cette valeur de - dans l'équation (17), elle devient: M 
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v' 'P' En posant ,f k 2  = O , on obtient une première racine q, = - - . Les deux 
A A' 

autres q, 7 q, s'obtiennent en posant: 

Ces deux racines sont réelles, et l'une plus grande:, l'autre plus petite 

En effet, si l'on substitue dans le premier membre de cette der- que--- 
1' 

niére équation la valeur k 2 = m ,  le résultat aura le signe du coefficient du 
terme le plus élevé -M(?Ar-v", lequel est négatif. Au contraire, en posant 

9' vp' k2=-,, on  obtient un résultat essentiellement positif, M 
1 

L'équation (17) aura donc ses trois raciues réelles et inégales, comme dans 
le cas général. 

Les intégrales générales des équations ( I O ) ,  ( I l ) ,  (12) seront de la forme: 

les constantes f,, g,, hl, PI,, gri, hrl, f2, g,, h,, fr, ,  grs, hfa etc ... étant liées entre 
elles, comme dans le  cas général, par les six groupes d'équations suivantes: 

(9+Aq8) f2 - (4  +vq2)g2+ &=O , 
- (.S+vqJ fa+(9'+~'q&s = O ,  etc ... 

-x f e  - ( ~ f f + M q 2 ) 1 ~ n =  O ' 
Les deux premiers groupes d'équations donneront, en remarquant que 

Y' 'P" 
4 1 = - = -  - v'P' 

a.' N '  d'où q4ilrql=$'r+Mql=0, + + ~ q , = + - ~ ,  
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Les autres groupes d'équations donneront, comme dans le cas général: 

ce qui donne aux intégrales générales a, ,8, j, la  forme définitive: 

11 reste Ct déterminer les quantités constantes g,, g,', f,, f,', f,', f,', au moyen 
de l'état initial, ce qui se fera par les équations: 

et par celles-ci: 

Ces équations déterminent sans difficulté les quantités (g,+gr,) (fa+fr,), 

( f s f f 1 3 )  VF(gl-g'l) 7 VK(r2-/"3, \/F(f3-Ts) et par suite g, , gr1 f, 7 f', f, ff,. 
pourvu que le déterminant 
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Or ce déterminant est égal à 

1 n 

Si l'on remplace L=o par leur valeur commune q, ,  cette expression 

devient: 

et ne renferme plus que des facteurs que nous avons supposé ou démontré 
etre ;IO. 

La détermination des constantes g,, gf,, f2, ff2,  f 3 ,  pl, ne peut donc souffrir 
aucune difficulté: on verrait en outre comme dans le cas général, qu'aucune 
de ces quantités ne peut s'annuler identiquement, quelque soit l'état ini- 
tial. 

Kous avons supposé implicitement dans la démonstration qui précède, 
que q,, q 2 ,  q3 sont différents de zéro. Supposons maintenant que q, par 
exemple soit nul. On aura les intégrales générales relatives ii ce cas. en rem- 

plaaant dans les équations (18)' (19Y 20)' les deux termes g,e f g l f e  
- \'Et 

par une fonction lineaire g,+gr, t :  et l'on obtiendra les équations qui dé- 
terminent les constantes, en remplacant dans les équations (21)', (22)', (23)', 
(24)') (25)!, (26)' g,+gl, par g, , et vG(g,- gr,) par gr, . Le déterminant D' 
étant différent de zéro, les constantes pourront encore se déterminer sans 
difficulté, et  aucune d'elles ne s'annulera identiquement. 

On verra maintenant, comme dans le cas général, que les expressions de a, Pl 
<, resteront infiniment petites pendant toute la durée du mouvement, quelles 
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dx dp 
que soient les quantités infiniment petites [a],,  [plo, [cl], , [di] [z] , [%] , 

O O O - ~ - 

lorsque les trois racines de l'équation (17) q,, q,, q, sont négatives. L'équi- 
libre sera donc stable. AU contraire, si quelqu'une de ces racines est nulle 
ou positive, l'équilibre sera instable, et  les variables a ,  @, <, moîtront in- 
definiment avec le temps, à moins que les quantités [a] ,  [@], etc. ne 
satisfassent à un certain système d'équations linéaires en nombre préci- 
sément égal à celui des racines nulles ou positives de l'équation (17). 

va)' 
Supposons en second lieu x = O ,  ?j/ - "O. A' < 

Ce cas est celui où le centre de gravité de la flottaison se trouve situé 
au moment de l'équilibre sur la même verticale que le centre de gravité 
du corps. En effet, la condition 8 b S=x=O donne b== O .  

Les équations (IO), ( i l ) ,  (12) deviennent: 

d2a v - a ~ - -  - 
dl' 

d'B --+a+ 
(112 

e t  l'on voit immédiatement que les variations des quantités 5, d'une part, 
a et p d'autre part ,  sont entibrement indépendantes les unes des autres. 

Les variations de cl sont définies par l'équation (IO)', dont l 'intégrde gé- 
nérale est 

Les constantes h et h1 sont données par les relations: 

d'où 

9'' sera négatif, et Les quantités 9'' e t  M étant essentiellement positives, - - 
M 

Cl sera toujours infiniment petit pendant toute la durée du mouvement. 

Annali di  Matematica, tom0 1. 26 
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Passons b l'intégration des équations (11)' et (12)'. Nous aurons une in- 
tégrale particulière en posant: 

si les constantes f ,  g , k satisfont aux conditions : 

- (~+~k"f+(++v k2)g=0 , 

Cette dernihre équation donne pour k2 deux valeurs réelles, inégales et 

l'une plus grande, l'autre plus petite q u e - r .  en effet, substituons dans le 
1' ' 

premier membre k3=+ os: le résultat aura le signe du premier terme (Ur-v2)k4, 
qui est positif. Substituons au contraire la valeur k2=-$,  nous avons un 

1 2  

résultat négatif, - (4 - F) . 
Les intbgrales générales des équations (11)' et (12)' seront: 

et nous aurons pour déterminer les constantes f,,  f,f, f,, fi, d'aprks l'état ini- 
tial , les équations : 

fl+fl' + f2+f2' =[al0 7 

avec celles-ci : 

Ces équations permettent de déterminer sans difficulté les quantités f1+fl f ,  

f2+f:, VT ( f i - f I f ) ,  G (f2-fi), et par suite fl 7 f,' f ,  9 f ; ,  pourvu que le dé- 
terminant 

I l 

ne soit pas nul. 
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+ + Y 2  ++Y, - Or ce déterminant est égal à - - --- - , et sous 
?If 1192 ?'+%h 

cette forme on voit que les facteurs qui le composent sont tous différents 
de zéro. 

D'ailleurs Du n'étant pas nul, aucune des expressions de f i ,  fIr, f,, f,' ne 
pourra s'annuler identiquement, et quel que soit l'état initial. 

Cela posé, on verra, comme dans le cas général, que si q,, q,  sont tous 
deux négatifs, a et ,B résteront infiniment petits pendant toute la durée 
du mouvement, et l'équilibre sera stable. Au contraire si quelqu'une de ces 
quantités est nulle ou positive , l'équilibre est instable, et les variables a ,  
croîtront indéfiniment a.vec le temps, à moins que les quantités [a],, [Pl,, 

[SI,, [:Io ne satisfassent à un certain systbme d'équations linéaires que 

sera facile de déterminer, et qui contiendra précis6ment autant d'équations 
qu'il y a de racines nulles ou positives. 

La condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de l'équilibre est 
donc que l'équation 

donne pour kZ deux valeurs négatives, ou, ce qui revient au même, que l'é- 
quation 

- (q"+Mk2)  { ($+;lk2)($r-+ Arka) - ( + + ~ k ~ ) ~  j= O 

donne pour k2 trois racines négatives. Or cette équation se déduit immé- 
diatement de l'équation (17), en y introduisant la  condition^= O. Donc ici 
encore, la condition de la stabilité de l'bquilibre est que l'équation (47) donne 
pour ka trois valeurs négatives. 

'Y'= O .  Eliminons 5 entre les équations (11) et (12): Supposons enfin 4 -- 
dl" 

il viendra l'équation suivante : 

Le terme en ,8 s'évanouira en vertu de la relation 4- -'=O, et il re- 
1' 

stera l'équation : 
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qu'on pourra employer pour déterminer les inconnues a, P,  5, à la place 
de l'équation (11)' et conjointement avec les équations: 

On voit maintenant aisément une particularité remarquable. C'est que les 
valeurs de a et de cl sont entibrement indépendantes de celles de P et pou- 
vent être déterminées isolément par les équations (10) et (11)11, sauf & dé- 
terminer ensuite p par l'équation (12). 

Intégrons d'abord les équations (10) et ( I I ) :  et supposons en premier 
lieu ~ 5 0 .  

On aura une integrale particulihe en posant cn = fekt , Cr, = g ekt , 
avec les conditions: 

L'équation (29) a ses deux racines réelles, inégales et différentes de 
9" -- Car en substituant dans le premier membre de cette équation la va- 
M 

leur ka = f XI , le résultat aura le m&me signe que le premier terme 

- M(v2-Ah') k4, qui est positif. Au contraire, en substituant k2=-.f, on 

aura un résultat négatif, -X~A' . 
Si les deux racines de cette équation, q, et q,, sont différentes de zéro, les 

intégrales générales des équations (10) et (11)" seront: 

Si q,-O, on devra remplacer dans les expressions précédentes les deux 

termes f, e \"+f,'e- ':Et par une fonction linéaire f ,  t + f i [  . 
Dans l'un et 1' autre cas, pour calculer les c0nstante.s fl , flf, f,, f,' d'aprbs 

l'état initial, on aura à résoudre deux systbmes d'équations linéaires ayant 
chacun pour déterminant : 
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Sous cette forme on voit que le déterminant ne sera jamais nul. Le cal- 
cul des constantes f,, ?,', f,, f,' ne pourra donc souffrir aucune difficulté. Cha- 

da d t  
cune d'elles sera exprimée par une fonction linéaire de [a],, [<JO, . 

O O 

D'ailleurs D1'f n7éta.nt pas nul, aucune de ces fonctions ne pourra s'annuler 
identiquement et quel que soit l'état initial. 

Supposons en second lieu ~ = 0 :  les équations (II)" et (10)  deviennent 

# v  - 'pl' 
Posons pour simplifier lv=qi , 'p" --- M - 4 a .  

La première équation a pour intégrale générale 

a, pl e \'il Q fale- ) 

ou si q,=O 
a=f l t+  f i f .  

La seconde a pour intégrale générale 

en remarquant que q,=--f  ne peut être nul. M 

On déterminera sans aucune difficulté les constantes f,, f,' en fonction de 
d'c [a],, [g] , et les constantes f , ,  f,' en fonction de [r,],, [$] . 

O 

Nous remarquerons que les quantités q,, q, sont les deux racines de l'é- 
quation 

- { + v - + h f + ( v 2 - W ) k 2  1 {qr'+MkBj=O, 

qui n'est autre que l'équation (29) dans laquelle on a introduit la supposi- 
tion %=O . 

Les quantités a et j; se trouvent ainsi déterminées dans tous les cas. 
Nous aurons maintenant pour déterminer ,8 l'équation (12) : 
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Si nous remplaçons 

la forme suivante 

a" a2p v - k f - - -  
dl, dl2 - +a+ q'p * 

'v?' 4 par sa valeur- cette équation peut s'écrire sous A' 

V Sous cette forme on trouve immédiatement l'intégrale particulikre /3= - a. 
A' 

Pour avoir l'intégrale complkte, il faudra y joindre l'intégrale générale de 
l'équation sans second membre: 

Posons pour abréger q3=-  ff : cette dernière équation aura &our intégrale 

générale, si q,  2 O 
1- ! - pfse \'3t +fi(?- :"t 

OU si q,=O 
P=fs+fs't a 

L'intégrale compléte de l'équation (12) sera donc : 

Les constantes f,, fJ se détermineront aisément d'après l'état initial par 
les formules : 

v 
f3+fJ+hi["Io =[PI07 

ou s i  q,=O , par les formules : 
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Les valeurs de a, p, rl se trouvent ainsi complétememt déterminées, soit 
que l'on ait ~ 5 0  ou %=O:  dans l'un et l'autre cas elles dépendent des six 

exponentielles e IVGt, e '=vu; t ,  e 2 les quantités q, 7 q, étant les racines 

de l'équation 

- ( .Sv-$Stl+ (v2-Xhr)k2 1 ($'f+Mk2)-X2A1=~ , 
et q,  la racine de l'équation 

(Dans le cas particulier où quelqu'une de ces quantités, q,  par exemple, 
\'C t est égale à zéro, les termes fle +flre -"" qui contiennent les exponentiel- 

les correspoiidaiites sont remplacés par une fonction linéaire de t ,  fl+fl' t.) 
Si les trois quantités q,, q,, q, sont négatives, les six exponentielles sont 

imaginaires et restent finies quel que soit t ;  a ,  P ,  cl resteront donc con- 
stamment infiniment petits, et  l'équilibre sera stable. Au contraire si quel- 
qu'une de ces quantités est positive ou nulle, l'un des deux termes qui lui 
correspondent dans les expressions de a ,  P,  cl croît indéfiniment avec le 
temps: d'ailleurs ces termes ne pourront se détruire par compensation: car 
celui qui correspond A la plus grande des quantités y,, y,, q, croîtra beau- 
coup plus rapidement que les autres: les valeus de a ,  P ,  (, ne pourront donc 
rester finies que s i  ce terme disparaît par l'annulation de son coefficient. 

Ainsi, si q,zO, il faudra que f, =O. Si q&0, il faudra que f,=O; si q, = O ,  
il faudra que f,=O. Mais fl, f,, f, sont des fonctions linéaires de [a],, [BI,, 
[(l]o, , [BI, , [%] , qui ne s'annulent pas identiquement. L9Bquili- 

O 

bre sera donc instable et  a, F ,  cl croîtront en général indéfiniment en va- 
leur absolue. Ils ne resteront infiniment petits que si l'état initial est choisi 
de maniPre ?t annuler ceux des coefficients f,, f,, f, qui correspondent Lt des 
racines q,, q,, q, positives ou nulles. Le nombre des équations de condition 
A satisfaire pour cela sera encore précisément égal au nombre des quantités 
nulles ou positives de la série q,, q,, y,. 

Remarquons ici que q,, q,, q, sont les trois racines de l'équation 

Mais il est aisé de voir que cette dernikre équation n'est autre que l'équa- 
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tion (l7) modifiée au moyen de la relation J -  y= 0-  En effot eséc.utons les mul- 
A' 

tiplications indiqukes dans le premier membre de l'équation (17'): on voit 
que tous les termes qui contiendront encore A' au dénominateur sont divisi- 

VP' bles au numérateur par vcpf : si nous y remplaçons le facteur par 4 ,  l'équa- 

tion deviendra 
- M(~=-aa') k6+ c ~ ( 2 ~ ~ - ~ a ~ - i p ~ a ) + ( ~ ~ - n x ~ ) q ~ 1 ~  k4 

) = O  
+I M ( . C ~ ~ ~ ~ ) + ~ ~ ~ ( ~ . C V - ~ A I - ~ ~ ~ ) + ~ ~ ~ ~  ~+v(s~-w)+XW 1 

équation identique S l'équation (17). 
Il est donc établi d'une manière générale, et dans tous les cas: 
1" Que l'équation (17) donne pour ka trois valeurs q ,  q , ,  q ,  , toz6jou.r~ 

réelles. 
2" Que la condition nécessaire et suffisante pour 1s stabilité de l'équilibre 

est que ces trois racines soient négatives. 
Pour que cette condition soit satisfaite, il faut et il suffit que le premier 

membre de l'équation (17) développé et ordonné suivant les puissances de 
k2 ne présente que des permanences: d'ailleurs nous avons vu que le coef- 
ficient du terme en k6, savoir -M(hhr-v2), est essentiellement négatif: et il 
faudra donc que les autres coefficients soient négatifs, d'où l'on deduit le 
systéme d'inégalités : 

M(23.v- $1'-qh)+(v2-hhr)pff < O (30) 

~(+~-q$~)+qfr (~+v-qa~-qfa)+~~a~ < O (34) 

$"(S"q$f)+x"'< 0 . (32) 

A ces inégalités on peut joindre la suivante 

En effet, nous avons vu dans le cours de la discussion précédente, que 
l'équation (17) a dans tous les cas au moins une racine égale ou supérieure 

P' à - -. hf étant positif, cette racine ne serait pas négative, si 9' n'était pas 
1' ' 

positif. 
Cela posé, il est aisé de voir que les deux inégalités (30), (31) résultent 

nécessairement des inégalités (32) et (33), et par suite peuvent Btre négli- 
gées comme surérogatoires. 

En effet, l'inégalité (32) peut s'écrire ainsi $' 1 q - -- $ 1 > 4' , d'où 
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x V 2  2 
q-z> - 7 et 5. fortiori 9- 4> 0; d'autre part, l'inégalité (32) étant sup- 

A Y Y 
posée satisfaite, on aura à fortiori, en supprimant le terme positif x 2 @ ,  

S . " q q f < O .  
On aura de plus: 

quantité < 0 ,  car son premier terme est un carré nkgatif, et  le second terme 
sera négatif aussi, en vertu des deux relations : 

d'où 

on doduit B fortiori, en supprimant le terme positif x B A f ,  

24v-$af-$'a < O . 
Enfin l'on a 

 ail' <O . 

Les inégalités (34), (35), (36)' (37) Btant satisfaites, les inégalit8s (30) et 
(31 ) le  seront également, chacun des termes de leurs premiers membres , 
pris isolément, étant négatif. 

Considérons donc le systbme des deux inégalités (32) et (33). 
Remplacons les quantités qui entrent dans ces expressions par leurs valeurs: 

(en désignant par V le volume immergé dans l'état d'équilibre) e t  suppri- 
mons les facteurs communs: ces relations deviennent: 
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11 est aisé de voir que la relation (32)" peut se mettre sous la forme: 

en désignant par E et d les deux moments d'inertie principaux de la flot- 
taison par rapport à son centre de gravité. 

En effet, les moments d'inertie pris par rapport (t des droites parallèles 
aux axes et se coupant au centre de gravité sont respectivement 

et l'on sait que leur somme R-b2S+ Rf doit être égale à E + E ' ,  

D'un autre cbté, l'intégrale analogue 5 q ,  prise par rapport aux mémes 
droites, S(x-b)ydo se réduit 5 Jxydo=q . 

Cette remarque permet de démontrer aisément que la quantité 
(R-b") Rf-q2 est égale (L E E ! .  En effet, changeons de coordonnées, en prenant 
pour origine le centre de gravité de la flottaison et pour axes de coordonnées 
les axes principaux d'inertie qui se coupent en ce point. Soit 8 l'angle formé 
par l'ancien axe des x avec le nouveau. Les distances d'un point quelconque 
dont les coordonnées actuelles sont x, , y, , A des parallèles aux anciens axes 
menées par la nouvelle origine seront respectivement 

-xl s i n 8 t  y,  cos8 et xl cos O+ y, sin 8. 

Les moments d'inertie (R-b2S) et R' relatifs à ces droites seront donc 
respectivement égaux A 

et l'intégrale q sera égale (L 

$ (xl COS O+ y, sine)(-xi sin O+ y, cos O )  do=-sin fl cos 0 s ~ ;  do 

+sin0cosû~y~do=sin8cosO(f'-~). 
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On aura donc 

(R- b2S)Rr-q2= (&cosa 8 +~~sin~8)(~sin~O+flcos~8)-s in~ OCOS~O(E~- E ) ~ =  

= E  ~ ~ ( s i n ~ 8 + c o s ~ € J  + 2sin20 cos ~ ) = E ~ ( S ~ ~ ~ ~ + C O S ~ ~ ) % E E ~ .  

La relation (32)Ir peut donc s'écrire ainsi: 

Elle montre que aV+e et aV+ E' sont de même signe : d' ailleurs ces 
deux quantités sont positives en vertu de la relation (33)": car si l'on avait 
aV+&<O , a V+E<O , Rr étant compris entre E et E ! ,  on aurait UV+ Rr>O. 

Si donc E désigne le plus petit des deux moments d'inertie principaux, 
on devra avoir 

a V + f > O ,  

et cette inégalité emportera les deux autres 

Les conditions de la stabilité de l'équilibre se reduisent donc à une seule, 
qui peut s'énoncer ainsi : 

L'élévation d u  centre de gravité a u  dessus d u  centre de poussée, mul- 
tipliée par le volume immergé,  doit être moindre que le moment  d'inertie 
minimum de la flottaison par rapport a u x  droites, menées dans son plan 
par  le centre de gravité. 

Le problbme de la stabilité de l'équilibre est complktement resolu par ce 
qui précbde : mais pour achever de déterminer la loi des petites oscillations 
du corps flottant considéré, il nous reste & intégrer l'équation 

Cette équation a pour intégrale 

c et cf étant des constantes, qu'on déterminera aisément au moyen des va- 

leurs initiales de a, p, y, - dr da - si ces valeurs initiales n'annulent 
lit ' dty dt ' 

d a  dB dy 
pas rigoureusement la quantité Brx + BrlZ - A - c ne sera pas nul, dt ' 
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et par suite la quantité Br a + Bu@- A y croîtra proportionnellement au 
temps. Le corps s'éloigne donc da plus en plus de sa position initiale, ainsi 
que nous l'avons annoncé au début de ce mémoire. 

Si l'équilibre est stable, a et ,8 restent toujours infiniment petits: c'est 
donc l'angle y dont la valeur absolue croîtra progressivement avec le temps. 
Il tendra vers l'infini positif, si c est négatif, vers l'infini négatif, si c est 
positif. Ainsi le corps aura pendant la durée du mouvement une tendance 
à prendre un mouvement de rotation progressif,~autour de l'axe des z, dans 
un sens déterminé d'avance: et si l'on considkre un intervalle de temps suf- 
fisamment long, cette tendance finira par l'emporter sur les irrégularités 
accidentelles du mouvement. 

Dans le cas particulier où la quantité c,  ou B' 

est égale à zéro, le terme ct  proportionnel au temps disparaît, et la quantité 
y reste infiniment petite, ainsi que a et 6, pendait toute la durée du mou- 
vement. On a dans ce cas là, à un istant quelconque la relation : 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géométrique que nous 
allons exposer. 

Considérons un point du corps dont les coordonnées soient primitivement 
X, y, n. Les coordonnées 4, 7 ,  < à un instant quelconque sont données par 
les formules (1)) (2) et (3). Ces formules différentiées donnent, en remarquant 

d x  sont infiniment pctits et négligeant les infiniment que a, Id, y, dj 9 T '  -& 
petits du second ordre, 

On déterminera l'axe instantané de rotation en cherchant les points pour 
lesquels ces trois expressions sont nulles simultanément. Les coordonnées 
de ces points sont définies par les relations : 
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d'où 

De ces relations combinées avec celle-ci 

on déduit la suivante: 
B'y + Bflx-  Az=O , 

équation à laquelle satisferont ti, chaque instant les points situés sur l'axe 
instantané de rotation. Cette équation est celle du plan diamétral de l,'elli- 
psoïde d'inertie, conjugué à l'axe des z .  On a donc ce théoréme: 

Un corps flottant en équilibre stable, déplacé infiniment peu de sa posi- 
tion d'équilibre, et abandonné à lui-même avec une vitesse initiale infini- 
ment petite, tendra en général à s'éloigner de plus un plus de sa position 
primitive, par un mouvement progressif de rotation autour de la verticale. 

Mais dans le cas particulier oh à l'instant initial l'axe instantané de ro- 
tation est situé dans le plan diamétral conjugué Lt la verticale dans l'elli- 
psoïde d'inertie, cette propriété subsistera pendant tout le mouvement, et 
le solide restera toujours infiniment voisin de sa position primitive. 

III. Observations g6néraLes. 

Nous avons obtenu les résultats qui précedent, en intégrant les équations 
approximatives, que l'on obtient en négligeant dans les équations différen- 
tielles du mouvement les quantités infiniment petites du second ordre. Mais 
on pourrait craindre que l'influence de ces termes négligés, quoique tri%- 
petite, devînt sensible avec le temps et modifiât les conditions trouvées: 
il importe donc de l'examiner de plus près. 

Nous allons démontrer que l'équilibre sera instable, même en tenant compte 
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de ces quantités négligées, si quelqu'une des racines q,, q,, qs de l'équa- 
tion (17) est > O . 

Rétablissons en effet les termes négligés dans le* équations ( l l) ,  (12) 
et (10) : elles deviendront : 

a" a2p y0-A'-- 
dl- ,,, --+-a+qr.P tp' , 

p, pt, f étant des quantités qui resteront infiniment petites du second ordre, 
tant que a ,  p,  5; resteront infiniment petits du premier ordre. 

N ~ U S  prendrous, pour y appliquer nos raisonnements, le cas où y" PI i M-h' 
x et SI-- "" différent de zéro. Nous supposerons en outre, pour examiner 1' 
d'un seul coup toutes les circonstances qui pouvent se présenter, que des 
trois racines q , ,  q,, q, de l'équation (17), l'une q, est nulle, la seconde 
q, positive , et la troisieme q, négative. 

Si p, ,d, étaient nuls, les valeurs de a ,  8, 5, seraient données par les 
formules : 

où fi ,  fif, fi ,  fa', fs, f: sont des constantes qu'ou peut déterminer aisément 
d'après l'état initial. 

On pourra toujours substituer les mêmes valeurs pour a, p, cl, en dési- 
gnant par f,, flr, etc., non plus des constantes, mais des fonctions nouvel- 
les, égales au moment initial aux constantes précédentes, et assujetties & 
vérifier les équations (38), (39), (40) aprés la substitution: ces fonctions 
étant au nombre de six, peuvent être assujetties à trois autres équations ar- 
bitraires; nous choisirons celles-ci : 
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Si nous différentions deux fois de suite les expressions de a, P ,  5, , il 
viendra, en tenant compte de ces dernieres relations: 

-X . . ] fZe'"+ yle-"'t -X .q3 . [ t>,e \" + rse-liG;t 
pl' + Jel, I + ?"+ ~q~ 

dl" -x. df', -X . v G [ % e ' q 2 t - - ~ e  - (if '  -\zt -f df3 \Zt.&-\Gt 
+ p V + l q i  ' 81+ pv+Mg2 dt 1 + p0+Mq3 -X -va p dl 

D'autre part les Bquations (38), (39), (40) donnent: 

d2a d2F dZY 
Substituons pour a, P ,  cl, 3 -< les valeurs (41), (42), (43), (47), dt2 

(48), (49). Si l'on avait p=pl=pff=O et f, , f I f ,  etc., constantes, les équa- 
tions (50), (51), (52) seraient identiquement satisfaites. Elles se réduiront donc 
dans le cas actuel, en supprimant les termes qui se dStruisent, à: 
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I %+ 
di: 

Ces équations détermineront chacune des quantitSs : 

en fonction l i~éaire de p 7  pf7 plr. Cette détermination ne peut souffrir 'aucune 
difficulté, car nous avons vu (page 193) que le déterminant D de ce'systbme 
d'équations ne peut être nul. 

Soit donc: df,' 
dt =fi  9 

pl, p,, p, étant des fonctions linéaires de ,u7 p', prf, qui seront infiniment 
petites du second ordre, ainsi que ces quantités elles-mêmes. 

Ces trois équations, jointes aux équations (44), (45), (46), donneront: 

On aura donc, en désignant par [Pl], [rL'] etc. les valeurs initiales de Pl, f!,' etc. 
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d'où, cil substituaut ces valeurs dans la formulo (44): 

Si l'équilibre était stable, les valeurs de a ,  P ,  j', seraient infiniment pe- 
tites pendant toute la durée du mouvement, quelles que fiisseiit les quantités - - 

[a]" [[Po, [(,], [g] , [z] , [a] qui déterminent l'état initial. Or nous 
O O O 

allons démontrer que, si ces quantités ne sont pas clioisies de maniere Lt an- 
nuler la quantité [f,], ce qui établit entre elles une relation linéaire, les va- 
leurs absolues de a, p, {, ne resteraient pas infiniment petites : nous verrons 
en effet que si cela était, la valeur de a deviendrait infinie, ce qui implique 
contradiction. 

En effet, si a, p, {, restent infiniment petits du premier ordre pendant toute 
la durée du mouvement p, ,ur, ,urf et par suite p l ,  p,, p, resteront infiniment 
petits du second ordre. 

La quantité q, étant négative, l'expression de a ,  P ,  r1 est compliquée 
d'imaginaires: mais d'aprés un théoréme d'algèbre bien connu, le module 

de a est au moins égal au module du terme [f,] e G t ,  diminué de la som- 
me des modules des autres termes. 

Le module de [f',] e'" est égal à c '"l, multiplié par le module N, do 
[ f , ] ;  il croît donc rapidement avec le temps, si [f,] n'est pas nul. Le terme 
fl a pour module une constante N I .  Le terme [fll]t a pour module t mul- - 
tiplié par le module N', de [f,']. Le terme [fi] e - "" a pour module e - \Gt 

multiplié par le module N,' de [f,'], expression qui diminue indéfiniment 
. - 

lorsque t augmente. Le terme [ fa ]  e a pour module une constante 1V,, 

car l'exponentielle imaginaire e'lZt a pour module l'unité. De m&me [ f i l e  - \Zt 

a pour module une constante N i .  

Le module du terme tpldt  est au plus égal à la somme des mo- 

clules des éléments t p , d t :  la quantité pl varie avec le  temps, mais reste 
dnnnli d i  Mntemnticn, tom0 1. 9 8 
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infiniment petite du second ordre: soit Ml la valeur maximum quc son 
module atteint entre O et t. Le module de chaque élément tp,dt sera au 

SU plus égal h tllfldt. Le module de - tp,dt sera donc au plus cgal 5 

t" 
[ : t ~ , d t = ~ ~ ~ .  Le module du terme t p,dt a de même pour limite supé- C - - 

Soit A& le  maximum du module de la quantité p, entre O et 

vera de même pour le module de e - I t  '" ' . -1 p2e- '"7dt la limite 
2 v "  

t ;  on troll- 

supérieure 

4 . -  
\ 

On trouve de même pour le module d u  terme e -\""'Stp,e\"tdt la li- 
2v92 O 

mite supérieure 

- 
Passons au  terme e '""dt. Le module de cette expression 

e \93  t 
aura pour limite supérieure le module de --. multiplié par la somme des mo- 

, - 2 \, 
dules des éléments p, e-'Iq3l dt  . La quantité q,  étant négative, le module de 

4 e '" sera égal à l et celui de - 1 
à - . Si M3 est le maximum du mo- 

2k& w-% 
dule p, entre O et  t ,  le module de p, e-'"dt aura pour limite maximum 
M3dt, et le module total cherché aura pour limite supérieure 

On trouvera la même limite pour le module du dernier terme 
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On a donc enfin pour le module de a la limite inférieure suivante: 

Cela posé, si [f,] n'est pas nul, son module N2 ne le sera pas, et sera 
comme [ f2 ]  lui même un infiniment petit du premier ordre. D'autre part M2 
est un infiniment petit du second ordre, comme la quantité p, dont elle limite 

sera donc nécessairement différente de les modules. La quantité N2-- 
292 

zéro, et  trks voisine de N,.  

Faisons maintenant croître t indéfiniment. Parmi les termes de la formule 
(53) les uns décroîtront jusq'à zéro, d'autres resteront constants, d'autres 

enfin croîtront juspu'à l'infini: mais le premier terme (N,-3) e croîtra 
92 

beaucoup plus rapidement que tous les autres, et finira par les dominer. Le 
moclule de a croîtra donc indéfiniment: résultat qui contredit la supposition 
faite que a ,  /3, 5, restaient toujours infiniment petits du premier ordre. Cette 
supposition était donc inadmissible. 

I l  est donc rigoureusement démontré que, si l'une des racines q , ,  q,, y, est 
positive (ou ce qui revient au même, si ~V+E<O),  a, p, (, deviendront en 
général finies avec le temps, ou du moins croîtront au point de cesser d'être 
comparables aux quantités infiniment petites du premier ordre [a],, [Pl,, [Tl], [$Io, [:Io, [di],, L'équilibre est donc instable. 

Au contraire, si aV+&>O l'équilibre sera stable. Formons en effet l'é- 
quation des forces vives; et pour cela évaluons le travail des forces qui 
agissent sur le flotteur. 

Soit c, le travail nécessaire pour amener le flotteur de la position d'équi- 
libre à sa position initiale, c le travail nécessaire pour l'amener de la po- 
sition d'équilibre celle qu'il occupe C1 un instant donné ; l'équation des for- 
ces vives donnera: 

C m v 2 = C m v ~ - c o t e ,  
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c ,  est une constante: quant Ct c il est facile de l'évaluer: en effet, cc tra- 
vail s'obtient en ajoutant ensemble : 

l0 Le travail produit par les deux forces opposées P= Va et -P; la 
distance verticale des points d'application de ces forces btailt h l'oi'igine ch 
et l'instant considéré a+a(cosucos,û-l) (formule 4 ) ,  le travail total 
produit par ces deux forces se réclnit, en négligeant lefi quantités du troi- 

sihme ordre, a - - 

S0 Les travaux produits par les poussées relatives aux pyismes élémen- 
taires de la page 181. Supposoils pour fixer les idées, que le prisme 61é- 
mentaire considéré soit émergé par le mouvement. Décomposons-le en élé- 
ments de volume d z d o  par des plans parallbles au  plan horizontal. La 
poussée produite sur l'élément d z d o  était égale a 6.d n d a=-dp; elle cesse de 
se produire des que l'élément sort du liquide, et  s'il s'élhve la distance z 
au  dessus du liquide, le travail relatif à. cette force - d p  sera - S. z d z d o .  

Intégrant pour toute la hauteur du prisme, c'est-à-dire entre zéro et 
ax-p y +cl ; sommant ensuite les résultats rélatifs aiix divers prismes, il 
vient pour le  travail total : 

L'équation des forces vives devient donc : 

en désignant par T l'ensemble des termes du troisième ordre que nous avons 
négligés. 

L'ensemble des termes du second ordre est nécessairement négatif: car 
ils peuvent s'écrire ainsi: 

et S, R f + a V  étant toujours positifs, ainsi que le déterminant 

Qa-(Rf+aV)(R+aV-,b%) ... (32' et 33') 

le facteur entre parentheses sera toujours,positif. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Jordan  : Sur la stabilité dc 1'6quilibse des corps flottants. 2.2 1 

La fonction qui exprime la force vive est donc maximum pour a=O, 
/3 = O , cl = O . On en déduit aisément la stabilité de l'équilibre, comme l'a 
démontré DIRICHLET (*). 

Enfin, dans le cas limite où a V + E = ~ ,  l'équilibre peut être stable ou 
instable. Pour éclairer ce doute, il faut rétablir dans les équations diffé- 
rentielles du mouvement, les infiniments petits d'un ordre supérieur au pre- 
mier qui ne sont plus négligeables. 

(*) Journal de Crelle, t. 32. 
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La soluzione più generale delle equazioni 
del quinto grado. 

(del Prof. FRA'I~ES~O Bniosc~r ,  a Milano).  

PARTE P R I M A .  

L 1. E ricerche moderne sulla risoluzione delle equazioni del quinto grado 
hanno condotto a studiare in generale le equazioni del sesto grado di cui 
le radici zm, z,, , zl, z2,  z3, t4 si esprimono per mezzo di tre indeterminate 
a,, a,, a, ne1 modo seguente: 

essendo p una radice quinta dell'unità; O,  cid che vale 10 steaso, le equa- 
zioni di cui le radici .sono legate dalle tre relazioni: 

È noto e dimostrasi facilmente che i coefficienti di quelle equazioni sono 
funzioni razionali, intere di tre quantita a ,  b, c formate colle a,, a,, a,; 
ossia che posto: 

a=ai +a, a,, b=8aia, a2-2u:aSa,2 + a:aQ-a, (aT+ai) , 
c = 8Oai al ai- 4 0 a ~ a ~ a ~ f 5 a ~ a : a . ~ ~  a~a~-a,(32a~-20aija1a,+5a~a~)(a~+a~)+~(a~+a~)2 , 
la equazione del sesto grado di cui le radici sono le Z-, z,, z ,..... Z, e la (*): 

z6-10azh-t35a2z4-IO (6a3-b)z3+5a(lIa3-6b)n2-(26a5-30a2b+4c)z+5(a3-b)2=O (1).  

alla quale pu6 anche darsi la forma: 

(*) Annali d i  $fatemntica, anno 1858. 
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Osserviamo che dividendo i termini del primo membro di questa equazione 
pel prodotto (5b2-4ac)(n-a)', e ponendo : 

1 e -a=-  c b a 
a= /3= gb2-40c 

7 y= - 
z-a ab2 - bac Sb2-4ac ' 

per cui (5be -4ac) (5P2-4ay)=1 , quella eqiaazione si trasforma nella : 

ciob in una equazione della stessa forma di quella d'onde siamo partiti. Ora 
essendo pel valore di 2,: 

z,- a =a,a, t 2pQOal + p8%; f p3"a; + 2p4bOaa, , 
se  poniamo: 

&-a=ho+pVz,tp2%h, + p3%h,+p4"h4 

e moltiplichiamo queste equazioni, membro per membro, avremo per la 
(z , -a)( t , -a)=17 cinque equazioni dalle quali dedurre i valori di ho, hl.. . .h,. 
Questi valori, posto : 

sono i seguenti: 

una qualunque di esse potendo considerarsi corne conseguenza delle altre 
due. 

Se ne deduce che indicando con a, una indeterminata, e ponendo hl= ai, 
h,=a:, si hanno le : 

lzO=ala,,  h ,=2a0a, :  Iz,==2aoa,, 
e sostituendo : 

ip- a==(ao +pa" a, + p3'ap)"((a~+ a,a,) . 
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Notiamo che essendo identicamente : 

dalle espressioni superiori si deducono pei valori di a,, a,, a,  le seguenti: 

si ottengono facilmente le : 

Per queste relazioni risultano : 

ma essendo a, a2=a-ni, si avrà sostituendo che : 

per cui ponendo nella (1) z,  in luogo di z ,  poi dalla equazione identica che 
ne risulta deducendo il valore di 5 (a3-b)2,  si ottiene dopo alcune riduzioni : 
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Questa relazioile, trovata a priori, fra k, e z, , verificasi facilmente, for- 
mancio il quadrato, sussistere fra due qualsivogliano radici t, n corrispon- 
denti; abbiamo cosi dimostrato il seguente:  

La equaniotze d i  cui le radici soddisfantto alle relnzioni : 
- v;+ vz+ vq+ \Iz+ y%= \15ZO, 

\(Zo+p"+p4 qg+ p \Iz+p3 v-;=o 
\(Zo+p3 G+p & k p 4  q\Iz,+p2 \1%=0 

ha  la forma: 

' ( ~ - a ) ~ - ~ a ( z - a ) ~ + 1 0  b ( ~ - a ) ~ - 4 c  (2-a) f 5 b 2 - 4 a c c 0 ,  

e I' al tra dellu stessa forma, che si ottiene evidentemente da essa dividen- 
done i termini  per ( 5  b2-4ac) ( ~ - a ) ~ ,  h a  le radici legate dalle: 

F0+ l\iF+ \'&+ \if3+ K=-\IRo 
\i@-p df,+p2 f\IF,+p3 c 3 + p 4  yfb=0 

g-',+p"6+p3 \/%+p2 \I&+p \1&=0 ' 

Infine fra due coppie d i  rndici corrispondenti S ,  z sussistono le relazloni: 
- 

s $[ = (z5-1~a24+35~2z3-59a3z2+9 bz2+48a4z-23ahz-15u5+ 19a2b - 4 6 )  fi (l)! 

o \IY=-(c5- 1 O 0 c c ~ ~ + 3 5 c c ~ ~ ~ - j 9 ~ ~ ~ ~ ~ + 9 ~ ~ ~ + 4 8 u ~ ~ -  23a$t-15a5i- 1 Su2/?-9) \15 
essendo : 

s=2(a3-b)vSb2-4nc, ~ = 2 ( a ~ - p ) \ j 5 p " 4 ~ ~ .  

2 . O  Posto : 

e risultando pel valore di a :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



226 B rioschi : Equazioni del quinto grado. 

si hanno le relazioni seguenti: 

dg - = 2 ( a o ; i R + b o T + 5 c o  E d\/Z, d\/E a\/; x)=l , 
da, 

d \ / Z S  - - - a, ai?8 x+ b, d\/Zs db +5c1 W.G dc =p4# ; 
da, 

dalle quali ponendo : 

Ora scrivendo il determinante 6 sotto la forma: 

S =  

g dg" -= 
da 

e moltiplicando i determinanti dei due. membri delle equazioni superiori pes 
quest'ultima forma di 8 ,  posto: 

2a0 2b0 2c, 

a2 b 2  c2 

a1 bl C l  

si ottengono le equazioni seguenti : 

P = - 1 6 h ,  h= 

si deducono le: 

I 2b0 Cc, 

s8 b, c, 

s~~ bl cl 

d v ' z  - 
; 8 - 

2a0 1 2c0 

a,  p8 c, 

ai p4" C l  

z, ; 58 - = 
dc 

2a, 2b0 1 ' 

a, b, p8 

a1 b~ p4" 
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Brioschi: Eyuazioni del quinto grado. 227 

nelle quali: 

~ ~ ~ = b , + p % ~ + p ~ % ~ ;  ~ ~ = ~ , + p ~ c , + p ~ ~ c , .  

Notiamo dapprima che essendo: 

32a&a2 - 4agaSni - a,  (ai + ai) , 

pei valori di a, b si giunge alla: 

1 

la  quale, pel valore di 5(a3-b)= dedotto dalla equazione ( I ) ,  dCt la relazione che 
lega le radici z: e z, od in generale due radici corrispondenti z', z: ossia la: 

2(a3-b) \iZI=(z5-10az4+35a2z3-61a3z2+ 11 b~~+6Oa~z-35abz-25a~+29a~b-4~) \(Y (2)' 

ed analogamente : 

O più semplicemente: 

~\/~~~a~~~+(z4-9az3+27a2z2-39a3z+9bz+20a4-14ab) \IZ. 

Si ha dunque il 

Se le rudici zoO, no,.  . , z, d i  una equazione del sesto grado godono della 
proprietà indicatu ne1 teorernu 1." si hanno aitri due sistemi di  ra- 
dici xrm , z1 ,,,.. , ; z''= , zlto,. . . . , pei quali si verificnrco le identiche proprietd. 
U n n  qunlsivoglia radice d i  un siste~nu si pub esprilnere in funzione Ta- 
zionale intera della corrisportdenle radice in un a,ltro sistema e dei coef- 
ficienti a ,  b , c . 
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428 Brioscl-ii : Equazioni clel quinto grado. 

3.' Le equazioni (2)  danno facilmente per a , a', cd1,. . . i valori se- 
guenti : 

af=8aab+c, af f=b(4ac-3b2) ,  Z=a(4ac-b2), m=c ,  n=3b7 (3) 

pei quali: 

h=27b"ccY -%aS b4+40u4b%+20a2bc2-45 cc. b9c-16a5c2 

Inoltse si deducono le : 

a'aff- la=e=40 a3 b2c + 4 a b  c2-25a2b4-3b3c-16a4c\ 

a f~a-rn5~n-afrn=f=4a2bc-3  a b3-c2; aar-n2=g=8a8b+ac-9b2, 

rnn-a 1 = ~ = 3 b c - - 4 a ~ c + a ~ b ~  , lm-afrri=$=4a2c2-13a b2c+ 9b4 ; 

percid sviluppando i determinanti superiori si otterranno le relazioni: 

e le reciproche: 

dalle quali si b levato l'indice s,  perchè evidentemente sussistono anche per 
s=m. Queste relazioiii dimostrano il seguente 

d i 2  ddZ ddz 1 tw sistemi di  radici che si dedztcono dalle espressioni -- -- , - 
dd db dc 

hanno le proprietà del sistema di radici del teoremu 1 . O  
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4.O Posto analogamente alle (3) : 

i sistemi di radici q ,  ( avranno le proprietà del sistema E. Ora se in queste 
relazioni si sostituiscono alle a, a,, . .. i loro valori formati colle a, b,  c ed 
osservasi che : 

ponendo per \15 il valore format0 con \IZ del teorema I.O, si ottengono dopo 
alcune riduzioni le seguenti : 

essendo @(\(a) il secondo membro della (1)' e: 

Se quindi poniamo: 

ed indichiamo con F,(V;) il secondo membro della (2)' , onde: 

2(a3-b) \Iil=F,(\jZ), 2(a3-b) vP=a2F,(va)+(a3-b)F2(\IZ),  
si ha il 

Se con $2 s i  indica una qualsivoglia delle tre funnioni i n t e ~ e  di  \It cioè:  
fi, Fi (@) ,  I ; P ( $ i ) ,  essa socldisfà adle tre relazioni: 
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Brioschi: Equazioni del quinto grado. 

e se con fZ si rappresenta u n u  delle tre funnioni -P( \ IZ) ,  @,(\IL), @,(y;), la 
medesima soddisfh alle tre relazioni che si ottengono dalle sziperiori mutan- 
do i l  segno del  secondo membro della prima e sostituendo pz in luogo d i  p 
nelle altre. B P o i  evidente che qualunque altra funzione d i  \Ii la qztale sod- 
clisfaccia alle relazioni szrperiori si otterrù. rnolliplica.izc10 le @, F,(\ji), P2(f i )  
per opportuni coeflcienti, costanti rispetto a z ,  ed analogamente ne1 se- 
condo caso. 

5 . O  Dimostrato non esistere che tre funzioni intiere di \IZ, le quali sod- 
disfacciano alle relazioni lineari del teorema 4O, e che tutte le altre sono 
funzioni lineari di quelle tre;  sciegliamo per le medesime quelle che si sono 
indicate con y,?, \IZ', \IFz" Se con esse formiamo 1' espressione : 

nella quale p , q ,  r sono tre quantitLt indeterminate, 1' equazione di cui le 
radici sono le 2, , Z,, . . , 2, avr& la forma: 

e le A ,  B, C saranno funzioni omogeilee del secondo, sesto, decimo grado 
delle p ,  q ,  r. Ora ponendo per brevith : 

ed introducendo le denominazioni : 

f,=y5-4ay4+l Oby"4c, f4=y4-4ccy3+1 0by , f,=y3-4aya+10b, f2=y2-4ay, f,=y-4a; 
i valori delle \Iz& \IF in funzione di \ I Z ,  eseguendo il qiiadrato, danno pel 
valore di Y la espressione: 

nella quale le t, t ,,.., sono funzioni omopenee del secondo grado delle p, q, Y. 
La formazione della equazione del sesto grado in Y é quindi ridotta ad un 
problema di trasformazione, e la formola di trasformazione è quella che il 
sig. HERMITE ha opport unamente sostitiiita ail' antica di Tsc~rnn-am , nella 
quale perd i coefficienti t ,  t ,,.., non sono indipendenti ma funzioni di tre 
sole indeterminate 1, M , n. 
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Brioschi :  Equâzioni del quinto grado. 231 

i d o r i  del13 t ,  t ,  , . . . soüo i seguenti : 

t=4up3-Sa2bqe-b(4uc-3b2)r2-3a(4ac-byqr +2crp+9bpq , 
fo=p2- 10abq2-2bcr2-(4itct 502)q1+, t,=- 5Oy"2cqr- brp-2upq, 

t,=-4a2qa- bV2-4abqr-pq, t,=nq2+cr2 + 3 b q r 7  t,=pr-q2 ; 

ed osservando essere : 

Z, f1=-20~ ,  zf,=o, 2f3=30b, 2 f4=0,  df5=-4c, 

si ottiene la:  

b;Y=iA=Gt-20ntO+30bt,-kt,, 

ossia : 
A=cip2+cc'$ + a"r2+'21qr+2t~2rp+-2npq, 

nella quale a', al f ,  1 ,  ~ r z ,  n hanno i v a h i  (3). 
Se ors si considera che il prodotto d; due funzioni qualsivogliano f k 

esprimibile evidentemente in  funzione lineare delle funzioni stesse, si hanno 
ciok le: 

f;=f2-4ufi; f~=f4-4af3-IOb~i;  fi=-4af5+10bf3+4cf,-c; 

f;=I0bIFg+4cT3-vfi ; f;=-4cf5-u[*; f1f2=ICQ-4n.f2-10b; 

fif3=f;-4af3; fiL=r5-4uf4+4c; f l f 5=-4 th -v ;  f,f3=f,-4a1',+4c; 

f2f4=-4af5 +4cfi -21; f 2 f 5  =- vfi ; f&= 10br4 -t- 4cf2- vf,; 

f3f5 = 1 0 bf5 - f) f2  ; f4 f5  = - vf3 9 

posto v=5b2-4ac; si otterranno per Y ' ,  Ys, ... espressioni analoglle a quella 
di Y,  dalle quali si potrebbero facilmente dedurre pei valori di  B , C, espres- 
sioni simbûliche di forma eguale a quella Qrovata più sopra pel valore di A. 

(C0,ltilluo). 
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Sulle relazioni tra diversi integrali definiti 
che giovano ad esprimere la soluzione 

generale della equazione di Riccati. 
(del  prof. L. S C H L A F L I ,  a Berna). 

S e  nella equazione di K r c c ~ ~ r ,  dopo avorla ridotta alla forma: 

du+t-"-'u2dt=tadt, (1) 

dove per le potenze t-"-', ta si devono intendere e-(a")l*gt, ealOgt , con uno 
alooy stesso valore di logt ,  si sostituisca te ta+ '  -i , essa si cambierà in al 

Integrando questa equazione per serie, si trova la funzione : 

la quale costituisce un caso particolare della serie ipergeometrica di GAUSS 
c couverge per ogni valore finito della t ;  ed allora, indicando con A ,  B 
due costanti arbitrarie, 

y = AF(a, t )  $Bt-"F(-a, t) 

6 l'integrale completo della (2). Infatti, mettendo la (2) sotto la forma: 

ecl auvertendo chs: 

si vedrà clle la (2) & soddisfatta si da y=F(a,t) , che da y= t - aF ( -~ ,  t). In COU- 

seguenza, l'integrale completo della equazione di RICCATI i l )  é 
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ed ha per oostante d'integrazione. 

Applicando un noto metodo per ottenere un integrale definito che sod- 
disfaccia alla (2) , poniamo : 

M 
y = ! e t m -  ma dm, 

dove m dinota una variabile ausiliare ed M una funzione di essa. Ne segue 
la condizione : 

Qiiindi facendo : 
alogN f i t 1  4 ----- 

am m m 2 -  

donde ~ = m , ~ + l e - + ,  avnmo: 
8 

e perché svanisca l'eccesso del valore finale di questa espressione sopra il 
valore iniziale , basta condurre 1' argomeuto sn ne1 piano rappresentativo (*) 
dalla parte orientale del10 zero fino ad un punto dell' orizzonte dove la parte 
reale di trn sia positiva, per esempio a quel punto il quale possiede la fase 

1 di - Se per maggior semplicità supponiamo la  parte reale di t esser po- 
1 

sitiva, basterii condurre m sull'asse positivo dallo zero fino al levante. e 
sar& permesso di scrivere : 

1 Sia Vr=x avente positiva la parte reale , m=- ee; ne verrh: 
x 

(') Vedi pag. 109 di questo tomo. 

Awaald di Mabenaabica, tomo 1. 3 O 
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234 ~ c h l a f l i :  Relazioni  tra diversi  integral i  definiti, ecc. 

dove per brevitCl poniamo: 

La sostituzione t = x2 cangia la (2) in : 

Se perd: 

ne seguirg: 

e poi M=(m2-4) ; dunque bisogna scegliere una via d'integrazione tale 

. dx si annulli. Non sono da considerarsi che tre punti, 

m=cc (l'orizzonte) , m= 2,  m =- 2. Perché il cammino dell'integrazione in- 
cominci O finisca ne1 primo, quel punto dell'orizzonte deve avere la fase 

9 di - - , O distarne meno di un quadrante; e perche esso cammino possa 
a 

uscire da1 secondo O terzo punto, bisogna che l'esponente a++ abbia po- 
sitiva la sua parte reale. Quando ha luogo quest' ultimo caso, vi sono tre 
vie d' integrazioni possibili (2,  oc), (- 2,  oc) , (- 2 ,  2) ; gli integrali y corri- 
spondenti soddisfacendo ad una relazione lineare ed omogenea (giacchb un 
giro complet0 lungo i lati del triangolo (-2, 2, oc), il quale perd non ne cir- 
condi i vertici, da a!17integrale y il valore nullo). Ma quando la parte reale 
di a++ è nulla O negativa, é affatto necessario che nella regione opportuna 
dell'orizzonte cominci ad un tempo e finisca la via d' integrazione, la quale 
deve inoltre girare intorno all'uno O all'altro dei dei due punti 2 e -2. So- 
lamente il cas0 che u++ sia inter0 offre difficoltà ulteriori. -Per semplificare 
supponiamo x positivo, a+$ positivo, e consideriamo solamente la via da 
-2 a 2, e quella da -2 al ponente. Per la prima convien porre m=2cosû, 
per la seconda m=-2coshO; avremo i due integrali particolari: 
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Schlafli: Relazioni tra diversi integrali definiti, ecc. 238 

E poichè, se F(a) soddisfà alla (3), vi soddisfà anche x+" $'(-a), gli in- 
tegrali : 

sussistenti ne1 cas0 di a<$, sono anch'essi soluzioni della (3). Pel caso di 
X > O ,  -+==a+ , conosciamo adunque cinque integrali particolari della (3), 
mentre non più di due possono essere indipendenti tra h o .  per mettere le 
cose in piena luce, tentiamo di ridurre ciascuna di quel13 cinqlie forme in- 
tegrali (A) ,..,(E) alla forma normale AF(a,t) + Bt-"F(-a,t). 

1. La forma (A) si rappresenti cosi: 

Giovandosi del10 sviluppo : 

donde segue per la differenziazione : 

e ponendo 2xcoshO=u, si ottiene: 

Indicando con Sn l'integrale ne1 secondo membro, si ha da integrare: 

Per determinare la costante d' integrazione, possiamo far uso di una scala 
di recursione, nota dalla teoria delle funzioni gamma, e troveremo: 
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Quindi , ponendo per brevità: 

si ricava: 

La somma infinita A, è un cas0 particolare di quest'altra: 

cioè A,=f (a,m,O) , mentre 10 sviluppo ( a )  somministra: 

Dunque facendo : 

si ha: 
f (a, m, 0) = S(a, m, O) + cos t. 

Per determinare la costante d'integrazione, bisogna ricorrere ad m a  scala 
di relazione. Si trova (*) 

C) Potrei aggiungere anche queste reiazioni : 

f(a,m,Q)=f(af i,m-i,B)+f(a-l,nt-1,0); 
(mn-aa)f(a,m,~)-4m(m-~i)f(a,m-2,û)=ea~(2coshû)m(mtanhû-a), 
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937 

ed in forza della (b): 

e cosi di seguito; in generale, se m è intero positivo, e 6 positivo , si ha 
fia, m, O)=S(a,m, 4, cosicchè cost. =O. Quindi : 

&- funzione dispari di a. Sostituendo : 

nella prima espressione di A,, troveremo : 

dunque finalmente : 

Tc va=- x-~F(-u, x2)- I S B 2 ~ ~ 0 s e c o s a 0 .  de. 
senan  senax  , (4 

Percid la prima forma integrale é : 
w 

e-2xc~~h,g+a/jdO- 7e L. ~ - ~ F ( - a , x ~ ) - x ~ F ( a , x ~ )  sen ar 

Prima di passare alla discussione delle altre forme, facciamo I'osservazione 
che, cambiando a in -a, dalla (c) si desume: 

espressione convergente per qualunque valore finito di a ,  purchb l a  parte 
reale di x sia positiva. Ma egli b facile il far si che questa formola sussista 
per ogni valore finito di x. Supposto per esempio che la fase 9 di 
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7C 
x = r ( c o s ~ t i s e n ~ )  decresca da O fino a -q, potremo assumere e=K+ip 
per limite superiore del secondo integrale, allorquando sia x=re+is (dino- 
tando con K l'infinito positivo). Sarà: 

epperd 

O fin0 

questa 

Lungo 

-2 xcos ho=-r ( e K t  e-K-2iP), . 
l'integrale conserverLt 10 stesso grado di convergenza, mentre /3 va da 

7C 
a - Fissato finalmente il termine della via d'integrazione in K+ iz , 

4 ' 2 

pu6 essere condotta da O ad i-, poi da i i  a dirittura verso ~ + f .  
2 

il primo tratto di via l'integrale è (mutando 8 in i8) : 

i7r 
e lungo il secondo tratto, mutando 0 in %+O, abbiamo : 

ian - 
Inoltre si ha x-a=r-"e . Prendendo ne1 primo integrale della espres- 

7°C 
sione (4) due interralli 0<0<-, - < O < % ,  per mutare ne1 secondo inter- 

2 2 
tervallo 8 in 71-0, avvertendo che : 

e scrivendo, finalmente x in luogo di r ,  troveremo: 

7C Tc formola sussistente finché la fase di x è compresa fra -- e -. 
2 4 

Le formole (4) e (5) entrambe giovano in ogni cas0 ad esprimere F(a,xa) 
per mezzo di integrali assai convergenti. 

Se per evitare l'uguaglianza dei fattori di avessimo scritto : 

a2y 1 t g+(-R t+a+l)ay at -y = O (K=infinito positive), 
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in luogo della (2), avremmo potiito sperimentare anche una seconda soluzione: 

la via d'integrazione partendo da O e ritornando a O, dopo un giro attorno 
ad 1, ed assunte positive le potenze di n, z-1 nell'istante in cui z diventa 
positivo e maggiore di 1. Ma sviluppando la funzione esponenziale e gio- 
vandosi delle funzioni gamma, questa soluzione si riduce a SinK"F(a, t ) ,  
sema fornire una espressione integrale libera da K. 

II. La formola (B) diventa : 

cioh la formola mtissima: 
2xcose 2a 

e sen B.d9=r(+)r(a++)F(a, xe) , 

1 purch6 sia a>-, . 
III. Posto 2xcoshO=u, la terza forma (C) diventa : 

pel valore dell'ultimo integrale. La sostituzione di questa espressione con- 
tribuisce, pel suo primo termine, al10 sviluppo della y il gruppo: 
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in virth della : 
1 r (ga-2n) =2h-2n-1 - r(a-n)r(a-n++), 

r (il 
il coefficientc di x2" diventa : 

e perd il gruppo medesirno ha il valore: 

Quanto all'altro gruppo proveniente da1 secondo termine (sommatorio) di 
quella espressione, esso procede secondo le potenze I , x , x",.. ; il coeffi- 
ciente di -xm è: 

(convergente come 2n-a-3/2, cosicchh la condizione della c,onvergenza ri- 
chiede a>-+) 

r ( a +  i)r -a-- sen (.z+ 1)7~ 
- - ( 4)-(-ii--l.+r<+ir(a+il. e 

ll(m+ I 1 ~ ( y )  r ( ~ + i ) ~ ' ( a + % + ~ ) s e n ( a x + ~  ( ln + i>x 

e si annulla per conseguenza ogniqualvolta ria è positivo e dispari. Met- 
tendo perd 2n in luogo di rn , abbiamo : 

pel coefficiente di - x Z n ;  donde segue: 

pel valore del secondo gruppo. Finalmente si ha : 

purchb sia a 2 --8- - 
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Il paragone delle (A) e (C) fornisce la uguaglianza: 

della quale non seppi scoprire una dimostrazione diretta, benchè sembri 
che un integrale doppio, opportunamente costituito , debba condurvi. Ma la 
formola (B) é una conseguenza immediata della ( C I ) ;  per convincersene bi- 
sogna far retrocedere la fase di x da O fino a -fi, e ad un tempo il limite su- 
periore dell' integrale (C)  da1 Eevan te fino a levante + i ~ .  

Per quanto concerne il metodo qui adoperato per trovar degli integrali 
definiti che soddisfacciano ad una equazione differenziale lineare ed omo- 
genea con coefficienti lineari , alcuni scrittori , come SPITZER e DIEKGER, 
sembrano aver creduto ch'esso non 'sia applicabile a tutti i casi. Ecco un 
esempio di tale natura, tratto da DIENGER, Calcolo di$ ed int. vol. II, 
pag. 105 ( f )  : 

Alla equazione differenziale lineare ed omogenea del second'ordine : 

a% (x-a) (x- b) (x-c) 2x2 - 

+(a+Pty-l)[cx(x-a)+P(x-b)+y(x-c)] y=O 9 

soddisfà 1' integrale definito : 

ogni qua1 volta la via d'integrazione sia idonea ad annullar l'espressione: 

(inteso che la via d'integrazione sia la stessa in ambedue gli integrali), 
senza annullar ad un tempo il valore della y. Ma ciO b sempre possibile, 
poiché almeno uno dei quattro esponenti a ,  P ,  y,-(a+P+y) sarà positivo 
(od avrà positiva la sua parte reale). Se fosse, per esempio, l'ultimo il solo 
positivo, potremmo tracciare la via d'integrazione da1 punto x intorno ad 
uno de'tre altri a, b, c e ritornare all'z, purch& essa racchiuda quell'unico punto, 
e4 avremmo in ta1 modo tre integrali y ,  legati perd da una relazione lineare 
ed omogenea, giacchè l'integrale y corrispondente ad un cammino rientrante 

Annali di Maternc~fica, tom0 1. 3 1  
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che racchiude tutti e quattro i punti a,  b, c ,  x ha il valore zero. Che la 
stessa variabile x sia limite dell'integrale y ,  non fa ostacolo alla giustczza 

-a-!-y 
dei soliti ragionamenti, perché (t-x) svanisce a questo limite ne1 
cas0 supposto. 

11 metodo & in difetto solamente quando uno degli esponenti & intero. 
Indicando con f ,  g due funzioni intere, se 8 proposta la equazione dif- 

ferenziale : 

xf -- y t g  - y=O, 
(lx) (ax) 

questa sarA soddisfatta dall' integrale definito : 

T 
y=[extm d t  , ove log T=[# dt  , 

ogni qual volta la via d' integrazione, partendo da od arrivaildo a t=m 

O ad una radice della f(t)=O, aiinulli la -(ext T) . dt ,  senza annullare y. SP 
Supposto che la g non superi in  grado la f, anche se T diventasse infinito 
per tutte le radici della f(t)=O, vi sarebbe perd una regione opportuns del- 
l'orizzonte per corninciare e terminar la via d'integrazione, la qual via do- 
vrebbe allora racchiudere alcuna di dette radici. 
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Alcune osservazioni intorrio alle funzioni 

di Laplace. 

(del prof'. L. S G H L ~ L I  , a Berna). 

Irnaginiarno una funzione 9 delle tre variabili indipendenti x, y ,  z ,  la 
soddisfaccia alla equazione : 

Ipunti (") (x, y, z), dove la funzione 9 non ammette 10 sviluppo di TAYLOR, 
se ve ne sono, O sono isolati, O costituiscono delle Iinee nodali, ovvero 
t utt' al pi& delle superficie nodali, Dunque, se, per caso, ne1 punto (0, 0, 0) 
la funzione non ammettesse tale sviluppo, potremmo assumere un altro punto 
(a, 6, c ) ,  tale che in esso la 9 comporti 10 sviluppo di TAYLOR. Prendendo 
poi questo punto per origine, ciok mutando x, y, z in a+x, bfy ,  ctz, la 
equazione (1) non cambierebbe di forma. Perci6, in ogni cas0 k permesso 
di ammettere 10 sviluppo : 

indicando con [a, P, y ]  un coefficiente, purchk i valori assoluti di ciascuna 
variabile non oltrepassino certi limiti. 1 coefficienti poi vengono dalla (1) sot- 
tomessi alle condizioni : 

Quindi si vede che i coefficienti, pei quali la somma degli indici è diversa, 
non potranno essere legati, ma invece ogni gruppo di termini del10 stesso 
graclo soddisfarCl da se alla (1). Indicato con n il grado di siffatto gruppo, 

(') Chiedo licenza di usare questa espressione per indicare un gruppo di valori di lutte le 
variahili indipendenti. 
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avremo a+P+ y =n-2, condizione che ammette +n(n-1) soluzioni; e 
perd tale b il numero delle relazioni tra i coefficienti appartenenti al grado n; 
mentre il numero di questi è +(n+l)(n+2) e cosi avanza quel10 di 2 n + l ,  
Vi sono adunque 2n+l coefficienti fra loro indipendenti, se perd anche quelle 
relazioni sono tutte essenzialmente diverse. Che questo è appunto il nostro 
caso, è facile convincersene. Siccome in una relazione i primi indici (per 
esempio) differiscono fra loro di 2, tutti quei coefficienti il cui primo indice 
è O od 1 non sono mai legati da alcuna relazione. La prima serie di essi 
(a=O) conta n t 4  coefficienti, l a  seconda (a=l)  ne conta n. Dunque ve 
ne sono infatti 2 n t 1  fra loro indipendenti. Ma non più, perchè ogni coef- 
ficiente col primo indice ai -2 jserie a + 2) é funzione lineare ed omogenea 
di due coefficienti dalla serie a, epperd finir& per presentarsi come funzione 
lineare ed omogenea dei termini della serie O O della serie 1, secondochb 
il  suo primo indice é pari O dispari. 

Quindi quel gruppo di grado n, cavato dallo sviluppo completo della 9, è 
un aggregato di 2n +1 funzioni intere ed omogenee, ciascuna delle quali 
è molt,iplicata per una costante, che rimane indeterminata finch& non vi si 
aggiungano condizioni ulteriori; ed é chiitro che ciascuna di tali singole 
funzioni soddisfà da sé sola alla (1). 

n 
Supposto che sia $= ( a x t b  y + cz) , la (1) richiederà la  a2+ ba+ c L 0 .  

Allora il notissimo metodo di esprimere razionalmente i lati di un triangolo 
rettangolo ne suggerisce la soluzione a=2t ,  b=t2-1, c-i(ta+l), onde: 

dviluppata secondo le potenze della costante indeterminata t, la funzione 
conterrà 2n+1 termini, ciascuno dei quali soddisfarà alla (1), giacchb il 
risultato della operazione eseguita sulla $ deve annullarsi identicamente 
rispetto alla indeterminata t .  Per effettuare 10 sviluppo, facciamo y +iz=p, 

Mutando poi 9, 3% p,  q rispettivamente in  : 
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dove : 
1 m-n a m  ' n. 

Tm= - nm p -(xZ-l) a xm . 

Ma siccorne Y= (p  t2 +'Lx t - q j ,  cosi anche : 

n 2n-m Zn-m 

epperd Tm sarlt (-1) . (-1) x p e l  coefficiente di ( -- ) nello sviluppo 

di [q (-))P+2s(-f)-p]'', il qua1 coefficiente si ricava dalla espressione 

di  Tm mutando rn, p, q in 2n-m, q, p. Dunque si ha:  

il che, a causa di pq =l  -x" porta sec0 la uguaglianza : 

Indicando con Z qualsivoglia funzione delle tre nuove variabili r, x, 6, si 
ha adesso: 

e la equazione (rn Tm) =O B soddisfatta identicamente ; ossia , dividende 
pex+ ru-Qd omettendo l'indice m, si ha : 

che è la nota definizione delle funzioni di LAPLACE pel grado n. 
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Lo sviluppo della distanza inversa fra due punti, dati per le loro coor- 
dinate polari pud ottenersi ne1 modo seguente. Sia: 

sasa U, il coefficiente di h" nello sviluppo di ( + ) , corne si pu6 

dimostrare per mezzo della formola lagrangiana di riversione od altrimenti ; 
epperd Un & funzione intera di u del grado n. Ma per isviluppare Un se- 
condo l e  2n+1 funzioni di LAPLACE, poniamo: 

onde : 

Riguardando poi la E come costante, la Un si presenta qua1 funzione in- 
tera di grado 2n dell'argomento x-EX', epper6 si annulla sotto la opera- 

a a zione - + s - =Dr+&D. Dall'altro canto, sviluppando Un come funzione a ax 
2 

4-$2 -, 4 -a1 
di - 2 

r +xxr+ p e ,  secondo le  potenze delle E ,  si abbia: 

Supposta la e infinitamente piccola, si trova: 

2 

Inoltre il supporre x=l ci dà u=x'-+ (x' - 1) E ,  percib : 

ntt i l  che, mediante la (3) ed avvertendo che nn.n(iz--h) (+);)a b il coefficiente di 
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*+A n 7a 

h nello sviluppo di hn(l ++ h)  =(+) [(1 + h2) -lln, si trasforma in : 

L n  A 
(pel caso di x = l ) .  Ora perche I'operazione D1+eD eseguita sopra' U, =x A E 

Â=-a 2 

ha zero per risultato, ne segve la serie di condizioni DIAA+DA = O  
Li 

(A=-n, -n t l  , . . ,n) , alla prima delle quaii, DfA,,=O , b çià soddisfatto da : 

2 

A-, = - 
ïIn.ïIn 

La seconda D'A-,+,+Dr!-,= O ci dà : 

eqiiazione integrabile; e poichh per x=l si ha A,+,=O, se ne ricava: 

e cosi possiamo proseguire integrando successivamente tutte le equazioni di 
condizione e determinando ogni volta la costante d'integrazione, col porre 
x=1. Al risultato finale si pu6 dare la forma : 

$n+l t_ b2n+4 
supposto che la frazione della forma rappresenti 18 funzione in- 

a + b  
2% Zn-1 2, 

tera a -a b + . . . +  b . Del resto sarà facile ridurre questa espressione 
alla solita forma. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rappresentazione di una classe di superficie 
gobbe sopra un piano, e determinazione 

delle loro curve assintotiche. 

(del  prof L. CREMONA, a Milano). 

1. Una superficie gobba sia rappresentata punto  per punto  sopra un 
piano. Le imagini delle generatrici rettilinee saranno linee di g e n er e 0, for- 
manti un fascio; quindi trasformando di nuovo, punto per punto, il piano in 
un altro piano, potremo sostituire a quel fascio di linee un fascio di rette. 

Siano adunque le generatrici della superficie gobba rappresentate da rette 
del piano (x y z) ,  passanti per un' origine fissa o. Una sezione piana qual- 
sivoglia della superficie, avendo un solo punto comme con ciascuna gene- 
ratrice, sa& rappresentata da una curva segante in un punto unico ciascun 
raggio del fascio o. Dunque, se p è l'ordine delle curve imagini delle se- 
zioni piane della superficie, esse curve avranno in O un punto (p-l)-plo, 
e perd saranno di genere O. Viceversa, & evidente che, se le sezioni piane 
della superficie sono curve di genere O, la superficie potrCl essere rappresen- 
tata punto per punto sopra un fascio piano di rette. Dunque, affinchb u n a  
superficie gobba s i a  rappresentabi le ,  punto  per  p u n t o ,  s o p r a  u n  
piano, b necessario e sufficiente che l a  superficie s i a  di g e n e r e  O 
(cioè che le generatrici siano individuate da funzioni razionali di  un parame- 
tro variabile) (*). 

2. Qui vogliamo occuparci delle superficie gobbe dotate di due direttrici 
rettilinee M, N, che dapprima supporremo distinte (*y. Siano m, n i gradi 
di moltiplicità delle due direttrici; la superficie sarà del grado m+n e (do- 
vendo essere di genere O) avrà (na-l)(n-l) genera t r ic i  doppie. 

(') SCHWARZ Ueber die geradlinigen Flachen fünften Grades (G. di Borchardt t. 67). 
(") CAYLEY A second metnoir on  skew surfaces, otherwise scrolls (Philos. Transactions 1864, 

p. 561 e seg.). Vedi anche i miei Preliminari di una teoria geom. delle superficie, 57. 
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Rappresentiamo 1M in una retta G del piano (x y z )  ; ed N ne' punti infinita- 
mente vicini all' origine o. Le rn generatrici della superficie, uscenti da uno 
stesso punto di M (e contenute in uno stesso piano per IV) avranno-per 
imagini m rette del fascio O; queste incontreranno G in m punti, che tutti 
corrisponderanno al detto punto della retta multipla M. Tutti gli analoghi 
gruppi di rn punti in G costituiranno un' involuzione di grado m, projettiva 
a quella che formano i gruppi di m piani tangenti alla superficie:ne7 vari 
punti di M. 1 2(m-1) punti doppi dell' involuzione corrisponderanno ai 
punti cuspidali che la superficie possiede in M, cioè a quei punti di 'questa 
direttrice nei quali due generatïici coincidono. Lungo queste 2(m-1) ge-  
n e ra t r  i c i  s i  n g o  l a r i  la superficie & toccata da altrettanti piani passant,i 
per N. 

Vi sarh poi un'altra involuzione di grado n ,  costituita dai raggi del fa- 
scia O ,  aggruppati ad n ad n in modo che un gruppo rappresenti le n ge- 
neratrici uscenti da uno stesso punto di N (e contenute in un piano per A l ) .  
1 punti infinitamente vicini ad O ,  situati nei raggi del gruppo, corrispon- 
deranno tutti insieme al10 stesso punto di N. 1 2(n-1) elementi doppi di 
questa involuzione danno i 2(n-1) punti cuspidali, che la superficie pos- 
siede sulla direttrice N; per essi passano altrettante generatrici singolari, 
lungo le quali la superficie b toccata da piani per M. Questa seconda in- 
voluzione è projettiva a quella che formano i gruppi di piani tangenti nei 
punti di N. 

3. Considerando, in luogo dei raggi per O, i punti ch' essi determinano 
su G ,  le due involuzioni hanno (m-l)(n-1) gruppi con due elementi co- 
muni, cioè in G vi sono (rn-l)(n-l) coppie di punti tali, che i punti di 
ciascuna coppia appartengono sirnultaneamente ad un gruppo della prima 
e ad un gruppo della seconda involuzione. E perd, i punti di siffatta cop- 
pia, uniti ad O ,  danno due raggi che rappresentano insieme una generatrice 
doppia della superficie. 

Siccome un piano qualsivoglia sega M in un punto ed N in un altro 
punto, cosi la curva rappresentante una sezione piana segherà G negli sn 
punti di uno stesso gruppo della prima involuzione, ed in O avrh n rami 
toccati dai raggi di uno stesso gruppo della seconda involuzione; e se p & 
l'oydine della curva, questa avrà in O altre p-l-n tangenti fisse e se- 
gherA G in altri p-m punti fissi. Donde segue che, se m>n, il numero 
,u dev' essere almeno uguale ad m;  e se m=n, il minimo valore di p è m t  1. 

4. 1 punti del piano rappresentativo si riferiscano ad un triangolo fon- 
.-ln?v~li di ,?Intrmnticn, t o ~ o  i.  32 
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damentale, un vertice del quale (x= y =O) sia in O ed il lato opposto (z=O) sia 
nella retta G. Siano u ,  v due forme (binarie) omogenee del grado m in x ,  y ,  
projet tive a due gruppi della prima involuzione; allora un gruppo qualunque 
della medesima involuzione sarà rappresentato da cuf eu dove c ,  e sono 
coefficienti costanti (il cui rapporto & determinato da un punto della retta 
M). Similmente, un gruppo qualunque della seconda involuzione sarh rap- 
presentato da ao + b0 ,  dove a ,  b sono coefficienti costanti (il cui rapporto 
è determinato da un punto di N ) ,  ed 0, 8 sono due forme omogenee del 
grado n in x, y, projettive a due gruppi della involuzione medesima. 

Ritenuto m>n, potremo rappresentare le  sezioni piane della superficie 
gobba mediante curve d'ordine nz, aventi m-1 rami incrociati in O ,  de' quali 

m(m-l)  m-n-l siano toccati da altrettante rette fisse. Cid equivale ad - 
2 +m.-n-l 

condizioni lineari. Inoltre le altre tangenti in O ed i punti d'intersezione 
colla retta G devono essere dati da gruppi delle due involuzioni; il che 
equivale ad altre (n- l )+ (m-l) condizioni lineari. Le imagini delle sezioni 
piane saranno adunque curve d' ordine In, soggette ad i m ( m t 3 ) - 3  condi- 
zioni lineari comuni; vale a dire, ciascuna di esse sarà determinata linear- 
mente da tre punti, corne accade appunto per un piano nello spazio. Due 
di quelle curve, avendo g i i  in comune un punto (ln-1)-plo con m-12-1 
tangenti, si segheranno in altri m2-(m-1)2-(m-n-l)=m+ n punti , imagini 
di quelli in cui la superficie é incontrata da una retta nello spazio. 

5. L'equazione generale di tali curve conterrà dunque tre parametri ar- 
bitrari, ciob sarh della forma: 

dove la forma omogenea rp, del grado nt-n-4 in x, y ,  rappresenta le tan- 
geiiti fisse comuni, in o. 

Di qui risulta che le coordinate p ,  q ,  r ,  s di un punto qualunque nello 
spazio potranno essere riferite ad un tale tetraedro fondamentale, che la curva 
(1) sia l'imagine della sezione fatta nella superficie gobba da1 piano: 

Percid la corrispondenza fra i punti della superficie e quelli del piano rap- 
presentativo sar& espressa dalle formole : 
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eliminando dalle quali i rapporti x: y :  z ,  si otterrà l'equazione di grade 
m+n in p ,  q ,  r, s, rappresentante la superficie nello spazio. 

6. Se nella (1) si  fa a=b=O, si ottengono m rette cu+ev=O, concorrenti 
in O e seganti la retta z=0 ne' punti di un gruppo della prima involuzione. 
Dunque il piano cr+es=O sega la superficie secondo m generatrici appog- 
giate in uno stesso punto alla direttrice Ji!; ossia il piano cr+es=O passa 
per 1' altra direttrice N, qualunque siano c ,  e. 

ilnalogamente, se nella (1) si fa c=e=O, si ottieiie una linea composta 
delle rette z=0,  $ = O  e delle n altïe rette au+ b8=0, formanti un gruppo 
della seconda involuzione. Dunque il piano ap + bq=O sega la superficie se- 
condo n generatrici appoggiate in uno stesso punto alla direttrice N; ossia 
il detto piano passa per M, qualunque siano a ,  b. 

Donde si riconosce, la scelta delle coordinate p, q ,  r ,  s consistere in ci6 
che le rette M, N sono due spigoli opposti del tetraedro di riferimento. 

Mediante le formole (3) potremo studiare snl piano rappresentativo 1 a g e  o- 
m e t r i a  de l le  c u r v e  d e l i n e a t e  s u l l a  s u p e r f i c i e  g o b b a .  Proponia- 
moci di determinare le c u r v e  ass  i ri to  t i  ch  e della medesima , cioé le Cum 
le cui tangenti sono le rette osculatrici della superficie (*). 

7. Se la curva 

ZQ(aQ t b ~ )  + c U t e  V= O (4)' - 
ha un punto doppio, altrove che in O, esso punto giacerCL nelle prime PO 

lari relative alla cuwa medesima, e perd le sue coordinate x, y, z annul- 
leraiino le derivate parziali del primo membro della (1)'. Si hanno cosi le 
tre equazioni : 

dove gli indici 1, 2 ,  3 esprimono le derivazioni parziali rispetto ad x , y, a. 
Da queste equazioni si ricavano i valori de' rapporti a: b: c:  e 

(') Cfr. CLEBSCH Ueber die Steinersche Flache (G. di Borchardt t. 6 7 ) )  e la mia nota sulla 
Rappresentazione della superpcie di Steiner e delle superficie gobbe d i  3O grado sopra un p i a m  
(Rendiconti 1st. Lomb. 1867). 
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a = n (u, v,-u,v,) 0 , 
b - r i  (u,vl-ulv,) w , 
~ ~ r n ( o , 0 ~ - w , O , ) z ~ v ~  

e=rn(w18,-w20,) z q u ,  

sostituendo i quali nella (I) ' ,  si otterr% 1' equazione di quella curva del sistema 
(1) che ha due rami incrociati ne1 punto (x y 2). Ora, tale curva si decoih- 
porrà manifestamente nella retta Xy- Yx=O [imagine della generatrice 
contenuta ne1 piano (2) che, per l'ipotesi fatta, B tangente alla superficie 
ne1 punto corrispondente all'(x y z)], ed in una curva d'ordine rn-4, della 
quale dobbiamo determinare la direzione ne1 punto (r: y z). L'equazione di 
questa curva sark adunque : 

e la sua direzione ne1 punto (x y z) sarà espressa dall'equazione differenziale: 

Ora si ha facilmente: 

~ 8 = ( ~ 1 ~ , - ~ 2 ~ 1 ) ~ ( ~ , ~ * - ~ , ~ 1 )  . 
Percii, 1' equazione (4) diverrà : 

donde integrando si ottiene : 

z ~ + ~ ( ~ ~ O ~ - ~ ~ O ~ ) -  ~ ( U ~ V ~ - U ~ V ~ ) = O  y ( 5 )  

essendo k una costante arbitraria. 
Dunque le curve assintotiche della superficie gobba soi10 rappresentate 

su1 piano (x y z )  da un fascio di curve d'ordine 2(m-l), passailti pei 2(~ -1 )  
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pullti fissi (z=O, u,v,-u.,v, = O), che sono gli elementi doppi della prima in- 
voluzione, ed aventi nell'origine 2(rn-1) rami, de' quali 2(m-n-1) sono toc- 
cati a due a due dalle rette $=O,  mentre gli altri 2(n-1) hanno per tan- 
genti le rette 0~8,-o,O,=O, cioé i raggi doppi della seconda involuzione. 

8. Eliminando n fra le equazioni (1) e (5), la risultante, che b del grado 
2(m+n-1), dasà i punti del piano, corrispondenti a quelli ove una curva 
assintotica é incontrata da1 piano (2). Ilunque l e  c u r v c  ass in to t i che  di  
u n a  superficie gobba [~n,n], avente due diret tr ici  re t t i l inee  distinte, 
sono a lgebr iche  e del l 'oïdine S(rn-l-n-l), ed incontrano le diret- 
t r i c i  ne ' r e la t iv i  p u n t i  cuspidali.  

Un raggio qualunque del fascio O incontra la cusva (5) in due altri punti, 
divisi armonicamente da O e da G; dunque ciascuna generatrice della su- 
perficie gobba incontra ciascuna curva assintotica in due punti, divisi armo- 
nicamente dalle due direttrici. Se la generatrice è singolare, i due punti 
d'incontro coincidono ne1 relativo punto cuspidale. 

Un piano passante per la direttrice M e per la generatrice singolare 
appoggiata in uno de'punti cuspidali d i  M, sega una curva assintotica qua- 
lunque (oltre che ne1 detto punto cuspidale) negli altri 2m- 3 punti cuspidali 
di M ed in 2(n-1) punti situati nelle altre n-l generatrici che giacciono 
in quel piano. Ora 2(rn+n-1)-(2m-3) - 2 ( A ) = 3 ;  dunque quel punto 
cuspidale tiene le veci di tre punti comuni alla curva assintotica ed al piano 
segante. Se ora si conduce un altro piano per la stessa generatrice singolare 
e per la direttrice N, questo piano sarà tangente alla superficie lungo la 
detta generatrice e segante secondo altre m-2 generatrici; quindi incontrerà 
la curva assintotica (oltre che ne1 punto cuspidale di 14) nei 2(n-  1) punti 
cuspidali di N ed in 2(m-2) altri punti distribuiti in quelle generatrici. 
Ma 2(m+n-4)-2(n-1)-2 (m-2)=4; dunque il punto cuspidale di lcf 
vale qui per quattro punt,i comuni alla curva assintotica ed al nuovo piano. 
Cid torna a dire che in ciascun punto cuspidale di M, la curva assintotica 
ha un contatto tripunto colla relativa generatrice singolare ed un contatto 
quadripunto col piano passante per questa generatrice e per N. Analogamente, 
in ciascun punto cuspidale di N, la curva assintotica avrA un contatto tri. 
punto colla relativa generatrice singolare ed un contatto quadripunto col 
piano passante per questa generatrice e per M. Cioé le curve assintotiche 
hanno in comune 2(rn+n-2) tangenti stazionarie ed i relativi piinti di 
contatto (i punti cuspidali della superficie) e piani osculatori. 

9. Nella ricerca precedente si é supposto m>n,  onde abbiamo potuto rap- 
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presentare le sezioni piane della superficie gobba con curve d'opdine m. Per 
abbracciare tutt'i casi possibili, basta assumere, in luogo della (1), l'equazione: 

dove, come dianzi, w ,  8 siano di grado n ,  ed u, v d i  grado m; ma 9 sis 
di grado p-n- l  , e S, un'altra forma omogenea di grado p -m in x ,  y ,  cor- 
rispondente ai punti fissi di G ,  comuni a tutte le c m - e  che rappresentano 
le sezioni piane. In luogo della (Fi), si ottiene allora., per le imagini delle 
curve assintotiche , l' equazione : 

cosi che l'ordine delle curve assintotiche é ancora il medesimo. In parti- 
colare, se m=n, potremo porre p-mtl ; 9 si riduce ad una costante, e $J 
risulta di primo grado. 

10. Passiamo ora a considerare il cas0 che le due direttrici rettilinee, mul- 
tiple seconclo i numeri m , n , si avvicinino indefinitamente 1' una all' altra 
sino a coincidere in una retta mica  M. 

Siano p=O, q=O due piani passanti per M, ed r -s =O un piano tangente 
alla superficie, il cui punto di contatto sia r = s = O ,  p-q=0. Questo piano 
segherà la superficie secondo la generatrice p - q= O (r-s= O) , e secondo una 
curva d'ordine m+n-l e di genere O. Supposto m non (n, questa curva 
avrà 921-1 rami incrociati ne1 punto p=q=O (r-s=O), e di questi n-1 toc- 
cati dalla generatrice, che ne1 detto punto avrà m f n-S intersezioni riu- 
nite colla curva. Essendo la curva di genere O, le sue coordinate si po- 
tranno esprimere razionalmente per mezzo di un parametro x: y ;  sia dunque 
per essa: 

p - q : p + q :  r f s :  r-s=ty~%:: ulEay: xyt: O ,  

dove w, E, a, t, sono forme omogenee di x, y, de' gradi m-n, n-1, n-1, rntn-3. 
Si pu6 anche scrivere: 

p: q :  r :  s=zco: uO: v:  v ,  
essendosi posto : 
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Ogni valore del rapport0 x: y dà un punto della curva; al punto p=q=0 
(Y-s= O )  corrispondono le gn-l radici dell'equazione u=O, ed al punto di 
contatto delle superficie col piano r-s=O corrisponde x: y=O. Il piano r+s=0 
é scelto in modo che passi pei punti corrispondenti ad x: y= 0 ,  y :x= 0 .  

Le generatrici della superficie sono aggruppate (in involuzione) ad n ad 
n ,  in modo che quelle di uno stesso griippo sono contenute in un piano 
passante per M e concorrono in un punto della direttrice medesima. Per 
ta1 modo i piani per M ed i punti di M costituiscono due figure projettive; 
al  piano p-q=O corrisponde il punto p=q= O ,  Y-s= O ; al piano p + q= O cor- 
risponda il punto p=g=O, r+s=O, e perd al piano p-Xq=O corrisponderà 
il punto: 

p=q=O , (h+h)r-(1+hX)s=O, 

dove h & una costante, e il un parametro variahile. Il piano p-Aq=O incontra 
la curva nei punti dati dall'equazione : 

cioh ne1 punto multiplo ed in altri n punti a-A6=0; in guisa che al punto 
qualsivoglia : 

della curva (6) corrispondera il punto : 

p :  q :  r :  s:=O: O :  1m+0:  o+hO 

della retta M. 
La retta che unisce questi diie punti corrispondenti k una generatrice della 

superficie. Indicando con z un altro parametro variabile, e con rp una forma 
(arbitraria) omogenea di graclo m-2 in x, y,  le coordinate di un punto qual- 
sivoglia di quella retta, cioé di un punto qualsivoglia della superficie, saranno : 

Ar-s hs-r Cambiando - , - , (h + l ) q  in r ,  s ,  9,  avremo finalmente : 
h - i  la- l  
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dove non & da climenticarsi che le forme binarie u ,  u ,  o, O non sono affatto 
indipendenti fra loro, ma sodisfanno alle relazioni: 

cioè zc ed 0-9 hanno un fattor comune di grado n-1, e v ha un fattor li- 
neare comune con ciascuna delle forme o-0, a+ 0. 

11. In virtù delle formole (7),  la superficie gobba [n2, ?a] è rappresentata 
punto per punto sapa un piano, ne1 quale si considerino le x ,  y ,  z come 
c,oordinate. Alla sezione fatta nella superficie da1 piano: 

corrisponde come imagine la curva d'ordine m+n-4: 

che passa pel punto x=y=O con m+n-2 rami, de'quali rn-2 toccano 
altrettante rette fisse, mentre le tangenti agli altri rami formano un gruppo 
di un'involuzione di grado n, projettiva a quella secondo cui le generatrici 
sono distribuite sulla superficie. 

Le generatrici sono rappreseiltate dalle rette condotte pel punto x= y=O 
ne1 piano rappresentativo. Queste rette sono, corne or ors si b detto, aggruppate 
in un'involiizione di grado n; quelle di uno stesso gruppo, co+e0=0, rap- 
prescntano n generatrici situate in uno stesso piano per M e concorrenti in 
uno stesso punto di M. L'involuzione ha 2 (n-1) raggi doppi, dati dalla 
jacobiana 0~8,-a,fl,; essi rappresentano le generatrici singolari (ciascuna 
delle quali ccincide con una generatrice infinitamente vicina), appoggiate 
alla direttrice M ne' punti cuspidali. La curva (6) ha (rn-l)(n-l) punti 
doppi (e la superficie altrettante generatrici doppie), a ciascun de' quali cor- 
risponderanno dce valori distinti del rapport0 x, y;  dunque ciascuna gene- 
ratrice doppia sarà rappresentata da due rette distinte. 

12. La curva: 

avrA un nodo ne1 punto (zy z) ,  se saranno'sodisfatte le tre equazioni: 

~ + ( a ~ , + b O , ) + ( a +  b)v,+c(uw),+e(u0),=0, 

~ $ ( a o , + b O , ) + ( ~ t  b)v,+c(uo),+e(uO),=O, 

ao +bS) = O ,  
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dalle quali, posto per b re~ i t à :  

nt= o,8,-(~~fl,, 

('WH-n-1)~= ( u f l ) , ~ , - . p ~ ) , ~ ,  , 
(mtn-1)<=(uo\,v,-(.uo),v,, 

ed osservando essere : 

(UGI) ,  (~8)~-(uo), ( ~ O ) ~ = ( m t n - I )  z2E, 

si  ricavano i valori de' rapporti cc. : h : c : e 

a- u 2 k 0 ,  

Sostituendoli nella (IO)',  e dividendo il risultato per X'y - k'x; si ottiene 
l' equazione della curva d' ordine m + n-2 : 

la direzione della quale ne1 punto (x y n)  6 6ata clalla equazione differenxiale: 

yidx+yady+y3dz==0, (12) 
dove : 

0 - 8  A . - yi=u i ' ~ ( w , - u , 9 ) + n ; ~ ~ - ~  2 s 7  

y3=2t2 t2cp ; 

essendosi posto per brevith : 

A= 

V, (U (311 (uQ)i 

v, (uo), (u@2 

VI, ( ~ 4 2  Cu%, 

A w l i  dé Mdemntica, tomo 1. 
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Ora si provano facilmente le identith: 

per conseguenza avremo : 

ossia, avuto riguardo alle (S), (11) : 

Quindi integrando si ha: 

k costante arbitraria. Quest'equazione rappresenta un fascio di curve d'or- 
dine 2m+n-3 e di genere O, aventi in x=y=O un punto (2m+n -4)-plo 
colle tangenti comuni 9 w [=O, fra le quali si trovano le m-n rette w=O 
rappresentanti quelle generatrici che coincidono nella direttrice multipla, e 
le 2 (n-1) rette 4=0 rappresentanti le generatrici singolari. 

13. Eliminando z fra le (7) e la (13) si hanno le equazioni: 

che danno le coordinate di una curva assintotica per ogni valore di k. Dunque 
le curve  assintot iche di u n a  superficie gobba [m,  n ] ,  avente l e  
dire t t r ic i  coincidenti ,  sono  algebriche,  di genere  O e d 'ordine 
2mi-n-2. Esse hanno in comune i punti corrispondenti all'equazione 
w2t=0, ci06 toccano la direttrice negli m-n punti ove una generatrice coin- 
cide colla direttrice medesima, e la segano nei 2(n-1) punti cuspidali. In tutti 
questi punti comuni hanno le stesse rette tangenti e gli stessi piani 
osculatori. 
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Les invariants et  les covariants, 
en qualité de critères pour les racines 

d' une équation. 

(par  H. SCHRAMM , prof. (c 1Vieile.r-Neu.studt). 

MM. SYLVESTER et HERMITE discutbrent récemment la question, comment 
on pourrait employer les invariants comme critéres pour juger la qualité des 
racines d'une équation du cinquième degré, et aussi ils en donnerent la 
solution pour ce cas particulier. 

Les résultats de ces géombtres different en quelque part; ainsi ,M. SYLVESTER 
trouve, p. e., que trois critéres invariantifs suffisent pour reconnaître parfai- 
tement la qualité des racines d'une équation du cinquikme degré (*), pendant 
que M. HERMITE en indique quatre (**). Mais on voit pourtant que l'on peut 
employer les invariants mieux que toute autre fonction des coefficiens, pour 
trouver le nombre des racines imaginaires d'une équation algébrique, puisque 
la transformation linéaire de 1' équation n'altère ni la qualité de ses racines, 
ni le signe de ses invariants. 

C'est précisément ce qui nous faisait étudier la question d'un point de 
vue plus général, en cherchant les moyens d'exprimer l e s  c r i t e res  des 
rac ines  d 'une  équa t ion  de degré quelconque, par  les  i n v a r i a n t s  
e t  l e s  c o v a r i a n t s  de l a  forme q u i ,  éga lée  à zéro, const i tue  l 'équa- 
t ion même.  

('1 Philos. Transactions, 1864, p. 641 et 643.  r) Cambridge and Dublin Journal, b. 9 ,  ou aussi dans le mémoire de M. SYLVESTER, p. 644. 
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L e s  eriteres en forme de covariants. 

On déduira les critères en question directement de la série de STURM. 
Etant donnée une équation algébrique homogène du nieme degré : 

(a,, a,, ... a,xx, y)"=% 

désignons par pl, p,, . . , p, les termes constants de la dite série, que 
M. SYLVESTER a exprimés en fonction des différences des racines a,, cc,, a,, . . , 
a, de l'equation, savoir : 

~ 2 = 2  (a1 -a,Y 9 

p3=z(al-a2)2(a,- a3)e(as-a1)8, etc. 

on sait qu' il y aura autant de racines imaginaires dans l'équation, combien 
il y a de changements de signe dans la série p,, pl ,  p,, p,, . . , p,. On sup- 
posera les deux termes p,=a,, pl=na, toujours positifs, et sous cette sup- 
position nous ne nous occuperons que des autres termes de la série. Ces 
autres termes, excepté le dernier (le discriminant p,=D), ne sont pas encore 
des invariants, et par conséquence on peut les transformer, en transfor- 
mant l'équation par la substitution : 

a,  h, f ,  7 désignant des quantités réelles quelconques. Cette substitution 
changera les valeurs de p,, p,, . . , et leur argument (a,-a,)' prendra la 
forme suivante : 

ou, en désignant les racines de l'équation transformée par: 

et nommant nt le module de transformation: 
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on aura: 

De la même manihre on transformera 'les autres diffbrences, et les fonc- 
tions de M. SYLVESTER deviendront : 

En reduisant les termes de chaque somme au dénominateur commun, 
celui-ci sera toujours une puissance de: 

M2 = (rPi - E)'(7Pa - 4 ) 2 -  -(?Pn - tI2 , 
et par conséquence toujours positif, et q étant supposés réels. Mais 
puisque il ne s'agit que des signes des fonctions p, , p,, . . , il nous sera per- 
mis d'omettre le facteur commun mZ8: M Z T  de tous les termes de la somme 
2 ,  et prendre pour criteres les fonctions suivantes : 

Maintenant il faut prouver que ces  fonctions désignées ic i  par  C,, C,.., 
e n  s u p p o s a n t  4 e t  7 var iables ,  son t  au tan t  de covar ian t s  de l 'é- 
quation transformée,  laquelle apres la transformation contient les racines 

PP 3.. ,@n. 
Démonstration. En substituant pour (a, - a,)" ... leurs valeurs transfor- 

mées, dans les fonctions p z ,  p,, ..., chacune de celles-ci formera une somme 
de fractions, et chaque fraction aura au numérateur e t  au dénominateur les 
mêmes racines, et au même nombre. En réduisant ensuite ces fractions au 
dénominateur commun M2', qui contient toutes les racines h la puissance 
2r, on multipliera chaque numérateur par les facteurs (q3 - g) de M ", ex- 
ceptés ceux qui sont contenus dans le dhominateur de la fraction. 

Ainsi on complétera le nombre de racines dans chaque numérateur; et 
les fonc t ions  C, qui  sont  des sommes symét r iques ,  au ron t  dans 
chaque  t e r m e  toutes  l e s  racines,  e t  chacune  a u  d e g r é  2r. 

Mais on sa i t  qu'une fonction de l a  forme C,, C , , . . ,  douée de 
ce t te  propr ié té ,  est  en  même temps un covar iant  d 'une  forme avec 
les rac ines  @, , P,, . .,& C'est ce que nous avions 8 démontrer, 
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On voit de plus, qu'il est permis de substituer au lieu de ces covariants 
ceux de la forme primitive: 

en changeant dans les fonctions C les racines P en a ,  car la transformation, 
réelle linéaire n'altbre pas la qualité des racines d'une équation algébrique: 

C',=~(a1-a,)2(a,-a3)2(a3-a,)2(ya4-k)4.. . ( ~ a , , - l 3 ~ ,  
C4=~(ai-a,)4(aza3)B(a3-a4)~a,a,)2(a1-a3)<d(a3-a4)2(ya5-I;)ci . . . han-Q6, etc. 

Il faudra encore prouver que les quantités 5 et q ,  supposées variables, 
sont indépendantes l'une de l'autre, même si l'on admet les racines ,B 
égales aux racines a. Cela résulte sans difficulté de la substitution : 

Or, en admettant qu'on ait posé: 

x=xf, y=y', 

il en résulterait la condition: 

i-a 
T = ~  ( l  + f )  , 

mais il est aisé de voir que, m6me dans ce cas particulier, f: et q restent indé- 
pendantes l'une de l'autre, parceque a et h, n'ayant aucune influence sur 
les covariantes C, peuvent varier sans limites. 

Il est donc prouvé que 2 et 17 sont des variables indépendantes, et que l'on 
peut substituer au lieu des covariants de la forme transformée, ceux de la 
primitive. C'est ce qui nous conduit au résultat suivant: 

La  série de STURM peut étre remplacée par la suite des covariants: 

en désignant p a r  D le discriminant, et chaque changement de signe dans 
cette série corresponderu à une paire de racines imaginaires dans l'équation. 

Le premier terme C, est le covariant de M. HESSE; il faut donc ajouter aux 
propriétés nombreuses et remarquables de cette fonction encore la suivante:: 

S i  l e  covariant  Hessien d ' u n e  forme binaire d u  nieme degré a 
d e s  rac ines  rée l l e s ,  l a  forme primit ive a u r a  a u  moins une ou 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Schramm : Critères pour les racines d'une équation. 263 

deux  pai res  de  rac ines  imagina i res ,  se lon que  le d i sc r iminan t  D 
de l a  même forme e s t  négat i f  ou positif. 

Cet énoncé, la vérité duquel découle sans peine de la propriété de la série 
de STURM, subsiste même pour les autres covariants C C ,  . C ,,,,. 

Nous allons maintenant calculer les degrés de ces covariants en ii et 7 
et  aussi leurs degrés dans les coefficiens de la forme primitive. 

On y parvient de la manière suivante. Soit p. e. 

un de ces covariants, qu'on ait obtenu par la transformation linéaire du terme 
p,; il est évident que son premier coefficient c ,  sera egal & p,, parcequ'en 
faisant q= 0, on a : 

(les coefficiens a,, a,,. .. étant supposés ici sans coefficiens binomiaux). 
Le premier coefficient étant donné, on déduira de celui-ci les autres au 

moyen de l'opération indiquée par M. CAYLEY dans ses t Mernoirs upon 
quantics >> par le symbole : 

C,.=t2m~(a1-a2)2 (a2 -aJ2 (a3-apj2.. .=pT42m. 

M. CAYLEY a donné la valeur de p, en forme de déterminant: 

. . . .  a, % a,  a2r-1 
O . . . .  a0 CI,, - 

Par cette opération, la somme des indices de chaque coefficient successif 
c augmentera d'une, unité, et nous n'aurons qu'à former la différence des 
sommes d'indices du premier et du dernier coefficient c,,, pour avoir le degré 
des fonctions C, en et r. 

c0=pr=- 

. . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . B . . . .  

O na, (n-l)a,  ... ( n - 2 r t 2 ) n  ,,-, 
n a ,  (n - l )a ,  in-2)a, ... (9%-2r+l)a2,-, 

. . . .  al 2% 3a,. 2ra2, 
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Or dans le déterminant p,=c, on trouve la somme des indices égale b 
r(r-1).  Le dernier coefficient c,, se déduira du premier en y Scrivant a,,, 
an-1 , a ,-,, . .,a, au lieu de a,, a , ,  a,, . . , a,, car ce changement des coeffi- 
ciens de la forme originale produira un changement semblable dans les 
coefficiens du covariant, de maniere que cPm=p,.' prendra la place de c,. 11 
en résultera : 

p:=czm=- a,,  CI,-^. . . . .  6,-,,+, 

O o.1G - . - . a,11-2r+2 
. . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . .  
na, (n -4) a,n--, . .(n- 2 r+i) an-s,.+l 

2a,.+ . - . 2 ~ a , - ~ ,  

En formant la part littérale d'un terme quelconque de ce déterminant, 
p. e. le produit des lettres de la diagonale, savoir: 

la  somme des indices y sera: 

et par conséquence le degré 2m de la fonction C, en e ,  v sera: 

... Ainsi on trouvera dans le même déterminant p, le degré de C, en a,, a,, a, 

Tout cela nous permet de calculer le dit covariant pour un degré parti- 
culier de l'équation algébrique. 

Les équations du troisiéme degré ont un seul crithe covariantif, c'est 
leur covariant Hessien : 

Cz=(ai-a,& S2+ (a1a2- ci,a,)Er + (ai-a,n,)$ , 

et s'il y a des valeurs de et i l ,  pour lesquelles C, prend le signe négatif, 
il y aura en même temps deux racines imaginaires dans l'équation. C'est 
ce que l'on sait déjh d'ailleurs. 
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Les équations du quatrieme degré: 

c~,x4+4cc,x3y+6a,x2ya+4a3xy8+a,y4=0 

ont les critères suivants : 

Ca=(u:-aoaa)4'i- 2 (a.,u,-i~ou,);3~+(3a~-2ala3-u,u,)f~q"+ 2(u2a,-&,a4) Ç T S  

+ (a:- a,aJ il4, 

C',= (a~a,a,-uoa~a4+6a~u~-~a,n~+~4a,a,a,a,-8a~a9-3a~a~) e4 

Pour la forme reduite: 

on aura les mémes covariants en forme canonique: 

Les équations du cinquiéme degré ont trois critéres covariantifs; en les 
designant par C, , Ca, C4, ils auront les degres 6 ,  8,  C en $ et; r et les 
degrés 2 ,  4 ,  û en a,, a ,,.., a,. 

Nous ne présentons que les deux premiers en forme développée, parcequs 
le troisibme prend des dimensions trop considérables, sans offrir un intkrêt 
particulier : 

(') L'invarian 1 du second degré de la fonction C3 est = (1 - Qrn%)%(l+ 3 d )  = 1- D. Z2. 
L'invariant du troisikme degré N r = ~ ( I - w ) ~ ~ D .  
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Les coefficiens co , c,  , . . , c ,  ont les valeurs suivantes : 

Les coefficiens de ce covariant C, ont été développés au moyen de l'opération 

jusqu'au coefficient cg incl. Les autres c,, c,, c, ont été déduits des pre- 
miers c,, c l ,  e, par le changement des lettres a,, a , ,  . .,a, en a, ,  a,, . ., a,. 
Le coefficient c , ,  qui a été déduit de deux manieres différentes, savoir di- 
rectement du premier c,, et aussi par le changement des lettres en e,, donna 
une garantie pour l'exactitude du c a l c d  
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II. 

L e s  c~itères em ferme dqfanv:~rË~iits. 

Passons % la seconde partie du probkme, en cherchant les invariants, 
qui peuvent indiquer par leurs signes le nombre de racines imaginaires 
d'une équation algébrique. 

La premiere voie d'y parvenir nous est offerte par la discussion des discri- 
minants des susdits covariants; en nommant ces discriminants: 

on trouvera facilement qu'ils auront les degrés respectifs : 

Un théoreme bien connu nous dit que l'invariant d'un covariant est en 
même temps un invariant de la forme primitive, et par conséquence les 
discriminants A, ou leurs facteurs, seront des invariants de l'équation don- 
née. On aura donc % consulter les signes de ces discriminants; et pour fa- 
ciliter la discussion, nous prouverons d'abord les théorémes suivants. 

1.0 Si l e  discriminant  D de l a  forme primit ive,  e s t  u n  fac teur  d u  
d iscr iminant  A,, i l  sera de même un fac teur  des au t res  discriminants  
Ag, 4,'. , 4L1. 

Démonstration. Supposé qu'il y ait dans l'équation donnée toutes les racines 
réelles, la série : 

+, q, CS..' LI, D ,  
doit avoir tous les termes positifs, et afin que cela soit possible pour cha- 
que valeur de E et r ,  il faut que les équations : 

aient toutes les racines imaginaires. 
Supposons ensuite dans l'équation primitive une seule paire de racines 

imaginaires ; D changera de signe; et de meme A, ,  dont D est un facteur. 
Mais ce changement de signe de A, indique que : 
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11's plus toutes les racines imaginaires, et par conséqueiice C, prendra pour 
certaines valeurs de 4 et 57 le signe négatif, et C, étant négatif, il faut 
aécessairement que les autres termes de la série : C, C,, . . , C,-, soient 
de meme négatifs, parceque selon notre présupposition il n'y a qu'une 
seule paire de racines imaginaires dans l'équation donnée. 

Cela mkne à la conclusion que dans le même moment 06 le discriminant 
A2 passe par zero, aussi les autres discriminants A, , A,, . . , A, -, passeront 
par d r o ,  ce qui, en général, aura lieu lorsqu'il y a dans tous ces discri- 
minants lu facteur commun Il. 

2 . O  Si  l e  d i s c r i m i n a n t  A d ' u n e  f o n c t i o n  C a l a  forme:  

I d é s i g n a n t  un  i n v a r i a n t  de l a  forme p r i m i t i v e ,  c e t  i n v a r i a n t  
ind iquera  p a r  son s i g n e  néga t i f  l ' ex is tence  de  4t rac ines  ima- 
g i n a i r e s  d a n s  l ' équat ion donnée. 

Démonstration. En effet, en supposant toutes les racines de celle-ci réel- 
les, on aura D=+, I = t  et A=*, et C ne peut pas changer le signe. 
Xais si l'on trouve dans un autre cas : D= +, I=-, on aura A=f;  A ayant 
changé le signe, C ne peut plus avoir toutes ses racines réelles et par con- 
séquent elle peut prendre pour quelque valeur de E et 7 le signe négatif; 
 sis U étant positif, le série des criteres aura au moins deux changements 
de signe, ce qui nous indique deux paires ( a u  moins) de racines imagi- 
naires dans l'équation. 

L'application de ces propositions A la discussion des équations de degré 
particulier nous offre les résultats suivants. 

Les équations du troisikme degr6 n'ont qu'un seul critère invariantif, 
c'est leur discriminant D, car le discriminant A du covariant Hessien, est 
A=-D. 

Ce cas particulier nous confirme ce que nous avons dit 18 haut des co- 
variants Hessiens en general: si D est positif, A est négatif, et C,=O n'a 
que des racines imaginaires. Si D est négatif, A est positif, et C, peut chan- 
ger le signe et devenir négatif. C'est ce qui nous montre la possibilité d'em- 
ployer C,, comme critbre des racines d'une équation du troisième degré.. . 
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Les équations du quatrieme degr6 donnent pow les discrimiiiants de C,, 
C, ,  les valeurs suivantes : 

Ces discriminants changeront leur signe avec celui du discriminant D. 
Il est pourtant remarquable que ces discriminants A, et  A, n'indiquent 

pas la présence de quatre racines imaginaires dans l'équation, et  il est trés 
probable que, le discriminant D excepté, il n'y ait pas de critéres iuvariantif~ 
pour la  nature des racines d'une équation du quatrième degré. C'est ce que 
nous verrons confirmé plus tard, dbne  manière plus évidente. 

Les critères invariantifs d'une équation du cinquième degré ont des dimen- 
sions tr&s grandes. Les discriminants A,, A,, et A, ont les degrés respectifs 
20, 56, 60 dans les coefficients. 

Le premier A, est de la forme: 

II2 signifiant l'invariant élémentaire du /2ème degré. Kous avons réussi d'en 
calculer la valeur, en posant n,=a,=a,=O dans le covariant C,, comme dans 
les invariants de la forme du cinquihme degré, qu'on trouve dans le usecond 
Mernoir zipon quantics » de M. CAYLEY (Phil. Transactions 1856). Par rapport 
il ce qui a été énoncé dans la seconde proposition (page 268), on voit que 
D étant positif et Il, negatif, il y a quatre racines imaginaires dans l'équation. 
Car A, sera alors positif et  l'équation C,=O, étant du sixieme degré e t  
ayant le discriminant positif, aura 2 ou (i racines réelles, et  C, peut avoir 
pour certaines valeurs de 6 et q le signe négatif. Mais la série de critbres 
covariantifs +, C2, c3 ,  , 
aura les signes : + - s i -  

et les deux changements de signe indiquent deux paires de racines imagi- 
naires. Nous n'irons pas $i discuter les autres discriminants, parceque, mêms 
si l'on aurait la possibilité d'en déduir les valeurs pour une équation du cin- 
quième degré, cela n'irait plus pour les degrés supérieurs. 

On voit de plus que cette maniére de discussion ne permet pas de constater 
si les invariants t r o u ~ é s  comme da changent aussi leur signe dans le ixléme 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 Sc11 ramiiî : Critères pour les raciiies d'uilf? équation. 

moment, où l'équation donnée reçoit une certaine quantité de racines ima- 
ginaires. Il faudra donc prendre une autre voie pour arriver & des r6sultats 
précis e t  plus généraux, e t  nous verrons qu'il y a réellement une méthode 
plus simple pour calculer le degré et la forme des criteres invariantifs pour 
une équation de degré quelconque. L'idée du procédé sera la suivante: 

Un i n v a r i a n t ,  q u i  p a r  s o n  c h a n g e m e n t  d e  s i g n e  ind ique  l 'exi-  
s t ence  de 2s r ac ines  imag ina i r e s  d a n s  l ' é q u a t i o n ,  do i t  passer  p a r  
zéro d a n s  l e  moment  où  ces  r ac ines ,  supposées  r ée l l e s ,  sont  d e u x  
à deux éga le s ,  e t  le  même i n v a r i a n t  doit p r e n d r e  l e  s i g n e  n é g a t i f ,  
q u a n d  c e s  2s r a c i n e s  dev iennen t  i m a g i n a i r e s .  

En examinant un invariant, représenté en fonction des différences des 
racines : 

I=Z)(u,-a,) (a,-a,)(.,-a,). . . , 

il faut qu'on se propose le problème suivant: 

I l  e s t  à d é t e r m i n e r  l a  fo rme  e t  l e  d e g r é  d ' u  a n t ,  q u i  
c o n t i e n t  d a n s  c h a q u e  m e m b r e  d e  l a  s o m m e  2 u n  n o m b r e  l i m i t é  
des différences a,-a,, ara,,.., o u ,  ce  qu i  r ev i en t  a u  même, a u q u e l  
m a n q u e n t  d a n s  chaque  membre de  l a  somme 3 ,  s-i différences 
des d i t e s  r a c i n e s .  

Un tel invariant se réduira % zéro pour: 

parceque cha.que terme de la somme 3 aura alors au  moins une de ces 
différences en fasteur. 

Parmi ces invariants on choisira pour criteres ceux qui changent le signe 
aussitôt que ces 2s racines deviennent imaginaires. 

On sait de plus qu'une fonction symétrique des différences des racines 
est un invariant, quand il y a dans chaque terme toutes les racines de l'é- 
quation et chacune d'elles au même degré. 

Cela premis, cherchons la manikre la plus simple former, avec les n 
racines d'une équation, des produits de la forme: 
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lesquels contiennent c.haque racine au même nombre de fois. Mais il est 
évident que ces produits aurons pour n pair la forme: 

e t  pour n impnir la forme: 

B=(al-a,) (a,-a,) (a,-a,). . . (a,-a,) , 
A contenant chaque racine une fois, et  B deux foix. 

De même on trouvera le nombre N des combinaisons diffArentes, qu'on 
peut faire des n racines données: 

2m! 2nz(Bna-1)(2tn-2). . . (m+ 4 )  
pour n=2nz il y a NI=-- - 2.*rn! - "L." 

produits de la forme 

n! A ,  et pour n= impair il y a N - - = + (n- 1) (n- 2) . . . 2 . l  produits diffé- 
- "L,z 

rents de la forme B. En considérant A ou .B comme les éléments d'un 
invariant , celui-ci aura la forme : 

et pour n pair il aura le degré p ,  pour n impair le degré 2p. 
Il faut maintenant que ces invariants correspondent à la condition, qu'il 

y manque dans chaque terme de la somme 2 le même nombre s - l  de dif- 
férences des racines. 

Faisons s - l = r  et supposons d'abord r=3. Admis que dans un certain ter- 
me y manquent les différences des racines (en désignant a,-a, par 12 etc ...) 

(12) , (34), ( 5 6 ) ,  
alors il n'y aura que : 

(a) les différences formées des premieres racines, 1 , 2 ,  . . . 6 ,  exceptées les 
trois susdites, savoir : 

1' l 4  i 5  la )leur nombre sera=(:)-3 , 
23 24 25 26 ou en général pour r différences absentes 

( h )  des  d i f fé rences  c o n t e n a n t  une  s e u l e  des  racines 1, 2, 3, ... 6 

17, 48, 4.9, ...( l n )  

27, 38,  . . . .(2~2) en nombre de 6 (12-6) 

. . . . . . . ou en général c 2r (n-2r) diffbrences ; 

67, 68, . . . .(6n) 
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( c )  des  différences qiii i ~ c  con t i cnnen t  a u c u n e  des racines 1, %...fi 

78, 73 ,... 'in.' 
- (n- 21.) ()$-2r- 1) 

89: . . . .8n lein nombrc est en g~;nérnl= - - 1 . 2  
. . . .  / 

En supposant encore quo chaque difI%ilencc de (a )  ait i'esposant x, 

>) )> >) )) (4 3 n 
7 

chaque racine doit se prkeiitcr p fois dans l'invariant, et prenant une des 
racines 1, 2 ,  3 , .  . , ( 2 r ) ,  p. e. la racine 1, on la trouvera 

dans les cliffhcnces (a). . .2(r-1) fois, 

1) 3 n ( b ) .  . . (n-2r) fois, 

n >) » ( c ) ,  . . . . . . . . O fois. 

ce qni dorine la condition: 

2jt.-1).7:+- (2-%)y = p . 

De méme , on voit quhnc  autre des racines (2r+1), . . , (11 )  se presente 

en ( b )  . . . 2r  fois, en ( c )  . . . (n-2r-1) fois; ce qui donne la seconde condition: 

Il en résulte qiie les nombres entiers et positifs x ,  y ,  z et p ,  déterminés 
par les deus équations: 

2(r-1!x+(n-2~ )y=p , 

2 r y - t  (n-2r-l)z=p , 

11011s indiquent la forme et le degré p des invariants dans les termes des- 
quelles manqucnt chaque fois r diErences des racines a, a, : .  .. cc,. 

Les valeurs de x ,  y, z ,  qui doivcnt être diffSrentes de zéro, donnent les 
exposunts des diErences dPsignCes en (a), (b )  et ( c ) :  et l ' in~ariant  même 
aura la forme; 
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(7 )  

Il faut encore chercher les conditions sous lesquelles les invariants I p  
changent le signe en passant par zéro, et il faut de plus qu'on" s'assure 
si, étant positifs pour 2sc2r-l-2 racines imaginaires, ils restent négatifs 
pour 2s 2 2r + 2 racines imaginaires de l'équation. 

En supposant ces 2s racines de la forme: 

il est évident que pour 2s 2 2r+% et faisant: 

ces racines deviennent deus à deux égales. ce qui donne: 

et l 'in~ariant I('), ayant dans chaque terme au moins une de ces différences, 
sc  rkduirs zéro. 

C'est ce qui aura lieu aussi pour un nombre 2s de raciiies, plus grand 
de 2tr+ 1), étant celles-ci deus ?i deux égales. 

Ensuite, en admettant que les quantités imaginaires q augmentent indé- 
finiment , et posant: 

q i = q 2 = . .  . qS=+m , 
( 7 )  

l'invariant Ip aura le signe de la plus haute puissance de q VX dans les 

produits développés des différences a, -a,, a,-a, , . . . . Soit (q v > ) a u  cette 
puissance plus élevée; il faudra calculer la valeur de p pour un nombre 
donné 2s de racines imaginaires. Dans ce but, on cherchera d'abord le terme 
de la somme 2 ,  contenant cette puissance (q v - I ) l u .  En considérant p. e. deux 
de ces différences de quatre racines imaginaires: 

(al -4 (a3- '1)  

on voit que leur produit donile des puissances inférieures celles qui résul- 
tent du produit : 

(al-a2s+l) ( a 2 - a 2 d + 2 )  (a3-c%C-+3) - ~ 2 . 9 + % ) '  

où il y a les mêmes racines imaginaires, mais séparoes et combinées avec 
clcs racines réelles a-,,, . . . Il faut donc qu'on chcrclic (q \Q)P dans un 

A m d i  di Ilfcitsmaticci, tomo 1. 30 
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terme de la somme 3,  o ù  i l  y a i t  l e  p l u s  p e t i t  nombre  des  r a c i n e s  
i m a g i n a i r e s  combindes  d e u x  A d e u x  dans  l e s  memes d i f fé rences ,  
ce qui aura lieu en génhal  dans le terme de l'invariant IiT', où manquent 
les diffhences : 

Cela prémis, passons à calculer la valciir dc p. 
1. Pour 2s < 2r + 2  racines imaginaires. 
Nous repartirons les différences des racines, comme aiiparavant , en trois 

classes, ( a ) ,  ( b ) ,  (c) (voir la page 271). Dans la première classe (a) il y aura 
2r(r - 4 )  -2jr-s)(r-s-1) = 2 ~ ( 2 ~ -  s -1)  differences imaginaires, car on sait 
que les combinaisons des dernières 2r - 2s racines seules sont roelles. 

Dans la classe (b)  on aura 2s(n - 2r) différences imaginaires, savoir les 
combinaisons des prcmiéres 2s racines imaginaires avec les dernières n-2r 
racines réelles. 

Les différences en (c) sont toutes réelles. 
Mais chaque différence en (a) ayant l'exposant x , et en ( b )  l'exposant y .  

on aura : 

2. De la mame manière on obtient la ~ a l e u r  de ,u pour: 

en posant 2 s =  Sr-+-20, 

Les différences en (a)  seront entièrement imaginaires et  leur nombre 
= 2r(r - 1). De même ( O )  donne un nombre 2r(n- 2r) de diffkences imaginaires. 
Dans (c) il y aura autant de différences imaginaires, qu'il y aura de binomes 
formés de 2a racines imaginaires seules, et de celles-ci avec les autres n-2r-20 
racines réelles ; en tout : a(2a-1) -t 2o(n - 2r- 20) = ~(212- 4r-2a-1) ; et par 
conséquent la valeur de p sera : 

Ces deux 6quations pour pl et p2 nous permettent de discuter les invariants 
If') ; et pour faciliter cette discussion, nous la dividerons en deux parties, 
savoir pour n pair, et pour n impair. 

ler cas: n= 2112; si 2s < 2r + 2 ,  p=p, . Pour une valeur quelconque de x et 
de y ,  I'esposant çc aura toujours la forme p, = 4 t ,  e t  l ' invar ian t  I('' au ra  
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pour  q i = q 2 . .  . q J = f  le s igne  posi t i f ,  é t an t  (q\l-i)"=+q", quel  que  
soi t  l e  nombre 2s des r a c i n e s  i m a g i n a i r e s .  De m&me, il n'est pas 
possible que I('' s'évanouisse quand on admet 

&tant s ,  z r ,  parceque le terme contenant la puissance plus haute (y ~3)' 
ne con tient aucune des différences : 

e t  p a r  conséquen t  l ' invariant  Dr) res te  posi t i f  pour  2s<Sr+2 ra-  
c i n e s  imaginai res  dans l 'bquation. 

S'il y :t 2s g 2r + 2, ou 2s=2r + 2a racines imaginaires dans l'équation , 
l'exposant plus haut prend la valeur: 

- p2 Les deux premiers termes ont la forme 4t ,  et le signe de (qv-4) dé- 
pendra seulement du troisibme, e t  af in que  l ' invar iant  I(') puisse preil- 
dre,le s i g n e  n e g a t i f ,  i l  faut  qu 'on  a i t :  

Il faudra donc choisir parmi les invariants I@),  pour criteres des racines, 
ceux qui ont en même temps : 

u=4t"+2. 

Ceci admis,  les  i n v a r i a n t s  a u r o n t  le  s igne  néga t i f  pou r  o impair ,  
c 'est  à dire quand i l  y a : 

r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  dans  l ' équat ion .  Pour o pair ils seront positifs, 
parceque ,u prend alors la forme 4t ;  toujours en supposant les quantitks y 
très grandes. 

2èinVas. En admettant rz impair, et 2s < 2r + 2 ,  on aura p =pl. Le pre- 
mier terme 242r -s -4)  dans la valeur de u, a toujours la forme 4 t ,  e t  en 
fa isant  l a  supposi t ion  

y = 4 t 1 + 2 ,  

p, a u r a  l a  forme 4t ,  e t  l ' i n v a r i a n t  I(" r e s t e r a  pos i t i f  pour  t o u t e  
v a l e u r  de r ,  et 2s<Sr4-2. 
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Pour 2 s z S r - i - 2 ,  en posant 2 s = 2 ~ + 2 a ,  on aura les mêmes consé- 
quences  comme dans le 1"' cas,  c'est-%-dire qu'en admettant z = 4tf + 2, 
l'exposant p sera p,, et ( q \ l 7 ) b  sera négat i f  pour o impa i r ,  pos i t i f  
pour o pair .  

Le résumé cie tout cela mbne au théoréme suivant : 
( 7 )  

Les invar ian t s  I ,  dé te rminés  par les  é q u a t i o n s :  

fourniront les cri tères pour l e  nombre  des racines imaginaires d 'une  
équat ion algébrique. En les dés ignan t  p a r :  

s i  r e s t  l ' index le p lus  h a u t  de l ' invariant  I(*) a y a n t  l e  s i g n e  néga-  
t i f ,  on en déduira qu'il  y a 2 ( r + l )  racines imaginai res  dans l 'équa- 
t ion .  D e  même pour  . U r ) = O ,  l 'équation aura  2( r+ l )  paires de rac ines  
é g a l e s .  

Ces invariants ressemblent en quelque part au discriminant D ,  en non- 
sidérant qu'ils sont négatifs pour 2r + (40 + 2) racines 

et positifs pour 2r + 40 I 
La démonstration de la dernière partie de ce théoréme n'est pas encore 

complète, car le changement de signe des invariants Dy), en y supposant 
2s>2r+2 racines imaginaires, n'est évident que pour des valeurs tres gran- 
des de q,, q,, . . , mais pas pour une valeur qut3lconque de ces quantités ima- 
ginaires, et il n'en est pas constaté qu'elles rie changent plusieurs fois 
leur signe. Aussi faudrait-il encore chercher les indices invariantifs clans les 
cas, où les invariants I(') s'évanouissent. C'est ce qui restera encore B préciser. 

Pour montrer l'application de tout cela A la discussion des équations 
d'un d e g ~ é  particulier, il faudra résoudre les équations de condition: 
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On en trouve une solution générale pour r =  1. 

Dans ce cas, il est: 

et ensuite : 

Il faut que p soit un nombre entier et on posera: 

en désignant par K un ilombre positif et entier. En substituant cela dans 
les équations précédentes, on aura : 

Il est naturel qu'on choisira pour K le plus petit nombre possible, savoir 
pour n pair K=l  , pour n impair K = 2 ,  pour satisfaire ainsi à la condition 
z=4t+2. 

Mais ici on fera l'observation surprenante, que pour n=4.rn i l  n 'y  a 
pas  d ' invar iant  qui ,  pa r  son changement  de s i g n e ,  puisse indi- 
quer  l ' ex is tence  de 4 racines imagina i res  dans  l ' équat ion,  par- 
ceque  z prend  a l o r s  la forme 4t e t  l 'exposant  de l a  p u i s s a n c e  
(q \ lq ) "  é t a n t :  

p2=4(2rn-i)y+o(Sna-2a-5)4t=4tr ! 

l ' i n v a r i a n t  1(') r e s t e  t o u j o u r s  posi t i f  p o u r  des  v a l e u r s  t r é s  g ran-  
des  d e  q ,  q u e l  q u e  s o i t  l e  nombre de r a c i n e s  i m a g i n a i r e s .  

Ainsi les équations du quatrieme degré n'ont pas des criteres invarian- 
tifs, excepté le discriminant; elles ne possédent pas même l'invariant I('), 
auquel manquerait dans chaque terme de la somme 2 toujours une des 
différences a ,-a, . . , comme on le sait déj&, et c'est ce qui résulte aussi des 
formules précédentes, car pour n=4 on a z = 0. 

En désignant, pour abréger, les produits des différences (a), (b),  ( c )  
par A ,  E ,  C,  savoir: 
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l'invariant Irr) aura en général la forme: 

Les équations du cinquième degré auront les critères invariantifs: 

Si D est négatif, l'équation a 2 racines imaginaires ; 
(1) 

» D ï, positif et Il, négatif, 4 racines imaginaires. 

Ce résultat correspond en général à, celui trouvé par M. SYLVESTER (*), 
excepté que M. SYLVESTER applique encore l'invariant I du quatriéme degré 

(1) 
dans le cas ou I ,, = A =  O, pour savoir si les deux paires des racines égales 

sont réelles ou imaginaires. 
Les équations du sixième degré ont les critères invariantifs du plus petit 

degré p ,  qui ne sont plus réductibles: 
il ) (2) 

I l ,= 2 B 3 C Z ,  I6 =LABBC.2. 

Les index 12 et 6 indiquent les degrés de ces invariants dans les coef- 
ficients de l'équation donné, et on aura en tout les critéres 

(1) (2)  
ot l'équation aura pour D négatif, Il ,  et 1 ,  positifs, 2 racincs imaginaires ; 

(1) (2) 
pour Il, négatif et les autres positifs, 4 racines imaginaires ; pour 1 néga- 

tif, G racines imaginaires. 

De même il y aura pour D=O, 1 paire de racines égales; 
(1) 

)> » » n D=0,  11,=0, 2 paires de racincs égales ; 

(1) (2) 
m B )) B D=O, IIS=O, 1 , =O, 3 paires de racines égales. 

(*) Voir le mémoire cite: 0)z the real and imaginary m o t s  of cqztation (Phil. Trans. 186P, 
p. 663). 
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Les équations du septibme degré auront les critéres: 

et la discussion ressemble à celle des éqiiations du sixicimc degré. 
Les équations du huitibme degré donnent les invariants: 

Mais le deusikme et le quatriéme ne sont pas acceptables pour crithes 
de 4 et de 8 racines imaginaires dans l'équation, car ils ont z=4. 

I l  est bien probable que la m6me circonstance se repéte dans toutes lcs 
Bquations du degré 4m, et en effet, en ralliant les deux équations généra- 
lcside condition, on obtient: 

(n-2r- l )z=2(r- l )x+ ny-4ry. 

En admettant n=4m et r = 2 r , + l ,  on a : 

et z ayant un coefficient impair, il faut que z ait la forme 4t pour satis- 
faire b. cette équation. On d i r a  donc  q u e  l e s  é q u a t i o n s  du  d e g r é  4m 
n ' o n t  p a s  d ' invar iants ,  q u i  p a r  l e u r  c h a n g e m e n t  de s i g n e  i n d i q u e -  
raient  sû rement  l ' ex is tence  de 4t r ac ines  imag ina i res  dans les  d i t e s  
équat ions .  C'est une excéption qu'on ne trouve pas dans les équations 
du degr6 4rnt2, ou 2rn3-1. 

De la mCme manibre on déterminera sans difficulti! les critèrcs invarian- 
tifs pour les autres degrés des équations algébriques. 
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Sul baricentro di curvatura delle curve 
algebriche. 

(clcl prof. CARLO XEUMANK,  CI Tubinyu). 

S e  una data curva si conccpisce come una linoa mûtorialc di sezione 
uniforme e di densith inversamente proporzionale al raggio di curvatura di 
ciascun punto, il baricentro di questa linea materiale diventa ci6 che si 
chiama, come k noto, bctricentro di curvatura della data curva (*). Staiido 
agli usi adottati, si pud eziandio chiamare baricentro d i  un sistema dipunti  
quel punto clie avrebbc questo stesso nome qualora tutti i punti del sistema 
fossero materiali e di massa eguale. 

Se u è una qualsivoglia funzione razionale intera delle coordinate x ,  y ,  
il baricentro di curvatura della curva: 

possiede alcune proprietà, clle mi propongo di indicarc in questa Kota. 

Teorema 1." S e  s i  conducono tu t t e  l e  t angen t i  de l l a  c u r v a  u cost. 
paral lele  ad u n a  direzione data  ad arbi tr io,  i l  b a r i c e n t r o  dei  p u n t i  
di conta t to  coincide sempre col  bnr i cen t ro  di c u r v a t u r a  de l l a  
c u r v a .  

Teorema 2 . O  Il  b a r i c e n t r o  d e i  p u n t i  comuni  a l l e  d u e  c u r v e  
a?& a u  - = O , '  - =  O é identico col baricentro di cu rva tu ra  della curva  
ax ay 

Teorema 3." Qualunque sia i l  v a l o r e  d e l l a  c o s t a n t c  a c u i  v iene  
e g u a g l i a t a  l a  f u n z i o n e  u ,  t u t t e  l e  c u r v e  u=cost. h a n n o  u n  solo  
e m e d e s i m o  b a r i c e n t r o  d i  c u r v a t u r a .  

(') STEINER G. di Crelle t. '21 p. 56; ovvero Giornale Arcadico t. toi  c 102 (Romn 1854-45), 
dore si trova la slessa memoris di STEINER tradotta in italiaiio da1 prof. S C H ~ F L I .  
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N e umann  : Baricentro di curvatura delle curve algebricbe. 28 1 

Teorerna 4." S e  l a  funz ione  u con t i ene  t e r m i n i  d e l l a  d i m e n s i o n e  
n a l  p i ù ,  e s e  s i  p o n e  u=v+w, dove  v è l a  s o m m a  d e i  t e r m i n i  
de l le  d imens ion i  n ed n- l ,  ment re  w comprende  t u t t i  g l i  a l t r i  ter-  
m i n i ,  s i  pud muta re  ad a rb i t r io  l a  c o m p o s i z i o n e  d e l  p o l i n o m i o  t u ,  

s e n z a  c h e  p e r c i d  i l b a r i c e n t r o  di c u r v a t u r a  d e l l a  c u r v a  uzcos t .  
v e n g a  m i n i m a m e n t e  a c a m b i a r e  d i  p o s i z i o n e  (*). 

Diwzostrazione. Siano x ,  y le coordinate di un elemento infinitesirno qua- 
lunque ds della curva data; r il corrispondente raggio di curvatura; ed 
A,:  Bo le coordinate del baricentro di curvatura delltc curva. Sarà: 

estese le integrazioni a tutti gli elementi della curva. Se ora imaginiamo 
tirate le normali ai due termini dell'elemento ds ,  avremo un sottilissimo 
triangolo isoscele, la cui base B ds ed i cui lati rappresentano il corrispon- 
dente raggio di curvatura r. Designando adunque con do l'angolo al ver- 

ds tice, sarà d s = r d t ~ ,  e perd - = d.o Quindi le formule (1) si mutano nelle 
r 

Premesse queste considerazioni, veniamo al nostro proprio argomento. La 
data curva sia dell'ordine n e possegga per conaeguenza n(n-l)=?)a tan- 
genti parallele. Questo sistema di tangenti parallele si trovi in una dire- 
zione qualsivoglia. L'angolo d'inclinazione di questa direzione ad un asse 
fisso (p. e. all'asse coordinat0 delle x) pud esscre indicato cou o; ed i punti 
di contatto si designino con (x,, y,), (x,, y,), . ., (x,, ym). Il baricentro di 
yuesti punti di contatto avrk allora le coordinate : 

(') CHASLES ( A p e r p  hist. pag. 6%) aveva gia trovato che i punti di contatto di un sistema di 
rctte (piani) tangenti parallele della curva (superficie) posseggono un baricentro che è indipen- 
dente dalla direzione delle rette (piani) tangenti. Altri teoremi affini devonsi a DUHAMEL e 
LIOUVILLE (cfr. G.  di Liouville 184'1, t. 6 p. 368 e seg.) M3 il fa110 che il baricentro dci purLi 
di contatto coincida col barirer.t;ù di curvatura della curva (superficie) sembra che finora non 
sia stato conosciuto. 

A m o l i  Ai' Batemntica, tom0 1. 3 6 
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282 PITeurnailn . Hariccntro di curvatura delle curvo algebricl-ie: 

Se osa diamo al sistema delle tangenti, iuvece della direzione o, succes- 
sivamente le direzioni cl)+do, w+2do, o+3do, . . , ove do rappresenta un 
angolo infinitesirno arbitrariamente scelto , e se indichiamo con (xJ, yJ) , 
(xir,  y,"), (xTf,  y?'), . . i valori corrispondenti delle coordinate (xk , yk) , noi 
ottesremo forrnole completamente analoghe alle (3), e nelle quali le quantità 
A, B ( i n  virtù del teorema di CHASLES) hanno sempre i rnedesimi valori. 
Dunque sarà p. e. : 

x*" + x.~~' + . . ' + 5,'' A= ecc. ecc. 
918 

Imagiiliamo ors queste equazioni continuate fii~ché il sistema delle tan- 
genti, pel successivo ingrandimento dall'angolo a, riprenda la sua posizione 
iuiziale, valo a dire finche ciascuno degli 111  punti di contatto abbia pes- 
corso una volta l'intera curva. Ciascuna delle medesinie equazioni sia mol- 
tiplicata per d o ,  e da ultimo tiltte le equazioni si sommino insieme. Allora 
si ottesrà: 

onde la fosmola (4) diviene A=A,.  E nello stesso modo si tsovesà B=B,. 
Cosi il 1 . O  teorema è dimostrato. Gli altri tre si stabiliscono facilmente, 

adoperando quei metodi de' quali si 6 servit0 LIOUVILLE iiella meinoria già 
citata. 

Tubinga, 29 niarzo 18G7. 
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Sul baricentro di curvatura delle superficie 

algebriche. 

( d e l  prof. CARLO NIXJMANN a TuUi)iy(i) 

S e  una data superficie si coucepisce corne una superficie materiale di 
spessore uniforme e di densith inversamente proporzionale d prodotto dei 
raggi principali di curvatura in ciascun punto, il baricentro di questa superficie 
materiale si dira brevemente baricentro di curuatum della superficie. Per 
questo punto ha luogo, se la superficie è algebrica, il seguente : 

Teorema. Se s i  c o n d u c o n o  t u t t i  i p i a n i  t a n g e n t i  a l la  supe i f i c i c ,  
pa ra l l e l i  a d  u n  p i ano  a rb i tmr io ,  i l  b a r i c e n t r o  dei  p u n t i  di  con- 
t a t t o  coincide sempre  col  ba r i cen t ro  d i  c u r v a t u r a  de l la  superf icie .  

Bi~nostrazione. La superficie data sis dell'ordiiie 9 1 ,  oilde avr2 1 2  ( n - 1 ) 2 ~ ~ ~ l  
piani tangenti paralleli fra loro. Un cosi fatto sistema di piani tangenti pa- 
ralleli ha th2 punti di contatto, il cui baricentro, in virtù del teorems di 
CHASLES, O i n d i p e n d e n t e  d a l l a  d i r e z i o n e  d e l  s i s tema.  Le coordinate 
di questo baricentro si indichino con A ,  43, C. 

Oltre alla data superficie, imaginiamo (in un luogo qualulique del10 spa- 
zio) descritta una mezza superficie sfera di raggio =1. Questa venga divisa 
mediante curve quali si vogliano in elementi superficiali infinitesimi, uno qua- 
lunque de' quali si rappresenti con do. 

A ciascun punto n dell'emisfero cor  r i s p  O n do n O ?il puuti della süperficic 
data, ciok quei punti pl, p , ,  . . , pm, nei quali il piano tangente alla superficie 
é parallelo al piano che tocca l'emisfero in n. Se al puilto n si fa percorrerc 
una volta il contorno dell'area do,  anche i corrisporidcnti piinti pl, JI,, . . , p,a 
descriveranno piccole curve chiuse sulla superficie data; onde si otterranno 
gli elementi d O,, d O,, . . , d o ,  della superficie, corrispondenti all' elemento 
sferico do. Fra questi elementi harino luogo le relazio~i  (*) : 

(*) GACSS Disq. gen. cirra sttperficiea czrrcus. 
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28'k Neumann:  Baricentro di curvatura delle superficie algeb. 

clovc R,, R,,. ., R, indicano il prodotto dei raggi princiyali di curvatura 
per gli elementi do,, do,, . ., do,. 

Se x,, x,, . . , x, sono le coordinate x di m punti corrispondenti entro 
agli ,,A elementi considerati, si avr&, per la definizione data di A ,  B, C: 

ovvero, cid che é la medesima cosa: 

r4ind(8)=x,d~~)+x,do+. .+x,d(,), (3) 

e ,  ponendo per d a  il valore dato dalla (1) : 

$e ora peï do 
volta si formi la 
cqriszioni darà : 

si assumono t u t t i  gli elementi 
corrispondente equazione (4), 

dell' emisfero , t: ciascuiia 
la somma di tutte queste 

(love l'integrazione abbraccia tutti gli elementi do della superficie data (e 
ci;i:;cuno una sola uolta). Formole analoghe si otterranno per B e C. Donde 
segue che il punto ( A ,  B ,  C) é identico col baricentro di curvatura della 
superficie data. 

Tubinga,  10 luglio 1867. 
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Notes diverses sur la série de Lambert 
et la loi des nombres premiers. 

(par M. MAXIMILIEN CURTZE, ci Thorn SUT la Vistule). 

ordinairement dite s é P i e de  LAMBERT, a la propriét6 singulière que le 
coefficient de 2" nu second membre est égal au nombre des diviseurs de n. 
Ce nombre 'YL sera donc un nombre premier ou non, selon que le coefficient 
correspondant est égal ou plus grand que 2. LAMBERT fut le premier qui, 
dans 1 ' Architektonik , p. 507, appela l'attention des géomètres sur cette 
série et des-lors l'on a fait beaucoup d'efforts pour en trouver la somme, par- 
ce que, cette somme ou série évaluée, la loi des nombres premiers serait 
donnée sur-le-champ B l'aide du théorème de MACLAURIN. Puisque la série 
ne converge pas trop rapidement si la variable est trés-petite ou presque 
égale 5 l'unité, M. CLAUSEN ( l )  et M. SCHLOMILCH (') l'ont transformée dans les 
séries suivantes : 

et: 
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Cur tze :  Sur la série de Lambert etc. 

où 0,5772156649.. . est la constante du logarithme intégral, et B I ,  B,, . . . 
sont les nombres de BERKOULLI. De pIus, M. SCHLOMILCH (') a donné inci- 
demment 1' intégrale définie : 

qui peut être évaluée sans connaître la somme de F ( x )  , somme qui a 6té 
jusqu'lt present cherchée en vain par les géomhtres. 

C'est pourquoi je me permets de sousmettre ail jugement des savants trois 
formules, dont chacune fournit la s a m e  générale de cette série célèbre, par 
l'intermediaire d'une intégrale définie. A cet effet nous mettons dans l'iiité- 
grale connue (2)  : 

-00 

g = 1 (i) ; nous aurons : 

psin(x1p) xdx - - 1  p2<1.  ('1 ) 

Posant successivement dans cette formule r = 1 , 2 , 3 , .  . . , x ,  et faisant 
la somme de tous les résultats, nous obtiendrons: 

Mais il est connu (') que: 

formule qui nous fournit l'équation : 

psin(x1p) dx psi11 (xlp) e7r"+e-nx -. 
Ix:-~>pc~s(~lpj+p\~~-e-n~ d x ,  p2<2 

(1) Zeit3'cIzrift, T. 3, 1858, p. 2h8, note. 
(2) BIERENS DE HAAN, Tables d'intégrales défitiies p. 221,  n.O 9 .  
(3) SCHL~MILCH dans Gmaert's Archiv T. 12, p. 130. 
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C u r t z e :  Sur la série de Lambert e tc .  

noug aii- La première inthgrale du second membre étant égale à - +n: -- I - p '  

rons, en ajoutant -- a chaque membre de l'équation précédente, l a  som- ,l - p 
m e  d e  l a  s é r i e  d e  LAMBERT: 

Cette même somme, mais clans une forme plus générale, on la trouve aussi 
à l'aide des deux tliéor&mes donnés par hl. SCHLOMILCII (l) : 

qui subsistent respectivement pour O 2 z 5 n, O <  z<n, 

on trouve, puisque l'on a :  En posant dans ces formules 9 (n) = , 

P ~ ~ - P - ~ ~  - psin (x lp)  
2 i l-p(p"i+p-"i)+p"-l -2~3 C O S ( X ~ ~ ) + ~ ~  ' 

L[ 
pi-zi + pl+zi p p"itp-"i-2p 

-- p [cos(x!p)-p] 
2 l-p'-"i l-pl+=i 2 l-p(pxi+p-xi)+pY- I-2pcos(x11~)+li" 

les deux équations: 

(1) Crellc's Journal T. b2,  p. I45. 
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988 C u r t z e .  S u r  la série de Lambert etc. 

La valeiir z=0 dans la premiéïe de ces deux formules nous donne 1'4,- 
quation (2): mais pour Z=Z on a :  

c'est-à-dise la série de LAMBERT aux signes ûltci*ri6s. 

En faisant z=-$z cilans Ics ~quat ions (a) et (6) nous trouverons : 

La somme et la différence des équations (2) et (7) nous fournit eccore: 

+ pz* - . --- 23 sin (xlp) 
1-2p C O S ( ~  110) +pz dx, p-(1 (11) 

? i - p Z t L  -- 

En faisant dans la dernière formiile p2= q et écrivant p pour q dans le 
résultat, on trouve la deuuiésne formule  pour  l a  somme de l a  s é r i e  
d e  L A ~ ~ ~ E R T :  

De l'équation (2) nous pouvons déduire une transformation de la &rie de 
p scn (alp) 

LAMBERT, analogue &celle de CL AUSEN. En effet,, en développailt 
9 -"LI' cos($ Il') f p" 

suivant les sinus des multiples de x l p ,  nous aurons : 

psin (xlp) OD = xp'sin [xl(pr)] , 
1-2pcos(slp)+p" 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cur t z  e : .Sur. la série de Lambert etc. 

et substituant cette valeur dans (2) ,  il vient: 
,-ce n W  

enx + e-nx 1. p seii (xlp) - q \ ezx +. e-nx 
en=-e-nx 1 -apcos (xlp)+pz -y  on. - e-nz~psin ( a r ) ]  (1 3) 

Mais il est connu (l) que: 
Y= 

en faisant Y = n ,  q=l(yr)  et multipliant les deux membres par pr, nous 
trouverous : 

Si nous substituons cette valeur dans l'équation (13), il vient: 

Cette formule est très convergente pour des valeurs très petites de p ,  
quoique moins convergento que la transformation de M. CLAUSEN citée plus 
haut. Mais faisant usage de cette transfo~mation en posant: 

et faisant de nouveau: 

on obtient 

$(-xi)+$(xi) -- +,l-x 2 . (1 -pz)  cos [xl ( p z ) ] - 2 p  sin (xlp) sin [xl(p2)] 
2 1-2pc0s(xlp)+p2 

(1) BIEREKS D E  HAAS, Tables d'intiyrales définies, p. 282, n. 10. 
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290 C ur t z e : Sur la série de Lanibert etc. 

En profitant de ces valeurs, les formules (3) et (4) nous fournissent: 

w 

I +pr I t p  e(n-r.)r+ e-(n-r)x -. enX-e-71% 
O 

(1-p2)~in[xl(p2)]+f213~in(x1p)co~[x1(pB)] -pt-02 
.dx , 1 O.%%, p2<l 1 1 -2pcos(xlp) +p2 

Pour z = 0  nous aurons l a  t ro is iéme formule sommato i re  d e  l a  s é r i e  
di' LAMBERT: 

œ 

enx+e-nx (1-pe)sin[xl(p2)]+2psin(xlp) cos[xl(p21] 2 

en, - e-zX plHx dx, p k  1 : (1 7) 
l-2pcos(xlp)+~" 

O 

pour z=n au contraire nous trouverons: 

En posant z=$n dans (15) et (16) on a :  

p' -me 

1 z x  - e-- $Ta dx, p 2 < 1 ?  
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C u r t z  e:  Sur la série de Lambert etc. 

ri 

1 t pZr 
E(-l 1 i r L [ [ w ) p ( 2 T ) 2 ~  = (1-pe)cos [xl(p2)l-f),psin(xl 1-2pcos(xIp)+p2 p)sinfxl(p2)] 

O 

pl-xt 

-&x dx ,  p e < l .  
,ann+, i 

Os, en prenant la somme et la différence des équations (17) e t  (18), on 
obt,ient : 

l t p  

f 

(1 -p2) sin [xl(p2i]+2psin (x1p)cos [xl(p"] 2 
pl-" clx 

1 -2pc0s(x1p)+p2 
\ 
I 

où toujours p Z < l .  Si l 'on fait en dernier lieu p k q  clans (22) et (20) ct 
on écrit p pour q dans ce résultat, on trouve: 

1 
)pZT2] =\=(l  COS ( ~ 1 ~ ) - 2 p ~ ~ i ~  ($xlp) sin (xlp) 

1 

O 1 -2pacos($xlp)+ p 
1 

p"~-x2) 
dx, O < p > l  

e+nx + e - ; ~ ~  / 
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232 C u r  t z e  : Sur la série de TJaiz-ibei-t etc. 

Des formules sommatoires pour l n  serie de L A M ~ E R T  (2) ,  (12), (17) on peut 
cldriver, S l'aide du théorème de MACLAURIN, la loi des nombres premiers. Lc 
nombre n p. e. sera un nombre premier, si l'équation 

F" (0)=2 (25)  

est verifiée. En se servant de la formule (2), on trouve aisbmcnt: 

enr + e-nx psin(x1p) 
enX - e-n* $5.  Dp 

, et la loi des nombres pilemiers est donnée 

par la formule : 
OC 

+ C-nx psin(cc1.p) 
2= i2 -1  en= - c-77" ( 2 6 )  

Pour la donner dans une forme tout-à-fait développée, il faut détermiaer 

psin (x lp)  
la fonction d6rivée Di ) . Mais cette diiei~minatioi~ est 

4-2p cos (xlp) + p z  

assez compliquée, et je me contents pour le moinent d' avoir posi! la formule 
(26). Cette formule conticnt en outre 1'6valuation de 17iiltégrale du second 
membre; en effet, en désignant par N le nombre des diviseurs entiers dc 
n, nous aurons: 

enx + C-n5 
d s  . Iln psen (z lp)  =n ! -N.  en%- e-77" 1 - ' 2 p c 0 s ( ~ l ~ ) - t p ~  (27) 

Thorn, le  7 mai 1867 
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Sulle coordinate curvilinee d'una superficie 

e dello spazio. 

h 1 E M O R I A  l?RIMA.  

(de l  P ~ o f .  DELPIKO CODAZZT, a Pctoiu). 

1 ~ e  coordiiiate curvilinee adoperate fiiio ad ora per istudiiire le grandezze 
poste nello spazio sono, pcr quanto io sappia, i parametri di trc sistemi di 
superficie, le quali s'incoiitrano sotto angolo non cjualunque ma retto. La 
teorica di queste coordinate si trova esposta nelle eccellenti Leçons .sur les 
coordomées  curvilignes et  leurs diverses crpplications del sig. LAMÉ. Ora, 
ho creduto che potesse tornar utile il possedere, unitamente alle formole 
relative a due sistemi di linee segantisi ad angolo qualuilque in una su- 
perficie, anche le formole relative a tre sistemi di superficie segantisi ad 
angolo pure qualunque nello spazio. Iiifatti, nell'egual modo che Io studio 
di certe grandezze poste in una superficie pud venire agevolato coll'assumere 
due sistemi di linee, le quali abbiano propriettt speciali incomgatibili coll'or- 
togonalit8, 10 studio di certe grandezze poste nello spazio piid trovarsi esso 
pure agevolato coll'assumere tre sistemi di superficie, le quali, non astrette 
al vincolo dell'ortogonalittt, saranno suscettibili di soddisfare a qualunque 
condizione speciale richiesta per ogni caso. Ho crecluto altresi che tornerebbe 
conveniente il trattare con uniformità le cooïdiriate curvilinee d'una super- 
ficie e quelle del10 spazio, perocclib pareccliie formole relative alle seconde 
possono essere considerate corne uns  estensione di quelle relative alle prime. 
Mi propongo quindi di  stabilire, in alcune AIemorie, le equazioni clic mi 
sembreranno fondamentali sulla Teoricn delle c o o d i n n t e  curviliî?ee tl'utzn 
superficie e del10 spazio, risguardando le une corne i parametri di due si- 
stemi di  linee segantisi ad angolo qiialunque e le altre corne i parametri di 

Annali di  adcskmatica, tomo 1. 3 8 
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496 C o  d a z z  i : Sulle coordinale curvilinee. 

tre sistemi di superficie segantisi ad angolo pure qualunque; e mi propongo 
in pari tempo di presentare qualche applicazione delle medesime equaziorii. 

Divido qucsta prima Nemoria in dile parti; considero nella prima una tras- 
foïmnzione relativa alla teorica delle coordinate curvilinee nello spazio, e 
fo nella seconda l 'applicazioi~ delle forrnolc risultanti ad un problcma trntto 
dalla teoria del calorico. 

P A R T E  P R I M A .  

Siano x ,  y ,  z le coordinate rettilinee ortogonali d' un piinto qiialunquc 
del10 spazio; e siano 2 ,  p, v i parametri variabili di tre sistemi d i  super- 
ficie, le quali determinano ogni punto mediante le loro intersezioni. Chia- 
mando i ciascuna delle x ,  y ,  z e poilendo per brevitA : 

ove f è fimzioiie qualunque, si considerino le sei seguenti espressioni alle 
derivate parziali del prim' ordine : 

ed anclie le tre seguenti alle derivate parziali del second'ordine: 

Oggetto di questa parte prima è quel10 di trasformare le nove espres- 
sioni ne1 caso in cui si assumano corne variabili principali le  h ,  p ,  v in- 
vece delle i. 

Clliameremo per brevità (A), (F ) ,  (v) le superficie' i cui parametri sono ri- 
spettivamente il, p ,  v ;  e chiameremo (a, CC), ( p ,  v), (v, A) le intersezioni delle 
superficie ( X )  e (p), (p) e (v), (v) e (A). Ci6 posto, siano iA, ip, iV i coseni dcgli 
angoli compresi t ïa l'asse delle i e le intersezioni (p, v) , (v, il), (il, p);  e siano 
EA, E,U, EV gli angoli compresi tra le intersezioni (v, 2") e (A, p) ,  (A, ,p) e (p,  v), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cod  a z z i : Sulle cooi~diiitnte curvilinee. 

(,u, Y) e (v, il), i quali quindi sarailno sitiiati sulle superficie ( A ) ,  ( p ) ,  (v). 
hvremo : 

Siano 1, n2, n le derivate degli archi delle (p,v), (v,?,), (il,p) prese rispetto 
ai parametri k, p ,  v. Avremo pure: 

Ora, prendiamo la derivata della i rispetto n se medesima, risguardaudola 
dapprima coine variabile indipendente, di poi corne funzioiie delle h , p , v ; 
risulterh : 

Prendiamo la derivata della stessa i rispetto ad una qualunque delle altre 
due coordinate rettilinee, che dinoteremo con i f ,  e prendiamo anche la dc- 
rivata di una qualunque delle altre due rispetto ad i ;  risulteranno pei 
due casi: 

Chiameremo per brevità permutanione senaplice d'una espressione il cam- 
biamento delle quantità contenute in essa e relative alle il, p, v nelle corri- 
spondenti relative alle p, v, A; e chiameremo pernzutazione doppin il cam- 
biamento delle quantità relative alle il, p, v nelle corrispondenti relative alle 
Y ,  X ,  p. Cid premesso, moltiplichiamo per iÂ l'equazione (3),  per ifa cia- 
scuna delle due rappresentate dalla seconda (4) coll' attribuire ad i fa i due 
valori diversi da ia, e sommiamo; troveremo la prima tra le seguenti: 

ail ap i,u=lcos FY -+m - + ~ C O S F Â  
ai ai 
a;l 3~ a v 

iY= Z C O S E  - - ~ - ~ c G s E ~  -+ n a i  ai 
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Le altre due risiiltano effettuando sopra la prima due permutazioni, una 
aa 

semplice ed una doppia. Infine risolviûmo le (5) rispetto a ed avrenio- a z 
la prima tra le seguenti: 

ove s'b posto pcr brevith: 

A =1- ( C O S ~ E ~  + COS~E,U + COS'EU) +   CO SE^ CO SE^ COSFV. (7) 

Le due altre s' ottengono coll' operare sopra la prima una peïmutazione 
semplice ed una doppia. 

a?u a av 
Metteremo i valori delle - , -; , sotto un' altra forma. az az az 
A ta1 fine si chiamiri0 Ta, q , ~ ,  TV g1i angoli diedri compresi rispettivamente 

tra le superficie (p )  e (v), (v) e ( A ) ,  (2") e (p). Essi saranno, corne é chiaro , 
gli aiîgoli d 'un triançolo sferico il quale avrà per lati rispettivamente op- 
posti E ~ ,  E ~ ,  E Y ;  percid sussisteranilo tra gli angoli ed i lati le seguenti 
note equazioni : 

Cosva =- C ~ S Y , U  COSYU 4- senru cosq , 
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Cid premesso, le  (6) potranno scriversi corne segue: 
\ 

Piccome poi: 

1 - (cos2cL+ COS%,, +- COS%") + %cosea  cos^,^ COSEV = 

sen2~"- (COSE~- CO SE,^ CO SE.)^ - ~ 0 8 % ~  ( I  - C O S ~ E ~ )  = 

~ert'c"~ sen%, sen2qa , 

cosi la (7) potrà scriversi : 
2 A = senafP sen% sen2qA = sen2&. = sen2;,: sen%,u sen TV. (9) 

Cominciamo da1 trasfurmare le tre prime espressioni alle derivate parziali 

Quadrando la prima (8) e prendendo su1 risultato la somma 3, si trova: 
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-~?(cos'&,u+ COS"E-2 C ~ O S F ~ C O S F , ~ C O S F ~ ) ,  

oppure : 

+ ~ ~ ~ E ~ ( c o s F ~  ~ 0 ~ ~ ~ + ~ e n ~ ~ ~ e n ~ ~ ~ 0 ~ q , ~ ) - 2 ( ~ o s % , ~ + c o s ~ e ~ ~ +  ~ C O S E ~ C O S E , ~ C O S C ~ ,  

O finalmente : 

Percid risulterh la prima t ~ a  le segucnti: 

Le due altre s'otterigono operando sulla prima una permutazione semplice 
ed una doppia. 

Se i tre sistemi di superficie sono tra loro ortogonali, le (10) si riducono 
alle note: 

Passiamo a trasformare le tre altre espressioni alle deiivate parziali del 
,aaap +av ava>" 

prim'ordine io , , ,7  z--9 2 - - .  3232 ai ai ai ai 
Moltiplicando tra di loro le due prime (8) e prendendo su1 risultato la 

somma 2, si trova: 
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Avremo quindi la prima tra le seguenti: 

S'ottengono le altre due coll'operare una permutazione semplice ed una 
doppia sulla prima. 

S e  i tre sistemi di superficie sono ostogonali tra loro, Ic (11) si riducono 
alle eridenti : 
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Stabiliremo alcune formole clle seïviralirio per le ricluzioiii future. 
Pi deducouo dalle (2), risguardnnd,? le h ,  p :  ,v corne le tre variabili indi- 

pendenti : 

~oltiplichiamo la prima di qiieste successivnmente per i),, ihU, i, e facciamo 
ad ogni volta l'operazione 2 siil prodotto ; avremo: 

a 1 a r)2 
m r i  3- COSE,, 13o;~u-- a i, a -- 172 - a z cose,, d A a h  ---- au ah + - a h  au 

a l  ail aan - coscp+l~i,-=-- a i, 
a,. a p  aa 

c o s ~ ~ + m 2  i, -- - aa  
C ~ n ~ l u d i a m o  da queste metliante una permutazione scmplice : 

ai, a m  81% n s i  - - = - -  . ai ,  ~ I I  8 1 7 2  

a v  ait coscl, mvz,-=---cosc~, a v  a ; ~  a u  
a n 2  . a& al% ai, . à; c ~ s c , + m ~ ~ - = - c o s g  + n Z i n  ?, au a p  dct 

e concliidiamo dalle stesse mediante una perrnutazione cloppia 

aiA an a l  ZVi -=-- -- . ai, a l  a n  
a h  au COS&!,, nZ4iz=a;- C O ~ E , ~  d y- 

a n  ai, a l  8 iA - CO SE^ $-'il6;&-=- 
ah an av  cos~~- i - l~ i ,~- - -  a v  

ai, ai, a i ,  
Rendiamo anche espliciti i valori delle x iLu  7 xi, - ,"iA - conte- 

07, a,u a v 
nuti nelle terze formole de' gruppi (13), (14), ( l a ) .  Sottraeiido dalla terza 
(15) moltiplicata per n2 la terza (44) moltiplicata per 1, si trova: 

a a i  am aip 
n? - cose, + Zrîz xidu - + 1 - cose,+ 1172 Yi. -- 9 av av au au 
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ovvero : 

Sommando con questa la terza (13) moltiplicata per n ,  si ottiene : 

3.l.rncosrV am 3 ihU 
av +n - C,OSPA + rnn z i v  - 9 aa aa 

ovvero : 

Se ne conclude la prima tra le:  

aip 3.nlcosrlu a.mncosq a.lcose, a m  2 lm v i - = - 
A av a~ dv a v + m -,- - 1 - cosr, . 

Le altre due si ottengoao operando sulla prima una permutazione sem- 
plice ed una doppia. 

Netteremo le formole del numero precedente sotto uri'altra forma. 
Abbiamo in causa della seconda (13), 
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dalla quale si potranno dedurre due altre formole mediante le dne solite 
permutazioni. È: chiaro che nella (17) potrerno scambiare le quantità 
tive a p nelle corrispondenti relative a v ,  lasciando in pari luogo inaltcrate 
le quantitk relative a A. Quiildi avremo pure la 

dalla quale, mediante le due solite permutazioni, si potranno dedurre altrc 
due formole. 

Inoltre abbiamo, in causa della terza (/16), 

Scambiando in questa le quantità relative a p nelle corrispondenti rela- 
tive a Y, e lasciando in pari tempo inalterate le quantit& relative a A ,  con- 
cluderemo : 

Mediante le due solite perrnutazioni potremo poi desumere si dalla (19) 
che dalla (20) diie nuove formole. Ossemiamo perb che le (19), (20) condu- 
con0 alla 

la quale è una equazione idezitica in causa della seconda (12) ; percid le 
tre del gruppo (20) sono le stesse tre del gruppo (10). 

Cid prernesso, passiamo a formare tre equazioni fra le espressioni alle 
- 

a2a a 2 ~  - d2v 
derivate parziali del second'ordine 3 - 9 '; , 2 - ai2 c.z2 
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Prendiamo le i per variabili indipendenti, e risguardiamo le lia, ?)aip, ni, 
come funzioni delle il, p ,  v. nerivando la (3) rispetto ad i e la prima (4) 
rispetto ad i' avremo: 

Pommiamo tra di 101-0 queste equazioni, considerando la seconda come 
rappresentativa di due diverse corrispondenti ai due diveïsi valori della il. 

Risultera, tenendo conto delle (12), 

Moltiplichiamo questa eqnazioilc per iA, prendiamo su1 prodotto la somma 
2 e ,  rammentaildo le formole de' numeri 3,  4, 6 ,  troveremo : 

Deduciamo da questa, mediailte una perrnutazioile semplice , 
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Deduciamo altresi dalla stessa (a ) ,  mediante una permutazione doppia, 

- s e n ~ ~ s e n a ~ c o s ~ ,  ~.nZcosa, ~ . m n c o s q  a.lsncos~y 
- a, + i3a 

- -)=o. 
A lmn a u  

Risolviamo finalmente le (a), (b), (c) del numero precedente rispetto alle 
a2a aep 3 % ~  

espressioni 2 2 ZT , 2 ai 
Sommiamo le (a), (b), (c) dopo averle moltiplicate ordinatamente per 

  en^^^, COSEV-COSE~COSE,, C O S ~ ~ - C O S E ~ C O S E ~ .  

aga 
Il complesso de'termini contenenti x7 si riduce a ai 

2% ed i complessi dei termini contenenti 2 - , a iz 
a= v 2- si riducono ciascuno a ai* 

zero. 

Formiamo il complesso de' termini contenenti le derivate prese rispetto a a. - 

La parte che contiene -?!- 6 aa 

ovvero : 
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am , 
La parte che contiene - aa 

ovvero : 

2- [ 1 sen2cp+(coscpcos&y -cos EJ cosEl sensel nzm aa t 

O finalmente: 

aa a Siccome 1' equazione, che farCt conoscere il valore di 2 -, dev'essere sim- 
a i 2  

a n  metrica rispetto alle p, Y, cosi la parte che contiene - si otterrh dalla a a  
a m  parte che contiene - col10 scambiare iu questa le quantità relative a p aa 

nelle corrispondenti relative a v ,  e sarLt quindi : 

a COS EA 
La parte che contiene --- aa 

I a c o s ~ ~  -- - 
AZ aa ( s e n ~ ~ s e n ~ ~ c o s ~ ~ s e n ~ ~ ~ ~  senEyseneeâcosyp. s e n e ~ s e n s ~  cos qv 

+ s e n s a ~ e u ë ~ c o s ~ v . s e n c v s e n ê A c ~ s q p ) ,  
ovvero : 
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O anche: 
4 acosq --- 

Al a h  sen%Asen~psen~,(2senypsen~,cosen-cos~), 

O finalmente: 
1 acossA s e n ~ ~ s e n o , c o s ~ ~ - 2  
nz aa 

a COS E~ a COS E, 
Da ultimo, le parti , che contengono a a  9 -  

a h  
sono : 

Riunendo ora le sei parti contenenti tutte le derivate prese rispetto a 2 ,  
abbiamo il seguente complesso : 

che pud scriversi: 

O anche: 

Formiamo ora il complesso de'termini contenenti le derivate prese rispetto - 

a l  a p. La parte che contiene - 6 
3~ 

-sen E~sen E~ COS VY COS Epsen w e n  .sncosrP 

ovvero : 
I 

seoO- ~ Z r n  3,u - (-sen20piosrv+ sen  sen E~ CO SR^ + se n e  cos TAcos~p 
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O anche: 

o finalmente 

0. 

am La parte che contiene - a u  c! 
L 

sen2E,, i3m - - 1 -cosEvsen2q+cosr,,- cosElcos cp+ c o q  (cos~p-cosEVcos el) , nmP ap 1 
oppure 

0. 

La parte che contiene 

ovvero : 

+ ~eri%,~cosq-2 (cosq- cos E, COSE,) (COS E , ~ - C O S E ~  cOS~;( , I 1 
O anche: 

O finalmente: 
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a CO SE^ 
La parte che contiene - è a P 

sen2 cP a COS E 
COS Ev COS E A ) ~ ~  Am P 

a cosE 
La parte che contiene è . a 

 C CO SE^- C O S E ~ C O S E ~ )    CO SE^-COSE~COSE~) 9 

ovvero : 
I 

a 
Da ultimo, la parte che contiene - è 

3~ 
senB ep a - - - 
Arn a EL 

Riunendo ora le sei parti contenenti tutte le derivate prese rispetto a p ,  ab- 
biamo il seguente compless~ : 

s e n q s e n ~ ~  COS 31" a10gn senaEr a cos - -- + - (COS fP- COS E" COSEA) - 
m ap Am 3P 

senZq a COS sen2 E~ a COS +- ( C O S ~ - C O S E ~ C O S E ~ )  - - - een2q - 
Am 3 Am a~ 

che pub scriversi : 

ovvero : 
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opp ure : 

+ I (COS ~ ~ - c o s e ~ c o s e , ~ )  a log .  seneA -- sen E,U a (COSE"- c o s ~ ~ c o s e ~ ~ )  
rn sen2+ a~ 8 p  

ossia : 

O anche: 

O finalmente: 

- senEAsenEpcosTV a log .  ncotyv 
m a~c 

È chiaro che il complesso de'termini contenenti le derivate prese rispetto 
a v s'otterrh da1 complesso precedente col10 scambiare in esso le quantita 
relative alle p, Y nelle ccrrispondenti relative alle .v, p, e sarh quindi: 

Premesso tutto cid, la somma delle (a) ,  (b), (c), moltiplicate ciascuna corne 
s' k detto, conduce all' equazione : 

- senElsen& p' cosyv alog .ncot rv  - s e n e ~ s e n ê ~ c o s y , ~  alog.  ~ c o t ~ , ~  - 
m 3~ n av  ? 

rn n la quale, moltiplicata alla sua volta per -, si cambia nella prima dclle 
P 
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Le due altre si concludono dalla prima mediante una permutazione semplice 
ed uila doppia. Le (22) somministrano le richieste trasformazioni delle tre 
espressioni alle derivate parziali del second'ordine. 

Se i tre sistemi di superficie son9 ortogonali tra di loro, le (22) si ridu- 
cono alle note: 

mm n l  l m  
asa a. - a2p ~n a z v  a.- n 

l w n ~ p  = - 3% 9 lmnZ,=- , ZmnE-= -. 
a p  aiz av  

P A R T E  S E C O N D A  (7. 

-4bbiasi la questione : Trovare nell' interno d' un corpo solido omogeneo 
indefinito i sistemi di linee le quali, isotermiche in un istante dato, restano 
isotermic,he dopo un tempo qualuiique, dimodochè la temperatura d'un punto 
possa esprimersi in funzione del tempo e di due altre variabili inclipendenti. 

Divideremo la trattazione in due sezioni. Kella p i m a  ricercheremo le pro- 
prietà geometriche comuni a tutti i sistemi di linee isoteïmiche; e nella seconda 
individueremo ciascun sistema possibile di queste linee. La sezione prima, 
per la quale basterà l'applicazione delle formole gih stabilite, sara trattata 
nella Mernoria presente; e la seconda, per la quale occorrerh l'applicazione 
di formole ulteriori, sa r i  differita ad una Xemoria successiva. 

(') Le forniole di questa parte seconda saranno indicate, a differcnza di quelle della p h . ? ,  
mediante numeri non racchiusi entro parentesi. 
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Piano x, y, z le coordiilate rettangolari d 'un punto qualuiiqiie del corpo; 
t i l  tempo; T la temperatura del punto qualunque alla fine del tempo t ;  
h il coefficiente della conducibilità; Ic il calorico specifico; 1 la densità. Il 
moto del calore nell'interno del corpo sarA regolato dalla nota equazione: 

Ora, arnmettiamo che nell'inteïilo del corpo esista un sistema di linee, 
le quali restino isotermiche per tutto il tempo t e siano rappresentate dalle 
equazioni : 

x = x O ( z ,  EL,  Y), y = y O ( z ,  p? y ) ;  

ove p ,  Y sono due parametri costanti per ciascuna linea e variabili dall'una 
all'altra. Risolvcndo queste equazioni rispetto alle p, v,  si otterranno due 
novelle equazioni dalla forma : 

ed evidentemerite si potranno risguardare le p ,  v come i parametri di due 
sistemi di superficie, le quali determinano mediante le loro intersezioni le 
differenti linee isotermiche. D' ora in poi risguarderemo le p ,  v sotto que- 
st'ultimo punto di vista; ed è chiaïo che per non limitare la generaliti 
della soluzione dovremo considerare i due sistemi di superficie come tali 
che s'incontrino sotto angolo qualunque. 

Cid posto, la temperatura d'un punto qualunque del corpo potrà essere 
espressa in funzione delle tre sole variabili p ,  v, t ;  e quindi l'equazione 1. 
potrh essere trasformata riella : 

ove si fecero per brevit8 : 

Ora, perché questa equazione somministri un valore di T foi*mato con le 
sole p, v, t ,  fa d'uopo in generale che le A ,  R ,  C, D, E possano espri- 
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mersi in funzioni de' due soli parametri p,  v. Ecco cinque condizioni anali- 
tiche, le quali ci faranno scoprire le proprieta geometriche comuni a tutti 
i sistemi possibili di l ime isotermiche. 

Affine d'interpretare geometricamente le condizioni or ora concluse, con- 
verrà d i e  aggiungiamo a' due sistemi di superficie, i cui parametri sono 
p ,  v ,  un terzo sistema di pwrametro A ,  il quale rester8 qualunque pel mo- 
mento. Allora, le ti.e prime condizioni analitiche conducono, in causa delle 
(101, ( I I ) ,  alle tre seguenti equazioni : 

sen 2 ~ p  s e n ~ ~ , s e n ~ ~ c o s v l  - sen%,, A=---- Y B = -  Y C=-, 
An" 

3. 
Am2 A î1.m 

i primi membri delle qiiali sono indipendenti da A. Se ne deduce : 

ovvero, in causa delle (9), 

I 4 C -  B2 = - 
Arn2n2 

Mecliantc questo valore la pyima e la terza 3. diventano : 

percid, dinotando con 111, N due funzioni de' soli parametri p ,  v, saranno 
dapprima : 

n z s e n ~ ~  = M ,  n s e n ~ ~  = N. 4. 

In seguito, la seconda 3. pud scriversi, in causa delle 4. : 

s ~ ~ ~ E ~ s ~ ~ ~ E ~ c o s ~ ~  = - ABMN; 

e questa alla sua volta, in causa delle (9), si cangia in: 

cosv, = - BMNsen2y,; 

la quale mostra che l'angolo va compreso tra le siipeiaficic (p), (v) non dipende 
da A. Abbiamo dunque tre proprietà geometrkhe, rappresentate da' due va- 
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lori 4. e dalla costanza di Q rispetto a A, le quali sono cornuni a tutti i 
sistemi possibili di linee isotermiche. 

Le due ultime condizioni analitiche conducono, in causa delle (22), alle 
equazioni : 

nl sen2cP a.- - 
rn \/A -a.1cotill a.ncotrv 

Zwbn \(A. D = - a~ av 
5. 

lm sen2~,, a.- - 
n \/A - a.mcoty, 3.1cotra 

lrnndA.E= - a v aa 
nelle quali le D, E sono funzioni indipendenti da il. Si tratta ora di pre- 
sentare queste due equazioni sotto una forma opportuna. per l'interpretazione 
geometrica. A ta1 fine, osserviamo che sono, in causa delle (9) e delle 4. : 

mn \(A = msene,. nsenf,~. seny;, = illiV~ens?~ , 

percid le 5.) raccogliendo ne' primi membri tutti i termini moltiplicati da T ,  
potranno scriversi : 

a l  al 
Ora risolvendo queste equazioni rispetto a - , - , e ponendo per brevità: ap au 
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ove Do, E0 sono due funzioni delle sole p, v, si troveranno: 

le quali, ponendo ancora per brevità: 

ove D', E' sono due novelle funzioni delle sole p, v, potranno scriversi : 

c o s y v + c o s ~ ~  cosy,u 
=cote,; 

sene, sen 7 ,  seny ,~  

Avemo diinque finalmeilte le equazioili : 

le quali si prestano facilmente all'interpïetazione geometrica, corne or ora 
vedr emo. 
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Cominciamo dall' osseïvaïe che la prima (13) e la seconda 115)' mediante 
i valori 4., sommiiiistrano : 

Ora, i valori 6. riducono queste equazioni a :  

1 a i, 1 ais - E r l  - i = -  - - Z L " ~ - -  sen E, Semr 

Cid posto, si chiami I f  la derivata, presa ïispetto a A, dell' ailgolo ci' i coll- 
tingenza d'uria linea isotermica qualunque (p, v); e si consideri l'angolo tricdro 
i cui spigoli sono la tangente e la normale pincipale di qiiesta linea uilitz- 
mente alla tangente della iritersezione (v, 2). chiaro che l'espressione : 

la qualc dinota il coseno dell'angolo c,ompreso tra gli spigoli secondo e terzo, 
lia per valore, in causa delle formole della trigonometria sferica, il prodotto 
di sensv pel coseno dell'angolo compreso tra il piano degli spigoli primo e 
secondo ed il piano degli spigoli terzo e primo; e quindi ha per valoïe il 
prodotto di sene, pel coseno dell'angolo compreso tra il piano osculatcre 
della linea (.p, v) ed il piano tangente della superficie (v). Per conseguenza, 
avvertendo che la normale principale di questa linea e la perpendicolare al 
piano del suo circolo osculatore uiiitamente alla normale di questa super- 
ficie (Y) si trovano in uno stesso piano perpendicolare alla (p,  v), e chiamando 
da l'angolo format0 dalla prima di queste rette con la terza, avïerno : 
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Cosi, chiamando on l':mg010 compreso tra la normale principale della linea 
isotermica e la normale della superficie (p), avremo pure : 

I ~ i v - = s e n ~ , u ~ e n o k  air, 
1 ah 

In causa di questi valori, le equazioni 7. assumono la forma: 

l'senofa=- DfZ, Zfseno,=-E1l. 

012, siccome abbiamo manifestamente : 

e siccome yn è funzione delle sole p ,  y ,  cos: le 8. ci portano a concludere 
clle le tre quantità: 

soiio indipendenti da A. Adunque, le superficie (p), (v) sono tali che queste 
tre quantità rimangono costanti in tutta la luilgliezza cl'una linea isotermica 
e variano soltanto col passare dall' una linea all' altra. 

Queste ultime proprieta geometriche, m i t e  a quelle trovate al n. 2, sono 
le proprieth comuni :t tutti i sistemi possibili di linee isotermiche del corpo 
solido. 

Pnvia, 27 agosio 1867. 
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Sulle normali all' ellissoide. 

(de l  sig. C. F. GEISER, a Zurigo). 

11  presente lavoro ha per iscopo di dedurre per via sintetico. i teoremi 
sulle normali di una superficie di secondo grado, che STEIKER ha enunciati 
nella sua memoria Ueber algebraische Curven und Oberflachen ( x ) ,  e di 
aggiungervi una serie d'altri risultati. Alcuni di questi sono già contenuti 
nelle memorie di JOSCHIMSTHAL (**) e di CLEBSCH (***) , nelle quali perd il pro- 
blema delle normali & trattato analiticamente. Per giustificare la pubblica- 
zione di questo scritto, basti osservare che non esiste ancora una trattazione 
sintetica completa dell'argomento. Nell'esposizione ci parve conveniente 
di riferire le considerazioni all' ellissoide, perche questa limitazione rischiara 
moltissimo l'intuizione! e d'altronde il passaggio alle altre superficie di se- 
condo grado non offre alcuna difficoltà essenziale. 

Se in un punto arbitrario dell'ellissoide F, si innalza la perpendicolare 
al relativo piano tangente , essa é la n O r m a l  e alla superficie ne1 punto 
prescelto. Da un punto dell'ellissoide si pu6 sempre conclurre una ed una 
sola retta, che ne1 punto stesso sia normale alla superficie; ma non é esclusa 
la possibilitCl che da esso partano altre rette le quali siano normali alla su- 
perficie nella loro seconda intersezione colla medesima. Una facile conside- 

(') G. di Crelle, t. 4.9. 
(") Ibid. t. 59. 

("') Ibid. t. 62.  Annali di Matenialica (1" serie) t. 4 p. 195. Cfr. CBASI.PS &i'p h i s t ~ r i q ~ t ~  
nole ~ ~ . " - D E S B O V E ~  Théorie wouvelie des normal~s azw sur[ïces (lu 2d ordre. Paris 1862. 

Annali di Mutematica, tom0 1. 4.1 
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razione geometrica mostïa che per un punto qualsivoglia p l  non situato 
sull' ellissoide, passano sempre almeno due normali della superficie. Infatti 
se c'immaginiamo il fascio di tutte le sfere di centro p, esso si decompone 
in tre serie costituite dalle sfere che includono o intersecano O escludono 
F,. Queste tre serie sono separate, l a  prima dalla seconda e questa dalla 
terza, mediante due sfere che toccano l'ellissoide , e delle quali 1' una include 
e l'altra esclude F2. È poi indifferente se p sia dentro O fuori dell'ellissoide, 
O anche infinitamente distante; ed anche ne1 caso limite, che p si trovi sulla 
superficie F,, si pub facilmente stabilire il medesimo risultato. Per decidere 
se, oltre alle rette che vaiino da p ai punti di contatto delle due sfere no- 
minate, si possano condurre dallo stesso punto altre normali all'ellissoide, 
stabiliamo alcuni teoremi che seguono. 

Se ~t b una normale di F,, essa fa un angolo retto colla sua polare, re- 
lativa alla superficie. Infatti la polare è situata ne1 piano tangente in quel 
punto da1 quale si eleva la normale, cioè in un piano perpendicolme ad n;  
donde segue la proprietà enunciata. Ora, se una retta g passante pel punto 
p, dato arbitrariamente nello spazio, dev'essere normale all'ellissoide F,, la 
sua polare gr dovrà giacere ne1 piano P, polaïe di p rispetto ad P2 ,  ed 
inoltre l'angolo delle rette y, gr dev'essere retto. Quest'ultima condizione 
si pu6 anche esprimere altrimenti, ricorrendo al cerchio imaginario all' infi- 
nit0 km: cioé i punti all' infinito di g e g' devono essere coiljugati armonici ri- 
spetto a questo ccrchio. Ma gli stessi punti sono anche coniugati armonici 
rispetto alla conica Km, che l'ellissoide ha in comune col piano all'infinito. 
Dunque, se è dato il punto all'infinito pfOo di gf ,  si troverà il punto all'in- 
finito pm di g ,  determinando l'intersezione delle due polari di p', rispetto 
'a Ic, e Km. Ma prm appartiene necessariamente alla retta all'infinito di P; 
e se quel p~into percorre questa setta, il punto p, (in virtù ili un noto 
teorema) descriver& una conica circoscritta al triangolo coniugato comune 
a km e Il-, i cui vertici sono i punti all'infinito degli assi di F,. 

Duiique s e  u n a  r e t tn  deve  pas sa re  pe r  u n  p u n t o  p e fa re  ango lo  
r e t t o  colla s u a  pa l aye  r e l a t i v a  a l l ' e l l i s so ide  F,, es sa  s a r &  u n s  de l l e  
g e n e r a t r i c i  di un  cono di secondo g r a d o ,  aven te  il v e r t i c e  i n  p e con- 
t e n e n t e  t r e  r e t t e  p a r a l l e l e  a g l i  a s s i  d i  E2. Una di tali generatrici è 
evidentemente la perpendicolare abbassata da1 punto p su1 suo piano polare P. 
Questo con0 passa iiioltre pel centro AI di c, perchè la polare di ïîfp ri- 
spetto a Km giace per intero ne1 piano all'infinito, e necessariamente é in- 
contrata dalla polare del punto all'infinito di hIp rispetto a kW, COSI che, 
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secondo la precedente notazione, un punto infinitamente lontano pfm di y' ed 
il punto all'infinito pm di g _ M p  sono coniugati armonici rispetto a km ed e Ii,. 

In generale, una normale è perpendicolare all'ellissoide in uno solo de' 
punti ove incontïa la superficie. Se essa f ~ s s e ,  per entrambi i punti d'in- 
tersezione, perpendicolare ai rispettivi piani tangenti, questi dovrebbero es- 
sere paralleli, cioè la normale passerebbe pel centro dell'ellissoide. Ma le 
normali passanti pel centro si determinano facilmeilte, perchè i loro punti 
all'infinito dovranno avere la stessa polare rispetto a km e Km; cioè queste 
normali sono gli assi dell'ellissoide. Ciascuno di essi & normale all'ellissoide 
in ambedue i punti d'intersezione, epperd 1' ellissoide lia tre normali doppie 
passanti pel centro. Una semplice considerazione geometrica mostra che 
anche le  tre rette all'infinito, le quali congiungono i punti all' infinito degli 
assi, sono normali doppie di E',; cioe l'ellissoide ha per normali doppie i 
sei spigoli del tetraedro coniugato che esso ha in comune con una qualsi- 
voglia sfera concentrica, ovvero con kW, considerato corne superficie di se- 
conda classe (il tetraedro degli assi). Se ora esistesse un'altra normale doppia, 
km e K, avrebbe più di un triangolo coniugato comune, epperd coincide- 
rebbero , e 1' elissoide sarebbe allora una sfera: superficie nella quale tutte 
le normali sono infatti normali doppie. 

In generale adunque una normale all'elissoide F,  è perpendicolare alla 
superficie in uno solo dei due punti d'intersezione; questo punto dicesi 
p i e d e  d e l l a  no rma le .  

II. 

Acciocchè due normali dell'ellissoide si incontrino, dev'essere sodisfatta 
la condizione che la retta congiungente i due piedi sia perpendicolare alla 
propria palare rispetto ad F,. Infatti, se p, e p, sono i piedi di due nor- 
mali segantisi in  p ,  i loro piani polari, ciok i piani tangenti in p,  e p,, si 
incontrano lungo una retta, che è perpendicolare al piano pp ,p , ,  epper8 
anche alla retta plp2 contenuta in questo piano. Viceversa, se la retta che 
congiunge due punti p,,p, dell'ellissoide è perpendicolare alla propria po- 
lare, le normali in p,,p, giacciono in  un medesimo piano. Ma (1) tutte le rette 
passanti per p, e peïpendicolari alle rispettive polari sono situate in un 
cono quadrico K,, che ha il vertice in p, e passa pei vertici del tetraedro 
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Il numero delle norinali che si possono condurre da un punto dato ad un 
ellissoide, si pud anche determinare con un altro metodo, che si fonda sopra 
considerazioni pifi generali. 

Tre superficie quadriche Ff, Fff, Ftff determinano una rete g e ~ m e t ~ i c a  (*), 
costituita da tutte le superficie di secondo grado, passanti pei punti comuni 
alle tre date. Il luogo dei vertici dei coni della rete, ossia il luogo dei punti 
di contatto fiaa superficie della rete, & una curva gobba di sesto ordine, 
Jacobiana delle tre superficie date (O di altre tre qualsivogliano superficie 
della rete, che perd non formino un fascio) (*"). 

11a questa proposizione generale si modifica essenzialmente, se le tre su- 
perficie date hanno fra loro speciali relazioni di posizione. Pel nostro in t en t~ ,  
supporremo che Prf ed Pr" si tocchino lungo una conica, il cui piano E avr& 
per conseguenza 10 stesso polo e rispetto ad entrambe le superficie. Allora, 
nella determinazione della Jacobiana, possiamo sostituire alla superficie F'rf 
il piano E; onde il luogo dei vertici dei coni della rete (Ff ,  Fff, Ffrr) risulta 
identico al luogo dei poli del piano 'E rispetto alle superficie quadriche 
passanti per la curva comune a F f  e ad una qualunque delle superficie del 
fascio (FIf, FM') ; il quale ultimo luogo é una cubica gobba (***), che passera 
pel punto e, pel polo di E relativo ad Ff, e pei vertici del triangolo coniugato 
comune alle coniche, sezioni di Fr,  Fff con E. Gli ultimi quattro punti sono i 
vertici del tetraedro coniugato comune ad Fr ed alla conica comune alle Fff, F'ff. 

Per applicare queste considerazioni al problema delle normali, supponiamo 
che Fu, Ffff siano due sfere concentriche, il cui centro comune sia un punto 
p del10 spazio, onde il piano E sarà il piano all'infinito; ed assumiamo in 
luogo di F f  l'ellissoide F,. Sllora la cubica gobba, luogo dei centri delle 
superficie della rete, ovvero luogo dei punti di contatto fra le superficie 
medesime, contesr& il punto p, il centro M dell'ellissoide, ed i punti all7in- 
finito sugli assi del medesimo. Ciascun punto pl, comune a questa cubica 

(') CREMONA Prelirninari ad ztila teoria geometrica delle superficie, 4 3 .  
(") HESSE (G. di Crelle t. Q9) - GEISER (Vierteijalirsschrift der Zürcli. Nalurf. Gesellschaft, 

t. 10, (865). - Prelinzinari 106, 113. 
("') Prelimilaari, 99, 113. 
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ed all'ellissoide, sarà dunque un punto di contatto fra l'ellissoide ed una sfera 
di centro p, donde segue che pp, è una normale dell'ellissoide. Viceversa, 
se p p ,  B normale in pl all'ellissoide, questo sarà toccato in p, dalla sfera 
di centro p e raggio pp,, epperd p, sarS un punto della cubica gobba 
suaccennata. 

È noto che i coni i quali projettano una cubica gobba da un punto di 
essa sono di sxondo grado ; percid le rette che, a cagion d'esempio, vanno 
da1 centro ai piedi delle sei noïmali calate da p l  insieme coi tre assi e colla 
retta Mp, sono situate in un cono quadrico. E similmente le rette che passano 
rispettivamente per i sei piedi e per p l  e sono parallele ad un asse, giacciono 
in un cilindro (iperbolico-eqiiilatero) che contiene anche l'asse nominato e le 
rette all'iiifinito de'piani principali pel detto asse. 

Una cubica gobba, analoga a quella dianzi trovata, vssia passante pei 
quattro vertici del tetraedro degli assi, passi per un dato punto q. Allora 
sarà q il centro di una superficie qiiadrica 2, segante l'ellissoide F, secondo 
una curva situata in una sfera S. 1 piani polari di q rispetto alle tre super- 
ficie F,, 2, S passano per una stessa retta; cioè il piano polare di p rispetto 
ad FI è parallelo al piano polare relativo ad S. Ne segue che il centro 
della sfera S, (che h il punto a cui c o r  r i  sp  o n  d e  la cubica gobba, cioh il 
punto da1 quale partono le normali dell' ellissoide, aventi i piedi nella cubica 
gobba) è nella retta calata da q perpendicolarmente al piano polare di questo 
punto, relativo all'ellissoide. Cioè tutte le cubiche gobbe analoghe passanti 
per q c o r r i s p o n d o n o  ai punti di questa rctta; e fra esse quella che cor- 
risponde al punto q é ivi toccata dalla retta medesima. 

Il luogo dei centri delle superficie di un fascio (Fr ,  F M )  contiene anche 
i centri delle superficie della rete (F',  F I r ,  Ffr1) ove F"' sia concentrica ed 
omotetica ad Pr, ciob F'ff e F' si tocchino lungo una conica ne1 piano all'in- 
finito. Percid la cubica gobba, sopra determinata come corrispondente al 
punto p, è anche il luogo dei centri delle superficie nella rete (F,, F,', S),  
dove F ,  & l'ellissoide dato, F,' un altro ellissoide coilcentrico ed omotetico 
a1 dato, ed S una sfera di centra p. Se poi S' h un'altra sfera di centro p ,  
10 stesso luogo conterrà anche i centri delle quadriche del sistema lineare 
determinato dalle quattro superficie F,, P,', S ,  Sr, ossia la cubica gobba 
sarà il luogo dei punti di contatto fra le superficie del fascio (F,, F,'), e 
quelle del fascio (S ,  8'). Ne risulta che i piedi delle normali abbassate da1 
punto p sull'ellissoide dato e su tutti gli ellissoidi concentrici ed omotetici 
ad esso sono situati nella medesima cubica gobba (corrispoudente al punto 
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p )  passante peL pnnto p e pei vertici del tetraedro degli assi; epperd le 
normali medesime sono le generatrici di un con0 quadrico passante pei vcrtici 
iiominati. 

IV. 

Assai più facile è la riceiaca del numero delle normali contenute in uii 
piano dato. Se e b un piano che seghi l'ellissoide, e p il suo polo, tutt'i 
piani tangenti al17ellissoide lungo la sezione K, fatta da1 piano e ,  passano 
per p. Se poi n & una normale contenuta ne1 piano e ,  ed il cui piede sia 
pi, il piano tangente in pl sarà perpendicolare ad e ,  epperd passerà per la 
retta abbassata da p perpendicolarmente sopra e. Per questa retta passano 
in generale due piani tangenti all'ellissoide; i loro punti di contatto sono 
i piedi delle normali contenute ne1 piano e ;  cioè in un piano vi sono in 
generale due normali dell' ellissoide. Queste normali si costruiscono facil- 
mente conducendo alla conica K le tangenti pel piede della perpendicolare 
abbassata siil piano e da1 polo p; i punti di contatto saranno i piedi delle 
normali cercate. Da questa costruzioiie risulta che lc due normali saranno 
reali distinte, O coincidenti, O imaginarie secondo clie il piede della per- 
pendicolare abbassata da p sia fuori della conica K O sa di essa O entro 
la medesima. 

Che in un piano non si tyovino in generale più di due normali dell' cl- 
lissoide, risulta del resto anche da ci6 che, corne si pud dimostrare facil- 
mente, se un piano r ea le  e contiene tre (epperd infinite) normali, esso è 
ilna delle facce del tetraedro degli assi. Infatti, in questo caso tre, epperd 
tutt 'i  piani tangenti passanti pel polo p sono perpendicolari al piano e ;  onde 
p sarà O il centro dell'ellissoide O uno dei punti all'infinito sugli assi. 

Merita ancora d'essere notato clle, se il piano e passa per uno spigolo 
del tetraedro degli assi, le due normali contenute ne1 piano coincidono nello 
spigolo medesirno; e se il piano e passa pel centro dcll'ellissoide, le due 
normali sono parallele ed equidistanti da1 centro. 

Analoghe considerazioni speciali si possono facilmente istitnire pei teoremi 
che abbiamo dimostrati circa le normali passanti per un punto dato. Noi ci 
limiteremo a cid che segue. Delle sei normali che si possono abbassare da 
un punto p ,  se qiiesto giace in una faccia del tetraedro degli assi, quattro 
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sono situate in questo piano. La cubica gobba, che intersecs l'ellissoide 
nei piedi delle normali, ed a un tempo passa pei vertici del tetraedro degli 
assi e per p, si decompone in un'iperbole equilatera, situata nella faccia 
accennata del tetraedro , ed in  una retta perpendicolare a questa faccia e 
segante l'iperbole ne1 punto p (*). Se il punto p è preso in uno spigolo 
del tetraedro, due delle sei normali coincidono in questo spigolo, e le altre 
giacciono a due a due nelle due facce passanti per 10 spigolo. La cubica 
gobba è in questo caso costituita dallo spigolo predetto, il quale contiene 
cinque degli undici punti suaccennati, e da due rette segantisi ad angolo 
retto, nelle quali sono sitiiati gli altri sei punti, a tre a tïe. 

I piedi di tuttc quelle normali dell'ellissoide P,, che incontrano una data nor- 
male, il cui piede sia p ,  sono sitiiati in una curva gobba del quart7 ordine C,, 
per la quale p é un piinto doppio (II). Dunque se partendo da p, si cammina 
su P,, in tutte le direzioni possibili, descrivendo archi infinitamente piccoli, 
e se ne1 termine di ciascuno di questi s'innalza la normale, questa in ge- 
nerale non segherà la normale in p; ma cib accadrà solamente in due spe- 
ciali direzioni, determinate dalle tangenti di C, in p. Queste tangenti pos- 
sono essere facilmente determinate ; infatti esse sono l'intersezione di un 
certo cono quadrico K ,  di vertice p, col piano e che tocca F,  in p. Il cono 
Il é il luogo di tutte le  rette passanti per p e perpendicolari alle rispettive 
polari relative a F,. Se iina retta cosi fatta g è situata in e ,  anche la sua 
polare g' giace ne110 stesso piano, epperd le due rette y, g, non sono altro 
che l'intersezione del cono I< col piano e: esse sono le sole rette situatc 
in K, chc giacciano colle loro polari ne1 piano e :  ciascuna di esse corri- 
sponde al17altra. Percid 17 angolo gg' & retto, cioè le tangenti della curva 
gobba C, in p sono ortogonali fra loro. Si ha cosi il teorema: Ogni nor- 
male dell'ellissoide è incontrata da due normali infinitamente vicine, ed i 
due piani, che quella determina rispettivamente con queste, sono fra loro 
perpendicolari. 

(') Di qui  si ricnva facilmente il teorema planiinetrico: Da u n  piinto da10 ne1 piano di ilna 
cllisse, si possono in generale conàurre a questn qiisttro normali; i piedi si trovano, insieme 
col centio dell'ellisse e col punlo dato, in uri'iperbole equilatera i ciii assintoti sono pnidleli 
agli assi dell'ellisse. Cfr. the Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics 1865, p. 88. 
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Questo teorema conduce facilmeute alla teoria delle linee di curvatura 
dell~llissoide, se alle cose fin qui dedotte si assacino gli sviluppi, che ap- 
poggiandosi alla teoria, dovuta a POKCELET (*), del tetraedro coniugato co- 
mune a due superficie di secondo grado, il sig. CHASLES ha fatti conoscere 
intorno alle superficie omofocali (**). Siccome i relativi risultati sono in ge- 
nerale già n ~ t i ,  e la loro esposizione sintetica B affatto ovvia, cosi non ci 
arresteremo pih oltre su quest'argomento. 

1 due punti s ,  s,, nei quali la normale in p é incontrata da due nor- 
mali infinitamente vicine, diconsi i c e n  t r i  d i  c u r  v a t u r  a di p. Il luogo 
dei centri di curvatura per tutti i punti di 8 dicesi s u p  e r  fi c i e d e i 
c e n  t r i  d i  c u r v a t u r a dell'ellissoide ; essa b costituita da due falde , l'una 
delle quali pu6 concepirsi generata da1 continuo variare di s (insieme con 
p), e l'altra da1 continuo variare di s,. Questa superficie pud essere definita 
O come luogo di un punto pel quale due delle sei normali coincidano, 
O anche come inviluppo di un piano ne1 quale le due normali coincidano. 
L' ultima definizione è quella che meglio conviene alle nostre investigazioni. 

Affinché le  due normali contenute in un piano e coincidano, é neces- 
sario (IV) che la perpendicolare abbassata da1 polo p di e sopra questo piano 
incontri la conica cornune al piano medesimo e all'ellissoide, O con altre 
parole, questa perpendicolare dev'essere una tangente di F,  (qui si osservi 
potersi supporre in generale che p non si trovi su Pz, perché in ta1 caso la 
ricerca dovrebb'essere alquanto modificata). Allora noi possiamo facilmente 
trovare il numero di quei punti p di una data retta y, pei quali si verifica 
la condizione ora stabilita. 1 punti p formano in g uria punteggiata pro- 
jettiva al fascio dei piani polari dei punti medesimi, rispetto a F,. Percid 
tutte le perpendicolari abbassate dai punti p sui rispettivi piani polari sono 
(per un noto teorema) le generatrici di un'iperboloide I,, che contiene g come 
direttrice. II problema b ora ridotto alla ricerca del numero di generatrici di 
un'iperboloide che toccano un ellissoide; e si risolve come segue. 

Una generatrice di I,,  che tocchi F,, 6 evidentemente una tangente della 
curva C,, intersezione di 1, e F,. La sviluppabile formata dalle tangenti 
di C, é dell'ottavo ordine; epperb, la retta g (O qualunque altra direttrice 
dell'iperboloide) avendo due punti comuni con C,, incontrerà la sviluppabile 
in altri quattro punti. Ciascuna delle quattro tangenti di C,, passanti per 

(') Traite' des propriétés projcctiues t .  1 ,  supplément. 
(") Compte rendu 11 juin 1860. 

Amali di lFIutematica, tomo 1. 
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questi punti, b una generatrice di l,, perché tocca questa superficie in 
un punto (situato su  C,) e la incontra in un altro punto (situato su g). 
Sono adunque quattro i punti p in g che sodisfanno alla condizioue pro- 
posta: e conseguentemente per la retta g,, polare di g rispetto all'ellis- 
soide, passano quattro piani in ciascun de' quali le due normali coincidono. 
Al10 stesso risultato si arriverebbe anche colla diretta deduzione del teorema : 
il luogo di quelle tangenti di una superficie quadrica clle incontrano due 
rette fisse (non situate in uno stesso piano) S una superficie di quarto grado. 

Cosi é provato che l'inviluppo del piano e ,  ossia la superficie dei centri 
di curvatura di un'ellissoide è della quarta classe. La ricerca e la discus- 
sione dei suoi piani tangenti singolaïi conducono per via sintetica alla deter- 
minazione dell'ordine della superficie, e nominatamente mettono in evidenza 
le curve che essa ha in comune colle facce del tetraedro degli assi (*). 

VI. 

Siccome in generale un piano contiene due normali dell'ellissoide, e per 
un punto passano sei normali della medesima superficie, cosi le normali 
dell'ellissoide nella loro totalith formano un sistema di raggi di seconda classe 
e sesto ordine. A questo sistema si possono applicare a dirittura tutti i teoremi 
che, colla reciprocitb, polare, si deducono da quelli stabiliti da1 sig. KUMMER 
nella sua memoria Die ulgebruischen Strahlensysteme erster und zweiter 
Ordnung (**). La superficie focale di questo sistema é, come abbiamo sopra 
dimostrato indipendentemente da1 concetto di sistema di raggi, della quarta 
classe, poichè essa coincide colla superficie dei centri di curvatura dell'el- 
lissoide. Oltre alle quattro facce del tetraedro degli assi, essa possiede altri 
otto piani tangenti singolari (imaginari), ciascuno de' quali contiene infiniti 
raggi del sisterna, e l'inviluppo di questi b una conica. Questi otto piani 
singolari si ottengono come segue. 1 raggi contenuti in una qualunque delle 
quattro facce del tetraedro inviluppano una curva di quarta classe (con tre 
tangenti doppie) cd una conica: le quattro coniche analoglie hanno otto 
piani tangenti comuni, che sono gli otto piani singolari cercati. Sia i uno 

(') CLEBSCH 1. C. Cfr. KUMMER ne1 Monatsb. Akad. Berl., 1862, p. 426. 
(") Abhandl. der Berl. Akad., 1866; veggasi specialrnente il 5 11. 
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de' quattro punti ne' quali la sezione all' infinito della quadrica data incontra 
il circolo imaçinario km ; h ,  la' le generatrici rettilinee della quadrica, pas- 
santi per i; t la tangente a km in i: saranno t h ,  th1 due degli otto piani 
di cui si tratta. Gli altri sei piani si ricavano nello stesso modo dagli altïi 
tre punti analoghi ad i. Siccome l'ordine della superficie focale di quarta 
classe, che appartiene ad un sistema di raggi di seconda classe, A sempre 
il doppio dell'ordine del sistema, cosi la superficie dei centri di curvatura 
dell'ellissoide é del dodicesimo ordine. Essa ha in comune con ciascuna faccia 
del tetraedro una curva di sesto ordine (e quarta classe, con tre tangenti 
doppie), ed una conica, che 6 da contarsi tre volte. 

Tutte le normali dell'ellissoide, chc incontrano una data normale n, for- 
mano una superficie F, del nono grado, come si ricava dalla memoria del 
sig. KUMMER; per questa superficie gobba, la normale data é una retta ottupla, 
perche ogni piano passante per essa sega la superficie secondo una sola 
generatrice. La medesima superficie contiene la curva gobba di quart'ordine, 
secondo la quale l'ellissoide F, k intersecata da1 cono KI gih considerato 
(II); questa curva gobba ha sopra n un punto doppio ed un punto semplice. 
La curva piana, comune intersezione della superficie gobba con una faccia 
del tetraedro b composta di una curva di quint'ordine e di quattro rette, le 
quali sono le normali che dalla traccia di n si possono condurre alla sezione 
dell'ellissoide colla suddetta faccia. Si dimostra facilmente che la curva 
piana di quint'ordine non ha alcun punto cornune colla curva gobba del quar- 
t'ordine, ma ha bensi un punto doppio sopra n. 

Si pub senza difficolta. determinare l'ordine della superficie formata dalle 
normali, i cui piedi sono i piinti di una sezione piana E dell'ellissoide. In  
virtù di un teorema enunciato da STEIPIER (*), le normali lungo una sezione 
piana di una superficie quadrica sono ordinatamente parallele alle generatrici 
di un cono di secondo gïado, cioé quelle normali incontrano il piano all'in- 
finito in punti di una conica. Questa conica e la conica E sono incontrate 
dalle normali, che si considerano, in punti formanti due serie projettive; 
percib il luogo cercato b una superficie di quarto grado (**). Il piano E e 
ciascuna delle facce del tetraedro degli assi contengono due generatrici di 
questa superficie. 

In modo consimile si possono trattare sinteticamente anche alcuni altri 

(*) Systematische Entwickelzang u. S. W. p. 304.  
(") CHASLES, Compte rendu 3 juin 1861. 
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problemi sulle normali dell' ellissoide, p. e., quel10 che conduce al teorema : 
se i piedi di tutte le normali ugualmente inclinate ad uno de'piani principali 
si projettano su1 piano principale medesirno, il luogo delle projezioni é una 
conica. Noi non entreremo in queste quistioni; soltanto concluderemo col 
fare osservare, che se  non si vu01 ricorrere (come qui si b fatto) alla con- 
siderazione di elementi imaginari, si pu6 servirsi della teoria dell'angolo 
retto, data da STEINER e poi da STAUDT. Di tali principii, abbastanza noti, 
affatto scevri da imaginari, si sono serviti fra gli altri i sigi. ZECH (*) 
e REPE (**) per dedurre alcuni teoremi relativi ai fuochi ed alle normali. 

Zurigo, 9 luglio 1867. 

(') Die hohere Geometrie, Stuttgart 1857. 
('") Beitrag zzc der Lehre von den Tragheitsmomenten (Zeitschrift f. Math. u. Ph. t. 10). 
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Delle variabili cornplesse 

sopra una superficie qualunque. 

(del prof'. EUGEXIO BELTRAMI, a Bolog~aa). 

Rapprescntiamo con 

il quadrato dell'elemento lineare della superficie S chc doljbinmo considerare. 
Non sarà inutile il rammentare fin da1 principio chc quaiido si rigiiarda 

una superficie corne definita dalla sola espressione dcl suo elemcnto linearc, 
1)isogna prescindere da ogni concctto od imagine che implichi una con- 
creta determinazione della sua forma in relazione ad oggetti esterni, p. CS. 

rispetto ad un sistema d'assi rettangolari. Ogni concetto di questo genere 
conduce facilmente ad equivoci. Cid solo che si deve tenere per fermo 6 che 
ogni coppia distinta di valori delle variabili tc, v individua un punto (O piii 
punti discreti) della superficie, il quale (O ciascuno dei quali) rimane, per 
sb stesso, essenzialmente distinto da quel10 (O da ciascuno di quelli) cui 
corrisponde un'altra coppia di valori, non idehtica alla prima. La possibi- 
lità della coincidenza, in un medesirno luogo del10 spazio, di due punti non 
aventi le stesse coordinate curvilinee, non interviene propriamente che quando 
si 'considera, O si sottintende, una determinata configurazione della superficie. 

La natura delle l ime u = cost., v = cost. rimane sostanzialmente indetermi- 
nata; ma, per la precisione degli enuncinti, noi non considereremo della 
superficie S che una porzione R, continua e finita, entro la quale si trovino 
adempiute le  seguenti condizioni: i0 che le funzioni E,  F ,  G sieno in ogni 
punto di R reali, monodrome, continue e finite; 2' ôhc lc funzioni E, G,  

Amiali di Alf~tmnt icn,  tonio i .  4 3  
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E G -  P z  ( = H z )  ricevano in ogni punto di Cl valori positivi e diversi da 
zero, talcliè anche i radicali VÈ, V I F ,  VEG-PI! ( = E l ) ,  che prenderemo sem- 
pre positivamente, si conservino reali e monodromi entro l'area considerata. 

Di queste condizioni alcune sono necessarie perche i punti di a sieno 
tutti reali; le altre impongono certe restrizioni alla natura del doppio si- 
stema di curve coordinate, entro i limiti di a. Infatti, avendosi in generale: 

F 
cos O 7 -9 

~ E G  

dove 0 è 1' angolo delle due curve intersecantisi ne1 punto (u, v) ,  1' ipotesi 
che \JE, VÏT ed H sieno quantità positive e maggiori di zero esclude il 
cas0 che l'angolo O diventi = O 0  oppure = 180°, cioè che due curve di di- 
verso sistema si tocchino, entro l'area a. Conseguentemente la distanza 
normale di due curve infinitamente vicine del sistema u =cost.  (oppure 
21 = cost.) ha un rapport0 finito coll'elemento d v d G  (oppure du \ lE )  che esse 
intercettano sulla curva dell' altro sistema passante pel punto considerato , 
e poichè questo elemento è (per le ipotesi) infinitesimo dello stess'ordine di 
du (oppure di du), ne ernerge che ad incrementi infinitesimi del parametro 
u (oppure v )  corrispondono curve che sono fra loro infinitamente vicine, ma 
che non hanno alcun punto comune, nell'interno di R. 

Inoltre, poichè \JE, v7F ed H sono funzioni monodrome in tutti i punti 
di Cl, 10 stesso ha luogo per le espressioni di cos0 e sene :  quindi é im- 
possibile che ad una medesima coppia di valori delle u ,  v corrispondano 
due valori dell'angolo 0 (*), e conseguentemente che una linea dell'un si- 
stema tagli quelle dr:l17altro in più di un punto interno ad Cl, oppure che 
una curva di qualsivoglia sistcma si intersechi con sit stessa in un ta1 
punto. 

Ammesse queste proprietà, conseguenze delle ipotesi stabilite, ne risulta 
evidentemente che ciascuna piccola regione della superficie, circostante ad 
un punto situato nell'interno di a ,  è coperta da un reticolo di curve coor- 
dinate il quale, salvo deviazioni minime, è in tutto simile a quel10 formato 
sopra un piano da due sistemi di rette parallele. Una ta1 regione si pud 
chiamare ordinaria. Cosi, 1' area & tutta formata di regioni ordinarie, 

y) Quand'anche si volessero supporre eguali questi due valori, non cesserebbe di sussistere 
la stessa impossibiliti, perchè variando infinitamente poco la disposizione delle curve (scnxa 
alterare le loro condizioni generali) si rcnderebbero disuguali i due angoli, scnza toglicrc 13 

monodromia dello funzioni sen8 o cos 8. 
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mentre invece il reticolo format0 sopra un piano da un sistema di rette di- 
vergenti da1 centro eomune di un sistema di circonferenze concentriche, 
non presenta dovunque questo carattere, beuche 10 riacquisti coll'escludere 
semplicemente la regione immediatamente circostante al polo. 

Per brevità di linguaggio chiameremo curva u (oppure curva v) relativa ad 
un punto dato (u,, v,) della superficie, quella lungo la quale si ha v = v, (op- 
pure u = u,), mentre u (oppure v) & variabile lungo la medesima. La dire- 
zione positiva della curva u (oppure della curva v) è quella del10 spo- 
stamento prodotto da un incremento positivo dato al valore di u (oppure 
di v), e quindi quella stessa nella quale cresce il suo arco, il cui incre- 
mento è ds, = du VZ ( oppure ds, = du \TG). La direzione positiva di una 
curva u (oppure v), nei varii suoi punti interni ad R,  non pu6 mai cam- 
biare di senso dall'uno all'altro, perchè E (oppure G) non pu6 mai, per 
ipotesi, diventare = O. Ne risulta che, se  in un punto qualunque interno 
ad S Z ,  si conducono le tangenti alle due curve coordinate, nelle rispet- 
tive direzioni positive, e si fa poscia muovere il punto entro in modo 
continu0 (del resto arbitrario) insieme colle due tangenti positive, mobili 
intorno ad esso come due aste riunite a cerniera, ha luogo la proprietà 
che queste due tangenti conservano sempre la medesima disposizione rela- 
tiva, ciob che il senso della rotazione atta a condurre la tangente della 
curva u su quella della curva v attraverso 1' angolo O (<1SO" inter- 
posto 6 sempre il medesirno. Infatti esso non potrebbe mutare chc O con 
continiiit8, O per salto : ma non pu6 mutare con continuità perchE l'angolo 
0 non pu6 mai raggiungere nè O0 ne 180°, come si & già veduto; e nep- 
pure pud mutare per salto, perche la direzione positiva della tangente si 
mantiene costante lungo ciascuna curva u O ai ,  come si i3 pure osseïvato 
or ora. Consegnentemente se si conduce una normale alla superficie, dalla 
parte conveniente accid essa si tsovi disposta rispetto alle tangenti delle 
curve u v come l'asse deIle n 10 & rispetto a quelli delle x e delle y ,  si 
vede che questa normale positiua non pud mai mutare di senso, nell'interno 
di fi, epperd, assumendo come faccia positiva della superficie quella sulla 
quale 6 eretta la normale positiva, un punto il quale sia mobile comunque 
con continuith, entro i limiti di SZ non deve mai attraversare la superficie 
per mantenersi sulla sua faccia positiva. Solamente fa d'uopo notare chc 
se  l'area il B composta di più pezzi distinti (circostanza che non & esclusa 
dalle ipotesi fatte) pud accadere che la faccia positiva di uno di questi pczzi 
nou sia ne1 prolungamcnto d i  quella d'un altro: ma in questo caso il punto 
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mobile non potrebbe passare dall' un pezzo all'altro coi1 continuith, e le con- 
clusioni precedenti varrebbero per ciascun pezzo in particolare. 

Queste considerazioni, alle quali converrebbe clare una maggiore estensionc, 
so non fossero qui subordinate ad uno scopo speciale, sono assai utili pcr 
togliere di mezzo le difficoltà che potrebbero altrimenti insorgcre in ccrte 
circostanze. 

Completiamo questi preliminari col ricliiamare alcune formole ed espres- 
sioni note. 

Abbiansi due elementi lineari ds, 6s uscenti da1 punto (u, v ) ,  al primo dei 
quali corrispondano le variazioni du, du, al secondo le 624, Sv, c sia E l'an- 
go10 che formano, contato, ne1 senso positivo, da ds verso 8s. Qualunque sia 

. il valore di E,  si hanno le seguenti formole, facilmente dimostrabili: 

Chiamando Ao il valore assoluto dell'area del parallelogrammo formato 
sui due elemeilti ds,  as, cd osservando che Ao = rt ds 6s sen e secondo clie 
E è minore O maggiore di 180°, si ha, dalla seconda delle preccdenti formole, 

AGI = + H(du 6v - du Su) , 
formola nella quale si deve scegliere il segno superiorc O l'iilferiore secondo 
clic la rotazione da cls verso 6s, attraverso l'area del parallelogrammo, av- 
vienc ne1 senso positivo O in  senso inverso. 

Finalmente rammentiamo le espressioni generali di certo quantitü che ab- 
biamo chiamatc altrove (*) parametri differenziali di l o  e di 2 O  orcliiic. Se 9 
e S. sono duc funzioni di 21 e di v ,  queste quantità sono le segueiiti: 

(*) Ricerche di  a~anlisi applicntu allu geomctriu , iiol Giornale di Mateniaticlie di Napoli. Qui 
alibiarno Icggcrnientc mutütc lc segnaturc e le dcfinizioni. 
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Al$ e A,?, sono rispettivamente i parametri differensiali d i  1" e d i  2 O  or-  
dtne della funzione 9; A,q+ é il parametro intermedio delle due funzioni 
?J e $, che si riduce ad un parametro di Io ordine quando le due funzioni 
sono eguali. Fra le proprietà di questi parametri, oltre quella comune della 
loro invariabilità (vedi le citate Ricerche), ricorderemo le seguenti: i0 Che 
cliiamando Sn la distanza normale delle due curve 9 e 9 + 69 ne1 punto 
(u, v) si ha 

2" Che ponendo = O  il paramctro intermedio A,$+ si ha la condizione di or- 
togonalità dei due sistemi di curve 9 = cost., $J = cost. 3 O  Che ponendo = O 
il parametro di 2" ordine A,$ si ha la condizione di isornetria del sistema 
di curve $=CO&., ciok la coridizione perchè le varie curve di esso, corri- 
spondenti ad incrementi infinitesimi ed eguali di cp, associate colle curve 
ortogonali (opportunamcnte distribuite), dividano la superficie in quadrati 
infinitamente piccoli. 

II. 

Siario 
Udu+ Vdv, Udu  + V ' d v ,  

i due fattori imaginari conjugati del secondo membro della (1), dove 

e quiildi VV'= G.  Conserviamo alle caratteristiche d,  6 i significati in cui 
furono adoperati ne1 precedente articolo, c formiamo il rapporto 

U8u + V8u 
Üdu f Vdv ' 

al qualo si pu6 dare la forma peii, talchb 
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Eguagliando fsa loro le parti reali ed imaginarie di qucsta equazjone, 
e poilerido mcntc d l c  ( 2 ) ,  si trovil 

e quiudi 

Se supponiamo che le lunghezze ds,  6s sieno epuali fra loro, il secondo 
elemento 6s pu6 considerarsi come ottenuto mediante una rotazione = E  del 
primo, ne1 senso positivo. La formola prccedente ci insegna pestant0 che il  
binomio differenziale complesso U6u -I- V8v , relativo al17 elemento ruotato , 
si ottiene dal17 analogo binomio Udu -I- Vdv relativo all' elemento primitivo , 
moltiplicando quest'ultimo pel fattore eiE dove E è la grandezza della rota- 
zione: proprietà analoga a quella che ha luogo ne1 piano pel binomio finito 
x + i y 7  considerato come rappresentante un raggio vettore uscente dal170ri- 
gine delle coordinate. La medesima proprieta lia luogo naturalmente ariclie 
se il binomio Udu+ Vdv si moltiplica per una funzione qualunque dclle 
u ,  v ,  e quindi in particolare essa sussiste per il binomio 

x (Udu + Vdv) = dp + idq = dw 

che si ottiene moltiplicando il binomio primitivo per uilo qualuilque, x ,  dei 
fattori che 10 rendono differenziale esatto (fattore generalmente imaginario). 

É bene notare che, stante la forma non simmetrica delle quantità U, V, 
alle precedenti relazioni si potrebbe dare un altro aspetto: cosi la (5)  pud 
scriversi nei due modi seguenti: 

che é utilc di tener presenti, per cvitare delle tra~fo~mazioni.  
Dalle precedenti osservazioni B facile rilevare che, quando si voglia applicare 

vantaggiosamente la teoria delle variabili complesse e delle loro funzioni al10 
studio delle superficie, non è in generale u t i v  la variabile complessa che 
conviene scegliere, ma bcnsi quella che si ottiene dall'intcgrazioue del biuomio 
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Udu+ Vdv previamente moltiplicato per un suo fattore integrante x.  Ora, 
bcnchb la determinazione di una tale variabile complessa dipenda da una 
integrazione, eseguibile solamente in certi casi particolari, le funzioni di essa, 
considerate per rapporto alle primitive variabili u e v, posseggono dei caratteri 
speciali, sufficienti a definirle, ed assegnabili in  generale a priori. 

Sia infatti f (u ,  v )  una funzione della variabile complessa w concepita ne1 
senso teste dichiarato e riferita alla superficie S. Consideriamo la derivata 
di questa funzione rispetto a quella variabile, derivata clie si pud rappre- 
sentarc CO& : 

ossia : 

SC assuminmo, con RIEMAKN, corne caratterc distintiv~ delle nuovc funzioni, 
tlu 

quel10 di avere iina derivata unica, indipendente dalla direzionc z, dovrcmo 

porrc : 

ossia : 

La proprieth caratteristica delle funzioni f di w O tutta contcnuta in questa 
equnzionc, la qiiale pi16 scriversi nei duc modi seguenti : 

Elcvando al quadrato ambedue i mcmbri di una di qiieste cquazioni, si 
trorn : 
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os+ per lc (3), 

A, f=O, 

equazione che sussiste anchc per quella funzione che si deduce da /' mutando 
i in - i. Dunque : le funzi0n.i f di w, cspresse per u e v, hanno i l  pararnetro 
differenziale da' i0 ordine eguale a zero, e sono le sole che godano d i  questa 
proprietà. 

Supponiamo decomposta la funzione f nelle sue due parti, realc ed ima- 
ginaria, e sin f=q+ i4. Sostituendo questo valore nella (8) si trova facilmcnte : 

donde, poiché $J e 4 sono f~inzioni reali, si trae: 

La prima di qucste due equazioni esprime (art. 1) che: le duc famiglie d i  
curve $=cost. 4 = cost. sono fra loro ortogona2.i. La seconda pud scri- 
vcrsi (ibid.) 

anp, 6nq esseudo le distanze normali, ne110 stcsso punto (u, v), di due curvc 
contiguc del sistema $=cost., e di due del sistema .S= cost. Sc ne concludc 
che : prendendo g l i  ificrernenti a$, 84 eguuli fra loro, le curve $J = cost., 
S=cost.  dividono la superficie in  quadrati infinitumente piccoli, cioh sono 
curve isometriche. 

Sostituendo nelle (7) il valore f=  $ + i3, si trovano lc segucnti quattro 
eqi~azioni reali : 

delle qiiali due qualunque sono una consegucnza dellc rimanenti. Queste 
fowiole contengono le relnzioni necessarie e sufficienli a caratterizzare le 
due parli, male cd ir~zaginarin, d i  unn ficnziorte f ,  della specie qui con- 
siderata. 
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Eliminando la 

ed un' equazione 
risultati possono 

funzione 4 si trova: 

della medesima forma ottiensi eliminando Q. Questi due 
scriversi [art. 1, eq. (3)]: 

A,q=O , A,+=O, (10) 

e conseguentemente si ha del pari: 

come direttamente si dediice anche dalle (7). Dunque: le fzmzioni f h a m o  
la proprieth di avere arnbedue i parametri diferenziali egunli a zero; e 

le loro due conaponenti reali 9 e S hanno il paranzetro d i  2." ordine egunlc 
a zero. 

Una funzione reale 9, soddisfacente ali' equazione A,q = 0 ,  pub sempre 
considerarsi come la parte reale di una funzione f. Infatti, qualunque sia 
la funzione reale cp, 1' equazione 9 = cost. rappresentera un sistema di curve, 
che saranno tagliate ortogonalmente dalle c i m e  di un certo altro sisterna 
lP=cost., talché si avrà: 

A,Cp=O, 
ossia : 

a 

EsisterS dunque un fattore K, funzione in generale di u, v ,  che renderà: 

Sostituendo questi valori nella A, $ = O ,  si ottiene : 

equazionc dalla qualc si deduco, come B noto, 

Annali di Mdemuticu, tomo 1. 
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dove F rappresenta una funzione arbitraria. Se quindi si pone : 

F ('P) d'P = d.3, , 

cid che equivale a mutare il parametro delle curve ortogonali alle date, si ha: 

e le equazioni (f-) ricadono nelle (9). 

III. 

Affinchè le funzioni complesse f rientrino nelle ordinarie funzioni del bi- 
nomio u+-iv, bisogna, come è noto, che sussistano le due relazioni : 

Eliminando con queste la funzione 4 dalle (9) si trova: 

cquazioni che non possono essere soddisfatte simultaneamente da una mc- 
desima funzione delle u, v se non ha luogo 1' identita: 

( H - E ) ( H - G ) - F a = O ,  ossia ( E - G ) 2 + 4 P e = 0 ,  

la quale, ritenuta reale la superficie, si decompone nelle due condizioni : 

E = G ,  F=O, 

che caratterizzano le coordinate isometriche. Dunque solamente pei varii sistemi 
di coordinate isometriche hanno luogo, rispetto adtuna superficie qualunque, 
quelle proprietà che si verificano ne1 piano, riferito a coordinate rettangole 
x ed y, per le funzioni dell' ordinaria variabile cornplessa x + iy. 

Tratteuiamoci alquanto su questo caso, il quale, benchE già molto cono- 
sciuto, porge nondimeno occasione ad alcune nuove considerazioni di qualche 
interesse. 
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Ritenuta per 1' elernento lineare la forma : 

imaginiamo che sulla superficie sia tracciata una linea chiusa, rappresentata 
dalle cquazioni : 

p=po (u? 4 = 4 0 ( 4 Y  

dove u é un parametro che ne individua i successivi punti. Poichè la linea 
si suppone chiusa, è chiaro che la scelta di questo parametro si potrà sempre 
fare in modo che le due funzioni p, (u), q,  (u) sieno periodiche e che il loro 
periodo sia 227, talchb per mezzo del teorema di FOURIER si potranno espri- 
mere ne1 modo seguente: 

' ti' 4, (a) eimlm-a) da. (11) qo(U)=p;;, S: 
Ci6 premesso, supponiamo diviso l'inter0 periodo 272 della variabile u in 

un gran numero di parti eguali che denoteremo cod Au, corrispondenti ad 
altrettanti elementi in cui si troverà divisa la curva e che riguarderemo come 
rettilinei. Poscia facciamo ruotare ciascun elemento di un angolo h (costante) 
contato verso I'interno della curva e indichiamo con v p ,  v q  le variazioni 
di p, q corrispondenti al termine dell' elemento cosi spostato, conservando la 
caratteristica A per le variazioni lungo la curva primitiva. Per la proprietà 
stabilita al principio dell'articolo precedente avremo : 

Facendo quest' operazione per tutti gli elementi, avremo, nei termini degli 
elementi stessi dopo la rotazione, i punti di una linea contigua alla primitiva, 
e indicatene con p l ,  q ,  le coordinate, potremo scrivere: 

PI + iq, =Po + iq, + ei" ( p ,  + iq,) , 

ovvero, usando una notissima segnatura simbolica, 

pl + iq, = (1 + eii A) ( p ,  + iqJ. 

Operauclo su qiiesta seconda curva come si è fatto sulla prima, si trova una 
terza curva, ed indicandone con p z ,  q,  le coordinate, si ha, pure simbolicameute, 

pz + iq, = (1 3- @A)' (pO + iq,) , 
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cioé : 
p + iq=p, ( u t  veia) + iq, (ui-  vei"). 

Quest'equazione complessa, decomposta in due reali, determina completamente 
i due sistemi di curve u = cost., v=cost., in coordinate p e q ,  sistemi la cui 
natura dipende da quella della curva primitiva e del suo parametro u: questa 
stessa curva appartiene al sistema v=cost. e corrisponde al valore v=O. 

Dalla costruzione infinitesimale che abbiamo effettuata emerge chiaramente 
che i due sistemi u=cost., v=cost. si tagliano dovunque sotto l'angolo co- 
stante A. Cid é confermato dall'osservare che l'equazione (14)  da: 

e quindi : 

espressione che, paragonata alla (1), mostra essere appunto h l'angolo delle 
curve u=cost., v=cost. Anzi se si pon mente alla immediata deduzione di 
questo risultato dalla sola equazione (14), si vede che ha luogo il seguente 
teorema: S e  p e q sono coordinate isometriche d i  u n a  superficie, eguagliando 
il binornio p+iq ad u n a  qualunque funnione d i  u+veix (doue u, v sono 
parametri  variabili e A una cosfante reale), s i  ottengono due sistemi d i  
curve u=cost., v =  cost. che si  tagliano dovunque sotto l' angolo A. Da 

n 
questo teorema, ne1 caso particolare in cui A =  - 3  si ottiene una notissima 2 
proposizione di GAUSS. La restrizione introdotta nella precedente analisi, col 
supporre che la primitiva curva v = O  fosse chiusa, non é essenziale al teorema 
precedente, come appare dall' ultima sua dimostrazione. 

Il qua1 teorema dev'essere completato coll' osservazione che le curve del 
sistema v = cost. sono, per u n a  stessa funzione F d i  u + veia, indipendenti 
dall 'angolo h, cosicchè da una medesima funzione si deduce un sistema di 
curve, accompagnato dai sistemi delle sue trajettorie sotto tutti gli angoli 
possibili. Ci dispensiamo da1 dimostrare questa proprieth, la quale risulta con 
evidenza dalla costruzione infinitesimale effettuata. Cosi non é necessario 
dimostrare che le curve v=cost. sono isometriche, e che 10 sono parimenti 
tutti i sistemi u=cost. corrispondenti ai diversi valori di h. Vi è perd un 
ravvicinamento che merita di essere fatto, ed é il seguente: 

Dietro quanto precede b chiaro che ogni volta che le coordinate (p e q) 
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di una linea tracciata sulla superficie sono date in funzione di un parametro 
u, viene ad essere determinato un sistema di linee isoterme, del quale essa 
fa parte, ed il quale alla sua volta determina infiniti altri sistemi, formati 
dalle trajettorie di esso sotto tutti gli angoli costanti. Ne risulta che per 
ogni punto della curva primitiva passano infinite curve, le quali fanno colla 
curva stessa tutti gli angoli possibili e che si possono chiamare per un mo- 
mento le isoterme di quel punto. Cid posto, se, sulla curva primitiva, si danno 
ad u n incrementi consecutivi =Au, & ovvio che le coordinate (isometriche) 
p., qn del punto finale, sono legate alle coordinate p,, q,  del punto iuiziale 
dalla formola simbolica : 

conseguenza della notissima : 

riportata in tutti i Trattati. Ora noi invece abbiamo trovato che un analogo 
spostamento sulla curva isoterma che parte da1 punto (p, ,  q,) sotto l'angolo 
A dà luogo alla formola (12), la quale, ne1 caso particolare dell'angolo retto, 
diventa : 

pqL + iqll = (1 + iA)" (p,, + iqo).- (16) 

1 secondi membri delle equazioni simboliclie (15) (16) (12) differiscono pci 
fattori rispettivi : 

{ + A ,  1 + i A ,  I-teiAA, 

e la forma dei medesimi conduce natwalmente all'osservazione che, nello 
stesso modo che il simbolo A ne1 primo di essi accenna notoriamente ad 
una differenziazione ne1 senso della curva primitiva, cioè ad una differenzia- 
zione diretta O reale, cosi il simbolo iA del secondo accenna ad una diffe- 
renziazione ortogonale od imaginaria, ed il simbolo &A del terzo ad una 
differenziazione obliqua O complessa. E ,  mentre la differenziazione diretta 
(A) che è l'ordinaria, corrisponde al10 spostamento del punto sulla ciirva 
primitiva , cosi la seconda (iA) corrisponde al10 spostamento lungo 1' iso. 
terma ortogonale e la terza (&A) al10 spostamento lungo l'isoterma incli- 
nata dell'angolo indicato da1 simbolo di differenziazione complessa. Per ta1 
guisa la differenziazione ordinaria si presenterebbe qui come cas0 particolare 
di una o p ~ ~ a z i o n e  più generale, la quale troverebbe nelle precedenti consi- 
derazioni geometriche una definizione ed un' imagine altrettanto semplici 
e chiare quanto quelle della prima. 
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IV. 

Le funzioni po (u), qo(u) usate,nelle considerazioni dell' articolo precedente 
possono assumere moltissime forme diverse, senza che la curva da esse in- 
diriduata cambi sostanzialmente di natura. A ciascuna delle forme conciliabili 
con questa condizione corrisponde uno speciale sistema isometrico, di cui essa 
fa parte, precedentemente desigmato con v =cost. Si pud determinare la forma 
di quelle funzioni introducendo opportune condizioni. Ne daremo un esempio, 
supponendo che, insieme alla curva anzidetta, sia data la curva isometrica 
che deve succederle a distanza infinitesima ne1 sistema suindicato: ovvero, 
in altri termini, supponendo che si tratti di determinare un sistema isometrico, 
clel quale facciano parte due curve infinitamente vicine, date ad arbitrio. 

Le due curve contigue siano definite dalle equazioni: 

dove y & una costante infinitamente piccola. Gli incremcnti delle coordinate 
p, q corrispondcnti all'estreinith del17elemento ds della prima c i m a  sono 
du .plo (u), du. q', (u) ; d l '  incontro gli incrementi corrispondenti all' estremita 
dell'elemento 8s compreso fra il punto (u) della prima curva e il punto (u) 
della seconda sono pl-po, qi-q0 ossia y ~ ( u ) ,  y ~ ( u ) .  Quindi si ha : 

ed il seno dell' angolo A compreso dai due elementi d s ,  6s [eq. (2 ) ]  B dato da: 

sen A= ( p o ) ~  - Q ( P ) Y ~ ~ .  

1;" ds 6s ' 

se dunque si chinma Sn la distanza normale delle due cuwe ne1 punto (zs), si ha: 

Ora, se si vuole che la nuova variabile indipendente, che diremo UJ, dcter- 
mini, coi suoi incrementi egnali, i lati dei quadratelli compresi fra le due 
curve e gli elementi iiormali ad esse, bisogna manifestamente che per essa 
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risulti ds =an ciok : 

e, poichè l'infinitesimo y è costante, come dev' esserlo dw, si pud porre: 

y =  Cdw 

C essendo una costante finita. Sostituendo questo valore nella precedente 
equazione ed integrando si trova : 

quadratura che serve alla determinazione della variabile w ,  la quale non 
& altro che il parametro isometrico del sistema ortogonale a quel10 definito 
dalle due curve prossime date. La costante C rimane essenzialmente arbi- 
traria, ma nei singoli casi si pud determinare dietro considerazioni di spe- 
ciale opportunità. 

Facciamo due esempi semplicissimi, relativi ad un piano. 
Le coordinate isometriche p, q sieno le ordinarie coordinate rettangole 

x ,  y e la prima curva sia 1' ellisse 

che rappresenteremo colle due equazioni equivalenti 

La curva infinitamente vicina sia un'ellisse omofocale. Indicando i semi- 
assi di questa con a- a ,  b- /3  (a ,  /3 infinitesimi) si dovrà avere 

quindi 

Rappresentando con c y  il valor comune di questi due prodotti, dove y 
è un infinitesirno e c una costante finita, si pub dunque porre 
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e l'ellisse contigua alla prccedente 

Parago~iaiiclo lc equazioni attuali 

p O = n c o s u ,  

qo= u sel; 2 6 ,  

B rnppresentabile colle formols 

alle (17) si  trova 

C 
P = -  - COSU 

a 

C 
Q=- -Sen 21, 

b 

e consegiientemente dalla (1s) si  trae 

O ,  più semplicemente w = u ,  se si  determina C in modo che le due variabili u 
e w vadano contemporaneamcnte da O a 2%. Per ta1 modo si  vede che le 
formole atte a rappresentare la prima ellisse dietro la  condizione prescritta 
sono le stesse (19), col semplice cambiamento di zi in W .  

Ci6 pïeinesso, se si vuole ottenere il doppio sistema ortogoiiale u=cost.,  
v=cost. di cui fanno parte le due ellissi omofocali contigue, basterà fare : 

ovvero, ponendo 

a = VUS - 62. cos11 zy0 , b = \lF-T senh v, 

e scrivendo poscia, ci6 che é evidentemente lecito, v in lnogo di v,-v, 

x+ iy=  \la2 - 62. COS (ut iv), 

formola doiide si  ricava, come 6 notissimo, il doppio sistema ortogonalc delle 
coniche omofocali. Se  invece si ponesse 

x + iy i2/= $22 - Bn. cos (u -t ve") , 

si avrebbe il doppio sistcma formato dalle stesse ellissi omofocali del sistema 
precedente e dalle curvc (trascendenti) che l c  tagliano sotto l'angolo costante A. 

I l  secondo esempio sarB quel10 di due circoiifereilze infinitamente viciile, 
l ' m a  interna all'altra. Ponendo i loro centri sull'asse delle y ,  sia: 
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l'equazione della circonferenza esterna, alla quale sostituiremo le formole: 

Indicando con c - bc , a -Gu il raggio e l'ordinata del centro della circon- 
ferenza interna, e supponendo bn positivo, si deve avere ba<bc, quincli 
si pud porre: 

e l'equazione della seconda circonferenza risulta, per y infinitesirno, 

xS+ (y -a)2+2y~(y-a)cosp=c2-2cay,  

cosicché l'asse radicale delle due circonferenze è la retta 

È: lecito prendere questa retta per asse delle x ed in questa ipotesi, es- 
sendo y =O, si trova fra a e c la relazione c=acosp ,  la quale determiiia 
quel punto dell'asse delle y ne1 quale si deve collocare il centro della prinia 
circonferenza. Se ne conclude che p é l'angolo fatto coll'asse delle x clalla 
tangente condotta a questa dall'origine. 

Avuto riguardo ai precedenti risultati, si trova che ne1 caso attuale si ha : 

c q0=c senu + - 7 
cos p 

talché la formola '(18) diventa : 

Eseguendo l'integrazione ed aggiungendo la condizione che u e zu vn- 
dano contempoïaneamente da O a 2 n ,  si trova: 

A questa formola si pu6 dare la forma: 
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x+iq  i 
e siccomc le (20) danno ei"= - - , cosi si ha pure: 

C cos (1. 

chiamando 1 la lunghezza della tangente condotta dall'origine alla circon- 
ferenza data, cioé ponendo 1 =c tgp .  

Per avere il doppio sistema isometrico ortogonale, bisogna ora porre u+iv 
in luogo di W .  Si riduce l'equazione risultante a maggior semplicità cam- 
biando l'origiue delle v col porre w=u+i (v-v,) , ossis col wmbiaïe tu in 
zu - iv, (se w = u + iv). Infatti si trova cosi: 

B [J. 
ossia, determiilando v, in modo clle tgh - Q = t m -  2 b 2 '  

doude si trae manifestamentc : 

Ecco dunyue corne si ïisolve la questione proposta: Data la circonfercnza 
primitiva di raggio c,  si faccia passare pel centro di essa e della contiguü 
l'asse delle y,  e si p r e ~ d a  per asse delle x l'asse radicale delle due cir- 
conferenze; indi si determini la lunghezza 1 della tangente condotta dal- 

z a f  iu 
1' origine, e finalmente si ponga x + iy = 1 tg - 2 In virtù di tale relazione 

le variabili u ,  .u diventano i parametri di due sistemi isometrici ortogonali: le 
due circo~fe~ei ize primitive appartengono al sistema v = cost., e propriamente - 

a-ç .- (6 - C 1' eq. (10) si ottieue pouendo v= u,, dore tgl, 3 = I/- - - 2 n + c  1 
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11 doppio sistema ortogonalc cosi ottenuto i: formato di due famiglie di 
circonferenze, ed B tanto nota che 15 inutile sviluppare ulteriormcntc la so- 
luzione che ci ha condotti, bastando accennare le espressioni delle coor- 
dinate ortogonali x, y in funzione delle u,  v ,  che sono: 

l s cns  1 scnli u 
It'= y = 

COS u + C O Y ~  v ' COS zc +  COS^ O 

e quella dell'eleme~lto lineare, che é :  

l"idn2 4- d o 2 )  dx" dy2 = 
(cos I l  + cost1u)" 

Se invece si ponesse : 
16 t u e i Â  

x+iy=ltg--- 2 , 

si otterrebbero due sistemi di curve , 1' uno dei quali , cioh v = cost., sarebbe 
formato di tutte le circonferenze d'egiiale equazione nell'esernpio prece- 
dente, e l'altro dalle curvc che tagliano queste circoriferenzc sotto l'nngolo 
costantc 3,. 

Passiamo osa ad un altro genere di considerazioni, che ci serviranno po- 
scia a stabilire le proprietà del fattore integrante x. 

Nell'interno dell' area CL immaginiamo tracciata una linea cliiusa, costi- 
tuente il contorno conzpleto di un pezzo di superficie appartenente alla re- 
gione ordinaria considerata; sia CLr l'area di questo pezzo. 

Se il contorno di fir non é per sF: stesso tale da essere intersecato in 
due soli punti da ciascuna delle curve u=cost., v  =cost. che 10 incontrano, 
é chiaro che si potrà sempre suddividere l'area Cl' abbracciata da esso, me- 
diante linee Ar opportunamente tracciate, in modo che tale condizione sia 
soddisfatta. 

Cid posto consideriamo 1' area w di uno dei pezzi risultanti da questa sud- 
divisioile, e chiamiamo do il suo elemento, dato da do = H d u d v ,  forrnola 
nella quale gli incrementi du, du devono essere supposti positivi. Sieno 
9 ,  4 due funzioni di u e v ,  monodrome, finite e continue, iiisieme colle 
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loro derivate prime, in tutti i punti di C l ' ,  e poiigasi: 

integrale esteso a tutta 17area o. 
Per trasforinare agevolmente questo integrde duplicato si pougn, per 

brevitii , 
a+ a+ G - - F -  e?k-F-  ad, 

nLf+ = a a 0 ~ v , =  a al t  

H H 
e si avrà: 

Consideriamo un valore determinato di v ,  e quindi una linea particolare 
del sistema v=cost, e siano u=u, 
u= b i valori di u corrispondenti 
ai due punti ai quali il contoiuo 
dell'area w é incontrato da questa 
linea (b>a). Per formare l'in- 

tegrale !{ M9 32 du dv esteso ai 
a u  

limiti iioti, bisognerà integrar 
dapprima rispetto ad u, supposto 
v =  al valore fissato, ed esten- 
dere questa integrazione fra u= a 
ed u = b. Per 1' ammessa conti- 
nuità delle derivate della fun- 
zione 9 si avrà cosi, integrando 
per parti,  

Le coordinate ZG, v di nn punto qualunque del contoruo si possono evi- 
dentemente riguardare come funzioni monodrome , finite e continue dell' arco 
s del suo peiimetro, contato da un punto determinato ne1 senso che si adotta 
abitualmente come positivo, ci06 tale che la normale interna sia disposta 
rispetto alla tangente positiva come la tangente positiva di una curva v 
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l o  i: rispctto a quella d i  uiia curva u. Poiclzè dv é quantith che ne l l ' i n te~  
gmzione si dee riguardare corne positiva, si a v r j  dunque: 

ne1 punto n : dm = -($) h, 

ne1 punto b : du=+ ($1 da, 

ds  essendo sempre quantità positiva: quiiidi dall'ultima formola ottenuta s i  
potrCt ricavare : 

I l  primo integrale del secondo membro deve manifestamente essere esteso 
alla serie dei punti analoghi ad a ,  ciob a tutto lYarco ySa;  il secondo, alla 
serie dei punti analoghi a b :  cioé a tutto l 'arco a a y  : comeguentemente 
la loro somma equivale d l '  integrale unico : 

esteso luiigo tutto il perimotro, percoi3so ilel senso positivo. Dunque si ha  la 
formola : 

nella quale i due integrali duplicati sono estesi a tutta l'area o e l'iiitc- 
grale semplice a tutto il contorno, percorso ne1 senso positivo. 

Procedendo analogamente per l'altra parte dell' integrale Tl[ si trova : 

e quindi, sornmando membro a membro, 

Ma si  h a :  
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quindi : 

L' integrale semplice pu6 assumere una forma piii comoda. Infatti, pei 
valori di Mq, Nq si ha : 

Ora se s'indicano con Su, 6v gali incrementi clle ricevono u e v passando dtll 
punto (u, v) del contorno ad un punto infinitamente vicino nella direxione 
normale interna all'area, e con 6n la distanza di questi due piinti, si ha (Art. I l )  

Bai6 + F d u  $ i F J h  . ESu + F ~ V  + i ~ 8 u  
= - 2  

an ds 
Y 

Di qui si trae : 

e quindi finalmente : 

formola in cui l'integrale duplicata & estcso a tutta l 'area o e l'intcgrale 
semplice a tutto il contorno (il quale ora non è piii vincolato a dover essere 
percoreo in un senso determinato, perche nella funzione da integrare non 
figura p i Ù  l'arc0 s finito). 

Se si fosse considerata la funzione 4 al posto della 9 e reciprocamente, 
si sarebbe trovato, in modo a ~ a l o g o ,  
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confrontando i due risultati si ottiene quindi : 

formola molto impo~tante, la quale esprime, iispetto alle superficie riferitc a 
coordinate curvilinee qualunque, il teorema correlativo di uno notissimo 
rispetto al10 spazio di tre dimensioni riferito a coordinate ordinarie. 

Questrt formols rimane CO& dimostrata per un'area o soggetta alle restrizioni 
sucnunciate. Ma se si immagina che una formola analoga veilga scritta pcr 
cinscuna delle aree w in cui fu suddivisa 1' area Cl' col mezzo delle tiiasversali 
A', facendo la somma di tutti i risultati, spariscono gli iiitegrali lineari re- 
lativi alle trasversali, poichk ciascun d' essi figura due volte, con segno con- 
trario in causa dell'opposta direzione della normale n. Si ottiene dunque 
iina formola di eguale aspetto, relativa all' intiera area Cl'. Anche la formola 
(22) é evidentemente siiscettibile di un'eguale estemione. 

All'equazione (23) si pu6 pervenire altresi ne1 modo segucilte. 
Consideriamo una delle aree elementari o, ed una funzione w ,  monodroma 

finita e continua in tutti i punti di essa. Nelle ipotesi gi5 fatte precedeii- 
temente si ha: 

ed analogamente : 

formole nelle quali gli integrali duplicati sono estesi a tutta l'area a, gli 
integrali semplici al su0 coiitorno, percorso ne1 senso positive. In luogo di 
queste formole si possono, per le (21), scrivere le scgucnti: 

più simmetriche , bcnché meno scmplici , e nellc quali gli integrdi lineari 
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sono indipendenti da1 modo in cui vienc percorso il contorno. Si ponga ore: 

ilella prima formola tu  = q M q - + M q ,  
nella seconda w=ipN+-+IVN,, 

valori i qiiali suppongono monodrome finite e contiilue non solo le funzioni 
$ e 4, ma anche le loro derivate prime, che entrano nelle If, N. Sommnndo 
i risultati ed osservando che si ha :  

= H ( 9  .A,+-+.A,$), 

ed inoltre chc : 

a? a+ EMp+FNp=fI--7 PMy+GNp=H-7 a 28 a 8 

si ritrova immediatamente 1' equazione (23). 
Questo processo non conduce, come il già usato, alla formola (22) chc & 

interessailte a conoscersi. È perd facile ricavare questa formola dalla (23). 
Infatti scriviamo dapprima quest' ultima come s e g w  : 

Poi ossei.viamo che dalla stessa (231, per g: = 1, + =tu,  si clcduce : 

È lccito porrc in questa formola :v =p. 4, onde s' otticnc: 

ossia : 

Ma in virtù della (24) le due espressioni compo~lenti il sccondo mcmbro 
sono eguali fra loro; quindi si pud, i n  luogo della loro somma, scrivere il 
doppio dell' una O dell' altra. Ili ta1 modo si ricadc appnnto sulla formola 
(22) O sulla (22). 

A n i u l i  di dlulsinuticü , Loi110 1. i 5 
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Quando += 4 dalla (22) si h a :  

equazione nella quale é importante il notaw clie gli elementi A,q. d o  del 
primo integrale duplicata sono tutti essenzialmente positivi, in forza del 
significato clle ha il primo pararnetro differenziale della funzione 9 (Art. 1). 
Su questa propyietà si appoggia la dimostrazione delle note proprietA delle 
funzioni 9 che rendono A,$ = 0 ,  mediante 1' uso del principio di DIRICHLET, 
come si su01 fare per il piano. 

VI. 

Supponiamo che la funzione 4 dell'art. prec. diventi, in un certo punto 
1 O, infinita come log - r essendo la distanza geodetica di questo punto da 
7' 

un punto qualunque della superficie ; e propriamente ammettiamo chc, per 
distanze geodetiche sufficientemente piccole, si abbia : 

dove v b un esponente maggiors di zero e (S una quantità clie, per r = O, 
non diventa nè nulla né infinita (a meno che non sia sempre =O), e che in 
generale dipende dalle coordinate del punto a cui corrisponde il valore di 
4 che si considesa. 

Se il punto O é interno all'area a ' ,  il teorema (23) non pub più essere 
applicato a quest'asea; ma cliventa applicabile all'area che si ottiene to- 
gliendo ad Q' una porzione, piccola q u a n t ~  si vuole, circostante al punto 
O. Riterremo che questa porzione sia limitata da una circonferenza geode- 
tica di raggio r piccolissirno, col ceiitro ne1 punto 0. In tale ipotesi la for- 
mola (23) continuera, a sussistere , purclié si nggiungano al suo primo mcmhro 
i termini seguenti: 

-~J(?La2wJ.a2$) dd,-S 012. (+g-i$)i is~, ( I l .  

dove d d ,  dn', dsf fanno l'ufficio di do, dn, d s  selativamcnte all'area cc1 al 
contorno del piccolo cerchio geodetico. 
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Per calcolare il valorc della precedente espressione conviene ricorrere ad 
uiia forma dell'elemento lineare appropriata al caso attuale, cioé alla forma 

ds2 = dr2 -+ R2 dra , (27) 

clie risulta dall'assumere come curve coordinate le linee geodeticlie diver- 
genti da1 punto O e le circonferenze gcodeticlie che hanizo il centro ne1 
medesimo punto: r è la lunghezza di un arco di geodetica contato da O,  
E è l'angolo che una delle geodetiche, p e s a  come origine, fa con uns  qua- 
lunque delle altre. In queste condizioni è facile vedere che R i: gcneral- 
mcilte della forma: 

R=r( l  +rauP), 

dove p è un espoilente maggiore di zero e P una funzionc di r e di e chc 
pcr r = O non diventa nè nulla nE infinita (*). Si ha poi : 

epperd 1' espressione da calcolarsi, ritenuta continua la funzione rp e le sue 
dcrivate, diventa : 

- 
dom CI>,  A2Q,. . . sono certi valori medii dcllc funzioni c l ) ,  A,$, . . . conve- 
nientemente scelti fra quelli che queste fuiizioni prcndoiio entro i limiti degli 
intcgrali donde sono levate fuoyi. 

Ora ossc.,~viamo che: 

1") Avendosi, per la forma (214) dell' elemeiito lincape , 

c 4 avendo la forma (26)' se si poile per brcvit;:L: 

si trova: 

(+) Gauss, Disquisitiones gelter l l h  circa sîi:,erficies curuas, Art. XLX-II di P= O ,  ci& 
di l l = r ,  non si verilica clie por le superficie applicabili supra un piano. 
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Di qui,  moltiplicmdo pcr Rclrdc cd integrnido fra i lirniti O ed r ,  O ed e, 
si deduce: 

dove Ki è il valore di KI per E = O .  Ora, iii virtii del valore di K, b evideiite 
clie l ' intepale relativo ad E pu6 essere decomposto in pi6 integrali simili, 
c,iascuno dei quali b moltiplicato per una potenza positiva di r .  - Quanto 
ai duc intcgrali relativi ad rv, b chiaro che chiamando c e c0 i valori nume- 
ricameilte più graildi che le quantità KL, K! assumono fra i limiti O ed r ,  
gli iutcgrali stessi rimangono ilurnericarilente rilinori delle due quarititi 

corv - e - rispettivamente.-Di qui si conclode clle l'integralo: 
V v 

converge verso zero pcr r = O ,  e cic) qualunque sia il limite supcriorc E 

della integrazione relativa ad E .  Lo stesso ha luogo quando Q b sempre 
1 = O, ciob quando 4 = log 7 

2 O )  La quailtità: 

1 RS = (1 + @ P ) .  r log + rY+' (1 t rlUP) () , 

converge a zero yuando r cliventa evanesceiite; quiiidi, per tutti i valori 
di r inferiori ad un certo limite, essa si mantiene ilumericamcnte ininore di 
uila quantità p l  la quale si ailnulla con r. Dunque il valor numerico dcgli 
integrali : 

estesi fra O cd r ,  O ed c l  è rispettivan~ciite niinore di:  

cpl~erd ainbedue gli integrdi si annullano con r. 
3 O )  Ramincntanclo 1' cspressione poc' anzi indicata con K: si lia : 
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poiché dunque si è veduto già clie Kdf converge verso zero pcr r = O, si C' c. 0 

riconosce immediatamente che, per 10 stesso valore di Y, si ha : 

Se si raccolgono le proprietg qui notate dei varii iiitegrali che coinpon- 
gono l'espressione di cui si cercava il valore, nella quale le integrazioni 
relative ad E andavano estese fra O e 211, si vede subito che, per r evane- 
scciitc, quell'espressione converge verso il valore - 27tp0, 9, essendo il d o r e  
clie riceve la funzione ?I ne1 puiito O. In conseguenza si ha la formola : 

2 ~ p o = ~ \ ( q . ~ 2 + - $ . ~ , i ,  ) do+ [( 9--+- 2 Sn ") ds, 

purchè la fuiizione 4 abbia il carattese suindicato in un punto O dcll'arca 
Cl' alla quale si estendono le inteprazioni, e quindi in particolare quando 

Sc il contorno dell' area Cl' passasse pel punto O, singolare per la funzione 
4 ,  converrebbe scansarlo descrivendo intorno ad esso come centro un arco 

di cerchio geodetico, di raggio piccolissimo, a ,8 y, 
e sostituendo questo arco alla porzione a y di con- 
torno che comprende il punto O. L'arco anzidetto 
avra l'anipiezza di 180" quando O sarCL un punto 
ordinario del contorno, ed avrà un'ampiezza E dif- 
ferente da 180° se O smà un punto angoloso del 
contorno stesso. In quest'ultimo caso si trova irn- 
mediatamente, colla scorta delle precedenti osser- 

vazioni, chc al posto della (25) si ha la formula : 

dove l'integrale diiplicato si riferisce all'area coritenuta entro il contorno 
apySa, e l'integrale semplice al contorilo medesimo, ommcsso l'elcrncnto 
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lie1 quale si trova il punto 0. Si troverebbe un cguale risultato dcscrivendo 
un piccolo arco esteriormentc all'area, e prendendo quindi le mosse dall'e- 
quazione (25) anzichè dalla (83). 

Per <P = l le (28), (29) danno : 

socondo che il puuto O, dove la funzione ?F, diventa infinita, é interno all'area 
fi', ovvero situato in un punto del contorilo in cui due elementi contigui 
fanno l'angolo E .  È facile vedere che questo ultimo caso é il geiierale, ed 
abbraccia quello del puiito interno e del punto 
esterno. Infatti, in queste due ultime ipotesi, si pu6 
aggiuilgere al primitivo contorno una linea che 
vada da un punto A del contorno stcsso al punto 
O e che ritorni poscia sopra sè stessa a raggiun- 
gere ne1 punto A il contorno: con ci6 non si alterano i, 90 
né gli integrali d'area, nè quelli di contorno. Ma considerando questa linea 
doppia come facente parte del contorno, è chiaro che l'angolo, interno al- 
l'area, dei due elementi sovrapposti che terminano in O, è = O  quando O e 
esterno all'area, ed =27t quando O b interno. - Ci6 vale anche per la (29). 
k utile fare la segueite osservazione circa il valore dell' esponente positivo 

p, che figura ne1 valore di R. Il prodotto reciproco dei due raggi di cur- 
vatura principali é dato, come si sa, dalla formola : 

quiiidi il suo valore per r =O, cioè ne1 puiito 0, è nullo, finito od infinito 
secondo che p è >2,  =2, oppure (2. Quando dunque l'esponente p, positivo, 
b minore di 2 ,  la superficie non ha ne1 punto O una curvatura ordinaria. 

I,a formola (28) esprime, rispetto alle superficic, un teorema analogo a 
quello di GREEN per 10 spazio di trc dimensioni. 
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Poiché il binomio x(Udz t+  Vclv) dev'essere un diffe~nziale esatto, si deve 
avere : 

ossia : 

Ponendo in questa equazione, ed in quella che se ne ottienc moltiplicanciola 
per VI, i valori (4) di U, V, Vf, si trovano le due formole eqiiivalenti : 

a l o g x -  a IOUX G --- - ( F - i H )  *- a?& -- W V ' ,  

dove pcr brevith si é posto: 

Le precedenti due equazioni si possono scrivere corne segue.  

dondc si deducc, rammentando l'espressione della funzionc A,logx (Art. 1), 

equazione notevolissima, in quanto manifesta che il valore della funzione 
A,logx pnd essere otteiîuto mediante le sole quantità E, F ,  G, che carat- 
tcriazano l'elernento linearc dclla superficie, insierne colle loro clerivate. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



360 B e 1 t ra mi : Delle varinbili  cornplesse sopra unn superficie etc.  

Chiamando k il modulo dclla funzione x ,  si deducc dalla precedentc equa- 
zione, calcolando la parte reale del secondo membro, 

formola nella quale si riconosce 1' espressione data da LIOUVILLE per la misura 
della curvatura. Abbiamo già mostrata altrove la ragione d' essere di questo 
risultato (*). 

Consideriamo un'area a' nella quale k si manteuga finita e maggiore di 
zero: applicando ad essa la formola (24'), dopo avervi posto w=loglc, si trova: 

II primo membro non é che la cztrvatura integra 
di superficie: denominandola Fr, si ha quindi : 

O totale della porzione a' 

(3-1) 

formola nella quale l'integrale del secondo membro é esteso a tutto il con- 
torr10 dell' area considerata. 

Bisogna osservare che, merce questa formola, le aree sferiche Fr, che se- 
condo ln teoria di Gauss servono a misurare la curvatura totale, riccvoi~o 

dw 
un segno determinato. Infatti l'elemeiito dcll'integrale doppio 17' k - 

fi, fi, , RI 
ed R, essendo i due raggi principali di curvatura della superficie, e quindi 
l'elemento stesso é positivo O nepativo secondo che i due raggi anzicletti 
hanno la stessa direzione O direzioni contrarie : quindi l'area sferica I" risulta 
generalmente formata dalla somma algebrica di più parti aventi segui diversi. 
Ne consegiie che piii porzioni contigue di superficie possono aveïe, sepam- 
tamente considerate, una curvatura finita, mentre il loro complesso potrti 
avere una curvatura totale nulla. 

81og7; 1.a quantith - E suscettibile di una trasformazione notevole. Chiamanào 
6n 

1 - la. curvatura. geodetica di una linea qnnlunque s traccinta sulln supcrficic 
P 
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il cui elemento lineare B della forma: 

(forma che coilviene appuuto, pel significato di k ,  alla superficie da noi con- 
siderata), si h a  da formole note (*) : 

Chiamiamo q l'aiigolo che l'arco s fa colla cuïvn I L ,  ecl avïemo eviclentemente: 

Questa formola dB a p il segno positivo od i l  negativo, secondo clle p k 
diretto ilel senso di 87% od in senso contrario. 

Cliiamando cl? l'angolo di contingenza geodetica, cioh ponendo : 

si deduce dalla precedentc yuesta relazioiîe : 

diii-icjuc, sostituendo ilella (34), 

rl=n- T ,  

(') Citate Ricerclae. 

i lmril i  rli Jl~iilcnrnticn, tomo 1. 
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dove E e T sono le somme, relative a tutto il contorno s, degli angoli dy 
e d~ corrispondenti a questo contorno stesso. 

Per determinare con sicurezza queste somme in tutti i casi, conviene far 
in modo che in nessun punto del contorno gli angoli dy, clz sieno finiti; 
ciok conviene togliere i punti angolosi del contorno, se ve ne sono, sosti- 
tuendovi delle piccole curve d'accorda, che tolgano le discontinuità dell'an- 
go10 q e impediscano al raggio p di essere nul10 in qualche punto. Quanto 
all' angolo z é bene osservare che, in virtù della convenzione circa il segno 
di p, i suoi elementi infinitesimi CZG sono positivi O negativi, secondo che 
le due geodetiche, tangenti consecutive al contorno, dalle quali sono formati, 
si incontrano esternamente od internamente all'area Cl'. Supporremo anche, 
in quel che segue, che quest'area sia semplicemente connessa. 

La somma Sdv= E si eseguisce agevolmente. Infatti dividiamo dapprima 
l'area Rf, come nell'art. V, in uu certo numero di pezzi a, ciascuno dei quali 
abbia il proprio contorno attraversato in due soli piinti dalle curve u. Sieno 
v=v,, v = v,, le due c u v e  u entro le quali i: racchiuso uno di questi pezzi 
(vedi la figura dell'art. V). Kel punto di contatto a colla prima curva l'angolo 
7 è nullo, e da questo punto, variando uniformemente, va ad acquistare il 
valore .n: ne1 punto di contatto y colla seconda; poscia cresce da ;.r: a 2z, 
quando si ritorna per 8 al primitivo punto a. Dunque per questo pezzo la 
somma in discorso è 2;.r:, epperd, chiamando Tm la somma algebrica degli 
angoli di contingenza geodetica, si ha per esso : 

Pcr un secondo pczzo si avrà analogamente : 

e cosi di seguito. Ora torniamo a ricongiungere i varii pezzi o, o,, ecc., 
per il che basterà considerare il risultato della con- 
giunzione di due pezzi o,  o, aventi in comune una 
parte rizn del loro contorno. Chiamiamo T r w ,  TIwl 
1, parti di Tm, Ta,, relative alle c u ~ e  npm, nzq~z 
rispettivamentc, e t quella relativa alla trasversale 
11272, parte che è comune ai due contorni, ma con 
segno contrario. Si avrà : 
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Ne risulta, che, sommando le due foTmole precedentemente ottenute, si ha : 

formola analoga alle anzidette, ma relativa al complesso delle due parti w 
ed o,. Cosi continuando si trova finalmente: 

dove T è la somma di tutti gli angoli di contingeilza geodetica relativi al 
contorilo dell' area R'. (Doiide si conclude eziandio che , nelle condizioni 
ammesse circa alla disposizione delle curve cooïdinate, si ha in ogni caso, 
per un contorno chiuso , E = 2n.) 

La proprietà espressa dalla equazione precedente è stata indicata, sotto 
forma un po' diversa, da1 sig. BOKKET. (*) 

Se il contoïno è un poligono geodetico, sono nulle, nella somma T, tutte 
le parti relative ai lati successivi di esso, e non rimangono che quelle do- 
vute alle piccole curve d'accordo clle abbiam detto doversi sostituire agli 
angoli del poligono, cioè iioii rimane che la somma delle deviazioni di ciascun 
lato su1 precedente. Chiamando duilque A queste deviazioni , si ha : 

formola clie esprime un celebre teorema di Gauss (**). 
Se la superficie è sifesita ad un sistema di coordiriate geodetiche r ed E ,  

come si suppose i;ell' art. precedente, in prossimità del punto O da1 qualc 
divergoiio le geodetiche l'espressione dell'eleme~ito lineare si pu6 scam- 
biare colla segueiitc : 

dsZ = clv' + r' d 2  

1 
yer la quale il modulo k clel fattore d'iiitegïazione x pu6 porsi = - - r 
Xe risulta che la funzione logk diventa, in questo caso, infinita in O come 

(') Jourraul de I'Ecole Polytecl~r~iqtte, cahier 4.1. 
(") Disqttisitiones gerterales etc. art, X X .  
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1 
log -;. Se dunque si suppone che il punto O sia nell'interno dell' area il', 

bisogna sostituire la formola : 

[dedotta dalla (30)l a quella da cui siamo partiti per istabilire la (37). Si 
trova cosi: 

mentre , nelle ipotesi ammesse precedentemente, si aveva : 

Di qui si conclude I'interessante proprietà che: l'integrale 

ad un contorno chiuso , è eguale a T- 2%' oppure a T, secondo che il punto 
4 

in cui la funzione k diventa infinita corne -- é interno od esterno all'area r 
chiusa da quel contorno. 

4 
Ne1 piano, riferito a coordinate polari ordinarie, si ha k = - , T=2?t, 

'r 
quindi la proprietà precedente fornisce, come caso particolare, il teorema, 
facilissimo a verificarsi, che : se r è la distanza di un punto fisso del piano 

8iogr 
da un punto variabile lungo un contorno cliiuso, l'integrale ST ds esteso a 

questo contorno, é = O oppure = 2z, secondo che il punto fisso è esterno od 
interno all'area limitata da1 contorno. 

Un caso particolare interessante della formola (37) si ottiene supponendo 
che 13 curva s sia una di quelle dotate della propïietà di contenere, sotto 
un dato perimetro, la massima area, O di avere, per una data area ïacchiusa, 
il minimo perimetro. È noto infatti che per queste curve la curvatura geo- 

4 S 
detica - è dovuilque costante, e che quindi T = - , s essendo il perimetro 

P P 
totale: dunque si ha ,  per la curvatura totale dell' area racchiusa, 
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I l  valore della c ~ i r v a t u ~ a  totale pu6 anche essere espresso facilmente per 
un integrale lineare, dipendente dalle sole E ,  F, G e loro derivate. Si ponga 
infatti , per brevità , 

e la (33) diverrà : 

Quiildi, moltiplicando pei. do= Hclu d ,v ,  ed integrando al modo che si è fatto 
verso la fine dell'brt. V,  si troverà: 

r f  =S(~du+ a h ) ,  (39) 

dove l'integrale del secondo mcmbro é esteso alla curva chiusa che limita 
la porzione di superficie di cui Fr é la curvatura totale. 

Si conilette con questa espressione di l" una trasformazione notevole che 
8 Ioo; x 

pu6 essere effettuata sulla quantità - . Si lia infatti. 
818 

ossia, per le (21), 

Ma essendo, per le 

E =  U 2 ,  

a questa equazione si pu6 dare la forma seguente : 

quindi (31) : 
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formola che contiene l a  trasformazione alla quale alludevarno. (La caratte- 
ristica d serve sempre a designare spostamenti ne1 senso dell'arco s ,  mentse 
la b indica spostamenti normali). 

Da essa si deduce, integrando lungo una curva chiusa qualunque, 

Ma s e  questa curva è il contorno già considerato nella formola (34)' nel- 
l'interilo del quale abbiamo supposto che k = mod x non diventasse mai = 0, 

è chiaro che neppure x diventerà zero in esso, epperd si avïà cllogx= 0, S 
e quindi: 

Eguagliando le parti reali dei due membri di queuta equazione, si ricade, 
per la (34), sulla (39). 

Bologna, dicembre 1867. 
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~pplicazione della Memoria ("1 
(( Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie )) 

all' equazione modulare della trasformazione 

di quinto ordine. 

( clcl prof. P. G o n n ~ s  : n Giessen 

N d l a  Menoria suddetta si B data la rappresentazione tipica di una forma 
binaria di 6' grado, come anche la sostituzione quadratica da adoperarsi per 
ridurla ad un' equazione cubica , quando è nul10 1' invariante del 1 5 O  ordine. 

Qui io voglio applicare 10 stesso metodo e la stessa notazione all'equa- 
zione modulare per la trasformazione di quinto ordine delle funzioni ellittiche. 

Siccome i coefficienti nell'equazione modulare sono funzioni di una sola 
variabile u, anche gli in~ariant i  hanno la stessa proprietà, ed invero essi 
possono essere formati coi quattro fattori : 

Siccome poi le forme binsrie di 6 O  grado non hanno alcun covariante 
lineare, cosi esse non si possono in generale rappresentare con iin'espressione 
tipica, fra le cui variabili non sussista alcuna relazione. Invece le equazioni 
modulari posseggono dei covarianti quadratici , che Iianno un fattor lineare 
comune : e assumendo questi covarianti quadratici come nuove variabili, 
I'equazione data diviene una forma tipica. 

1,'eqilazioiie modulare data nei Fundamenta di JACOBI è la seguente: 

(') Pag. 23 del tom0 presente di questi Annali. 
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368 G or d an : E c p a z i o n e  modulare. 

dove u e v sono le  radici quarte del modulo primitive e del trasformato. 
Ponendo v =x: y ,  si ottiene la forma binaria del 6" grado: 

alla quale si possono applicare tu t te  le operazioni di cui  tratta. la Memoria 
citata. 

Allora si ottengono i covarianti: 

e gli invarianti: 

del 2 O  ordine (nei coefficienti). 

» -2O n 

3 G O  s 

fra i quali ha  luogo la relazione: 

R L - D ( D " $  B5), 
dove : 

229 
IIz- 2 f i5  = , th1' (1 - 2 ~ ~ ) ~  (1 -b 21'' - 6 ~ ~ ) ' .  

8 1 

Questi invarianti fondamentali servono a.d esprimere yazioiznlmente gli altri 
che seguono; e si h a :  

(') Cfr. JOUBERT, Sur l ' i yun t ion  r l l ~  G e  &grEl (Co~nr~tes rcndus 90 c t  27 mai ,  17 jiiin 4867). 
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G o r  dan  : Equazione modulare. 

Introducendo questi valori nella forma tipica, otteniamo la formola : 

fi? f= %BDnz2 (n -2Bl)+m{-$B3nZ+$B41n+3 Z2(D2-$B6) i+j Dl~2-+fjl)lrLT: 

mcntre i covarianti 1, nz, n sono legati dalla relazione : 

- D 2 m 2 + + B 2 D m n - g B 4 n t t  (D2-$B5)(BlP-2ln)=0. 

Queste due equazioni si possono semplificare d'assai. 
Eliininando fra esse nz2 e dividendo per D Z - g  R5, si avrà : 

La relazione fra i covarianti 1, m,  12, posta sotto la forma : 

( D m - $ B 2 n ) 2 = ( D o - ~ B 5 ) l ( B 1 - 2 n ) ,  

mostm che i covarianti 

1 e - D m  iy B2n 

liaimo un fattor comune, e che il covariante 

2 n - B l  

é iin quadrato completo. Effettivamente si ha:  

mediante i quali valori la relazione sopradetta è identicamente sodisfatta. 
Siccome i due covarianti qiiadrûtici 1 e $Bn2-Dm hanno il fattor cornuno 

. lmal i  di  i l l~temntica,  torno 1. 1 8  
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xu3 -y, CO& una relazione fra i medesimi ha tutte le proprietli. di una forma 
tipica. Pongasi : 

e introducendo questi valori di nz ed 7.1 nella (1): 

220 
Dividendo questa equazione per - ul"l - us)', si ottiene : 

51 

Da questa equazione si apprende che per mezzo della trasformazione : 

equazione modulare si muta nella forma : 

nella quale mancano i coefficienti di z5 e z3, e i coefficienti soi10 numerici ad 
eccezione di quel10 di z, il quale dipende soltanto dall' invariante assoluto; 
si apprende inoltre che questa trasformazione diviene impossibile solamcilte 
quando u = O oppure 1 t zis = O. 

Passiamo osa al capo in cui le radici dell' equazione rnodulare siano in 
involuzione, ci06 in cui & nul10 l'invariante di 15" ordine : 
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G o r d  an : Ecpxizione i~iodulare. 3 7  i 

La questione offre quattro casi, potendo aniiullarsi ciascuilo dei quattïo fat- 
tori di R. Siccome per u= O ,  si annullano del pari le diverse radici della 
equazione modulare, cosi prendiamo a dirittura il secondo caso, in cui 

I +us=0. II. 

In questo cas0 l'equazione (2) non pu6 essere adoperata; percid dobbiamo 
far uso delle formole del 3 11 clella nostra Memoria. Ne risultano le formole: 

3'= 2A41na2m=~B21n2;  

ed inoltïe: 

A=C=D=E=O: B=64u4, Bn,, F=-- 
B 

L'ultiilia equazione (") a pag. 65 della Memoria, dividende peï B,,,, diviene: 

onde 1' equazione modiilare assume la forma : 

1 (Bl" hm2) = O ,  

(~1%-y)~J)  ~ ( u ~ x + Y ) ~ -  (u3x -y)4 5 = O  
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epperb ha le radici: 
U ~ V ,  = U % J ~  = 1 ; 

III. 

la (2) mostra che per z = x+ 'Fy  9 si ha (u3z - y)'jz = 0,  epper6 in questo 
u(ti3x --y) 

caso l'equazione modulare assume la forma: 

( v u 3 - q 5 ( ~  + u 5 ) = j ,  

e le sue radici sono : 

Passiamo finalmente al cas0 i n  Cui si annulli il quarto fattore di R :  

u 1 L 6 u u " + ~ t = O ;  IV. 

allora, per la sostituzione : 

1' equazione modulare diviene : 

Questa equazione si riduce di nuovo all' equazione modulare (astrazlon 
fatta da un fattore superflue), se si ponga per z il suo valore, indi si mol- 
tipliclii pel denominatore e si abbassino le potmze di ZL fin quando & pos- 
sibile, adoperando la uguaglianza IV. 

(') Cfr. SOIINKB, G. di Ci-elle, t. I G :  p. 113. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sopra la determinazione delle temperature 

variabili di una lastra terminata. 

(del  prof: ENRICO BETTI, a Pisa). 

S i a  data una lastra di grossezza trascurabile rispetto all'altre dirnensioni, 
e che abbia la superficie piana, terminata. e connessa. I l  contorno sia com- 
posto di una o di più linee chiuse, e quindi l'ordine della sua comessione 
possa essere anche moltiplice. 

Denotiamo con v le temperature dei punti della lastra in un tempo t. Siano 
date cornunque le temperature dei vari punti della lastra quando t = O ,  
e indichiamole con v,; e siano date anche in modo affatto arbitrario le tem- 
perature dei punti delle l ime cl,  c,, . . . c ,  che formano il contorno , in tutto 
il tempo trascorso da t=O a un tempo qualunque tr. Queste temperature le 
dinoteremo rispettivamente con VI, V,, . . , V,, e saranno in generale vaïiabili 
da punto a punto del contorno e col tempo. Le funzioiîi VI ,  V,, . . . V, po- 
tranno essere anche discontinue in alcuni punti separati, e u, !ungo linee 
separate, ma s i  le une che le altre non potïaano essere mai inficite. 

Per determinare v avremo le seguenti condizioni: 

1." La funzione v sara finita e continua insieme colle sue derivate prime 
rapport0 alle coordinate, in tutta la superficie della lastra e in tutto il tempo, 
e sodisfarh tra qnesti limiti alla eqnazione a derivate parziali: 

dore : 
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B e t t i :  Sulle temperature di una lastra. 

essendo II la conducibilità esterna, Ii la interna, c il calorico specifico , 
p la densità del corpo, e a la grossezza della lastra. 

2 . O  Quando é t  = O ,  sarà : 

essendo v, una funzione dei punti della superficie della lastra affatto ar- 
bitraria. 

3 . O  Sopra le linee c l ,  c, ,  c , ,  . . , c,  sarà: 

rispettivamente, e le funzioni V saranno funzioni dei punti delle linee c 
e del tempo, affatto arbitrarie. 

Queste condizioni determinano cornpiutamente il valore di v in un punto 
qualunyue (xf,  y') della superficie della lastra, dopo un tempo tf qualunque. 

Sia u una funzione dei punti della superficie della lastra e del tempo, fi- 
nita e continua insieme colle sue derivate prime rayporto alle coordinate, 
in tutta questa superficie e in tutto il tempo da t  = O  a t = t r - E ,  essendo E 

una quantità piccola quanto si vuole. Moltiplichiamo per udt dx dy il primo 
membro della equazione (1) , ed integriamo estendendo l' integrale trip10 a 
tutto il tempo da O a t r -E,  e a tutta la superficie della lastra. Avremo: 

Integrando per parti e applicando un teorema noto si ottiene : 

dove i primi integrali doppi sono estesi a tutta la superficie della lastra, 
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Be t t i : Sulle temperalure di una lastra. 375 

p, denota la normale alla parte di contorno c, contata andando dalla linea 
cm verso l'interno della superficie della lastra, ed s, l'arco della linea cm 
contato da un suo punto fisso preso comunque, e movendosi in modo che 
l'interno della superficie resti a sinistra. L'integrale triplo è esteso a tutta 
la superficie della lastra e a tutto il tempo da O a t f  - e .  

Per ottenere il valore di v ne1 punto (z', y') ne1 tempo tr, bisognerà clle 
passando al limite per E = O ,  dalla equazione ( 2 )  spariscano tutti  i valori 
di v fuori che questo, e i valoii dati, cioè quelli che corrispondono a t=  O, 
e quelli che si hanno in tutto il tempo sopm i punti del contorno. Si tratta 
dunque di determinare il moltiplicatore u in modo da produrre questo ef- 
fetto. Dovrà quindi u essere tale da render nul10 1' integrale triplo, da render 

nul10 l'integrale doppio che contieue - : e da f,e sparire da1 primo iu- + 
tegrale doppio tutti i valori di v corrispondenti a t= t ' ,  fuori che quel10 
corrispondente al punto (x', y'). DovrCl dunque la funzione u sodisfare alle 
seguenti coudizioni : 

1 . O  Dovrà essere finita e continua insieme colle sue derivate prime, 
in tutta la superficie della lastra, e da t =  O a t  = t f -  e ,  essendo E piccolo 
quanto si vuole, e tra questi limiti dovrà sodisfare alla equazione: 

2 . O  Dovrà essere: 
u = o  

in tutti i punti del contorno e in tutto il tempo da zero a t'- E.  

3 . O  Dovrà convergere indefinitamente a zero in tutti i punti della lastra 
fuori che ne1 punto (2, y'), quando e converge a zero, e deve convergere 
all'infinito coll'avvicinarsi al punto (x', y') e col convergere di E a zero. 

Quando la u sodisfarà a queste tre condizioni, la equazione (2) passando 
al limite per e = O ,  darà : 

lim 
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3 76 D e t t i : Sulle teniperature di una laslra. 

essendo O una curva chiusa qualunque descritta intoriio al punto (x', 9") 
e do il suo elemento. 

La prima e la terza condizioile poste per la funzione u sono sodisfatte 
prendendo una serie convergente in tutta la superficie della lastïs c iii 
tutto-.il tempo da zero a t'- e, della forma: 

dom (en, 7,)  sono coordinate di punti esterni alla lastra, tutti, fuori che uno 
solo, il quale deve essere il punto (xf, y'). 

Infatti, ciascun termine della serie (5) sodisfA alla equazione (3)) e quando 
t converge a f tutti i termini couvergono a zero, fuori che quel10 in cui 
e=x': e 7=yf ,  il quale converge a zero in tutti i punti a distanza finita da1 
punto (xf, yf),  e converge all'infinito, nei punti infinitamerite vicini a (x', y'). 

Pertanto, quando saranno determinati i punti ( f , ,  7,) esterni alla super- 
ficie della lastra, e i coefficienti A, in modo che sia sodisfatta la seconda 
condizione posta per la zc, la formula (5) darà la  funzione cercata. 

Prendendo il coefficiente A del termine in cui t = x f ,  r =yf, uguale all' uiiità 
avremo : 

dove per O abbiamo preso un cerchio di raggio finito R ,  e abbiamo tra- 
scurato tutti gli altri termini di u ,  perchè al limite sono tutti nulli. Sosti- 
tuendo questo valore nella formula (4), abbiamo per il valore di v ne1 punto 
(XI, y!) ne1 tempo t ' :  
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Be t t i  : Sulle temperature di uua laslra. 

Determiiiiamo osa A,, i:,, T,, nella serie ( 5 ) ,  in modo che sia u=O sopra 
il conto~no, e che la serie stessa si conservi convergente in tutta la super- 
ficie della lastra e in tutto il tempo. La difficoltS di questo problema dipende 
unicamente dalla forma del contorno. Diamone la soluzione ne1 caso che la 
superficie della lastra sia un rettangolo. 

Siano 2a ,  2b le lungliezze dei due lati del retlangolo. Poniamo 170rigiiic 
delle cooïdinate ne1 punto d7iiltersezioile delle due diagonali, e prendiamo 
per asse delle x una retta parallela al lato di lunghezza 2a ,  e per asse delle 
y una retta parallela al lato di lunghezzn 2b. Tiriamo per il punto (sr, gr)  
una retta parallela all'asse delle y ,  e prolung~lziamola indefinitamente da 
ambedue le parti. Siano: rn il punto (x', y'): p il punto in cui questa retta 
i~icontra il lato del rettangolo che rimane dalla parte positiva dell'asse delle 
x; e q il punto dove incontra il lato del rettangolo che rimane dalla parte 
negativa del10 stesso asse. Prendiamo ora nella parte di questa retta, clle 
rimanc f~iori del ïettaiigolo dalla parte positiva, i punti : 

m, , ms, rn,, . . , m,,, . . 
e fuori del rettangolo dalla parte negativa, i puilti : 

in modo che sia : 

pm,=pm ; qrnf,= qm 

prn2=pmll; qmrz =qm, 

1)enotando con y,, la oïdinata di m, e con r', la ordinata di mr,, avremo : 

~ n + ~ ' n - ~ = 2 b ,  $ ,+~/1"-~=-2b;  

onde : 
vz,, =4nb+ y' ; T ' ~ ,  = - 4 n b t  y' , 
~ ~ n + ~ = 2 ( 2 n + 1 ) b - y ' ;  d, ,+,=-2(2n-tI)b-yr.  
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B et  t i : Sulle telnperature di una Iaslra. 

Tiriarno ora per il punto m una retta parallela all' asse delle x e sopïa di 
essa prendiamo analogamente i punti esterni al rettangolo dalle duc parti, 
clie abbiano le ascisse g,, i, date dalle equazioni scguenti: 

Tiriamo ora per ciascuno di questi punti una parallela all' asse delle y, e 
per ciascuno dei punti rn,, ml, una parallela all'asse delle x. Questi due 
sistemi di rette parallele colle loro intcrsezioizi determincranno un sistema di 
punti doppiamente infinito, i quali saranno tutti esterni alla superficie del 
rettaiigolo, e le loro coordinate coïsispondeïaiino ai quattro tipi seguenti : 

e prcndiamo le serie coiivergenti : 

Avremo, corne è facile a verificarsi : 

Quindi la fiinzioiie : 

u = F Q ( 2 ,  1 - t  a!, a)R(y,  y', b) ,  (9) 

la quale è della forma (5 ) ,  sodisfarà anche alla seconda condizione posta per 
la u, cioè si annullerà, qiialunque sia t ,  sopra tiitto il contorno della lastra 
pettangolare. 
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B e  t t i  : Sulle temperature di una lastra. 

Determiuiamo la  funzione (;Z (x, x', 
E,, e i', i loro va lo~ i  dati dalle formule 

a) ; e percid sostituiamo in essa a 
(8). Avremo: 

4?,2  ̂ ,'? -- (x - x') + 2 . h ~  - 
? 

(xf x'? -- (ai + ll' a3 + 4 p. + ' s  y) . - 4" - xfJ, Q s - e  - P 

Le due serie soiîo funzioiii Jacobiane. Infatti essendo : 

se poniamo : 

avremo : 

Ora prendiamo le formule seguenti ,  clle sono casi particolari di una for- 
mula dimostrata da1 sig. HERMITE ne1 vol. III della serie 2." del Giorilale 
di Liouville : 

dove : 
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B e  t t i  : Sulle temperature di una lastra.  

e poniamo: 

Sostituendo ilella formula (11) si ottiene ; 

ed analogamente : 

Ponendo questi valori nella formula (9), dopo m e r  sostituito a z il silo d o r e  
4 k (tr - t ) ,  abbiamo : 

dl& d u  
Dedotti da questa i valori di ZL per t=O, e di - per y=* b ,  e di - per 

dy dx 
x =* a dovrerrio sostituirli nella formula (6) che in questo cas0 diviene : 

Pisa, 9 gennajo 1868. 
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