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CHAPITRE 1

INTRODUCGTION

Objet de la statique graphique,

1. — La statique a pour objet la composition des forces et
la recherche des conditions de leur équilibre.

La solution de ce probléeme peut s’exprimer, soit par des
formules, soil par des tracés géométriques. De 1a la division
de la statigue générale en deux branches : la statique analyti-
que et la statique graphique.

En réalité, du moins encore aujourd'hni, le domaine de la
statique graphique est beaucoup plus restreint, et le réle de
cette branche récente ' de la science consiste surtout dans la
résolution graphique des problemes les plus usuels conger-
nant la stabilité des constractions et la résislance des maté-
riaux. Les portions d'édifice, en hois on en métal, que l'on y.
considere, sont soumises & des forces extérieures qui sont si-
tudes dans un méme plan et qui font naitre dans les diverses
pieces des efforts de plusieurs sortes ; ces efforts, qui tendent &
allonger ou & raccourcir ces barres, a les fléchir ou & les rom-
pre, doivent étre connus assez approximativement, puisqu’ils
ne sauraient sans danger excéder certaines limites qui dépen-
dent de la matiere employée et que 'expérience assigne. Cest

1. Les deux premiers cours de statique graphique faits & Paris datent de
1884 ; ils ont été professés simultanément, 'un au Collége de France par
mon savant ami M. Maurice Lévy, qui avait dés 1874 publié sur la maliere
un remarquable traité parvenu auvjourd’hui a sa seconde édition, l'autre par
moi-méme au Consecvatoire des arts et métiers ; j'ai repris le méme sujet en
1886 et I'ouvrage actuel n’est au fond que la reproduction de mes legons,

i
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2 CHAPITRE PREMIER

dans la détermination de ces efforts (tensions oun compres-
sions, moments fléchissants et efforts tranchants) que la stati-
que graphique intervient d’une maniere ulile, en substiluant
aux calculs longs et pénibles de la statique analytique des
tracés expéditifs et ¢légants, qui comportent moins de chance
d’errenr et qui donnent cependant les résultats avec un degré
d’approximation plus que suffisant pour les besoins de la pra-
tique.

Nous supposerons a nos lecteurs la connaissance des prin-
cipes de la mécanique, et particulibrement des lois de la com-
position des forces concourantes ou paralleles, ainsi que des
propriétés élémentaires des centres de gravité et des moments
d’'inertie ; il serait assurément inutile et déplacé de refaire, a
propos de statique graphique, un cours de mécanique géné-
rale. Toulefols, nous devons revenir sur quelques-unes de ces
notions fondamentales et exposer en outre quelques propo-
sitions de géométirie qui sortent du domaine classique et
dont nous aurons a faire usage ; tel est Pobjet de celte intro-
duction,

Segment représentatif d’'une force. Propriétés
des segments rectilignes,

2. — Si, sur la ligne d’action d’une force, on porte, a partir
du point ou la force est appliquée et dans le sens suivant le-
quel elle s’exerce, une longueur ayant la méme valeur numé-
rique que la force, c¢’est-a-dire contenant autant d’unités de
longueur que la force renferme d’unités de force, on obtient
un segment rectiligne qu’on nomme segment représentatif de
la force parce qu'il en fait connaitre & la fois la grandeur, la
position et le sens. Par cxemple, si AB est une droite de ’¢é-
pure égale a 0™,045 et si 0,702 représente une tonne, c'est-a-
dire 1.000 kilogrammes, le segment AB indiquera une force
de 2.230 kilogrammes, appliquée au point A et dirigée suivant
la droite AB, de A vers B.

2. — On sent par 14 combien la connaissance des propriétés
des segments rectilignes est indispensable pour donner aux
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INTRODUCTION 3

théoremes la précision et la généralilé qui conviennent. Ces
propriétés sont du domaine de la géométrie; voici, sans dé-
monstration, 'énoncé des plus usuelles* :

1° Lorsque plusicurs points a,, a,, a,... a,, sont en ligne druite,
quelle que soit leur disposition et quel que soit le sens positif
sur cette droite, on a, en grandeur et en signe, la relation

Q Q=100 Gy a; 85} ..yi T+ Qny Oy

2° Deux segments éqauz, paralléles et de méme sens ont levrs
projections sur un méme axe éqgales et de méme signe. On sait
dailleurs qu'on nomme projection d'un segment, sur un axe
dont le sens positif est fixé, le segment qui a respectivement
pour origine et pour extrémité les projections de l'origine et de
I'extrémité du segment considéré ;

3° 8i lon projette sur un axe quelconque plusieurs seginents
consécutifs formant un polygons ferme, la projection de I'un
quelconque d’entre eux changé de sens est égale a la somme
algébrique des projections de tous les autres. Cette importante
proposition porté le nom de théoréme des projections.

Vecteur d'une force. Polygone des veclieurs
d’an systéme de forces.

4. — On sait que la résultante de deuax forces appliquées &
un méme point O a pour scgment représentatif la diagonale

Fig. 1.

OC du parallélogramme OACB, construit sur les segments QA
et OB qui repré sentent les composantes (fig. 1). Cetle régle du
parallélogramme des forces est une conséquence immédiate

1. Voir le Traild de géamélrie par MM. E. Rouché et de Comberousse,
5Se édition, page 200.
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5 . CHAPITRE PREMIER

de la proportionnalité des forces aux accéléralions et de la
composition des accélérations.

Mais, pour composer deux forces, on peut, au lieu de cons-
truire le parallélogramme OACB, se borner & construire le
triangle OAC ou, micux encore, un triangle a, a; a, dont les
cotés soient éganx et paralleles & ceux de OAC et qu'on place
d’ailleurs ou I'on veut sur la feuille de dessin.

Ainsi, & partir d'un point quelconque a,, on portera bout &
bout deux segmenls a, a,, 4, @, représentant r‘espectivement
en grandeur, direciion el sens les forces considérées F, et Fy,
ct le segment a, a; représentera en grandeur, direction et sens
la résultante R, dont la position sera des lors pleinement
déterminée puisqu’elle doit passer par le point O.

Nous appelons vecteur d'une force, toul segment ayant la
méme grandeur, la méme direction et le méme sens que le
segment représentatif de la force. Tandis que ce segment re-
présentatif a pour origine le point d'application de la force et
qu’il détermine cette force en grandecur, position et sens, le
vecteur, ayant une origine arbitraire, ne donne que la gran-
deur, la direction et le sens de celle force. Alnsi, dans la
figure précédente, a, a;, a; a3 sont des vecteurs des foreds
F,et ¥, et laligne brisée @, a; a,, dont origine est arbitraire,
regoit le nom de polygone des vecteurs des deux forces I, et
F,. On peut done énoncer de la manikre suivante la regle de
composition de deux forces concourantes :

La résultante de deux forces, qui agissent sur un méme
point, passe par ce poini et a pour vecleur le segment qui joint
Corigine & [lextrémité du polygone des vecteurs des compo-
santes.

Cette regle se préte également bien a la décomposition d'une
force R en deux autres ¥, et T, suivant deux droites données
0X,, OX, passant par son point & application 0. Apres avoir
tracé le vecteur g, ¢y de la force R, on ménera par g, la paral-
lele & OX, et par @, la paralltle & OX;; @, étant le point de
rencontre de ces deux lignes, les scgments a, a,, a, a; se-
ront les vecteurs des deux composantes demandées I, et T,
Jesquelles seront déterminées par la méme, puisque leur point
d'application O est connu,
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INTRODUCTION 5

5. —La notion du polygone des vecteurs s’étond a un sys-
teme do forces F,, Fy.... Fy situtes d’une maniére quelconque
dans l'espace, Le polygone des vectears du sysipme est la
ligne hrisée obtenue en menant bout & bout, & partic d'une
origine arbitraire a;, les vecteurs respeclifs a,0,, a,a,, ..,
ay @y 1y des forces ¥y, Fy ... Fy; et il est claic que la connais-
sance des points d'application des forces et du polygone
a, a,... a,py des vecleurs défi-
nit completement le systdme
(fig. 2).

Quand les forces considérées
sont appliquées & un corps ri-
gide, on peut prendre pour
point d'application de chacune
d’elles un point quelconque de
ga ligne d’action, On définira
donc alors le systéme en don-
nant,outre le polygone des vee-
teurs @, @, a; a, a, a;, les li-
gnes d’action Dy, D, D, D, D,
des forces, lignes d’action qui
sont d'ailleurs respectivement paralleles aux colés a,a,, 2.a;,
a, a,, a, ;. a; a; du polygone,

Composition des forees concourantes.

6.— Laregle dun® & relative 4 la composilion de deux forces
offre I'avantage de subsister textuellement dans le cas ol les
forces appliquées & un méme pojnt sont en nombre quelconque.

Larésultante R d'un systéme quelconque de forces Fy, Fs..,,
Fa, appliguées & un méme point O, passe par ce point et a
pour vecteur le seyment a, a4 qui joint lovigine a lex-
trémité du polygone a, a,.... anpy des vecteurs du systéme. —
Il y a équilibre si la résuitante est nulle, c'est-a-dire si le po-
lygone des veeteurs est ferme. _

Pour compléter la théorie des forces concourantes, il faut
joindre & ce théoreme deux propositions qui en découlent
aisément et que 'on démontre dans les trailés élémentaires de
mécanique : '
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6 CHAPITRE PREMIER

1° La projection sur un axe quelconque de la résultante d'un
systéme de forces concourantes est égale a la somme algébrigue
des projections des composantes sur le méme aze ;

2° Si on prend les moments de plusievrs forces concourantes
et situées dans un méme plan par rapport a un poinl quelcon-
que de ce plan, le moment de la résultante est égal a la somme
algébrique des moments des ¢omnposantes.

Pour I'intelligence du premier théoreme, il suffit de rappe-
ler qu'on nomme projection d’une force F sur un axe, dontle
sens posilif est fixé, la force qui a pour segment représentatif
la projection du segment représentatif de la force ¥. Mais le
second théoreme, qui est connu sous le nom de théoreme de
Varignon, exige quelques explicalions préalables sur le sens
précis qu'il faut altribuer au mot moment.

7. — Nous appelons moment d'une force F par rapport d

un point O le produit du
vecteur ab de la foree par le
segment OI, quia pour ori-
gine le point O et pour ex-
trémité la projection I de
ce point sur laligne d’action
L de la force (fig. 3). On fixe
d’ailleursles signes des denx
facteurs de la manikre sui-
vante : aprés avoir choisi &
Fig. 3. volonteé le signe du segment
OI, c’est-a-dire le sens posi-
tif OX sur la perpendiculaire a la ligne d’action L, on adopte
pour sens positif du vecteur ab le sens de la demi-droite OY
obtenue en faisant tourner OX de 90° aulour de O dans le sens
de la marche des aiguilles d’'une montre.

Il est clair que le signe du moment ainsi défini est indépen-
dant du choix, laissé arbitraire, du sens posilif OX sur la
droite OI. Car si OX devient OX,, OY devient OY, et les deux
facteurs OI et ab changent de signe simultanément.

Le point O prend le nom de cenire des moments; on dési-
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INTRODUCTION 7

gne d’ailleurs le moment de la force F par vapport au point O
par la notation M,F.
Cette définition, qui se traduit par la formule

1) M,F = ab. OI

ne differe pas au fond de celle qu'on donne habituellement

D
1F
0 X 0
I I |
b - ’
D F
b
Y a
Fig. 5. Fig. 5 bis.

dans les traités de mécanique; mais elle est plus conforme
aux usages de la géométrie moderne, le signe du moment ré-
sultant ainsi des signes des deux segments dont il est le pro-
duit. On voit que le moment est positif dans les figures 4 et
4 bis, mais qu'il est négatif dans les figures 5 et 5 bis; en effet,
les deux facteurs ab et OI sont positifs dans la figure &, et jls
sont négacifs dans la figure 4 bis; Ol est positif et ab négatif
dans la figure 5, tandis que dans la figure § bis ¢’est OI qui est
négatif et ab positif,

Supposons qu'on ait adopté le metre pour unité de lon-
gueur et la tonne (1.000 kilogrammes) pour unité de force ;
on doune alors le nom de métre-tonne & I'unité de moment,
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8 CHAPITRE PREMIER

¢'est-a-dire au moment d'une force égale a une tonne et dis-
tante de un metre du centre des moments. Soient d’ailleurs

. 1 1
respectivement - et - les échelles des longueurs et des for-
?

ces, ce qui veut dire qu'une ligne égale & un meire mesurée
sur la feuille de dessin répond & % motres ou &  tonnes sui-
vant que cette ligne représente une longueur ou une force.
Dés lors, si en mesurant Ol et ¢b sur le dessin, on trouve /
et f pour leurs valeurs en métres et fraction de metre, on
aura :

(2) OI:])\, a&:f.o ;

et par suite pour la valeur du moment
M, == fo./x mbtres-tonnes.

Cette formule peut s’écrire :
M,=/\lo
on pourrait done, au licu des valeurs (2), prendre
Ol=lp, ab=/x

En d’autres termes, dans la formule (1), 'un des facteurs, ce-
lui qu'on veut, peut étre dvalué & T'échello des longueurs,
pourvu qu’on évalue I'autre a I'échelle des forces.

Composition de deux forces appliquées a wun
corps rigide et situces dans nn méme plan.

8. — Il résulte de la théorie bien connue dela composition
des forces concouranles ou paralleles que deux forces F, et F,
appliquées d un corps rigide et situées dans un méme plan ont
toujours une résultante, excepte dans les deux cas suivants :

1° ¥, et ¥, sont egales el agissent suivant la n.éme droite,
mais en sens contraire. Alors, mais alors sculement, il y a
équilibre ; car pour que deux forces appliqudes & un corps ri-
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gide soient en équilibre, il faut et il suffit qu'elles soient égales
et directement opposées ;

2° I, et F; sont égales paralléles et de sens confraire. On dit
alors que ces forces forment un couple. Un couple est un
élément irréductible. La somme algébrique des moments des
deux forces I, et I, d'un couple reste la méme, quel que
soit le point O du plan que I'on choisisse pour centre des mo-
ments. Soit en effet ab le vecteur de la force ¥,; ba sera le vec-
teur de la force F, et la somme des moments des deux forces
sera (fig. 6) :

ab.0l, +ba.0l, = ab (O, — OL,)=ab.I, I, = ba.1, L.

' A Ce moment qui, d’aprés cela, n’est
0] I ' x autre que celui de l'une quelconque
‘{ L des forces du couple par rapport a
E K bl un Hoint quelconque de la ligne
S d’action de l'autre, prend le nom de

ig. 6.

moment du couple.

Rappelons enfin :

1o Quiun couple appliqué d un corps rigide peut étre rem-
placé par tout autre couple situé dans le méme plan ow dans
un plan paralléle pourvu que le nouveau couple ait le méme
moment que le premier ; ;

2° Qu'une force appliquée d un point d’'un corps rigide peut
étre transportée parallélement & elle-méme en toul autre point
du méme corps, pourvu qu'on adjoigne a cette force ainsi dé-
placée le couple formé par la force égale et directement oppo-
sée & cette derniére et par la force primitive.

Lemmes de géométrie.

9. — Soient ABC, A'B'C’ deux triangles tels que les cdtes
AB et AC de l'un soient respectivement paralléles aux cdtés
A'B et A'C" de lawtre. Si, par le sommet A du premier, on
méne la paralléle AD & la base B'C" du second, et que par le
sommet A du second on méne la paralléle A'D’ a lg base BC
du premier, les points D et D' diviseront les bases BC et B'C’ en
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10 CHAPITRE PREMIER

parties inversement proportionnelles ; en d’autres termes, on
aura en grandeur et en signe la relation .

* DB DC
1 —_—
) ne oDl
X, Y.
B L/D ¢
',N(' o
- Cu

Fig. 7 bis.

En effet, les triangles ABD, A'B'D’, ayant leurs c6tés paral-
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Ieles, sont semblables et donnent en grandeur et en signe la
proportion

DB D

’
A .
- )

A D'B
on a de méme, par les triangles semblables ADC, A'D'C/,

DA DCt

DC~ DA’

et il suffit de multiplier ces deux égalités membre & membre
pour obtenir la relation (1).

10. — Il importe de remarquer que :

1° 8¢ D tombe entre B et C, IV tombera entre B' et C'; car
le premier membre de la relation sera négatif et par suite
aussi le second ;

2° 8t D tombe sur le prolongeinent CY de BC, D' tombera
sur le prolongement B'X de C'B’; car le premier rapport
sera alors plus grand que I'unité et par suite aussi le second
rapport ;

3° Si D tombe sur le prolongement BX de CB, D" tombera
sur le prolongement C'Y de B'C’; car le premier rapport
étant alors compris enire zéro et un, le seccond rapport devra
&tre aussi positif et inférieur a Punité,

11.— De la proposition qui précede résulte immédiatement
la suivante :

Les bases BC, B'C' de deux lriangles variables ABC,
A'B'C’ restant fixes et les cités AB et AC restant respecti-
veinent paralléles a A'B" et A'C’, si le sommet A du premier
triangle décrit une droite L parallele d la base B'C' du se-
cond, le sormvmel A" du second triangle décrira une droile
L’ paralléle a la base BC du premier.

En effet, soit A une position quelconque, sur la droite L,
du sommet du premier triangle ; si par la position correspon-
dante A’ du sommet du second, on mene la parallele AL’
a BC, le point D' oli cette parallele coupera B'C’ divisera,
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12 CHAPITRE PREMIER

d'apres le théorgme précédent, la base B'C’ dans un rapport
conslant. Done, ce point D' reslera fixe quand le point A
se mouvera sur la droite Li; par suite, le point A’ restera
sur la paralltle L' menée par le point fixe D" a la base fixe

BC.

Notions sur les figures homologiques.

12. — 8i deux triangles ahe, a'bh'c/, situés dans un méme
plan H, sont tels que les droites aa’, bb’, c¢’, concourent en
un méme point o, les colés be, et b'e’, ca, et c'a’, ab et a'l se
coupent respectivement en trois points «, B, y Situés en
ligne droite (fig. 8).

Que I'on imagine, en effet, un point O situé sur la perpen-
diculaire au plan H mende par le point 0; la figure oa’b’c¢” sera
la projection sur le plan H, de la pyramide ayant pour som-
met le point O et pour base le triangle a'd’¢’. Désignons par
A, B, C, les points qoi, situdés sur les arétes Oa’, Ob°, O¢,
se projettent en a, 4, ¢ (ce se-
rait compliquer inutilement la
figure que d’y placer les points
1\ 0, A, B, C, dont il est si aisé
\\\ da se représenter les positions).
- Le triangle abc sera la projec-

P,

- ~-;€Q:—_\-}2‘;}_0 tion de la section de la pyra-
/b myde par le plan ABC, et latrace

de la droite BC sur le plan H,

devant apparlenir & la projec-

tion bc de BC et & la trace &'¢’
de la face Ob°c’, sera le point x commun a é¢ et &'c¢’. On ver-
rait de méme que les points § et y sont comme «, situés & la
fois dans le plan H et dans le plan ABC ; les trois points
«, 4, vy appartiennent donc & I'intersection de ces deux plans
et par suite sont en ligne droite.

‘e théoreme, di a Desargues, sert de fondement a la théo-
rie des figures homologiques, qui a pris, sous la plume de
Poncelet, un si merveilleux développement. La théorie de
I'homologie appartient & la géométrie pure ; nous nous bor-
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INTRODUCTION 13

nerons & donner sur ce sujet ' quelques notions Lrés simples,
mais d'aillleurs suffisantes pour l'usage qu'on peut faire de
I'homologie en statique graphique.

13. — On dit que deux figures situées dans un méme plan
sont homologiques, lorsqu’elles se correspondent point par
point et droite par droite, de telle sorte que deux points ho-
mologues quelconques soient en ligne droite avec un point
fixe et que deux droites homologues quelconques se croisent
sur une droite fixe.

Le point fixe recoit le nom de centre d’homologie et la
droite fixe celui d'axe d’homologie; toute droile passant par
le centre d’homologie prend en outre le nom de rayon.

Tl importe avant tout de montrer qu'il esiste de telles
figures.

A cet effet, soient donnés, dansle plan d'une figure quel-
conque X, le point O et la droite L qu'on veul prendre pour
centre et pour axe d’homologie ; choisissons en outre arbitrai-
rement un point @ de la figure ¥, puis un point ¢’ sur le rayon
Oa. :

Cela posé, m étant un point quelconque de la figure 3,
prenons d’abord I'intersection p. de
ma et de 'axe L, puis U'intersection
“/  w'depa’ el durayon om. La figure
/ %', que décrit le point m' lorsque le
! point 7 dégrit la figure 3, esthomo-
/ logique de T (fig. 9).

D En effet, comme, d’apres la cons-
\/ truction méme, deux points homolo-
pY gues quelconques m et m’ sonl en
d ligne droite avee le centre O, il reste
Fig. 9. seulement & prouver que, si m décrit

une droite quelconque ?s, le point m' décrira la droite m's qui
passe par le point s ol s rencontre 'axe L. Or, supposons que
m prenne une position quelconque 7 sur ms, 'homologue 7" de

1. Pour une exposition plus cowpléte, voir le Traitd de géoméirie de
MM. E. Rouché et de Comberousse, n°s 728 a 733, 938 & 943, 1167 2 1169
de la 50 édition,
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14 CHAPITRE PREMIER

n, couslruil (fig.10) comme il a ét¢ dit ci-dessus, ¢’est-4-dire en
prenant successivement I'intersection o de an el de L, et I'in-
sectionn'de va’et de On, sera
un point quelconque du lieu
décrit par m’. Mais les trian-
. gles amn, a'm'n’ satisfont &

I'hypothése du théordme de
Desargues ; done mn etmn’
se croisent sur Li; en d’au-
tres termes, tout point #’ du
licu est surm’s. Il est clair
d’ailleurs que, inversement
tout point ¢’ de cette droite
appartient au lieu; car, puis-
qu’il y a un point du lieu sur toule droite issue du point O, le
point du licu qui se trouve sur Og devant étre & la fois sur ce
rayon og el sur s's, nic saurait étre que ¢'.

Fig. 10.

14. — Nous venons d'indiquer le moyen de construire la
figure £ homologique d’une figure donnée X, lorsqu’on con-
nait le centre et 'axe d’homologie ainsi qu’un couple (a, a’)
de points homologues,

11 importe de remarquer que tout point de I'axe d’homologie
esl son propre homologue et que toute droite passant par le
centre d’homologie coinecide avee son homologue.

Souvent on s'interdit 'emploi simultané du centre et de
I'axe d’homologie, I'un de ces éléments sortanl, par exemple,
des limiles de 1'épure. Voici comment on s’y prend alors :

10 Soient donnés (fig. 11) deux cou-
ples (a, a') (b, () de points homologues
ainst que Uaze L &’ homologie, qui doil
o passer par le point de concours y des
+\ ' deux droites homologues ab, a't’. Le
I L' point m’ homologue d'un point quel-
N R conque m de la figure X sera alors

donné par lintersection des droites
pa’, qb" homologues de celles pa, b qui
joignent le point m aux points a et .
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INTRODUCTION 15

-2 Soient donnés (fig. 12) deux couples (ab, a’h’)(ac, a'c’)
de droites homologues, ainsi que le centre o d homologie,
lequel doit étre sur la droite qui joint les deux points homolo-
gues a et @’. Le point m’ homologue d'un point quelconque m
de la figure X sera l'intersection dn rayon om et de I'homolo-
gue p'd’ d'une droite pd menée & volonté par m. On obtient

Fig. 12.

d'ailleurs p'd’ en déterminant les points p et d ou pmd rencon-
ire les deux droites ab et ac, et cherchant les poinls p’ et d’
ol les rayons op et od rencontrent respectivement a'd’ et a'c’.
Il importe de se familiariser avec ce dernier tracé qui est trés
usuel,

15. — Un cas important & signaler est celui 0w le cenlre
d’homologie est d Uinfini dans une direction donnée. Tous
les tracés subsistent, la convergence des rayons d’homologie
étant ici remplacée par leur parallélisme. La direction com-
mune & tous les rayons d’homologie prend le nom de direc-
tion homologique ; un couple quelconque (a, ') de points ho-
mologues suffit pour l'indiquer. L. désignant toujours I'axe
d'homologie, 'homologue 2’ d'un point quelconque 7 de la
figure X sera l'intersection de la parallele pin & aa’ et de
I'homologue sa’ dela droite as qui joint le pomt m au point a.
La proportion évidente (fig. 13).

prouve que le rapport
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16 CHAPITRE PREMIER

est constant, en sorle qu'on obtient alors la seconde figure 5
homologique de la premiere X en dilatant dans un rap-
pori constant, qu'on nomme rapport d’homologie, les or-
données aa, pm...., qui sont comptées a partir de 'axe d’ho-
mologice L parallelement & la direction homologique.

Fig. 13.

On peut méme donner un peu plus d’extension a celte pro-
position en comptant les ordonnées paralleles & la direction
homologique & partir d’une droite quelconque 8 pour la pre-
miere figure X, pourva qu’on comple les ordonnées de la se-
conde X’ & parlir de la droite ¢6 homologue de 0. Car si n et
7’ désiguenl les points ol 9 et £8 rencontrent umm’, les rap-
ports

’

um’  pn
pm " pn

étant égaux 'un et 'autre au rapport p d'homologie, il en sera
de méme du r-pport

, .
pm’—un u n'm’
EmR—un nm
—————
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CUAPITRE 11

PROPRIETES GEOMETRIQUES DES POLYGONES
FUNICCLAIRES

Définition des polygones funiculairves

16. — Nous ne considérerons dorénavant, sauf averlisse-
ment contraire, que des systemes de forces appliquées & un
corps solide et toutes situées dans un méme plan. _

Enstatique graphique, untel systeme est toujours défini par
les lignes d'action D,, D,,... D, des forces considérées F,,
F,,... ¥, et par le polygone de leurs vecteurs a, a,, a, a,,...
(s Qny1, comme nous l'avons expliqué au n° 5. Ainsi, dans
nolre systeme de notation, la force Fj agit suivant la droite
Dy, et elle a la méme grandeur et le méme sefig- que le seg-
ment dz dxq qui est, d’ailleurs, parallele & Dy.

Counsidérons un systéme défini de la sorte, ¢t que, pour
fixer les idées, nous supposerons composé de cing forces seu-
lement. Prenons & volonté dans le plan des forces un point p,
auquel nous donnerons le nom de pdle du polygone des vec-
teurs, et joignons ce pole aux divers sommets de ce polygone
par des droites pa,, pa,,... pd; qQue Nous NOMMErons 7°4yons
polaires.

Menons une parallele quelconque w2, an premicr rayon pa,
jusqu’a sarencontre o, avec la ligne d’action D, dela premitre
force F,; puis, tirons par «, une parall‘elc o o3 au second

a

=~
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18 CHADPITRE I

rayon pa. jusqu’a sa rencontre a, avec la ligne d’action D, de
la seconde force IY,; el alnsi
de suite. Eolin par le point
a;, ol la paralltle 2. «; & l'a-
vant dervier rayon pa, ren-
contre la derniere ligne d’ac-
tion D;, menons ;0 paralltle
au dernier rayon pa,.

Nous obliendrons de cette
facon une ligne brisée wa, «,
wy o« ;5 dont le premier et le
dernier cOtés wa, et o;p sont
indéfinis,et alaquelleon donne
le nom de polygone funicu-

Fig. 14. laire, relalif au pole p, du sys-
teme des forces considérdes.

Pour que la construction réussisse, il faut que chacune des
lignes wa,, 2, a,, a, 2;... coupe la Iigne d’action de la force
suivante, ce qui pourrait ne pas avoir licu pour cerlaines po-
sitions exceptionnelles du point 2. Mais la consltruction ne
sera jamais en défaut, quel que soitle systeme de forces donné,
stl'on choisit pour pdlep un point nonsitué sur les cotés du po-
lygone des vecteurs ou sur leurs prolongements ; car, les rayons
polaires coupant alors les cOtés de ce polygone, les paralléles
& ces rayons couperont les lignes d'action correspondantes.

En résumé, un polygone funiculaire, relalif a un pole p,
d’un systeme de forces F,, F,,... Fy, est une ligne brisée dont
les sommets sont sur les lignes d’action des forces et dontles
cOtés sont paralleles aux rayons polaires du polygone des
vecteurs ; le sommet o de rang & se trouve sur la ligne d'ac-
tion D« de la force Fy, ct le ¢Oté ay—q o de rang % est paral-
lele au rayon polaire pa; de méme rang. Sauf le premier et
le dernier cOtés way, a, 49 qui sontillimités et respectivement
paralleles au premier et au dernier rayon pa, et pan 1, chacun
des autres coiés est limité & deux lignes d’action, et le rayon
polaire quilui est parallele aboulit précisément au point d’in-
tersection des deux cotés du polygone des vecleurs auxquels ces
lignes d’action sont paralltles,
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DES POLYGONES FUNICULAIRES 19

13.—Laligure 13 est relative au cas ol toutes les forces I, I,
Iy, I, du systéme sont paralle-
les. La construction du poly-
gone funiculaire o a; a3 9
n’offreaucune parlicularité. Seu-
Iement les cotés du polygone des
vecteurs sonl alors sur une méme
droite ; le pole p peut étre pris &
volonté, mais non sur celte droite
ni sur ses prolongements. Dans
notre figure toutes les forces
agissent de haut en bas sauf Iy
qui est dirigée de bas en haut;
aussi, dans le polygone des vec-
teursles cotés a, a,, a, a,, ainsi que a, a,, sont dirigés de haut
en bas, tandis que a; a, l'est de bas en haut.

La figure 16 se rapporte au cas d'une force unique I; le

a, polygone des vecleurs se réduil &
S un segment g, a,, et un polygone

>P funiculaire se compose seule-
e ment de deux coOtés indéfinis we,

ag, qu'on oblient en menant par
un point quelconque « de la ligne
d’action de la force des lignesres-
pectivement paralltles aux deux rayons polaires pa, et pa,.

Dans les deux figures précédentes, pour ne pas compliquer
inutilement, nous avons désigné par la méme lettre une force
quelconque et sa ligne d’action ; c’est ce que nous ferons dé-
sormais le plus souvent. Nous emploierons aussi parfois, pour
abréger, la notation :

Fig. 16.

(Fyy Fopot. Fry @y @,y @nga)

pour désigner le systeme des forces ayant F,, F;,... F» pour
lignes d’action et @, a,,... @»+1 pour polygone des vecteurs.
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20 CiapIThRE 1M

Axe commun & deux polygones funiculuires d’un
meéme systéeme de forces

18. — Si l'on considére deux polygones funiculaires
quelconques, relatifs a un méme systéme de forces, les
points ok les citds du premier rencontrent respectivement
les cotds homologues du second sonl situds sur une méme
droite.

Celte ligne, que nous nommerons I'axe convnun qur deur
polygones, est paralléle & la droite qui joint les deuz pdles
et est situde a distance finie, si les dewx polygones ont des
poles distincts s elle est @ linfini si les deux polygones ont
le miéme pole.

Le théortme est évident dans le dernier cas ; car lorsque les
deux polygones funiculaires ont le méme pole, deux cotés ho-
mologues quelconques sont paralleles entre eux.

Il suffit done de s’occuper du premier cas. Désignons les
deux polygones funiculaires parP et P’ et leurs poles respectifs
par p et p’;appelons en général 8, I'intersection des deux cotés
w—10, % k-1 o’ de rang k&,
lIesquels sont respectivement
paralleles aux rayon spolui-
res pag, pa;; dailleurs «;
et o'y sont situés surla ligne
d’aclion de la force ¥y dont
Ie vecteur est o asy4. Con-
sidérons les deux triangles

Fig. 17. aipp’, Sfara’y; le coté arp
est parallele & 8;a; et Ie cOlé a;p" est parallele & S’ Si, les
bases pp’, «;, o' restant fixes, les sommets a, et §; se dépla-
cent de maniire que les cdlés qui étaient d’abord paralleles
conservent leur parallélisme, di 4 pp° et g4t o ) seront deux
autres posilions correspondantes des {riangles variables. Mais
le déplacement a; az 4y du sommet du premier élanl parallele
4 lu base 2, 2’4 du second, il faut (1 11) que le déplaccment
Si 844y du sommet du second soit parallele & la bhase pp’ du
premier. Ainsi tous les segments 8, 8,, 8 8., 828, sont

al:‘l
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paralldles a pp’, et, comme chacun d’eux a an point commun
avee le suivant, tous ces segments sont sur une mdéme droite
parallele app’. D'ailleurs, cetle droite est a distance finie ; car,
puisque les poles p et p’ ne sont pas situés sur les cotés (indé-
finiment prolongés) du polygone des vecteurs, de deux som-
mets conséeutifs ar, a1 de ce polygone, 'un au moins, a;
parexemple, n'est pas en ligne droite avee pp’; les rayons po-
laires pay, p'ar sont dis lors distincts, et par suite les cotés
ap—1 %, X k-1 o qui sont respectivement paralleles a ces
rayons se rencontrent en un point §; situé & distance finie.

19. — Ce théoreme facilile le tracé des polygones funicu-
laives satisfaisant & certaines conditions. Voici un exemple:

Etant donné un polygone funiculaire Plox, o, o, 0,9) de
pdle p, pour un systéme de forces

(Fn F, F, ¥ a,a,a, a, as)s

construire pour le méime systéme de forces un second po-
lygone funiculaire P’, de pdle donné p', et dont un cdté de
rang assigné, le second par exemple, passe par un point
donné 1.

On aura d’ahord le second ¢oté «', 2, du polygone P’ enme-
nant par I la parallele au ravon polaire p’a, ; on en déduira le

point S, intersection des deux seconds edtés, et enfin 'axe L
commun aux deux polygones PP et I en menant par 8, la pa-
vallele a pp’. :
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22 - CHAPITRE II

Cela fait, au lieu de construire le polygone P’ d’apres la dé-
finition méme (n° 16), on pourra employer I'axe L:

Soit, pour tracer immédiatement un c¢dté de rang assigné ;
on obtiendra, par exemple, le qualrieme oy «', en menant par
le point S,, o1 I'axe L rencontre «; «,, une parallele au rayon
P a..

Soit, pour tracer les cotés successifs dn polygone P’ sans
faire intervenir le polygone des vecteurs ; en prenant, en effet,
les points S,, S,, S5, 8,, S, ot 'axe L rencontre les cités wx,,
oy &y, O &y, 0@ du polygone P, on aura dé proche en proche
les cOlés correspondants w'ey, ', o, o5 &'y, 2@ en menant
successivemnent 8, o, S, S, 27, S, o,

Lieu du point de rencontre de deux cdtés de rangs
assignés

20. — Si, dans chacun des polygones funiculaires (en
nombre infini) qui sont relatifs d un méme systéme de
forces, on prend le poinl de renconlre du c6lé de rang i
et du cOté de rang h, le lieu de ces points est une droile
paralléle ¢ la corde a; ar qui, dans le polygone des vec-
teurs, joint Uorigine du ¢ité de rang i d [origine du cité de
rang k.

En effet, soient P et I deux polygones funiculaires quel-
conques du systeme ; p et p’ leurs poles ; S; I'intersection des
deux coOtés de rang 7, el S, l'intersection des deux cotés de
rang % ; enfin m lintersection des cdtés derangs ¢ et & dans le
polygone P et m’ I'intersection des ¢61és de rangsi et & dans le
polygone P’ ; m et m’ seront deux points quelconques dulieu ;
et 1ls seront & distance finie, si, a; et ag étant distincts comme
le suppose I'énoncé, la droite indéfinie pp’ ne passe ni par g, ni
par az.

Considérons les triangles pa,-dk, mS;Sy ; le cOLé pa; est pa-
rallele & mS; el le cOlé pay paralltle & mSz. Siles bases a.ax,
S:S, restant fixes, les sommets p et m se déplacent de manikre
que les edtés d'abord paralleles conservent leur parallélisme,
p'aay et m'S;Sy seront deux autres positions correspondantes
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des triangles variables. Mais le déplacement pp’ du sommet
du premier étant parallele a la

S base S;S; du second (n° 18), il
i ~w T .

NNl /A faut (n° 11) que le déplacement
\\ ~~n mm' du sommet du second soit
N D parallele & la hase a,a, du pre-

TN A VP . . P
SpoT N/ - 4p mier. Ainsi la droite qui joint
v PR deux p‘oiuts quelconques 7t et
| / m’ du licu est parallele & a,a;;
Fig. 9. ~ donc tout point m du lieu est

sur la droite X menée par I'un d'eux m’ parallelement a a;ay.
Inversement tout point g de cette droite % appartient au lieu ;
car, si I'on désigne par D une droite quelconque passant par
et distincte de %, et si V'on considere un polygone funicnlaire

- du systeme ayant cette droite pour c6té de rang 7 et un pole =
différent de @, le coté de rang £ dans ce polygone coupera Ja
droite D en un poeint appartenant au licu el par conséquent
situé sur X ; or p. est le seul point commun aux droites D et ;
done . appartient au lieu.

21. — On dit que le polygone des vecleurs d'un systeme de
forces Fy, Fs, ..., Fy est fermé lorsque son origine a, et son
extrémité a, . 4 coincident.

Un polygone funiculaire est dit fermé lorsque le premier
cOté wx, et le dernier «,9 -coincident avee la droite a,an qui
joint le premier au dernier sommet.

Quand le polygone des vecteurs d’un systéme de forces est
ouvert, on peut rencontrer parmi les polygones funiculaires du
systeme les trois types : polygone fermé, ou polygone ouvert
et ayant le premier et le dernier ¢dtés soit paralleles, soit-con-
courants. Un exemple suffit pour mettre le fait hors de doute.
Que l'on considére deux forces concourantes F, el F,, silon
prend le pole hors de la droite a,a, qui joint 'origine & 'extré-
mité du polygone a,a,a, des vecteurs, on a évidemment un po-
Iygone funiculaire ouvert dont le premier et le dernier cotés
sont concourants ; si I'on place au contraire le pdle sur a,a,, le
premier et le dernier cotés du polygone funiculaire seront coin-
cidants ou paralléles suivant qu’on fera ou non passer le pre-
micr ¢dté par le point de concours des deux forces.
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Mais, quand le polygone des vecteurs d'ui systéme de
forces ¥, Ky (., Ty est fermé, si un polygone funiculaire
du systéme est fermé, tous les polygones funiculaires du
systéme sont [ermés. _

En effet, sile polygone des vecleurs a,a,...@,41 est fermé,
c’est que a, 1 coincide avec a, ; @, et a, sont donc deux points
distincts et a,a,, est paraliele a I, Or,le polygone des vecteurs
élant fermé, dans tout polygone funiculaire du systeme le der-
nier ¢dlé «,7 aura la méme direction que le premier wex,; et
pour qu'un tel polygone funiculaire soit fermé, il faut et il
suffit que le premier c01é wx, et I'avant-dernier a;, 1 ap, c'est-
a-dire le ni®™e, concourent sur F,,. Mais, si cela a licu pour I'un
des polygones funiculaires, la droite I'n, qui est, avons-nous
dit, parallile & a,a, sera (n° 20) le lieu des points de rencontre
du premier et du ni¢me ¢Otés des divers polygones funiculaires
du systime ; tous ces polygones sont donc fermés.

11 suit de la que, si le polygone des vecteurs dun cystéme
de forces est fermé et si ['un des polygones funiculaires du
systéme est ouvert, tous les polygones funicviaires du sys-
iew.e seront ouverts.

Observons encore que, dans le cas particulier d'un systéime
de forces concourantes, si le polygone des wvecteurs est
[fermé, tous les polygones funiculaires sont fermés. En effet,
il suffit, d’apres ce qui précede, de montrer que la chose alien
pour un polygone funiculaire du systeme. Or, sil'on fait passer
le premier co1é d'un polygone funiculaire par le point de con-
cours des forces, ce polygone se réduit évidemment a la droite
menée par ce point de concours parallelement au premierrayon
polaire.

22. — Revenons maintenant au théoréme do n® 20. Nous
avous supposé a; et a; distinels; car, lorsque a; el @ se con-
fondent, la direction a,a; n’est plus déterminée et I'énoncé n’a
plus de sens. Mais quel est alors le liew des points de rencon-
tre des cotés de rangs i et k ?

Considérons le systeme partiel formé par les forces Fj,
Fiit, ..., Fi_y;la ligne brisdée a;a;+1 ... ar est le polygone
des vecleurs de ce svstéme partiel, et, si wx,...4,% est un poly-
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<

gone funiculaire du systeme total ¥y ... ¥,y o oy oo o
sera un polygone funiculaire du systeme partiel FiF; ... Fiq.
Dans notre hypothese le polygone des vecteurs a,a; 41 ... @y est
fermé, puisque a; et a; se confondent 5 done, si I'on considere
tous les polygones funiculaires du systeme, les ¢01és xi— 12, et
ap —1 ok Serond soil Lovwjours paralléles et distincts, soil tou-
Jours confondus. Le tracé dun polygone funiculaire d’essai
montrera quel est celui des deux cas dans lequel on se trouve.

Dans le premier cas, le lieu est évidemment la droite de
Uinfini du plan. Dans le second cas, toul point m du plan
appartient awlieu ; car, si 'on construit un polygone funicu-
laire du systtme en faisant passer son cHté x;—y o; de rang ¢
par i, le coté o — 4 oy de rang £, coincidant avee o; 1 o4, pas-
sera par m.

Lieu des pdles des polygones funiculaires passant
par deux peoints donnés

23. — Si, parmi les polygones funiculaires d'un systéine
de forces, on considére seulement cevx dont deuwx cdtés de
rangs assignesiet k passent respectivement par deux points
donnés I et K, le lieu des piles de ces polygones est une ligne
droite paraliéle a IK,

Cherchons un point @ du lieu qui soit situé sur une droite
déterminée a,Y et menéde d’ailleurs & volonté par le point ay.

Supposons qu’on ait déji tracé un polygone funiculaire quel-
conque P’ du systeme de forces considéré

(F.... Fu5 a,.. ang1);

et soit p’ son podle. Désignons par X une droite qui n’est autre
que a;a lorsque les points a; et @, sont distincts, mais qui, si
a; et ay sont confondus, esl une droite menée & volonté par a;.
Tracons des paralleles & X par les points I et K jusqu'a leurs
rencontres respectives I'et K" avecles ¢6tés oo 10y, a's 1 o's
de rangs 7 et £ dans le polygone funiculaire I’; enfin, par p’,
menons la parallele & I'K' et prenons son interseclion @ avee
X. Soient f, et £, deux forces ayant, la premitre pour vecteur
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a;a et pour ligne d’aclion IT', la seconde pour vecteur aay et
pour ligne d’action KK, et considérons le systeme des forces
(1. FiFs_1 f3; aa,... ana). Le polygone QTas... 2’5 -1 K'Q" est un
polygone funiculaire,

Fig. 20.

de pole p’, pour ce systeme de forces, et comme il est fermé
ainsi que le polygone des vecteurs, tout autre polygone funi-
culaire du méme systeme de forces sera fermé; donc, en par-
ticulicr, celui P’ de ces polygones qui, ayant pour pole p’, au-
rait son premier c6té passant par I. Mais les cOtés de ee poly-

A
Fig. 21.

gone P',, autres que le premier et le dernier, seraient précisé-

ment les cOlés as-1 ay,..., ax -t ax du polygone P; donc, puis-

que P’, doit étre fermé, son premier et son dernier coté se con-

fondent avec IK ; par suite, pa est paralléle & IK, en sorte
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qu’on obtientle point p en menant parle point connu a une pa-
rallele a IK et prenant l'interscction de cette droite avec a,Y.

Ainsi tout point p du lien se trouve sur la droile L mende
par le point a parallelement a IK.

D’ailleurs, tout point m de cette droite appartient au lieu;
car, puisque, en vertu du raisonnement ci-dessus, il y a, sur
charque droite issue de ay,un point du lieu, le point dulieu qui
est sur axm, devant en méme temps appartenir & L, coincide
avec m.

En définitive, le lieu cherché est une droite parallele & IK
et passant par un point @ qu'on détermine par la regle sui-
vante :

Tracez un polyqone funiculaire quelconque P’ du systéme de
forces proposé (s’il s’en trouve un déji tracé sur la figure, il
convient évidemment d’en profiter); prenez les points 1 et K’
ou les cGtés de rangs i et k rencontrent respectivement les pa-
ralléles menées par 1 et par K d une droite X, qui est la droite
a,0z St a; et ay sont distinets, ou une drotie menéde d volonté par
a; si a; el ax se confondent ; enfin, par le pdle du polygone auzi-
haire p" menez la paralltle a K’ ; eetic paralléle rencontrera
la droite X au point cherché a.

La fig. 21 est relative au cas ou les points a; et ax sont dis-
tincts; la fig. 20 se rapporte au cas ol ces points sont confon-
dus, alors les cOtés oy 1 &'y, ak_1 ax de rangs 4 et & dans le po-
Iygone anxiliaire p” ont la méme direction p’a;; nous avons
supposé ces deunx cdtés distinets. S'ils se confondent, la droite
I'K’ se confond avee eux, et la droite p'a, devenant p'a;, le
point a ne differe pas de @;; dans ce cas, le lieu est donc la
parallele a IK, menée par les points confondus a; et ;. !

Propriétés spéciales des polygones funiculaires re=

1atifs & un systéme de forees concourantes ou pnw
ralleles.

24. — Deux polygones funiculaires quelconques P et
P d'un méme systéme de forces concourantes sont deux

1. Des nos 18 et 23 résultent immédiatement les deux propriétés suivantes
qui méritent d'étre signalées:
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' . b .

figures homologiques ; en d'autres termes, si X esl une figure
quelconque dont le polygone P fait parlie, et sil'on construitla
igure X" homologique de X en prenant pour centre dhomolo-
figure X' 1 log de X t pour centre dhomol
gie le point de concours O des forces et pour axe d’homologioe

axe commun L ‘n aux deux polygones P e ¢ poly-
r L n 18 1 lyg P et P, le pol
gone I sera la parlic de £ qui est 'homologue de P (fig. 22).

En effet, prenons respectivement sur les deux premiers cotés
w2 et ox'y des polygones funiculaives P et P’ deux points w
el w’ en ligne droile avec le point Q. Puis avec le centre d’ho-
mologie O, I'axe d’homologie L et le couple (o, o) de points
homologues, construisons la figure X" homologique de X ;1'ho-
mologue du premicr ¢oté wa, de P serale premier cdle o'a’y de

(4\’) Fig. 22,

P’, puisque o'a’, passe [par " homologue de @ et coupe I'axe
L au méme point S, que wx,. D'ailleurs 'homologue du som-
met o, de P devant étre & la fois sur Oz, et sur w'e’, sera
précisénient le sommet &', de P'. Des lors on voit de méme
que oo, est I'homologue «,%, et que «, est 'homologue de
o'y; et ainsi de suite.

25. Lorsque les deux polygones funiculaires P et P’ sont

{o Sideux cétés d'un polygmﬁmz'culuirc pivotent respectivement nutour
de a et b, tout autre céld du méme polygone pivote aulour d'un point fixe
situé sur la droie ab.

20 St le péle dun polygane funiculuire décrit une droile L tandis que
Uun des cdtés pivote aulour d'un point five a, tout autre coté du polygone pi-
vote autour d'un point fixe situd surla paralléle menée par a @ la droite L.
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relalifs & des forces paralicles, le centre d'homologie passe a
I'infini dans la direclion des forees. II est d'ailleurs aisé de
voir que-le rapport d’homologie est alors égal en grandeur el
en signe au rapport des distances polaires ep, e'p’ (fig. 23).
Eneflet,soitm]'intersection de a,a.etdepp’,S, 'intersectionde
vy et de o’e’y, enfin u le point ol «,2’,coupe I'axe commun aux

. deux polygones, ¢’est-a-dire

2 mf\\ la parallele mende par S, a

_ \ pp’; les deux triangles pa.p’,

& AN o, S, se trouvent dans les
G oane N\ conditions dun° 9, les co-
e —‘\'\“:\:\‘\ tés a,p et S, «, sont paralle-

P I P’ les,ainsi queles cdtés a,p’ et

' a4 VoS &y, el la droite g,m est me-

° née par le sommet du pre-
Fig. 23. mier paralltlement & la base

.o’ du second, tandis que ladroite 8, p. est menée par le som-
niet du second parallelement a la base pp’ du premier; on a
done, en grandeur et en signe:

pey omp ep

R}

7y mp’ ep

ce qui démontre le fait énoncé, puisque la droite S, étant
axe d’homolocie et (z;, 2/;) étant un couple de points homo-
Paxe d'} logie et tant ple de points 1
ngues, le premier des rapporls ci-dessus exprime le rappor
logues, | d pporl d I le rapport
d’homologie. Ainsi :

Deux polygones funiculaires quelconques P et P’ d'un

! | méme systne de [forces
I .
o ‘E““—b— | A% paralléles sont deux figu-
i i N .
e | v res homologiques, dont les
. i a I - ’
i ! ; ,
-1 { :

tion des forces, dont U'axe
_ d’homologie est I'aze con-
2 ' YE mun aur deux polygones

Fig. 24 et dont le rapport dho-
niologie est égal av rapport inverse des distances polaires.
Ce rapport est d'ailleurs dgal & celui des ordonndes de

\\ G 2y a.  rayons homologigues sonit
@ S o i e paralléles aux lignes d ac-
|
\
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devx poinls homologues quelcongues m et m' des deuz po-
lyganes, les ordonnées nm, n'm’ dtant paralléles auz forces
et comptées respectivement & partir de deux droites ho-
mologues quelcongues uv et w'v" des deux figures (fig. 24),

Polygone funiculaire passant par trois points donunés

26. — Elant donnés trois points quelconques I IT, K dans
le plan d'un systéme de forces.

(F\Fy... Foj @400 Gn),

on demande de tracer le polygone funiculaire P dont le
coté de rang i passerait parl, le coté de rang h par 1 et
le coté de rang k par K.

Il suftit évidemment de trouver le pdle p du polygone de-
mandé P, )

Or ce pole p appartient au lieu des poles des polygones fu-
niculaires dont le coté de rang ¢ passerait par I et le coté de
rang k par IL; il appartient aussi au lieu des poles des poly-
gones funiculaires dont lc cdté de rang A passerait par H et
le coté de rang k& par K ; on sait (n° 23) construire ces deux
licux qui sont des droiles respectivement paralleles a I1I et
IIK ; I'intersection de ces deux droites sera le point cherché p.

On pourrait d'ailleurs & Yun de ces deux licux substituer
celui des poles des polygones funiculaires dontle ¢6té de rang
i passc par Ietle coté de rang k par K, ef obtenir de la sorte
une vérification.

Telle est la méthode générale. Mais si les fofces sont con-
courantes ou paralleles, il vaut mieux recourir aux propriétés
spéciales des n* 24 et 25. On a alors par le point de concours
ou par la ir ection des forces le centre d’homologie vu la di-
rection homologique des polygones funiculaires du systéme,
Done, en prenant les intersections respectlives des rayons ho-
mologiques des points I, H, K et des cdtés de rangs 4, &, k
dans un premier polygone d'essai P’, on aura immddiatement
les homologues I', I, K’ des points I, I, K du polygone de-
mandé P; on pourra alors lrouver tous les cotés de ce poly-
gone P, méme indépendamment les uns des autres, a Vaide
des tracés indiqués au n* 19,
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2v. — Tout cela est si facile qu'un exemple suffira. Nous
choisirons & cet effet le systeme de deux forces concourantes
(Fy, Fy; a,a,a5) auquel nous appliquerons successivement les
deux mélhodes; le premier cOLé devra passer parl, le deuxieme
par H et le troisitme par K.

La fig. 23 esl relative & la premidre méthode; w'a'a/o” est
un polygone d'essai dont p” est le pole. Kn menant HIU
parallele & a,a4,, puis par p la parallele p'z & I'll” et enfin par
z la parallele & I'I, on a (n° 23) le lieu 3, des péles des poly-
gones funiculaires dont le premier c6té passe par I et le se-
cond par H. De méme en menanl HII', et KK’ paralleles &
a,0,, puis par p’ la parallele p'y & 1K' et enlin par y la pa-
rallele & MK, on a le licu 2, des pdles des polygones funi-
culaires dont le deuxieme coté passe par H ct le troisibme
par K. :

Le pointp commun & 3, et ), sera le pole du polygone cher-

ché P; son premier coté sera la parallele vz, & pa, menée
par I; puis, «, I et a, K seront les cotés suivants ; comme vé-
rification, ces edtés doivent éire respectivement paralleles aux
rayons polaires pa, et pa, que nous n’avons pas tracés pour
ne pas compliquer inutilement la figure.
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La fig. 26 est relative ala secconde méthode ; w'2/12',%" élant
toujours un polygone d'essai dont le poéle @’ cst arbitraire,
on prendra les intersections I, ', K’ de ses cotés suceessifs
avec les rayons homologiques OI, OH, OK, et il restera, pour
avoir le polygone demandé I, a construire la figure homologi-
que o'x'e'1,9".

L’homologue % du point ' olt w’a’y coupe 'K’ sera sur Ou’
et sur lIK ; en le joignant au poinl 1, on aura la droile homo-
logue de I'w', c’est-a-dire le premier c6té wlx; du polygone
P dont le deuxiéme coté sera o1z, et le troisitine 2. Ko.

28. — L'une et 'autre conslructions peavent élre notable-
ment abrégées par un choix convenable du polygone d’essai
P’, si un tel polygone ne se trouve pas tracé déja pour d’au-
tres besoins.

Reprenons a ce point de vue la premigre méthode. En pro-
longeant KH (fig. 27) jusqu’a sa rencontre ', avec F,, on peut
considérer I, et 11 comme le premier et le second cdtés
d’un polygone funiculaire donl le premier c61é passerail par 1
et e second par H ; son pole p’ s'obtiendra en menant a,p’ et
a,p’ vespeclivement paralieles & 12/, el a HK, et la parallele
3, menée par p" & II sera le licu des poles des polygones funi-
culaires ayant leur premier ¢oté passant par I et leur second
par . De méme, en prolongeant I jusqu'a sa rencontre a 'y
avec I';, on peutl considérer Ilx', et «’,K comme le deuxitme
et le (roisieme e¢6lés d’un polygone funiculaire dont le deu-
xieme cOté passerait par Il ct le troisieme par IX ; son pdle p”
s’obliendra en menant «,p” et a;p” respectivement paralleles
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d lleta «, K, et la paralltle 3, menée par p/ a HK sera le
licu des poles des polygones funiculaires ayanl leur deuxieme
cOlé passant par Il etle troisieme par IX. Donc I'interseclion
de 2, et de 2, ¢’est-a-dire le sommel p opposé a a, dans le pa-
rallélogramme a,ppp”, serale pole du polygone cherché P. On
aurale deuxitme ¢01é 2,2, en menant par II une parall¢le &
pay; puis Iz, et «,K seront le premier et le troisieme.
Reprenons de méme la seconde méthode : En prolongeant
KH jusqu’a sa rencontre o, avec Fy, Ix'; et «'l1%', seront les
deux premiers colés d’un polygone funiculaire donlle premicr

cOlé passe par I et Je second par I ; son pdle p's’obliendra en
menanl a,p et a,p respectivement paralleles & 1o, et & HK, et
I'on aurale troisieme c0lé o;p” en menant par 2, 1a paralltle a
P’ ; mais le polygone w’a’,a’,9" et e polygone cherché P ont
évidemment pour axe d’homologie la droite 1l qui est leur
axe commun ; done, il suffira de prolonger o'x’; jusqua sa
rencontre S avec III et de joindre 8IX pour avoir le dernier coté
2,0 du polygone P ; le second cOté serva ensuite «,llz, et le pre-
mier o[ (fig. 28).

La construction que nous trouvons ainsi par la considéra-
tion des figures homologiques, aussi bien que la précédente,
sont remarquables par leur élégante simplicité.

Polyzone funiculaire passant par deux peints
donnés ct ayant une distanee polaire donnce,

29. — Apres Jes délails dans lesquels nous venons d'enlrer,

il suffira de quelques mols sur ce nouvean probleme :
3
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.

Etant donnés deux puints quelconques 1 et H dans le plan
d'un systéme de forces

lll"jFﬂ--- Fosaida. gy

on deinande de {racer wn polygone funiculuive P dond le
colé de rang i passe pair 1, le ¢dté de rang h par 1 et dont
le pole p soit & une distaice donnde § de la droite qui, dans
le polygune des vectevrs, joint le point a; aw point ay.

Le pole inconnu p doit étre d’abord sur 'une des deux pa-
ralleles & a,a;, situées de part el d’autre et & la distance § de
cette droite. 1l doit étre en oulre sur la droite, lieu des poles
des polygones funiculaires, dontles cOlés de rangs i ¢t & pas-
sent respectivement par I ¢t H. Celte droite coupe les deux
premikres en deux poiuts p el p,. Il y a done deux solutions:
la solution serait unique sil'on donnait, oulre la valeur absolue
3 de la distance polaire, le sens de cette distanee.

Siles forces concourent en un méme point O, on cons-
truira un polygone d’essai P’ en prenaul un podle p"a la dis-
tance & de @, portée d'ailleurs du coté convenable si le sens
de la distance est donné. Les rayons homologiques OI, OII
fourniront par leurs rencontres respectives avec les cotés de
rangs 1 et 2 du polygone P’ les points I' et 1I' homologiques
de Tet H ; Paxe d’homologie des polygones P et P’ s’obtiendra
en menant par le point de rencontre S de 11l et I'H’ la paral-
lele SL a pp’, c’est-a-dire la parallele & a;an ; ou aura done
plus de données qu'il n'en faut pour construire le polygone I’
homologique de P,

30. — La solution par les figures homologiques devient
d’une extréme simplicité dans le cas o les forces sont pa-
ralléles. Soit, pour fixer les idées, le systeme de trois forces
pavalleles (F,F,Fy; ayd,a,a.), et supposons qu’on veuille que le
premier ¢0{¢ du polygone funiculaire demandé I’ passe parl
et le dernier ¢oté par 1. On construira un polygone funicu-
laire d'essai P’ ou w'a’10;2';0", 4 aide d'un pdle p’ qui soita la
distance donnée 3 de aja, el dans le sens voulu; puis on menera
par I et IT des paralleles aux forces jusqu’aux points d'inter-
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section de ces rayons homologiques avee le premier colé o'a’
et le derniercdté a’;p" du polygone P’ ; ces points d'intersec-
tion I et I seront les homologues de I et 1. Mais les polygo-
nes P et P'ayant leur rapport d' homologie égal i I'unité (n° 25),
puisque leurs distances polaires sont égales et de méme sens,
les ordonnées correspondaunles complées respectivement i par-
tir des droites homologues I, I'll” seront égales et de méme
signe, Il suffira done, pour avoir le polygone I, de prendre
G121, BaZas Boxy TeSpectivement égales a B2y, By, Byz’y et de
méeme sens. Des vérifications simples peuvent d’ailleurs étre

v
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fournies parles rencontres, telles que u', des colés du polygoue
P’ avee I'IT’; les cotds homologues du polygone P devront ren-
contrer 1T en des points homologues, ¢'est-i-dire situés avec
les premiers sur une parallile aux forces. '
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PROPRIETES MECANIQUES DES POLYGONES
FUNICULAIRES

Réduction d'un systéeme de forces situces
dans un méme plan.

31. — Klant donné un systéme de forces appliqudes @ un
corps vigide el situées dans un méme plan, on peut lou-
Jjours, @ laide dun polygone funiculaire quelconque du
systeme, réduire ces forces a deux.

L'une a pour ligne d'action le premnier cdlé du polygone
funiculaire, et pour vecteur le premier rayon polaire
compté de Forigine du polygone des vecleurs vers le pdle;
Caulre a pour ligne d'action le dernier coté du polygone
funiculaire, el pour wecteur le dernier rayon polgire
comptd du pole vers lextrémilé du polygone des vecteurs.

En effet, soit (F,, F;, ¥y, F\, F;; a, @, a; a, a; a;) le systeme
de forces considéré, e o, =, @y @, o; ¢ un polygone funicu-
Iaire quelconque du systeme et p son pole (fig. 30).

Décomposons la force F, en deux, 'une {, suivant la droile
woy, Uautre ¢, suivant la droite a, «,; le vecteur de la force I,
éltant @, a,, et les rayons polaires a,p et pa, élant respective-
ment paralleles aux lignes d'aclion oz, et =, 2,, la compo-
sante ¢, aura (n° 4) pour vectenr a,p et la composante ¢,
pour vecteur pa, Décomposons de méme la force ¥, en deux
autres, U'une {'; suivanta, o, et I'antre £; suivant o, ay3 on voit
de méme, a l'aide du triangle a.p a;, que ¢, a pour vecteur
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a,p et ¢, pour vecteur pay, el ainsi de suite. Enfin si 'on dé-
compose la dernigre force ¥, en deux, 'une £, suivant o, «; et
l'autre ¢, suivant «; p, la composante #, aura pour vecteur
a;p et la composante g, pour vecteur pa;.

Fig. 30.

On aura de la sorte, au licu des forces primilives, le systemo
’ ’ 14
d{l! tl’ ti! tzs tw---' ln t 49 "343

mais les forces ¢, ct ¢, étant égales et directement opposées
se détruisent, il en est de méme des paires de forces ¢, et
Uy, &y ... L,oet ¥, qui agissent suivant les aulres cotés in-
termédiaires a,x,...dupolygone funiculaire.ll ne restedoncfina-
lement que les deux forces §, et ¢,, dont I'une ¢, a pour ligne
d’action wa, et pour vecteur a,p et dont I'autre §, a pour ligne
d’action «;3 et pour vecteur pa;.

32. — La sonune des projections, sur wn axe quelconque,
des forces ¥y, Y.... Fy du systéme est égale o la somme
des projections, sur le méme axe, des dewx résullantes |,
et ,.

On a, cen effet (no 6) :

Proj. F,=:Proj. {:+-Proj. ¢,
Proj. F,=Proj. t'1+ Proj. ¢,

Proj. F;= Proj. ¢',4Proj. {,
d'ol, en ajoutant et observant que #; et ¢y, ¢, et £,... £ et ¢,

ont (ne 3) des projections égales et de signes conlraires,

Proj. ¥+ Proj. F;+4-..,.4Praj. I'; == Proj. 4, 4 Proj. J,.
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33. — Que, dans la démonstration précédente, on remplace
le mot prajection- par le mot moment, I'on aura la propo-
sition suivante :

La somme des moments des forces Fy, F,... F; par rap-
port d un point qguelcongque du plan est égale d la somme
des momenis des deux résultantes b, et 4y par ragport au
méme polt.

34, — La réduction qui fait 1'objet du théoreme fonda-
mental du n® 31 est possible d'une infinité de manieres, puis-
qu'on peut choisir arbitrairement le pole p, ainsi que la posi-
tion du premier ¢Oté wa, du polygone funiculaire, ce premicr
cdlé n'élant encore déterminé qu'en direction par le choix du
pole.

La posilion du pole influe a Ja fois sur la grandeur et la
direction des deux forces finales ¢, et y,;; mais la position du
premier ¢olé n'influe, dés que le pole esl fixé, que sur les po-
sitions de 4y et 4, et nullement sur leurs grandeurs ct leurs
directions.

On peat, par ce procédé graphique, trouver tous les syste-
mes de deux forces équivalentes au systeme proposé. Cela
résulte de la proposilion suivante, qui a d’ailleurs son autilité
propre :

Considérons deux groupes de forees (G) et (G) appliquées a
un corps rigide et situées dans un méme plan ; supposons ces
groupes équivalents, c'est-a-dirve tels que le groupe (') fasse
équilibre au groupe (—G) formé par des forces égales et di-
rectement opposées i celles qui conslituent le groupe (G). 8¢
Uon construit powr chacun des groupes (G) et (G') le poly-
gone des vecleurs et un polygone funiculaire, de telle sorte
que les deux polygones des vecteurs P et P’ aient la méme
origine a el e méme pdle p, el que les deux polygones fu-
niculaires () et Q' aient leur premicr coté sur une ménie
droite D; les polygones P et P’ auront la méme extrémité
b, et les polygones Q et ) awront levr dernier cété sur
une méme droite L.

En effet, soient {, el ¢, les deux forces auxquelles on ré-
duit Te groupe (G) & Daide des polvgones P et Q, el ¢ et
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{; les deux forces anxquelles on réduit le groupe (G') & I'aide
des polygones P’ et . Les forces — Y1, — $2s Uy, s se feront
équilibre. Mais ¢, et {’, ayant la méme ligne d’action D et le
méme vecteur ap, — ¢, et {', seront égales et directement
opposées et par suite se détruiront. Les denx forces — ¢, ot
{/; devront done s’équilibrer, c’est-a-dire &tre égales et direc-
tement opposées. Par suite, §, et {; auront d’abord une méme
ligne d’action L; elles auront en outre la méme grandeur et
le méme sens, ce qui prouve que leurs vecteurs qui ont déja
la méme origine p coincident, en sorte que PP et P ont la
meéme extrémité.

Systémes partiels,

as. — Etant donué un systéme de forces, on nomme sys-
téme partiel tout systbme formé par plusieurs forces con-
sécutives du systeme total.

Dés qu'on a construit un polygone funiculaire du systeme
lotal, on a par la méme et sans nouveau tracé un polygone fu-
niculaire d'un sysiéme partiel quelconque; c’est la partie du
polvgone funiculaire total qui est comprise entre les forces
du systeme partiel et a laquelle on adjoint le edté qui précide
etle coté qui suit. Soit, par exemple (F,, F,, ¥y, F,, Iy, a,
a; a. a; a;), le systeme lotal, et wa, =, 2; 2, 2, o un de ses po-
lygones funiculaires (fig. 30). Le systeme partiel formé par les
forces ¥y, Iy, ¥, a pour polygone des vecteurs la ligne brisée
a, @y, a, el o, %, x, o2 «; est un de ses polygones funiculaires.
~— Done, d’apris le théoreme fondamental du n° 34, les for-
ces Fy Fy F, peuvent étre remplacées par deux foreces ayant
I'une pour ligne d'action «, «, et pour vecteur a,p, V'autre pour
ligne d'action «, «, ct pour vecteur pa,. Aihsi :

Dans tout polygone funicnlaire dun systéme de forces
appliqudes & un corps solide, deux cdétés quelconques sont

les lignes d'uction de deux forces pouvant remplacer le
groupe des forces du systeme qui sont comprises entre les
deur cités considérés ; celle qui agit suivant le premier de
ces chtés a pour veeleur le segment qui joint l'origine du po-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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lygone des veetenrs parliel au pole, et celle qui a pour ligne
d’action le dernier des deux cotés a pour vecteur le seg-
ment qui joint le pole a I'extrémilé du polygone des vecleurs
partiel. Enfin, la somme des projections ou la somme des
moments de ces deux résultantes est égale & la somme des
projections ou & la somme des moments des forces du sys-
teme partiel.

Expression graphique des conditions pour qu’un
systéme soit en équilibre, ait une résultante ou
se réduise a un couple.

3&. Soit(S)un systéme quelconque de forces FFy Fo... by ap=
pliquées & un corps rigide et situées dans un méme plan;
ay a, a; a, a, ag le polygone des vecteurs que nous désignerons
par P, et vz, 2, 23 @, 2; ¢ un polygone funiculaire quelconque
dua systeme ; nous désignerons par Q ce dernier polygone et
par p son pdle (fig. 30). Soienti enfin §, et ¢, les deux forces
ausquelles on réduit le systeme (S) 4 'aide du polygone ()
(n° 31).

Dapres ce qui a été dit au n® 8 sur la composition de deux
forces situées dans un méme plan, il ne peut se présenter
que irois cas : le systeme ({1, {,) et par suile le systeme équi-
valent (S) peut étre en équilibre, se réduire a un couple, on
admelire une résultante (différente de zéro).

Dans le premier cas, §, et §, sont égales et directement op-
poscées ; or,comme elles ont pour vecteurs a,p et pa,,il faut que
a, et a; coincident, c’est-a-dire que le polygone I soil fermé.
Le polygone Q doit aussi ¢ire fermé: ses cotés exirémes wa, et
z;¢ ¢tant en effet les lignes d’actlion de {, et de {,, doivent étre
sur une méme droite et par conséquent sur la droite «,z; & la-
quelle on donne le nom de ligne de cldture du polygone funi-
culaire.

Dans le second cas, {, et §, doivent former un couple, et
I'on voit comme ci-dessus que le polygone I est fermé ; mais
le polygone funiculaire Q st ouvert, ses cOtés extrémes étant
d’ailleurs paralléles.

Enfin dans Ie troisieme cas, les forces J, et §, se conpent ou
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bien ont leurs lignes d’aclion paralliles ou confoadues sans
étre a la fois égales et de sens opposés. Par suite les poinls
a, et a; sont distincts, en sorte que le polygene I' est ouvert.

Ces résullals se tronvent résumés dans le tableau suivant :

Equilibre P et Q fermdés
Couple P fermé, Q ouverl
Résullante P ouvert *.

Les conclusions relalives aux irois cas étant distincies, les
réciproques sont vraies ; de la cette triple proposition :

Etant donné un systéme quelconque de forces appliquées
a un corps rigide et situées dans un méme plan :

1o pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit gue le poly-
gone des vecteurs soil fermé el qu'un polygone funiculaire
du systéme soit fermé; auquel cas tout polygone funiculaire
du systeme sera aussi fermé.

20 Pour qu'ily ait un couple résuliant, il faut et il suffit
que le polygone des vecteurs soit fermé et qu'unpolygone fu-
niculaire du systéme soit ouvert; auquel cas tous les poly-
gones funiculaires du systtme seronl aussi ouverts.

3o Pour qu'il y ait une résultante, il faut et 1l suffit que
le polygone des vecteurs soit ouvert.

37. — Avrétons-nous un moment sur ce dernier cas : _

1° La résullante a pour vectevr lu droite qui joint lori-
gine a Uextrémité du polygone des cecteurs ; celle droite
est en cffet (n°4) le vecteur de la résultante des deux for-
ces ¢, cl J, et par suite du systeme proposé(S).

2 Tout polygone funiculnire du systéme (S) donne par la
rencontre de ses cités extrémes un point de la ligne d action
de la résultante; car ce point de rencontre, élantle point de
concours des forces de ¢, et §,, est situé sur la ligne d’action
de Jeur résultante qui n’est autre que celle_du systeme (S);

3° La projection de la résullante, sur un axe quelcongue
du plan, est égale 4 la somme des projections sur le méme

1. Q peut alors 8tre ouvert ou ferm? ; il est aisé de trouver des exemples
de Pune et de l'gutre circonstances.
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axe de toules les forces Fy Fy... Fy du systéme (S). Le moment
de la résultante, par rapport 4 un point quelconque du
plan,est égal d la sorame des moments,par rapport au méme
point, de toutes les forces F, F,... F; du systéme (S). Ces der-
niéres propriélés sont des conséquences immeédiates des n®™ 6
32 et 33.

38. — Ces résultats s’appliquent aux systemes partiels (n°
35). Ainsi, dans tout polygone funiculaire d'un systéme de
forces appliqudes a un corps rigide et situées dans un méme
plan:

1° Deux cdtds quelcongues se coupent surla résullante des
Jorces comprises entre ces coléy

2° Cette résultante a pouy vecleur la droite qui joint l'o-
rigine a lexirémité de la partie du polygone des vecteurs
relative aux forces en question.

a». — Remarquons enfin, a propos des conclusions dun® 36,
que dans le cas des forces concourantes, le polygone funicu-
laire wa pus d intervenir. Nous savons en effet (n” 21) que,
dans cette circonstance, sile polygone des veeteurs est fermé,
tous les polygones funiculaires du systeme sont fermés. Le
tablean du n° 36 se réduit donce alors au suivant :

Equilibre P fermé
Résultante P ouvert,

Alnsi, quand il s'agit de forces concourantes, deur cas
seulement peuvent se présenter : le systéine a une résul-
tanie ou est cn €quilibre, suivanl que le polygone des vec-
teurs est ouvert ou fernd.

Comment on retrouve par In statique les propriétés
géomitriques des polygones funiculaires.

40.— L’avantage qu'offre, au poinl de vue didactique, la sé-
paration entre les propriétés géométriques et les propriétés mé-
caniques des polygones funiculaires, est trop évident pour que
nous avons & v insister, Toutefois on peut anssi établir les pro-
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priétés géomeétriques par des considérations empruntées a la
statique, C'est ce que nous allons montrer hrievement en nous
bornant aux deux théoremes fondamentaux (n** 418 et 20).

1* Si dans un polygone funiculaire quelconque d’un sysieme
de forces (Fy,...Fnja,...an 1) on prend l'intersection m du
coté de rang 7 el ducoté de rang £, ce point m appartient
a la ligne d’action de la résultante des forces comprises ountre
ces deux cOlés. Celte droite qui est d'ailleurs parallele & a.ax
est done le lien de tous les points m relatifs aux divers poly-
gones funiculaires du systeme de forces considéré. Clest lo
théoreme du n° 20.

2° Soient P et P’ denx polygones funiculaires d'un méme
systeme de forces ; désignons par p et p’ leurs poles respectifs,
et en général par S; le point de rencontre du cdté de rang £
dans le polygone P et du c¢6té de rang % dans le polygone P’
(fig. 17). Considérons la force Fy et la force }; quilui serait
¢gale et directement opposée. On peut remplacer F;. par deux
forces ayant respectivernent pour lignes d’action ar—1 oy,
aiar+1 et pour vecteurs aip, pa; 1 ; on peut de méme rempla-
cer I, par deux forces ayant pour ligne d'action o'+ —j a's,
o' @'t g et pour vecteuars p'a;, a4 p'. Les quatre forces ainsi
obtenues s'équilibrent puisqu’elles tiennent lieu de deux for-
ces Fy et 17, égales et directement opposées. Mais les deux
forces qui ont pour vecteurs p’a; et a;p concourent en S;; elles
ont donc une résultante passant par S; et ayant pour vecteur
p’p.De méme, les deus forees ayani pour vecleur pay .1, @1 41 p'
ont une résultante passant par 8; 4.4 et ayanl pour veeteur pp'.
Ces deux résullantes doivent, ponr s’équilibrer, étre directe-
ment opposées ; done les points S; et S; 4 ; sont sur une paral-
lele a pp’. Ainsi tous les segments 5,S;, 8,5;, 8,8, sont paral-
leles & pp’.et, comme chacun d’eux a un point commun avec le
sutvant, tous ces segmenls appartiennent 4 une méme droite
parallele & pp’. Cest le théoreme du n° 18.

Expression graphique des moments.

41.— On vient de voir le role important que jouent les po-
Ivgones funiculaires dans la compesition des forces sitndeg
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dans un méme plan. On tire encore un ires-heureux parti de
ces polygones pour la détermination graphique des moments.

Soit F une force donnée par sa ligne d'action et son vecteur
a.a,, et C le centre des moments. A T'aide d'un pole p, pris &
volonté, construisons (fig. 31) un polygone funiculaire wa,p de
la force ¥, et soient et n les points on le premier et le second
cotés de ce polygone coupent respectivement la parallele au vee-
teur @,a, menée par le point C. Enfin désignons par £ la projec-
tion du pole p sur le vecteur @,a, et donnons au segment Ap le
nom de distance polaire.

aQy

I_Y k

Les triangles a,pa,, mayn ayant los cotés paralltles sont sem-
blables ; leurs bases sont done proportionnelles a leurs hauteurs,
et l'on a, en grandeur et en signe :

010, kp \
— =1 ou ma,.Cl="Fkp.mn
mn Gl e D

Done, le moment d'une force F par rapport ¢ un point C
est égal au produit de la distance polaire kp par le seginent
mn intercepté sur la parallele menée par G @ la force ¥,en-
tre le premier et le dernier cités d'unpolygone funiculaire
de cette force.

A2. — Celte regle s’¢tend & la somme des moments d'un
systeme quelcongque (F,F,IF, 5 a,00.a.a,) de forces situds
dans un méme plan ; & désigne alors la projection du pdle p
sur la ligne de cloture a,a; du polygene des vecteurs, et c’est
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parallelement a cette ligne a,a; que doit étre menée, par le
centre C des moments, la droite sur laguelle ou comple le
segment mn inlercepté entre le premier et le dernier ¢dtés du
polygone funiculaire wa, 2229 (fig. 32).

Pour le démontrer nous distinguerons trois cas, suivant que
le systeme de forces considéré a une résultante, est en équili-
bre ou se réduit & un couple.

1° Si le sysieme a une résultanle R, le polygone des vee-
teurs est ouvert (n° 36) ; en d’aulres termes a, et a; sont dis-
tinets, la ligne de cloture a,a; est bien définie et 'énoncé n’offre
aucune ambiguité. La somme des moments des forces du
systeme sera d'ailleurs égale (n® 37) au moment de la résul-
tante R ; mais celte résuliante est parallele & a,a; et passe par
le point de concours « des cOtés extrémes wa,, 2.9 du polygone
funiculaire ; wag est donc un polygone funiculaire de pole p,
pour cetle résultante ; par suite la somme des momenls cher-
chée est égale au produit

kp. mn

comume nous l'avions annoncé.

2° S'il y aéquilibre, a; et a; coincident (n° 36) ; la droite
aya; est alors indéterminée ; ¢’est une droite quelconque pas-
sant par @, ; par suile le facteur kp peut prendre toutes les va-
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leurs entre zéro et a,p. Mais les cotés extrémes vz, el o,z du
polygone funiculaire coincident aussi (n° 36); le segment
qu’ils interceplent sur une droite quelconque est done nul. Le
facteur ma étant nul, tandis que le facteur kp reste fini, le
produit Zp. inn est égal & zéro. Le théoréme sera démontré
sl nous prauvons que la somme des moments doit 8lre égale a
zéro dans le eas d'équilibre. Or, dans ce cas, les deux forces ,
et ¢, auxquelles on réduit le systeme proposé & 1'aide du po-
lygone funiculaire ont pour ligne d’action commune la ligne
de cloture x,2; de ce polvgone et pour vecteurs a,p et pay; elles
sont done égales et directement opposées et par suite la somme
de leurs moments, ¢’est-#-dire (n° 33) des moments des forces
proposées, par rapport & un point quelconque du plan, est
dgale & zéro.

3° Supposons enfin que le systeme se réduise & un couple
(lig. 33).

La somme des moments des forces proposées est alors égale
au moment de ce couple (n** 33 et 8) ; mais les forces §; et
{, de ce couple ont respectivement pour vecteurs ap,ct pa, puis-
que a; et g; coincident, et pour lignes d’action les cotés extré-
mes woy et a0 du polygone funiculaire qui sont distinets et
paralleles & pa, La somme cherchée est donc égale au produit

ap. I'l

I el I’ désignant les projections du point C sur wa 4 et «,p.

D’autre part,puisque a, etg; coincident,la droite eya; cst indé-
terminée; c'est une droite quelconque L passant para, ; soient
m etn les points ol la parallele & cette droite menée par Cren-
contre respectivement way et «,0, et soit ¢ la projection de n
sur ez 1; les triangles semblables ka,p, nmt donnent la pro-
portion :

ap  kp
mn nt
d'olt
kpann—=apnt=ap.l'L
La sonume des moments a donc encore pour expression
fpna.
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Cette explesbmu convient done & tous les cas, et lon peut
dire d’'une maniere géndérale :

Fig, 33.

Etant donné un systéme de forces appliqudes & un corps
rigide et situdes dans un méme plan, et étant conslruit un
polygone funiculaire du systéme, la somme des moments de
toutes ces forces par rapport & un point quelcongue du
plan est égale au produit de la distence polaire par le seg-
ment intercepté, sur la paralléle mende par le cenire des
moments d la ligne de cldture du polygone des vecleurs,
entre le premier et le dernier cdtés du polygone funicu-
laire.

1l est d'ailleurs sous-entendu que lorsque le polygone des
vecteurs est fermé, on substitue & la ligne de cldture une
droite mende a volonf® par l'origine du polygone des vec-
teurs,

43. — 1l est évident que le théoréme s'applique aux sys-
tbmes partiels, en substituant, bien entendu, au polygone des
veeteurs et au polygone funiculaire du systéme total les par-
tics de ces polygones qui répondent au systtme particl consi-
déré (n° 33).
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Mais le cas particulierement intéressant est celui des lorees
paralleles (fig. 3%).

Soit (Fy, ¥y, ¥y, ¥o5 a1 a, a4, a, a;) un systeme quelconque
de forees paralitles, et w «, 2 @y 2, g un polygone funiculaire
du systéme consiruil & I'aide d’un p()ie P pris & volonlé.

(Y‘ }/a
|
|
1 A
. m\ /\‘n/ : (i
| ;
X P
a.\\/ *
~ oy |
o i a
M |
~o |
~ l
\‘ t [4
\\I
«
as
O SR SE N
Mg, 34,

7 étant un pownt quelconque du polygone, menons par ce
point une parallele aux forces et svit e le point ou cette pa-
ralltle rencoutre le premier colé wa, indéfiniment prolongé ;
on donne au segment i le nom d'orrdonnée du point n. Cela
posé, on a le théortme suivant :

Si l'on considére un systéme de forces paraliéles appli-
quées ¢ un corps vigide ef situées dans un méme plan, et
un polygone funiculaire quelconque de ce systéme, le pro-
duit de la distance polaire par Uordonnée d'un point quel-
conque du polygone esl égal ¢ (e somme des moments des
forces situées d gauche de celte ordonnde par rapport d
toul centre des moments situé swr la droile indéfinie qui
porte cette ordonnde.

En effet, soit G un point quelconque pris sur 7t ou sur ses
prolongemenls ; ¢, a, a, a. est le polygone des vecteurs el w2,
o, 2, 4, un polygone funiculaire de pole p pour le systéme
partiel formé par les forces Fy F, Fy, sitnées a gauche de la
droite Cam. La somme des moments des forces de ce systeme
partiel par rapport au point C a (n° 42) pour expression :

hp.mn

couformément & I'énoncd.
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Equivalence des eomditions graphiques et des
conditions analytiques de Véquilibre.

44, — Nous terminerons ce chapilre en montrant comment
les conditions que fournit la slatique analylique pour expri-
mer l'équilibre d'un systeme (8) de forces appliquées & un
corps solide et situées dans un méme plan vésaltent des con-
ditions graphiques trouvées au n° 36, et vice versd.

Désignons, comme au ne 36, par P le polygone des vec-
teurs et par () un polygone funiculaire du systeme (S); enfin
solent Oz et Oy deux axes non paralleles situés dans le
plan.

S’il y a équilibre, les polygones P et Q sonl fermés. De ce
que P est fermé, il suit que la somme des projections des
forces du systeme sur une droite quelconque du plan et en
particulier sur chacune des droiles Oz et Oy, est nulle. De ce
que Q est fermé, il suit que la somme des moments des forces
par rapport au point O est égale & zéro, puisque le segment
intercepté sur une droite quelconque entre les edtés extrémes
du polygone funiculaire est nul.

Inversement, si la somme des projections des forces sar
chacun des deux axes Ox et Oy est nulle, le polygone I est
fermé ; car s’il était ouvert, il y aurait une résultante dont la
divection unique ne pourrait coincider a la fois avec celle des
projetanles sur Oz ct celles des projetanles sur Oy; la pro-
jection de celte résultante, et par conséquent la somme des
projections des composantes, sur I'un au moins des axes Oz
et Oy serait différente de zdéro. D’aulre part, si, P élant fermé,
la somme des moments des forces par rapport au point O est
nulle, les cotés extrémes du polygone funiculaire devront in-
tercepter un segment nul sur toute droite parlant de O; le
polygone Q sera donc fermé.

Done, enfin, au lieu de dire, comme cn slatique graphique,
que, pour I'équilibre, il faut et il suffit que le polygone des vec-
teurs et un polygone funiculaire du systéme soient fermds, on
peut dire, comme en statique analytique, qu'il faut et il suffit
que les sommes des projections des forces du systéme sur deux
axes (non paralléles) du plan sorent nulles, ainsi que la somme
des moments par rapport d wn point quelconque duplen.

A

+
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CHAPITRE LV

PROBLEMES [SUELS RELATIES A LA COMPOSITION DES FORCES.
REACTIONS DES APPLIS D'UN CORPS GEME,

Quclques gquestions simples.

45, — La rigle graphique pour la composition des forces
concourantes et situées dans un méme plan a déja été donnée
au n° 5. On construit le polygone des vecteurs des forces don-
nées ; la résultante a pour vecteur la droite qui joint Porigine
a extrémité de ce polygone, et pour ligne d’action la paral-
lele & ce vecteur menée par le point de concours des compo-
sanies.

La dorniere partie de cette rdgle est en défaut lorsque le
point de concoursdes forces données sort des limites de'épare;
il faut alors se procurer d’antre maniere un point de la ligne
d’action de la résultante. On y parvient en construisant un
polygone funiculaire du systeme proposé ; Ie point de rencon-
tre des coiés extrémes de ce polygone appartient a la ligne
d’aclion cherchée.

46. Ce dernier tracé, olt n'intervient plus le point de con-
cours des forces, subsiste par lJa méne dans le cas oi les forces
données sonl paralleles,

Lafigure 35 est relative & deux forces F, et T, pacalltles et
de méme sens, et Ja figure 36 a deux forces paralleles et de
sens opposés mais inégales. Le polygone des vecteurs est g,
a; ay, et a, a, est le vecteur de la résultante ; wa, a,p est un po-
lygone funiculaire dont p estle pole; ses edtés extrémes se

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROBLEMES USUFELS 54

coupent en un poinl I, et la parallele menée par ce point &
a, a, c’est-a-dire aux forces proposées est la ligne d'action de

la résnltante R.

Figuro 35.

Quoique nous n'ayons en vue ici que des constructions gra-
phiques, nous ferons cependant remarquer la facilité avec
laquelle le tracé qui précede conduirait 2 la reégle analylique

AN

.

Figure 36,

&,
~,
N
~
~
\\
ag__ <
“>T
rd
-
-
.
-
-
a,”

connue pour la composition de deux forces paralltles. D'abord

la relation

ay ads — 4 Az + Az a3

montre que la résultante R est égale & la somme algébrique
des composantes I, et F,. Puis, Papplication du théoreme dn
n° 9 aux triangles o, I o, a1 p 2, donne la proportion

ey
Ka,

ty

(PR (Y

qui définit la position de la résultante.
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47. Remarquons enlin que si les forces Iy et Iz formaient
un couple ¢'est-a-dire étaient paralleles égales el de sens op-
posés, le point ey (fig. 36) coinciderait avec a; et les cotés
extrémes way, #,5 du polygone funiculaire seraient paralleles
a pay. Les deux nouvelles forces auxquelles on serail ainsi
conduit (n° 31) pour remplacer les proposées auraient leurs
lignes d’action wz, et ¢, paralliles et leurs vecteurs a,p et pa,
égaux et de signes contraives ; elles formeraient done ainsi
un couple, comme on devait d’ailleurs s’y attendre (n° 8).

Nous ne saurions insister davantage sur ces questions sim-
ples, et nous allons passer au probleme général qui constitue
le véritable objet de ce chapilre.

Probléme général

48. Klant donné un sysiéme de n forces situées dans
un méme plan ot appliquées a un corps rigide, on demande
de leur faire équilibre a Uaide de m forces siludes dans le
méme plan et ayani des lignes d’action donndes.

Il est sous-entendu que les forces données Fy, Fs, ..... F,,
ne sont pas elles-mémes en équilibre, et que les lignes d’ac-
tion donnédes des forees inconnues Fropq, Mg, v Foym sont
des droites distinetes. )

Puisque les condilions d'équilibre ne fournissent que trois
relations différentes (n® 44), on voit a priori qu’en général le
probleme doit étre indéterminé lorsque m est supérieur a 3,
el que, lorsque m est égal & 2 ou a1, la possibilité du pro-
bleme doit imposer aux données une ou deux conditions. Il y
a licu d’apres cela de dislinguer qualre cas, suivant que m est
égala 1,2, 3 ou est plus grand que 3.

Nous allons traiter suécessivement ces qualre cas, mais e¢n
nous asireignant a suivre une voie uniforme.

Nous nommerons sysiéme partiel, le systeme formé par les
forces données ¥y, Fo...., ¥y, et systéme totalle systeme formé
par toutes les forces connues ou inconnues Fy, Fa....., Fuypp.

Nous désignerons par I, le polygone des vecteurs de ay as..
everey @y du systéme total et par P’7 un polygone funicu-
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laire quelconque way, ..e.. arrng’ de e méme systbnie ; p est
le pole relatif & ce dernier polygone.

Nous représenterons enfin par Iy la partie ay, as, ..., Guyi
du polygone P’y qui forme le polygone des vecteurs du systeme
parliel, et par Prla partie wxi, ..... 2,9 du polygone I, qui
constilue un polygone funiculaire de ce systeme partiel ; o,
n'est aulre que le cOLE o, %q 1 considéré comme droiteindéfinie.

Le systeme partiel est donné; P, ct Pysont done connus,
et il s’agit d’exprimer que les polygones P', et IY; sont 1'un
et Vautre fermés c’est-a-dire que dnym coincide avec @, et
que a, 9 coincide avee way ou, ce qui revient au méme, que
tnem OSL SUr @x,.

Toutes ces notations se trouvent résumées dans le tableau
suivant qui, par la disposition des lettres, rappelle d’aillears
la situalion relalive des divers éléments des polygones Py, Py,
r, P

-
Ft Fn ]‘ n+1 Fn 411

A)lar @ Ay (it Guge Guim  On g (OU )

Y " D o %gim @ (OU oy

Dans le polygone P, on connait les sommets ay, ....., auyy,
ainsi que daymyq qui coincide avec ar; les sommets encore
inconnus sont done

(1) 42y evvrny Ongmy

Mais il faut que les dvoites

(2) Ap 1 0nggy wvens « Bupmn ity

solent respectivement paralleles aux lignes d'actions données
des forces

2] Fatt, cooeees Form.

Dans le polygone I’ on connail les sommels o o.ev... o,
ainsi que an-+t (intersection de Fy oy et de ano) et 2n40 (inter-
section. de Fyyn et de wx,). Les sommets encore inconnus
sont donc

(3) LA P EETET T S
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Mais, oulre que ces sommets doivent élre situés respeciive-
ment sur les lignes d'action de Faye, «ovoei. Foupmy, il faut que
les droites

(4)' Bntl Zn42 oneenne Tnpm— Gypm

soient respectivement paralleles aux veecteurs
I3

(1" Plnyp coiies Plhuym

Cela posé, étudions successivement chacun des quatre cas
menlionnés.

DPremier cas (in=1)
49, Pour m =1, le tableau (A) devient

Fl Fn F'/H—‘Z
a ny Ay Opyq e (0 ay)

w7 a9 it @ (OU woy)

Dans le polygone I, ont connait ici tous les sommets, ct de
’ plus @y @y doit étre paral-
lele & la ligne d'action de
T, (fig. 37).

Dans le polygone P’ on
counait aussi tous les som-
mets, méme sans utiliser la
condition imposée A& appq
d’atre sur wz. Quant aux
conditions (% — &), elles ne

Figure 37

donnent rien dans le cas actuel.

On peut done construire les polygones fermés I, P, sous
la double condition que F,1 soit parallele & @41 an el passe
par le point de rencontre de wx, et de augp

De [a ce théoreme :

Pour qu'on puisse équilibrer ¢ l'aide d'une force F4
dont la ligne d'action est donnde, un systéme de forces ap-
pliguées d un corps rigide et situdes dans un méme plan, il
fout et il suffit que lo ligne d'action de la force inconnue
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(1 4

soit paralléle a la droite a; 8,4y qui joint Uorigine 6 Uextré-
mité du polygone des vecteurs du systeme donné et que celte
ligne d'action passe par le point de rencontre des cotés
extrémes d'un polygone funiculoire du méine systéme.

Ces conditions étant remplies, la force cherchée ¥, .4 a
pour vecteur dni1 Q.

50. — Nous avons voulu donner les conditions de possi-
bilité sous leur forme la plus générale, c¢’est-a-dire en faisant
usage de I'un quelconque des polygones funiculaires du sys-
teme. Mais on peut donner & ces conditions une forme plus
simple en choisissant un polygone funiculaire () ayant pour
premier cOlé la ligne d’action donnée de la force inconnue
F, 1. La condition de possibilité du probleme consiste alors
simplement en ce que le polygone Q soit fermé.

Cette condition est évidemment nécessaire, et il suffit de
prouver que si elle est remplie, les deux conditions du numéro
précédent seront satisfailes. Mais si le polygone Q est fermsé,
la seconde des conditions du numéro qui précede se trouve
remplic par 1a méme, et il reste seulement & montrer que, si
wx; et ani1 o coincident avec la ligne d'action F,.i, cette
ligne sera parallele a a, an+1. Or les rayons polaires pay et
Plnys, qui sont respectivement paralléles & wa el d o, 9,
seront alors paralleles & Fypq; les trois points p, ay, anie se-
ront donc sur une méme droite parallele & ¥, 4.

Dewvxiéme cas (m = 2).

51, — Pour m == 2, le tablean (A) devient :

Fl Fn P Nt F?’H—?
ay Tt Qnre Oy (O Gy)
© 0y 1, @ L ATEN ' On-4-2 'p' (011 t')Oh)

Dans le polygone P/, le seul sommet inconnu est @pie;
mals il faut que @, 1 Gnis et a1 dny2 solent respectivement
q 7
paralleles aux lignes d'action Fopq, Fae (fig. 38).
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Dans le polvgoue Py, tousles sommels sont connus, puisque
ant1 est & la rencontre de «, ¢ et de Fay1, et que a,42 st & la
rencontre de wx, et de I, pe. De plus, le rayon polaire pas,, s
doit étre parallele & la droite @41 anye & laquelle on donne le
nom de ligie de cliture du polygone Py

11 résulte de Ja que la condilion de possibilité du probleme
consisie en ce que le ravon polaire pa,4e parallele & opr 2ge
et les droites @, @y te, 01 Baye Menées par @,y et par a, pa-
rallelement a Fyy; et & F,4», doivent concourir en un méme
point a, 42 situé a distance finie.

Ainsi, pour qu'on puisse équilibrer, 4 laide de deux
forces Fuyt et Foys dont les lignes d’action sont données
dans un méme plan, un systéme de forces situées dans

Figure 38

ce plan et appliquées ¢ un corps rigide, il faut et il suf-
fit que le rayon polaire paralléle a la ligne de cléture
d'un polygone funiculaire du systéme donné, et les paralldles
menées respectivement, par Uorigine et par lextrémité du
polygone des vecteurs de ce systéme, aux lignes d'aclion de
la seconde el de la premiére force inconnues soient (rois
droites qui concourent en un méine point situé a distunce
finie.

Celte condilion élant remplie, les forces demandées F,qy,
F“+f_) auront rcspeclivcmem pour vecteurs (t, 1 Qni2, Quys M.

52. — La proposition précédente se simplifie, quand, au

lieu d’employer un polygone funiculaire quelconque, on fait
usage d’un polygone particulier. Par exemple, si les lignes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROBLEMES USUELS 57

d'action donndées des deux forces inconnues Fn, Fyi2 se cou-
pent en un point O, & moins que certaines raisons n'aient
déja imposé ou n'imposent ultérieurement un polygone funi-
culaire délerminé, il est naturel de faire passer par le point O
le premier c¢6té du polygoune funiculaive & tracer ; Ja condition
de possibilité du probleme consiste alors en ce que le dernier
cOté de ce polygone funiculaire des forces données vienne
aussi passer par le point O. C'est qu'en effet, |e pdle p n’étant
alors astreint qu'a se {rouver sur une droite donnée passant
Par ay, Pasy e daye 0ny2 ont des directions distinctes, et par
suite aussi les droites zag1 aaye ot Fyyy qui sonl respective-
ment paralleles aux précédentes. Mais u, 2 coincide ici avee O
donc, la ligne de cloliire oy 2 on 4 devant passer par O ct élre
distincle de F, .y, il faut que a,4 soit aussi confondu avee O.

Troisiéme cas (m==3).

53. — Pour m=—3, le tableau (A) devient :

Fi Fn Fﬂ+$ Fn 12 Fn+3
a; da Anq 788 ] an+{ Ay 4s (DU a1)
© %1 dn QO Lust Late a3 % (OU way),

Dans le polygone P, (fig. 39 et 40), on connait les sommets
@1, @2, « « 2511 et méme a,.; qui coincide avec a; ; il reste
donc & connaitre @, e et a,43; mais on sait que les cdtés

Qpty Qui9, Qpiopi3, Gupyn @

doivent étre respeclivement paralliles aux lignes d’aclion

Fott, Faye, egs

Il résulte de la que pour achever le polygone P/, il serait
nécessaire de connailre la position de la droile a, 1 @43 que
nous désignerons par L ct donl on ne connait encore que la
direction qui est cclle de F, 125 cette droile L donnerait en
effet @, ;2 el @,q3 par ses intersections avee laparallele @, 14z 4
Fy 14 menée par a, 4 et avee la parallele @iz it Fuys menée
par aj.
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Dans le polygone )/, on a d'abord les sommets «, ... o, et
méme aniq (intersection de a,o et de Fuy() et anyz (intersec-
tion de way et de Fpnig). Il ne reste donc & déterminer que le
sommel ay+s. Mais ce sommet doit appartenir a la ligne d'ac-
tion donnée de F4e, et il doit en outre étre tel que les droites
antt ant?, @nie an+3 soient respectivement paralleles aux
rayons polaires encore inconnus panis, pénys.

Le probleme graphique & résoudre est donc le suivant :
Insérer dans un angle donué a;z a4y une droite anyy @qs,
ayant une direction donnée F,4, et telle que, si 'on mene res-
pectivement par ants el anty des parallieles & panye, pas,ia,
ces paralleles se coupent par la droite Foqi.

.Or, si'on meéne pu parallele & 2,41 anys et si 'on appelle
K et I les points ol pu et Fnis coupent respectivement
Upnt2 Ony3 el anis angs, On voit que les triangles pa, s @nqa,
%ntt %nts ansa satisfont aux conditions du n° Y ; on a donc
en grandeur el en signe la proportion

Ka, p %nt3

Kan+3 Iazn_*_1
Or, comme le dernier rapport est connu, le probleme re-
vient au suivant : Inscrire dans un angle douné @;z @, 41 une
droite @, 2 @nys ayant une direclion donnde Faye et telle

’

Fignure 39 Figure 40 Figure &1

u'une autre droite donnée pu la partage en deux segments

Kanie, Kanys dont le rapport ¢ est donné (en grandeur et en
signe).
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Ce probleme étant déterminé, on voit que les polygones
P’ , P'I peuvent étre completement tracés, sans imposer aux
données aucune condition. Donc on peut, en général, faire
équilibre aux forces données Fy, Fs, ... F,, quelles qu’clles
soient, et les vecteurs des forces inconnues Fryy, Fuye, Fpys
sont les segments @ny1 @nje, Qnie @ni3, Apya 4, qUE DOUS SA-
vons construire, ou plutét dont nous avons ramené la cons-
truction & une queslion de géométrie forl simple que nous
allons d’ailleurs examiner.

Il s’agit de trouver le point K ol la droite cherchée L coupe
la droite fixe pu. Or, sil'on méne Kz jusqu'a sa rencontre ¢
avec une parallele quelconque ¢/ & la direction donnée de L,
on aura :

Ka, 1o

o~
=

1

19 Kanta

:P.

Done il suffit de mener dans I'angle Z une parallele quel-
conque ¢k i la direction donnée Fy e, de la partager dans le
rapport donné p, puis de joindre le paint de division ¢ au point
z ; 1z coupera pu au point K, et la parallele & F, 12 menée par
K donnera les sommets a,42 et apqs.

54. — Cependant, le probleme peut étre indélerminé, vu
que ¢z et pu penvent se confondre (fig, 41). Alors toules les
paralléles & Fyq2 sont partagées par pu dans le méme rapport,
et @42 et @uy3 peuvent étre pris arbitrairement sur ez et
@, 412, pourvu que la droite qui les unit soit parallzle a Frjs.

Quelles conditions doivent remplir Ies données pour que ce
cas se présente ?

Faisons la figure dans I’hypothese en question (fig. 39 el 41);
soit M l'interjection de Fy1 et de Frq3, et MI' la parallele a
Fi42 menée par M. Les triangles @n422n43, angt Maypa satis-
font aux conditions du n® 9 ; on a donc :

Y“n-{»—B n+42 I“n+3
Il“n—+—2 Kan+3 - I“M-{-l-

Ka

Done I coincide avec I, et par suile la droite IM avec F,, 4,
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en sorte que les trois forces inconnues Fayy, FFuqe, Fays doi-
vent éire concourantes.

Ainsi, en résumé: Les vecleurs des (rois forces tnconnies
sont déterminés, ¢ moins que les lignes d'aclion données de
ces trois forces ne concourent en un méme point, auguel cas
il y a indétermination.

53. — Lorsque m est supéricur ¢ 3, le probleme esl indéter-

» miné; car on rentre dans le cas précédent en se donnant arbi-
trairement les grandeurs de toutes les forces inconnues, sauf
celles de Lrois d’entre elles.

Equilibre des corps rigides non libres; réactions
des ohstacles.

56.— Les principes qui précédent trouvenl une application
immédiale dans I'équilibre des corps génés.

Un solide qui possede des points fixes ou qui s’appuie sur
des corps fixes, n'est plus libre de se¢ mouvoir d'une maniére
arbitraire. On donne le nom de réactions des points fixes ou
des appuis aux forces qui tiendraient lieu de ces obstacles en
produisant les mémes empéchements. Le solide exerce d’ail-
leurs, & son tour, sur les obslacles, des actions qui, égales et
contraires aux précédentes, recoivent le nom de pressions.
Enfin on appelle forces directement appliquées les forces ex-
térieures, autres que les réactions.

Le probleme de 1'équilibre des corps génés se compose de
de deux parties :

1° Trouver (expression graphique des conditions que doivent
remplir les forces directement appliquées aw solide géné pour
gu'il y ait équilibre.

2° Délerminer graphiquement les réactions des points fixes
o des appuis.

Il importe de connaitre les réactions pour pouvoir donner
aux corps et aux construetions qui les supportent des dimen-
sions qui leur assurent une résistance suffisante.

Les solides que nous considérons ici seront supposés symé-
iriques par rapport & un plan dans lequel sont situées toutes
les forces directement appliquées ; de la sorte, les points du
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corps situés dauns le plan des forces ne sauraient sortir de ce
plan. Quand il s’agit ici d’un point du corps, c’est toujours
d’un point situé dans le plan des forces, et lorsque nous disons
qu'un corps a un point d’appui A, nous entendons que sa
seclion par le plan des forces s'appuie au point A sur la sec-
tion faile par lc méme plan dans I'obslacle fixe.

57. — Un point fixe O peul andantir par sa résistance tout
systtme de forces ayant une résultanle passant par ce point,
et il ne peut d'ailleurs délrvuire que des forces remplissant ces
conditions. On peut donc supposer le point fise supprimé, i
condilion d’adjoindre aux forces directement appliquées aun
corps une force ou r¢action convenahle passant par ce point.

Lorsqu'un corps s’appuie sur un obstacle en un point A,
toute force passant par ce point et pressant le corps sur I'obs-
tacle peut étre décomposée en deux, 'une normale, I'autre
tangente & la surface de Pobstacle. La premigre est détruile
par larésistance de 1'appui, et la seconde a son plein effet, si
comme nous Ie supposons, il n'y a pas de frottement. I’appui
ne peut donc détruire que des forces ayanl une résultante
agissant suivant 1a normale en A, el I'on peut supposer 'appui
supprimé, a condition d’adjoindre aux forces directcment ap-
pliquées au corps une certaine force ou réaction agissant sui-
vant la normale en A et dirigée de Pappui vers le corps.

Il y a done, d’apres cela, une différence essenticlle entre la
réaclion d'un point fixe et celle d'un appui; tandis que, pour
la réaction d'un appui, on connait la ligne d’action, pour
la réaction d'un point fixe, on sait sculement qu’elle doit pas-
ser par ce point. Si don¢ on doamne le nom de réaction
simple 4 toute réaction dont la ligne d’action est donnée, on
voit que la réaction d'un appui est une réaction simple, tandis
que celle d’un point fixe équivaut a deux réactions simples,
qui sont ses composantes suivant deux droites choisies a vo-
lonté parmi celles qui passent par le point fixe. La réaction de
tout point fixe étant ainsi remplacée par ses composantes sui-
vant deux droites assignées, le probleme de Véquilibre du
corps géné se trouve immédiatemenl ramené au probleme du
n° 48 que nous avons étudié. avee tous les développements
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qu’il comporte. Ainsi le cas d'un appul unique rentre dans
les n* 49 et 50, celui de deux appuis ou d'un point fixe se
rapporte aux n® 34 et 52; le cas de trois appuis aux n™ 53 ct
84, ete., On pcut done considérer actuellement comme résolue
la recherche des conditions d’équilibre d'un corps géné et
des réactions des obstacles, et il ne nous reste, pour épuiser
ce sujet, qu'a ajouter quelques bréves observalions.

8. — Et d'abord quand, dans le probleme général du n° 48,
les forces inconnues sont des réactions, on connait non-seu-
lement leurs lignes d’action (n° 57), mais encore leur sens;
la réaction doit étre dirigée de 1’appui vers le corps. Il faudra
donc quand on aura trouvé, comrae nous l'avens dit (n** 49
a 83), les vecteurs des réactions, vérificr si ces veeteurs ont
le sens voulu.

59. — Il résulte du n° 84 que les réactions seront indéter-
minées ;

1° Dans le cas oi, le corps ayant un ‘point fixe et un appui,
Ja normale & I'appui passe par le point fixe.

20 Dans le eas o, le corps reposant sur irois appuis, les
normales aux trois appuis concourent en un méme point (ou
sont paralleles)

1l est vrai que, dans lanature, les pressions exercées par les
corps aux différents points de contact avec les obstacles sont
nécessairement déterminées dans tous les cas; mais il n'yala
rien de parodoxal. Nos raisonnements et par suile nos conclu-
sions ne concernent pas les corps naturels qui sonl tous plus
on moins élastiques ; ils se rapportent uniquement & des corps
rigides, et par conséquent purement hypothétiques. Or pour ces
corps fictifs, qu’on introduit dans la science a scule fin de fa-
ciliter la voie, les réactions dans les deux cas cités, sont réelle-
ment indéterminées. Ce qui serait vraiment paradoxal, ce
serait qu'on put, en général, trouver les réactions pour des
corps élastiques et dilatables, sans faire intervenir les théories
de Ja chaleur et de 1'élasticité.

60. — Leg réactions d’'un corps rigide sont encore indéter-
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miuées lorsque le corps repose sur qualre appuis ou renferme
deux points fixes, car alors le nombre des inconnues étant égul
& & on rentre duns le cas da n” 53.

Toutefois le cas de deux points fixes O, et Oy doit 1tous ar-
réter un instant.

Soient 1I; et Vi les composantes de la réaction du point O,
suivant la droite 0,0:X et suivant la perpendiculaire élevée
au point Oy sur cette droite; soient de méme Hs et Vg les com-
posantes de la réaction du point O3 suivant 0;0.X et snivant la
perpendiculaire 0,Y ; soient enfin F;Fs....F, les autres forces
directement appliquées au corps. Fy, Fs,....F, sont données et
les inconnues sont Hg Hy,Vy, Ve (fig. §2). Le tablean (A) de-

vient ici

F; F, I, o, Vi Ve
a a4z O0n Qdppy Qg2 Antz  Quyy Ants (011 al)
w oy %y © Opp LR Gni3 “n—Hm’ (0[1 m“i)

Dans le polygone P’; on connait d’abord les sommets a,...
On+1 €t le sommet a,.45 qui coincide avec g, ; on sait de plus
que dnie est sur la parallele & 0,0, menée par Qq1, quUe Gy
esl sur la parallele a 0,y menée par a,, et enfin que a,43 est le
point commun & ces deux droifes. Il n’y a done d'inconnue que
la position de anye SUr @yps Gnys et celle de @nysSUr Gy a,.

Fig. 42.

Dans le polygone P/, on peul avoir actucllement tous les
sommets, mais dupt et @agqe sont confondus en un mémg
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point de 0,0,X ; le rayon polaire pa,44, qui est paraliéle &
anis ords, est done délerminé et par suite aussi le point @443
mais le rayon polaire pa,ys, devant étre parallele & la droite
dnti %nte qui joint deux points confondus, est indéterming,
et par suile aussi le poinl @49 SUT @r4t Any3. Donc enfin les
vecteurs de V, et V, sonl bien déterminés et égaux a
(ni3 Gntsy Onts Or 5 quant aux vecteurs de II, et H, leur
somme scule dnt1 @43 est délerminde, puisque rien ne fixe
la position de @yq2 SUr @4y Grys.

Ainsi dans le cas de deur points fixes O, et Oy, Tindétermi-
nation des réactions ne porte pas sur les composanies perpen-
diculaires a O, 0., mais seulement sur les composantes swivant
cetle droile, composantes dont la somine seule est ficce.
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GOURBES FUNICULAIRES

Courbes funiculaires d'un systéme de forces
réparties,

61. — Au licu de forces finies et isolées, on a souvent a
considérer des forces infiniment petites, situées dans un
méme plan, et se succédant d’'une maniere countinue le long
d'une ligne donnée de ce plan. Voici ce qu'il faut entendre
parla: .

Désignons par(A) une ligne plane rapportée & deux axes de
coordonnées rectangulaires Ox et Oy (fig.43). A étant un point
choisi a volonté sur celle courbe, désignons par s I'abscisse
curviligne d'un point quelconque A, de la dite courbe, c'est-a-
dire la valeur algébrique (positive ou négative) de l'arc AjAp.
Supposons que sur chaque élément infiniment petil ds=AnAn ;1
de la ligne (A) s’exerce une force infiniment petite I, située
dans le plan zoy, et dont les composantes paralleles 4 oz et a
oy aient pour expression :

[ (s) ds, o (s) ds,

f (s) et @ (5) étant des fonctions données. Nous aurons ainsi
un systeme (3) de forces infiniment petites et se succédant
d’une maniére continue le long de la courbe (A); ¢’est ce qu'on
nomme un systéme de forces réparties ayant (A) pour direc-
trice. Tel est par exemple le systeme formé par les aclions de
la pesanteur sur les éléments d'un fil attaché a ses deux extré-
mwilés.
153
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62. — Que deviennent pour un tel systeme le polygone des
vecteurs et les polygones funiculaires ?

Pour le voir, nous supposerons d’abord que 'arc A Ayt
soil divisé en parlies finies, mais trés petites, A;As, ...
Ap Apgty o A Ayqy, el quen un point de chacune de ces
divisions, telle que Ay, Ayqy, s'exerce une force F,, dont les
composantes paralleles a ox et & oy aient respectivement pour
expression :

f (Al Am) A Am—{—h ¢ (Al Am) Ay Am+1-

Le systéme des forces F,, F,, ... ¥, ainsi définies avra un
polygone des vecleurs @y a; ... anq4 et un polygone funiculaire
wxt ... %xp qui seront bien déterminés des qu'on se sera
donné les points de déparl as ct » des deux polygones, ainsi
que le pole O. La question posée ci-dessus consiste & voir ce
que deviennent ces deux polygones, lorsque, laissant fixesles
points @, O et o, on angmente indéfiniment le nombre des di-
visions de la ligne (A), de telle sorte que chacune d’elles tende
vers zéro.

Figure 43

Considérons d'abord le polygone des vecteurs; a,, étantl'un
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quelconque de ses sommels, la droite a,a,, est le vecteur de
la résultante R,, des forées ¥y, F,,... ¥, qui agissent sur
I'arc AjA,,. Done, si laissant fixe Ie point A, que nous dési-
gnerons par M (fig. 4%), on fait tendre vers zéro les divisions
de la courbe (A), le point a,, aura pour limite 'extrémité m
du vecleur aim de la résultante g5 des forces infiniment pe-
tites qui s’exercent sur I’'arc A M==s. Le lieu des points m ob-
tenus de la sorte, en faisant varier s, sera une ligne (&) bien

Figure 44,

déterminée vers laquelle tendrale polygone des vecteurs consi-
déré ; nous lui donnerons le nom de ligne des vecteurs du sys-
teme (s) des forces réparties.

Passons au polygone funiculaire. Les cOlés way, dm—1 2,,
(fig. 43), qui sonl respectivement paralléles aux rayons polai-
res Oa, et Oa,, se croisent, comme on sait, sur la droite
R,.; le sommel o, cst done Plntersection de F,, ct de la
parallele- au rayon polaire Oa,, menée par le point 6 olt R,,
rencontre wz,. Mais Ie c6té a,, 1 @, du polygone des vecteurs
ayant pour limite la tangente m¢ (fig. 4%), la ligne d’action F,,
a pour limile la parallele MO menée par M & cetle langente mé.
Dong, le sommet a5, a pour limite le point p. interscetion de
M6 et de la parallele pf au rayon polaire Om menée par le
point B oit wx rencontre la résultante p,. Le lieu des points
w obtenus de la sorte, en faisant varier s, sera une ligne («)
bien déterminée vers laquelle tendra le polygone funiculaire
considéré lorque les divisions de la courbe (A) tendront vers
zéro. On donne & celte ligne () le nom de cowrde funiculaire
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du systeme (s) des forces réparties; c’est, nous le répétons
pour bien fixer les idées, le lieu du point u d'intersection
de M et de pu., Mf étant la paralléle d mt menée par ['ex-
trémité M de l'arc A\M:=s, ef . étant la paralléle ¢ Om
mende par le point commun d wo. el d la résullanie p,.

e3. — Il importe d’observer que la tangente en p. @ la
courbe funiculaire () est la droite p.,

En effet, soit p’le point du lieu («) qui répond & amy1 5 la
taugente en p, c’est-a-dire la limite de pu/, lorsque, le point M
restant fixe, M’ tend vers M (fig. 44), sera aussi la limite de
O Ot 3 MAIS, oy 1 Blant constamment parallele & Oap,
sa limite est paralléle & Om ; la tangente en yestdonclaparal-
lele & O menée par p, c'est-a-dire précisément la droite Bu.

Fropriété fondamentale des courbes funiculaires.

64. —Voici un théoréme qui facilite singulierement le tracé
des courbes funiculaires (fig. 43) :

St lon décompose la directrice (A) d'un systéme (S) de
forces réparties en portions Ay A,, A; A,,... finies et telles
qu'on sache trovver les résultantes Ry, R,... des forces infi-
niment petites qui §'exercent sur chacune de ces parties;
et, st l'on construit le polygone Py ou a, a,... des vecteurs et
un polygone funiculaire Prou woyo,... de ces résuitantes R,
R....;

1° La courbe des vecteurs (a) du systéme (s), qui a pour
origine a,, est circonscrite au polygone Py ;

2° La courbe funiculaire (o) du systéme (s), qui part de
o et a pour pole le péle O du polygone Py, est inscrite dans
ce polygone funiculaire Pr;

3° Les points de contact de la courbe (a) et des cotds
oy, %, ds,... AU polygone P, sont situés respectivement sur
les droites Ay, Ayp,,... menées par les points de division
de la directrice (A) parallélement aux tangentes de la
courbe des vecteurs () aux poinis a,, a,,... de cette ligne
qui sont les sommets du polygone Po.
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Pour fixer les idées, supposons que l'on décompose I'arc
de la directrice en quatre parties A, Ay, A, Ay, Ay A, AL A,
(fig. 435).

Puisque les cotés a, a,, a, a,, a; a,, a, a; sont les vecteurs
des résultantes partielles Ry, R,, R,, R,, les droites a, a,, a,
as, A, 4., 4, a; seront les vecteurs des forces

Rh lles (RlaBi), RCS (RlaRiyRii)y RCS (RhRﬂth Ré)

c'est-a-dire des résultantes es forces infiniment pelites qui
s’excreent sur les arcs

AiAis ‘,\IAﬁv AxAb Al“xb'

Donc, d'apres la définition méme de la courbe des vecleurs
(@), les points a,, @y, @,, 0, @; seront situés sur celle ligne ;
ce qui démontre la premibre partie de 'énoncé.

PPour prouver la seconde etlatroisiemeparties, considérons,

[2h

Fig. 45.

par exemple, le point p; ol le cOLé ey, est coupé par la paral-
lele Ay, a la tangente ayf,; il faut faire voir que la courbe fu-
niculaire («) passe par i, et y a pour tangente le coté a,m,.
Or, appelonsp, l'intersection de wx, et de x;; ce point £,
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apparlient & la résultante de R, et de R, c'esl-a-dire & Ja ré-
sultante de toutes les forces infiniment peliles qui agis-
sent sur l'arc A;A,. D’ailleurs 8,02, est parallele au rayon
polaire Oa, ; done (nos 62 et 63) e point ., appartient & la ligne
(«) et cclle ligne a pour tangenle en ce pointla droite a,x;.

6a. — Il est presque inutile de faire remarquer que toutes
les propriétés des polygones funiculaires subsistent & la limite
pour les courbes funiculaires ; il suffit de substituer dans les
énoncés aux cdtés du polygone des vecteurs et des polygones
funiculaires les fangentes a la courbe des vecteurs et aux cour-
bes funiculaires.

Cas des forces paralléles.

66. — Le cas usuel est celui ol les forces réparties sont
paralleles ; pour faciliter le langage, nous les supposerons ver-
ticales, bien que ce que nous allons dire exige seulement que
les forces aient une direclion commune d’ailleurs quelconque.

Voici comment se pose alors le probleme :

Prenons pour divecirice (A) une horizontale quelconque AB
du plan des forces (fig. 46).

Sur chaque élément MN —=dz de la directrice AB s’exerce
une force verlicale el égale pdz, p étant une fonclion donnée
de V'abscisse AM =z du point M.

Au point M, menons une verticale MM', et, & partir du point
M, ol cette ligne rencontre une droite fixe d’ailleurs quelcon-
que A,B, du plan des forces, portonsun segment MM’ égalap;
le lieu du point M, extrémité de ce segment vertical, sera une
ligne bien définie A’M'B’ que I'on nomme ligne des charges.
La force pdz qui agit sar I’élément MN ayant pour expres-
sion :

MN.M, M

on voit que la charge sur cet ¢élément est représentée par
I'aire M;M"N'M, ; c¢’est une force verlicale que nous supposons
appliquée au centre de gravité de ce trapeze curviligne, Des
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lors, la charge sur une position finie AM de la directrice sera
représentée par l'aire A, A'M'M,, et appliquée au centre de gra-
vité G de cetle aire; en parliculier, la charge totale sera re-
présentée par I'aire A|A'B'B,.

A : .
Mi N B *
i &
A G4 |
A’ ;‘ P { a
; P :
] Vo ' . N
o, ; - :B, ... =20
~d ': H N m;'-.-
: 5 (@
- PR 5
\\\I‘_-_-‘ | U
y !
Fig. 46.

Cela posé, voyons comment on construira, d’aprés nos prin-
cipes, la ligne des vecteurs (a) et une courbe funiculaire (%) de
ce systeme de charges. -

La ligne des vecteurs (@) est une droite verticale; @, étant
un point pris a volonté pour origine, on aura le point m
correspondant & un point quelconque M de la directrice AB,
en portant sur la verticale du point @, un segment aym repré-
sentant la charge sur AM, c'est-a-dire un segment conienant
autant d'unités de longueur que la charge A,A'M'M, contient
d’unités daire.

Pour construire le point correspondant y. de la courbe funi-
culaire (x), on commencera par prendre arbilrairement un
pole O et une parallele quelconque wa, au rayon polaire Oa.
La résultanie Ry des forces agissant sur AM =— z sera égale &
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a,m et dirigée snivant la verticale du centre de gravitéde laire
AAMM, ; pétant Uintersection desdroitesRyetwa,, on me-
nera Py, parallele & Om jusqu’a sa rencontre p. avec la verti-
cale MM', qui représente ici la paralléle a la tangente en m &
la ligne des vecteurs. D’ailleurs, la tangente en p. & la ligne
(«) sera la droite Bu.,

67. — Le tracé qui précede est celui qui résulte immédia-
tement de la définition de la courbe funiculaire (n** 62 et 63).
Mais le théoreme du numéro 6% fournit un procédé plus
commode au point de vue graphique. Voici en quoi il con-
siste (fig. 47) :

On divisera AB en plusieurs parties égales on inégales, par
exemple en quatre. Les ordonnées 11, 22', 33" des points de

B

_;.'A

3 el B

£
e

o2
2

o

‘. - .p
- .8/

—
2

'ﬁ\i
P p
A

s

oy

1

S

Fig. 47.

division 1, 2, 3, diviseront la surface des charges AA'B'B en
quatre parties dont on déterminera les aires g,,6,,65,4,, ainsi
que les centres de gravité G,,(,,G,,G,. Dans la tigure 47, nous
avons pris pour hase dela surface des charges non plus une
droite quelconque A,B, comme dans la {ig. 46, mais Ia droite
AB elle-méme, et nous avons placé la surface des charges au-
dessus de AB et non au-dessous. Cette disposition, d'ailleurs
fort usuelle, n'influe en rien sur la généralité de la construc-
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tion. On portera sur une verticale des segments successifs
ala,, 0,05, 4;a,, A.a; mesurés par les mémes nombres que les
aires partielles g, o,, 55, 0, ; @, sera le polygone des vec-
teurs (a).

Apres avoir choisi un pdle = & volonté, oa construira un
polygone funiculaire wa,o,2,:2,9 des forces qui ont respective-
ment pour vecleurs a,a,, @,2;, a,a,, a,a; et pour lignes d’action
les verticales des points Gy, G,, Gy, G,. On prolongera les
verticales séparatrices AA', 11', 22', 33, BB’ de la surface
des charges jusqu’a leurs rencontres 3§, 3,, 3,, 3,, 3, avec les
cOtés wa e, 2,%, %2, ®,9, du polygone funiculaire. Enfin
on tracera une courbe touchant ces cOlés aux points §, 3,
3, 83, 8, ; cetle courbe sera la réalisation d’autant plus exacte
d'une courbe funiculaire qu'on aura divisé la directrice AB en
un plus grand nombre de parties.

En faisant varier la position du pole = et celle du point
3, ou le premier cOté wa, rencontre la verticale AA’, on peut
obtenir de la sorte, pour une méme surface des charges et pour
un méme mode de division de cette surface, une infinité de
polygones funiculaires auxiliaires wa,x,2,2,9, et par suite une
infinité de courbes funiculaires §,3,3,3.3;. _

Un probleme usuel consiste a tracer celle de ces courbes qui
répond a une distance polaire donnée § et qui coupe respecti-
vement la verticale AA’ et BB’ en deux points donnés §, et 3,.
On construira d'aprés le procédé du n® 30, le polygone funi-
culaire qui remplit les trois conditions prescrites ; la courbe
demandée touchera les cdtés de ce polygone aux points ol ils
sont rencontrés par les verticales séparatrices AA’, 11', 22,
33, BB

On peut aussi, au lieu d’employer la théorie des figures ho-
mologiques, appliquer au cas particulier qui nous occupe la
solution générale du n”29. Voicl & quoi elle se réduil ici ;
apres avoir tracé un polygone funiculaire d’essai, & l'aide d'un
pole placé ala distance donnée, on menera par cc pole la pa-
rallele & la droite qui joint les points o1 Je premier et le der-
nier cOté du polygone d’essai rencontrent AA" et BB ; par le
point oul cette parallele rencontre a,a, on menera la parallele
& Jaligne qui joint les deux points donnés §,, 3., et enfin on
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placera le péle, sur cetle parallele, & la distance voulue de
@,a;.

Il n'y a plus rien a ajouter sur les courhes funiculaires au
point de vue graphique ; mais il n’en est pas de méme au point
de vue analytique. Il est, en effet, indispensable de connaitre
I'équation des lignes funiculaires d’'un systeme de forces pa-
ralleles réparties.

Kquation de la courbe funiculaire.

e8. — Reportons-nous & la figure 46; prenons pour axe
des z la directrice AB et pour axe des y la verticale du point
A, le sens positif des abscisses étant d’ailleurs de gauche &
droite, et le sens positif des ordonnées de haut en bas, con-
formément & nos conventions.

Soient z el y les coordonnées courantes, c'est-a-dire
celles d’'un point queleconque p. de la ligne funiculaire («); on
donne la fonction qui exprime le coefficient de charge p.
Il est commode, et d’ailleurs toujours permis, de représcnter
celte fonction p par la dérivée seconde [ (x) d'une fonciion
qui s’annule, ainsi que sa dérivée premiere, pour z=o0 ; de
la sorte, la charge sur la partie AM =z, c’est-4-dire I'aire
A,A'M’ M, aura pour cxpression f (z).

Cela posé, désignons par 3 la dislance polaire considérée
en grandeur et en signe, c'est-a-dire le segment IY0 qui a pour
extrémité le pble et pour origine la projection E de ce pdle
sur la ligoe des vecteurs a4 6; la différence des abscisses des
points O et m est 3. Quant a la différence des ordonnées des
mémes points, elle est égale &

q§— aym ou qg— /(1)

¢ désignant la différence a,E enlre 'ordonnée de O et celle de
a,. Le coefficient angulaive de la droite Om est donc :

g — [ (z)
5 .
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el, puisque la tangente f. & la ligne funiculaire (&) au point p.
est parallele & Om, I'équation différentielle de la ligne («)
sera .

dy _q—1 @
2 e

On en déduit, par intégration, I'équation en termes finis :

(2) y— =00 — /(@]

ol 7, représente 'ordonnée & l'origine, ¢'est-a-dire I'ordonnée
du point ot la ligne funiculaire rencontre la verticale du point
A. On voit que cette équation renferme, comme cela devait
dtre, trois constantes arbitraires :

Yoy 3, ¢

dont la signification géométrique est bien définie. On pourra
disposer de ces constantes de maniere a faire passerla courbe
par trois points donnés.

69. — Au licu de passer de I'équation (1) & I'équation en
termes finis, on peut, par différentiation, en déduire I’équation
différentielle du second ordre :

dy  p
(3) det ~ @

qui nous sera utile plus tard.

70. — Un cas particulitrement intéressant est celui ol la
charge est uniforme, c’est-a dire ol le coefficient p, au lien
d'étre une fonction de x, est une constante.

La ligne des charges A'B’ est alors une droite parallele ala
base A,B,.

Dans ce cas, on a f{z)=pz ct par suite I'équation (2) de-
vient :

(%) y=1o +';“"(qx—-;px’)-

C’est une parabole dont les diameétres sont verticausx,
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L’ordonnée du point 2 ou la courbe coupe la verticale du
point A est , ; en désignant la longueur de AB par /, et fai-

. { ,
sani successivement x =1/ et =+, On aura les ordonnées

des points § et v o1 la courbe rencontre la verticale du point B
et celle du milicu de AB, c'est-a-dire le diametre des cordes
paralleles & «8. Le probleme sera donc ramené & construire
un arc de parabole ayB, connaissant deux points quelconques
« et B de la courbe et le point y oi cette ligne rencontre le dia-
métre conjugué de la corde of (fig. 48).

Le moyen le plus simple d’obtenir autant de points qu’on
voudra ainsi que les langentes en ces points est fondé sur
cette propriété bien connue de la parabole : Le milieu de la

/2

Figure 48

paralléle @ laxe compris entre le point de concours de deux
tangenles et la corde de contact est un point de la courbe, et la
tangenie en ce point est paralléle & la corde de contacl.

D’apres cela, en prolongeant Iy d'une longueur +§ égale &
elle-méme, on aura les tangentes fa et A2 aux points « et 2,
et la tangente en vy sera la parallele v3 & la corde of. Puis, si
par § on mene la paralltle a 'axe jusqu'a sa rencontre K avec
vB, le milieu p de 3K sera un nouveau point de la parabole et
la tangente en ce point sera la parallele eo & la corde yB. On
continuera, en opérant aux points « et 9 comme on Il'a fait
au point § ; et ainsi de suite.
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Un autre procédé également tres recommandable consisle
dans I'emploi d'un polygone funiculaire, comme nous l'avons
expliqué au n° 67. Du reste, en y vegardant de pres, on voit
gue ces deux procédés ne different guére qu'en apparence ; on
fait successivement dans le premicr ce qu'on fait simulta-
nément dans le second.

Comme cette parabole funiculaire relative & une charge
uniforme intervient souvent en slatique graphique, nous
allons encore indiquer le moyen de déduire des données

._:74-._._-.

Figure 49

%, B, v les éléments fondamentaux (axe, parametre, sommel,
foyer, direcltrice, etc.) de cette parabole (fig. 49).

Soit V'V 'axe inconnu, «N et N les normales en a et §, P
el P’ les projections de z et de B sur l'axe, enfin ) la projection
de B sur oP. On aura, puisque la sous-normale est constante,
PP’= NN’ et par suile Qg=NN'; la figure NN'BQ sera
donc un parallélogramme ; par suite QN est parallele & GIN’,
¢’est-a-dire perpendiculaire dla tangente 64. De la cette regle :
apres avoir pris v = Iy, et Liré les tangentes O« et 68, menez
en x la normale et la perpendiculaire & Ja direction de 'axe ;
projetez B sur cette perpendiculaire, et du point Q ainsi obtenu
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abaissez le perpendiculaire sur 68 ; le poinl N ol eette per-
pendiculaire rencontre la normale en « est un point de l'axe.
Cet axe sera dounc la parallele & IT menée par N, et la sous-
normale PN donnera Ja valeur du parametre.D’ailleurs,T étant
le point ol I'axe coupe la tangente «8, TP sera la sous-lan-
gente, et comme dans la parabole la sous-tangente est double
de Pabscisse, le milieu S de TP sera le sommet. Enfin, en
prenant sur I'axe, de part et d'autre de S, des longueurs SF et

1 . .

SG égales & 5 PN, on aura le foyer F el le pied G de la di-
rectrice DD'.

On pourrait résoudre la question de bien d’autres manieres ;

malis le procédé que nous venons de proposer a Vavanlage
d’étre a la fois simple et complet.

71. — Revenons au cas général des forces paralleles.

Il est commode dans la pratique de faire figurer dans I’é-
qualion (2), au lieu de la constante ¢, l'ordonnée de la courbe
funiculaire qui répond & Pexirémité B de la directrice. En
désignant cetie ordonnée par y, et I'abscisse correspondante
AB par/, ona

yl—yazé[ql—f(l)];

et I'élimination de ¢ entre celle relation et 'équation (2} donne

(5) y = [ya + y-}” x] +32p)—9 @)

i
en posant

) o @),

B
Or, Ia premitre parenthese dans I'équation (3), représente
Pordonnée dc la ligne de cldture, ¢’cst-a-dire de la droile qui
joint les points oit la courbe funiculaire rencontre les verticales
des points A et B.Si donc on compte les ordonnées de la ligne
funiculaire & partir de la ligne de cloture, on a, pour I'expres-
sion de cetle ordonnée,

(6) Y =3[0 —p @)
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Dans le cas d'une charge uniforme, en a

[” (z) = p = conslanle,

d’ou
1
¢ (z) =3 pz,
et la formule (6) se réduit &
— P,
M Y=gx2 ({ — z).

L'expression
z ({ — z),

-

étant le produit de deux facteurs posilifs dontla somme est
conslante, devient maximum, d'aprés un Lhéortme bien
connu, lorsque les deux facteurs sont égaux, c’est-a-dire pour

! ; . o .
T=j. L’ordonnée masimum de Ja parabole, complée a partir

de la ligne de cloture, est donc située sur laverticale du milieu
de AB, et a pour expression

pi
(8) e

Un autre cas intéressant est celui o1 la charge,au lieu d'étre
uniforme, a pour coefficient

I

(9 @) =7 (l —ax)
K étant une constante.
On a alors
P (@) =p, 2 (21— ),
et la formule (6) devient
= o (£ P — 2z),

ou, en posant

.Z'=X—{—%l,
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c'est-a-dire en complant les abscisses & partir du milieu de
AB,

10 Y= (C—x) (5 —x
) e ) ( i )
Un coup d’wil jeté sur le second membre montre (IL-le lors-

. 1 1 . .
que X varie de —5 la + {, Y devient maximum pour X =o.

Done, Pordonnée maximum de la ligne funiculaire répond au
milieu de la directrice AB et a pour expression

1.3.5 A

(n (s ok
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CHAPITRE VI

LA LIGNE ELASTIQUE

Détinitions et hypothéses.

72. — On donne, en général, le nom de poutre droile a
lout corps prismatique dont les dimensions transversales sont
{res petiles par rapport & sa longueur. .

Nous supposerons, en outre, que ce prisme ait un plan de
symétrie paralltle & ses arétes.

(An)

0; (-

Fig. 0.

Ainsi, soient OX et OY deux axes rectangulaires, G, et G,
deux points pris sur OX, et (G) une aire plane ayanl un axe
de symétrie GU et dont les dimensions sont trés petites par
rapport & la longueur G, G, ; la poutre considérée sera le
corps engendré par l'aire (G) se mouvant de telle sorte que
son cenlre de gravité G décrive la droite G, Gy, que son plan
reste normal & celte droile et que son axe de symétrie reste
parallele & OY (fig. 50). ]
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La droite G, G G, prend le nom de fibre moyenne et l'on
donne en général le nom de fibre a la ligne matérielle MMM,
paralleéle a OX, qu’engendre, dans le mouvement de l'aire (G),
un point quelconque M de cetle surface ou plutét un élément
infinimenl petit & de cette aire décrit aulour du point M. La
position du point M dans le plan de la section (G) sera d’ail-
Teurs définie par les coordonnées GN = «, NM = v, par rap-
port & I'axe de symétrie GU et ala perpendiculaire GY an plan
de symétrie XO0Y.

Si des forces, situées dans le plan XOY et n’excédant pas
certaines limites, viennent & exercer leur action sur la poutre,
ce corps subira unec légere déformation; mais, & cause de la
symétrie, la fibre moyenne mne sortira pas du plan XO0Y; et
I'on admet que, dans le passage de I'état primitif de la poutre
A son état final, fouie section transversale, ¢’ est-a-dire toute
section dont le plan était primitivement normal a la fibre
moyenne, se déplace comme si elle était rigide et reste
normale & la fibre moyenne déformée qui contient encore
son centre de grovité.

Raccourcissement relatif d’'une fibre.

%3. — De cetle hypothese, que 'expérience confirme, ré-
sulte immédiatement une expression remarquable du raccour-
cissement relatif d’'un élément de fibre quelconque. Nous at-
tribuons d'ailleurs ici au mot raccourcissement, non son sens
absolu, mais le sens de variation de longueur, en sorte qu'un
raccourcissement négatif représente un véritable allongement.

Soient g, m, n les points ol la section transversale (g) infi-
niment voisine de (G) rencontre respectivement, dans I'état
naturel, la fibre moyenne G, G Gy, la fibre quelconque M, M M,
et la projection Ny N N, de celte derniere sur le plan de sy-
métrie (lig. 30). .

Désignons par dX la valeur commune des trois éléments
Gy, Mm, Nn, et convenons de représenter (fig. 51) la position
qu’'a prise, apres la déformation, un point quelconque dela
poutre, par la leltre méme qui désignait la position primitive
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de ce point, en affectant cette lettre d’'un accent ; on aura dés
lors en appelant A et 2 les raccourcissemenls relatifs des élé-

ments Gg et Mm de la fibre moyenne et de la fibre queleonque

)\__dX—G'g' .\ _dX—Mm
- dx T X

d’ot1, en retranchant,
Glgl — Mlml

i — A= ix

Appelons C le point de rencontre de G' N’ et de 4" ', et dé-
signons par ¢ et ¢ + do les angles que font avee OX les tan-
gentes en G’ et ¢’ & la fibre moyenne déformée. En vertu des
hypothéses admises sur le mode de déformation, les droites
G’ N, g' ' seront normales & Gy G/, el égules & u, tandis que
N M et 2" ' seront perpendiculaires au plan XOY et égales
& v. On adonc:

Mm=Nn=NC.dp , Gy=GC.do
d’our ; )
G'g— Mm'=CNdy = udyp
ct par suite :
d
1) =hu

C'est la formule que nous avions en vue et gui permet de
trouver le raccourcissement relatif d’'un élément de fibre quel-
conque lorsqu’on connait la déformation de la fibre moyenne.
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74. — Il convient de rapprocher de cette expression la for-
mule expérimentale qui lie le raccourcissement relatif a I'in-
tensité de la force capable de le produire.

L’expérience prouve que la pression (ou la tension) capable
de produire le raccourcissement relalif 3, d'une tige est pro-
portionnelle & ce raccourcissement el  la section g de la tige.
Sidonc on désigne par R cetle pression (ou cette lension) rap-
portée a 'unité de surface, on a:

REESS MW
ou
(2) R=Ex

E étant un nombre qui dépend de la nature de la matiére et
qu’on nomme coefficient d'élasticité.

75. — Nous avons supposé jusqu'ici que la poutre cousi-
dérée était de section constante. Mais les considérations qui
précedent, comme celles qui vont suivre, sont encore valables
pour nne poutre droite de section variable, ¢’est-a-dire pour
une pouotre dont Vaire génératrice (G) varierait de forme ct
de grandeur, pourvu loutefois qu'en passant’ d'une position
quelconque (G) ala position infiniment voisine (7) ces varia-
tions soicnt infiniment petites par rapport a I'arc correspon-
dant Gg de la fibre moyenne. La matidre dont la poulre est
formée pourra méme varier; nous supposcrons toujours
cependant que chaque seclion transversale est homogene, en
sorte que le coefficient d’élasticité E pourra changer d'une sec-
tion a l'autre, mais restera le méme dans toute I’étendue d’une
méme section.

Compression ; effort tranchant; moment fiéchissant.

76. — Avant de chercher & déterminer la forme que pren-
drala poulre sous I'action des forces qui lui sont appliquées,
il importe d’opérer dans ce sysleme de forces, une rédunction
que nous allous indiquer.
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Le plan UGV d’une section transversale quelconque (G)
divise la poutre en deux trongons (A,) el (A,). Désignons par
F, IV, F”.... les forces extérieures (charges ou réactions d’ap-
puis) qui agissent sur le troncon de gauche (Ay) et qui, il ne
faut pas 'onblier, sont supposées toutes contenues dans le
plan de symétrie XOY (fig. 50).

Ces forces peuvent étre réduites a une force unique fappli-
quée en G et & un couple % situé comme £ dans le plan XOY.
La force f peut & son tour élre décomposée en deux, I'une N
suivant GX et Pactre T suivant GU.

La force N tend, suivant son seuns, a raccourcir ou a allon-
ger la fibre moyenne ; nous lui donnerons le nom de com-
pression totale au point G.

La force T tend a rompre la piece, a la cisailler normale-
ment aux fibres; on lui donne le nom d’effort tranchant dans
la section (G).

Enfin le couple % tend a fléchir la piece parallelement au
plan XOY ; on donne au moment M de ce couple le nom de
moment fléchissant relatif & la section (G).

Ainsi, compression (ou tension), cisaillement et flexion,
tels sont les trois geares d’efforts auxquels la piece est appelée
a résister. Il y aurait, en oulre, a considérer la torsion si les
forces I, I, F”... n’élaient pas situées dans le plan XOY ou
du moins n’étaient pas réductibles a des forces contenues
dans ce plan.

7%. — Ces trois quantités N, T, M qui varient d’ailleurs
avec la position de la section considérée (G), sont connues dés
qu'on donne les forces extérieures I, F', F”... Il esl évident,
en effet, d'apressles définitions du numéro précédent :

1> Que la compression N est égale 4 la somme des projee-
tions des forces F, F’, F”... sur GX;

2° Que l'effort tranchant T est égal & la somme des projec-
tions des forces F, F', F”... sur GU ;

3° Que le moment fléchissant M est égal & la somme des
moments des forces F, F', F”... par rapport au point G de la
fibre moyenne.
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Formules fondamentales.

78, — Nous nous bornerons au cas, qui se présente ordi-
nairement dans la pratique, ou les forces F, ', ¥”,., sont nor-
males & 1a fibre moyenne OX; et, pour simplifier le langage,
nous dirons qu’il s’agit d'une poutre horizontale soumise &
des forces extérieures (charges ou réactions) verticales.

Alors la ecomposante N disparait et il ne reste plus quo 'ef-
fort tranchant T et le moment fléchissant M.

Dans la position définitive de la poutre, il y a équilibre en-
tre les forces extérieures qui agissent sur le trongon (A,) et
les forces moléculaires qui constituent I'action de la partie
(A,) sur la partie (Ay). Mais, au lieu de raisonner sur 1'état
final, on peut sans erreur sensible, & cause de la petitesse des
déformations, raisonner sur I’état primitif. La force molécu-
laire qui, provenant de (A,), agit sur ’aire élémentaire ¢ peut
éire décomposée en irois autres Rs, Rys, Ryr respectivement
paraligles & GX, GU et GV. Les composantes, telles que R,g,
paralleles & GV, se détruisent deux a deux & cause de la symé-
tria par rapport au plan X0OY, puisque la section transversale
est considérée comme rigide, Les composantes,telles que R,
paralleles 3 GU, doivent équilibrer leffort tranchant T, et il
ne reste, pour faire équilibre au couple k£, que les compo-
santes, telles que Re, paralléles & GX. La somme des projec-
tions de ces composantes sur OX doit donc étre nulle, et la
somme de leurs moments par rapport a I'axe GV doit étre
égaled — M ; en d’autres termes on a:

(3) YRe =0,
et
(%) —M = ZRaqu,

le signe X s’étendant & tountes les aires élémentaires dans les-
quelles les diverses fibres décomposent laire totale S de la
section transversale considérée (G).

Si 'on a égard aux formules (1) ct (2) et si 'on fait sortir du
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. . d . .
signe ¥ les quantités 1, E, thul ne varient pas pour une

méme section, la relation (3) devient :
de
2e - o Zug==o0.

Mais, d’aprés une propriélé bien connue, la somme Zug est
nulle puisque GV passe par le centre de gravité de la section;
d'ailleurs X5==3S;larelation précédente seréduit done a x=o.
La fibre moyenne est donc ici une fibre neutre, c’esl-a-dire
une fibre qui pendant la déformation ne s'allonge ni ne se
raccourcit *.
La relation (1) se réduil donc &

et par suite (4) devient

de ’
—M=—E X Tuls ;
el, comme X’ représente le moment d'inertie I de la section
par rapport 4 la perpendiculaire mende sur I'axe de symétrie
par le centre de gravité, on a :

5 g M
(3) X T EH
et par suite ;
Mu Mu
(6) )‘“:_}TI , R:——I— (1)

La formule (7) prend le nom d’équation déquarrissage;
nous indiquerons dans un moment & quels usages elle se
préte.

La formule (6) donne le raccourcissement relatif d'un é1é-
ment de fibre quelconque. Enfin la relation (3) n’est au fond,

1. Nous disons ici, parce que, dans le cas général ou les forees extérieu~
res ne sont pas normales & la poutre, c’est-a-dire ot N n'est pas nul, le
second membre de la relation (3) est N au lieu de zéro : et alors A n’est plus
nul; ea d’autres termes, la fibre moyenne n'est pas une fibre neutre.
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comme nous allons 'expliquer immédialement, que 1'équation
différentielle de la fibre moyenne déformée.

Il n’est peut-étre pas inutile de mettre en évidence I’homo-
généité des formules que nous venons d’obtenir, ‘par exemple

. a . ,
de la formule (3). Le premier membre dj est I'inverse d’une
X

longueur, et il suffit de montrer qu’il en est de méme du se-
cond membre. Or, M est le produit d’une force par une lon-
gucur, K est une force rapporlée & I'unité de surface, ¢’est-it-
dire le rapportd’une force au carré d’une longueur; enfinIest
un produit de qualre dimensions linéaires. Si donc on pose:
M—fl, E=L 11—
- ’ — -
[et f désignant des forces et /, /', " des longueurs, le second
membre de la relation (5) devient ;

AIONCE:

c'est-a-dire le produit de rapports aumériques par I'inverse
d’une longueur.

La ligne élastique.

78, — On donne habituellement le nom de ligne élastique
4 la fibre moyenne déformée.

L’angle ¢ que sa tangente forme avee OX, étant toujours
tres petit, peut étre remplacé par sa tangente trigonométrique

s aYy .. . . -
¢’est-a-dire par X I'équation (3) devient ainsi :
®) =1
C’est une équation différenticlle du second ordre; comme
son intégration introduit deux constantes arbitraires, on voit

qu'elle détermine laligne élastique dis qu'on connait deux
points de celle ligne ou un point et la tangente en ce point.
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s80. — LEn statique graphique,on remplace cette intégration
par une construclion géométrique. Nous allons montrer, en
effet, a I'aide de I'équation (7), que la ligne élastique n'est autre
qu'une ligne funiculaire d'un certain systeme de charges fic~
tives.

Désignons par ¢ la ligne élastique de la poutre considérée et
par P et Q deux points pris & volonté sur cette ligne . Imagi-
nons qu'd chaque élément X de la fibre moyenne G, G, on
applique une charge fictive pdX égale a

MdX

EI

A
A étant un nombre choisi arbitrairement ; puis, qu’avec une
distance polaire égale a A, on construise celle des courbes fu-
culaire de ce systeme de charges qui passe par les points I’ et

Q. Cette courbe funiculaire, qui est ainsi bien déterminée,
aura (n° 69) pour équation différentielle

d'—'Y__ P
axz 4

¢’est-a-dire (n® 79) I'équation différentielle (8) de la ligne élas-
tique . Mais deux courbes planes coincident dis qu’elles ont
deux points communs el la méme équation différentielle du
second ordre. Donc la ligne funiculaire considérée ne differe
pas de 'élastique . De 1a ce théoreme fondamental :

La ligne élastique est une courbe funiculaire, consiruite
avec une distance polaire quelconque A, pour un systéme
de charges fictives égales a

MdX

(5)
et appliquées aux divers éléments dX de la fibre moyenne
de la poutre.

s1. — L’énoncé qui précede convient a tous les cas. La
poutre peut (n® 75) étre de seclion constante ou variable ; elle
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peut étre homogéne ou hétérogene,pourva que la densité reste
la méme dans U'étendue d’'une méme section, '

Si la poutre est homogéne, sa section étant constante on
variable, E est constant ; on peut donc prendre pour distance
polaire

A=E
et la charge fictive sur chaque élément dX devient alors

Max
L

Si la poutre est 4 la fois homogtne et de scction constante,
E et I ne varient point; on peut prendre alors pour distance
polaire

A =EIl
et la charge fictive sur chaque élément X se réduit &

MdX

s2. — Dans la pralique, comme on ne peut pas exéculer
I'épure en vraie grandeur, on est obligé de diminuer les ahsci-

1 , .
ses dans un rapport donnéi- . D’autre part, comme les défor-

mations de la fibre moyenne sont toujours trés faibles, il im-
porte, pour les rendre plus sensibles,d’amplifier dans un méme
rapport ¢ les ordonnées de la ligne élastique e. On est donc
conduit a construire,au lieu de cette ligne élastique ¢,une ligne
¢, telle que les coordonnées z, et y, de I'un quelconque de ses
points soient liées aux coordonnées z et  du point correspon-
dant de ¢ par les formules

(9) X, = Y, =qY

X
1y
nous donnerons & cette ligne ¢, le nom de ligne homographi-
que de la ligne élastique .

Son équation différentielle résulte immédiatement des for-
mules (8) et (9); on a, en effet, d’aprés les relations (9),
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1
- dY -
d dY) d(" i> d(d—Y’>
ey “\ax VX, 1 C\ax,) 1 e,

ax:— dxX X,

T dXy T ayg (TX_;’ !
et, par suite, en vertu de I'équation (8),

dy, , M
(10) s T Mg

On voit par 14, en raisonnant comme au n’ 80, que la ligne
homographique &, de la ligne élastique ¢ est une courbe fu-
niculaire construite avec une distance polaire quelconque

A, pourun systéme de charges fictives dont le coefficient es!
WMgM )
El
)
Dans le cas usuel ol la poutre est homogene et de section

constante, E et I sont invariables ; on peut alors prendre pour
distance polaire

ElL

A=

h étant un nombre arbitraire, et pour coefficient de charge
fictive

M

h
Equation d’équarrissage.

83, — Revenons maintenant i la relation (7).

Désignons par § la force qui serait capable de rompre une
tige ayant une seclion droite égale 3 I'unité, en agissant &
I'extrémité de ce prisme dans le sens de sa longueur de ma-
nitre & l'allonger; la valeur de  varic avec la maticre de la
tige ; cette valeur est fournie par des expériences.

La force capable de rompre une fibre de section ¢ sera {g,
el pour que la poutre ne se rompe pas, il faut ct il suffit que
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I'on ait pour une fibre queleonque en valeur absolue
Rs <TYs,

ou, d'apres la formule (17),
Mu << IY

Il suffit évidemment que celte condition soit salisfaite dans
chaque section transversale pour la fibre correspondante a la
plus grande valeur absolue de u, valeur que nous désignerons
par u,. La condition

Mar, < 1Y

sera d'ailleurs vérifiée si elle 'est pour la section dans la-
quelle le moment fléchissant M prend sa valeur maximum M,.
L'inégalité
M, 1
-E Uy

est done la condition définitive pour que la pikce ne se rompe
pas, et comme le second membre est une fonction connue
des dimensions transversales de la poutre, elle impose a ces
dimensions,non des valeurs déterminées, mais des limites qui
laissent au constructeur une certaine latitude dont il profite
pour choisir parmi les échantillons que 'on trouve dans le
commerce.

Relation entre I'cffort tranchant et le moment
fléchissant.

84. — Nous terminerons ce chapitre en faisant connaitre
la relation remarquable qui existe entre I'effort tranchant T
et le moment fléchissant M relatifs & une méme section (G)
d’une poutre droite.

Nous conservons la disposition de la figure 50. Soil = V’abs-
cisse du point G, Fy et ¥, les composantes paralleles & OX et
4 OY de l'une F des forces extérieures (charges ou réactions)
qui s’exercent sur le troncon (A;), « et § les coordonnées du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA LIGNE ELASTIQUE 93

point d’applicalion ¢ de cette force. Le moment de la force F
par rapport au point G est égal a la somme

— (—2)F, —F,

des moments des composantes; on a donc, pour le moment
fléchissant dans la section (G),

M=—X[(z— a) F, +pF.]

le signe X s’élendant & toutes les forces extérieures qui agis-
sent sur le troncon (A,) et qui, comme nous le savons, sont
situées dans le plan de symétrie XOY.

On déduit de 1a, en différentiant par rapport & z

N e —SFy——T.

De la ce théoreme :

St lon prend pour axe des x la fibre moyenne d'une pou-
tire droite, lUeffort lranchant est égal et de signe contraire
a la dérivée du moment fléchissant par rapport d labs-
cisse de la section considérée.

Cette proposition ne suppose pas, comme on le voit parla
démonstration, que les forces exléricures soient normales &
la poulre.

Signalons enfin ce corollaive : leffort tranchant est nul dans
la section ow le moment fléchissant est maximum ow minimum,
et réciproquement.
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CENTRES DE GRAVITE ET MOMENTS D'INERTIE

Principes relatifs aux cenfres de gravité,

83. — On a vu dans le chapitre qui précede, comment les
centres de gravité et les moments d’inertie des aires planes et-
homogenes s’introduisent dans les questions relatives a la ré-
sistance des matériaux. Nous allons nous occuper de la déter-
mination graphique de ces centres et de ces moments.

Nous rappellerons d’abord les principes fondamentaux sur
les centres de gravité.

s6. — S étant une aire plaue et homogéne, » un élément
infiniment petit de cettc aire, et £ et v les coordonnées rectili-
gnes d’un point quelconque de w, les sommes

Swb, HEY

étendues a tous les éléments de I'aire S ont des limites bien dé-
terminées, et le point G dont les coordonnées sont
lim wg lim oy

(4 X= ) Y=

L 8

a recu le nom de centre de gravité de I'aire S.

Dela résultent immédiatement les deux conséquences sui-
vantes :

10 St latre plane S admet un diaméire, ¢’est-d-dire une
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droite qui soit le Jieu du milieu des cordes paralleles 4 une
méme direction, le centre de gravité de Uaire est sur ce dia-
métre.

Que l’on prenne, en effet, ce diametre pour axe des x et la di-
rection des cordes correspondantes pour axe des y, a chaque
point (§, %) de I'aire répondra un point (£, —») ayant la méme
abscisse et une ordonnée égale et de signe contraire; or, la
somme Zom, se composant de parties égales deux & deux et
de signes opposés, sera nulle. On aura donc Y = o.

En particulier, si laire posséde un axe de symétrie, son
centre de gravité sera sur cet axe.

2° 8i laire S admet un centre de figure c'est-a-dire un
point o qui soit le milieu de toutes les cordes qui y passent, le
centre de gravité de Uaire coincide avec son cenlre de fi-
gure.

Qu’on prenne, en effet, le point o pour origine des coordon-
nées, a chaque point (£, ») de laire répondra un autre point
(— & — w) ayant des coordonnées égales a celles du premier
mais de signes contraires; les sommes :

I S
b}

seront donc nulles, et 'on aura X —= o0 et Y — o.
Par exemple, le centre de gravité d’un parallélogramme est
le point de rencontre de ses diagonales.

87. —Siune aire plane S est décomposée en plusievrs par-
ties s, s,... sy de grandeur finie, et 8t (X,y,), (X;¥2).-. (Xn ¥n ),
désignent les coordonndes des centres de gravité g, g,...
ga des aires partielles s,y Szy..... Sq, les coordonnédes X et Y du
centre de gravité G de laire totale S sont données par les
formules :

(2) SX =5, 2+ 8 T3 ..o =+ 83 Ty
SY=s5,¢y1+ 8 ¥+ . 5u ¥n
S =s;+ 8+ ... 5

En effet, en appliquant successivement les formules (1) aux
aires partielles, on a
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s, ; — lim, Yu g S U= lIim. £ o,
Sy Zy=1im. T w, & syyy=1Im. Z v, 7,
Sp = 1im. 2 @, &, Sn o == lim. T wgnn

ol les ¥ s’élendent, dans la premiere ligne aux éléments de
Paire s,, dans la seconde ligne aux éléments de s,,... dans la
dernitre ligne aux éléments de s,. En ajoutant, on obtient

Sy Ty = 8 Ty o+ Sy Ty = B
Syl S Yot oo = Sa Yn = Zom.

ot les ¥ s’étendent aux éléments de aire lotale S. Par suite,
en vertu des relations (1), ces deux dernieres équations ne dif-
ferent pas des équations (2), qui sont ainsi démontrées.

88. — D’apres les formules bien connues et relatives a la
composition des forces paralltles, les valeurs de X et Y four-
nies par les relations (2) peuvent étre cousidérées comme les
coordonnées du point d’application de la résultante d’'un sys-
teme quelconque de forees paralltles proportionnelles & sy, s,...
sq et appliquées en gy, g,... ga. On peut done dire :

Si une aire plane est décomposée en plusieurs autres, son
centre de gravité est sur la ligne d action de la résultante
d'un systéme quelconque de forces paralléles et de méme
sens, proportionnelles aux aires particlles et appliquées aux
cenires de gravilé de ces aires.

Centres de gravité du triangle et du quadrilatére.

89. — Chaque médiane d'un triangle étant un diamétre pour
les cordes paralltles i la base correspondante, on voit (no 86)
que le centre de gy avité de l'aire dun triangle est le point
de concours des médianes ; il se trouve donc au tiers de la
longueur de chacune d’elles & partir de la base correspon-
dante. ’

1l résulte de 13 que, si I'on place au sommetl d’un triangle
trois poids égaux, le point d’application de la résultante de ces
forces coincide avec le centre de gravité du triangle.
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80. — Considérons un quadrilatbre ABCD 5 soit O le point
de rencontre des diagonales, et I et K les symétriques de O par
rapport aux milieux M et N des diagonales (fig. 52). Les trian-
gles ABD, CBD, ayant la méme base BD, sont entre eux comme
les longueurs OA ==ga, CO =¢,

Par suite (n° 87) le centre de gravité G du quadrilatbre est
le point d'application de la résultante de deux poids, I'un égal
4 3a et placé an centre de gravité dutriangle ABD, l'autre
égal & 3¢ et placé au centre de gravité du triangle CBD. D'a-
prées la remarque de Palinéa précédent, on peut substilner &
la premicre force trois polds égaux & « el appliqués aux som-
mets A,B,D, et dla seconde force trois poids égaux & ¢ et ap-
pliqués aux sommets C,B,D. On a dés lors & composer en dé-
finitive quatife poids : V'un appliqué en A est égal & «, le second
appliqué en Cest égal & ¢, et les deux autres placésen Bet D et
égaux chacund a + c. Or, d’apres la composition des forces
paralleles, on peul substituer aux deux derniers poids, deux
autres poids de méme grandeur @ -} ¢ et appliqués en O et K;
tandis que les deux premiers pcuvent étre remplacés par un
poids unique placé en I et égal & @ -+ ¢. Le centre de gravité
cherché G est donc le point d'application de la résultante de
trois poids égaux et placés en 0,1, K. Par suite il coincide avec
le centre de gravité du triangle OIK. Or si I'on nomme E et II
les milieux de IK et de MN, on a:

2 4 1 ...
De 14 cetle regle:

Le centre de gravité d'un quadrilaiére s'obiient en prolon-
7
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geant du tiers de sa longueur le segment qui a pour origine le
croisement des diagonales et pour extrémité le milieu de la
droite qui joint les milieuz des diagonales.

p1. — La regle subsiste pourle trapeze : mais alors les dia-
gonales se croisent sur le diametre, ¢’est-a-dire sur la droite
qui uniltles milieux des cotés paralltles, et le milieu dela ligne
qui joint les milieux des diagonales est précisément le milicu
du diametre. Done: '

Le centre de gravité d'untrapéze s'obtient en prolongeant,
du tiers de sa longueur,le segment qui a pour origine le croise-
ment d'une diagonale et du diaméire, et pour extrémiié le milieu
du diamétre.

Aire et centre de gravité du segment paraholigque.

o2. On appelle segment parabolique I'aire comprise entre
un arc quelconque de parabole BOB’ et sa corde BB’ (fig. 53).
Il s’agit de trouver I'aire et le centre de gravité G de ce seg-
ment.

Soit OA le diametre des cordes paralleles 3 BB, et OH Ta
tangente au poinl O ol le diametre rencontre la courbe. Dé-

a”

=

[

Fig. 53.
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signons par S l'sire OMBA et par 8 I'aire IIBMO. Comme la
somme S48 est égale au parallélogramme OHBA construit
sur la fleche OA et la demi-corde AB, il suffif d’évaluer le rap-
port de Sa §'. A cet effet, divisons 'arc OB en parties trés pe-
tites, telles que MM, et mienons les deux coordonnées de cha-
que point de division, en prenant OA pour axg des & et OII
pour axe des 7. Nous décomposerons ainsi les deux segments
OBA, OIIB en trapkzes curvilignes tels que PMM'D, QMM'Q’,
qui, lorsque les divisions tendront vers zéro, pourront, dans les
limites de somme, étre remplacés respectivement par les pa-
rallélogrammes PMFP’,QMEQ’ que nous désignerons par « et
a'. Nous aurons donc

S=lim. Ya
et
S'=Ilim. Xa'.
Or -
a PM.MF . PM  FM

@ QM.ME~ 0P MF
D’ailleurs le second rapport du deuxieme membre est le coef-
ficient angulaire de la corde MM'; il a donc pour limite le coef-
ficient angulaire de la tangente en M c’est-a-dire

pr % o
puisque dans la parabole la sous-tangente TP est double de
I'abscisse OI* du point de contact.
On a done:
lim g, =2 s
a

d'odr

3 . Xa
2) §,=hm}7‘,=2,

I’aire S est donc les decux tiers de 'aire S + S’ ¢’est-a-dire du
parallélogramme OIIBA. Par suite V'aire du segment para-
bolique BOB' est les deux tiers de laire du parallélogramme
qui @ ses cotés égaux el paralléles o la corde et d la [léche du
segment.
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Désignons maintenant par.z et ' les abscisses Ow et O’ des
centres de gravité g et 9’ des paralltlogrammes PMFP’, QMEQ’,
el par X et X' les abscisses des centres de gravité des secg-
menis OBA, OBI : nous aurons (n° 87).

SX = lim Yax
SX = lim Za'z’

or, ] 1z _ u our limit ob -— 92 par suite le
» le rapporl— — = a p mite —==2; p

ar . '
rnpportr a pour limite %, et I'on a

=
SX . 3nx
— =— lim —= =4
S/xl Efl’.‘l," ?

d’ox

(3) X = 2X.

Mais l'abscisse du centre de gravité du parallélogramme
OIIBAest%OA ; on a done (n° 87)

SX—{—S‘X’:(S—-{—S’)% ,

c’est-a-dive, & cause desrelations (2) et (3),
,_ 3 )
X'= 0A;
d’ol

X=:0A.

[SI AN

Telle est I'abscisse du centre de gravité G, de OBA. Celle
du cenire de gravilé G, de OB’A’ est évidemment la méme;
on a donc aussi la méme valeur pour I'abscisse OG du centre
de gravité de Yaire totale BOB', lequel est d’ailleurs situé (n° 85)
sur le diametre OA. Alinsi le centre de gravité G d'un
segment parabolique BOB' est situé sur la fléche OA du seq-
ment, & une distance du point O égale aux trois cinquiémes de
la fleche.
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Détermination graphique du eentre de grayvité
diune aire plane quelconqgque.

3. — Supposons d’abord que Vaire proposée soit limitéo
par un contour rectiligne.

On pourraladécomposer entriangles ou quadrilatires ¢’est-a-
dire en aires partielles S, S,,... S, dont on aura les grandeurs
et les centres de gravité g,, ¢,... ¢.. On mencra par ces points
des paralleles ayant une direction quelconque et situées dans
le plan de la figure,et I'on considérera ces paralitles comme les
lignes d’aclion de forees respectivement proportionnelles aux
aires S, S,... 8, Apres avoir construit le polygone desvecteurs
de ces forces et un polygone funiculaire ; on mencra, par le
point de croisement des ¢dtés extrémes de ce dernier polygone,
une droite L parallele 4 la direction des forces; celte droite
sera la ligne d’action de la résultante; elle passera donc (u® 87)
par le centre de gravité G.

Sil'aire a un axe de symétrie ou un diametre, l'intersection
de ce diametre et de la droite L sera le point G, ct le probleme
sera résolu. Il faut cependant remarquer que, dans ce cas,
parmi les directions en nombre infini que 'on peut altribuer
aux forces, on doit exclure la direction du diametre.

Sil'aire n’admet pas de diamétre,une seconde opération, ana-
logue a la premiere et pour laquelle on conservera le méme
mode de partage en ne changeant que la direction allribuée
aux forces, donnera un second lieu rectiligne L' du centre de
gravilé, qui sc trouvera des lors a la renconlre des deux droi-
les Lict L.

Pour que ce poinl soit détermind avec précision, il faut que
I'angle des droites L et L ne soit pas lrop aigu ; mais on pourra
toujours faire qu'il en soit ainsi, puisque on est maitre du choix
de cel angle qui n'est autre que celui des deux directions adop-
tées pour les deux séries de forces; Ie plus souvent, on prendra
ces directions, & peu prés, sinon exactement, perpendiculaires
l'une & Pantre.

#1. — Voict des exemples :
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La fig. 54 est relative & une aire ABCDEFGII offrant un axe
de symétrie parallele & AII et que 'on peut décomposer en
trois rectangles IABKI, IIIGF, CDEK, qui ont une dimension
commune et dont les deux derniers sont égaux. Aux centres de
figure O, O, 0" de ces rectangles on a appliqué des forces M,
N, N perpendiculaires & V'axe de symétrie et respeclivement

Fig. 54.

égales aux moitiés des dimensions non communes AB, GF et
DI. On voit a droite le polygone des vecteurs dont les deus
derniers segments sont égaux ; au-dessous est le polygone fu-
niculaire 1, 2, 3, qui n’a ici que trois cdlés, parce que les lignes
d’action partant de O et de O” sont confondues. La droite R
mende parallelement anx forces par le point de croisement des
cdtés 1 et 3 rencontre I'axe de symétrie en un point S qui est
le centre de gravité demandé.

La figure 55 est relative & une aire du méme genre ABCDE
FGI, mais dont les deus bras FGHI,CDEK n'ont plus la méme
longueur, ce qui détruit la symélrie; aussi a-t-on fait deux
opérations, en dirigeant d’abord les forces parallelement &
AB, puis parallelement & BC. Le polygone des vecleurs et le
polygone funiculaire de la premiere opération sont en dessous ;
ceux de la seconde opdration sont & droite ; le centre de gra-
vité est en S.
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Dans les deux exemples qui précedent les aires partielles
sont des rectangles. La figure 56 est relative & une décompo-
sition en triangles. L'aire dont on demande le centre de gra-

Fig. 55.

vité G est le pentagone ABCDE ; les triangles partiels sont
ABC, ACE, ECD, dont les centres de gravité sont g:, g5, g5

Il faut commencer par se procurer des longueurs proportion-
nelles aux aires de ces triangles ; BH, EI, DM étant les hau-

teurs de ces triangles, les aires sont proportionnelles aux pro-
duits

AC.BH, AC.EI, CE.DM
ou aux longueurs

CE.DM
N

BII, NI,

dont la dernitre s’obtient de la maniere suivante : portons
sur CA la longueur CN égale & DM, et menons par N la
parallele NK 3 AE ; on aura :

CE.NC _ CE.DM

CK:-—_—AC = "

CK est donc la troisieme longueur cherchée,
Cela posé, on menera par ¢i, ¢s, . deux séries de paralleles
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Gi%es §atar Garts b iy, gons, §52's; on considérera d’abord les
premiéres comme les lignes d’action de forces proportionnelles
a BH, EI, CK ; on construira le polygone des vecteurs (figure &
droite etau-dessus) et un polygone funiculaire wa,a,x,5,et parle
point m, intersection de wa, et «,p, on meénerala droite R, paral.
lele & gy, De méme, ou considérant g,«'y,9.%"5,9s2's comme les
lignes d’action de forees proportionnelles & BII, EI, CK, on cons-
truira le polygone des vecteurs et un polygone funiculaire

\ ) ’

L4
X//

\

Fig. 56.

w'e’yo/jo0,0" s 1a parallele R’ & ¢,/ coupera R, au centre de gra-
vilé G du pentagone proposé. ‘

#5. — Sile contour de aire est curviligne,on inscrira dans
ce contour une figure polygonale a edlés assez petits pour que
les segments compris entre les cordes et la courbe puissent
étre assimilés a des segments paraboliques. Ces segments, et
les triangles ou quadrilateres dans lesquels on décomposera
le polygone inscrit, seront les aires partielles dont on déter-
minera les grandeurs et les centres de gravité; de la sorte on
retombera sur le cas précédent.

Le plus souvent on opdre plus rapidement, et avec une exac-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CENTRES DE GRAVITE ET MOMENTS D'INERTIE 105

titude bien suffisante, en découpant I'aire, par des sécantes pa-
rallbles, en Lrapezes curvilignes limités par de pelits ares
appartenant au conlour donné. Kn rapprochant suffisam-
ment les sécantes, on peut considérer 'aire de chaque trapeze
comme égale au produit de 'ordonnée moyenne par la distance
des deux cotés paralleles, et le eentre de gravité de cette sur-
face comme silué au milicu du diamttre du trapeze. Quant au
segment qui précide la premikre sécante et i celui qui suit la
derniere, on les assimilera & des triangles ou a des segments
paraboliques.

Ce procédé est surtout expéditif quand toutes les sécantes
paralléles sonl tracées & égale distance les unes des autres. 11
n'y a pas alors de quatritme proportionnelle i construire ponr
déterminer les longucurs qui doivent représenter les forces et
qui sont proportionnelles aux aires partielles ; ces longueurs
sont les ordonnées moyennes des trapézes curvilignes.

Si I'on ne peut conserver dans toute 'étendue de 'épure
I'équidistance des sécantes puralleles, on partagera ces sécan-
tes en groupes ayant chacun une équidistance particuliere «,
b, ¢,... Alors sil’'on prend les ordonnées moyennes des tran-
ches du premier groupe pour.représenter les aires de ces tran-
ches, les aires des tranches du second groupe seront les or-

données moyennes multipliées par -,celles dutroisicme groupe
a 5

.« qes ¢ ..
seront les ordonnées moyennes multipliées par -, et ainsi de
b a

suite, Il y aura donc intérét, poar opérer rapidement, a pren-
dre des équidistances &, ¢, qui soicnt en rapport simple avec
la premigre a.

Moments d'ordre supéricur,

96. — Nous avons défint an numéro 7 le moment d'une foree
F par rapport & un point O ; ¢’est, cn grandeur et cn signe, le
produit

(3) v
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du vecteur » dela force par le segment 2 qui a pour origine le
point O et pour extrémité la projection de ce point O sur la
ligne d’action de la force; le premier facteur v est évalué &
I'échelle des forces et le second x & 1'échelle des longueurs.

Le moment ainsi défini recoit le nom de moment stalique ou
moment du premier ordre; on appelle moment d'ordre p de la
force considérée, le produit :

(4) vz®

qu’on déduit de (3) en substituant ausegment z sa p° puissance.
On a vu au n° 43 comment, & I'aide d'un polygone funicu-
laire, on pouvait évaluer graphiquement la somme

(5) Dy - Vs~ v e o v T Vns

des moments du premier ordee de 2 forces paralléles. Nous
allons montrer que 'application répétée du méme procédé per-
met de conslruire la somme :

(6) T A e o A a2

des moments d’ordre p des mémes forces.

Supposons qu’on ait coustruit {fig. 34), d’abord le polygone
a,a;.....2, desvecteurs v,,v,,....0, des forces paralleles considé-
rées, puis,avec une distance polaire arbitraire d, un polygone
funiculaire we,zs..... 2,9 des mémes forces ; solent m,,m,,.....
Mot les points ol les cOtés successifs waq,a2..... anfp du
polygone funiculaire rencontrent la droite L. menée parallele-
ment aux forces par le centre G des moments. On sait que la
somme (5) desmoments du premier ordre est égale au produit ;

iy . d
Drailleurs un terme quelconque »,2; de cetic somme (3), est
égal au produit :
mpiy 4y . d
Posons
I
WMy M4y — Vg,
el regardons les scgments
v v ety
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comme les vecteurs d'un systeme de forces paralleles ayant les
mémes lignes d'action que les premieres. Le polygone de ces
vecteurs est touttracé; ¢’est la figurerectiligme m,m,.....mq. 1.
A Taide de la méme distance polaire mesurée par d, construi-
sons un polygone funiculaire w'a’a’;.....a0,¢" des noavelles
forces. Appelons m',,m’y,.....mwq1 les intersections des cOtés
successifs de ce polygone avec la droite L ;1a somme

A N A L
sera représentée par le produit

’ 4 .
m may, . d
ct, comme on a

on voit que la somme des moments du second ordre
(n O R e e L
scra exprimée par le produit

my My, B

On passera de méme aux moments du troisitme ordre. En
effet, un terme quelconque v,z de la somme (7) est égal au
produit

m'km'k+i .d?

Posons done

My — v,

et regardons les segments

T T A T
comme les vecteurs d’'un systeme de forces paralleles ayant
les mémes lignes d’action que les précédentes. A l'aide du
polygone m'my.....m s de ces vecteurs et de la distance po-
laire d, tragons un polygone funiculaire w”o”;a".....a" 0 des
nouvelles forees; puis, appelons 7" ,m";,....m" s 14 les lnlersee-
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tions des cotés successifs de ce polygone avee la droile L. La
somme

17 ”
R e Tt e T
sera représentée par le produit

mm sy . d;
et, comme on a

” vix?
Vg = FIRN

on voit que la somme
vz nn’ 4. ... -+ 27,

des nmoments du troisieme ordre sera exprimée par le produit

”

K m”,.+1 a>,

Kt ainsi de suite.

Si la distance polaire d est prise égale a 'unité de longueur,
les valeurs numériques des sommes des moments du premier
ordre, du second ordre, du troisitme ordre, seront celles des
segments

(8) M Mgy M M, 9

mesurés & I'échelle des forces. En lout cas, sil'onne tronve
pas commode de prendre la distance polaire égale & I'u-
nité de longueur, il convient de la prendre égale & un mulli-
ple ou & une parlie aliquole simple de celte unilé, afin
que les facteurs numériques, par lesquels il faut multiplier les
valeurs des segments (8), soient & leur tour des nombres
simples.

Moments d'inertie.

J s : b ry 7 -
87. — S élant unc aire plane et homogene, © un élément in-
finiment petil de celte aire, z la distance d'un point quelconque
de © a unc droite quelconque A du plan, la somme
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étendue & lous les éléments de 1'aire 8,a une limite bien déler-
minée ; on donne a celle limite le nom de moment d'inertie de
P'aire S par rapport & la droite A.

Il est clair que, si une aire plane S est décomposée en plu-
sieurs parlies si, 8,... 5, ,s0n moment d’inertic est la somme des
momenls d’inertie des aires partielles, par rapport & la méme
droite A,

Décomposons l'aire S en bandes infiniment étroites a I'aide
de paralleéles & la droite A (fig. 57). PQQ'P’ étant I'une quel-
conque de ces bandes, parlageons-la & son tour, & I'aide de
perpendiculaires a A, en rectangles infiniments pelits tels que
IKK'T’ ; enfin, désignons par x la distance qui sépare la droite
A de Vordonnée moyenne MM’ de la bande PQQ'P’, par s
l'aire de celle bande el par wl'aire durectangle IKK'T. Onaura
pour le moment d'inertic de laire S '

I =1Jim Zwa?,
et par suile, en groupant ensemble tous les éléments o d'une
méme bande, pour lesquels « a évidemment la méme valeur :

I —=1lim ¥ sz*

le signe X s'étendant alors & toutes les bandes.
Mais on n’altere pas la limile précédente en substituant &
Faire s de lu bande le produit

v=y.h,

de son ordonnée moyenne MM’ = y par sa largeur 4, qui en
differe infiniment peu. Dés lors si l'on considere » comme le
vecteur d'une force dont la ligne d’action serait I'ordonnée
moyenne MM', on voit que le moment d'inertic I est la
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limite de la somme
Tu.xt

des moments du second ordre des forces (») par rapport & un
point quelconque de la droite A. '

Pour déterminer graphiquement, d'une maniere approxima-
tive, le moment d’inertie I de 'aire S, on subslituera, aux ban-
des infiniment étroites que nous venons de considérer, des
bandes ayant des largeurs finies mais assez petites pour que
I'on puisse, sans errcur sensible, prendre pour mesure des aires

Sty Saeee Sny
de ces bandes qui seront en nombre fini, les produits
Vy=Ylu, Oa=Ylta, e+ v+« Un = Yalin

des ordonnées moyennes parles largeurs. On sera ainsi ramené
a I'évaluation de la somme des moments du second ordre

T A T R R

probléeme déja résolu au numéro précédent.

Il'y aura d'ailleurs avantage, comme nous I'avons ddja dit
au n® 95, & prendre les bandes de méme largeur, afin d’éviter
la construction de quatriemes proportionnelles.

98. — Quand on doil évaluer le moment d’inertie d’une aire
plane par rapport & diverses droites de son plan, au licu d’'opé-
rerséparément pour chacune de ces droites comme nous venons
de l'indiquer, on peut abréger beaucoup le travail en utilisant
deux théoremes importants, qui montrent comment varie le
moment d'inertie I lorsque la droite A se déplace dans le plan
de I'aire S.

Mais une définition préalable est nécessaire pour simplifier
I'énoncé de ces deux propositions.

On appelle rayon de giration d'une aire S, par rapport 4 une

. . , 1
droite A de son plan, la racine carrée du rapport 3 obtenu en

divisant par l'aire S le moment d’inertie I de cette aire par
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rapport & A ; de sorte qu’en désignant par p ce rayon de gira-
tion, on a
[=Sg.

Cela posé, considérons la parallele A”a la droite A menée
par le centre de gravité G de I'aire S; s0il w un élément infini-
ment petit quelconque de cette aive, M un point de o, P et I
ses projections sur A et A', et @, z, ' les segments PP’, PM|
MP’ (fig. 88), On a :

S’ =I=ZXuwr’=Zw(a—z)

ou en développant le carré et observant que w2z’ est nul(n® 86)
puisque la droite A" passe par le centre de gravité,
Sp! = a*Zw + Tz,
el enfin, en appelant ' le rayon de giration relatifa A”:
' Pﬂ = a® + Piz
Donc : le rayon de giration d’une aire plane, par rapport d
une droite de son plan, est I'hypoténuse d’'un triangle rectan-

gle qui a pour cités de Langle droit, le rayon de giration relaltf
a la paralléle menée par le centre de gravité et la distance des

deux paralléles.
D’apres ce théoreme, tout se réduit a chercher les moments

d’inertie autour des droites passaat par le centre de gravité.

"
phuacaas o--{p
8
a A
Fig, 58, Fig. 50.
99. — P’renons maintenant deux axes de coordonnées rec-

tilignes Gz et Gy passant par le centre de gravité. G ; soit GL
une droite quelconque passaul par ce centre, et p le rayon de
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giration de l'aire S par rapport & celte droite (fig. 59). Portons
sur GL une longueur GN égale a

~r

’

™|

% étant une longueur introduite pour I'homogénéité, ct dési-
guons par z ely les coordonnées du poinl N. Enfin, » étant un
élément de l'aire S,désignons par z” et ' les coordonnées d'un
point M de . Nous aurons, en appelant P la projection de M

sur OL :
S¢* = o MF* = Yo (MP.GN)?
Mais la parenthiése représente le double de Vaire du triangle
GMN, aire qui a pour expression?! ;
(zy' —yx') sin B

6 étant I'angle des axes coordonnés. On a donc

. sin?d __ , e
S = --—ZXo @y —yx),
ou
Az — 2Bax =
2 y+ (‘/ sin? 0
en posant :
Emy” Em.):'y’ Tex’?
S A 5 =B 5 =6

Ilrésulle de Ja que le lieu des points N est une conique ayant
I'origine pour centre, et par suile est une ellipse, puisque,
d’apres la définition de GN,tousles rayons de cette courbe sont
finis lorsque I'aire S est, comme nous le supposons, limitée
par un contour fermé.

On a done ce théortme :

4. C’est un résultat bien connu ; en tout cas, on l'oblient immédiatement
en observant que le triangle en question est égal 4 la somme du triangle GMm
et du trapéze MmaN diminuée du triangle GNn, ¢'est-i-dire &

sin 0
2

1
(=Y + (2~ @)y + ) — 2y] = g (a)f — ') sin 0
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87, sur les diverses droites issues du centre de gravité G d'une
aireplane S, on porte des longueurs inversement proportionnelles
auz rayons de giration relatifs a ces droites, le heu des ewtré-
miteés de ces longueurs est une ellipse.

On donne & cetle ellipse le nom d’ellipse centrale d'inertie,

Nous ne nous étendrons pas sur les propriétés de cette ellipse
d'inertic ; le lecteur trouvera, sur ce sujet, tous les développe-
ments qu'il comporte dansle beau traité de Statique graphique
(2° édition) de M. Maurice Lévy. Nous nous bornerons 4 indi-
quer bribvement le parti qu’on peut en lirer.

Une ellipse,dont le centre est connu,est délerminée par trois
points, Il suffira donc de connajtre ou de déterminer graphi-
quement les moments d'inertie d’une aire S, par rapport & ¢rots
droites passant par son centre de gravité G, pour pouvoir cons-
truive T'ellipse centrale correspondante et, par suite, pour obte-
nir simplement le moment d’inertie de I'aire, d’abord par rap-
port & une droite quelconque passant par G, puis (n° 98) par
rapport & une droite quelconque du plan.

Il suffit méme de connaitre Ies moments d'inertie de I'aire S
par rapport & deux droites passant par G, pourvu que ces deux
droites soient dirigées suivant deux diametres conjugués de
I'ellipse. Or, on connait deux telles directions, des que l'aire S
admet un diameétre. Ce diamelre Gz" qui passe par G (n° 835), et
la parallele Gy" menée par G aux cordes que G’ divise en
deux parties égales, sont dirigés suivant denx diamitres
conjugués de I'ellipse centrale. En effet,sil’onrapperte Iellipse
aux deuxaxes de coordonndes Gz"et Gy', et siz’ et y' désignent
les coordonndes d'un élément  de I'aire S, on a évidemment
Ywz'y'==0, puisque & lout élément » en répond un autre ayant
méme abscisse ' que w, mais une ordonnée — 7' égale et de
signe contraire 4 celle de w. L'équation de I'ellipse d’inertie
rapportée & Gz’ et Gy’ ne contient donc pas de terme en xy,et
par conséquent les droites Gz’ et Gy’ forment ur systeme de
diamgtres conjugués.

Enparticulier, si I'aire S admet un axe de symétrie, cet. axe
et sa perpendiculaire menée par le centre de gravité G,sont les
axes de symétrie de l'ellipse centrale, et il suffit, pour construire

Iellipse,de déterminer les moments d'inerlie relalifs & cesdeux
8
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droites, qu'on nomme moments dinertie principauz. Cest ce
qui arrive le plus souvent dans la pratique. Pour le rectangle,
pour les fers & double T, etc., les formules ou les tables des
usines donnent les deux moments d’inertie principaux ; I'el-
lipse cenirale en résulte immédiatement et par suite les mo-
ments d’inertie relatifs aux diverses droiles du plan.

100. — Ajoutons enfin que l'on prut remplacer les tracés
graphiques,pour les centres de gravité et les moments d'inertie,
par 'emploi des intégrateurs d’Amsler et de M. Marcel Deprez;
ces instruments, qui méritent d’étre de plus en plus répandus
dans les ateliers, font connaitre & la fois, par de simples lee-
tures, l'aire, le centre de gravité et le moment d’inertie.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VIIL

POUTRE DROITE A DEUX APPUIS:
CNARGES FIXES

Objet de ce chapitre.

101.— Nous avons ditaun® 71, ce qu'on entend par pouire
drotte. Nous supposons icl que la poutre, que nous représen-
{ons par sa fibre moyenne AB, repose par ses extrémités A et
B sur deux appuis de niveau, et qu'clle soit soumise & des
forces verticales situées, comme lcs points d'appui, dans le
plande symétrie que nous prendrons pour le plan de la figure.

Dans ces conditions, les forces extérieures étant normales
4 la fibre moyenne, les tensions ou compressions disparaissent
{n°78), et il ne reste plus que les moments fléchissants et les
efforts tranchants. L’objet principal de ce chapitre est la dé-
termination graphique des valeurs que prennent ce moment et
cet effort dans les diverses sections transversales de la poutre
c’est-a-dire dans les seclious perpendiculaires & la fibre
moyenne.

Ily a plusieurs cas a distinguer, suivant le mode de réparti-
tion des forces. Les charges peuvent étre isolées ou continues,
et, dans cette derniere hypothese, réparties uniformément, ou
suivant une loi quelconque, sur la totalité ou seulement sur
une portion de la longueur de la pikce.

Nous traiterons aussi le cas ou la pikce est encastrée par un
bout et libre a l'autre extrémité.
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Eufin, nous terminerons parla construction delaligne élas-
tique c'esl-a-dire de la ligne movenne déformée.

Charges eoncentrécs.

102, — 1l convient de commencer par le cas ou les charges
verticales sont des forces isolées Ty, F,; Iy, F, (fig. 60). Nous
faisons d'aillcurs abstraction du poids de la poutre.

La premiere chosc & faire est Ja recherche des réactions des
appuis.

Cesréactions Ret R’ sont verticales et appliquées aux points
A et B clles doivent équilibrer les forces Fy, Fy, Fy, F,. Leur
détermination est un probleme connu (ne 51). Aprés avoir
construit le polvgone des vecteurs «, @, a,a, a; des forces
données F,, F,, F;, F,, on trace, a I'aide d'un pdle =, un poly-
gone funiculaire o'a,2,2,%,9" des mémes forces ; on prend l'in-
Yersection ¢ du premier c6té avee la verticale de I'appui A et
Uintersection & du dernier edlé avee la verticale de 'appui B ;
des lors si 'on mene,parle pole 7,la parallele zV & laligne de
de cloture abd, les segmenls Ve, et @,V sont respectivement
les vecteurs des réactions R et R’, qui sont ainsi pleinement
déterminées.

103. — Passons aux moments {léchissants.

Counsidérons une section transversale quelconque I'; le mo-
ment fléchissant correspondant est la somme des moments par
rapporl au point 1 des forces R, ¥y, F,, ¥, situées a gauche de
ce point, et cctte somme s’exprime (n° 43) par le produit

k=.OM

de la distance polaire §= par I'ordonnée OM du polygone funi-
culaire qui ost sur la verticale du point 1. Nous rappelons d’ail-
leurs que d’apres nos conventions, Az et Ay indiquent le sens
posilif des segments horizontaux et des segments verticaux.
Les deux facleurs du moment fléchissant sont done ici posi-
lifs, ct par suite ce moment lui-méme est positif.

On donne au polygone funiculaire @x, zy0,0.,0 le nom de dia-
gramme des moments fléchissants, parce que les ordonnées de
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cetle ligne, comptées & parlir de la ligne de cldture ab, sont
proporlionnelles aux moments fléchissants des sections lrans-
versales passani par ces ordonnécs ;le facteur Az reste en effet
invariable quand on déplace la section.

N Ny L, ___]a;
1 1, | |
: 5 _L__—-I—-——aa
| |
o IR u\
‘LI TV P VI K N\
U b k- T
: h ,_____/
I 1 1] iy
I
|
1 n, s
| :
i
yl
Fig. 60.

On voil que,lorsque le point M se déplace sur un coté quel-
conque du polygone funiculaire, dans le sens @, x,232,6, 'or-
donnée OM croit ou décroit suivant que le cdté considéré est
situéau-dessous ou au-dessus dela paralleled ab menée pari'o-
rigine de ce coté. Il suit de Ja que le moment fléchissant est
maximum lorsque M est en un sommet du polygone ; et ce
sommel (ici o) est caractérisé par celte propriété que les deux
eoOLés conséeutifs dont il est U'intersection vont couper la ligne
de cloture ab, 'un & droite, lautre & gauche de Pordonnde
de ce point.

Ainsi le moment {léchissant, nul en A, augmente, devient
maximum dans la seclion passant par Iy, pnis diminue pour
devenir égal & zéro au point B.
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104, — Considérons enfin les efforts tranchants.

L’effort tranchant en I a pour ligne d’action la verticale de
ce point ; il est d'ailleurs égal en grandeur et en signe & la
somme des projections, sur celte verticale, des forces R, F;,
F;, Fy qui agissent & gauche de I'; son vecteur est donc

Va, 4 a, a; + ay a; 4 a, a,,
c’est-a-dire
Va, ou un,

u et n désignant la projection de V et de @, sur la verticale du
point I. On voit qu'il est ici positif pour la section con-
sidérée.

Il ne faunt pas confondre cet effort tranchant avec la résul-
tante des forces R, F,, F,, Fy; celle résultante a bien pour
veeteur Va, ou un ; mais clle agit snivant la verticale du point
S ol le ¢6té «yx, va rencontrer la ligne de cloture ad
(n® 38).

Le lieu des points n est le diagramme des efforts tranchants ;
c’est une ligne brisée ngd' w0 gy’ n,n’; a colés alternative-
ment horizontaux et verticaux ; ses ordonnées, telles que un,
comptées & parlir de ’harizontale du point V, donnent en gran-
deur, position et sens,les efforts tranchants relatifs aux sections
transversales passant par ces coordonnécs.

En A Teffort tranchant est égal & wg, ou Vay, 1l est néga-
tif ; entre les verticales A et F, il reste égal & uyn, ; enlre les
verticales F, et Ty, il est égal & wn, ou Va,, en sorte que dans
la section F, il passe brusquement de la valeur u,n, & w,n, ; et
ainsi de suile. On voit qu’ici, dans la section Fy, il passe de la
valeur négalive u,n, 4 la valeur posilive «'yng; puis il reste po-
sitif et il prend sa valeur la plus grande dans la section B ot il
est égal & Va,.

Il est aisé de voir que la section (ici Fy) dans laquelle
Peffort tranchant passe du négalif au posilif et par suite s’an-
nule, est précisément la section dans laquelle le moment {lé-
chissant est maximum. En effet cet effort est représentd par
Va1 lorsque la section tombe entre les verticales Iy et Fipy
c'est-a-dire lorsque cette section coupe le cOté oy @i 1 du po-
Iygone funiculaire qui est parallele au rayon =@ il est néga-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRE DROITE A DEUX APPUIS: CHARGES FIXES 119

tif quand zai+, est au-dessus de =V cest-a-dire quand wyzti+s V2
couper ab & gauche; il est positif au contraire quand wa,4 est
au-dessous de =V c’esl-a-dire quand a;%44 va couper ad a
droite. Il est done égal & zéro, lorsque la section passe par le
sommet commun & deux cOtés qui vont couper ab I'un a droite,
lautre & gauche ;or c'est précisément dans ceite section, nous
Favons vu au numéro précédent, que le moment fléchissant est
maximur.

C'est d'ailleurs 12 une proposition générale déja démontrée
au n°® 8% ; mais il n'6tail pas sans intérét de la retrouver, dans
dans ce cas particulier, comme conséquence de nos traces.

105. — On peut, si on le désire, faire en sorte que la ligne
de cloture ab du polygone funiculaire soit horizontale ; il suffit
de-placer les pointsa et & & volonté sur les verticales des points
A et B, pourvu qu’'on leur donne le méme niveau ; I'on tombo
ainsi sur le probleme connu (n°29): tracer avec une distance po-
laire donnée un polygone funiculaire w'a;a,0:2,9” dun systeme
de forces (I',,I,,F,,F,; aa,0,0,a,),de fagon que le premier c6té
o'z, passe par le point a et le dernier coté «,9" par le point b.

Emploi des échelles.

106 . — Nous n’aurions plus rien & ajouter sur la détermina-
tion des moments fléchissants et des efforts tranchants de la
poutre considérée dans les n* 102, 103, 104, si I'épure était
exécutée en vraie grandeur,c'est-a-dire si une droite de I'épure,
égale 4 1 mbtre, représentait un metre ou une tonne suivant
que cette droite désigne une longueur ou une force ; alors un,
kw, et OM étant mesurés sur I'épure et ayant été trouvés, par
exemple, respectivement égaux a 0,003, 0=,013, 0,011, 'ef-
fort tranchant en I serait égal a '

Otunne)oos,
et le moment fléchissant i,

(0,013 >< 0,011) ou 0,000143 metres tonnes,
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Mais on ne peat évidemment opérer de la sorte, et on est
obligé d’avoir recours & ’emploi de deux échelles, I'une pour
les longueurs, 1'autre pour les forces.

A étant un nombre donné, on dit que ’échelle des longuenrs

1 Y z 2z yr
est 3 lorsque une longueur de 4 metre est représentée sur 1'é-
. . .
pure par une fraction de metre égale & - ; alors une longueur
. A
. ; ; ., L
de L métres est représentée par une longueur égale a 5. Tar

P 1 R
exemple, si Péchelle est 505 une longuear de 8 mutres scra

représentée sur la fenille de dessin par 4 centimetres. Inverse-
ment, si une droite mesurée sur 'épure est égale a 4 centime-
tres, la vraie grandeur de cette droite ou, comme on dit sou-
vent, cette droile évaluée g I'échelle des longueurs sera égale
4 0™,04 ><200 = 8 métres.

De méme, o étant un nombre donné, on dit que I'échelle des

1 . . .
forces est - , lorsqu'une tonne est représentée sur I'épure par
¢ .
. N . !
une fraction de metre égale 4 - ; alors une force de F tonnes
¢
. : F.
scra représentée par une droile ayant - melres de longueur,
?

- !
Par exemple, si I'échelle des forces est oo ume charge de 4

tonnes sera figurée par une droite égale a 07,04. Inversement,
sile vecteur d'une force, mesuré sur la feuille de dessin, est
égal a 0™,0%, la grandeur de la force, ou, comme on dit
souvent, le vecleur évalué ¢ ['échelle des forces sera égal &
0,04 . 100 = % tonnes.

107. — Ces définitions étant bien comprises, supposons que
nous ayons 4 faire une épure analogue ala précédente. Les
données sont : 1° les valeurs, en métres,

LJXMXQ’XIHX/.

de la longueunr de la poutre ¢t des distances qui séparent I'ex-
trémité gauche des points d'application des forces directement
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appliquées ; 2° les valeurs, en tonnes,

Fy,Fy, By, F,
de ces forces.

i
Aprés avolr choisi les échelles s et~ Fdes longeurs et des for-
?
ces, on tracera sur I'épure la droite AB qui représente Ja pou-
, ; . L .
fre et quon prendra égale a 7+ On portera ensuile sur cette

droile des longucurs égales )i ,‘f , )%‘ ~ de gauche & droile &
apartirdu point A, et les verlicales menécs par les extrémités
de ces segments représenteront les lignes d'action des forces
FlaFi;Faaf

On prendra ensuite sur une verticale, par eumple sar (’(‘llo
du point B, des segmenls

ay71,,a,a,,a,a,,a,7;
respectivement égaux a:
F, ¥,

? ? ¢ ?

On aura ainsi le polygone des vecteurs, et aprés avoir choist
4 volonté un pole =, o1l tracera,comme il a élé dit,le polygone
funiculaire o'aa2y2,9’, sa ]lgne de cloture ab, la p.xralldo =V
a ab, ct enfin la ligne ngi'n,.....a, représentatne des efforts
tranchants.

Cela fait, on évaluera en metres, sur la feuille de dessin, les
droites :

Va,, aV, un, kx, OM

et 'on aura ;
Réaction — (Va, . ¢) tonnes.-
Réaction = (&;V . <? tonnes.

Effort tranchant en I = (nn . 9) tonues,
Moment fléchissant en I == (k= . % . OM . o) mitres tonnes.

En d’autres termes, et plus brievement, les réactions et effort
tranchant seront égaux aux droites Va,, @V, un évaluées a
I'échelle des forces, el le moment fléchissant sera égal au pro-
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duit &= . OM, le premicr facteur étant évalué a 1'échelle des
longueurs et le second & I'échelle des forces.

108.—Aulieude laisser arbitraire la distance polaire 3=k,
on la choisit souvent de telle sorte qu'on obtienne, en métres
tonnes, la valeur des moments fléchissants en multipliant par
un nombre simple p, fixé & 'avance, la valeur de P'ordonnée
correspondante OM du polygone funiculaire mesurée en métres
sur I'épure.

Il suffit pour cela qu’on ait

d’otr 2

On dit alors que I'ordonnée OM représente Ie moment flé-

. ey i

- chissant i 1'échelle de -.
o
)

Par exemple, supposons qu’on ait :
1 1 1
> 2007 ¢ 400

en sorte que chaque millimotre de 'ordonnée OM représente un
metre tonne ; la distance polaire § devra &ire égale sur I'é-

pure &
1000 &

200.400 20 07,05.

Nous nous sommes étendus longuement sur l'émploi des
échelles, bien que la chose n’offre pas an fond de difficulté sé-
ricuse ; mais les débutants s’y méprennent fréquemment, et
nous avons voulu leur éviter tout embarras.

Charge continue.

109. — Considérons maintenant le cas ol la poulre AD est
soumise & une charge continue.
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Reportons-nous, pour un instant, au n° 67 et a la figure 47.

Soit AA'B'B l'aire qui représente la charge et qui est
d’ailleurs limitée par une ligne quelconque A'B’. Supposons
enfin, qu'en suivant le procédé indiqué au n° 67, on ait cons-
truit la courbe funiculaire correspondante.

Cela posé, puisque (n° 63) les propriélés des polygones fu-
niculaires subsistent pour les courbes qui en sont les limites,

p!
=
i
1

B,

jonl

7

=

ﬁl

]

1

]

]

e

]

[
]

|
[}
\' ——T SRR SR

N ] I
- 1 |
1 1

X 0 e, vV

Fig. 61.

nous pourrons, d’apres ce qui a été établi pour les chargesiso-
lées, énoncer les résultats suivants:

1° En menant par le pdle = la parallele =V (fig. 61) a la li-
gne de cloture «, oy, on aura les vecteurs Va et 4V des réac-
tions R et R" des points d’appui A et B.

Observons que,si on voulait déterminer sculement les réac-
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tions des appuis, point ne serait besoin de construirela courbe
funiculaire. Ces réactions devant faire équilibre aux forces in-
finiment petites dont I'ensemble constitue la charge continue,
on peut remplacer ces forces infiniment petites par leur résul-
tante, qui est proportionnelle a I'aire AA'B'B et a pour ligne
d’action ]a verticale du centre de gravité de cetle aire ;ab étant
le vecteur de celte résullante, on construirait un polygone fu-
niculaire de cette force unique; ce polygone se composerait
de deux cbtés; on prendrait I'intersection du premier avec la
verticale du point A et I'intersection du second avec la verli-
cale de B. En joignant les deux points ainsi obtenus, on aurait
la ligne de cloture,a laquelle on ménerait, par le pole, une pa-
rallele qui déterminerait sur ad les segments qui sont les vee-
teurs des réactions.

Il résulte d’ailleurs du no 31 que, si pour construire ce poly-
gone faniculaire & deux cotés, on adoplait le méme pdle = que
pour la courbe funiculaire, et si I'on faisait passer Je premier
cOté par ¢, les deux cdtés seraient précisément les tangentes
en g, et «, & la courbe ; laligne de cloture serait done laméme
et par suite aussi sa parallele = V.

2" Le moment fléchissant en une section quelconque M sera
égal au produit de la distance polaire § par l'ordonnée y=1I.
dela courbe funiculaire, cette ordonnée étant comptée sur la
verlicale du point M et & partir de la cloture.

On voit ainsi que le moment fléchissant, nul en A, aug-
mente jusqu’a‘un certain maximum, puis diminue pour rede-
venir nul au point B. On obtient d’ailleurs I'extrémité p.” de
Vordonnée maximum en menant #la courbe funiculaire la lan-
gente parallele a la ligne de cloture.

3" Quant & I'effort tranchant dans la section M, il est repré-
senté par le segment Vi dont Pextirémilé s s’obtient en me-
nant le rayon polaire mm parallele & la tangente en p. & la
courbe funiculaire. Si I'on transporte ce segment en un sur la
verticale du point M, & l'aide des horizontales Vi, mn, on ob-
tient le point 2 dont le lieu nod, est le diagramme des ef-
forts tranchants.

L’ordonnée de cette ligne comptée & partirde I'horizontale
VX, c’est-a-dire I'effort tranchant, change de signeau point o
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qui est sur la verlicale du point ', allendu que le rayon po-
laire =V, étant parallele a la ligne de cléture, est par la méme
parallele & la tangente en p'. Cesl une vérification de la pro-
priété générale démoaltrée au n° 8.

110. —Nous devons, en vue de la pratique, ajouler encore -
quelques indications sur ['emploi des échelles.

Nous prenons ici, comme nous I'avons déja fait et comme
nous le ferons toujours dorénavant, le metre pour unité de lon-
gueur et la tonne pour unité de charge.

Soit ;—\ I'échelle des Jongueurs, en sorte que un metre de 1'é-
pure représcnle X metres. La poulre de longueur L, sera repré-
scntée (fig. 60) par la droite AB — ;‘,et si Mest le point de AB
qui figure le point de la poulre dans I'abscisse vraie est X, on
aura AM :)E

Soil p le coefficient de charge ; c'est une fonction de X dont
la valeur numérique cst connue pour chaque valeur de X, Ele-

- . . » P .
vons au point M une ordonnée MM’ égaled— , r étant unnom-
"

bre choisi a volonlé pour la commodité de I'épure. La ligne
A'M'B’, licu des points M’ représente la ligne des charges, et
l'aire AA'M'B'B représente la surface de charge; il faut enten-
dre par la que, siCct Msont deux poinls quelconques de AB,
la charge, sur la partie de la poulre comprise entre les denx
points correspondants, est

7. . aire CCM'M ;

i i . .
— . —:=— et si, en mesurant 'aire CC/
100" » 50
M'M sur I'épure on trouve 0™9,0003, la charge considérie

sera

.1
par exemple, si ;=

0,0003><100.50=15

c'est-a-dire une tonne et demie. PPour le prouver, il suffit évi-
demment de considérer un élément infiniment petit MMM, M,
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del'aire ; or la charge sur la partie dX de la poutre,qui répond
al'élément MM, est pdX, qu’on pecut écrire :

”Xf% d (;) == 7. aire MM'M,"M,

Cela posé, divisons l'aire totale AA” BB, (fig. 47}, par des
ordonndes verticales 11', 22',33', 44, en plusieurs parties d'ail-
leurs quelconques ; (dans la pratique, on les prend asscz petites
pour qu’on puisse les assimiler a des trapezes rectilignes).
Soient 8,, 8,;, 8;, S,, les aires de ces parties mesurées sur
I'épure, et imaginons des forces F,, Fy, F;, F,, agissant de
haut en bas suivant les verlicales des centres de gravité
Gy, Gy, Gy, G, des aires particlles et ayanl respectivement pour
intensités

™Sy, ™S, mMmS,, S,

Construisons le polygone des vecteurs a, a, a, a, a; de ces
forces, en prenant

¥, F, F F,

. 38 4
UG ad:=—, GO;— ", Q@,— 7 A z3=—,
? ? ?

{ .. . s Tt ’ A
I'échelle - étant choisie a volonté. Puis, & I'aide d’un pole =,
?

conslruisons un polygone funiculaire wx, ¢; a5 «; ¢ des dites
forces. En ‘vertu du n® 64, la courbe funiculaire relative i la
‘charge répartie sera tangente aux divers cotés de ce polygone
aux points §,. 3,;, 3,, d., ol ces cOlés rencontrent les verticales
séparatrices 11', 227, 33, 4V

Il inporte d’observer que le choix du nombrer, c’est-a-dire

de l’échelle%adoplée pour les ordonnées de la ligne des

charges, n'influe enrien surles valeurs des vecteurs a,a,,@,a;...,
attendu que lorsque » change, Arestant le méme, S,,S,,...chan-
gent, de fagon que les produits rS,,7S,,... restent constaunts.

La courbe funiculaire étant ainsi construite ,on tracera la
ligne de fermeture,et le moment fléchissant relatif a la section
correspondante & un point quelconque M de AB (fig. 61),
aura pour expression

'}\?8._1/ méltres-tonnes,
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ol y désigne Y'ordonnée Iy mesurée sur I'épure et § la dis-
tance polaire mesurde aussi sur la feuille de dessin.
C’est ce qu'on exprime plus bribvement en disant que 'or-

donnée y représente le moment {léchissant & l'échelle -, ¢
0

désignant le nombre %pd.

114, — On peut constroire simplement la tangente en un
point quelconque n de la ligne représentative des cfforts
tranchants (fig. 61).

Cest la limite de la sécante nn,, n, désignantle poinl de
la courbe qui est infiniment voisin de ». Menons les verticales
des points 7 et n, et appelons M et M,, M’ et M’, les points oir
ces verlicales rencontrent la droite AB et la courbe A'B’; puis,
par M’, menons la parallele M'W, & nn,. Si on désigne par £ le
point ou Mn, rencontre zm, on voit que les triangles M'MW,
et nkn, ont leurs cOtés paralleles ; de 13, la proportion

MW, =k - MM, .

MM~ mnk rm

r élant le point ou lhorizonlale du point n, coupe la ligne
des vecteurs. On en déduit

AW, MMM

rm

Mais, la numérateur est 'aire du rectangle M'MM,N ; quant au
dénominateur #m, d’apres la manitre dont on a construit le
polygone des vecteurs (n° 110), on a

aire MM'M’, M,
= — r.A
?

rm

On a donc
¢ aire M'MM,N

4 ——
MW, = 7} aire MMM, M’

et, & la limite,

MW = i

De la cette regle : portez sur AB, a partir de la section M
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considérée, un segment MYV égal :‘1:— ; la parallele & MW,

) )
menée par n, seralatangente, en ce point 2, au diagramme des
efforts tranchants,

Remarquons encore que dans le cas des charges isolées
aussi bien que dans celui de la charge continue, les valeurs
minima et maxima de 'effort tranchant (uy e, et Va, dans la
figure 69, 2,7, ct Vo dans la figure 61) sont égales en valeur
absolue aux réactions R et R’ des appuis A et B.

Charge unifermément répartie

132. — Le cas le plus intéressant de la charge continue est
celui ol celte charge est uniforme.

Alors la ligne des charges A’B’ est une ligne droite paral-
lele 3 AB; la courbe funiculaire est une parabole & axe ver-
tical (n° 70). Enfin la ligne représentative des efforts tran-
chants est une droile; ce dernier fait résulte de ce que la
direction M'W de la tangente & cctte ligne (fig. 61) reste
invariable, puisque les cotés de 1’angle droit du triangle M'MW
sont constants en grandeur et direction ; on peut dire aussi
que le diagramme des moments fléchissants élant une para-
bole, son ordonnée est du second degré par rapport & Iabs-
cisse et par suite I'ordonnée du diagramme des efforts tran-
chants, qui est (n° 84%) la dérivée de la premiere, est une
fonction linéaire de I'abscissc.

Pratiquement, le tracé de Jaligne des charges A'B' n’est ici
d’ancune utilité, Les données se réduisent & la longueur L de
la poulre et & la charge p par metre courant; L est exprimé
en metres, et p en tonnes. Il est clair d’ailleurs que les réac-
tions sont ici égales entre elles ; leur valeur absolue est la

- s Aime & .
moitié de la charge totale, c’est-a-dirc égale & 3 pL tonnes.
. . e Y
Apres avoir choisi 'échelle des longueurs 5 et I'échelle des

1 . L .
forces -, on tracera une horizontale AB = T que représentera
P
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la fibre moyennc de la poutre (fig. 62). Puis,sur une verticale,
par exemple sur la verticale du point B, on portera deux lon-

L
gueurs aV, Vb égales 'une et I'autre & g—, en sortec quec ab
P

sera le vecteur de Ja charge totale, et Va, 6V les vecteurs des
réactions,

Fig. 62.

A Taide d'un pole = pris & volonté on construira le polygone
funiculaire wap d'une force égale & la charge tolale et ayant
pour ligne d’action la verticale menée par le milieu I de AB.
La parabole qui représente la courbe funiculaire de la charge
uniforme sera (n° 70) tangente aux c6lés wx et xp de ce poly-
gone aux points «, et o, ol ces deux cd1és rencontrent respec-
tivement Jes verticales des points d’appui.

Cette parabole dont les diametres sont verticaux est donc
bien délerminée; on la tracera d’apres les procédés indiqueés
au n° 70. Son équation est 'équation (7) de la page 79.

Une vérification s’offrira ici d’eclle-méme ; la ligne de cléture
a,2s devra se trouver parallele & =V, puisque Va et 4V sont

les valeurs des réactions. -
9
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Enfin si 'on méne les horizontales Vu,, an,, la droite n.b
sera la ligne représenlative des cfforts tranchants. Cette droile
devra d’ailleurs couper Vu, en son milieu, c¢’est-a-dire sur la
verlicale du point I.

Il faudra multiplier par ¢ les ordonnées de la droite 2,0,
mesurées sur I'épure et complées a partir de Vi, pour avoir,en
tonnes, les efforts tranchants. Pour avoir les moments fléchis-
sants en metre-tonnes, on mullipliera par o le produit »3 de
I'ordonnde de la parabole comptée a parlir de ayx, par la dis-
tance polaire §, # et § étant, bien enlendu, mesurés sor
Iépure.

Le moment fléchissant maximum sera

SK.3.29,

SK élant I'ordonnée correspondant au milieu de la poutre.
On peut déduire de la figure la valeur algébrique de ce mo-
ment en fonction des données p et L.
En effet, on a d’abord

SK:%SU.;

puis, les triangles a colés paralleles «,aS, ez ¥ donnent
S&( . ugS . AI
v  Vx &
d’ou
- 1
S.SIXZ;HCIV.AI
el par suite

lq;S.Sl’:é(AI.x)(aV.q;) ,

Le moment fléchissant maximum a donc pour valeur

L L

1 1
2 2 2 8PL'

Cette formule qu'il est utile de connaitre résulterait d’ailleurs
do Uexpression (8) de la page 79,

113, — Nous avons choisi le pole » arbitraircment. Si on
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voulait que la ligne de cldture a,a, fut horizontale, il suffirait
de prendre le péle sur I'horizontale du point V.
C’est cette disposition qu'on adopte de préférence,lorsqu’on
n'a pas de raison pour choisir le pole d’une fagcon particuliere.
114. — La figure 63 est relative au cas ot la charge uni-
forme ne regne que sur une portion X,X; de la poutre AB.

R-va R-bv

Fig. 63.

ab étant le vecteur de cette charge supposée remplacée par
une force unique agissant suivant la verticale du milieu de
X.X;, on a construit & l'aide d'un pdle =, un polygone
funiculaire wa,o de cette force ; la parallele 'V alaligne de
cloture « 2, détermine les vecteurs Ve ct &V des réactions R
et R’ des appuis A et B.

Le diagramme des momenis fléchissants se compose de
trois parties. La premiere et la derniere sont rectilignes ; ce
sont les portions «yz, et z,a, des cOiés wa, et a,9, interceptées
respectivement entre les verticales de A et de X, et enire les
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verticales de X, et de B. La partic intermédiaire qui répond a
la partie chargée de la poutre, est un arc de parabole x Az,
& axe vertical et dont les tangentes en z; et z; sont wxy et 2.
(n° 64). Les ordonnées de la ligne o,z,kzsz; comptées a partir
de la ligne de cloture seront proportionnelles aux moments
fléchissants, dont le maximum répondra au point de contact
m de la langente m¢ parallele & a0, oud V.

Quant au diagramme des efforts tranchants, il se compose
de trois parties rectilignes. Les deux extrémes, celles qui
répondent aux parties non chargées de la poutre, sont les
horizontales ngn, el 7,6 ; la partie intermédiaire n,n, doit,
comme vérification, passer par le point O ol la verlicale du
point m renconlre 'horizontale Vg, puisque effort tranchant
s’annule quant le moment fléchissant est maximum.

115. — La poulre représentée dans la figure 64 est soumise
a deux charges continues uniformes et qui ritgnent, I'une sur
une partie de la picce, I'antre sur le reste de sa longuear.

Le rectangle AA'’X/'X, représente la charge uniformément
réparlie sur AX| et le rectangle X,X";B'B la charge uniformé-
ment répartie sur X,B.

Désignons par ¥ et F deux forces proportionnelles aux
aires de ces rectangles et respectivement appliquées suivant
les verticales des centres de gravité G et G' de ces aires.

acctch élant les vecteursde I et de I, el = un pole arbitraire,
construisons un polygone funiculaire wx,x,p de ces deux forces
et désignons par «, et o; les points de renconlre des colés
exirémes avee les verlicales des appuis A et B. La parallile
=V & la ligne de cldture o425 délerminera les vecteurs Ve et 4Y
des réactions R et R de ces appuis.

La diagramme des moments fléchissants se composera ici de
deux arcs de parabole & axe vertical ; 1'un o,z est tangent en
&y 4wy el en z & oy Paulre za, touche en z le coté xa2, et
en u, le eolé oy (n° 64). Ces arcs se raccordent done au point
z, ot on alout ce qu’il faut pour les construire (n° 70).

Le diagramme des efforts tranchants sc compose de deux
parlies rectilignes nn, et n,6, lune relative 3 la portion AX,
de la poutre, Paulre & la portion X,B; leur point commun »,
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est I'intersection de la verticale du point X, et de 'horizontale
du point ¢. Enfin le point O ou eette ligne brisée nyn,b rencon-
tre I'horizontale Vi, donne la section Oml ol l'effort tran-

R.va R-Lv

chant est nul el le moment (échissant maximum; comme
vérification la tangente ms de la ligne funiculaire doit élre
parallele a la ligne de cloture o,

Charge mixte,

116, — Nous disons que la charge est mixte lorsqu’elle se
compose 4 la fois, comme dans la fig. 63, de charges concen-
trées et de charges réparties.

Soient ¥y, Fy, T les charges concentrées aux points X,, X,,
X; de la poulre. Il y a en outre, sur la portion AX,, comprise
enire I'appui A et le point X, une charge uniformément répar-
tie, représeniée par l'aire du rectangle AA'X'X,; désignons
par F, une force égale & cette aire et appliquée a son centre de
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gravité G. Enfin sur la partie X,B, comprise entre X; et I'ap-
pui B, s'exerce une charge uniformément répartie, repré-
scntée par l'aire X,X',B'B; décomposons cette aire en deux
X, XX X,, X;X;B'B, et désignons par F, ct F; des forces
égales & ces deux aires et appliquées en leurs centres de gra-
vité &’ et G”.

Ran, R E, E'l IT., h]ﬂ,}?-:\,v

X, Sl
A Xu
0 | ke
1 1 ]
Al L —iB
(.\3\\‘4 : i‘\‘ EX"‘ X‘ E :X5:
\| i ! 1 |
[ 1 l ! ! i !
' ! I |
1 |
| 1
1

1

i

o '
1 L]

1 1

' [

t '

e ————————

5 A .
T | ‘L": ey

Cela posé, considérons le systeme des six forces Fy, Fy, Fy,
F.. ¥;, ¥i; construisons le polygone des vecteurs a, 4, a; a, a;
a; @, ;5 puis, & 'aide d’un pole =, tragons un polygone funicu-
laire w o, a, a, %, 25 & @, el désignons par a, et «; les points
ol les cotés exirémes wa, et 2,5 Tencontrent respectivement
les verticales des appuis; la parallele =V a la ligne de cloture
a,; déterminera les vecteurs Ve, et 4,V des réactions R et R’
des appuis A et B,
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Le diagramme des moments se composera de diverses par-
ties correspondanles aux segments dans Jaquelle la poutre AB
se lronve décomposée par les points X, X,, X;, X,, X;. Ces
parties sont : 1° un are de parabole «.z, tangente en ay & o, et

en x, & 0,235 2° une portion de droite 2,2, ; 3° une portion de
droite a,x;; 4° un arc de parabole «yx;, tangente en «, & ayx, et
en a, & o3 5°un are de parabble wsaqr, langente en o & ago
el en ¢; & a,x,. Chacune de ces trois paraboles a d’ailleurs son
axe vertical. Il importe d'observer que les deux ares parabo-
liques a,a, x,2; ne se raccordent pas ; leurs tangentes «x, et
asxg, 80U point commun as, sonl différentes; cette discontinuité
tient & la présence de la charge concentrée F,.

Le diagramme des efforts tranchants se compose de 1a droite
inclinée nyn,, des horizontales nn',, n,n;, et des deux droites
inclinées ngn,, n,a,. Les changements brusques correspon-
dant aux parties verlicales »',n,, 2y, nn, proviennent de la
présence des forces concentrées ¥y, ¥y, Fy; les deux droites
inclinées nyi,, n;n; sont d’ailleurs paralléles, puisqu’elles cor-
respondent a des charges réparties représentées par des rec-
tangles de méme hauteur.

Poutre encastrée A une extrémité et libre i l'autre,

117. — On dit qu'une pikce est encastrée & U'une de ses ex-
trémités quand sa liaison avee l'appui tend & empécher ou &
réduire la déviation en ce point de la fibre moyenne. L’encas-
trement cst dit parfait ou imparfait, suivant que la liaison
rend cette déviation absolument nulle ou seulement tres faible.
Nous supposerons ici I’encaslrement parfait.

Tandis qu'un appui simple ne donne lieu qu'a une réaction,
un encastrement développe & la fois une réaction et un couple.
Pour s’en rendre compte, il suffit de considérer la cavité M
dans laquelle est engagé l'about de la pikce (fig. 66). L'arc-
boutement aux points « et 3 fait naitre deux forces verticales
U et T de sens opposés ; et, si I'on applique au point § deux
forces verticales S et S, égales et contraires et ayant la méme
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valeur que U, on voit que tout se réduit a une réaclion dgale
aT—S8, et & un couple (U, S) dont le moment recoit le nom
de moment d’encastrement.

Fig. 66.

Cette réaction et ce couple font équilihre aux charges Fy,
F,, F, (fig. 67). Il résulte de la que la réaction R esl égale a la
somme des forces F,, F,, Iy et dirigée de bas en haut, et que
le moment d’encasirement changé de signe est égal & la somme
des moments des forces Fy, F;, F, par rapport an point B; en
d’autres termes, ce moment changé de signe est égal au mo-
ment fléchissant au point B.

Dés lors, apres avoir consiruit le polygone des vecteurs
a,maza, des forces Fy, ¥y, I, ce qui donne immédiatement la
valenr a,a, delaréaction R, on choisira arbitrairement un pole
=, et on construira un polygone funiculaire wa, x50 des forces
F,, F,, F;; le moment fléchissant dans une section quelconque
I sera égal au produit

3. pm

de la distance polaire § (évaluée & l'échelle des longueurs)
par l'ordonnée pm (évaluée & I'échelle des forces) du point
correspondant »2 de la ligne funiculaire, cette ordonnée étant
comptée a partir du premier cHié w24q.

En particulier, le moment d’encastrement sera égal &

— 3. ¢gn.

Quant & I'effort tranchant, il a pour valeur 'ordonnée de la
ligne brisée umgn’'mn'sn.a,, cette ordonnée étant comptée &
partir de I’horizontale du point a,. Egal a um, & I'extrémité
libre A ol s’exerce la force Fy,il reste constant jusqu'au point
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C ot il passe brusquement de la valeur w,n'; & wn,; puis,
il garde cette valeur jusqu'au point D ol il passe hrusque-
ment de u,n’; & u,n, pour conserver ensuite cette valeur jus-

qu'a B.

Fig. 617.

148. — La figure 68 est relative au cas ou la pouire AB,
libre en A et encastrée en B, supporte une charge uniforme
représeniée par le rectangle ABED.
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Le polygone des vecteurs sera ici un segment vertical a,a,
proportionnel & l'aire de ce rectangle, et a.a, représentera la
valeur de la réaction.

Le polygone funiculaire sera remplacé par un arc «fy3 de
parabole & axe vertical. On construira cet arc (n°® 67), &
Iaide. d'un polygone funiculaire circonscrit waa,z,ayp corres-
pondant aux forces que 1'on obliendraitl en divisant la surface
de charge en diverses parties par des verticales et concentrant
chaque charge partielle au centre de gravité de I'aire corres-
pondante ; ce polygone touche la parabole sur les verticales
des points A et B et sur les verticales séparatrices.

Les ordonnées de cette parabole comptées & partir de la tan-
gente waa; sont proportionnelles aux moments fléchissants.
Quant aux efforts tranchants, leur diagramme est la droite
wa,, u étant l'intersection de la verticale du point A et de
I'horizontale du point ,. Enfin le moment d’encastrement est
proportionnel & 8.

Poutre reposant sur deux appuis intermeédiaires.

119, — Considérons enfin le cas de deux appuis simples
A et B, mais non situés aux extrémités M et N de la poutre.

Supposons d’ailleurs la charge uniforme sur toute I'élendue
MN de la piice, soit a4’ le vecteur de la charge totale (fig. 69),
= un pdle pris & volonté et yev l'arc parabolique qui est, pour
ce pole, la courbe funiculaire des forces infiniment petites
qui constituent la charge répartie.

Les réactions R et R” devant équilibrer la charge tolale, la
somme de leurs vecteurs doit 8tre égale & a'a; soit V le point
(encore inconnu) de aa’ qui détermine ces vecteurs Va et a'V.
Le polygone funiculaire relatif au systeme total formé parla
réaction R, les charges infiniment pelites et la réaction R’, se
composera d’un premier cOté wx paralltle & ©V, d’'un second
cOlé ap. parallele & =a, de I'are parabolique pev qui est tan-
gent en p & ap, d’'un coté v3 parallele & =a’ et tangent env &
Pare parabolique, et enfin d'un dernier cdté B9 parallele a zV.
Comme ce polygone doit étre fermé, wx et B¢ doivent coinci-
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der avec la ligne fa. La ligne funiculaire complete est donc
entitrement connue; on I'oblient en joignant les points « et §
ot les langentes en p. et en v & I'arc paraholique ev rencontrent
respectivement les verticales des points d’appui A et B. Il suffit
ensuite de mener =V paralléle & £ pour avoir les vecteurs Va,
@'V des réactions R et R'.

AR AR
M P e R D, N
i AT T
! i é

. ‘: y

U S

Fig. 69.

Le moment fléchissanl en une section quelconque sera
le produit de la distance polaire par le segment inler-
cepté, entre la ligne brisée pxfv et 'arc parabolique pev, sur
la verticale relative & cette section. On voit par 1la que si,
comme dans notre figure, la droite «f coupe I'arc parabolique
vev, le moment fléchissant sera positif entre C et D, et négatif
entre M et C et entre D et N. La valeur absolue de ce moment
offre trois maximums,l'un en ¢ ou la tangente est parallele a
«8, les deux aulres en x et §. :

Menons les rayons polaires =7, ©s respectivement paralleles
aux tangentes a la parabole aux points ¢ et ¢ ou cette courbe
est renconlrée par les verlicales des appuis A et B. L'effort
tranchant nul au point M, angmente jusqu’a Uappui A ou il
passe brusquement de la valeur positive ar a la valeur négative
ar + Va = Vr; il augmente ensuite en restant négatif jus-
qu’au point E ot il devient nul et change de signe; positif de
E en B, il passc en ce point de la valeur Vs a la valeur néga-
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tive Vs + @'V = d's, puis il augmente cn reslant négatif pour
devenir nul au point N. Tout cecla résulte immédiatement de
la définition méme de Ueffort tranchant. Le diagramme est le
contour reetiligne wu”, o', u”su'yu; que l'on obtient en portant

au-dessus de l'horizontale Vuge, les segments w, = Vr,
uiy = a's et au-dessous de la méme droite les segments

w,u,” = ar, uu”y = Vs. Les trois parties w,u",, o' 0"y, o'y,
sont des droites, puisque la charge est uniforme. Comme véri-
fication, le point # ol «’,%”, rencontre w4, est sur la verti-
cale Ee.

120. — Siles appuis étaient aux extrémilés de la poulre,
le diagramme des momenls fléchissants se réduirait i I'are pa-
rabolique wev (n° 412); d’ou il suit que les moments fléchis-
sants sont plus petils pour une poutre supportée en deux
points inlermédiaires que dans une poutre de méme longueur
supportée a ses deux extrémités.

C’est d’ailleurs une étude fort aisée que celle des variations
successives de la figure, lorsque les appuis, supposés d’abord
aux extrémités M et N se rapprochent graduellement I'un de
Iautre. La parabole p.ev reste lixe, et la droite «2 qui coincide
d’abord avec v, se déplace en laissant au-dessous d'elle un
arc de parabole ye3 de plus en plus petit ; elle devient tangente
a cette courbe pour une certaine position des appuis, a partir
de laquelle tous les moments fléchissants deviennent né-
galifs.

Construction de la ligne ¢lastique.

121. — Nous I'avons dit au n° 82; ce qu’il importe de
construire, ce n'est pas la ligne élastique elle-méme e, mais
sa ligne homographique ¢, (fig. 70).

Supposons la poulre homogene, de section constante et re-

osant s X 1 85 4 sos extrémités @ Lélant sa lon-
tsur deux appuis placés 4 ses extrémités : Lélant sa lo

. 1., . L
gueur en metres et ; | échelle des longueurs, soit AB =

la ligne qui représente la poutre sur I'épure, et ap? le dia-
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gramme des moments fléchissants. Ce diagramme a été cons-
truit, comme nous l'avons expliqué aux n** 107 et 110, a I'aide

, 1 , . : )

d'une échelle des forces - et d’une distance polaire prise sur
?

I'épure égale a 3, en sorte que sil'on pose %g§ = pet sil'on

désigne par y ordonnée du diagramme mesurée sur I'épure,

on a pour le moment fléchissant M dans la seclion correspon-

dante
M= ey -
D'apres le n° 82, il s'agit de construire avec la distance po-
laire
EI
(1) A=

oii 4 est arbitraire, la couche funiculaire ¢, qui passe par les
points A et B et qui est relative a la charge fictive

P o
-M.dX, = - ydX
h P Y
s’exercant sur chaque élément dX; de AB; la charge ficlive
“sur AB sera alors
" 20
IT Ldei = ;l—';,
a désignant I'aire du diagramme a2 mesurée sur I'épure.
On commence par construire un polygone funiculaire cir-

Y

o
RS N P

2
!
|
!
|
|
!
!
|
I

|
|
| I [
|
I
!

3 B'

conscrit & la courbe cherchée ¢. A cet effet (n° 64) on divise,
par des verticales 11', 227, 33, l'aire du diagramme apf en
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plusieurs partiesdont on mesure les aires g,,5,,@,5,,5ur lafeuille
de dessin el dont on détermine aussi les centres de gravilé
Y1y Yo Yo 7s- Considérant alors des forces agissant de haut en
bas suivant les verlicales de ces centres et ayant respective-
ment pour vecteurs,

(2)

2 o Jp i
Gy DR _’;G;}, 'ITGL)

=|3

on construil le polygone de ces vecteurs, puis avec la dislance
polaire A, on frace le polygone funiculaire qui passe par A
et B.

La ligne cherchée ¢, sera inscrite dans ce polygone, dont
elle touchera les c6tés aux points ot ils sont coupés par les
verticales séparatrices Az, 11', 227, 33, B3.

122. — Il importe, quand on fait une application, de ne
pas se tromper sur la valeur numérique du coefficient d’élas-
ticité K. Ce coeflicient exprime un cerlain nombre d'unités de
force par unité de section. Sa valeur pour chaque matigre sup-
pose done qu’on ait fait choix d'une unité d’aire (carré cons-
truit sur 'unité de longueur) et d'une unité de force. Ainsi,
pour le fer, le coefficient d’élasticité est égal environ & 2.10'
lorsqu’on prend pour unité d’aire le metre carré ct pour unilé
de force le kilogramme ; si done, suivaunt nos conventions,
nous adoptons la tonne pour unité de force et le métre carré
pour unité de section, il faudra diviser le nombre précédent
par 1000, valeur de la tonne en kilogrammes, et prendre
E = 2.10".

123. — Dans la solution que nous venons d'exposer, A
reste arbilraire ; on le choisit finalement de facon que la dis-
tance polaire (1) et les vecleurs (2) s’accommodent bien aux
exigences de I’épure.

Ainsi, supposons qu’on ait pris
1 1 1
TR

E=2.10", I= 0,0000345,

> =

w
]
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et qu'en mesurant sur la feuille de dessin V'aire particlle ¢, on
ait obtenu
0ma,000150 ,

on aura pour la distance polaire A et pour le vecteur v, de la
portion de charge ficlive concenirée en y,, les expressions

El 6=.,9 hoay 0,6

[ == - 01:

Tk b !

On voit par la que si I'on prenait 4 égal & 1, on aurait des va-
leurs

A=629, v,=076

beaucoup trop grandes, eu égard aux dimensions de la feuille
de dessin, tandis que si l'on prend 4 égal & 100, les valeurs

A —0=,069, v, =0",006
qui résulteront de ce choix seront trés convenables.

124. — On peut opérer autrement en appliquant le premier
énoncé du n° 82 et non le second, comme nous venons de le
faire.

On prend pour vecteurs des charges fictives concentrées en
Y Yo Ys» 7+ les quantités

aom o o
k

k ) k y k b
ol & désigne 'expression
IET
Alqgp

On choisit £ et A de fagon que ces vecteurs et cetle dis-
tance polaire salisfassent aux exigences de I'épure; enfin on
construit, avec la distance A, le polygone funiculaire qui passe
par A et B, et I'on trace la courbe ¢, qui touche les cOlés
de ce polygone sur les verticales séparatrices ; les ordonnées
mesurées sur 1'épure seront égales aux ordonnées de la ligne
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élastique multipliées par

(3) g ="

22k
En reprenant I'exemple numérique du numéro précédent,
on aurait, dans ceite maniere d'opérer,

~ 0mg,000150 08
AT

et, par suite,
v, =0"006, ¢=2
en adoptant
A=0"060, &=0"125.

125, — (Ce second procédé s’applique d’ailleurs sans modi-
fication & tous les cas.

Supposons par exemple la poutre homogene, mais de sec-
tion variable ; le coefficient d'élasticité E reste constant, mais
le moment d'inertie 1 varie et prend respectivement les va-
leurs

L, L, L

dans les parlics de la poutre qui répondent aux portions AC,
CD, DB de la droite AB. On opérera comme au numéro
précédent, en ayant soin de placer une des verticales au point
C et une autre au point D. De plus, on attribuera au moment
d’'inertie la valeur I, dans les expressions (3) des vecleurs qui
sc rapportent aux divisions de la portion AG, la valeur I, aux
vecteurs relatifs & la portion CD, la valeur I; aux vectcurs
relatifs 4 la portion DB. En d'aunires termes, ici on fixera
d’avance la valeur qu'on veut prendre pour ¢, el la formule
(3) donnera la valeur de k correspondantes aux valeurs de 1.

Si le moment d’inertie, au lieu de changer brusquement en
certains points, comme nous venons de le supposer el comme
cela arrive le plus souvent, variail d’'une manidre continue, il
faudrait prendre des verticales séparatrices assez voisines pour
pouvoir, sans errear sensible, considérer dans chaque inter-
valle le moment d’inertie constant et lui atlribuer sa valeur
moyenne dans 'intervalle,
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126. — Lorsque la poutre est encastrée & un bout B et libre
a l'autre exirémité A (n° 147), la marche est absolument la
méme. On peut employer, suivant les circonstances, l'un ou
l'autre des deux procédés indiqués ci-dessus. Seulement, au
licu de tracer le polygone funiculaire, auquel la courbe ¢, est
inscrite, de fagon qu’il passe par A et B, on le construit de
facon qu'il passe par B et qu'il ait en ce point BA pour tan-
gente; il suffil pour cela de placer le pole de ce polygone fu-
niculaire sur I'horizonlale de 'extrémité du polygone des vec-
leurs des charges fictives.

127. — Un mot encore sur la poulre homogene ct de sec-
tion constante, reposant par ses extrémités sur deux appuis
et soumise & une charge uniforme sur toute sa longueur
(n° 112).

Ce qu’il importe ici de connaitre, pour apprécier la défor-
mation, c’est la fleche de la ligne élaslique, c’est-a-dire 1'or-
donnée maximum de cette ligne, ordonnée qui répond d’ail-
leurs au milieu de la poutre. Le plus courl est alors de calculer
cetle fleche f, ce qui est aisé a I'aide des formules du n° 71.

En effet, pour la poulre en question, 'ordonnée de la para-
bole funiculaire relative a la charge réelle a pour expression
[n° 71, formule (7)]

Y= %z (l— )
p étantla charge par metre courant et § la distance polaire. On
a donc pour le moment {léchissant

M=8.Y:"—;m(l—~w)

et par suite pour le coefficient de la charge fictive & laquelle
se rapporle la ligne élastique (n°® 80)

Ma py

i o % ({ —x)
Telle est I'expression qu’il faul substituer au second membre

dans la formule (9) du n°® 71 ; par suite, pour obtenir P'ordon-
10
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née maximum f de la ligne élastique, il suffit de remplacer
dans la formule (11) du méme numeéro § par A el K* par
2K
p
ce qui donne
1.3, pit
f:(1.2.3.4)* 2EI

I étant 1a longueur de la poutre. La valeur & employer pour E
est d’ailleurs, il ne faut pas V'oublier (n° 122), subordonnée au
choix de 'unit$ de longueur el de I'unilé de force.

Cette fleche n'est pas, en général, négligeable, méme lors-
que la poutre n’est soumise qu’a son propre poids. Si I'on veut
que la poutre, mise en place, soil rectiligne, il faut, quand on
la construit, lui donner une contrefleche, c’est-a-dire donner a
son milieu un exhaussement égal a la fleche calculée parla
formule qui précide.
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CHAPITRE IX

POUTRE DROITE SUR DEUX APPUIS :
CHARGE MOBILE

Ohjct de cette étude

128, — Unc poutre horizoutale, appuyée i ses deux extré-
mités, est soumise & I'action de plusieurs charges verticales
mobiles, mais dont les distances mutuelles restent invariables.
On demande de déterminer graphiquement, pour chaque point
de la piece, le maximum des moments fléchissants et des
efforts tranchants qui se développent, lorsque le frain formé
par ce systeme de charges se déplace Ie long de la poutre.

Tel est le probleme qui fait I'objet principal de ce chapitre.
Nous vy ajouterons quelques théorémes complémentaires qu'il
est ulile de connaitre, et nous terminerons par des notions
sur le role des entretoises.

Parmi les solutions qui ont ¢té proposées pour le probleme
énoncé ci-dessus, nous accorderons la préférence a celle de
M. G. Leman (Bulletin de ['Académie royale de Belgigue,
2'série, tome 9). Cette méthode qui n’a encore, i notre con-
naissance, été reproduite dans aucun livre, se distingue par
son caractere purement géométrique et par son élégante sim-
plicité. Mais alin de I'exposer avec clarlé pour tous nos lec-
teors, nous devons donner préalablement quelques explica-
tions sur certains tracés élémentaires relatifs au paraboloide

hyperbolique.
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Notions sur le paraboloide hyperboligue

129. — Le paraboloide hyperbolique est la surface engen-
drée par une droite qui reste parallele a un plan donné 1I et
qui s’appuie constamment sur deux droites données non si-
tuées dans un méme plan. Ces deux droites prennent le nom
de directrices el le plan I prend celui de plan directeur.

Désignons par V un plan parallele aux deux directrices.
On démontre que tout plan paralléle a V coupe la surface sui-
vant une droite, d'olt il suit que la surface admet un second
mode de générationrectiligne. Par chaque point du paraboloide
passent deux génératrices, I'nne parallele au plan II, l'autre
paralltle au plan V quirecoit le nom de second plan directeur;
le plan de ces deux droites est le plan tangenl au point M.
Enfin, deuzx génératrices de systémes différents se rencontrent
towjours, et deux géndratrices d'un méme systéme ne sont ja-
mais dans un méme plan.

Toute section par un plan paralléle ¢ [intersection A des
deux plans directeurs est une parabole dont l'axe est paralléle
a celle droite A*.

130. — Cela posé, le paraboloide que nous aurons a consi-
dérer ici aura l'une de ses deux directrices perpendicu-
laire au plan directeur II. Nous prendrons ce plan Il pour
plan horizontal de projection, et pour plan vertical de pro-
jection le plan projelant de la seconde directrice ; ce plan
vertical scra alors le second plan directeur ; les génératrices
du premier sysleme seront des horizontales, et celles du se-
cond systtme (dont font partie les deux directrices données)
seront des lignes de front (c’est-a-dire des paralleles au plan
vertical).

Nous désignerons la projection verticale d'un point parla
meéme lettre que sa projection horizonlale, mais en donnant
a celte letire I'indice supérieur ¥; ainsi, la notation (U, UY)

1. Voir, pour ls démonstration de ces propriélés, les Traitds de gdomelrie
analylique, oule Trailé de gdométrie par MM, Rouché et de Comberousse.
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indiquera le point qui a pourprojection horizontale U et pour
projection verticale UY.

Soicnt (fig. T1)(ZU, ZU) la seconde directrice, dont la pro-
jection horizontale sert d’ailleurs deligne de terre, et (A, A'AY)
la direclrice verlicale.

La droite ZUY sera la trace verticale el AZ scra la trace ho-
rizontale du paraboloide.

Toule génératrice du premier systeme, s’appuyant sur la di-
rectrice verlicale, passera en projection horizontale par le
point A ; sa projeclion verlicale sera, d’ailleurs, parallele a la
ligne de terre.

La perpendiculaire au plan vertical menée par le point A¥
commun & A’A¥ et & ZU¥ sera une génératrice du premier sys-
teme, puisqu’elle est horizontale et qu’elles’appuie sur les deux
directrices données; donc toutes les génératrices du second
systeme la rencontreront ; et, par suite, toule généralrice da
second sysleme passera en projection verticale par le point A¥;
d’ailleurs, sa projeclion horizontale sera parallele 4 1a ligne de
terre,

cY

Fig. 1.

Il suit de 1a que si Pon donne l'une des projections d'un
point (M, M) du paraboloide, il sera aisé de trowver les deux
génératrices quiy passent, lautre projection du point et le plan
tangent en ce point.
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Supposons, par exemple, qu'on donne la projection hori-
zontale M. La génératrice du premier systeme qui passe par ce
peint aura pour projection horizontale AM ; sa trace verticale
sera done (D, DY) sur la trace ZA¥ du paraboloide, et sa pro-
jection verticale sera la parallele DYEY & la ligne de terre.
Quant a la génératrice du second systeme, elle aura pour pro-
jection horizontale la parallele MC & la ligne deterre; sa trace
horizontale sera (B, BY) sur AZ, et par suite sa projection ver-
ticale sera BvA¥. Les deux droites DYEY, BYA¥ donneront par
leur croisement la projection verticale MY du point considéré,
et, comme vérification, MM~ devra éire perpendiculaire & la li-
gne de terre. Le plan tangent en (M, M¥) aura pour horizon-
tale (ME, MYE¥) et pour ligne de front (MC, M"C¥); il est donc
connu. Si I'on veut ses traces, il suffit de mener par B Ia pa-
rallele Ba & ME el par D¥ la parallele Dvz & MY(¥; comme vé-
rification, ces deux droites devront rencontrer laligne de terre
au méme point a.

Si l'on voulait trouver les géneratrices paralléles @ un plan
donné, on se procurerait une horizontale et une ligne de
fronl de ce plan et les génératrices du premier et du second
syslenie respectivement paralléles & ces droites seraient les
génératrices demanddes. On les obtient immédiatement, puis-
que la premibre doit passer en projection horizontale par A,
et que la seconde doit passer en projection verticale par Av.

131. — Proposons-nous enfin la recherche de la projection
horizontale de la section du paraboloide par un plan Q paral-
léle a la ligne de lerre.

Pour nous placer dans les conditions méme oll nous nous

- trouverons dans la suite, nous supposerons le plan sécant
donné par une droite (YS, Y'Sv¥) dont la trace horizontale est
Y, en sorte que la trace horizontale du plan Q sera la parallele
YG menée & la ligne de terre ZU par le point Y (lig. 72).

On obtiendrail un poinl quelconque de la section, en cher-
chant la rencontre du plan Q ¢t d’une géndratrice quelconque
du paraboloide, et la tangente en ce point serait I'intersec-
tion du plan tangent et du plan sécant. Mais ce n’est pas 1a no-

tre but. Nous savons que la courbe est une parabole dont les
>
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diametres sont paralleles & la ligne de terve; il suffit, pour
achever de déterminer celle courbe, d’en trouver trois points.

QY

Fig. 72.

Le point Y, ol la trace horizontale AZ du paraboloide ren-
contre la trace horizontale YG du plan Q est un premier poiut
de la parabole.

Le point S,, qui est sur I'horizontale (SN, S¥Uv), se trouve
ala rencontre de SN et de la génératrice UA du paraboloide
qui a la méme cote que cette horizontale,

Enfin, le point A appartient aussi & la parabole cherchée,
car l'intersection du plan Q et de la génératrice verticale
(A;A’A7) se projelte en A.

On peut d’ailleurs déterminer aisément la tangente en A.
L’horizontale du plan Q qui est projetée horizontalement
sur Ax détermine, par sa projection verticale VA, le poini
(A, A7) de la section qui se projette en A. C’est I'intersection
du plan Q et du plan tangent au parsholoide en (A, A,%) qui
est la tangente cherchée. Or, ce plan langent est vertical et a
pour trace horizontale la projection horizontale Af de Ia géné-
ratrice du premier systeme qui passe par (A, A;%). La tan-
gente en ce poinl a la section se projette donc sur Af.
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Ayant la tangente en A, il suffit. (n° 70) puisque laligne de
terre donne la direction des diambitres, de joindre respective-
ment Y et S; au milien y de AG et au milien v de AN, pour
avoir les tangentes & la parabole aux points Y, et S,.

Nous avons actuellement plus de données qu’il n’en faut,
pour construire, comme nous l'avons expliqué au n° 70, la
courbe par points et par tangentes, pour en déterminer tous
fes éléments et, par suite, pour résoudre toutes les questions
qu’on peut se proposer sur elle, par exemple, pour lui mener
des tangentles paralleles & des directions donndes.

Diagramme des moments fléchissants maxima

132. — Abordons maintenant le probleme énoncé en téte
de ce chapitre.

Soit (fig. 73) MM, la poutre horizontale, appuyée & ses cx-
trémités et sur laquelle passe un train: nous pouvons, sans
altérer la généralité du raisonnement, supposer le {rain com-
posé de trois charges Py, P,, P, appliquées aux points de con-
tact des roues et de Ia poutre, c’est-a-dire aux projections des
essieux sur la poutre,

Pour une position quelconque du train, c’est-a-dire des
points d’application M, M;, M; des charges solidaires P,, P,,
P;, on sait (0° 103) construire le diagramme des moments flé-
chissants relatifs aux divers points de la poutre; abed élant le
polygone des vecteurs des forces Py, Py, Py, et O étant un pole
choisi & volonté, on tracera un polygone funiculaire ABCDE
de ces forces. C’est ce polygone muni de sa ligne de cloture
AE qui constitue le diagramme en question ; car,si I'on méne
lordonnée MFG d’un point quelconque M de la poutre, le seg-
ment decette ordonnée compris dansle polygoue fermé ABCDE
représente le moment fléchissant an poinl M, si, comme cela
est tonjours permis, on prend la distance polaire pour unité.

Nous désignerons respectivement par V,, V,, ¥V, V,, V; les
cOlés successifs AB, BC, CD, DE, EA de ce diagramme.

Soit V', V3, Vi V', V; ou AB'CD'E’ [e diagramme rela-
Lif & une autre position M/;, M’, M’, des charges roulantes, ce
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nouveau polygone ayant d’ailleurs le méme pdle O et Ja méme
origine A que le preniier,

Les deux diagrammes ABCDE, AB'C'D'E’ ont un sommet
commun A ;Jeurs premiers colés V, et V', sont sur la méme
droite, menée par A paralltlement au premier rayon polaire
v, ; les deux derniers cotés Vet V', different & la fois de di-
rection et de grandeuar, mais ils passent 'un et l'autre parle
point A. Enfin, les cotés intermédiaires co'rrcspondanls sont
deux a deux égaux et paralleles; en dautres termes, V; est
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égal el paralltle & V', V; égal et parallele & V'3, V, égal et pa-
rallele a V..

D’apres cela, quand le train se déplace sur la poulre, le dia-
gramme varic de telle sorte que le point A reste fixe, que le
point E décrive la perpendiculaire MU a la poutre et que les
autres sommets B, C, D décrivent des droites fixes R,, R;, R,,
paralleles au premier rayon polaire v,.

Done, connaissant le diagramme ABCDE relatif & une posi-
tion M,M,V, du train, on obtiendra le diagramme AB'C'IYE’
relatif & toute autre position M,” My” M/, par le procédé ires
simiple que voici: on menera par B, C, D des paralleles
Ry, R,, R; au rayon polaire »,; on prendra I'intersection B’
de R, et de l'ordonnée du point My, puis on tracera la ligne
brisée B'C' D’ E de fagon que ses cotés B'C, C'D’, D'E
soient respectivement parallelesa BC, CD, DE et que les som-
mets (', D', E"tombent sur R,, R, et M, E.

Nous supposons que le train se meuve de M, vers M, et
nous désignerons par ASTU, AXYZ les diagrammes relatifs
a la position initiale et & la position finale du train, ¢’est-a-dire
au cas ou l'essieu de queue P, est en My et an cas oli Tessien
de téte P, est en M,.

133. — Cela posé, considérons le plan de la figure comme
le plan horizontal de projection et le plan perpendiculaire
mené par MU comme le plan de projeclion verticale. Tragons
4 volonté dans ce plan vertical une droite ZU¥ partant du
point Z de la ligne de lerre ZU.

Chaque diagramme ABCDE a un point E sur la ligne de
terre. Menons la ligne de rappel de ce point Il jusqu'a sa ren-
contre E¥ avec ZUY, et élevons verticalement le diagramme
ABCDE, d’une hauleur égale 3 EE¥, en sorte que ce dia-
grammie, au licu d’étre situé dans le plan horizontal de pro-
jection soit placé dans le plan horizontal qui passe par le point
(E, E). Les divers diagrammes relatifs aux positions succes-
sives du train se trouveront a¥hsi élagés, depuis le premier
AXYZ qui reste dans le plan horizontal de projection, jusqu'au
dernier ASTU qui sera le plus élevé et qui aura pour cote UU",

Ces diagrammes étagés sont les seclions horizontales d’un
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corps solide dont la figure 7% représente une perspective, ct
qui est limité:

A la partie inférieure, par unc base polygonale A XYZ si-
tuée dans le plan horizontal ;

A la partie supérieure, par une base polygonale ASTU, et
horizontale ;

Anlérieurement par une surface polyédrale dont les arétes
sont A A,, XA,,YS, ZT, ZU,.

Postérieurement, par une portion de paraboloide hyperbo-
lique qui a ses génératrices horizontales et dont les directrices
sont la verticale A,A’AA, et la droite ZE'EU, ; le plan ver-
tical de projection est évidemment le second plan dirccteur de
cette surface.

A

Fig. 4.

Ce solide peut étre considéré comme le diagramme général
de tous les moments {léchissants qui sc produisent aux divers
points de la poutre et pour toutes les positions du train. En
effet, imaginons une parallele quelconque A 4 la ligne de
terre ; le plan horizontal qui la contient coupe le solide sui-
vant le diagramme relatif & une position bien définie du train;
le segment intercepté sur la_droite A par ce diagramme ou, ce
qui revient au méme, par le solide, est le moment fléchissant
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que la position considérée da train délermine au point de la
poutre situé sur la projection horizontale de la droite A.

Il résulte de la que, si par un point quelconque M de la
poutre on mene un plan parallele au plan vertical, la section
que ce plan de front découpera dans le solide sera le dia-
gramme des moments fléchissants au point M pour toutes les
positions du convoi. Mais ce plan de front étant paralléle au
second plan directeur du paraboloide, coupera cette surface
suivant une droite ; la section faile dans le solide par le plan
de front sera donc polygonale, et par suite, pour obtenir le
moment fléchissant maximum au point M, c’est-a-dire pour
obtenir la corde maximum qu’on puisse inscrire dans cette
section parallelement & la ligne de terre, il suffira de choisir la
plus grande parmi celles de ces cordes qui passent par les som-
mets de la section, sans se préoccuper de celles qui ne passent
par aucun sommet,

Cetle assertion est & peu pres évidente ; car, siune corde d’un
polygone ne passe par aucun sommet, elle prend une valeur
plus grande quand on la déplace parallelement & elle-méme
dans un sens convenable; & moins, toutefois, que les deux
cdtés sur lesquels glissent ses extrémités ne soient paralleles.
Mais alors la grandeur de celle corde, se conservant jusqu’a
ce qu'on arrive & un sommet, se trouve parmi cclles des
cordes qui passent par un tel point.

De ce que le maximum pour chaque plan sécant paralléle
au plan vertical est donné par une droite issue d'un des som-
mets de la section et de ce que ces sommets sont situds sur
les arétes du solide, on concluf que c¢’est uniquement, parmi
les moments fléchissants représentés par des droites partant
de ces arétes, qu'il faudra choisir les maximums pourles divers
points de la poutre. On obtiendra donc les seuls moments
qu’il faille envisager, en menant par les arétes du solide des
plans paralleles & la ligne de terre et en cherchant les portions
de ces plans comprises dans le solide.

Pour les arétes des bases, les opérations sont toutes faites
ct les moments fléchissants sont fournis par les diagrammes
ASTU, AXYZ (fig. 75). Pour les arétes (R, R,Y) (R,, R,Y)
(Ry,R,Y), les plans & mener étant pavalloles & Uintersection ZU
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des deux plans directeurs, couperont le paraboloide suivant
des paraboles dont nous avons appris a construire (n° 131)

|
& I IR ===
///” ///%//’// ’// ' 7 ad
//

2 /

P 7

Fig. 75.

les projections horizontales Ax'X,, §;W,Y et T,L,Z; les mo-
ments {léchissants correspondants forment les diagrammes

AXX,z, SYY,W,S, et TZL,T,.

134, — Actuellement, il ne reste plus qu’a choisir, dans
tout plan parallele au plan verlical, quel est le plus grand des
moments fléchissants donnés par les diagrammes ASTU,
AXYZ, AXX,2’, SYY,W, S, et TZL,T,.

Comme il ne faut considérer que les longueurs des droites
paralleles & UZ qui sont comprises dans ces figures, on facili-
tera la comparaison en faisant glisser toutes ces droites sui-
vant leurs propres directions jusqu'a ce que leurs extrémités
supéricures viennent se placer sur I'horizontale M;M,. On ob-
tiendra de cette facon deax nouveaux diagrammes polygonauz
MeryM,, MyseM,, ayant MM, pour base commune, et trois dia-
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grammes paraboliques Myz" xx,, s;swyy, et ttnn” M, ayant leurs
bases sur la méme horizontale. Les diagrammes primitifs se
trouveront ainsi transformés en d'antres pouvant remplir le
méme office, puisqu’ils fournissent, par des ordonnées per-
pendiculaires & la poutre et pour les divers points de cetle
piece, les mémes moments fléchissants que les diagrammes
primitifs.

A l'aide de diverses porlions convenablement choisies sur
les contours des nouveaux diagrammes, on composera sans
peine une ligne fermée M'zfswynn’ MM, qui les enveloppe
tous et qui constituera le périmetre du diagramme des mo-
ments fléchissants maximums en tous les points de la poutre.
Ce diagramme, que nous avons couvert de hachures (fig. 75),
résout pleinement le probleme proposé en ce qui concerne les
moments fléchissants.

133. — Toutefois, pour construire ce diagramme final avec

. exactitude, il importe de savoir déterminer d’'une maniere pré-

cise les points d'intersection des diverses portions de con-
tour qui le composent.

Il n’y a pas évidemment & s’occuper des inlersections des
parties reclilignes ; il suffit de montrer comment on peut trou-
ver les points provenant de l'infersection d’un contour para-
bolique avec un contour rectiligne ou avec un autre contour
parabolique. _

Considérons par exemple le point # intersection de la para-
bole £n"M, et de la droite yM,. On doit avoeir

nm — NN, =LL, ;

mais puisque NN, et LL, sont les projections de deux droites
paralleles a la ligne de terre, ces droites elles-mémes sont
égales et paralleles et forment par conséquent les colés oppo-
sés d'un parallélogramme ; des deux autres cotés de ce paral-
lélogtamme, l'un, qoi a pour projection horizontale L,N,, est
une génératrice du paraboloide, el V'autre, qui s¢ projette ho-
rizontalement en LN, est une droite du plan déterminé par les
arétes (R;, R, V) (R;, R,Y). Il suit de la que, pour obtenir la
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position du point #, il suffira de chercher (n° 130) la généra-
trice LN, du paraboloide qui est paralléle au plan des deux
arétes (R,, R.Y), (R;, R,Y), puis de prendre la rencontre des
deux droites LN, et M,.

On obtiendrait d'une maniere analogue linterscction de
deux contours paraboliques.

Diagramme des efforts tranchants maxima.

136, — Occupons-nous maintenant des efforts tranchants. -

Nous avons montré au n° 104 (fig. 60) comment on pouvait,
pour un systeme de charges lixes, ¢’esl-h-dire pour une posi-
tion donnée du train, construire le diagramme des efforts tran-
chants relatifs aux divers points de la poutre. Observons
d’ailleurs que cette construction prouve qu'il suffit de détermi-
ner les efforls tranchants aux points d"application des charges,
pour avoir les valeurs de ces efforts en tous les autres points
de la poutre.

Pour une position M;M,M; des charges P,, P,, P, (fig. 72)
les efforts tranchants doivent étre comptés & partir de I'hori-
zontale A,e, issuc de I'extrémité e du rayon polaire Oe paral-
Itle a la ligne de cloture AE du polygone funiculaire ABCDE
correspondant & celte position. Ces efforts tranchants sont re-
présentés par B, 8, et By, au point My, Cyy, et Cie, au point M,
D,3, et D,d, au point M.

137. — Cela posé, occupons-nous exclusivement des efforts
tranchants qui se développent sous Pessieu P,,lorsque le train
se déplace. Dans la position initiale, 1'essieu de queue Py est
en M, et si 'on mene le rayon polaire Ow paralltllement a
AU, puis l'horizontale «B, par le point wu, Jes efforts tran-
chants au point M, scront B,3, et By4,. Pour la position finale,
I'essicu de téte Py élant en M,, I'essieu de queue Py sera en un
point m tel que mM, soit égale a la longueur invariable M, M,
du convoi ; les efforts tranchants en m seront comptés i partir
de I'horizontale Z,z issue de 'extrémité z du rayon pdlaire Oz
parallele & AZ ; ils auront d'ailleurs pour valeurs B.£: et Byb,.
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Nous allons démonlrer que la droite B,B; est le licu déerit
par le point B, dans le déplacement du train et que cette
droite B,B; est parallele a diagonale D',A, que la figure définit
clairement. Il suffit de prouver I'égalité des rapports

A,B, ByA; ou AN’
AB,’ ad

Or, si I'on méne Ex parallele & AX, ct sil'on trace la bauteur
3 du triangle ULE, les longueurs A,By, m) seront égales puis-
que AB et Ex le sont; d’ailleurs A,B, est égal & enw. Le pre-
micr des rapports ci-dessus est donc égal a

I

eu ’

et il suffit de prouver I'égalité

AN

ew  ad’
Or, en appelant 00" la hauteur du triangle aod, on a, par les
triangles semblables UaE, aod,

o OO

UE™ ad’

et, par les triangles semblables UAE, uOe,

UE  AA’,

e 00
il suffit de multiplier ces deux dernitres rclations membre
a membre pour avoir celles qui les précede, ce qu'il s’agissait
de démontrer.

Il résulte de cette proposition que les efforis tranchants qui
se produisent aux diverses posilions qu'occupe I'essieu de
queue Py, sont donnés par les deux diagrammes traptzoidaux
Bu,axBme bobexBo

En considérant de méme les essicux I, et P,, on trouvera
pour P, les diagrammes y,v5CsCy et ¢,c:C:Cq, et pour Py les
diagrammes 3,8,D.D, et d,d;D,D,; ces diagrammes sont
limités aussi par des paralleles C,C; et D,D, & la diagonale
DA,

Enfin, pour la partie m/ de la poutre, comprise entre les
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verlicales BB, et "fucm I'effort tranchant maximum ¢s! cons-
tant, puisque dans le mouvement que nous examinons les
charges ne passent jamais enlre les points m et /; cet effort
équivaut pour chaque position du train & lefforl tranchant
qui se développe au point d'application de P,, et comme
effort en ce point admet Gy, pour valeur maximum, on voit
que le rectangle b,v,Cok est le diagramme qui convient a celle
partie de la poulre.

138. — Pour rechercher finalement, entre les efforts tran-
chants fournis par ces diagrammes, quels sont les efforts
maximums aux divers points de la poutre, nous transporte-
rons ces diagrammes, comme nous l'avons fait pour les mo-
ments fléchissants, en faisant glisser suivant leurs propres
directions toutes les droiles qui représentent des efforts tran-
chants jusqu’a ce que leurs extrémités supérieures viennent
sur 'horizontale M;M,. Nous obliendrons ainsi de nouveaux
diagrammes polygonaux ayant tous un coté sur MM;. Le con-
tour MoAijkpgryM,, formé de porlions choisies sur les péri-
meélres de ces polygones de fagon a les envelopper tous, limi-
tera le diagramme des efforls tranchants minima, que nous
avons ici couvert de hachures.

D'ailleurs la détermination exacte de ce conlour envelop-
pant ne demande aucun (racé nouveau, puisque ce contour
résulte de Ja combinaison de lignes brisées dont les points de
rencontre se marqueront sur I'épure avec loute la précision
désirable.

Remarques sur la méthode précédente.

139. — Telle est la solulion, que M. Leman a donnée, du
probleme de la charge roulante. La méthode a toute la généra-
lité désirable. Elle s’appliquerait aussi bien au cas ot 'on sui-
vrait le mouvement du train depuis I'entrée sur le pont de
Pessicu de téte jusqu'a la sortie de I'essicu de queae, au licu
de se borner, comme nous 'avons fail avec I'auteur, & ne con-
sidérer les choses que pendant le temps ou le train est engagé

tout entier sur la poulre.
i1
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140, — Du raisonnement fait dans le second alinéa de la
page 156, résulte immédiatement la proposition suivante :

Le moment fléchissant maximum, que le passage d’un train
sur une poutre.d deux appuis stimples faif naitre en un point
donné de cetle poutre, est le plus grand des moments fléchis-
sants qui se produisent en ce point lorsque les divers essicux
Y passent.

La démonsiration analytique de ce théortme exige quel-
ques précautions ; nous la dounerons au n° 143. Nous voulons
seulement observer ici que la proposition subsiste lorsqu’on
tient compte non-seulement de Ja charge mobile, mais encore
de la charge permanente.

En général, le moment fléchissant total en un point quel-
conque M dela poutre se compose de deux parlies, I'une qui
ne dépend que de la position du point M et qui provient de
Ia charge fixe, I'autre qui dépend a la fois de la position du
point M et de celle du convoi et qui provient de la charge rou-
lante. Donc, quand on cherche la position du train pour
laquelle le moment fléchissant, en un point donné M de la
poutre, est maximum, on peut faire abstraction de la charge
fixe et ne considérer que la charge voyageuse. Seulement,
quand on a trouvé celte position particuliere du train et que
I'on veut avoir la valeur du moment fléchissant au point con-
sidéré M, il faut ajouter au moment fléchissant provenant
de la charge mobile, le moment constant que fait naitre au
méme point la charge fixe.

144, — QOrdinairement les charges roulanies sonl trans-
mises & la poutre par des roues ct par suite sont, comme nous
Pavons supposé,des charges isolées. Le probleme relatif a une
charge mobile qui serait uniformément répartie sur une partie
de la longueur de la poutre est plutdt un exercice théorique
qu'une question pratique. Nous dirons seulement que M. Kleitz
a calculé les charges uniformément réparties qui produiraient
sor une poutre le méme moment fléchissant maximum que
cerlaines charges concentrées bien définies ; le Jecteur pourra
se reporter au mémoire de cet ingénieur distingué (Annales
des Ponts et Chaussées, 1887), ou bien se contenter des indi«
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cations données sur ce sujel, par M. Flamant, aux n>* 212 et
213 de son excellenl 7raité de la résistance des matériauz, qui
fail parlie de F'Encyclopédie.

Expression remarquable da moement fléchissant
produit par des charges concentrées

142, _ Soit X une section quelconque de la poutre AB qui
est appuyée & ses denx exirémités et qui est soumise i diver-
scs charges verticales P, P,,... P,.

Paortons de haut en bas sur la verticale du point B un seg-
ment BX' égal a XB ; joignons le point A au point X' et le
point B au point C o AX'rencontre la verlicale du point X
(fig. 76).

Nous obtiendrons ainsi une ligne brisée ACB relative au
point M de la poutre AB. -

I’ désignant 'une quelconque des charges verticales 'y, P,...
P.; M son point d’application, et p l'ordonnée correspon-
danle MD de la ligne brisée ACB, on a, pour le moment flé-
chissanl p. relatif & Ia seclion X, T'expression simple

(1) w=—ZPp

Voici Ia démonstralion de cette formule : )
Désignons par y/ la. partie de y. qui provient de la force P,
et par p et o' les réactions que cette force fait naitre sur les
appuis A et B. Les forces P, p, o" se font équilibre, et en

©

>

=

-t
[+F}
=1
<«
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éerivant que la somme de leurs moments pris d'abord par
rapport & A, puis par rapport & X, estnulle, on a
P.AM=/".AB
w'==p". XB
d’ot, en ¢liminant o,

;o Al XB_ BX’ 8
W =P AM. o= P AML T

c'est-a-dire
p="rp

D'aprés le principe de la superposition des effets des forces,
Ie moment total p au point M, sous 'aclion de toutes les char-
ges, est donc égal a XPp.

143. — De celle formule on peut tirer la démonstration
analytique du théoreme énoncé au n° 140 et déjir démonlré
géomélriquement.

Considérons une position du train telle qu'il n’y ait aucun
essieu au point X. Désignons par I’ la charge de I'un des
essieux placés entre A et X et par Q la charge de 'un des es-
sieux placés entre X cl B.

On aura, d'aprés la formule précédente, pour le moment
fléchissant au point X relatif a la position acluelle du train

n=2Pp - 2Qq
que nous écrirons
p.==3Pp + ZQ¢ -+ Pp'+ Q¢

en supposant qu’il y ait un essicu P’ en A et un essicu Q'
en B; p’ et ¢ sonl d’ailleurs nuls.

Désignons par o et 5 les angles en A et B daus le triangle
ACB, et donnons au train, dans un sens ou dans l'aulre, un
déplacement ¢ au plus égal 4 la plus pelite distance entre cha-

~cun des points A, X, B et I'essicu Ie plus voisin.

Appelons Ay la variation du moment fléchissant quand le
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déplacement se fait vers la droite, et A’y la variation de ce
méme moment quand le déplacement se fait vers la gauche.

Dans le premier cas, I'essieu P’ s’engage, les variations de
petde p’ sont égalesd etg x et cellede gest —etgfj;ona
donc

(2) Ap. = [(P" 4+ ZP) tg o — (XQ) tg 8]
Dans le second cas, ¢’est Q' qui s'engage, et I'on a
(3 Ape=e[— (EP)iga+Q +32Q) g ¢]

On déduit de la
o Spt Ay e (P lg e+ 1gE)

Cela posé, il y a deux cas & distinguer suivant que P’ et Q'
ne sont pas nuls & la fois ou sont nuls tous les deux, ¢'est-i-
dire suivant que primitivement il y avait un essicu sur I'un
au moins des deux appuis ou qu'il n’y avait d’essieu sur aucun
des deux.

Dans le premier cas, le second membre de (4) est positif;
domuc, la somme Ap. - A’y élant posilive, 1'une au moins des
varialions Ayret A'p. est positive, et par suite I'mn an moins
des deux déplacements aceroit la valeur du moment fléehis-
sant au point X,

Dans le sccond cas, on a

A —+ A':J, =0

ce qui peut se produire de deux fagons :

Ou bien, Ap et A'u sont de signes contraires ct alors on
retombe sur la conclusion précédente.

Ou bien, Au el A'w sont nuls I'un el I'autre. Le moment f1¢-
chissant p. conservera alors une valeur constante pendant le
déplacement ¢ soit & droite soit & gauche. Celle valeur ne sau-
rait étre un maximum si le déplacement ¢ n’amtne aucun es-
sieu en X, attendu qu’on se trouverait alors dans l'un des cas
déja examinés et qu'un nouveau déplacement augmentant le .
moment p. serail possible. Si au contraire le déplacement ¢
améne un essieu sur X, la valeur p. peut éire un maximum,
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mais on la relrouve au moment ot 'essicu en question passe
sur la section X.

Cette discussion démontre le théoreme énoncé au no 140 ;
mais on voit, comme nous l'avions dit, qu’elle exige une cer-
taine attention.

Extension de In formule précédente au cas on ily a,
outre les charges concentrées, une charge permas=
nente uniforme.

144, — Pour faire cette extension, remarquons en premier
lieu que, lorsque le point X que I'on considere se déplace sur
la poutre (fig. 76), le sommet C du triangle correspondant ACB
décrit un arc de parabole. Les triangles semblables AXC, ABX’
donnent, en effet, les proportions

d’ofl, en désignant par / la longueur AB de la poutre, par =
P’abscisse AX et par 7 I'ordonnée XC du point C.

(5) r:a:(i —ﬂl—v>,

c’est I'équation d’une parahole passant par A ct B el symétri-
que par rapport & la perpendiculaire élevée sur le milieu
de AB. .

Or la parvabole qui constitue le diagramme des moments
fléchissants, pour une charge uniforme de coefficient %, a pour
ordonnée (n°* 112 et T1).

prs
25"
Donc, la part du moment fléchissant au point X, duc a la

charge permanente et uniforme, est égale

by
-r
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Dapres cela, en supposant qu’il y ait au point X un essicu
dont la charge soit R, et en désignant par P et p la charge et
I'ordonnée correspondante de la ligne AC pour un essieu
engagé 4 gauche de X, et par Q et ¢ les quantités analogues
pour un essieu engagé a droite de X, on aura

Py
(6) w=2Pp +30Q¢ + Rr 4 5r

pour Vexpression du moment fléchissant sous I'essieun R lors-
que cet essieu est placé en X.

On peut encore transformer cette formule.

Dans les conditions ci-dessus, TP + £Q -+ R représento
Ie poids de la partie engagée du train; nous désignerons par
= ce poids augmenté de la demi-charge permanente, en sorte
que

D
(7) 7:=>:P+2Q+R+5

Nous désignerons de plus respectivement par G et D les
sommies des moments par rapporl & l'essieu R, des poids de
lous les essicux engagés & gauche de R et des poids de tous
les essieux engagés 4 la droite de R; on aura, en appelant X”
le point ou BC va rencontrer la verticale du point A et obser-
vant que AX" = AX,

l l
(8) G=ZP.XM = o =P (r—p) = =, (—ZPr+XPp)

(9 D—3Q.XN=_=3Q(r—¢) = (2Qr—2Qy)

et I'élimination de =Pp et de ZQg entre les relations (6), (8)
el (9) donnera

—1
(10) p=nr ——[”—l— G+leJ
(Vest la formule que nous avions en vue. *

1. En partant de cette formule et profitant d’une heureuse interprétation
de M. le capitaine Ventre, complétée par M. Eddy, M. Maurice Lévy a
donné une méthode compléte pour résoudre les problemes relatifs aux mo-
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Théoreme de Culmann.

145. — Culmann, I'éminent créateur de la statique graphi-
que, a donné, surla position du train dlaquelle répond le mo-
ment fléchissant maximum sous un essien donné, une propo-
sition élégante que nous ne saurions passer sous silence.

Quand une poutre ¢ deux appuis simples et portant une
charge permanente uniforme est parcourue par un train, le mo-
ment fléchissant maximum sous un essiew délerminé se pro-
duit lorsque cet essieu etle centre de gravité de la charge totale
sont équidistants du milieu de la travée. :

Par charge totale, il faut entendre le poids de la partie en-
gagée du convol augmenté de la charge permanente.

La démenstration résulte immédiatement de la formule (10)
qui, lorsqu’on y remplace 7 par sa valeur (3), prend la forme

—1

La valeur z, de z qui répond au minimum de p. est donnée

par I'équation
7 (l—2z)=0G+D

que I'on obtient en égalant & zéro la dérivée de p.

Désignons par y l'abscisse du centre de gravité K de la

) . y .
charge tolale =+ 5 au moment ol &, est 'abscisse de I'essien
considéré R. On aura, pour délerminer v, la relation
1A { \
(7': —%—g) (Y—-x):l)\ (5—.2‘) +G—+D,

(ui exprime qu'il y a égalité, entre le moment de la charge to-
ments fléchissants dans le cas d’une charge roulante. Nous ne développe-
rons pus cette mathode qui ferait double emploi avec celle que nous avons
exposée aux no* 132, 133, 134, 135. Le lecteur curieux de la connailre trou-

vera, dans le tome Idu savant Traité de statique graphique de M. M. Lévy,
tous les renseignements désirables sur ce sujet.
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tale appliquée en K, et la somme des moments des charges des
essieux augmentée du moment de la charge permanente 2
supposée concentrée au milieu de la poutre; tous ces moments
étant pris par rapport a I'essieu R.

En retranchant I'une de I'autre Ies relations précédentes, on
obtient Ia suivanle :

qui exprime que le milieu de la poutre est aussi le miliea de
Vintervaile qui, lors du maximum du moment fléchissant
sous P'essicu R, sépare cet essicu du centre de gravité K.

Limite supérieure du moment fiéchissant maximum.

146. — (itons enfin une derniere conséquence de la for-
mule {10).

Dans cette formule, G et D, dépendent seuls de essien qui
se trouve sur la section X. D'ailleurs, z étant inférieur i /, et
G étant négatif, des trois termes qui composent le second
membre de la formule (10), le premier est positif et les deux
aulres négatifs. On a done, quel que soit I'essieu qui se trouve
sur la section X,

. < wr
ct @ fortiori : v < w7

= désignant la partie du train la plus lourde qui puisse

étre engagée, augmentée de la demi-charge permanente,
D’ailieurs, » est maximum quand X est au milieu de la

poutre, auquel cas, d’aprés la formule (3), » est égal &

{ . .

33 onadonca fortiori:

) =1

‘u‘<';;

Ces deux inégalités, o I'on peut @ fortiori remplacer z° par
le poids tolal du train augmenté de la demi-charge perma-
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nente, donnent la premitre une limite supérieure du moment
fléchissant maximum dans une section déterminde, I'autre une
limite supéricare du moment fléchiesant maximum maximo-
rum,

Entretoises.

147. — Nous avons supposé jusqu’ici que les surcharges
agissaient directement sur la poutre. En général, cependant,
les surcharges agissent par l'intermédiaire de poutrelles ou
longerons sur des pibces transversales ou entrefoises qui les
transmettent & la poutre principale. Quelle est l'influence de
ces pikces accessoires sur la valenr du moment fléchissant ou
de l'effort tranchant dans une seclion donnée X, lorsque le
train occupe une position déterminée? Telle est la question
qui reste & examiner,

[
+ iF "
R | !
j E ; E’ i
A I‘ ; I B
& Ei 1 oE A
e ! i | < a
™~ ) O N
~ | P b
TRt A ! .
i \‘\ i ,:":E ! :L::_:.::_:_n‘# 0
LR : ,
Y : Y I "
F, ! Fy i N
%
L
b
Fig. 1.

Considérons d’abord une scule charge F agissant directe-
ment sur la pouire AB (fig. 77) en un point I. Pour avoir le mo-
ment {léchissant et Veffort tranchant en une section quelcon-
que de la poutre, on sait qu’il faudrait opérer comme il suit :
on prendrait sur IF un point quelconque o ; AcB serait un po-
lygone funiculaire de la force F ; le péle correspondant O se-
raitl'intersection des paralleles & Ax et 2 aB menées respective-
ment par les extrémilés a et b du vecteur ab de la force F.
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AB serait la ligne de cloture et la parallele Ov 4 AB détermi-
nerait les réactions R =wa, R'=~"%». Dbs lors Y désignant
I'ordonnée de la ligne brisée A«B qui répond a une abscisse
quelconque x, le moment fléchissant dans la section dont z
esl I'abscisse aurait pour valeur 3.Y, 3 étant la distance po-
laire ©0. Quant a l'effort tranchant, il serait égal & vz de A en
I, c’est-a-dire pour z << AT, puis égal avb de I en B, ¢’esl-4-dire
pour & compris entre Alet AB.

Supposons maintenant que la force F s’cxerce surla poutre
indirectement, c'esl-a-dire par lintermédiaire du longeron
E,E', et des entretoises E,E, E,E". L’action de F sur la poutre
équivaut alors a l'action des deux charges directes F, et F, ap-
pliquées 'une en E, Pautre E* et que I'on obtiendrait en dé-
composant I en deux forces paralleles ayanl les verticales EFy,
E'F; pour lignes d’action. Mais il n’est pas nécessaire d’effec-
tuer cette décomposition, il suffit de la concevoir.

Désignons par ¢ le point qui déterminerait sur ad les
valeurs ac et ¢cb des deux composantes F, et F,, et, cherchons
a construire le polygone funiculaive des forces F, et F, en pre-
nant pour pble et pour premier c6té le point O et la droite Aa
déja employées dans l'alinéa qui précede. On arréterait ce
premier coté 4 son point de rencontre ¢ avec EF; ; on méne-
rail ensuite e’ parallele 2 Oc et on conduirait enfin par ¢’ la
paralitle 8 Ob. Mais puisque la force ¥ équivaut au systeme
des deux fortes F, et Iy, le dernier coté ainsi obtenu du poly-
gone funiculaire devrait (n° 34) coibcider avec «B. Donc, il
n’est pas besoin de connaitre ¢ pour construire le polygone fu-
niculaire Aee’B des forces ¥, et F,, il suffit de joindre les
points ¢ et & oit les cdtés Az, «B du polygone funiculaire re-
latif & F rencontrent les verticales EF,, I'F, ; c’est, au con-
traire, de la connaissance de ce polygone qu’on déduirait ¢, en
menant O¢ paralléle & ec'.

La ligne de cléture de ce polygone Ae'B est encore AR et,
par suite, les réactions sur les appuis ont, comme dans le cas
précédent, pour vecleurs va et bv.

Quant aux moments fl¢échissants, en désignant pary 'ordon-
née de la ligne polygonale Ae'B qui répond a I'abscisse x, on
a, pour le moment fléchissant dans la section dont z est 'ahs-
cisse, la valeur 3.y.
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Enfin, 'effort tranchant est égal & va pour x <<AE, & v¢
pour x compris enlre AL et AE", et & b pour & compris entre
ALY et AB.

En comparant les résullats obtenus dans I'un et I'aulre cas,
on arrive aux conclusions suivantes.

L’emploi des deux entretoises I\ E, E',E’ ne change pas les
réactions des appuis ; il ne modilie non plus ni les moments
fléchissants ni les efforts tranchants, dans les sectlions situées
Lors du panneau EE’, soit & droite, soit a gauche. Mais, dans
le panncau EE’, Pemploi des enlretoises diminue toujours un
peu les moments fléchissants; cl, quant aux efforls tranchanls,
il les angmente dans la premiere partie EI et les diminue
dans la seconde partie IE" (il s’agit ici, bien entendu, des
efforls tranchants considérés a la fois en grandeur et en signe,
le sens positif élant celut de Oy).

148. — Une queslion s’offre ici

Ot faut—i]'placer le point d’application I de la force F, pour
que l'effort tranchant soit nul dans toute 'étendue du pannean
EL?

L’effort tranchant dans le panneaun restant égal & ve, il faut
et 1l suffit que we soit nul, c’est-a-dire que ¢’ soit parallele a
AB. Donc, on mencra par le point A la droite queleconque Ae
jusqu’a sa rencontre ¢ avec la verticale du point E, puis on
conduira ¢2" parallele 2 AB jusqu’a sa rencontre ¢ avec la ver-
ticale du point E'; enfin, on tirera B¢ et le point cherché I sera
la projection sur AB du pointde rencontre x de A et de Be',
On donne a ce point le nom de point limite des efforts tran-
chants,

Avec cette disposilion, effort tranchant scra positif et égal
ava de A en E, puis nul dans le panneau EE’, enfin positif et
égal a vd de I en B ; tandis que, sous l'influence de la méme
charge directement appliquée en I, 'effort tranchant serait né-
gatif et égal & va de A en I, puis positif et égal & 00 de |
en B.

149. —Nous ne nous étendrons pas plus longtemps sur
lg role des entretoises, Il nous suffit d’avoir montré que l'er-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRE DROITE SUR DEUX APPUIS: CHARGE MOBILE {73

reur commisc en faisant absiraction de ces pieces secondaires
n’a que peu d'imporlance ; d’autanl que, ce que I'on tient sur-
tout & connaitre dans la pratique, ¢’est le maximum des mo-
ments fléchissants dans les diverses seclions. A moins d’étre
exceptionnellement astreint & une économie escessive, on
peat, dans Iélablissement d'un projet, ne pas tenir compte des
entretoises ; il en résulte seulement, pour les seclions de la
poutre, des dimensions un peu supéricures a celles qui seraienl
strictement nécessaires.
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CHAPITRE X

DETERMINATION DES FORCES INTERIEURES
DANS LES SYSTEMES ARTICCLES

Objet du probléme.

150. — Une articulation cst un mode d’assemblage permet-
tant, & chacune des pieces qu’il relie, de tourner librement
autour de leur point d’atlache.

Le plus souvent les pieces d’une charpente sont assemblces
d’une manitre rigide, et c'est pour faciliter 1'étude que I'on
substitue, par la pensée, a ces assemblages, des liaisons arti-
culées qui permettraient aux angles de varier sans développer
aucune résistance. Il est clair que, si 1'équilibre a lieu dans
Ihypothese des articulations, il sera ¢ fortiori assuré, lors-
qu’on reviendra aux liaisons rcéelles, qui sont plus étroites
que les liaisons fictives par lesquelles on les avait momenta-
nément remplacées.

Les systémes articulés que nous considérerons ici satisferont
aux deux conditions suivantes :

1* Toutes les barres du systeme sont situées dans un méme
plan.

2° Les forces extérieures (charges et réactions) qui agissent
sur le systéme sont situées dans ce plan et appliquées seule-
ment aux naeuds, c'est-i-dire aux points d’articulation, et non
en tout autre point des barres. D’ailleurs il n’est pas néces-
suire qu'il y ait une force extérieure en chaque neead.
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151. — Cela posé, voici I'énoncé du probleme & résoudre :

Un systéme articulé étant en équilibre sous laction de forces
extérieures siluées dans son plan et appliquées d ses neeuds, dé-
terminer les forces intérieures, c'est-d-dire la tension ow la com-
pression de chaque barre du systéme.

La statique graphique fournit pour cet objet deux mé-
thodes principales, la méthode des sections et la méthode des
noends, que nous exposerons successivement, en donnant un
nombre suffisant d'exemples & I'appui. Nous terminerons par
I'indication des conditions que doit remplir un systeme arti-
culé pour que le probleme énoncé puisse étre résolu par la
statique seule, sans I'intervention de la théorie de I'¢clasticité.

Principe de la méthode des sections.

152. — Imaginons, & travers la charpente, une section S
d’ailleurs quelconque, rectiligne ou curviligne, mais qui ne
passant par aucunnceud et ne coupant une méme barre qu'une
fois, décompose celle charpente en deux parties (U) et (V)
n’ayant plus d’attaches I'une avec 'autre.

La parlie (U), considérée toute seule, sera en équilibre sous
Iinfluence : 1° des forces extérieures (charges et réactions)
F, F', F”.., qui agissent sur ses neuds ; 2° des actions que la
partie (V) exercait, avant d'étre détachée, sur la partie (U),
¢’est-a-dire des tensions ou compressionsfi, £, f3... des barres
coupées par la section S. .

C'est en exprimant cet équilibre que ’on détermincra ces
forces intérieures ou élastiques £, /5, fi--.-

Tel est le principe de la méthode des sections.

. La mise en acuvre differe suivant la manitre d’exprimer cet
équilibre ; de 13 deux procédés distincts, celui de Culmann et
celui de Ritter, que nous allons développer.

Toutefois, nous ferons auparavant deux observations im-
portantes.

153. — Nous laisserons toujours au. mot darre son sens
précis de droite limitde. Ainsi, quand nous disons qu'une sec-
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tion S coupe une barre A, il faut entendre que la section passe
enlre les deux extrémités de celte barre, et non pas seulement
gqu'elle coupe la droite iudéfinie dont la barre n'est qu'une
portion ; c¢'est au contraire de celle droite indéfinie qu'il s’a-
gira, quand nous dirons la droite A.

154, — La force intérieure f qui agit suivant une barre
peut étre une compression ou une {ension. Dés qu’on aura dé-
terminé le vecteur de cette force, on saura, par la méme, si
celte force, appliquée au trongon qui fail pactie de (U) et au
point de section de la barre, pousse vers (U) on tire vers (V) ;
dans le premier cas, c’est une compression, et, dans le second,
une tension.

Procéedé de Culmann,

155. — Supposons que la section S ne coupe pas plus de
trois barres A, B, C(fig. 78), et soit R la résultante des forces
extérieures I, T, ¥”.... qui agissent sur la partie (U). Celte
force R doit équilibrer les tensions ou compressions fy, f,, f;
des barres A, B, C; on obliendra donc fi, fi, fs, en décompo-
sant R en trois forces o, 0,, g, suivant les cotés By, yx, 28 du
triangle formé par les trois droiles A, B, C, et en prenant cha-
cune de ces composantes en sens contraire.

Ainsi, p étant le point ot la ligne d’action de R coupe I'un
des cOtés o8 du triangle «2v, on joindra gy, puis on décompo-
sera R en deux forces, l'une g, suivant a8, I'autre o suivant
Y- On décomposera & son tour la force o, supposée appliquée
au point y, en deux autres, I'une o, suivant y« ct lautre o, sui-
vant gvy. Les forces /i, f;, f; respectivement égales et opposées
& g1, 9,, 9, seront les forces élastiques des barres A, B, C.

Dans notre figure, la force ¢, par exemple, dont la ligne
d’aclion est C, tire vers (U); donc la force f; qui est indiquée
par la fleche tive vers (V) et par suite (n° 154) la barre G est
tenduc. Au contraire, les barres A et B sont comprimdes.

Il serait superflu de s’étendre sur la détermination de la ré-
sultante R des forces F, F', F”...; on sait (n° 37) comment le
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polygone des vecleurs de ces forces donne la valeur de leur ré-
sultante, dont un point de la ligne d’action est ensuite fourni
par un polygone funiculaire.

156. — La méthode est en défaut si Ja scction S coupe
plus de trois barres, car la décomposilion d’une force R sui-
vant plus de trois droitcs est un probleme que la statique
laisse indéterminé.

Ainsi, pour que ce procédé permette la détermination des
forces intérieures de toutes les barres d’un systeme articulé, il
faut ct il suffit qu'on puisse trouver, pour chaque barre, une
section découpant le systeme en deux partics, el ne rencon-
trant que deux barres autres que celle que I'on considere.

Fig. 78.

Toutefois, on peut exceptionnellement déterminer par le
procédé ci-dessus la force élastique d’une harre G, lorsque la
section S coupe, outre cette barre C, un nombre quelcongue
d’autres pieces A, B, D,..., pourvu que les droites A, B, D,...
concourent en un méme point y. En désignant toujours par R
la résultante des forces extérieures agissant sur la partie (U),
on décomposcra R en deux forces g, et o snivant la droite C et
la droite qui joint au pointy l'intersection ¢ de R et de C; la
composanle g;, suivant C, sera ¢égale et contraire & la force
¢lastique f, relative & Ia barre C.
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P'rocédé de Ritter.

157. — Le procédé de Riltler consisle & exprimer I'équili-
bre & I'aide du théoreme des momenls; c’est pourquei on le
désigne souvent sous le nom de méthode des moments sta-
tiques. : '

Soit C la barre dont on veut trouver la tension ou Ja com-
pression, et S une section découpant la charpente en deux
partics (U) et (V) et ne rencontrant, outre C, que deux autres
barres A et B. Les forces extérieurss fy, /i, fi relalives aux
harres A, B, C, représentant les actions de la partie (V) sur la
partie (U), doivent équilibrer les formes extéricures ¥/, F’,
F” ... (charges ou réaclions) agissant sur les nceuds de la par-
tic (U). La somme des moments de toutes les forces /i, /o, /s
F, F', F”... par rapport & un point quelconque du plan doit
donc étre nulle. Sil'on choisit, eu particulier, pour centre des
moments le point de concours v des droites A et B, les mo-
ments de f; et de /; seront nuls, et 'on aura simplement

M/, 4 SMF =0

Par suite, si 'on désigne par p le segment qui a pour ori-
gine le point y et pour extrémité la projection de y sur la
droite (, la formule

1 .
[s=—-XMF
P
donnera le vecteur de la force célastique relative a la barre C;
ce sera unc lension ou une compression suivant que f, tirera
vers la région (V) ou vers la région (U).

158, — De meéme quele procédé de Culmann, celui de Rit-
ter est en défaut lorsque la section S coupe, outre la barre C,
plus de deux autres barvres ; car, en choisissant pour cen-
tre des moments le point commun aux droites qui porlent
deux de ces autres barres, on une fait disparaitre de I'équation
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des moments que les forces ¢lasliques de ces deux barres;
il reste donc dans cette relation unique, avee la force élas-
tique de la barre C, les forces élastiques inconnues d’une ou
plusieurs barres.

Toutefois, ici encore, on peut exceptionnellement obtenir la
force élastique de la barre C, lors méme que la section S
coupe plus de deux autres barres, & la condition que Ies
droites qui portent ces barres en nombre quelconque aillent
concourir en un méme point y; en choisissant ce point
y pour centre des moments, toutes les forces élastiques dispa-
raissent de 'équalion des moments sauf la force élastique /,
de la barre C, qui se trouve des lors délerminée.

159. — Mais le procédé de Rilter échappe aussi dans une
aulre circonstance.

La section S ne rencontrant, outre la barre G, que deux
barres A et B, il peut arriver que les droites A et B soient
paralleles ; alors le point ¢ par rapport auquel on prenait les
moments disparail & I'infini, et la mdthode ne s’applique plus,
quoique la force élastique relative a la barre Csoit bien déter-
mindée. On1obtienl en revenant au procédé Culmann, dont 'ap-
plication ne rencontre aucune enlrave. On opérera donc ici de
la maniere suivante :

En désignant toujours parglepointou la droite G rencontre
la résultante R des forces extérieures appliquées aux neuds
de Ta partie (U), on décomposera R en deux forces, I'une sui-
vant la droite C, Vaulre suivant la paralltle menée par p aux
droites A el B. La premitre composanle, prise en scns con-
traire, sera la tension ou la corpression de la barre C.

Application aux poutres en treillis simple.

160, — La mdthode des moments slatiques est surtout
avantageuse lorsque les charges et les réactions sont verti-
cales, ce qui est le cas ordinaire de la pratique.

Nous allons 'appliquer & la poutre en treillis simple posée
sur deux appuis A et B de méme niveau (fig. 79, I).

Voici en quoi consiste cette poutre a laquelle on donne
aussi le nom de poutre Warren.
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Deux barres articulées (en général ) forment la membrure
supéricure S, S, §; qui est horizontale. Trois barres articu-
lées (en général n4-1) forment la mewmbrure inféricure ALLB
qui est aussi horizontale. Les articulations supérieures sont
unies aux arliculations inférieures par des barres de remplis-
sage ou de treillis, alternalivement inclinées dans un sens et
dans l'autre. Dans notre figure, nous avons pris toutes les
barres des membrures égales entre elles, et toules les barres
de remplissage inclinées & 4£5° sur I'horizon.

Les nceuds supérieurs 8, S,, S; sont sculs chargés ; nous
désignons par ¥y, F,, F; ces charges, qui sont donndes et que
nous supposons égales entre clles; il y a en outre, comme
forces extéricures, les réactions inconnues R et R des appuis
AectB.

Ici ces réactions sont évidemment égales entre elles,et cha-
cune d’elles équivaut a la demi-somine des charges égales I,
F,, F;. Mais, d’'une maniere générale, on les délermine a l'aide
du polvgone des vecteurs @z, 2,26 des forces Fy, F,,F;; la pa-
rallele =V menée par le pole a la ligne de cloture ab donne les
vecteurs Va, et ¢,V des réactions.

Au lieu de nous donner le pole =, nous avous placé immé-
diatement V au milieu de @, @, et pris le pole = sur 'horizon-
tale du point V, & une distance polaire Ve=~ égale au dou-
ble de la hauteur A" de la poulre. :

Nous avons en outre tracé (n° 104) le diagramme Nay 1",
n, n's n, 7', a, des efforts tranchants.

Cela posé, pour chercher les forces élastiques relalives aux
diverses barres de la poulre, nous emploicrons des sections
reclilignes verticales Z,, Z,,.., scclions qui ne rencontrent ici
jamais plus de trois barres.

Les barres portent les numéroes 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10
el 11 ; nous allons considérer successivement:

1° les harres de la membrure supérieure ; elles porlent des
numéros doublement pairs 4, 8;

2° les barres de la membrure supéricure ; elles portent des
numeros simplement pairs, 2, 6, 10 ;

3 les barres de treillis : elles sont désignées par les numéros
impairs 1, 3, 5, 7, 9, 14.
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Fig. 79.

161, — Considérons la barre 4 ; pour cela, faisons une sec- .
tion verticale Z, qui renconlre les barres 4, 3 et 2 et prenons
les momenls par rapport au point I, ol concourent 2 et 3.
Nous aurons (n° 157) pour la force élastique £, :

fr MR- MtF,
T Em
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Or, le numérateur du second membre est le moment flé-
chissant de la poutre au point I,; il a done pour expression,
en grandeur et en sigue, le produit 4.y, de la distance polaire
par'ordonnée au point I, du polygone funiculaire. On a done

h
/.4:]7?/‘-:2.‘74

D’ailleurs toutes les ordonnées du polygone funiculaire, et
en parliculier y,, sont positives; f, est donc posilive, c’est-a-dire
dirigée de droitea gauche d’apres nos conventions (n° 7); comme
icila région(U) est la région & gauche de la section, on voit
que f, pousse vers (U); la barre 4 est donc comprimée(n® 154).

On trouverait la méme compression pour la barre 8; cela
résulle d’aillcurs de la symétrie de tout le systeme (poutre el
charges) par rapport & la verticale médiane ¥, S,.

Ainsi, chaque barre de la membrure supérieure est com-
primée, el sa compression est représentée par le double de
Uordonnée du polygone funiculoire qui passe par le neud
opposé de la membrure inférieure. Celte force ¢lastique est
donc minima aux bords et maxima au milieu de la poutre,

162. Considérons maintenant la barre 2. La méme section
Z, scrvira; sculement nous prendrons pour cenire des mo-
ments le point S, oir concourent les harres 3 et 4. Nous au-
rons ainsi (n® 157) pourla force élastique /,

- MR

/.3:— W

ar, le numérateur est Ie moment fléchissant de la poutre an
point 2; ce moment est 2y, et la relation devient

h
fi=— ¥ = — 2.

Le second membre étant négatif, la force /, tire vers (Vy; c'est
done une tension.

On cbtiendrait le méme résullat pour la barre 10 symétri-
que de la précédente,
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Pour la harre 6, qui est scule de son espece, nous ferons
une section verticale Z, coupant les trois barres 6, , 4, el nous
prendrons pour centre des moments le point S, olt concourent
5 et 4, Nous aurons ainsi

MIRLM'F,

fE: ]Lf

ou
h
fo=—1 Ya=—2ys ;

¢’est encore une tension,

Ainsi, chaque barre de la membrure inférieure est ten-
due, et sa tension est représentée par le double de U'ordon-
née du polygone funiculaire qui passe par le neud opposé
de la membrure supérieure. Cette force élastique est donc
minima pres des appuis el maxima au milicu de la poulre.

163. — Arrivons enfin aux barres de treillis, soit d’abord
la barre 3 ; nous emploicrons la section Z,; elle coupe, outre
la barre 3, les deux barres paralltles 2 et 4. On est done ici
dans le cas d’cxception signalé au n® 139, et il faut em-
ployer le procédé de Culmann, ¢’est-a-dire prendre la résul-
tante de la réaction R et de Iy, la décomposer suivanl la di-
rection du coté 3 et suivant la direction horizontale des cOtés 2
et &; la premiere de ces composantes, changée de sens, sera
la force inlérieure demandée.

Or, la résultante des forces R et F, qui s’exercent sur la
partie (U), c¢’est-a-dire & gauche de la section Z,, a le méme
vecteur que leffort tranchant correspondant a Z,; ce vecteur
est 'ordonnée de 'horizontale 2/, n, et, par conséquent, en
particulier I'ordonnée un dont le prolongement passcrait par
le nceud I,. Menons «k parallele a la barre considérée 35 le
triangle unk a pour cbés le vecteur un de la résultante et des
paralleles aux directions des composantes ; ces composantes
onl donc pour vecteurs uk et kn, et ¢'est wk qui représente
la composante suivant la barre 3 ; par suite, Au est le vecteur
de la force élastique relative a cette barre, et comme cette force
tire vers la région (V), c'est une tension.
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Pour la barre 5, on prendrait la section Z, etl’on raisonne-
rait d’'une maniere analogue ; la composante parallele & 5 est
uk’ el, par suite, £y est la valeur de la force élastique relative
b la barre 5; cette foree pousse vers (U); cest une compres-
sion.

Par symétrie, on voit que la barre 7 subit ]a méme compres-
sion que la barre 5 et que la barre 9 subit la méme tension que
la barre 3.

Il ne reste a considérer que les barres extrémes 1 et 11, et
méme que la barre {, puisque, en verfu de la symétrie, ces
deux barres subissent les mémes efforts. Or, pour la barre 1,
il suffit de décomposer la réaction R, dont Je vectenr est UN,
en deux forces, I'une suivant la droite 1, I'autre suivant I'ho-
rizonlale ; la premitre composante a pour vecteur Uy, et, par
suite, 2U estle vecteur de la force élastique relative & labarre
1; cette force pousse vers (U), c’est donc une compression.

En résumé, pour les barres de treillis, une barre quelconque
et sa symétrique par rapport alaverticale médiane ¥, S,, sont
comprimées (ou tendues) survant que les deux droites dont ces
barres font partie vont se croiser au-dessus (ou au-dessous) de
la poutre. Do plus, en appelant pied d’'une barre de treillis le
point on elle rencontre la membrure inférieure, on voit que Ia
force élastique relative d une barre quelconque est représentée
en valeur absolue par la longueur de la paralléle ¢ cette barre,
limilce au diagramme des ejforts tranchants, et menée par le
pied de lordonnée de ce diagramme située sur la verticale
du pied de la barre. Ainsi, pour les barres 3 et 5 dont Jes pieds
sont en I, il faut prendre la longueur des parallele uk et uk’
23 et & 5 mendes par le pied # de ['ordonnée wn du dia-
gramme des efforts tranchants qui est située sur la verticale
duo point I,. Enfin, ces forces élastiques sont maxima pres
des culées et minima au milieu de la poutre.

Pour permettre au lectear d’embrasser, par un simple coup
d’eil sur la figure, le sens de ces résultals, nous avens mar-
qué les barres comprimées d’un trait plus fort que les barres
tendues.

164. — La poutre Il de la figure 79, dite poutre Howe, cst
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aussien treillis simple ; ellea méme hauteur que la précédente;
mais les barres de treillis sont alternativement verticales et
inclinées & 45°. Celles qui sont verticales recoivent le nom de
poincons et celles qui sont inclinées sont appelées contreficles.

La poutre IIl n’est en quelque sorte que la poutre I ren-
versée,

Nous avons supposé que les poutres II et IIT porlaient les
mémes charges F,,Fy,Fy,que la poutre 1, afin de nous servir du
méme polygone des vecteurs et des mémes diagrammes des
moments fléchissanls et des efforls tranchants. Seulement
comme ici les panneaux sont deux fois plus nombreux que
daus la poutre I, les articulations de la membrure supérieure
ne se trouvent chargées que de deux en denx.

La marche est absolument la méme qu'aux n** 161, 162 et
163, et, apres les détails dans Iesquels nous sommes entrés, la
recherche des forces élasliques relalives aux barres des mem-
brures et aux contrefiches ne saurait arréter le lecteur. Les
poingons exigent seuls quelques mots d’explication.

Considérons, par exemple, le poincon 3 de la poutre II. On
peut imaginer que la barre correspondante 3 de la poutrel
ait tourné peu & peu autour de S, de maniere & prendre la po-
silion verticale; dans ses positions successives cette harre
reste toujours tendue, et sa tension, d’abord représentée par
le vecteur Au, prend pour vecteur £,'u quand la barre devient
3’ (poutre II), et enfin a pour vecteur nw lorsque la barre est
devenu verticale. .

Ainsi, dans la poutre I, le poingon 3 est tendu et sa tension
est égale en valeur absolue a 1'effort tranchant correspondant
a la méme verticale.

On peut, au lieu derecourir & lTa méthode des limites, trai-
ter la question des poingons directement.

Considérons, par exemple, le poincon 15 de la poutre III, et
faisons une section Z;ayant la forme d’'une ligne brisée dontles
cOtés extrémes soienl verticaux et dont le coté intermddiaire
soit parallele aux contrefiches 13 et 417, Cetle section coupe les
trois barres 14, 15 et 16. Les forces extérienres agissant sur Ia
partie gauche (U) de la charpente sont R, F, et F;; leur résul-
tante a pour vecteur Va,, et il faut la décomposer en deux
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forees, Pune suivant la droite 13, 'autre suivant la direction
horizontale ; comme celte résultante est verticale, sa compo-
sante horizontale est nulle, et sa composante suivant le poin-
gon 13 est celle résultante elle-méme; en la prenant en sens
conlraire, on a la force élastique relative au poingon consi-
déré ; le vectear de cette force est @,V 5 il est dirigé vers (U);
¢'est done ici une compressian.

En résumé daus les poutnes 11 et 111, comme dans la poutre
1, la membrure supérieure est comprimée et la membrure infé-
rieure est tendue, Dans la poutre II, les poingons sont tendus
el les contrefiches comprimdes ; ¢’est Uinverse dans la poulre
1. Dans les deux cas les forces élastiques relatives auz poin-
cons, sont éqales en valeur cbsolue auz efforts tranchants cor-
respondants.

Principe de la méthode des noruds

165. — Remarquons d’ahord que, si plusienrs forces con-
concourantes Fy..., Fay, Foy, IYy se font équilibre et si I'on
connait les lignes d’action et les vecteurs des forces F,...,
Fn_s, ainsi que les lignes d'action de F,—, et de F,, on peut
trouver les vecteurs de ces deux dernieres forces.

11 suffit, en effet, d’exprimer que le polygone des vecteurs de
toutes les forces estfermé. On construira done le polyzone des
vecteurs @y Q,...ds—, des forces enticrement connues Fy...,F,_4;
puis on mencra par @, une parallele & la ligne d'action de
I'»y et par a, une parallele a la ligne d’action de F,; a, élant
le point de renconlre de ces deux droites, les vecteurs de-
manddés seront an—y an et a, a,.

Or, dans le systeme arliculé, on connait les forces ex-
térieures (charges ou réactions) qui agissent sur un ncuad
quelconque ; si, en outre, on connait les tensions ou compres-
sions pour toutes les barres qui aboutissent & ce neeud, ex-
ceplé pour deux d'entre elles, on pourra, d’apres ce qui vient
d'dtre dit, déterminer les forces élasliques de ces deux der-
nitres bharres; f étant 'une d’elles et MN élant la barre cor-
respondante qui aboutit au noead considéré M, on imaginera
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sur cette barre une fleclie ayant le sens du vecteur de /; si
cette fleche est dirigée versle narud M, la force élastique f
est une compression ; sila fleche est dirigée en sens inverse,
[ est une tension.

Tel est le principe de la méthode des nacuds.

Pour I'appliquer & un systeme arliculé, on part d'un pre-
mier nceud ol il n'y ait que deux forces élastiques inconnues ;
on détermine ces forces comme on vient de le dire; puis on
passe & celui des nwuds voisins qui, grace aux nouvciles
données que I'on vient d'acquérir par I'opération précédente,
n'a plus que deux barres dont les forces élastiques soient alors
inconnues ; on détermine ces forces, ce qui permet de passer a
I'un des neeuds suivants, et ainsi de suite.

La méthode sera en défaut dés qu'on ne pourra plus trouver
de nozudson ily ail moins de trois forees élastiques inconnues.

166. — Yoici une observation trés importante: soit MN
une barre réunissant le noeud M aunccud Ny et, soit fla force
élastique de cette barre, tension ou compression,que 'on vient
de trouver en considérant Je noeud M. Quand on passe au
neeud suivant N, cetle force élastique, qui figure alors comme
force connue parmi celles appliquées au point N, doit étre
changée de sens.

Eu effet, si la barre MN est, par exemple, comprimée, c’est
que la force élastique f considérée comme apparienant an
neeud Ma le sens d’une fleche placée sur la barre et dirigée
vers M; tandis que, considérée comme appartenant au necud N,
cetle force élastique f, devant toujours représenter une com-
pression, doit avoir le sens d'une fleche posée sur la barre et
dirizée vers N.

De méme, sila barre est tendue, la force f,représentant tou-
jours une tension, doit étre dirigée vers M quand on la consi-
dtre comme appartenant au nceud N.

187. — Appliquons celte méthode & la poutre I de [a figure
19, et qui est reproduite figure 80. Nous supposons qu’on ait
préalablement déterminé les réactions comme il a ¢té dit au
n* 160,
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Il faut commencer par le nieud A ou par le noeud B, ces
deux nceuds élant les seuls auxquels n’aboutissent que deux
barres.

Au neeud A, on connail la réaction R, et les forces élasti-
ques inconnues seront celles /i et /; des barres 1 et 25 on
pourra done les déterminer.

Des lors an nocud S, on connaitra f; et F, et on pourra
déterminer f; et /. Puis au nceud 1, on connailra f; et f,, et
on pourra trouver f; et f;. On passera de la successivement
auxnaeuds S,, I,, S; o lon n’aura jamais,quand on y arrivera,
que deux forces élastiques inconnues. Le nwud B fournira
enfin une vérification, puisque, quand on y parviendra, toules
les forces [y, fis et R’ qui agissent en ce point seronl déja
trouvées.

On voit que la méthode réussit jusqu'au bout. D'aitleurs
ici, & cause de la symélrie, on pourrait s’arréter au neeud S, ;
mais, comme c’est surtoul une application de la méthode que
nous avons en vae, nous ne profiterons pas de cette circons-
tance particuliere.

Entrons dans les détails :

1° Neeud A (fig. A)

Force connue R=Va,

Forees inconnues [y, /;

Polygone Va,aV

Résultats : compression f; =2, tension f;==aV.

2° Noeud S, (fig. )

Forces connues f;=ada,, Iy = a,a,

Forces inconnues [}, /s

Polygone aa,0,fx

Résultats : compression f, == a3, [a=fa.

3° Neeud I (fig. 1)

Forces connues fi= Vo, /== a8
Forces inconnues /s, /s
Polygone VaygV )
Résultats : £, — by, fﬁ:‘}’\

]
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ko Neweud ®, (fig. S,)
Forces connues f; =+p, fi = pa,, ¥y=—=a.a;
Forces inconnues f;, f;
Polygone yga,aey
Résultats : fy=a,, f; =y

30 Noeud I, (fig. L)
Forces connues f;=Vy fi= vz
Forces inconnues f,, /i,
Polygone VyeaV
Reésualtats : =z, fiy=12aV

6° Neeud S, (fig. S;)

Forces connues f; = ¢, fy=¢a,, Fy=aya,
Force inconnue f,
Polygone wacaa,2
Résultat : £}, = a.x.
7° Necud B (fig. B)
Forces connues f;, == Va, fi,=uaa,, R =0a,V
Force inconnue — néant
Polygone Vxa,Vqui, comme vérification,doit se fermer.

Diagramme général des forces élastiques.
Figures réciprogues.

168, — En opérant comme on vient de le faire, on est
conduit & comslruire un polygone des vecteurs pour chaque
necud.

Or, d'une part, on n’utilise pas de la sorte le polvgone des
vecteurs a,a,a,a, des forces extérieures, qu'on a di cependant
construire préalablement pour la recherche des vecteurs Vg,
@,V des réactions. D'aulre part, comme chaque barre fail par-
tic de deux naruds, les lignes représentatives des forces élas-
liques se trouvent tracées deux fois sur I'ensemble des figures
(A)! (Si)’ (Ii)i (Sﬂ)v (Ii)v (S-l)v (B>

On éviterait ces doubles emplois si, laissant fixe la figure
(S,), on abaissait verticalement les figures (A)), (8)), (L), et
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si on remounlait verticaléement les figures (1), (S,), (B), de
telle sorle que les points V des figures (A), (L), (L), (B) vien-
nent coincider avec le point V de la figure (S.) et que le point «,
de la figure (8)) et Je point e, de la figure (S;) viennent se pla-
cer respectivement sur les points a, et g, de la figure (§;).

I Is, '
LI . i
N B (Sz) ¥ ;Fz
LN ! E] '
\\ llR ? 55 ay
POR RN S £ ox- ':
5B\ /o 1.
-840 X, D121 F‘;f
I
v
LA
S R
R
4 il
1 1
’ N
Ay
Fig. 80,
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On obtiendrait ainsi la figure 80 o1 il 'y a plus de double
emploi, el ol le ¢dté vertical a,a,Va,a, n’est autre que Ie poly-
gone des veeleurs et des réaclions, gu’on avait déja tracé

"antérieurement et qui se trouve ainsi utilisé.

La recherche des forces intérieures du systeme articulé se
réduit donc & la construction directe de ce diagramme total,
dans lequel se trouvent condensés en quelque sorte les dia-
grammes particls (A), (8y), (L), (8,), L), (S;), (B).

On donne & ce diagramme des forces élastiques le nom de
[igure réciprogue de celle que forme le systeme articulé.

169. — L’élude des considérations qui ont réellement coun-
duil Maxwel et M. Cremona & la conceplion de ces figures ré-
ciproques et & leur emploi poor la détermination des forces
intérieures des systemes arliculés, est assurément fort intéres-
sanle el trés instruclive. Mais ce serait sortir de notre cadre
que de nous arréter & celte question purement théorique et
certainement en dehors du domaine proprement dit de la stati-
que graphique. On pourra consulter sur ce sujet le chapitre 23
et la note 5 du 7raité de statique graphique de M. Maurice
Lévy, aussi bien que Popuscule de M. Cremona (/e figure ré-
ciproche nella statica gratifica) complété par MM. Jung et
Saviotti et traduit en francais par M. le capitaine du génie
Louis Bossut.

Toujours est-il que la marche que nous avons suivie est &
la fois bien simple et fort naturelle.

Nous ajouterons encore un mot sur les figures réciproques.

Imaginons qu’on ait adjoint a la figure formée par le syste-
me acticulé, un polygone funiculaire des forces exlérieures
ainsi que les trongons des lignes d’action de ces forces qui
relient le sysleme articulé et le polygone funiculaire envelop-
pant. La figure du systeme articulé ainsi complétée et Ie dia-
gramme des forces élastiques satisfont aux deux conditions
suivantes :

1° A chaque droite de 1'une répond dans I'autre une droite
paralléle;

2° A chaque nawud de 'une répond dans 'autre un polygone
fermé. ‘
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(est en cela que consiste la réciprocité.

Une figure prise au hasard ne comporte pas de figure réci-
proque, et ce n’est pas un probleéme simple que la recherche
des conditions nécessaires el suffisantes pour qu'une figure
admette une réciproque. Voiei une condition nécessaire, mais
non suffisante : '

A chacun des neceuds doivent aboutic au moins trois
droites.

Cela résulte immédiatement de ce que & tout nceud doit ré-
pondre dans Ja figure réeiproque un polygone fermé et qu'un
polygone fermé a toujours au moins trois cOlés.

On voit par 1a que, 3 moins d’étre complété comme nous
I'avons dit, le systeme articulé considéré ci-dessus (poutre
Warren) n'admet pas de figure réciproque, puisque chacun
des denx nceuds A et B n'est formé que de deux barres.

130, — Au fond ce qui importe, ¢’est d’apprendre & cons-
iruire direclement et rapidement le diagramme général des
forces ¢lastiques du systeme arliculé, en juxtaposant ce dia-
gramme & la ligne verlicale Va,a,¢,2, qui constitue le poly-
gone des vecteurs des forces extérieures.

Voici comment il convient de procéder :

On trouve dans le diagramme (fig. 80}, outre le polygone
des vecteurs des forces extérieures, deux sortes de lignes :

1° Celles qui correspondent aux barres de pourtour du sys-
teme articulé et que nous appellerons lignes principales du
diagramme,

2° Celles qui correspondent aux barres de remplissage et
que nous nommerons Lgnes secondaires du diagramme.

Chaque ligne, d’aillears principale ou secondaire, du dia-
gramme est parallele & la barre correspondante du systeme
articulé.

Supposons que, pour chercher les réactions R et R’, on ait
construit le polygone des vecteurs a,a,a,a, des charges, en pre-
nant les forces F,,F,,F;, dans'ordre ou on les vencontre quand
on suit le contour du systime articulé, en partant de I'appui
A, dans le sens de la marche des aiguilles d'une montre. Une
fois les réactions trouvées, le systeme complel des foreces ex-
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téricures sera, cn partant du point A et suivant l'ordre indi-
qué,

R; Fh FZ) F:H I{,i
el 'on aura pour le polygone des vecteurs correspondant

Va,a,a.a.Y.

Cela posé, considérons d’abord une ligne principale du dia-
gramme, celle qui correspond a la barre % par exemple; cette
barre reliant les deux nouds S, et S, le vecteur de sa force
élastique setrouvera cn a,p dans les diagrammes partiels (8;) et
(S,) relatifs & ces neeuds; dans le diagramme général, il par-
tira donc du somret @, du polygone des vectears,qui est com-
mun aux vecteurs a,d,,a,a; des deux forces F, et I, limatrophes
de la barre &. On raisonnerait de méme pour les lignes prin-
cipales qui répondent aux barres 1, &, 11, lesquelles sonl com-
prises chacune entre deux forces cxtérieures. Voyons ce qui
arrive pour les barres 2, 6, 10, pour lesquelles il n'y a pas de
force extérieure aux extrémités ou du moins & chacune des
deux extrémités. La barre 2 faisant partie des nauds A et 1,
le vecteur de sa force élastique se trouve en Vo dans les dia-
grammes particls (A) et (I,); dans le diagramme général, il
part donc de V, et I'on verrait de méme que les lignes princi-
pales correspondantes aux barres 6 et 10 partent également
de V. Or, le point V est le sommet du polygone des vecteurs
qui est commun aux vecteurs a,V, Va, des forces extérieures
R et R’ entre lesquelles sont comprises chacune des barres
2, 6, 10. On peut donc énoncer cette regle générale :

Towte ligne principale du diayramme s obiient en menant la
paralléle ala barre de pourtour correspondante, par le sommet
du polygone des vecteurs qui est commaun aux vecteurs des deuzx
forces limitrophes de cette barre.

Occupons-nous maintenant des lignes secondaires,

Considérons I'un quelconque des triangles du systime arli-
culé, le second, par exemple, qui est formé par les bharres 3,
4, 5. Les vecteurs des forces élastiques correspondantes figu-
rent, le premicr f; = P dans les diagrammes parliels (Sy) et

13
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(L), le second f.= a,p dans les diagrammes partiels (S,) et
(S), le troisieme f, = gy dans les diagrammes partiels (I,) et
(S;). Or, les points ddésignés par la lettre 8 dans ces divers dia-
grammes se réunissent en un seul el méme point 8, quand on
combine, comme il a été dit, ces diagrammes particls pour
former le diagramme général. On en dirait autant des autres
triangles. Donce : ¢ fout triongle du sysiéme arliculé répond,
dans le diagramme général, wun newd o se croisent les lignes
qui correspondent (et qui sont paralleles) aux barres formant
les cdtés du triangle considére.

Cetie regle permet de tracer successivement les lignes se-
condaires, des que les lignes principales sont en place. En
effet, le noeud relatif au premier triangle AS,1, est connu, puis-
qu'il est & la rencontre des lignes principales correspondant
aux barres 1 et 2; on pourra donc tracer la ligne secondaire
correspondant & la barre 3. Des lors, le nceud relatif au se-
cond triangle S,I;S, sera déterminé par la rencontre des lignes
qui répondent aux barres 3 et 4; on pourra donc tracer la
ligne secondaire relalive 4 la barre B, et ainsi de suite.

171. — En résumé, voici la marche & sunivre pour tracer le
diagramme de la figure 80. '

On considérera les forces extérieures dans l'ordre R, F,, T,
F,, R’ ol on les rencontre en parlant de l'appui A et suivant
le conlour de la charpente daus le sens du mouvement des
aiguilles d'une montre. Va,a;a,a.V étant le polygone des vee-
teurs des forces extérieures prises dans cet ordre, on menera,
conformément a la premiere régle, les lignes principales suc-
cessives a1, a4, a.8, at1, V.10, V,6, V,2, dont les trois der-
nigres coincident avec 'horizontale du point V. Puis, en appli-
quant la seconde reégle aux triangles successifs AS|1,, I|S,S,,
S.LT,, LSS, SLB, on obtiendra de proche en proche : 1° le
noud ¢ relalif au premier triangle et la ligne secondaire o3
qui, étant parallele & la barre 3, est ici le prolongement de
a3 2° le nceud B relatif au second triangle el la ligne secon-
daire B85 qui est parallele & la barre 5 ; 3° le nceud y relatif au
troisieme triangle et la ligne secondaire 47 qui est parallele &
la barre 7; %£° le nceud e relatif au quatrieme triangle et la
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ligne secondaire ¢9 qui est parallele & la barre 9; 5° le noeud
relatif an dernier triangle qui devra étre & la fois sur ¢9, a,11,
V10, c'esl-a-dire au peint « déja trouvé.

Ce diagramme général une fois construil, rien n’est plus
aisé que d’y déméler les vecleurs des forces élastiques rela-
tives aux diverses barres.

Dans le cas qui nous occupe, on aurait pu, a cause de la
symélrie, se borner a tracer la moitié du diagramme ; c¢'esl ce
qu'il ne faudrait pas manquer de faire dans la pratique.

Des Frames.

172, — Le systeme articulé que nous avons pris pour
excmple nest qu’un cas particulier d'un type plus général au-
quel nous donnerons le nom de frame. Les Anglais disent
framework, les Allemands fachwerck, les Italiens fravure re-
ticulgire ; mais toutes ces dénominations ont éLé parfois em-
ployées dans des sens assez divers et méme un peu confus,
Nous adopterons le nom de frame, qui est le plus court, en lui
attribuant la signification précise que voict :

Un frame est une figure composée de triangles juxtaposés
extérieurement les uns aux autres, de maniere que chacun
d’eux ait un cdté commun avec le triangle quile précede et
un autre cdté commun avec le triangle quile suit; chacun

des deux triangles extrémes a d’ailleurs deux cotés sur le
contour de la figure, et tout triangle intermédiaire a un coté
sur ce contour.
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Cette définition détermine pleinement les syslemes arti-
culés de ce genre (fig. 80). Il n'y a de noeuds que sur Ie pour-
tour, lequel est divisé cn deux parties ou membrures
ABDFGHK, ACEK, par les nceuds A et K qut appartiennent
aux deux iriangles exirémes et en chacun desquels n'abou-
tissent que deux barres.

Ensupposant, comme toujours, quil n’y ait de forces exté-
rieures qu'aux neeuds et qu'il y en ait une au point A, il est
ais¢ de prouver d’'une maniere générale que la méthode des
neeuds s’applique 4 un tel sysleme el permet d’oblenir les
forces intérieures des diverses barres.

En effet, convenons, pour abréger le langage, de désigner
par /i la force élastique relalive & la barre qui porte le nu-
méro 7, Puisqu’il y a au point A une force exlérieure (charge
ou réaction), 'équilibre du nead A donnera d'abord f, ot f,.
Dans le triangle suivant BCD, I'un des ¢d1és, BD, parexemple,
sera sur le pourtour; le neeud B ir'aura alors que (rols barres
1, 10 et 2, et comme £, st connue, 'équilibre de ce nocud dé-
terminera £y el f,. Le triangle suivant séfa nécessairement sur
CD, puisque BD est sur le pourtour, ct dans ce triangle DCE
I'undes coiés appartiendra au pourtour. Supposons que ce soit
le c0té CE; alors le nopud (G aura qualre barres 8, 9, 10 et 114,
et comme on connait déja £, et f,,, I'équilibre de ce nceud don-
nera f,, et fy. Le raisonnement peut élre conlinué dela méme
maniere. Puisque CE esl sur le pourlour, le triangle suivant
sera établi sur le c6té DE; dans ce triangle DEF, 'un des cd-
1¢és, DF par exemple, apparliendra au pourtour ; done le narud
D aura quatre barresg2, 11, 12 et 3, et comme f, el £, sont
déja connues, I'équilibre de ce noud déterminera £, et f;; et
ainsi de suile.

Ainsi, & chaque fois, avant l'inlroduclion d'un nouveau
triangle, il ne reste qu’une barre dont la force élastique soit
encore inconnue; mais en revanche, il y a deux nocuds,
ceux que relic cetle barre, dont on n'a pas encore exprimé
I'équilibre. Il en sera de méme 4 Ja fin; il restera & connailre
[+ mais I'équilibre du neeud E, ot les forces élastiques f;, /i,
fiss [1:a [1; des autres barres scront déja connues, donnera f.
L’équilibre du dernier neeud K fournira une vérification.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DETERMINATION DES FORCES INTERIEURES 197

173. — Un des frames les plus remarquables est la ferme
Polonceaw & une seule bielle qui esl représentée dans la
fig. 82.

Les nocuds extrémes A et B reposent sur deux appuis; les
neuds 8, S;, S, de lamembrure supérieure sont seuls chargés
et leurs charges ¥y, F;, F; sont supposées égales entre elles.

La bielle 1,S, esl perpendiculaire au milieu de AS,, et tout
est symétrique par rapport a la verticale du point S,; en sorte
qu’'il suffit en définitive do déterminer les forees ¢lasliques re-
latives aux barres 1, 2, 3, 4, 5, 6.

_Les réactions R et R” sont évidemment égales 'une et I'an-
tre & la moitié de la somme des charges ¥, +T, - F;; elles
ontpour valeurs Va, et a,V, V étant le milieu du polygone
des charges a, a, a; a;.

Conformément & nos prescriptions, nous tlragons d'abord les
lignes principales. Ce sont les paralibles a,x, .3 aux barres 1
et 4, et les paralltles Vo et Vo aux barres 2 ct 6.

Dbs lors, le point &, intersection de ayxctde Vaz, est lenacud
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de diagramme relatif au premier triangle AS,I,, et la parallele
«f & la barre 3 est la ligne secondaire relative 4 cette barre.
Le point g, intersection de «f et de a,3, est le nceud corres-
pondant au second triangle S, I, §,, et la paralltle &y & la
barre 5 est la ligne secondaire relative a cette barre. Enfin, le
point y, intersection de 8y et de Vv, est le neeud relatif au
triangle I, S, I,. Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin.
On obtient done les résultats suivants :

Nwud A : polygone Va,aV; fi =a,& (compression);
/2 = V¥ (tension).

Neeud S,; polygone a;a,8aa,; f,=a,3 (compression) ;
/s = Ba (compression).

Neeud I, ; polygone ValyV; f; = gy (tension); fi=+V

(teasion),

On peut, si 'on veut, compléter le diagramme par symé-
trie.

En résumé, les pitces comprimées sont celles de la mem-
brure supérieure et les deux bielles; les autres barres sont
fendues.

On est convenu d’appeler ce systeme articulé ferme Polon-
ceau & une bielle, bien qu’en réalité il y ait dewz bielles; c’est,
qu'en adoptant cette dénomination, on n'a considéré que la
demi-ferme en faisant abstraction de la partie symétrique.

Combinaison des deux méthodes. Ferme Polonceaun &
trois bielles.

174, — La méthode des nceuds ou des figures réciproques
se recommande par son élégance et sa rapidité, Mais elle ne
donne les tensions ou les compressions des barres que de pro-
che en proche. Il y a méme des cas ou elle exige plus de tra-
vail que Ia méthode des sections, par exemple dans la poutre
Warren quand on a fait préalablement I'épure des moments
fléchissants et des efforts tranchants. Nous avons vu, en effet,
au n° 160 que, dans ce cas, le procédé de Ritter n’exige que
le tracé de quelques lignes. Enfin, la méthode des neeuds, si
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commode dans le cas des frames, devient parfois insuffisante,
lorsque le systeme articulé est plus complexe tout en restant

susceptible d’étre traité par la ‘statique. On combine alors les
deux méthodes en appelant & I'aide, pour cerlains détails, la
méthode des sections.

135, — La ferme Polonceau a trois bielles (fig. 83) offre
un exemple intéressant de 'emploi de ce procédé mixte.

Tout est symélrique par rapporl a la verticale du som-
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met S, ; les charges F,, F,, Iy, IV, I, F, F, sur les noeuds
de la membrure supérieure sont supposées égales entre elles ;
les barres AS,, §,8,, 8,S;, S,8, sont égales, et les irois bielles
1,5,,1,S,, MS,, dont la troisieme est égale & la premiere, sont
perpendiculaires sur la droite AS,.

Les réactions R et R” des appuis A et B sont égzales 'une et
I'anire a la moilié de la somme des charges F, +F,+ F;+
F, + F;+ F,+F,; clles ont pour vecteurs Va,et a,V, V étant
le milicu de la portion de droite a, a. a; a, a; a; a; ¢, qui re-
présente le polygone des charges.

Il est bien clair qu’on pourra sans difficulté trailer les
neeuds A, S, et I et déterminer suceessivement f,, f;, £, [is fis
fi- MaisI'on est arrété soit pour le nacud S,, soit pour le neeud
I,, puisque en chacun de ces noeuds il reste encore Lrois bhar-
res dont les forces élastiques sont inconnues.

Nous aurons donc recours pour continuer  la méthode des
seclions.

Imaginons une section curviligne C coupantles barres 8, 9,
10, 16 et 15 qui, sauf la barre 9, sont sur des droites concou-
rant au point S;, et prenons les moments par rapport a ce
point ; nous aurons

M'F, = M/,

ou
(1) Fo.p=1/i-9,
p et ¢ désignant les distances du point §, & la ligne d’action
de I; et & Ja barre 9. Mais, si I'on imagine une section reclili-
gne (' coupant les barres 4, 5 et 6, et si I'on prend les moments
par rapport au point A oit vont concourir les droites 4 et 6,
ona

MT, = M/

ou

(2) Ep' =1 ¢,

p’ et ¢’ désignant les distances du point A a la ligne d'action
de Iy et & la barre 5. On a, d’ailleurs,

p=p, g=4q, F,=F,
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Donc, la comparaison des relations (1) et (2) donne

f!s:fs

Comme /; est connue quand on arrive au neud S,, on voit
qu'il ne restera plus en ce naeud que denx forces élastiques in-
connues f; et fy et qu'on pourra dés lors, par la méthode des
nocuds, aller jusqu’au bout sans nouvelle entrave.

Les lignes principales du diagramme sont : les droiles a4z,
.8, asn, )\ paralleles & la direction commune des barres 1,
4, 8,12 les droites Vz, Vy qui coincident, puisqu’elles sont
paralleles & la direction commune des barres 2 el 6; enfin,
I'horizontale V. relative a la barre 14.

Le point « intersection de a,x et de Va est le noeud du dia-
gramme relalif & ce premier triangle AS, I; ; le polygone du
naeud A esl done Va, 2V, et l'on a

[t = a,x (compression), f, = «V (tension).

De plus, la ligne secondaire relative 4 la harre 3 esl la pa-
rallele a8 & cette barre, en sorte que le nweud du diagramme
relatif au second triangle S; I, S, est le point g, intersec-
tion de «f et de a,8.

Le polygone du nceud S, est donc a4, 3xa, et 'ona

/s = 8z (compression), [, =—g,f (compression).

De plus, la ligne secondaire relative & la barre 5 est la pa-
rallele 8y & celte barre, en sorte que le noeud do diagramme
relatif au troisiéme triangle 1,8, 1; est le poinl ¥ intersection
de py etde Vy. (Remarquons que le point v est surla droite Va,
puisque, comme nous l'avons fait observer plus haut, les
droites Va et Vy coincident).

Le polygone du norud I, est donc VafyVetlon a

[s = Py (tension), f; = ¢V (tension),

De plus, la ligne secondaire relative a la bielle 8,1, est la
paralitle vd & cetle bielle 7. Ie1, c'est grace & Ia relation

ﬂ:fu: By
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que nous pouvons construire le polygone du ncud S, ;
Yba.a6idy est ce polygone; la partie y3a.a, en est déja connue,
ainsi que les droites indéfinies v3 el a,9, et il s’agit, pour 'a-
chever, d’insérer entre ces deux droiles un segment 63 de
grandeur donnée By et parallele a la barre 9; il suffit pour
cela de mener a;n égal & gy et paralltle & la barre 9, puis de
mener 23 parallele & a,0 jusqu'a sa rencontre § avec la droite
v3. Le sens dans lequel il faut porter a,n est d’ailleurs connu ;
c’est celui de S vers M, puisque /£ doit étre, comme f;, une ten-
sion. Le polygone vBm,a,03y relatif au nceud S, étant ainsi
tracé, on en déduit

/1 == 8y (compression), [y = 0 (compression).

On continue alors sans difficulté. Le nceud du diagramme
relatif au triangle 1S,M étant le point § intersection de 3 et
03, la ligne secondaire relative a la barre 10 est la parallele
du. & celte barre, et le polygone du noud I, est Vy3p.V; il en
résulle

fio= "0y (tension), fi; = pV (tension).

De plus, le neeud relalif aun triangle suivant S,MS; est le
point 6, intersection de 63 et de a.h, et la ligne secondaire re-
lative a la barre 11 est la parallele 6 & cette barre. Le poly-
gone du nceud S, est done fa,a)8, et on a

fi1 =126 (compression), fg: == a, (compression).

Le noecud du diagramme relatif & ce triangle S,MS, est le
point 3, intersection de §x et a2, et la ligne secondaire rela-
tive & la barre 13 est la parallele i a celte barre 13 ; comme
13 était déja parallele 4 cette méme direction IgS,, on voit que
le point % est silué sur pJd.

Enfin le polygone du noud M est 236x; il donne

[1s = M (tension).

Il est inutile d’aller plus loin, les forces intérieures relatives
4 loutes les barres du systeme sont actuellement connues &
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cause de la symétrie par rapport & la verticale médiane. On
peut, sil’'on y tient, construire en s’aidant de cette symétrie le
diagramme complet du systeme. C'est ce qui a été fait sur Ia
figure 83.

En résumé, les barres de la membrure supéricure et les
six hiclles sont comprimées; toules les autres harres sont
tendues.

176. — 1l convient d'observer que c’est par suite de circons-
tances particulires (égal espacement des nccuds sur I'arbalé-
trier AS,, égalité des charges sur ces nocuds) qu'on a la re-
lation

f9=f5-

Mais, dans le cas ou, les données étant moins particulieres, la
relation précédente n’existerait plus, le procédé de Ritter n’en
subsisterait pas moins ; on calculerait ou on construirait /, &
l'aide de la formule (1) ou Fy, p et 4 sont connus.

Conditions pour que la statique seule fournisse les
tensions d'un systéme de harres.

177, — La recherche des tensions des barres d'un systtme
articulé, qui est en équilibre sous'action de forees extérieures
{(charges ou réactions) agissant seulement sur les nceuds, est
un probleme dont la solution échappe le plus souvent a la sta-
tique pure el exige l'intervention des lois de 1'élasticité.

Quelles conditions doit remplir le sysleme articulé pour que
la statique suffise & la détermination des tensions? et, lorsque
Ta statique pure est impuissante, comment la théorie de 1'élas-
ticité permet-elle d’achever la solution du probleme ?

Telles sont les deux questions qui s’offrent a I'esprit et aux-
quelles nous allons répondre brievement.

(Test M. Maurice Lévy qui le premiera fait connaitre les con-
ditions exactes dec la possibilité de la solution par [a statique
seule. Les deux problimes que nous venons d’énoncer et les
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questions qui s’y ratlachent sont traités d'une facon magistrale
dans le beau mémoire que notre savant ami a présenté a I'Aca-
démie des Sciences en 1872, et qu’il a complété depuis, dans
une note placée i la finde la deuxieme édition de sa Statigue
graphique, cn utilisant avec une rare habileté notre théoréme
fondamental sur la résolution des équations linéaires (Journal
de 'Ecole polytechnique, 1880).

Nous ne saurions, sans franchir les limites imposées a ces
LEléments, entrer dans tous les détails que le sujet comporte.
Nous nous bornerons aux traits fondamentaux, en renvoyant
au livre de M. Maurice Lévy le lecteur désireux de compléler
I'étude de ces questions intéressantes.

La statique étant renferméc tout entikre dans le principe
des vitesses virtuelles, tout se rédait 4 chercher les condi-
tions que doil remplir un systeme articulé S pour que l'appli-
calion du théortme du travail virtuel fournisse la tension ¢
d'une barre quelconque AB du systeme. Or, le systeme S étant
en équilibre sous I'action des forees extéricures (F) qui agissent
sar les neeuds, 1l en est de méme du systeme S, qu'on dédui-
rait de S en supprimant la barre AB et appliquant aux necuds
A et B deux forces égales a ¢ et dirigées 1'une suivant AD,
l'autre suivant BA. Mais les seuls déplacements virtucls du
systeme S, qui fournissent des équations renfermant la tension
¢ sont ceux dans lesquels la distance AB varie. Par suite, pour
qu’'on puisse, par la statique scule, déterminer la tension ¢
d’une barre AB du systeme S, il faut et il suffit que la figure
de ce systeme permelte au cOté AD de recevoir un allongement
(ou un raccourcissement) virtuel infiniment petit, tandis que
les autres cotés conservent leurs longueurs respectives. Donc
enfin, pour que la slatique seule puisse fournir les tensions de
towtes les barres d'un systéme articulé, il faut et il suffit que
les conditions auxgquelles la figure est astreinte permettent d
chaque cdté de recevoir tour d tour un allongement virtuel infi-
niment petit, les autres cilés conservant des longuewrs inva-
riables.

C'esl ce qu’on exprime brievement en disant que le systéme
doit étre librement dilatable.
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Mais comment reconualtre dans tous les cas et d'une maniere
siire si un systtme est ou non librement dilatable ? C'est ici
que la question devient réellement épineuse ; hatons-nous
d'ajouter que M. Lévy a donné le moyen de la résoudre pleine-
ment, Au licu de nous engager dans cette voie difficile, nous
nous bornerons & faire connailre un criterium qui, n’offrant
que des exceptions fort rares, suffit aux besoins de la pratique.

Mais nous devons donner préalablement quelques défi-
nilions.

Ligures rectilignes déformahbles, strictement
ind¢formables ounaligues surahondantes.

178. — On dit qu'une figure rectiligne & s sommets est in-
déformable, lorsque ses angles ont des grandeurs déterminées
des que les longueurs des cotés sont fixées. Elle est au con-
lraive, déformable, si les angles peuvent varier sans que les
cH1és changent de longueur.

Alnsi, le triangle est une figure indéformable 5 le quadran-~
gle simple est au contraire déformable ; mais si & un quadran-
gle simple on adjoint I'une des diagonales ou les deux diago-
nales, on obtient des figures indéformables.

Cet exemple du quadrangle conduit & une distinction nou-
velle.

Les figures indéformables sont de deux sortes : les unes,
comme le quadrangle muni d'une seule diagonale ne renfer-
ment que le nombre minimum de barres propre i assurer 'in-
variabilité de la forme ; les autres, comme le quadrangle muni
de ses deux diagonales, renferment plus de barres qu’il n’en
faut pour rendre la forme invariable. On donne aux premieres
le nom de figures strictement indéformables et aux aulres le
nom de figures indéformables a lignes surabondantes. Ainsi,
deés que le nombre s surpasse 3, Ia figure & s sommets offre
trois variétés suivant le nombre de ses cotés : clle peut étre
déformable, strictement indéformable ou a lignes surabon-
dantes.
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179. — Une question surgit alors: que] doit élre le nombre
m des colés d’'une figure rectiligne a s sommets, pour que cette
figure soit strictement indéformable ? La réponse est aisée et
d’ailleurs connue depuis longtemps : m doit étre égal & 2s—3.

D’apres ce quenous venons de dire relativement au quadran-
gle, la proposition esl évidente pour s =4, et 1] suffit de mon-
trer que, si on 'admet dans le cas ol le nombre des sommets
est égal as, elle subsistera lorsque le nombre des sommets sera
s =+ 1. Or, pour passer d'une figure strictement indéformable &
s sommets a une figure strictement indéformable ayant un
sommet de plus,il est nécessaire el suffisant de relier par deux
cotés le nouveau sommet & deux des sommels primitifs ; la
nouvelle figure a done s -+ 1 sommets et un nombre de colés
égal &

(25— 3) + 2,
¢ est-a~-dire a

(2s+1)—3;

ce qui démontre le théoréme énoncé,

1l résulte de I que un systéme ariicule a s neeuds est defor-
mable, striclement indéformable ou d lignes surabondantes sui-
vant que le nombre des barres qui le composent est inférieur,
égal ou supéricur i 2s—3.

180, — Revenons maintenant au théoreme du n° 177.

Pour qu’un systeme articulé soit tel que chacun des cités
puisse recevoir une dilatation (ou contraction) virtuelle infini-
ment pelile, tandis que les aulres c¢Otés conservent lears lon-
gueurs, il est en général nécessaire et suffisant qu’il n’existe
aucune relation entre leslongueunrs de divers cotés ¢’est-a-dire
qu’il 0’y ait pas de lignes surabondantes. Done, pour que la
statique seule fournisse les tensions d'un systéme articuld, il
faut et il suffit, en général, que ce systéme ne contienne pas de
barres surabondantes, ¢’est-a-dire, que, st s désigne le nombre
des naeuds, le nombre des barres ne surpasse pas 2s — 3.

181, — Nous avons dit « en général » parce qu'il existe cer-
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tains systemes anormau.x pour lesquels les dilatalions des cotés
ne sont pas indépendantes, méme en I'absence de toute égalité
algébrique entre les longueurs de ces cOtés. Un exemple va le
montrer clairement.

Supposons qu'apreés aveir conslruit un premier triangle
a't’' ¢’ (fig. ), on porte dans une direction quelconque une Jon-
gueur donnée a'a, et quel’on construise ensuite successivement
un pointsitué i des distances données de a etde &', et un point
¢ situé & des distances données de a et de b. Lorsque la direc-
tion.a’a varie, le point ¢ décrit un certain lieu géomélrique;
désignons parc; le pointde celicu qui est le plus rapproché de
¢’ et par a: el b1 les positions que prennent a et & lorsque ¢ est
en ¢1. Le systtme articulé a'8'c¢’'aibics ainsi défini a 6 sommets
et se compose de 9 tiges a’b’, b'¢’, €a’, a,b,, b,c,, c,a,, a’a,, b'd;,
¢’cy ; la condition m — 25 — 3 se trouve donc ici salisfaite etla
figure est strictement indéformable, comme le montre d’ailleurs
sa construction méme. Cependant ce systeme n’est pas libre-
ment dilatable, car; en vertu de sa définition, on ne saurait
contracter le cOté ¢'c. sans que la figure cesse d’exister.

Mais, il faut bien le dire, les exemples de ce genre, sont de
ccux qu'on ne rencontre que quand on les cherche ; aussi le
crilérium que nous venons d'indiquer est-il, malgré ces excep-
tions, trés suffisant dans la pratique.

Recherche des tensions dans un systéme a harres
: surabondantes.

182, — Considérons un systeme composé de m barres, dont
%k surabondantes.

Il existera, entre les longueurs ai, ds,... am, des barres, & re-
lations distinctes.

al:% ((lk+1, e e e e s .,am)
(A) @y == Uy (@asr, o = -+ + o )

ak=¢k(ak+u L a’")

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



208 : CHAPITRE X

permeltlant d'exprimer
Ay Qay o v v o o Qg
en fonction de
Optty Qkfay + ¢ o v o o Unm

La statique ne fournira alors, pour détermincr les tensions
b, by ...y, que m — £ relalions

@1 (VR ST tm) =0
(B) Q2 ([1’ by o o ot tm) =0
'—Pm—k(tutza LI tm) = 0.

On obtiendra d’ailleurs ces relations (B), a I'aide du principe
des vilesses virluelles, en attribuant aux eotés de la figure tous
les allongements virtuels compatibles avec les liaisons. Les
réactions des appuis ne figureront pas dans ces équalticns (B),
mais seulement les lensions ¢, #; ... fm et les forces directe-
ment appliquées.

La théorie de 1'élasticité devra done intervenir pour donner,
enlre les lensions, £ dquations complémentaires. Voici com-
ment on établit ces équations :

Désignons par a,, as ... aa les dilatations tres petites que
prennent les barres sous Vinflnence des forces appliquées aux
neeuds. On aura, en désignant par ¢ l'un quelconque des nom-

bres 1, 2, ... &,
ai 4 oi =@y 4ty - - - - - A Am);
ou,en ayant égard aux relations (A) el observant que les carrés

et les produits des allongements 2,, o, ... on sont négli-
geables,

dbs dvi
e + Fm dllm

(A) T e g

Mais si 'on appelle §, et E,, S:et E,,..... Snet En , les see-
lions et les coefficients d’élasticité des diverses barres, on a,
d’apres une loi déji citée (n® T4).

ayt amtm

a ! Oy = 7 o
1ES, T T EnSe
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de sorte que la relation (A”) devient

\Y)

aiti Akttt dy; 4 amlm  dyi
EiSi Eky1 St dokst ' " " ' EnSm dam °

En faisant ¢=1, 2, ... £, on aura ainsi les % équalions qu’il
faut joindre aux m — £ relations (B) pour déterminer toutes les
tensions.

183. — Quelques explications sont encore nécessaires sur
la maniere d'obtenir les relations (A), ou plutét les relations
(A"), qui résultent de la figure du systeme articuld.

Ce n'est 14, il est vrai, qu'un probleme d’algebre appliqué a
la géométrie, qu'on résoudrait dans chaque cas. Mais Mohr a
indiqué, pour obtenir les relations (A), un procédé commode,
qui, fondé sur une application ingénieuse du principe des vi-
tesses virtuelles, donne i la solution complete du probleme une
homogénéité tres satisfaisante pour V'esprit.

Supposons qu'on supprime toutes les forces extérieures
(charges et réactions)ainsi que toutes les barres surabondantes
@y, Ay, «.v-e a. Désignons par @;'une quelconque de ces barres
supprimées, et appliquons aux deux points ol aboutissait
cette barre, suivant la droite qui joignait ces deux points, deux
forces P, et P’, de sens opposé, répulsives ct égales 4 I'unité de
force. Dans le systeme ainsi privé de barres surabondantes et
soumis aux deux seules forces P, et P,, les barres prendront
des tensions que la statique seule permetira de déterminer
(n° 180) et que nous pouvons dés lors considérer comme con-
nues : nous les représenterons respectivement par

00 8, « o B0
Mais, d’une parl, le théortme du travail virtuel donne
Sai :6;&1 St . .o 09 Jam;
el, d'aulre part, en remplacant dans (A') les allongements

élastiques par les dilatations virtuelles, on a

dbi ddi
Saz—dak‘H dapqp 44 - . A+ don

dam.

14
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La comparaison de ces deux équations, qui doiventavoir lieu
quelles gue soientles dilatations virtuelles, donne :

* L.
i dyi
=00, o

ddg
d(”{+l.

el, par suite, I'équation (A’) devient
ot = 2 O A+ o gy )

(Vest l'une des équations cherchées. On les aura toutes en fai-
sant i =1, 2, ... k, c’est-a-dire en faisant sur chaque barre
surabondante Popéralion indiquée.

M. Maurice Lévy et le général de Ménabrea ont donng d'au-
tres procédds fort élégants, pour parvenir aux relations (A).
Mais la méthode de Mohr joint, aux avantages que nous
avons déja signalés, celul de micux ressortir a la statique
graphique, car les quantités

Ol - 0

s'obtiennent par la méthode des sections ou par celle des
neeuds, dans le cas (res usuel ot le systeme proposé devient
un frame dés qu'on 'a privé de ses lignes surabondantes.

Remarques sur les poutres a treillis multiple.

181, — Parmi les systtmes qui échappent & la statique
seule, 11 convient de citer Ja poutire a treillis double. On entend
par la celle qui résulterait de la juxtaposition d’une suite de
rectangles de méme hauleur et munis de leurs deux diagona-
les, suppression faite des cOtds verticaux communs, On peut
dire aussi que cette poutre s’obliendrait en superposant & une
poutre Warren (fig. 99, I} la méme poutre retournée sens
dessous dessus. Toute section verticale rencontre alors quatre
barres, deux horizontales et appartenant I'une & la membrure
ou semelle supdrieure 'autre & la membrure ou semelle infé-
rieure, et deux barres également inclinées sur I’horizon ; la
méthode des sections échappe done ici aussi bien que celle des
neuds. )
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On résout approximativement le probleme en admettant, ce
qui arrive sensiblement dans les poutres & treillis bien cons-
truiles, que les deux barres inclinées que rencontre une méme
section verticale travaillent également, et qu'il en est de méme
pour les deux barres horizontales coupées par cette section. De
la sorte, si T est 'effort tranchant dans la section considérée et
o« l'inclinaison sur'horizontale des deux barres de teeillis, 'ef-
fort f de chacune de ces deux barres dont I'une est tendue et
l'autre comprimée, a pour expression

s T

!~ 92sina

et, quant a la tension ou & la compression des deux barres si-
tuces sur les scmelles, clle est égale au moment fléchissant
dans la scction, divisé par la hauteur de la poutre. Les régles
données aux n* 161, 162, 163 pour la distinction enire les ten-
sions et les compressions subsistent d’ailleurs ici.

185. — La poutre 4 treillis double s’obtient en délinitive
d’une poutre & treillis simple,en divisant en deux parties égales
chacun des intervalles formés sur les semelles par les nceuds
conséeutifs et joignant deux a deux les points de division.
Plus généralement, on aura une poutre a treillis triple, qua-
druple, ete..., en divisant les intervalles des nwuds sur les se-
melles, dans une poutre dtreillis simple,en trois,qnalre,...par-
ties égales et joignant deux & deux les points de division cor-
respondants. Une section verticale quelconque rencontrera
alors, outre les deux semelles, trois, quatre,... barres inclinées.

On procedera comme au numéro précédent en acceptant les
mémes hypotheses ; la formule ci-dessus devra étre remplacée
par

T

/= i
n désignant le nombre des pieces inclinées que rencontre la
section verticale. _
Pour plus de détail sur ce sujet, nous renverrons le lecteur
au Traité de résistance de M, Flamant ou & celui de M. Colli-
goon,
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Avanfages des systemes sans lignes surabondantes,

186, — Nous avons vu que les systemes articulés qui ne
renferment pas de ligne surabondante sont, en définitive, les
seuls que la statique pure puisse traiter. Mais la n’est pas I'u-
nigue cause de leur supériorité, Les systemes sans lignes
surabondantes jouissent d une propriété plus imporlante encore
el qui consiste en ce qu’ils sont, en général, les sculs qui puis-
sent éire constilués en solides d'égale résistance.

Voici ce quon entend par la :

Considérons une barre tendue d'un systeme arliculé, et soient
1, Si, E; sa tension, sa section et le coefficient d'élaslicité de la
matitre qui la compose. L’expérience assigne, pourla matiere
employée, une valeur limite R que ne doit pas excéder la len-
ston relative

fi
[DERSH

c’esl-i-dire la tension par unité de surface el par uuité de
coefficient d’élasticité. La plus petite valeur de S; est done

1 &

RE;’

ct pour réaliser la plus grande économie, il faudra déter-
miner les scclions S; de toules les barres tendues a aide dela
formule

(1) -

On verrait de méme, en considérant les compressions comme
des tensions négatives, qu’il faut ddéterminer les secotions
Si des barres comprimdes & I'aide de la formule

p

’ —1 o ’
(1 ) 7 Elb[—ﬁR 9

le nombre R’ étant aussi fourni par Yexpérience et pouvant
d’ailleurs différer plus ou moins de R.
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Dans ces conditions, toutes les pieces tendues supporteront
la méme tension relative, et toutes les barres comprimées la
méme compression relative. On dit d’un tel systeme qu’il est
constitué en solide d'égale résistance.

Constituer un systeme d'égale résistance, telle est la question
quis’impose quand on fait le projetd’une charpente degrandes
dimensions.

Si m est le nombre des barres,le probleme comporte 2 in-
connues ; ce sont les m tensions (positives ou négatives) &, et
les m sections 8;.

Il y a deux cas & distinguer suivant que Ie systeme venferme
ou non des lignes surabondanles.

187. — Supposons d’abord que le systéme n'offre aucune
ligne surabondante. Les m tensions ou compressions ¢; seront
alors fournies sans ambiguité par la statique pure, et il suffira
de porter leurs valeurs dans les relations (1) et (1") pour obte-
nir les sections S; des diverses barres.

Un systéme articulé sans lignes surabondantes peut donc tow-
Jjours étre constitué en solide d'égale résistance.

188, — Il n'en est plus de méme, lorsqu’il y a des lignes
surabondantes.

Soit £ lenombre de ces lignes dont nous désignerons, comme
au n" 182, les longueurs par

a“ag--.. a/;,

en conservant d’ailleurs toutes les notations employées dans ce
numéro. Nous aurons pour déterminer les 2m inconnues ¢,
Lo tu, S, S,,..- Sa.

1°les m — k équations (B), qui sont fournies par la statique
pure ;

2° les £ équations (C), que donne la théoric de Télasticité ;

3° les équations (1) et (1), qui sont au nombre de m,puisque
une scule de ces deux formules convient a chaque barre.

Mais ces sn dernitres équalions, aussi hien que les £ équa-
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tions (C), ne renferment pas précisément les inconnues £ et S,
ces inconnues n'y figurent que par les rapports

i
S4
On aura done, pour déterminer ces m rapports, m - k équa-
tions ; d'ol résulte en général, I'impossibilité du probleme.
Ainsi, un systéme a lignes surabondantes ne peut pas, en gé-
ndral, étre constitue en solide d'égale résistance.
Il est vrai que les m — & équations qui donnent les
rapports

1]
S¢

pourraient éire exceptionnellement compatibles,et alorsle sys-
Leme pourrait 8tre érigé d’une infinité de manictres en solide
d'égale résistance. Mais on peut démontrer, comme I'a fait M.
Lévy dans le beau mémoire déja cité, qu’étant donné un tel
systeme & lignes surabondantes, on peut toujours trouver un
systeme sans lignes surabondantes qui soit autant ou plus éco-
nomique que lui.

189. — De Ja résultent les conclusions suivantes que nous
empruntons textuellemen{ & M. Maurice Lévy :

« Si 'onremarque qu’étant donné un systeme a lignes sura-
« bondantes, on peut toujours trouver un systéme sans lignes
« surabondantes qui soit au moins aussi économique que lui;
« si 'on ajoute & cela que les systemes sans lignes surabon-
« dantes soni Jes seuls dont les tensions puissent éire calculées
« al'aide des principes de la statique élémentaire dont les cal-
« culs, plus stirs et plus simples que ceux de la résistance des
« matérianx, peuvent d’ailleurs &tre remplacés par les tracés
« si commodes et si expéditifs de la statique graphique ; si
« l'on ajoute enfin que les systemes sans lignes surabondan-
« tes, par cela seul qu’ils renferment un nombre moindre de
« pieces, comportent des pieces plus robustes, plus faciles i
« assembler, moins sujeltes & élre affaiblics par Uoxydation ou
« la pourrilure, moins sensibles aux trépidations, moins espo-
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« sées b étre faussées lors de Ja pose ou & ¢tre affamées par
« les pitces d’assemblage ; on reconnaitra qu’il y a un véritable
« intérét, en celte matiere, & se conformer aux préceptes dela
« théorie:

« Le fond d’une ossature en bois ou en métal doit étre une
« figure sans lignes surabondantes.

« Nous ne prétendons pas qu’il faille bannir ces lignes
« d’'une maniére absolue. Si, parmi les pitces d’une telle
« ossature, surtout parmi celles qui sont comprimées, il
« en est qui soient trop longues et qui pourraient fléchir
« sous l'action de leur propre poids ou de la compression
« qu’elles subissent, il faut nécessairement les soutenir
« par d’auires pikces; mais ces piéces qui peuvent étre,
« elles, deslignes surabondantes, doivent avoir des sections
« tres faibles de fagon & indiquer qu’elles sonl 13, non pour
« concourir & la résistance géndérale, mais comme simples sou-
« tiens des pieces qui y concourent. Etil faudrait bien se gar-
« der de donner & ces piéces secondaires des dimensions con-
« sidérables ; car, par la, outre qu’on gaspillerait Ia matiere,
« on se tromperait dans beaucoup de cas sil’on croyait obtenir
« un surcroit de solidité ; on pourrait, au contraire, produire
« au point de vue de la résistance un effet plus nuisible
« qu'utile, en modifiant complétement la répartition théorique
« des forces d'aprées lesquelles les pieces ont été caleulces. »

Ces conseils si judicieux ont-ils encore recu, dans notre
pays, l'accueil favorable qu'ils méritent? Il serait au moins té-
méraire de Vaffirmer.
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LA POUTRE CONTINUE :
MOMENTS FLECHISSANTS ET EFFORTS TRANCHANTS
POUR UNE CHARGE DONNEE

Ohjet du probléme; sa réduction a la recherche
’ des moment(s sur piles

190, — Une poutre cst dite continue quand elle a plus de
deux appuis, d’ailleurs simples ou encastrés.

Chaque partie de la poutre comprise entre deux appuis con-
séeulifs recoit Ie nom de ¢ravée. Nous désignerons les appuis
par A, A,..., Ay; Ay sera 'appui situé & I'extrémité gauche,
A, sera Vappui placé & Paulre bout ; le nombre des appuis
étant n, celui des travées est n—1.

La poutre est supposée droite dans son état naturel et desec-
lion constante. En outre, nous admettrons d’abord que les
appuis sont de niveau, sauf & examiner dans le chapitre sui-
vant I'influence de la dénivellation des appuis.

Dans notre hypothese, la poutre, dés sa mise en place et
avant tout chargement, porte sur tous ses appuis; elle se
déformera ensuite sous 'influence des charges verticales aux-
quelles elle est soumise, mais sans que les points situés sur
les appuis puissent s'élever ni s’abaisser. Nous admettrons
icl d’ailleurs que les points d’appuis el les charges verlicales
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sont conlenues dans le plan de symétrie, c'est-a-dire dans le
plan vertical passant par la fibre moyenne ; et, le probleme a
résoudre consistera dans la détermination des moments fIé-
chissants, des efforts lranchants et des réactions.

Mais, tandis que dans la poutre & deux appuis simples, les
lois de la statique pure permettent de déterminer les réac-
tions et par suite les moments fléchissants et les efforts tran-
chants (chapitre 1X), il faut, pour la poutre continue, faire
intervenir la théorie de I'élasticité.

191, — Il convient, avant tout, de ramener la question aux
termes les plus simples.

A cet effet, nous allons montrer que la recherche des mo-
ments fléchissants aux divers points de la poulre continue
peut &tre réduite & celle des moments fléchissants sur les ap-
puis. On donne & ces derniers moments le nom de moments
sur piles ; nous les désignerons par M,, M,..., M, ; et, nous
ferons observer, qu'en vertu de la définition méme des mo-
ments fléchissants, M, el M, sont nuls lorsque les appuis ex-
trémes A, et A, sont simples, ¢'est-a-dire non encastrés.

Soit A; Aiy, (fig. 84) la droite qui sur I'épure représente

€8

. i .
une travée quelconque, et - , - les échelles des longueurs et
¢

)
des forces. Supposons que, avec une distance polaire § prise

pupsp—

B,

Fig. 84,

=

a volonté sur I'épure, ou ait construit le polygone (ou la
courbe) foniculaire C;m Ciyy qui sc rapporte aux charges
agissant sur la travée el qui passe par deux points C;, Cit
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donnés arbitrairement sur les verticales des points d’appui.
Nous désignerons d’aillenrs, suivant nos habitudes, le prodnit
3rp par p.

Cela posé, on peut énoncer le théoreme suivant :

Il existe dans le plan de la figure une droite telle que, st on
la prend pour aze des x et la verticale AiY pour axe desy, on
att

BI:p.y,

y étant lordonnée d'un point quelconque m de la ligne fu-
niculaire Cym; Ciy, el M le moment fléchissant dans la scction
qui passe par cette ordonnce.

Pour démontrer cette proposition, nous observerons d’abord
que le moment fléchissant M de la poutre continue, au point
figuré par a, se compose : 1° de la somme m, des moments par
rapport & @ des charges qui agissent entre A; et a; 2°de la
somme m, des moments par rapport & a des forces extérieures
(charges el réactions) qui agissent sur A; et sur toutela partie
de la poutre située a gauche de A;. Or, chacune des forces de
celte seconde catégorie peut étre remplacée par cette méme
force transportée parallelement & elle-méme au point A, et
par un couple dont le moment est, comme on sait, indépen-
dant du choix du centre des moments. Si done on désigne par
T la résultante des forces ainsi transportées et par M'la somme
des moments des couples, on a

my, = M+ M T
et par suite .
M=m +M+aMT

Mais M est évidemment le moment fléchissant M; de la
poutre continue au point A;. D’ailleurs, lorsque @ se déplace
sur la travée A; Aiyy, le dernier terme de la formule précé-
dente varie proportionnellement au scgment A; a, ou, ce qui
revient au méme, au segment correspondant B, 6, intercepté
par les verticales des points A;et @ sur une droite fixe quel-
conque B; Biyy du plan. On peuat done éerire

1\1——1\15:7’)21—+—}1.B¢b
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h désignant un facteur constant, ¢’est-a-dire indépendant de la
posilion du point @ surla travée \; Aqy,.

Considérons maintenant le trongon représenté par A; Ay,
comme s'1] existait seul et s'il reposait par ses exirémités
Aset Ay, sur deux appuis simples, tout en restant soumis aux
mémes charges qu'avant d’étre séparé des autres parties de
la poatre. En désignant par 1. le moment fléchissant du tron-
con au point a et observant que ce moment est nul au point
Ay, nous aurons, par un raisonnement scrmblable au précédent,

{J.:m,+/t'.Bib

% étant une nouvelle constante.
En retranchant cette égalité de la précédente on obtient la
relation

1“—1“1—— {1_:: (h-——h’) Blb
qui, lorsque a est en Ay, devient, puisque . est alors nul,
N[H’i -— 1\11 e (]l—- /l’) Bi B,‘+1.

Le facteur 2 — /4’ s’élimine immédiatement et lon a de
la sorte

(1) M= (M 4 M =Mty

Jusqu’ici nous avons laissé & la droite B; Biy, une position
quelconque. Choisissons la de facon que

M M;
(2) Ci Bi—=— ? v Cipy Biyy = —;Pﬂ
et prenons la pour axe des z, 'axe des 4 étant la verticale
B: Y ; équation de la droite Ci Ciyq sera, dans ce systeme

d’axes coordonnds,

Mg, M

M a _;;
Y == — + -+
4 g Bi By,

d’ol il suit que la parenthese qui figure dans la formule (1) a
pour valenr

F.&C.
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Mais on a
m; = p.cm.
La formule (1) devient done

M= (bc + cm)
ou

M=g;.bm;

ce qui démontre le théortme énoncé, tandis que les relalions
(2) déterminent la position de la droite cherchée,

192, _ La construction de la droite B;B;,, résultant im-
médiatement des valeurs des moments sur piles M; et M,4,, on
voit que la connaissance de ces deux moments particuliers en-
traine celle des moments fléchissants de la poutre en tous les
points de la travée. Donc enfin, il suffira de connaitre lous
les moments sur piles M,, M,..., M, pour obtenir par une cons-
truction simple les moments fléchissants en tous les points de
la poulre continue.

Comme on est maltre du choix des points G; et Gy sur les
verticales des appuis A; el Ay, on pourra prendre pour ces
points les appuis eux-mémes. La figure devient alors la sui-
vante (fig. 83), et, la regle pour déduire de la connaissance
des moments sur piles M, M,... Mples valeurs des moments
fléchissants anx divers poinis de la poutre conlinue s’énonce
ainsi :

Avec une méme distance polaire 8 choisie d'ailleurs & vo-
lonté sur lépure, construisez pour chaque travée A; Aiy, la
ligne funiculaire A, m; Ay qui passant par les appuis
A et Ay g, estrelative aux charges qui agissent sur cetle travée
considérée comme isolée. Portez sur la verticale de chaque ap-

pui un segment
M
(3) A B — — ?f,

et joignez par des droites les points By, Bs... By ainsi obienus.
Les ordonnées de la ligne funiculaire totale

I\i m, AAQ... I\n!
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comptdes a partir de la ligne brisée
B, B,... B,

et mesurdes sur U'épure, donneront en grandeur et en signe, apres
qu'on les aura multipliées par o, les valeurs des moments flé-
chissants relatifs aux sections correspondantes.

Daus la figure 83 nous avons pris # == 5 et nous avons sup-
posé M, et M; nuls, ce qui arrive quand les appuis extrémessonlt
simples ; c’est pourquoi B, coineide ici aveec A; et B, avee A,.

Fig. 85.

Les ordonnées positives, c’est-a-dire dirigées de haut en
bas & partir dela ligne brisée B, B,... B, donnent des moments
positifs.

Les moments négatifs répondent-aux ordonnées dirigées de
bas en lLiaut ; telles sont les ordonnées B,A,, B;A,, B.A, rcla-
tives aux moments sur piles M,, M;, M,, qui sont négatifs.

193, — ]l est toujours permis de supposer que tous les ap-
puis intermédiaires A, A;... An_, sont simples. Si 'un d’eux
A, était encaslré, il suffirait d'étudier séparément les parties
A, Ay A, A, considérées comme deux poutres distinctes et in-
dépendantes, puisque, en vertu de 'encastrementla section, A,
serait rigourcusement fixe.

Quant aux appuis extrémes A, et A, ils peuvent étre tous

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



222 CHAPITRE XI

les deux simples, ou tous les deux encaslrés, ou enfin 'un
simple el ['autre encastré. De la trois cas & distinguer. Mais
on peut, si 'on veut, ramener ces trois cas a un seul, celui olt
tous les appuis sont simples, & la condilion, si A, est encastré,
d’ajouter, par la pensée, une travée ficlive infiniment petile
Ay A, et placée & gauche de la poutre ; un encastrement équi-
vaut en effet & deux appuis simples infiniment voisins. On
remplacerait de méme I'appui A,, s’il élait encasiré, par une
travée infiniment pelite A, Aoy, placée & droite de A,.

Nous supposerons donc dans ce qui va suivre que tous les
appuis sont simples, sauf a donner 4 la fin de ce chapitre quel-
ques développements complémentaires sur le cas ot la poutre
est encastrée & I'un de ses bouts ou & ses deux extrémitds.

Définition du second polygone faniculaire.

194. — On ramine la recherche des moments sur piles 4 la
construction d’un certain polygone, auquel on a donné le nom
de second polygone funiculaire pour le distinguer du contour
Aymy Aym, Aymy A, m, Ay que l'on nomme premier polygone
funiculaire et qui est formé par l'ensemble des lignes funi-
culaires (courbes ou polygonales) Aym; Ay, relalives aux
charges agissant sur chaque travée.

Il faut définir avant tout ce second funiculaire.

Considérons une travée quelconque A, Aiyy (fig. 86); divi-
sons-la en lrois parlies égales aux poinls ¢;et ¢'s, et désignons
par (¢:) et (4)) les verticales de ces points de division ; ces verti-
cales,qu’on nomme ¢rissectrices, passent respectivernent parles
centres de gravité des deux triangles Ai B; Bogy, Ay Bivs Avgy
dans lesquels on décompose le trapeze A;B; By, Aipy en me-
nant l'une de scs diagonales (celle que I'on veut). Désignons
par {G;) la verticale qui passe par le centre de gravité de la
surface A’ Bi limitée par Ja partie du premier funiculaire
qui est relative a la travée comparée; nous donnerons & celle
verticale le nom de verticale principale. Enfin, soicnt §; et 0/
les aires des deux triangles A B, Biyy, AiBiy, Aiyy, et of laire
A;m; B, ces lrois aires élanl mesurées sur 'épure.
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Cela posé, & et A étanl deux constantes choisies a volonlé,

T

L O]
&
I

mais les mémes pour toutes les travées, imaginons les trois
’o
forces Uy, Vi, U; qui, ayant pour vecteurs
6¢ a1 6

Uyg—=— —, Vi=— —, Zli':~—')

k k
auraient respectivement pour lignes d’action les droites

G Gy, !]i'

c’est-a-dire la verticale trisseclrice de gauche, la verticale prin-
cipale et la verticale trissectrice de droite. Soil A; p;g: p/’
Aty le polygone funiculaire de ces trois forces, qui aurait A
pour distance polaire mesurée sur la feuille de dessin et dont
les cotés extrémes passeraient par les appuis Ag et Agy,.

A chaque travée répond un polygone analogue. Toulefois,
pour les travées de rive A, A, et Ap, A4, le polygone n'a que
irois cOtés au lieu de quatre, vu que le trapeze AiBi By, Ay
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se réduit, pour chacune de ces deux travées, a un triangle,
- . .y r 1
143 2
Ainsi, pour la premibre travée A,A,, on n'a que les deux
forces Vy, U, ayant pour vecteurs

6.’
’ 1
Q)‘: y Z{‘Z—-—;

=2

el pour lignes d’action la verticale principale et la verticale
trissectrice de droile, Pour la derniere travée A,_; A,;, onn'a
aussi que deux forces U,—,, Vo, ayant pour vecleurs

On—1 Gn—1
Up_ | = — —— Vn—ey =

k &

et agissant respectivement suivant la verticale trisseclrice de
gauche et suivant la verticale principale; le polygone est
A,q,p"1A, pour Ja premiere el Ap_yp,ga—,An pour la dernitre
(fig. 86).

195. — Ces polygones se succedent de telle sorte que
chaque appui intermédiaire soit I'extrémité du polygone re-
latif 4 Ja travée précéden’e etl’origine du polygone relatif & Ja
travée suivante. L'ensemble de ces polygones constitue une
ligne brisée qui, si » est le nombre des appuis, a en appa-
rence

3+ 4 (n—3) -3 =4n—"6
cOlés. En réalité celte ligne brisée n’a que
kn—6 — (n—2) = 2n—4k

cdtés, altendu que le dernier ¢oté de chacun des polygones
partiels coincide avec le premier coté du suivant.

Pour le démontrer, remarquons que la ligne élastique
passe par lous les appuis, et n’a en chacun d’eux, & cause de
sa continuité, qu'une seule tangente; il en est de méme, par
suite, de sa ligne homographique ¢,, quel que soit e coeffi-
cient ¢ d’amplification des ordonnées qui spécifie cette ligne.
Prenons g, de telle sorte qu’on ait (n° 124)

1 A
Ch o= s g
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A et k élant les deux quantités employées au numéro pré-
cédent et 3, p, E, I'ayant la signification déja expliquée plu-
sieurs fois. La ligne ¢, sera (n° 12%) une courbe funicu-
laire, de distance polaire A, pour une charge fictive égale &
I'aire ombrée sur la figure 83, celle aire étant mesurée sur
I'épure et divisée par k. Désignons par ¢ la tangenie au
point A, & cette courbe funiculaire ¢, et considérons la partie
de cetle ligne qui est relative & une travée quelconque A;Ay,.
On sait (n° 64) que si l'on partageait I'aire ombrée de celte
iravée en plusieurs parties par des verticales, et si, avec le pdle
relatif & la courbe ¢,, on construisait un polygone funiculaire,
passant par A; et A;,, des forces qui auraient pour lignes
d’action les verticales des centres de gravité de ces parties et
pour vecleurs les aires de ces parties divisées par &, ce poly-
gone funiculaire aurait tous ses e6tés tangents & la courbe ,.
Il n'en est plus ainsi quand on divise 1’aire ombrée en parties
quelconques ; mais, quel que soit le mode de décomposition
de cette aire ombrée, les codtés extrémes du polygone funicu-
laire correspondant ne changenl pas (n° 34) et par suite coin-
cident avec les tangentes ¢, et t;;,. Done, le polygone partiel
Apigp’iAiy,, définl au numéro précédent, et qui est relatif au
mode de décomposilion de l'aire ombrée exprimé par la rela-
tion (fig. 86)

aire ombrée —= A M;A iy, — A BBy, — ABip Ay,

a ses cOtés extrémes Apy p'(Ay, respectivement confondus
avec les tangenles ¢ et 44, Le méme raisonnement appliquéa
la travée précédente prouverait que le ¢Oté p'y A, se confond
avec 4. Donc enfin, les deux cOtés consécutifs p's Ay, Aypy
sont dans le prolongement 'un de 1'autre.

Aipsi, la ligne brisée formée par la succession des poly-
gones partiels Apigp’iAiq, constitue un polygone funiculaire
de 3n — & cdlds, passant par tous les appuis, ayant pour dis-
tance polaire A et relatif aux

243 (n—3)+2=3n-3

forces fictives V,,U', Uy, V,, U, Uacsy Vi
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C'est ce polygone qui a recu le nom de second polygone fu-
niculaire.

On nomme cités moyens ceux des colés de ce polygone qui
ne passent pas par les appuis ; daus chaque travée AA L, ily
a un colé moyen de gauche p.g; et un c6té moyen de droite
qip'i. Dans les travées de rive I'un de ces cOlés moyens se con-
fond avec I'un des ¢Otés sur appuis ; dans la premicre, c'est le
cdlé moyen de gauche qui coincide avee le coté sur appui de
guuche ; dans la derniere, ¢'est le c61é moyen de droile quisc’
confond avec le coté sur appui de droite.

Réduction de In recherche des moments sur piles a la
construction du second funiculaire.

196. — Supposons que I'on ail construit le second funicu-
laire et voyons comment on peut en déduire les moments sur
piles.

Prolongeons ¢;p¢ jusqu'a sa rencontre f; (fig. 86) avec la
verticale A;B;. Imaginons que par un point = pris & volonté
sur la verticale principale (G;), on ait mené des paralltles aux
cOtés du polygone funiculaire Apigip'iAin, el solent a,, a,, a,,
a, les points ol ces paralltles rencontrent une verticale dont
la distance au point = soit dgale & A; a,2,247, sera le polygone
des vecteurs des forces ficlives Uy, V,,U'ss el, en exprimanl la
proportionnalité des bases et des hauteurs dans les triangles
semblables Aip8;, a;za,, on a la relation

=

a, A A

Aif Aigi i
i1 igi SA Ai-H
3
En remplacant le vecteur aia, par sa valeur
Oulls — Ui =— 6]_ 1 A1Ai+1 . AiBi
R T Tk 2
el résolvant par rapport a A;B;, on obtient la formule

Mi 0kA
B A;‘ Bi ou— — = —— A B —/————
(8) 4 p P (Aidigy)?
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qui donne le moment fléchissant sur I'appui A;, ou mieux, le
segment A;B; qui est plus utile (n° 192) que le moment M; lui-
méme.

Il est & remarquer que le tracé effectif du polygone des vec-
teurs (=, a:,a,a54,) est inutile, ce polygone n’intervenant que
pour la démonstration.

On pourrait, au lieu du ¢dté moyen de droite ¢;p; de la tra-
vée AjAs,, employer le coté moyen de gauche ¢i_,p',, de la
travée précédente. En désignant par p'; le point ou ce coté ren-
contre la verticale AiB¢, on trouverait par un raisonnement
semblable au précédent

M; OkA
AB; T A.g. M
(6) ABi on — = — A

Les formules (8) et (6) équivalent a la regle suivante :
Prolongez, jusqu'd sa renconire pi (ou B3 avec la verticale
de Uappur Ai, lun quelcongue des deux cdtés moyens limi-
trophes du eoté qui passe par Ai. Le moment fléchissant sur cet
, o A , .
oppui, évalué a léchelle - est ¢yal au produit du seyment

ABi (ou Aif")) par le facteur

{ désiquant la longqueur, mesurée sur U'épure, de la travie d la-
quelle appartient le cité moyen employé.

a87. — Signalons, en passant, la relation
Aifi  /AiA\?
Al BY T \AiAg

qui résulte de la comparaison des formules (3) et (6).

198, — L’opérateur disposera des arbitraires £ et A,
comme des quantités i, ¢, 3, pour la commodité de I'épure.
Mais ces quantités doivent rester Jes mémes pour toules les
travées d’'une méme poutre. Sil'on veut ensuite connaitre ¢,
on l'aura par la formule (4) du numéro 195.
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Un cas fréquent est eelui ol loutes les travées intermé-
diaires sont égales. On prend alors habiluellement

1
EA==10,
51

I désignant la longueur commune, mesurée sur 'épure, des
travies aulres que les travées de rive. De la sorle, les facteurs

6kA 6LA
{Nilit))? (AiAi?

—sont égaux a l'unité, le premier pouri=2,3,...,n — 2 et le
second pour ¢=3, 4,...,72 —1; on a alors

(1) AB,——Af, A B, ——A,,

Or, pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre 2 el —-1,
(8) ABi = — Aifi = — AifTy;

PR P

ce quiprouve quela verticale de chacun des appuis A A,
est coupée au méme point par le cOté moyen de gauche
et par le colé moyen de droite.

Si toutes les travées sont égales, la relation (8) s’applique &
tous les appuis intermédiaires sans exception.

Construction da second funiculaire.

199, — Acluellement toute la recherche est réduite & la
construction du second polygone funiculaire, et méme, & vrat
dire, 4 la déterminalion des seuls cotés moyens de droite ou
de gauche. C'est le probleme que nous allons traiter, aprées
avoir donné deux nonvelles définitions :

Soient A;_1Aiet AiA;y, deux travdes conséeutives quelcon-
ques (fig. 87).

Portons, de droite a gauche, & partic du pied ¢';_, de la ver-
ticale trissecirice de droile de la travée A;_, A;, une longueur
g'i— 7. égale au tiers de lalravée suivante. La verticale du point
vt recoit le nom de contreverticale relative a I'appui A .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA POUTRE CONTINUE 220

La formule évidenle :

1
Aiyi =3 (Aidig, — AiAY
montre que la contre-verticale (yi) tombe & gauche ou a droite
de I'appui correspondant A; suivant que la travée A;_; A; est

plus longue ou plus courte que la travée suivante.

200. — Désignons par F,_, un point quelconque de latravée
A, A ,prenons avolonlé un point O, sur la verticale de F;_,
et par ce point O;—;menons une droite quelconque quirencontre
la verticale trissectrice {g',) etla contreverticale (y:) respecti-
vement cn deux poinls que nous désignerons par z et 3. Me-
nons rA; et joignons le point 2 au point ol zA; coupe laver-
ticale trissectrice (¢;). La droite zy rencontrera O, A; en un
point O; dont nous désignerons la projection sur la travée
A; Ai, par Fi

La position du point F; ainsi obtenu ne dépend que de celle
de Fy_, et nullement du choix du point O,_, sur la verticale
(Fi—,) ni de la direction donnée a la droite O,_,z. En effet,I'ap-
plicalion du théortme de Ménélaiis' au triangle O;_,z O; coupé
par la transversale zA;y donne :

z0i—y  yx» Al

@y U_Gi- Ai0i—, =1

1. Voir le Traité de Géométrie de MM. E. Rouché et de Comberousse ; 5¢
édition, page 207.
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ou :

Or, si I'on désigne par 3a et 3@’ les longueurs mesurées sur
I'épure, des travées A;_, Ai, A; Ayyq, et paraet o les segments
A Fiy, ATy, la relation précédente devient :

a—2a —u o
S =
a «—a’  a—3a
que 'on peut écrire :
, a’i n?
9 -+ =a—+a
o 3a—a

Cette formule montre d’abord que la position du point Fy,
c’est-a-dire la valeur de « est indépendante de la position du
point O;_, sur la verticale du point F; et de la direction O;_,z;
elle ne dépend que de «, a et @', ¢’est-a-dire de la position du-
point F,_; et des longuecurs des deux travées.

Il ressort encore de la formule (9) que si a reste compris en-
tre o et a, « reste compris entre 0 et @' ; en d’aulres termes si
le point F;_, appartient au tiers de gauche delatravée A, Ay,
son correspondant F; sera aussi dans le tiers de gauche de Ia
travée suivante A; A, .

Dans la pratique, pour construire F; connaissant F,_,, on
pourra par exemple prendre pour O;_i le point F,_, lui-méme.

201. — Cela posé, partons de la premiere travée ; et,apres
avoir placé F, en A, déterminons successivement le point F,
dela deuxiéme travée qui correspond au point Fi de la premiere,
puis le point ¥, de la troisitme travée qui correspond au point
F, dela deuxidme,et ainsi de suite. Nous obliendrons ainsi n—1
points

AjoulF,, Fy, Ty ... .Foy
qu'on nomme foyers de gauche de la poutre.

En partant au contraire du dernier appui A,, puis opérant
de droite & gauche absolument comme nous venons de e faire
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de gauche & droite & partir de A, nous obtiendrons une seconde
série de n — 1 points :

AwouEs, Eoy, Ensg o oo . E,

qu’on nomme foyers de droite.

Tous les foyers de gauche sont situés dans les tiers de gau-
che des travées ; tous les foyers de droite dans les tiers de
droite,

Observons encore que dans le cas oun les travées A, 1« Ay,
Ai, Aiy, sont €gales, la formule (9) revét la forme

2 i {

a o  3n—«

qui se préte & une élégante interprétation géoméirique,non en-
core remarquée, que je sache :le point F;, correspondant de
Fi_,, est le conjugué harmonique par rapport & A;g; du symé-
trique du point ¥y, par rapport a I'appui Ay_,.

202. — On appelle /lignes croisées relatives & une travée
quelconque Ag Agyy, le systéme de deux droites indéfinies z'a’,,
=’ ayqui,se coupant sur la verticale principale (Gs),interceptent,
sur une verticale situde a la distance A de ((x), un segment
égal au vecteur

. ai
Vi = k_
de la force fictive Vi (fig. 86).

D’apres cette définition, le point =" peut étre pris & volonté
sur () et on peut donner une direction quelconque & la pre-
miere ligne n'a’s ; la seconde ligne a’;=" s'obtient ensuite en
portant verticalement le segment «’,a’; = v; et joignant le
point &'y au point =’

Il est clair d'ailleurs quele segment intercepté par leslignes
croisées sur une verticale quelconque est indépendant de la
position de =" sur (G;) et de la direction <'a,, attendu que le
rapport de ce segment & v; est toujours égal au rapport de sa
distance a (G;) & la longueur A,

Remarquons enfin que les lignes croisées a’s=' @'y constituent
un polygone funiculuire de distance polaire A powr la force
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unigue Vi ; car, puisque @, a’y est le vecteur de Vy, si 'oncons-
truit, pour cette force, le polygone funiculaire ayant =" pour
pole et &’,=" pour premier c6té, Ie second c6té de ce polygone
sera précisément a’y=’.

203. — Soient A, F,, F, F, (fig. 88) les foyers de gauche de
la poulre que, pour fixer les idées, nous supposons & 5 appuis
AL AL AL ALA, el par suited & travées,

Sur la verticale du premier foyer A portons un segment
AT, égal a celui qu'interceptent sur cette verticale les lignes
croisées de la premikre travée (on n'a pas dessiné ici ces lignes
croisées pour ne pas compliquer la figure). Joignons le point
J'; au second appni A, el soit J, 'intersection de J', A, et de la

H Jd. IS{ J Hlf J
- Iz.\ P [N ,‘| |\\ fl
Ar r\’ * ; V\ T 7% : TAJ
T ERE BNE AAL
¥ ' 1
* PR 1~ . N (RN
RN AR A A
I * (PN He Y¢ !
1 1, ‘R’ . H
v 3 o
3 N
YH

Fig. 88.

verticale du foyer F,. Portons sur cette verlicale le segment
J.J'; égal & celui qu’interceptent sur cette verticale les lignes
croisées de la deuxitme travée ; menons J'; A; jusqu’a sa ren-
contre J; avec la verticale du foyer F, et prenons le segment
vertical J,J'; égal & celui qu’interceptent sur cette verticale les
lignes croisées de la troisieme travée. Enfin menons J';A; jus-
qu'a sa rencontre J, avec la verticale du foyer F, et prenons le
segment vertical J,J’; égal & celul gqu’interceptent sur cette
verticale les lignes croisées de la quatrieme et dernitre travée.
Les points ainsi obtenus :

(I\h ‘]l’)’ (Jiv ‘]2‘), (‘]ﬂ) J:x’) (Jh Jln’)

ont recu le nom de powts fizes. Il y en a deux sur la verticale
de chaque foyer de gauche.
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En parlant de A; et opérant de la méme manitre sur les
foyers de droile (A;, E,; E;, E;), on obtient une autre série de
points fixes.

(IL, IV, (11, I1,) (H,IT) (A,H).

Nous distinguerons ces deux séries, en appelant les points J
points fives de premiére espéce et les points H pownts fizes de
seconde espéce.

201. Ces définitions étant établies, voici le théortme qui
cldt en quelque sorte la partie fondamentale de cette étude :

Les diagonales J; 'y, J's H; 1 5 du quadrilatére formé par
les quatre points fixes d'une méme travée A; A; 1,s0nt les ¢d-
tés moyens du second polygone funiculaire dans cette travée.

Nous fonderons la démonstration sur deux remarques :

1 Les cOtés moyens limitrophes d'un méme coté sur
appui vont se couper sur Ja contreverticale de cet appui. En
effet, les deux cotés gi1p'i—1, pigi du second polygoune funi-
culaire doivent (n° 38) se croiser sur la ligne d’action de laré-
sultante des forces Vi—i el Vi qui sont comyprises entre ces

' ;
i
B; ~ | ; ~~~ g,
~
N

B;
Fig. 89,

deux colés (fig. 89). Or ces forces agissent suivant les vertica-
les (¢'i—1) et (gi) ; leur résultante a pour ligne d'action la verti-
cale qui divise ¢’;—1 ¢i en deux parties inversement propor-
tionnelles & leurs intensités c’est-a-dire aux aires des triangles
A1 Bi Ay, Ai Bi Bija s mais ces deux triangles de méme base
A, Bisonl proportionnels & leurs hauleurs c’est-a-dire auxlon-
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gueurs des deux travées, on encore aux segments ¢'sy A; et
Augi; laligne d'action de la résultante en question doit done
étrela verticale qui partage ¢’i—19i en deux partics directement
proportionnelles & g'i—1 vi el yi gi; c’est précisément la contre-
verticale (y;).

20 Le segment J; J'; compris entre les deux points fixes si-
tués sur la verticale d'un foyer quelconque Fj, est égal au seg-
ment (; (7; qu'interceptent sur ceite verticale les cOtés moyens
dun second funiculaire relatifs a la travée qui contient le foyer.
En effet le systeme des lignes croisées a'sw'a’s, aussibien que
le systeme formé par les cdtés moyens pigi, ¢:p'i (fig. 86)
du second funiculaire Ai 4 pwgi p’i Aitt, constituent I'un
et I'autre un polygone funiculaire de méme distance polaire A
pour la force unique V;; par suite (n° 44) les segments &b,
CiC'; représentent ala méme échelle le moment statique de la
force V; par rapport a Fi. Ces segments sont donc égaux, et
comme on a par définition (n° 203) JiJ'i = bib’i, on doit avoir
JiJ i = Gl

Cela posé, considérons le second polygone funiculaire
AL g p A P’ Ay pa... (fig. 90) et rappelons que p,, Fy, T,
sont confondus avec A,. Puisque les deux cotés moyens A, g,
et ¢, p',, dans latravée de rive A A,, doivent (2°) intercepter
sur la verticale de F, c’est-a-dire de A, un scgment egal &
5.J’, et que J, est en A, ilfaut que le second e6té moyen ¢,
passe par J'i. Soit z, le point ol ce second c6té ¢1 p's va ren-

Fig, 90,

contrer la contreverticale (v2), et p, le point ol pr, A»Va cou-
per la verticale trissectrice (g2):le premier ¢oté moyen .9, dans
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la deuxitme travée sera (1°) le prolongement de z,p;. Mais d'a-
prés la construction des points fixes (n- 203) le point ou la
droite J'y A, rencontre z,p, est précisément le point fixe J,;
donc le premier c¢Oté moyen p,g, dans la deuxiéme travée
passe par J;; de plus, comme les deux cdtés p, ¢s, §: p°; doi-
vent intercepter sur la verticale de F, un segment égal & I,J',
et que p, ¢, passe par J,, il faul que le second colé moyen ¢,p’;
de la deuxitme travée passe par J',.

En raisonnant & parlir de J', comme on vient de le faire &
parlir de J',, on verra de méme que p,g, passe par J, et ¢,p’, par
J5; puis, que p.g, passe par J, et ¢,p’y par J';; et ainsi de
suite.

Il est donc établi que les premiers cOtés moyens A, ¢1,0,3,..
Pn—1yn_1 passent respectivement par les points fixes Ji, J,...
In_1 et que les seconds cOtés moyens ¢,p’, gop's... Gnnt Ay pas-
sent respectivement par J'y, J5... Iy,

On prouverait de méme, en partant de I'autre travée derive,
que les seconds cOlés moyens dans les diverses travées con-
tiennent respectivement 1I,, ... I, tandis que les premiery
¢Otés moyens renferment respectivement H', ... s,

Done, enfin le coté moyen pig: passe par J; et II'iq1, el le
cdté moyen ¢ip’; passe par Ji et Hipy ; ce qui démontre le théo-
réme énoncé,

Résumé et vériflcations.

205. — Telle est, sauf e mode d’exposition, la solution gra-
phique de Mohr pour le probleme de la poutre continue de
section constante reposant librement sur des appuis de ni-
veau. '

L’analyse attentive de cette méthode nous a conduit & décom-
poser la démonstration en trois théoremes principaux. Le pre-
mier (n° 191) réduit la recherche de tous les moments fléchis-
sants & celle des moment sur piles. Le second (n° 196) ramene
la recherche des moments sur piles ala construction des cotés
moyens d’un certain polygone dit second polygone funiculaire.
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Le dernier (no 204) foarnit deux points de chacun de ces cdlés
moyens.

En résumé, on commencera par constraire les éléments qui
ne dépendent pas des charges, mais de la scule distribution des
travées; ce sont les verticales trisseclrices, les contrevertica-
les et les foyers. On construira en second lieu les éléments gui
dépendent des charges ;ce sont le premier polygone funiculaire,
les verticales principales, les lignes croisées et les points fixes.
Cela fait,on obtiendra successivement les cotés moyens du se-
cond funiculaire, les moments sur piles et enfin les moments
fléchissants pour tous les points de la poutre.

Il v a plusieurs vérifications qui permettent d’éviter l'accu-
mulation des erreurs.

1o Le point commun aux deux cétés moyens, dans chaque
travée, doit se trouver sur la verticale principale correspon-
dante.

2° Le second cdté moyen dans une travée quelconque et le
premier cdté moyen dans la travée suivante doivent concourir
sur la contreverlicale relative & Vappui commun aux deux
travées.

3° La droite qui joint 'extrémite du second cdté moyen dans
une travée a l'origine du premier e¢6lé moyen dans la travée
suivante doit passer par 'appui commun aux deux travées.

208. — Remarquons qu’un (riangle est délerminé de gran-
deur et de position quand on connait trois droites sur lesquel-
les doivent étre placés respectivement ses {rois sommets et
trois poinls par lesquels doivent respectivement passer ses
trois cotés. Tel est le triangle zp'yp’s de la fig. 90. 11 suit de
la que si, dans la poutre continue, on considere les ¢ premie-
res travées a gauche, la partie A;¢,p"1A,... p’i A4 du second
polygone funiculaire comprise dans ces travées, pourrait étre
construite sans faire intervenir aucun des ¢léments (foyers de
droite K, points fixes de droile 1I..., etc.) qui dépendent des
longueurs et des charges des travées suivantes.

On peut done énoncer celle proposition imporlante :

La position d'un foyer de gauche quelconque et le moment
fléchissant en ce point, ne changent pas quand on modifie
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d'une maniére quelcongue les longueurs el les charges des
travédes situdes d droite de celle qui renferme le fuyer con-
sidéré.

Et de méme :

La position d'un foyer de droite quelcongue et le moinent
fléchissant en ce poiné, sont indépendants des dimensions et
des charges des travées siluées ¢ gauche de celle qui contient
le foyer considéré.

Diagramme général des moment fléchissants, —
Lfforts tranchants et réactions des appuis.

207. — La partie supéricure de la fig. 83 donne, comme
nous I'avons vu, les moments fléchissants pour tous les points
de la poutre; ils sont proportionnels aux ordonnées delaligne
A m, A m,Apng Aom A, ces ordonnées étant comptées a partir
de la ligne brisée A,B,B,B.A;.

Mais celte maniére de compter les ordonnées, & partir de
droites qui different d’une travée a I'autre, ne permet pas de
saisir les variations des moment fléchissants aussi aisément que
le ferait un diagramme dans lequel les ordonnées auraient
leurs pieds sur une méme droite, sur I'axe A1As de la poutre
par exemple. Un tel diagramme, que nous nommerons dia-
gramine général des moments fléchissanis est aisé & construire;
c’est celui que l'on voit & la partie inférienre de la figure 83 ;
on l'obtient en déplacant chaque ordonnée sur sa verticale de
facon que son pied vienne sur A:As. Ainsi on a pris

Hom's — ko, 017t = 0,n1, .....
De la sorte, i étant une ordonnée queleonque de la ligne
Aon', B, my B'ym'y By, A, rapporlée aux axes reclangulaires
7 r I - - 3
Ay, et M étant le moment fléchissant dans la section qui
contient celle ordonnée, on a, en grandeur et en signe.

M=—p¢y.

La recherche des moments {léchissants esl la parlic essen-
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ticlle du probleme de la poutre continue. La détermination des
efforts tranchants et des réactions des appuis en résulte en-
suite aisement. Quelques mots suffiront pour I'expliquer :

Laligne Aivm's Bym’, B’ ym'y B, m/, A;,dont nous venons d’in-
diquer la construction, n’est au fond qu’une ligne funiculaire
de distance polaire § pour I'ensemble des charges auxquelles
la poutre est soumise et des réactions des appuis ; la ligne de
cloture est AJA,. Donc, pour déterminer l'effort tranchant en
un point quelcongue o', on ménera la tangenle ¢, au point cor-
respondant 'y du diagramme ; puis, par un pole quelconque
on meénera les paralleles aux droites A\A; et ¢, jusqu'a leurs
renconires « et § avec une verticale silude & une distance &
du pole choisi; le segment 4, multiplié par o, donnera l'ef-
fort tranchant dans la section o,.

Quant aux réactions des appuis, il est clair que si 'on dési-
gne par T; et T'{les elforts tranchanis dans la section qui pré-
cede et dans celle qui suit infiniment peu l'appui A4, et par
R; la réaclion de cet appui, on a:

T =T; + R;.
d'ou:
Ri=Ti—Ti:.
Lorsque chaque iravée AiAi44 supporte une charge uniforme,

la partie B'ims B'i 11 du diagramme général des moments flé-
chissants est(fig. 91) une parabole & axe vertical et ’effort tran-

chant varie dans la travée comme V'ordonnée d'une droite (n°
112); ilsuffitdonc de déterminerles effortstranchants TietT;y g
sur les appuis. Pour cela,on prolongera le diametre #'; m'; rela-
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tif ala corde B, B4 d’une quantitée m’s v/’ égale i s'im'i, ce qui
donncrales tangentes #iB;,7'{Bir1ala parabole; puis,aprés avoir
pris sur la ligne des appuis des segments A;=;, A1 = égaux
4 3, on menera par le premier pole =; la paralitle =iz & la
tangente ri B'i et par le second pole la parallele =i zigq1 & la
tangente r'* B'yy(; on aura alors :

Ti = ¢.Aizi, Tigy1 =9.Ai4y 5044

Remarques sur les lignes croisées.

208.— Aulieu de construire les lignes croisées comme nous
I'avons indiqué au no 202, il est préférable de calculer les lon-
gueurs des segments wi, o' qu’elles interceptent surles verti-
cales des appuis A; et Aiyq de la travée a laquelle elles appar-
tiennent. On portera ces segments sur les verticales en ques-
tion et on joindra en croix leurs extrémités (fig. 86); le point

" de croisement donnera alors un point o de la verticale princi-
pale (Ci) qui se trouvera ainsi non plus une donnée, mais un
résultat de la construction. On évitera d’ailleurs de la sorte le
tracé de la verticale auxiliaire a';a’, située & la distance A de
la verticale principale. Ce procédé donne des résultats plus
précis et évite la confusion.

Les valeurs de w; et w/” résultent immé.diatement de lins-
pection de la fig. 86 ; ce sont :

/o , 7\ di
CUR Zﬁ)? cel= (7)Y

ci et dy désignent les distances du centre de gravité de 'aire
6; aux verticales des appuis A; et Air,, en sorte que la somme
¢i + di est égale a la longueur /; de la travée mesurée sur
I'épure.

A proprement parler c'est surtout dans le cas d'ailleurs fort
usuel, o la charge sur la travée est uniforme, que ce nouveau
procédéest avantageux,vu qu'on peut alors,comme nous allons
Ie montrer,trouver les valeurs explicites de wi ¢t o en fonc-
tion des données.
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209, _— La charge uniforme peut occuper la longueur de la
travée en lout ou en parlie. La seconde hypothése contient la
premiere comme cas parliculier.

Soit a; (fig. 92) la longueur Ai Ci,qui représente sur I'épure
la partic occupée par la charge uniforme. La ligne funiculaire
A;mi Aiy, relalive a cette charge,se compose (n® 114) d’un arc
de parabole A;m;raccordée par une droite mi Ait.. Désignons
par n; le point ol cette tangente va rencontrer la verticale de
Pappui Ay, et par &; la longuear A; ni. On sait que le produit
gbi représente la valeur absolue du moment, par rapport & A;,
de la réaction que Pappui Aiy, excrcerait si la travée était
isolée ; ce produit est donc égal au momenl de ta charge par
rapport & A, en sortequ'on a :

b =

™IV

1 2
; (Xai)'.

L’aire mixtiligne ApingAi4, que nous appelons a; est la diffé-
rence enlre le triangle rectiligne Ain;Ait, et le triangle para-
bolique A;ngn, lequel est les 3 du triangle rectiligne Amm;.
On a donc

1 1
6 =3 bil; —3 bi.ai ;

Fig. 92.

el, comme les centres de gravité du triangle rectiligne
AimiAi eidu triangle parabolique Ainimi ont respectivement
ai

. L
pour abscisses - et 0

na
3

1ri U 1 ai
Ci:F[‘E bili .§—ébzai.z]-
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Eu égard a ces trois dernieres relations, les formules (10)
deviennent

(11) wi==h.a’ (2 — a)
(12) wi=h.a’ (2 — @),
en posant

- S
(13) h=g kpa

210. — Les relations (11), (12), (13) résolvent pleinement
le probleme proposé. Yoici comment ons’en sert :

Désignons par Q; la valeur commune que prennent w; et
o'i lorsque ai = li, ¢’est-a-dire lorsque la charge uniforme ré-
gne sur Loute I'étendue de la travéc. Nous aurons

(14) Qi == Al

et par suite

(15) wi= Qir (2 — )
(16) wi=Qir (2 — ),

a; .
en désignant par r le rapport z—f de la partie chargée a lalon-
]

gueur totale de la travée.

Ce sont ces dernieres formules que I'on emploie dans la pra-
tique. Que la travée soit chargée uniformément en tout ou en
partie, on commence toujours par calculer i a l'aide des rela-
tions (13) et (14). L se borne le calcul siJa charge est totale.
Si la charge n’est que partielle, il faut en oulre multiplier la
valeur ainsi obtenue de Q; par les valeurs numériques des
coefficients

(2 — ) (2 —r),
dont le premier se rapporte au segment situé du coté de la
charge, et le second au segment situé du c6lé opposé 4 la
charge. '

Le tableau suivant donne les valeurs numdriques de ces

- { 2
coeflicients pour les valeurs usuclles - ,

4
z 5o 5du rap-

Tl w

)

port 7.
16
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r 7 (2 — 1) P2 —r)
S 0,078% . ... 01296
g_ 02044 . ... 04096
.. 0590 ... 0,1056
f—j C... 0870k .... 09216

Il est & peine nécessaire d’observer que, dans Ja pratique, il
faut tenir compte & la fois du poids de la poutre qui est une
charge regnant sur la travée entiere et de lasurcharge qui peut
n'occuper qu'une partie de la travée ; les segments interceptés
parles lignes croisées sur les verticales des appuis se compo-
sent alors de deux parties.

211. — Signalons encore & ce sujet un rapprochement in-
léressant : )

On sail (n°142) que si f; désigne la longueur, mesurée sur
I'épure, de la fleche de la parabole funiculaire relative ala
charge uniforme de la travée de rang ¢, ona :

POy
8o

fi=

La comparaison de celle expression et des relations (13) et
(14), donne immédiatement :

_ I"

(17) Q=

. 2fi
De larésulte, pour une poutre continue uniformément char-
gée sur toute sa longueur, les deux proposilions suivantes :
1* Si toutes les travées intermédiaires ont une méme Jon-
gueur [ et siles deux travées de rive ont une méme longueur
'y et 51 'on pose

A —1n
RA—.GZ

les lignes croisées inlercepteront sur les verticales correspon-
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dantes, des segments égaux & 2/ pour les travées intermédiai-
res, et & .

’'\2

of (—)

l
pour les travées de rive ; f désigne la fleche de l'une des pa-
raboles intermédiaires et/ la fleche de I'une des paraboles de
rive.

2° Si toutes les travées ont une méme longueur lauquelcas

toutes lcs paraboles ont la fleche /, et si l'on pose toujours

1
A=l

les lignes croisées intercepteront sur les verticales correspon-
dantes des segments qui seronl tous égaux au double de Ia
fleche f.

212. — Outre lc cas usuel de la charge uniforme, il importe
‘étudier, quant & la construction des lignes croisées, le cas
ou la travée supporte une charge concentrée unique {4 ; ce cas,
quoique purement théorique, nous sera fort utile dans le cha-
pitre suivant :
Soit AimA;,, le polygone funiculaire de la force unique ¢,
qui, étant construit avec la distance polaire 3, passe par les

V
A Mg Ay
|
!
!
]
i
|
]
i
pE e A I e N e
{
|
\\\i .

Fig. 938,

appuié Ai, Agyy (fig. 93) 5 désignons par / la longueur Aidqy
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qui, sur I'épure, représente la travée el par £ la hauteur Min
du triangle A;mA; ., ; aire de ce triangle sera

1/

DO -

G —

d'ailleurs T'abscisse A;G de son cenlre de gravité sera la
moyenne des abscisses de ses trois sommets, ¢'est-a-dire

(£ + pm),

y.mz;_' désignant I'horizontale du point m.

(R

Le segment w;, que lcs lignes croisées intercepteront sur la
verticale de 'appul As, aura done (n° 208) pour expression

S Y

!
2 3 A
c’est-a-dire
h
wi=—~ ——{—-l- pm

en posant

1
kA:gl’.

Or, si I'on mene par le point m la parallele ma & la diago-
nale pA;q, du rectangle Aipu/Aits, on voit, par les triangles
h

semblables oL, uAidipy, que s est égal & 7

um; on a done

wi =A; a.

On verrait de méme que le segment «’;, que les mémes
lignes croisées interceptent sur la verticale de appul A; 44, est
égal & Aip,o, « étant le point que l'on oblient en menant
mo parallele 4 l'autre diagonale A;u’ du meéme reclangle
A, i ;1.'Ai+, )

Ces lignes creisées Ao/, Aipya s'obtiennent ainsi sans dé-
terminer préalablement la verlicale du centre de gravité du
triangle AinA;y,; cette verticale serait donnée au contraire,
si on la voulait, par Vinterscction = des lignes croisées.
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Poutre continue encastrée a I'un des houts ou aux
deux extrémités,

213. — Supposons d’abord que le premier appui A, soit
seul encastré.

Nous pouvons (n°193) considérer la poutre actuelle & »
appui A,,....A, comme la limite d’'une pouire & » -+ 1 appuis
Ay, AL ... A, qui seraient tous simples et dont le premier A, se-
rait infiniment voisin de A,, la travée additionnelle A A, étant
d’ailleurs vide, ¢’est-a-dire ne portant aucune charge.

Or I'influence de cette travée addilionnelle AjA, sur le se-
cond funiculaire A,p,¢.p',..., est facile & déméler.

D’abord, la travée AA, etanL vide, ses lignes croisées coin-
cident, et par suite le segment J,J's est nul ; done J'; coincide,
comme J,, avec le point A et la droite J';A,J, se confond avee
I'horizontale A A, des appuis; le point fixe J, est par consé-
quent situé sur cette horizontale, ¢’est-a-dire se confond avec
Fi. Quant & la position de ce dernier point, elle résulte de la
formule (9) qui, pour @ = o, donne 2’ = a’, c'esl-a-dire
AF, =A,¢,; le point F, est donc au pied g, de la premikre
verticale trissectrice. Enfin, remarquons que la fibre moyenne,
passant par les appuis infiniment voisins représentés par A, ct
A4, saligne homographique est tangente en A, a I'horizontale
des appuis, et par suite le premier coté A,p, du second funi-
culaire est dirigé suivant cette horizontale (fig. 94).

Alnsi, en résumé, lorsque le premier appui A, d'une poutre
continue A A, est encastré, le foyer F, et le point fize J, coin-
cident, non plus avec Ay, mais avec le pied g, de la premicre

G, & r‘H"/

- pg,
Aq FW
|

I
)
I AN :
J: S
\l

~

H,
Fig, 94.

veriicale trissectrice. La sulte du tracé ne subit aucune modi-
fication.
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De méme, sila poulre est encastrée & son autre boul Ay, le
foyer K, et le point fixe H, coincident, non plus avee A,, mais
avec le pied g'u—, de la derniere verticale trissectrice.

214. — La figure 93 représente I'épure d’une poutre & une
seule travée AiA, et encastrée A ses deux bouts.
Apres avoir choisi, conformément aux exigences du dessin,

. 1 1 . .
les échelles 5 et = des longueurs et des forces, ainsi que la dis-
?

tance polaire 8, on tracera la droite A:A, qui figure la poutre

G
\
A, T A,
’
1
t
]
3
e N mm g m m A
Bf ' Bl
1
’lil
By " A
AN 1 .
~ ) 4
~ 1 .
Y 1/
. A 7’

A L—*——‘%—"1““0';. '*{A
R I, ”i",‘ t
H N \1' ¥
! % :

I“\ '
V.
P
gt
] . 1
N ) i :
‘\\ H ; '
« H i ! -
vt . -
N ' ' ,*
b\l 1 o,
b I '
W s ', Ahy Wy
[N
.oNL -
R
FEIAN
IHJ/ o
[
S
s
- v A
- r N
L—” ! .
N
.
N

Fig. 95.

et la ligne funiculaire AimuA, des charges données. Puis, pour
éviter la confusion, on transportera A,A, parallelement a elle-
méme en A" A’,. La division de cette droite en trois parlies
égales donnera les verticales trissectrices (¢,) et ¢'). Les seg-
ments A',g, et g',A’, seront les coiés extrémes du second funi-
culaire ; d’ailleurs ¢, et ¢’, seront ici les points fixes supérieurs
J et H de gauche et de droite.
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On détermincra la verticale (G,) du cenlre de gravité de
l'aire A,m,A,, el apris avoir mesuré sur I'épure celte aire g,
on porlera sur les verticales des appuis des segmenls w1 el o'
donnés par les formules (10) du n°® 208, et ayant soin de
prendre

6kA=1/,

ce qui donnera
22

0y 213

- AGy, ‘1"1_2;; - GA,,

[ étant la longueur A A qui représente la travée. En joignant
en croix les extrémités de ces segments, puis porlant en JJ,
HH' les longueurs 4%, 6,0, interceptées par les lignes croi-
sées sur les verlicales (¢,), (¢'1), on aura les points fixes infé-
rieurs J' et I’ de gauche et de droite. JH el J'1I donneront
alors les cotés moyens ¢,9,, 9,9, du second funiculaire. Comme
vérification, les points = ct g, devront se trouver sur la verti-
cale principale (G,).

Enfin, on prolougera les cdtés moyens g,4,, ¢,7, jusqu’a
leurs renconlres £, et 8, avec les verticales des appuis; et, en
portant sur ces verlicales, & partir de A et A, des segments
AB,, A.B, respectivement égaux & g,A’,, B:,A’;, on aura la
droite B,B,, & parlir de laquelle il faut compter les ordonnées

. oy 1 1
de la ligne A m,A, pour avoir, & l'échelle 50U Ies mo-

ments fléchissants aux divers points de la poulre.

215. — L’6pure précédente devient presque cnticrement
inutile lorsque la charge est uniforme.

Dans ce cas, la courbe A;m,A, est une parabole dont la
fleche f= Guimy est (n® 112) donunée par la formule

Y

(18) [=prg
p désignant le coeflicient de charge. D'ailleurs toule la figure
devient symétrique par rapport & la verticale (Gi) du milieu
de la travée, cl 'on a : d'abord (n° 211)

(-01:0)’1:2/‘7
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puis

A B=—=p A =0 = b, b, = 0, —

2.

Cas §

2
3

Done, il suffira :

1o De calculer la fleche f & I'aide de la formule (18) et de
porter ceite fleche de haut en bas a partir du milieu de la
poutre sur la verticale de ce point milieu, ce qui permettra de
construire immédiatement (no 70) la parabole Aym A, ;

20 De porter de haut en bas sur les verticales des appuis,

des longueurs A B,, A,B, égales au 25 de la fleche, ce qui don-

nera la droite B,B; a partir de laquelle on devra compter les
ordonnées de la parabole.

On voit que la scule partie utile de la figure se réduit a
celle qui est située au-dessus de m, c’est-a-dire a la partie
strictement indispensable pour exprimer graphiquement les
résultats.
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LA POUTRE CONTINUE :
CHARGES DEFAVORABLES ; DENIVELLATION DES APPUIS

Questions a traiter.

216. — Nous avons appris, dans le chapitre qui préctde, &
déterminer les moments fléchissants et les efforts tranchants
aux divers points d’une poutre continue, pour une charge don-
née d’ailleurs quelconque, et dans I'hypothise ot tous les ap-
puis ont la méme hauteur. Il nous reste encore & étudier les
charges défavorables, ainsi que l'influence des abaissements
des appuis.

On nomme charges défavorables les combinaisons de char-
ges qui donnent dans les différentes sections de la poutre les
moments fléchissants, ou les efforts tranchants, maxima. Cette
recherche dont I'utilité est manifeste parait, au premier abord,
un probleme trés complexe ; mais elle est singulierement sim-
plifiée par I'application du principe de superposition des effets
des forces. En effet, d'une part, pour avoir Veffet total, sur un
point donné, des charges qui sollicitent pinsieurs travées, il
suffit de chercher successivement les effets que produisent sur
ce point les charges qui agissent dans chacune de ces travées,
les autres restant vides, puis d’ajouter les résultats. D’autre
part, pour avoir l'effet total, sur point donné, des charges
qui sollicitent une méme travée, il suffit de chercher sé-
parément ’effet de chacune de ces charges, puis d'ajouter les
résultats. On voil que le probleme primitif se trouve par la
ramené & 'élude des cffets produits sur un poiut donné par
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une force unique appliquée & un point quelconque de la poutre.

Cette conclusion subsiste d'ailleurs dans le cas ol les charges
sont conlinues, car une charge continue peut toujours étre
décomposée en une infinité de forces infiniment petites.

Nous commencercons done par résoudre le probleme simple
que nous venons d’énoncer ; nous en développerons ensuite
les conséquences relativement & la question générale des char-
ges défavorables. Enfin nous étudierons I'influence dela déni-
vellation des appuis.

Poutre continue soamise i une charge concentrée
unigque,

217. — Considérons donc une poutre continue supposée
sans polds et sollicitée par une force unique (fig. 96).

Pour fixer les idées, nous prendrons une poutre 4 6 tra-
vées, et nous supposerons que la force soit appliquée en un
point de la troisitme travée.

-—g,é‘
P N J
P i S oot
A‘,]‘. (B Az B ! A Fs E4 Ae -~
A ) Ey S~ n' -7 Fe
1%5/1 } o ";—
~ P
3 ’—‘ [
Ta - ,
L7 1
I3 ~ '
. ,
~ )
~ '
\\ L}
N
H,
e '
Ao i TS VI 7 Es As s
e ' L= T ? 14y
- Fs Hjs 15 He 73
Fig. 96

Il faut,avanttout,voir comment sont situés les points fixes. Ob-
servons i celeffet quedanstoute travée vide les deux points fixes
de gauche se confondent en un scul et qu'il en est de méme des
deux points fixes de droite ; cela tient & ce que dans une telle tra-
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vée les lignes croisées forment deux droites confondues, qui,par
conséquent, interceplent des segments nuls sur les verticales
des deux foyers. D'apres cela comme J, esten A,, J', sera aussi
en A ; la droite J',A;, sur laquclle doit se trouver J,, sera done
couchée sur I'horizontale A A, et par suile J; sera en F;; J)
sera aussi en ce point, puisque la deuxitme travée est vide;
la droite J';A; sera done couchée sur A A,, et le point J; sera
cn Fy. Mais ici Ia travée étant chargée, J'y sera distinct de J;;
le scgment J,J'; sera fourni par les lignes croisées de cette tra-
vée. La droite J'yA,, par sa rencontre avec la verticale de F,,
donnera le point J;, avec lequel J', sera d'ailleurs confondu,
puisque la quatrieme travée est vide; puis J,A; donnera J;
(ou J;) sur la verticale du foyer F; et enfin J;A; donnera J;
(ou J';) sur la verticale du foyer F,.

On voit de la sorle que chaque travée non chargée n’a qu’un
point fixe de gauche J, et que ce point fixe est situé sur I'hori-
zontale des appuis pour toutes les lravées qui précedent la
travée chargée ; il esl au contraire alternativement au-dessus
et au-dessous de I'horizontale A, A; dans les travées qui sui-
vent la travée chargée.

En partant de A, et raisonnant de méme,on verrait qu’iln’y
a dans chaque travée vide qu'un seul point fixe de droite I, et
que ce point est sur A, A; pour les travées qui suivent la tra-
vée chargée et allernativement au-dessus et au-dessous de
A, A, pour les travées qui précedent celle qui est chargée.

Quant aux points fixes de la travée chargée A; A,, ils sont
au nombre de qualtre, J; et J'5, I, et II'; ; Ies deux supérieurs
J,, I, sont sur I'horizonlale des appuis.

218. — Cela posé, on se rend compte hien aisément des va-
riations du moment fléchissant que développe, dans les diver-
ses sections de la poutre, la force fixe et unique ¢ ; il suffit
d’avoir présentesa esprit les rogles des n™ 192 et 196 et d’ob-
server que, d'apres Ia regle méme du n° 192, dans toute travée
vide le moment fléchissant varie comme les ordonnées d'une
droite. ‘

Considérons d'abord les travées vides (fig. 97). Le second
polygone funiculaire se réduit dans chacune d’elles a trois c6-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



252 CHAPITRE XII

tés, qui sont ici murqués en traits pleins, et le ¢6té moyen passe
par le foyer le plus éloigné de la travée chargée ; ainsi dansla
travée A, A; il passe par H; (ou E;) et, dans la travée suivante
A A, par IT; (ou E;). Ce cOté moyen et I'horizontale des appuis
interceptent sur les verticales des appuis de la travée des seg-
ments proportionnels aux moments {léchissants sur ces piles ;
tels sont les segments A, B, A;8'; pour la travée A, Ay, et les
segments A; 8, et A, g’ pour la travée suivante A; A, Ces
moments sur piles sont négatifs sur les appuis de la travée char-
gée; puis, & mesure qu'on s'éloigne de cette travée, d'un ¢ité ou
de 'autre, ils deviennent alternativement positifs et négatifs, et
leurs valeurs absolues décroissent, de telle sorte que chacun d'eux
sott inférieur d la moitié de celut qui le précéde; ainsi le rapport

AsBs
BiAy

ol 1 . .
est,en valeur absolue,inférieur & 5 car il est égal &

H!iAS
AA T
leqnel est moindre que
UL 1
KE ou 5.

Les moments fléchissants aux divers points d'une méme tra-

Pe__
{ \‘\\J\ ]
| N
| 1 ‘.
el £X
. e A .
4, Fr g, % Hy T~ MY
B
3
¥s 95 75 ns /,_.,—f
A-T\\;/T % A,
3 - | ¢
ABSLf S !
Fig. 97.

vée vide sonl proportionnels aux ordonnées d’une droite ; c’est
la droite B, B pour latravée A, A;, la droite s £s pour la tra-
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vée suivante. Le moment fléclussant s'annule donc une fois et
une seule dans chaque travée vide ; il est nul @ celui des deux
foyers de la travée vide quiest le plus éloigné de la travée char-
gée ; dans latravée A, A; il est nul en E;, dans la travée sui-
vante il est nul en E, ctc. La ligne élaslique offre un change-
nient de courbure aux points correspondants.

219. — Il reste & examiner ce qui se passe dans la travée
chargée A; A,.

Nous avons donné au n° 2121a construction des lignes croi-
sées pour une travée soumise & une force unique. Considérons
maintenant cetle travée comme étant celle A; A, qui fait partie
de la poutre continue A: A; dont les autres travées sont vides.
Nous savons (n° 217) que les points fixes supéricurs J; et 1T,
(fig. 98) sont I'un au foyer de gauche F;, I'autre au foyer de
droite E,.

Reproduisons ici la figure 93,mais,pour éviter la confusion,
plagons-la endessous de facon que les points A, et a;, qui re-
présentent le méme appui dans la figure supérieure et dans Ia
figure inférieure soient sur une méme verticale, et qu’il en soit
de méme pour les points correspondants A; et a,.

Soient ff', ee’les segments interceptés par les lignes croisées
sur les verticales des foyers F; et E, ; en les portant en F, J;,
E, II'; on obtient les points fixes inférieurs §',, II'; ; les droi-
tes Fy 11, I’y H,, qui sont dirigées suivant les edtés moyens du
second funiculaire, détermineront sur les verticales des appuis
les segments A; A';, A, A’, représentatifs des moments sur ces
deux piles.

Mais il est aisé de voir que Pon peut édviter la construclion
-de toute cette partie supérieure de la figure et obtenir le dia-
gramme des moments d’une facon beaucoup plus simple.

Remarquons que si I'on constraisait, pour la force {,le poly-
gone funiculaire A;' m A‘ de dlslance polaire 3 qui passe par
Aljet A’ la figure Ay m' A, etla figure ayma, qui représente
aussi (n° 212) un polygone funiculaire de la méme force § avec
la méme distance polaire §, seraient homologiques (n° 25), Ie

" rapport d’homologie étant égal & I'unité. L'homologue du point
«"seralepoint a’,caron a A’y &" =g, &’,vuque E;II';=ee’et que
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les deux systemes delignes croisées (F, 11,3, Ey, /¢, fe) ont
leurs points de croiscment surla verticale du centre de gravité du
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triangle ayma,,c'est-a-dire & la méme distance de la droite A, a;.
Donc le point Fy, qui est commun & la verticale ¥, J's 7/ et
& la droite A’y «, aura pour homologue le paint £ qui est com-
mun & la méme verticale et & la droite @,«', homologue de
A’y o7, On verrait de méme que E; a pour homologue e ; done
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les points B, et B, ol la droite fe vencontre les verlicales des
appuis sont les homologues de A, et A, ; par suite, on a a, B,
= A A;et e, B.=A A,

Ainsi done, il suffit de mener dans la partie inférieure de la
figure la droite fe pour avoir en a, B, a, B, les moments sur

piles changés de signe et & Péchelle :— La droite B, B, et le

premier polygone funiculaire a, ma, forment le diagramme
des moments fléchissants dans latravée; en d’aulres termes,les
1 ?

. 1
moments fléchissants sont, a 1'échelle K les ordonnées de la

ligne brisée a,m a, comptées & partir de B, B,.

Comme 722 est moindre que @, 1, w" « est moindre que
w'w; end’aulres termes,a” est compris entre o’ et u, et la droite
a;m est au-dessous de @, ' ; de méme a,m esl au-dessous de
a,«. Par conséquent, le point m est au-dessous de la droile ef
et les points Z et T ol celte droite est coupée par les cOtés a,m
et a,m du triangle a; m a,, sont situés I'un entre fet B, l'autre
entre e et B;. Le moment fléchissant est done positif entre z et
t, et négatif de a; en z et det en a,, z et ¢ désignant les projec-
tions de Z et T sur I'axe a,a, de la poutre.

Ainsi, dans la travée chargée le moment fléchissant est né-
gatif sur les deux appuis ; 1l change de signe en s'annulant en-
tre chacun de ses appuis et le foyer voisin ; puis, il devient po-
sitif et conserve le signe + aux deux foyers et dans Uintervalle
qut les sépare.

On donne le nom de points d'inflexion aux points z et £ olt
le moment fléchissant change de signe en s’annulant.

220.— Pour apercevoir les variations que subit 'effort tran-
chant quand on considere les différentes sections de la poutre
continue soumise a l'action de la force unique {, il suffit d'in-
voquer le théortme du n° 8% : l'effort tranchant est égal a la
dérivée, changée de signe, du moment fléchissant ; il résulte
de ce théoréme que I’effort tranchant est positif (de bas en haut)
quand le moment fléchissant décroit, et négatif quand le mo-
ment augmente,

Or, si l'on distingue sur la poutre AiA, les sepl intervalles :

Ay, AAy AL MAL AL AL A,
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déterminés parles appuis et par le point d’application M de la
force {, I'étude précédente des variations du moment fléchis-
sant monlre que dans chacune de ces intervalles ce moment
croit ou décroit tonjours ; il croit dans Pintervalle A,M et dans
ceux A A;, AJA; AJA; qui le précedent ou qui le suivent de
deux en deux rangs ; il décroit dans l'intervalle MA, et dans
ceux A,A;, AjA; qui le précedent ou qui le suivent de deux en
deux rangs. Donc;

L'effort tranchant conserve sa grandeur et son signe dans
chacun des intervalles dans lesquels la poutre est décomposée
parles appuis et le point d'application de la force {. Il change
de signe en passant d'un intervalle d lautre ; et, en particulier,
il est positif dans la portion de la travée chargée qui estd droite
de la charge. '

221. — Il importe de remarquer que la position des points
d'inflexion z et t est indépendante de lintensité de la charge ;
elle ne dépend que de la position de cette charge. Cela tient &
ce quesi la charge § change de valeur, sa ligne d’action restant
fixe,on peut toujours,dans la construction du polygone funicu-
laire ayma, de cetle force ¢, changer la distance polaire ou
P'échelle des forces de facon que le segment cm conserve la
méme grandeur (fig. 98).

On voit par la que, lorsqu'on voudra étudier la maniere dont
Ies points d’'inflexion se déplacent par suite du déplacement de
la charge ¢ dans la travée, on pourra supposer le segment ¢m
constant, ¢’est-&-dire se horner & déplacer le point m sur 'ho-
rizontale py/, ce qui simplifiera les tracés.

222. — La figure 98 donne licu & quelques développements
géomélriques intéressants que nous utiliserons d’ailleurs d bref
délai.

Prenons I'horizontale a,a, pour axe des x, la verticale asu
pour axe des ¥, et donnons-nous les segments

asfs = a, aya, =, e, —a’

qui définissent la travée et ses foyers ; désignons en outre par
u et & les coordonnées a,c el cm du point m,
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Il est d’abord fort aisé de calculer les ordonnées des points
fete:ona, enecffet,

’ , / /
fif =5 Aipy o =3 (htpa) =3 [h =+ 7 (1—u)]
ou
tuh U
() p=1 (2—1):
et, on en déduit, en changeant ¢ en-—a’, len —1, w cn

— (—u):
2 e.e _aTh (i —+—%&>

On peut des lors former ['équation deladroite ef. Cette équa-
tion

(3) l(l—a—a’)%+(2a—a’)x—2a(l~za’)—i—;—t[al—(a+a,’)m]:0

montre que quand « varie, ¢’est-a-dire quand le point m se d¢é-
place horizontalement, la droite fe passe par le poiot fixe
dont les coordonnées sont
al h  3ad
11‘ X, — —— Y, == - -_,
(&) ° T ata Y= a-ta
La construction de ce point est facile ; le moyen qui serelie
le micux aux constructions ultéricures consiste, non i se servir

Fig. 99.

des formules (&), mais & conslruire, par le tracé qui a servi (n°

119) & définir la droite fe, les deux positions particulitres fiey,

[¢" de cette droile qui répondent aux positions extrémes . et
17
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du point 7. C'est ce qu'on a fait dans la figure 99. I désignant
le milieu de py’, les points £ et / sont ceux olt la verticale
(f3) rencontre respectivement les droites a, I, e, et les points
e, et ¢’ sont les interseclions de la verticale (¢,) avec les droites
a,- et a, L,

Les deux droiles particulieres e,f,, ¢/ étant ainsi connues
ainsi que leur point de croisement o, il est Lrés aisé d’obtenir
la droile ef qui répond & une position quelconque de m sur pp!;
il suffit de remarquer que, d’apres la formule (1), la variation
de I'ordonnée du point f est proportionnelle & la variation cor-
respondante de I'abscisse # de m. Des lors, si I'on divise la
droite p.u’ en 2 parties égales, il suffirade diviseraussif,/ enn
parties égales; on aura ainsi les divers poinls £ et, par suite, cn
joignant ces points au point , on obtiendra les points ¢ cor-
respondants sur e.¢’; ces points divisent d'ailleurs aussi eie” en
n parties égales.

En prenant I'intersection de chacune des lignes de cloture
ef ainsi oblenue avec les droites correspondantes a,m qui joi-
gnent le point g, aux points*de division de py’, on aura autant
de points qu’on voudra du lieu Z,ZZ" du point Z, qui déter-
mine pour chaque position de la charge la verticale du point
d'inflexion de gauche. L’équalion de cette courbe (Z), lieu des
points 7, résulte de 'édlimination de u entre 1'équation (3) de
la droite ef et 'équation

y=-x
de la droite a;m. Cetle élimination est immédiate; eclle
donne :

) (—o—a) (Z) + (20—d)

2 L/ h

La courbe est une hyperhole, dont deux points particuliers Z;
et Z' (ou f') sont déja connus ; ils ont été fournis par la cons-
truction qui a servi & trouver le point . On constate aisément,
d’apres I'équation (8), que cette courbe passe par Vorigine g,
par le point o et par la projection de ce point sur la poutre, et

——20,(1 3 (i)y+a.§=o
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enfin que la tangente en f* est verticale. Nous n'avouns tracé
que Varc utile Z,Z7" .

On verrait de méme que le licu des points T est aussi un arc
d hyperbole.

On pourrait démontrer les propriélés précédentes par des
considérations de géomeétrie projective ; mais nous avons pensé
que les principes de celte géoméirie étaient moins familiers 2
la plupart de nos lecteurs que les éléments de géomélirie ana-
Iylique. Le procédé est moins élégant, mais il est plus naturel.

Une fois qu'on a tracé 1’arc hyperbolique Z.Z', on résout
tout de suite le probleme suivant :

zZ étant une section de la poutre, située d'une maniere
quclconque entre un appui a, et le foyer voisin f;, trouver le
point ¢ ot il faut appliquer la force g, pour que le point z
soit un point d'inflexion ?

Il suffit de prendre d'abord I'intersection Z de la verticale
5Z avec la branche d’hyperbole correspondante Z,Z°, puis I'in-
tersection m de a,Z et de pu'; me sera la ligne d'action de-
mandée.

Le point ¢ ainsi défini recoit le nom de point limite relatif &
la section zZ.

Nous sommes maintenant en possession de tous les élé-
ments nécessaires pour résoudre la question des charges dé-
favorables dans une poutre continue.

Distribution des charges uniformes produisnn't, dans
une section donunée dune poutre continue, le mo=
ment fléchissant maximum.

223. — On distingue deux cas suivant que la section don-
née S est siluée entre les deux foyers F et E de la travée T qui
conlient celte section, ou en dehors de ces foyers ¢'est-a-dire
entre 'un ou 'autre de ces foyers et 1'appui voisin. En outre,
dans chacun de ces cas, il y aura & étudier successivement |
I'influence, sur la section S, des charges qui agissent sur la
travée T rlle-méme et celle des charges qui agissent dans les
aulres travées.
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Premier cas. S est enire F et E,

Toute force appliquée a la travée T produit alors en S un
moment fléchissant positif (n® 219); pour avoirle plus grand
moment au point S, il faudra donc charger toute la travée T.

D’autre part, on sait (n° 218) que toute force agissant dans
une travée quelconque produit, dans chacune des deux tra-
vées limitrophes, des moments négalifs jusqu’aux foyers les
plus éloignés. Done, pour obtenirle moment maximum en
S, il faudra éviter de charger les deux travées limilrophes
de T. Pour une raison analogue, les deux travées situées l'une
a droite et Vaulre d gauche de ces deux la devront élre char-
gées, et ainsi de suite.

De la ce théoreme :

S élant un point quelcongue compris endre les deux
Joyers d'une travde, pour avoir le moment fléchissant maxi-
mum au point S, il faut charger entiérement la travée T
ainsi que celles qui la précedent ou qui la suivent dun
nombre pair de rangs.

Il est clair qu’on obtiendrait en S le moment fléchissant né-
gatif dontl la valeur absolue est maximum, en adoptant la
charge complémentaire, c'est-a-dire en laissant vides les tra-
vées que I'on devait charger tout a I'’heure et en chargeant
celles que P'on devait laisser vides.

Deuzieme cas. S est entre un foyer et appul voisin.
Y PP

Considérons d’abord I'action sur le point S de la travée T.

Supposons, pour fixer les idées, S silué entre Vappui de
gauche et le foyer de gauche, et soit 5 le point limite relatif a
la section S (n° 222). Toute charge { appliquée i un point ¢ de
la travée située d gauche de 5 produit en S un moment fléchis-
sant posilif. En eflet, cetle force produit un moment positif en
son point d’applicationc ainsi qu’en tous les points situés entre
¢ et le point d'inflexion z correspondant car ce n'est quen z
que le moment produit par les forces & change de signe. Or,
il résulte de la disposition de larc hyperbohque que ¢ étant
a gauche de g, z est & gauche de S, c’est-a-dire que S est com-
pris entre ¢ et z; donc le moment fléchissant que la force ¢
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produit en S est positif. — On verrait de méme que tounte
charge appliquée & un point de la travée silué a droite de ¢
produit en S un moment fléchissant négatif. — Donc, pour
avoir le moment fléchissant maximum en S, il faut charger la
partie comprise entre 'appul de gauche et le point 4, ctlaisser
vide 'aulre partie dela travée 1.

Ce serait au contraire la parlie située entre I'appui de droite
et le point limite ¢ qu'il faudrait charger, si le peint S était
entre le foyer de droite et I'appui de droile.

Quant a l'influcnce des travées autres que T, on voit, comme
dans le premicr cas, que ces travées doivent élre chargées de
deux en deux, de facon que a c6té de la partie chargée de la
travée T se trouve une travée vide el que & coté de la partie
vide de la travée T sc trouve une travée chargée.

Dela ce théoreme :

S élant un point quelcongue d'une travée T, compris
entre ce foyer et Uappui voisin, pour avoir le moment flé-
chissant maximum en 8, il faut charger : 1° la partie de T
comprise entre le point limite ¢ relatif & S et appui qui
est du méme coté que S par rapport ¢ 7; 2° les autres tra-
vées de deux en deux, de facon que la travée contigiie d la
partie chargée de T soit vide et que la travée contigiie d la
partie vide de T soit chargée.

On obtiendrail d’ailleurs au point S le moment fléchissant
négatif dont la valeur absoluc est maximum, en adoptant la
charge complémentaire de celle que nous venons d’'indiquer.

Distribution des charges uniformes produisant dans
une scetion donnée Peffort tranchant maximum.

224. — Puisque, d’aprés le no 220, Peflort tranchant en S
est positif ou négalif suivant que la charge appliquée alatra-
vée T est a droite ou & gauche de la section, il faudra, pour
avoir I'effort tranchant maximum en 8, charger la parlic de la
iravée comprise enire le point S et 'appui de droite.

D’autre part, nous savons (n® 220) que toule force agissant
dans une travée queleconque détermine, dans les travées qui
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précedent, des efforts tranchants alternativement négalifs et
posilifs, et, dans les travées qui suivent, des efforts tranchants
allernativement positifs et négalifs. Il suit de la que, pour
avoir en S leffort tranchant maximum, on devra, parmi les
travées qui précedent T, charger la premiere, la troisieme, la
cinquieme.... et, parmi les travées qui suivent T, charger la
seconde, la quatrieme, etc...

De la ce théoreme :

S étant un point quelconque d'une travee T, pour avowr
leffort tranchant maximum dans la section S, il faut char-
ger 10 la partie de la travée T qui est comprise entre S et
lappui de droite; 2 les autres travées de deux en deux,
de facon que la travée contigué @& la partie chargée de T
soit vide et que la travée contigué d la partie vide de T soit
chargée. )

Cette regle est relalive aux efforts tranchants positifs (diri-
gée de haut en has). Pour avoir, en S, 'effort tranchant né-
gatif (de bas en haut) dont la valeur absolue est maximum, il
suffit d’adopter la charge complémentaire de celle qui vient
d’étre prescrite. Celarevient tout simplement & changer, dans

Pénoncé qui précede, les mots « appui de droite » en « appui
de gauche. »

225. — Les trois regles fort simples qui précedent font
connaitre la combinaison des charges uniformes capable de
produire en un point donné S de la poutre le moment fléchis-
sant ou l'effort tranchant maximum. Puis, en appliquant a ce
systeme de charges la méthode du chapiire précédent, on
trouvera les valeurs effectives de ce moment ou de cet
effort.

En faisant cette opération pour un nombre suffisant de
points S de la poutre, puis portant en chaque point S, perpen-
diculairement & la poulre, une ordonnée égale a la valeur
trouvée pour le moment fléchissant ou I'effort tranchant en ce
point, on obtiendra la courbe des moments fléchissants maxi-
mums et celle des efforts tranchants maximums.

Il resterait ici bien des détails & donner au point de vue
pratique ; mais ces détails ont leur place marquée dans le vo-
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lume de Encyclopédie relatif aux Applications de la statique
graphique, el nous ne saurions empiéter sur le domaine ré-
servé & M. Kaechlin dont chacun connait la compétence en ces
matitres.

Dénivellation des appuis,

22@. — Nous avons supposé jusqu'ici que tous les appuis
étaient de niveau ; ¢’est ainsi qu’on cherche a les placer dans
la pratique ; mais malgré toutes les précautions, les erreurs
dn nivellement et les tassements des supports entrainent de
légtres dénivellations dont il faut savoir apprécier lin-
fluence.

Nous admetlrons que les dénivellations soient assez faibles
pour qu’on ait le droit de négliger, par rapport & la distance
de deux appuis consécutifs quelconques, la différence ontre
cette distance et la longueur de sa projection horizontale; ¢’est
cette derniere longueur qu'on nomme longueur de la travée.
Dans cette hypothese, les forces extérieures (charges el réac-
tions), qui sont verticales, resteront sensiblement normales a
la poutre et 'équation différentielle trouvée au’ n° 79 pour la
ligne élastique subsistera, ainsi que la proposition du n° 80
qui en cst la conséquence.

Nous désignerons les appuis par A,,A,,...A, et nous ne
marquerons sur I'épure que les points Ay, A;... A, qui représen-
tent leurs projections sur I'horizontale A,z passant par le pre-
mier appui. Nous nommerons en général Z, la différence de
niveau vraie des appuis A, et A;, celte distance étant évaluée
en prenant le métre pour unité; ces quantités Z; sont des
données de la question.

Il s’agit d’examiner quels sont, dans la solution précédente
qui est relalive au cas des appuis de niveau, les tracés qui
subsistent et ceux qu'il faut modifier dans le cas ol les hau-
teurs des appuis different.

Le théortme dun® 192 subsiste intégralement, carles points
Ci et Ci+1 peuvent (n° 191) occuper une position quelconque
sur les droites qui représentent les verticales des appuis; on
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peut donc les placer en Aiet Ait,. Les positions des verlicales
trissectrices, des contreverticales,des foyers ne dépendent que
des longueurs des {ravées, c’est-a-dire de la distribution des
points A;sur I'horizontale A,z ; rienn’est donc & changer dans
les régles données pour les construire. Mais il n’en est pas
de méme des points fixes.

Si I'on examine avec attention les raisonnements faits aux
n°e* 1935, 196, 204, on voit qu'ils ne subsistent ici qu'a la condi-
tion de substituer aux points A;les points A’i qui sont les in-
tersections des verticales (A:) et de la courbe homographique
e, de la ligne élastique. Cétait, en effet, & ce litre que les
points A; jouaient un réle dans Ia détermination des points
fixes et des moments sur piles. Lorsque ces points A; repré-
sentaient les appuis, les ordonnées correspondantes de la
ligne élastique étaient nulles et par suite aussi celles de la
courbe homographique ¢, qui n’en different que par un facteur
constant ¢. Dans notre hypothese actuelle, les ordonnées des
appuis, qui appartiennent d’aillcurs toujours & la ligne dlas-
tique, ne sont plus nulles ; le facteur ¢, par lequelil faut les
multiplier pour avoir les ordonnées correspondantes de ¢, a
son plein eflct, et les points A%, qui doivent dans la suite du
tracé remplir actuellement l'office que remplissaient dans le
cas primitif les points Ai, ont des ordonnées données par la
formule

Aidi=TZi.q.

C'est donc dans la substitution des points A’i aux points A;,
pour la construction des points fixes et des moments sur piles,
que consiste toute la différence cntre le nouveau cas et l'an-
cien. La marche est la méme, mais les valeurs des moments
sur piles, sinon la regle graphique qui les donne, éprouvent
de notables changements.

Pour ne laisser aucune obscurité sur la maniere d'opérer,
voici I'épure pour le cas ol1, par exemple, tous les appuis, sauf
le second auraient le méme niveau. Le point A, représente
alors la projection du second appui sur 'horizontale A,z qui
renferme les autres (fig. 100). On prendra le segment vertical
A, A", =qZ,; puis apres avoir placé les foyers,on chercherales
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points fixes. Il est clair que dans notre exemple les points fixes
,,I1',... I, 1T’y n'auront subi aucun changement.Mais il n’en
sera pas de méme des points fixes de premikre espbce que nous
désignervons par I;, I'; pour les distinguer de ceux J;, J'; qui
existeraient 8'il n’y avait pas de dénivellation. J," s’obtient,
comme on sail, & I'aide des lignes croisées de la premitre tra-
vée; J, en résulle par la rencontre de J',A, et de la verticale
(F3); puis, le segment J,J'; est donnd par les lignes croisées de

’ a7
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AN 1 [l
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Fig. 100.

la deuxieme travée... etc. Les lignes croisées ne changeant pas
T', se confondra avec J'+; mais I, sera & la rencontre de la ver-
ticale (F,) et de la droite J'4A’; ; puis, on aural, en prenant
LIy =1J.J, ; ete. En joignant en croix les points I,, I, Hy, II';
on obtient les segments A,8,, A @, quireprésentent les moments
sur piles dans ’hypothese ou tous les appuis seraient de niveau;
en joignant en croix les points 1,, Iy, 1, I, on obtient A%.8',,
A;8%; qui représentent les moments sur piles dans le cas on
Pappui A, est au dessous des autres.

2273. — Les changements des moments sur piles par suite de
la dénivellation des appuis sont indépendants des charges.
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Celte proposition est une conséquence du principe de super-
posilion des effels des forces. Mais il est bien aisé de la démon-
trer iei sur I'exemple considéré.

Dans ce butl, nous avons fait, en dessous de I'épure précé-
dente, celle qui conviendrait au cas ot, les appuis conservant
les mémes positions que ci-dessus,la poutre n’aurait ni poids
ni surcharge ; les points correspondants des deux dessins ont
été marqués par les mémes lettres majuscules dans la figure
supérieure, minuscules dans Ia figure inféricure. Enl'absence
de toute charge, dans chaque travée les deux lignes croisées
coincident et par suite les deux points fixes de méme espece
se confondent en un scul, Ainsi les points J1 et J', sont en o,
Joetdyenfyy et Hpeneg; enfinl, et I'y sont en i d laren-
contre de a, @, et de la verticale (f,). On voit par 1a que les
moments sur piles sont nuls dans le cas ou les appuis sont de
niveau. en sorte que les segments ¢,3";, @585, qui représentent
leurs valeurs dans le cas ou 'appui A, est abaissé, sont préci-
sément les varialions qu'ils re¢oivent par suite de la dénivella-
tion. II faut done prouver 'égalité

Azﬁz - A’z,@,z - a'z,gﬂz

ou, en retranchant de part et d'autres les longucurs égales
AN, a.al,

[y B = azg”z-

Orle rapport de ces segments estle méme que celui de J,L, & £,7;
ou encore le méme que le rapport de A,A’%, & a,a’, qui est égal
a I'unité.

228, — Il résulte de celle proposition que Pinfluence des
abaissements des appuis peut 6tre déterminée & part ot méme
a I'avance, et quel'épure & faire pour cela est d’une grande sim-
plicité puisqu’on y suppose, comme dans la partie inférieure de
la figure 100, la poutre sans poids ni surcharge. Les moments
sur piles ainsitrouvés devront élre ajoulés ensuite & ceux que
donnent les charges en supposaut les appuis de niveau.

I résulte aussi de la mdme proposition que les combiraisons
de charges défavorables sont les mémes, que les appuis aient
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la méme hauteur ou non.Il n'y a donc pas & revenir sur ce que
y P
nous avons dit & ce sujet (n° 223).

Autre méthode pour la poutre continue. Réduction du
probléme ala construction d’'un polygone auxiliaire.

- 229, — Un jeune ingénieur fort distingné, M. Bertrand de
Fontvioland, a proposé, dans les Mémoires dg la Socicté des
Ingénieurs civils (1886), pour le probleme de la poutre continue,
une modification de la solution de Mohr, qui mérite d’étre re-
marquée. Nous aurions pu ahréger 'exposilion de ce nouveau
procédé en profitant des développements donnés dansle chapi-
tre précédent ; mais nous avons préféré, pour bien dégagerla
méthode, en présenter une exposition directe et indépendante
de loule notion préalable sur la théorie de la poulre continue.

Nous devons placer avant tout une observation concernant
la poutre dont les extrémilés seules reposent sur deux appuis,
que nous supposons d'ailleurs simples et de méme nivean. Si
l'on donne les verticales suivant lesquelles agissent les charges
concentréesFy, F,,F,,F.auxquelleselleesl soumise (fig. 60), ainsi
que le diagramme aox a,2,2.6 des moments {léchissants, on peut
trouverla grandeurdes charges I, F,,Fy, I, ;il est d’ailleurs sous

s . 1 1 1
entendu qu’on donne aussi les échelles O deslongueurs,
? o

des forces et des moments fléchissants. I1 suffit d’exécuter en
ordre inverse les tracés du n° 103. On prendra donc a volonté
un pdle = & une distance

§ —

e

d’une verticale quelconque, et, par ce pote, on menera, jusqu'a
leur rencontre avee celte verticale, les rayons =ai, =a,, =,
=a,, ©a; respectivement paralleles aux cotés successifs aa,,
o %y oy, sy, 2,6 de la ligne funiculaire donnée. On obtien-
dra ainsi les vecteurs a0y, 4y, ay1,, a,a;, et par suite, en mul-
tipliant par g, les intensités des forces Fy, F,, F,, F,.

230. — Ccla posé, considérons une poutre continue a 2 ap-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



268 CHAPITRE XII

puis, simplesct de niveau. Soit A, A, la droite quilareprésente
sur 'épure, et A,,A,,...A, les points qui figurentles appuis. Les
charges verticales quisollicitent la poutre sontd’ailleurs quel-
conques, concentrées ou réparties (fig, 101).

En supprimant les piles intermédiaires A;,A;... Ap_q, et ap-
pliquant aux points A, A; .., A, de la pouire des forces R,,
R;..., Ro—1 égales aux réactions de ces piles, onraméne la ques-
tion & I'étude d’une poutre & deux appuis A, el Ay, sollicitée
la fois par les charges données I et par des forces inconnues
Ry, R;.. Ry,

Désignons par A, p,...0: piti... pu—t Ay le diagramme des
moments fléchissants que développeraient, dans cette poutre &
deux appuis, les charges P si elles agissaient seules, et par
A,7aes 7iTigd... 7u—t An le diagramme analogue pour le cas
ot les forces R,,R,,... Rn—y agiraient seules. Ce sont deux li-

1 Tiee
" !
|

AR
A‘. N G ]
1‘-":\135:' o L"?-t
/] ~ -
B "
r Fio e
: - Tius
?
Fig, 101,

gnes funiculaires, passant I'une et I'autre par A el Ay, et sup-
posées relatives a une méme distance polaire d’ailleurs quel-
conque 3, La ligne A, 7,... 7a—1 Ay est polygonale, puisque les
forces R,, R.... Ra—1 sont isolées, tandis que la ligne A, p,,..,
#n—1 A peut étre polygonale, courbe ou mixte, suivant la na-
ture des charges P.

Soit Ay 7., ”n—1 As le polygone symétrique de A, 7,...
"n—1 Ap parrapport & 'horizontale A, Aa

Enfin,pidésignant en général le puint ou la verticale du point
Airencontre le diagramme A, pa... Pa—t1 An, menons les cor-
des Ay ps, Py Pse-ny Pi Pitte-., pu—t Au, Le polygone inserit
dont ces cordes sont les colds successifs peut ¢lre considéré
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comme le diagramme des moments {léchissauls que dévelop-
perait dans la poutre a deux appuis Ay et Ap un systéme bien
délini(n®229) de forces Fy, Fs..., Fr_1 concentrées ct appliquées
aux points Ay A;... Ap—y, ce diagramme étant d'ailleurs rela-
tif & la distance polaire § déji considérée.

Soient G, p,s,r,7",les poiuts ol une verticale quelconque ren-
contre respectivement la poutre, la ligne funiculaire A, p,...
Pn—1An, e polygoneinscritet les polygones symétriques Air,...
rn—t An, Ai 7y st An, Les segments

Cpa CS., C)'

H 1
bk

duits sur la pootre & deux appuis, respectivement par les

charges P, par les forces Fy..., F,_4 et par les réactions R,...,

Ru—i. Par suite les segments

représentent & I'échelle - =

les moments fléchissants pro-

Cp—Cs=sp, Cr4-Cs=Cs—Cr'=—sr'=r"s,

mullipliés par p, expriment les moments fléchissants dévelop-
pés, d'une part par les charges Pet les forces (—F,)...,(—Fn—),
et de I'autre par les forces (RA4-L)..., Raea + Faa).

Or, en vertudu principe de superposition des effets des for-
ces, la somme

p-sptop.1's

représente le moment produit, dans la poutre & deux appuis
A, Au, par linfluence simullanée des deux groupes de
forces

P, (—=Fs, ... (—Fnu)
R, F,). . . . Raet + Fuy)

c¢’est--dire par I'action simultanée dcs charges P, et des réac-
tions R,... Rn—1. Le moment représenté par la somme ci-des-
sus est donc le moment fléchissant effectif de la poutre conti-
nwe au point C.

Des deux moments partiels

pesp , .18
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en lesquels se trouve ainsi décomposé le moment effeclif de la
poutre continue, le premier p.sp est connu, car rien n'em-
péche de construire immédiatement la ligne funiculaire A,
Ps-- Pu—t Ay et son polygone inscril; le second p. 7' s, que
nous nommerons moiment complémentaire au point C, reste
doncla seule inconnue de la question.

Remarquons d’ailleurs que sur chaque pile A; l'ordonnée
sp s’annule et par suile aussi le moment partiel ¢, sp; donc,
tandis que, pour un point quelconque de la poutre, le moment
cffectif diffcre du moment complémentaire, sur chaque pile
ces moments deviennent égaux ; on leur donne le nom de #20-
ments sur piles,

Ce sont ces moments sur piles:

p.r’,-pi , p-"'i+1pi+h

qu'il suffit de déterminer ; car, leslignes pippiy1 etleurs cor-
des étant tracées, des qu'on aura en outre les segments verti-
CAUX piri. Piyd *iH1, les trapezes tels que pi pigt riqari seront
déterminés et par suile aussi tous les moments complémentai-
p.T'S.

231. — Considérons maintenant la ligne élastique de la pou-
tre continue ou plutdt la courbe homographique ¢, de cette li-
gne.Soient ¢, et ¢, les courbes homographiques des lignes élas-
tiques relatives, & la poulre & deux appuis A; A, sollicitée,
d’abord seulement par les charges P et les forces (—F,)...,
(—Fn—1),puis seulement par les forces (R, +F,)..., (Rnya +
Fa—1). Il résulte du principe de superposition des effets
des forces que, si l'on suppose les trois courbes ¢, ,¢,,¢, cOnstrui-
tes avec le méme coefficient ¢ de réduction, et si Yon dé-
signe respeclivement par y,,ys, ¥; leurs ordonnées comptées,
sur une méme verticale quelconque, a partir du point C ol cette
verticale rencontre 'horizontale A, A, des appuis considérée
comme axe des x, on aura, en grandeur et en signe,

Y=Y+ ¥Ys.

Or, sur les appuis 7, estnulle; done, sur un appui quelconque
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Ai les ordonnées y, et 7, ont des valeurs (1.)i, (v,)i égales et de
signes contraires.

Mais les valeurs (y,)i sont connues. En effet nous avons ap-
pris au n°124% & construire la courbe homographique d'une pou-
ire & deux appuis sollicitée par des charges quelconques dés
qu'on connait le diagramme des moments produits par les
charges. Or, c¢’est ici le cas pour la courbe ¢, ; le diagramme
correspondant est celui des premiers moments partiels c'est-a-
dire le diagramme formé sur la ligne funiculaire A, p,... pip
Pitt... Pn—t An et son polygone insciit A; p,.., pi pitd... pn—t An.
La rigle donnée au n° 124 permettrait de construire la
courbe ¢, c’est-a-dire d’obtenir toutes les valeursdey,et en par-
ticulier les valeurs (y,)i. Comme nous ne voulons que ces der-
ni¢res, il suffira de faire les opérations graphiques suivantes :
on meswrera pour chaque travée A; A;pa I'aire 5 comprise
entre la ligne pip pi41 et sa corde ; on déterminera (fig. 102)
la verticale (Ci) du centre de gravité de cetle aire, verticale que -
pous nommerons verticale principale de la travde; puis, &
I'aide d’une distance polaire A prise & volonlé sur I'épure, on
construira Ie polygone funiculaire qui passe par A1 et An et qui
est relalif aux forces ficlives Vi ayant pour vecteurs

gy
V== —
k

el pour lignes d’aclions les verticales principales. Les ordonnées
Aii de ce polygone funiculaire relatives aux points A; seront

Fig. 102.

les valeurs (y;)i. Quant au paramttre £, onle choisira a volonté
comme A, ce qui fixera la valeur du coeflicient ¢ de réduction
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des courbes homographiques considérées, en verlu de Ja rela-
tion (4) du n° 195,

Les ordonnées (y,); élant connues, il en est de méme des
ordonnées (i,)i qui leurs sont égales et de signes contraires.
Mais la courbe ¢, est relative & la poutre & deux appuis As A,
supposée sollicitée par les seules forces (R, + Fy)......
(Ru—y + Fu—y). La queslion se trouve donc ramenée a la sui-
vante :

Connaissant les ordonnées ()i de la courbe homographique
¢; d’'une poutre a deux appuis A, A, aux points d’application
A,... A,_; de forces inconnues (R, + F,),... (Ra—y -+ Fuy),
trouver les moments fléchissants que ces forces développent en
leurs points d’application c’est-a-dire les moments que nous
avons appelés moments sur piles.

232. — Les points acluellement connus de la courbe ¢; sont
les symétriques par rapport & A A, des points A’ fournis par
la construction du numéro précédent ; mais, on peut, en ren-
versant tous les signes, substituer & la courbe ¢, sa symétrique
¢’; laquelle passe alors par les points A'; eux-mémes.

Designons par M; les moments sur piles; imaginons en cha-
que point A; une ordonnée Aipi égale &

Mt

P
et tracons le polygone A”’J.g o it e P A,

Poier

ar i

g
|
i
|
!
~ !
i m;

Fig. 103.

AiAi 4, étant une travée intermédiaire quelconque (fig. 103)
décomposons le trapeze Aiuipi+ 1 Ai .y en deux triangles par
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I'une de ses diagonales ; désignons par 8i,0'i les aires des deux
triangles Aiwidi ¢y et vidiy pig, et par (gi), (9%)les vertica-
les qui passent par les centres de grayité de ces triangles. Ces
verticales peuvent élre tracées d priori puisqu'elles divisent
la longucur de latravée en trois parlies égales ; on leur donne
le nom de verticales trissectrices. Considérons les forces fictives
U; et Ui qui, ayant pour vecteurs
. 61 . 04

U] — — — u‘_——__‘——k—,
agiraient suivant les verticales trissectrices (g:) (9"i) ; conce-
vons le polygone funiculaire de trois cotés A'zmim’iA’i -, qui,

Fig. 104.

passant par A’y etA’i 4, est relatif aux deux forces Ujet Useta
pour distance polaire A ; A et £ ont ici les valeurs déja adop-
tées précédemment. Dans chaque travée intermédiaire ou aura
un tel polygone ; mais (fig. 104) dans les travées de rive AiA; et
An—iAn les deux polygones correspondants A, m' A, A’y A,
n'ont que deux cotés, les verticales trissectrices les plus voisi-
nes des culées A, et A, ne jouant aucunrdle,puisqu’on a desim-
ples triangles AssAs, An— pn—iAn au lieu de trapézes.

I’ensemble des polygones ainsi définis pourles diverses tra-
vées forme ece que nous appellerons le polygone auxiliaire !
de la poutre continue. Ce polygoune a cn apparence

24+3R—3)+2=31 -5

1. Nous employons icl cette dénomination, et nan celle du sécond polygone
funiculaire, pour éviter la confusion avec le second polygone funiculaire de
Mohr, qui n’est pasle méme que ce polygone wuxiliaire.

18
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cotés, n étant le nombre des appuis ; en réalilé, il n'en a
que

3n

5 —(n—2) = 2n — 3,

vu que le dernier cOté de chacun des polygonespartiels coincide
avec le premier ¢d1é du suivant.

Pour le démontrer, remarquons que la ligne ¢, passe par les
points A;, A',... A, Ay et n’a en chacun d’eux, & cause de la
conlinuité, qu'anc seule tangente. Or cette courbe est une ligne
funiculaire, de distance polaire A, pour une charge représentée
par Yaire comprise cntre I'horizontale A:A, et le contour poly-
gonal A,y .. pisi - 1oe. ux —Ax Désignons par 4 la tangente en
A’y a la courbe ¢’y el considérons la partic de cette courbe qui
est relative & la travée quelconque AiA: 1 (;on sait(n°34) que le
polygone funiculaire Aimim’iA’; 1, a ses cOLés extrémes A'im; et
m’iA';, dirigés suivant les tangentes i, iy . Le méme rai-
sonnement appliqué a la travée précédente prouverait que le
cOté m i, A'i se confond avec #;.Donc les deuxcotés m's _ A’
et A'sm; sont dans Ie prolongement I'un de I'autre.

Il est clair quesil’on savait construire le polygone auxiliaire
on pourrait d'apris la regle indiquée au no 229, remonter aux
vecteurs u; et '; des forces fictives correspondantes ; on con-
naitrait donc les aires 6;,6" et par suile, comme ces aires sont
égales &

i i
5 Aidipe . Ajpr 5 Al - Ay piha

on aurait les ordonnées Aju; qui,multipliées par p,donneraient
les moments sur piles M;.

Toute la question se réduit donc, en derniére analyse, a la
construction du polygone auxiliaire. '

Construction du polygone auxiliaire.

233. — Avantde procéderiala construction de ce polygone,
nous devons donner quelques définitions.
Deux d’entre elles, celles des contreverticales et des foyers,
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ne dépendent pas des charges, mais seulemenl des longueurs
des travées successives. Nous les avons donndes avec détail
aux n™ 199, 200 et 201 auxquels le lecteur n’a qu’a se reporter,
vu qu’il n’y a pas un mot a changer.

A ces deux définitions, il faut en joindre une troisitme,celle

es pivots u ns indiquer.
des pivats ', que nous allons indique
K ¥, ¥ r, ow Aty
A 3 B 3 s 4 A
[ANN T Ta 1 Tal | 11 7t s
\\ ] I’ ) | 3 l | [ -
~ [ A T S
\{\l | [ | ! ! o,
“:\*\L |l b l | J;
O~ | L
4 .f‘“i:#;% '
H AJ_ I, H,
Fig. 105

Soient A, Fy, F,, F, les foyers de gauche (fig. 105) de la pou-
tre que, pour fixer les idées, nous supposcrons a 5 appuis Ay,
As, As Ay A, et par suite & 4 travées. Joignons le premier
foyer Ay au point A’, et soit J, Uintersection de A A’y et dela
verticale du foyer I,. Menons de méme J,A’; jusqu’a sa rencon-
tre J; avec la verticale de F, puis J;A’, jusqu'a sa rencontre J,
avec la verticale du foyer F,. Les points ainsi obtenus, J,, J;,
J;, prendront le nom de pivots de premiére espéce. Il y en a
un sur Ja verlicale de chaque foyer de gauche, & condition de
compler parmi les pivots le point Aiavec lequel sont de la
sorte confondus les points Fi et Ji.

En partant de A, et opérant de Ja méme maniere sur lcs
foyers de droites A; ou E;, E;, E;, E, on obtient une autre sé-
rie de points I, IT,, I, 11, ou Ay, que nous nommons pvols
de seconde espéce ; 11 y en aun sur la verticale de chaque foyer
de droite.

234. — Cela posé, voici le théoréme quni permet de tracer
le polygone auxiliaire.

Tout cité de rang impair mgm'i du polygone auxiliaire passe
par les deux pivots Ji et I+, de la travée correspondante
Aidiy,.

1. Nous employons cette dénomination, au lieu de celle de points fizes,afin
qu’on ne confonde pas les pivots avee les points fizes de la méthode de Mohr
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Pour le prouver, nous observerons d'abord que deux colés
de rang impair consécutifs quelconques mi—um'i—1 el mn'i se
coupent sur la contreverticale (v} de I'appui silué entre ces

cotés. En effet les deux cdtés en question doivent (n° 38) se
croiser sur la ligne d’action de la résultante des forces Ui,
et Uicomprises entre eux (fig.106).Or ces forces agissent suivant
les verticales trissectrices (4'i—,) et(g:) ; leur résultante a pour
ligne d’action la verticale qui divise ¢;—,9; en deux partics in-
versement proportionnelles 4 leurs intensités, c’est-a-dire aux
aires des triangles pi—piAi, Aipidit,. Mais ces deux triangles
de méme base Ajpisontproportionnels dleurs hauteurs Ai—,A;,
AiAip, ou encore aux segments ¢i— A, Aigi; la ligne d’ac-
tion de la résultante en question est done la verticale qui par-

A, & 5 AYy . I4 Ay 8 %
i [ X ; )
) [ ) ' '
: b ' ! . .
4 P t ] ' ’
r : ' ‘ ; ' r:|
L}
| o ' ! , 3
: [ ! ' |
) ] ' ) ,
' ] i 1 )
AN ! 1 A
DN ! X A,
an, ) : 1 : 7 4
it i ' =4
i ! ; 3
X ]
NN
(Y ,j. e
Fig. 107,
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tage ¢’i—,g; en deux parties directement proportionnelles &
9'i—yi et yigi, c’est-a-dire précisément la contreverticale (yi)-

Cela dit, considérons (fig. 107) le polygone auxiliaire A,;m,
Aymym/A'y.... . Boit 7, le point o1 Ie premier cdté va rencontrer
la contreverticale (y,) et m, le point ou le second coté va cou-
per la verticale trissectrice (g,), le troisieme cOté m,m’, sera
d’apres l'alinéa précédent, le prolongement de z.m,; mais,
d’apres la construction des pivots, le point ol la droite Ai1A%
rencontre z,m,, est précisément le pivotJ, ; donc le troisieme
c6té passe par J,. En raisonnant a partir de J, comme on vient
de le faire & partir de J, (ou A)), on verra de méme que le cin-
quieme cOté passe par J, ot ainsi de suite.

Il est donc établi que les cotés de rang impair passent par
les pivols de gauche situés dans leurs travées respectives.

On prouverait de méme, en partant de l'autre travée de rive
As_,A,, que ces mémes cdtés passent par les pivots de droite,
ce qui acheve la démonstration du théoreme énoncé.

On pourra donc tracer les ¢dtés de rang impair puisque on
aura dcux points de chacun d’eux. Comme vérification, deux
cOtés de rang impair consécutifs devront se croiser sur Ja con-
tre-verticale de I'appui situé entre eux.

Enfin, en joignant 'extrémité m'i—, d'un cdlé quelcgnque
mi—mi—, de rang impair a l'origine m; du coté de rang impair
suivant m;m’;, on aura le coté de rang pair m'i_,m; compris
entre eux; et, comme nouvelle vérification, ce ¢dté devra passer
parle sommet Ai.

Résumé et observations.

235. — Telle est la méthode de M. de Fonlvioland.

Nous n'avons qu’da renvoyer aux n° 207 pour les efforts tran-
chants etlesvéactions d'appuis.

Mais nous devons ajouter encore deux remarques, 'une sur
la délermination des premiers moments particls, ’autre surla
dénivellation des appuis.

Au liea de construire (n® 230) Ia ligne funiculaire Ap,.....
Pa—yAn et son polvgone inscrit (fig.101), il vaul mieux, en pra-
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tique, pour déterminer les premicrs moments partiels tels que
0. sp, employer le procédé suivant :

On commencera par construire, avec la méme distance po-
laire §,pour chaque travée A;Ait, considérée comme indépen-
dante, la ligne funiculaire Aip“Aiy, qui passe par les extrémi-
tés de cette travée. Cetle ligne est indiqude en poinlillé sur la
figure. L’ensemble de ccs lignes relatives aux diverses travées
a requ le nom de premier polygone funiculaire de la poutre
continue. L’ordonnée ¢p” de ce polygone, pour un point quel-
conque ¢ de la poutre, est précisément égale a sp. En effet, la
ligne pippi+, est aussi une ligne funiculaire de distance polaire
3, pour celles des charges I’ quis’exercent sur la travée consi-
dérée comme indépendante, et la corde pipit, est sa ligne de
fermeture ; les ordonnées sp et ¢p”, représentant des lors le
méme moment et & Ja méme échelle, sont égales.

Les premiers moments particls prennent de la sorte une
nouvelle significalion ; ils ne sont autres que les moments f1é-
chissants que produiraient les charges données si les travées
¢taient considérées comme non solidaires.

A la fin, ¢’est-3-dire quand on aura trouvé les moments sur
piles M; a 'aide du polygone auxiliaire, au lieu de porter les
segments
Mi _ Mit

P’ P
en.pri el pig, 7iyy, on les porteraen Ayry” et Ay, 775y, puis,
en tirant les droites telles que 77 »"iy,, on tombera précisé-
ment sur le diagramme des sommets fléchissants auquel con-
duil la méthode de Mohr et qui forme la partie supérieure de
la fig. 93 ; on en déduira enfin le diagramme général qui forme
la partie inférieure de la méme figure.

En résumé, le procédé de M. de Fontviolant revient & décom-
poser en quelque sorte le second polygone funiculaire de Mohr
en deux autres plus simples; l'un donne les points A%, I'au-
tre dépend des points A’; et fournit les moments sur piles.
On divise ainsi le travail ; le polygone auxiliaire n'exige par
travée que deux points fixes au lieu de quatre, et ces pivots se
déduisent des points A’; comme les points fixes de Mohr se
déduisent des pointsiA:.
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226. — La méthode s’élend d’ailleurs immédiatement au
cas ol les appuis ont des hauleurs inégales & condition, bien
enlendu, comme nous l’avons dit au n° 226, que les dénivel-
lations soient assez faibles pour qu’on ait le droit de négliger,
vis-a-vis de la distance de deux appuis conséculifs quelconques
la différence entre cetle distance et sa projection horizontale.

Iin’yarien a changerauraisonnementjusqu’ala conséquence
que l'on tire de Y'équation '

Y=Y+ 1y

du n° 231. Ici, il n’est plus vrai de dire que 3, est nul sur les
appuis; mais sa valeur (y,)i est connue, puisqu'on donne la dif-
férence de niveau entre le premier appui cl chacun des autres.
Par suite, & la relation

(Yahi = — (=i

il faut substituer

{yadi = ()i — ()i

pour oblenir (,)i. Le reste s’acheve sans modification.

FIN
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poutre continue, 258.

Ligne d’action d’uue force appliquée &
un corps rigide, 5.
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Longerons, 170.
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Méthode des nceuds, 186.
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Moments sur piles, 217,
Mohr, 209, 235, 267, 273, 275, 278.
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Paraboloide hyperbalique ; propriétés
et traceés divers, 148 a 150,
Parallélogramme des forces;

énoncé, 3.

Pivots et point fixes d'une poutre con-
tinue, 232, 275.
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Points d'inflexion dans une poutre con~
tinue 255, 256.

Points limites relatifs & une section
donnée d’une poutre continue, €59.

Pole d’un polygone funiculaire, 20,21,

Polonceau, 197, 198 199,

Polvgone auxiliaire, 273.

Polygoune circonscrit, & une courbe
funiculaire, 68.

Polygone des vecteurs d’un systéme
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Polygones funiculaires;
géomeétriques, 17 & 35.

Polygones funiculaires; propriétés mé-
caniques, 36 & 49.
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més, 23.
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Polygone funiculaire passant par deux
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fixe continue, 422, 128; 3° avec
charge mixte, 133 ; 4° avec charge
mobile, 147.
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138,
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Pautre, 145.
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autre

propriétés
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Relations qui résultent de la figure
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bondantes; procédé de Mohr, 209,
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point de concours est inaccessible,
30.
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220,
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Second polygone funiculsire, 222.

Section transversale d’une poutre, 82.

Segment représentatif d'une force, 2.

Segments rectilignes, leurs propriétés,
3.

Semelles (Voir: Membrures), 181.

Superposition des effets des forces,
249.

Statique graphique; son objet, 4,

Systémes articulés; leur définition,174.

Systémes articulés déformables; stric-
tement indéformables; a lignes sura-
bondantes, 205.

Systemes articulés anormaux, 206.

Systéemes arriculés érigés en solide
d'égale résistance, 212.

Systemes partiels, 9, 42.

T

Tangente aux courbes funiculaires, 68.
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des moments fléchissants ou des ef-
forts tranchants. 127.
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Tensions des barres, par la méthode
des sections ou celle des ncuds,
175, a 203.

Tensions des barres d'un systéme &
lignes surabondantes, 207.

Théortme de Desargues, 12.

Théoréme des projections, 3,

Théoréme de Varignon, 4.

Tonne, 2.

Train (voir: Charge mobile), 167..

Travée: définition de sa longueur, 216,
263.

Travées de la rive, 223.

Travée supportant une charge concen-
trée unique, 253.

Travées réticulaires, 193,

Treillis simple ou multiple, 179, 211.

L)

Unités de longueur, de force, de
ment, 7,

Vurignon, 6.

Yecteur d'une force, 3.
Ventre, 167.

Verticales principales, 222.
Verticales trissectrices, 222.
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Warren, 179, 192, 198, 210,
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