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DI

MECANIQUE CELESTE.

CHAPITRE XIV.

LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE,

211. On se rappelle quel est le principe de la méthode de la
variation des constantes que nous avons exposée au Chapitre 1V,
Tome I. On adopte comme variables indépendantes I'un des sys-
temes que nous avons appelés systémes de variables képlériennes,
par exemple le systéme des variables L, %, & 7 (Cf. n" 56, 37,
78,79).

On arrive ainsi aux équations (4 bis) du n® 93

dL A ol g R AT bl e S0 dF,
| V@ o B e s S
" ' A ndBs o Ay

f T AT

Les fonctions IFy et I, ont été définies aux n® 36 et suivants; la
premicre est tres simple, la seconde est ce qu’on appelle la fonc-
tion perturbatrice.

Nous avons vu aux n** 83 et 99 que cette fonction peut se déve-
lopper sous la forme

(2) ;.LF1=Z,;\ cos(kyhy =+ kyha—+ R)IIL,
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2 CHAPITRE XIV.

ou A, et &y sont des entiers, ot A et /i dépendent seulement des L
oy . r

et ou JIL esl un monome entier par rapport aux § el aux 7.

D’apreés la méthode de Lagrange, il faut alors :

1" En premiere approximation, regarder toutes les variables
képlériennes comme des constantes, sauf les A qui seront des
fonctions linéaires du temps; on aura ainsi

(3) Li=L}, &=8, wi=n!, N=nt+1].

On aura d’ailleurs

M, M,

2L} — 2L}

Fo=— , ni( l..:-' oM/
(Cf. n* 82 et 97).

2° En seconde approximation, remplacer les variables par leurs
valeurs (3) dans toutes les dérivées partielles de F,, de sorte que
les termes des équations (1) ot figurent ces dérivées deviennent
des fonctlions connues du temps. Les équations (1) s'integrent alors
facilement par quadratures.

3° En troisieme approximation, remplacer dans les dérivées de
I\ les variables par leurs valeurs de seconde approximation et inté-
grer de nouveau les équations (1) par quadratures, et ainsi de

suite.

Généralement la seconde approximation suffit. Si 'on remplace
la fonction Iy par son développement (2) et qu'on procede a cette
seconde approximation, on trouve lout de suite

o Ay £
L= 1} +Z A cos (ki hy+ kyha+ h) I,
don

dn;

=+ T\ in (4 M = kyhg+ k)

T I R N R R S

de sorte que le probleme des perturbations planétaires (au moins
Jusqu’a la seconde approximation inclusivement) serait enti¢re-
ment résolu, si 'on connaissait le développement (2).

Or nous avons bien montré que le développement (2) est pos-
sible, mais nous n’avons pas fait voir comment on pouvait effective-
menl l'obtenir. Ce dernier probléeme, dont on comprend aisément
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LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 3

I'importance, va maintenant nous occuper, et je veux seulement,
dans ce Chapitre, montrer sous quelles formes diverses il se pré-
sente.

212. Nous avons vu au Chapitre 11 que la fonction perturba-
trice pouvait étre mise sous trois formes différentes qui sont celle
des n® 26 et 43, celle des n® 30 et 38, celle du nv 44.

Dans ces trois cas, nous avons décomposé la fonction perturba-
trice en deux parties, la partie principale ev la partie complé-
mentaire.

Au n” 38, nous avons éerit la partie principu]e sous la forme

b

Ty )‘*+(-’f't—$3)’]

(4) m,m;[\/ ' — :

' el 2 i 2 =y By ]
x2+ a4, Vi, — x| )+ (&

au n° 43, de méme qu’au n® 44, sous la forme

g 1
13) — my Ny, ———— -

(@ — 2, )+ (25 — 23 )+ (2 — 2 )?

Il est aisé de passer d’'une de ces expressions a 'autre; elles ne
different en effet que du premier terme de la parenthese (4).

Or ce terme ne dépend que des coordonnées z, 2., ), de 'une
des deux planétes fictives; le développement peut en étre obtenu
aisément ainsi que nous le verrons dés le Chapitre prochain.

Passons & la partie complémentaire de la fonction perturbatrice;;
st nous adoptons les variables du n® 30, nous avons trouvé au
n" 38 Pexpression de cette partic complémentaire et nous avons
exposé ensuile, dans le méme n° 38, comment on pouvait passer
du développement de la partie principale 4 celui de la fonction
perturbatrice complete, et, par conséquent, a celui de la partie
complémentaire. Nous reviendrons sur ce point.

Si nous adoptons au contraire les variables du n® 26, la partie
complémentaire a une expression plus simple et elle s’éerit comme
nous 'avons vu au n® 43 :

. L o I r I ’ + ’
(6) b— F(,}f‘;_}’;+J’g1'5+.J’::.)’r.)-

Si enfin on adopte les variables usuelles, ¢’est-i-dire celles du
n" 44, la partie complémentairve n’est plus la méme pour les deux
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4 CHAPITRE XIV.

planétes. Pour I'une, elle s’écrit

Iy gy, ; %
(7) W(:‘;x;+x;x5+.c3.r’5),
et, pour I'autre,

o

(7 bis) —:\-CT(x',wia—x'zrc’;-_—i—xLx;).

Nous verrons plus loin que le développement des expressions
(6), (7). (7 bis) est tres aisé.

Le probleme se trouvera donc ramené au développement de
I'expression (5) et c’est cette question qui nous retiendra_le plus
longtemps. Nous aurons ensuile 4 voir comment on peut passer du

8 I I I
développement de () & celui de la partie complémentaire sous ses
diverses formes et quelles relations il y a entre les développements

des diverses expressions (5), (6), (7), (7 bis).

213. Nous avons défini au n” 59 quatre systémes de variables

képlériennes; ce sont :

¢ Le systéme des éléments elliptiques
a) el 1l gl
2° Le premier systéme d’éléments canoniques
L G 8 f i g
3° Le deuxiéme systeme d’éléments canoniques
Laon sk idd;
4° Le troisicme systéme d’éléments canoniques
Lot Xy my

Selon que 'on adoptera 'un ou l'autre de ces systémes de va-
riables, le développement de la fonction perturbatrice sera évidem-
ment différent. Heureusement il est aisé de passer d'un dévelop-
pement a l'autre.

Si l'on adopte I'un des systemes d’éléments canoniques comme
nous I'avons fait dans tout le Tome I, on a cet avantage que les
équations du probléme conservent la forme canonique.
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LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 5

Cependant les astronomes emploient plus communément les élé-
ments elliptiques. Les équations, alors, perdent leur forme cano-
nique. Néanmoins, ainsi que nous 'avons exposé au n® 81, les équa-
tions se présentent toujours sous la forme swivante :

Les dérivées par rapport a ¢ des éléments elliptiques s’exprime-
ront linéairement a I'aide des dérivées partielles de F par rapport
aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonctions con-
nues des éléments elliptiques.

Jajouterai que dans ces coefficients, fonctions connues des élé-
ments elliptiques, figureront seulement les éléments

Ay et g0,

qui sont des conslantes en premiére approximation, tandis que
I'anomalie moyenne /, qui, en premiére approximation, varie pro-
portionnellement au temps, ne figurera pas.

Les équations ainsi oblenues pourront s’appeler les équations de
Lagrange.

Dans le cas des variables canoniques et des équations cano-
niques, nous n’avons dans le second membre gu’ une seule des déri-
vées partielles de la foncuon IF et elle est alfectée seulement du
coefficient =1 ou — 1. Au contraire, dans le cas des variables
elliptiques et des équations de Lagrange, nous avons, dans le
second membre, plusieurs dérivées partielles de IY et elles sont
allectées d'un coefficient qui dépend lui-méme des éléments ellip-
tiques. Nous ne transcrirons pas ici les équations de Lagrange;
nous nous bornerons, comme an n* 81, i renvoyer a 'Ouvrage de
Tisserand (t. I, p. 187).

Tout ce que nous avons établi dans le Tome I, en nous servant
des équations canoniques, aurail pu évidemment étre démontré en
partant des équations de Lagrange, mais les démonstrations au-
raient été fort allongées par la longueur des déeritures, sans que
rien y soit changé d’essentiel. De méme, dans la pratique du
calcul, I'emploi des équations canoniques épargnerait bien des
longueurs, mais la différence ne commencerait i devenir trés sen-
sible qu’a la troisiéme approximation, tandis qu'on s’arréte d’or-
dinaire a la seconde.

Quoi qu’il en soit, il arrive que les éléments elliptiques étant
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6 CHAPITRE XIV.

plus familiers aux astronomes et plus anciennement employés, la
plupart des travaux relatifs au développement de la fonction per-
turbatrice ont ¢été exécutés avee ces éléments. 1l n’aurait peut-étre
pas été plus difficile de les faire directement en se servant des
¢léments canoniques, si on les avait 'ulnplt’-i tout d’abord. Mais
anjourd’hui ce serait refaire un travail qui a déja été fait une fois
et il vaut micux utiliser les résultats obtenus par nos devanciers.

Heareusement, comme je I'ai dit, il est aisé¢ de passer du déve-
loppement _procédant suivant les éléments elliptiques & celui qui
procede suivant I'un ou l'autre des systemes d’éléments cano-
niques.

Nous ferons peu d'usage du premier systéme d’éléments cano-
niques; en elfet, si les excentricités et les inclinaisons sont trés
petites, il arrive que quelqut*squles des variables du deuxiéme et
du troisieme G}alvmcq canoniques sont également tres pelltes. La
méme chose n’arrive pas avec le premier :,)al.unc? qui est ainsi peu
applicable a4 des méthodes d’approximation ol la petitesse des
excentricités et des inclinaisons joue un role capital.

(Vest ce qui nous engage a le rejeter.

En revanche, nous serons obligés de considérer un autre systéme
de variables elliptiques

a;s e i un s r el

ot Panomalie moyenne [/ est remplacée par 'anomalie excen-
trique «.

I’emploi de ces variables se préte mal a 'intégration, bien que
Hansen en ait fait quelque usage. En revanche, le développement
procédant suivant ces nouvelles variables est beaucoup plus facile
que celui qui procéde suivant les variables elliptiques ordinaires.
Il est aisé de passer de I'un a l'autre et c’est par I'intermédiaire du
premier développement qu’il est le plus commode de parvenir au
second. Clest ce qui justifie 'étude détaillée que nous ferons de ce
premier développement.

Nous aurons donc a étudier quatre développements de la fonc-
tion perturbatrice procédant :

Suivant les variables

(8) ay e, t u, g0 0;
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LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 7
2" Suivant les variables elliptiques
a, e ¢ I, g0, 0,
ou, si 'on aime mieux, puisque
A=l+ g+ 0,
suivant les variables elliptiques
(9) ay e, & Ay g9, 0;
3° Suivant les variables canoniques
(10) Ly pii A g
4° Suivant les variables canoniques
(11) Lo e A
et nous aurons principalement a rechercher comment on peut

passer d'un de ces développements i un autre.

214. La fonction perturbatrice va donc se développer sous la

forme

(12) EB cos(kyhy+ /rg}\,)—i—z(]sin(kll.+!r,}\,),

st 'on adopte I'un des systémes (g), (10) et (11), &k, et k, étant des
entiers, A, et A, les longitudes moyennes. Quant aux coefficients B
et C, ce sont des fonctions des autres variables, ¢'est-a-dire des
¢léments osculateurs a, e, ¢, g+ 0, § des deux planétes, ou bien
des L, des & et des w, ou bien encore des L, des £ et des 7.

Si 'on adoptait les variables (g), le développement se présente-

rait sous la forme
(13) EB' cos(kyuy+ kyus) —i—ZG’ sin(kyue) =+ ko tts),

ol @, et u, sont les anomalies moyennes et on B et C' sont des

fonctions des éléments

et s O .
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§ CHAPITRE XIV.

Le probléme consiste a déterminer ces fonctions B, C, B, C';

mais on peut 'envisager de bien des maniéres :

1 On peut chercher i développer ces fonctions suivant les
puissances des e et des ¢, si 'on prend les variables (g); suivant
celles des o si 'on prend les variables (10); suivant celles des £ et
des 7 si U'on prend les variables (11) et envisager séparément les
différents termes du développement.

On a alors I'avantage d’obtenir des formules analytiques valables
une fois pour toutes et que 'on peut appliquer ensuite a un cas
particulier quelconque, pourvu que les excentricités et les incli-
naisons soient assez petites. .

La question qui se pose est alors celle des conditions de con-
vergence de ces développements et c’est une de celles que nous
aurons i examiner.

2° On peut se proposer seulement de déterminer, pour deux
planétes particuliéres, les valeurs numériques de ces fonctions et
de quelques-unes de leurs dérivées.

Le nombre des termes & calculer se trouve ainsi considérable-
ment diminué, de sorte que le travail est notablement allégé, sur-
tout si I'on ne doit pas pousser trop loin 'approximation.

A ce point de vue, la question la plus importante sera de déter-
miner une limite supérieure de chaque coefficient, afin de laisser
de cOté les termes dont le coefficient serait certainement trop
petit. :

3° On peut enfin étudier les propriétés analytiques de ces fonc-
tions, en vue précisément de faciliter le calcul numérique dont il
vient d’étre question.

Nous verrons que ces fonctions satisfonta des équations diffééren-
tielles linéaives, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
des L, £ et 7, ou encore des

L : L g L g
o € Ang = ang —» Ang —-
’ ' 8 2 B o,

Nous verrons également qu'il y a entre ces fonctions de remar-
quables relations de récurrence.

215. Jai dit que ce qui nous arréterait le plus longtemps, c’est
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LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 9

le développement de la partie de la fonction perturbatrice qui est
de la forme

3-

ou
D=(x|—x, 2+ (xy— 2,2+ (x; — > )%
T yo i 1 .
Mais nous serons amenés i I_]U\-’l_‘.l(_lp])er non seulement “/—D_: mais
encore

I i

Voici pourquoi; je suppose que les coordonnées des planétes et,
par conséquent, D, dépendent d’une quantité trés petite o (par
exemple 'excentricité), et que nous voulions développer suivant
les puissances de cette quantité =,

Soit Dy ce que devient D pour 2 = o, el posons

D =Dy-+e.
A

Nous allons d’abord chercher a développer suivant les puissances
de ¢ et il sera a1s¢ ensuile de passer au développement suivant les
puissances de «; on trouve ainsi

1 1 S 32 1

e e —
vD D, 2¢yD; 8 (/D
. ~ E I
On voit que dans le second membre figurent non seulement —,
VD,
mais — I
e b e ]
VD2 /D3
Ce n’est pas tout. Dans les équations canoniques (4 bis) et
(5 bis) du n® 93, par exemple, figurent, non pas la fonction pertur-
batrice elle-méme, mais les dérivées partielles de cette fonction.

: ¥ : . i : 1 i
Or, si la fonction perturbatrice contient un terme en —, la diflé-
S i ; el |
rentiation introduira dans ses dérivées un terme en —-
3

Supposons maintenant qu'on veuille pousser au delad de la
deuxiéme approximation: les seconds membres de nos équations
prendront, comme nous "avons vu au n® 100 (t. I, p. 122), la

forme
E BIIL.
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10 CHAPITRE XI1V.

ou les B seront des dérivées partielles de la fonction perturbatrice,
qui cette fois ne seront plus du premier ordre, mais d’ordre quel-

. 3 [ .
conque, ce (qui amenera, non plus seulement un terme —]—__—_’ mais
. )3

des termes en

g v

Voila donc deux raisons différentes qui nous obligent i étudier

le développement de ——, ——, en méme temps que celui de o

216. Reprenons les formules (12) et considérons le développe-
ment de B ou de C suivant les puissances des excentricités et des
inclinaisons. Soit m le degré de 'un quelconque des termes de ce
développement.

Nous avons vu au Tome | que m est au moins égal a | ky — A, |
el de méme parité que |k, — k&, |.

Or, si les excentricités et les inclinaisons sont petites, un terme
est d’autant plus petit que son degré est'plus élevé. On aura done
une bonne approximation de B ou de C en se hornant aux termes
. L’ensemble des termes

dont le degré est précisément [ ky— ks
conslituera ce que nous pourrons appeler la partie principale
du coefficient B ou C. Il sera intéressant de chercher ce que devient
la fonction perturbatrice quand on réduit chacun des coefficients
de la formule (12) a sa partie principale.

Ce que nous venons de dire sapplique encore si, au lien de
développer suivant les puissances des excentricités et des inclinai-
sons, on développe suivant celles des § et des 7.

217. 1l arrive quelquefois qu’on est obligé, dans la fonction per-
turbatrice, de calculer un terme de degré élevé, sans avoir a cal-
culer les termes de degré inférieur. En général, les coeflicients des
divers termes vont en décroissant trés rapidement & mesure que le
degré s’éleve; mais il peut arriver qu'un terme dont le coefficient
esl trés petit ait néanmoins une grande importance, parce que I'in-
tégration introduit des petits diviseurs grice auxquels un petit
terme produit parfois une perturbation considérable.

Supposons que nous ayons, dans la fonction perturbatrice, un
lerme

B cos( k) My =+ kahs),
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LE PROBLEME DE LA FONGTION PERTURBATRICE. L

et que les entiers 4, et k, soient trés grands, mais de telle fagon

k : A L5
que le rapport — 7~' soit voisin du rapport des moyens mouve-
LF ]

I Tt .
ments f Alors la différence |ky— Ak, | et, par conséquent, le
1

degré du terme, seront trés élevés; le coefficient B sera, par con-
séquent, trés petit, mais, en revanche, le petit diviseur &y n(+ kan,
sera ¢galement trés petit, de sorte que, finalement, la perturbation
pourra élre trés notable.

Le caleul exact du coefficient B serait alors trés long, parce qu’il
exigerail le calcul préalable des termes précédents qui ne sont pas
directement utiles. On peut I'éviter, en se servant des formules
approchées applicables seulement aux termes de degré élevé et
fondées sur les propriétés des fonctions de trés grands nombres,
soit que ces formules donnent d’emblée une approximation suffi-
sanle, soit qu'elles permettent seulement de reconnaitre si le terme
en (uestion est sensible, el s1, par conséquent, on doit prendre la
peine de le calculer exactement.

218. Nous aurons a examiner spécialement dilférents cas parti-
culiers, dont les principaux sont :

1o Celui on les excentricités et les inclinaisons sont nulles;

20 Celui ot les excentricités seulement sont nulles; dans ces
deux- cas, la distinction entre I'anomalie moyenne et 'anomalie
excentrique el, par conséquent, entre les deux développements (12)
el (13), n’a plus de raison d’étre;

3¢ Celui ot les inclinaisons sont nulles.

Un autre cas particulier qui méritera notre allention est celui de
la Lune; le rapport des grands axes étant alors trés petit, on a avan-
tage a développer suivant les puissances de ce rapport, et il en
résulte une forme particuliére du développement.

Jajoute que les théories de la Lune étant trés nombreuses, les
formes de développement qui ont été proposées dans le cas de cet
astre le sont ¢galement, et nous aurons sans doute I'occasion d’en
dire quelques mots.

219. Nousavons déja eu 'oceasion, outre le développement (12
| ) Pp

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 CHAPITRE XIV.
qui procede suivant les anomalies moyennes, d’envisager le déve-
loppement (13) qui procéde suivant les anomalies excentriques.

Ce dernier développement a été employé par Hansen, qui s’est
aussi servi de développements procédant suivant Danomalie
excentrique de l'une des planétes et Ianomalie moyenne de
I'aultre.

D’autre part, Gylden a employé des développements procédant
sulvant les anomalies vraies.

Quand on prend, comme I'ont fait ces astronomes, pour variable
indépendante I'anomalie, soit vraie, soit excentrique, de I'une des
planétes, on est obligé a certaines transformations souvent assez
longues et compliquées. .

En effet, il y a entre les anomalies vraie et excentrique d’une
planéte et 'anomalie moyenne de cette méme planéte des relations
assez simples et bien connues. D’autre part, les anomalies
moyennes des deux planétes sont liées par une relation linéaire.

Au contraire, la relation qui lie les deux anomalies excentriques
(ou bien encore celle qui lie les deux anomalies vraies) est com-
parativement compliquée.

Si donc on a développé la fonction perturbatrice suivant les
deux anomalies excentriques (ou vraies) et qu'on veuille ensuite
tout exprimer a l'aide de la variable indépendante qui sera 'ano-
malie excentrique (ou vraie) de 'une des deux planctes, il faut
remplacer, dans le développement, la seconde anomalie excen-
trique (ou vraie) par son expression en fonction de la premiére,
et cela donne lien & des difficultés de calcul dont nous dirons
quelques mots.

22(). Dans les équations canoniques, ce n’est pas la fonction
perturbatrice qui figure directement, mais ses dérivées partielles
du premier ordre. Clest donc le développement de ces dérivées
qui serait surtoul intéressant.

Quand le développement de la fonction perturbatrice est donné
sous la forme analytique, et surtout sous la forme d’une série pro-
cédant suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons,
ou suivant celles des £ et des 7, on passe immédiatement d’un
développement a I'autre.

Mais il n’en est pas de méme quand on s’est borné a déterminer
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LE PROBLEME DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 13

la valeur numérique des coefficients, comme nous I'avons expliqué
au n° 214; il faut alors recommencer le travail pour chacune des
dérivées.

C'est ce qui a amené certains astronomes & préférer aux équa-
tions canoniques ou méme a celles de Lagrange une autre forme
d’équations. 1ls ont remarqué en effet que ces dérivées partielles
sonl au nombre de six; on peut au contraire former des équations
dans les seconds membres desquelles figurent, non les siz dérivées
partielles de la fonction perturbatrice, mais les ¢rods composantes
de la force perturbatrice, soit suivant les trois axes de coordonnées,
soil suivant le rayon vecteur et deux perpendiculaires i ce rayon,
I'une dans le plan de l'orbite, 'autre perpendiculaire 4 ce plan.
On n'a plus alors a faire que trois développements au lieu de six.

C'est qu'en effet les six dérivées partielles ne sont pas indépen-
dantes; il y a, entre elles et la fonction perturbatrice elles-méme,
certaines relations, il y en a encore entre ces dérivées et les trois
composantes de la force, prises de 'une des deux manicres que je
viens de dire.

On peul done se proposer de former ces relations et de montrer
comment on peut s’en servir pour déduire tous les développe-
ments de I'un d’entre eux, par exemple de celui de la fonction
perturbatrice.

Cette revue rapide montre sous combien de faces différentes
peut se présenter le probleme du développement de la fonction
perturbatrice qui va faire I'objet des Chapitres suivants.
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CHAPITRE XYV.

APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL.

221. La premiére chose a faire est d’exprimer les coordonnées
rectangulaires ou polaires des planétes en fonctions de 'un quel-
conque des systemes d’éléments osculateurs canoniques ou ellip-
liques, définis aux n** 59 et 213.

Nous avons vu, au n° 63 et aux numéros suivants, que les coor-
données sont développables suivant les puissances des £ et des 7, et
nous avons étudié quelques-unes des propriétés de ces dévelop-
pements. Mais il y a licu de pousser cette étude plus loin et nous
commencerons par former les développements des coordonnées en
fonctions des éléments elliptiques :

(1) TR P (Rl

Nous supposerons méme d’abord que I'on a pris pour plan
des z,z, le plan de l'orbite, pour axe des z, le grand axe; de
telle facon que 'inclinaison ¢ soit nulle, de méme que la longitude
du périhélie g+ 0, et que la longitude moyenne ) soit égale
a 'anomalie moyenne /. Dans ces conditions nos coordonnées ne
dépendent plus de la longitude du nead §, de sorte que nous
n’avons plus qu'a exprimer ces coordonnées en fonctions de

, e, = ).

Dans ces conditions on a en introduisant 'anomalie excen-
trique u :

ry=a(cosu —e), Ty= asinuy 1 — e, ry= 0,

(2) l=u—esinu.

Il s’agit mmaintenant d’exprimer z, et 2, en fonctions de /, mais

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 15
pour cela nous avons besoin de rappeler d’abord les propriélés des

fonctions de Bessel dont nous allons étre amenés a faire usage.
222. Considérons 'expression
F o Ei.r:iin .r.:,

LAyt g , N o 1 m
ot j'ai représenté par E la imite de (I -+ ;) pour m = o, afin

d’éviter toute confusion avec e qui représente U'excentricité.

Cette fonction F est une fonction périodique de «, développable
d’aprés la méthode de Fourier en série procédant suivant les
exponentielles

[
. ?

ou m est un entier positif ou négatif. Les coefficients sont des
fonctions de z, de sorte que je puis éerire

" =i v - 5
(3) [ "i"":LJ;”(T)l‘:I”‘”,

Les fonctions J,,(x) sappellent les fonctions de Bessel.
premier membre de (3) est le produit des deux exponentielles

B 3 (Zge) s

d’ou, par multiplication,

a\2+B(—1nB .. ¢
F —Z( e

Pour avoir J,,, il faut chercher dans le second membre les

termes en Eimu o’est-a-dire faire 2 = 8 -~ m. Nous trouvons ainsi

/ oy (—1 )ﬁ  m+ip
() Jm() =Zm(—) '

Si m est positif ou nul, il faut donner a 2 les valeurs
Ol T s

et appliquer la formule en supposant

0= =y,
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16 CHAPITRE XV.

On voit alors que J,, () est une fonction entiere de .z, divisible
par z™; la série (4) converge en ellet trés rapidement pour toutes
les valeurs de z.

Si m est négatif, il faut donner a {8 les valeurs

—m, —m-+l; —Mm—+2, ...

de facon que = soit positif ou nul. Alors J,, (z) est encore une
fonction entiere de z divisible cette fois par 2=,

Observons d’ailleurs que le développement (4) ne contient que
des termes de degré pair si me est pair, de degré impair si m est
tmpair. On a donce
(5) jnc(_-’r)z(—l)”‘-’,}gﬂi‘).

Si d’autre part, dans la formule (3 ), nous changeons z en —
el «w en — u, elle devient

(3 bis) i sina :E I (— @) E—imu,

En identifiant les deux développements (3) et (3 bis) de Eivsine,
on lrouve
e (T) =1 n (— z),
d’on

(6) J =p— (__])m 3o
formule qui permet de ne considérer que des fonctions de Bessel
d’indice posiuf.

223. Dillérentions I'équation (3) par rapport & 1, il vient

i cos u Eiavsinn — 2 iml,, Eimu

ou '

B a . WL T

— (Ein 4 [5—m) 2 J Eime — E ml,, Eime,
2

En identifiant les coefficients de Eim« dans les deux membres il
vient

(7) -I(J;;l_lri"‘];;x_;.l):'}.fft'l)ﬂ,

relation de récurrence entre trois fonctions de Bessel consécutives.
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 17

Différentions maintenant 'équatio ; : 5 ;
e s ma [uation (3) par rapport i z, il
viendra

, * rFRt -‘ r P
(8) fsinw Eir 5”"':2-];;;(33'}]*:“”“

ou
(]iau — E—in)) E J, Eime — o S ) Rimu
e " 1

ou en identifiant les deux membres
(Q) "-"rm—_— Jm—l_Jm+1,
formule qui permet de calculer la dérivée de J,,.
9294, Différentions maintenant la formule (3) deux fois par rap-

port & u, ou bien encore deux fois par rapport a z, nous obtien-
drous ainsi les deux formules

(10) — i sinuEivsine_ p2egsty Eivsing — E mtJ,, Eime,

(“) — sin2p Eivsine — _]fufx)lc:.‘mu_

Ajoutons maintenant les quatre formules (3), (8), (10), (11)
aprés les avoir respectivement multipliées par

a

i, = 1, xi;
il viendra

N [@d+ @d o+ (@2 = m?) | Bims = o5
d’on
(12) 2 )0+ 2V + (22— m?)],, = o,
équation différentielle linéaire du second ordre @ laquelle satisfait

la fonction de Bessel J,,.

225. Bien que la série (4) converge trés rapidement pour toutes
les valeurs de 2, il peut y avoir intérét a rechercher une valeur
approchée de la fonction J,, pour z trés grand. Nous avons par la
formule de Fourier

i
and Sf Eixsinu E~imu gy,
o
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] CHAPITRE XV.

ou en posant
sinu = 3,

o | “’ %
(13) R [ Eixz [§—imu >
At sl Vi1i—z

]

Supposons z réel, positif et tres grand. \u lieu de faire 'inté-
gration le long de la droite (qui joint le point z=—1 au
point z =1, ¢’esl-i~dire en donnant i 3 des valeurs réelles, nous
pouvons la faire le long d’un autre chemin ayant mémes extré-
mileés.

Nous choisirons un chemin tel que la partie imaginaire de z
soil constamment positive, sauf bien entendu aux deux extré-
mités s ===1. Dans ces conditions /zz a sa partie réelle néga-
tive el tres grande, et K@= est tres petit. Les seules parties du
chemin d’intégration qui pourront donner des termes sensibles
sont donc les parties voisines des deux extrémités, parce (uaux
extrémités, z devienl réel et que la partie réelle de zzz devient
nulle.

Mais pres de Pextrémité s =1 : nous avons sensiblement

im

7 e i
H.:;. E-imi— | : Vi— 3= a1 — 3).
Prés de 'extrémité z = — 1 ; nous avons sensiblement
™ < % J'm%
U=—-, Hrinaieifoassa Vi—zt=ya(143).
= : )

Mais il importe de voir quel signe il convient de donner aux
radicaux. Nous devons supposer que le signe de \IIIT.':'_" a éLé
choisi de facon que, pour s réel el compris entre — 1 et -1, le
radical soit réel et positif. Nous pouvons supposer d’autre part
que le chemin d’intégration aboutit & ses deux extrémités == i par
deux pelits segments de droite de longueur ¢, perpendiculaires
a I'axe des quantités réelles. Ce sera d’aillears les seules parties de

ce chemin que nous conserverons.

argument de /1 — 3% sera alors 7 le long du segment aboulis-

5 ™ - N
sanl a 3=—1, et — — le l(m;.: du segment aboutissanl & 3 =1,
{

Le long du premier segment nous pourrons prendre argy/s +1 =

=3
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 19

= T
et le long du second argy/z — 1 = -; nous aurons donc
' 4

Vi—zi=—ifayz—1i Vi—zi= a1+ 3,
d’'on

3 Ef ™ i | 4
s g Ly dz v 1+8: T —im = dz
(14) =In= Blea i et B Rixzf 2 .
oy D

Vites Vayz—1

Mais nous pouvons remplacer les limites supérieures ==+ ¢t
des deux intégrales par U'infini; car nous ajoutons ainsi aux che-

mins d’intégration des lignes le long desquelles la partie imagi-
naire de z est positive et notable de sorte que K= est négligeable.

Or
o s = — I
® Bizadz Ei T o
taidiad S AL g WS T E
J vz xr \2/ x
Donce
. — im
A0 irs o
Eixids |gf.m‘/E E°,
Jr Vas—h &
IR
d’ou
- m T mT ™
7 [ i(—r+5E+T) i ==l
) P — | E + + B 5
e A
ou enfin
" 3 mn  m
(15) 1 f— —-—cos(.x—-—-——— .
T \ 2 4

226. Voyons maintenant comment les transcendantes de Bessel
peuvent étre employées au dé\'elnppemenl. des coordonnées du
mouvement elliptique. Considérons 'exponentielle

Epin,

ou p est un entier; c’est une fonction périodique de u et par con-
séquent aussi une fonction périodique de {. Elle est done dévelop-
pable en série de Fourier sous la forme

2"' 3 LIy
Ay Emit :

il s'agit de calculer le coefficient A,,; la formule de Fourier nous
donne

im
ARA = f Epin |{—-mil [,
0
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20 CHAPITRE XV,

Or
R 1 e T L
E-mildl = ;dl‘._”"”; dEpin — ;_'p Epriw dy.

On trouve donc en intégrant par parties

2%
P ; :
2TA = — Epin E"'”""d({,
m o

ou & cause de I'équation de Képler

IR e
211:&," - ; Elp=miiu Bimesing du.
L=

Mais I'intégrale c’est évidemment au facteur o= prés le coefficient
de E(m=pliu dans le développement de E7sinu. g]le est donc égale &

2 ) m—p(me),
d’ou la formule cherchée
(16) Ay= ﬁjm—p(mb’).

227. Ceute démonstration ne s’applique plus pour m=o et
d’ailleurs la formule devient illusoire. On a alors

T
amAg= Epiud]
et
ou
a-onszPf”([—e cosu)du
ou
e B ;. e g
0T A[l — Evriv — 2 [ilp+1liv — - Fwp—1iv ) dy
. 2 2 2
ce qui t A, est égal a1 po —=o0,4—2 =
(‘!(]U] maon r‘cque o €5 t.na (ll]'.} U.FP— 5 il pollI‘p_-_.l._.

et 4 o pour toules les autres valeurs de p.

228. Proposons-nous maintenant de développer suivant les
exponentielles Ei®! une fonction périodique quelconque de «

F(u):EBPE*'P“,
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSKL. 21

el de la mettre ainsi sous la forme

F(u) :2 A, Bimi,

Les principes des deux numéros précédents nous donneront

([7) A, :2 % Bp‘lm—p(’ﬂe)r
pour m<So et
(18) A= Bo—g{Bl—n-B_,),

pour m = o.
[nutile d’ajouter qu’en partant de I'identité

A 2 o7
Eipu Eigue — [w,n+q}u‘

en y remplacant les trois exponentielles par leurs développements
et en identifiant les deux développements, on arrive 4 un grand
nombre de relations ot le premier membre est une fonction de
Bessel et le second membre une série dont tous les termes sont
des produits de fonctions de Bessel.

229. Grice aux formules (17) et (18) du numéro précédent, le
développement d’une fonction quelconque de « suivant les puis-
sances de E? se déduit aisément du développement suivant les
puissances de X or la plupart des fonctions intéressantes rela-
tives au mouvement elliptique s’expriment trés simplement a l'aide
de Ei,

Supposons d’abord que nous prenions pour plan des z,z, le
plan de l'orbite et pour axe des z, le grand axe, nous aurons

FLEREL @
ry=alcosu—e)=—ae + — Lit4 —E-1u,
2 2
‘ o — Y
Zo=ay1—e*sinu = — /1 — e? (Biv — E—in),
210
I3 =0,

r=yri+ai=a(i—ecosu).

[application des formules (15) et (18) nous donne

Zy g Ta
o = E A, Emil, = = E ‘\';u, Emil,
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22 CHAPITRE XYV.

avec
I :
Am= m |Jm—:fme)—Jm+|(me)],
I
(19) A= —‘—t;’-,—-[J,,, 1 (me) 4+ iy (me)).
3
Aﬁ—_ Te’ A:} =Q

Les formules de récurrence (7) et (9) nous permettent d’écrire

( I
Am= ‘;?‘ "'m (me),
(20)

S —
A Wy

Nous l!‘Oll\-’(!l‘iOn:‘i (IC meme 4

ae? O ) (me ;
r—=ada-- _acs .L[Qrm.’_
9 - M

Sous le signe E, I'indice m prend toutes les valeurs entiéres

positives et négatives, a l'exception de la valeur o. Cette formule
se déduit immédiatement de la relation

r=a(l—e!)—ex;.

Nous pourrions écrire également

. ; in . K iu
'L'—F—am———e—l-h (14 V/1—e?) + r(l—\/l—ﬁ’*),

S e = )+$ (1= yi=e),

4

d’ot Pon déduirait par les formules (17) et (18) les dévelop~
pements de z, == iz,.

230. Reportons-nous maintenant.au n’ 63 et aux quantités que
nous y avons appelées X et Y; nous voyons que 'on aura
X4+iY = (24 taxy ) E-1/,
et par conséquent, par application des formules (17) et (18),
\ Xt Y 00 R il — (: +1—e?) E Im=1(me) pion—r

( J 2
21)
| e 2Ty Y pme) gt

2m
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 23

On en déduirait le développement de X — /Y en changeant ¢
en — 7, et par conséquent les développements de X et de Y.

Supposons maintenant que nous rapporlions nolre systéme
a des axes quelconques: les quantités auxiliaires X el Y seront
[illljl‘._llll‘.‘i dl’!“llii'.ﬁ comimme au n' l;:‘; et IE:ill' l|é\i’!|u’lpﬁill€lll ©n f(ll‘lC—
tion des variables @, e et { ne changera pas. QQuant aux coordon-
nées reclangulaires rapportées aux nouveaux axes, elles seront
lices a X et Y par les équations (12) du n" 63, . I, p. 59.

Ces formules peuvent aussi s’éerire

= try= c082= (X 4 2 Y) LiA-sin2 = (X — Y ) E ;u.—-z&.-’
- 9

(22) ‘
sind

xq = parlie imag. de (X 4 7 Y) B0,

Fai remplacé la lettre 7 des formules du n® 63, qui repré-
sentail inclinaison, par la lettre J, afin d’éviter toute confusion
avec i = ‘/:_l-: on obtiendrait 'expression de xz, — 7z, en chan-
geanl 7 en — (.

‘n rapprochant les formules (21) et (22) on trouve

Ty —‘—LJ",: ot u\-\* |——|”‘"'”

i d-+g+0) 1
- E (21 d ey — 52
i”? 1Y m--1 24 -1 )J

v s e
+asin?= | — — REi0-¢
2 2

Kit—mi-+l—g) :
._ -+ E im f51-lm—|—°—z-'m-l-l) -

Jai écrit pour abréger =, et g, au lien de 14+ /1 —e? et

(23) ¢

de 1—y/1—e2 Largument des fonctions de Bessel J,,_, et J,..,
est ¢gal & me.

On trouve de méme

2

H..'&itl.l[ e . =N sin{mi + g)

(23 bis) zi= - — = sing + o (24 d -1 —ead it '}] 3

231. Les développements obtenus par la méthode du n® 228 ne
sont pas les seuls que Pon puisse imaginer. Supposons par
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24 CHAPITRE XV.
exemple que l'on veuille développer

du i

dl — 1—ecosu

en série de Fourier

On pourrait évidemment développer
I— & CoS
el appliquer ensuite la méthode du n® 228 mais il y a quelque
chose de beaucoup plus simple.
Nous avons
u=10+4esinu,

ou, en se reportant au développement de 2, au n® 229 et 4 la for-
mule (20),

I . "
u=1+ — Zlmt me ) Bmil

8im

ou, en différentiant,

du -
(24) -(-{i;- = --I-z Jop(Cme ) Emit,

Ce développement nous donne en méme temps celui de

1 I
7 e cosi)

Plus généralement, cela nous donne le moyen de développer les
expressions de la forme

Fuw)

[— e CcosSl

F{n]:Eil,.I‘}f!’",

Si, en effet, I'on a

011 aura
7 G
aBlw) 4 NG
[ — € cosu dl w

; Cp 12y G ; §
On développera alors E = K% en série procédant suivant les

exponentielles Ei7¢ et 'on différentiera par rapport a /.
Cette méthode peut étre plus avanlageuse que celle du n* 228
si le développement de F(u) suivant les exponentielles Ere est

: o F(u)
plus simple que celui de !

——————, si par exemple il se réduil
— g CosS i
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 25

a un nombre fini de termes. En particulier nous trouverons les

cosi  Sinu

¥

développements de
r T

» expressions qui sont liées a cosp
et a sine par des relations linéaires (¢ est 'anomalie vraie).

232. Nous pourrions aussi différentier par rapport a e; il vient

du :
(1t— e cosit)— = sin i,
«

le

Du développement d’une fonction périodique quelconque ®(u)
nous déduirons done immédiatement celui de
ST 1 ab
* du
I—ecosu 3

‘ 7 T ; d® :
ce qui pourra étre utile si le développement de o est plus simple
2 : db - . -
que celui de sin U= En particulier on peut calculer de cette
facon
sin
=

¥

qui ne différe de sing que par un facteur constant.

Mais nous pouvons également différentier deux ou plusieurs
fois par rapport a /, ou au contraire intégrer par rapport a /.

Par exemple les équations du mouvement képlérien nous
donnent
drax; (s.*.?,-.

(25) S

Or nous connaissons les développements des coordonnées z;,
ot le coefficient de chaque terme ne dépend que d’un nombre fini
de fonctions de Bessel: 'équation (25) nous donnera done celui

T - e
de :7:’ chaque terme ne dépendant que d’un nombre fini de fonc-

tions de Bessel. En particulier, si nous prenons les axes du n” 224,
nous connaitrons les développements de

T cose S sin ¢

’-3 .pﬁ PE ’,-2

= ] ——— .

¢ étant 'anomalie vraie.
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26 CHAPITRE XV.

Si nous multiplions chacune des équations (25) par z; et que
nous ajoutions, nous trouverons

k d?r? O [/ dr; i M
(26) TFJ?_Z(W) =

Comme le second terme du premier membre de (26) est une
fonction linéaire de - en vertu de I'équation des forces vives,

I'équation (26) nous apprend qu’il y a une relation linéaire
enlre I et iz
4 s ]

: : ; i
Or I'équation (24) nous donne le développement de ~5 mous

possédons donc celui de ! ou, par une double intégration,

d!

. : ; ¥ ;
celui de 72. Nous avons donc les développements de r, Setri.
L’équation de I'ellipse en coordonnées polaires nous donne

a(1—e?)
ecosy = —————~ —1,
.

ertcosv = a(t—e?)r— ri,

= - | o ] *
Des développements de o I et 7?2 nous déduirons done ceux

de cose et r2cose. Nous avions d’ailleurs expliqué plu_-‘. haut la
facon de développer cose.

r . . - 1A ‘.

lous les développements dont il vient d’étre question sont tels
que chaque terme ne dépend que d’un nombre fini des fonctions
de Bessel. Inutile d’ajouter que, par 'emploi des relations (7), (9)
et (12), on peul s’arranger pour que chaque terme ne conlienne

plus que
Jn(me) et Vo (me).

233. Nous pourrions nous proposer de développer les coor-
données en fonction des éléments sanoniques
L o R e

Si nous nous reportons aux formules (23) et (23 bis) nous
verrons qu'il suffit pour cela de développer les exponentielles ma,
les expressions

J iy Vi T
(.)‘7} a cos? ; s emE rrm[;.'+fl}, lilllg“ ; ]4}--2.‘0’ lang; ezl[l,
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 27

et enfin la fonction
5I-Im-l_si'}m-f»l
elm—11

K=

Les exponentielles Em sont directement exprimées par les élé-
ments canoniques, les expressions (27) se réduisent respecti-
vement i

pe2b—2pi—pn (B (GEinn Jahiie ]
p yebmicei Uil b
: e e
I‘_Pi I:fé' 2L a3 2 ?1;‘—'.’..0]“;«2
;

en faisant abstraction de facteurs constants.
Quant a K, il est développable suivant les puissances crois-

sanles de
x Y
”1 ‘1
el =9 — — '—)
L ( Ei/ e

et le développement se déduit aisément de celui des fonctions de
Bessel. Je n'insisterai pas davantage sur ces points, me bornant
a renvoyer aux n* 65 i 69 du Tome 1°.

234. Nous observerons maintenant que si e est trés petit le pre-
mier terme de chaque fonction de Bessel sera plus considérable
que tous les autres. Nous pourrons nous horner alors i ce terme
si nous nous placons au point de vae du n® 216. En partant des
formules (16) et remplacant chaque fonction de Bessel par son
développement, nous trouvons

\ Y p (—1)P me\ mopef
(28) Fipn — 2 o AEARE L (__,) Kimt,
™™ W \

AN .
mB!m-—p 4 2

el en réduisant chaque fonction de Bessel a son premier terme

a N\ M Siml / g "\ =it _ ¥l
('_J,l]] E‘ﬁ (ﬂ) Ii_g_ ﬁ (&) (_.L._E.rm.f_

« ! B o 1
I % mn—p. noo2 P .

5 - . 1 : 4
Sous le premier signe M on doit donner a m toutes les valeurs
d
entiéres lelles que m — p soit positif ou nul, et sous le second
i - h ’ e
signe 2‘ toutes les valeurs telles que m — p soit négatif.

Mais nous devons observer que l'approximation relative avec
laquelle chaque fonction de Bessel est ainsi représentée est d’au-
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28 CHAPITRE XV.
tant plus faible que 'ordre de cette fonction est plus élevé. Ei en
effet le rapport du second lerme au premier s'écrit (m — p étant

me\? 1
9 m-—p -1

[l est trés petit si e est trés pelit et m fini; mais, quel que soit e,
il croit indéfiniment avee m. Pour les termes d’ordre un peu élevé,
on obtiendrait une bien meilleure approximation en remplacant les
fonctions de Bessel par leur valeur approchée du n® 225.

positif, par exemple)

235. Le développement (28) et les développements analogues
procédent suivant les puissances de e et les exponentielles Ei¢, Si
nous les ordonnons d’abord suivant les exponentielles Eim¢, |e
coefficient de chaque terme, étant une fonction de Bessel, pourra
éwre développé suivant les puissances de e en une série toujours
convergente; de plus, dés qu'on aura caleulé les coefficients des
différents termes de la série de Fourier, cette série elle-méme sera
toujours convergente.

Avec cette fagon d’ordonner les termes, la convergence est donc
assurée, mais 1l n’en est plus de méme si U'on ordonne d’abord
suivant les puissances de e, le coefficient de chaque terme étant
lui-méme une fonction de /. Nous sommes donc amenés & nous
poser la question suivante :

Nous avons une fonction quelconque de w, {lépendaﬁt par con-
séquent de e et de /, nous la développons selon les puissances de e;
quel est le rayon de convergence de la série, c’est-a-dire la valeur
maximum de |e| pour laquelle la série converge? Cette valeur
dépend évidemment de /et je puis la désigner par ©(/). Si alors M
est la plus petite valeur de ©(/), quand / prend toutes les valeurs
réelles possibles, la convergence de la série sera assurée tant que e
ne surpassera pas M. .

Pour calculer o(/) et M, nous allons appliquer le théoréme de
Cauchy. Pour que la série cesse d’étre convergente, il faut et il
suffit que la fonction cesse d’étre holomorphe. Or nous avons

l =u—esinu,

d’on
du(1— ecosu) = dl 4 sinu de,
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 29
ce qui montre que u (et en général toute fonction de wu) cesse

d’étre une fonction uniforme de e et de / pour

. 1
(30) e = :
cosu

En combinant 1'équation (30) avec celle de Képler, on trouve
(31) u—tangu = L.

Les équali{ms (30) et (31) définissent e et sa valeur absolue [e|
en fonction de / et la plus petite des déterminations de cette
valeur absolue est o (/).

Remarquons que ¢ (/) est le méme en général pour toule fonc-

dF 3
s’annulait
du

tion F(u); 1l n’y aurait d’exception que si la dérivée
précisément pour la valeur de u qui satisfait a I’équation (31).
Cela nous permettra de raisonner sur une fonction F(u) quel-
conque, il nous suffira que la condition d’exception ne soit pas

remplie.

236. 11 s’agit maintenant de déterminer la valeur de / pour
laquelle © (/) atteint son minimum M. A cet effet je reprends la
formule (28) et j'obtiens en la dilférentiant par rapport a {

Eipu (—1)p (me m—p+23
. — —_— Eiml = @ .
L) 1—ecosi Z{ﬁ!m—p—kt@! g ).) 5 ()

Cette fonction ne se trouve pas dans le cas d’exception signalé
a la fin du numéro précédent, car, quand on a

1— eCcosl = 0,

sa dérivée ne s'annule pas et devient au contraire infinie.

Les équations (30) et (31) ne changent pas quand on y change
u,leteenu—+m=, [+=, —e; il suit de la que les valeurs cri-
tiques de e qui correspondent & /et a [+ = onl méme valeur
absolue (/) = o({ + =), mais sont égales et de signe contraire.

Supposons donc que pour une valeur réelle /, de / et pour une
valeur quelconque de e que j'appelle'e; la série (32) diverge, il
en sera de méme quand nous changerons /, en /,+m, et il en sera
encore de méme de la somme
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30 CHAPITRE XV.
Considérons, en effet, ®(/) comme une fonction de e et de / et
faisons-y /== [, : cette fonction présentera un point singulier pour

e=r¢r', | =2(f)< e

el n’en aura pas pour e =— ¢'; car, si 'on change ¢ en — e dans les
équations (30) et (31), { se change en = ==/ qui est différent de [

saul pour /= =

La fonction ®(/,+ =) présentera de méme un point singulier

pour ¢ — — e el Il?ell dura |HI5 pour ei= e el Iil somme

D)+ D+ =)

présentera deux points singuliers ¢ = e/, e = — ¢/, el, ces poinls
singuliers étant distinets, les singularités correspondantes ne pour-
ront se détruire. Donc cette somme divergera pour e = e,.

Je puis done éerire

f / \
313 ) - (—r1)p me’ m—p+2p it
(33) W(l e)=®(l)+d(l+7)=2 Y gt i Eim,
Blm—p L\ 2

ot 'on ne donne a m que des valeurs paires.

Il résulte de ce qui précéde que la série W(Z,, ¢,) diverge.

Passons de cette série i la suivante :

l]:‘(—g, +f.||'.‘-1|) =<l>(_

)2 (2

et 'excentricité par ¢

ou l'on remplace I'anomalie moyenne par

multiplié par la valeur absolue de ¢, qui est essentiellement réelle
el posilive.

Si dans le dernier membre de 'équation (33) nous faisons cette
suhsliluli:_m, la valeur absolue de lfllznlue terme demeurera la
méme: mais tous les termes vont devenir positifs ou tout au moins
avoir méme argument (en supposant que le nombre p soit pair, ce
que nous pouvons faire). En ellet, le dénominateur est essentiel-
lement positif, l'argument de (— 1)# est B=; celui de

(‘ m m—p2f

2

est nul si 2 et p sont pairs comme nous le supposons; celur de

“-| e l ym -p+2f
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sera
™
(m—p) %+,
celui de Eimt gory
o™
] —
2
] v
L’argument résultant sera done
™ s
—p—= 4 98%
p =+
“ T 1 1 1
ou encore — p -, en supprimant un multiple de 2= ; il sera donc
- &
constant et indépendant de m et de j3. Co Qi E D,

Si done la série W(/,) diverge, il en sera de méme, a fortiori,

de ¥ T\ - :
e W(— ;) dont les termes ont méme valeur absolue, mais avec
un argument constant, au lien d’avoir un argument variable.

(503

N 5\

Done

diverge; il doit donc en étre ainsi au moins de 'une des deux

séries @ (— —’). (b<—) - Mais nous venons de voir que

({4 m)=0(l)

c’esl-a-dire que ®(/ + =) diverge si ®(/) diverge, et inversement.
Si done I'une des deux séries diverge, elles divergent toutes deux.

<b(f. iles !')
2

iﬁl“)?(%)*

Done

diverge. Donc

Or, toul ce que nous avons supposé sur 2, c’esl que
ler] > o(l);

cette seconde inégalité entraine done la précédente, c’est-d-dire

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



32 CHAPITRE XV.
qllc
?(O>¢(3)

. . ™ . T
Done le minimum de ¢ (() a lieu pour [ = =P

237. Pour déterminer M il faut donc étudier 'équation
T
(34) u—tangu = =
™
ou en posant - — u =¢
b
(34 bis) ! €+ cole = O.

Je me propose de démontrer que I'équation (34 bis) ne peul
avoir que des racines puremenl imaginaires. Posons, en effet,

% = cosep,
il vient
d2
Zip_? +elpg=o0

avec [ en tenant compte de (34 bis)]

it bkt e S
=19, _,gpou: P 1,
| dp°
(35) ey
( —CP- =0, pl’}ll[‘ s g — L F
dp J

Supposons que I'équation (34 bis) ait deux racines ¢ el ) aces
deux racines correspondront deux fonctions o et o, et 'on aura

1 .
f diyy d*o _ (. e de\!
S (e —agh)e=(=F %),

Le second membre s’annule, tant pour o = o0 que pour p=1, a
cause des équations (35), et il reste

1
(e2— s})f 99y dp = o.
0

Si Péquation (35 bis) admet une racine ¢, elle admettra la
racine imaginaire conjuguée ¢, ; les deux fonctions ¢ et ¢, seront
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL. 33
imaginaires conjuguées, leur produit sera essentiellement positif,
de sorte qu’il restera

g2—ei =o.

Cela ne peut avoir lieu que si e2 est réel. Sie? est réel positif,
¢ est réel. Mais les racines réelles ne sauraient convenir a la ques-
tion; car I'équation (30) conduirait a une valeur de e plus grande
que 1.

Si z? est réel négatif, = est purement imaginaire. Il s’agit donc
de rechercher la plus petite racine purement imaginaire de I'équa-
tion (34 bis) ou, ce qui revient au méme, en changeant ¢ en i¢, la
plus pelil;: racine réelle de

(36) e(E—=— Ef) - (E—=+ E&) = o}
on en déduira la valeur de M par la formule
M,

On trouve ainsi
M= 0,[‘1")'2.?,

ce qui prouve que nos séries convergent toutes les fois que I'ex-
centricité est inférieure a 0,6625; I'équation (36) n’a d’ailleurs
qu'une seule racine positive.
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CHAPITRE XVI.

PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE,

238. 1l s’agit maintenant de passer au développement de la
fonction perturbatrice elle-méme et je voudrais exposer d’abord
quelques considérations générales sur la facon dont se pose ce
probleme. :

Au n® 212 nous avons rappelé sous quelles formes diverses se
présente cette fonction. Nous devons d’abord nous occuper du
développement de expression (5) du n® 212

— gy

1]

VI, — o) 24 (2, — 2 P+ (2 — a4 )?

c’est-a-dire de ce qu’on appelle la partie principale de la fonction
perturbatrice; ¢’est le probleme le plus difficile, et, une fois qu’il
sera résolu, le développement des autres parties de la fonction
perturbatrice s’en déduira presque immédiatement. Supposons,
en effel, qu'on ait développé cette expression (5) en fonction des
¢léments elliptiques osculateurs de la premiére plancéte

Aiv iy iLis, dis Zi=04 D,
el de ceux de la seconde
as, € iy Iy ‘.-i’s-t-”zq 0y (1),
el que I'on ait trouvé ainsi

— = f(ay, as, ...),
‘/1‘,( al, —a| )t

(1)

(') Cependant pour économiser les indices je désignerai quelquefois ces élé-

ments par a, R
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PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 35
ot f est une fonction des 12 éléments elliptiques osculateurs. On
en déduira

1
()) -F%_T—z=.f(lblz|, da, -.-),
VE(x), — ha')

I étant un coefficient constant quelconque. Si, en effet, on change
, en l"m.. les autres éléments €y i1y l., "y &L 9‘ ne (,i'mugjc.]ni pas,
non plus que les éléments osculateurs de la seconde planéte, les
coordonnées de la premiere planéte, ', z,, z,, se changeront en
hz,, hx',. hx), etcelles de la seconde planéte x“ z, x;, ne chan-
geronl pas.

Or, nous avons vu au n 36 que la fonction perturbatrice, si 'on
adopte les variables du n® 30, prend la forme

1 I8 : :
Ny hy, (‘ m e T\_l‘}) ==ty m.?(rm . HE) E]
avec

=
BDt= 2!+ & + a}? =Zm’f,

1 ’ m~
AB:= (.??. —_ )
24 ety my—+ ny
v ' m
B(C: = E (:.-:4 E
my -+ m-

Il s'agit d’obtenir les développements de

I I I
AB’ BC' BD’

Or, I'application de la formule (2) nous donne immédiatement
1 ( iy \
—_— = — o T o,
AB f -+ ms Ly T )1

I —
B f( e Ly, (L9, ),

TR = Mg

BD - f[u, 2 e

Celte dernicre expression f(o0, a,, ...) ne peul évidemment
dépendre que des éléments de la seconde planéte; on Pobtiendra
immédiatement si 'on observe qu’elle n’est autre chose que I'ex-

. 1 . - v .
Ill‘l!.-iﬁlllll : I‘l‘l:lll\(f il I:I Slllfl}lldli {]]iltl!'lﬂ. el {lll(} nous avons Il|l])|'l5

" . . (T 1 & e apr i.
j>|un haut au n 231 & d(,\t,lup]n.l =
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36 CHAPITRE XVI.

Supposons maintenant que nous ayons adopté, au lieu des
variables du n° 30, celles du n® 26 ou celles du n® 44. 11 faudra
alors développer la partie complémentaire de la fonction pertur-
batrice, qui, ainsi que nous Pavons rappelé au n® 213, peut prendre

I'une des trois formes suivantes

mym, Zx,x, mym, 23: v 1 2 izl

BC? v ACS L& my )1
Reprenons la formule (2) et développons les deux membres
suivanl les puissances de £ en négligeant les termes en /A2 et les
termes suivants. En observant que, avee les variables des n® 26 et

44, on a
BC2= Er*f'

BD? = E.r'f .

et non plus

il viendra
1 Szl : df
BC +h—-m— =\flo, as, “"}+ha1c_ﬁ:'
On en déduit

: Dl 2 df
() Bl < dar

daf . i i Foy il
Dans % il faut faire @, = o aprés la différentiation.
1
On trouverait de méme

Szt 2
3 bis S
( ) LG *day’

N ks o ) A 2 L hY :
el ici encore, dans a5’ il faudrait faire @, =o apres la différentia-
tion.

239. Il reste a développer i

D

Il nous suffira, pour rattacher cette expression a la fonction

Sflay, as, ...),
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PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 37
de la rattacher aux expressions

Wl !
12, La\x,
AC3

liées a f par les relations (3) et (3 bis).
A cet elfet, je les relierai les unes et les autres 4 la fonction

W= E xy @,

Les équations du mouvement képlérien nous donnent

diﬂ"j ivl.'?.'l

dir —

M étant la masse centrale attirante et 7 le rayon vecteur, ou bien

!dzx\ % b M:m
iD=

3

n désignant le moyen mouvement, et / 'anomalie moyenne.

Nous pouvons appliquer cette formule a notre seconde planéte
fictive puisque les relations entre les coordonnées de la planéte et
les ¢éléments osculateurs sont les mémes que dans le mouvement
képlérien d’apres la définition méme des éléments osculateurs.

Nous devons done changer

en
. M
2%, BO. s, n}.—:;g; M,
d’on
!
ity

T LR

Nous aurions deux équations que I'on déduirait de la précédente
en changeant z| en x| ou en z,. Ajoutons ces Lrois équalions
aprés les avoir multipliées par #', #),, 2}, il viendra

N d*z, e,
.“—vg—- =—(1'2——‘1—,
24 di3 BC3

ou en se reportant a la formule (3) et en se rappelant que x| L

2, ne dépendent pas de /,, mais seulement des éléments oscula-
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38 CHAPITRE XVI.

teurs de la premiére planéte,

. d* W df
e
(4) diy #aas da,’
on trouverait de méme
st d:w 3 df
4 b e e Y Ly s
(giges) dl} 81 dets

Occupons-nous maintenant de I'expression

2)”13’1-

Cette expression s'introduit quand on adopte les variables du

n® 20i; dans ce cas les masses m" et m, attribuées aux deux llliun'zlcs

fictives ont pour valeurs

’ Ly - ; my, s
Hll —— e — ] Mg B e
)+ g Iy = 1y

(ef. n® 43); on a alors, dans le mouvement képlérien,

(5) ¥ = m d—xj: Ve — I ﬂ
: 't $ Yodt
ou bien
.z',_.-' {, o
(6) e =mling % s V= mn, {d:': ,

ny et ny étant les deux moyens mouvements. Les formules (5) ne
seraient plus vraies dans le mouvement troublé; mais les for-
mules (6) le seront encore, puisqu’elles expriment une relation
entre les 7/, les y' el les éléments osculateurs et que ces relations
sont les mémes dans le mouvement troublé et dans le mouvement
képlérien d’aprés la définition méme des éléments osculateurs.

On aura done

( LNl LAz e ) A2
7) EJGJ’:, - ”‘1’“!.“!”:2‘E P m'y ml, nynge a0 dn

Ainsi Z‘y’l ', se trouve rattachée a W et par laa f.

240. Considérons maintenant une fonction périodique quel-
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PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 39
conque
Fuw, u')

des deux anomalies excentriques « et «'; elle peut se développer
en série de Fourier sous la forme

\ 2‘1 3 e
(8 ) BP.!" il pu+-p'n J,

les p et les p/ étant des entiers positifs ou négatifs, mais on peut
aussi la développer en série de Fourier procédant suivant les ano-
malies moyennes [ et /' sous la forme

N y S
() 2 Ay Bilmim' 1)

Il s'agit de savoir quelles relations il y a entre les coellicients
des deux séries (8) et (). Ces coefficients nous sont donnés I'un

el I'autre par des intégrales définies

(10) 4mByp= I / F.E itpurp'e’) du di’
el
(11) iﬁi-'\mm‘: / l F.E—-itmi+m' 'y dl 1,

Les intégrales doivent étre prises entre les limites o el am,
lanl pour 2 el ' que pour Let !l

Nous transformerons la formule (11) par une double intégration
par parties.

Nous pouvons poser :

2dp
12 flmfm'l’) — :l_,,.!..._l,
dl di
avee
P = : K—itmi+m'l)
J'N,H?,

Nous trouvons alors en intéerant par par I(h yar rapporl a ¢
N L lors, tégrant t 1 Lau

et a /,
RS e ; " (dF dd .
/ / = ,/ff:u, grtes

el, en intégranl encore par parlies par rapport a «' et a l',

(A e j B
/ j ¢ Gl = //r{udn b du du';
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il vienl done
T el o '
— A A Mt = f —  E-itmi+m'l) du du'.
4 R . du du

Or, du (éveloppement de I sous la forme (8), nous pourrons

déduire
A F

~ a o i
- -_:_) an' B M Eitpu+p'n’)
du du' L PP 00 i

d’ot, en tenant compte de 'équation de Képler,

dm2mm' Ay = 2 ;J;)’B_,,,,-‘f fEf‘\ EQ du did,

A=(p—m)u-+(p —m')u,

Q= {(mesinu ~+ m'e' sinu'
: ]

et ou e et ¢ désignent bien entendu les deux excentricités:
Le coefficient de pp'B,, est une intégrale double qui peut se
décomposer en le produit de deux intégrales simples

/Ez‘l,ﬂ —mlu Rimesinn oy fE((,,'_ m'hn' JLime sine (h&r,

c¢’est-a-dire
47 plme) J mr—p ( m-’e').

Nous avons done la formule

!
P
(]3) Amm" = ;J?Il_?;; Bp_u"]m—p(Hié‘)jm’—y'(”l‘fr )

tout a fait analogue a la formule (17) du Chapitre précédent. Cette

formule est due a M. Baillaut,

241. Cette formule se trouve en défaur quand m ou m' sont
nuls. Mais elle peut dans ce cas étre modifiée et transformée en une
autre analogue a la formule (18) du Chapitre précédent.

Nous avons

F(u, u') = E Bp,,r 1‘:“!’“4-;1’:('}'
d,autre I)al'l.. nous avons

3 O P
£ —_— 3 r
Eips — 2 m_ Jm—_u( me ) lgfffi-‘"
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formule dans laquelle on doit, pour m = o, remplacer le coelfi-

n {)
cient —-J ar 1 pour p — 0O yar — — pour p =1 Jar o d'lﬂS
s dm_p par 1 pour p =o, | 5 pour 1 *

tous les autres cas. De méme on a
'
Eip'n' — E E_rjm._p,(m*g’)]g:’m‘f’,
n F

avec la méme convention pour le cas de m'= o.
On en déduit, en remplacant Eir# et EiP'@ par ces valeurs dans
le développement de F(u, «'),

: ' e e
Fu, u') =? ﬂ-—, Bupdm—p(me)d p—p (m'e) Eitml+m'ty,
S 112172

Nous retrouvons ainsi la formule (12) pour le cas ot m et m' sont
différents de zéro. Cette formule peut s’écrire sous forme de pro-
duit symbolique

n n' S
Ay = [ Z ;‘;J.-u—_n(”te ) Bp:l [Z f?? J.ru‘—,u’( me) n;!'] ]

. ", -2 > Xr 10 U - "
en convenant de remplacer le produit symbolique B, B, par B, .
On trouve de méme sous forme de produits symboliques

\ Ao = l Bo— E; ( I.‘I T B—l):l (E 'Zn:’_gjm‘—-p' BL);
(13) LAy = ( 2 ﬁJm._p Is,,) [u,’, = _%-(B', B )],

[ Ao =[Bo— S| [B— Sy,
formules analogues a la formule (18) du Chapitre précédent.

242. Supposons par exemple qu'il s’agisse de développer la partie
principale de la fonction perturbatrice, ¢’est-i-dire la fonction

e ey A
du n® 238.

NO[I.‘} observons llllC

A2 =2('z'| — .Z",’ )?
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se présente sous la forme d'un polynome du deuxieme degré par
rapport aux exponentielles

Hin ’ i : Jin' i | DL

« étant P'anomalie excentrique relative & la premiére planéte et «
Panomalie excentrique relative a la denxiéme planéte. Et, en effet,
z\, @y, x, sont des polynomes du premier degré en Eiv [E-ix
et z,, z, 2 sont des polynomes du premier degré en Ei | E-iw',

En examinant de plus prés, nous voyons que ce polynome con-
tiendra seulement un terme toul connu et des Lermes en

|<:"—2|".'t1 DL E:Em" K+ ."u'q | DL .-.u'Z,

en toul treize termes. Nous étudierons plus loin ce polynome plus
en détail; mais, pour le moment, observons que si 'on fait

e EM, = |4;r'n" .

Iexpression xz2y*A? deviendra un polynome entier du sixi¢me
degré en z et y que 'on peut appeler R(z, y), d'ou

xiyrAt= R(z, y).

. . . - I .
La formule (10), si 'on y fait F= £, devient alors

dx dy b f!'z'dy /
(14) —"47':2“;:_:- et / /‘QHJ+|J;,J-+I / [ @b yr ‘/1{(}“},)

ce (qui montre que By, est exprimé par une intégrale double
définie dépendant de la racine carrée du polynome entier R. Seule-
ment les valeurs que 'on doit donner & z et i y sonl imaginaires;
on doit faire varier 'une et 'autre de ces deux variables le long
d’un cercle de rayon 1 ayant pour centre l'origine.

On peut aussi exprimer le coefficient Ay, par une intégrale
définie, mais cette intégrale est plus compliquée. Nous avons

trouvé en ellet

r/ll‘ Bl
—4ritmm' A= / / IR E-flmt+m' ) dy du’,

w '

et I'intégrale double peut s'éerire

o? 5
j / _ A Bh ""‘r_‘{?’,
i da ff‘y ;rm‘)-n
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ot Q a le méme sens qu'au n® 24) et s’écril
1

o ifeelem o))

A

. . > I . ¢ 2 . . .
La dériviée seconde de 5 serait encore d¢gale & une fonction ration-
nelle de 2 et de y divisée par /R (z, ), mais il vaut mieux partir
directement de la formule (11) en remarquant que
l—itmi+m' ') = p—m yh [‘:‘..‘1

Lr

On trouve ainsi
: " QEQ drd
(12) AT A= l I e '%‘}Iij
oo A ‘/“ =, ¥)
avec

Seulement ici intégrale (13) est beaucoup plus compliquée que

Iintégrale (14) parce que la fonction sous le signe [_u’t::al plus

algébrique, mais contient U'exponentielle E<. On voit pour quelle
raison le développement suivant les anomalies moyennes est plus
compliqué quele développement suivant les anomalies excentriques.

243. Il y a deux cas particuliers sur lesquels nous reviendrons
plus loin en détail, mais dont je voudrais dés maintenant dive
quelques mots.

Clest d’abord celui ot les excentricités sont nulles. Dans ce cas
il 0’y a plus i faive de distinctions entre les anomalies moyennes
el les anomalies excentriques, et 'on a Q= o0; de plus lorigine
de ces anomalies devient arbitraire et nous pouvons les compter

. . . Al

a_partir de la ligne des naruds. Nous trouvons alors
Al=al+ a?—gaa cose,

ol 5 désigne 'angle des deux rayons vecteurs, ou bien

J il
A2 = gl a't— saa cos? g cos(u—t')—2aa'sin?= cos(u + u'),
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ou bien enflin

\ Riz, y)=ay [(a’-t- a?)xy —aa' cr)5‘4:—/l,(:2‘ + )
(16) J‘
—-aa‘sin*;(_:r*)'ﬁﬂ—l)}.

244. Le second cas est celui ot 'inclinaison mutuelle des deux
orbites est nulle; on peut alors choisir les axes de coordonnées de
telle sorte que

d’ou

25— — 0

M=|(2|—a),)+i(z)— 2)| (&), — x,) — i(x — )]

On voit ainsi que R(z, ») est le produit de deux polynomes entiers
du troisicme degré

R(z, y) = Ri(a, ¥) Re(2, y).

Le premier de ces deux polynomes R,(z, y) contient seulement
des termes en
xSy et

Les deux courbes du troisieme degré
R;= o, Ra=o

passent par 'origine et ont des points a I'infini communs; elles se
coupent en outre en 4 poinls dont il est aisé d'interpréter la signi-
fication.

A chaque point M de la premiere orbite correspond une valeur
de u et par conséquent une valeur de z; a chaque point M’ de
la deuxiéme orbite correspond une valeur de « el par conséquent
ane valeur de y. L’équation R, = o exprime que la droite MM’ a
pour coefficient angulaire 7; I'équation Ry= o signifie que MM’
a pour coefficient angulaire — .

Les quatre intersections des deux courbes du troisieme degré
R, =R,=o0 correspondent aux quatre intersections (générale-
ment imaginaires) des deux orbites elliptiques.

Si 'on suppose que y el par conséquent M’ soient données,
Uéquation Ry, = o est une équation du deuxieme degré en z; cela
s’explique parce que la droite de coefficient angulaire 7 qui passe
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par M’ coupe la premiére orbite elliptique en deux points M et M.
Les deux points M et M, se confondent, de sorte que I'équation
Ry = 0 a deux racines égales et que I'on a

dR|

—_— =0
dax

bl
toutes les fois que la droite MM’ est tangente & la premiére orbite
elliptique; cette tangente a Pellipse ayant pour coefficient angu-
laire <+ ¢ passe alors par I'un des deux foyers de la deuxiéme orbite
elliptique.

De méme, si la droite MM’ passe par 'un des deux foyers de la
deuxi¢me orbite elliptique, on a

EJRI =
"y

Mais les deux ellipses ont un foyer commun qui est lorigine.
Pour la droite MM’ correspondante, on a

ar, _ dv,
dy ' dy

=0,

ce qui (en regardant z et y comme les coordonnées rectangulaires
d’un point dans un plan) montre que la courbe du troisieme degré
R, = o (de méme que la courbe Ry = 0) a un point double. Pour
R, = o, ce pomt double est

e e
L= e e )
i—'-—\,/l-—-c! R T ey

et pour Ry=o

e

Y=

1—y/1—e"

s [
S ek
245. Nous avons vu au n" 238 que le calcul de la partie complé-
mentaire de la fonction perturbatrice se déduisait aisément de
celui de la partie principale. Mais il y a mieux a faire, car le pre-
mier de ces calculs est beaucoup plus aisé que le second, de sorte
qu'il est préférable de le faire directement.
Nous avons vu au n* 239 que, si 'on pose

L = i
S
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les trois formes de la p:ll'ti{: {'.nm|>|t':ml:tllni|‘i:. .-|ux||u1:l|e_-i on esl
conduit si Pon adopte les variables des n® 26 et 44, sont respecti-
vement proportionnelles aux trois dérivées secondes de W.
Cherchons done i déy elopper W el pour commencer étudions le
dé\’clf)ppt:mclll de W suivant les exponentielles Eiprt=ip'a’ j] sera
aisé ’en déduire ensuite par le moyen de la formule (12) le
llé\’cfup]lcnlcnl |>|'n|'.|i||alnl suivant les exponentielles [imitim's,
Or x|, 2,, x, sont des polynomes du premier degré en E=in,
',z sont des polynomes du premier degré en E=, Done

U est un polynome de premier degré en E= d'une part, en E=

¢
dautre part, de sorte que le ||:'-\r:lnplu_-.nn:-ni de W suivant les expo-
nentielles lipatip’n’ 5o Compousera de neuf termes seulement.,

[l résulte de la que, si Pon applique la formule (12) an développe-
ment de W suivant les exponentielles Efmen'd - chague coeffi-
cient A, dépendra seulement d'un nombre fini de fonctions
de Bessel. On peut done, en se servant des relations de récurrence
entre ces fonctions de Bessel, ramener ce coefficient a4 ne plus
dépendre que des transcendantes

Jm(me), V,ime), Jype(m'e'), J.(m'e').
246. Hansen prend pour variable indépendante Panomalie
excentrique « de I'une des planétes: supposons alors qu'il ait

développé la fonction perturbatrice, ou l'une de ses dérivées, ou

'une des composantes de la force perturbatrice sous la forme .
F -—\" B, ilpas+pn)
Fd IrJfJ‘ - 1
s

nous avons
{ =1 —e sinu,

i=u+e'sint.

D’autre |m|'l, dans la fonection pl:rlllr!mlrictu dout tous les termes
contiennent en facteur la masse perturbatrice. nous pouvons, en
négligeant le carvé de cette masse, appliquer les formules du mou-
vement képlérien. Alors 7 et /' sont des fonctions linéaires du
temps el sont par conséquent lides par une relation linéaire. Jécris

/r = 3’;1’ =ik

A étant le rapport des moyens mouvements el ¢ une constante.
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Jhar alors
U'=ku + e — kesinu,
ou en ]ms:mL
gy = ko + g,
['= w, — ke sinu,
et enlin
wy= u'—e' sinu + ke sinu.

Proposons-nous de développer F sous la forme

F= Z Ay

o Jitmen - m'u‘]‘
Il viendra

S
— 4 A = / / F 1 dtmemtuy) du duy,

ou en inlégranl par parties par rapporta &, €l a u', ¢'est-a-dire
comme si ¢ élail une conslante,
sEE e . ;
. ri ﬁiA”””, e / / _? T_‘ | DA ) ) d“ du'.
P moctu
Mais
N : ird
R ;> ' B, Jilpu+pia '
S .l Ber

d’ott

» - '
> p . L .
— 4T A = [ / > : 7 Bpp' Félputp'w') [—itmasm'n) du du'.
o e

Mais le produit des deux exponentielles sous le signe ] peut
s'éerive
[ilp—m'n —ikm'e sian itp'—m' I’ [iim'e sine’ |

On trouve done finalement

; NP
(16") Aum = X, Ly By d ey (— k' e) L ('),

247. Gyldén cherche a développer la fonction pcrllwln‘:ll'i(:e
non plus en fonction des anomalies moyennes, ni en fonction
des anomalies excentriques, mais en fonction des anomalies vraies.
Si ¢ et ¢ sont les deux anomalies vraies el qu’on veuille développer
la fonction I sous la forme

-
5 o T e
I —-_\ [ DT +m.aJ,
el
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les coefficients de la série seront donnés par la formule
— 4t Cpmr = f/ F EE—itme+m'e’) dp do’,

Si Pon pose Ev =z, E = y, cette intégrale double se transforme
en une autre ot la fonction sous le signe fesl. une fonction ration-

nelle de x, de y et de A, et on A lui-méme est la racine carrée
d’une fonction rationnelle de 2 et de y. Clest ce qui arrivait déja
dans le développement suivant les anomalies excentriques. Les
deux développements présentent donc a peu pres le méme degré de
difficulté.

On pourrait chercher d’aillears des formules analogues a la for-
mule (12) et qui permettraient de passer de I'un a l'autre.

I faut ensuite tout exprimer en fonction de la variable indépen-
dante choisie qui est I'anomalie vraie de I'une des planétes. Pour
cela, 1l faut se livrer & un caleul analogue a celui du numéro pré-
cédent, mais pour lequel il n’existe malheureusement pas de for-
mule aussi simple.

Nous avons une relation entre / el ¢ que je puis écrire

L=+ o(v,e)
¢ (v, e) étant une fonction périodique de v, et de méme

U'=v'+o(¢, ),
et enfin

U'=ki—+¢,
d’oti, en posant
vy = kv -+ &,
(17) vr=¢'+o(v, e)—ky(v, e).

Il s'agit ensuite, a P'aide de I'équation (17), de développer 'expo-
nentielle

Eitmet+m'v')

en série procédant suivant les exponentielles

Eitpe+p'ed,
L’analogie avec le calcul du numéro précédent est évidente.

———————
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LES COEFFICIENTS DE LAPLACE.

248. Nous commencerons par le cas ou les excentricités sont
toutes deux nulles, ainsi que I'inclinaison mutuelle des orbites.
L’expression A2 prend alors la forme

A= a?+at—saa’ cos(l—1'),
comme nous "avons vu au n® 243. 1l s’agit de développer

|
x’

mais nous ne nous bornerons pas li, pour les raisons exposées au
n® 215, et nous nous efforcerons de calculer le développement de
A=2 5 étant un entier impair quelconque.

Nous observerons d’abord que A? est homogeéne du deuxi¢me
degré parrapport 4 @ et a @', et d'autre part que A? ne dépend des
angles £ et (' que par I'intermédiaire de

cos(l—1')=cos(u—u')= % (; =5 g)

Je rappelle que, quand les excentricités sont nulles, les anoma-
lies moyennes ne se distinguent pas des anomalies excentriques.
Nous sommes ainsi conduits a poser

d’on

—8
;\-’-‘:a’-“[:—l— aﬂ—a(z-*‘ “:;)] ’

Nous pouvons toujours supposer =< 1; il suffit pour cela de
P 4
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supposer que P'on a désigné par a le plus petit des deux grands

axes.
Nous sommes done conduits & développer

s = om0

suivant les puissances entiéres positives et négatives de s sous la

forme
y Lk gk = y LUk Rikti=1,
: 3

Les coefficients 4 ont recu le nom de coefficients de Laplace.

249. Si nous posons
F=(1—u3) (1 — ?),

nous voyons que F' ne change pas, ni par conséquent '~ quand

1. - ; ; .
on change z en = Or cela revient & changer £ en — £; on a donc
(1) bR = pi k),

D’autre part changer A en — £ cela revient & changer ¢ en — ¢;
I'égalité précédente montre que les coefficients ne changent pas
quand on change ¢ en — ¢, nos coeflicients sont donc réels, et nous

8 ) )

pouvons ¢erire

(2) F--\':-_b;‘-:-—gz bik) cosk(l— 1)

Il y a entre les coefficients de Laplace certaines relations de ré-
currence qui en facilitent le calcul et qu'il est aisé de déduire de

I'identité
(3) : I s:bejﬁ;k.

Nous avons identiquement

u T—5

o

sa (W—Iz - 1) 26}*'5:*-;-2&5_&*?:*4 [I - z?—x(; .4..;)] =0
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d’oti en égalant a zéro le coefficient de z51 :

0 = sa(bEH — b D) o (1 4 a2) kb — a[(k + 1) bik+1) 4 (k —1) 6]
d’ot la relation de récurrence

(5) abl+V(s—k—1)+ abf-1(—s— k4+1)+ (1 4 ) kb = 0.

Nous avons ensuite

K=t = [l—a(z+ ) »r-a’] Fre-1
Zb‘;"-‘z"‘: [l— z(s + i) + 25] zb}ill zk,

ou en égalant a zéro le coefficient de z* :

=

ou

(6) B = (1 a2) b, — a(bhiV + biksn),

relation de récurrence qui permettrait de passer des by, aux by
mais il serait préférable de chercher une relation de récurrence
permettant de passer des b; aux bgy.,. Nous pouvons prendre deux
relations (6) consécutives qui nous donneront deux équalions
entre 6®, bV et les quatre inconnues 0¥ !, bR | bRV b
D’autre part les relations (5) nous fournissent deux autres rela-
tions entre ces quatre inconnues. Nous pouvons donce déterminer
ces quatre inconnues en fonction de 5% HF+,

Pour arriver directement au méme résultat, nous partirons de
Pidentité

are
(7) sFP+ 32— Q =1,

ds
ou P et (Q sont des polynomes du premier degré; il est facile d’éta-
blir cette identité et de déterminer les polynomes P et Q. Cela

posé, nous pouvons observer que les coefficients de la série (3)
peuvent étre établis par la formule de Fourier :

(8) :ainb}‘f"]:fl““*;ﬂ' 1ds.
['intégration doit étre prise, par rapport a {—/, depuis o

Jusqu'a 2w et par conséquent par rapporta s le long d'un cercle de
rayon (1),
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o

En vertu de I'identité (), nous pouvons multiplier la fonction
sous le signe f par le premier membre de cette identité, ce qui
donne

20T bSrm — f Fl—3zkP dz 4 d_!l: F—=# zh+1 Q dz.
% . asz

Nous pouvons transformer la seconde intégrale par une inté-
gration par parties, en observant que, I'intégration se faisant le
long d’une ligne fermée, nous pouvons laisser de coté la partie qui

sort du 5igucj et qui prend la méme valeur aux deux limites.

Notre intégrale devient ainsi :

: /.F‘I—f[(k—l—ljsﬁ'Q-i-.:fij—?]d;.

s—1,

Mais il est clair que
i Ll e aQ
P 4 ey [(!f+l}Q+.. %
est un polynome du premier degré en z; soit

":5;—]—-{

ce polynome, notre équation devient 3

2imbil = [‘F“'“-‘}( Bah+rl 4 ysk) ds,

(8 b = BOELD+ Y bk,

Cest la relation de récurrence cherchée.

Grice aux relations de récurrence (5), (6) et (8), le calcul des
coefficients de Laplace peut éwre ramené i celui de deux quel-
conques d’entre eux, par exemple

b9, b}
2 2
250. Considérons maintenant la dérivée

dbk
“da
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En différentiant la formule (8) sous le signe f, il vient :

. dbib I /‘ = (
AL = = = F-s1{z+4
da §,

db'®
dx

- ').a:) k-1 dz,

Gl =

d’on

I ; v 3
(9) = =b.‘uﬁ-ﬁ“—l—bi—ﬁ,”-—').scb_E,‘:_Ji.

ce qui permet d’exprimer les dérivées des bs en fonction des g

el par conséquent en fonction des b;.

. *
Nous pourrons donc finalement, par ce moyen, exprimer la dé-
)
rivée ——¢en fonction de 67, b}, sous la forme
= Ll

(k)
(10) 20N oY+ Qb

do,

P et Q étant des fonctions rationnelles en .
En différentiant la relation (10), nons trouvons :

0 1
d*b-[ﬂhb_.ufﬁ 1dQ+de db}
H%cz ; T+Qd

da?

de sorte que la dérivée seconde est exprimée en fonction de z’;” b‘

et de leurs dérivées premiéres, el peut par conséquent, par une
nouvelle application de la formule (10), étre exprimée en fonction
de bV et b} seulement.

T %

On opérerait de méme pour les dérivées d’ordre supérieur.
2351. Nous avons
- a\—*
l'"'-":(i—as)*‘(l — :) .
Or la formule du binome nous donne

(1—a3) S=1+5035+ izl ,,

s(s+1)
125
ou p]uh‘ généralement

e el NG o8 ¥t
(1—az) ‘_lm ak 5!
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ou I' représente la fonction eulérienne. De méme

L C{s-taq) e
(1—az 1)y s= 21‘(”1‘(9_'_'} a?z-17

ou, par multiplication,

o C(s+p)T(s+q)
F ’“El*

O EDCET kil

ce qui nous donne pour le coefficient de z* :

e (s +q)T(s4+q + k) e
(1] b"“_E 1"3(5}1‘(9+l)[‘(9'—i-/:+l)a‘ s

formule qui donne le développement des coefficients de Laplace
suivant les puis«nnccs croissantes de a. Nous remarquerons toul
k)

d’abord que 0" est divisible par of, et que ¢’est une fonction paire
ou impaire d(, 2 suivanl que A& est pair ou impair.
Rapprochons la série (11) de la série hypergéométrique de Gauss.

Celle série s'éerit :

: i I'(A+¢g)T(B+¢)I(C)
F(A, B, Qo) —2 T(g+1) TG+ q}[‘(;\)[‘(ﬂ}x

La comparaison nous donne immédiatement

I'(s+ k)

i
b= T(s) T (k+1)

akF (s, s+ k, k+1, %)

252. On sait que la série hypergéométrique de Gauss satisfait a
une équation linéaire du second ordre, il doit en étre de méme
de b, Clest en effet ce qu'il est aisé de vérifier. Nous voyons en
effet que dans la série (11) le rapport du terme général au précé-
dent est

(s+qg—1)(s+qg+ Kk ~—1)
g(g—+k)

Si done jappelle G, le coc[hmcnl. de 2/+2¢, nous aurons

qg(q+k)Co=(s+qg—1)(s+q+ k—1)Cyy,

d’on

(12) X,4(g k) Cputrrk =W (s -+ g —1) (54 g + k—1) Gy o204,
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Or, si nous observons que

b —.E Cgya2a+k, & % :_—.E('),q + k) Cr,m?'?-'-f*',

b

1 s
da?

=E(9,!f + k) (2q + k—1)C,oratk
el que de méme

a2 :2 Gy 222k, ot % =E (2 4k —2) Cy_qa2d+k,

; d*h
* da?

:2(2q+ k—2)(2qg +k — 3) Cyya2+k;

si nous remarquons de plus que les coefficients du premier et du se-
cond membrede (12) quisontg(q + k), (s +q—1)(s +qg+k—1)
sont des polynomes du second degré en ¢ et par conséquent peuvent
s'exprimer linéairement, le premier i l'aide de

1, 2g-+4k, (2gq+Kk)(2qg+Kk—1),

le second & 'aide de
1, 2g+k—2, (2g+k—2)(2g+k—3),

les coefficients ne dépendant que de £ et de s, nous verrons qu’il
v a une relation linéaire entre les six quantités

b db

—_ ol
do dx

5 db

L d2b
x a? T

% ]
da?

b, a2b,
relation dont les coefficients ne dépendent que de £ et s. Clest
I'équation différenticlle cherchée.

Jai supprimé pour abréger les indices s et & de b7,
Cette équation s’écrit
d*b

(13) (a2—a%) o

db
4|z —(4s+1) n:ﬂa — [45222+ k2(1— a?)] b =o0.
Elle peut nous indiquer comment se comporte la série (11)
pour les valeurs de « voisines de 1. Les méthodes de Fuchs nous

apprennent en eflet que les intégrales de celle équation ne peuvent

. : e, v e d*b
wwésenler de singularité que quand le coellicient de =— s'annule
° 1 da? ?
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c’est-d-dire pour
o = o, pe=yy

Pour 2 = o, les racines de I’équation déterminante sont ==/,
ce qui veul dire que I'équation admet une intégrale particulicre

développable suivant les puissances de 2 el commengant par un

(k)

terme en ok (cette intégrale n’est autre chose que la fonction b}

ui nous occupe) et que U'intégrale générale est de la forme
o
S+ hbiP loga,

I étant une constante quelconque et S une série procédant suivant
les puissances entiéres croissantles positives ou négatives de o et
commencant par un terme en o %,

Restent les points singuliers o === 13 je me contenterai d’exa-
miner le point z = 1; puisque I'équation différentielle ne change
pas quand on change o en — a. i

Pour o= 1, les racines de I'équation déterminante sont o
el 1 — 25; ce qui montre que, outre une intégrale particuliére déve-
loppable suivant les puissances de o — 1, 'intégrale générale est

de la forme
S + Plog(a—1),

ou P et S sont développables suivant les puissances enticres crois-
santes de o —1, le développement commengant pour P par un
terme de degré o, pour S par un terme de degré 1 — 2s.
[ : ; . ;
Pour s ==, ona1—as=oet S ne devient pas infinie, c’est le
second terme qui est prépondérant, de sorte que b devient infini
i3 30
pour o = 1 de la méme maniere que log(z —1). Pours ==, =, ...,
2’ 2
le terme S devient infini et prépondérant de sorte que b;‘" devient
mnfini de la méme maniére que
(o —1)i—2,
On voit par la que la série (11) converge pour

o] <1

et diverge pour |a|>1. Les résultats précédents se déduisent
d’ailleurs immédiatement des propriétés connues de la série hyper-

] I3

g,‘emnetriquc.
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253. On a proposé un trés grand nombre de procédés de calcul
pour les coefficients de Laplace, mais il y en a un qui est trés su-
périeur A tous les autres, ¢’est celui qui est fondé sur 'emploi des
fonctions elliptiques.
Nous savons que la fonction p(u) de Weierstrass est définie par
I’équation
[p'(w)]*=ip*(u) — &2p(u) — &1=4(p—e1) (p —e2) (p — €3),

ol ey, e, ey sonl Lrois constantes liées par la relation

e+ ey+ 3 =0
avec la condition
p(o) = =.

Nous savons en outre qu’elle satisfait aux conditions
plu)=p(—u)=plu-+a2w)=plit+2w:) = p(u -+ 2wy);
plwy) = ey, plwe) = ey, plwg) = es.
D’autre part la fonction {(«), qui est telle que
¢ () =—p(u)
jouit de la propriété

; Lu)=—0L(—u), C(w—+2w;)=C(w)+27n;,

ou
i = L(wy), N+ M2+ M3 = 0.

Reprenons 'intégrale
D

Bk — I sk dz
T e
3 2m ] Jz(1—az)(z—a)

et plus généralement la suivante :

ik — I zh=1 dz__l_ ph—1+2s =
£ i 2in,) [s(0—az)(z—a)f

20T s

Pour identifier aux formules des fonctions elliptiques, nous de-
vons poser :
1
s =p(u)—e;s, o= es— €3, sl bt T e+ es—+ e3=o0,
d’ot

3(1 = 25) (3 —a) = == p(u),
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d’ot

(14) (-7—“)::::;'1:6;’”: [(J] — ey k1425 pi—2s dy
l .

et, en particulier,

(15) 1"/; b‘f‘": [{p-—ca)" 1-+25 oy,

T

254. Rappelons une propriété importante des fonctions double-
ment périodiques : c¢’est la possibilité de décomposer ces fonctions
en éléments simples.

Soit F(«) une fonction doublement périodique, soient a,
dyy ...y @, ses infinis distincts; bien entendu je ne regarde pas
comme distincts deux infinis quand ils ne different que par des
multiples des périodes 2 w;.

Soit @; 'un de ces infinis qui sera, je suppose, d’ordre %5 déve-
loppons I («) suivant les puissances croissantes de 1 — a;, et soient

-I'\.,ﬁ- Ak_f ;\g i—\|

(B=ay)t T (u—aj)s Tlu—a) " u—a

I'ensemble des termes de ce développement qui ont un exposant
négatif. Posons
A! ] AS "
Pj(u) =ME(u—a;)— Tele—apd =t (u—aj)—-...

Ay

= TRl :M-_”(n == a’f)}

ot L (u) représente la dérivée Ai®m de {(u) par rapport a n.
De cette facon la différence
Fu)—®;(u)

reste finie pour « = «@;. Nous aurons alors

(16) F(u):Z‘PJ-(u)+ C,

C étant une constante. Cest cette formule bien connue (16) qui
représente la décomposition de F(«) en éléments simples.
Revenons aux intégrales (14) et (15); elles doivent étre prises

de 0 & 2w,. Si nous désignons la fonction sous le signe .j par
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F(u), nous décomposerons I'(uz) en éléments simples, et nous
intégrerons séparément chacun de ces éléments. Parmi ces élé-
ments il y en a qui nous donneront zéro, ce sont les éléments

fﬁ“ﬂ‘( u—aj;) du,

ot k=2 2; l'intégrale indéfinie nous donne
k=1 (u—a;),

qui est (au signe prés) la fonction p(u — a@j) st k=2 et une de
ses dérivées st &> 2. Dans tous les cas ce sera une fonction dou-
blement périodique qui reprendra la méme valeur aux deux
limites o et 20, ; U'intégrale définie est done nulle.

S
[E"(u —aj)du={{u—ay;),

et 'intégrale définie est
Clawy—aj) —L(—aj) = 2m1.

Siltki= 0, on'a
jﬁ(&—aj)duzlogc‘(u——a,-),

el 'intégrale définie est

loga'(aw;— ay)
Iogd(—a._,-j

(17)

= éTF—'—").‘!h(llJ] —_ ﬂ',j).

Nous n'aurons pas d'ailleurs i faire d’applicnlion de la formule
(17) dans ce Chapitre.
Reste enfin la constante G qui nous donne

fC r{a:-'aCmp

Dans le cas qui nous occupe, et qui est celui des intégrales (14)
et (15), la fonction F(«) ne peut devenir infinie qu'avec p(u) ou
P (u), Cest-a-dire pour

u=o, Wy, Wy O0uU (g,
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o I N : Ay
Jajoute que, pour s= - [formule (15)], elle devient infinie
2 / :

seulement pour u = o. ;

De plus, exposant 1 — 2s est pair, et, comme p'%(u«) est une
fonction rationnelle de p(u), il en sera de méme de I¥(w«). Done
I (u) sera une fonction paire de «, ainsi que de « — w;

Flu)=F(—u), F(u)=F(ow;— u).

Donc le développement de FF(u) suivant les puissances crois-
santes de « ou de 1« — w; ne contiendra que des termes d’ordre
pair; il ne contiendra donc pas de terme de degré — 1 [qui aurait
pudonner un élément simple en {(u) ou L — w;)]; et ¢’est pour
celle raison que nous n’aurons pas a faire usage de la formule (17).
Nous n’avons pas & nous inquiéter des termes de degré — 4,
— 06, ..., qui, comme nous 'avons vu, donneraient une intégrale
nulle, mais sculement des termes de degré —— 2, ainsi que de la
constante C; nous trouvons ainsi pour notre intégrale

— &
(18) ain(22) b= 20w —an YA

i

W . r
Z:\g étant la somme des coefficients des termes de degré — 2

dans les développements relatifs aux quatre infinis 0, v, w,, w;.

955. Ces coefficients C et A, sont des fonctions rationnelles
de o. En effet le développement de p(u) ou de p'(u) suivant les
puissances croissantes de « ou de «— w; a pour coefficients des
fonctions rationnelles de ey, e, ¢, et, par conséquent, de «; il en
est donc de méme du développement de

F(u)=(p—e;)t-1+2spii-2s,

Done tous nos coefficients A, sont ralionnels en 2.

Parlons maintenant de C. Nous observerons que I non seule-
ment ne peut devenir infinie que pour « = 0, w,, W, wy, Mais ne
peut non plus s’annuler que pour I'une de ces quatre valeurs de .
Il en résulte que F(«) ne peut pas admettre les quatre infinis
mais seulement une partie d’entre cux, ce qu'il est d’ailleurs aisé
de vérifier; pour celles de ces quatre valeurs pour lesquelles elle
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ne devient pas infinie clle s’annulera de sorte que 'on aura
: B
(|'JJ (J=C+E(—-|)"' "]}A——Tcm_”(ﬂ—(d“)
N -

pour u == 0, W;, Wy, Wy; el pour w;= 0, W, W, w;. D'ailleurs on
n'aura pas # = wy, puisque « est une des valeurs pour lesquelles F
s'annule, et w; une des valeurs pour lesquelles I est infinie. Done

/

U— ;= tw;, ,; o0u Wy (a une période prés).

Mais Ay est rationnelle en «. Il en sera de méme de (% (w,),
0 (wy), {¥ (wy), qui sont des dérivées de p(u) pour u = w,, w,
ou wy, el nous venons de rappeler que ces dérivées sont des fone-
tions rationnelles de ey, e,, e; et, par conséquent, de «. L’équation
(19) montre donc que C est rationnel en 2. €00 F.' D,

En particulier nous avons pour

5= é; £ =10; Flu) =1,
d’ol
by = ==t
s wya
pOllT
s=2, k=1, F(u)=p(u)—e=—e;—(u),
d’on

2 1
_.21'||—|—-§an1 ('1+ ;)

by = .
2

/o
Pour un coefficient bf" quelconque nous trouverions de méme

[’"]:"‘er,

s

ou P et QQ sont des fonctions rationnelles de «. On déterminerait

LAY =
f};.‘ =

aisément ces fonctions rationnelles & 'aide des relations de récur-
rence du n” 249.

256. 1l reste & calculer w; et 7y d’ot bY et b}; pour cela je
5 T

renverrai aux formules et propositions pour U'emploi des fonctions
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elliptiques rédigées d’apres Weierstrass par M. Schwarz et tra-
duites de 'allemand par M. Padé (Paris, Gauthier-Villars, 1894).
Portons-nous a la page 61. Deux cas sont i distinguer, et d’abord

celui ot

ST I
e3— €3 < e — €a, c’est-a-dire o< - —th, % <L —-
a4 U

Dans ce cas nous poserons

Ve,—%—i/r:,-—e? ol I Tt

=5 '
V"‘?:"' €3+ \/"-’1—82

?
*
1+ 1—u?

et alors, en supposant
TC Ay £

h=LE v

ce qui est le ¢ de Jacobi, nous aurons

o +—2hd—4. ..

=
1+2ht4-a 16, ., z

d’ou

(20) fa:£+:>,<{)5+|.—’1(£)U—0—|50(£)m+....
2 & 2 2

On calculera 4 par la formule (20) et 'on trouvera ensuite

—— L = 1 3 25
\/aog=‘/ﬁt/a:-z(hu-m-;-h-t+...),
¥ = .
T /A% s'z_ \ T e
(21) ‘/6_;_ = \/a-—l-r-zkul sht+ 204, .,
‘f(_l—af)bf;_z‘/ii_u—iV/:—E—a:l—:zl¢+2f;‘~-),h9+....
-] i

Ce sont les formules (6), (7), (8) de Schwarz, mais nous ferons

usage pour le calcul de 47 de la formule
e

— 2
22 = —————(1+2ht+alttb ),
(23] V TR [—a?( : )

qui est la formule (4) de Schwarz, et pour le calcul de &} de la
o

formule

(23) 12wy 1 —33RT453R6—. .,

2 Yo YELh F A

qui est la formule (5) de Schwarz,
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Ao I !
l.e second cas est celui ott @ > —. On se servira alors des
2

formules (18) et suivantes de Schwarz et 'on posera

o Ve ni e Ve 4 ) Vi L
5

— Iy = l‘1 0y
% 3 it 1 Z ’
Ve kv ere i
et 'on retrouvera la formule
; A {
(20 bis) J‘a,_~—|—2 ; +...

analogue 4 (20).
Nous aurons ensuile

;m‘

(22 bis) — (1 +2hi+...),

\/ +Va
o b= 2 (92) (1o 1) 2
23, 3 my/a "'”) 2 I ‘rt\/a’

formules (19) de Schwarz. Quant a0, ety et par conséquent by,

on les déduira des formules

(a3 bisy o e A et e o
6 1—3hi-+
(24) Wy — Wy N3 = Ti.

On remarquera (ue w, el 7, sont purement imaginaires.

257. 1l importe de se rendre compte de la rapidité de la con-

vergence; celte rapidité est extréme; en ellet, st o << —; on a

Vo
&
l<‘/_ L, A<E-n
\/l—l—‘l

. 1
etsie > -—;ona
V2
1 -.
Zl< \L'—l ff-1<l!¢_1=
91
Suivant le cas, { ou {, sera << 0,08; tandis que /% ou /iy sera
<< 0,04. Or les séries qui procédent suivant les puissances de 4 et
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qui ne sont autres que les séries © de Jacobi ou des séries ana-
logues, et qui ne contiennent par exemple que des termes o
Iexposant de /4 est un carré parfait, convergent trés rapidement.

Les séries (20) et (20 bis), qui donnent A et &y, convergent
aussi tres rapidement, puisque dans le cas le plus défavorable les
lermes successifs sont respectivement plus petits que

1 I 1 1
oyt | i v e | T
10 106 1010 1018

.

Et méme en négligeant 2/4', c’est-a-dire 5505, on a pour

el pour « > S

7
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LES POLYNOMES DE TISSERAND.

258. Nous allons examiner maintenant le cas ou, les excentri-
cités étant toujours nulles, l'inelinaison mutuelle des orbites est
quelconque. Dans ce cas, nous pouvons ne pas faire de distinction

entre les anomalies vraies, moyennes ou excentriques et nous
avons trouvé au n* 243

A= a?+ a'?—saa coss,

J ; ) ;
c0sc = c0s2 —cos( e — u') + sin* - cos(u —+ u').

% 2

I s’agit de développer

I
T

2

et nous trouvons d’'abord, en appliquant la formule (2) du Chapitre
précédent,

'y 28
(1) Fs = (“3) = 63+ Y b0 cos k.

Il reste a développer cosks; c'est ce qu'a fait Tisserand en
employant les artifices suivants :

259. Posons

4 . n'l ¢ r
cost— = u, sm-;:v, E:u—u. n=u+u,
n : ;
cose = [ cosk 4 v cosm, x= Eiv, = Eied
£
3= — w=uxy, 2¢08§ =5+ 3574, 2087 = W+ wl,
e

L=F+=(1—aps—apus—l—avw — avw 14 a?)5,
P. — II.

o
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La formule du polynome, généralisation de la formule du

binome, nous donne

Z =2A( —apz)t (—aps=1)P(—avw)e (avw—1)7 (a2)e

avec
I'iir—s)

Bjoas INi—a—b—c—d—e—s)I{a+1)T(p+1)L(c+1)(g+1)T(e+1)

a, q, ¢, p, e étant des entiers positifs quelconques el I' étant la
fonction eulérienne, ou bien encore

(3) 7 = E A( - 1)a+pretrqqatpictgtie REFPyeHg ga—p gpe—g,

Nous voulons développer Z, d'une part, suivant les puissances
de « et, d’autre part, suivant les cosinus et les sinus des multiples
des anomalies ou, ce qui revient au méme, suivant les puissances
positives et négatives de z et de w. Nous chercherons donc le
coefficient de

anm gh gk,
ou m est entier positif, & et & entiers positifs ou négatifs. Nous

ferons donc
m=a—+p+c+q-+2e,

h=a—p, k=c¢—gq.

L’exposant @ + p de p est plus grand en valeur absolue que £
et en differe d’'un nombre pair; I'exposant ¢ + ¢ de v est plus
grand en valeur absolue que £ et en différe d’un nombre pair. La
somme de ces deux exposants est plus petite que m et en differe
d’un nombre pair. Le coefficient cherché est donc un polynome

entier en p* et v* de degré

m—|h|—|k]|
2

multiplié par le facteur

(— 1)he+k plhl gLkl

Nous observerons en effet que

( s l)a4—;l+(.'+|? == (_ 1)a—pre—q — (_ ])fu-&'_
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Supposons d’abord % et & positifs de facon que b =| A |, k = | k|
et formons le polynome P en question de sorte que le coefficient

cherché soit
(_._ 1 )f¢+lﬁ:~rh vk P,

Faisons donc
m—h—k=ag, m-—+h—+k=2af,

a+p=nh+2p, c+gqg=k+ag,

d’ou
m-+h+k
Gee L r e s D
m—h—Fk ‘
e e

il viendra, en se reportant aux formules (2) et (3),

%) P___E ‘T(1— s)p2rvie g
= Fi—f—s—p—q)Ph+p+1)T(k+g+0) I (p+1) g+ (1+-g—p—q)

Nous observerons que m et i + £ sont de méme parité et, par
conséquent, que f, g, -+ s et 3 sont entiers. Cela va nous per-
mettre de transformer la formule; et, en eflet, si / est un entier,
on a

L(t—s) _ I(s+10)

(5) D= ==l & WT{E) L

Cette formule résulte de la relation connue

I'(s)T(1—3s)=

T 3
SinsT
el du fait que, si { est entier, on a
sin(s +{)n = (—1)! sinsm.
260. Le polynome P n’est autre chose, a un facteur constant
pres, que I'un des cas particuliers de la série hypergéométrique a

deux variables étudiée par M. Appell. Introduisons, en effet, la
notation de M. Appell, en posant

Ifoc e ) SR (1 —a)
{2y  I(ti—a—m)

()=

(__, I)""-

La premiére expression se présente sous une forme indéter-
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minée quand « et o - m sont des entiers négatifs; mais il est aisé
de voir que la vraie valeur est alors le produit

(a+m—1)(a+m—2)...(a+1)a

el d’ailleurs la deuxiéme expression est alors déterminée.

Nous aurons alors

(,p)=T(p+1), (1,9)=T(g+1),

P(h—+p—+1) 3 C(k—+q—+1)
= ——— }f - ——
€t BV T(h—+1) dathicy TR
. y 2 e L=y
(f+s,p+q)=(—1) H‘(l—f—S—-p—ﬂ?)’
. - i i+ g) -
(—‘g“o_’_(ﬂ_(-_I)"ﬂl‘(l—0—;-_:’-—;0—97)J
d’ou
. rio—s)Py
6 o
(6) e Po—f—s)T(h+0)T(hk+1)T( g +1)
et
: #! (f4+s,p+qi(—g, p+q) 1py1g
(2) Pi"th+up)(up)f&‘ﬁhraq)(r,qrp e

On reconnait, dans 'expression (7), la série hypergéométrique
a deux variables de M. Appell.

Nous avons supposé dans ce qui précede A et &k positifs, mais
nous n'avons pas ainsi restreint la généralité et, en effet, Z ne
change pas quand on change, soit z en 57!, soit w en w~'; d’ou il
suit que le coefficient de

am gh gpk
est le méme que celui de

ain z—h wk, am ghgp—k  gmzg—hgp—k,

261. On sait que la fonction de M. Appell satisfait a deux
équations aux dérivées partielles; on doit s’attendre & ce qu’il en
soit ainsi de notre polynome P qui n’en différe que par un facteur
constant; c’est ce qu’il est aisé de vérifier. Soient, en effet, 7 et
2! les dérivées premieres et secondes de 7 par rapport 4

F=at—aa(pmcost +vcosn)—+1,
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il viendra

Z
(8) %zgz'(a—pcosﬁ—vcosn);
d7. , dZ. ,
(9) E}I:u"z % cosk, —;—:—-—-QZacosn.
( d*Z :
_ ‘ {?? = 402 p2Z"sin2f + 20uZ' cosk,
(10) <
d*Z e '
' e = fa2v? Z'sin?q + 2av Z' cosy,
i
 drd d*Z
— a7 2k = fat?” i
(11) N dp? AL eony dudy — 4% cots coom
f a2 jarZ" cos?
R — 2 m
av?
LA
(12) ‘imz z,’iZ"(Q’.—-COSGJZ“-'}Zr,
‘ d_d"??_ =—4al'(x — cosag)cost — 22 cosk,
o
(3) W
d27 o S
il =—4al'(2—cosg)cosn — a2l cosy,
\ v :

69

ce (ui nous montre que ces onze dérivées partielles de Z peuvent
s'exprimer linéairement en fonctions des neuf quantités suivantes :

7 Z'cosk, Z' cosn,
(14) SV A 7" cosk, 7" cos,

"\ Z" cos2t, Z'coskcosm, Z'cosiy,

les coefficients étant des polynomes entiers en 2, p., v.

D’ailleurs, ces quantités (14) ne sont pas indépendantes, elles

sont liées par les relations
{ (1+a)Z" —aapZ’ cosg
—aavZicosy =—(s+1)Z,

(14 a?)Z" cost — aap 2" cos?t
{

(13)

— aav 2" cost cosny =— (5 +1)Z" cosE.

(1+ a?)Z" cosn —a2ap.Z" cost cosy

— aav L' costy =—(s+1)ZL cosy.

1l est aisé de comprendre origine de ces trois relations.
De
Z=F-s
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nous déduisons
FZ' = — (s +1)Z'.

En remplacant I par sa valeur, on aura la premiére relation (15)
el I'on aura la deuxiéme ou la troisi¢me en multipliant la premiére
par cos& ou par cost.

Mais nous pouvons aller plus loin; les relations (8) 4 (13) nous
montrent que les onze dérivées

dl dZ dl d*Z d* 7

2 ‘ IE: (TP, 'E;) E;* :?YF,
g f $L &L &L BL & &1
dur’ dpdv’ dv’ * dxr’ dadp’ *dx dv

s’expriment linéairement en fonctions des dix quantités

" Z'a2, Z'acost, Z'a cosm,
(17) < L'a?, Z'a2 cos?k, Z'a?cosEcosm, Z'a?cosiy,

\ Z'ab, Z'ud cusf, Z'ad cosqy,

les coefficients étant des polynomes entiers en u. et en v indépen-
dants de «. D’autre part, la premiére relation (15), muilipliéé
par a2, sera une relation linéaire entre les dix quantités (17);
nous avons donc douze relations linéaires entre les vingt-deux
quantités (16) et (17); en éliminant les dix quantités (17) il nous
restera deux relations entre les quantités (16).

Il y a donc, entre les onze dérivées (16), deux relations
linéaires dont les coefficients sont des polynomes entiers en p.
et en v.

Or nous pouvons poser
- i
e 2‘ Uam zh gk — E U am RithE+kn)
avec (si par exemple £ et £ sont positifs)
U = (—1)atkphyk P,

On voit alors que, dans les onze quantités (16), le coefficient de

am BilhE+kn)
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se véduil respectivement a

mU, ﬂ, ﬂ, AN =T
dp. dy
i1l Al G S T A
dpr’ dpdv  dv?’ nim—1U, md_!-’-, m-

Si donc nous prenons I'une des deux relations linéaires dont il
vient d’étre question et qui lient les dérivées (16) et que, dans
cetle relation, j'égale a zéro le coefficient de

gt Eiihi+kq],

Jobtiendrai une relation linéaire entre les dérivées

dU dU d*lU d*U d:U

IR & dpr’ dpdv’ dvE

(18)

Donc le coefficient U satisfait a deux équations linéaires auz
dérivées partielles du deuxiéme ordre, dont les coefficients
sont des polynomes entiers en p. et v.

Ce sont les équations de M. Appell.

262. Je rappelle la forme de ces équations telles que M. Appell
les a établies dans son Mémoire du Journal de Liouville (p. 182,

1882).

(z—x)r —y2t—oaazys
oy +[1+(a+B+nzlp—(2+B+1)yg —afz=o,
1C
! (¥ —r*)t—2*r—azys

+ Y —(e+B+1)ylg—(2+B+1)xp—2fzs=o.

\

Dans ces équations z et y sonl les variables; z est la fonction
inconnue, p et ¢ sont ses deux dérivées du premier ordre; r, s, ¢
ses Lrois dérivées du deuxieme ordre.

Pour passer de ces équations a celles auxquelles doit satisfaire U,
il suffit de faire

z=p, y=w, 5= p—hv—kU,
z:f_"_s! $=_gl
y=h-+1, v=k+1.

Mais une premiére observation se présente. Les équations li-
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néaires simultanées (19) ne comportent pas une solution unique;
elles comportent quatre solutions linéairement indépendantes,
ainsi que I'a montré M. Appell. Quelle est alors, dans le cas qui
nous occupe, la signification de ces diverses solutions?

Reportons-nous & ce que nous avons dit au n* 242, et appli-
quons des principes analogues au probleme qui nous occupe; nous
verrons que le coefficient de z2w# dans le développement de Z
sera égal &

L ds dw
(20) = [ [

L'intégration doit éwre prise par rapport a s le long d’un cercle
ayant pour centre I'origine et pour rayon l'unité et par rapporl
a v le long d’un cercle analogue tracé dans le plan des w. La
combinaison de ces deux cercles définit un contour fermé i deux
dimensions le long duquel doit étre prise I'intégrale double. En
d'autres termes, /e coefficient cherché est une période de 'inté-
grale double (20).

‘Pour avoir U, il faut développer ce coefficient, qui dépend de a,
suivant les puissances croissantes de o et conserver le coefficient
de o™,

Mais l'intégrale double (20) posséde d’autres périodes que celle
que nous considérons; une quelconque de ces périodes est fone-
tion de a el peut étre développée suivant les puissances croissantes
de . Le coefficient de o™ dans ce développement satisfera aux
mémes équations différentielles de U. La multiplicité des solu-
tions des équations (1) s'explique donc par la multiplicité
des périodes de Uintégrale (20).

263. La série hypergéométrique de M. Appell

O (e, m—n)(B.om+n)
an').l‘yil

(yom)(y,n)(,m)(1, n)

peut étre exprimée par le moyen d'une intégrale définie, mais je
me bornerai sur ce point i quelques bréves indications, Considé-
rons l'intégrale

j wul—(1 — u)i—! du
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que nous prendrons le long d'une ligne allant de l'infini a U'infin
en passant entre les deux points o et 1.

¢ . ; i Acbpss oy . !

Jn pourra faire, par exemple, « = 5 = tu' et faire varier o par
valeurs réelles depuis — o jusqu’a -+ o. Cette intégrale sera finie
el déterminée pourvu que

p+g<I.

Dans ces conditions, @ un facteur prés Cfacile & déterminer
el qui ne change pas quand p ou q augmente d’un nombre
entier, notre intégrale est égale a

I'(p)I'(g)
Fip-+gq)

D’autre part, notre série hypergéométrique (a4 un facteur cons-
tant pres, indépendant de z et de y comme de m et de n) est
égale &

ZI‘(’I——-T—m}l‘[T-—x—-n) Fii—y'—n)ly'—f—m)
'('—a:- m—n) N'ii—B—m—n)
S (1+B—y,m)zm (i+a—y,n)y"
(1, m) (1,1)

On voit que chaque terme sous le signcE est décomposé en

quatre facteurs; le premier facteur ¢’est intégrale

[‘u--)'-‘”f( 1— w)Y-1=%—t dy,
a un facteur preés G qui est indépendant de m et de n, puisque m
el n sont entiers (et que le facteur C, ainsi que nous venons de le
remarquer, ne change pas quand 'un des exposants augmente d’un
nombre entier).
De méme le second facteur, & un facteur constant preés, c’est
Iintégrale
8
[v-~~r'—~(1 — oY —1—B—m do.
Remarquons que toutes nos intégrales sont finies, au moins
pour les valeurs de «, 2, v, v/, qui satisfont i certaines inégalités.
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~3

Le troisieme facteur est un terme du développement de

(1— 2)r—B—1 = 2 Apam

et le quatrieme est un terme du développement de

(1—y)—a—1= Z B, yn.

Nous trouvons done

2 [ [da de u=T=m (1 — w)Y=1=a—n p—y'—=n (1 — o) =1—f-mA , zm B, y",

ou bien

ou bien

‘—p—1 T—1—a
Tl P e e s ey [ L MG | _L]
ffdu dv 11— uY—1-% p=1'(1— ¢)Y'—! 1[[ n(l-—-v)] [r =0 »

ou enfin

(21) ffdudvu“pb(u—uv—x)"(v—zw—y)“'

avec
a=1+B—y—y, b=14+a—y—1,

c=y—p—1, d=y—i1—a.

L'intégrale doit étre prise lant par rapport & & que par rapport
a ¢ le long d’une ligne allant de Pinfini & I'infini en passant entre
o et 1. Les autres solutions des équations (19) pourraient étre
représentées par celte méme intégrale (21) prise le long d’autres
contours convenablement choisis.

264. Envisageons toutes les séries

2y,

E (x1,m—+n)(By,m—+n)
(

Yoy m) (yy, n) (1, m)r, n)

ou les constantes a,, $,, vy, 7, sont égales a o, 3, v, o augmentés
d'un nombre entier. Je dis que toutes ces séries pourront s’exprimer
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linéairement a l'aide de quatre d’entre elles, les coefficients de
I'expression linéaire étant des fonctions rationnelles de z et de y.

Soient, en effet, z,, 32, 53, 35 quatre solutions des équations (19);
la solution générale de ces équations sera une combinaison linéaire
de ces quatre solutions; quand x et » reviendront 4 leurs valeurs
primitives, aprés avoir varié d’une maniére continue, il pourra se
faire que ces solulions ne reviennent pas & leur valeur primitive,
si les variables z ety ont tourné autour d’un point singulier. Mais
alors les solutions z, 54, 54, 3, auront subi une transformation
linéaire a coelficients constants; c’est tout a fait analogue a ce
qui se passe dans le cas des équations différentielles linéaires
ordinaires.

Cela posé, considérons quatre systemes d’équations analogues
aux équations (1), mais ou les constantes o, 3, v, 1’ aient des
valeurs différentes, et supposons que la différence des valeurs de «
pour deux de ces équalions soit un nombre entier (et de méme
pour 3, v, ¥'); soient

(1) 1) 1) =01
3y, B3, 'ztli - :

“h
(2}
5

|

{
2
{2 {2
{1 e ),
{
2

=(3})

S, &

3 =i [}
o s®, &,

14} z (&) L&)
By By, By Ay

les quatre solutions fondamentales de chacune de ces quatre équa-
tions. De ce que les différences entre les a, ... sont supposées
étre des nombres entiers, il résulte ceci, ainsi que le montrerait
aisément I'étude des équations (19), c'est que, si z el y décrivent
un contour fermé,

zc!r')‘ zt‘zn‘ z‘a"?, .z‘{"
subiront la méme transformation linéaire que
Tin By BEv Ay
Donc les déterminants contenus dans la matrice

3 = 33 By
e LYY SO N
A
5[[3}

zl4)

3 . .
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seront multipliés par un méme facteur. Les rapports de ces déter-
minants sont done des fonetions uniformes et 'on verrait aisément
(puisque nous n'aurions pas de point singulier transcendant) que
ces fonctions uniformes sont rationnelles, Nos déterminants sont
donc proportionnels a des fonctions

R Ri" R "R; IR,

qui sont des polynomes entiers en 2 el en y; de sorte que nous
aurons la relation

(22) Rz + Rys{+ Rys{2 4 Ry 53 + Ry s = o,

ce qui montre la possibilité d’exprimer linéairement toutes nos
fonctions a 'aide de quatre d’entre elles.

On arriverait facilement au méme résultat en partant des inté-
grales (21), ce qui permettrait de former effectivement ces rela-
tions (22). Je reviendrai plus loin sur ce point. )

Il semble d’abord que ce résultat, important pour la théorie des
séries hypergéométriques les plus générales, soit sans intérét dans
le cas particulier qui nous occupe; cas on ces séries se réduisent
a des polynomes entiers. Mais il faut observer que ces polynomes
peuvent étre de degré trés élevé, car le nombre m du n" 259 d'ou
dépend ce degré peut étre tres grand; tandis que les degrés des
polynomes R de la relation (22) restent limités si les diflérences
entre les o (ou entre les 3, les v, les v') restent des entiers limités,
surtout si ces différences sont toutes égales a 0 ou a == 1; clest ce
qui permettrait d’établir entre les polynomes hypergéométriques
de M. Appell un systéme de relations de récurrence qui en facili-
terait considérablement le caleul.

Ces relations seraient analogues aux relations de récurrence
établies par Gauss entre ses séries hypergéométriques et que I'on
trouvera a la page 130 du Tome M1 de ses OFwuvres complétes,
éditées par la Société de Gottingen.

265. Quels sont les points singuliers de la série de M. Appell,
considérée comme fonction de 2 et de y. On peut les trouver de
deux maniéres diflérentes, en partant des équations (19). Je sup-
pose que l'on ait dillérentié ces deux équations par rapport aux
deux variables z et y; on obtiendra quatre équations, ot figureront
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linéairement les quatre dérivées troisicmes de z. Les coefficients
de ces quatre dérivées dans ces qualre équalions seront

xr— z? —azy —r? 0,
o x—z? —oxy — 2,

— 2 —azy y—y? 0,
0 — 32 = e R

dont le déterminant est égal a
Ziyr (22l — sy —22—ay).
Les points singuliers nous sont alors donnés par z = o0, )y =0
et
TPyl —2xy —22—2)y =0,
c¢’est-a-dire

(23) \@-ﬁ-\/_}_f:[.

On pourraitarriver au mémerésultaten partant de l'intégrale (21);
les points singuliers de la fonction définie par cette intégrale
s'obtiendront en envisagent les quatre facteurs de la fonction sous

le signef

Si I'on regarde un instant w et ¢ comme des coordonnées rectan-

U, v, U—uv—x, V—uv—y.

gulaires et qu'on égale ces facteurs a zéro, on obtiendra les
¢quations de deux droites et celles de deux hyperboles. Il y aura
un point singulier, si les deux hyperboles se touchent ou si trois
de ces facteurs s'annulent a la fois.

Quand la variable z tourne autour de zéro, deux des solutions
particulicres des équations (19) ne changent pas et deux autres
sont multipliées par un facteur constant; il en est de méme quand
la variable ¥ tourne autour de zéro. Quand z et y tournent autour
d’un point singulier satisfaisant a 'équation (23), 1l y a trois
solutions qui ne changent pas et une qui est multipliée par un
facteur constant. On vérifierait aisément ces résultats et 'on déter-
minerait ces facteurs par étude des équations (19).

Dans le cas particulier qui nous occupe, la série de M. Appell
se réduit a un polynome, elle n’a donc aucun point singulier et
les points singuliers que nous venons de déterminer appartiennent
seulement aux solutions des équations (19).
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D’autre part, dans ces cas particuliers, nous avons

x = |u? = cost -, ¥ =v2 = sin* -,

'_J‘ L. |)_
) .
d’on

VE+ V7 =1

Nous retombons done justement sur I'un des points singuliers
définis par Péquation (23). Cela n'a pas d’inconvénient puisque
ces points singuliers, comme je viens de le dire, n’appartiennent
pas 4 notre polynome, mais seulement aux autres solutions des
équations (19). Nous verrons méme bientét qu’il résulte de 1a une
simplification.

266. Jusqu'ici nous avons raisonné comme si et v étaient deux
variables indépendantes. Nous savons qu’elles sont liées par la

relation
H+=v=1l

de sorte que le polynome P, qui était entier en p? et v, devient un
polynome entier en v seulement. M. Appell a transformé les équa-
tions (19) en y remplacant y par v* et x par (1 —v)*; il montre
ainsi (Journal de Liouville, 1884), par un calcul que je ne repro-
duirai pas, que la solution générale z de ces équations (1g) et par
conséquent P satisfait 4 une équation du troisicme ordre. Il forme
cette équation (p. 418) et 'éerit :

(24) (v—v2)25"+ (v—y2)(a+bv) 3"+ (¢ +dv + ev))s' + ({v+ p)s =o,

s, ', ... sont les dérivées successives de z par rapport a v; les

conslantes a, b, ... ont pour valeurs

a=A—y+z27=+3k+2+5,

b=—nA—yv—y=—3(h+k+1)— 25
ce=(2y—1)(A—1y)=(2k+1) (kK +3),
d=—3a(2B+2AY —y')= —4B+4(k+1) (k-ﬂm—sui),

e:,.qB-e—(-),A—l)(T+~;'jdl£+-z(!r. -+—A'+s._£>(,!¢_|_.k+g}‘

l=4B(y+1 —1)=§4B(h+k-+1),
p=2B(1—2y)=—aB(2k+1);

A=a—+f+1, 15=1ﬁ=—5’(f—|—-s).
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Comment se fait-il que nos équations (19), qui admettaient quatre
solutions indépendantes, se trouvent transformées en une équation
du troisieme ordre qui n’en admet plus que trois? Cela est aisé a
expliquer. En effet, larelation p 4 v = 1 équivaut a la relation (23)
qui définit un des points singuliers. Quand on tourne autour de
ce point singulier, trois solutions restent holomorphes, tandis que
la quatriéme est multipliée par un facteur constant, elle devient
done nulle ou infinie (suivant les valeurs de o, etc.) au point sin-
gulier; done, quand on fait p = 1 — v, 'une des quatre solutions
disparait etil n’en reste plus que trois.

- . . | . .

267. Dans le cas particulier de s = = il se produit une grande
simplification, comme l'avait montré M. Tisserand et comme l'a
retrouvé depuis M. Appell par un calcul que nous allons résumer.
Désignons toujours, en effet; par les lettres p, ¢, r, s, t les dérivées
premiéres et secondes de z par rapporta z et a y, et faisons

1l viendra

[ d5
‘ \ & =algv—pm);
(2D) . &
’ crjz:i(r'gﬁ—zs‘u.v-a—-tvf)-l-').(p -+ q).

En éliminant r, s et ¢ entre ces deux équations et les deux équa-
tions (19), et se rappelant que .+ v =1, on trouve

(25 bis) v(1—v) fﬁ% + (Av-+B) g +Cz=2D(pp—+gqv)
ot A, B, C, D sont des constantes, et ol

-

)

D=a+ ['1 — =
en remplacant «, 3, v, 7' par leurs valeurs
f+s, —g& h+1, k41,

el nous rap]w];ml que

f—g=h+1Fk
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nous lrouverons

Done, pour s = t, notre inconnue 3 satisfait a I'équation diflé-
rentielle linéaire du second ordre qur_'.]’(m obtient en égalant &
zéro le premier membre de (25 bis). On reconnait la forme des
¢quations auxquelles satisfont les séries hypergéométriques de
Gauss a une variable,

Donc dans le cas de s = i, notre polynome P se réduit a une

série hypergéométrique de Gauss a une seule variable. 11 arrive
alors qu'une seconde solution des équations (19) s’annule iden-
tiquement pour p v = 1. L'élimination de r, s, ¢ entre les
équations (19) et (25) présente quelques particularités. Si 1'on
ajoute les équations (19) et seconde équation (25 ) respectivement
multipliées par

on verra disparailre 4 la fois les termes en r, s et ¢ si I'on suppose
MooV =1

il nous restera donc aprés I'élimination non pas une, mais deux
équations dont la combinaison fournira (235 bis). ;

268. Supposons maintenant s = 1. Il semble d’abord que cela
n’ait pas d'intérét puisque s doil toujours étre la moitié d’un
nombre impair. Mais on verra bientét que la simplification que
nous allons obtenir aura une application importante.

Dans le cas de s = 1, le polynome P devient, pour p. =1 —v,
non plus un polynome hypergéoméirique de Gauss a une variable,

. . M . I . . .
ainsi que cela arrivait pour s = 52 mais le carré d’un pareil poly-

nome,
En effet :

La série hypergéométrique de Gauss satisfait & une équation
différentielle du deuxiéme ordre, son carré satisfait donc a une
équation du troisieme ordre qu’il est aisé de former. Sinous cher-
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chons a identifier cette équation avec 'équation (24 ), nous verrons
que I'identification est possible dans le cas de s = 1.

Ce résultat, di d’abord & Tisserand, a été démontré par Stieltjes
d’une facon fort élégante. Reprenons les équations (19) et faisons-y
un changement de variables en posant

' .

z=(1—p)(1=p7, J=pp]
nous verrons que, dans le cas de s =1, les équations (1g) se
raménent i deux équations linéaires du deuxiéme ordre, dont I'une

ne conlient que p, 3, gg, -g?—”, landis que I'autre ne contiendra que
8!y 3, f—z,;:,: j—l-l; On passe d’ailleurs d’une de ces équations a Pautre
en accentuant partout la lettre p.

La premiére de ces équations est une équation différenticlle
linéaire ordinaire entre z et g, et l'on voit facilement que c’est
précisément celle qui définit une série hypergéométrique ordinaire
de Gauss. Si donc 5 = F(p) est une solution de cette équation, on
satisfera au systeme des deux équations en faisant

z=F(g) F(p').

On conclura de la que notre polynome hypergéométrique a deux
variables est a un facteur constant prés le produit de deux poly-
nomes hypergéométriques a une variable, 'un en p, I'autre en p'.

IFaisons maintenant

H+v=1,
c’est-a-dire

d'ou
il viendra
s=[F(v)]
On voit que, quand on tiendra compte de la relation
rt+v=I,

notre polynome hypergéométrique a deuz variables deviendra
a un facteur constant pres le carré d’un polynome hypergéo-
métrique a une variable en v. CRGFD.

P. — IL 6
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Je renverrai, pour le détail du calcul, au 7raité de Mécanique
céleste de Tisserand, t. I, p. 488 et suivantes.

269. Pour comprendre I'application possible du résultat pré-
cédent, reportons-nous au commencement du Chapitre; soit
r

a '\ :
F-5 = = =(1 —22C057 + a?)=¢,

Nous avons trouvé

F-s = E P 1.*:1(__ I)ﬁ-;-i— gl gk P_f:. wh,

P étant le polynome hypergéométrique & deux variables que nous
venons d’étudier. Dans le cas de s = 1, nous venons de voir que ce
polynome est & un facteur constant prés le carré d’'un polynome
hypergéométrique 4 une variable. Mais dans ce cas on a

it ! . [ Ee E~f1cr_]_'

“_g]us)“_ap—m) Bic —E —io| | — aEiT [ —aE-—ic

Il est aisé de développer le dernier membre suivant les puissances

de 2 et I'on trouve

e E L sin(m-+1)o

sIng
Done le polynome P n’est autre chose que le coefficient de
poly q

(—ap)h(—wv)k
dans
sin(m-+1)a
T e

en supposant
2c080 = p(s5+s-1)+v(w-+ wl)
Ce coefficient s’exprime done a l'aide des polynomes de Gauss
(polynomes ]l_ypergéomélriqucs a une variable).
Supposons maintenant s quelconque et revenons a la formule (1),
elle peut s’éerire

(26) F-s = b0 -+ 2 g Sin(k+ 1)o sin (& + 1)o Sw pib sin (k — 1)s

sing sing

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LES POLYNOMES DE TISSERAND. 83

Or nous venons de voir que les expressions de la forme

sin (k 4+ 1)o
sing

pouvaient se développer a I'aide des polynomes de Gauss; il en
est donc de méme de F—5.

270. On peut encore opérer d'une autre maniére. Ecrivons
F-s=(1+a?)s(1—2Pcosa)",
ol
a
= 2,
1 +a?
il reste a développer
(1—28 cosg)—s.

Il est évident que nous obtiendrons ce développement en nous

reportant aux formules (2) et (3), en y remplagant « par 8, et en

n’'y conservant que les termes ot e = o.
Or, ces termes seront ceux ol

m=h+k-+p+q,

c¢’est-a-dire ceux ou 'exposant de § (qui remplace «) estla somme
de ceuxde p.etdev;il suffira donc de conserver, dans le polynome P,
les termes du degré le plus élevé en w et v.

Nous avons trouvé plus haut

(27) F=s 3213“:”(_515)&(_., w )k

el nous trouvons maintenant

(28) F=(1+ *”“2"“(f?)

P, étant ce que devient P quand on n’y conserve que les termes
du degré le plus élevé en p et en v; or, nous avons, a un facteur
constant prés,

mn
(—nu"‘-‘)h ( =), ‘vjkv

(a, p+q)(b, p+q) :
[’= : 2,:.3:;,
E[c,p}(c', 9’)(1'[’)("’)’)'”‘ :

a, b, ¢, ¢ élant des constantes et b entier négatif. Il faut conserver
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les termes du degré le plus élevé, ¢’est-a-dire faire

p+qg=— b
d’on
(b, p+q)==x=(=0)!
Le facteur
(a,p~+gq)=(a,—b)

est également constant.
(s —¢')
P(t—c +b+p)
Di{1—=")
Tir—c¢ = b)(i—c 4+ 6:p)

(c,g)=(c, —b—p)=(—1)P

=(—1)P

de sorte que (¢/, ¢) est en raison inverse de
(1—c'+ b, p).

De méme (1, ¢) est en raison inverse de (b, p); nous avons
donc, a un facteur constant pres,

ST “*fl—c‘+b}p)(b,m<gf)f’
s ey (¢, p) (1, P) v/’

c’est-a-dire que P, est égal i v=*¢ multiplié par un polynome hyper-
. s 13
geometl‘lquc de Gﬂllsﬁ en I\d_i = oot} 5'

Si nous rapprochons les relations (26), (27) et (28), nous pou-
vons résumer nos résultats comme 1l suit:
Nous voulons développer A=2s et nous cherchons le coefficient

d’une exponentielle quelconque

Eitpu+p'u’),

Cette exponentielle peut étre toujours mise sous la forme

gl gk — RERE+kn) :

ce coefficient étant divisible par p."" vk je Pappellerai

M phivk

M dépend de o, de p. et de v. Je puis le développer :

1° Suivant les puissances de «, le coefficient de o est alors un
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2 . J

e 1 ad rarmabiles € B

L ux varie es

polynome hypergéométrique d’Appell a deux variables en cos® >,
ot | ) st ) 1

st -, qlu se réduit a un pol_ynome de G'EIUSS en sin- - pOllI' §= -
2 2 2

2" Suivant les coefficients de Laplace {Jff” qui sont des fonctions

de a; le coefficient de b/¥ est alors la différence des carrés de deux

~ s A )
polynomes de Gauss en sin? =3
3° Suivant les quantités
i

(1 .+.7_2}m+s’

le coefficient de chacune de ces quantités est alors égal a

sinktm—n—kl {

2
multiplié par un polynome de Gauss en cott L.
7
Dans les trois cas le calcul des polynomes de Gauss peut étre
simplifié par les relations de récurrence dont jai parlé plus haut et

que Gauss a démontrées dans le Tome 11l de ses OF uvres completes,
p- 130 et suivantes.
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LES OPERATEURS DE NEWCOMB.

271. Nous allons maintenant supposer que les excentricités ne
sont pas nulles et nous proposer de développer la partie principale
de cette fonction perturbatrice suivant les puissances de ces excen-
tricités. La meilleure méthode est celle de Newcomb qui repose
sur 'emploi de certains opérateurs (Astronomical Papers, vol. 3).

Pour bien faire comprendre I'esprit de cette méthode, je vais
prendre d’abord un exemple simple. Soit F(z) une fonction quel-
conque de z; changeons « en

x4+ h 4o hd=x+4c¢

et cherchons a développer F(a + oy + @y h® + a4 h®) suivant les
puissances croissanles de /i je n’aurai pour cela qu'a appliquer la
formule de Taylor

SHJ
F(x 4-5}:2 Fumi

m!

a remplacer ¢ par (2,h 4 ayh®+ayh*)™, 4 développer cette
expression el a ordonner par rapport a /A. Le coefficient de Ak
sera un polynome de la forme

OF 4+ b, F' ...+ b, Flh,

ot les & sont des coefficients constants et les F® les dérivées
successives de F; ceci peut s’écrire

(54D «+ by D2+ ..+ by DK)F,
ot D¥ est lindice d'une différentiation répétée k fois. Cette

expression
0D 4...4+ 6Dk
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sera ce qu’on appelle un opérateur; c’est un symbole d’opération.
Si j'appelle Il cet opérateur, je pourrai écrire

(1) Flz+:¢)=F(2)+ Al F 4+ B21IF +....

Cela nous indique déja I'esprit de la méthode; mais nous allons
voir comment on peut former ces opérateurs. A cel eflet, je fais
F(z) = EM;
d’on
F(z +¢) = ErEnre,
M EAe = EM (b h 4. ..+ b Ak,

En faisant donc F(z) = F** dans la formule (1), nous trouvons
- b, |
ke = RETL,
> % 11 g

en convenant de remplacer D™ par 3™ et de faire II,=1.

En d’autres termes, on obtiendra l'opérateur Il; en dévelop-
pant EP* suivant les puissances de 2 comme si D était une quantité
ordinaire et en conservant le coefficient de A%.

Nous pourrions donc regarder E'* comme un opérateur et
éerirve

(2) F(z +¢) = EV¢(F).

Envisageons maintenant une fonction de deux variables F(z, 9)
et cherchons a développer F(z + ¢, y + ¢') avec
e=oagh+a 24 az W34 ..,

e'=xlh+al B+ ali A3+ ...

Nous pourrons opérer de la méme maniére, nous développerons
F(z + ¢, y +¢') suivant 1és puissances de ¢ et de & par la formule
de Taylor; nous développerons ensuite e ¢'# suivant les puissances
de /2 et nous ordonnerons par rapport a /4, nous trouverons ainsi

(1 bis) F(x—f—s,y—t-s‘):Zk*Hﬂ.F,

ot Il sera un opérateur qui prendra la forme d’un polynome entier
en D et en D', avec cette convention que

DeD'y
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est le signe d'une opération qui consiste a différentier p fois par
rapport i z et ¢ fois par rapport a y.
Pour déterminer ce polynome [lj, il suffira de prendre pour
poiy ks I I
F(z, y) la fonction particuliére EG++#), ce qui, par une analyse
toute pareille a celle qui préceéde, donnera

Ehe+pe’ = 2 Rk Ly,

en remplacant D et D' par & et u dans le second membre.
Nous pourrons donc écrire symboliquement

(2 bis) F(z + ¢, y +¢') = EPe+VE(F)

en regardant EP*+P* comme un opérateur.

272. On pourrait supposer que ¢ et ¢ dépendent, non d'une
seule variable /2, mais de deux variables /4 et 2’ ou d'un plus grand
nombre, et qu'on veut développer F(z +¢, y -+ ¢') suivant les
puissances de % et de A'; il n’y aurait rien a changer a4 ce qui
précede.

On retrouverait la formule (2 bis) sans aucune modification;
quant a la formule (1 bis) il faudrait 'écrire comme il suit :

F(z+¢ y+¢) =2 hiRIT T,

Examinons de plus prés opérateur I1;5, je dis qu’il y aura un
cas ot 'on aura
Iy = gy Uy,

de sorte que notre opérateur a double indice pourra étre regardé
comme le produit de deux opérateurs a simple indice. Cest le cas
ou ¢ est égal i une fonction de /4 seulement, plus une fonction
de &' seulement, et ot il en est de méme de ¢’. Supposons, en elfet,

e, et ¢; dépendant de /2 seulement, tandis que ¢, et ¢, dépendent
eh nt. On aura alors
de 2' seulement. On aura alo

Ele+De — EDe+1ve) [EDeg+ ll'&i.’
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de telle facon que le coefficient de 474"/ dans le développement
de EP*+1# ¢’est-a~dire I;;, sera le produit du coefficient de /¢ dans
le développement de EP=+Pe c’est-a-dire de 1, par le coefficient
de A'7 dans le développement de EP=+"=, c’est-a-dire par II,;.

Ce résultat s’étendrait évidemment au cas ol le nombre des
variables serait plus grand.

Remarquons que d’aprés leur définition méme nos opérateurs
sont permutables, puisque les opérateurs simples D et D' le sont
eux-memes.

273. Appliquons ceci au développement de ‘-;

Nous prendrons pour origine des longitudes dans les plans des
deux orbites la ligne commune des nceuds ; la longitude moyenne
est égale a I'anomalie moyenne plus la longitude du périhélie
(qui ici se réduit a la distance du périhélie au nceud ). Mais, au lieu

e prendre pour variables lalongitude moyenne et la longitude du

de prendre p bles la longitude moy et la longitude d
érihélie; ou bien encore 'anomalie moyenne et la longitude du
périhélie, 1 12 1 y t la longitude d
vérihélie comme on le fait d’ordinaire, nous pouvons évidemmen
périhélie co le fait d’ord : p d ent
prendre la longitude moyenne et I’anomalie moyenne.

o 1 : s
Nous considérerons donc 5 comme une fonction de g variables
qui seront, outre I'inclinaison mutuelle des orbites: 1° les loga-
rithmes des grands axes; 2° les excentricités ; 3° les longitudes
moyennes; 4° les anomalies moyennes.
Nous aurons done, aprés développement,

(3) [_ o 2 Aeme' m' Bilpl+p'U+ql+q'l')

A
oum,m', p, p'y q, q' sontdes entiers, ou / et 'sont les anomalies
moyennes, & et T les longitudes moyennes, et ot A est une fonc-
tion de I'inclinaison et des logarithmes des grands axes.

Si les excentricités élaient nulles, les longitudes moyennes se
confondraient avec les longitudes vraies, les grands axes avec les
rayons vecteurs; el la distance ne dépentlrait plus des anomalies
moyennes / et / (mais seulement des grands axes et de §, T').
Donc dans notre développement (3) disparaitront tous les termes
dépendant de e, ¢/, [, I', ¢’est-a-dire tous ceux ot les entiers m, n',
¢, ¢' ne sont pas nuls.
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Mais, dans le cas des excentricités nulles, le développement (3)
est connu, c’est celui que nous avons obtenu dans le Chapitre pré-
cédent; et i1l s’agit d’en déduire Je développement dans le cas
général.

Or il est clair que A ne peut dépendre que des longitudes vraies
et des rayons vecteurs. On obtiendra donc le développement dans
le cas général, en partant du développement pourles excentricités
nulles et en y remplacant les logarithmes des grands axes

loga, loga'

et les longitudes moyennes

par les logarithmes des rayons vecteurs

i . - e
logr = lnga-&-]oga, logr' = loga'+ log >

et les longitudes vraies
o=C+(v—0), o'=C+("—1).
Il suffit d’appliquer les principes du numéro précédent, en
. . ) " .
faisant jouer & ¢ le role de F(z, y), &

r i
10;-{“; loga, t.v 5

le role de x et y, a
'

logr, logr', v, ¢,

celuide z + ¢, y 4+ ¢, et par conséquent a

'
r v
1 If)g(?a v—L, I’*—-zr

(1) log

] i

celui de e et €. En effet, ces quatre quantités (4) sont dévelop-
pables suivant les puissances de.

eEll, eE-Hl, B, o E-

qui vont jouer le réle de /o et &' et ne dépendent d'ailleurs pas
deim tal b R

Soit donc F le développement pour les excentricités nulles et
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Iy le développement dans le cas général; soient
D, D;, D! Dj
des indices de différentiation se rapportant a
log ot logalne th:
nous aurons pour 'expression analogue 4 De + D¢’

Dlug:—; +Di(p—=1)+ D’Iugg—, + Di(v'— '),

de sorte qu’on aura symboliquement par la formule (2 bis) :

rAD D .
{5) F,= (_) <_!) EDi(v—=0)+Di(e =L F,
e

a

[’expression

PAD £\ D
(6) - — } EDidv=5)+Di{e—F)
[ @

peut se dévclopper suivant les puissances de
eL=il, ¢ B=il',

en faisant le caleul comme si D, D', Dy, D) étaient des quantités
ordinaires; les coefficients du développement sont alors des poly-
nomes entiers par rapport a D, D', D,, D/. Soit alors

le(e Eilya (e B—il)B (e Eil' ) (¢ B-it")f

le développement ainsi obtenu; ce que je puis écrire :

2‘ [l et g'm' Rilgi+q't)

en éerivant m, m', ¢, ¢' aulieude a+ 3, o'+ B/, & — 3, a — {'.
Le coefficient IT sera un opérateur qui dépend des quatre nombres
m, m', ¢, ¢', ce que nous mettrons en évidence en éerivant

"mm'_
q7

Nous aurons alors

Bri= E em e'm' Bilgl+q't") III";;EJF.
4
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Maintenant F c’est le développement dans le cas des excentri-
cités nulles, tel qu'il a é1é obtenu au Chapitre précédent. Soit

2 A Eip%p)

ce développement. Nous sommes conduits & calculer

mmn' Ml pt o 8 i
l'[(IIrrIIrr [1& i pl+p'C J] 2

pour appliquer cet opérateur a la fonction AE{PT2T) il faut faire
subir & cette fonction diverses dilférentiations par rapport 4
I PT

}Uga, loga, L £

mais, pour la différentier par rapport 4 £ ou a T, 1l suffit évidem-
ment de la multiplier par ép ou 7p'. Nous pouvons donc I'écrire

I [ ABAPEHP) | = BiSHpOT (A,

Dans le premier membre I/ a le méme sens que plus hant;

c’est un polynome entier par rapport & D, D', Dy, D|; dans

le second membre, c’est le méme polynome, mais ot les sym-

boles Dy, D, sont remplacés par les quantités ip et ip'. 1l ne con-

tient donc plus que deux symboles d’opération D et D’ et il est

appliqué a la fonction A qui ne dépend plus que de loga et loga'.
Il reste finalement

. Er— _12 eme'm' Bilpltp U+qi+q IO [[mmr A
A T

Le coefficient du terme en

gt g’ m Bl plp g l+g'l)
est done

oA,

A désignant le coefficient du terme en

| ol p.’,+;)'{‘.1’

lequel, ne dépendant pas des excentricités, a é1é déterminé au
Chapitre précédent.

274. Nous avons vu au n” 240 qu’il est aisé de passer du
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développement procédant suivant les anomalies excentriques au
développement procédant suivant les anomalies moyennes. Nous
pouvons donc nous proposer, au lien de former directement ce
dernier développement, d’y parvenir indirectement et par 'inter-
médiaire du premier. C'est ce qu’a fait M. Newcomb.

A cet effet nous prendrons comme variables I'inclinaison mu-
tuelle des orbites et, pour chaque planéte, le logarithme du grand
axe, l'excentricité, 'anomalie excentrique « et ce qu’on pourrait
appeler la longitude excentrique, ¢’est-a-dire 'anomalie excen-
trique, plus la longitude du périhélie, toujours comptée a partir
du neeud. Nous chercherons alors a former le développement

(3 b,{g] z ZZ Aemeg'm' Rilpn+p'n'+qu+q'u’)
A

ou w et u' désignent les deux anomalies excentriques, 7 et 7' les
deux longitudes excentriques.

275. M. Newcomb introduit encore une autre simplification en
posant
28 i

[ —1 3 = —
1+4¢? 1+ ¢e'2

Il cherche ensuite a développer, non plus suivant les puissances
de e et e/, mais suivant celles de ¢ et ¢’ de facon a obtenir le déve-
loppement

(3 ter) ]K — E Aeme!'m! Rilpap'+qug'u'),
11 est clair qu'il est aisé de passer du développement (3 ter) au
développement (3 bis) et de la au développement (3).
Si nous posons
Sk e = sing,
il vient

tan b4
Ca—: —a
g‘Z

Remarquons en passant que les éléments canoniques &, et n,

du n® 58 sont proportionnels a sin %

276. 11 y a des termes des développements (3), (3 bis) et
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94 CHAPITRE XIX.

(3 ter) qui sont connus; ce sonl ceux ou

M=M= i—="0,

les seuls qui subsistent quand les excentricités sont nulles; nous
les avons déterminés au Chapitre précédent. Ils sont d’ailleurs les
mémes pour les trois développements, sauf la substitution de 7 et 4’

aletl.

De ces termes connus, il s'agit de déduire les autres; et, pour
cela, que nous adoptions les variables du n® 274 ou celles du
n° 275, il nous suffira d’opérer tout a fait de la méme maniere

qu’au n® 273 ; on n’aura qu’a faire jouer a

€, e, n; Tra i,

ou a

' !
E: £ ! 7]) TI r U,

u'

le role que jouaient au n® 273 les quantités

(]

r
el e TN L

On trouvera comme au n* 273 que le coefficient de

43

emg'm' Kilpa+p o'+qu+qu’]

ou celui de

gitg'm' Bilpn+p'n'+qu+q'u’)

sera

A,

A désignant le coefficient du terme en

Eilpn+p'n)

tandis que I1%7*" est un opérateur qui n’est autre chose que le coef-

T’
ficient de
eme'm' Rilqu+q'u’l
ou de
gimghm’ [Rilgu+q'u')

dans le développement de I'expression symbolique

‘ FAD /F D Srrom,
(7) (a) ((_z-’) l;!piv—n]+ul-l’“"ﬂ?}

suivant les puissances de e e, o' =i ou celles de e E¥in o1 gin’,
On remarquera que, dans 'expression (7),j'ai remplacé D, etD!
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par ip et {p', ainsi que nous avons démontré qu’on devait le faire
ala fin du n° 273.

Seulement les opérateurs II sont beaucoup plus simples quand
on adopte les variables du n® 274 et surtout quand on adopte
celles du n» 275.

277. 1l y a d’abord une remarque que nous devons faire et qui
restera vraie que l'on adopte les variables des n* 273, 274 ou 275.
L’expression symbolique (6) est le produit de deux autres

rt D ’-' n
8 L) rDgtv—2) — ) Epite—0y.
(8) (2) e (o

Il en est de méme de Pexpression (7), 4 la condition bien
entendu de changer { et ' en 7 et 05 quant a D, et D ils peuvent
éire remplacés par ip et ip/, ainsi que nous 'avons dit.

La premiére des deux expressions (8) ne dépend que de e EXi¢,
ou de el5¥#, ou de ¢ E*# la seconde au contraire ne dépend que
de ¢'E*¥ ou de & E*'| ou de ¢ EXiv,

Appliquant en conséquence une remarque faite aun® 272, nous
voyons que l'opérateur I & quatre indices peut étre considéré
comme le produit de deux opérateurs & deux indices

(9) = TpS e

Le premier facteur dépend seulement de D et de Dy, c’est-a-dire
de D et de p;le second de D' etde D), c’est-a-dire de D’ et de p'.
Mais de plus nous avons une relation entre D et D'. En effet,

e dlF dF
DR Re S g e

dloga da
et de méme
’ dl“

DF:CE 6-{:;,

. g . 1 5 .

Mais la fonction 3 ost homogene et de degré — 1 en @ et en &'
Cette propriété n’est altérée ni par Popération D, ni par I'opéra-
tion D', elle appartiendra donc i toutes les fonctions auxquelles
nous aurons a appliquer soit 'opérateur D, soit l'opérateur D';
de sorte qu'on aura

IR ep ARy
G‘EE—FQ"E——'— 5
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c’est-a-dire
D4 D'=—1.

Cela nous permet d’exprimer D' en fonction de D de sorte que
nos opérateurs Il seront des polynomes entiers par rapport a 'opé-
rateur simple D et par rapport aux entiers p et p'.

278. On rencontre de plus grandes simplifications encore quand

N L

on adopte les variables du n® 275. On a alors, en effet,

r 1 — 2& cosut —+ &2
— =]—eCOSU= — —— .,
@ 1+ 22
d’ou
D
’ ) =8
(»-) = (1+&2)P(1 —sEis)D() —el-iu)b,

@

Reste le facteur
EDPste—mn),

On observera que, en vertu de I'équation des aires,

do _—
rt— = rlai\/[-— e2,

dt

2 =
rt dv T

Il

a? di
d’autre part
dl r
— = 1—ecosu = —;
du @
d’ot
dy Vi—e? 1 — g? I S Dt
— == — = £ k]
du 1— e cosi 1 — 2Ecosu —+ &? 1 — ¢ Eiw 1—eli-ie
do ' ;
= e 2 gemEmiu 4 gm E—miu
du Z

el en intégrant
g Emin )—\ gm E—miu
V= —— ==
K R E ni P me
On voit que
Ebite—m)

se décomposera en deux facteurs, le premier dépendant seulement

; e r\b vk i
de e E# comme le deuxi¢me facteur de (E) , le deuxiéme dépen-

Shi Sy r\b <
dant seulement de 5~ comme le troisieme facteur de (E) . Mais
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il vaut mieux opérer comme il suit. Considérons I'expression

Z g,

Si la longitude du périhélie est, pour un instant, supposée nulle,
elle est égale a

Eiu(i — 2e + 2 E—fu)

cosu—e -+ isinuyi —e? = .
J==<E

ou a

(1 — e E—fu)2,

On aura done, quelle que soit la longitude du périhélie,

i Eitv—n) — (1—e Bt )2

0
(23 1€

Reprenons 'expression symbolique

e D A D—p )
('{' EMhtr—ni= (i- 4 E*’IP{"_TJJ(f
a@ N ajlii

N\
elle pourra s’écrire
(1=+e2)= (1 —cBEiu)D—p(y _ g[i-iv)D-+p,

Or, on a par la formule du binome

(D — & k
(5_!_3211‘:2[ }“?_" )Exk’

(1— eE“ﬂ"—P:Z (B =p _;{‘ +1, k }(_ o)k [ik'u,

(1 — e E-iny+p — 2 (D+p —;f mal 12,30 S AYT S

la notation (D, &) ayant méme sens qu’au Chapitre précédent.
Ces formules nous donnent immédiatement nos opérateuars II. Si,
en effet, nous tenons compte seulement d’abord des deux derniers
facteurs et que nous posions

(1—e Fin JiH—p( 1 — g E—iu )Il+_u = 2 H:;r- gm Eiqu,

PoT, 5
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il viendra

(D_p_;"_m ”l_'_q)(n—-—p ﬂth—-q'.ml-p-q)
H#’:(—l)m A 2 3 3
m-—+q m—gq,
2 i 9 -
el ensuite
(D, 1) (D—1

x
npe = Hyp + 22 Hp 13) Hp—t o,

a0 21

ou en mettant en évidence le terme général

(D—k—+1,k)
m = Y=

“:H—!fr
q .

On voit que tous nos opérateurs se présentent sous la forme de
polynomes entiers en D.

M. Chessin préfere, au lieu de passer par les intermédiaires des
développements (3 ter) et (3 bis), former directement les opéra-
teurs qui donnent le développement (3). Ces opérateurs sont
encore des polynomes en D, mais dont les coefficients sont beau-
coups plus compliqués; mais M. Chessin a donné dans I’Astrono-
mical Journal des relations de récurrence qui en facilitent beau-
coup le calcul.

279. Une fois les opérateurs formés, il est aisé d’obtenir les
développements eux-mémes. Au Chapitre précédent, nous avons

: 2] e
développé 3 en supposant les excentricités nulles et cela sous plu-

sieurs formes différentes. Nous avons trouvé d’abord

= -—S‘ ] —— Biplpl)
m+

B étant égal a un polynome de Gauss en v = sin? = multiplié par

) . . i
un facteur numerique el par des puissances de y._cos*; el
v =sin*>. Clest la formule (27) du Chapitre précédent. 11 s’agit
alors de voir ce que c’est que

D atn D amn

a'm=+1 7 . m’
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on trouve

an an

m i —(zn+[)a

'm+1

I suffit donc de remplacer D, D', D, D par m, — (m + 1),
ip, ip'; notre expression (6) devient tout simplement

N\ m o N —{m-+1)
(’_) (’_J> Eipto--0-+ip =),
& \ 2

et le développement (3) est ramené au suivant :

X 3 I pitperpte)
— — e sl ip L
A _2 B ' m—+1 Efeets ?
formule d’ailleurs évidente sans tant de détours.
Nous avons trouvé aussi une autre forme de développement

u :E B L b{ EpL+p'0),
A a x

P+p' pP=p
ouB est égald p * v * | multiplié par la différence des carrés de
deux polynomes de Gauss. C’est la formule (26) du Chapitre pré-
cédent. Cette fois emploi des opérateurs se justifie. Il faut appli-
quer nos opérateurs Il a
iy LS
= b%_ )
et pour cela 1l faut savoir appliquer a cette expression I'opérateur
simple D une ou plusieurs fois; or, on trouve

d bk
Lt L
DL

ak g da

et les expressions

Dm L bvﬂ
‘;" .2.

s'exprimeraient de méme trés simplement a P'aide des dérivées
supérieures du coefficient de Laplace 6", Or nous avons appris

au n® 250 a calculer par des relations de récurrence les dérivées
successives des coefficients de Laplace. Le probleme peut donc
&tre considéré comme entiérement résolu.

e
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CONVERGENCE DES SERIES.

280. Nous avons vu au n" 240 que la partie principale de la

2 | 1 X ! -
fonction perturbatrice 5 pouvait se développer, soit sous la forme

S‘ B,y Eitin n-«-m'u'l‘
e

soit sous la forme

2 A El'huf+m’f'ii

et au n" 242 que les coefficients de ces deux séries pouvaient s’ex-

primer par des intégrales définies

(‘) — 4 Bmm"—ff d?"(!} e
.T’"_)/’” [-{[ Z,7)

et
QEQ dr dy
(2) — 47 mm — [[‘ : <
zﬂl’y.’ﬂ ‘/H(T );)
ol

x =Ein, y=FEiw, R=ua?y2a,

=5t ]
2Q = me (‘:zr — ZL) +m'e' ( —31;);

et ou I'intégration doit étre étendue, tant par rapport &  que par
rapport a y, le long d'une circonférence ayant pour centre I'ori-

<
Il

gine el pour rayon l'unité.

Ces coefficients B,y Ay sont des fonctions de | inclinaison,
des excentricités, des longitudes des périhélies comptées a partir
du neeud et enfin des grands axes. Nous avons appris dans les deux
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Chapitres précédents & développer ces fonctions suivant les puis-
sances des excentricités et des inclinaisons et il s’agit maintenant
de savoir quelles sont les conditions de convergence de ces séries.

Nous n'aurons pour cela qu’a appliquer la méthode de Cauchy
et a chercher les points singuliers de ces fonctions.

281. Nous sommes donc ainsi amenés a expliquer comment on
trouve les points singuliers des fonctions représentées par des
intégrales définies et d’abord par des intégrales définies simples.

Soit
fli (z, z)dz,

une intégrale définie prise par rapport @ z le long d’un certain
contour : cette intégrale sera alors fonction du parameétre 3.

Pour que pour cette fonction une valeur de z soit critique, il
faut d’abord que I'un des points singuliers de R(z, 3), considérée
comme fonction de #, se trouve sur le contour d’intégration.

Mais, comme on peul déformer ce contour d'une maniére con-
tinue, on peut le faire fuir devant le point singulier, et 'on n’est
arrélé que lorsque ce contour se trouve pris entre deux points
singuliers et ne peul plus fuir.

On obtiendra donc toutes les valeurs critiques de 3, en expri-
mant que deux des points singuliers de R, considérée comme
fonction de z, se confondent. Mais toutes les valeurs critiques
ainsi trouvées ne conviennent pas; il faut, en effet, que les deux
points singuliers qui se confondent ainsi soient, avant de s’étre
confondus, de part et d’autre du contour; c’est seulement a cette
condition que le contour, pris entre deux feux, ne peut plus fuir.

Soit done

o(x,5) =0
I’équation qui exprime que la fonction R(z, 3) présente une sin-
gularité, et supposons qu’elle se décompose en un certain nombre
d’équations indépendantes, trois par exemple :

¢1(z,3) = o, 9s(x, 3) =0, ey (x, 3) = 0.
On obtiendra les valeurs critiques de = de I'une des deux ma-
niéres suivantes :

1 En annulant deux des trois fonctions g, 92, 93 et en écri-
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vant, par exemple,

En éliminant z et résolvant par rapport a z, on aura une valeur
critique de z.

2° En annulant I'nne de ces trois fonctions et sa dérivée et éeri-
vant, par exemple,
dw,

o1(z, 3) = ==

= 0.
On aura encore une valeur critique de z, en éliminant z et résol-
vant par rapport a z.

282. Considérons maintenant une intéerale double
o

ffli(:r,y, z) dz dy,

envisagée comme fonction du paramétre s et étendue @ un champ
quelconque.

Le cas particulier le plus simple est celui ot I'on doit intégrer
par rapport a z, le long d’un contour fixe indépendant de y, et
par rapport a y, le long d’un contour fixe indépendant de z. Clest
précisément ce cas particulier simple que 'on rencontre en ce
qui concerne les intégrales (1) et (2). :

Ici, en effet, les deux contours C, et Gy indépendants, le premier
de y, le second de z, sont deux circonférences de centre zéro et
de rayon 1, le premier dans le plan des #, le second dans le plan
des y.

Soient done C; et G, les deux contours fixes d’intégration par
rapport a z et 4 y. Soit

07, 5) = [R(my, 2)da,

I'intégrale étant prise le long de C,.
Notre intégrale double sera alors

nfz)=f0(y,z)dy,

'intégrale étant prise le long de C,.
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Nous n’avons plus qu’a appliquer les principes du numéro pré-
ctdent aux deux intégrales simples

fI{ dzx, fﬁ dy.

Nous devons observer toutefois que nous risquons de n’obtenir
ainsi que des conditions nécessaires et pas suffisantes. En effet,
nous avons observé plus haut que toutes les valeurs critiques ne
conviennent pas.,

On obtiendra d’autres conditions également nécessaires en chan-
geant de coordonnées, et en particulier en permutant z et y, c’est-
a-dire en intervertissant l'ordre des intégrations.

Soit

e(z,,5) =0
I'équation qui exprime que la fonction R a une singularité.
Décomposons cette équation en équations irréductibles

(3) (@, y,3)=0, @z, y.5)=0, 93(2,),35)=0.
On obtiendra les singularités de la fonction f(y, z) :

1 En annulant deux des fonctions o,, 9,, 93 et écrivant, par
exemple,
‘P:(-’ﬂ")’:i’} :?E(x'y:z) =0,
2 [En annulant une des trois fonctions et sa dérivée el écrivant
dg,
— Ry
M= dr
Ces singularités peuvent ne pas toutes convenir, car il peut arriver
que les deux points singuliers, qui se confondent, soient d'un
méme coté du contour d'intégration.
Pour avoir les singularités de 7(z), considérons maintenant
celles de (), 5), qui nous seront données par des systémes d’équa-
tions de I'une des deux formes

= =0,
¢ d"?[ o

] = === =T
da :

et cherchons les conditions pour que deux de ces singularités se
confondent.
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Si nous considérons z comme un parametre, 2 el y comme les
coordonnées d’un point dans un plan, les équations (3) repré-
sentent un certain nombre de courbes planes.
Les singilarités de § données par un systeme d’équations de la

forme

-G

=Py =0
correspondront aux points d'intersection de ces courbes; celles
qui seront données par un systéme de la forme

deo
wih

Py = —
il dx

correspondront aux points de contact d’une de ces courbes avec
une tangente paralléle a I'axe des .
Pour que deux de ces singularités se confondent, il faul :

1* Ou bien que trois des fonctions ¢ s'annulent a la fois

Q)= Ca= 3= 0,

-G

2° Ou bien que 'on ait 4 la fois

mais, comme la condition ne doit pas dépendre du choix des coor-
données, et qu'en particulier elle doit subsister quand on per-
mute z et ), on devra avoir aussi

et, par conséquent,
_ de _ do
el dy

ce qui veut dire que I'une des courbes (3) aura un point double;
3% Ou bien que les deux courbes
9= 0, ©y =0
soient tangentes 'une a l'autre ;
4° Ou enfin que les deux courbes

d?l
S =0

5 dr

I
(=]
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soient tangentes 'une & I'autre. Mais cela entraine : ou bien

doy
—— = ()
) :
. dgl"ti . ) .. -
ou bien 1 — 03 mais, comme la condition ne doit pas changer

quand on permute 2z et y, on devra avoir dans tous les cas

(I'T'tl i d:?| —
el oy

PiE

En résumé, les valeurs critiques de z sont :

1 Celles pour lesquelles trois des courbes (3) se coupent en
un méme point;

2" Celles pour lesquelles deux de ces courbes sont tangentes;

3° Celles pour lesquelles une de ces courbes a un point double.

Seulement toutes ces valeurs peuvent ne pas convemir, car les
deux singularités qui se confondent peuvent étre situées d'un
ménie c6Lé du contour d'intégration.

Et d’ailleurs nous avons vu que nos conditions ne sont que néces-
saires.

283. Appliquons ces principes aux intégrales (1) et (2). La
fonction sous le 5igne [sem Imlmnorphe tant par rapport axzety
(ue par rapport aux excentricites e el e eta sma, J étant lincli-

naison.
1l y aura exception seulement :

1° Sie=1 et ¢’ =1 (condition ot z et y n’interviennent pas
et sur laquelle nous reviendrons);

2" St  ou ) est nul ou infini;

3 Si A s'annule, c’est-a-dire si

R=Aria2,

qui est un polynome entier du sixiéme ordre en. z, y, est égal
a z¢ro.

Cela est vrai quels que soient les entiers m et m'; cela est vrai
q q )
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d’ailleurs aussi bien de I'intégrale (2) que de l'intégrale (1), car

Q et EQ

ne cessent d’étre holomorphes que si z ou y est nul ou infini.
Les courbes qui correspondent aux courbes (3), c’est-a-dire

celles dont les équations expriment que la fonction sous le signe [‘
cesse d'étre holomorphe, se réduisent donc, en ce qui ('.uuccrlﬁe
les intégrales (1) et (2), aux quatre droites

(4) o= 0, =m0, z = o, A=

et a la courbe du sixiéme degré

(4 bis) R = o.

Cette derniére, dans le cas ot linclinaison est nulle, se décom-
bl
pose en deux courbes du troisieme degré

("i zef") RI=0, Hg=0.

Pour trouver les valeurs critiques des excentricilés ou des incli-
naisons, nous devons donc chercher celles pour lesquelles trois
des courbes (4) ou (4 bis) se coupent, ou pour lesquelles deux
de ces courbes se touchent, ou pour lesquelles une de ces courbes
a un point double. '

Mais, comme ces courbes sont les mémes pour les intégrales (1)
et (2), les valeurs pour lesquelles une de ces trois circonstances
se présentera seront également les mémes pour les intégrales (1)
et (2),

Ainsi les valeurs critiques des excentricités ou des inclinaisons
sont les mémes pour les deux intégrales (1) et (2).

Mais une question pourrail encore se poser; nous avons vu que
toutes les valeurs critiques ne conviennent pas. Ne pourrait-il se
faire qu'une de ces valeurs convint a (1) sans convenir a (2) ou
inversement.

La réponse doit étre négative. Comment se fait-il, en effet, que
certaines valeurs critiques conviennent et que d’autres ne con-
viennent pas? Pour nous en rendre compte, faisons varier d'une
maniére continue I'un de nos parametres, par exemple 'excentri-
cité e, et, en méme temps, déformons d’une maniére continue les
contours d’intégration. Nous devons diriger cette déformation de
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telle sorte qu’aucune des valeurs singuliéres définies par les équa-
tions (4) et (4 bis) ne se trouve dans le champ d’intégration.
Si, e variant d'une maniére continue depuis zéro jusqu’a ey, on
peut s’arranger de fagon que cette condition ne cesse jamais d’étre
remplie, c¢’est que ¢, n’est pas une véritable valeur critique; e, ne
convient pas; si, au contraire, il est impossible de s’arranger pour
que la condition soit remplie (parce que, comme je expliquais
plus haut, le contour d’intégration se trouve pris entre deux points
singuliers), c’est que ¢, est une véritable valeur critique; e, con-
vient.

[Faisons donc varier e de zéro a e, et, en méme temps, déformons
nos contours d’intégration en partant des contours initiaux

| &

=1, |y|=1

qui sont les mémes pour les intégrales (1) et (2); si e, ne con-
vient pas a l'intégrale (1), c’est que nous pouvons déformer nos
contours de telle facon qu’a aucun moment une des valeurs sin-
guli¢res satisfaisant aux équations (4) et (4 bis) ne se trouve dans
le champ d'intégration. Mais, si cette condition ne cesse jamais
d’étre remplie en ce qui concerne I'intégrale (1), elle ne cessera
jamais non plus de l'étre en ce qui concerne l'intégrale (2),
puisque les équations (4) et (4 bis) qui définissent les valeurs sin-
guliéres sont les mémes pour (1) et pour (2). Donc ¢, ne con-
viendra pas non plus a 'intégrale (2). 6.1 Q.u¥. D

Voici done un premier résultat.

Les coefficients B, n du développement de la fonction per-
turbatrice suivant les anomalies excenlriques, ainst que les
coefficients Ay du développement suivant les anomalies
moyennes sont euzx-mémes developpables sutvant les puissances
des excentricités et des inclinaisons.

Les limites de convergence de ces nouveauxr développements
sont les mémes pour les coefficients B, et pour les coeffi-
cients A, elles sont les mémes pour tous ces coefficients
quels que soient les entiers m et m',

284. Nous examinerons spécialement le cas ol les excentricités
sont nulles et celui ot 'inelinaison est nulle.
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Dans le cas ot les excentricités sont nulles, il n’y a plus a faire
de distinction entre les anomalies excentriques et les anomalies

moyennes, de sorte que

= Q=

=i dr dy
Amm = Bmm B [ [ .
x’”y"‘ H' e 1)

Celte derniére inl(’:gra]e peut encore s'éerire

d.r dy
7»”# -+ l 1»”]’ ‘41 _3

ou bien en posant comme au n® 259

nous pouvons encore 'éerire

[ / Az dw f /‘ dz dw
an ; T 41 A _\ zh ”,_p

en posant
m—m'—a , m=+m 49
P= —-—z——-_ 3 ' — f

Quand z et y décrivenl chacun dans leur plan des circonférences
derayon 1, z et & font de méme: mais, a chaque couple de valeurs
de z el w situées sur ces circonférences, correspondent Jewx
couples de valeurs de # et de ); on obtient done deux fois I'inté-
grale, de sorte que, finalement, nous pourrons écrire

e [‘ ds rh'v :

sPwh A

—
O
-
|
FEN
|
S

intégration étant étendue, tant pour s que pour w, a une circon-
férence de rayon 1 ayant son centre i l'origine, de telle fagon que

== wii=1:

Il sera plus commode d’opérer sur U'intégrale (5) que sur l'inté-
grale (1). Nous avons alors

\
|
) —i-'.e(m'.'(w —- —)
: w

=

A=+ a2 — ;.um’(; -+
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Nos courbes singuliéres sont alors

3 =u, W= 0, &= w = o, At—'0.

Nous devons alors chercher la condition pour que trois de ces
courbes se coupent en un méme point, ou pour que deux d’entre
elles se touchent, ou pour que I'une ait un point double.

Nous n'avons pas a nous inquiéter de la premiére condition, la
courbe A* = o passe toujours par l'origine; or, pour qu'une fonc-
tion définie par une intégrale définie présente un point singulier,
il faut que deux points singuliers de la fonction sous le signef
primitivement séparés viennent a se confondre; ¢’est-a-dire, par
exemple, que trois courbes singulieres qui primitivement ne pas-
satent pas par un méme point viennenl i passer par un méme
point. Ce n’est pas ici le cas, puisque les trois courbes A*=o,
3= 0, W= 0 passent loujours par un méme poinl.

De méme la courbe A2= o passe toujours par les points

S=10, Wision? 3= o, W10 Zi= = a0y

de sorte que nous n’avons pas a nous inquiéter de cette condition.
Pour que 3 =0 ou 3 == touche A? = o, 1l faut que

maa = o s0IL .= 0.

Pour que w =0, ou w = = touche A? = o, 1l faut que

vaa'=o0 soit v =0.

Pour que A*= o ait un point double, il faut

dA? dA?

dw ~ ds

=o,
¢’est-a-dire

= T g=r]
2L

(6) a4+ a'**+ spaa == avaa = o.

285. Examinons de plus prés ces résultats. Nous verrons d’abord
que les solutions p. = 0 ou v = o0 ne pouvaient convenir a la ques-
tion. Supposons, en effet, d’abord que, remplacant p par 1 —v
on développe suivant les puissances de v. Si la valeur v= o était

1
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un véritable point singutier pour la branche de la fonction consi-
dérée, le développement suivant les puissances de v serait toujours
divergent; or nous savons qu’il n’en est pas ainsi.

Si la valeur =0 ou vy=1 élail un point singulier, nous
devrions en conclure que la série diverge dés que |v|>1, mais
nous n'aurions pas a nous inquiéler de cetle conséquence puisque v
est Loujours < 1.

Supposons maintenant que 'on développe suivant les puissances
de ety regardées comme des variables indépendantes: si p= o,

ou bien v= o était un véritable point singulier pour la branche
de fonction considérée, le développement serait toujours diver-
gent, et nous savons qu’il n'en est pas ainsi et que le développe-
ment converge pourvu que u el v soient assez petits.

Il est aisé d’ailleurs de constater que, pour les petites valeurs
de p. et v, les points singuliers qui se confondent pour v = o, par
exemple, sont tous deux intérieurs, ou tous deux extérieurs au
contour d’intégration. On pourrait toutefois se demander s'il en
serait encore de méme pour des valeurs plus grandes de p. Mais
la véponse est aisée; si les deux points singuliers sont tous deux
mtérieurs au contour pour p pelit, puis que nous fassions varier p.
d’une maniére continue, les deux points singuliers A et B el le
contour varieront aussi d'une maniére continue, mais ces deux
points ne pourront cesser d’élre intérieurs au contour que si 'un
d’eux, A par exemple, franchit le contour; mais alors, nous pour-
rons toujours faire fuir le contour devant le point A, & moins que
ce point A ne se confonde avec un autre point singulier G primi-
tivement extérieur au contour, différent par conséquent du point B.
Mais alors la convergence cesserait déja par suite de la coincidence
des points A et C. On n’a donc pas a s’inquiéter de la coincidence
possible des points A et B puisqu’elle ne pourrait amener une
singularité de notre fonction, qu'aprés que la convergence aurait
déja cessé pour d’autres causes.

Ainsi les points singuliers .= 0, v =10 ne conviennenl pas a la
branche de fonction considérée; nous devons ajouter qu'ils pour-
raient convenir i d'autres branches de la fonction qui seraient
définies par I'intégrale (5) étendue i d’autres contours que celui
qui est défini par les deux équations

|:|=]w|=:_
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286. Pour la branche étudiée, nous n’avons donc 4 nous pré-
occuper que de la condition (6).

Posons v = sin*% et proposons-nous de développer suivant les
puissances croissantes de v. La condition (5) devient
al+a?+oaa'[=(1—v)x=v] =0,
ce qui peut s’écrire de I'une des deux maniéres suivantes

(5 bis) (a=a)=o; al+a?toaa'(1—2v) = o.

Dans la premiére de ces relations v n’entre pas; la seconde
donne
(a'*=a)

o il
fjaa

Le rayon de convergence sera donc la plus petite des deux
valeurs
!('a'ia)j
e
jaa
c’est-a-dire
(a'—a)
jaa

.

Ainsi la condition de convergence du développement sera

e a'— a)?
sin? - < (—_ﬁ_-‘ ) .
2 faa
La discussion des équations (5 bis) montrerait de méme que les
coelficients A, ,, sont développables suivant les puissances de a,
pourvu que
a<a.

Considérons maintenant p. et v comme des variables indépen-
dantes et développons suivant les puissances de 1 et v.
La relation (6), qui définit les limites de convergence, s’écrit
alors
a’+-a?toaa'ptaaa’v=o
odl
a?+ a
= VS e ‘+—,
2aa
La condition de convergence du développement est done

a4 a'?
2ad’

|l vl <
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Cette condition est toujours remplie, car on a
LEed =qe s IV =

a’+ a'?
B R v = e

LN

Nos coefficients sont donc toujours développables suivant les

; 2 o]
puissances de cos* > et sin* =

Nous avons donné, au n° 270, un développement qui procéde

suivant les puissances de

IU.1 v

3
1+ a2? 1=+ a?

c'est le développement (28) du Chapitre XVILIL. D’aprés ce qui pré-
cede, ce développement converge pourvu que

e

=3

Or, comme u, v et o sont essentiellement positifs et plus petits

S 5 eoneeaie ; i ik
que 1, que P est, par conscquent, |>lu.-, peut que 7 el que
v =1, on aura

z.l:'.
1=+ a2

= (v <—-

N
1+ o2

La condition de convergence sera donc toujours remplie.

Du développement (28) du Chapitre VIII on passerait aisément
au développement (27) qui procede suivant les puissances de a,
@ ety, il suffirait de développer chaque terme en

e ui( wa WM
)
(l—l—:z2 \.[-;—3:2_)

suivant les puissances de =, ce qui est possible pourva que « <<1.
Comme cette condition est toujours remplie, le développement (27)

converge Loujours.

287. Considérons maintenant le cas particulier ot l'inclinaison
est nulle et développons suivanl les puissances des excentri-

cités e et €',
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Les courbes qui correspondent aux courbes (3) sont les
courbes (4) et (4 ter), & savoir

T =0, Yy =0, €T = =, y ==, lh:n, Rg:ﬂ.

1° Cherchons d’abord la condition pour que R, = o ait un point
double. Pour nous en rendre compte, cherchons la signification
de ces équations. Soient C l'orbite de la premiére planéte, ¢ celle
de la seconde; d’aprés notre hypothése ces deux coniques sont
dans un méme plan. A chaque valeur de z correspond un point M
de la conique G et a chaque valeur de » un point M’ de la
conique (7,

[équation R = o exprime alors que la distance MM’ est nulle,
ce qui peut ne pas vouloir dire que les denx points M et M’ coin-
cident puisque ces deux points peuvent étre imaginaires,

L’équation R, = o exprime que le coefficient angulaire de la
droite MM’ est égal 4 \/—1 et Péquation R,= o exprime que ce
coefficient est égal & — /—1.

Les équations & = o, & = » expriment que le point M est a
I'infini sur I'une des deux branches infinies de la conique C; les
équations y = 0, ¥ =oe expriment que le point M’ est a I'infini
sur la conique C'.

Pour ([u la courbe Ry=o0 ait un point double, il faut et il
suffit que la droite MM’ soit tangente i la fois aux deux coniques C
et C/. Les deux coniques C et € ont un foyer commun, le Soleil.
La droite MM/, qui est une tangente isotrope a G, doil passer par
un des foyers de C, et pour la méme raison elle doit passer par un
des foyers de C'. Soient alors S le foyer commun de Cet (7, R le
second foyer de C, R’ celui de C'.

Pour que les deux coniques admetlent une l'ln“entc isotrope
commune (en dehors de celle qui passe par S qui existe toujours
el qui ne saurait convenir), il faut done que la droite MM’ passe
par R et R’; ®est-a-dire que la droite RR’ ait pour coefficient
angulaire /— 1. Cette condition s'exprime analytiquement comme
il suit :

ae B0 = q'¢' E-it’,

Je représente par m el ®' les longitudes des périhélies.
Cest 1a la condition pour que R, = o ait un point double (en
P, — 1I. 8
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dehors de celui qui, correspondant i la tangente isolrope passant
par S, existe toujours el ne saurail convenir).

2° De méme la condition pour que R,= o ait un point double
s'écril

ae LT = q'e' Eiw’,

3° Pour que les deux courbes Ry = o, R,= o0 soienl tangentes,
il faut que les deux coniques C et €7 se touchent; car les points
d’intersection & distance finie des deux courbes R, =0, R,=o0
correspondent aux quatre points d’intersection des deux coniques.

Il faut donc que la distance des deux foyers R et R’ soit égale
a la somme ou a la différence des grands axes; ce qui s’écrit

(aeEim— a'¢'Ei') (aeE~io — a'¢' B-i%') = (a' == a)?.

4° 1 faut voir ensuite si I'un des points d’intersection des
courbes (4 ter) ne peut pas se confondre avec I'un des points
d’intersection de I'une de ces courbes avec 'une des droites (4)
ou de deux de ces droites entre elles.

Ces deux catégories de poinls correspondent respectivement :
aux quatre intersections de G et de C' (M et M’ confondus) et aux
cas ol les deux points M et M’ sont i I'infini sur les deux coniques G
et C.

La condition est donc que I'une des quatre intersections de G
et de (! s'éloigne iuddfiniment, ¢’est-i-dire qu'une asymptote de C
soit parallele a une asymptote de C/.

Cela s’écrit d’une des quatre maniéres

r
tang? % Etio = tang? % Ew’

’

cot? c—f 25 — tang? i EYiw’,

2
© o'
tang? j E-2w = tang? = E-ta’,

r
o L] .
cot? £ E—2iu = tang? - E—z:ﬁr“
.S 2

en posant
e =sing, e' = sing',

Je puis éerire aussi

1= 1 — e? i — =1 —e? Eie|
1 V1—e? 1 i—e2
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CONVERGENCE DES SERIES. 115
en prenant dans chaque fraction le signe inférieur dans les deux
termes ou le signe supérieur dans les deux termes.

Voici done quelles sont les équations qui définissent les valeurs
critiques

(7 ae i~ = a'e' E—iw’,
(8) acEio = a'e¢' Eit,
(9) (aeEiv— a'e'Eiv’) (aeE—1® — a'e' E-10') = (a'*=a)?,
(10) Iiv/l— ﬂEin:r: li\/l—e'_"Eu.m.
I i—e! i=yi—et

auxquelles il convient d’adjoindre
{11) e—1; ei=15

Mais nous avons vu que toutes les valeurs ainsi trouvées peuvent
ne pas convenir et il est méme aisé de voir qu’elles ne peuvent pas
loules convenir.

n effet, envisageons I'équation (7); elle est satisfaite pour
e =€ =0.

Si donc les valeurs critiques définies par cette équalion conve-
naienl, notre fonction présenterait des singularités pour des
valeurs trés petites de e et ¢’. Nos coefficients ne seraient pas déve-
loppables suivant les puissances de e et de ¢/, méme pour des
valeurs trés petites de ces quantités. Nous savons u’il n’en est
pas ainsi. Donc les valeurs définies par I'équation (7) ne sauraient
conventr.

Le méme raisonnement s’applique aux équations (8) et (10). Il
importe de remarquer que I'équation (10), malgré la présence des
doubles signes, ne représente qu'une seule équation analytique
irréductible qui prendrait sa forme algébrique si 'on chassait les
radicaux. Cetle équation irréductible est satisfaite poure = ¢’ = o.

Restent les équations () et (11). Pour trouver la limite de con-
vergence définie par I'équation (g), remarquons que a, &, w et '
sont des données de la question et sont réelles, mais que e et e’
‘qui sont nos variables indépendantes pourront prendre des valeurs
1maginaires.

Donnons a e une série de valeurs de module constant |e|, mais
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16 CHAPITRE XX.
d’argument variable; faisons de méme pour ¢. Le maximum du

module du premier membre de (9 ) est

atler|+ a'?|e?| + 2aa’ | ee' cos(m —w')|;

la condition de convergence est donc

at|e*| + a?|e?| 4 2aa’|ee cos(m —mo') | < (a'—a)l.

Nous sommes ainsi conduils a supposer que les seules condi-

tions de convergence de notre développement sont

1 lel<1, |e]<1,

i' atlet| +a't|e?| + a2aa’|ee cos(m —w )| < (a' —a)

(12)

Je ne voudrais pas entrer dans trop de détails: je ne puis cepen-
dant me contenter d'un apercu : il faul donc que j'explique en
quelques mots comment on peut donner a la démonstration toute
sa rigueur.

Considérons le domaine D défini par les inégalités (12). Il ne
contient pas de valeurs singulicres satisfaisant aux équations (g)
et (11). Maisil en contient qui satisfont aux équations (7), (8), (10).
Si 'une de ces valeurs convenail, il en serait de méme de toutes
celles qui satisferaient a la méme équation et qu’on pourrail ren-
contrer en faisant varier ¢ et ¢ d'une maniére ‘continue et sans
cesser de satisfaire a cette équation. Cela serait vrai au moins en
ce qui concerne la détermination de la fonction que 'on attein-
drait par cette variation continue.

Or on verrait qu'on peut alteindre, par une variation continue,
une quelconque des valeurs singuliéres qui satisfont aux équa-
tions (7), (8), (10) et aux inégalités (12) en partant de la valeur
e=o0, /=0 el sans cesser de satisfaire a ces équations el sans
sortir du domaine D. La valeur singuliére ¢ =0, ¢'= 0 ne con-
venanl pas, aucune de ces valeurs ne convient.

Les conditions (12) sont donc les seules conditions de conver-

gence.

La troisitme condition (12) sera satisfaite quels que soient m
et @', sil'on a
|ae|+|a'e | < a'—a,
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CONVERGENCE DES SERIES. 117
c’est-a-dire si la distance périhélie de I'une des planétes est plus
grande que la distance aphélie de I'autre.

988. Le théoréme que nous avons appliqué a la fin du numéro
précédent estanalogue a celui que nous avons rencontré au n" 285
et pourrait s’établir de la méme maniére. Mais il vaut mieux le
rattacher & un théoréme d’Anaiyse.

Si, dans un domaine D simplement connexe, une fonction de
deux variables F(z, ) est holomorphe, sauf peut-étre pour les

points qui satisfont & une relation analytique
z=9(r)
et si un de ces poinls
ry=xo x=0u9(y)

est ordinaire, il en sera de méme de tous les antres.

in effet, d’abord si ce point est ordinairve, il en sera de méme
de tous les points voisins.

Décrivons maintenant dans le plan des z un contour trés petit,
autour du point douteux z = o (). Soit 2 =4( ) un des points
du contour. Nous pouvons supposer que le contour se déforme
d’une maniére continue quand y varie d'une maniére continue, et
que () est une fonction analytique.

Je dis d’abord que F(z, ») est une fonction uniforme.

Supposons, en effet, qu'elle ne le soit pas, que F,(z, y) el
F,(z, y) soient deux de ses déterminations, et que I'on passe de
I'une a Uautre quand z déerit le contour. Alors

Fi[d(yhy]—Fe[d(ryhyl=00r)

serait une fonction analytique de », mais cette fonction serait
nulle pour » = )7 et pour les valeurs voisines, puisque la fonc-
tion F(z,y) est uniforme pour y = y, et pour les valeurs voisines.
La fonction ©()*) est donc nulle pour toutes les valeurs de y e,
par conséquent, F'(z, 5°) est uniforme pour toutes les valeurs de y.

La fonction I étant uniforme, la condition pour que z = o(y)
soit un point ordinaire, ¢’est que 'intégrale

j.’t"" F(z, y)dx,
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118 CHAPITRE XX. — CONVERGENCE DES SERIES.

prise le long du contour, soit nulle quel que soit 'entier positif me.

Cette intégrale est une fonclion analytique de y; elle est nulle
pour ¥ =y, et pour les valeurs voisines puisque z = () est un
point ordinaire ainsi que les points voisins. Elle est donc identi-
quement nulle, et le point z = () est ordinaire quel que soit y.

Le théoréme s’étendrait aisément au cas ol tous les points de D
seraient ordinaires, sauf pewut-étre ceux qui satisfont a I'une des
n relations analytiques

x:‘?l()’)s 3'-':‘?2(}'): vy .?‘.‘:fp_.‘(_}’),
et ou 'on saurait, d’autre part, que les points

Y =71 z=01()1)
Y =X -??Z?:!'.Yz):

sont ordinaires.

Nous nous bornerons aux cas particuliers simples traités plus
haut, bien que les mémes procédés soient applicables au cas général.
Nous mentionnerons toutefois que M. Féraud a traité d’autres cas
particuliers dans le Tome X des dnnales de I’Observatoire de
Bordeauz.
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RELATIONS DE RECURRENCE ET ]:IQU:\TIONS DIFFERENTIELLES.

289. Reprenons les équations du n" 280

1.
U) — 42 Bmm"—ff {xdy
:(mym \/R(L‘ y)
L)
(2" — 42 \mm'—f/ QL 2% d}’ e —— e}
J“’“‘y”‘ \/R(.’Z‘ ¥)

ui définissent les coefficients du développement, soit suivant les
anomalies excentriques, soit suivant les anomalies moyennes.
Rappelons que

e e mg (e ] [ $re3)
20 = me( — ;—.) +m'e’(y—§)-

Ces coefficients A et B sont des fonctions des éléments, par
exemple des grands axes, des excentricités el des inclinaisons et
on peut se proposer 'étude analytique de ces foncuons Je me
propose de montrer :

1" Que ces fonctions satisfont a des équations différentielles li-
néaires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des
éléments.

2° Qu’il y a entre ces fonctions, ou du moins entre les B, des
relations de récurrence linéaires dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles des éléments.

290. A cet elfet, je vais envisager une expression plus générale
définie comme les A et les B par une intégrale double.
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120 CHAPITRE XXI.
Soit

o HESQ dx dy
(3) [

ry lu

une intégrale double prise le long de contours fermés.

1 : I I

H, Q@ et I sont des polynomes entiers en z, AL dont le
degré est respectivement A, o et /. Quant a s, ¢’est la moitié d'un
entier impair.

Avant d’aller plus loin, il faut que jexplique ce que j'entends

AT 1 I :
par le dcrgn: d’un in.;l\‘mjune en &, - 7, —+ Un |:.'u‘1.-1| ]mlynt)lllc
) 2y

E_,\ _;-uJJJ‘

a et b étant des entiers positifs ou négatifs. Je du‘u quiil est de

est de la forme

degré m si
|al=m, b m.

Un ]mlvnome de degré m contient (2m + 1)* coefficients arbi-
traires, ]nn:,que a de méme que b peut prendre 2m 1 valeurs.

Ceci posé, je suppose que Q et F soient des polynomes donnés,
mais que nous fassions varier H. Il y a (2/ +1)? polynomes H de
degré A linéairement indépendants, mais pour quelques-uns
d’entre eux la fonction IT est nulle. En effet, si P-est un polynome,

[/ B lr d
dz yFsr1

sera nulle. En effet, intégrons d’abord par rapport a z, nous trou-

Pintégrale

verons
prQ

Comme nous intégrons le long d'un contour fermé, cette quan-
tité reprend la méme valeur aux deux limites et Pintégrale est
nulle.

On verrait de méme que, si () est un polynome, l'intégrale

. {.I r;j ::!“T, dr dy

est nulle. Il suffirait d'intégrer d’abord par rapport a y. Donc
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IT sera nul si

HEQ d PEQ 4 QEQ
zyFs — dx yFs—1 * dy zFsi=1’

¢’est-a-dire si

AP e dF
! d0) S 'r_(Q = ,dl‘ﬂ

Si P et Q) sont de degré s, nous voyons que le deuxieme membre
est de degré p + f+ w. Nous devons donc avoir

p=h—f—uw.
Il yadonc(2h —2f— 2w -+41)* polynomes P distincts et au-
tant de polynomes (). Nous pouvons donc former
afohh—of—aow—1)?
relations de la forme (4). Mais ces relations sont-elles distinctes;

ne peut-il pas arriver que le deuxiéme membre de (4) soit identi-
quement nul ? Cela arrivera si

d PEQ 4 QE2
—— e - —— ——— = 0,
dr yFs—1 = dy xFs-t
c'est-a-dire si
QEQ dz  PEQ dy

est une différentielle exacte; je représente cette différentielle par

Q0
d;.IT‘_A‘_; ="dl],

ce qui donne

ds daiss dF

7 \ Q_:.t?t-{—;r—r—xa;br—.—f.z-—s)xﬂb,
b ] {

\ as o dar . dF
f =P =Y SE @ )y oS

. . : 1 L]
Je dis que S est un polynome entier (en z, =9 3;) et d’abord
A L

que c’est une fonction uniforme.
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122 CHAPITRE XXI.
1* Llintégrale {‘r_iU ne présente pas de périodes cycliques.
<

Supposons que l'on calcule cette intégrale en regardant j comme
une constante et en faisant décrire a = dans son plan une courbe
fermée, a lintérieur de laquelle il y ait un nombre pair de va-

leurs de z telles que F = o. Il en résultera que quand on aura décrit
cette courbe fermée /F et ' reviendront a leur valeur initiale.
L’intégrale prise le long de ce contour serait une période cyclique

de de.

Cette période, si elle existe, sera une fonction de y. Je dis que
cette fonction devra se réduire a une constante. Si en effet la fonc-
tion U admet deux déterminations U’ et U", on aura

dU' _dU" _ PEQ
dy. T iy i pFe

et, par conséquent,
d(U'—U"
(6) At e
n’._y

Sil'on se reporte maintenant a 'analyse de M. Picard dans son

Ouvrage sur les fonctions algébriques de deux variables (t. I,
8 8 |

p- 88 & go), on verra que cela ne saurait avoir lieu sans que la
période cyclique soit nulle si le polynome F est le plus général
de son degré et dans beaucoup d’autres cas encoré.

2" L'intégrale ne présente pas de période polaire. Elle pourrait
en présenter si la fonction sous le signe / devenait infinie, mais

cette fonction ne peut devenir infinie que pour = o0, ou y = o,
ou E—0:

Pour F = o, la fonction est infiniment grande d’ordre s — 1 i
moins que F ne soit divisible par un carré parfait, ce qui n’arriver:
pas si F est le polynome le plus général de son degré. La fonction
n’élant pas infinie d’ordre entier, il ne peut résulter de la une
période polaire. '

Soit maintenant & = o. Développons la fonction sous le sign{:f

suivant les puissances entiéres positives et négatives de z de telle

OrQ
ot — Y (Jm r,

ax Fs

facon que I'on ait
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les C,, étant des fonctions de y; alors nous aurons une période

polaire qui sera
2t Cy.

En vertu de I'équation (6), cette période devra étre une con-
stante indépendante de y. Je dis que cette constante est nulle.
Soit y =y, une des racines simples de I'équation

F(o,¥)=o0.

Bien entendu, avant de faire 2 = o, il faut multiplier F par une
puissance convenable de z de fagon que F reste fini pour z = o.

Faisons varier y de facon (ue cette variable revienne a sa valeur
initiale aprés avoir tourné autour de y,; alors /F se changera

= 4 < .
en — /F, % en — g; et, par conséquent, C_, en — C_, ; mais,

comme C_| est une constante, on a
0_1 I C_[,
d’ott
Cir—0. C. Q. F. D.

Il n’y a donc pas de période polaire pour z = o et 'on verrait
de méme qu’il n’y en a pas pour y = o.

Le raisonnement précédent ne s’appliquerait pas toutefois si F
se réduisait a un carré parfait pour z = o.

3° Mais S pourrait encore ne pas étre uniforme pour une autre
cause. Supposons que l'on prenne I'intégrale U le long d’un con-
tour enveloppant un nombre impair de valeurs de # qui annu-
lent F. Alors \/F se change en — \/F quand on parcourt ce con-
Ltour.

Donc Usechange en U'=/—U, A étant une constante qui ne peut
dépendre de ). Ici 'équation (6) ne s’applique pas et la différence
U — U’ n’est pas indépendante de y; car, /F ayant changé de

‘ dU  dU’ ; - s . .
signe, @ etd—y ne sont pas egaux, mas €¢gaux et de signe contraire,
de sorte que

dU'__‘dU dh_o
dyi - ndy’ dy —

Ainsi /i est une constante absolue. De plus, si nous considérons
?
un autre contour analogue qui change U en U'=/'— U, je dis
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124 CHAPITRE XXI.

que les deuxconstantes /4 et &' sontidentiques;sans quoi I'intégrale
admettrait la période &' — /.

La constante /4 étant la méme pour Lous les contours, nous pou-
vons choisir la constante arbitraire d’intégration de fagon que
h=o0. Alors notre intégrale ne sera susceptible que de deux
valeurs U et — U, D’ailleurs le signe de U changera en méme

: = U : .
temps que celui de /I, de telle sorte que 7 et par conséquent S

est une fonction uniforme.
4° S est un polynome entier en

En effet, intégrale et S ne peuvent devenir infinis que si les
dérivées
AR Al

dz’ dv
deviennent infinies, c’est-a-dire si
T = >, ¥ =, &= ¥ =o, =t

Pour F = o, les dérivées deviennentinfinies d’ordre s — 1 et par
conséquent U devient infini d’ordre s — 2 et S reste fini.

Voyons comment se comporte S pour z trés grand. Les termes
prépondérants de F, (), Q se réduisent respectivement a z?, zP
et z® multipliés par une fonction de y ( f, p et v étant les degrés de

e R B : ‘ AR :
I, Q, Q). Done = réduit 4 ses termes prépondérants se réduira a

o (y) S U=slp—1 E'?l_‘-‘.l,:.""
et U a
0( -V)J—J'L]—sl—r;:—w [iylaw
et enfin S &
Ny )zb—S=0,
O(2) et 7()) ¢rant des fonctions de y faciles a former.

On trouverait le méme résultat en cherchant comment S se
comporte pour & = 0; il suffirait de changer £, p et w en — f, —p
el —w. On raisonnerail encore de méme pour ) tres gl'aud ou Lres
petit.

Done S se comporte comme un polynome de degré

p—JS—w=h—f—ow.
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C’est done un polynome de degré i — 2 f— 20, dépendant de
(2h —4f— fjw—1)2

coefficients arbitrairves,
Done parmi les
2(oh —af —ow—+ 1)?

relations (4) 1l y en a seulement

202h —2f —ow 41— (2h —4f— jw+ 1)
qui sont distinctes. Donc nous n’avons que

(2 + 12+ (2h—4f— g4+ 1)2—a(2h—2f — 20+ 1)?

expressions Il qui soient linéairement indépendantes. Or ce
nombre est égal a
8(f+ w)i

Il est doncindépendantde £ et s. Done, quelque grand que soit le
degré de & du polynome H, nous n’aurons toujours, au plus, que
8(f + w)* expressions II distinctes.

Remarquons que les expressions ou s = s, rentrent comme cas
parliculiet‘s dans celles ot s = s, 1, puisque nous pouvons changer
s en s+ 1 et H en HF sans changer I'expression II. Done toutes
les expressions II, quel que soitle nombre s, le degré du polynome
H et ce polynome lui-méme, peuvent s’exprimer linéairement a
Paide de 8(f+ w)* d’entre elles.

Si nous prenons

8(f+w)+

expressions [l quelconques, il y aura entre elles une relation
linéaire, dont les coefficients seront des fonctions rationnelles
des coefficients des polynomes ¥, Q qui sont les mémes pour
toutes ces expressions Il ainsi que des divers polynomes H qui
ne sont pas les mémes pour les différentes expressions 11. Cela
résulte de la facon dont nos relations (4) ont été formées.

291. Le nombre des expressions II distinctes peut s'abaisser si

les polynomes présentent certaines espéces de symétrie. Supposons
par exemple que F, Q et H ne changent pas quand on clmuge X

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 CHAPITRE XXI.

en — z el ¥ en —y. Si alors nous écrivons ces polynomes sous la

forme
=,
Z A _Tcsyb’

nous voyons que les deux entiers a et b doivent étre de méme
parité,
Un polynome de degré m présentant cetle symétrie ne contient

plus que
amt4am—+1

coefficients arbitraires. Nous n’aurons donc que

2h? +-2h+1
polynomes H.

Si les polynomes P et () présentent cette méme symétrie il en
sera de méme du second membre de (4). D'ailleurs nous obtien-
drons de cette facon tous les polynomes H symétriques qui sont
de la forme (4). Soit en effet

P(P, Q)

le second membre de (4). Considérons deux polynomes P et Q
non symétriques de telle facon que P(z, ) ne soit pas égal a

I’(— T, —.}’)
et supposons que

*[P(z,y), Q= r)]

soit égal & un p‘ni}'nomc symétrique H de telle sorte que
H(z, y)=H(—=,—¥);

nous aurons a la fois

"('r:.?’) = (I)[ P(‘T? .}’)a Q(.Z‘,_}’)J
et

H(-"‘:.}’).=Il(“x:—f)=‘l’[l)(“ﬂ", "—)’), Q(-——J"s—-J’)J:

ou, en additionnant et divisant par 2,

ll(st’) = d)[l}(x"y)+ P(—:r,—_y)’ Q(m,_}’j—i— Q( = —_}"}]’

b 2

qui est une relation de la forme (4) ot les polynomes P et () sont
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remplacés par les polynomes symétriques

Plz,y)+Pl—a,—v) Qla,y)+ Q(—a, —»)
; .
i3 2

[l suffira donc de considérer les relations (4) formées avec des
polynomes symétriques. Nous aurons donc, non plus

2(2h —2f — 2w+ 1)?
relations (4 ), mais
a2f2(h—f—w)+2(h—f—w)+1].

De méme, si nous nous reportons aux relations (5), nous verrons
que, si P et () sont symétriques, il en sera de méme de S; nous
aurons donc

a(h—af—ow)+alh—af—ow)+1

polynomes S.

En résumé le nombre des expressions II distinctes ne sera plus
(2h+1pP+(2h—of —2w+ 12 —u(2h —f—w-+1)2=8(f+w)?
mais seulement
O(h)y+0(h—a2f—aow)—2l(h—f—uw),

€n posant
O(h) =9h?+2h 4+ 1.

Ce nombre sera done

() + w)2.

292. Appliquons ce qui précéde aux expressions (1) et (2), mais
auparavant il est préférable de les transformer en posant

Alors, A%, qui était un polynome contenant des termes en
I, paiant, Syd S yst Ry, my=l asly sl b G ey v,

deviendra un polynome entier du second ordre en

1
R T e
U]

-
AV
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Ce polynome ne change pas quand on change £ et 1 en —&
et — 7. Ce sera lui qui jouera le role de FF; nous avons donc

Le polynome Q devient de son c¢ité un polynome symétrique du

premier degré en

de sorte que

="
Dans la formule (1), bien entendu, ot I'exponentielle E£ ne
figure pas, on prendra w = o.
A . . Y . I
Le réle du polynome H sera joué dans U'expression (1) par iy
5 : . 0 :
et dans I'expression (2) pzlrm, qui nous donuneront I'une et

I'autre un polynome symétrique en

vy
AN —
-

Nos coefficients B, et A, seront représentés a un facteur
numérique prés par U'intégrale

A i o~ dEdn
[/ HEQZS 1,
o 5/

ou Q est du degré o ou 1 et on

1 0

P i

_.;;.m ym ‘

|
ot enfin A joue le role de F*. Ce sont donc des expressions de la
forme II.

Les coefficients de ces polynomes F, Q et H sont d’ailleurs des
fonctions rationnelles des grands axes @ el &, des excentricités e,
¢ etde /1 — e*, /1 — €2, ou,sil'on aime mieux, de ¢ et de ¢/, en
posant

2¢ 28

]

= e—— €=
e it 14 ¢g'2

Ce sont également des fonctions rationnelles des lignes trigono-
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métriques dépendant de I'inclinaison et des périhélies, c’est-a-dire

J w w
" " F o £ P 8
de tang >+ lang =, lang —
Ce sont en résumé des fonctions rationnelles des sept quantités

]
'

1 J w
a a, & &, tang-, tang -, lang
2 2

uIEl

les longitudes des périhélies étant comptées dans les plans des
deux orbites, a partir de I'intersection mutuelle de ces plans. Ce
sont ces sept quantités que nous appellerons les éléments.
Envisageons maintenant la dérivée de A, ou de B, par rap-
port & 'un de ces éléments, que je désigne par z; elle sera égale a

jf“ LQ(Z dq

dHl dQ
H = 32(‘(5 +Hd)

ou
dA?

i

o |-

sera un polynome de méme forme que H. Nous retrouvons donc
une expression de la forme II avec cette différence que I'exposant

s, e . 3
§ qui etail ¢eal 4 - est mainlenant - -
= 2 2

S1 nous considérons une dérivée partielle seconde, cel exposant

¢

deviendra 5> rien d’ailleurs ne sera changé, et il en serait de

méme pour les dérivées d’ordre supérieur.

Ainsi nos coefficients Ay, Buw ainsi que leurs dérivées
partielles d’ordre quelconque par rapport aux éléments scnt
des expressions de la forme Il.

Les conclusions du n® 290 sont vraies quand le polynome F est
le plus général de son degré. Elles subsisteraient bien entendu
dans les cas particuliers, par passage a la limite ; mais ici elles sont
directement applicables.

En effet le théoréme de M. Picard s’applique directement toutes
les fois que le polynome F est indécomposable.

(Pest ce qui arrive pour le polynome A? dans le cas général du
probléeme des trois corps. Quand l'inclinaison est nulle, le polynome

P11, 9
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A2 se décompose, mais nous restons dans les cas trés étendus on le
théoréme de M. Picard est applicable.
Il n’y a donc pas de période cyclique.
 Pour montrer ensuite qu’il n'y a pas de période polaire, nous
avons suppos¢ que F(z, y) ne devenail pas un carré parfait quand
apres Pavoir multiplié par une puissance convenable de z on y
faitte=—0"
Si nous appliquons cette régle au polynome
At= HE(Zm),

cela reviendra & réduire A? aux termes en z2, 2y, 2, ou en "2,
z=ly~!, ¥72 ouena!, zy !, y 2, ouencoreenx ?, a~ly, y2. Ce

polynome ne se réduit pas ainsi a un carré parfait. La condition

est done remplie.

293. Appliquons d’abord cela a 'expression (1) et aux coeffi-
cients By, ; nous avons

Fi=5t, w =0.
Le nombre des expressions distinctes est donc
4(f+ w)r=16.
Nous n’avons donc que seize coefficients distincts. Done :

Si lon envisage le développement de la fonction perturba-
trice suivant les anomalies excentriques, il y aura entre les
coefficients des relations linéaires de récurrence dont les coeffi-
cients seront des fonctions rationnelles des éléments. Ces rela-
tions permettent d’exprimer tous ces coefficients en fonctions
de seize d’entre euz.

Ces relations de récurrence sont assimilables a celles qui relient
les coefflicients de Laplace. Ces relations peuvent s'obtenir de la
facon suivante; écrivons les deux identités

1
d.}?(l dep
Fdr\a) T T
1
dA? [ 1 dE -
T (5) T gy a=
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. Sy -, 1
Remplacons dans ces identités A* et 3 par leurs développements

suivant les puissances entiéres positives et négatives de z et y, et
égalons & zéro dans I'une de ces identités le coefficient de zPy7.

On a retrouvé dans le Vachilass de Jacobi, sans démonstration,
un énoncé daprés lequel le nombre des coefficients distincts
serait non pas 16, mais 15. Cela est possible, car [G‘n’est ici qu'un
maximum. Il serait intéressant de pousser la vérification jusqu’au
bout.

294. Supposons maintenant que 'on envisage un coefficient et
ses dérivées partielles des divers ordres par rapport aux éléments.
Ce sont encore des expressions II, elles sont donc lides i seize
d’entre elles par des relations linéaires.

Ainsi chacun de nos coefficients B, considéré comme fonction
de l'un quelconque des éléments, satisfait a une équation dif-
férentielle linéaire du seiziéme ordre au plus, dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles des éléments.

Sil’on considére deux ou plusieurs éléments comme des variables
indépendantes, on peut former aussi un trés grand nombre d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles.

Tous nos coefficients B, et toutes les dérivées partielles peuvent
s'exprimer linéairement en fonctions de seize de ces coefficients,

ou bien encore en fonction de 'un d’eux et de quinze de ses déri-
vées partielles.

205. Passons maintenant au cas de l'expression (2) et des
coefficients A, ,, qui sont ceux du développement suivant les
anomalies moyennes. Cette fois

Sf=2, w=1I,

J(f -+ w)2= 36.

Seulement le polynome Q dépend de m et de m'. Il n’est done
pas le méme pour deux coefficients A, différents.

Les conclusions du n® 203 ne se généralisent done pas.

Au contraire, le polynome Q est le méme pour un coefficient
Amme €L pour toules ses dérivées partielles, de sorte que le théo-
reme du n° 294 se généralise immédiatement.
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Chacun des coefficients A, considéré comme fonction de U'un
quelconque des éléments, satisfait a une équation différentielle
linéaire du trente-siziéme or.lre au plus. 1l satisfait en outre &
de nombreuses équations linéaires aux dérivées partielles, si 'on
regarde les divers éléments comme des variables indépendantes.

296. Passons au cas ot les excentricités sont nulles; il en résulte
de grandes simplifications. D’abord, en elflet, il n’y a pas de dis-
tinction a faire entre les anomalies excenlriques et moyennes, de

sorte que l'on a
Q'=o, v’\mm‘ = Bmm.’-

De plus on a
S T ! 1Y y M
A= a4 a2+ aa'p ;-Ja:)q-nau (‘(’—_—;)9

en posant

5= —=14 =y = g1,

D’ailleurs les coefficients A, sont exprimés a un coefficient

numérique pres par l'intégrale
e e vy
j ju .
e WA

i i |
ou H est un polynome entier en z, o, -, .
On a done

i1, W = 0.

Le polynome qui joue le role de F est ici A2, et I'on voit que,
pour s = o0, l'expression zA se réduit a une conslante; le raison-
nement par lequel on démontre qu'il ne peut y avoir de périodes
polaires n’est donc pas applicable immédiatement [ puisque nous
avons di supposer plus haut que le premier membre de I'équation
F(x, y) = o ne se réduisail pas a un carré parfait pour x = o].

Nous pourrions nous tirer d'affaire de plusieurs maniéres diffé-

rentes :

1° En nous servant des fonction elliptiques, comme je lai fait
dans le Bulletin astronomique, 1. X1V
2° Lin revenant aux variables z et y.

Mais je préfére me servir de la symétrie du polynome A2,
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Ce polynome ne change pas en effet quand on change z en L,

3

ou bien w en :’T Un polynome satisfaisant & cette double condi-
tion sera ce que jappellerai désormais symétrique.

; ) A
Dans le développement de 5 les coefficients de
it wb, z—awb pag—b z-agp—b

sont ¢égaux, et peuvent étre représentés a un méme coeflicient

o . 1 - e
numérique pres — -— par l'une des intégrales doubles
J T £

f {‘;m e dz dw > [‘ [ll dz dn-,
e S A A 2y zw A

H ga by z—a wh o g gp=b . gt gp=b

Nous pouvons donc toujours supposer que le polynome H est
symétrique.

‘Nous devons ensuite rechercher quels sont les polynomes H
symétriques qui nous conduisent a une intégrale double identi-
tiquement nulle. Ce sont ceux qui sont de la forme (4). Dans le
second membre de l'expression (4), 1l faut, bien entendu, faire
Q = o et remplacer z el » par les variables nouvelles z et .

Je remarque maintenant que si, dans cette expression (4) ainsi
modifiée, on remplace P(z, w), Q(z, w) par — P(l'. w),

\ 5

I . / I A
Q (; ) u"), I'expression H( z, &) se change en H (;, u') .De méme,

1 4k - o A TRY e ser s '--_'_)

si I'on remplace P(z, w), Q(z, w) par | (.,, ;), —Q (d, —If
. - 1 3

I'expression H(z, w) se change en H (;, E)'

Si l'on a alors

l’[aw;:—l’(;—, w): I’(:,l :—[’(é,-l )

W o
Qzwy= Q(pw)=—0(s5)=—0(3 5)

nous dirons que P et () présentent la symétrie croisée.
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Il est clair que, si P et ) présentent la symétrie croisée, 'expres-
sion H présentera la symétrie directe.

Si H présente la symétrie directe, je dis que I'on pourra tou-
jours, sans restreindre la généralité, supposer que P el () ont la
symétrie croisée. En effet, si H est symétrique, on pourra, sans
changer H, remplacer P et () par

ou par

ou par

ou enfin par les deux polynomes

P(s, w)—P (l uf} + P (3, %)—P L i‘)

1

Q(z,w)+Q (\%gw.} —Q (z, #‘)—Q(%, ﬁ)

4

qui présentent la symétrie croisée.
Si maintenant P et () présentent la symétrie croisée, I'expression

dz P dw S
[( ___.__l_ de_[.(lv——, 2
Fi—1 3 He=t v F
supposée intégrable, présentera une troisicme espéce de symétrie
que j'appellerai la syméirie inverse, c'est-a-dire que S el U chan-
geront de signe quand on changera z en -'s ou bien v en —.

Dans ces conditions,
AU

ds = B3

ch'rnfvc d ‘ ‘ne (]ll}'ll’l([ on chan"e o en el gl nous posons

dU

notre période polaire, si elle existe, sera 2in(C_,; elle sera indé-
pendante de « (qui joue ici le role de y). D’autre part, elle devra
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1 (
changer de signe quand on changera v en =3 elle est done nulle.

i 0. F: D,

Examinons maintenant le degré de ces différents polynomes;
mais nous ne définirons pas le degré de la méme maniére que dans
les numéros précédents.

S it 1% Cone] Sk
o1l un []0 Ynome en 35, E: o, :p-,

E A zawh,

Nous dirons qu’il est de degré m si
|a|+|&]zm.

Soit alors A& le degré de H, nous voyons que celui de P et de Q
est i —1 et que celui de S est i — 2.

Un polynome de degré / contient » 22+ 2/ -+ 1 coefficients ar-
bitraires, mais, s'il est syméirique, il n’en contient plus que

(h+1D(R+2) g 1a symétrie est directe et, en effet, les coefficients
2

de 75 w*b se déduisent d'un seul d’entre eux, de sorte que nous
n’avons plus & envisager que les termes ou les deux exposants sont
nuls ou positifs. Si la symétrie est croisée, il arrive (pour P par
exemple) que les termes indépendants de z sont nuls, de sorte que

nous ne devons plus envisager que les termes ot I'un des expo-

h(/r |)

sants est nul, et 'autre nul ou positif. Cela fait coefficients

distincts. Si enfin la symétrie est inverse, les termes indépen-

dants soit de w, soit de z, sont nuls, et les deux exposants doivent

h(h—1)
2

étre positifs, de sorte qu'il reste coefficients. Nous sommes

done conduits au Tableau suivant :

Polynome. Degré. Symétrie. Nombre des coefficients.
1 h directe (h1)(h+2)
2
B h—1 croisée ﬁ_}_—_"_)
Q h—1 croisée h”%_‘_)_

(h—2)(h—3)

2

S h—a inverse
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Le nombre des expressions II distinctes est done

—h(h—1)= 4.

()':+1}(r'.4+-.1_+(h—’;)(;’r—.'i)

2 2

Done, entre les coefficients dudéveloppement de la fonction
perturbatrice, il y a des relations linéaires de récurrence dont
les coefficients sont rationnels par rapport auz élements et qui
permettent d’exprimer tous ces coefficients a Uaide de quatre
d’entre euzx. Chacun d’euz, considéré comme fonction de ['un
des éléments, satisfait a une équation différentielle linéaire
du quatrieme ordre. Considéré comme fonction de tous les élé-
ments, ilsatisfait a un grand nombre d’équations auz dérivées
partielles. Tous les coefficients et toutes leurs dérivées par-
tielles peuvent s'exprimer linéairement a Uaide de quatre des
coefficients, ou bien encore a Uaide de un d’euz et de trois
de ses dérivées partielles. '

2907. On arriverait au méme résultal en conservant les variables z
ety ; on aurait alors

Y

=z \ 1
A=+ a'?4+ aa';J.(— — ‘Z) = aa'v(xy—t— — -
Do Ty

Ce polynome serait de degré 1 au sens du n® 290 et non plus du
n° 296. Il serait d’ailleurs symétrique au sens du n® 291 et non
plus du n® 296. Enfin 'expression 2 A? se réduirait, pour z = o, a

i v
ac ([.l.ﬁ}’ -+ ;)J

qui n’est pas un carré parfait; nous pourrions donc appliquer les
conclusions du n" 291, et, puisque

=1y w = 0,
le nombre des expressions II distinctes serait

G(f+w)=4. C. Q. F. D.

298. Les équations aux dérivées partielles auxquelles conduit
I'analyse précédente ont déji été rencontrées. Ce sont celles que
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nous avons étudiées an n" 261. Nous avons vu que les onze déri-
vées partielles de Z, désignées dans ce numéro par (8), (9), (10),
(11), (12), (13), s’expriment linéairement en fonctions des
neuf expressions (14) qui sont elles-mémes liées par les trois rela-
tions (15). Il y a donc, entre ces onze dérivées, cing relations.

Soit
-l
L= J gt ok,
2‘[ "

Les coefficients de z#wk dans les onze dérivées partelles seront

dll dlU dlU = i dryJ d? 1] d: U
de e o e T
d*U d:U 2 1

d=2’ dadp’ dady
Il'y aura done cinq relations entre U et ses neuf dérivées des
deu\ premiers ordres. Dailleurs, outre les relations (15), les neuf

= Z Uszw* par la

expressions (14) sont lices entre elles et & 7

relation

(1 a2) ' —oapl cost —oavl cosqg = —sZ.

Nous aurons done six relations entre U el ses neafl dérivées,
c'est-a-dire que U satisfait 4 six équations aux dérivées partielles
du deuxieme ordre. De U et de ses dérivées, en tout dix expres-
sions, il en reste donc quatre qui sont indépendantes.

Parmi ces six équations, nous distinguerons celles qui ont été
étudiées a la fin du n* 261 et dont nous avons vu la parenté avec
les équations de M. Appell. Nous avons vu que ces équations ad-
meltenl quatre solutions distinctes, de sorte que U considéré
comme fonction d'un seul élément satisfait & une équation diffé-

rentielle du quatricme ordre.

299. Les fonctions que nous avons ¢tudiées dans ce Chapitre
sont définies par des intégrales doubles et ces intégrales doubles
sont prises le long des contours fermés. En d'autres termes, ce
sont des périades de I'intégrale double indéfinie

[‘ / ”r“r.’: d1
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Supposons que nous fassions varier 'un des éléments, que
Jappellerai «, en lui donnant bien entendu des valeurs imagi-
naires, et que cet élément 2 décrive dans son plan un contour
fermé. Notre coeflficient, représenté par notre intégrale double, est
une fonction analytique de I'élément o3 quand cet élément aura
décril son contour fermé, nous retomberons sur une autre déter-
mination de cette fonction analylique, et cette détermination ne
pourra étre qu'une autre période de notre intégrale définie double.

Supposons que cetle intégrale définie ait & périodes fondamen-
tales

Pi. o Essoe AiD ey
toutes les autres périudcs el, par ['.(ll‘l:SL"([IIBIIL. toutes les détermi-
nations de notre fonction, seront des combinaisons linéaires a
coefficients entiers de ces périodes fondamentales.

Quand donc la variable décrira un contour fermé, les diflérentes
déterminations de la fonction subiront une transformation linéaire
a coefficients entiers. Considérons maintenant plusieurs fonctions I
qui pourront différer par les polynomes H et Q, mais pas par le
polynome F, toutes ces fonctions subiront /& méme wansforma-
tion linéaire, puisque celle-ci ne dépend que de la déformation
des contours d'intégration.

Soit donc A le déterminant formé par & déterminations corres-
pondantes de & fonctions IT; ce déterminant sera multiplié sim-
plement par un facteur numérique quand la variable décrira un
contour fermé; le rapportde deux de ces déterminants demeurera
done constant, ce sera donc une fonction uniforme.

Done entre &k -+ 1 fonctions II, il y aura une relation linéaire
dont les coefficients seront des fonctions uniformes des ¢éléments.
Done le nombre des périodes fondamentales est égal a celut
des fonctions Il en fonetion desquelles toutes les autres peuvent
sexprimer par des relations linéaires dont les coefficients sont
des fonctions uniformes des éléments.

Si les fonctions [1 ne présentent que des singularités algé-
briques, ces fonctions uniformes se comporteront comme des fonc-
tions rationnelles. Les coeflicients de nos relations seront des
fonctions non seulement uniformes, mais rationnelles. C'est ce
qui arrive quand Q = o.

Nous pouvons prévoir par la que le nombre des périodes fonda-
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mentales est de 16 dans le cas général et de 4 si les excentricités
sont nulles. C’est ce que montre le résultat obtenu au sujet du dé-
veloppement suivant les anomalies excentriques.

Mais alors nous pouvons en tirer une conclusion relative au dé-
veloppement suivant les anomalies moyennes. Il y aura entre les
coefficients de ce développement des relations linéaires de récur-
rence dont les coefficients seront des fonctions non rationnelles
mais uniformes des éléments, et ces relations permettront de les
exprimer tous 4 l'aide de seize d’entre eux. De plus chacun de ces
coefficients satisfera 4 une équation différentielle linéaire, qui sera
du seiziéme ordre (et non plus du trente-sixieme), mais dont les
coefficients seront non plus rationnels, mais uniformes.

Ces relations de récurrence et ces équations dilférentielles sont
analogues a celles que nous avons rencontrées dans I'étude des
coefficients de Laplace. Nul doute qu’elles ne puissent rendre les
mémes services dans le cas ol les excentricités sont nulles; mais il
n’en est pas de méme dans le cas général; leur ordre semble trop
élevé; heureusement il est permis d’espérer que ces équations ne
sont pas irréductibles et que P'étude des périodes de l'intégrale
double permettra d’en abaisser I'ordre.

Jajouterai que M. Féraud, dans le Tome VIII des Annales de
U’Observatoire de Bordeaur, amontré que, par suite de certaines
symétries, cet ordre pouvait s’abaisser de lni-méme dans certains
cas particuliers.
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CALCUL .\'UMER‘IQUE DES COEFFICIENTS,

300. Dans les Chapitres précédents, nous avons cherché a
obtenir le développement analvtique des coefficients a l'aide de
séries procédant suivant les puissances des excentricités et des
inclinaisons. L'emploi de ces développements ne présenterait
aucune difficulté si le nombre des termes n’était pas si grand.
Mais ce nombre a effrayé beaucoup d'astronomes qui se sont
efforcés de calculer la valeur numérique des coefficients sans
passer par l'intermédiaire de ces développements.

Nous avons vu que les coefficienls pm_lvaicnl se mellre sous la
forme d’intégrales définies. Telles sont les intégrales (1) et (2) des

n" 280 et 289
dr d
(1) — 472 Bume —-f[ 'V
o ym \/Rf ) Jf

(2) e 11'11\;;:.“?' e /‘[ QFQ 29 {IV
Qnm‘ym ‘/[{( i _}’)

On pourrait donc calculer les valeurs de ces intégrales doubles
par quadratures mécaniques; nous pouvons éerirve en effet I'équa-
tion (2) sous la forme

(3) A [/‘ [1—:an ') ol dlu',

ou bien encore sous la forme

3 e o 5
(‘1) 4w A mm' = [[ 3 E—itmt+m't') dl dI’,
d’oti 'on tirerait les formules approchées

: QrQ o
(3 bis) nt .a\m,"rzz ':T E—ilmu-+-m'u’)
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eL

! : b 0 ., oo
(4 (itS) niA,, = Z 3 E—ilmi+m'l’),

Dans la formule (3 bis), il faut donner, sous le signe Z, au de
méme qu’a ¢/, les n valeurs équidistantes

2n—1)m
ot e TRl
n

» - ey

|3
1k

. |
Cela fera donc, sous le signe ¥, des termes dont le nombre
il

sera n*, puisqu’il faut combiner les n valeurs de u avec les n va-
leurs de u'.

Pour la formule (4 bis), on opérera de la méme maniére avec
cette différence que ce n’est plus a « et a @/, mais bien a /et a //
qu’il faut donner les n valeurs équidistantes

27 iw 2(n—1)w
o, i P
n n n

Le Verrier voulant calculer la grande inégalité Pallas-Jupiter,
c’est-a-dire le coefficient As ;, a employé la formule (4 bis). Il
aurail pu se servir avec plus d’avantage de la formule (3 bis).
Mais il fallait la puissance de calcul de Le Verrier pour avoir le
courage d’aborder une tiche aussi ¢crasante. Heureusement il y a
des moyens d’éviter ces quadratures mécaniques, ou tout au moins
de réserver les quadratures mécaniques pour le calcul, non plus
d’une intégrale double, mais d'une intégrale simple. Les plus
importantes de ces méthodes sont celies de Hansen, de Cauchy et

de Jacobi.

301. Méthode de Hansen. — Il s’agit d’obtenir les coefficients
By du développement procédant suivant les anomalies excen-
triques. Il sera aisé ensuite de passer aux coefficients A, du
développement suivant les anomalies moyennes en employant la
formule du n® 240, ou bien encore de passer au développement
spécial de Hansen en employant la formule du n® 246.

Prenons alors I'expression de A%; c¢’est un polynome du second
degré en E=v, E=iv' de sorte que nous pouvons écrire

(5) A?= A -+ BEw' 4+ B'E—iw' 4+ CE2w'  C'E-2w’
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les coefficients A, B et C dépendant seulement de «; nous verrons
ensuile que l'on a simplement

de sorte que Cet (' sont indépendants de u et, de plus, du second
degré par rapport aux excentricités. Nous pouvons en conséquence
négliger ces termes en premiére approximation et, appelant A7 la
somme des trois premiers termes du second membre de (5) et R la
somme des deux derniers, écrire

[

R

3
.l

2=
[« -1 41]
|

(6) i

= Bt
el

La série (6) converge trés rapidement a cause de la petitesse

de R, de sorte que le développement de .[5 est ramené a celui de
I I
878y

Or nous pouvons poser

A=A + BE#' 4 B'E-#' = H2[1 4 a?— 22 cos(u'— B)],

H, o et § étant des fonctions de #. On en déduit

1 I 1
- (K) Rikin'—B)
(7) LR

AT T HE Z‘ ’

les b0 étant les coefficients de Laplace formés en fonctions de «
par les procédés du Chapitre XVII.

A, B, B’ peuvent étre regardées comme des fonctions connues
de u; il en est donc de méme de H, « et § et, par conséquent,
des 6™ ; on aura alors

- Z Cp Bitkse'+hu)

Cna

si Gz est le coefficient de E## dans le développement de

1 k) B—iki
bk E~ikp,

e

c’est-a-dire si

(8) 27 g f Id— bR B—ilkf+hu)
0
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On calculera intégrale (8) par quadratures mécaniques a 'aide
de la formule

v (};_fs'.‘ E—ilkB+hu)

(9) CM-=A'—H—“———!

ot n est un grand nombre; la fonction qui figure sous le signe E

est une fonction de «; on y donnera successivement & « les n va-
leurs équidistantes

2T in 2({n—1)m
et B gy Rt iy

I I n

Telle est la méthode de Hansen; je me bornerai a renvoyer pour

1] Yer |
plus de détails au Chapitre XXI du Tome IV de la Mécanique
céleste de Tisserand et en particulier aux pages 341 4 344.

302. Méthode de Jacobi. — Jacobi cherche aussi & former le
développement qui procéde suivant les anomalies excentriques; il
décompose aussi A? en deux parties A} et R, dont la seconde est
du second degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons;
mais il n’a pas recours aux quadratures mécaniques. Sa maniére
de mettre A% sous la forme

A+ R
n’est d’ailleurs pas la méme que celle de Hansen. Pour bien la
faire comprendre, je suppose d’abord que I'inclinaison soit nulle.

On trouve alors, en appelant &, 7 et £, 7' les coordonnées des deux
planétes,

At=(E+in—§ —in)(§—in—F+in').

D’autre part, si 'on pose

x 2€ 4 2¢
TR ET At )
il vient
- a liior 5 :
| B g [ { t —iuy,
E+in 1+s9“ 28 + &2 )

On en déduirait U'expression de & — ¢ en changeant ¢ et — 7,
et 'on aurait ensuite celles de &'+ 7/, & — 7/ en changeant a, =

I !
W

w,uend,d, m
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144 CHAPITRE XXII.
51, dans P'expression précédente, nous négligeons le terme en
e2E7 nous commettrons une erreur du second degré et nous

trouverons

Al =(20'e'— 2be + bEin — P E+iw) (2b] ' — 2 by e + by B—iv — b} E-iu')

e

en posant, pour ab]'l";__;e:‘,

__ aE® T a' Eio’ e E-iw L a' E-iw’
i '———l+,f,’ LEmt g )I‘_'___-'_'_].‘a.n'
-+ £ E= ==E e

Si alors nous désignons par A7 cette valeur approchée de A2 et

par Il 'erreur commise, nous aurons

A= -_\E == l{,

et R sera du second degré par rapport aux excentricilés.

Si I'inclinaison n’est pas nulle, nous pourrons développer sui-
vant les puissances de l'inclinaison et dans le développement ne
figureront que des puissances paires de I'inclinaison.

Si done nous négligeons I'inclinaison, 'erreur commise sera du
second degré. Nous pourrons done conserver la méme expression
pour A? et 'erreur R = A?— A§ sera encore du second degré par
rapport aux excentricités et anx inclinaisons.

Nous pouvons écrire ensuite

A% = H2(1— Y Eilu—u'—w) T' el U R I P Y E—flu—i'—w) .{’ Eile'-w’) )y

en 1_)()5u11t

’ Ji
PR yE-iv= 2 ' ° pie-a) = ﬁ,
1+ 22 a 1-+¢? b
s ' g
5 TR RN R O
{'EW =o' —2e 5

Il est clair d’ailleurs que nous pourrions modifier les coeffi-
cients H, v, 0, ¥/, ', qui figurent dans A7, pourvu que les modi-
fications soient seulement du second degré par rapporl aux excen-
tricités et aux inclinaisons. L’erreur R resterait du second degré.

Jacobi profite de cette latitude pour faire disparaitre certains
termes de R, a savoir les termes tout connus, les termes en

cos cos

o (u—u 3
:ill)( " sin
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Je renverrai pour les détails de I'analyse a la Mécanique céleste
de Tisserand (t. IV, Chap. XVIII, p. 301 a 306).

Quoi qu'il en soit, nous avons

de sorte que (R se réduisant & un nombre fini de termes) le déve-

i A T , i . :
loppement de 7 est ramené a celui de e Si nous posons, pour
abréger,

File—u"—w) — z, E—iln'—w') — o,

il vient
z r . r
INE =H-%(1—ys—yw)3(1—ys1—y'w1)s,

et il s'agit d'effectuer le développement suivant les puissances
enlicres, posilives ou négatives de s et de m.

Il est aisé de vérifier que le coefficient de z%w* sera, au facteur
prés v2y'% el a un facteur constant prés, une série hypergéomé-
trique de deux variables de M. Appell par rapport a y2 et y'2.

Ces séries sont tout a fait analogues a celles que nous avons
¢étudiées au Chapitre XVIII, seulement elles ne se réduisent pas a
des polynomes.

Jacobi ne se serl pas de ces séries, qui n’étaient pas encore con-
nues de son temps: son analyse est un peu différente; on la trou-
vera dans la Mécanique céleste de Tisserand (t. 1V, p. 306
adin).

1 I

Ay’ A}’
par des relations de récurrence, et ces relations permettent de les
exprimer tous a l'aide de quatre d’entre eux (de sorte qu’elles
deviennent pratiquement utilisables). Il suffit, pour s’en con-
vaincre, soit de se reporter & ce que nous avons dit au n°® 264, soil
d'appliquer les principes du Chapitre XXI, en remarquant qu’ici
w=o0, f=1 et que le polynome A} présente une symétrie parti-

= ) I o
Les coefficients du développement de = ... sont liés
0,

o : : i
culiére, puisqu'il ne change pas quand on change z en setw

I
eI =

w

303. Méthode de Cauchy. — Cauchy, comme Jacobi et Hansen,
P =L

10
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146 CHAPITRE XXII.

cherche d’abord le développement suivant les anomalies excen-
triques pour en déduire, par le moyen des fonctions de Bessel, le
développement suivant les anomalies moyennes. Je n’ai pas a
revenir sur le passage d’un développement a I'autre; je m’occu-
perai donc simplement de la maniere d’obtenir le développement
suivant les anomalies excentriques.

La méthode de Cauchy se rapproche également de celle de

; 3 1
Hansen par un autre point. Cauchy commence par developl}erg

suivant les anomalies excentriques de la seconde planéte sous la

1 RS
X =2 B, Rin'u’,

Les B, sont des fonctions de « et, si nous posons

ol =
B”,-_— Z Bm‘,Efma:

forme

il vient finalement

[ : i
_ = B, Eftnu+n'u’l,
A

Cauchy calcule les coefficients B, par des procédés analytiques
et il en déduit ensuite les coefficients B, par quadrature méca-
nique a I'aide de I'intégrale .

in
(10) amBu= [ ByE-ine du.
~0
La différence provient surtout de la maniére d’obtenir les coef-

ficients B, ; reprenons la formule (5) :

(5) A?= A + BEiv' 4 B'E-iv' 4 (Eie' 4 Q' E-2iu’,

Si nous ¢galons A% & o, nous obtiendrons une équation du qua-
tricme degré en y = E# qui peut s’écrire

; ;J al r
(11) A4+ By—+ = + Cy24-Cy2=o.

Discutons cette équation ; nous observerons d’abord que ses coef-
ficients ne sont pas réels, ou du moins A, C, (! sont réels, mais B
et B’ sont imaginaires conjugués; I’équation ne change pas quand
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I . ; " - :
on change y en 5 etien —i. Les racines peuvent donc se répartr
en deux paires :

2=t Biw,  B=1 Eiw'|

ou « et 3 sont réels et plus petits que 1, de telle sorte qu'on per-

: : 1 .
mute les deux racines d'une méme paire en changeant y en 5 et (
en — ¢. De plus,

a'?e'?

c:c':

—
4

de sorte que le produit des racines est égal & + 1, ce qui donne
W = — t,

Il en résulte que nous pouvons mettre A* sous la forme d’un pro-
duit de deux facteurs :

A= H2[1—2acos(t'— w) +a?] [1— 28 cos(u' + w) + f2],

H étant facile & calculer quand on connait a, % et w.

Nous remarquerons ensuite que, sil’on néglige e, le degré de
I'équation s'abaisse, car G et (U s’annulent et 'équation (11) de-
vient simplement

A+By+ — =o.
e Y

L’équation du quatriéme degré se réduit donc au deuxiéme, une
des racines étant devenue nulle et I'autre infinie. L’équation se
résout donc aisément pour C= C'=o. Nous pouvons ensuite
développer les racines suivant les puissances de C, en considérant
A, B, B’ et C comme des variables indépendantes et faisant C'= C.
Comme C est du deuxiéme degré par rapport aux excentricités, la
convergence sera trés rapide. Nous voyons en méme temps que 3
est une quantité du deuxiéme degré par rapport aux excentricités.

%o ; 1 ¢
Il reste 4 effectuer le développement de < et pour cela on déve-

loppera les deux facteurs
1
[1—2acos(u —w)+a?] 2= ECPEJ"DM‘,

1
[t—2Bcos(u'+w) + p2] 2 :E cq Eigu,
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148 CHAPITRE XXII.
On aura ensuite le coefficient B, en faisant le produit des deux
séries; on trouve ainsi

<
(12) By = ‘/“ ) Pcu-—p

Les quantités
Cp [25;:{01 ci{ E—iqw

ne sont pas autre chose que les coefficients de Laplace

(P (73
b_l ) b 1 3

2 £

ralculés respectiv —a e — &, On les déter-
calcules respectivement en prenant o =2 el o = 3. Un les deter
minera par les procédés du Chapitre XVII. Cauchy préfere em-

ployer, pour cette détermination, les séries procédant suivant les
a2

(Ou de l_,'d__;r'

- ) particulierement commodes

& 712
puissances de —
1 — a? &
dans le cas ot p (oug) sont r-l.mds, ce qui est le cas ou il est
placé.

’

Quant a la série

!
S CpCn'—py
[ F F

elle converge trés 'apidemeut a cause de la petitesse de [3; en
effet, le développement de ¢,_, suivant les puissances de 3 com-
mence par un terme en 371, donc ¢,_, est du'degré a|n'— p|
par rapporl aux excentricilés et esl par cmlbéquenl Lrés pe Lit.

Ayant calculé ainsi B, par la formule (12), Cauchy aurait pu
obtenir ensuite B, par la formule (10) et en déduire ensuite A, ,»
par la formule (12) du Chapitre N VI. Mais ce n’est pas tout a fait
comme cela qu’il opére, il passe par Pintermédiaire d'un dévelop-
pement mixte procédant suivant anomalie excentrique u' et
I'anomalie moyenne { :

)v ”“,Ex’.tr!-e-n'u'}‘

|
de sorte que

W 5
B, = Z (et Eint,

am A2
2w Cppr = ./ By E-inl g = '/ B, E-inl(y —e cosu) du.
0 0
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Cauchy calcule C,,- & I'aide de cette derniére formule et pour
cela il applique les quadratures mécaniques, c’est-a-dire qu'il
prend (K étant un entier suffisamment grand)

KCpp = 2 B, E-inl(1 —ecosu),

B, et E—i#¢ sont des fonctions de «; on donne & u sous le signe Z
les K valeurs équidistantes

2(K — |)1:.

2T
0, Sepmlsiens K

On calcule enfin A, 4 I'aide de la formule
; -
App = 2 ‘n_x Cp,p‘ Jn’»—-;r"( !1’8’),

analogue a la formule (12) du Chapitre XVI. Cauchy a appliqué
cette méthode au calcul de la grande inégalité Pallas-Jupiter, en
faisant n =—18, n'=7, il n’avait donc a calculer que les fonc-
tions de Bessel de I'argument unique 7¢'.

Je renverrai pour plus de détails a la Mécanique céleste de

Tisserand, t. IV, Chap. XVII.

304. On pourrait évidemment fonder d’autres méthodes ana-
304. O t 1 t fonder d’aut thod

logues sur les propriétés des fonctions elliptiques et sur 'emploi
de formules, telles que celles dont nous avons fait usage au n® 256.
Je me bornerai a cet égard & quelques indications sommaires.
Supposons d’abord les excentricités nulles et que nous ayons &
calculer, par exemple, I'intégrale

(13 2 dz dw z=h w—1
13) fj \/ (w+ 1

]
ATn(;_'-i)Jrc —)
z \ w

ot A = a*+ a’?, B=ad'v, C= adu. Intégrons d’abord par rap-
port a w; nous avons une intégrale elliptique que nous pouvons
prendre par le procédé de la moyenne arithmético-géométrique.
Ce procédé est fondé sur I'égalité

-~

dw ! div w1
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qui a lieu quand

%

_|_

Va—+2b=a, Va—ab = Va +2b' =a' =
\/u'—gb':ﬁﬁ.

Si nous prenons l'intégrale qui donne le coefficient de Laplace

2

dw w1t

1
[—ﬁ—ﬂg—ac(lv—t——)
w

N\

z;‘.—.b;:f\/

les quantités qui jouent le réle de \/a + 26 sont
4o, I—da;

en prenant les moyennes arithmétique et géométrique, on trouve
1, | — a?;

en faisant une seconde fois la méme opération,

1-4—\/1—-1’ §y—
Tr \/1—12;
une troisieme fois,
! o —— ]
([—t—\,/l-—o:‘-’)
—— ..
d’on
2 dw w1
mzﬁbozf————
1 & 2
2 1+ 1 —a?
2
ou

2
bi= _—"'____,
3 l—|—\/|—:t’

ce qui est la formule du Chapitre XVII; nous avons vu quelle

. . " 1
approximation donne cette formule quand o est plus petit que T

Appliquons la méme méthode a l'intégrale (13). Nous pouvons
la mettre sous la forme

ff s=hwtdsdw

°

I hY
a?-+ a'?-+- aa’(w+ —)
w
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en posant
_-\-—O—B(;-l- é) o= (ata R=al(izEz),;
en [)OS.'llll

';\-_.13(;+ -‘)4».(1
I"f'C!_ 3

L= _.x+|s(,;+-'_")—;c

'1(;,’:\/_f\+ Ii(z—y-;)—n—zc +\/,\+B(z—|—-';)~—zc.

Notre intégrale, par Papplication de la regle précédente, se

réduira donc a I'intégrale simple

f 8inz"ds
__'—___';',
a'(1+¢1—a2)?

ou a' et « sont des fonctions de s définies par les formules précé-
dentes et que I'on pourra calculer par quadratures mécaniques, ou
mieux de la maniére suivante :

Comme B est trés petit de 'ordre du carré de I'inclinaison, on

pourra développer la fonction sous le signe [ suivant les puis-
1 : :

sances de B (s - :), ce qui nous donnera en méme temps le déve-

loppement de cette fonction suivant les puissances entiéres posi-
lives et négatives de z

305. On pourrait faire quelque chose d’analogue dans le cas
général; il s’agit toujours de calculer I'intégrale

f‘ /‘ dx dy'
J‘”‘J"’" ‘/]{( 7B ])

On commencera par exemple par intégrer par rapport a y; 'inté-
grale a calculer estalors une intégrale elliptique que je puis écrire

/‘ A y—m rf}f
A -~ 4
JANy=a) =B -nNur—39%

etil faut calculer I'une des périodes de cette intégrale elliptique.

.
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Seulement A, o, 8, v, ¢ sont des fonctions de 2. Quand ¢’ est nul,
une des quatre racines «, 2, v, 8 est nulle et une autre infinie. On
est done ramené au calcul de I'intégrale

m ey
(14) e
Vryo—1r—3)

Le calcul des racines v et ¢ est alors immédiat et I'on peut appli-
quer directement les procédés du Chapitre XVII et en particulier
ceux du n” 256. Toutes les intégrales peuventd’ailleurs se déduire
de deux d’entre elles par les relations de récurrence du Cha-
pitre X VII.

Si ¢/ n'est pas nul, le cas est plus compliqué; il faut d’abord
déterminer les racines a, [3, v, 8; nous avons expliqué au n° 303
comment cela pouvait se faire, grace a la petitesse de ¢'. D’autre
part, nous n’avons plus comme au Chapitre XVIIa calculer I'inté-

‘[(p — 3 ) du,

mais l'intégrale plus compliquée

(15) f(i‘)—:%)' 0

ol a et b sont des constantes et m un entier positif ou négatif. Et
en effet, pour ramener I'intégrale (14) 4 la forme canonique, il faut

grale

poser
p—a
p— b’

=
p(u) étant la fonction de Weierstrass.
La période de U'intégrale (15) dépend de celles des quatre inté-
P 5 ]
grales suivantes :
[du, U(u =% uy)du, j [C(u+ wo) —E(u+ uy)] du,
L3 LE

f[c‘:“ +uy) —Llu—uy)) du,

i, et u, étant définis par les équations

plug) = a, pluy)=b.
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On s'en assurerait en décomposant la fonction doublement pério-

b

. D —~a\ S .
dique ('}-}——---- ) en éléments simples.
Or ces quatre intégrales ont pour périodes

20, 27y, 4Nl 470Uy

On a vu au n* 256 comment on pouvait calculer w, et 7,3 on
trouvera dans I'excellent ouvrage de M. Schwarz ( Formules et
propositions pour L'emplot des fonctions elliptiques, d'aprés les
lecons de Weierstrass, Paris, Gauthier-Villars, 18g4) des for-
mules tout aussi convergentes pour le calcul de wu, et de wu,
(pages 67 a 73).

On voit qu’ici les formules de récurrence permettent d’exprimer
toutes les intégrales en fonction non plus de 2, mais de 4 d’entre
elles.

D’autre part 2w, 27, 47l 40,4, ne sont plus ici des
constantes, mais des fonctions de z, et il faut maintenant les déve-
lopper suivant les puissances entiéres, positives et négatives de z.
Ce développement peut se faire, soit par quadrature mécanique,
soit par des procédés analytiques ainsi que je I'ai expliqué a la fin’
du numéro précédent.

Nous remarquerons qu'il est préférable de faire la premiére inté-
gration en prenant pour variable non pas » comme nous I'avons

fait plus haut, mais %; il arrive alors que nos quantités w,, 1,, etc.

varient peu quand on fait varier 2, les variations étant de I'ordre
des excentricités. : :

306. Seulement ce n’est pas la fonction perturbatrice elle-méme
qui figure dans les équations différentielles du mouvement; ce sont
les dérivées partielles de cette fonction si 'on emploie la méthode
de la variation des constantes; ce sont les composantes de la force
perturbatrice avec d’autres méthodes.

Si nous avions les coefficients de développement de la fonction
perturbatrice sous la forme analytique, il serait aisé d’en déduire
les coefficients correspondants dans le développement des dérivées
partielles, ou des composantes de la force. Mais il n’en est plus de
méme si nous possédons seulement la valeur numérique de ces
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coefficients, et c’est la tout ce que nous donnent les méthodes
exposées dans le présent Chapitre. Cela nous oblige a4 examiner la
queslinn ace poinL de vue nouveau.

>as de difficulté en ce qui concerne la dérivée partielle suivant
I'une des anomalies moyennes [ ou /. Si I'on a

I 2 : S g
3 == A Eflmi-m't ]‘

on trouve immédiatement

— E imA,, , Eitni-m'l'),

"‘"[ﬁ-u

3
Pour les autres dérivées partielles, il s’agit (« étant 'un quelconque
des éléments) de calculer

d 1 P
dx A T A
ou
P Lodals
2 da

Si 'on veut les composantes de la force suivant trois axes rectan-
gulaires, on aura a développer

E—=f n—7n {0
.\3 2 ﬁa ’ As 3

en désignant par &, 0, §, &, 7/, {’ les coordonnées rectangulaires
des deux planétes.

Dans la méthode de Hansen (wvoir Tisserand, t. IV, Chap. XXI,
p. 341) on considére les composantes de la force suivant trois axes
particuliers et 'on est amené a envisager les combinaisons

el i R RS R L S T
A3 ¢ Ad

Dans tous lcs cas, il s’agit de développer une expression de la
E A vy :

forme o2 cL est encore de la méme forme en faisant P = A2, Ce
qui nous intéresse ¢’est que, quand on développe P suivant les ano-
malies excentriques, c’est-a-dire suivant les puissances entiéres,
positives et négatives de z etde y, ce développement ne contiendra
qu’un nombre fini de termes.

Cela est vrai des coordonnées §, =, &, &, 0. T’ et par conséquent
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de leurs combinaisons
-l
E_“C'J 1§ =r i :_\:t EEQ_ZEFZ'

. : ; dA?
Cela est vrai de A2 et par conséquent de B

Il faudra donc opérer de la fagon suivante :

: I ; ; ;

1° On développera 17 suivant les anomalies excentriques. Les

. ’ goioy i e . vy I
méthodes des numéros précédents qui visaient particulierement ©
=} . . : % 1 i i 1
s’appliquent sans changement a T eten particulier a T

- ; [ :
2° On multipliera le développement de 5 par celur de P.

Ce dernier développement se réduisant @ un nombre fini de
termes, cette multiplication ne présente aucune difficulté.

7 B : 5
3° On passera du développement de 1 Suivant les anomalies
excentriques a celui de celte méme quantité suivant les anomalies

moyennes & 'aide de la formule (12) du Chapitre XVI.

4 . . gh o d 1 0A?
Une derniére observation toutefois. Les dérivées — dont

dz A’ oa
nous venons de parler et que I'on rencontre dans la méthode de la
variation des constantes, sont les dérivées prises par rapport a un
systeme de variables parmi lesquelles figurent les anomalies
moyennes.
AN F o poey
Désignons au contraire par -, avec des 0 ronds, les dérivées

prises par rapport a un systeme de variables parmi lesquelles

figurent les anomalies excentriques. Nous avons immédiatement A2
: by rqono OO oy ! .

et il est aisé d'en déduire —— el o +; mais ce qu’il nous faut c’est

disls r T :

i Tout d’abord, siI'élément « n’est pas 'une des deux excen-

tricités e ou €/, on a simplement

2] b 1

b
do A da A
Sia=e, [=u—esinu, il vient

VA d 1 d 1lol dil ’ di.

e e S — e e T R B
Je A~ de A " dllAde ~de AN
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3 o ; I
Nous connaissons le d{:\'eloppemenl de 1 etde S et i
de A =7 :

d
a trouver celui de sinw 'ﬁ b
Soit donc

Rl ; o
3 - 2 BPP,Eff_nu—i-p n')— E -'\mm’ Eilmi+m't)

Amm’=20“p.ﬂ'§ C= PP i dm—p(me) T, —p(m'e'),

mimn'

avec

il viendra

d 1 0P, 5
L% PP Vol v I
o= 2 —LE Bllpuepn) = E Dy Bilmi-m' )

dBpp
Dmm" "-ZC ~L

_{i _[. :E(—i_‘}i‘.ﬂ‘ Eilmi+m')
de A de

avee

D’autre part

avec
d \mm d|> dC
J'*p'—-'-
I1 reste donc
sin u-— - _2 Gy Efomtem 1)
avec X
(1(
G = ¥ By o2
et
(}{’ m' ”" f‘( me)J —p' (m'e' ).

La formule précédente est analogue 4 la formule (12) du Cha-

0B,
de
? £ 4
dentes nous permettent d’en déduire A,y Domrs G et par con-

pitre XVIL. Nous connaissons B, et les formules précé-

- ¢ dil . :
séquent le développement de Ze 1 Swivant les anomalies moyennes.

——ae——
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CHAPITRE XXIII.

TERMES D'ORDRE ELEVE.

307. On peut étre amené a rechercher une valeur approchée du
coefficient A,,,, quand m et m' sont des entiers trés grands en
aleur absolue et cela pour deux raisons :

1° On peut se rendre compte ainsi de la rapidité de la conver-
gence des séries;

2¢ Un terme d’ordre élevé A,y peut donner lieu & une pertur-
bation notable si, le rapport des moyens mouvements n et ' étant
sensiblement commensurable, le diviseur mn 4+ m/'n’ devient trés
petit. Le coefficient de la perturbation de la longitude est alors de
l'ordre de

A '
VIS T TR T PR
(mn -+ m'n')?

et il convient alors de calculer le coefficient A, sans avoir besoin
des coefficients précédents. Le plus souvent, une fois ce calcul
terminé, on reconnaitra qu’il était inutile, parce que la valeur
trouvée pour A, est trop petite. Il y a donc intérét a se faire
d’avance une idée de I'ordre de grandeur de ces coefficients, et
méme 4 pouvoir en Llrouver rapidement une valeur approchée.
(Pest ce but qu’on peut espérer atteindre par 'emploi de la mé-
thode de M. Darboux pour le calcul des fonctions de trés grands
nombres. Cette méthode repose sur les principes suivants :

1 Si une série
-
v(s)= Zaﬂz“
est convergente dans un cercle de rayon 5, et que sur la circonfé-

rence de ce cercle elle posseéde un point singulier z,, tel que dans
le voisinage de ce point la fonction o(3) soit développable suivant
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158 CHAPITRE XXIII.

les puissances entiéres, réelles croissantes et d’ailleurs fraction-
naires ou méme incommensurables, positives ou négatives, de

1— },?" de telle facon que le premier terme du développement
0
dont 'exposant ne soit pas entier soit
. i
A ( 1= 3
\ S0

on aura approximativement pour 72 trés grand

P ASrtSIS
n = -3:; T(s)’
2* Si le point singulier est logarithmique, c’est-a-dire si 2(z)
est de la forme

¢(3)= ‘?1{5)"'1”;1("—5:‘;)‘?2(1),

wy(5) el vy (3) étant développables suivant les puissances réelles et

croissantes de 1 — —; il faudra opérer de la facon suivante. Soient

§; et s, les exposants du premier terme du développement de oy
et de 2, dont I'exposant n’est pas entier. Soit s, 'exposant du
premier terme de @), les exposants entiers n’étant pas exclus. Si
$1 << Sy, on pourra appliquer la formule précédente en changeant s
en s,. Si 5,2 s,, 1l faudra envisager le premier terme de o,

L}
Z \
s\o(l—v _— .
\ S0

Si s, n’est pas entier négatif, on a approximativement

Ay nstlogn

iy = — ———
- 3} I'(s9) {
et, si s, est entier négatif ou nul,
Ao, sF1 T 1
a’":_z_n(__”% I(l_sﬂ)n%_ 3
3° Si la fonction ©(z) présente plusieurs points singuliers sur la
circonférence du cercle de convergence, la valear approximative
de @, sera la somme des valeurs approximatives partielles que I'on
obtiendrait en considérant isolément les divers points singuliers;
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TERMES D'ORDRE ELEVE. 159

4° Supposons que 2(z) soit de la forme

¢(s)= Ea" h - 2 bysn,

et que cette série double converge dans une couronne comprise
entre les deux cercles |z|=p,, |5|=1po, p1>po- Alors la série
Eaﬂz” convergera pour |z|<Cp, et ne présentera aucun point
singulier sur le cercle | z|= o, ni & l'intérieur. Au contraire la
série Eb” z~% convergera pour |z|> g, et ne présentera aucun
point singulier sur le cercle |z|= g, ni a extérieur. La valeur
asymptotique de @, s’obtiendra d’aprés les régles précédentes en
envisageanl les points singuliers de ¢(z) sur le cercle [z|=1p,;
celle de b, s’obtiendra d’apres les mémes régles en envisageant les

points singuliers de ©(z), ou plutét de o (i) sur le cercle |3 |= p,.

308. Comment ces principes peuvent-ils s’appliquer au pro-
bléme qui nous occupe? Il semble d’abord qu’ils sont faits unique-
ment pour les fonctions d'une seule variable. Aussi M. Flamme
a-t-il commencé par décomposer le terme a évaluer en une somme
dont chaque élément était le produit de deux facteurs dépendant
chacun d’une seule variable, qui était 'anomalie moyenne de la
premiére planéte pour le premier facteur et celle de la seconde
pour le second facteur.

Mais on peut opérer d'une autre maniére. Soit

(1) m=an—+ b, m'= en + d,

a, b, ¢, d sont des entiers finis et donnés une fois pour toutes;
n est un entier trés grand ; @ et ¢ sont premiers entre eux. Il faut

calculer
A mm' = Au n—+b, en-d-

(Q
= 41' Amm' — f 5 Q o d}'
x"iym “R(:&' y)

0=2(a—2)+ 22 (y—2),
o=[i=2(e+2)][=50+3)]

Nous avons

avec
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160 CHAPITRE XXIII.
Soit
Q= nl;+ 2,

N

ac( 1) cc'( 1
5o i e S = o
2 2 \.r .':.')_'— 2 ‘f )’),

Notre intégrale deviendra
) EQo \» EQdrdy
(2) {‘f( o ,c) e
o 4y goydJR(z, y)

Considérons la fonction auxiliaire

P(z)=—j ﬁiZS"Amm‘-

. ol .
Sous le signe 2‘ nous ne donnons pas & m et loutes les
valeurs, mais seulement celles qui sont de la forme (1); mais nous
pouvons encore opérer de deux maniéres :

1* Nous pouvons donner a n toutes les valeurs enticres posi-
tives, outre la valeur séro; nous obtenons ainsi 'intégrale de

Féraud

; ELQ da dy

2" Nous pouvons donner 2 toutes les valeurs entiéres positives,
négatives ou nulles; la fonetion ®(z) peut alors se mettre sous la
forme d’une intégrale simple. Nous pouvons trouver deux entiers
@ el y tels que

ar—+cy=1I,

puisque ¢ et ¢ sont prcmim‘:s entre eux. Posons alors
Bil = zx e, Eil'= 5y g,

Nous avons le {Ié\-‘uloppemcm

I g
—_ == i *
A 2 Ay Bilmtem' 1) — ; A e SEm+Pon’ pam’—em
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Considérons alors I'intégrale simple

I
£ — the—ad—1 z—lab-+yd)
(4) f T dt
prise le long de la circonférence |¢|=1. Cette intégrale peut
s’écrire
e
ZAmm’zl ['ﬂ"' de!,
ou
A=oa(m —b)+ B(m'—d),
p=alm—d)—c(m —5b)—1.
Lintégrale fwdz est nulle & moins que p.=—1 et alors elle
est égale & 2¢w; pour que p=—r1, il faut que m et m' soient de

la forme (1); mais alors on a A=n; de sorte que I'intégrale ({) se
réduil a

3 I
21T E Apwah= —P(3).
nen 90T ( )

Ainsi, pour résoudre le probléme qui nous occupe, nous n’avons
qu’a rechercher la position et la nature des points singuliers de la
fonction @ (3), et pour éviter toute confusion nous distinguerons
la fonction @, (3) de M. Féraud définie par intégrale double (3

I 8
et la fonction @,(z) définie par intégrale simple (4).

309. Appliquons ces principes au calcul des coefficients de
Laplace qui sont donnés par la formule

2im b :f[*‘—-*r.k-‘l ds,

F =(1—0‘.5)(1—- E)-

Considérons d’abord s comme fixe et faisons croitre &, il s'agit de

avec

trouver le coefficient de # dans le développement de IF
oy —s
F“:(l—az)'“(l———_) .
-

Cette fonction présente deux points singuliers, 'un sur le cercle

extérieur a4 la couronne de convergence, z= -, lautre sur le

®il=-

P. — Il 11
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162 CHAPITRE XXIIL
cercle inlérieur, s = 2} si nous supposons A& positif el trés grand,
c'est le premier qu'il faut considérer.

Dans le voisinage de ce point, on a sensiblement

Fs=(1—a3)~(1—a?),

ce ([lli nous LIUIIII(‘! i!ﬁylll]]tuliqll(}lIIUlll.

b = (‘ ak (1 — a2)~s ks,

§)
Supposons maintenant £ fixe et s trés grand; soit

I
s=n-+ =+
2
Alors 2imb'® sera le coefficient de 7 dans le développement de
$ i Pl

I'intégrale
f sh—1dsz
=

Les points singuliers de la fonction sous le signe f nous sonl

donnés par \
K= o, F= ﬂ
Il faut ou que ces deux équations aient une racine commune, ce
qui donnerait f =o, solution i rejeter, ou que I'une d’elles ait une
racine double. Nous pouvons exclure la premiére qui ne dépend
pas de [; il reste la seconde, qui a une racine double si

=t P=(1 w2

La racine qui convient c’est (1 — a)2.

Quelle est la nature de ce point singulier? Pour § trés voisin
de (1 —a)?, les parties les plus importantes de I'intégrale seront
celles qui correspondent aux valeurs de z voisines de 1. On a
alors sensiblement s=1, \/F=1—a, de sorte que I'intégrale

s'écrira sensiblement

j‘ (1—a)ds

1+a’—ﬁ—:(z+%)

La fonction sous le signefesl une fonction rationnelle dont il
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TERMES D'ORDRE BLEVE. 163

faut obtenir le résidu; or ce résidu est

z élant donné par I'équation

T
|+nc=’-—ﬁ=at(z+—"~)-

Mais cette équation donne sensiblement

g =1+ \/E.l_iﬁ,
%

ek :ltﬂ\/(——-——'_“zn‘ﬁ-

32 %

(1—2)/2
2&\/’(1—-&)5:]3’

Le résidu est done

et I'intégrale est égale a ce résidu multiplié par 277, Donc 6% est
le coefficient de 3% dans le développement de
i Pl

i

kol 50

oy/a(1— a)2s—1 I‘(I)

15]mn

c’est-a-dire

formule qui, on le remarquera, est indépendante de £.

310. La détermination des points singuliers de la fonction ®(z)
ne présente pas de difficulté; on n’a qu’a appliquer aux intégrales
(3) et (4) les procédés du n® 282, Pas de difficulté non plus en ce
qui concerne la nature de ces points singuliers, je me bornerai a
renvoyer aux Méthodes de la Mécanique céleste, . 1, p. 322.

La difficulté provient de ce fait que tous les points singuliers ne
conviennent pas el n'appartiennent pas a la branche considérée de
la fonction ®(5). Nous avons vu en effet aux n* 282 et 283 quelle
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164 CHAPITRE XXIII.

est la condition pour qu'une singularité de la fonction ®(z) con-
vienne. Cette singularité se présente quand deux points singuliers
de la fonction sous le signcf se confondent et, pour que la singu-
larité convienne, il faut que ces deux points singuliers soient,
avant de se confondre, de part et d’autre du contour d’intégration.

Les points singuliers qui conviennent sont dits admissibles et
il nous faut choisir, si nous adoptons l'intégrale (3), celui des
points singuliers admissibles dont le module est le plus petit, et, si
nous adoptons 'intégrale (4), celui des points singuliers admissibles
dont le module est le plus voisin de 1.

La discussion pour reconnaitre I'admissibilité des points sin-
guliers est assez délicate et a été jusqu’ici le principal obstacle i
I'emploi de cette méthode. Jai indiqué dans les Méthodes nou-
velles de la Mécanique céleste les principes généraux qui per-
meltent de faire cette discussion. Mais je n'ai appliqué ces prin-
cipes qu’au cas ot 'inclinaison est nulle, 'une des” excentricités
nulle et Pautre trés petite. M. Hamy, dans le Journal de Liouville
(1894 et 18g6), a traité le méme probléme sans s’astreindre a la
troisi¢me condition. M. Coculesco, dans sa thése, 1895, s’est occupé
du cas ou l'inclinaison est nulle, les deux excentricités petites et
différentes de z¢ro et ou la longitude du périhélie est la méme.
Enfin M. Féraud, dans sa thése, 1897, a traité le cas ot 'inclinaison
est finie et les deux excentricités nulles; il a d’ailleurs retrouvé les
résultats de M. Hamy. '

Il semble d’abord que la discussion doive étre plus facile avec
I'intégrale simple (4) qu’avec I'intégrale double (3); il n’en est

3

rien, a moins que 'une des deux excentricités ne soit nulle, parce
que la fonction sous le signe‘/ n'est pas une fonction uniforme
de ¢, mais posséde une infinité de déterminations, de sorte que la
discussion ne pourrait se faire que par la considération d’une
surface de Riemann 4 une infinité de feuillets. Aussi, M. Féraud,
en introduisant l'intégrale (3), a-1-il réalisé un sérieux progres.
Mais il faudrait faciliter la discussion des intégrales doubles et
pour cela étudier les propriétés de leurs périodes. Nous avons déja
vu aux Chapitres XX et XXI I'importance que pourrait avoir cette
étude. ;

S1, au lieu d'envisager le développement suivant les anomalies
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moyénnes, on envisageait'le développement suivant les anomalies
excentriques, le probleme serait considérablement simplifié. On
reconnaitrait, par exemple, que la fonction ®(z) satisfait & une
équation différentielle linéaire 4 second membre dont les coeffi-
cients el le second membre sont des fonctions rationnelles de z.

Je n’insisterai pas davantage sur celte question, me bornant &
renvoyer aux Mémoires cités et en particulier au Chapitre VI
des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE DU TOME II.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1






CHAPITRE
CHAPITRE
CHAPITRE
CHAPITRE
CHAPITRE
Cuapirne
CHAPITRE
CUAPITRE
CHAPITRE

CHAPITRE

FIN DE LA TABLE DES MATIERES DE LA PREMIERE PARTIE DU TOME 1I.

XVL
XVII.
XVIII.
XIN.
XX.
XXL
XXIL

XXIII.

TABLE DES MATIERES.

Pages.

— Le probleme de la fonction perturbatrice..............

. — Application des functions de Bessel......

— Propriétés générales de la fonetion perturbatrice......

— Les coefficients de Laplace..... o

— Les polynomes de Tisserand.............

— Les opérateurs de Newcomb..............

— Convergence des séries.. ..

— Relations de récurrence et équations différentielles. ...

— Caleul numérique des coeflicients.......,

— Termes d'ordre élevé.....

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1






i

Llll[{uill{lh GAUTHII*‘H YILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS, 6°.

ANDRE(Gh ) D:rectem del’Observatoire de Lyon, Professeurd’ Astronomie
a I'Université de Lyon. — Traité 4' Astronomie stellaire, 2 volumes
in-8 (25-16), se vendant séparéement.

I'* Pantie : Etoiles simples. Avee ‘ag fig. et 2 planches; 1899. g fr.

M1* Panrtin: Etoiles doubles et multiples. Amas stellaires: Avee 74 fig.
abideplanches) 1900 Fi s Tt b v i wodv A DRE ol il 0

POINCARE (H.), Membre de 'Institut, Professeur  la Faculté des Sciences.
— Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. 3 volumesin-8;
(25-16) se vendanl séparément.

Tome 1 ; Solutions périodiques. Non-existence des intégrales uni iformes.

Solutions asymptotiques, avec figures; 1892 .. . oveiiiionn. s 5 0
Tomr 1l : Méthodes de MM, Newmmb Grldén, Lindstedt et Bohlin;

18GAE ST E ey SRR SR e & ol S IR AT e S T 14 fr.
Towme IH ET pERNIER : Invariants intégrawx. Solutions pe’rwdtques du

troisieme genre. So!m ions doublement asy mpmt iques; 1899 ....v: 13 fr.

"PROCGTOR { Bmharﬂ A.),Sociétaire honoraire dela Société royale astro-
nomique, auteur de divers Quvrages asironomiques. — Nouvel Atlas
céleste, précédé d’une Introduction sur 1'Atude des constellations,
augmenté de quelques Ktudes d’ Astronomie stellaire. Traduit de I'an-
elais, sur la 6% édition, par Puiiere GErieNy, rédacteur de la Revue
T Astroriomie pOpufmre An=8(23-14), avec f'g ‘et 16 planches: 1886.

Breoehe: o inlnntias 6 fr. | Cartonné avec luxe. 7 fr.

TISSERAND (F.), Membre de Tlnstitut et du Bureau dos Longitudes. —
~ Traité de Mécanique céleste. 4 volumes in-4 (28-23) avec figures.

Tome | = Perturbation des planétes, d’aprés la méthode de la paria- *

tion des constanies arbitraires; 188g.... ... 0. .. i S aaubiiT,
Tome Il : Théorie de la figure des corps céles:es et de leur mouvement
de rotation; 1891, ...+ . P s d i e Ay 3 S T e
Tome Il : Expose de lensemble der tz‘:earwx relatives au mouvement
I S L Y SNV R e Pl U G e R et radl
ToMme IV ET DERNIER : Tfre'onc des satellites de Japrrer et de Saturne.
Per turba:mm des pemes p.’auém' - 1896 ..................... 28 fr.

TISSERAND (F.), Membre de I'Institut et du Burean des Lonnlludes Pro-
fesseur 4 la Facnlté des Scieaces, Directeur de I Observatoire de Paris.
— Legons sur la déterfination. des~arbites, professées & la Faculté
des Sciences de Parig; rédigées et déveiup ¢es pour les Caleuls numé-
riques; par J. PE um‘, Docteur @s’ Sciences, Astronome adjoint &
PObservatoire; aveciune Préfaceé de H. PoincarE, Membre de IInstitut
et du Bureau des Lon itndes, Professeura la Faculté des Sciences.In-4.
(28-23) avec f‘gures, 1809 v s o AN 6 fr. 50 ¢c.

© WOLF (C.), Membre de I'lnshtut;‘;\‘sﬂ%ﬁ honoraire de l'Dhservatmre
- Histoire de 1'Observatoire de Paris, de sa fondation a 4793.
In-8 (25-16) de x11-392 pages avec 16 planches; 1go2.... . ... e T

44661, Paris. — Imp. (rauthier=Villars, 'Quai des Grands-Augustins, 55

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1°



	Couverture
	Page de titre
	14e chapitre : le problème de la fonction perturbatrice
	15e chapitre : application des fonctions de Bessel
	16e chapitre : propriétés générales de la fonction perturbatrice
	17e chapitre : les coefficients de Laplace
	18e chapitre : les polynomes de Tisserand
	19e chapitre : les opérateurs de newcomb
	20e chapitre : convergence des séries
	21e chapitre : relations de récurrence et équations différentielles
	22e chapitre : calcul numérique des coefficients
	23e chapitre : termes d'ordre élevé
	Table des matières



