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Dans une partie de son grand mémoire: Sur la repré-
seitation analytique d’une branche uniforme d’une fonection
monogéne (Acta Math. t. 29), M. MrrTac-LEFFLER a publié
des découvertes fort intéressantes sur Jes propriétés d’une
fonction entiére nouvelle, nommée #,(x). La fonction est
définie par Yégalité:

1

X 1 e’dw

I'l+av) 2mic w—x
S

a

E (x) =

y=0

Le nombre « étant une quantité réelle et positive, plus pe-
tite que deux, le contour 8, est composé de deux vecteurs,
issus de Porigine et étendus jusqu’a Dlinfini, les angles avec
la direction positive de 'axe réel étant respectivement i ca

(*> > ) Ces deux vecteurs sont reliés par un arc de

circonférence autour de l’origine, dont le rayon doit étre si
grand que le point x et l'origine se trouvent du méme coté
du contour. Il doit &étre parcouru dans le sens positif comme
le dit M. MrrTrag-LEFFLER, c’est & dire, on commence par
intégrer le long du vecteur — aa a partir de I'infini jusqu’au
point d’intersection avec l'arc de circonférence.

Dans le mémoire ¢ité, M. MiTTAG-LEFFLER a montré que
ces fonctions jouissent des propriétés suivantes. Dans un

domaine, situé autour de l'axe réel positif et limité par les
1
e

Sur

an R
vecteurs 5 |Eo(x)|] va vers linfini comme

ces vecteurs, |H,(x)| teffd vers une constante. Dans toute
Iautre partie du plan, | E,(x)| converge vers zéro en méme

1

temps que (=]
! Ces résultats ont 6té signalés déja en 1903 dans les Comptes Ren-
dus, t. 137, pag. 554—558. Le cas ou a est imaginaire a été traité par le

méme auteur dans la note: Sopra la funzione Ealx). R. Accad. dei Lincei
Atti, Série 5, Vol. 13.

P. Persson. 1
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Dans un mémoire, intitulé: Uber die Nullstellen der
Funktionen ZEq(x) (Acta Math. t. 29), M. WimaN a fait des
recherches sur les zéros de ces fonctions, en se servant d’une
méthode trés simple. Le nombre o étant supposé réel, posi-
tif et plus petit que deux, les arguments des zéros tendent

A a
vers I'une ou lautre des valeurs + 5 - en méme temps que

leurs modules tendent vers l’infini; le nombre des zéros dont
les modules sont plus petits que la quantité r peut &tre
exprimé trés exactement par

Dans une note récente,! j'ai fait des recherches analo-
ques sur une classe de fonctions entiéres, definies par M.
MrrTAG-LEFFLER.? Je les ai appelées K2 (x). Les résultats

obtenus sont analogues 4 ceux de M. WrmaN.

Dans cette thése, je vais aborder 'étude d’une classe
trés générale de fonctions entiéres, définies par des intégra-
les et jouissant de propriétés semblables & ceux qui carac-
térisent les fonctions E.(x), « étant réel, positif et plus petit
que deux. La partie premiére traite la définition des fonc-
tions et leur mode de croissance, la seconde nous fait con-
naitre la position des zéros dont les modules sont grands, la
troisitme décrit les propriétés des dérivées de nos fonctions,
et la quatriéme partie contient des exemples plus ou moins
compliqués de telles fonctions.

§ 1.

On peut définir les fonctions F.(x) de la maniére sui-
vante:
1 e d(w'e)
Eolz)= 2my ) wWe—x '
S,

! Recherches sur une classe de fonctions entiéres de genre infini.
Arkiv for Mat., Astr. o. Fysik 1908.

? Sur une classe de fonctions entiéres de genre infini, Verhandlungen
des III internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg 1904.
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Cette définition m’a conduit & une généralisation:

_ 1 [evde(o)
(1) H(x)_Qni oo —a
Sy

Supposons d’abord que les fonctions ¢(w') jouissent des pro-
priétés suivantes:

1) La fonction ¢(w') de la variable complexe o' = Re® est
analytigue. Une de ses branches est réelle et positive.

2) Dans la partie du plan des ', définie par les inégalités:

R>R,,

—a,<a<a,, (a0>721),

cette branche w'a pas de points singuliers, le point ¢ Uinfini
exclu. Soit T, le domaine, situé hors d’un cercle autour de
lorigine de rayon R, et limité par les deux vecteurs 4 a,.
Dans lintérieur de ce domaine, la branche ¢(Re®) (|a|< )
est donc une fonetion analytique régulitre et ¢ (R) réelle et
positive, grdce 4 nos hypothéses.

Maintenant nous allons introduire une variable nouvelle
w=pe?, définie par 'une ou Pautre des équations:

w = p(Re)
Reie — w(w) = F(g, ..9) eif (e, ¥
En introduisant cette variable, nous obtenons une représen-
tation conforme dans le plan des w d'un domaine simplement
connexe, situé dans I'intérieur du domaine 7',. Les vecteurs

dont les angles avec la direction positive de I'axe réel sont
respectivement + @ sont transformés dans les courbes

d= 9(95 + CL)
(3) ou
f(o. 9) = £ a.

En supposant lim |@(w')| = o, ces courbes s’étendent jusqu’s
la'l=%

Vinfini.
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L’axe réel positif est évidemment transformé en lui-méme.
Les circonférences autour de l'origine sont transformées dans
les courbes ‘

F(Q’ ‘9):R;

R étant le rayon de la circonférence dans le plan des «'.

De tout le domaine 7';, nous obtenons donc une repré-
sentation conforme dans le plan des w. Il peut arriver que
le domaine nouveau 7' couvre le plan plus d’une fois, mais
cela est sans importance. Dans ce cas, 7' peut étre considéré
comme une partie d’'une surface de RIEMANN, composée d’un
certain -nombre de feuillets. Désignons dans le suivant par
P(a, R) le domaine limité par les courbes:

¥ =39(e,—a), F(o,9) =R, 3=139(g,0).

Dans le domaine 7' = P(a,, B,), situé sur notre surface de
RiEmanw, la fonction ¥ (w) est réguliere en tout point, sauf
"4 Plinfini. De plus, Y(p) est réelle et positive dans 'intérieur
de ce domaine. '

Avant d’aborder I'étude de I'intégrale (1), je veux énon-
cer quelques théorémes sur le module maximum et le module
minimum d’une fonction analytique. Dans une note récente:
Sur un théoréme de M. HapamarD dans la théorie des fone-
tions entiéres (R. del circolo mat. di Palermo, t. 25, pag.
229), M. LiNpELOF énonce le théoréme suivant.

I. Soit wne fonction monogéne f(x) de la variable complexe
x=re!?, qui joutt des propriélés suivantes:

1°. Elle est réguliére & Uinlérieur et sur le contour d’un
domaine connexe T, faisant partie de Pangle

T 7T
B r L
2a—=F P =3,

20, Sur le contour de ce domaine T, on a
1f(2)]<C,

C étant une constanle, finte.
3. A Uintérieur de T, Uinégalité sutvante est satisfaile dés
que r est suffisamment grand:

lf@l<e®  (k<a)
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Dans ces conditions on aura:
[f=)|<C

pour tout pornt x du domaine en question.

On peut dire comme corollaire de ce théorame qu’une
fonction enti¢re, jouissant des propriétés 29 et 39 et quivéri-
fie dans tout le reste du plan l'inégalité:

40, [f(z)|< O,

doit 8tre une constante. Ce théoréme a été démontré par
M. PrrAGMEN déja en 1904.! Tl observe que les fonctions
entiéres les plus simples qui vérifient les conditions 2° et 4°
et la condition 3° pour k= «, sont les fonctions E,(x).

Il n’est pas difficile de démontrer que le théoréme I sub-
siste méme en supposant

I7(x)[ < enmr?,

le point % étant situé dans l'intérieur du domaine 7'. Par
5(r) nous désignons une fonction réelle et positive qui tend

: A 1 . -
vers zéro en méme temps que o Une démonstration se

trouve dans un mémoire de M. M. LINDELOF et PHRAGMEN.?
En se servant de cette généralisation et en faisant une trans-
formation de variable, on arrive au théoréme suivant, dont
nous aurons besoin plus tard.

Ib. 8Soit une fonction monogéne W(x) de lo variable com-
plexe & —=re'®, qui jouit des propridtés, suivantes:

1°. Elle est réguliére & Uintérieur et sur le contour d'un

domaine T', faisant portie du domaine P(%, Rn) .

20, Sur le contour de ce domaine T, on a
|lo@) | <0,
C dtant une constante finie.

! E PuraGMEN,: Sur une extension d’'un théoréme classique de la
théorle des fonctions, Acta Math., t. 28.
? Sur une extension d’un principe classique de lAnalyse, et sur quel-
ques propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d’un point sin-
gulier, (Acta Math,, t. 31,)
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3, A Dintérieur de T, Uinégalité suivanie est satisfaite
dés que v est suffisamment grand :

| ()] < en1v@1,

la fonction W(x) possédant les propriétés decrites plus haut.
Dans ces conditions, on aura.

|ox) | < C

pour. tout point x du domaine en question.
Supposons pour un moment

Y(w) = en(w”),

n étant un nombre entier positif ou zéro, » positif! La fonec-
tion e,(w”) est définie par la formule de récurrence:

en(w’) = etn—1(”),
ey (w”) = w”.

Considérons d’abord la fonction e,(w*). Dans ce cas, 'équa-
tion

fle, 9) —=ay
peut s’écrire: .
g"sin v9 —a,,
relation qui nous donne

al
'VQ"

En se servant de cette valeur de 9, on peut écrire:

G =90, @) = —5 (1 + 5(0))-

e,(w) = eV PPl oin — ¢, (¢) (1 — (o) [aiDe,

a}] désignant des termes d’ordre a}. Cette relation nous
g
donne:

e, (w”) = eerl @) (1—n(eal]icos ar+isina) F,(o, a,) ei.

L’équation:
e, (¢")(1 —7(o)[al]) sin a, =a,
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nous donne:

a, = (1 +'7{0)},

1(”)

@3 =390, a,) = )(1+ 7(9)),

ve \Q'u
e, (0”) — e, (¢")(1 —n{o)[ai])ei®.

Il est donc trés probable que les relations suivantes soient
vérifides:

am(1 + 1(0))
0v e, (0") ... em_1(0”)’

v9(0,am) =

em(w”) = em(0")(1 — y(g)[an]) e"om.

Il est trés facile de prouver que ces relations subsistent pour
n=m + 1, si elles sont vérifiées pour n =m. Car on a:

emir(@”) = eem(o”) —

— ool 0¥ X171 (a) [a% T)(c08 @py 43 3D )
L’équation
f(e, 9) = ama
nous donne:

O — ‘”’”*‘)a + qle)),

Am+1 ( 1+ ’77(92

90, Am41) == —————— :
Ve dm) 0ve, (g%} . . . em(0”)

’

em+1(0") = em4r(e")1 — 7o) [‘I'?WHJ) em+1,

En supposant ¢(w)=-e,(w"), on a donc les relations:

9o, a) — 2L+ 0(e))
J(Q; a') - VQ; R . | (Qm)

’

(4) .
© ealw”) = eal@”) (1 — (g, a)) €™,

7(g, @) s’annulant en méme temps que %) pour toute valeur

considérée de a.
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M. WmmaN a dirigé mon attention sur le fait qu’il est
trés probable qu’on puisse trouver pour le module minimum
un théoréme analogue au théoréme I, en appliquant la méme
méthode de démonstration qu’a employée M. LiNDELOF dans
la note citée. Dans le suivant, ce théoréme nous sera trés
utile. Je n’ai jamais vu exposé de pareil théoréme. Le
voiei:

II. Soit une fonction analytique @(x) de la variable com- -
plexe x —re'®, qui jouit des propriétés suivantes:

1. Elle est réguliére & Uintérieur et sur le confour d’un
domaine T, renfermant Uangle

et situé hors d'un cercle auwtour de Uorigine dont le rayon est r,.
20, A Uintérieur de ce domaine, on a:
1 &
|D(x)|<e 0,
39, Sur le contour de T, on a:
[o(x)] < C,

C étant une constante finie.
Dans ces conditions, on a idenliqguement:

D(x)=20.
Nous allons examiner la fonction analytique

1 (rkeik( =0 _r%)

F(x) = et d(x)

dans un domaine limité par les deux vecteurs j:;—Ck-l—(p,,,

I'arc de circonférence-dont le rayon est r, et un arc de cir-
conférence 7 autour de l'origine, dont le rayon est trés grand.
Quelque petit que soit le nombre ¢, il est facile de voir que
sur le contour, formé de ces quatre courbes, on a I'inégalité:

|#(@=)|=C,
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9

pourvu qu’on ait pris le rayon de la circonférence y assez
grand. Done, cette inégalité doit étre verifiée aussi dans
tout le domaine, limité par ce contour. En choisissant un
point ' :

. 7T
Ty =1, €%, (l(pl *(pu|<ﬁ) : (1> 1),

d’ailleurs arbitraire, on peut écrire cette inégalité:

%(rll‘ cos k (WI—WO)—‘T{:)

|D(x,)|<Ce <d.

Le nombre positif & peut &étre choisi aussi petit qu’on le
voudra, pourva qu’on ait pris & suffisamment petit. Cette
inégalité entraine donc l'égalité '

D(x,) =0.

Done, nous avons démontré que dans les conditions données,
on a toujours I'identité:

@ (x) =0.

Ce théoréme est aussi susceptible de la méme généralisa-
tion que le théoréme I.

IIb. Soit une fonction analytiqgue ®(z) de la variable com-
plexe x =1re, qui joutt des propriétés sutvanies.

1o, Elle est réguliére a Uintérieur et sur le contour d'un
domaine T, limité par les courbes: )

frg—p) = +5, Flr,p—p) = Ry.

20, Sur le contour de ce domaine, on a
[0(=)]| <C,

C édlant une constante finie.
3. Dans Uintérieur de T, on a:

1

|o@)|<e 7' DL

Dans ces conditions on a identiguement
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10
@D (x)==0.

Maintenant nous allons restreindre les fonctions ¢(«') et
Y(w) de plus. Nous supposons qu’'on puisse écrire:

(5) 19(910’) :0/0(9)(1 + 8(97 a)):

. ) 1
&(o, @) tendant vers 26ro en méme lemps que o pour chaque va-

leur considérée de a, la fonction réelle et positive o{o) tendant
vers ume constante positive finie ou vers zéro, lorsque ¢ croit au
dela de toute limite. De plus, il faut faire des suppositions
sur la nature de |¢¥(w)]. Supposons par exemple gque dans
tout le domaine P (a,, R,), Pune ou Dautre des inégalités sui-
vantes solt toujours vérifiée dés que ¢ est suffisamment grand.

en(@" %) < I Y (w) l < en(gv+0) .

(6)
(n=1,2,..., »>0), (n=0, v>1}),
ou
L
(6b) en1(0%) < [W(w)] < enle?),
(n>1),

¢ étant un nombre positif plus petit qu’un nombre donné
quelconque, pourvu qug ¢ soit suffisamment grand.
Si dans l'inégalité (6), on peut prendre » =0, on peut
choisir:
oo)=7,
v

c’est & dire, ’équation (5) peut s’écrire:
(5b) 9(e:a) =% (1 + e(p.a)).
Si cela n’était pas vrai, on aurait:

9(es) =51 +elean,

le nombre positif ¢ étant distinct de zéro et de ». Suppo-
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v

sons d’abord p> ! Dans le domaine P(;—v, R,), situé dans

intérieur de l'angle

3

2‘u (1 + dl)’

w
—_ <9<
5,1 +0)292

ol le nombre positif J, peut &tre pris aussi petit qu'on le
voudra, pourvu que R, soit suffisamment grand, la fonction
evt@l jouit des propriétés suivantes:

Sur le contour de ce domaine, son module est plus petit
qu'une certaine constante; dans lintérieur de ce domaine,
on a:

[ev (@] < e fu>p > ).
En appliquant le théoréme I, on arrive & 'inégalité:
ppliq g
fev | < C,

et cette inégalité doit &tre vérifiée en tout point, apparte-
nant au domaine P (g, Rl), ce qui est impossible, car le mo-

dule de e¥'® tend vers l'infini, lorsque w croit au dela de
toute limite en restant dans Pintérieur du domaine. Done,
on ne peut pas avoir u > ».

Supposons enfin u <»! En appliquant le théoréme II,
on arriverait a l'identité absurde:

e—v(a) =,

o étant situé dans l'intérieur d’'un domaine P(g, R,). Notre
supposition est donc fausse, et la relation (5b) doit étre
vérifiée.

Si I'on ne peut pas pendre n =0 dans I'inégalité (6), on
démontre aisément que la relation suivante est exacte:

lim ¢ (o) =0.
o=®

Pour les recherches suivantes, il faut connaitre une limite
inférieure de la valeur de o¢(g), ¢ étant grand. Supposons
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que l'inégalité suivante soit satisfaite & partir d’une certaine
valeur de g¢:

1 1
' e ( v:.+6) < G(Q) < va—-d)

En appliquant la méme méthode comme plus haut, et en
supposant I'inégalité (6) vérifie, on peut vérifier I'exactitude
des égalités: '

n,=n—1, v, =7,
Il ne faut que se servir des théorémes I b et I1b.

Notre supposition est donc identique & 'une ou l'autre
des conditions:

1 1 s
(7) () <afe) < Pt (cond. 6) vérifige).
(7b) le(_e—) <alg) < [e 2 (Od)] (cond. 6 b) vérifiée).

En prenant R, suffisamment grand et
Ial < 721 + ﬂ i-a'O’

la’ valeur du nombre positif @ dépendant de celle de », le
domaine Pf(a,R,) est situé sur un seul feuillet de notre sur-

face de RIeEMANN, grice a la condition v>% pour n =0.

Dans le suivant, nous supposons toujours les quantités R,
et a choisies de cette maniére, c’est & dire nous ne considé-
rons qu’'une seule hranche de la fonction ¥(w).

De plus, nous supposons que la fonction wy'(w) jouisse
de la propriété, exprimée par la relation suivante:

peitlea Yl (pei?(0:0)) = F (g, 3) eta+9) — F, (g, ) efa(l +elo.al),

le module F,{p,9) satisfaisant & 'une ou l'autre des inégali-
tés (6) ou (6b), les nombres n et v étant les mémes qu’on
doit choisir pour la fonction Y(w). Cette hypothése nous
permet de trouver quelques propriétés de la fonction V(w)
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qui nous aideront & calculer le nombre des zéros des fonc-
tions IZ(x) dont les modules sont plus petits qu'une certaine
quantité r.

Dans lintérieur du domaine P (a, R,), la fonction analyti-
que Y(w)=X(w, w,) + 1Y (w,,0,) de la variable complexe
w=uw, + tw,, est réguliére. En partant des identités connues:

iX oY 09X 3Y

dw,  dw,’ Mo,  Jw,’
on trouve les deux identités:

af (7F (7f . _1(7
%=QF ()g’ (/g = F53

Les équations (3) nous donnent:

d9(g,a) af  of

o Jg 79’
19(e.a) 1 |
da  0f
_ 79
En introduisant:
Fo, (g, a)) = F (¢, a);
on trouve:
aF, _ 6F0{)(9, a) 4F df
da = 09 da 99 99
_ af af __ . 39{ea)
=—¢ 1(«79-@—917'1 do :
On a done:
- IF (0,0
log F\(g,a) =log ¥(g) + a‘——‘—é%—a—) :F (o, 0a)=
7
= log ¥(e) + ag‘~ﬂ§§"l, (0<B<1).
J
Maintenant il faut trouver une valeur de (—%%QJ On a:
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He. ) = 55 {log W(ee) —log Y(ge=)};

af_ 1 {ll"(ee"’) " w’@w%M}

do 21| ¥(ee®)” ~ Yloe™)

lP’ (ee“’)

sin (@; —a + 9).

”_1 {w(ee“’) ,0+w'(ee—iﬂ)iee_i1,}=

79 w(gew) ¢ lp(ge—w) '
lfu((:;:;g)) cos (a, —a + 9).
On trouve done:
d9(g,@) 1 o acgle,a)
52)7— btg(al‘af‘*‘ ‘))—“‘é'**y
(8) F(g,a) =¥ (o) (1 + ¢(0,a)).

De plus, on a:
log F, (Q:a + d)=log F1(9:“) + de(?:“)-

En déterminant d par l'inégalité:

c
dlL——,
| |=w(9)
¢ étant une constante finie, on trouve:
(9) F (¢,a + d)=F\(g,a) + £(¢, a),

relation qui nous sera utile plus loin.
Nous supposons de plus qu’on ait:

(10) d—;éﬂ =oe(g)

La fonction analytique ¢(w) doit donc vérifier toutes les

conditions suivantes dans I’'interieur du domaine P(g+ﬂ, R,):
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1. La fonction W(w), qui est réelle et positive pour des
valeurs réelles et positives de la variable w, n’a pas de points
singuliers dans Uintérieur de ce domaine, excepté le point a
Pinfind.

II. Les modules F(o,9) et F,(g,9) satisfont & l'une ou
Pautre des indgalités (6) et (6b). De plus, on peut écrive:

P(w) = W{geit@®) = F(g, 9) e
wy' (w) = geitlea Y(ge?le o) = F, (g, 3) efelltsle, an,

Ces relations entrainent les relations (8) et (9). On a enco're."
9(e.a) =2 (1 + ¢(e.a)) (F (g, 9) < ¢"+?)

1
H(e,a) =40 (0)(1 + £(o,a)) (F(g, 9) > 95),

la fonction o(g) vérifiant les conditions (10} et (7) ou (7 b).
En introduisant la variable w, l'intégrale (1) se trans-
forme en: '

1 evlald
(1) H(x)ZQn‘zf (u—:‘-
r

Le contour I' est évidemment composé de la maniere sui-
vante, Les vecteurs 1 a sont remplacés par les courbes
$=13(9, £ @) et 'arc de circonférence par la courbe F(g,9)
=R, la valeur de R dépendant de la position du point .

Soit toujours R > R, et a<g + 8 <w. En fixant la valeur

de R, par exemple & =R, on a:

(12) Mw) =1 f"’ww)@%(ewﬂ).

T2a1) w—=
r,

Le terme entre la parentheése apparait, si le point x est situé
dans lintérieur du domae Pla, R,), car on a:

1 ¥ @) d 1 e @) d 1 e d w
'—_'. = - + . ’
2a1) w—x 27 w-—x 2me w—

I

I T
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¢ étant un contour fermé, parcouru dans le sens direct. Comme
Pon sait, on a:
: Y[ w)
_1_. G_ﬁ) = ew(x)’
2w1) w—=x
T

si le point « est situé dans l'intérieur du contour 7. Le point
z se trouvant hors de ce contour, I'intégrale s’annule,
L’intégrale (11) définit évidemment une fonction analyti-
que, uniforme et finie en  tout point x, c’est & dire, IT(x)
est une fonction entiére. Grice aux conditions (6) et (7), il
" est facile de démontrer que la relation suivante est vérifiée:

1 e¥(@) d
2721 w—=x

Iy

= n(r).

¥videmment, les fonctions II(z) jouissent de la propriété
suivante. .
Le module de x crotssant vers Uinfini dans Uintérieur du

domaine P(;—t, R,), la fonction Il(x) croit vers Uinfini comme

e¥@ . sur le contour de ce domaine, son module converge vers
une valeur finie, et dans le resle du plan, la fonction II(x)
tend vers zéro en méme temps que L.

On voit tout de suite que l'intégrale suivante est toujours
finie pour toute valeur de x:

1 e¥@d e

(13) @ =g = o=

7

le contour y étant composé des courbes
d= +ao(p)

et par exemple d’un arc de circonférence autour de 'origine,
les unissant. Il faut seulement prendre le rayon de ce cercle
suffissamment grand. Fixons la valeur ¢; du rayon de cette
circonférence! En prenant ¢, suffisamment grand, on a:
1 eV Idw
= (ev(@) —— | —
(19) (@) = (ev) + 5 — [ 200,
71
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1 ev@dan| (r)
2ai) w—w | TV

12!

La fonction II, (x) est aussi une fonction entiére. Dans tout
le plan, la fonction entiére IT,(z}— II(x) verifié la condition:

[ 11, () —IT (%) | = y(r),
ce qui entraine l'identité:
II, (x) = 1T (x).

Lvidemment le contour d’intégration de Uintégrale (13) est
plus simple que celui de I'intégrale (11).
En développant la fonction entiére I7(x) dans la série:

(15) 1) = Y amam,
-0

le coefficient o, est détermine par la formule:

1 1
(16)  om = q—-fe"’(‘“’ ol dow= " {‘e‘*’(“’)w—"‘—ldw .
Ty 2w

1' r

§ 2.

Dans ce paragraphe, nous passons a I'étude des zéros
des fonctions II(x). Nous supposons les modules des zéros
grands. On peut se servir de la méme méthode qu’a employée
M. Winmax dans le mémoire, cité plus haut. Notre fonction
étant définie par 1'équation (14), il faut donc développer en
série demi-convergente Pintégrale:

1 [er@dgy
~ — R — —1 —n —m
(17) Tl i L R St t Ron,

n

les quantités «_, et R, étant déterminées par les formules:

(18) ton=—7% L .fe“’(‘"] o ld w,

: 7T T

I8
P. Persson. 2
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(19) R

1 " ewlw) yn ¢y
m_2yci'w;i“} w—x
T

En premier lieu, il faut calculer une limite supérieure
de | B|, le module r étant grand. En choisissant le nombre
entier m d’une maniére convenable, on peut trouver une
limite supérieure de cette quantité qui est d’un ordre de
grandeur favorable. Transformons donc la formule (19) de
la maniére suivante:

1 e¥ ) ymd w
N P w—

R

o

few(g,,iaa(m) o™ ei(m+1)ao(9)(1 +iag dg:)?)) de
+ —

0 etas(o)  peip

o1

[c3]

e‘€<0€—iaa{‘0)) o™ g—ilm+1)aa(o) (l _iae d ; (9)) d(’
— ¢ — A+ B+ D;

ge—ia"(g) —_ reiq’
"
la premidére des trois intégrales étant prise le long de I’arc
de circonférence, appartenant au contour y,. En désignant
par (. une constante finie et positive, on arrive évidemment
au résultat:

|4 < Cir—.

Passons au calcul d’une limite supérieure de |B| Sup-
posons en premier lieu que le point x se trouve dans le voi-
sinage de la courbe ¥ —aa(p), c’est-a-dire qu’on ait:

@=aod(r)(1l + &(r)).

Le¢ nombre 3 étaunt toujours fini, on peut choisir un
nombre @, > a, vérifiant I'inégalité:

T w
2—<al<§+/)’,
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et un contour nouveau, remplacant la courbe 4 —=ag(o) ot
composé de la maniére suivante:

1° la courbe Y$=aoc(g) entre les points g, e et
(r— d)eivotr=9)  (p | §)eiactr+3) et le point & linfini, J étant
un nombre positif;

20 deux arcs de circonférences z; et ¢, autour de
Porigine, le " premier entre les points (r— d)eiactr—9 e
(r—d)efaolr—d)_ le second entre les points (r + J)eiaror+d) et
(r+ ) gfaotr+d),

3o la courbe ¥ —=a,0(g) entre les points (r— J)eimor—0)
et (r + 0)efarotr+9), En désignant par p, le contour, formé par
les trois derniéres courbes, on a évidemment:

r—2a

: [‘ gweetaote)) gm giatm-1)o(e) ( 1+iag d%ég)) d

1Bl 5 m . 0 €¥4o®) Ty i

o
1 1 evl@) wmd
+ 27crm|fd9|+ 2%7”'[ w—
r+d T2

= ’3 {I ew(oemo(@))l ”"dQ +— P fl ev(w) wm“dwl + VIE“(““"G(T))I

o 7e
(@<a,<a,)

o] evireimotn)] <

Le point z étant situé sur la courbe 3 =ao(g), il faut choi-

. 1 E "
Sir v =5, dans l'autre cas » = 1. La quantité positive g est
la valeur minimum de |w—=z], le point w étant situé sur le
contour y,. ‘

Introduisons:

e—r+d (18,128 =wo(),
«, étant une constante positive, finie! On trouve:?!
o sin a,6(g) = a,(r + d,)a(r + d,)(1 + &(r)) =
fa,a'u(r)(l+u0’(r+0(51))(1+€(r)):6h7"0(?‘)(1+€(’”)), (0<0<1),

! en supposant lim a(p) =0. .
o=
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([ee] <)
¢sin a,0(p)—7sin g =ro(r)(a, — a)(l + &(r));
c'est-d-dire, sur le contour y,, on a:

1

1 _¢C
< X8,
lo—z|=n= 94

La longueur de ce coutour y, est d’ordre r¢(r). En tenant
compte des inégalités (6), on peut écrire:

|g’ﬂ(@eia”((’)) | < e—enl Qm). (yl < ’V)

| evlect )| <« g—enlo™),

M[F(g)] désignant la valeur maximum du module de la fonc-
tion F(p), on arrive évidemment au résultat suivant:

C, 10 (r)
271

m+2 g—en(@¥)] 4 T

C,
rmdo,

M[gm e—enle"] +
+ e—enlr™),

L’expression gm+2e—en(0“") devient un maximum pour g =g,,
si g, satisfait & 1'équation

(20) . m+ 2= v, 07 € (Q’"l e en(gzl)-
Il est trés favorable de s’arranger de maniére que ce maxi-

mum ait lieu dans le voisinage de ¢ —r. Le nombre m étant
arbitraire, on peut le déterminer par I'équation:

(21) Mot 2 =y e (™) . .. e () + A (|1|5;).

En introduisant ¢, =r + d,, ces deux équations nous donnent:

\ r(l + &(r))
(22) |d Ii?('hf#?) ,
car on a: b
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V0078 (le) coeen(oh) =w e (1) . L L en (1) +

+d, v, e (1) en 1 () 1y e () e (1 (Lt 6(r)), (2 1)

le point r, étant situé entre les points g, et r. Evidemment,
le membre droit de Péquation (20) croit constamment en
méme temps que g, c'est-a-dire, on a: '

1
vrvte (1) . e () =m + 2 + 4, (|11|<§) .

Ou trouve donc:

4, = &(r). (nz1).

Dans le cas » =0, on trouve:

Ay

62:m+2

(1 + &(r)).

L’inégalité (22) est done correcte. En se servant de cette
inégalité, on arrive aux formules suivantes:

n(00) = en (1) + Gy vr—le, (141) . . | en(r) = e (™) + w(r),

lo() <5 (1 +e(r));

QT+2= pm+2 (1 + .

e +2
s <ot (=0

m+2 . 2 1 b('l") ma 0 42 > 1
92 r +m+2 <Oy (n2>1),

M [gm+2 e~en(o“’1)] < Ogym+? e—en(r™t)
M [Qm e—en(Qm)] é 06 rm e——en<r°'l) 3

On trouve done:

. 2 .
IBI < %,r) e—enlr") < 03 e*"n('”) . (’Vz < ¥).

Si 'on ne peut pas écrire
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¢ =ao(r)(l + &(r)),

on arrive d’une maniére plus simple encore a la méme limite
supérieure de | B]|. _

En se servant de la méme méthode, on trouve la méme
limite supérieure de [C|. |A4| étant évidemment d’un ordre
inférieur, on arrive au résultat suivant.

Le nombre m étant déterminé par la formule (21), la fonc-
tion Y(w) vérifiant Uindgalité suivante @ partir d’une certaine va-
leur de o:

[ ¥ (oeiwte) | > en(gv9),
on lrouve.

IRmIiOG_eﬂ(r‘ul). (lfl < 1/)

Sans doute, on pourrait trouver une valeur plus petite
de la limite supériure de |R,,|, mais la valeur trouvée suffit
aux recherches suivantes.

Si Pon suppose que y/(w) vérifie une certaine condition,
le fait qu'on peut trouver une telle limite supérieure du mo-
dule de R,,, nous permet de démontrer le théoréme suivant:

8¢ pour toutes les valeurs de m, on @ a—p =0, 7l faut que
Uidentité suivante existe:

IT(x) = e* P (x),
P(x) dlant un polynome. Cette identité est équivalente a U'identité:
Y(w) = w + log P(w).

Comme on, sail, e P(x) n'a gu'un nombre fint de zéros.
Supposons done pour un moment «_,, =0 pour toute

valeur de m! Soit de plus 'inégalité suivante vérifiée dans

I'intérieur du dowmaine P'(a,p), dés que r est suffisamment

grand:
[@(@)| > ri+s,

¢ étant un nombre positif fini, mais aussi petit quon le
voudra! Par P'(a,¢) nous désignons le domaine, situé du
c¢Oté droit d’un contour, composé des courbes % = + ao(p)
et un arc de circonférence autour de lorigine au rayon g.
le contour étant parcouru dans le sens positif. Dans le
demi-plan, situé du c6té gauche de I’axe imaginaire, on a
donc la relation:
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Il (x) = (e¥®) + B (x),

ol le premier terme apparait, si le point x se trouve dans
I'intérieur du domaine 7T, appartenant & la fois au domaine
P'(a,0) et au demi-plan gauche. §’il existe un tel domaine
T et si r est suffisamment grand, on a pour tout point qui
lui appartient:

|ev@ | < et (0 < py < u).

Dans le demi-plan gauche, on a les inégalités:

| Bun() | < et
¢'est-a-dire, on a:
| IT () | < e

En vertu du théoréme II, la derniére inégalité entraine
l'identité:
II(x) =0,

ce qui est impossible. Nos hypothéses sont done incompa-
tibles.

Supposons enfin que dans I'intérieur du domaine P'(a,, ¢),
linégalité suivante soit verifiée:

7 < | Y (x)] < ri+e (v2>%) .

Supposons de plus qu'on puisse choisir le nombre a, si grand,
que le domaine P'(a,,¢) couvre toute la partie du plan des
w, située hors du cercle autour de I'origine dont le rayon est g,
pourvu que ¢ soit suffisamment grand. Soit axe réel néga-
tif une coupure, et examinons dans toute la partie du plan,
situé hors du cercle, la fonction analytique réguliére:

Il (x) — e¥(®),

La variable x étant défendue de franchir l'axe réel négatif et
la circonférence, pour tout point dont le module est suffi-
samment grand, la relation suivante est vérifiée:

|11 (@) — ev] < e (vs> 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



24
En effet, on a:
II () — ¥ @) = R, () — (e¥®)),

ou le dernier terme apparait dés que le point x est situé
dans le domaine 7', qui n’appartient pas au domaine P'(a, g).
Dans le domaine 7',, on a évidemment:

| evt=) | < e,

Pour tout point =, Pinégalité suivante est vérifice deés que
r est suffisamment grand:

| B () | < & .
En vertu du théoréme II, on arriverait & l'identité:
II (x) = e¥@),

Grace aux hypothéses sur la nature de Y(x), e¥® n’a pas
de zéros dont les modules sont plus grands qu'une certaine
quantité, c’est-a-dire, II(x) n’a qu’un nombre limité de zéros.
Alors, il faut avoir

I (x) = P (x) &%,

et notre théoréme est démontré. Dans le suivant, nous
excluons le cas Y (w) =w + log P{w).

Ces recherches préliminaires étant achevées, abordons
Iétude définitif des zéros de nos fonctions! Le cas I (x)=
P(x)e® étant exclu, il est toujours possible de trouver un
coefficient a—p=0. KEn supposant r suffisamment grand
(r>g), et

o—u=90 (e <p)
Gy =10 (p<u<p+mp)
Ueppy %0,

on a les relations suivantes:
(23) II (z) = e¥'® + a_pa—?(1 + (%)),

le point z étant situé dans l'intérienr du domaine P'(a, ) et
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(24) (@) — a (1 + ¢())

pour tout point, situé dans toute autre partie du plan, ¢(z)
étant d’ordre de grandeur r—2:, Le point x, = r, €/ —r, e!¥r,a)
¢tant un zéro et r, suffisamment grand, la derniére relation

exige que ce zéro se trouve dans lintérieur du domaine
P'(a,¢). En introduisant:

F(r, @) ellfn®) = F\ (r, a) e,
I'équation (23) entraine ]es relations:
P o5 @ [a_p |12 (1 4 wrsd),
—F (r,a,) cos a,=plogr,—log |a_p| + w,r7™,

les quantités variables » et u, étant toujours finies. La der-
niére relation nous donne:

m=i€+ﬂ,

d¢' vérifiant I'équation:
Fl(Tu% + 6') sin ¢’ = plog v, —log la—p| + u,r—m.
En déterminant ¢ par I'équation:
(23) Fl(r,%+d‘) sin § = p log r —log |e—p|,
la relation suivante est vérifiée sur les courbes 9=
7T
L9 (g, 5t a) :
fevo)] ={apar].

Les quantités d et ¢’ sont évidemment d’ordre de grandeur:

log
8 o]

ir)y

et on trouve ¢videmment:
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{0 —d) = &(r).
Les zéros lendent donc lowjours vers les courbes

v

9= 0(@, 3t 5)
J étant déterminé par Uéquation (25). La fonction Y(r) véri-

frant Uinégalité.
Y(r) > rite (1> 0),

les zéros tendent méme vers les courbes
T
G =9 (9, E) .

Maintenant nous allons passer au calcul du nombre des
zéros dont les modules sont plus petits que r, la valeur de
r étant grande. I’axe réel positif étant un axe de symme-
trie, il suffit d’examiner les zéros, situés sur le demi-plan
supérieur. Supposons:

1
o_p>0, G(g)=;-

La relation (23) nous donne la formule:
T | ’ T 1 —
F1("u§ +6> cos 6 =——p9(r1,§ +5) + 2k + 1) + u,r; P

la quantité w, étant aussi finie. On peut transformer cette
relation en

(26) Fl(rl,%+6)=—%+(2k+l)7v+£(r1).
§’il existait un zéro pour toute valeur de k, cette équation
nous donuerait le module du %k-iéme zéro avec une trés grande
approximation.

Afin de trouver le vrai nombre des zéros, nous déter-
minons r par I’équation:

{27) F,(r,%—kd) cos&=—p-.9(r,7—;+c)')+2kn,
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Le point x —rei? étant situé sur 'une ou l'autre des courbes
J=+3 (g, % + 6), 'équation suivante est vérifiée:
L ev®) — «_puP.

Puis,‘caleulons la valeur de
¥ =_'" {dlog m(x)
T 2ai 2 ’

lintégrale étant prise le long de la circonférence au rayon r
autour de lorigine, r étant déterminé par 1’équation (27).
La fonction II(x) peut &tre représentée de la maniére sui-
vante:

() = v (1 + u), (7129 [ % +9))
O(z) =a—px—?(1 + u), (0 (7‘, % + 6);(;7§27t—{)(r,%+6)) .

Grace au choix favorable de 7, la quantité variable « est con-
tinue en tont point du contour d’intégration. Examinons la
valeur de de cette quantité aux environs du point d’inter-

section de la circonférence avec la courbe I =9 (g, % + 6) .
Le nombre d étant déterminé par l'inégalité:
ldl<di = 505
nous avons trouvé plus haut (pag. 14):
Fl(r,%ju 8 +d) _F, (r,%+5) + e(r).

Nous avons donc une relation de la forme:

Fl(r,%+6+d)cos(6+d)=~%+ 2k + &(r).

Sur notre circonférence les relations suivantes sont donc véri-
fices:
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YA 1
i 2+6+d)

e_p®? _ lapr Pl —
eviz) ewia) iF,(r, g+ d+d) cos (8+-d)
e
c_px?l . r T
== 7;;(;0)’ et (an"'é(r)), (19 (T,E -+ a _dx) ilpi«? (7',—2 + a)) M
Plx) (
€ — | € | sermreen
o_px P a_pr?

(3(7,%+6):<;rp§3(r,%+5+d1))-

La quantité w jouit donc de la propriété, exprimée par la
relation:
R(u)>0.2

la valeur de ¢ étant déterminée par Vinégalité:
3(r,%+6—d1);|(p|;3(r,%+6+d, :
De plus, on a évidemment:
F, (7', g + 0 :l:'dl) sin (0 + d,)=plogr—Ilog|a_p| & ¢ + &(r).
Done, pour tout poinzs dont 'argument peut s’écrire:
|(p|#3(r,%+6+d);
on a l'inégalité suivante:
2] <ee(1+e(r).
En prenant par exemple ¢ =1, on trouve:

R(14+u%)>0,

inégalité qui est vérifiée sur toute la circonférence. Alors,
on a

fdlog (1 4+ u)=0.

1 Par R(u) on comprend la partie réelle de w.
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Par conséquence, nous arrivons au résultat:

jid
2

22¢N = /Fl(r',a)ei“—k /—pi(p.

+4 2::—&9(r,?+6)

—5—3 «?(r,g-(—d)
F, (7‘,%—%()‘)0036 2p0(1"%+6)
N= o —rt o
(28)
F, r,y—;—i-d") 1
=—ﬂ—ﬁ—~——p(l—2—w)+e(7):2k—p.

[équation (26) nous donne donc, avec une trés grande
exactitude, la valeur du module du &-iéme zéro, situé sur le
demi-plan supérieur.

Dans le cas, ou 'on a:

lim o (g) =0,
=
on tronve:
I, (7*, % + d')
(29) Ne— " —p+e()=2k—p,

7T

le nombre £ étant déterminé par l'équation (27).
En supposant a_, <0, il faut déterminer r par I’équation

(27b) F, (r,’—;w) cog d=—p I (r,%+a) +Q2k+ 1),
et on trouve:

Fl (T:%+(§) p
{(28D) N:—ﬂ:——‘—-p+ 21,-{-8("‘):-270-}—‘ l—p,.

IT(z) étant d'ordre, »,"
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F, (r,—/;—!—()')

II(x) ¢tant d’ordre infini.

Alors, les résultats de nos recherches sur les zéros des
fonctions entieéres II(x) sont:

Il (z) élant d’ordre fini v, les arguments des zéros tendent
vers Uune ou Uautre des valeurs:

7T
(P=:l:ﬂ"

Dés que r est suffisamment grand, le nombre des zéros dont les
modules sont plus petils que r, peutl élre exprimé par:

F4n§+ﬂ

' 1
e |

le coeffictent «_p étant le premier des a—n, qui ne 8 évanouit.
Ce coefficient «_p, étant positif, cette valeur du nombre des 2éros
est exacte en méme lemps que le valeur de r rend N + p pair.
Dans le cas a—p <0, onr trouve une valeur exacte, en choistssant
r de mantére a rendre N + p tmpaar.

II(x) étant d’ordre infini, les arguments des zéros tendent

, . . 7T ,
vers zéro de la méme maniére que + Ea(r). Deés que cette

quaniité est d’ordre de grandeur plus pelit que r—1, les zéros
tendent évidemment vers axe réel positif. Le nombre des zéros
dont les modules sont plus pelits que r, est donné par:

F4n§+ﬂ
N——+2 T
T p-

Le coefficient a_, étant positif, cette valeur est exacte, si le nom-
bre N+ p est pair; dans le cas contraire, il faut avoir N +p
wmparr. La quantité § est déterminée par Uéguation (25).

En tous cas, le nombre des zéros peut étre exprimé de la
maniére suitvante: :
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¥ =¥ (1 ¢ o)),

T

&(r) tendant vers zéro en méme temps que r—L.
I est trés facile de calculer les zéros des fonctions
[I(z) + C, C étant une constante finie. Les 2éros tendent vers:

les courbes:
T
(l)i :t (§ + Jl} 0(7‘),

C .
—— . Le terme principal
() prneip
o_p* P est évidemment remplacé par U. Le nombre des zéros
est donné par

J, étant d’ordre de grandeur

B F, (r, %)

7T

N

>

O édant positif, cette valeur est exacte en méme temps que N
est pair, C élant négatif, il faut avoir N impair.
On doit se souvenir qu’on a:

F, (r, 7—; + 6,) =F, (Ir, L;) + &(r).

§ 3.
Dans ce paragraphe, nous allons examiner les propriétés

de la fonction dﬂ(x)=ﬂ’(w). Evidemment, cette fonction

dx )
peut étre représentée par l'intégrale:
1 ¥ d
N ! . e Tew
(30) () 2 i’li'if((() —x)

r

En se servant de la méthode, employée plus baut, on trouve:

; (@)
1) 11'@) = (@) ¢/ (&) + 5 f (e(jT(i()"-
£
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1 e (@ d ¢y
2at ) {w—a)?
I

= 77(7')’

car la valeur de lintégrale:

1 el d
27we | (w—x)®’

T

7 étant un contour, renfermant le point z, est évidemment:

1 e g @ ]
2ui ) (o ap— V)
T

La fonction y/'(w) étant réguliére dans le domaine P(a, R,),
on peut donc dire ce qui suit:

Dans Uintérienr du domaine P(%, RO), |11 (x)| converge
wvers Uinfini comme:

[er@ g (z)].

Dans toute la partie du plan quz wappartient pas aw domaine

7
P(~2—
voudra, Il (x) tend wvers zéro en méme temps que r—'.

+ 4, Rn), d étant un nombre positif aussi petit qu'on le

Examinons Pintégrale:

II, (r) =

1 [eviol ' (w)dw
27t w—
I

Cette intégrale a toujours un sens. De plus, Pinégalité sui-
vante est vérifiée:

| IT, () — IT' (@) ] < e,
quelque petit qu’on se donne le nombre positif & pourvua

que r soit soffisamment grand. On trouve done une nouvelle
représentation de la fonction IT' (x):
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21

Hm=mM=J ﬁﬁM@@=

w—ux
I
(33)
1 ¥ Y (w)dw (@) 11 1 e¥@ Y () dew
:ﬁﬁqw—x<4ewMHZQﬂ7:?"
T 71 )

En développant dans la série de puissances:

' @) =cds+ a2+ - +apam + -,

on trouve
1 eV Y () dw
(34) dm=g = f T amtt
T

En intégrant par parties, on obtient la relation:

dm 1 [eviody
m+1 23 e Gmtl

r

relation qui démontre encore l'exactitude de la représenta-
tion de II'(x) par les formules (33).

(@) !
En développant 3 71”. f e Y (w) du dans la série demi-

w—x
51
convergente:
1 ‘evl(w) yyf .
(35) 2—7”/ %;L W a4 Wzt R,
N
on trouve:
oy =— 2—71”: e Y ()dw =0
i
§ L () 4y 7—1 d =
dp = — o [ ¥y (o) o deo =
(36) 71
— n2;zlf e @ yn2dy = — (n— 1) t—(n—1y-
/A
P. Porssan. 3
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Le premier des coefficients o', qui est distinct de zéro
est done:

(37) a’—p_l = pa_p.
De plus, on a:

I R'm I = e_g”(,-ll—d)’
quelque petit qu’on se donne le nombre positif J, les nom-
bres n et » étant les mémes qu’il faut choisir aux calculs
des zéros de II(z), le nombre m étant choisi comme dans
le paragraphe précédent.
Abordons maintenant I'étude des zéros! Le point z, =
=7, &0 =r ¢¥ra) étant un zéro, on a:

e o | 1, &0 | = |y | oo (L + e,
relation qu'on peut transformer en:
F, (r1,7—2c + d’) sind'=(p+ 1) logr,—log pla—p| +
+ log | ¥/ (x) | + u, r7o,

en introduisant a, :7_2r + &, En déterminant o par I'équation:

38) F(r, 5 +0)sind—(p+1)logr—log plasl +log[W @],

on a sur les courbes:
p—x9(e+9)

la relation:
|99/ ()| = | o= |.

Evidemment les quantités J et ¢ sont d’ordre de grandeur:

,@“ch“%mb

-1
o8 plesl
Yir)
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Les zéros tendent donc vers les courbes ¢ = + 8(9, % + 6) s

0 étant déterminé par Uéquation (38).
Supposons maintenant «_, positif! Evidemment on doit
avoir: .

¥, (rl,% + 6’) cos &' + arg /' ("x gw("’i”')) -
= —(p+ 1)19 (rly% + d,) + 2k7t + uzrl—ﬁ,

relation qui se simplifie en:

F,(rl,%+d)+ 5= p{}(rl,2 d)+2k7r+e(r1).

Par arg f(x), je veux désigner I'argument de la fonction f(z).
Par hypothése, on a:

arg {re?dna yf (refdnal)y — g + £(r),
ce qui démontre l'exactitude des calculs précédents.

Pour trouver le vrai nombre des zéros, déterminons r
par Véquation:

F, (?‘, % +9d ) cos J + arg {rew(r’ gM) Y (rew " ZM))} =

;~p0(1-,% +5) +@k+ D).

. (7,540 —
Dans le point xz=re ( 2 ), les deux termes principaux
VDY (x) et o'_p j2—P—1 sont donc égaux. Calculons enfin la
valeur de l'intégrale:

N——— d log IT' (%),

I'intégrale étant prise le long de la circonférence au rayon »
autour de lorigine et dans le sens direct. La fonction IT'(z)
peut évidemment étre représentée de la maniére suivante:
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T () = ¥ ) (1 + ), (1719 (5 +4)).
IT' (@) = — pa_yzr=1 (1 + ),

b 3o srssnsfuded]

En se servant des méthbodes, employées dans le paragraphe
précédent, on trouve

fd log (1 4 ) =0,

Flrn3+9) paﬁ%+ﬂ
(39) Ne———— + 53—+ D+ ———— +e()=

=Q@k+1H)—(p+1)=2k—p.

Les zéros ont donc les propriétés suivantes:
H(x) étant dordre v, les argumenis des zéros de la fonction
IT'(x) tendent vers Uune ou Cauire des valeurs:

.
Y= 2w

Le nombre des zéros dont les modules sont plus petits que r est
donné par:

T
P (n % +9)

T

N= —p—%+

pourvu que r soit suffisamment grand.

IT(x) étant d'ordre infini, les arguments des zéros tendent

vers zéro comme =+ %a(r). Le nombre des zéros est donné par:
7T

F4n§+ﬂ

Ne—F— P 5"

Le coefficient o_p élant le premier des coefficients a_, qui ne
s'évanoutt, N nous donne le vrat nombre des zéros, si N + p est
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pair, a_p étant positif, si N + p est impair dans le cas con-
trasre. Le nombre J est donné par Uéquation (38).
En tous cas, on a

MRCHETIO)

7T

§ 4.

Dans ce paragraphe, je veux examiner quelques fonctions
spéeiales. En choisissant:

1

Y {w) - w*,

o étant réel, positif, (¢ <2), on obtient les fonctions connues
¢ E,(x). Comme on le voit, en se servant des formules, don-
nées plus haut, on peut trouver toutes les propriétés, décou-
vertes par MM. MiTTAaG-LEFFLER et WiMmaN. Passons a I'étude
de la fonction o E'y(x) et considérons en premier lieu le cas
0<au<1l, On a:

1

O(—1=m<0:

° 1
o — _
a4 9= —0u_1 Vol a)>0'

Alors, les zéros tendent vers I'une ou lautre des courbes:
o
= — L
== ( 5 6),

la quantité J étant déterminée par I’équation:

1

a ol ()_‘_ l F(-——Ot)
¥ s1na—(1+a)log'r+log —_—

Les zéros, situés sur le demi-plan supérieur, ont évidemment

. a . . .« s
une distance du vecteur p=-5 Qqui tend vers Vinfini en

méme temps que les modules des zéros. Le nombre des
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zéros dont les modules sont plus petits que r est approxima-
tivement donné par la formule

o R
[ AN

cette valeur du nombre des zéros étant exacte, si r est choisi
de maniére & rendre N' pair. Toutefois, il faut que r soit
suffisamment grand. Le point %, =7 €®® étant un zéro, on
peut trouver r,, en résolvant 1’équation:

L
¢ —
ry =

—Z 4 @k + D + e(r).

Les formules équivalentes dans la théorie des fonctions
Eq.{(x) sont:

r“ [
N = ol i 1,
ou il faut que N soit pair, et
l o
ra———§7r+ 2ka+e(r).
Dans le cas 1 <« <2, on a:
1
1 o1 =m>0,
a'_2<0.

Les zéros tendent vers les mémes courbes comme plus haut,

et ceux, situés sur le demi-plan supérieur, tendent méme vers
ar .

le vecteur ¢ = 5 En effet, leurs distances de ce vecteur

tendent vers zéro en méme temps que leurs modules croissent

vers l'infini. Le nombre des zéros est aussi donné par:

N'= —1

-
N R
DO -
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mais cette formule nous donne le vrai nombre des zéros dont -
les modules sont plus petits que #, si N’ est impair. II faut
que le module r, vérifie I'équation:

1

o 7T
74 = — 97—
2

5 + 2k e(r,).

En tenant compte des formules qui nous donnent les
modules des zéros, on arrive a ce qui suit: Entre deux 2éros
consécutifs de E.(x) se trouve un zéro de E' (x) et vice versa,
pourve que les modules de ces zéros soient suffisamment grands.t

Comnsidérons un cercle avec le rayon r autour de I'origine!
Supposons que, dans l'intérieur de ce cercle, se trouvent N,
zéros de la fonction F,(z) et N'; zéros de la fonction £, (x)!
Le rayon r étant suffisamment grand et m un nombre entier,
nous obtenons des formules de ce paragraphe les équations:

N, — N, =2m
ou N,—N =2m+ 2,

: 1
y — ',__——-
N—N 9

La derniére relation nous donne 'une ou 'autre des équations:.
y -
N, —N,=0
1o
N, —N, =2

(40)

Supposons maintenant:

1 1 1

P (w) = w (log 0)*. . . (log, w)*n = F, (g, a) €, (e < 2).
On a:
=t U L _
wplw) =g ¥ () {1 ta log w ot log ... log, (u} o

_ Yw) Ato] i (@t )
R {1+a110g9}~F3(g:a)e .

L 11 faut que ces zéros se trouvent sur le méme demi-plan.
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. Evidemment, v satisfait & Pinégalité:

fol<n(e).
Alors, en supposant

lal <5, 0,
nous obtenons la relation:
oy ¢(0)
tg (@, + N =tgall +;—-],

ce qui nous donne:

Toge’
Nous avons évidemment les relations suivantes: ‘
File,a) _ __€<9>)
L8 ~Pea 1+ )

__Fo.a) ( < &(9) &(o) . }
F.(o,a)cos (@, + 9)= p { l+10gg)cosa+10ggsma ,
c’est-a-dire, on trouve:

lim cos (e, + 0}=%))~ .
Ial—g g o

b3

3 lim(a‘+1‘))=i€2-

an? logg

En général, on a donc:

tg (a1+3_a)=]%%:

(41) F(o,a+d)="F (o, a)+ (o),

Jd étant d’ordre C—:pl—?gg .
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Ces recherches étant achevées, on voit tout de suite que
notre fonction spéciale jouit de toutes les propriétés, énumeé-
rées dans le premier paragraphe, et les fonctions entié¢res:

11 1

1 e@® (log @)% ... (logy, (0)%n
dw

Eqa. u,,,(x)

21 w—x
N}

@

ont les propriétés caractéristiques des fonections IT(z).! Les
arguments des zéros des fonctions E,q,...q, () et E'qu,...q, (@)

tendent vers I'une ou lautre des valeurs % a_;c‘ F,(g,a) étant

une expression trés compliquée, il faut employer la valeur
suivante du nombre des zéros des deux fonctions:

1 1 1
v, N =" (og T)‘“-;t- dogy r)en (1 + &(r)).

Mais en tenant compte de la relation (41), on trouve:
N,—N' =2
ou N,—N,/=0
De plus entre deux zéros consécutifs de 'une des deux fonc-
tions se trouve un zéro de l’autre fonction.

Admettons:

Y (w) = ex(w”) = F(g,a)e, (n>1).
On trouve:

WP (W) =vw’...ep1(w’)es(w”),
( 1+¢(0) )
0§ () = Fylg, ) it® = Fyfg,a)e * “n—tle")

tg (@, + ¥ —a) = a—(:n: (ng—)) :

Par conséquent, on a:
o5+ = 2o ) +elo,

t Cette fonction a été construite par M. MITTAG-LEFFLER. (Voir sa
note, citée pag. 2.)
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d étant d’ordre Cloge ,
en((’m)
@  mlenfg 3o

d' étant déterminé par

,__log loy(w)] oy o En—1(e”)
=T (teled ey 1@

(w = gem(@’gwl)) .

La fonction:

1
1 ejn(“’a) dw

2w w—x
I

B @) ~

et sa dérivée possédent donc toutes les propriétes des fone-
tions II(x). Par conséquent, leur mode de croissance est
connu. On sait de méme comment sont situés leurs zéros.
Leurs nombres sont donnés par:

en ()

N, N'=T (1 4 &(r)),

F, (1‘, 7;)
N = 7 Rty 23
F, (r, ff}
’— —_— e
N = - p—1,
c’est-a-dire, on a:
N—N=1

En conséquence, 'une ou l'autre des équations suivantes est
vérifiée:

N, — N, =0,
N,—N',=2.
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De méme, entre deux zéros consécutifs de E'<anl () se trouve
un zro de E'(™ (x) et vice versa.
Dans le cas spécial n =1, on trouve:

]/ 2 2
a "
o

N —=e 4

Il serait facile de multiplier le nombre des exemples,
mais cela n’a aucun intérét. Au lieu de cela, on serait tenté
d’examiner 'intégrale (11), en admettant d’autres bypotheses
sur la nature de la fonction ¥(w). C’est ainsi qu’on obtient
des fonctions II(x), comprenant les fonctions E,(x), (a>2).
Sans_aucune doute, ces recherches seraient encore plus faci-
les que ceux que nous venons de faire. Les fonctions qui
nous intéressent le plus sont H;(x) et E'q(x). Les propriétés
de celle-la sont connues. Tous leurs zéros sont négatifs.
En appliquant le théoreme de LAGUERRE, on trouve donc
quelques propri¢tés des zéros de E',(x).

En faisant la transformation

—p—1.

8l

w=w'*,
la quantité o=p -+ iy eétant imaginaire, >0, l'intégrale (11)
définit des fonctions II(x), renfermant les fonctions E,(x),
E3(z). 1l n’y a aucune difficulté de modifier les calculs de
maniére & trouver les propriétés de ces nouvelles fonctions
entiéres.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Notes.

J’at dit (pag. 8) que le théoréme II a rapport au module mini-
mum d’une fouction analytique, ce qui est évidemment une erreur.
Cependant, en se servant des deux théorémes; cités dans le premier
paragraphe, on en peut trouver deux autres qui se rapportent au mo-
dule minimum d’une fonction analytique. C'est M. WiMaN qui a con-
duit mon attention sur ’existence de ces théorémes intéressants. Les
voici:

IIL. Soit ume fonction analytique de la variable complexe z =
re® = u + v qui jowit des prapr@etes swivantes

1°.  Elle est régulitre & Uintérieur et sur le comtour d’un do-

maine connewe T, faisant partie de Uangle:

14 T
— RSP Sy

20, Sur le contour de ce domaine T, on a:

[f@|=¢,

C étant une constante finie.
39. A Uintériewr de T, Uinégalité

17 (@] > e—ntrrk

est vérifiée dés que r est suffisamment grand.
Dans ces conditions, on aura powr toul point x du domaine

T Vinégalité: .
[f@|zc,

pourvu que le module | x| soit suffisamment grand.

Cousidérons un domaine 7, formé de tous les poiuts x de T
dont les modules sont plus grands que r,. Ce nombre étant choisi
suffisamment grand f(x) n’a pas de zeros, situés & lintérieur de T,

et la fonction vérifie donc toutes les hypothéses, enumérées dans le

f()

théoréme 1. Par conséquent, I’inégalité
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1

7@

est vérifiée pour tout point, appartenant au domaine 7, @¢’est-a-dire,
on a:

¢

A

[f@]=c.

IV, Soit une fonction analytique f(x) de la variable complexe
5=reé? =u + v qui jouit des propriétés suivantes:

10, Elle est séguliére a Uintériewr et sur le contour d'un do-
maine connexe T, renfermant la partie de Uangle

v

2%

7T

qui se trowve hors du cercle |z =7r,.
20 Sur le contour de T, on a:

/=)=,

C étant une constante finie.
30 A Uintérieur de ce domaine, on a:

1 %
7 (@)| > en@"

Dans ces conditions, cette fonction wn’existe pas.

On peut évidemment trouver un domaine 7, ou vérifie tou-

1
f{z)
tes les hypothéses, énumérées dans le théoréme II. Ce domaine est
formé de tous les points # du domaine T dont les modules sout plus
grands qu'un certain nombre positif et fini r,. Par conséquent, on
arrive 4 ’identité absurde: '

On peut démontrer ces deux théorémes, en se servant de la pro-
priété de la fonction log|f(x)]| d’étre une fonction harmonique des
deux variables » et ». Evidemment, cette fonction est aussi réguliére
a l'intérieur des domaines 7,. De cette maniére, il ne faut pas con-
naitre les théorémes I et II.

Retournons encore une fois & ces théorémes! En examinant le
mode de les prouver, on voit tout de suite qu'ils subsistent méme en
supposant que les inégalités:
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If(w) l < en(r)ra
et

1
— L
lf(x)l< e "(r)

ne sont vérifiées que sur une infinité d’arcs de circonférence dont les
rayons croissent infiniment. Par comséquent, si D'on admet que les
fonctions f(x) qui vérifient les hypothéses de 1'un ou de l'autre des
théorémes III ou IV ne satisfassent & la condition 3 que pour une
infinité de modules r,, croissant vers l'infini en méme temps que #,
ces théordmes ne cessent pas d’étre vrais, pourvu que les fonctions
f{x) ne possédent pas de zéros & Uintérieur des domaines T. Le
théoréme IV peut étre interprété d’une maniére fort intéressante.

Soit une fonction analytique [(x) qui jouit des propriétés sui-
vantes.’

19 Elle est régulicre a Uintérieur et sur le contour d’un do-
maine T, renfermant la partie de Uangle

7T 7T
— D P — Py e
2 =9 =%3
qui se trouve hors du cercle | x| = r,.
20 Sur le contour de ce domaine, on a:

lf(=) =G,

C étant une constante finie.
3% Sur les parties des arcs de circonférence || =rn" qui
sont situées @ Uintérieur du domaine T, on a Uinégalité:

1
7] > "

Dans ces conditions, la fonction f(x) @ unre infinité de £éros
ByLy .o Tn. .., Situés dans Uintérieur de T. L’exposant de convergence
w de la suwite |z, ], 12:],...]2n]... vérifie Vinégalité:

u>k.

Grice au théoréme IV, il faut d’abord que f(x) posséde une in-
finité de zéros, situés & Uintérieur de T. Construisons donc la fonc-
tion entiére

x X
*x z ey 2

ATES | [ PN
Zn,
n=]
lrn<rn<--- < Tno1 < Tp» T CToissant vers I'infini en méme temps

que n.
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f(=z)

et considérons la fonction analytique i@ Cette fonction vérifie
1

évidlemment toutes les hypothéses du théoréme IV, si l'on a pas pour
une infinité des ares [xz| = r, Uinégalité:

1%
[fi@)|>e

quelque petit qu’on se donne le nombre positif 7, pourvu que 7 soit
suffisamment grand. Pour une infinité d’indices #, on a donc:

L s

(42) [#a] <®F .

quelque petit qu’on se donne le nombre positif J, pourvu que = soit
suffisamment grand, c’est-a-dire, on a:

u=>k.

Enfin, si lon sait comment décroit la fonction n{r), on peut préciser
I'inégalité (42).

On peut modifier les théorémes I et III de la manidre suivaunte.
En remplagant € par Ce® ou Ce— 1 on arrive & I'une ou D'autre
des inégalités :

[F(@) | < e,

[F(2)|> Ce="",

inégalités qui sont vérifiées en tout point du domaine 7. Les deux
autres théorémes ne cessent pas d’étre vrais, si T'on introduit ces
hypothéses modifiées.

Enfin, en faisant des transformations de variables, on trouve une
foule de théorémes nouveaux.

LB <k
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Errata.
Au liew de:
E (=)

1¢@1
1cl

o==(Z+a)0m
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