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Dans une pa r t i e de son g r a n d mémoi re : Su r la r ep ré ­
sentation ana ly t ique d ' u n e b r anche uni forme d ' u n e fonction 
monogène (Acta Math . t. 29), M. M I T T A G - L E F F L E R a publ ié 
des découvertes fort in té ressantes sur les p ropr ié tés d 'une 
fonction ent ière nouvelle , nommée Ea(x). L a fonction est 
définie par l 'égali té: 

Ea(x) 

1_ 

xv i l e°>adiu 
-o r ( ï + av) 2?r ria 1 eu-

lie nombre « é t a n t une q u a n t i t é réelle e t posi t ive , p lus pe­
tite que deux, le con tour 8a es t composé de d e u x vecteurs , 
issus de l 'origine e t é t endus j u s q u ' à l'infini, les angles avec 
la direction posit ive de l 'axe réel é t a n t respec t ivement ± aa 

| ^ > a > ^ | . Ces d e u x vecteurs sont reliés p a r u n a rc de 

circonférence a u t o u r de l 'origine, don t le r a y o n doi t ê t r e si 
grand que le po in t x e t l 'origine se t r o u v e n t d u m ê m e côté 
du contour. I l doi t ê t r e pa rcou ru dans le sens positif comme 
le dit M . M I T T A G - L E F F L E R , c 'es t à dire, on commence pa r 
intégrer le long d u vec teur — aa h p a r t i r d e l'infini j u s q u ' a u 
point d ' intersect ion avec l 'arc d e circonférence. 

Dans le mémoire cité, M . M I T T A G - L E F F L E R a m o n t r é que 
ces fonctions jouissent des propr ié tés su ivan tes . Dans un 
domaine, s i tué a u t o u r de l 'axe réel positif e t l imité p a r les 

vecteurs ±-^~, \Ea.{%)\ v a vers l'infini comme Sur 

ces vecteurs, | . E a ( x ) | tefTd vers une cons tan te . D a n s t ou t e 
l'autre pa r t i e d u p lan , | i ? a ( a ; ) | converge vers zéro en m ê m e 

temps que .-i-. . l 

1 Ces résultats ont été signalés déjà en 1903 dans les Comptes Ren­
dus, t. 137, pag. 554—558. Le cas où a est imaginaire a été traité par le 
même auteur dans la note: Sopra la funzione Ea{x)- R. Accad. dei Lincei 
Atti, Série 5, Vol. 13. 

P. Persson. \ 
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Dana u n mémoire , i n t i tu l é : Ûber die Nullstellen der 
F u n k t i o n e n Ea{x) (Acta Ma th . t . 2 9 ) , M. W I M A N a fait des 
recherches sur les zéros de ces fonctions, en se servant d 'une 
mé thode t rès simple. L e nombre a é t a n t supposé réel, posi­
tif e t plus p e t i t que deux , les a r g u m e n t s des zéros tendent 

vers l 'une ou l ' au t r e des va leurs ± ° L^-, en m ê m e temps que 

leurs modules t e n d e n t vers l ' infini; le nombre des zéros dont 
les modules son t p lus pe t i t s que la q u a n t i t é r peu t ê t re 
e x p r i m é très e x a c t e m e n t pa r 

i_ 

D a n s une no t e r écen t e , 1 j ' a i fait des recherches analo-
ques sur u n e classe de fonctions ent ières , définies par M. 
M I T T A G - L E F F L E R . 8 J e les ai appelées E<g)(x). Les résultats 

ob tenus sont analogues à ceux de M. W I M A N . 

D a n s ce t te thèse, je vais abo rde r l ' é tude d ' une classe 
t rès générale de fonctions ent ières , définies p a r des intégra­
les e t jou issan t de propr ié tés semblables à ceux qui carac­
té r i sen t les fonctions Ea(x), a é t a n t réel, positif e t plus pet i t 
que deux . L a pa r t i e première t r a i t e la définit ion des fonc­
t ions e t leur m o d e de croissance, la seconde nous fait con­
n a î t r e la posi t ion des zéros d o n t les modules sont grands, la 
troisième décr i t les p ropr i é t é s des dér ivées de nos fonctions, 
e t la qua t r i ème p a r t i e con t ien t des exemples plus ou moins 
compliqués d e telles fonctions. 

§ 1· 

On p e u t définir les fonctions Ea(x) de la manière sui­
v a n t e : 

) 
x 

1 Recherches sur une classe de fonctions entières de genre infini. 
Arkiv för Mat., Astr. o. Fysik 1908. 

! Sur une classe de fonctions entières de genre infini, Verhandlungen 
des I I I internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg 1904. 
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Cette définition m ' a condui t à une général isa t ion: 

~EW'DCP(IO') 

(1) n(x) \7tif, cp(w ) — x 
S, 

Supposons d ' a b o r d que les fonctions (p(w') jouissent des p ro­
priétés su ivan tes : 

1) La fonction cp(a)') de la variable complexe w' = Reia est 

analytique. Une de ses branches est réelle et positive. 

2) Dans la partie du plan des cJ, définie par les inégalités: 

R > i ? 0 , 

— a0<a<a0, | a 0 > , 

cette branche n'a pas de points singuliers, le point à V infini 

exclu. Soit ï \ le domaine , s i tué hors d ' u n cercle a u t o u r de 
l'origine de rayon R0 e t l imité p a r les d e u x vecteurs ± a 0 . 
Dans l ' intérieur de ce domaine , la b ranche cp(Reia) (\a\<JT) 
est donc une fonction a n a l y t i q u e régulière e t (p(R) réelle et 
positive, grâce à nos hypo thèses . 

Main tenant nous al lons in t rodu i re u n e var iab le nouvelle 
w = pe ' # , définie pa r l 'une ou l ' au t re des équa t ions : 

tj=cp(Reia) 
(2) 

Reia = ip(co) = F(ç, ^ ) e ^ # > . 

En in t roduisant ce t t e var iable , nous ob tenons une représen­
tation conforme d a n s le p l an des œ d ' u n domaine s implement 
connexe, situé dans l ' in tér ieur d u domaine Tt. Les vecteurs 
dont les angles avec la d i rect ion posi t ive de l 'axe réel sont 
respectivement ± a, son t t ransformés dans les courbes 

d = ±a) 

(3) od 

/(<?, 3) = ± a. 

En supposant lim \(p{d) | = °° , ces courbes s ' é tendent j u s q u ' à 
| AI' | = oo 

l'infini. 
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L'axe réel positif est év idemmen t t r ans formé en lui-même. 
Les circonférences a u t o u r de l 'origine sont t ransformées dans 
les courbes F(q,#) = B, 
R é t an t le r ayon de la circonférence dans le p lan des oJ. 

De t o u t le domaine 2 \ , nous ob tenons donc une repré­
sen ta t ion conforme dans le p l an des w. II p e u t arr iver que 
le domaine n o u v e a u T couvre le p lan p lus d 'une fois, mais 
cela est sans impor tance . Dans ce cas, T p e u t ê t r e considéré 
comme u n e p a r t i e d ' une surface de R I E M A N N - , composée d 'un 
cer ta in n o m b r e de feuillets. Désignons dans le suivant par 
P(a, R) le domaine l imité pa r les courbes : 

* = — F(Q,3) = R, V = # { Q , a ) . 

Dans le domaine T = P{aQ, Ru), s i tué sur no t r e surface de 
R I E M A N N , la fonction ip{w) est régulière en t o u t point , sauf 
à l 'infini. D e plus , *P(Q) es t réelle e t pos i t ive dans l ' intérieur 
de ce domaine . 

A v a n t d ' abo rde r l ' é tude de l ' in tégra le (1), je veux énon­
cer quelques théorèmes sur le module m a x i m u m et le module 
min imum d 'une fonction ana ly t i que . D a n s une no te récente: 
Sur un théorème de M . H A D A M A R D dans la théorie des fonc­
t ions entières ( R . del circolo m a t . d i Pa le rmo, t . 2 5 , pag. 
2 2 9 ) , M . L I N D E L Ô E énonce le théorème su ivan t . 

I. S o i t u n e f o n c t i o n m o n o g è n e f ( x ) d e l a v a r i a b l e c o m p l e x e 

x = r e i ç > i q U i j o u i t d e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

1°. E l l e est r é g u l i è r e à l ' i n t é r i e u r et s u r l e c o n t o u r d ' u n 

d o m a i n e c o n n e x e T , f a i s a n t p a r t i e d e l ' a n g l e 

2° . S u r l e c o n t o u r de ce d o m a i n e T , o n a 

L / W I < C , 

C é t a n t u n e c o n s t a n t e , f i n i e . 

3°. A l ' i n t é r i e u r de T , l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e est s a t i s f a i t e dès 

q u e r est s u f f i s a m m e n t g r a n d : 

( k < a ) . 
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Dans ces conditions on aura: 

| / ( * ) | < C 

pour tout point x du domaine en question. 
On peut dire comme corollaire de ce théorème q u ' u n e 

fonction entière, jouissant des propr ié tés 2° e t 3° e t qu i vér i ­
fie dans tou t le reste d u p lan l ' inégal i té : 

4«. \f(x)\<C, 

doit être une cons t an te . Ce théo rème a é té d é m o n t r é p a r 
M. PHBAGMÉN déjà en 1 9 0 4 . 1 I l observe que les fonctions 

entières les plus simples qui vérifient les condi t ions 2° e t 4° 
et la condition 3 f l p o u r k = a, sont les fonctions Ea{x). 

Il n 'est pas difficile de démont re r que le théorème I sub­
siste même en supposan t 

I/(*)!< «"<·•"", 

le point x é t an t s i tué d a n s l ' in tér ieur d u domaine T. P a r 
^(r) nous désignons une fonct ion réelle e t pos i t ive qu i t e n d 

vers zéro en m ê m e t e m p s que \ U n e démons t r a t i on se 

trouve dans un mémoire de M. M. L I N D B L O F e t P H R A G M É N . 2 

En se servant de ce t te général isat ion e t en faisant une t r a n s ­
formation de var iable , on a r r ive au théo rème su ivan t , d o n t 
nous aurons besoin p lus t a rd . 

I b . Soit une fonction monogène &(x) de la variable com­
plexe x^retf, qui jouit des propriétés, suivantes: 

1°. Elle est régulière à Vintérieur et sur le contour d'un 
domaine T, faisant partie du domaine i 2 0 j . 

2°, Sur le contour de ce domaine T, on a 

\<D{x)\<C, 

G étant une constante finie. 
1 E P H R A G M É N , ' Sur une extension d'un théorème classique de la 

théorie des fonctions, Acta Math., t. 28. 
2 Sur une extension d'un principe classique de l'Analyse, et sur quel­

ques propriétés des fonctions monogènes dans le voisinage d'un point sin­
gulier, (Acta Math., t. 31.) 
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3°. A l ' i n t é r i e u r d e T , l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e est s a t i s f a i t e 

d è s q u e r est s u f f i s a m m e n t g r a n d : 

\<L)(Z)\<EW\V>W\, 

l a f o n c t i o n ip(%) p o s s é d a n t l e s p r o p r i é t é s d é c r i t e s p l u s h a u t . 

D a n s ces c o n d i t i o n s , o n a u r a : 

\ d > ( x ) \ < C 

p o u r t o u t p o i n t x d u d o m a i n e e n q u e s t i o n . 

Supposons p o u r un m o m e n t 

ip(to) = e n ( c o v ) , 

n é t a n t un nombre en t ie r positif ou zéro, v positif! La fonc­
t ion e n ( c o v ) est définie p a r la formule d e récur rence : 

E0(O)")=W\ 

Considérons d ' abo rd la fonction e l ( h f ) . D a n s ce cas, l 'équa­
t ion 

f { Q , ï > ) = a i 

p e u t s 'écr ire: 

q v sin v 3 = a t , 

re la t ion qui nous donne 

^ = ^(Ç>« 1) = ~̂;(1 + ^))-

E n se se rvan t de ce t t e va leur de on p e u t écr i re : 

e x ( b t v ) = e V e 2 v - * l e

i a > - = e,(çv)(l — t ] ( s ) [ a \ ~ i ) e i a ' , 

[a*] dés ignant des t e rmes d 'o rd re a \ . Ce t t e relat ion nous 
donne : 

e 2 { w v ) = e e i ( « ? , ' ) ( l - ' ! ( e ) t a ' ] ) ( c o s a i + , ' s i n ' " )
 - = F 2 ( ç , a2)eIAK 

L 'équa t ion : 

e,(ev)(l — y { Q ) [ a \ ] ) sin a , = a 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nous donne: 

^ W ) ( 1 + ? ? ( ? ) ) ' 

* - ^ ) = ; ^ ) < 1 + « ' 

e 2 ( w») = e s (y ) ( 1 — i; (?) [oï] ) e™'. 

Il est donc t rès p robab le que les re la t ions su ivantes soient 
vérifiées : 

ut \ am{\ + »Ju?)) 

em{oiv) = e m (ç")( l — i]{ç)la?n])eiam. 

Il est très facile de p r o u v e r q u e ces relat ions subsis tent pour 
n = m + 1, si elles sont vérifiées p o u r n=m. Car on a: 

e m + 1 ( w » ) -= eem^v1 = 

= e?m(ev)(}—^^[«VlX008 am+isiDam) 

L'équation 

nous donne : 

am=S?)(1 + '/(e))' 
< W i K ) = em+r{f)( 1 — îjfçOtâ +i]) e«m+i . 

En supposant </'(w) = e B (w v ) , on a donc les re la t ions : 

9fo a ï — - o ( 1 - + - 2 - ( ^ - ) 

en{wv) = e„( ? '")(l — i?(?,o))e««, 

a) s ' annulant en m ê m e temps que ^ pour t o u t e va leur 

considérée de a. 
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M . W I M A N a dirigé m o n a t t e n t i o n sur le fait qu'il est 
t rès p robab le q u ' o n puisse t rouve r p o u r le module minimum 
un théorème analogue a u théo rème I , en app l i quan t la même 
m é t h o d e de d é m o n s t r a t i o n q u ' a employée M . L I N D E L O F dans 
la n o t e citée. D a n s le su ivan t , ce t h é o r è m e nous sera très 
u t i le . J e n ' a i j amais v u exposé de parei l théorème. Le 
voici : 

I I . Soit une fonction analytique ®{x) de la variable com- -
plexe x = rei,p, qui jouit des propriétés suivantes: 

1°. Elle est régulière à l'intérieur et sur le contour d'un 
domaine T, renfermant l'angle 

- ¥ k - c p - r p ^ f k ' 

et situé hors d'un cercle autour de l'origine dont le rayon est r„. 
2°. A l'intérieur de ce domaine, on a: 

1_ . 

\<D{x)\<e "(r*r . 

3°. Sur le contour de T, on a: 

\O(x)\<0, 

G étant une constante finie. 
Dans ces conditions, on a identiquement: 

<D(x) = Q. 

Nous allons examiner la fonction ana ly t i q u e 

lF{x)=~e°K °'®(x) 

d a n s u n domaine l imité p a r les d e u x vec teurs ± 2~/fc ( ' P <" 

l 'arc de circonférence don t le r a y o n est r„ e t u n a rc de cir­
conférence y a u t o u r d e l 'origine, d o n t le r a y o n est très grand. 
Quelque pe t i t que soit le n o m b r e e, il es t facile d e voir que 
sur le con tour , formé de ces q u a t r e courbes , on a l ' inégal i té : 

\F(x)\<C, 
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pourvu q u ' o n a i t pr is le r a y o n d e la circonférence y assez 
grand. Donc , ce t te inégali té do i t ê t r e vérifiée aussi d a n s 
tout le domaine , l imité p a r ce con tour . E n choisissant u n 
point 

Le nombre positif d p e u t ê t r e choisi aussi pe t i t q u ' o n le 
voudra, pourvu q u ' o n a i t pr i s s suffisamment pe t i t . Ce t t e 
inégalité en t ra ine donc l ' éga l i té : 

Donc, nous avons d é m o n t r é que dans les condi t ions données , 
on a toujours l ' iden t i té : 

<8(x) = 0. 

Ce théorème est aussi suscept ible de la m ê m e généralisa­
tion que le théorème I. 

I I b . Soit une fonction analytique <D{x) de la variable com­
plexe x = reiv, qui jouit des propriétés suivantes. 

1°. Elle est régulière à Vintérieur et sur le contour d'un 
domaine T, limité par les courbes: 

d'ailleurs a rb i t ra i re , on p e u t écrire ce t t e inégal i té : 

\0{xl)\<Ce 
— ji^ cos k(<pi—(po)— 

< ô . 

<D(xi)=0. 

f(r,y — (pq) = F{r,cp — (p0) = R 0 . 

Sur le contour de ce domaine, on a 

\V(x)\<C 

G étant une constante finie. 
3°. Dans l'intérieur de T, on a: 

\<D(x)\<e "<r> 

Dans ces conditions on a identiquement 
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0{x)=O. 

M a i n t e n a n t nous al lons res t re indre les fonctions cp(aj'} et 

<p(io) de plus. Nous supposons qu'on puisse écrire: 

(5) $(Q,a) =aa{o)(l + e{ç,a)), 

e(o,a) tendant vers zéro en même temps que - pour chaque va-

leur considérée de a, la fonction réelle et positive O(Q) tendant 

vers une constante positive finie ou vers zéro, lorsque Q croît au 

delà de toute limite. D e p lus , il fau t faire des suppositions 

sur la n a t u r e de IV^W)!. Supposons par exemple que dans 

tout le domaine P{a0, B0), l'une cm Vautre des inégalités sui­

vantes soit toujours vérifiée dès que ç est suffisamment grand: 

en(Qv~ô) <\ip(w))< en(Q*+*) . 

(6) (» = 1, 2 »>0), ( » = 0, v > 1), 
ou 

( 6 b > e » - i ( ? * ) < | ^ ( w ) | < e „ ( ? ' ' ) , 

( » > 1 ) , 

ô é t a n t un n o m b r e positif p lus pe t i t q u ' u n n o m b r e donné 
quelconque, p o u r v u qup ç soit suff isamment g rand . 

Si d a n s l ' inégali té (6), on p e u t p r e n d r e n = 0 , on peut 
choisir : 

°{Q) = \ . 

c 'est à dire , l ' équat ion (5) p e u t s 'écr i re : 

(5b) 9{q,a)*=±{\ + e(Q,a)). 

Si cela n ' é t a i t pas vra i , on a u r a i t : 

4 ' ï ) = 27 t <
1 + ^ a »' 

le nombre positif fi é t a n t d is t inc t d e zéro e t de v. Suppo-
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sons d 'abord jit>i>! D a n s le domaine -PJ^p ^ij> s i tué d a n s 

l'intérieur de l 'angle 

- i L ( 1 + ^ < * < £ ( 1 + d l > , 

où le nombre positif dx p e u t ê t r e pr is aussi pe t i t q u ' o n le 
voudra, pourvu que Rl soit siiffisamment grand , la fonction 

jouit des propr ié tés su ivan te s : 
Sur le contour de ce domaine , son module est p lus pe t i t 

qu'une certaine cons t an t e ; dans l ' in tér ieur de ce domaine , 
on a: 

| ev <(0) | < e « w («>|Ui>^). 

En appliquant le théorème I , on a r r ive à l ' inégali té: 

|ev<a>>|<C, 

et cette inégalité do i t ê t r e vérifiée en t o u t point , a p p a r t e ­

nant au domaine P R^, ce qui es t impossible, car le mo­

dule de evt"»' t end vers l 'infini, lorsque w c ro î t au delà de 

toute limite en r e s t a n t dans l ' in tér ieur d u domaine . Donc , 

on ne peut pas avoi r ¡,1 > v. 
Supposons enfin ,« < v ! E n a p p l i q u a n t le théorème I I , 

on arriverait à l ' ident i té a b s u r d e : 

ça étant situé dans l ' in té r ieur d ' u n domaine P i ? 2 j . N o t r e 

supposition est donc fausse, e t la re la t ion (5 b) doi t ê t r e 
vérifiée. 

Si l 'on ne peu t p a s pend re n = 0 d a n s l ' inégalité (6), on 
démontre aisément que la re la t ion su ivan te est exac t e : 

lim O(Q) = 0. 

Pour les recherches su ivantes , il f au t c o n n a î t r e une l imite 
inférieure de la valeur de C(Q), Q é t a n t g rand . Supposons 
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que l ' inégali té su ivan te soit sat isfai te à pa r t i r d ' une certaine 
va leur de ç : 

E n a p p l i q u a n t la m ê m e m é t h o d e comme plus h a u t , e t en 
supposan t l ' inégalité (6) vérifiée, on p e u t vérifier l ' exact i tude 
des éga l i tés : 

— 1, v i — v. 

II n e faut que se servir des théorèmes I b e t I I b. 
N o t r e supposi t ion est donc iden t ique à l 'une ou l 'autre 

des cond i t ions : 

( 7 ) c r è * 3 ) < a { Q ) < C ^ r * ) ' ( c o n d ' 6 ) v é r i f i é e )" 

(7 b) enl^{çô) < a ^ < F (cond. 6 b) vérifiée). 

E n p r e n a n t Rt suff isamment g r a n d e t 

\ a \ < ' ^ + 8 < a 0 , 

l a ' va leur d u nombre positif d é p e n d a n t de celle de le 

domaine P{a,Rl) est s i tué su r u n seul feuillet de no t re sur­

face de R I E M A N N , grâce à la condi t ion v > | pour n = 0 . 

Dans le su ivan t , nous supposons tou jours les quan t i t é s Rl 

et a choisies de ce t t e manière , c 'est à dire nous ne considé­
rons q u ' u n e seule b r a n c h e de la fonction «/'(w). 

De plus , nous supposons q u e la fonction cotp'(io) jouisse 
de la p ropr ié té , expr imée pa r la re la t ion s u i v a n t e : 

pe'*f«.°> ^(çe**<fc°>) = F2(Q, ^)e*' a> + '» = F2(ç, d) e , t , ( 1 +««?><»>, 

le modu le F2{q,xt) sa t isfa isant à l ' une ou l ' au t re des inégali­
tés (6) ou (6 b) , les n o m b r e s n et v é t a n t les m ê m e s qu 'on 
doit choisir p o u r la fonction ip(w). Ce t t e hypo thèse nous 
pe rme t de t r o u v e r que lques p ropr ié tés de la fonction «/'(w) 
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qui nous a ideront à calculer le nombre des zéros des fonc­
tions II(x) d o n t les modules son t p lus pe t i t s q u ' u n e cer ta ine 
quantité r. 

Dans l ' in tér ieur d u domaine P(a, Rt), la fonct ion ana ly t i ­
que ip(io) = X(co,, a),,) + iF(<y,,w(r) de la var iable complexe 
M = mi + iio„, est régulière. E n p a r t a n t des ident i tés connues : 

5 X _ ^ T . dX 0 Y 

(ko, (ko,, ' 0M„ dw, ' 

on trouve les deux iden t i t é s : 

di> E ()Q ' ()Q * dd 

Les équations (3) nous d o n n e n t : 

d-9(g,a) <V . <V 
(>Q ~~ »Q ' d-d ' 

d-9{q,a) _ 1 

d& 
En introduisant : 

F{Q,3(Q, a)) = Fl{Q,a), 
on t rouve: 

dF1 _ dFd#\g,a) _ OF . df _ 
da ~ d-d' da dd ' dd 

- V ^ d o - M - V ^ — d o — -ldq 
On a donc: 

log F^q, a) = log ip(o) + a d - I l ^ l : F l (q, da) = 

Maintenant il faut t rouver une va leur d e ^iîi^1' On &; 

<)q IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



¿7 = _1_ I _ ^ < H » ) 1 = 

dQ 2i\xp{qê^) Vice-™) j 

1 0' foe**) | 

On t r o u v e d o n c : 

= _ 1 tg (o, - a + ^) = - a ^ ] - , 

(8) * \ (?, a) = V ( ç ) d + «(<?,«))· 

De plus , on a : 

log .F, (? ,a + d) = Iog F^à) + de{ç,a). 

E n d é t e r m i n a n t d p a r l ' inégal i té : 

c é t a n t une c o n s t a n t e finie, on t r o u v e : 

(9) * \ ( ? , a + d)^F1(ç,a) + s(q,a), 

re la t ion qui nous sera ut i le p lus loin. 
Nous supposons de p lus q u ' o n a i t : 

(10) ^ - r - M -

L a fonction a n a l y t i q u e (p(co) do i t donc vérifier t ou tes les 

condi t ions su ivantes d a n s l ' in tér ieur d u domaine p | ^ + /î, J B , | : 
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de R, par exemple à R = Rl7 on a : 

(12) H ( x ) = ^ + 

Le terme ent re la p a r e n t h è s e a p p a r a î t , si le po in t x est s i tué 
dans l ' intérieur du domaine PXa,Rt), car on a: 

I. La jonction ip{io), qui est réelle et positive pour des 

valeurs réelles et positives de la variable w, n'a pas de points 

singuliers dans l'intérieur de ce domaine, excepté le point à 

l'infini. 

II. Les modules F(ç,-9) et F2(Q,$) satisfont à l'une ou 

l'autre des inégalités (6) ci (6 b). De plus, on peut écrire: 

ip(co) = (p{qei9^ °>) =-- F(Q, d) eia 

unp' ( w ) = Q e»*(»'a) ip'içe^le, «)) = p 3 ( ? j £) e«ti+«Ce, «». 

Ces relations entraînent les retotions (8) et (9), On a encore: 

V{ç,a)=a

v(]. + t(Q,a)) (f(e,5)<r) 

d(ç,a)=M<r(Q)(l + «(?,«)) {F(U, V?) > çO, 

7« fonction G(Q) vérifiant les conditions (10) et (7) oit (7 b ) . 

En in t roduisant la var iable w, l ' in tégrale (1) se t r an s ­
forme en: 

,,,, , 1 fe^dw 

(11) Jl (X) = - : j • 
w 2KIJ co — x 

r 

Le contour F est é v i d e m m e n t composé de la manière sui­
vante. Les vec teurs ± a sont remplacés p a r les courbes 
!) = D{Q, ± a) e t l 'arc de circonférence p a r la courbe F(ç,x>) 
= R, la valeur de R d é p e n d a n t de la posi t ion d u po in t x. 

TV 

Soit toujours R>Rt e t a < ^ + § < E n f ixant la va leur 
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x é t a n t un con tour fermé, pa rcouru dans le sens direct . Comme 
l 'on sai t , on a : 

si le po in t x est s i tué dans l ' in tér ieur d u con tour %. Le point 
x se t r o u v a n t hors de ce contour , l ' in tégrale s 'annule . 

L ' in tégra le (11) définit év idemment une fonction analyt i­
que , uniforme e t finie e n . t o u t po in t x, c 'est à dire, JT(x) 
est une fonction en t iè re . Grâce a u x condi t ions (6) e t (7), il 
es t facile de démon t r e r que la re la t ion su ivan te est vérifiée: 

1 fev^dio 

2 7t i l co — x 

É v i d e m m e n t , les fonctions IJ(x) jouissent de la propriété 
su ivan t e . 

Le module de x croissant vers l'infini dans l'intérieur du 

domaine P{^, îj> fonction JJ{x) croît vers l'infini comme 

ey(x)- s u r i e contour de ce domaine, son module converge vers 

une valeur finie, et dans le reste du flan, la fonction JI(x) 

tend vers zéro en même temps que t—1. 

On voit t ou t de sui te que l ' intégrale su ivan te est toujours 
finie p o u r t o u t e va leur de x: 

(13) j ï ^ . — j — — . , 
r 

le con tour y é t a n t composé des courbes 

9 = ± ao(q) 

e t p a r exemple d ' u n a rc de circonférence a u t o u r de l 'origine, 
les un issan t . I l f au t seulement p rendre le r a y o n de ce cercle 
suff isamment g rand . F ixons la va leur qt du r a y o n de ce t te 
circonférence ! E n p r e n a n t qt suff isamment grand , on a: 

(14) J T l ( x ) = ( e ^ . ) + 2 - ^ . J ^ , 
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1 feV(o>)dcu\ . , —· I = V\r). 

j ctmx 
m—0 

(15) n{x) =2 < 
le coefficient am est dé t e rminé p a r la formule: 

( 16) a m = 7r^—. f ev<«» w-™- 1 d 10 = . f d w . 2 -ni ) 2 n i 

1 r 
§ 2 . 

Dans ce pa r ag raphe , nous passons à l ' é tude des zéros 
des fonctions i l (x). Nous supposons les modules des zéros 
grands. On p e u t se servir de la m ê m e mé thode q u ' a employée 
M. W I M A N dans le mémoire , cité p lus h a u t . N o t r e fonction 
étant définie pa r l ' équa t ion (14) , il faut donc développer en 
série demi-convergente l ' in tégra le : 

1 Cev^dio (17) —. =a-lx~1+--- •••+a-mx-m + Em, Z T t l J M X 

n 

les quantités a _ n e t Rm é t a n t dé terminées p a r les formules: 

(18) «_„ = — . / e* (0 )i w"- 1 d w , 

n 
P. Persson. 2 

n 

La fonction Ilv {x) est aussi une fonction entière. Dans t o u t 
le plan, la fonction ent ière IIi(x) — II(x) vérifié la condi t ion: 

\n>(x)—II(x)\ = V(r), 
ce qui en t r a îne l ' iden t i té : 

ni (x) = ll(x). 
Évidemment le con tour d ' in tégra t ion de l ' in tégrale (13) est 
plus simple que celui de l ' in tégrale (11) . 

En développant la fonction ent ière II(x) d ans la sér ie : 
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( 1 9 ) R m = 2 i c T x ™ J ~ ^ o - x ~ • 
n 

E n premier lieu, il fau t calculer une l imite supérieure 
d e | Rm\, le module r é t a n t g rand . E n choisissant le nombre 
en t ie r m d 'une m a n i è r e convenable , on p e u t t rouver une 
l imite supér ieure de ce t t e q u a n t i t é qu i est d ' un ordre de 
g randeur favorable . Transformons donc la formule (19) de 
la man iè r e su ivan te : 

+ 
Pi 

00 
Rm — ., • 

2 7t i x m 

eV<0,K»o(9)) Q m ei (O T+i) a o í g ) I ! + i a ç d q 

lQe-i«°<0)) Qm e _ ¿ ( m + l ) aa (e) |l _ i a ç j d ç 

d Q !—f-A + B + D; 

J\ 
Pl 

la p remière des trois intégrales é t a n t pr ise le long de l 'arc 
de circonférence, a p p a r t e n a n t au con tour E n désignant 
p a r Cn une cons t an t e finie e t posi t ive , on ar r ive év idemment 
au r é su l t a t : 

\A\<Cl r~m. 

Passons au calcul d ' u n e l imite supér ieure de | S | Sup­
posons en premier lieu que le po in t x se t r o u v e d a n s le voi­
sinage de la courbe -Í) = aa(ç), c 'est-à-dire qu 'on a i t : 

cp = aa{r){\ + e(r)). 

L e n o m b r e /? é t a n t tou jours fini, on p e u t choisir un 
n o m b r e aL> a, vérif iant l ' inégali té : 

•It 7t 
2 < « ! < 2 + / * · 
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\B\< 

r-S 

+ 

Pi 
LU 

r + 3 n < - 0 ' -

~=rmô 
00 

Pi ï* 
(a <^ a2 <^ a, ). 

Le point x é t a n t s i tué sur la courbe d = ao(q), il fau t choi­

sir v = | , dans l ' au t r e cas v = 1. La quan t i t é posi t ive ly est 

la valeur min imum de |w — x\, le po in t « é t a n t s i tué sur le 
contour y 3 . 

In t roduisons : 

0 = r + J 1 ( | < 5 , | < ^ = «!<?(?·)), 

,«, é tant une cons t an t e posi t ive, finie! On t r o u v e : 1 

Q sin ala(ç) =ax{r + ôx)a(r + JJ(1 + s(r)) = 
=oiro(f^L+/[<ff'(r-RE<ÎI))(l + e(r))=o1r«r(r)(l+e(r)), ( 0 « 9 < 1 ) , 

1 on supposant lim CJ(/>) = 0. „ 
O—oo 

et u n contour nouveau , r emplaçan t la courbe ^ = aa{g) e t 
composé de la man iè r e s u i v a n t e : 

1° la courbe ^ = o<j(o) en t re les poin ts 0 t e
i a < , <w' e t 

(r — ô)ëm{r-à\ (r + ô)eia^r+à> et le po in t à l 'infini, ô é t a n t 
un nombre positif; 

2° deux arcs de circonférences rl et r2 a u t o u r d e 
l'origine, l e ' p remier e n t r e les points (r — S)eiaa^r~ô)

 e t (r — ô)eiai,,{r-ô\ le second en t r e les po in t s (r + ô) eiaia<r+à) et 
{r+ d)e*"o(»-+«); 

3° la courbe if = a1a(t)) en t r e les po in t s (r — â) e i f f l *<»·—<» 
et (r + ô)eiai"^r+'iK E n dés ignant p a r y2 le contour , formé p a r 
les trois dernières courbes, on a é v i d e m m e n t : 
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< - < 

La longueur de ce con tou r y2 est d ' o rd re ra(r). E n tenan t 
compte des inégalités (6), on p e u t écr i re : 

I g W ( e e « « < 0 ) ) I < e - e „ < » . ( V i < „ ) 

|eV(9ei«i»(e))|<e-e„(on)_ 

il/fi^C?)] dés ignan t la va leur m a x i m u m d u module de la fonc­
t ion F { Q ) , on a r r ive év idemmen t au résu l ta t s u i v a n t : 

L 'express ion qm+2e~en(eVl') devient un m a x i m u m pour Q = Q2> 
si Q2 sat isfai t à l ' équa t ion 

(20) m + 2 ·= vx et ( ^ ) . . . e„ (c'O­

l i est t r ès favorable de s ' a r ranger de m a n i è r e que ce maxi­

m u m a i t lieu d a n s le voisinage de Q = r. Le n o m b r e m é tan t 

a rb i t r a i r e , on p e u t le dé te rminer p a r l ' équa t ion : 

(21) m + 2 = v l r " » e 1 ( ^ ' ) . . . e„(r"0 + l ( l ^ l ^ g ) -

E n in t rodu i san t Q2 = r + ô2, ces deux équa t ions nous donnent : 

v ' 1 2 1 = 2 {m + 2) ' 

car on a : 

(M<.»i)< 

Ç sin ata(o) — r sin cp = ra(r)(al — a)(l + «(r)); 

c'est-à-dire, sur le con tour y2, on a : 

1 . 1 „ G, 
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m + 2 (1 +«(r)). 

L'inégalité (22) est donc correc te . E n se s e r v a n t de ce t t e 
inégalité, on a r r ive a u x formules su ivan te s : 

e»(p?) = e„(r^) + ô^vr^e^r?). . . e„{r?) = e„{r^) + w{r), 

\co(r)\<l

2(l+e(r)); 

i l \m+2 
ç m+2 = r m+2 | : + + £(r))j <C-or

m+2 ( « = 0) 

e ^ + 2 = r m + 2 | 7 + _ i ( l L | m + " < ( 7 5 r . ^ + 2 ( r a > l ) , 

Jf [çm+2

 e~e„(eVLÏ] < C6 rm+2e-e„(r"«) 

On trouve donc : 

Si l'on ne peu t pas écrire 

FIÇV^iiçf) · • • EN{QV) = v.r^e.ir^). . . en(r
n) + 

- r V i * ? - 1 * ! • • • e » - i ( > ? ) · · · e„ (r? ) ( l + e(r)) , (n> 1) 

le point rt é t a n t s i tué en t re les po in t s ç2 e t r. E v i d e m m e n t , 
le membre droi t de l ' équa t ion (20) c ro î t c o n s t a m m e n t en 
même temps que ç, c 'est-à-dire, on a : 

vx e, (r?). . . e„(r?) = m + 2 + Xlt (u, | < |) . 

On trouve d o n c : 

* , = ^ « ( r ) . (»>D. 

Dans le cas n = 0, on t rouve : 
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. (p = a o ( r ) ( l + e ( r ) ) , 

on a r r ive d ' u n e man iè r e p lus simple encore à la même limite 
supér ieure de | B \. 

E n se s e r y a n t de la m ê m e mé thode , on t rouve la même 
l imite supér ieure de \ C \ . \ A \ é t a n t év idemment d 'un ordre 
inférieur, on a r r ive au résu l t a t su ivan t . 

L e n o m b r e m é t a n t d é t e r m i n é p a r l a f o r m u l e (21), l a f o n c ­

t i o n ip(io) v é r i f i a n t l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a ­

l e u r de Q: 

\ i p ( ç e i a a ^ ) \ > e n ( Q i - % 

o n t r o u v e : 

\ B m \ < C e - ° » W . (vl<v). 

Sans dou te , on pour ra i t t r o u v e r une va leur plus peti te 
de la l imite supér iure de \ B m \ , mais la va leur t rouvée suffit 
a u x recherches su ivantes . 

Si l 'on suppose que ip(co) vérifie une cer ta ine condition, 
le fait q u ' o n p e u t t r ouve r u n e telle l imite supér ieure du mo­
dule de R m , nous p e r m e t de démon t r e r le t héo rème suivant : 

S i p o u r t o u t e s l e s v a l e u r s d e m , o n a «_ O T = 0, i l f a u t que 

V i d e n t i t é s u i v a n t e e x i s t e : 

I I { x ) = e * P ( x ) , 

P ( x ) é t a n t u n p o l y n ô m e . C e t t e i d e n t i t é est é q u i v a l e n t e à V i d e n t i t é : 

V(w) = w + log P ( c o ) . 

C o m m e o n . s a i t , e x P ( x ) n ' a q u ' u n n o m b r e f i n i de z é r o s . 

Supposons donc p o u r u n m o m e n t « _ m = 0 pour tou te 
valeur de m ! Soit de p lus l ' inégali té su ivan te vérifiée dans 
l ' in tér ieur d u domaine P ' ( a , Q), dès que r es t suffisamment 
g r a n d : 

\ t p ( x ) \ > r 1 + > \ 

(.i é t a n t u n nombre positif fini, mais aussi pe t i t qu 'on le 
v o u d r a ! P a r P ' ( a , o ) nous désignons le domaine , s i tué du 
côté d ro i t d ' u n contour , composé des courbes d = • ± a a ( ç ) 
et un arc de circonférence a u t o u r de l 'origine a u rayon Q. 
le con tour é t a n t p a r c o u r u dans le sens positif. D a n s le 
demi-plan, s i tué d u côté gauche de l 'axe imaginaire, on a 
donc la re la t ion: 
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n{x) = (é^')) + Bm(x), 

où le premier t e r m e a p p a r a î t , si le po in t x se t rouve dans 

l'intérieur du domaine T, a p p a r t e n a n t à la fois au domaine 

P'(a, q) et au demi-plan gauche . S'il existe un tel domaine 

T et si r est suff isamment grand, on a pour t o u t po in t qu i 

lui appar t ien t : 

| e v ( * ) | < e - ^ , + " 1 (0 < . « , < , « ) · 

Dans le demi-plan gauche, on a les inégali tés: 

| i U * ) | < e - ' - 1 + ' t t , 
c'est-à-dire, on a: 

\n(x)\<e-'1+"1. 

En vertu du t h é o r è m e I I , la dernière inégalité e n t r a î n e 
l'identité : 

H (ce) = 0 , 

ce qui est impossible. Nos hypo thèses son t donc incompa­
tibles. 

Supposons enfin que dans l ' in tér ieur du domaine P ' (a„ , Q), 
l'inégalité su ivan te soit vérifiée: 

rV2< I ip{x)\¿ri+/l 

Supposons de plus qu 'on puisse choisir le nombre a0 si grand, 
que le domaine P'(a0,ç) couvre tou te la pa r t i e d u p lan des 
io, située hors du cercle a u t o u r de l 'origine d o n t le r a y o n est Q, 
pourvu que Q soit suff isamment g rand . Soit l 'axe réel néga­
tif une coupure, e t examinons dans tou te la pa r t i e d u p lan , 
situé hors du cercle, la fonction ana ly t ique régul ière : 

n{x) — e"'<->. 

La variable x é t a n t défendue de franchir l 'axe réel négatif et 
la circonférence, pour t o u t po in t don t le module est suffi­
samment grand , la re la t ion su ivan te est vérifiée: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EN EFFET, ON A: 

n (x) — e* <*> =^Rm (x) — (evW), 

OÙ LE DERNIER TERME APPARAÎT DÈS QUE LE POINT x EST SITUÉ 

DANS LE DOMAINE TX QUI N'APPARTIENT PAS AU DOMAINE P'(a, Q). 

DANS LE DOMAINE Tx, ON A ÉVIDEMMENT : 

| € v<*)| < e-r" 3 . 

POUR TOUT POINT x, L'INÉGALITÉ SUIVANTE EST VÉRIFIÉE DÈS QUE 

r EST SUFFISAMMENT GRAND: 

\Rm(x)\<e^v>. 

EN VERTU DU THÉORÈME II , ON ARRIVERAIT À L'IDENTITÉ: 

n{x) =E»W. 

GRÂCE AUX HYPOTHÈSES SUR LA NATURE DE ip(x), efW N'A PAS 

DE ZÉROS DONT LES MODULES SONT PLUS GRANDS QU'UNE CERTAINE 

QUANTITÉ, C'EST-À-DIRE, II (x) N'A QU'UN NOMBRE LIMITÉ DE ZÉROS. 

ALORS, IL FAUT AVOIR 

ll(x) = P(x)e*, 

ET NOTRE THÉORÈME EST DÉMONTRÉ. DANS LE SUIVANT, NOUS 

EXCLUONS LE CAS if>(ai) = W + LOG P(co). 

CES RECHERCHES PRÉLIMINAIRES ÉTANT ACHEVÉES, ABORDONS 

L'ÉTUDE DÉFINITIF DES ZÉROS DE NOS FONCTIONS ! LE CAS IL (x) = 

P{x)ex ÉTANT EXCLU, IL EST TOUJOURS POSSIBLE DE TROUVER UN 

COEFFICIENT a-p ^ 0. EN SUPPOSANT r SUFFISAMMENT GRAND 

(r>ç), ET 

a-» = 0 (,« < p) 

«_M = 0 (p<u<P + Px) 

<*-P-P, * 0, 

ON A LES RELATIONS SUIVANTES : 

(23) II(x) = e<"<*> + a - p X - P ( L + q{x)), 

LE POINT x ÉTANT SITUÉ DANS L'INTÉRIEUR DU DOMAINE P'(a, (?) ET 
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log 
\a-A 

ip{r) 
et on t rouve é v i d e m m e n t : 

(24) II(x) = a-px-r(\ + q{x)) 

pour tou t point , s i tué d a n s t o u t e l ' an t re pa r t i e du p lan , q(x) 
étant d 'ordre de g randeur r~Pl. Le point = rt eiVi = r 1e**( r i ' 0 l> 
étant un zéro e t ry suffisamment grand, la de rn iè re re la t ion 
exige que ce zéro se t r o u v e dans l ' intérieur d u d o m a i n e 
P'(a,o). E n i n t r o d u i s a n t : 

F (r, cp) ëhr,<t) = jpt (r> a) éa, 

l'équation (23) e n t r a î n e les r e la t ions : 

c . F i ( r i , a , ) c o s a ! = | a _ p | r-p ( \ _i_ ur~^), 

—F, (ru at) cos a, = p log j-t — log | «-p | + M, »T p l , 

les quanti tés var iables M et M, é t a n t toujours finies. L a de r ­
nière relation nous d o n n e : 

ô' vérifiant l ' équa t ion : 

^ i ( r i > \ + <*') s m ( ? r = P l o S »"i — log + utr-PK 

En déterminant i? p a r l ' équa t ion : 

(25) Ft\r, ^ + clj sin ô = p log r —log 1«-̂!, 
la relation su ivan te est vérifiée sur les courbes $ = 

|e^*'| = |a_par-p|. 

Les quant i tés â e t <î' son t év idemment d 'o rdre d e g r a n d e u r : 

rP 
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Maintenant nous allons passer au calcul du nombre des 

zéros dont les modules sont plus petits que r, la valeur de 

r étant grande. L'axe réel positif étant un axe de symme-

trie, il suffit d'examiner les zéros, situés sur le demi-plan 

supérieur. Supposons : 

a-p>0, ff(e) = ̂ -

La relation (23) nous donne la formule: 

^ ( ' i . ! + c o s = — P^(rl,^ + â,)j + (2k + l ) 7r - r« 2 fT» 

la quantité u2 étant aussi finie. On peut transformer cette 

relation en 

(26) ^ l | r i J ^ + d)=_|£ + (2i+ ljTr + etrJ. 

S'il existait un zéro pour toute valeur de k, cette équation 

nous donnerait le module du i-ième zéro avec une très grande 

approximation. 

Afin de trouver le vrai nombre des zéros, nous déter­

minons r par l'équation: 

(27) F, (r, | + âj cos ô = — p d (r, ~ + ôj +2**. 

r(â' — 3) = s(r). 

Les zéros tendent donc toujours vers les courbes 

d étant déterminé -par l'équation ( 25 ) . La fonction *p{r) véri­

fiant l'inégalité: 

ip(r) >r1+" (iOO), 

les zéros tendent même vers les courbes 
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Sur notre circonférence les re la t ions suivantes sont donc véri­
fiées : 

Le point x = re*f é t a n t s i tué sur l 'une ou l ' au t re des courbes 

d = ± S |ç, ^ + l ' équa t ion su ivan te est vérifiée: 

. = a-px-i>. 
Puis, calculons la va leur de 

l'intégrale é t an t pr ise le long de la circonférence au rayon r 
autour de l 'origine, r é t a n t dé terminé pa r l ' équat ion (27). 
La fonction JI(x) p e u t ê t r e représentée de la maniè re sui­
vante : 

n (x) = «*<«> ( I + M) , | | QP I < & {r, ~ + ój J 

n(x) =A_PAR*il + M), (R, | + d) < y < 2 ?R — # (R, | + d)) · 

Grâce au choix favorable de r, la quan t i t é var iable u est con­

tinue en t ou t po in t d u con tou r d ' in tégra t ion . Examinons la 

valeur de de cet te q u a n t i t é a u x envi rons d u poin t d ' inter­

section de la circonférence avec la courbe S = S |o, ^ + <îj · 

Le nombre d é t a n t dé te rminé p a r l ' inégali té: 

I d I < d. = 77-;, 1 1= 1 </J(R)' 

nous avons t rouvé plus h a u t (pag. 14): 

J \ ( r , | + d + ( r , ~ 2 + ô) + e(r). 

Nous avons donc u n e re la t ion de la forme: 

F, {r, I + ô + dj cos (d + d) = - 1 ^ + 2 Jfc« + e(r). 
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i F i ( r , ~ + ô + d ) cos (S+rf) 

= |_r et(24»+e(r)) 

L a q u a n t i t é w jou i t donc de la p ropr ié té , exprimée par la-
relat ion : 

i ï ( « ) > 0 , 1 

la va leur de cp é t a n t dé te rminée pa r l ' inégali té: 

De plus , on a é v i d e m m e n t : 

Fi [r, - | 4- ô ± d tj sin (<$ ± d j = p log r— log | a _ p | ± c + e(r). 

Donc , pour t o u t p o i n t don t l ' a rgumen t p e u t s 'écrire: 

on a l ' inégali té su ivan te : 

| « | < e - c ( l +*(»•)). 

E n p r e n a n t pa r exemple c = l , on t r o u v e : 

i?(L + M ) > 0 , 

inégal i té qui est vérifiée sur t o u t e la circonférence. Alors, 
on a 

Jd log (1 + M) = 0 . 

1 Par R(u) on comprend la partie réelle de u. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Par conséquence, nous a r r ivons au r é su l t a t : 

f+a **-&(r,%+a) 

2-jtiN' = I FL (r, a)éa + j — picp. 

F, (r, % + ô) ces J 2polr.% + d 

N = — -î—? i p + V - - - ^ - = 
7t ^ 2 

(28) 

= — 4 - - P ( l - 2 T ) + « W = 2 * - P -

L'équation (26) nous donne donc, avec une t r è s g rande 
exactitude, la va leur d u module d u fc-ième zéro, si tué sur le 
demi-plan supérieur. 

Dans le cas, où l 'on a : · 

l i m a ( ç ) = 0, 
@— oc 

on t rouve : 

Ft (r, \ + ô) 
(29) N — :—- — p + e(r) =^2k — p, 

le nombre k é t an t dé te rminé p a r l ' équat ion (27). 
En supposant a _ p < 0, il faut dé te rminer r pa r l ' équa t ion 

(27b) F, \r,^ + d}ooBd=—p3\r,^ + â) +(2k+ 

et on t rouve : 

F 

(28b) N = !— '- — p+ + e(r )=2ife + 1 — p , 

n(x) é t an t d 'ordre, v, 
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/ TT 

(29 b) N= — -— p + e (r ) = 2 / f c + 1 — p, 

II(x) é t a n t d ' o rd re infini. 
Alors, les r é su l t a t s de nos recherches sur les zéros des 

fonctions ent ières Tl(x) s o n t : 
71 (x) étant d'ordre fini v, les arguments des zéros tendent 

vers l'une ou l'autre des valeurs: 

f^=±2V 
Dès que r est suffisamment grand, le nombre des zéros dont les 

modules sont plus petits que r, peut être exprimé par: 

F> (r, " 
2 S ) , . 1, 

le coefficient ct—p étant le premier des «_m qui ne s'évanouit. 

Ce coefficient a~p étant positif, cette valeur du nombre des zéros 

est exacte en même temps que le valeur de r rend N + p pair. 

Dans le eus ct—p < 0, on trouve une valeur exacte, en choisissant 

r de manière à rendre N + p impair. 

11 (x) étant d'ordre infini, les arguments des zéros tendent 

vers zéro de la même manière que ± — <j(r). Dès que cette 

quantité est d'ordre de grandeur plus petit que r~l, les zéros 

tendent évidemment vers l'axe réel positif. Le nombre des zéros 

dont les modules sont plus petits que r, est donné par: 

N ---p. 

Le coefficient ct—p étant positif, cette valeur est exacte, si le nom­

bre N + p est pair; dans le cas contraire, il faut avoir N + p 

impair. La quantité ô est déterminée par l'équation (25) . 

En tous cas, le nombre des zéros peut être exprimé de la 

manière suivante: 
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e(r) tendant vers zéro en même temps que r~l. 

Il est t r è s facile de calculer les zéros des fonctions; 
ïl{x) + G, G é t a n t une cons t an te finie. Les zéros tendent ver» 
les courbes: 

V = ± ( | + <ï,) *(r), 

Q 
Jj étant d 'ordre de g randeur . Le t e rme pr incipal 
tt-px~~p est év idemment remplacé par G. Le nombre des zéros 

est donné par 

G étant positif, cette valeur est exacte en même temps que N~ 

est pair, G étant négatif, il faut avoir N impair. 

On doit se souvenir q u ' o n a : 

§ 3 . 

Dans ce pa r ag raphe , nous al lons examiner les p ropr ié tés 
dll(x) 

de la fonction — ; — - = J I ' ( x ) . Ev idemmen t , ce t t e fonction. 
dx 

peut ê tre représentée p a r l ' in tégra le : 

r 
En se servant de la mé thode , employée plus hau t , on t r o u v e : 

1 C e^*0* d eu (31) i r ( x ) = ( ^ ( x ) ) + _ j _ _ , 
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1 r e v ^ d i o _ 

c a r la va leur de l ' in tégra le : 

1 Ç e v ^ d c o 

T 

r é t a n t u n contour , r e n f e r m a n t le po in t x, est évidemment: 

n i ) ( u — x Y 
e * w t p ' ( x ) . 

L a fonction V'(w) é t a n t régulière d a n s le domaine P ( a , E „ ) , 

o n p e u t donc di re ce qui su i t : 

D a n s V i n t é r i e u r d u d o m a i n e <P|TJ> -^oj, | / / ' (a ;) | converge, 

•vers V i n f i n i c o m m e : 

\ e v W i p ' ( x ) \ . 

D a n s t o u t e l a p a r t i e d u p l a n q u i n ' a p p a r t i e n t p a s a u d o m a i n e 

2 + ô , i?J , ô é t a n t u n n o m b r e p o s i t i f a u s s i p e t i t q u ' o n le 

- v o u d r a , T l { x ) t e n d vers z é r o e n m ê m e t e m p s q u e r ~ l . 

E x a m i n o n s l ' in tégra le : 

. . _ 1 r e ^ m l i p ' ( M ) d c o 

J l 2 (X) — c , ^ . j I 

2 -ii i } M — x 

Cet t e in tégra le a tou jours un sens. D e p lus , l ' inégalité sui­
v a n t e es t vérifiée: 

\ n , { x ) — n ' { x ) \ < e , 

q u e l q u e pe t i t q u ' o n se donne le n o m b r e positif s, pourvu 
•que r soit suff isamment g rand . On t r o u v e donc une nouvelle 
r eprésen ta t ion de la fonction II'(x): 
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{ai) d<a 
-x l i t i j co — 

r 
(33) 

« _ ^ fe^'Uo)dco _ j_ r ^ i c o ) d l 27CiJ ta-x ^K"^2iziJ i„~x 
r n 

En développant dans la série de puissances: 

n'{x)=tx'0 + a\x + ••• + a ' m X ™ + 
on trouve (34) a^'Ç^S^. v 2 ni J 

r 

En intégrant pa r par t ies , on ob t i en t la re la t ion: 

"Hio a'm = _ J _ . / V * * 
m + 1 2 ;t ij co' ;m+2 am+l> 

relation qui démon t r e encore l ' exac t i tude de la représenta­
tion de W{x) p a r les formules (33). 

En déve loppant - — . | 1 - — dans la serie demi-

• Â TC % J CO 3d 
n 

convergente : 
2-itiJ VJ — x 

n 
on t rouve: 

a'_, = — J—. |e*<'»itli'(co)du = 0 
2 n % J 

_L_ j e»W^(w)w»-irf(M = 
(36) 2 7CJ 

n 

Perssan. 2 ni 
Ti 

' e v ( < o ) w " - 2 d w = — (re — l ) « _ ( „ _ i ) . 
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Le premier des coefficients cr'_„ qui es t dis t inct de zéro 
est donc : 

(37) a'-p-i pa-p. 

De plus , on a : 

quelque pe t i t q u ' o n se donne le n o m b r e positif J, les nom­
bres n et v é t a n t les m ê m e s qu ' i l faut choisir a u x calculs 
des zéros de i l ( . r ) , le n o m b r e m é t a n t choisi comme dans 
le p a r a g r a p h e p récéden t . 

Abordons m a i n t e n a n t l ' é tude des zéros ! Le point xt = 
= /-le

i9,i
 = r 1 e i * < n ' a i ) é t a n t u n zéro, on a: 

eFi<.TUai) cos m | e « ( n , » i ) ) \ = p\a_p \ rjP~l (1 + Urj*), 

re la t ion qu ' on p e u t t rans former e n : 

F i ( r ^ { + <*') s i n ô ' = (P + 1) ] ° g r i — log P | a-p | + 

+ log\tp'(xl)\ + u , ^ ' , 

en in t rodu i san t a, = ^ + S1. E n dé t e rminan t ô p a r l ' équat ion: 

(38) F, {r, | + d ) sin <S = (p + 1) log r — log p | | + log | ip' (x) |, 

on a sur les courbes : 

9 - ± ^ (<?, | + o] 

la r e l a t ion : 

| ev(*) <// (x) | = | a'-p^i x-P-1 |. 

É v i d e m m e n t les q u a n t i t é s â e t d' son t d ' o rd re de g randeur : 
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L e s zéros t e n d e n t d o n c v e r s l e s c o u r b e s cp = ± ^ + dj , 

ô étant d é t e r m i n é p a r l ' é q u a t i o n (38). 

Supposons m a i n t e n a n t cc—p positif! É v i d e m m e n t on doi t 
avoir: 

^ [ru \ + S) cos S + arg «// (rt e*K"-f+*)) = 
= — ( p + 1 ) ^ ( ^ , ^ + 3') + 2 ^ ^ + % ^ , 

relation qui se simplifie e n : 

Par arg f(x), j e veux désigner l ' a rgumen t de la fonction f(x). 
Par hypothèse , on a : 

a rg {rei,J(»"'a> i p ' ( r e i û ( r - a ) ) } = a + e (r), 

ce qui démont re l ' exac t i tude des calculs p récéden t s . 
Pour t r ouve r le vra i n o m b r e des zéros, dé te rminons r 

par l ' équat ion: 

F x lr, - + ôj cos àf + arg I r e V a ' i / ^ r e ^ 2 ' J i = 

= — p ^ ( r , | + d) + ( 2 4 + 1 ) « . 

Dans le point a; = re les deux te rmes p r inc ipaux 
evWip'(x) e t e'_p_ia;̂p—1

 son t donc égaux. Calculons enfin la 
valeur de l ' in tégrale : 

l'intégrale é t a n t pr ise le long de la circonférence au r ayon r 
autour de l 'origine e t dans le sens d i rec t . L a fonct ion i l ' (x) 
peut év idemment ê t r e représentée de la man iè re s u i v a n t e : 
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d log (1 + u) = 0 , 

F [r, \ + S) p& (r, \ + à) 
( 39) 7V = — ^ 1 ) + ^ J '-+e(r) = 

= (2k+l) — (p+ \) = 21c — p. 

Les zéros on t donc les p ropr ié tés s u i v a n t e s : 
i l ( x ) étant d'ordre v, les arguments des zéros de la fonction 

H'(x) tendent vers l'une ou l'autre des valeurs: 

2 v 

Le nombre des zéros dont les modules sont plus petits que r est 
donné par: 

it 2 2 v 

pourvu que r soit suffisamment grand. 
TL{x) étant d'ordre infini, les arguments des zéros tendent 

TC 
vers zéro comme ± 2 °^ r -* ' n o m ^ r e des zéros est donné par: 

N — ' - - r — i-

Le coefficient a—p étant le premier des coefficients a—„ qui ne 
s'évanouit, N nous donne le vrai nombre des zéros, si N + p est 

7Z' (x)=evMV'(aO(l + «), (|g>| < & {r, n- + d)) , 

i l ' ( a ) = — pa-PX-P-1 (1 + u), 

(*(r, % + <?)< 9 < 2TC ~#(r,~ + <*))· 

E n se s e rvan t des méthodes , employées dans le paragraphe 
précédent , on t r o u v e 
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•pair, cf_p étant positif, si N + p est impair dans le cas con­
traire. Le nombre ô est donné par Véquation (38) . 

En tous cas, on a 

N _lP(r)(l + e(r)) 
•ne 

§ 4· 

Dans ce p a r a g r a p h e , je veux examiner quelques fonctions 
spéciales. E n chois issant : 

. 1 

a étant réel, positif, (a < 2), on ob t i en t les fonctions connues 
«Ea(x). Comme on le voit , en se se rvan t des formules, don­
nées plus hau t , on peu t t r o u v e r tou tes les propr ié tés , décou-. 
vertes pa r M M . M I T T A G - L E F T L E R et W I M A N . Passons à l ' é tude 

de la fonction aE'a(x) e t considérons en premier lieu le cas 
0 < a < 1, On a: 

a- 1 = r(^«) < 0' 

a ' _ 2 = - « - i = - 7 ^ ) > 0 . 

Alors, les zéros t e n d e n t vers l 'une ou l ' au t re des courbes : 

la quant i té ô é t a n t dé te rminée pa r l ' équa t ion : 

— ô I 1 \ 
r a sin — = 11 + — ! log r + log 

Les zéros, si tués sur le demi-plan supérieur , on t év idemment 

une dis tance du vecteur rp = — qui t end vers l'infini en 
Ai 

même temps que les modules des zéros. Le n o m b r e des 

r(-a) 
a 
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zéros d o n t les modules sont p lus pe t i t s que r est approxima­
t i v e m e n t donné p a r la formule 

n 2 2 ' 

ce t te valeur d u nombre des zéros é t a n t exacte , si r est choisi 
de maniè re à r endre N' pa i r . Toutefois , il faut que r soit 
suff isamment g r and . L e p o i n t x1=rì e*9" é t a n t un zéro, on 
p e u t t r o u v e r rx, en réso lvan t l ' équa t i on : 

r\ = — ^ - ^ + ( 2 f c + l ) ^ + e(ri). 

Les formules équiva len tes dans la théor ie des fonctions 
Ea(x) s o n t : 

1̂  

H T R " « 

où il f au t que N soit pair , et 

r? = — + 2&7T + fi(rl). 

D a n s le cas 1 < a < 2, on a : 

. «-^=r(^) > 0' 
« ' - 2 < 0. 

Les zéros t e n d e n t vers les m ê m e s courbes comme plus haut , 
e t ceux, s i tués sur le demi-p lan supérieur , t enden t même vers 

le vec teur tp = · E n effet, leurs d is tances de ce vecteur 

t e n d e n t vers zéro en m ê m e t e m p s que leurs modules croissent 
vers l'infini. Le n o m b r e des zéros es t aussi donné p a r : 
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mais cette formule nous donne le vra i n o m b r e des zéros don t · 
les modules sont p lus pe t i t s que r, si N' es t impai r . Il faut 
que le module rl vérifie l ' équa t ion : 

CC 
+ 2 k - j c + e { r i ) . 

En tenan t compte des formules qui nous d o n n e n t les 
modules des zéros, on a r r ive à ce qui su i t : Entre deux zéros 
consécutifs de Ea{x) se trouve un zéro de E'a(x) et vice versa, 

pourvu que les modules de ces zéros soient suffisamment grands.1 

Considérons u n cercle avec le r ayon r a u t o u r de l 'origine ! 
Supposons que, dans l ' in tér ieur de ce cercle, se t r o u v e n t Nt 

zéros de la fonction Ea(x) e t N\ zéros de la fonction E'a(x) ! 
Le rayon r é t a n t suffisamment g r a n d et m u n nombre entier , 
nous obtenons des formules de ce p a r a g r a p h e les é q u a t i o n s : 

N\ — N\ =2m 

ou Nl — N\ = 2m + 2, 

La dernière re la t ion nous donne l 'une ou l ' au t re des équat ions : 

AT( — JV'j = 0 
(40) 

N1—N\ = 2. . 

Supposons m a i n t e n a n t : 

<p(w) = coa(log w ) a i . . . (log„ w)«» =eFt(Q,a)eia, (a < 2). 

On a: 

wip'((o) = -Vj(<o)\l + — ^ + · · • H ; —i——1 = 
a ( a1 log oj an log w . . . log„ wj 

« I «ilog?| 3KV 

1 II faut que ces zéros se trouvent sur le même demi-plan. 
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Alors, en s u p p o s a n t 

In I 
2 

nous ob tenons la r e l a t ion : t g ( a i + a ) = t g a ( l + ^ ) , 

ce qui nous d o n n e : 

tg (a t + 9—a)=*p&--° log Q 

Nous avons é v i d e m m e n t les re la t ions s u i v a n t e s : 

^-'•<*·> 
*(<») 

f 3 ( ? , a) cos (a, + - l^} {(, ; «fel) c o s a + i g 
a | \ l o g ç ' log 

c 'est-à-dire, on t r o u v e : 
lim cos (a, + ) = , 

sin a}, 

2 « l o g Ç 

E n général , on a d o n c : 

tg + 

(41) J ,
1(e ,o + 5) = -P l (ç ,a) + c ( ? ) , 

(3 é t a n t d 'o rdre 
<M<?) 

Evidemmen t , v satisfait à l ' inégali té: 
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Ces recherches é t a n t achevées, on voit t o u t de sui te que 
notre fonction spéciale jou i t de tou tes les propr ié tés , énumé-
rées dans le premier pa r ag raphe , et les fonct ions en t i è res : 

R - 1 

1 1 e<aa (log co)"" 

NI J w-

)ai...(logn(o>)<% 
Eaai,..an{x) = 2 

ont les propriétés carac tér i s t iques des fonctions II(X).1 Les 
arguments des zéros des fonctions E,I,u...aN(X) e t E'AAT.,.AN{X) 

tendent vers l 'une ou l ' au t r e des valeurs ±~2~- ^I(Q>a) é t a n t 

une expression t r è s compliquée, il faut employer la valeur 
suivante du nombre des zéros des deux fonct ions : 

Mais en t e n a n t compte de la re la t ion (41), on t r o u v e : 

N1 — N'1 = 2 

ou iV^ —2V7 = 0. 
De plus en t r e deux zéros consécutifs de l 'une des deux fonc­
tions se t rouve u n zéro de l ' au t re fonction. 

Admet tons : 

i/>(w) = e„(w*) = F^,0)0», (n > 1). 
On t rouve : 

io<p'(w) = F3(ç,a)e*<"+V =F3{q,a)e K « - i W ' 

t g (a, + * - « ) - « ( 1 + £ ^ ) 

Par conséquent , on a : 

1 Cette fonction a été construite par M. Mittag-Leffleb. (Voir sa note, citée pag. 2.) 
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ê étant d'ordre — 
en(ç

v) 

(42) F1(ç,^ + Ô ^ F l ^ 7 ^ ~ ^ + s(o), 

d' étant déterminé par 

La fonction: 
1 j e 8 » ^ " ) 7t i F w — 2 ÏT t f w — a? r et sa dérivée possèdent donc toutes les propriétés des fonc­tions II(x). Par conséquent, leur mode de croissance est connu. On sait de même comment sont situés leurs zéros. Leurs nombres sont donnés par: 
(-) 

N = 

2 P . 

7T 
c'est-à-dire, on a: 

2V —2V' = 1. En conséquence, l'une ou l'autre des équations suivantes est vérifiée: 
N . - N ' ^ O , 
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De même, en t re deux zéros consécutifs de E<£i(x) se t r o u v e 

un zéro de E'W (x) e t vice versa . 

Dans le cas spécial n = l, on t r o u v e : 

l / j - -
N = e V 4 — p, 

l / r « - « 2 

2V' = e r 4 — p — 1 . 

Il serait facile de mult ipl ier le n o m b r e des exemples , 
mais cela n ' a a u c u n i n t é r ê t . Au lieu de cela, on sera i t t e n t é 
d'examiner l ' intégrale (11), en a d m e t t a n t d ' au t r e s hypo thèses 
sur la na tu re de la fonction ifJ(io). C'est ainsi qu 'on ob t ien t 
des fonctions i l (a;), comprenan t les fonctions Ea(x), (a>2). 
Sans aucune dou te , ces recherches seraient encore p lus faci­
les que ceux que nous venons de faire. Les fonctions qui 
nous intéressent le p lus sont Ea(x) e t E'a(x). Les propr ié tés 
de celle-là sont connues . Tous leurs zéros sont négatifs . 
En appl iquant le t h é o r è m e de L A G U E E R B , on t r o u v e donc 
quelques propr ié tés des zéros de E'a(x). 

En faisant la t r ans fo rmat ion 

i_ 

10 = co'a , 

la quanti té a = ti+iy é t a n t imaginaire , / ï > 0 , l ' intégrale (11) 
définit des fonctions H{x), r en fe rmant les fonctions Ea(x), 
E®(x). Il n ' y a aucune difficulté de modifier les calculs de 
manière à t r ouve r les p ropr ié tés de ces nouvelles fonctions 
entières. 
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Notes. 

J'ai dit (pag. 8 ) que le théorème II a rapport au module mini­
mum d'une fonction analytique, ce qui est évidemment une erreur. 
Cependant, en se servant des deux théorèmes, cités dans le premier 
paragraphe, on en peut trouver deux autres qui se rapportent au mo­
dule minimum d'une fonction analytique. C'est M . WIMAN qui a con­
duit mon attention sur l'existence de ces théorèmes intéressants. Les 
voici : 

HI. Soit une fonction analytique de la variable complexe x = 
r e w p = u + iv qui jouit des propriétés suivantes: 

1°. Elle est régulière à l'intérieur et sur le contour d'un do­
maine connexe T, faisant partie de l'angle: 

yr TC 

2°. Sur le contour de ce domaine T, on a: 

\ f ( * ) \ > c , 

G étant une constante finie. 
3°. A l'intérieur de T, l'inégalité 

\f(x)\>r~#r** 

est vérifiée dès que r est suffisamment grand. 
Bans ces conditions, on aura pour tout point x du domaine 

T l'inégalité: 
\f(*)\>C, 

pourvu que le module | x \ soit suffisamment grand. 
Considérons un domaine 2 \ , formé de tous les points x de T 

dont les modules sont plus grands que r,. Ce nombre étant choisi 
suffisamment grand, /'(#) n'a pas de zéros, situés à l'intérieur de Tx, 

et la fonction - 7 7 — . vérifie donc toutes les hypothèses, enumérées dans le 
f{x) 

théorème I. Par conséquent, l'inégalité 
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\fl)\sc 

est vérifiée pour tout point, appartenant au domaine T,, 9'est-à-dire, 
on a: 

\f(x)\>C. 

IV, Soit une fonction analytique f(%) de la variable complexe 
x = r$<p = u + iv qui jouit des propriétés suivantes : 

1°. Elle est régulière à l'intérieur et sur le contour d'un do­
maine connexe T, renfermant la partie de l'angle 

qui se trouve hors du cercle | x \ = r„. 
2° . Sur le contour de T, on a: 

\f(*)\>C, 

C étant une constante finie. 
3°. A l'intérieur de ce domaine, on a: 

_ i_ j 
\f(x)\><fltoT . 

Bans ces conditions, cette fonction n'existe pas. 

On peut évidemment trouver un domaine T, où 77—r vérifie tou-

tes les hypothèses, énumérées dans le théorème II. Ce domaine est 
formé de tous les points x du domaine T dont les modules sont plus 
grands qu'un certain nombre positif et fini r , . Par conséquent, on 
arrive à l'identité absurde: 

f{x) 

On peut démontrer ces deux théorèmes, en se servant de la pro­
priété de la fonction log | f{x) | d'être une fonction harmonique des 
deux variables u et v. Evidemment, cette fonction est aussi régulière 
à l'intérieur des domaines T1. De cette manière, il ne faut pas con­
naître les théorèmes I et II. 

Retournons encore une fois à ces théorèmes! En examinant le 
mode de les prouver, on voit tout de suite qu'ils subsistent même en 
supposant que les inégalités : 
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\f(x)\<ei^a 

et 

\f(x)\<e 

ne sont vérifiées que sur une infinité d'arcs de circonférence dont les 
rayons croissent infiniment. Par conséquent, si l'on admet que les 
fonctions f{x) qui vérifient les hypothèses de l'un ou de l'autre des 
théorèmes III ou IV ne satisfassent à la condition 3 que pour une 
infinité de modules r„, croissant vers l'infini en même temps que n, 
ces théorèmes ne cessent pas d'être vrais, pourvu que les fonctions 
f(x) ne possèdent pas de zéros à l'intérieur des. domaines T. Le 
théorème IV peut être interprété d'une manière fort intéressante. 

Soit une fonction analytique f(x) qui jouit des propriétés sui­
vantes : 

1°. Elle est régulière à l'intérieur et sur le contour d'un do­
maine T, renfermant la partie de l'angle 

IT ÎT 

qui se trouve hors du cercle \ x \ = r 0 . 
2° . Sur le contour de ce domaine, on a: 

\f(x)\>C, 

G étant une constante finie. 
3°. Sur les parties des arcs de circonférence \ x | = rn

 1 qui 
sont situées à l'intérieur du domaine T, on a l'inégalité: 

1 T 
\f(x)\>e^r) . 

Bans ces conditions, la fonction f(x) a une infinité de zéros 
x 1 x 2 . . . x n . . . , situés dans l'intérieur de T. L'exposant de convergence 
,« de la suite \ x t \ , \%21 ! · · · l x » I · · · vérifie l'inégalité: 

u>k. 

Grâce au théorème IV, il faut d'abord que f(x) possède une in­
finité de zéros, situés à l'intérieur de T. Construisons donc la fonc­
tion entière 

X I \ -/;(*)=-ni1-!) «*" 
1 ri < R3 < • · · < < RN, RN croissant vers l'infini en même temps 

que n. 

V*PN, 
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P < k. 

f{x) 
et considérons la fonction analytique . . . Cette fonction vérifie 

fi\x) 
évidemment toutes les hypothèses du théorème IV, si l'on a pas pour 
une infinité des arcs ( x | = r„ l'inégalité: 

l/»l>^ r*, 

quelque petit qu'on se donne le nombre positif rj, pourvu que r soit 
suffisamment grand. Pour une infinité d'indices w, on a donc: 

(42) \xn\<nk . 

quelque petit qu'on se donne le nombre positif ô, pourvu que n soit 

suffisamment grand, c'est-à-dire, on a: 

Enfin, si l'on sait comment décroît la fonction *?(»"), on peut préciser 
l'inégalité (42). 

On peut modifier les théorèmes I et III de la manière suivante. 
En remplaçant G par Ger^ ou Ce~r^,1 on arrive à l'une ou l'autre 
des inégalités : 

\f(x)\> Ce-"*, 

inégalités qui sont vérifiées en tout point du domaine T. Les deux 
autres théorèmes ne cessent pas d'être vrais, si l'on introduit ces 
hypothèses modifiées. 

Enfin, en faisant des transformations de variables, on trouve une 
foule de théorèmes nouveaux. 
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Errata. Pages. Lignes. Au lieu de; 
2 27 

9 26 

|#(*β·'5«·)| 
22 5 

ici 1̂1 31 β <p = ± fr (f, + 
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