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Sur les équations fonctionnelles qui définis- 
sent une courbe ou une surface invariante 
par une transformation. 

(Par SAMUEL L A T T ~ ,  ii Aix.) 

1. L e s  équations fonctionnelles sont, dans le sens le plus général, des 
équations défiiiissaiit des fonctions inconnues par des relations entre ces 
foiictions inconnues et des fonctions données. 

Il existe bien des catégories d'équatioiis fonctionnelles suivant la nature de 
ces relations. Une première classe par exemple est constituée par les éyu a t' ioiis 
différentielles. D'autres équations, étudiées par divers géomètres, forment uiie 
deuxième classe: ce sont celles qui définissent une fonction incoiinue par les 
valeurs que prennent certaines intégrales définies dépendant de cette fonction. 

On peut concevoir encore bien d'autres espèces d'éyi~atioiis fonctionnelles: 
inais, si on excepte les cleux classes précédentes, il semble que les éyuatioiis 
fonctionnelles étudiés jusqu'ici aient été surtout celles qui definissent les fonc- 
tions inconnues par des égalités entre les valeurs de ces fonctions et les 
valeurs qu'elles prennent lorsqu'on y remplace les variables par des fonctions 
connues ou même inconnues des mêmes variables. Divers géomètres se sont 
occupés des équations de cette iiature: je citerai, sur ce sujet, les travaux 
$ABEL (*) et de MM. IL~KIGS (**), GRÉVY ("**), LEAU (****), BOUKLET ("*""*). 

(*) (Euvres comnplètes, t. I I ,  pag. 36. 
(**) Recherches sur b s  substitutions acnifortnes (Bullet. des Sciences mathéin.es, 1583). 

- Recherches sur les équations fomtionnelles (Aiinales de l'École Normale, 1884). - h70zi- 
velles recherches sur les équat. foîzctionnelles (Annales de l'École Normale, 1885). 

(***) Sur les équat. fonctionr~elles (Annales de 1'Ecoie Noriilale, 1894). 
(""**) &tude sur les équat. fonctio+wzelles ic u n e  ou & plusiezcrs variables (Annales de lit 

fncult(! des Sciences de Toulouse, tome XI, 1897). 
(***"*) Sur les opérations e n  général et les équations différe9ztielles linéaires d'ordre infi& 

(Atiiiales de l'École Normale, 1897). - S u r  certains équatioas analogues aux éqztrrtiog~s rlif- 
f4rentielles (Annales de l'École Normale, 1899). 
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2 Lat t ès: Sur les éqwit ions  fonctionwelles q u i  définissent u n e  cowrbe 

Panni ces dernières équations, une catbgorie particulihre iinpoik~iîte est 
forniée des 6quat,ions qui définissent une iiiiiltiplicité, courbe ou surf'iicc, iii- 
variante par une transforination. 

On sait que la recherche d'une niultiplicité invariailte par un groiipc 
cont inu de transforniations dépend d'équatioiis différentielles ou d'éqiiatioiis 
nus dérivées partielles. Mais si, au lieu d'un groupe cotzti1~7.c. on coiisitlèi~e 
uiie trailsformation isolde, la recherche d'une iiiultiplic.ité invariante par cette 
ti-aiisfor&ioii dépend d 'équn t iom fo~tctionnelles. 

C'est ainsi que les équations suivantes, étudiées par M. K(EBI(;s, et of1 
+ (x) tlkigiie la. f~iiction inconnue : 

d6finissciit les courbes y = + (x) iiivariaiîtes respectiveiiieiit par les transfor- 
iiiatioiis ponctuelles suivantes : 

8. Le but de ce travail est d'étudier les équations fonctionnelles qui  
définissent une courbe ou uiie surface invariante par une transforiiiatioii. 

Les transforiiiations que j'eiivisage sont de deus espèces tlifférciites. 
Diins la preiiiikre partie, je considère des ti~aiisfoi*iiintioiis ponctuelles à 

deus ou h trois variahles. Soit par eseiiiple : 

une transformation i trois variables: une surface z = + (x, y) invariante par 
celte transforiiiatioii est définie par l'équation fonctionnelle : 

De iuênie une courhe invariante 9 = + (x) x = x (x) est définie par un 
systkiiie de deux écpt ions  fonctioi~nelles à deux fonctions iixonnues. 

Dalis ses travaux sur les écluations différentielles, M.r P O I N C A H ~  a bté 
ainené à étutlier de cette faqoii les courbes invariantes par une trniisforina- 
tioii ;i deus variables et passalit par un point double tle la transfoma- 
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o u  u n e  sur face  invar ian te  pccr zme t r a n s f o r r m t i o / t ,  3 

tion: il a démontré dans un cas très général l'existence de deus pareilles 
courbes (*). J'expose la méthode employée par M.r POINCARÉ en la modifiant 
de f q o n  à l'étendre aux cas qu'il n'avait pas eu à envisager, pour l'objet 
qu'il se proposait. J'emploie une méthode analogue pour le cas d'une sub- 
stitution à trois variables. 

Au iiiênie ordre d'idées se rattachent plusieurs travaux de M.r P r ~ ~ n n ,  
clüiis lesquels ce géomètre a étudié des systèmes d'équations fonctiorinelles, dé- 
finissant des fonctions invariantes par certaines substitutions rationnelles (**). 

Dans la deuxième partie, je considère des transfornmtions (Y, Y; x, y, y') 
faisant correspondre à un éléineiit (x, y, y') un point (X, Y). Soit: 

-Y = f (a, y, y') P = s, (a, y, y') 

une pareille transformation. Une courbe y = / (a )  invariante par cette ti-ans- 
foriiintioi~ est définie par l'équation fonctioiinelle : 

Ou est airisi conduit à une classe d'équations foiictionlielles, contenant 
1ü fotiction iricoliiiue 4 (x) ct sa dérivée +' (a). Telle est l'équation : 

que j'étudie, co~iiinc exemple, au Cliap. IV. 
3. J'ai clii me borner à étudier les transfoï~uatioiis données et les 

&patioris fonctioiiiielles correspondantes dans le domaine d'un poirzt double 
o u  d'un é Z é / w t t  dozcble. 

Pour une transformation ponctuelle par exemple, à un point ,1Z pris 
dans le domaine d'un point double correspond par la transforiîî, t' 1011 un 
point JI' situé dans le même doinaine : POINCAHÉ l'appelle le co~~sdpzwz t  
du point 41; le point JI est lui-rnême le conséquent d'un point n i "  qui est 
l'ccrctécécletzt du point RI .  O n  est ainsi conduit à étudier la disposition des 

(*) S m  les courbes définies par  les éqe~cctions cliférei~tielles (4.e partie, Joiirnal de Lio~i- 
ville, 1886, pages 193-190). 

("*) Sur m e  classe de tra+zsce~~clades ~zoziuelles (Acta Mathematica, toinrs 18 et 23). - Sur 
tube classe de surfaces alyébriques dont les coordo~~t~ées  s'exprinzeutpar rles fonctio~is uwiformes cle 
deux parauzètres (Bulletin de la  Société Mathém. de France 1900). - S u r  certclimes équations 
foiactioi~tzelles, et sur uiae classe de sztl'faces alyébripues (Comptes-Rendus de l'Ac. des Science, 
juillet, 190&). 
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4. T,cctte's: Strr les équntiow fo~~ction~zelles qui defiizisse~tt tirzc c o w b e  

conséquerits et des antécédents successifs d'un point pris dans le doniaine 
du point double : c'est l'étude de l'itérntiolz Cc plusieurs unriables. 

Le cas d'une seule variable a. été traité par M.' KWKIGS (*) dans le cas 
géiléral, et par M.'"GKÉvY (**) et LEAU (***) dans des cas singuliers (****) : c'est 
cette étude de l'itération à une variable qui est la base des travaux dc 
M.' KCENIGS sur les équations fonctionnelles. 

Pour le cas de plusieurs variables, je dois citer un travail fort itiipor- 
tant de M.r LEVI-CIVITA (*****) clans lequel ce géoniètre a étudié la stabilité 
ou l'instabilité d'une transformation ponctuelle dans le domaine d'un polit 
double: il y a stabilité si à tout domaine E pris autour du point double 
correspond un doniüine 11 entourant le inênie point et tel que les consé- 
quents et les antécédents de tous les points de H soient tous compris dans E; 
il y a instabilité si, aussi petit que soit le domaine H, il y a dans ce do- 
inaine un ou plu2ieurs points dont un antécédent ou un conséquent au  
moins ne soit pas contenu dans E. M.' LEVI-CIVITA démontre yue l'instabilité 
est le cas général: il ne peut y avoir stabilité que si les racines de l'équa- 
tioil en S relative au  point double (voir Chap. 1 et II) ont toutes des iiio- 
dules égaux à 1 et même alors M.' LEVI-CIVITA déinontre, 'du moins dans le 
cas de deus variables, que la substitution est instable en général. 
- 

(*) Recherches sztr les substitutions u)~iformes (loc. cit.). 
(+*) Loc. cit. 

(*+*) Loc. cit. 
(****) Je signalerai encore, au sujet de l'itération à une variable, les travaux suivants: 

L ~ ~ E ~ A Y ,  Comptes-Redus de 1'Acad. des Scietuxs, 14 février 1898, BS mars 18!)8, BO jan- 
vier 1899. - Bulletin rle la Socidté Mathémat. de Frawe. Tome XXVII (pages 130-137 et 
282-985). 

BOTTÇHER, Beitr~ge e u  der Theorie der Iteratiotzsrech~cutt~/ (Iiiaug. Dissert. Leipzig. 1898). 
Enfin, on trouvera une bibliographie très (.tendue relative R l'it6ration au drbut du Mé- 

moire suivant, publié en Iangue russe : 
ARISTOF, Bulletin de la Société phys.-naathém. de Kazan. Tome X .  
(****a) Sopra alcuni criteri di instabilitic (Annali di iVIatematica, Serie III, Tome V, 101)  

et Conz~tes-Reizdus, 9, 16, et 23 juillet 1900). L'auteur a pour but essentiel l'étude de la sta- 
bilité des solutions périodiques des systèmes différentiels et l'application au problème des trois 
corps, mais il ramène la question à celle de la stabilité ou de l'instabilité des transformations 
ponctuelles et son travail est consacré en grande partie à cette question. 

Voir aussi, sur le même sujet, un Mémoire de M.r CIGALA: Sopra ula criterio di itzsta- 
bilitic (Annali di Matematica, Série III, Torne XI) : l'auteur s'occupe de l'instabilité des sub- 
stitutions, dans le cas, signalé par M.' LEVI-CIVITA dans son travail, oii les racines de I'équa- 
tjon en S ont un module égal à 1 et un argument incommensurable avec B r .  
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Me limitant au cas de deux et de trois variables, j'étudie les diverses 
dispositions possibles pour les antécédents et les conséquents successifs d'un 
point, du moins dans le cas général. Les résultats auxquels je suis ainsi con- 
duit présentent une analogie frappante avec les résultats auxcpels est parTenu 
M.r POINCARÉ dans l'étude des courbes intégrales d'une équation différentielle 
dans le domaine d'un point singulier: c'est ainsi qu'on est amené à classer 
les points doubles de la transformation en îzœuds, cols, foyers. J'elupliyue 
les raisons de cette liaison entre les deus théories en montrant que, dans 
le domaine d'un point singulier, l'équation différentielle se présente coinime 
limite d'une équation fonctionnelle définissant une courbe invariante par une 
transformation ponctuelle qui admet le point singulier pour point double. 

4. Pour établir les divers théorèmes d'existence relatifs aux éyu n t' ions 
fonctionnelles que je considère, j'ai employé, suivant les cas, deux méthodes 
différentes. , 

Pour les transformations porictuelles que j'étudie dans la première partie, 
je ine suis servi surtout de la rnéthode employée par M.' POINCARI? pour le 
cas relatif à deux variables qu'il a traité : dans cette méthode, basée sur 
i'eniploi de fonctions majorantes, on suppose les données et les solutions 
cherchées analytiques. Plus réceinment, M.I' HADAMARD (*) a traité le cas 
étudié par I\iISr POINCARÉ, sans supposer l'analyticité des données et en fai- 
sant seulement quelques hypothèses sur la continuité des fonctions données 
et de leurs dérivées premières: il eniploie pour cela une méthode d'approsi- 
inations successives qui consiste à partir d'une courbe arbitraire, passant par 
le point double, à former ses co)eséqzcentes et ses arztéc6derztes siiccessives 
et à démontrer qu'elles ont des limites qui sont des courbes invariantes. 
J'utilise les résultats de M.' HADAXARD pour la recherche des courbes inva- 
riantes analytiques ou  no)^ 

Pour les transformations (X, Y; X, y, y') que j'étudie dans ln deiixikine 
partie, j'ernploie une méthode d'approximations successives dont le principc 
est le même que celui de la méthode de Mer HADANARD que je viens de si- 
gnaler: je définis, dans le domaine d'un élément double, les antécédentes 
successives d'une courbe et je démontre que, sous certaines hypothèses, elles 
ont une limite qui est une courbe invariante: une de ces hypothèses s'es- 
prime par l'inégalité 1 S 1 < 1, S étant une certaine quantité dépendant de la. 

(*) Sur l'ithation et les so2wtio1,s asyiizptotiques des équatio~zs cliffdreiztielles (Billletin de 
la Société Mathématique de France, Conîptes-Rendus des séances, Ic301). 
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6 Lat tes:  Siir les équcctiom fo)~ctiorbrcellcs qui defirbissetct utze coiwbe 

substitution donnée et des coordonnées de l'élément double. Les résultats 
sont ainsi établis sans supposer l'analyticité des données; mais la iiîétliode 
cies fonctions majorantes, par laquelle je n'ai pas pu réussir i établir les 
inêines résultats, donnerait peut-être un  résultat plus coiriplet: Je montre en 
effet sur des exemples qu'il peut y avoir une courbe invariante, niênie si 1 SI 
est supérieur 1. On est ainsi conduit à se deniarider si l'introduction de 
cette cpmtité S ne tiendrait pas uniquement au iiiode de dénionstratioii : 
c'est pourquoi je montre que S est bien un éléiiient essentiel dans la que- 
stion, en prouvant que c'est un invariant de la transforiiiation donnée pour 
toute transformation ponctuelle. 

5. Je terminerai en analysant briéveinent les divers chapitres de ce 
travail. 

Le Cltap. I est consacré aux traiisfornlations à deus variables. Je clé- 
montre d'abord le théorème sur l'existence de deux coiiibes analytiques in- 
variantes passant par le point double; j'esainine le cas où la transforination 
donnée a une infinité de points doubles forniant une courbe. Je donne en- 
suite à la transforination une forme réduite dans lacpelle les deus courbes 
invariantes sont les axes de coordonnées et je nie sers de cette forme pour 
étudier l'itération d'un point pris dans le domaine du point double. Je in'oc- 
cupe ensuite de l'itération d'une courbe et de l'étude des courbes invariantes, 
analytiques ou ilun; enfin je généralise pour les substitutions à deus varia- 
bles la notion de point limite à convergence irrégulière introduite par 
11.' I~WNICTS dans l'étude des substitutions à une variable. 

Dans le Chnp. II, ,je traite les mêiiies questions pour les transform a t' ions 
ù trois variables, en étudiant successiveinmt les courbes et les surfaces ana- 
lytiques iiivariaiites, les forines réduites de 1ü substitution, l'itération d'un 
point. 

Dans le Clzap. III, je montre coiliment les surfices et les courbes inva- 
riantes peuvent être définies, daus certains cas, sous forme implicite, 1)ar 
l'équation de SCHH(EDEK et je nie sers des résultats connus relatifs à cette 
6clurition pour donner, dans ces cas, des éyuatioiîs générales perinettaiit de 
représenter toute courbe, annlytiqzte ou notz, invariante par la substitution, 
dttns le doniaine du point double; enfin, je iii'occupe des analogies entre la 
théorie de l'itération et la théorie des points singuliers des équations diffb- 
rentielles. 

Daiis le Chnp. IV, je ni'occupe des substitutions (Y, IV; x, y, y'). Aprés 
avoir dcfilii les élénients doubles, les antécédentes successives d'une courbe 
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ou urte surface invariante par une transfonnatiofi. 7 

contenant un élément double, je démontre un tlîéorèine général d'esisteizce 
sur les courbes iiwarinntes par la substitution. Enfin je clzerclie les inva- 
riants différentiels du preiiiier ordre de la substitution pour le groupe 
ponctuel. 

Le C l m p  V est la génbralisatioii du précédent; S'étudie des suhstit~itioiis 
(X, Y2 ,,.. Y,,; x, yl, y2 ,... y,,; g r l ,  yt2 ,. .. yl,J contenant k la fois plu- 
sieurs fonctions et leurs dérivées par rapport à x, ce qui conduit à un s?- 
stènie d'équations forictionnelles. 

Le Chchp. V I  est coiisacré aux transformations de contact: j'applicpe A 
ln recherche des courbes invariantes par une transfornlatioils de contact lrs 
résultats établis précédenzinent, soit dans le Chap. II, soit dans le Cliap. IV. 
Je montre aussi coininent les résultats relatifs aux surfaces iiivariaiites par 
ilne transformation à trois variables pourraient s'appliquer de iiiêiiie à la 
recherche des équations différentielles du preinier ordre invariantes par une 
transformation de contact, mais je me borne à poser ce dernier problème. 

Les principaux résultats contenus clans ce travail ont été coiiimuiiiyués 
à l'Acadéiiiie des Sciences dans les Séances du 30 riovenibre 1903 et du 
2 janvier 1905. 
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PARTIE 

CHAPITRE 1. 

L'ITÉRATION A D E U X  V A R I A B L E S .  

1. Courbes .imvariantes. - Etant donnée une substitution à deux va- 
riables : 

X = f ( s , y )  Y = c ~ @ , y )  (1) 

nous nous proposons de déterminer les courbes invariantes par cette sub- 
stitution. 

Une courbe invariante peut être définie de la façon suivante: soit Po 
un point quelconque, Pl, P, ,... P ,,,... ses conséquents et P-,, P -,,... P-,, 
ses antécédents. Joignons Po Pl par un arc de courbe arbitraire: à cet arc ln. 
substitution fera correspondre un arc P, Pz, à ce dernier un arc Pz Y,, etc.. . . 
et de même la substitution inverse fera correspondre successivement à l'arc 
Po P, les arcs P-, P-,, P-, P -,,... L'ensemble de tous ces arcs constitue une 
courbe invariante par la substitution. 

Supposons que la suite des points Po, P,,.. . adniette un point limite: 
si l'on suppose les fonctions f et cp continues en ce point, ce point est un 
point double de la substitution. 

Nous supposerons pour l'instant les fonctions f et p holomorphes dans 
le domaine du point double. Une courbe passant par ce point seya dite 
analytique, si. l'une au  moins des coordonnés LX, y s'exprime par une fonc- 
tion holomorphe de l'autre dans le domaine du point double. 

Nous nous bornerons d'abord à chercher les courbes invariantes passant 
par wn point double et analytiques dans le domaine de ce point double: niais 
nous étudierons plus loin (S 14) le cas non analytique et nous obtiendrons 
aussi une équation générale commune à toutes les courbes invariantes, ana- 
lytiques ou non (§ 27). 

Amali  di Mcctematica, Serie III, Toino XIII. 2 
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10 Lat t è s :  Sur les équations fonctionnelles p h i  definissent urne c o w b e  

9. Soient x,, y, les coordonnées d'un point double de la substitution (1). 
Considérons l'équation en S  : 

Dans son célèbre mémoire sur les courbes définies par les équations dif- 
férentielles M.' POINCAH~ a été conduit à chercher les courbes invariantes 
par la substitution (l), dans le cas où les racines de l'équation en S sont 
positives et l'une supérieure, l'autre inférieure à 1 (*) : M.r POIXCARÉ démontre 
alors, par la méthode des fonctions majorantes, l'existence de deus courbes 
analytiques invariantes passant par le point double et définies dans le do- 
maine de ce point. Nous allons montrer que ce résultat subsiste, du inoins 
en général, si on ne fait plus l'hypothèse que les racines sont positives, l'une 
inférieure et l'autre supérieure à l'unité: nous modifierons pour cela la dé- 
monstration de M.' POINCARÉ, de façon à l'étendre à ces nouveaux cas. 

3. Supposons les racines S, S' de l'équation (2) distinctes et non nulles: 
on sait, par la théorie des substitutions linéaires, qu'on peut alors, en ef- 
fectuant sur x, y d'une part et sur X, Y d'autre 
linéaire, ramener la substitution (1) à la forme 

X = S x  t f ( x 7  y )  

Y = S' y + ? (x, y) 

part, une même substitution 
suivante : 

f (x, y) et p (x, y) seront des séries ordonnées par rapport aux puissances 
croissantes de x et de y, coininençant par des termes du second degré et 
convergentes pour les valeurs de x et de y de module suffisaniment petit. 

On voit iiriinédiateinent qu'une courbe analytique invariante passant par 
l'origine a nécessaireinent pour tangente en ce point l'une des droites O x 
ou O y. 

Cherchons d'abord une courbe invariante tangente à O x et soit: 

son bquation. La fonction $ (x) vérifie l'équation fonctionnelle: 

(*) Jotcrnrcl cle Liouville, lm, page 193. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou une surface inoccriccnte par uiee Irnnsforrnation. 11 

En prenant les dérivées successives des deux membres et en y renipla- 
çant x par zéro, on obtiendra des égalités permettant de calculer les coeffi- 
cients de la série + (x) et il restera à établir la convergence de cette série: 
d'après la façon même dont elle aura été obtenue, cette série sera solution 
de l'équation fonctionnelle. En désignant pour abréger I) (x) par y, nous ob- 
tenons : 

" ' f . l  a ?  a'g 
+ f s x + f ( X ,  Y)] X [ s + ~ + ~ Y  = s f y l + -  a s  + a y  -$ 

les termes non écrits s'annullant pour x = O. 
En reniplaçant cc par zéro, on obtient successive~nent 

En général, si on suppose les coefficients $",, +"',,..., +:-'' calculés, on 
pourra calculer le suivant, pourvu que 8'- S': ne soit pas nul: nous SUIJ- 

poserons que 8'- S" n'est nul pour aucune valeur de l'entier n. Le calcul 
formel des coefficients est alors possible. 

Dans le cas où 8'- S" est nul, l'équation qui fournit +:) est en général 
impossible de sorte que l'équation fonctionnelle n'a pas en général de solu- 
tiort Izolontorphe. Par exception, lc second membre de l'équation pourrait être 
nul, il y aurait alors une infinité de solutions, au point de vue formel du 
nioins, car il resterait à étudier la. série au point de vue de la convergence, 
comme nous allons le faire dans le cas général: mais je ne traiterai que ce 
dernier cas. 

On verra plus loin (8 14 bis) coininent le cas où 8'-  S'"est nul peut 
se ramener au cas des racines égales: S'= S. 

4. Avant de nous occuper de la convergence de la série, il est néces- 
saire d'étudier de plus près la façon dont figurent +", , $"', , . . . , $O-'' dans 1'15- 
quation qui fournit $f). 
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18 Lat t ès: Sur les éqz.ccctions fonctionteelles plci defi~eisüent une c o w b e  

Considérons +',, S",,..., SU) comme étant respectivement de poids O, 1, 
2,,.., 23 - 1; appelons poids d'un monôme par rapport à ces mêmes (juan- 
tités la somme des produits de chacune d'elles par son exposant, poids d'un 
polynôme le poids des termes de ce polynôme qui ont le poids le plus grand. 

Nous allons montrer que $0' est un polynôme d e  poids îz - 2 pa~r rcq)- 
port aux dérivées $", , y,,... , #,"-'1 d'ordre in fér i eur  & n. 

Reprenons l'équation (4) que nous écrirons sous la f u m e  : 

Si oii dérire j z  fois cette équation, on obtient une équation de 111 foriiie: 

a,( étant  un polynôme dont les coefficients dépendent de S et des dérivées 
cles fonctions f (a, 3) et (x, Y); ce polynôme est linéaire par rapport à 
+'(O), +" (O) ,..., $(n-') (u), mais non linéaire par rapport à +'(x), +" (x) ,..., 
>'"- (x).  

Pour x = 0, f k )  (27 )  et +(" (x) deviennent tous deus égaux à $0) : nous 
soinines donc conduits pour établir la proposition énoncée à considérer 
+(" (v) et  $(") (x) comme étant l'un et l'autre de poids 3c - 1. Nous allons 
démontrer que le polynôme a, est alors de poids n - 1 et que pour x = 0, 
les termes de poids n - 1 s'annullent de sorte que $0' sera bien un poly- 
nôme de poids n - 2 par rapport aux dérivées d'ordre inférieur à W. 

Les calculs effectués au  § 3 inontrent que la loi ainsi énoncée est vérifiée 
pour les premières valeurs de l'indice n. Montrons donc que si a, est de 
poids ut - 1, a,,, sera de poids 9%. En dérivant l'équation (5) par rapport 
à x, on obtient: 

'"+" v) S + - + - y' + ( [ a~ a f  a y  a f  IC'+ 
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64 étant la dérivée totale du polynôiiie o. par rapport à s. On en conclut 
d x  
la, relation de récurrence: 

et il faut vérifier que le poids de a,,+, est égal à n. Il suffit de l'étal-dir 
a*, pour le terme -, car c'est évident pour le second terme. Or n,, (x) est une 

d x 
soinnie de termes de la forme: 

A (x, 9) $(k) (a$ yfal yna9 . . , y? 

en posant pour abréger y, = $'") (x). Par dérivation, ce ternie donne plu- 
sieurs autres terines obtenus en remplaçant chacun des facteurs par sa dé- 

a A  a A  
rivée: le terme obtenu en remplaçant A (x, y) par - + - y' a la inênle 

a x  a9 
poids que celui dont il provient; en reinplaçant S" (v) par sa derivée par  
rapport à x le poids augniente de :l unité; enfin si oii reinplace y,"k par sa 
dérivée x,  ZJ,"~'  p,+, , le poids diminue de (k - 1) a, et augmente de ( k  - 1) 
( x ,  - 1) + k de sorte qu'en définitive il augmente aussi de 1 unité. Ide poids 

a Q de -" est donc supérieur d'une unité au  poids de a,,, ce qui montre que 
d x  

a+,+, est bien de poids 1%. 

Il reste à voir que pour x = O les termes de poids n - 1 s'annullent, de 
soite que +,") sera un polyn61ne de poids îz. - 2. Cette circonstance prol-ieiit dc 
ce que dans chacun des polynômes a les termes de poids le plus élevé con- 

a f tiennent en facteur - qui s'annulle pour x = O. On .le constate ilninédia- a Y 
tement pour a, et il suffira de le démontrer pour a,,+,, en supposant que 
cela ait été démontré pour a,. Supposons donc que, dans a,,, les terines de 

a f plus haut poids soient de la forme - in, en désignant par p, un polynônie a 9  
dépendant des mêmes variables que a,. Lü relation de récurrence 6tüblie 
plus haut montre que, dans w,,+,, les termes de plus haut poids provien- 
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14 Lattès: Sur les éqzsatious fo~~l io )z~ze l leü  qui  definisseut m e  courbe 
- 

dront du polynôme: 

a f et - est bien en facteur dans ces termes. a Y 
La proposition énoncée au  début de ce paragraphe est donc établie. 

5. Occupons-nous maintenant de la convergence de la série + (x). 
On peut toujours supposer 1 SI < 1: dans le cas contraire, on renipla- 

cerait la substitution (3) par son inverse et on chercherait une courbe in- 
variante par cette substitution inverse: cette courbe serait aussi invariante 
par la substitution directe. Le seul cas que nous laisserons ainsi de côté 
sera le cas où S 1 serait égal à 1. 

Considérons la substitution auxiliaire: 

où S. désigne un nombre compris entre 1 S 1 et 1 et F(x, y) la fonction 
suivante : 

On sait que, JI et F étant deus noiilbres positifs convenablement choisis, 
cette fonction est une fonction iiiajorante pour les fonctions f (x, y) et 

- ?  (x, Y). 
1 s'-Sn 1 Des liypothèses faites sur S, 5" et SI, il résulte que S -S" est su- 

périeur, quel que soit lm, à un certain nombre positif A qu'on peut toujours 
supposer inférieur à 1 (*). On a donc, quel que soit n: 

Soit 6 (x) ln série analogue à + (a) lorsyu'on remplace ln substitution (3) 
par la substitution (6). Les coefficients de 0 (a) seront tous positifs, comme 
le montre le calcul des coefficients fait au  3. Comparons alors 1 1 ,  

(*) Dans le cas envisagé par M.r POINGARE (S '> 1 > S), on peut prendre 1 = 1: la démon- 
stration est alors exactement la même que celle de 1l.r  POINGARE. 
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ou une surface invariante par une transformation. 25 

( +", 1 ,,., à O",, 4"',, ... (*). On a :  

ou bien : 

On a ensuite: 

1 et, à fortiori, puisque - est supérieur à 1: 
1 

ou bien : 

Je dis qu'on a en gEnéral: 

En effet, supposons cette inégalité vérifiée pour +",, +"',,... , +D-" et montrons 
qu'elle subsiste pour #). 

Il résulte du § 4 que l'on a: 

0, étant un polynôme de poids n -8 par rapport à. + O , , .  .. +f-') dont les 

(*) Je  me suis inspiré, pour cette comparaison, d'une reiiiaryue de M.r LEAU (ktude sur 
les dquationsfilzctio~ane2les. Aiiiiales de la facultC des Scieiices de Toulouse, 1897. Chap. 1, § 13). 
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16 L a t  t ès :  Sur les équations fonctionnelles q u i  defi~zissent une courbe 

coefficients sont eus-mêmes des polynômes par rapport Li S et aux dérivées 
partielles de f et de rp. 

Supposons qu'on remplace dans a, les divers ternies par leurs valeurs 
absolues, 1 SI par S, qui lui est supérieur, les modules des dérivées par- 
tielles de f et de ? par les dérivées partielles de F qui leur sont supérieures 

1 
et enfin I+g"' 1 par - Op1 qui lui est supérieur. La plus haute puissance de 

hk 
1 1 - qui figure alors dans les divers termes de a, est - 9 puisque a, est de 
h 'hW " 
poids rc - 8, lorsqu'on attribue à +$ le poids k - 1. Si on reinplace toutes 

1 1 les puissances de - par F29 on augmente les divers ternies. Le nuiii6ra- 
h 

1 
teur de 4:) est ainsi reinplacé par le produit de l, par le nuiiiérateur de 9:'. 1 
I17autre part le dénominateur de 4:) est supérieur à h (SI - 8;). On a donc: 

ou bien : 

Si nous démontrons la conrergence de la série 4 (x) dans un cercle de 
rayoii p, il rGsultera de cette inégalité la convergence de la série +(a) dans 
un cercle de rayon h p et on aura ainsi prouvé l'existence d'une courbe : 

définie pour 1 x 1 < 1 p, invariante par la substitution donizée et tangente ii O x. 
Pour démontrer que la série 8 (x) est convergente, il suffit de prouver 

directement qu'il existe une courbe analytique tangente à O x et invariante 
par la substitution (6). La déinonstration s'achève colnine dans le cas envi- 
sagé par POINCARÉ (*). 

Posons cc + y = s et de même X+  Y = 2. La substitution (6) devient: 
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ou une smrface invaviante par m.e transfonuation. 17 
-- - 

Cherchons une fonction x de x de la fornle: 

invariante par cette substitution. On doit avoir: 

d'où l'on déduit u , ,  u ,,... : 

et: 

1 
La série du second iiieliibre est corirergente pour ) 2 1 < et par suite 

1 

y est défini par l'équation: 

La fonction implicite y définie par cette éyiiatioii est la serie f) (x) 
cherchée. 

On d6iiiontre de même i'existence d'une courbe : 

tangente à O y et invariante par la substitution (3), en supposant que l'oti 
a quel que soit uz : S - S'" =;= O et 1 S' 1 = j= 1. 

La iiiéthode que nous venons d'employer inontre que les deus co~wbes 
ainsi obtenues sont les seules courbes analytiques invariantes passant par 
le point double. 

A~IILCC~C c7i Mmtemdica, Serie 111, Toino );III. 3 
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18 L a t  t è s :  S u r  les équat ions  foncf iotznelles q~ i definissent u n e  combe  

On peut donc énoncer le théorème suivant: 
THCOKÈME. -- E t a n t  donnée l a  s u b s t i t ~ d i o n  ( l ) ,  si les rocines  de  l'éqmtio?z 

e n  S relative ib un point  double sont disf inetes,  de  moclule diffdrent de  O et 
d e  1 et s i  auculze des  racines  n'est 24ne puissance entière d e  l 'autre  racine ,  
il existe d e ~ x  courbes analy t iques  inz*arianfee C et C' et dewx seztlemelzt pas- 
sctnt p a r  le point  donble et définies clans le domaine  d e  ce point.  

6. Courbe de poiivts dowbles. Les coodonnées des points doubles de la 
substitution ( 1 )  sont données par les équatioiis : 

En gén6ral les points clouhles sont donc des points isolils. 
Il peut arrirer cependant que les équations (7) soient satisfaites par les 

coordoiuiées d'une infinité de points foriiiaiit une couizbe : il y a alors uiie 
courbe de p o i z f s  cloubles C. 

En tout poiiit de la courbe C, l'kluatioil en S a une racine bgale ù 1 :  

en un pareil point, le déterininant fonctioiiiiel II ( f  - y -Y) est eii = (A, 9) 
nul et oii a par suite: 

1,'éyuation en S a donc uiie racine S' égale à 1 et une racine S qui est 
en gtiibral différente de 1. 

Une preiiiière courbe invariante passant par un point O de la coiirbe C 
est la courbe C elle-inêilie. Il y aura en général une deusièine courbe iiira- 
riarite passant par 0 : en effet, d'après la d6iiionstration du tliéorèlne pré- 
cédent l'existence d'une pareille courbe sera assurée si S a un iiiodiile dif- 
férent de 1, CU alors 1 - S" n'est nul pour aucune valeur entiPre de n. 

Ain.$, p a r  towt point  d e  ln courbe des  points  dolcbles C p o w  leqliel 1 S [ 
est diffdrent de 1, passe lane c o w b e  ana ly t ique  i n v a r i a n t e  p a r  l a  szcbstit~ntioa 
et distiîzcte de  l a  courbe C. 

7.  Forme  canoniqfte de  10 s ~ t b s f i f u f i o n  iL deldx .r,ariables. - Lü coiinais- 
sauce des courbes invariantes pitr une substitution permet de raiiiener, par 
uii cllniîgeiiient cle variables, la substitution à une forme ren~nrquable, dans 
le clo~ilniiie d'un poiilt double. 
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0th thne surface irtunririnte pnr Icne framformntion. 19 

Supposons que le point double soit un point double isolé et prenons 
ce point pour origine : clioisissoils de plus les axes Ox, O y de façon qu'ils 
ne soient pris tangents aux deus courbes invariantes et soient : 

les équations de ces deux courbes. 
Rous pourrons, par une même trniisforiiiatioii ponctuelle effectuée sur 

x, y d'une part et sur ,Y, Y d'autre part, supposer que les deux courbes 
invariantes sont les axes O x, O y. Posons en effet: 

Les équations (8) peuvent être résolues par rapport x, y puisque h - A' 
n'est pas nul et la substitution prend la forine: 

Les courbes invariantes sont deveiiues 21 = 0, ,O = O; f ,  (O, ti) doit être nul 
quel que soit v :  Uest par suite de la forme u f 2  (76, O), f, dtant une fonctiori 
lioloiiiorplie dans le doii~aiiie de l'origine; de inêrnc V est de la forine 
ucp, (u, v), la fonction y ,  étant holoiilorplie. 

Dans le domaine de l'origine la substitution (1) se ramène donc ii la 
forine : 

,Y = x f (x, y) 

Y=!/? (x, 9). 

11 est facile de voir que les teriries indépendants claiis les foiictions f 
et y sont les racines S, 8' de l'équatioii en S: cela résulte de ce que ces 
racines sont des invariants de la substitution (1) pour toute transforrn a t '  loti 
ponctuelle régulière à l'origine. 
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20 Lccf t è s :  Sur les éqrcations fonctio~zr~elles qrbi d~finissent une cozcrb~ 

Ainsi, la substitution (1 ), lorsqu'on fait sur S et S' las hypotl~èses du 5, 
se rctruène CG la forme canonique suivante : 

F (x, y) et (x, y) désigmnt des fonctions de x et de y ra~~lles pour x = y = O 
et Izolo1r~ory1ccs tlnns le tlorr~nirze de l'origine. 

8. Itkrntiot~ d'un point. - Supposons maintenant les variables réelles 
et, étant donné un point x, y dans le domaine d'un point doubla isolé de 
1 ; ~  sul~stitution, proposoimnous d'étudier ln disposition des conséquents et 
des antécédents successifs de ce point. 

Supposons d'abord les racines S, S' de l'équation en 5' réelles et di- 
s tinctes et distinguons trois cas : 

PHEAIIEK CAS:  J S 1 [ < I S ( < I .  - Soient x,, y,; a,, y,; ... a,,, y,,; ... les 
coiiséquents successifs du point x, y. Supposons la substitution raineilée à 
lit forme canonique (9): pour les valeurs de x et de y inférieures en valeur 
ahsoliie à un  certain nombre positifs, les fonctions S + F (x, y) et S'+ (1) (x, g)  
ont un inodule innxiniuni 11 inférieur à 1. Or on a :  

Donc, si le point x, y est intérieur au domnirie: 1 x 1 < E ,  y 1 < E, ses 
conséquents sont tous intérieurs au même doinaine et l'on a : 

rle sorte que x,, et y,, tendent vers zéro. 
Cherchons si les conséquents successifs tendent vers le point double dans 

iine direction déterminée. On a : 

%+l Y% 
- - [g -t 6 Q., y.)] 

Gti x, 

û étant une fonction holomorphe de x et de y s'annullaiit pour x = y = 0. 

Soit k un nombre compris entre 1 1 et 1. On aura, à partir d'un certain 
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ou  une  surface invaricinte pur  u n e  transforrr~crtion. 2 1 

Y Donc 2 tend vers zéro. Il y a exception si le point initial est sur O y: 
En 

ses conséquents restent sur O y. 
Revenons maintenant à la substitution sous sa fornie primitive (1). On 

pourra énoncer les résultats suivants : 
E'tnnt donné u/z point double de lcc substitutiou pour leqwl  las rncirces de  

l'équntiott e)a S sont réelles, distirzctcs, et ont des tlcodules différents irefériezcrs 
ic 1 (*), il existe U I Z  doscaitae entourant le yoirzt double et possédmt  les pro- 
priétés s u i  vantes : 

1.0 Les conséyzcents 
vers le p o h t  double. 

3.0 Les conséqae~hi  
me& ic l'une des courbes 
szw l ' a d r e  cozirbe C", ses 

stcccessifs d ' u n  point pr i s  dccrzs le dornairte tenclcrd 

successifi tet~derzt vers le y o i d  double tnregenticl1~- 
invnrinntes C, sntcf si, le point irzitinl étant p i s  

conséqzcents restent su r  Ci. 
Le premier de ces résultats n'est pas modifié si les racines, toiijours 

supposées distinctes, ont le iriême module : S'= - S. Mais le deusiènie ré- 
sultat ne subsiste pas. 

DEUXIBME CAS : 1 S' 1 > 1 S 1 > 1. La substitutioli inverse est cle la. forme: 

On est donc raineiié au cas précédent: 
Les antécédents successifs d ' u n  poimt pr i s  d a n s  le dorrcnirze dm point dow 

ble tendent vers ce point tangentiellei~tent ic l 'une des courbes inunrinrates, sct~cf 
si le point ini t ial  est pr i s  su r  l'autre courbe invariante.  

(*) On suppose, bien entendu, qu'on est dans les conditions du théoréme d ~ i  5, c'est- 
à-dire qu'on n'a pas S= S'fi ni S'= S n .  
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29 IIcr t t es :  Stw l w  éqm~ntiorzs foizcfiotzrzclles plci d6filzisserzt une  cozcrbe 

TROISIÈME CAS : [ 8' 1 < 1 < 1 8 1 .  Pour les valeurs de x et de y iriférieu- 
res en valeur absolue à un certain nombre positif E, la foiiction S'+ (t, (x, y )  
a un rnodule inférieur à. un nombre positif fixe 111 plus petit que 1 et la 
fonction S+ F (x, y) a uii inoclule supérieur à un rioinhre fixe 1 1 ~  plus grand 
que 1. En partant d'un point x, y intérieur au cloinaine 1 x ] < s, ) y 1 < E, on 
obtient des conséyuents x , ,  3, ; X - ,  y, ;. .. qui, juscju'ii un certain rang p ,  
sont intérieurs au domaine et on a : 

Les y preiniers conséquents se rapproclieiit donc de O x et s'éloignent 
de Oy; après quoi les conséquents sortent du  doiiiaine et nous rie pouvoiis 
plus rien en dire. Ou peut d'ailleurs choisir x et y sufisammeiit petits pour 
que p soit nussi grand qu'on le reut. 

De même la substitution inverse montre que les antécédents jusqu'ii un 
certain rang p se rapprochent de 0 y et s'éloignent de O x, aprils quoi ils 
sortent du domaine. On peut donc énoncer le résultat suivant: 

ELnizt doizlzé u n  point doztble de l n  szcbstitzctiota, pour l e q d  les raciues 
de l 'épmtion en S soizt réelles, clistirzctes, l'zerze infdrieure et l'autre s z ~ ) é r i e w e  
i c  1 ekz valeur nbsolwe, il existe 2112 domnirze eiztozcrnlzt le poirzt double et tel que 
les cotzséque~cts szcccessifs d'zeiz point d u  domnine j z m p . ~ ' i ~  un c e r h i ) ~  rnug 1) 
se rc1pproc7cer~t cle l'une des cozcrbes i~zvnrinntes C et s'éloigrzent de l'nzctre C', 
tmzclis que les nittécéderzts jusqzt'ic un certain rang p se rnpprochetzt de C' et 
s'doigaertt de C: q r è s  qzioi les nrztécéclertts et les corzséytcents sorterzt du do- 
ucnirte. Si le yoirtt iizitinl est sz~flisnrrci~~ertt voisiiz d2.c poirzt dozcble, les rtorrcbros 
21 et q sont aussi  grmzds qzb'o~z le veut. I l  y a exceptiort s i  le poir~t  irbitinl est 
pris  sur les courbes C' 0.21 Cf. 

9. Supposons maintenant les racines S et S' imaginaires coiijiigiiiles. 
L'existence des courbes iiivariantes C et C' est assurée, si 1 SI n'est pas 
égal à 1. Soient: 

y = l x  + x x 2  +.... 

les écpatioiis des deus coul.hes invariantes: A, a ,  ... et A', a ' ,  ... soiit cles iina- 
giiiaires respectivement coii,jugueés. Posons: 
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ou une surface invariafite par une trnnsfonnntion. 23 

et pareillement : 
U + i V = Y - l x  - x X 2  - . . .  

Par ce cliaiigeinent de variables, la substitution se rainèi~era coiilnie pré- 
cédemment (S 7) à la foriiie: 

H et Ir' étant deuxfonctioiis lioloiiiorplies d:iiis le doinaine de l'origine. En 
appelant encore les variables x, y, S, Y et en posairt : 

les équations de la substitution s'écrirent: 

B et @ étant des foiictioiis lioloiiiorphes qui s'anilullent pour x = O, ZJ = o. 
On en déduit: 

ri"- Y" (x2 + y2) [p2 + O (x, y)] 

@ étant aussi une fonction liolomorphe iiulle à l'origine. 
10. Nous clistiiiguerons deux cas: 

PREMIER CAS: 1 S 1 = 1 SI 1 < 1 c'est-à-dire p < 1. - Pour les rnleurs de x 
e t  de y iiifhieures en valeur absolue à un certain noiiibre positif E, la foiic- 
tioii p2 4 fcr-' (x, 9 )  a UII iiiotlule iiiaxiiiiuiii inférietir i 3 .  O11 a donc: 

x:,, 1- y',+, < Jf (x: + yf) 

d'où 1'011 clkluit: 

a: + y: < M" (a2 + y'). 

Donc a:+?/: tend vers zéro et les coilséc~iieiîts d ' ~ m  point situé clans 
le domaine : 1 x 1 < E, ] y ( < E sont intérieurs au cloiiiaine et tendent vers l'o- 
rigine. D'autre part, ou a : 

arg. (X + i Y) = arg. ( x  , i ZJ) + arg. 1s + l? (x, y) + i <t> (ç, y)). 
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24 L a  f t è s :  S w  les équations fonctionnelles p.ci définissent u n e  c o w b e  

En appellnnt w,, l'angle de la droite joigilant l'origine au  point x,,, y,, 
avec l'axe 0 LC, on a : 

E,, tendant vers zéro avec x,, et y,, . 
Par suite y,,, - o,, a pour liiiiite or. II en résulte que les cot~séc~uei~ts 

successifs tournent asyaiptotiqueiiieiit autour de l'origine O à la façoii (le 
points distribués sur une spirale logarithniiyue et que les rayons joigmiit 
l'origine aux conséqueiits successifs tendent à former un angle constant 
cliacun avec le suivant. Cette dernière circoiistaiice provient évideinnient de 
la foriiie canonique doiinée à la substitution, les courbes irivariantes btüiit 
les droites isotropes. Mais si on revient aux variables priinitives, on peut 
énoncer les résultats suivants : 

E t a d  donné w z  point  double de  l n  sztbstitution, p o w  leqzbel les r u c i ~ f e s  
de  l 'équation euz S sont i.ïizccginnires conjuguées et de wzodqtle in fér i eur  ic 1, i l  
ex i s f e  un domaine  entourant  le point  c7o~bEe et possécknt  les p r o p i é t é s  sui- 
wanfes:  

1.0 L e s  conséquents successifs d ' u n  point p r i s  d a n s  le domaine  tendetzt 
cers  le point  double. 

9.O Leu r a y o n s  vecteurs jo ignant  l 'origine U N X  conséqzdenfs s w x e s s i f s  
tournent indéf in ime~zt  au tour  de  E'origiuae e n  se raplwochant  a u s s i  p e u  qu'on 
le eeut des  r a y o n s  homologt.tes successifs de d e u x  fc~iscenux hon~ograplziqztes 
ccyant pour  r a y o n s  doubles imagina i res  les tangentes ccux d e u x  courbes i n v a -  
riantes.  

DEUXIEME cas 1 S 1 = 1 S' 1 > 1. En reinplaçaid. la substitution donnée par 
son inverse, on voit qu'on peut énoncer pour les antécédents successifs des 
résultats pareils à ceux trouvés dans le cas précédent pour les coiiséqueiits. 

L e s  alztécédents successifs tendent vers  le point  double et les r a y o n s  vec- 
f e w s  q u i  joignent l'origine b ces antécédents townevzt indéf in iment  a?&mr de 
l'origine. 

11. Etudions enfin l'itération d'un point dans le cas où la substi- 
tution a une courbe de points doubles. 

Supposons que, par une transforination ponctuelle, on ait aineiié cette 
courbe à ktre O y. En tout point de  O y ,  cl'ordoriiiée y,, l'éc~untioii en S a 
cleus raciiies dont l'une est kgale h 1, tandis que l'autre S est une foiic- 
tioii de 9, en géiiClrri1 diffdreiite de 1. Coiisidéroiis un segiiieilt A B de O y, 
y1 < go (y,, en cliriyue point duquel on ait ) S 1 < 1 et supposons les foiic- 
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tioiis qui definissent la. substitution analytique dans un cwtain domaine: 
- 72 < x < lt,, y, < y <y2 entourant ce segment. Par le point d'ordoimée y, 
passe une courbe invariante autre que 0 y et non tangente à 0 LJ : soit 

son iIquation. Ln série du second membre a pour rayon de convergelm h p, 
d'après les notations du S 5. Nous voulons montrer qu'on peut supposer ce 
rayon indkpendnnt de y, pour tous les points du segment A B. En effet p 
désigne le rayon de convergence de la série majorante du 5 5: cette série 
dépend de trois constantes Al ,  P, SI, cette dernière assujettie à être coiii- 
prise entre 1 SI et 1. Il est évident qu'on peut prendre pour 41 et F les 
liiiiites supérieures de l'ensemble des valeurs prises par ces qiiantités pouin 
les différents points du segment R R et pour S,  le inaxiiiiuin des valeurs 
prises par 1 S I :  S ,  sera évidenirnent inférieur à 1. La série est alors indé- 
pendante de y, et il en est de inême de p. Quant à 'A, il désigne une limite 

(1 - 8") 
infbiieure de la quantité pour l'ensemble des valeurs de n : on voit 

S, - 8," 
1-8, 

qu'on peut prendre h = -, quantité indépendante de y,, 
S I  

On peut donc définir un domaine - h < x  < 7t tel que par tout point 
de 0 y ayant une ordonnée comprise entre y, et y, passe une coiirbe iiiva- 
riante définie dans l'intervalle - 72 (x < 72. Si 72 est assez petit, l'eilseiiil~le 
de ces courbes constitue un  doinaine tel que par tout point de ce clomniiie 
passe une courbe invariante et une seule. 

Soit dora a, y u n  point pris dans ce donlaine et O' le point où la coiirbe 
iti~ariante qui g passe coupe O y; en prenant ce point pour origine. la sub- 
stitution peut Ctre ramenée à la forme suivante: 

f et ~p désignant des fonctions lioloinorplies pour x = y = O. En clilsigiiaiit 
par AI le inasimuin de S + f (e, y), qui est infhieiir à 1 si 71, est siiffisaii.i- 
ment petit, on a : 

Xe+,< 11" 

et par suite les conséquents du point x, y appartieiiiient au doinailie et  teii- 
dent vers O' en restant sur ln coiirbe invariante qui passe par ce point x, y. 

Antzali di Mcdentatica, Serie 111, Toino XIII. 4 
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On ohtient cles conclusions analogues pour les antécéclents, si oii coii- 
sidère un segiiient de O y pour lequel on ait : 1 S 1 > 1. 

Rerenant à la courbe des points cloubles, on peiit énoncer les résultats 
suivants : 

Soi t  A B .un arc  de  l a  courbe des p o i n f s  doubles le long d u q ~ ~ e l  1 S 1 est 
c o n s t m ~ ~ m e n t  in fér i eur  d 1 : o n  peut l imiter de por t  et d'autre d e  l 'arc A B  
vn  domaine  tel cpce les conséqwents d ' l m  point de ce d o r ~ ~ a i n e  restent d a m  le 
clo,~iaine et telulent vers  241% point  (le In c o w b e  des  points  d o d ~ l e s ,  e n  resturtt 
sztr m e  ~uêrrle courbe o ~ z n l y t i y c e  i lzrariante.  

Les antécédents d'lcn point  pris d n n s  le ~ o i s i n a g e  tl'?.cn a r c  A B  powr le- 
q t e l  1 S 1 est co~zstaiwhent s u p é r i e w  ic 1 possPded des propriétés a îmlog~tes .  

12. Itdrrrtion d'zttie co~rrbr. - Si, clans la sii l~stit~~tioii  ( l ) ,  oii suppose 
que y soit une fonction de x : y = +,, (x) ,  J- devient une foiictioil tle S, soit 
l'= +, (S) et la fionetioil +, (xj est di te ln  cov&q?cente de +,, ( x )  : r.i.ciproq~ieiiieii t ,  
si on pose 1-= (J, (S), on a pour y iiiie foiic.tion + , (x )  qui est dite l'untd- 
cétle~zte (le +,, (x ) .  A une fonction coiitiiîue +,, (A) ,  la siihstitutioii fait ainsi 
coi~respoiidi-e ime suite indéfinie de coilséyiieiites +, , &,... $,, et d'riiit6cé1leiïles 
fh-, , +-, ,. . . S-,, qui sont des fonctions continues. Eu péiiéral ces conséyueiites 
ou ces niïtécédeiites sont définies tlaiis des intei?-alles distincts. Supposoiis 
cepetltlant qu'on nit  pu définir un intervalle tl'esistenee coiiiiiiuu i toutes 
les coiiséquentes ou Ü toutes les antécédentes. 011 peut alors établir le t l i b  
rème suivant: 

TH~ORÈME. - E t n d  d o n d e  l u  szrbsfitufion (l) ,  s i  les consépcet?tes o ~ c  les 
tttift;cédr)ttes swmssir3es  %, (x ) ,  Il ( x ) .  . . . +,, ( x )  016 +-, (x ) ,  ( x ) ,  . .. + ,, (x) d'lr~ze 
fOlwfiotz contini.c.e +,, ( x )  s o ~ t  définies d a n s  ~ t t t  ilztertw lle c o m ~ u r n ,  si dams cet 
intertwlle elles out m e  l i ~ n i t e  + (x)  p o ~ r  91 irtfini et que I(,, (x.) tenile zttzifir- 
m é ~ i z e d  vers  scr l i~wite d n n s  l ' interralle co~zsicléré, cette l imite + i x )  vérifie E'é- 
qmt io l z  fo~zctio~rnelle : 

$ [f (33, + (x ) ) ]  = (x ,  4 (x)) .  

l~éiiioiitroiis le tli60i+irie pour les coiiséqiientcs par esei~iple. 011 a entw +. (x )  et +,,+, (x) les deus  relations: 
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Nous siipposons que la foiictioii +, (a) ait pu etre dcfiliie, quel (lue soit I , ,  

dans un certain intervalle I oii clle est continue et qu'elle ait une limite 
+ (x)  vers laquelle elle tend urt,iforr~t,éri~c)zt tlaas cet intervalle: cette liiiiil~ 
+ (x)  est alors une fonction continue cle x et on a :  

E étant un nombre positif cloiiiié et l'in6galité ayant lieu, quelle qiie soit la 
d c u r  (le x prise dans l'iiiter~nlle 1, poiir toutes les raleiirs cl? 12 siipérieiirw 
à uli certain entier 1.1'. 

L'égalité (10) devient : 

+ [f (x, + (x )  i- c,, (x))] T L + i  [f (x, + ( x )  7- S,, ( 4 ) 1  = q [.I^, + (4 - Z,, (XI]. 
La quantité Y = f [ x ,  + ( x )  -L s,, ( x ) ]  appartient à l'intcrvnlle T, qiicl que 

soit x pris dans cet intervalle, puisqu'on suppose que les fo~ictioiis +,, c l t  

+,,,, soiit définies toutes les cleux dans l'interralle I. En faisant croître I I  iii- 
défiiiiiilent, s,,,, [f  ( x ,  + ( x )  +E,, ( x ) ) ]  tend donc vers zéro ct en égalant les 
limites des deux nieiiibres de l'égalité, on obtient: 

Aiiisi l n  fonction + vérifie l'équation fonctionnelle piéckielite, iiiitrcnicnt (lit 
la courbe limite est invariante par la substitution. 

Mêiiie tléirionstratiori pour les antécédentes. 
Nous alloiis traiter un exemple où on peut for~iicr csplicitcniciit l'kliia- 

tioii (le la id' ronséquente et détemiliier sa liniitc, ce qui iioiis periiiettra 
d'ctahlir quelques résultats clont nous üurotis h nous scrvir clans l i ~  suitc. 

13. Exemple. - Soit à trouver toutes les courhes iiivaikmtes par lu 
siibstitution : 

~ = S X  Y=S1tJ.  i l 1 )  

Cette trünsformatioii est une tr-nrlsfors~ntio~t,  y r o j ~ c t i ü r .  011 sait que So- 
PHCS LIE et M.' KLEIX ont déterminé toutes les coiirt)es invariailtes par i i i i  

groupe contiliu de transforinatioiis projecti~es. Leur iilétliode met eii évi- 
dence des relations intéressantes entre In théorie des groupes et la théorie 
de l'itération (*) : pour obtenir des groupes projectifs à un paraiiiétre, ils rc- 

(*) SOPHUS LIE et KLEIN: Ueber clieje~eigeu Curveie, ~relche durch eilc gesçl~losse~ces Systeirz 
vorc eii,fmclz u t ~ e t ~ d l i c h  vieleiz liiceareic Traicsforincctiorm ilt. siclz iibergeheie (hlnth. Aiiiiû- 

lcii, IV, 1871). 
Sigiialoiis à ce s~i~jet  le travail suivant sur  les rapports eiilrc la tliborir cles groulm rl 

la théorie de l'itbratioii é p1iisirur.s vai.ia~i1c.s : 
BOTTCHEH: l'eitriige zu der Tl~eorie der I t e ru t io~~s i~ech i~~c~eg  (Iiiang. Disscrt. Leipzig, 181)s). 
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mnrqucrit qu'il sufit  de partir d'une transformation projective telle que la 
trüizst0rnîatioii ( I l ) ,  de répéter cette transformation n fois, ce qui donne : 

et de reniplaccr l'entier lz. par un paramètre continu t :  oii obtient ainsi des 
transf'oriiiatioiis : 

X=Stx Y=S"$ (19) 

coiiil?rcnaiit lit tra~isforniatioli ( I l )  et la transforiiiatioii identique et ces trans- 
for:nations (12) forrnetit uii groupe coiitiiiu. 

Parmi le; courlies invariantes que nous cliei.clioiis doivent se trouver 
les courl~cs qui aclinetteiit le groupe (I2), mais iioiis ch - rom aussi obtenir 
les courbes, s'il eii existe, qui admettent la trarisfoixiatioil isolée ( 1  1). 

U ~ i c  courbc quelcorique y = 9 (x) a pour te' conséquente : 

la foliclioii 9 de fqoi i  que y,, ait une limite pour rz ilifilii. 

x log x - log t  - = t  d'oh r e =  
S'" log S 

011 aura : 
1og.z-logt -- 

9 ( 1 )  y,, = ,,y1 10" 9 (t) = &gS __- 
Io$?? 

Lorque  rt, augiiientc indéfiiiinîent par valeurs entières, t prend une suite 
discoliti~iiie de valeurs qui a zéro ou l'infilii pour limite, suivünt la valeur 

dc S; niais, daiis les deux cas, il faut choisir 0 (t) de fapon que '4 ait une 
tlob'S 

limite : cette limite pourra dépendre de s, puisque 1i~ suite discontinue des 
valeurs de t dépend de x. Donc g,, aura une limite de la forme : 

logs' - 
p (x) = %logs 0 (a). 

L'équation foiictiuii~ielle ii laquelle satisfait 4 (x), 
+ (S x) = S' qJ (x) 
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devient par la transformation précédente : 

ou bien : 
fl(S Cr) = 0 (x). 

Posons : 
$2 (x) = 0 (log x). 

On devra avoir: 

CA (log x x: log S )  = 61 (log a). 

L'Pqzcntiotz géltérrrle cles courbes irumrin~~fes pur In s~cbstitutio,~ ( i l)  est 
donc : 

legs' 
lopS y = x  u(l0gg)  

61 d é s i g m ~ z t  z.rtze fo)zciioit ydriodiq~ce nrbitr~cir e, de pkiocle log S. 
Coinplétons ce résultat en niontraid que toute courbe iii\.ariaiit~ y = + ( x )  

peut être définie coimie limite, pour 18 iiifiiii, dc ln iz' coiiséqiiciite tl'iiiie 
courbe coiiveiiableineiit choisie. Soit y = 4 (x) c. (x) l'équatioii d'une coiirl~e 
dorit la 12" co~iséqiiei~te ait pour limite ln courbe invariante g = + ( x ) :  1'L;qua- 
tioii de la. IG" coriséquerite est: 

Il sufit donc de clloisir pour s (x) une foilctioii qui teiicle vers 1 lorsque 
x tend vers zilro ou vers l'infini, suivant que 15' 1 est siipérieiir ou inférieur 
A 1: la ne conséquente de la fonction + (x) E (x) aura pour liiiiite + (x). 0 1 c  
obtievtt donc, cortune 'limite de co~zsépuei~tes,*toutes les courbes, nr~alytiqnes orc 
non, iwuriarztes par (1 1 ) .  

14. Etzcde des courbes inonrituttes, nianlgdiques ou no,&. - Coiisidérons 
une courbe passant par un point double de la substitution (1): ses aiitécé- 
dentes et ses conséquentes passent par le iilême point double et on peut 
essayer de définir un domaine d'existence coininun à toutes les coi~séqueiites 
et à toutes les antécédentes: le théorème du $ 18 permet alors de cléfiilir 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



30 Lattés:  Sur les équations fowctio,tuelles phi d4/?&wmt une cozrrbe 

une courbe invariante coinnie limite des antécédentes ou des coilséclueiites 
successives. 

C'est par cette méthode que II.= HADAMAIID (*), a pu établir l'esistciîce, 
pour le cas de [ S' 1 ( 1 < 1 S 1, des deus courbes invariantes passant par le 
poiiit double, sans supposer la substitution donnée ailalytique. 

Nous rappelleroiis d'abord les résultats o1)tenus par M.' HAD.I~MA~ID, puis 
nous utiliserons ces resiiltats pour l'étude générale des coui~bes invariaiites, 
analytiques ou non, passant par le point double: dans le cas particulier oii 
la substitution est analytique, nous retrouverons ainsi, par une étude intlé- 
pendante des développements en série, les résultats du 5 5. 

M.i HADANARD considère la substitution ( 3 )  où f et p sont supposés 
seulement avoir des dérivées continues tendant vers zéro avec x et y :  eii 
supposant 1 S [> 1 et [ 8 1 > 18' 1 (**), les conséquentes silccessives peureiit 
être définies dans un domaine coimilun et elles ont une limite C qui est 
uiie courbe invariante: la courbe liinite est indépendante de la courbe h i -  
tiale qui est assiijettie seulement à avoir des tangentes dont les coefficients 
aiigulaires doivent être compris entre certaines limites. Si en même temps, 
on a (8 '1 < 1, les antkcédentes ont aussi une limite qui est une deuxièmr 
coiirbe irivariante C'. Dans le cas actuel, ces cleux courbes sold les seules 
cozcrbes ir~vnrimtes passant par l'origine. 

Unns le cas où 1 S 1 et 1 S'I rie coinprei~ilent pas 1, la détnoiistratioii de 
H A D A ~ ~ A R D  dorme encore 1111 résultat qu'il importe, pour la. siiitc, (le 

1)ien préciser. Supposons, par eseniple ] S 1 et ] S' iiifcrieurs à 2.  La déinoil- 
stration (appliquée à la substitution irirei.se cle (3)) prouTe l'esisteiice d'uiie 
courbe invariante C qu'ou obtient coinine limite des ;mtécédentes d'uiie courbe 
arhitraii-e passant par l'origine. Mais deus cas sont à distinguer. 

1.0 1 S ' ]  < S 1 < 1. Lü courbe C est tailgente à O y et c'est la. seule 
courbe inva~iaiite aboutis;sant ù l'origiiie, rtgulière, et rzoa tccrzgente ic O x.  

Soi1 équation est de la forme: 

LE = [y?] 

[yll désigiiaiit ilne foiictioii de y, ;lu secoiid ordrc au inuiiis par rapport à 
l'infiriimeiit petit y. 

(") HADAMARD, S w  Z ' i t b - ~ ~ t i o i ~  et les so l t t t io i~s  n s ~ i r ~ ~ ) t o t i q w c s  tlcs 6r/wu%ms rliffér.or~tielZes. 
(Riillct. de lu Soçi6t; Rioth6iiiiltiqiie cle Flniice, coinptcs-rriidus des si.iinces, 1001). 

( * )  Bir. H a ~ , i b r . i ~ n  siipposc S' positif, iiiüis on voit ciisi.iiieiit qiie la di.illoilstrn~ion siib- 
siste qucl que soit le signe dc S. 
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9.0 1 S ] < 1 S' 1 < 1. La courbe C est tangente à O x et c'est la seule 
courbe invariante passant par l'origine et won tangente ir O y. Son équation 
est de la forme: 

y = [x2]. 

14.hiWes résultats &tant rappel&, nous supposerons, dans tout ce qui 
suit: 

IS1l<lSl<l 

le cas où les racines auraielit des iiiodiiles supbrieiirs, à 1 se raiiit.nemit ii 
celui-ci en 1-eiiiplapilt la sul~stitutioil donnée par son inverse. JPS foiic.tioiis 
f et p seront supposées avoir des dérivées preiriihcs' continues et telitlant 
vers zéro avec x et y. 

La déiiioiistration de ILr HADAMARD fournit alors une courbe iilvariantc 
C' talqgente it, O y:  iiiais ce résultat est coiripatible avec l'éxisteiice tl'alrfres 
cowbes intwiajztes tatzgetdes ic O x. Il est facile Cl'eii obtenir m e  itzfinité. Ce 
sont ces courbes que nous alloiis définir et étudier, en carac.tbrisaiit tl'aiie 
faqon particulière l'iiiie d'elles C' qui, lorsque les doiiilles seront aiialyti- 
(lues, cleviendra la courbe aiinlytiqiie tangente à O x, que iioiis avons obtenue 
au  5 par la iiiétliode des fo~ictioiis iiiajoraiites. Nous iious apyuieroiis silr 
les reiriarques suivantes : 

1 . O  Les. coordonnées x,, , y, du  ne con~éqmwt P,, d'un point P pris dams 
le dolmine d?c point dovtble tenderit vers aéro pow n imfini. 

Cette proposition a été établie ail 3 8, iiiais coriiiiie coiisécjuencc de l'es- 
isteiiee cles courbes üilnlyticjiies invariantes: il faut donc reprendre la dé- 
monstration dans le cas actuel. On n : 

7i étant iin nonibre positif fixe tendant vers zéro avec les diiiieiisions du 
doiiiaiiie (lails lequel la substitution est d6fiiiie. Si l'on a :  1 x,, , ] < h ,  
1 y,! , 1 < 7t, il en résulte : 

\ x9> l< [ lS l+a . f i ]h  I ~ , , I < [ ] S ' ] + ~ . r i ] l ~  

ii~égalités qui prouvent que 1 x,, 1 ,  ) y,, [ sont inflrieurs à 72, si 1 S 1 + "> et 
1 S' 1 + 9-1, sont inférieurs à 1, ee qui a lieu pourvu que 1, soit slifkaiiiiiieiit 
petit. De plus, si l'on a : 1 a (< h 1 g 1 < 71, l'application répétée des iiibgalités 
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précédentes conduit à 

et x,,, y. tendent bien vers zéro. 
9.0 La droite O P,, a p o w  limite O x p o w  n in f ini ,  du moins  s i  la droite 

initiale est swfjisn~~nuejzt roisine t7e O x. Posons en effet: 

La substitution donnée (3) clwient: 

S ' L'équation en S relative à cette substitution a pour racines S et - . Ces 
S 

iaaciilcs sont iiifkieures à 1 en inodule: doiîc il esiste un noiiibre h l  tel 
que x,, et t,, tendent vers zéro si lx 1 et 1 t 1 sont infkrieurs ü lc,. La propo- 
sition est établie. 

Ceci posé, il y a une infinité de courbes invariantes tangentes en O à. 
O x. Montrons coniiiient on peut les construire, lorsqiie S et S' sont positifs. 
Soient Pl ,  P,,. . ., P,. .. lcs conséquents d'un point P arbitraire. Joignons 
P ct Pl par un arc de courbe continu et ayant une tangente en clinque 
point: à cet arc ln substitution fait correspondre siiccessivenient les arcs 
conséquents Pl Pd, Y,  P, ,. .. L'enseinble de ces arcs et du point O constitue 
une courbe invariante tangente en O à O x, si pour les différents points de 

Y l'arc initial le rapport - est sufisaminent petit. La dérivée de In fonction 
X 

ainsi &?finie présente en général une infinité de discontinuités en P,, P,, ..., 
inais on peut, si l'on veut, choisir l'arc PP, de façon que la dérivée soit 
continue. II suffit de coilsidérer la substitution (3 )  prolongée. 011 a : 

Soit (x,  y, y') l'élément d'où part l'arc P Pl et (x , ,  y , ,  y',) son conséquent : 
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si l'arc PP, contient ce dernier élément, les points Pi, P2, ... cessent d'être 
anguleux et la dérivée devient continue. 

Si on ne fait aucune nouvelle hypothèse, rien n e  distingue les diverses 
courbes a ins i  obtenues: elles représentent toutes des fonctions continztes nyant  
une  dérivée première continue. 

A un autre point de vue, la rec7~erc7te des courbes invariantes tangentes 
ic O x revient h l n  recherche des courbes iwvnrinntes pnr  ln nouzielle mbsti- 
tution (3)' et passant par  le point double x = t = 0. 

La substitution (3)' peut être ranienee ii la forme canonique par un 
changement de variables de la forme: 

t=zc+Ax  
et elle devient : 

x = s s + t, (x, 

Appliquons à cette substitution les résultats obtenus par ILr HADAMARD et 
rappelés au  § 14. Il faut supposer c p b  f ,  et cp, ont des dérivées partielles 
continues et tendant vers zéro avec x et U: cela aura lieu en particulier si 
nozts supposons que f et lg ont des dérivées partielles continues, n o n  seulement 
d u  premier ordre, '~wvis  CCUSSZ d t ~  second ordre. Deus cas 'sont à distinguer, 

suivant que 1 S 1 est inférieur ou supérieur ;i I:l, le cas de l'égalité étant 

écarté: cela revient à supposer 1 S' 1 supérieur ou inférieur à S2. 
1 . O  S' est supérieur h S2, autrement dit S' est compris entre 1 S 1 et S2. 

La substitution (3") admet une courbe invariante: 

d'où 

U qui est la seule pour laquelle - c'est-à-dire ait une limite finie: c'est la 
LE' xZ;" 

seule courbe inzmrinnfe tangente i c  O x p o w  lnqttelle la d6viai;e seconde h l'ori- 
gine soit finie. Lorsque les tlonnées devrenrient analytiyiies, w t t e  courbe C' 
devient la courbe analytiyue invariailte tangente à Ox, obtc.iiue au S ,-). 

2.0 1 S'I est irzfdriezcr CG S o ,  autrenient dit 1 S' [ est inf(i ';w); U O I Z  seule- 
ment à 1 S 1 , w v i s  clzcssi à S 9 .  
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- -- 

La substitution (3)" adinet alors ( i j  15) une courbe invariante ay.int une 
équation de la forme : 

a = [ d l  
d'où : 

y = t r: = ( u t  2 x) x = [7h3]. 

Ces équations dbfinissent une courbe tangente à O x, m a i s  n o n  régulière ir 
th Y 

l 'origine: c'est la seule courbe tangente à Ox pour laquelle - . c'est-à-dire 'h 
X X 

ne tende pas vers zéro. Toutes les autres courbes invariantes, en nombre 

Y infini, tangentes à O x sont telles que , ait pour limite X: on les obtient 
X 

par le procédé géométrique indiqué plus haut. Ainsi, i l  y a u n e  infinit0 de  
courbes invccrinntes tangentes e n  O O x et cryanf tozrtes il. l 'origine l a  même 
dérivée seconde égale ic 9 1. 

Si on ne fait aucune nouvelle hypothèse, riett n e  disfinyme encore les di- 
cerses courbes aimi obtenues. 

Mais, si on suppose que f et p, ont des derivées partielles du troisième 
ordre continues, on pourra procéder avec (3)" coinme on avait opéré avec (3) 
et on est conduit à distinguer deus nouveaux cas suivant  qlse IS'I est S M -  

périeztr ou  i~z fér ieur  & Sf Dans le premier cas, o n  obtient u n e  courbe inun-  
r iante  C' tangente c i  O x, et u n e  s~z t l e ,  pour lcrqmelle Zn dérivée trois ihze  a l'ori- 
gine soit finie. Dans le second cas, $1 IJ n u n e  infinité de  courbes invariantes ,  
ayand toutes à l'origine u n e  m P ~ n e  déritde seconde égale ic 2 X et utze .ntême 
dérivée troisième p. et pour aller plus loin, il faut faire une nouvelle hypo- 
thèse sur les dérivées du  quatrième ordre. Et ainsi de suite. 

E n  général, o n  voit donc qu'on obtient les r é s d t n t s  s u i v a n t s :  
So i t  rn le p l ~ s  petit entier vérifiant les inégalide's 1 S n  1 < 1 S' 1 <S. E n  

appliquant plusieurs fois de suite à la substitution donnée des transforma- 
tions alternativement de l'une des formes: 

on arrivera à une substitution: 
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pour laquelle on aura: 

Si on suppose que les fonctions f et cp ont des dérivées partielles d'or- 
dre inférieur ou égal à n continues, on est assuré que F et @ ont des dé- 
rivées du premier ordre continues et on peut appliquer à la substitutioil 
eii x, 8 les résultats obtenus par Kr H A D A ~ H D  (5 14): la substitution eu 
x, 9 admet une courbe invariante: 

9 = [x- ]  

ct 
qui est la seule pour laquelle -- lie tende pas vers l'infini lorsque x tend 

X: 

vers zéro. 
Si  o n  revient ic  l a  substitutioiz e n  a, y, o n  obtient u n e  courbe C' n p n t  

zote épuat ion de  l a  forme: 

( les  1, étalzt les coefficients des for/nules de  t r a m f o r r ~ ~ a t i o n  s ~ c c e ~ s i ~ e s  d e  l a  
forme: t = zc + 'hi x). 

et cette courbe C' est l n  seule tangente ic O x pour  laquelle l a  tldriuée ne ic 
l 'origine soit finie. 

Il y a en outre une infinité de courbes invariantes tangentes à O x, inais 
pour lesquelles la dérivée ne à l'origine est infinie : on les obtient par le 
precédé géométrique indiqué plus haut (*). 

Lorsque les données deciennerzt armlytiques,  l a  cozcrbe C' d e u i e ~ d  la  coiwbe 
analy t ique incar ian te  tartgetde h O x. On voit le rôle différent joiié par les 
deux courbes C et C', dans le cas de données non analytiques. 

L'hypothèse S1=[= S ' A  laquelle conduisait le calcul forinel du ij 3 est 
ici reinplacée par : 1 S' 1 =\= 1 S" 1 : le cas S' = - S",  qui n'avait pas été &art6 
dans la méthode des fonctions inajorantes, n'est donc pas traité par la nié- 
thode actuelle. 

On voit de plus que, par des tra~isfoririations convenables, le cas où, l 'on  
aurait S' = S" se ramène  e n  définitiue a u  cas  des  racines égales S' = S. 

(*) On verra plus loin (5  97) une forme générale qu'on peut donner à l'équation des 
courbes invariantes, analytiques ou non. 
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la. Poids limites oscillants ou points ci convergence irrégulière. - 
M.' K ~ N I G S  a introduit, dans l'étude de l'itération à une variable, la notion 
importante de convergeiice irrégulière (*). Cette notion s'étend au  cas de 
deux ou plusieurs variables. 

Etant donnée la substitution (l), d4signons cette substitution par Si et 
ses puissances par SI, 8". . . Rous dirons avec K(E:KIOS qu'un point double 
de la substitution S2' ctpprtient ii l'indice p s'il n'est point tlouble ci'aucune 
substitutioii S" d'indice inférieur à p. Kous énoriceroiis, sans les dcmontrer, 
les propositions suivantes établies par M.r K ~ N I Q S  dans le cas d'une variable 
et pour lesquelles la démonstration subsiste entièrement. 

1.0 Si 0, est un point double de S", c'est aussi un point double de 
S'", IC étant un entier positif ou négatif. 

2." Si 0, est un point double de SI', les conséquents O-, 0 ,,..., 0, 
qu'on en déduit par la substitiition (1) sont aussi points doubles de 8". 

3.0 Si 0 ,  appartient à l'indice p, il en est de inêine de O,, 0 ,,..., O,,. 
4.0 Les points doubles d'indice p cle la substitution S2' se distribuent 

en cycles de 1) points doubles peniiutables circulairement par la substitu- 
tion (1). 

Soit iiiaintenant 31 uii point, JI,, JI2,. . . les conséqiieiits et JI , , ,II_-,.;. 

les antécédents qu'on en déduit par la substitution (1). Il peut arriver que 
ces conséqiients et ces antécédents n'aient pas de point limite, niais qu'en 
prenant les points JI,,, JI- ,,,.... J I  ,,,,... dont l'indice est divisible par p ,  la 
suite de ces points ait un point liinite: ce point limite est alors lin point 
double de la. substitution SI'. M.r K c ~ x ~ a s  l'appelle yoirzt .lirwite il. cowergeme 
ii.régzdière. Mr Po.rn.cmÉ, qui a considéré aussi de pareils points, les appelle 
des yoitzts limites oscillcltzts (**). 

Soit O , ,  O,,. .. , O,, un cycle de 2) points appartenant à l'indice p et per- 
mutables par la substitution Si. Fornioris l'équation en S relative à la sub- 
stitution S1' et au point double O,. Si les racines de cette équation sont di- 
stinctes, différentes de O et si aucune des deus racines n'est une puissance 
entière de l'autre, il existe (s 5) deux courbes Cl, C', invariantes par la 
substitution S" et définies clans le domaine de O,. Par la substitution ( l ) ,  

(") K ~ K ~ G s ,  Beil~erclzes sur les s ~ ~ t ) s t i t ! ~ t i « ~ ~ s  L C I L ~ ~ O ~ I ~ C S  (Bullet. des Sciences 5lütt~éniü- 
tiques, 1183.) 

(**) POISCARÉ, Sur u+te classe nouuelle de trn~~seencln~ates unifov?nes. (.Journal de Math. 
pures et appliquées, 180.) 
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ces deux courbes auront pour conséquentes deus courbes C,, C', passant par 0, 
et définies dans le domaine de O,, celles-ci deux courbes C,, Cf, définies dans 
le domaine de O,, et ainsi de suite jusyu'à ce qu'on revienne aux courbes 
C,, C',. II existe donc deux  cycles de 11 courbes C , ,  Cf2 ,..., C, et C', , C',, ..., C:,, 
ces courbes étant définies respectivement rlccns des tlommines elztourrozt 0, , O,, . . . , 
O, et les coccrbes de chaque cycle se permutcozt circi~lnirement par l n  szcbstittcfion (1). 

Au point de vue purement analytique, on a déterminé ainsi un systèiiie 
de p fonctions (i/, (x), +z (x), . . . , +$, (x) vérifiant le système d'équations fonc- 
tionnelles suivant : 

$2 Li(., +1 h))] = ?  [:E, 1, (x)l 

Il peut arriver que la substitutioii 8" ütliiiette une courbe de points 
doubles Cl ($ 6); il existe alors un cycle de p courbes Cl, C, ,..., C, per- 
mutables circulairement par la substitution S' et possédant la propriété 
suivante: tout point O, de l'une de ces courbes C, coïncide avec son pe con- 
séquent O,,,,, les conséquents O,, O ,,..., O,, étant respectivement sur C,, 
C ,,..., Cl, .  Dans ce cas il rSsulte du 6 que pilr le point 0, passe une 
courbe C', a ~ ~ t r e  que C, et invariante par 8'': cette courbe donnera liais- 
sa.nce & un cycle de courbes Cf,, C',, ... , C', définies respectivement dans 
des domaines entourant O , ,  O z  ,. . . , O,, et permutable circulairenient par S ' .  

Passoiis à l'étude de l'itération d'un point JI: pris dans le domaine 
d'un point double O, de la substitution S' appartenant à l'indice 11; la dis- 
position des conséyuents et des antécédents successifs de 111, r4sulte iimîé- 
diateiiient des propositions établies dans le cas où y est égal ;i 1 (# 8 à II).  
Cette disposition dépend des racines de l'équation en S relative à. la suk- 
stilution S":  par exemple si les racines sont réelles et inférieures en module 
à 1, si de plus aucune des deus racines n'est une puissance entière de 
l'autre, les conséquents pris de p en p ont pour limite un des points O , ,  
O, ,. .., O, formant avec O, un cycle de points oscillants, tandis que, pris de 
un en un, ils oscillent du voisinage de O, au  voisinage de O,, puis de O, 
et ainsi de suite. 

11 n'y a aucune diEculté à généraliser de niênie les autres résultats. 
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CHAPITRE II. 

16. Soit donnée une substitution à trois mriables: 

et un point double de cette substitution que nous prendrons pour origine. 
Fornioiis l'équation en S relative au point double: 

Supposons les racines S,  S', S v  de cette équation distinctes: la substi- 
tution donnée peut alors se ramener à la foriiie suivante, par uri cliaii- 
gement de variables : 

f, ., 9 sont des fonctious que iious supposerons lioloriiorplies daus le do- 
iiiaine de l'origine et qui s'annullelit ainsi que leurs dérivées du preiiiiei. 
ordre 1101~- r: = y = z = 0. 

On peut se proposer (le chercher soit des cotcrbeü, soit des o/trfclces 
analytiques invariantes par cette substitution et passant par le point c1oiil)le. 
Kous suivrons la iiiêiiie iiiCthotle que dans le cas de deus variables et iious 
coiniiiencerons par la recherche des courbes, qui conduit à des résultats 
tout pareils à ceux établis pour deus variables. 

17. Courbes invnricc)ztes. - Une courbe analytique invariante passant 
par l'origine a nécessaireriient pour tangente l'une des droites O x, O y, O s. 

Cherchons une courbe invariante tangente à O x et soient: 

ZJ = + (x) a = (x;) 
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ou une surface invariante par une transformation. 39 

ses équations. Les fonctions + et ;C vérifient le système tl'éqiiations foric- 
tionnelles: 

Posons, pour siinplifier les notations: 

Les équations (4) deviennent: 

En prenant les dérivées successives des deux rneinbres de chacune de 
ces équations par rapport à x et en remplaçant x par zéro, on obtient des 
égalités permettant de calculer les coefficients +",, +"',,. .. et z", , z"',,. .. des 
séries + et z. O n  voit ilninédiatement que ce calcul donne lieu aux inêines 
remarques que dans le cas de deux variables (S 4). Nous nous bornerons 
à énoncer la conclusiori à laquelle on arrive, les démonstrations étant les 
inêrues: 

Considérons les dérivées à l'origine y',, y", , . . . , y:) de y oii + (x) coinnie 
étant respectivement de poids O, 1, 8, ..., ( p  - 1 )  et de niêlne pour x',, z",, ... , 
zp dérivées de z ou z (cc). Nous obtiendrons, en dérivant les deux éqiiations (5) 
par rapport à x, deux égalités de la forme: 

II ,,, a, et a, étant des polynômes en Suo, ,+'" ,,..., +r-'); ,, ,,..., ;CU-') de poids 
n - 2 par rapport à ces quantités. 

Le calcul formel est possible, si on suppose que S' et S v  me sont pas 
cles puissances entières de S. Dans le cas contraire, on est conduit en général 
ii une impossibilité dans le calcul des coefficients et par suite il m'y a yns 
en gPndrnl de soi~cfion holomorphe des équations fonctionnelles considérés: 
il peut arriver cependant qu'on soit conduit à une indétermination et il y 
aurait lieu de voir si la convergence des séries obtenues, est encore assurée 
dans ce cas, comiiie nous allons montrer qu'elle l'est pour le cas général 
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Mais nous laisserons ce cas de côté, en nous bornant au  cas général où le 
calcul formel est possible. 

Il reste donc à établir la convergence des séries obtenues, en supposaiil 
S'-Sn et Su-S" différents de O, quel que soit lz. 

On peut toujours supposer 1 S 1 < 1 en remplaçant au  besoin la substi- 
tution donnée par son inverse, qui admet évidemment les mêmes courbes 
invariantes qu'elle: le seul cas ainsi oinis est le cas limite où l'on aurait 
1 S 1 = 1. Considérons la substitution auxiliaire. 

oil,S, désigne un nombre compris entre 1 S 1 et 1 et F ( x ,  y, z )  la fonction 
majorante : 

11 existe un nombre h plus petit que 1, inférieur quel que soit n aus 
1s'-S"I 1s"--8-1 

' deux quantités et 
SI - s: SI - S'; 

Désignons par +, (x) et ;c, (x)  les séries analogues à + (x) et à x (3) polir 
la substitution (6): ces séries ont tous leurs coefficients positifs et, à cause 
de la remarque énoncée plus liaut relative~neiit aux poids des coefficients, oii 

aura, coinine pour deux variables (g -5): 

Si on démontre la convergence des séries +, (x) et X ,  (x) dans un cercle 
de rayon pl il résultera de là que les séries 4 et il seront convergentes dans 
le cercle de rayon h P .  

Pour prouver la convergence des séries +, et il,, il suffit de nioatrer 
qu'il existe une courbe analytique invariante par la sitbstitutioii (6 )  et tan- 
gente a O x. Posons : 
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La substitution (6) devient : 

d'où l'on déduit, comme dans le cas de deux variables (8 5), la courbe in 
variante : 

1 
série convergente si l'on a 1 n, 1 < - . 

B 
On en déduit une courbe invariante par (6) et tangente à O x : elle a 

pour équations : 

Les fonctions y et z de x définies implicitement par ces équations sont 
les fonctions +, (s) et X, ( x )  cherchées. 

On démontre de même l'existence de deux courbes analytiques inva- 
riantes tangentes respectivement à O y et à Oz. 

La méthode ainsi employée montre que les trois courbes obtenues sont 
les seules courbes analytiques (*) invariantes pasaanf par le point double. On 
peut donc énoncer le théorème suivant. 

THÉORÈME. Etant donnée une substitution à trois variables, si les racines 
de l'équation en S relative à wn point double de la substitution sont distinctes, 
de module différent de O et de 1 et si aucune des racines m'est une puissance 
entière d'une autre racine, il existe trois courbes a.na,lytiqztes ir~vnrinntas par 
la substitution, et trois seuleme?tt, pnssatzt par le poiltt dotcble et définies dans 
le domairze de ce point. 

Remarque. - La démonstration subsiste pour un rioiiibre quelconque 
de variables. La substitutio~z : 

xi = fi (x, , Xz , , . . , x,,) (i = 1 ,  9,. . . , n)  

(") Rappelons que nous entendons par courbe analytique (a 1) une courbe telle que 
deux au moins des coordonnées x, y, z puissent s'exprimer par des fonctions holoniorphes 
de la troisième. 

Une surface analytique sera de mêine uue surface telle que l'une au  moins des trois 
coordonnées x, y, z puisse s'exprimer en fonction holonîorphe des deux autres. 

Alzlzali di Matematica, Sarie III, Tomo XIII. 6 
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admet e n  un point double n courbes analytiques invariantes, si l'équation e n  S 
a ses racines distinctes, de module diffkrent de O et de 1 et s i  azcczcne des ra-  
cines m'est une  puissance entière d'une autre racine. Nous obtenons ainsi, 
dans le domaine d'un pareil point y), n - 1 fonctions holomorphes 4, (x,), 
+2  (x l ) ,  . . ., +npl (x,) vérifiant le système fonctionnel suivant : 

18. Surfaces invariantes. - Cherchons maintenant une surface ana- 
lytique invariante par la substitution (3)  et passant par l'origine. Le plan 
tangent à l'origine doit être l'un des plans de coorclonnées. 

Cherchons une surface tangente au plan xoy et soit: 

1 
+m (a,,, x3 + 3 ZP,,  z2 y + . - .) t . - . 

son équation. Nous désignons par z,.g la valeur prise par la dérivée 
" 

pour e = y = O. On a : z , , ~  = O  z,,, = O. Pour calculer Les autres 
ô a $s 
dérivées, Scrivons l'équation fonctionnelle que doit vérifier la fonction + (x, y): 

+ [ S  x + f (a, u, S (x,  y)) ,  8' Y + q, (a, Y ,  $ (x, Y))] = 

Posons pour simplifier: 

(*) Les courbes invariantes sont ainsi définies dans le voisinage de l'origine: dans 
certains cas, on pourra, à l'aide de la s~ibstitution donnée, faire le prolongement analytique 
des fonctions invariantes dans d'antres régions du plan. Dans son mémoire: Sur .une classe 
de transcendantes nouvelles. (Acta Mathematka, tonles 18 et  23). M. PICARD définit ainsi dans 
tout le plan des traiiscendaiites uniformes y, z , .  . ., t de la variable x invariantes par la 
substitution rationnelle : 

et présentant des singularités essentielles. Mr. POINCARÉ a étudié les fonctions invariantes 
par une substitution d e  la inênie forme et n'ayant pas pour x = O de point singulier essentiel 
(Sur uue classe ttouvelle de transcendades uniformes. Journal de Mathématiques, 1800). 
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L'équation fonctionnelle devient : 

On calculera les dérivées z,,p en prenant les dérivées des deux membres 
de cette équation (7) par rapport à a et à y et en y remplaçant x et y par 
zéro. En prenant les dérivées a fois par rapport à x et fois par rapport 

aa+e f 
à y et en désignant toujours par fa,p la valeur prise par la dérivée --- a xa a y~ 
d'une fonction f de x et de y pour x = y = O ,  on obtient: 

Le calcul des quantités 2 b , p  donne successiveinent: 

Le calcul des quantités [+ ( u ,  +v)la,p donne de inêine successivement: 

Dans ces formules u , ~  et doivent être remplacées par leurs valeurs 
fonction des quantités x , p ,  valeurs qu'on calcule colnilie on a calculé t l r ,p .  

Ces formules montrent que l'équation (8) prend la forme: 

va,p étant un polynôme par rapport aux dérivées s i ,  pour lesquelles i3-j 
est inférieur à a + p. On démontre en outre, comme on l'a fait a u  S 4 pour 
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le cas de deux variables, que le polynôme aa,p est de poids N + F - 9, si 
on attribue à xi,, le poids i + j - 1 : les coefficients de ce polynôme dépen- 
dent de S, 8' et des valeurs des dérivées iartielles des fonctions f ,  cp, 0 
pour x = y = a = O .  

L'égalité précédente permet de calculer +a.g lorsqu'on a calculé toutes 
les dérivées d'ordre inférieur à a + @, i~. conditiorb que S" -  S a  S'B ne soit 
pas nul. 

Nous supposerom do~u: que S" - Sa S'B n'ed wu1 pour cbucune valeur po- 
sitive ou nulle des eutiers a, p. Le calcul formel des coefficients est alors 
possible. 

Nom supposerons aussi que 1 S 1 et 1 S' 1 sont tous deux inférieurs ou 
tous deux supérieurs à 1 :  la démonstration de la- convergence de la série 
peut alors se faire comme pour deux variables. 

Nous pouvons toujours supposer que 1 S 1 et 1 S' 1 sont tous deux infé- 
rieurs CL 1, en remplaçant au besoin la substitution donnée par son inverse. 

Considérons la substitution auxiliaire: 

X = S ,  x + F ( x ,  y, 2) 

Y = S , y + F ( x ,  y, 2) (9) 

z = S, z - '2 P (x, y, 2) 

dans laquelle P (c, J, x )  désigne la fonction p' (X + Y f majorante 
1--P(x+ y t . q  

pour f, v, 8 et S, un nombre inférieur k 1 et supérieur à la fois à 1 S 1 et 
A 1 Sr 1 .  Désignons par +' (x, y) la série analogue à + (x, y) obtenue en rem- 
plaçant la substitution (3) par la substitution (9). 

La quantité 1 S"-Sas '?  1 est supérieure, pour toutes les valeurs des 
S ,  - S?~f i  

entiers a, fi à un certain nombre positif A qu'on peut toujours supposer 
inférieur à 1 (*) et on a: 

(*) Cela résulte des hyphoteses 1 S 1 < 1 1 S' 1 < 1. Si, au contraire, 1 était compris entre 
1 S 1 et 1 S' 1, l'ensemble des nombres S" - S a  S'B pourrait avoir zéro comme valeur limite. 
Eii supposant S, S', S" positifs, cela revient à chercher dans quel cas la droite 

passe à une distance minimum non nulle de tous les sommets du quadrillage formé par 
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Il résiilte alors de la valeur trouvée plus liaut pour +.,p et des pro- 
prietés relatives au poids de z,,p que l'on a, comme dans le cas de deux 
variables (§ 5) : 

Il ne reste plus qu'à prouver la convergence de la série +' dans un certain 
domaine 1 x 1 < p, 1 y [ < p pour qu'il en résulte la convergence de la série + 
dans le domaine IxJ<Ap 1 yI<Ap. 

La démonstration s'achève comme dans le cas de deus variables. Posons: 

La substitution (9) devient: 

et on en déduit la surface analytique, invariante par (9) et tangente au 
plan z O y, qui a pour équation: 

La série S1(x, y) s'obtient en résolvant cette équation par rapport à z. 
Ainsi l'existence d'une surface analytique invariante tangente au plan 

x O y est établie en supposant que S u  rt'est pas de la forme Sa  S'P ( a ,  /3 en- 
tiers positifs ou nuls) et que [ S 1 et [ S' 1 sont tous deux  inférieurs ou tous 
deux  supdrieurs ic 1 (*). 

les points du plan dont les coordonn8es sont des nombres entiers positifs ou nuls: on est 
assuré qu'il en est ainsi si le coefficient angnlaire de la droite est négatif (log S et log S', 
de même signe) tandis que, s'il est positif et iucommensurable, la droite passe aussi prks 
qu'on Ie veut d'une infinité de sommets du quadrillage, d'après un théorème bien connu 
sur les incommensurables. 

(*) La proposition ainsi énoncée appelle de nouvelles recherches, que je dois me borner 
à signaler: 

1.0 Dans le cas où 1 est compris entre 1 S 1 et 1 S' 1, la  méthode ne s'applique plus et 
il resterait à étudier la série dans ce cas: des dificult&s de même nature se prPsentent dans 
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19. Formes cnno~ziques de Zn substitution ic trois variables. - Suppo- 
SOIN que les trois racines S, S', S "  soient distinctes et qu'aucune des trois 
raciiies ne soit le produit de deus puissances à exposants entiers positifs 
ou nuls des deux autres racines. Il convient, pour appliquer la proposition 
précédente, de distinguer deus cas: 

PHEMIER CAS: 1 S 1 ,  1 S' 1, 1 S n  j sont tous trois inférieurs o u  tous trois 
supérieurs ù 1. -- La méthode précédente montre qu'il existe trois surfaces 
rcrzalytiques inuarinntes, et trois seule~nent, passant par le point double, une 
tangente à chacun des plans de 'coordonnées. On démontrera alors, coinrne 
dans le cas de deus variables (g 7) qu'on peut ramener la substitution à 
la forme: 

Y = [S + F (x, y, z) ]  

Y =  Y [ S ' t  @ ($7 Y ,  41 (10) 
z = z [S " + @ (x, y, z)] 

F', *, o étant trois fonctions nulles pour x = y = z = O et holoinorplies dans 
le domaine de l'origine. 

Les intersections mutuelles des trois surfaces invariantes prises deus 
ii deux sont les trois courbes invariantes dont nous avons établi l'existence 
au  § 17. 

DEUXIÈME CAS: Le nombre 1 est corqwis entre ln plus grande et la plus 
petite des qzcarttités 1 S 1, ] S' 1 ,  S" 1 .  - La méthode précédente ne démontre 
plus que l'existence d'une seule surface analytique invariante passant par 

l'itude des points singuliers des éy~iations différentielles oil l'on rencontre des développe- 
ments dans les termes desquels entrent en dénominateur des expressions de la forme 
US, + P Sn - Ss (a, entiers) pouvant devenir aussi petites qu'on le veut (Cf. DULAC, Re- 
cherches sur les poir~ts sil~yuliem cles équut. cliff&ei~tielles. Thèse 1903, page BB). 

9." Dans le cas où l'on aurait Sv= Sa S'b (OU S= S'" dans le cas de I2 variables), le 
calcul de Z E , ~  conduit en génkral à une in~possibilité et il n'y a pas alors de solution holo- 
morphe de l'équation fonctionnelle: exceptionnellement, il pourrait y avoir indétermination, 
le calcul for~nel donnerait une infinité de développements qu'il y aurait lieu d'étudier au 
point de vue de la convergence: la question analogue dans la théorie des points singuliers 
des équations différentielles a été étudiée par M. BENDIXON (Stoclchohn 0fu. 1894) et par 
M. HORN ( J O U T ~ E U ~  für Muthem. 1896). 

3 . O  Enfin il y aurait lieu de traiter le cas où l'une au moins des quantités 1 S 1, ( S' 1 
est égale à 1: le cas oii 1  S 1, [ S' 1, 1 S" 1 seraient tous les trois égaux à 1 présenterait sans 
doute un intkrêt particulier, puisque c'est le seul cas où la substitution puisse être stable, 
d'après les résultats obtenus par M. LEVI CIVITA que j'ai cités dans l'introduction, 
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le point double. Si l'on a par exemple: 1 S 1 < 1 < 1 S'] < 1 S" 1 ,  cette surface 
est tangente au plan y O G. 

Il y a deux a.utres développements susceptibles de représenter formel- 
lement deux surfaces tsngentes respectivement aux deux plans x O y et x O :: 
inais la méthode précédente ne permet plus d'établir leur convergence. 

On ne peut donc plus affirmer dans ce cas que la surface invariante 
obtenue soit la seule. 

Dans ce cas, nous ramènerons la substitution ii une forme canoiiiqiic 
un p~ moins simple que dans le cas précédent. 

On peut tout d'abord amener la surface invariante à être le plan x O y, 
en procédant comme dans le cas précédent. La substitution prend la forme : 

Z = z b (x, y, 2). 

11 y a trois courbes invariantes par cette substitution (8 17). Deux de ces 
courbes sont situées sur la surface invariante, qui est actuellement le plan 
x = O: en effet, la suhstitution, lorsqu'on l'applique à un point du plan 
x O y, devient la substitution à deux variables: 

11 y a deux courbes C, Cf invariantes par cette substitution, une tangente i 
O x et l'autre à O y :  ces deus courbes sont évidemirient deux des trois 
courbes invariantes par la substitution à trois variables. Il y a de plus une 
courbe invariante C" en dehors de la surface invariante. Nous allons amener 
ces trois courbes C, Ci, C" à devenir les trois axes de coordonnées. 

Soient : 
z = 0  y = +  (x)=a1x2+a2x3+." 

z = O  x=#,(y) = p l y O  + F , y 3 + . . *  
l 

les équations des courbes C, C' e t :  

les équations de la courbe C" qui est tangente à O 5. 
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Faisons le changement de variables suivant : 

le même changement étant effectué sur X, Y, Z qui sont remplacés par 

u, v, w (*). 
A la courbe invariante z = O y = + (2) correspond : zc = O w = O. 
A la courbe invariante z = O x = +, (y) correspond : v = O w = O. 
A la courbe invariante : y - 0 ,  (2 )  = O  x - (2)  = O correspond : u = O 

v = O. 
Pour simplifier les notations, désignons encore par x, y, z, X, Y, Z les 

nouvelles variables, au  lieu de les désigner par u, w, w, U, V, W. Les courbes 
invariantes devant être les axes de coordonnés et la surface invariante le 
plan % O y, la substitution prendra la forme : 

F, 4, @, f et ? sont des fonctions l-ioloniorphes dans le domaine de l'origine 
et  les trois premières sont nulles à l'origine. Les ternies du premier degré 
dans X ,  Y, % sont Sx ,  S 'y ,  S " z ,  car les racines de l'équation en S restent 
invariantes par toute transfornlation ponctuelle régulière à l'origine. 

80. Itération d'.un point. - Servons-nous des formes canoniques ainsi 
établies pour étudier la disposition des conséquents et des antécédents suc- 
cessifs d7u11 point pris dans le domaine du point double. Nous supposerons, 
conirne nous l'avons fait jusqii'ici, que les trois racines de l'équation en S 
sont distinctes, ont des modules différents de O et de 1 et qu'aucune des 
racines n'est égale au  produit de deux puissanc,es à exposants entier; posi- 
tifs ou nuls des deiix autres racines. 

(") Les formules du chaiigemeiit de variables permettent d'exprimer x, g, 2 par des fonc- 
tions holomorphes de u, u, m dans le domaine de l'origine, puisque le dsteriiiinant foiictioiiiirl 
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Plusieurs cas peuvent se présenter et, dans ces divers cas, nous arri- 
verons à des résultats qui présentent une analogie frappante avec les ré- 
sultats obtenus par M.' PomcanB dans l'étude des courbes définies par un 
sgstènie d'équations différentielles du premier ordre dans le voisinage d'iiii 
point singulier (*). La raison de cette analogie sera expliquée plus loin 
(Chap. III). 

PREMIER CAS: Les trois mciibes sout réelles et on cc S < S' < S" < 1 
11 y a alors trois surfaces invariantes 2, Y, X" et trois courbes invariantes 
C, C', C qui sont les intersections des trois surfaces deus à deus. 

En se servant de la forme canonique (IO), on verra, coninie dans le cas 
de deux variables (s 8)? que les conséquents successifs d'un point suffisarn- 
ment voisin du point double ont pour limite le point double et qu'en 66- 
néral ils tendent vers ce point tangentiellenient à la courbe invariante C" 
(correspondant à la racine S" de plus grand module). 

. 

De plus, le plan déterminé par la tangente à C" et par le W." cons& 
quent à en général pour limite le plan tangeiit à la surface 2 (celle des 
trois surfaces qui contient C' et C'Y)': en effet, en se serrant de la forme 
canonique et en clésignant par x , ,  y,, z,, les coordoiliiées du n." conse- 

yuént, on voit aisément que l'on a:  , k étant un noinbre 

fixe infhieur il 1 et que par suite 5 tend vers zbm,  c'est-à-dire que Ir plan 
y. 

déterminé par O HI et par le 1.2." conséquent a pour limite le plan y O a. 
Certains de ces résiiltatç toinbent en défaut si le point initial est pris 

sur l'une des courbes invariantes ou sur l'une des surfaces invariantes: alors 
le n.9onséquent a toujours pour limite le point double, illais il se déplace 
en restant sur la courbe ou sur la surface invariante à laquelle appartenait 
le point initial, de sorte que les autres résultats tombent en partie : par 
exemple, si le point initial est pris sur X, le .nP conséqueiît tend vers le point 
double tangentiellement à C' et non plus à Cu.  

DEUXIÈME CAS: les trois rncirzes sotôt réelles et ou cc: S > 8' > 8'" > 1. 
Dans ce cas, on obtient pour les antéc6cl&s successifs d'un point les i6- 
sultats énoncés dans le cas précédent pour les conséquents: il suffit de reni- 
placer la substitution par son inverse pour être rainené au  cas précédent. 

(*) POINCARI?, Sur les courbes rlifi&s pur les ~ ~ U U ~ L O I L S  diff41~e~~tielles. ( 4 . 0  partie, Joiiriial 
de Liouville, 1886). 

Aimuli tli Xatel~iatica, Serie I I I ,  Tonio SIII. 7 
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Les cleux prelniers cas sont les analogues du cas d'un +zaeud, dans la 
théorie de M.r POINCAH~? (page 1rd du niéinoire cité plus haut). 

TROISIÈ~E CAS: les modzcles des trois rccci~aes s o ~ t  inférieurs il 1, mais il y 
cc deux rc~ciraes imcrgi~zaires co~zjupées et utle rcrcine réelle: S = S' < 1, 
S" < 1 .  

11 y a clails ce cas une seule surfixe réelle iiivaria~ite :" ct uiie seule 
courbe réelle iiivariaiite C" qui est extérieure à 3" et qui eht l'intersectioii 
cles deus surfaces iinagiizaires coiijuguées 2,  z'. 

En procédant comme au  $ 9, on iiiettrn la suhstitutio~i sous la. foriiie: 

et on dknioritrera, coinine dans le cas de deus varid)les, clLie les coilséc~iieiits 
successifs tendent vers le point double. 

De plus le plan déterminé par la tangente à. la courbe C" et par le 9%" 

coiiséquent tourne indéfiniment autour de cette tangente, sans avoir de li- 
mite (8 10). 

Quint à. la droite qui joint le point double au 9%' conséquent, deus cas 
peuvent se présenter : 

Supposons d'abord S < S u  1 : désignons par p,, , o,, , z,, les coordonnées 

seini-polaires du ne consbyuent; on voit que - tcnd en gknéral vers 0- (il g 
Et, 

a évidemment exception si le point initial est pris sur la surface z = O ou Y). 
La droite qui joint le point double au ne conséquent a donc pour liiiiite la 
tangente à la courbe C" (ou, sous la forme réduite, la droite O z : i; = O). 

P Supposons au  contraire 1 S / > / S" j : 2 croit iiidéfininîent; la droite joi- 
$9, 

giiaiit l'origine au gzc cconséyueiit se rapproche indéfiniment de la surface 
z = 0 ou x", sans avoir d'ailleurs de position limite, puisque nous venons 
de voir que le plan déterminé par O s  et par cette droite n'avait pas de 
position liiiiite (il y a évidemment exception si le point ii~itial est pris sur 
la courbe C" : p = 0). 

Dans le cas où S et S" sont égaux, n-ous ne pouvoils plus rien coii- 

clure pour la limite du rapport - 
29, 

& UATRIEIVIE cas : les mochles des trois rncirtes sont supérieurs ir. 1, mais 
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i l  y a deltir: rac ines  imcrginnires c o ~ r j l t p é e s  et w t e  rncine réelle : S = S' > 1 
1s'' >1 .  

On obtient pour les antéc6dents les résultats ohtenus tlans le troisième 
cas pour les consbqiients. 

Le troisiénie et  le quatrihie cas sont les nrialogues du cas tl'iin foyer, 
dans la tliéorie de M.r POINCARÉ (loc. cit., pages 1%-169). 

CINQUIEME CAS: les trois  rricines sont réelles, d e u x  i n f é v i e w e s  i c  1 et w z e  
wpér i e z t re  ic 1 ,  e n  ?$aleut- ccbsolzte : S < S' < 1 < S u  . 

Il y a une seule surface invariante r" passant par le point double, elle 
contient deux courbes invariantes C, Cf et il y a iine troisième conrbe inra- 
riante Cr' en dehors de Y'. 

Si un point est pris sur Y', ses conséquents successifs restent sur Y' et 
ont pour lirnite le point double, la droite qui joint le point double au  ne 
conséquent ayant une position lirnite: on voit en effet, en se servant de 
la forme canonique (11) que pour un point de Y, on retombe sur le leer cas 
de l'itération à deux variables (S 8). 

Mais si un point est pris en dehors de Y, ses conséquents successifs à 
partir d'un certain rang sont situés en dehors du doiiiaine de définition 
de la substitution et on ne peut plus rien dire. Cela résulte de ce yiie 
l'on a: 1 z,,, > k x, , k étant un nombre fixe supérieur à 1. 

SIXIÈME CAS: les tl-ois racines  sont réelles et l 'on cc: S > S' > 1 > S n  . 
On obtient pour les antécédents les résultats obtenus dans le cinquième 

cas pour les conséquents. 
Ce cinquième et ce sixième cas sont les analogues du cas d'un col 

dans la théorie de M.= POINCAHÉ (10~. cit., pages 15&1;38). 
SEPTI~ME CAS. Dewx rncines i m a g i n a i r e s  conjwgztées d e  module  infér ieur  

c i  1 et ztne racine  réelle d e  module ,w@riez~r  h 1 .  S = 8' < 1 < S" 1 .  
- On arrive aux mêmes concliisions que dans le cinqiii+iiie cas, sauf en ce 
qui concerne un point pris sur 2": les conséquents (l'un pareil point tendent 
vers le point double, mais la droite qui joint un cons4quent au point dou- 
ble, au lieu d'avoir iine position liiiiite, toiirne incléfininient autour du 
point double. 

H U I ~ ~ ~ ~ ~ M F :  CAS. D e ? ~ x  rncines i ~ n a g i m i r e s  conj?cguées d e  modttle swpériew- 
ù l ' e t  qcne rncine réelle d e  module i ~ ? f é r i e u r  it 1: S = S' > 1 > Su . 
On ohtient pour les antéc6clents les resultats obteniis dans le septième cas 
pour les conséquents. 

Le septième et le huitième ras correspondent au cas (l'un col-foyer daus 
la théorie de M.' P O J N Ç A R ~ ~  (ioc. cit. page 160). 
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21. C'us oic la swbstitzdion a une infinite! de points do.ztb1e.s fomcc~f  
wne surface. -- Dans ce qiii précède, rious avons considéré une siil~sti- 
tution à trois variables dans le doiiiaine d'un point double isolé. 11 peut 
arriver que ln sul>stitution ait une iiifiuité de poiiits clouhles foriiiant uiie 
surface ou iine courbe. 

Supposons d'abord que 1ü substitution ndiiiette une wrfrrce de poiiits 
tloubles. Je dis qu'en tout point de la surface, l'équation .en S a iine raciiic 
double égale i 1. En effet, prenons un point qiielconqiw de la surface po i~ r  
origine et le plan tangent coinnie plail des x y et soient: 

les équations de la substitution; les coordonnées des points doubles véri- 
fient les équations: 

X = ~ E  + b y  + c $  - . . .  

D'après l'hypotlièse qu'il y a une surface de points douhles tangente 
au plan x 0 y .en 0, ces équations doivent subsister lorsqu'on donne à a 
et à y des accroisseiiients arbitraires infinilnent petits 8 x, 8 y et à x l'ac- 
croissement S s = O. On a donc, quels que soient S x, 8 9: 

et les équations de la substitution de~rrenneiit: 

c z cf Z 
En remplaçant x et y par x + - et par y + 6"'- 1 et en effectuant 

S V  - 1 
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les ternies non écrits étant de t leg~é supérieur au  premier. Soiis cette 
forme, 011 voit iiriniédiateinent que cleux des racines S, S '  sont Clgales 1 1 
et nous supposerons la troisième racine S" différente de 1. Il est facile de 
chercher les courbes et les surfaces analytiques invariantes passant priy 
l'origine. La surface des points doubles est une preinière surface invariante 
et toute courbe tracée sur cette surface est une courbe invariante. Toute 
autre courbe analytique invariante doit être tangente à O z  et coiiiiiie la 
substitution (13) a la forme (3), nous pouvons appliquer à cette substitution 
la mSthode des $9 17 et 18, quoique l'équation en S ait actuellement une 
racine double: on voit qu'il existe une courbe invariante tangente à Oz, 
puisque .l -Sn" n'est nul pour aucune valeur de n. On obtient donc les 
résultats suivants: 

Lorsyu'u~te szcbstitution li trois vccriablas possède une infinité de po in f~  
doubles fortwatzt une szcrfccce, par tout point de cette surfcice pcrsse en général 
une courbe ann ly f i pe  i)zvnrinnte non s i tde  s w  Zn szcrfcice. O n  roit qu'il y a 
en outre une infinité de courbes analytiques invariantes, ce sont toutes celles 
qu'on peut tracer sur la surface des points doubles; il y a aussi une infi- 
nité de surfaces analytiques invariantes obteriues e n  associaiit les courhes 
arialytiques non sitiikes sur la surface des points doubles, de façon à ce 
qu'elles forment des surfaces analytiques. Les points doubles pour lesquels 
la racine S v  serait aussi égale à 1 sont des points exceptionnels dans le 
doniaine desquels les résultats précédents ne s'appliquent plus. 

29. Cas oh l m  substitution a une infi)zit4 de points clozclilles formant u t l e  

courbe. - En tout point de la courbe des points doubles, l'équation en S a 
une racine égale à 1. En effet, si on prend ce point comme origine et la 
tangente à la courbe double pour axe des r on doit a ~ o i r ,  en coristvnnt 
les notations du paragraphe précédent : 
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L'écpation en S rt uue racine égale à 1, Si on suppose les tleiix aiitws 
racines distinctes et différentes de 1, on peut, par lin clinngeiiieiît tic varia- 
hies liiihire, ramener la substitution A la fornie : 

Il résulte alors du S 17 que par tout point de I : courbe C des pvinbs 
d o d e s  passent en général deux courbes analytiques Cf', C" irzvccriantes par 
ln substitution: il ne peut y avoir exception qu'en un point oil les racines 
S et S' seraient égales à zero ou à $. 1 ou en lin point oii S et S' seraieiit 
confondues. 

Quant aux surfaces invariantes, il en passe d'abord deux par tout point O 
de la courbe C des points doubles: ce sont les surfaces engendrées par C', 
C"' lorsque O se déplace sur la courbe C: il résulte en outre dii 8 18 qu'il 
passe iine troisième surface invariante par 0, si S , S' sont tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à 1. Ainsi : 

Par tout point de la coltrbe des points doMes  passent t7enx ozc trois 
swfaces inrarinîztes ycrr la snbstitîction. 

L'étude de l'itération d'un point pris dans le voisiriage (le la coiirbct 
des points doubles est facile: elle se fait coinine tlaris le cas (le deiix va- 
riables (s 11). Soit A H un arc de la courbe des points doubles le long 
cluqiiel S et S' sont i~~férieiirs à 1 : on petit tlbfinir im tloniaine entoii- 
rnnt A Tl ct tel yiie les coris6rjiients siicwssifs de toiit point de ce doiiinine 
tericleiit vers un point O de l'arc A R  en restant siir une siirface aiialytiqiic 
iiivariante: ces conséqcwnts tendent vers O suivant ime tlirectioii cléterinin+, 
si S et S' sont rbels et tournent aii contraire intl4fiiiiirient autour tle O 
si S et S' sont iiiinginaires. Si S et S' sont suplririirs à 1 le long 
de l'arc A B, les rPsiiltats pr4cbtlents s'nppliqiient aiix niitbc4cleiits. Eiifin 
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si 5' 1 et S' çouiprennent 1, les coiisi:qiit~iits et les ant6cécleiits, A partir 
d'un ceitiiiil rang, sortent du cloiiiniiie ct oii ue peut pliis rien dire. 

L'étude de l'itération claiis le roisintige d'uiie surfiice cle points clou1)lcs 
est iiiiiiiédiate et iio~is rie iioiis y ürr6terons pas. 

Ces résiiltats présentent eiicore uiie ailalogie frappnlite avec les rbsul- 
tats éta1)lis par M.r Pol~c:ai<k claris 1'4tiitlc clcç coiirbes siiigiilii~res cl'iiii 
systkiiie de tleiix Cyuations clitf6rentiellcs t l i i  preiliiei. ordre à trois mriahles 
(loc. cit. pages 162-167). 

33. Poit~ts limites os~L11(~t~ts 0 t h  <L comvrgerux ir-r*égdiCr.e. - Les i.&al- 
tats 6iioricés dans le cas de deus varia1)les (Cllap. 1 15) s'bteotlent iiiiiiié- 
cliütc~nent nu cas cle trois varial~les: oii g4néralise la notioii de point double 
cl'iiiie siihstitutioii en introduisant des cycles de 11 poiilts perniiitahles cir- 
culaireinent par la substitution: par ces 1)oints passent en géiiéral trois 
cycles de p courbes et, suivant les cas, trois cycles ou un cycle de p surfaces 
se perniutant circulairenient par la substitutioii. 

La traduction analytique de ces resiiltats au point de vue des équations 
fonctionnelles n'offre aucune dificulté et nous ne nons arreterons pas plus 
longte~ilps sur ce cas de la convergence irrégulière. 

CHAPITRE: III. 

94. .Déterrrrinntion des courbes et c7es surfaces irl.varia~ztes ù l'nide de 1'd- 
q u o t i o i ~  (la Schr~der.  - Kous avons dbteriliiné les courbes et les surfaces 
analyticpes invariantes par m e  substitution li deus ou à trois variables et 
passant par un point double de la substitution. Cette recherche peut se rat- 
tacher à l'btude des équations  ABEL EL et de S C H R ~ D E H  relatives à la substi- 
tution. 

Soit par exemple une substitution à trois rariahles 

L'équation de S C H R ~ D E R  re la t i~e  à cette s~11stitution est l'équation foiic- 
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56 Lat t 6s: Sur tes équcctiorcs fonctiorzizehs qui d+@&sent une courbe 

tioimelle suivante : 

o i ~  + cl6signe la fonctioii iiicoiiuiie et h: iiiie coiistaiite. 
L'équation CI'ABEJ~ se déduit de 116quatioii (2 )  eii posant : 

+ l  ( x ,  y, ,') = log / ( x ,  9, X )  

ce qui donlie : 

Lhns le cas d'une variable, I'éqiiation (2) devierit: 

Elle a été étudiée dans le voisiiiage cl'iin point racine x ,  de l'éqiiatioii 
f (x )  = rx; par M.' K ~ N I G S ,  C ~ I I S  le cas géiibral oii f ' (x , )  est différent de 1 
et de 0, par 11.' G H ~ V Y  et A1.l' I,EAU dans ces deux derniers cas (*). 

Ibis le cas de 1% variahles, les éqiintioiis  AHEL EL et de S C H R ~ D E H  011t 

été étudiés par Al: LEAV. Coilsi~léroiis l'équation S relative à iiii poiiît 
double cle la substitution, supposoris que les raciiies S , ,  S,, ... . S,, de cette 
équation soient distinctes, toutes inférieures oii toutes supérieures en 1110- 
dule à 1, et qu'aucune des raciiies lie soit égale à un prodiiit de pt~issances 
entière; des autres racines. M.r LEAC démontre que l'équation de S C H K ~ D E R  
alinet alors 12 solutions lioloiiiorpl-ies dans le doinaine du poiiit douhle et 
telles que les dérivées premières lie sont pas toutes nulles au point doul~le; 
pour ces 92 solutioiis, la constante X: a respectivenlent le,.; ~a le i i r s  S ,  , 
S:! ,.. ., S.? (**). 

Ce résultat pcrniet de dbfiriir les courbes et les surfaces aiialyticlues 
invariantes passant par uii point double. Soit par exemple la s i ~ ~ s t i t u t i ~ n  (1). 

(') KCENIGS, Recl~erches sur. les sitbsfitictio~is u i t i f o ~ ~ i t e s  (Bullet. des Sciences Mi~thbiii;i- 
tiques, 1833. - Ilechercl~es sur les équntior~s fo~zction~~elles (diiiiüles de 1'Ecole Noriiiüle, 1836). 

GREVP, SUT les équations fo izc t ion~~el l~s  (Auiiales de 1'Ecole I\'orniale, 1851). 
LEAU, Etude sur les eg~tat io~zs  foi~ctiomelles (Annales d e  la faciilté des Scieiices dc 

Toulouse, 1897). 011 txuvera dans ce der~iier mémoire l'iiidication des travaux a11tC.r.ieurs 
faits à ce sujet par plusieurs autres geoii~ètres. 

(**) M.r LEAU traite aussi le cas o i ~  les raciiies lie sont pas distiiictes et le cas oil cer- 
taines des racines sont des produits de puissüiices entières des autres raciiies: inais nous 
laisseroiis ces cas de côte coinine iious l'avons fait dalis les chap. 1 et II. 
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D'après le tliéorème de Ri.r LEAU, il existe trois fonctions holoniorplies $,, 
<,, +,, vérifiant les équation déduites de l'équation (8) en donnant respecti- 
vement à Tc les valeurs S , ,  S,, 8,. Il est évident, d'après ces équations (9), 
que les équations: 

définissent trois surfaces invariantes par la substitution (2) et l~assaiit par 
le point double et comme les dbrivées partielles di1 premier ordre de #,, 
),, +, ne sont pas toutes nulles au point double, ces équations définissent 
l'une des coordonnées en fonction implicite des deux autres dans le doinaine 
du point double. 

A i m i ,  eîz. égalant it zéro les trois so iu t iom lzo7omorphes de l'équation de 
SCHRCEDER, 092 t14feririi1ze, sous forme implicite, les trois sawfaceu ccnnlytiqtces 
inz~aricrntes p a r  la sirbsti tdion ( 1 )  et passant  par le point double. Les trois 
courbes invnricrnfes sont les iu fe~sect iotzs  de  ces sztrfcrces dczcx b deux. 

Mais la inéthodc précédente ne s'applique pas au cas où les inodules 
des racines- sont les uns inférieurs et les autres supérieurs à 1: dans les 
cleus chapitres précédents, iious mens pu définir, dans ce cas aussi, des 
courbes et des surfaces invariantes. 

25. Dénionstration de  llexistence cles solut io~zs  de l 'épcation de SCHH(EDER. 
- M.r LEAU a démontré les résultats énoncés ail paragraphe précédent en 
ruilsidérant l'equation de SCHHEDEK comme un cas particulier d'équations 
foiictionnelles plus générales quY a étudiées dans le travail cité plus haut. 
Mais on peut obtenir les solutions de cette équation par la inéthode iilêiiie 
qui a servi à AL1' IGENIGS dans le cas d'une variable, en employant les for- 
mes cüiionicpes de la substitution que nous avons dorinées aux §§ 7 et 19. 
Nous allons étendre airisi la iiléthocle de M.r Kawrck au  cas de plusieurs 
variables. 

Rappelons d'abord la méthode employée par M.r Iimxrcs dans le cas 
cl'une variable (*), en modifiant légèrement les notations. Etant donnée la 
substitution à une variable : 

. X = ~ ( X ) = S X + ~ X ' + F X ~ - L . - .  

désignons par x,, le fi' coiiséquent du point x :  M.' K ~ R I G S  démontre que 

(*) Bullet. des Sciences Matlhénmtiques, 1883, pages 345, 326. - A~rnnles de 1'Ecole Nor- 
~ i m l e ,  1882. 

AmaZi  d i  Matematicn, Serir I I I ,  Toiiin SIII. 8 
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X l'expression +, , en supposant S < 1 ,  a une liiiiite pour n infini et que 
3 

cette limite est une fonction + (x) holoiiiorplie dans le domaine de l'origine 
et vérifiant l'équation: 

En outre: 

Considérons de ~iiêlne une substitution, à trois variables par ese~iiple, 
supposoi-is que les racines de l'équation en S soient inférieures en niodule 
à 1 (*) et qu'aucune des racines ne soit le produit de deus puissances à 
exposants entiers des deux autres racines: on a vu (8 19) qu'oii pouvait 
ramener la substitution à la forme: 

F, Qi, O étant trois fondions de x, J, z liolo~iiorpl-ies et nulles à l'origilie. 
Si l'on désigne par x,,, y,,, a,, les coordonnées du ne conséquent du point 
X, y, z, on a: 

Ctablir la convergence du produit infini dorit le ternie général est 

1 4- (x,, , y,, ? %#) 

ou cle la &rie doiit le ternie général est 1 F (A,,, y,,, z, ,)  1. On peut trouver 
deus noiiibres positifs JI et p tels que l'on ait, clans uii domaine suffisain- 
ment restreint autour de l'origine: 

(*) Le cas o i ~  les raciiies seraient sup6iGxires en niodult: à 1 se raiii2iie à celui-ci en 
remplaqant la substitution donnée par son inverse. 
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ou uwe swfilce intiarinnte par une trmsformcct ion. 59 

On est donc raineni. cléinoiitrei. la convergence de la série tloiit le teriiie 
nthbral est: 

Siipposoiis d'abord que le point initial n'appartieiiilc pas s u  plan i = 0: 
dors  i,, n'est pas nul et oii a vil (g 90, Z.er cas) (pie le n' conséquent ti'uli 
point iî'apparteiiant pas à la surface i~ lva~iante  z - 0 tendait rem l'origine 

tnng~ntiellriiiriit i l'iiitersection O r  des ileus autres sni~faccs : y' et :'' ont 
-Il - 8 ,  

tlonc poiir limite z h o ;  il PH sésillte que le rapport : 

+ %+I v 1-PL r,, + y v  1 Z r  1 . 

& I + l  1 - E [ %,,+, + 1 Y ~ + I  t x,, ] 

a la inênie limite que le rapport / 2 1 ,  c'est-à-dire S,  qui est inférieur à l: 

la série est donc convergente. . , 

Si le point initial appartient à la surface z = O, on a z ,  = O  quel que 
soit n et le teriiie général devient: 

On clémontrera cornine précéderiiment que - a inêine liiiiite que 
26, 

cette limite est 5 ,  1 qui est inférieur à 1 et la série est convergente. Il y a 
encore exception si le point initial est pris sur 1% courbe y = z = O .  Le 
t eriue g h é r a l  devient : 

JI F x,, 
l 4 , ,  = - . 

1 - p x,, 
ct le rapport ' ! !  a poiir limite S ,  . 

?&,, 

Ainsi, dans tous les cas, le rapport 5 a une liiilite qui est S ,  , S,  1 
% 

ou 1 S ,  : cette limite étant inférieure à 1 dans les trois cas, le produit infini 

est absolument convergent. Il en résulte que %" a une liniite (pie nous clé- s; 
signerons par + (x, y, x )  et qui posséde les propriétés suivantes; 
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63 L a t t è s :  S u r  les équations fonctionnelles qui ddfinissent uns co~srbe 

c l o ~ i ~ a i n e  au tour  d e  l'origine, elle est nu l l e  sur la  sur face  i n c a r i a d e  x = 0, 
ses cZdri&es partielles +',, +IZ sovzt mcllcs il l 'origine, t a n d i s  que $',, est di@- 
ren t  de zéro et enf in  elle vérifie l ' é y ~ a t i o r ~  de  SCHH~IDER: 

= s, + (a, g, 3). 

Nous nous bornerons il démontrer ce dernier point, les clhioiistra- 
tions de ces propositions étant les gbnéralisations iiiinibdiates de celles cpirh 
M.= K m ~ a s  n données dans le cas d'une rai*iablr (*). Posons: 

La fonction f,, (x, y, z )  a pour limite + (x, y, z). On a 

d'où l'identité : 

Lorque n crôit indéfiniment, on obtient en égalant les limites des deus 
iiîernbres : 

La proposition e,st donc déinontrée. 

On démontrerait de même que y,' et 5 oiit des limites qui sont des s; Sj 
fonctions holomorphes vérifiant l'équation foiictioiirielle (9)  dans lacliielle cin 
donne à Tc les valeurs S,, 8,. 

(*) Awnales de Z'EcoZe Nornzule, 1884 (§a III, IV, VI), 
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26. Nouuelles formes ccwoniy?ces d ' m e  s14bsf itution dcrns le cns oh les  
rcrcines de l'@cation en S sont foutes in fér i~wes  ou toutes supkiezcres el7 

vnlettr absol~te ic l 'mi fé .  - Continuons i iaisoniier dans le cas de trois 
varinl~les. Si on s u p p o s ~  S ,  , S2 , S ,  inf6rieurs (ou supérieurs) tous les 
trois li 1 et si nucuiic des racines n'est au produit (le cleus puis- 
sances eiitii.res cles autres racines, on l m ~ t  niettre la substitution sous la 
fornie canonique vue au 19: 

011 peut, en se servant tlrs solutions de l'byiiatioii de S c ~ i i t e n ~ ~  troii- 
rées nu paragraphe précédent, donner une forme encore plus simple à la 
siibstitutioii, foriiie signalée par M. LEAU dans le travail déj& cité (*). 

Nous avons démontré l'existence de trois fonctions Iioloinorphes SI (x,  y, z), 
+ y  (x,  y, 3))  + 3  (x ,  y, 2 )  vérifiant trois équations de la foriiie: 

+ [ x  (SI + F ( x ,  y, z)) , y (SY -L (x, y, a)), z (8, (m, y, a)] = k $ ( x ,  y, E )  

où la constante k a respectivetiieiit les valeurs S , ,  S,, 8,. Posons: 

+ l  (x, y, 2) = N  +2 (x )  y, 2) = v $, (x, y, Z )  = 10 

et pareilleiiient: 

+, (X, Y, 2, = u +? (1) Y, Z) = v + 3  (,Y) Y, 2) = 1%' 

Ces équations définissent x, y, a en fonction holoniorphe de u, v, 10 dans 

le domaine de l'origine, car le déterminant fonctionnel D (ai 9 1 ~ )  n'est pas 
D (x, Y, z) 

nul à l'origine, à cause des valeurs trouvées au paragraphe précédent pour 
les dérivées partielles des fonctions $. S i  on effectue le c 7 z n ~ p / i ~ e ~ t  de enrin- 
bles ainsi défini, ln sztbstit~ction prettd la forme: 

Telle est la forme canonique de la substitution signalée par M. LEAU. 
27. Éyuop>c génriale des courbes intwrinntes par une substitution ir 

clezcx ou à trois uariables. Le 
permet de trouver. aisément la. 
ntzalytique ou non, invariante 

résultat que nous venons d'énoncer nous 
forine générale des équations d'une courbe, 
par une substitution à deus ou à trois 1-a- 

(*) LEAU, loc. ci t .  Chap. IV, § 1. 
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62 L a t t è s :  Sur les équations fonctionnelles pi definissent u n e  courbe 

riahles, dans 1i. cas où la forme canonique que nous venolis de troiivcr est 
valable. 

Soit d'ahorcl une substitrition à deus rarial)les, +, (x, 9) et (- ( x ,  y) les 
tleus solutioils de l'équation de SCHRCEDER. Si nous posoi-is: 

+l js, y) =u jJ, (s, y) = l 1  

le problènie se raiiiène à la recherche des courbes iiivarinntes par la siib- 

st.itutioi1: 
T/=S1lc v=S?2' 

problème traité cornnie exemple au  $ 13. 
L'équation gCil6rnle d'une courbe invaria iitc est : 

[t)logs1 (ZC) désigilant une fonction périodique arbitraire, de pbriode log S , .  
On voit aisernent qu'on peut donner aussi à cette équation la forme plus 
symétrique: 

1 1 

ulogSs Olog$, (log 21) = ttlo"l Wlogs, (log I t )  

en désignant en général par o, (x) une fonction arbitraire de x admettant 
la période a. 

Si on revient aux variables E et  y, o n  uoit que  l 'équntion yé~qérale des  
cowbes  invar ian tes  p a r  u n e  snbsti tation ir, d e u x  z~nrinOles est, dal is  le cas  o h  
S ,  1 ,  S, 1 sont in fér i eurs  (OU su2)ériews) ic 1 et oic nucune  des  mci lres  n'est 

?(ne p ~ i s s m c e  entière de  1'cczstr.e racine: 

1 L - - 
[+1 (x, y)]10gP1 Wloy,Q, (log +,) = [ # %  (x, Ll]lO~Sa Olog,', (log +,) 

o i ~  &, et #, désignent dewx fomtions  7r,olo11zorp7~es fixes et O),, (a)  m e  fonctio~z 
arbitraire de période a. 

Bans le cas de trois variables, on ti.0m.e un résultat arialogue. Le pro- 
b l h c  (lu s 13 se traite, pour trois variahles, cornnie pour deux et les coiir- 
hes invariantes ont pour équations générales: 
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La inétliode ne s'applique pas au cas oii les raciiies sont les unes i~ifé- 
rieures, les autres supérieures à 1. 

28. Annlogies entre la théorie de l ' i tération et Zcc thdorie des cozwbes 
rl.4fiuies p a r  ukze équat ion différewtielle clans le dor~cairte d ' ~ u  p o h t  silyzslier. 
- L'étude des équations différentielles du premier ordre dans le doinaine 
d'un point singulier conduit à des résultats qui présentent une analogie 
évidente avec les résultats que nous avons obtenus dans 1ü tliéurie de l'ité- 
ratio11 à deux et à trois variables: c'est ainsi que dans l'étude de l'itération 
d'un point, dans le cas de trois variables (§ $#JO), nous avons été amenés à 
distinguer plusieurs cas qui correspondent aux divers cas envisagés par 
M.= POINÇAHÉ dans l'étude des trajectoires d'un système d'équations difT6- 
rentielles du premier ordre à trois variahles (*); la. forme (les équations 
générales d'une courbe invariante par une substitution trouvée au para- 
graphe précédent se rapproche également de la fornie des équations d'uiie 
trajectoire dans le cas d'un nœud. Nous allons voir la raison de cette 
liai soi^ entre les deus questions et inontrer que le cas des équations diRé- 
rentielles se présente comme un cas limite de la théorie de l'itération et 
des équations fonctionnelles qui se rattachent à cette théorie: nous retrou- 
verons ainsi plusieurs résultats de la théorie des équations différentielles. 

Kous raisonnerons d'abord clans le cas de deus variables. 
Considéroris la substitution : 

s = x - f ' ( & ,  y ) S t  

Y=?J+p(x, ? J ) S t  63) 

o i ~  S t clèsigiie un paramètre que nous ferons tendre ensuite vers zéro. 
Les points doubles de cette sul~stitution sont donnés par les équations: 

f (x;, 3) = O  y (x, 0) = O .  

En supposai~t le point double à l'origine, f et y ont la forme: 

j") Po~~caiti:, Sur les eottrbes tlé/îuies par les 6quutious tliff4~entielles, (4.e partie, Journal 
de Liouville, 18%). 

Pour l'étude des points siiigulieis des Pqiiatioiis cliff6rentielles, voir aussi: 
P i i : ~ l t ~ ,  Traite rZJA9iaZyse. Tome I I I  (Cl~ap. 1 et II et surtout le Chap. IX, relatif aux 

points siiiguliers des integrales réelles, qui contient les principaux rksultats établis par 
M.r P o ~ ~ c n n É  daiis le cas de deux variables, en particulier la défillition des nœuds, des 
cols et des foyers). 
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6.2 L n  t t ès: Sur  les équatior~s fonctlonnelles qui defikt iss~rtt z w e  cotcrba 

Supposons les racines 1, , h2, de l'éqiiatioii: 

h2 - (n 1 b') A , ct b' - b cc' = 0 

distinctes. 011 pourra, par un cha11ge1iiei-i t de varia1)le 1iiii.n ire, ra meilcl. 
f et ? à la forme: 

f (x ,  y ) = A , x - . . .  

y ( x ,  / J ) = A . , / J  L... 

ct la substitution (3)  dcvieiit: 

Les racilies de l'ityuution en S relative ii cette substitution soilt: 

Soit J = + (x) iule courl~e ailalytique iiirariailte par la siil~xtitutioii. La foiic- 
tion > (x) vérifie l'équation foiictiorinelle: 

dans laquelle on doit supposer y reniplacé par + (x ) .  Eii cléveloppttnt les 
cleux ineiiihres par rapport aux puissai~ces de 6 t, elle deïieiit : 

tl'oil eu dirisant les deus iiiembres par 8 t, eii faisant tendre S t vers z61~o 

cl) .  et en reiiiplaqaiit l+'(,x) par -- 
d x' 

Ainsi : 
L'équation fonctio~znelle qui ddfinit une cozwbe i n  car inde  par (3) tlevied 

ic la limite l'éqztrrtion diffét-entielle (6); les cozcrbes inzwriantes p a r  (5) derien- 
mefit les cowbes dt;finias par cette éq?tntiotz diffdrwfielle; les poids doubles de 
la szcbstitzction (3) devienuent les yoiuts sinpliers de l'équcrtio~z différentielle. 

Pour obtenir ilne coiirhe invariante par ilne substitution, il suffit, Conliile 
on l'a VII ($3 1 et 14 bis), (le considérer lin point P,, et s r s  c ~ i l s G ~ ~ ~ i e n t s  
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ozc une swface invariante par une transformation. 65 

P,, P, ,... ainsi que ses antécédents P-,, P -,,..., de joindre Po Pl par un 
arc de courbe: les arcs traiisforrnbs de Po Pl par la. substitution donnée ou 
par son inverse sont des arcs P, P,, P, P ,,... et Po P-,, Y, P -,,... qui par 
leur erisemble constituent une. courbe invariante. Lorsque, dans la substi- 
tution (4, on fait tendre S t vers 0, un point se rapproche indéfiniment de 
son conséquent et, à la limite, les antécédents et les conséquents successifs 
de Po Pl constituent une courbe intégrale de l'équation différentielle (6). Il 
en résulte que, clans le voisinage d'un point singulier, les courbes intégrales 
prksenteront plusieurs dispositioiis diffhentes suivant les diverses disposi- 
tions qui se présentent dans l'itération d'un point pour les conséquents et 
les antécbdents successifs (5s 8 et 9). 

Dans l'étude de l'itération d'un point, on a supposé S, = =  S,, ce qui, 
d'après les valeurs (4) de S, et de S,, conduit à supposer A,  = = A,; de plus, 
aucune cles racines n'&tait une puissance entière de l'autre: or, l'égalité: 
1 +hl 8 t = (1 + h,8 t)" devient à la limite: A, = n. 1, et on est conduit à sup- 

A 
poser que 2 n'est ni iiii entier positif, ni l'inverse d'un entier positif: c'est 

1, 
bien là une hypotlièse qu'on est conduit à faire dans la théorie des points 
singuliers (Voir PICARD, A~znlyse Tome 111, Chap. IX, § 3). 

Ces hypothèses faites, la discussion des 8 et 9 conduit à distinguer 
trois cas: 

1. 1, et A, réels et de m%ne signe. D'après les valeurs (4) de SI et de 
S,, ces clernières quantités sont alors toutes deux supérieures ou toutes 
deux inferieures à 1: on est donc dans le premier ou dans le deuxième 
cas du S 8 et les conséquents ou les antécédents successifs d'un point 
tendent vers l'origine: il en résulte que toute cozrrbe intégrasle suflisat~ment 
coisine de l'origine passe par ce point: l'origine est un ~zœud (PICARD, Cha- 
pitre IX, s 3). 

2. 1, et A, réels et de signes contraires. S ,  et S ,  sont alors l'un supérieur 
et l'autre inférieur à 2 ;  dans ce cas (5 8, 3" cas), il y a deux courbes C et 
C' telles que les conséquents successifs d'un point de C ou les antécédents 
siiccessifs d'un point de C' tendent vers l'origine, niais si le point initial est 
pris hors de C ou de C' les conséquents et les antécédents successifs à 
partir d'un certain rang sortent du domaine de l'origine. A la limite, on 
voit que l'équation différentielle (6) adinet deux intégrales réelles et deux 
seulement passant par le point singulier: c'est le cas du col (PICARD Cha- 
pitre IX, s h). 

Awtznli di Mutematka, Serie III, Tomo XIII. 9 
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66 L a t t è s :  S u r  les épuahons fo~tctiontzelies qui definissetzt une  courbe 

3. 1, et h, i r~mginoires  c o r ~ u p i s .  Les raciiies SI et S, sont alors iiiia- 
ginüires conjuguées: les antécédents ou les coriséqueiits successifs tournent 
autour de l'origine à la faqon de points distribués sur une spirale loga- 
ritliniique (S 9). A la liniite, toute courbe intégrale se rapprochant ü u f ~ s a m -  
memt de l'origine adir~et ce point coarrwe point asyl~cptote: on retrouve le ras 
d'un foyer (PI(:AHD, Cliap. IX, $ 5). 

Revenons au premier cas ('Alset 'A, r k l s  et de n i h e  signe): les rxciiies 
S ,  et So étant toutes deux infi'rieures OU toutes deus sup4rieurcs à 1, les 
courbes aildytiques invariantes par ln substitution (3) et passant par l'ori- 
gine peuvent être tléterniinées, soit par l'équatioii foiictionnelle (ù), soit sous 
forme iinplicite à. l'aide de l'équation de SCH~UEDER (g 24). Voyons c~uels 
résultats nous fournit ii la liniite cette dernière équation: elle a actixellenieiit 
la forme: 

- $ [ X + ( i l , X + . .  .) 81, I/+('A.,y + . a . )  8 t ] =  K + ( s ,  y) ('7) 
OU 

Posons : 
K= I + p $ t .  

L'équation devient: 

En divisant les cleux membres par 6 t et en faisant tendre 6 t vers zkro, on 
obtient: 

8 (XI $ + . . .) - + (A, y + . . .) 2% (8) 

C'est une équation aux dtrivées partielles qui joue un rôle iniportaiit dans 
la. théorie des points singuliers (Voir PIÇBHD, Analyse III, Cliap. 1, $ 3). 

L'éyuatioii de SCHHQDER (7) a, coiilnle on l'a vu au S 26, deus solu- 
tions lioloiiiorplies +, (x, y),  +, (x, y )  pour lescjuelles la coiistante IC a re- 
spectiveinent les valeurs SI = 1 + 7, fi t 8, = 1 +- 7, 8 t. A la liiiiite, l'équatiori 
(8) a deus solutions lioloinorplies obteiiues en prenant poiir p les valeurs 
X, ,  1,: ce sont bien les concliisioiis aoxcpelles on arrive cians la théorie 
cles points singuliers (PICAHD, Cliap. 1, ljs 3 et 7; Chüp. II, § 1). 

Ainsi, Z'équntioi3 fonctionnelle ( 5 )  et l'&?cation de  SCHH~DEH (7) j o ~ c e d  
l'urze par  rnpport ic l 'autre le même rôle que l'équation différentielle (6) et 
l ' éqmf ion  a u x  dérivées lînrtiellus (8) l'zcne par  rcbpport il. l ' n d r ~ .  
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Enfin, nous avons établi au  S "2 la forme générale de l'équation des 
courbes invariantes par ln substitution. Cette écpt ioi i  est: 

~i,,~s, (x) et wl,,s, (x) désignant deus fonctions arbitraires de périodes respec- 
tives log S, et log S,  : ces fonctio~is deviennent, lorsque 8 t tend vers zero, des 
fonctions de période zkro, c'est-à-dire des constantes et l'équation précédente 
devient 

1 - -- 1 -- - 
A [+, ($, y)llog'l+*'w = A, [+, )]'o,.ci+l:&) 

1 J 

et on en déduit, en élevant les deux mernbres à la puissance 6 t et en fai- 
sant tendre 8 t vers zéro : 

1 1 

Al [h ( 3 3 7  Y)F = A2 N 2  (x, y)]La * 

On retrouve la forme de l'intégrale générale d'une équation différen- 
tielle (G), dans le cas d'un nœud, qui résulte d'un tl-iéorème général dû à 
MSr POINCARÉ (Voir PICARD, Ch. 1, § 7 et Ch. IX, $j 3). 

"2. Les mêmes analogies entre la théorie des points singuliers des 
équations différentielles et la théorie de l'itération se présentent dans le 
cas de trois variables. Considérons la substitution: 

Soient y = + (x) z = x (x) les équations ' d'une courbe invariante par 
cette substitution. Les fonctions + et A ~érifient le système d'équations fonc- 

dans lesquelles y et 5 sont mis pour abréger à la place de + (a) et de x (x). 
Lorsque S t tend vers zéro, ces Gquatioiis deviennent, coinine dans le cas 
de deux variables : 

4' (x) X [XI x+. . .] = 1, y + . . 
x ' ( ~ )  X p l X + . . . ] = À 9 Z + . . .  
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c'est-à-dire : 

Les courbes invariantes par la substitution (9), qui adiiiet l'origine pour 
point double, deviennent donc les intégrales di1 s!-stèiiie (10) qui ü un point 
singulier à l'origine. 

Soit de même: z = + (x, y) l'équation d'une surface invariante par la 
substitution (9): la fonction + vérifie l'équation fonctionnelle: 

qui devient à la limite: 

C'est l'équation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par les courbes 
intégrales du système (10) : les intégrales de cette équation (1 1) se présentent 
donc comme limites des surfaces invariantes par la substitution (9). 

La discussion du S 20 relative à l'itération d'un point par une suh- 
stitution à trois variables conduirait à distinguer les quatre espèces de 
points singuliers envisagées p i r  M.' PorscaiiÉ dans l'étude des intégrales 
du système (IO), les nœuds, les cols, les foyers et les cols-fojers. Kous ren- 
verrons pour cette étude au mémoire de M.= POINCAIU? « Sur les courbes 
définies p a r  zuze équation différentielle » (Journ. de Liouville 1889); on verra 
aisément comment les résultats qui y sont établis résulteraient de l'étude 
de l'itération d'un point, coninie daris le cas de deux variables. 

Bornons-nous à indiquer coiriment on peut cléduire cle la théorie de 
l'itération la forme des équations d'une courbe intégrale dans le cas d'un 
nceud: ce cas est celui où A , ,  À,, 1, sont positifs et par suite S ,  = 1 + A, 8 t 
S ,  = 1 + hz 8 t S ,  = 1 + 1, 8 t tous les trois supkrieurs ou tous les trois in- 
férieurs à 1. On a vu au § 527 que les écpations générales $une courbe in- 
variante sont : 
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Lorsque 8 t tetid vers n6i.0, les fonctions o deviennent des constantes A,, 
A-,  A ,  et, en iiiultipliant les trois melibres par S 1 et faisant tendre S t vers 
zéro, on obtient la forme génbrale suivante des équations: 

+, , +, , d z s  désignant trois fonctions liolomorphes et A, ,  A-,  A, des constantes 
arbitraires. Ce sont, ails notations près, les équations générales données par 
M.P POINCAKÉ pour les courbes intégrales du système (10) (*). 

Le cas où la substitution (9) aurait une infinité de points doubles for- 
mant une courbe conduit à la limite ail cas où le système (10) aurait une 
c o w b e  singutière: les résultats du S 255 nous donneraient ainsi les résultats 
établis par M.r POINCARÉ, pour le cas d'une courbe singulière, dans le iné- 
moire déjà cité plusieurs fois (*"). 

(*) POINCAKÉ, S u r  les propriétes cles fonctions def ir~ies par bs  équations a u x  diffévences 
partielles (Thèse, Paris, 1879, page 70). 

(**) Journal d e  Liouville, 18% (pages l62-165). 
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DEUXIEME PARTIE 

C H A P l T R E  IV. 

LES COUHBES INVARIANTES PAR UNE SUBSTITUTION (X, y; X, y, Y'). 

1. Considéroiis une siibstitiition de la forine siiivailtc: 

3- = Y (8, Y, Y') l 

où f et cp d&signeiit des fonctions continues de x, y, y'. Nous appelleroiis 
une pareille substitution une substitution (X, Y; x, y, y'). 

Si une fonction y = yb (x) reste invariante par cette substitution, elle 
vérifie une équation fonctionnelle dans laquelle la fonction inconnue in- 
tervient par elle-inêrne et par sa dérivée. On a en effet, dans cette hypo- 
thèse : 

x = f [x, + (4, 4J' (41 
+ ( 4  = 'P [x, + ( 4  +' (41 

\ 

d'où l'on déduit l'équation fonctionnelle: 

On voit donc que l'étude des équations fonctionnelles de cette dernière 
forine revient à l'étude des courbes invariantes par une substitution (;Y, Y; 
x, Y, y'). 

2. Conséquentes et antécéderztes. - La substitution (1) fait correspondre 
un point (X, Y) à un élément de courbe (x, y, y'). Réciproquement à un 
point ( X ,  Y) correspondent une infinité d'éléments x, g, y' vérifiant le sy- 
stbnie (1). 
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A toute fonction y =  $ (x) la substitution (1) fait correspondre une 
fonction Y de X qui sera dite la conséquente de $ (x). Les équations (1 )  
permettent de calculer Y', Y",. . . en fonction de x, y, y', y",. . . Si la trctfa- 
sforrwatioît (1)  m'est pas  utce trccnsforrîacction de contact, la dérivée l-'"' (16- 
pendra de x, y et des dérivées de y jusqii'à l'ordre I L  + 1. Il en résulte 
que si deux courbes ont un élément commun et ont ut& contact d'ordre k t  

suivant cet élément, leurs conséquentes ont un contact d'ordre n -  1 au 
point P correspondant à cet élénieut; si les deils courbes ont un cor~tact 
du premier ordre, leurs conséquentes ont au point P deus tangentes di- 
stinctes; enfin, si deux courbes passant par un point p et définies dans le 
voisinage de y ne sont pas tangentes en ce point, leurs conséquentes sont 
définies l'une dans le voisinage du point P, correspondant à l'(tl6inent de 
la première courbe et l'autre dans le voisinage du point P, correspondant 
à l'élément de la deuxième courbe, de sorte que les conséqzretzfes ne  pezcueut 
pas,  en  général, être définies clans un m h b e  dotlanine. 

Réciproquement., à une fonction IV= + (S), la substitution (1) fait cor- 
respondre une infinité de fonctions y de x. Ce sont les intégrales de l'équa- 
tion différentielle: 

'P ( 3 3 7  Y, g') = j/ [ f ($7 y, !/O1 
Supposons la courbe Y =  + (S) définie dans le voisinage du point P de 
coordonnées X,, $ (X,). A ce point P correspondent une infini16 d'416ments. 
Soit E l'un de ces éléments: il y a en général une courbe intégrale de 
l'équation différentielle contenant cet élément et dbfinie dans le voisinage 
de cet élément: cette courbe sera dite antécédente de Y= $ (X). Ainsi une 
courbe a une infinité d'antecédentes. Si deux courbes ont un coîztnct d'ordre 
n au point P, leurs antécédentes contenant l'élément E ont uîz cotztact 
d'ordre n + 1 suivant cet élément (bien entendu en écartant toujoiirs le 
cas où la transformation (1) serait une transformation de contact). 

3. On pourra obtenir des courbes invariantw par la substitution (1) 
coinine limite des antécédentes ou des conséquentes successives d'une courbe, 
à l'aide de la proposition suivante: 

THÉORÈME. - Si les antécédentes ou les co~zsépientas sztccessives +, (E), 
$, (a),  . . . , +,, (a), . . . cl'une fonction $, (x) sont définies dans  un certain dor l in i~~e  
co~)amun et ont dans  ce doaiaine u n e  liruitc $ (x )  p o w  n inf ini ,  s i  cette limite 
# (x) a u n e  dérivée +' (x) et s i  $,, (x), +',, (x) tendent uni fort~~éucent  vers leurs 
lineites dans  le domaine considéré, la lirlaite $ (x) vcirifie l'équcction foizction- 
nelle (8). 
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Cette proposition se démontre coinine la proposition analogue relative 
5 l'itbratioii i deux variables que nous avons établie dans la première 
partie (S 18). 

4. ElCmetzts dodles. - Si on veut appliquer le théorème précédent, la 
difficulté est de definir toutes les antécédentes successives dans un domaine 
qui leur soit commun. 

Il est naturel, pour siinplifier, de se limlter au voisina.ge d'un élérr~cd 
tloztblc de la substitution. 

NOIIS dirons qu'un élément (s,, y,,, y',) est un éléiilerit double de la. 
substitution (1) si le point qui lui correspond est le point (x,, y,) lui-même. 

Les éléinents doubles vérifient le système d'équations: 

Si une courbe contenant l'élén~ent double et définie clans le voisinage 
de xo n'est pas invariante, elle a avec sa conséquente un contact d'un cer- 
tain ordre p ; il en résulte (S 2) que la première et la deuxième conséquentes 
auront un contact d'ordre p-- 1 ,  la deuxièine et la troisième un contact 
d'ordre y -- 9, et ainsi de suite; les p premières conséyuentes seront bien 
définies dans un certain intervalle x, - h, x, + h,  nais la pe conséquente 
ne contiendra plus l'élément double et la (p + 1)" ne sera plus définie dans 
le domaine de x, : les conséyuentes finissent donc par passer par des points 
du plan situés dans des domaines distincts, de sorte que si f (x, y, y') et 
cp (x, y, y') ne sont définies que dans un certain champ, on ne peut pas ap- 
pliquer la méthode des approximations successives aux conséquentes. Nous 
nous Einziterons donc dans la suite c i  l'étude des antécédentes. 

5. Forme rdduite de la substitution (1 ) .  . Soit (x,, y,, ygo) un éléinent 
double : x,, y,, y',, vérifient les relations (4). On peut, par un changement 
de variables, amener x,, go, y', à être nuls tous les trois. 11 suffit de poser : 

d'où l'on déduit : y' = y', + d. 
Cette transforination fait correspondre l'élément ( u ,  v, v') à l'éléiiieiit 

(x, y, y') et de nlêine le point U, V au  point X, Y. 
Afinali di Matematica, Sarie III, Tomo XIII. 10 
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La substitution (1) ainsi transformée devient: 

d'où l'on déduit en tenant compte des relations (4) et en ri'écrivaiit dans 
les seconds meinbres que les terines (lu premier degré en u, (1,  ( 9 ' :  

On peut donc toujours ramener la substitz~tion (1)  à. la forwe suivante : 

X = a . x  + b y  + c y '  + F ( x ,  y, y') 

Y = A x + B y + C y' + a (x, y, y'). 
(3) 

L'élément double a maintenant pour coordonnées x = y = y' = O. Nous 
supposerons à l'avenir la substitution donnée sous la forme (3): P et se- 
ront des fonctions définies dans le domaine de l'origine, ayant des derivées 
partielles du premier ordre continues dans ce domaine et tendant vers zéro 
avec x, g'. 

Dans la fornie ainsi réduite de la. substitution, les coefficients a,  b, c, 

A, B, C exprimés en fonction des coordonnées primiti~ es a , ,  go, y,,' de 1'616- 
ment double ont les valeurs suivantes: 

6. Courbes invariantes. - Nous nous proposons de chercher une 
courbe invariante par la substitution (5) et contenant l'élément double (O, 0,O). 
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Nous chercherons à l'obtenir comme limite d'antécédentes successives con- 
tenant cet él6inent double. 

Soit donc : 
3- = $,, ( X )  

l'équation d'une courbe contenant l'élément double, c'est-à-dire tangente en O 
à Ox. Il lui correspond une infinité d'antécédentes qui sont les intégrales de 
l'équation différentielle : 

Il y a une intégrale et une seule de cette équation passant par l'origine 
et définie dans le donlaine de l'origine p o u r v u  que  C n e  soit p a s  n u l ,  con- 
dition que nous supposons remplie. Cette intégrale est tangente en O à O x :  
c'est elle seule que n o u s  appellerons désormais  l'antécédente de  l a  fonction $, (x). 

D'après les propriétés énoncées au 3 8, o n  voit que les antécédeuctes s u o  
cessives sont toutes tafigentes e n  O à O x et qu'elles ont  chacune un contact 
d e  p l u s  em p l u s  élevé avec l a  précédente. Leurs équations sont de la forme: 

la série 4, (a) ayant ses termes depuis le premier jusqu'au terme en xn+' 
identiques aux termes de inêine degré des séries suivantes. S'il existe une 
fonction invariante par la substitution (Fj), on connaît ainsi les termes suc- 
cessifs de son développement en série. Ce développement est de la forme: 

Calculons le premier coefficient a :  on peut se servir pour cela de la 
première antécédente, puisque ce coefficient est le même pour la courbe in- 
variante et pour la première antécédente. L'équation différentielle de cette 
dernière que nous avons écrite plus haut donne, en prenant les dérivées 
des deux membres et en faisant x égal à zéro dans l'égalité ainsi obtenue: 

d'où : 
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L'équation de la courbe invariante supposée esister est donc de la 
forme : 

Ceci nous conduit à faire un nouveau cliangeinent de variables qui sini- 
plifiera la substitution (5) et à poser: 

d'où : 

La substitution (6) devient : 

En mettant de nouveau y, y' à la place de y , ,  g', pour simplifier les 
notations et en posant: 

a C - C A  
S= - 

C 

la substitution (3) prend la fornîe suivante: 

S = S x + b y + c y' + F (x, y, y') = f (x, y, y') 

1- = B y  t Cy1+4'(x, y, y? = ?  (x, y, y') 
(6) 

P et @ ne sont plus les ~iiêmes fonctions que  dans ln forme (5) de la 
substitution, mais ce sont des fonctions poss6dant les i n h e s  propriétés, c'est- 
à-dire définies dans le domaine de l'origine, ayant des dérivées partielles di1 
premier ordre continues et tendant vers zéro avec x, y, y'. Quant à b, c, 
R, C ce sont les mêmes quantités que dans (5) .  

7. Pour démontrer l'existence d'une fonction iiivariarite pain la siil)sti- 
tution (6), il suffira de démontrer, d'après le tliéorèrrie du $j 3 : 
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1.0 qvce les urztécédentes swxess ives  #, (x), $, (a), . . . #,, (x) . . . cl'zcne fonc- 
t ion in i t ia le  +, (x)  convennblernent choisie, anlécedentes q u i  sont obtenues sozts 
f o n t ~ e  de séries p a r  l ' intégration d'équations diffdrentielles, peuvent être déRnies 
et sont convergedes  d a m  un certailz intervalle de  convergeme commun.  

8.0 qzce +,, (.fi) et /',, (x) tende~.zt ?mi foriltément vers  des linzites d a n s  cet in- 
tervalle d e  comergence cornmun. 

Le but final des développements qui siiivent est (le démontrer les pro- 
positions précédentes clans le cas oii l'on a :  

G - - 0  et S ( 1 .  

La fonction initiale $J, (x) devra être assujettie 2 certaines restrictions qui se- 
ront fixées au cours des démonstrations. 

Nous montrerons d'abord comment on peut choisir la fonction initiale 
de fùjon à ce que cette fonction et son antécédente puissent être définies 
dans un intervalle commun n e  dépendant  que d e  l a  substitzction (6) donnée et 
qu'elles soient assujetties aux .îizêms restrictions d a n s  cet intervalle : on voit 
qu'on pourra passer alors de la pretnière à la deuxième antécédente comnie 
on est passé de la fonction à la première antécédente, et ainsi de suite, de 
sorte que toutes les antécédentes, pourront être définies dans un domaine 
commun. C'est l'objet du théorème suivant: 

8. T H E O R ~ E .  - SOUS les hypothèses: C =  = O  et 1 S < 1, o n  peut déter- 
wtiner d e u x  nolrzbres posit i fs  8 et h, r te  dépendant  que  de la  substi t~ction (6) 
donnée, d e  fason qzce, si # (x) est u n e  fonction définie d a n s  l'intervalle -- 18, 

+ h, n d l e  p o u r  x = O et vérif iant d a n s  cet intervalle l 'inégalité: 

son  antécédente +, (x) possède les m%zes propriétés, c'est-à-dire soit d i f in ie  
d a n s  l'inferccille - A ,  + h, s 'annui le  p o w  a = O et vérifie, ilans l'inferzmlle, 
l 'inégalité: 

$'1 (..) < 8 x 1 x . 

Soit y = ( (L) l'bquatioii d'uiie courbe tangente en O à Ox, ln fonctioil 
11 4taiit Minie  tlans le tloinairle de l'origine et v6rifiünt l'iriégalit4: 

Sou aiitécédeiite est iine fonction y doilnée pilr 176quation diffbrentielle: 

< [S x f b y + c y' t F (x, y, y')] = B y + C y' t 4) (x, y, y'). 
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Cette équation peut être résolue par rapport à y' dans le doriiaine de 
l'origine, puisque C est = = O  et  elle adniet une intégrale et une seule tan- 
gente en O à Ox, de sorte que l'antécédente est définie dans lin certain 
intervalle autour de l'origine. La difficulté est de montrer qu'on peut limiter 
cet intervalle de façon qu'il ne dépende pas de la fonction ), niais seule- 
nient de la substitutioii (fi) et de faqon que la fonvtion y ainsi définie vcrifie 
aussi l'inégalité : g' < S x x . Pour le montrer, nous allons intégrer l'éyua- 
tion par approximations successives: on sait que c'est une méthode imaginée 
par M.* PICARD (*) pour établir les théorèmes d'existence relatifs aux équations 
différentielles; cette méthode nous permettra de définir un intervalle de coii- 
vergence ne dépendant que de la substitution (6). Il convient pour cela de 
modifier la forme de l'équation différentielle. La substituticm donnée est la 
suivante 

S = S x + b y + c y l + P ( x ,  y, y') 

Résolvons la deuxième équation par rapport à g' : c'est possible puisque 
C est - O. Ln substitution prend alors la fornie: 

3 - = S ~ + b y + c y ' $ F ( ~ ,  y, y')=f(x, Y, y') 

Y "  
B 1 - -y + - l-L CD, (x, y, 1-1 = $JI (x, Y, Y) 
C C 

a, est coinnie P une fonction de trois variables définie dans le voisinage de 
l'origine, ayant des dérirées partielles du premier ordre continues et tendant 
vers zéro en inêine teinps que les variables. 

Pour préciser, nous supposerons les fonctions F et al définies pour 
les valeurs des variables inférieures en valeur absolue au  nonibre positif r :  

dans ces conditions, les dérivées partielles de ces fonctions sont inférieures 
en valeur übsolcie à ~irr nombre positif a, ce dernier nombre pouvant être 
pris aussi petit qu'on le veut, à conditiori de prendre z sufisainnient petit, 
c'est-à-dire de restreindre suffisamment le cliainp de définition de la suh- 
stitution. 

L'équation diflérentielle qui définit l'antécédente devient: - 

(*) PLCAHD, Traite d'Analyse. Tome III. 
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C'est cette équation qu'il s'agit d'intégrer par approsiinations successives. 
NOIIS tléinontrerons pour cela quelques propositions préliminaires. 

L E M M E  1. La fonct io)~ y  de x étrcnt défiraie d a m  I' interualle - 72, + 72, 

s'ccnnulla,zt p o u r  x = O et &rifinnt l 'iuégnlité y' < 6 X x , o n  a dans tout 
l'interualle - lz, + 1% l'in6gcclité: 

ponrou qzce 8 et h soi~rat su,/fisccrmnent petits. 
On n en effet: 

f (x, y, y') = S x t b y t c !j' + P (z, y, y'). 

La fonction F(x, y ,  y') n'étant détinie que pour les valeurs de x, 9, y' 
inférieures en valeur absolue à a, il faut tout d'abord s'assurer que x, y ,  y' 
sont compris dans ces limites. Or on a :  

y 1 < S X  x 
d'où : 

Il sufit  que l'on ait 

d'où les trois coiiditions : 

Le noriibie h doit donc dbjà être pris inférieur à la fois A a, 5 A et \is . 
On a alors: 

S c2 
et a fortiori, en tenant compte des inégalités y' < 8 x et y <'-: 2 

ou bien: 
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80 Lat t è s :  Sur les éyuat ions  fonctionnelles y14i cldfinissent u n e  courbe 

Pour que le premier rneinbre soit inférieur A T , il suffit qu'il en soit 
airisi du second inemhre, ce qui donne, en d i~ isant  par s les deux niein- 
bres de l'inégalité ainsi obtenue: 

Le premier membre de cette inégalité est iiiie foiictioii continiie de 
a, 8 et x ; pour a = 8 = x = O elle se k l u i t  à S qui, par liypotlGse, est 
iiiférieixr à 1. II en résulte qu'il existe un nombre positif 72, n e  rlépe~~rlrirzt 
que  des  coefficients b , c et S , tel qne I'iilégalité préc4tlente soit satisfaite, 
pourvu que a, 8 et x vérifient les inégülités: 

a < h  8 ~ 7 %  x < h .  
011 aura donc bien: 

f (x1 Y, Y') < x 
pourvu que E soit -pris assez petit pour que rr- soit inférieur à 7~ et que 8 
et x soient aussi inférieurs à h. 

LEMME I I .  rji ( x )  et y étant des fonctions de  x tléf i i~ies d a n s  l ' intervalle 
72, + 12, s 'annul lant  pozw x = O et vérif iant les ilzégalités : 

lcc fonction ~ q ,  (a, y, + [f (x, y, ? J I ) ] )  est u n e  fonction de  x cldfirzie dctrzs le m ê a ~ e  
iutervalle et infériezcre e n  v d e u r  nbsolwe it 8 x , pourvu qbce lz soit s~lfliscorb- 
men t  petit. 

La fonction p, étant une fonction de trois variables définie pour les 
valeurs des trois variables inférieures en valeur absolue à E, il faut tout 
d'abord s'assurer que 1 x , y et + [ f  (x, y, y')] sont inférieurs à c, pour 
toutes les valeurs de x cornprises entre - 78 et + k .  O r  on a choisi IL de 
façon que / x vérifie les inégalités (9): il en résulte d'abord: 

De plus, on a d'après le leminr 1: 
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ON une swrfnce inzwrianto par ?&ne trauzsfonuation. 81 

La fonction y, est donc iiiic fonction de x &?finie dans l'intervalle - 72, +IL. 
Il faut prouver iiiiiintenant que la valeur absolue de y ,  est inf6rieure 

à 8 x . Posons pour abréger: 14 [f (x, $, J ' ) ]  = +,. On a : 

puisque f (s, y, y') est inférieur à x et par suite à 7% (Leinine 1). 
Donc : 

B 1 Sx' y 2Sx2 < [ l F l + l c l ] T + +  

Pour que 7, soit inférieur à S x , il suffit qu'il en soit ainsi du second 
iiieiiibre de l'inégalité, ce qui donne : 

d'où : 

Cette inégalité peut être satisfaite, en prenant IL suffisaiiiineiit petit, 
pourrii toutefois que le swond iiieiiilxe soit positif, ce qui doiiiie: 

a et 8 ii'oiit été assi'jeltis jiisqu'ici yii'à rerifier les iiiégalitbs (10). 011 peut 
toujours supposer eii outre que l'on a pris : z < S. 

Le leinine est donc cléinontré pourvu que h, cc et S \lérifient de nou- 
\.elles inégczlités, qzti ne dépendent toz.tjours qzbe de  ln s~cbstifzrtiorz, et qui peu- 
vent être satisfaites. 

Annrili tli Mcctemntica, Serie III, Toiiio XIII. 1 1  
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82 L a t  t ès : Sur les équations fonctionnelles qui défi nissewt m e  courbe 

Ces deux leiimes étant tléiiiontrés, revenons à l'intégration par nl)piao- 
xiinations successives de l'équation ditT6renticlle : 

9' = ?I t.7 Y7 S rf (x7 y, Y') 1 )  (8) 

qui définit l'antécédente. 
Remplaqons dans  le second 1ileiiibr.e y par une fonction cpclcoiiqlic y , ,  

tléfiizie dans l'intervalle h ,  + h, nulle pour z = O et vérifiant ln caontlitioii : 

et déterminons la fonction y, par l'équation: 

D'après le lemme II, le second inembre est une fonction définie dans 
l'intervalle - h, + W de sorte que par une quadrature on obtient la foiic- 
tion y, vérifiant l'équation précédente et nulle pour x = O: cette fonction 
est définie dans le même intervalle et vérifie la même condition yiie y,: 

Iy'2]<Vx] 
d'après le leintne II. 

a ion: On déterminera de même la fonction y, par l'équ t' 

et cette fonction, définie encore dans l'intervalle - 74 t 7/, verifiera la i~iêine 
inégalité que y, et Y - .  Et ainsi de suite. 

Les fonctions 9,' yP, ,  . . , y",,. .. sont définies d a n s  ?c iz  dorucci~ze coinwrm 
- h, t 7!, et y,, vérifie l'inégalité: 

ly'J<+l. 

Il faut prouver que y, tend vers une limite pour n infini et (pie cette 
limite vérifie l'équation différentielle (8): l'intégrale de cette équation qui 
s'nnnulle pour t\; = O sera ainsi définie dans l'intervalle - h7 A h .  

Pour prouver que y,, a une liinite, il siiEt de prourer que la série 
L (y,,* - g,,) est convergente. On a : 

avec: 
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Désignons par B une limite supérieure des modules des dérivées partielles 
de f et de pl:  on avait clésigné précédeniment par a une limite supérieure 
des modules cles dérivées partielles de F et de (r,, et les relations (7) 
montrent par suite qu'il sufrit de prendre pour fi le plus grand des nombres: 

de sorte que (3 est connu en iiiêine temps que u. 
On a: 

i est un nombre compris entre f (x, y,,, y',) et f (x, y,,-,, y',,-,) et par suite 
inférieur en valeur absolue à 1 x 1 et, à fortiori, à 17, 1 (Leilime I), de sorte 
que l'on a: 

+' (5) < 8 i < 8 / A  

e t :  
~ ~ ~ , - # , L - l l < [ ~ l ~ , ~ - y , ~ - l ~ + P ~ ~ ' ~ - ~ ' ~ ~ - ~ l J ~ ~ ~ .  

L'inégalité (1 1) devient : 

Dans cette inégalité donnons d'abord à I L  1 ; ~  valeur 2. Elle devient: 
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84 Aattès: Sztr les équations fonctionnetles pi ~t$nisseizt une courbe 

et de même: 

On en déduit une limite supérieure de 1 y, -y2 1: 

De ces liinites supérieures pour 1 y, - y, 1 et 1 y', - y'Y 1 ,  on déduit des 
liinites sup6rieures pour 1 1/14 -yJs 1 et 1 y, - ya 1, en cloiinnnt à n la valeur 
3 dans l'inégalité (12): 

On voit iiiiinécliateiiieiit qu'on a d'une f a ~ o n  géilérale: 

Le;; sitries ': (g,,,, - y,,) et L (y',,,, - y',,) sont donc iiilifor~iiC.~iieiit et a 1,- 
soluiiieiit convergentes dans l'intervalle 1 1 ,  t l~ poiirvii que l'on nit: 

011 lmit  to~~,jours clloisir J L  sufisaiii~nent petit poiir qu'il cil soit ainsi. 
11 résulte de là que y,, et g',, tendent uniforinéiiient vers cles liniites. 

Soit liin y,, = g. A cause de la co~ivergence unifonne de ln suite des dérivées, 
on aura: lim g:# = J'. Or 011 a en général: 
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En égalant les limites des deus membres pour n infini, on obtient: 

La. limite y vérifie donc l'équation clifl'érentielle (8) et on a ainsi prouvé 
que l'intégrale de cette équation nulle pour a = O est définie dnns un cer- 
tain intervalle - IL, + 12 ne tZ4petzrlccnt qlce d e  ln sztbstitzttiott dotzuée et ilzt7é- 
2mzdnnt rle Zrc fonction yl. 

11 reste i prouver que l'intégrale y ainsi obtenue vérifie l'inégalité: 

dans tout l'intervalle - h, - 11,. 

quel que soit n et II/', 1 a pour limite y' lorsque n augiiiente indéfiniiiient. 
Il en résnlte: 

I y ' I s S l d  

l'inégalité peut devenir une égdité, mais cela rie cliangeia rien aux coilclu- 
sions que nous nlloiis en tirer. 

Le théorème est donc ciéiiiontré. 
9. 1 1  résulte d e  ce t7~éorPme p e  tozdes les cr~ztdcéclentes 

d 'une fonction +, (x) co~zcenab lewmt  c;lzoisie sont définies d n n s  1412 certniu do- 
runine C O I ) L I I L M I Z  - 7/,, + IL.  

La substitution étant ramenée à la forme (7), on pourra en effet déter- 
miner i l'aide de cette substitiition, les nombres S et 7~ dont il s'agit dnns 
le tliéorSine du 5 S. Partant alors d'une foiiction 4,  (x) définie dans l'iiitei-. 
valle - 11, , /A ,  nulle pour x = 0 et vérifiant l'inégalité 1 +, (x) 1 < 8 1 x 1, le 
théorème du 5 8 montre que l'antécédente de cette fonction wt ditfinie 
dans le niêiiie intervalle et y vérifie la. inêlne inégalité. En i~ppliquarit t l ~  

nouveau le tliéorènie, on passe de cette fonction 1, ( x )  à son ;~iitécé(lelite 
et la deuuièiiie antécédente +, 1 x / se trouve définie dans l'intervalle - h, 
- h et y vérifie toujours la iiiêiiie inkgalité. Et ainsi de suite. On voit qu'en 

généi-al +,, (x)  est défini dans le doniaine - k,  + 72. 

Nous allons montrer niaintenant que les antécécleiites convergent uni- 
forniéaient vers une liiiiite dans le dorilaine - 71, +7~,  poiirvu yu? 7t soit 
suffisaniuieiit petit. 
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86 Lat tès :  Sur tes &zcatio~zs foutctiomeiles. qui dcfirtissertt z w e  c o w b e  

10. LEMME. - Soi t  14 wlile fonction de x nzclle pour  x = 0, définie dans 
l'iipteronlle -72, t h ,  ayant zote rléritiée d a m  cet ii.zferoakle et J .z3Érifircttt 
l'inégalité: 

On a: 

d'où 

I < h ) r c l T b l  

posit ifs ,  0 1 . b  CC rlnrts tout l ' i t~ teronl le:  

L'inégalité donnée devient: 

et puisque - " '  est infkrieur OU égal à SOI, module, on a aussi: 
d x  

et par suite: 

Le preiuirr meiiihre est la dérivée de la foiletion: 

Y upposoiis d'abord x positif. 
La fonction ,v est décroissante claiis l'intervalle O, .x: et sa valciu. pour 

la valeur x dc la variable est inférieure à sa r a l e w  poiu. x = 0, ce qui 
donne l'inégalité : 
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o u  u n e  szcrface invar ian te  p a r  u n e  transformat ion.  87 

d'o ii : 
k ' 1 1 < - - 1)  
k 

et, a fortiori: 
k ' 1 ? I  1 < - < k l t  e','" x. 

Siipposons maintenant x nbgatif et posons a = - x'. On a: 

d ?A - -- Tl ?A 

d x  d x' 
et l'inégalité donnée devient : 

d'où l'on déduit comme précédeininent: 

Il. TH~OHÈME. S t ( p ~ ) o s o n s  C 1- O et 1 S 1 < 1 et soit 1; (x) wne fonction 
wirifiant les conditions (lu t1dorè))~e du § 8, $, (x), +, (x) ,..., S, (x). . . les nnté- 
cédentes successives de cette fonction: lorsque n auglnente indéfinirwent, +,, (x)  
et $',3 (a) tendent uniforruément vers des l imites d a n s  le domaine  - h, + lt, 
pourru, que  7& soit s u f l s n ~ ~ u n e n t  petit. i,rc fonction l imite est inddpendante  d e  
la  fonction in i t in le  f, (x).  

Considérons deus fonctions + (cc), 8 (x) vérifiant les conditions du tiîéo- 
réine du 8, c'est-à-dire définies dans l'intervalle - 74 71., nulles pour 
a = O et satisfaisant aux inégalités : 

' ( x )  x et ~ 0 1 ( x ) ~ < 8 ~ x ~  
et soient: 

9, = II (x) 8, = 4 i  (s) 
leurs antécédentes. 

Nous allons comparer +, - 9 ,  à -- 0. 
Soit a le inaxiinuin de la fonction 14 - 9 / dans l'intervalle - 7t, +- h, 

de sorte que, si l'on a 1 x 1 < 72, on a aussi: 
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88 L n  t tès:  Sur les équations fonctionnelles qui clt$nissent une cor~rhe 

Les fonctions y, et Z,  v6rifit.nt reslmtiveiiient l'iqiicitioii tlifféreritichll~ (8) 
et une éyuatioii aiialogue, qui sont les suivantes: 

Si on  (lésigne par $, coiiiliie n u  $ 8, le iiiotlultl iiiasiiiiuiii dcs tl6i.ivi.c~ 
partielles des fonctioiis f et cp, dans le champ de d6fiiiitioii de ces foiictioiis, 
on déduit (les équations précédentes, en les retranciraiit iiîeiiihre à iiieiuhre: 

La quantité f (x, z,, z',) est en valeur absolue inférieure à 1 x 1 ,  (lemme 1 
du 9 8) et par suite on a :  

t étant un noiiihre compris entre f (a, y,, y',) et f (x, z, ,  z',) et par suite 
inféri~ur & a (Lemine 1 du 8), de sorte que l'on a : 

1' (5) < 8 1l 
11 en résiilte: 

O t i  a donc: 

C/'I - "'1 1 < k $1 - z1 + [3' 8 h [ J ,  - ;, + Y', - Z', ] + 6 
d'où : 

y'l--a'l (1 -F281z)<p( l+F8h)  y,--xi +Po. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou une surface invariante par une transformation. 89 

1 
En siipposont ]A< p, S. ce qui est possible à ronditioii de restreindre 

l'intervalle -7b, + h, on en deduit: 

L'inégalité devient: 

et on en déduit, en vertu du lemme démontré au paragraphe précédent, 

1 y, - Z , I  < k' 12. ek7& 6. 

Ainsi, l'inégalité : 
I + (x) - 6 (4 I < ' 

entraîne pour les antéckdentes +, (x), 8, (x) de + (x} et de 8 (x) l'inégalit6: 

Prenons pour fonction 0 la première antécédente 4,: alors 4, devient la 
deuxième antécédente +, et, en désignant par +, , . . . , +, ,. . . les antécédentes 
successives, on a les inégalités: 

Siipposons 72 choisi cle telle sorte que l'on ait: 

C'est une fonction de 7h nulle pour h = O et continue dans le domaine 
de h = O: on peut donc prendre 72 suffisaininent petit pour que k'h e" soit 

Awal i  d i  Matemnticn, Serie III, Toino XIII. 12 
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90 L a t t è s :  Sur les équations fonctionnelles qui defiv~issent wne courbe 

inférieur à 1. Alors In série dont le terme géiiéral est (k'h eu")" o est coii- 
vergente et par suite la série 2: ['+, (x) - +,, ,, ($)] est absolainent et unifor- 
inéiiient convergente dans lin certain cloniaine -- 72, + h. 

Ceci prowre qwe +,, (x)  tend w z i f o r s h ~ e l z t  vers m e  limite # (a). 
Montrons que I+',, (a) tend aussi iiniform6meiit Yers une liinitc. 011 il 

déuiontré l'illégalité: 

' - ' < k 1 y, . RY, ] t- k.' G, 

On a donc: 
]yp , -8 ' , j<kk 'he ' "a  + k f o  

ou bien: 
Iy'l-z'l < k ' ~ [ k 7 ~ e ' ~ + l ]  

Si y, désigne la première antécédente et a, la deuxième, on a : 

S' ,  - +', 1 < Z (1 + k h eV') oa. 

Ainsi l'inégalité: 

19 (4 - 4 1  (4 I < 
entraîne : 

1 +', (LE) - $', (x) 1 < 7c1 (1 + 7c h e'.") o 

Plus généralement, l'inégalité : 

1 4,,-1 (x) - $, (x) 1 ( (Id h e""')" ' o 
entraînera : 

1 $' , (3) - $',,+, (a) 1 < k' ( 1  + k h ekh) (k' 72 eu)"-' a. 

Puisque V 7t el7' est inférieur à 1, la série z: [+',, (J) - +',, , ( x ) ]  est iiniforin6- 
ment convergeiite dans le domaine - h, $- 71. 

Donc S',, (x) tend unifonl~éruent vers ?&ne limife, p i  est nécessairemetzt 
égale ic  +' ($1 

Enfin la limite + (x) est indépendaî8fe de Zn co16vbe initiule: en effet, si 
on part de deux fonctions initiales différentes + (a), 9 (x) et si G clésigne le 
module maximum de + (x) - 9 (x), on a, en tlésigiinnt par +,, (a) et O,,  (x) 
les n" antécédentes: 

1 $,, (x) - O,, (x) 1 < (k' h eu'))" a. 

Lorsque n augmente indéfiniment, +,, (z) - O,, (a) teml vers zero, ce qui 
prouve que +,, (x) et O,, (CE) ont des limites Cgales. 

Le théorème est donc démontré. En se servant iiiainteilant d u  tlléoièiiie 
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OU. une  surface invariaîztc par  une  t r a u s f o r ~ ~ ~ a t i o n .  Cr 1 

du § 3, on voit cpi'on a d6fini clans l'intervalle -. h,  + 18 une solution de 
l'équation foiictioii~ielle (7). 

12. Les théorèmes des $5 8 et 11 ont été déiiioiîtrés dans 1'hypothGse 
1'011 a : 

C 1 O et 1 S ] <  1 .  

dans la substitution (fi) du (i. 
0ii a pris pour origine le point double x,, y,, y', de la substitutioii. 

Revenons aux notations du tlébut, c'est-h-dire supposons la suhstitutioii 
donnée sous la fornie: 

Y = f (x, y, y') 

1- = y (s, y, y') 

et soient x,, y, , y', les coordonnées d'un élément double : calculoiis C et 5' 
en fonction de a,, y,, g', . En se reportant aux $5 5 et 6, on roit que 
l'on a: 

cil désignalit par [f ?] le iiuin4rateur de S, coimile 011 le fait dans la théorie 
(tes équations aux cl4rivires partielles, où cette expressioii est connue sous 
le nom de crochet clc Po~ssox. 

Nous pouvons donc bnoncer le tl-iéorèine suivant, qui i.ésuine les théo- 
rCiiies cles 3, 8 et Il.  

THÉ~OKÈME. - E t m t  do~uzée la  s u b s t i t ~ i t i o ~ ~ ;  

s = f ix, y, y') 

1- = ? (x, y, y') 

ct U ) L  dldrue~d clozchle (x,, y,, g',) de cetle szcbstit~rtiolz d n r u  le clorlrahze duquel 
f et y sont définies, contin~hes et ont des dérirées partielles tltt premier ordre 
continues, posons: 
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98 L a t t é s :  S u r  tes é q m t i o n s  fonctionnettes q u i  clkfinisscirt u n e  cozwbe 

Si l'on c c :  
C 1 O et ISI<1 

il existe u n e  courbe y = + (x )  incariante  p a r  ln substitzction et contenant 
l'élérwent double a,, y,, plo7 S (x)  étant u n e  fonction définie d a n s  a n  certain 
intervalle x, - h, x, + Jz et ayaîzt thne dériciée d n w  cet intervalle. Celte fonc- 
t ion vérifie, t7ccns cet intercalle, l'dqzcation fonctionrzelle: 

13. EXEMPLE.  - Soit  i~ trouver u n e  fonction + (x) telle qzta sa clériuke se 
clticluise de  lcc fonction e n  y rert~plaçant x par u n e  fonctior~ clonnie f (a). 

L'équation fonctionnelle que vérifie + (x) est : 

elle définit une courbe y = $ (x) invariante par la sul~stilutioii : 

Les éléiiients doubles (x,, g o ,  y',) vérifient les éqtlatioiis: 

Soit y une quantité arbitraire et a, une racine de l'équation f (c) - x = 0. 
Le point x,, y, et la droite de coefficient angulaire y, passant par ce point 
constituent u11 élément double et on a, pour cet élément: 

Supposons donc Ifl(x,) 1 < 1. On pourra aloi's définir une solution y = f (x) 
de l'équation ( 3  3), contenant l'élément (x,, y,, y',) et  qu'on obtiendra comme 
limite dessantécédentes successives d'une courbe arbitraire: 

r = F (X). 

La première antécédente est définie par l'équation différentielle: 
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En remplaçant dans cette équation x par f (cc) et y par y', on obtient 
l'équation différentielle de la deuxième antécédente : 

f y 
y f = y . + I ~ [ f ( x ) ] d x  

no 

et, en général, on a pour équation de la n' antécédente: 

en désigiiant par f, (x) la y' itérée de la fonction f (x) et en posant: 

Il est facile de voir que le terme complénîentaire R,, tend vers zéro 
lorsque n augmente indéfiniment: en effet, si a; est compris dans un inter- 
valle x, -- 72, x, + h suffisamment restreint, il en est de même de f (x), 
f 2  (a), . .. , f,, (2) à. cause de l'hypothèse 1 f '  (x,) 1 < 1 (*). Soit d'autre part Ai 
le inodule nlasiiiiuiii cle P (x) dans l'intervalle x, - 72, x, +- k ;  on a : 

(*) Kamas, Recherches sur les szcbstitutiot~s ul~iformes (Bulletin des Scielices Mathéma- 
tiques, 2883). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et en général: 
1 R,, [ < ,2l IL" 

R,, tend vers zéro si 7~ est siiffisai~irneiit petit. 
011 a donc ainsi une solution de l'équation (13) ~ e p r ~ s e n t é e  par lc (16- 

veloppeinent en série suivant: 

D'après la. théorie générale, cette série est unifonii6iiieilt colirergento ditils 
un certain intervalle x,, - 12, x, + h et vérifie l'équatioii (13): il est d'ailleurs 
aisé de le vérifier directement. 

14. Revenons à la théorie générale. Le tliéorènie di1 8 12 fournit une 
courbe invariante passant par l'élénieiit double (a,, y,, y',) à coiidition 
que, pour cet élément, C ne soit pas niil et que 1 S / soit inférieur à 1. La 
courbe a i n s i  0btenm.e par la) nd tkode  des  ccpproxiucntions swxess ives  est-elle la 
seule courbe i n a a r i n n f e  contemwt l ' é l é ~ i ~ e ~ d  dovtble (.ru, y,, y',,)? On peut ré- 
pondre affiriîîativemei~t à cette question, tout au  iiioiiis dans le cas où, les 
fonctions f (x, y, y') et p (a, y, 3') étant aiialytiques, on cherche une courbe 
invariante analytique, hypothèse que nous n'avons pas faites jusyu'ici; en effet 
prenons la substitution sous la forille (6) : la fonction inconnue y =$ (x) 
doit rérifier l'équation foilctionnelle : 

avec les coiiclitions : 
+ (O) = O +' (O) = 0. 

E u  prenant les clérivées successives cles tleus iiieiiil~rcs et cil jj reiiipla- 
caiit LE par zéro, 011 ol~tient des égalités periiiettaiit de c;ilcriler les coeffi- 
cients +",, $'",,,.. . et o n  constate que le calcul forniel est possilde et donne 
uii développenient uiiicpe si C n'est pas nul : le déreloppeiiîeiit aiilsi obtenu 
coïncide nécessairerneiit avec celui que fournit la iiiéthode des approsinia- 
tions successives, dans le cas où 1 SI est inférieur à 1 et il est convergent., 
d'aprés le théorènie du S 1.2. 

10. Cas  oic ) SI est s u , ~ é r i e u r  à, 1. - Il reste à. m i r  si, dans le cas 
o ù  1 S 1 est supérieur à 1, le tléveloppriiiciit ol)tetiii est rilcore convergent: 
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ou .une surface invariante par qcne transformation. 95 

l'llypotlièse 1 S 1 < 1 a été en etfet introduite dans la iiiétliocle des approsi- 
mations successives pour permettre de définir 1i11 domaine d'existence coin- 
inun ü tolites les antécédentes et il est facile de voir que, dans 1'li~pothPse 
où 1 SI est supérieur à 1, les diverses antécédeiites sont définies dans des 
doinaines dont l'étendue tend vers zéro. 11 serait donc préférable de recourir, 
dans ce cas, à la méthode des fonctions niajorantes pour btudier la con- 
vergence clu tléveloppeinent formel: 11 faudrait, pour cela, former une s~cbsfi- 
tution wvjorante pour laquelle on piiisse connaître directenlent une courbe 
invariante: n'ayant pas pu ohtenir une pareille fonction, je dois nie horner 
à faire quelques remarques relatives à ce cas. 

011 peut voir tout d'abord que dans le cas où ] S 1 est supérieur à 1, 
le développement formel peut être soit convergent, soit divergent et que 
par suite il ÿ aurait lieu de chercher de nouvelles conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le développement soit convergent. Je vais donner 
en effet ilil exemple où, 1 S )  étant plus grand que 1, le développement est 
divergent et un deuxième exemple où, S 1 étant encore supérieur à 1, le 
développement est convergent. 

le" e x e q k  Soit la substitution X = S x Y = g' ii laquelle correspond 
l'équation : + (S x) = +' (x). 

Considérons L'élément double O, y,, y,. Le développeiiicnt forinel est le 
suivant : 

Le cas oil / S 1 est infGrieur à 1 est u n  cas particulier de l'eseinple 
trait6 au  § 13: dans ce cas le cléreloppenieiit est convergent et  inê~iie con- 
vergent quel que soit .r. 

Si au contraire 1 S 1 est supérieur à 1, la serie est divergente. 
Par 1'i.léiiieiit tlouhle (0, y,, t~,,), il lie piissc iiiimnc coiii.l)e annlytiqiie 

invarian te. 
2" exemple. Motitroris i~iaiiitenant qu'il peut y avoir uiie courbe inva- 

riante mêllie si 1 S 1 est supérieur à 1. 
Coiisiclérons e n  efiet une substitution à deus rar ia l~l t~s :  
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Supposons 1 SI 1 supérieur ri 1. D'après la théorie de l'itération à. deux va- 
riables (Cli. I), il y n une courbe invariante IJ = $ ( x )  t i i i i ~ ~ i i t ~  $ O x à 1'oi.i- 
gine. On trouve: 

Consid6rons alors la suhstitutioii (S, 3'; x ,  y, y') suivante: 

x= f ( x ,  y)++'(%)-y' 

Y = (p (x, 3) + #' (x)  - y'. 

Cette substitution admet évidemment la courbe invariante y = +(x). 
CaIculons 1 S 1. La substitution précédente s'écrit: 

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier. 
On a: 

a C - C A  9 a 2 a 1 SI= -c- = s, + --- s: - s, Si-& - S, 
et par suite: 

Sl> l .  

ConsidClrons par exemple ln substitution: 

X = % x  

Y = 3 y t x 3  

xS 
qui laisse invariante la courbe: y = 

3 

On en déduit la suhstitutioii: 
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ou une surface inzlnrinnte par wne transforrrçntion. 97 

x 
qui laisse invariante la iiiêiiie courbe y = -: cette courbe contient l'éleinent 5 
double (O, 0, O) pour lequel on a:  1 S 1 = 9. 

On voit par cet exemple qu'il peut y avoir une courbe invariante con- 
tenant un éléinent double, même si pour cet éléinei~t on a :  1 S (> 1. 

On peut se demander alors si la quantité S joue bien un rôle essentiel 
dans la question ou si son introduction n'est pas dûe uniquenient à l'ein- 
ploi de la iiiétliode des approximations successives. Nous allons montrer 
que la quantité S se présente bien coinine un élément essentiel dans l'étude 
des substitutions (X, Y; x, y, y'). 

16. Transformatiotas ponctuelles de l'équation fonctionnelle ("2). - Sup- 
posons qu'on effectue sur x ,  y d'une part et sur X, Y d'autre part une 
même transformation ponctuelle: 

y=p(ZC,v) Y=?(u, V ) .  

La substitution donnée (X, Y; x, y, y') devient une substitution (U, V; 
u, v, v'): 17élénient double (x,, go, p',) devient un nouvelle élément double 
(th,, u,, v',) et l'équation fonctionnelle qui définit une courbe invariante par 
la substitution donnée devient une nouvelle équation fonctionnelle qui 
définit les courbes invariantes par la nouvelle substitution: si v = 8 (zc) est, 
une solution de la nouvelle équation, contenant l'élément double (u,, u,, do), 
les équations : 

x = 1 (14, 9 (u)) 

définiront y en fonction de x et la fonction ainsi définie sera une solution 
de l'équation fonctionnelle primitive. 

Une équation fonctionnelle étant ainsi transformée en une autre, la 
recherche des solutions de la première équation et la recherche des solu- 
tions de la deuxiéme équation constituent deux problèmes équivaleiits. 

On peut se demander alors si i'on .ne  pourrait pas, par une traiisfor- 
ination ponctuelle, ramener le cas où 1 SI est supérieur à 1 au cas précé- 
deinnient étudié où 1 S 1 est inférieur à 1. Or on constate que, si on effectue 
une transformation ponctuelle quelconque, S conserve la iiiêiiie valeur. 
Autrement dit: 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XIII. 13 
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S est un i n v a r i a n t  d e  l n  sl.cbstitution (*Y, Y; x, y, y') p o u r  le groupe 
ponctuel. 

Pour établir cette proposition, nous allons npplicper la iiiétliock de 
SOPHUS LIE et de Mr TRESSE pour le calcul des invariants différentiels des 
groupes continus de transfortnation: nous verrons ainsi que S est, polir le 
groupe ponctuel, le seul invariant distinct du premier ordre de la siibstitutio~i 
en uii élément double. 

18. Invariant différentiels d u  premier  ordre de  ln substitd ion (S, Y; 
x, y,  g'), e n  un éll?'rrwnt double. - Etant donnée la substitutioti 

X = f (x, y, g') Y= P (x, 21, 21') 

soient x,, y,, y', les coordonnées d'un élément rlouhle. n'ous voulons clier- 
cher une fonction des coordonnées cle l'élément double et des valeurs prises 
par les dérivées partielles de f et de rg en cet é lhient  double qui reste 
invariante lor;.cp'on transforme la substitution par une transforination ponc- 
tuelle qiielconclue. 

Nous allons montrer que la seule fonction distincte possédant cette pro- 
priété est la quantité S dont l'expression a été donnke au  8 12. 

Tout autre invariant du premier ordre est de In forme P(S) ,  P étant une 
foiîction arbitraire. 

h1.r T ~ m m  a montré que le calcul (les iiirariants cl'iine iniiltiplicité re- 
lati\-eiiient à uii groupe cloiii14 revient A la recllerdle d'une trnilsfcmiation 
cléterinin& du groupe qui permette de dotiiier li ln iniiltiplicité une foriiie 
réduite : les coortloiinées de 1161éliieiit réduit soiit a1oi.s les unes des con- 
stantes fises et les autres (les invariants (*). 

Le groupe que nous devons coiisidérer est celui des ti-arisforriiations 
ponctuelles du plan: mais imiis alroiis 1-11, a u  début de ce cliapitre, qu'on 
pouvait, par une transformatiori poiîctuelle, raiiieiier toute substitution (S, Y; 

(") T R E S S E ,  SUT les invariants cZiffére18tiels t l p s  groupes co~zti~zus d e  trnnsformntion (Acta 
Matheiiiatica, tome 18, 3.8 partie, Chap. 1, 3 1). 
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où S a  la valeur donnée plus haut et 6, c, B, C des valeurs qui ont été cal- 
culées (*) ; on peut, par suite, se borner à considérer le sous-groupe des traiis- 
forinations ponctuelles qui conservant à la substitution la forme précédente 
et chercher une fonction de S, b, c, B, C invariante par les transformations 
de ce sous-groupe (**). Soit : 

une transformation ponctuelle quelconque laissant invariant le point double 
(0, O). On déduit de ces formules de transforilialion: . 

1, p. ddépendant des termes du second degré de la transforination prbr6deiite 
Pour que la substitution (14) conserve sa forme, il faut yu'& l'élémeilt tiou- 
ble (O, O, O) corresponde le rnêrne éléilient, ce qui exige rx' = O; les foroiules 
de transforinatioii ont donc la. forine : 

et la substitution (14) devient : 

cg1 , uTp v + . . . = (  s ~ + ~ ~ " ) ? ~ + ( s $ + b p + ~ b " )  V, ,- 

(*) Il faut  supposer, bien enteildu, Cc:-O, comme nous l'avons fait jusqu'ici. 
(**) TRESSE, ibid., 5 3. 
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En résolvant ces équations par rapport à U, V, on voit iinniédiatement clire 
l'on doit supposer cl" = O pour que la transformation (14) coiiserve sa forme 
et les équations précédentes résolues par rapport h U, V deviennent alois: 

substitution de la forme : 

On voit déjà que S est un invariant: pour montrer que c'est le seul in- 
variant distinct du premier ordre, il suffit de montrer qu'on peut elioisir y., 

p, BI, &" de faqori que les autres cocficients b , ,  c, ,  B I ,  (', (le la silbstitutio~l 
aient des valeurs déterminées. Clierchons à dbteriiiiner cc, p, P', F" de faqoii 
que la substitution (15) ait la forme récluite suivante: 

U = S u + v ' . . .  

v= 21 T . . .  . 
Il suffit de poser: 

On peut donc déterminer a, I-;, F', FI', de façon à avoir le forme réduite (16), 
à condition que S c + b C- c R ne soit pas nul. 

Ainsi S est le seul invariant distinct du premier ordre. De ] ) l m ,  ln sub- 
stitutiom peut se rnlîumer en général it la for+ne réduite (16); enfin l'équation: 

est une dquntion invariante. 
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Lorsque cette dernière équation est satisfaite, la forme réduite (16) ne 
peut plus convenir; niais on peut alors déterminer a ,  F, p', p" de façon que 
la substitution (la) prenne la forme: 

(16 bis) 

Il suffit de poser, pour cela : 

Y . = ( '  p = c  P f = ( '  Ili''= B. 
Ainsi : 

D a n s  le dowcciire d 7 z t n  é l h e n t  dozcble p r i s  pour  or igi~ze  o n  peut toujours 
ramener ln substi tution (15) & l 'une  des fonues rdduites (16) ozc (16 bis), for- 
mes  q u i  mettent e n  évidence l'existence d'un sevl  invar ian t  dist inct  && premier 
ordre) l ' inunvinnt  S. 

' 19. Kous géiiéraliserons les résultats du  chapitre 1)récédent en COLI- 
sidérant une substitution dépendant de plusieiirs variables: x, y, ,  y l , .  . . . y,, 
et des dérivées y',, y',, ..., y', de y , ,  ZJ ,,..., y,, par rapport à a. CoiisidSrons 
la substitution: 

,Y = f  (x, y,, y, , . . .  y,,; y,,,  6 7 .  ..Y;) 

Y = f 1  (x, $1) y27 - .  .y?+; y',, ~ ' 2 , .  - .y1,,) 
. . . .  . . . . . . . . . . .  ( 2 )  

3-,, = fit (x, y,, y2 , . !hi; dl, 9'2, . . Y'*<). 

Nous appellerons encore élénwnt double de cette substitution un élément 
(x07 y,,, y .>O, . . . ,  y,#,,; yflo, ylno ,..., auquel' corresponde le point x,, g,,, 
yro ,..., yno. Les c~o~don i l ée s  d'un élément double sont doniiées par le système 
suivant: 
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Les éléments doubles constituent en général une iiiultiplicité dépendant 
de n paramètres: dans le plan, par exe~iiple, (LZ = 11, les éléments doubles 
dépendent d'un seul paramètre et les points (s,, y,,,) forment une courbe; 
dans l'espace, les éléments doubles dépendent de deux paraniètres et les 
points (cc,, y,,, y,,) forment une surface, du moins dans le cas général. 

80. I)oiinoiis d'abord une forme réduite à la suhstitution dans le do- 
niaine d'un point double. Posons: 

d'où l'on déduit: 
y'; = z/';o + di 

et posons de m6iile: 

La substitution (1) devient iine sub.;titution faisant correspondre le point 
(U, VJ à l'élément (a, vi, vfi). A i'éléinent double: 

correspond dans la. nouvelle substitution un blément dont toutes les coor- 
données sont nulles et la. substitution prend la forme suivante, dans laquelle 
on a encore désigrié les variahles par a, y nu lieu de z i ,  v, afin de simplifier 
les notations: 

...... Les expressions Fh (x, y,, y:.) désignent des fonctions de T ,  y,, y y,,; 
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qtl, y ta7.  .., y', ayant des dérivées partielles du premier ordre que nous 
supposons nulles et continues à l'origine. 

Les coefficients a et oc, exprimés en fonction des coordonnées primitives 
(x, , g,, ; y'$,) de l'élément double, ont les valeurs suivantes, qu'on calcule 

iminédiateinent coinnie au  Cliap. 1 (S a): 

de façon à faire dispa- O n  peut encore transformer la substitution (2) 
raître les termes en x dans Y,, &, . . . , Y*. 

Considérons le déterminant : 

Soient A, ,  A ,,..., A, les coefficients de cc,, a ,,..., a,, dans le développe- 
nient de ce déterniinaizt. Posons: 

A =  

d'où : 

a,  a, a, . . . a, 

a,,, a1.1 % , l  - a n , 1  

* . . , . . . . . . . . . . ,  
O a l ,  a z , n  - . - an,* 

et pareillement: 
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La substitution (8) devient une substitution doi~nant S, V,  , Vi, V,,,. , . 
en fonction de x, o,, v ,,... , v,,; dl,  v',, ..., u',,: h i v o n s  cette sul~stitution 
en rernplapnt les lettres v et Ir par des lettres (I et 17, afin de siinplifiw 
les notations ; nous obtenons : 

substitution dans laquelle les foilctions F lie sont pliis les ~ilênies que pour 
la substitution (2), imis possèdent les mêmes propriétés. On voit que les 
coefficients de x dans Y,, lv2 ,. . . , Y,, sont nuls et que le coficient de x dans 

A A 
.X est - : la substitution devient, en posant - = S : 

A, 11, 

C'est iiiie for~iie de la substitution analogue à celle que nous avons obtenue 
dans le cas de deux variables (g 6, écluat. (fi)): nous avoiis supposé iiiipli- 
citiineiit le dét eriniiiant : 

-4"= T l , , ,  Zr,:, ' ,,,,, 
différent de zéro. 

'21. ( ' O W ~ B S  i lzccir iwtes  par In s~bst i t~ct iovz  ( 1 ) .  - En suivant la même 
~iiarclie que dans le cas de deux variables, nous déiiiontrerons que, so?cs 
les 7u~pot l~èses  il, - O et ( S ( < 1, il existe une courbe iii~xriante: 

conteiiaiit l 'é lhei i t  tiouble pris pour origine. Cette courbe sera définie 
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coinnie limite des antécédentes successives d'une courbe initiale contenant 
l'élément double et définie dans le doinaiiie de cet éléinent. 

Considérons un systéine de fonctions : 

définies dans l'interralle - 12, + 1~ et vérifiant dans cet inter~allr  les iiié- 
galités: . 

A ce système, ln. substitution (3) fait correspondre LUI systér~ce antdcédent: 

+ 1 , 1 ( 4  ~ ? , 1 ( ~ ) . . . ~ , , , 1 ( ~ )  

et on démontrera coinine au S 8 la proposition suivante: 
O n  peut cléterminer d e u x  nombres posit i fs  8 et h de façon qlte le système 

antécédewf soit défini d a n s  le ~ ) t ê m e  intervalle - h, + 1~ pue le système donné 
et eérifie les mêmes inégalités: 

Pour établir cette proposition, on résoudra d'abord le systéiiie des n der- 
nières équations (3) par rapport à yt1 , yt2,. . . , y',, ce qui est possible il;uis le 
domaine de l'origine puisque le déterminant A, est supposé différent de 
zéro. La suhstitutioii (3) prend alors la forme: 

aizalogue à la forme (7) du S 8. On déduira de là le système d'équ a t' ions 
clifférentielles définissant la première antécédente et on déinoiitrern la pro- 

<2 10118 position énoncée en appliquant à ce système la inétliode des approxiin t' 
successives exactenlent de la mêiiie inanière qu'au S 8. 

De cette proposition, il résulte que tous les systèines aiitécédents suc- 
cessifs sont définis dans un domaine coininun - la, + h. 11 reste à iiiontrer 
que, dans ce doniaine, les antécédentes ont u n e  l imite et que cette limite con- 
stitue u n e  courbe invar ian te  p a r  l a  substitution. 

A cet effet, on consiil.érern, coinine au § 11, deux systèlnes de fonctions 

$ i , o ,  +2,0 ,..., d'une part et O,,,, 9,,, ,..., O,, d'autre part, vérifiant les iiib- 

AnnaZi di Matematica, Serie III, Toino XIII. 14 
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galités (4); posons, pour abréger: 

et soient Y,, Y, ,..., Y, et Z, ,  & ,..., Z,, les aiitécédeiits de ces deus systkiiies 
de foiictioiis. Soit G le lnodule iiiasiiniiin des quantités 1 y, zl 1, 1 g2 z2 I,.. . , 
1 y,z - 2,1 dans l'intervalle - 74 +- h; on tléiiioiitrera. a ishient  (voir S I I )  
que les inégalités : 

entrainent une inégalité de la foriiie: 

1 Y I  - 2'1 1 + ) Y'z - 2 ' 2  1 . + 1 Y',, - 2: 1 < k [ 1 1-1 - -1 1 + 
+ 1 Yz - z2 1 . .  . tI Y,,-%,, I ]  t K G  

k et k' étant des constantes dépendant de 7~ et des données, c'est-à-dire des 
coefficients de la. substitution cloni~ée. Si l'on pose: 

et  si on reinarque que l'on a:  

l'inégalité précédente entraine: 

u < k 7t ex'" G 

OU : 

1 Y - Z 1  I+I  Y2-Za 1 ' -  ~ - + ( ~ , - Z , ,  1 < k . h e A r h a  

et, a fortiori: 
I Y , - Z , ) < k h e n ' %  ((i=l, 8 ,..., uz). 

La déinonstration s'achève coimie s u  S 11: Si on prend pour si la pre- 
mière antécédente de y, et si on désigne par Yi:., la pe antécédente de y;, 
on déduit de là: 

1 -- Y,,,+l j < (k  72 e"'Y1'c. 
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Or, on peut choisir 76 sufisaiiinient petit pour que k h e"'" soit inférieur à 
1 et ceci prouve la convergence uniforme de lit série 2; (Y,,l,- Y,,l,+,) dans 

2, 

l'iiitervülle - 72, + h et on clémontre de même que la série 2 (Yfiv1, - est 
P 

ur~iforméiiient convergente daris le même intervalle. Il en résulte que Irii., 
et Yi,,, tendent uriiforiiiéinent vers des limites pour p infini. Le systèiile des 
fonctions limites ainsi obtenu: 

est indépendant des fonctions initiales et définit une courbe: 

invariante par la substitutioii donnée. 
On peut donc énoncer le théorème suivant, qui généralise le théorème 

du § 12. 
T H ~ ~ O H ~ M E .  E t m ~ t  do)znés ZCC substit~dioi~ (1) et tcn élér~~er~t double (a,, y,,,, 

,.... ,..., expressions dans lesquelles 01% sq)pose x, y, y*,; y',, yf2 y'. re~~c])ltcct?s 
par les coordonnées de Z'éléri~ent clodde. Sccpposom: 

Il existe alors ztn systè~ue de foitctions $, (x), $, (x), ..., !+,, (x) défirzies d a m  Z L I B  
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certniu ir~tervnlle ac,, - h, ac, + h; prenrcizt les v n l e ~ ~ r s  y ,,,, y2,",. .., ZJ,,,~ powr 
x = x,, nymtt clans le ~r~ê))çe iiçtercinlle cles dérivées p i  p o w  x = s, prerzrter~t 
les cnlezcrs g',,, , y ' , ,  , .. . , y',,,, et uérifinut le sjstème d'éqwdiom for~ctioxrzellos 
suiand: 

$2 [f (4 $1, $2,. . . , +,, ; + I l ,  ,. . . , +',JI = f? (x, +,.. . . , #,, ; +', , . . . , +',J 
. . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

On peut faire, au  s ~ ~ j e t  de la. solution ainsi trouvée, les mêiiies rciiiiir- 
ques qiic clans le cas de deus variables (3 14); si oii suppose les clonnées 
analxtiques et qu'oii cherche des développements analytiqiies vérifiant les 
6quntions fonctionnelles (a), on trouve que le calcul foriiiel des coefficients 
est possible, en szyposnnt que A, ne soit pas nicl. On est assuré de la con- 
\-ergence (les cléveloppeineiits formels ainsi obteiius, tlaiis le cas où 1 S 1 est 
i~ifi.rieur ii 1, car dans ce cas ces développements coïncident avec ceus que 
doline la. iuétliode des approsiinütioiis successives. II resterait A voir k 
quelles conditioiis ces développeiiierits convergent, lorsque 1 S 1 est supé- 
rieur à 1. 

On peut aussi montrer que la quantité S est un 6lbiiieiit essentiel, de 
la. siibstitutioii, car c'est iiii iilvariaiit de la substitution poiir toute tram- 
forii~atioii ponctuelle. Xous allons chercher plus géiléralement tous les 
invariants différentiels du premier ordre de la substitutioii pour le groupe 
ponctuel. 

2% I~zunrinuts cliff6rer~tiels ( t t c  pror~ier ordre d o  Zn slcbstitrrfion (1) poztr 
le grozqje cles trnnsforrrbntions portct~celles. - Nous eiiiploieroils encore dans 
cette recherche la iiiéthode déj i  appliquée au § 18 et qui consis t~ à chercher 
une forme réduite de ln. substitution. 

La suhstitution (1) a cl6jh été raiiieiiée à Li forme (3): iiiais on peut 
encore simplifier la for~iie aiiisi ohtehue. Si on effectue sur les y et les Y 
iiiie iiiêiiie suhstitution linéaire et hoiiiogèiie à coefficients constants: 

d'où il résulte: 
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ou uize stcrfnce inunrimie par U M P ,  transformatio~z. 1 09 

la substitution (3) conserve sa forme. Considérons l'équation 

et liniitons-nous au cas général oii c e t t ~  équatiun a 18 racines distinctes 
SI, S,, ..., S,,; nous devons supposer en outre que cette équation n'a pas 
de racines nulles, puisque le produit des racines est &al au signe près au 
déterminant A, que nous avons supposé non nul. Considérons la. substi- 
tution linéaire : 

Y,  = a1,i y', + "2,; yf2 . . . + Y.,,,i y',, ( i  = 1 , 2, .  . . , t z ) .  

On sait, par la tliéorie des substitutioiis linéaires, qu'on peut disposer cies 
coefficients A,;, de faqoil que la siibstitution précédente soit transformée en 
la suivante: 

Il en résulte évideniment que la substitution (3) prmd la forme suivante, 
où on a encore desigtié les ~ariables  par y; et Ir, au lieu de et Zi: 

12s termes non écrits étant de degré supérieur au premier et les coefficients 
b et f!~ étant des fonctioris des coefficients a. 

On peut se borner à considérer le sous-groupe des transfonii n t' ions 
ponctuelles qui conservent à lx substitution cette foniie (6) et chercher les 
invariants de la substitutiori (6) pour les substitutions de ce soiis groupe; 
les invariants ainsi obtenus seront les invariants de la substitutioii (1) pour 
le groupe ponctuel général. 

011 reconnaît aisément que la traiisforniation ponctuelle la. plus géiib- 
rale qui conserve sa forme à l i t  substitution (6) est la transformation. siii- 
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110 Lattés: S u r  les équntiorzs fonctionnelles qui définisse~lt utze courbe 

vante, qui a été prolong4e jusqu'aus dérivées du premier ordre: 

les termes non éc'rits étant de degril supérieur au ~~reniier.  
Il faut disposer des coeficieats de cette transformation de façon à 

donner à la substitution une forme réduite. Les n clerniéres équations de 
la substitutioii (6) deviennent, lorsqu'on applique à cette substitution la 
transformation (7) : 

faqon que l'on ait: 

h,i Xi,i + Si pi,i.= O (i = 1 ,  !2,..., 

ce qui donne : 

Clioisissons les coefficients h et (J. de façon que les ternies en v,, 
a,, . . . , v, disparaissent: il suffit pour cela de clioisir les coefficients phi de 

Les coefficients pi,; seront clone d6t~rnii1iés 
coefficients A,,, et les 12 dernières équations (6) 

lorsc~ii'on aura déterminé les 
tlcviennent : 

Prenoiis pour h la valeur 1 = SI. Alors Ics équatioiis précédentes de- 
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ou zcne szcrface inenriante par une trnnsfornzation. 11 1 

Elles inetlent déjà en bvidence les invariants: - S2 sa - ...-. Sm 11 reste à Si Si Si 
déteriiiiner les coefficients A, et A, ,  . La transforination (7) devient, 1oi.squ'on 
ÿ remplace les p. par leurs valeurs en fonction des A,,<: 

% = S i ~ + l i ~ i + A s t ~ 2 . ~ . + h , ~ ~ , + . . .  

?Ji = Ai:< vi + . . 
(7 bis) 

Al.1 b,,i 1 2 9  b2 i 1.. y: = - 'hW k d  ; v + . . ai - ' - -T t . .  , - --- 
Si si si Si 

et la première équation (6) devient, par cette transformation 

équation clans laquelle il faut supposer g',, y ' ~ , .  .. y', remplacés par les va- 
leurs tirées de (7 bis) en fonction de V I ,  zqt ,..., 27,; di, z*'t ,..., v', . O n  peut 
disposer de Al, I r  ,..., A, de facon à aiinuller les coefficients de di, z9's,. . . , 
v', . Il faut pour cela : 

et il n'y a plus qu'ü calculer A,,, l , ,2. . . A  ,,,. 
Déterminons ces quantités par la condition que les coefficients de 21, , v,, ... , 

v, dans U soient égaux à 1. On obtient ainsi les conditions : 
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119 L u t t é s :  S u r  les équat iom fonctionnelles qui définisseid ohne courbe 

Ces équations déteriiiiiierit les coefficients 'hi,i pourvu que les coeficieiits 
de dalis ces équations ne soieiit pas iiuls: cii 6gnlaiit 2 O ces dt~rniers 
coefficients, on ol~tieiiclrait des équations irzzvrinntes et il y nuiait lieu de 
clierclier de nouvelles foriiies réduites pour le cas où une ou plusieiirs de ces 
éqiiatioiis irivariarites seraient satisfaites, iiinis 110~1s 110~1s liiuiterolls au cas 
gilribral où aucuiie de ces équatioiis n'est sntisfaite. 

011 voit qu'on a disposé de tous les coefificieiits de la tritiisforiiintioii (7) 
qui peuvent inodiiier les coefficieiits des teriiies clii preiiiki. c1cgi.é (laiis la 
sul~stitutioil (6) : les coeficieiits cles tcriiies clil premier degré claiis 1ü iiou- 
relle substitution sont alors, les utis des coilstaiites et les autres les ii1r.a- 
riants chercllés. La fornie réduite ol~teiiue est la suilalite: 

v,, = 

Ainsi : 

Dans le cus général, la  substitutioiz ( 1 )  peut se ramelzer ic l n  forme ré- 
duite @), d a n s  le domaine d ' un  élément dotcble, et cette forme réduite met en 
dvidertce le s p t é m e  s u i m n t  d'iîzvnriccnts tliffh-entiels distirzcts d u  premier ordre 
de la substitution (l), relativented CLM groq)e  des transforinations ponctitelles: 

Tozd autre i~zunr inn t  diffdrentiel d u  prernier ordre est de la forme: 

P dard  u n e  f o ld ion  arbitraire. 
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ou une surface in tm- ide  par ?&ne tmnsfor~~mtion. 113 

CHAPITRE VI. 

23. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés classiques des 
transforniations de contact dans le plan (*). Soit donnée la transforniation 

On en dbduit: 

de sorte que en général Y' dépend de x, y, y', y". La transformation est 
une trunsfori)~ation de contact si à deux courbes tangentes quelconques elle 
fait correspondre deux courbes tangentes ou, en d'autres ternies, si Y' ne 
dépend que de x, y, y'. 11 faut et il sufit  pour cela que les fonctions f et lg 

vérifient l'identité : 

ou, en employant la notation usuelle dont nous arons déjà fait usage au 
chap. IV: 

[ f  ?1 - 0. 

Deux fonctions f et cf, liées par cette relation sont dites en int401ution. 
Si f et q, sont en involution, l'expression (2) de Y' ne dépend que Se 

X, y, y'. Posons: 
a rp a 9 * + a y i + a l . Y v  a x  

6 (x> Y? Y') = p a f a p  
-+--$,+y y" 
as a y  a g  

(*) Voir par exemple: 
LIE-SCHEFFERS, Geometrie der Berhührurzys-tramformationen (Chap. III, §§ 1 et 2). 

Alzlzali di Matematica, Serie III, Ton10 XIII. 15 
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La traiisformation (1) est une trarisforii~atioii d'kldruent à, poilzt, niais si 
aux écpations (1) on adjoint l'équation (OL), on a une traiisforiiintioii d'dé 
ment à élérnent : 

X' = f (a, Y, 9') 

y = cp (x, Y, Y') (3) 
Y' = 0 (x, y, y') 

et c'est cie cette façon qu'on définit eii général une transforiiiatioii de cont.act. 
Ilaiis l'étude des coiirbes invariantes par une transforniatioii de contact, 

nous prendrons la transforination, soit sous la fornie (l), soit sous ln foriiie 
(3): dans le preiiiier cas, nous aurons ainsi une traiisforiiiatioii (le la iiatui-e 
de celles que nous avons GtudiGes clans cette deusièiiie partie; claiis le cleu- 
xième cas, nu contraire, nous aurons à nous servir des r6sultats (le Ili 

preinitre partie (itSration à trois varial~les). Pour distiuguer dans In'siiite 
la traiisforiiiatioii (1)  de la transforiiiation (3), nous appelleroiis la transfor- 
mation (1) une traiisforiiiatioii de coiitttct tl'éld~ue~d à point ou traiisfoi-nia- 
tiori (X, Y; x, y, y') et la tralisforniatioii (3) une transforiiiatioii de contact 
d'élé~j~ent à, Bléiaent ou transforination (S, 1.; Y; x, y, y'). 

Relativeiiieiit s u s  foiietioiis en iiivolutioii, iious rappelleroiis encore les 
résultats classiques suivants : 

Si f et sont cleus fonctions en iiivolutioii, les équations: 

f (x, y, gr )  = const. y (x, y, 9') = const. 

sont deux intégrales premières de la même équatioii difïérentielle du second 
ordre: 

Toute autre intégrale première de cette équation est une foiiction arbitraire 
de f et de y. 

Enfin si oii éliiiiiiie y' eiitre les deus 4cjuations ditf6reiitielles: 

f (x, y 9') = cc p (x, y, y') = b 

oii obtient , une équation 
w (2, y, C C ,  b) = O 

qui définit unp intégrale coinniune aux deux équations cliffkentielles. 
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3 a$. Considérons d'abord la transforniation de contact donnée coiiiine 
une transformation ( X ,  Y; x, y, y'): elle est alors définie par les équations (1) 
et elle possède une infinité d'éléments doubles (x,, yo, yro) définis par les 
équations: 

f ( x o ,  Y", y f0)=x,  Y @ , ,  y,, y',)=!/,. 

Nous entendons ici les inots « élément double » au sens que nous leur 
avons donné au Chap. IV (S 4). Si, au  contraire, nous considérions la tran- 
sforinatioii coinine une traiisforrnation (,Y, Y, Y'; x, y, y'), il faudrait en- 
tendre par « élcment double » un élément vérifiant non seulenient les deux 
équations précédentes, mais aussi la suivante : 

Kous supposons actuelleinent qu'il s'agit d'un éléinetit qui est double 
pour (1) sans être double pour (3), de sorte que l'on a:  

En se reportant à la valeur de 8 (x, y, y') donnée plus liaut, on \-oit 
qu'on peut mettre 8 (x, y, y') sous l'une des formes suivantes: 

de sorte que l'inégalité précédente revient B la suivante: 

ou, avec les notations du 5 152: 

$ 25. Cowbes  ir~vnriniztes par la trcozsforrmtio,t (S ,  Y; x, IJ, 3'). - 
Proposons-nous de trouver une courbe invariante par la traiisforiiiation (1) 
et contenant l'élément double z,, y,, uto: conforni6iiient à. ce qu'il a été dit 
au paragraphe précédent, nous entendons par éléiiient double un éléinent 
vérifiant seuleiiient les deus équations (l), de sorte que C n'est pas nul. 
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La théorie des transformations de contact conduit à. une courbe qui 
correspond au yoid  unique x,, y,: cette courbe s'obtient en eliininaiit y' 
entre les équations: 

f (x7 Y, 2') = XO Y ($7 y, Y') = Y" 

C'est elle qrle nous trouvons ici comme solution 
tionnelle : 

$ [f (3% $7 +')] = Y (x7 $7 V). 

de l'équation fonc- 

(Ii.') 

II est essentiel de reiiiarquer que cette solution est une solzctiors étrcctzyère 
et qu'elle ne fournit pas A proprement parler une courbe invariante par la 
transformation: un élément variable x, y, y' de la conrbe t~ = + (x) cor- 
respond en effet un point fixe unique x,, y,. 

La solution étrangère ainsi obtenue existe évide~iimeiit, que C soit niil 
ou non. Mais il y a une différence essentielle entre les d m s  cas. Si on 
suppose, coinme nous le faisons actuellement, que C' n'est pas nul, les re- 
iriarcpies faites au  5 14 nlontrent qu'il ne -passe par l'éléiiieiit x,, y,,, y', 
qu'une seule solution de l'équation (E), tout au ~noins en supposant la trans- 
formation donnée et la solution cliercliêe analytiques: la solution étrangtre 
est donc la sede solutioii de l'équatioii (E)  conteiiant l'élément double. 
Supposolls au contraire C =  O, ce qui revient à considérer un 614inerit x,, 
y,, y', double, non seulement pour la transfoniiation (X, Y; x, y, y'), niais 
aussi pour la. transformation (X, Y, 17'; x, y, y'): Icç solutiort étm~zgbre ?&'eut 
l ~ l w  ~zécessni~e~~lerzt ln sezcle et nous déniontrerons ef-fecti~eiiient bientôt l'esi- 
stence de deus autres solutions qui donneront de véritables courbes inva- 
riantes par la transforii~ation de contact et coi~tenant l'éléiiient double. 

26. Exe1r~p1e.s. 1.0 Soit la traiisformation par polaires reciprorpes par 
rapport la conique: 

2y-x"0. 

Cette transformation est définie par les équations: 

et l'écjuation fonctionnelle correspondante est: 

Les élén~ents doubles sont donnés par les éyu a t' 1011s: 

x, = y'(, $0 y', = 9 y0 
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ou bien : 

Ce sont les éléments forniés d'un point de la conique et de la tangente en 
ce point. En élitninant g' entre les équations: 

on obtient 

011 vérifie imiiiédiatenietit que la fonction I, (x) ainsi définie: 

~érif ie  l'équation (E). 
L'équation précédente représente la tangente à la conique : à un éléiileiit 

variable de cette tangente la transforiiiatioii fait correspondre un point unique 
de la niêine droite, le point de contact de la. tangente. 

On a ainsi ln sol~ltiorz étroizyère signalée en général au  paragraphe prk- 
cédent. Les véritables solutions du problème, c'est-à-dire les courbes invariantes 
par polaires réciproqiies, ont été tléterininées, à un point de vue différent, 
par Mr Dansouri dans son célèbre niémoire « szcr um classe rerr~nrq/tnble de 
courbes et de surfaces algébriques » (*) M.r DAKBOUX a traité le problèiiie ana- 
logue dans l'espace, niais sa méthode subsiste évideinmeiit pour le cas du 
plan. Au point de vue qui nous occupe, le prohlènie reviendrait à trouver 
une courbe y = + (x) invariante par la transfornî n t' ion : 

La fonction + (x) devrait vérifier l'équation (E) et la ilou\-elle équation: 

+' p+' (x)] = x. ( E  ') 

Mais je me bornerai à signaler cette metliode, qui conduit aisément à ln 
détérminatioti de toutes les courbes iclent.iyues à lciirs po1;iires réciprocliies. 

(*) DARBOUX, Sur U I ~ C  classe remcrpuable ( l e  coltrbes et d o  szcvfccces cclg6bviyrces (Note I X ) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 18 L a t  t ès : Szcr leu équations fonctionnelles qui d4Ffirzissent tcne coiwbe 

2.0 Soit la transformation de contact: 

X = a x + y 1  Y=OLCCJ+IJ'~. 

L'kquation fonctionizelle correspondante est: 

> [a x + 1' (x ) ]  = 9 fi + (x )  + FIf @)la. 

Les éléineiits doubles ont pour coordonnées: 

xi (1 - n)" 
Z = X ,  y =  3' = x, (1 - a )  l . - - 2 n  

x, étant arbitraire. On a une solutio~i de l'équation (E), clépenclaiit du pa- 
ramètre arbitraire x,, en éliminant y' entre les éqiiations: 

xi (1 - a)' 
~ X + I J ' = X ~  9 n g + y r 2 =  l-"L- 

ce qui donne: 

La vérification est iinmédiate. 
"2, C'ozcrbes irwnrimztes pcrr ln t~n~~xforricrcfion de co)ztact (S, Y, Y'; 

a, 0, 3'). Considérons iiîainterzant la transforination de contact doimée coiiinie 
une traiisforiization (X, k', Y; x, y, y') : conforiiiéiiient B ce qui a été dit 
au $ 44, nous ne parlerons, cette fois, cl'élfiment double que lorsqu'on iiura 
les trois éqiia tioris : 

f (x, , Y,), y',,) = xo 3 ( % " Y  Y, 7 Y',) = 210 9 (x" , Il", 9'0) = uto - 
La troisième équation peut s'écrire (§ 25): 

C = 0. 

Le cas que nous üllvns traiter est cloizc le cas exclu clans les deus pa- 
ragraphes pr6cédeiîts, daiis lequel la soliitioii étraiigére n'est plils nécessai- 
reinent la seule contenant l'i.16iucnt double (.ç,,, y,,, y',). 

Nous nous proposoiîs donc de trouver une courbe iiivariiiiitc par la sub- 
stitution (3) et coiiteiiaiit l'élélilelit double (x,, y,, y',). Soit 9 = > (x) l'équn- 
tion d'une pareille courbe. Lii fonction $ (x) de~ra ,  verifier lcs deus  équa- 
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La fonction 0 est liée à f et h ? par l'identité: 

0 (x, y, y') = 

Le second 1iieiiibi.e de cette identité ne contient y" qu'en apparence, en réa- 
lité il est indépendant de y" puisque la transfornlatiou est une traiisforma- 
tion de contact. 

Si on dérive l'équation ( E )  par rapport à x, on obtient: 

ou7 A cause de l'identité précédente 

équation qui se décoinpose en deus dont l'une est l'équation fonctionnelle (E') 
et l'autre une équation différentielle : 

Ainsi toute fonction qui vérifie l'équation (E) vérifie aussi, ou bien l'équa- 
tion (Er) ,  ou bien l'4cjuatiori (E"), d'où deus cas à distinguer: 

1.0 S~ipposo~is  que la 'fonction + vérifie les équations ( E )  et (En): elle 
ne constitue pas alors une solution du problème tel que nous le posons 
actuellenient et il est facile de voir qu'une pareille solution n'est autre que 
la solution étrangère obtenue en 25; en effet l'équation ( E n )  aclrnet une 
intégrale première 

f (8, S, 4') = $0 

et l'équation (E)  devient, en tenant compte de cette dernière Equation: 
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En Gliininant (J' entre ces deux équatioiis, 011 a bien la. solution + obtenue 
au S 23. 

2.0 Supposons que la fonction $ lie vérifie pas (En), cllc doit alors vé- 
rifier (E'). Montrons toiit cl'ahoril que, r6ciproqueinent7 si une courbe y = + (x) 
contient l'élément iloid)le cc,, y,, J', et si $ ( x )  vérifie l'équatioii (E'), cette 
fonction $ (x)  vérifie aussi l'byuatioii (E). On nurn eii effet, cn iiiultipliaut 

les deux iiieiiihres de l'lquatioii ( E t )  par + a f +* f ;; ,, la ...,elle 
a~ av 

équ a t' ion : 

C étant une constante. L'équation devant être satisfaite pour x = x,, 
y = y , ,  y l = y l , ,  on a :  

+ (x,) = y, + C 
d'où C = 0. 

Ainsi la fonctioii + (x) qui vbrifie l'bquatioii (E') vCIrifie aussi l'équa- 
tion (E). Il résulte de 1 i  que, pour avoir la courbe cliercliée invariante par 
la traiisforiiiatioii (3), il suffit de corisiclérci. la substitutio~i 

et de clierclier une courbe invariante par cette substitution conteiinnt 1'616- 
iiieiit (x,, y,, y',) double, iioii seuleinent pour la. substitution (G ) ,  niais aussi 
pour la substitutioii (3). Si y = ( (XI est l'écjuatioii d'une pareille courbe, + (x) 
vérifie en effet l'équation ( E l )  et par suite l'équatioii (E). 

L'étude des substitutions de la forine (4) pourrait se faire coiiiiiie celle 
des sul~stitutioiis (X, Y; x, y, y') qui a été faite au  Cliap. IV : on pourrait 
définir les 'mtlc~étlentes et les coiiséquentes successives cl'uiie courl~e initiale 
contenaiit 17Cléiiient double et clierclier si ces antécédentes et ces conséquentes 
oiit des liriiites. On pourrait étudier ainsi les Cyuations foiictioiiiielles de la 
forme (E ), et cela, iiiêiiie dans le cas où il ne s'agirait pas d'une transfor- 
iimtiori de contact. Mais cette étude n'est pas indispensable pour le problème 
actuel, que nous aborderoiis par une autre iiiétliode au  paragraphe suivant 
et elle exigerait des développements uu peu longs: aussi je nie contenterai 
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d'énoncer, pour les substitutions de la forme (4), quelques résultats dont je 
me propose de développer les désnonstratiosis dans un travail ultérieur. Ces 
résultats sont les suivants : 

Etant donnée la substitution (4) et un élément double (x,, y,, y',) de 
cette substitution, fornions l'équation : 

Soient S', S" les racines de cette équation supposées distinctes et non 
nulles : 

1 . O  Si / S' 1 ,  1 S" 1 sont tous deux inférieurs à 1, il existe une courbe 
invariante contenant l'élément double (x,, y,, y',) et définie dans un certain 
intervalle x, - h, x,, + h : cette courbe peut s'obtenir comme liniite des an- 
técédentes successives d'une courbe contenant l'élément double. 

2 . O  Si S' , S" 1 sont tous deux supérieurs à 1, il existe une courbe 
invariante, limite des conséquentes successives. 

3.0 Si / S' 1 ,  1 S" 1 coinprennent 1, il existe deux courbes in\miantes, 
l'une liniite d'antécédentes et l'autre limite de conséquentes (*). 

Si on applique la proposition précédente aux transforinations de eoii- 
tact, on voit qu'on peut définir, suivant les cas, une ou deux courbes inz9a- 
riantes ynr la transforrnntion de contact (3) et contennîtt l'élément double x, , 
y,, y', de cette tran.rfon)zntion. 

Ce résultat est ainsi établi sans supposer l'analyticité des données et  
en supposant seulement, coinine on l'a fait au  Chap. IV pour d'autres sub- 
stitutions, que les fonctions dorinées f ,  y, O sont définies dans le dosiiaine 
de (x,, yu, yfo) et ont des dérivées du pren~ier ordre contiiiues dans ce clo- 
inaine. Mais il n'est pas prouvé que les courbes ainsi obtenues soient les 
seules et, en particulier, pour le cas de 1 S' 1 ,  / Sr' 1 inférieurs ou supérieurs 
tous deux à 1, il n'est pas prouvé qu'il n'existe pas une deusiènie courhe 
invariante. 

Dans la méthode du paragraphe suivant, nous supposerons les fonctions 
f, y ,  0 analytiques et nous pourrons déniontrer alors qu'il existe dezm cowrbes 
annlgtiques invariantes dans tous le cas: en restreignant les hypothèses 

(*) Ces résultats s'appliquent à toute substitution de la forme (4). nlême si cette sub- 
stitution ne provient pas d'une transformation de contact. 
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1% Lat tés:  Sur les équntions fom$ionneEles p i  d4finissent une cowbe 

faites sur les fonctions f ,  y, O ,  nous poiirroiis niiisi obtenir un rbsiiltat plus 
complet que par la iiiétlio~le précédente. 

Nous allons donc reprendre par cette deusièiiie iiiiltliotle la reclierche 
des courbes invariantes par lit trarisforinatioii (3). 

25. Deuxième nzétlrode. -- U R ~ S  ln transforiiialioii de coiitnct (3), rein- 
placons y' par une variable n" intlépenclante de a et de y : elle devient une 
substitution & trois variables : 

s= f (x, 9, 3) 

y= P ($7 y, n") 

z = 0 (x,  y ,  5 )  

I (3 bis) 

la fonction 9 pouvant prendre l'une des foriiies suivantes: 

Nous allons appliqiier à cette substitutioii les rbsiiltats de Cliap. 11 sur l'ité- 
ration à trois variables. 

Si on a obteiiu une courbe plnnc y = + (x) invariaiitc par la traiisfor- 
niatioii de contact (3), on en tlhluit une courbe (le l'espace : J = + (x )  5 = +' (x) 
invariante par la trailsforiliatioii poiictiielle (2 his). 

Réciproquement, supposons qu'on nit obtenu une courbe niialyticlue in- 
variante par la substitutioii (3 bis) et pnssniit par le point tloiible (x,,, y,,, gro) 
de cette substitutioii: on sait qu'il y en a trois en géribral (Clinp. II). Soient 
2~ = + ($) B = ;( (x) les équations d'une pareille coiirbe. Peut-oti en tlilduire que 
la. coiiibe plane y = # (x) est invariante par 1ü traiisforiiiatioii de contact (3)- 
La clu~stioii revient à chercher si (a) est mcessnimuelzt ln c7ét.ivke de # (J) : 
nous iiio~itreroiis que cette conditioii n'est satisfaite que par deux des trois 
courbes invariantes et non pas par la troisième. 

89. F o r m  réduite. - Donnons d'abord une forme réduite de la trans- 
foriilation de contnct dans le doinairie de l'éléiiient tlouble (x,, y,, y',). Par 
un  changeillent de variaLles, on peut toujours ninener l'éléiiient double ii 

avoir ses trois coorclo~~nees iiulles et les deus preiiiières équations (3) ont alors 
la forme : 

X=ax+by+cy1-kP(x, y, y') 

Y =  A x + B y + C y ' t @ ( x ,  y ,  y'). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou ztne surface i/aocwintzte pccr urte trnutsfor/rmtiort. 1-23 

Nous avons obtenu au Cliap. IV (5 5) les expressions de cr, b, c, A, Il, C 
en foiictioii des cooidoniiées priiiiitives (s,, fi,, y',) de lli.lCiiieut double. En  
se reportant à ces valeurs, on  oit que l'on ii en particulier : 

Actuelleirierit, on a : 

car l'éléiiient double 
peut se mettre sous 

(x,, , yo, y'J vkrifie l 'éq~~at ion yJO = 0 (,xo, yO, pl0) qui 
les deus formes suivailtes : 

De plus, pour pouvoir appliquer les résultats obtenus dans l'étiiclt. de 
I'itSratioii à trois ~ariables,  il faut supposer que clans le domaine dc (x , ,  

temps (*), afin que l'on puisse einp1oyc.r l'ii~ie a u  itioiris des cleiis forines (5) 
de la fonction O : il en resulte qlc'ote doit supposer que a et c /se sortt l)nü 
~tzcls en mêi~he t o ~ q ~ s .  

(") Les conditioiis i ; f  a f  
[a + a =:= O et (ai), =:- O expriment, cii p6ni,nl, que y: n'est 

pas infini: elles dCyeiideiit donc de l'orientatioii des axes de coordoiiiiCes. Le seul cas qui 
reste aiiisi à ktudier est celui o ù  l'on a en inêmc temps: 

Les CL6ineiits doubles vérifiant siri~ulta~ii.riicmt ces 4 C.qiiatioiis sont des i.li.n~erits 'si~igiilicrs 
dans lc domaine desquels une étude particulière serait nCcessaire. 
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Les équations réduites sont donc de lit forme : 

X = cc a + Ii y + c y' + F (x, y, y') 

1' = B Y  + @ (x, Y ,  Y ' )  

a et c n'étant p,zs nuls tous les deux. 
On déduit de ces équations Y' sous les deux fornies suivantes: 

011 emploiera la première si n n'est pas nul et la cleuxiéine si c n'est 
pas nul et on pourra, dans les deus cas, développer Y' en série ordonnée 
suivant les puissaiiccs de x, y, y', dans le cionlaine de l'origine. Esaniinoiis 
successive~nent les deus cas. 

1 . O  Supposons c-1- O et employons la deuxième foime de Y'. On i l ,  

pour le développement de Y', une expression de la forme : 

cc,  F ,  Y ayant les valeurs suivantes: 

Ces coefficients a, F, y et les coefficients cc, b, c, B, ne sont pas d'ail- 
leurs indépendants. 

O11 a en effet l'identité : 

qui esprinle que la transforn~ation est une transfoi.mation de contact. En 
dérivant cette identité par rapport à y' et en remplaqant ensuite s, y, y' par 
zéro, on obtient: 

ou bien : 
a y - C U = B .  
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On voit d'ailleurs aisément que cette relation est la. seule existant entre les 
coefficients des termes du premier degré en x, y ,  y' dans le cas général. 

Ainsi ,  elt supposant c-1 O,  l a  trnnsformrctio~z prend la forruz réduite: 

X = f ( x ,  y,  y l ) = a x + b g + c y ' + - . .  

Y = y (x,  y,  y') = BY + (8, 
Y'=9 (a, g, y ' ) = a x + F y  + y y ' + - . .  

leu coefiicieizts étant liés par  Zn relation: 

2.O Supposons a -1- O. On emploiera alors la première fortne (6) de Y' 
et on aura: 

Y ' = x x + Q ~ / + . ~ y ' + . . .  

u, p, y ayant les valeurs: 

Si on dérive les deux riietnbres de l'identiié (7) par rapport à x et si 
on remplace x, y, g' par zéro, on obtient la relation: 

ou bien: 

OU encore: 

i l ins i ,  oit obtient elzcore d a n s  ce cas ln mêm~ forme rédtcite (8)  p o w  la 
trnnsformntion de contact. 

30. Dans la transformation (8), reiiiplnçons maintetlant y' par une 
variable z indépendante de x et de y, comme nous l'avons indiqué au § 28. 
Elle devient une substitution à trois variables: 

(8 lnis) 

avec la relation: 
a y - - - c u = B .  
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à cause de la relation cc y - c Y- = B. 
L'une des racines est S = B. Soient Sr ,  S"  les deus autres racines. Re- 

niaryiions que l'on k i :  

S = 8'8". 

L'éq~mtion en S relative à cette substilutioi~ (Voir Cliap. II est la sui- 
 ant te: 

Aiusi, l'urze des rncirtes de l'éqzcntiorz e u  S relntiile i c  l r r z  élérr~ertt double cl'?brze 
trn~zsforitcntiort de co~ztnct est éonle arc prodztit des d e u x  nicft-es. 

Reiiiarqiioris aussi qiie l'éqnatioii du secoiid dogr& qui adint)t pour 
racines S', S u  n'est autre que l'équation en S coiisidérée au  $ 97, dans la 
première iiiétliode iiidiqube pour la. recherche des courbes iiivnriiiiltes (*). 

Pour appliquer le t l i 6o rhe  fontlaiiiental du  Cliap. 11 sur les coiirl~e:: 
invariantes par iirie siibstitution, nous devons supposer que les racines de 
l'éqiiatiori en S sont distinctes, ont des inoclulcs rliR6rents dc zéro et de 1, 
et enfin qu'aucune des racines n'est une puissance entitre d'une autre ra- 
cine: à cause de la relation S =  S f S " ,  cette deriiière 1iypotlii.sc revient ii 
supposer yu'aucuiie des deiis racines S', S" ]l'est iule piiixsaiice entihre de 
l'autre. Nous ferons donc ces diverses liypotlic'ses. 

Il existe alors trois courbes analytiques iiivnriaiitcs par la suhstiti~- 
tioii (8 bis) et passaiit par l'origine. Cliercl~oiis les tangentes à ces trois 
courbes à. l'origine. 

Ln taiigeiitc à ln courbe invariante C correspondant à la racine S = B 
a pour équ a t' ions : 

( a - B ) x + b g + c z = O  

cc-& b G 

O B - S  O 

a B Y - S  

(") Dans cette éqintiori, le lcrine iiidCpcwlniit [ f ,  O ] ,  sr ri.duit eii c~ffot 5 a7 c ? ,  c'est- 
5-dire à B. 

= O  

ou bien: 
( B - # ) [ ( a - S ) ( i . - S ) - c ~ ] = 0  

OU encore 
(B-S ) [S"( ( rc+y )S+R]=O 
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o u  mne surface invariante pa r  une trunsforq~mfion. 187 

Remarcjuoiîs qu'elle n'est pas  situde dans le plan y = 0, car il foutlrait pour 
cela: 

(a-B)(y-R)-ccc=O 

et l'une des racines S' S" serait égale ii B:  l'équation du troisième degré 
en S aurait une racine double, contre l'liypothèse. 

~onsiù&ons niaintenaiit la tangente h la courbe invariante Cf corare- 
spondant à la racine S'. Elle a pour équations: 

( a - S f ) x + b y + c z = O  

équations qui se réduisent aux suivaiites: 

La tangente est donc située dans le plan y = O. Il en est de ~iiêine pour 
la. tangente à la. courbe ii-ivnrimte C" correspondant à la racine 8". 

Ainsi, pour deux des trois courbes analytiques invariantes p a r  la szcb- 
stitdion (8 bis) et passant par l'origine, on a yto = O: soient Cf, C" ces deux 
cowbes; pour lm troisidme courbe C a?& contmire, on a D', =l- 0. 

Ceci posé, soient y = + (x) 2 = (x) les équations de l'une quelconque 
de ces trois courbes C, C', C". Nous allons démontrer que, pour C' et C", 
la fonction % (x) est la dérivée de + (x), inais que pour C il n'en est pas 
ainsi: il en résultera qu'il existe deux courbes analytiques inva,riaiites par 
la transforination de contact (8) et deux seulement. 

Si on suppose en effet y et 5 reinplacés dans les équations (8 bis) 
par les coordonnées + (a) ,  ;C (x) d'un point de l'une des trois courbes C, Cf. 
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Rappelons que, dans cette dernitre équation, z' n'entre que d'une façon 
apparente, puisque la transforination (5) est une transforination de contact. 

Supposons d'abord que y et z désignent les coordonri6es d'un point 
de l'une des deus courbes C', C". Pour ces courhes, on a :  

Prenons les dérivées successives par rapport à x cles deus iileni1)res des 
équations (9) et remplaqons x par zéro dans les relations ainsi obtenues. 
Pour x = O, Y,  Y', Y" ,... et 2, Z', Z", ... deviennent égaux respectivement 
à y, g', y", ... et à Z, z', zn ,... On obtient donc ainsi des relations entre y',, 
y",, ?J'''~ ,... et z',, z",, zl", ,... On a: 

Si on remplace x par zéro, on obtient une relation entre y',, z',, t~",, z", 
qui, résolue par rapport y",, prend la fornie: 

La ileusihie équation (9) ne diffère de la. preniière que par le clian- 
genient de y' en z et de Y' en 2: donc, en prenant les dCrivées des deus 
iiienilsres pa r  rapport ii x et en reliiplaçant x par zkro, on obtient: 

z',, = A (0,, x',, z",). 

En comparant les deux relations ainsi obtenues, et en teiiant coiiipte 
de la relation Y', = z,, on voit que l'on a: 

Je dis qu'en gênéral on aura de même: 
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Supposons la proposition établie pour toutes les valeurs de n jusyu7à 
n = p - 1 et démontrons qu'elle subsiste pour n =p.  

En dérivant p fois ln preinière équation (9) par rapport li x, en reiii- 
plaçant x par zéro et en résolvant par rapport à g$) la relation ainsi ohte- 
nue (*), on obtient une bgalité de la foriiie: 

Dérivons maintenant la deuxièliie équation (9) par rapport à x: coiiiine elle 
ne diffkre de la preinière que par le changeiiient de y' en a et de Y' en Z, 
ce qui entraîne le cliangeineiit de y'") en z'" ') et cle 1''" en 2'" ", oii obtien- 
dra, pour x = O : 

.. 
et coiinne on a, par hypothèse : 

on voit qu'on aura aussi : 
f P )  - (P-1) 

?/O - 20 

ce qui dénlontre la proposition. 
Ainsi, les équations de chacune des courbes C et C' sont de la forme: 

et 'J, (x) est bien la dérivée de + (x). 
11 en résulte que la courbe plane ZJ = + (x) est bien invariante par la 

transforination de contact (8). 

(*) Il est ais6 de voir que la relation ainsi obtenue et les relations analogues obtenues 
précédeniment déterminent bien d'une façon univoque les quantités gr',, y\, . . . , y?). Ces 

relations, jointes aux relations analognes obtenues en partant de la deuxihiiie équation (9), 
sont en effet les équations servant à effectuer le calcul formel des coefficients y", , f, , . . . 
et  z to ,  z", , . . . des équations d'une courbe invariante, lorsqu'on a déji  calculé les coeficieri ts 
yt0 et d o .  Or, d'après les résultats du Chap. II, les coefficients y',,, do une fois calculés, i l  y a 

uwe courbe invariante el une seule pour laquelle y',, do  ont les valeurs ainsi calculées: il eii 
resulte évideninwnt que les équations que nous çonsidérons peuvent être rholues de proche 
en proche par rapport à y';, y"',,, . . . , y?) e t  qu'elles ont chacune une solution et u*Le seule. 
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Ce raisonnement s'applique aux deux courbes C' et C", inais il ne s'np- 
plique pas à la courbe C, car pour cette tlertiière, on a: 

puisque i ,  est nul et que yfo n'est pas riiil. 
Ainsi la courbe C qui est i i i~wiaiite par la. trniisf~r~iiiitioii poiictiielle 

( 8  bis) ne fournit pas une courbe plane iiivariaiite par la traiisforiiiatioii de 
contact (8). 

Les i.ésult;~ts des ileriiiers liaragraplies sont résu1116s dais l'bnoiic;! 
suivant: 

THÉOH~ME. - So i t  d o m d e  zcne trntz,sforruatio)b de  contcict: 

X = f (x,  y ,  y f )  Y = y (x, y ,  y f )  Y' = fl (J, y ,  y f ) .  

S o i t  (xo, y,, y',) un é lé~r~en t  d o d l e  de l a  t r n n s f o r r m t i o ~ ~  d u n s  le dorucrhe 
t 7 ~ p l e l  les coeflicierh f, .g, 0 sont holorr~orpl~es. S tq) l )oso) ts  que  l 'équation e n  S :  

n i t  ses rclcines distincles, (le ~ u o d d e  dif f irent d e  O et d e  1 et ettfin y t c ' a ~ c ~ ~ î e  
tlcs racines  ne  soit u ~ c  puisscr~zce elttikre (le l ' n ~ i t r e  mcir te  (*). Il existe nlo).s 
d e t m  cowbes  nnnly t iq~ces  et t7ewx sederr~ent  inonriantes  p a r  In t r n w s f o i . ~ ~ ~ n f i o n  
d e  contnct et c o n t e ~ r n d  l'e'ldrueuzt douZile (x,, y,, y',,). Si y = + (x) est Z'dqrmtion 
d 'uue  d e  ces cowbes ,  l n  fonction # (a) airifie, d a n s  le rloiimi~ze de  a,, les d e u x  
éqmtiotzs  forzctio)tnelles: 

31. l 3 x e 1 q ~ l e .  - Soit la transforination de contact: 

(*) Il n'y a pas faire intervenir la t ro i s ihe  racine S= B dans ces hypothéses, puisque 
la coilrbc invariante de l'espace cowespoiidaiit à cette racine ne fournit pas iiiie courbe 
plane invariante par la transforiiiation de contact: si, par suite d'une liypothtse faite sur 
cette racine, la courbe iiivariaiite de I'espace qu i  lui correspoiid venait ii disparaître, cela 
lie chaiigerait donc pas les r6sultats relatifs à la traiisforiiiatioii de contact. 
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et soit à déterminer les courbes arialyticlues iuvarinntcs contenant l'élément 
double x, = y, = y', = 0. 

Considérons la substitution: 

On (léterinine aisément les coiirbes invariailtes passaiit par l'oi-i~ilie, 
en eniployailt la méthode des coefficients iiidéteriiiinés et on trouve les trois 
courbes suivantes : 

courbe : y = O z= 0 

(02, - cc) x" 
3e courbe: y = DL x = (2- a) x. 

Pour les deus dernières courbes, z est la dérivce de y par rapyort à x ;  
ces deus dernières courbes donnent deus courbes planes iiivariairtes par la 
transformation cle contact: 

lere courbe : y = 0 

('2 - C I )  x2 
52" courbe : y = 2 

Ces deux fonctions vérifient à la fois les deux équatioiia forictioriiielles: 

La vérification est immédiate. 
011 a trouvé eii outre au 5 26 une iiifiiîité de solutions vérifiant la 

prernière de ces équations sans vérifier la deuxièine. 
3.2. Ihpctliotzs différetcfielles irzvnrin)ates pur u n e  frnr?ofori~trrfion d e  

c o ~ z t c ~ t .  - fitant donriée la traiisforniation tlr contiict (3), on peut se pro- 
poser de chercher iiiie équation différentielle F ( x ,  9, 3') = O i~ivariatite par 
la traiisfornlation. Une pareille équation possède la propribté suivante: 
étant doilnée une courbe iiit4grale de l'équation, la traiisforii-iatioii dt> contact 
appliqi~Ce à cette courbe doiine iine iiuuvclle cuiii.be int4grale (le la. iiiêiiie 
écpatioii. 

Le prohièine revient li la rcclierclic d'une surface invariante par la 
substitution à trois variahles (3 bis). Soit (x,, y,, y'") un point douhle de 
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cette substitution: 1'6qu;ttion en S relative à ce point a trois racines dont 
l'une S est égale au produit des deus autres S', 8". D'après les résultats 
du Cliap. I I  (SS 18 et 19) sur les surfaces invariantes, il y a en général ilne 
siirface iii~üriantc contenant I'élénient double et correspon(1ant à la racine S', 
pourvu que S et 8" soient tous deus sup6rieurs ou tous deux iilf6- 
rieurs 2 1; il y a de même une suiface invariante correspondant à la ra- 
cine S v  pourvu que S et S' soient tous deus supérieurs ou tous deus 
iuférieiirs i 1. Mais pour la troisième racine S, on est arrété claiis le calcul 
forinel cles coefficients ti cause cle la. relntioi S = S'S": il n'y a donc pas 
en gbiléral de  surfiire invariarite correspondant à cette racine; inais il peut 
arriwr cependant que, pour une transformation particulière, il y ait, non 
pas iilipos.4hilit6, niais iiitii~ter~iiiiiation dans le calcul formel : tlaiis ce cas, 
on aiirait ilne infinité de tléveloppenients rérifialit forniellenieiit l'équatioii 
fonctioniiellr qui cléfinit ln surface invariante et il resterait à ~ o i r  si les 
développenients oljtenus sont coiirergeiits. Ln. ~iiêiiie question se pose d'ail- 
leurs dans le Cliap. II, toutes les fois qu'il y a entre s, s ' ,  S v  une relation 
de la furnie S = S1"S"P et nous n'avons pas étudié ce cas au Cliap. II. 
Kous 11011s bornwons donc ii conclure en reinnrquaiit que toutes les fois 
cytc'o~z a pzc obfelzir une  surface inuarinr~te par  ln transformrctiolz (3 bis), o n  
en ddduit, eu r c q ~ l n y n t z t  a y n r  U clans l 'équdion de cette sw fnce ,  ulte éqzcatiorz 
clifféie)ttiella d~ preruicr ordre qu i  rcrl~uet Z.c trnnuforrrtntiort (Je contact (3). 
Ce résultat est général pourvu qu'on considère, coinme le fait S o r ~ u s  LIE, 
iiiw éqiiation différentielle di1 preiiiier ordre coiilme ilne équation entre les 
coordoniiées x, y, 9' d'un élénicnt: l'énoncé s'applique alors, même au cas 
oit l'équatioii d'une surface invariante rie coiitiendrait pas z.  

Exemple. - Soit la traiisforniation d6jà eorisidérée nu paragraphe pré- 
cédent : 

X = n x + y 1  Y = 9 a y + y f 2  Yi=U2g'. 

Si on y reriiplace y' par x, on a. la trnnsforiuütiori ponctuelle: 

qui admet l'origine pour point double. 
Ramenons d'abord cette transformation à avoir la forme canonique in- 

diquée au Chap. II. Pour cela, il suffit de poser: 
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ou une surface invariante par une transforrmtion. 1 33 

La transformation devient : 

Les racines de 1'6quatioii en S sont a, 2 et 2 a. 
A la racine Si= 8 correspoiid la surface iiivai-iante tangente au plan 

g o y :  
z =o. 

,4 la racine 8" = n correspond la surface inmriarite tangente au plan 
y Oz: 

.IL = o. 

Entin cherchons une surface ilinriante tangente au  plaii x O z .  Soit : 

l'équatioii de cette surface. La foi~ction + ( b i t  ~ér i i i e r  l'équiitioii foiictioii- 
nelle : 

+ (a  .u, 2 UY) = 9 a + (M, s) + 2. 
O11 reconnaît aisément que tous le;; coefficients de + (11, z )  doivent Citre 

1 
-- et qui est arbitraire: ainsi on est d;ii;is nuls sauf 7 qui est égal % 

(2 - a )  
le cas où le calcul des coefficients conduit à une indéterniinntion et on trouve 
utle infinité de suifaces analytiques invariantes tangentes au  l~lail x O z  et 
ayant pour équation générale : 

z" 
~ = B u z + - - - - - .  "2 - a,) 

Si on revient aux variables x, y, z, on a les surfaces invariantes sui- 
vantes : 

et si on revient la transfor~nation de contact dails le plan, on ,uoit qu'on 
obtient les épcntions difdrentielles swiua~des iizvrrriarstes par la trrrrzsforircn- 
tiora de corttact : 
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134 L c t t t è s :  Sur les é g u a t i o m  fonc t io i~n~l l e s  qui défiwisse~zt une coicrbs 

p étant une constante arbitraire et la niéthode employée montre que ce sont 
les seules équa t io~zs  différetctiellos admet tant  l a  trailsforumtiole d e  contact pro- 
posée, vérifiées pour x = 0 y = O y' = 0 et telles que l'une au  moins des 
trois quantités x, y, 9' soit une fo~iction liolomorpl~e des deux autres p a n -  
tités, dans le domaine de x = y = 9' = 0. 

Toute courbe integrale de l'iule (le ces éqiiations se trailsfornle, lorscp'oii 
lui applique la. transforiiiation de contact donnée, en une nouvelle courbe 
intcgrale de la, mêioe équation: il peut arriver que 1'3 courbe intégrale con- 
sidérée coïncide avec sa tranqforinée, c'est alors une des courbes invariantes 
trouvées au paragaplie précédent. 

Il f u t  supposer, dans ce qui précède, qu'auciine des c~uantités n,  2 et 2 a 
n'est le produit de deus piiissances entières des: deus autres quantités: dans 
ce cas, il peut y avoir une nouvelle indétermination dans le calcul forinel des 
coefficieiits, d'après la théorie générale du Cliap. II et les équations obte- 
nues ne sont plus les seules répondant à ln question: enfin si a= 2, les 
résultats précédents tombent en d4fi~ut, mais nous noils bornerons au  cas 
général. 

33. Co)zuergence i r régd ière  et cycles $e coztrbes invnriaît tes.  - La notion 
de convergence irrégulière dont ilous avons parlé clans l'étude de l'itér a t' ioii 
a deus ou à trois variahles (1"'" partie 83 15 et 93) s'étend sans difficulté aux 
transfornîatioiic; de contact. 

Consiclbrons une transforiiiation de contact T' et ses piiissances T" TT",  ... 
O n  peut se proposer de clierclier une courbe qui soit iiivariaiite par la tran- 
sforinatioii I"' bans être iiirariiinte par les traiisformatioils T'?l'indice 12 in- 
férieur à p. Une pareille courbe C est trniisforrnée successi\ement par la 
transformation Tl en des courbes C,, C,, . . . , C,,, Cl,+,, . . . et la courbe C,,, 
coïncitle a \ w  Cf,, car elle pourrait se clktluire de Ci par la transfoniîatioil T" 
qui laisse CfI iiivariante : O)?, a nilzsi zcrz cycle d a  y cozcrbes se yerri~utnizt  cir- 
cltlnireruerzt p n r  lm trcrwforrrmtior~ T L .  Au point de vue piireiiimt arialytique, 
nous forliions ainsi ztrz cgcle de y fouctioles $, (x),  #, (x) , . . . , +, (x) vérificctzt 
w z  s j s t d ~ u e  d'éqlcntio~zs fo~zctio~trzelles. 

Cette notion de convergeilce irréguliCre s'appliqiie, soit qu'on considère 
la transforiimtioii T L  coinme une trnnsfornialion (,Y, 17; x, y, 9') d'élé'ued A 
poiut (5s 2L à OLB), soit qu'on la considère coriime une timisfor~iiation d'élé- 
meibt il élément (S 97 et suivnilts). Supposons cjnc la tmiisforination soit celle 
dt;fiiiie par les équations (3) ou (3 bis): dans le premier cas, on définit ainsi 
un cycle de forictions $ , $?, ..., $J# vérifiant le système d'équatioiis fonctioii- 
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ou une sznrfcwe invariante pur une trfinsformation. 135 

nelles 

Dans le cleusiknie cas, les foiictioiis +,, $?, . . . , +,, doivent vérifier, no11 seu- 
leilient les écjuatioiis (E,), (E?) ,  . . . , (El,), mais aussi les écjuatioiis: 

La résolution de ces sÿstknies d'équations foiictioiiiielles se raiiièiie, 
coiiiirie on voit, ii la résolution d'une ou de deux éq~mtioi~s fonctioililelles 
tléfinissaiit une courbe invariante par la traiisfor~iiatio~i Ti':  soit Ci cette der- 
niére courbe et C,, C,, . . . , Cl, les transforinées successires de Ci par la tiwis- 
formation Y. Si ccs courbes ont respectivement pour équation les équations 
suivnutes : 

z/ = 4' (x) y =  +, (33). . . y  = # p ( ~ )  

les fonctions +,, +,, . . . , $,, constituent utle solution du système d'équations 
fonctionnelles données. 

Rappelons enfin qu'on obtient, par de simples éliiuiiiations, une infinité 
de courbes ilivariantes par une transformation de contact coiisiiiérée coinnie 
traiisfori~iatiori (X, Y; x, y, 3') (S 25). Il en résulte qu'on obtiendra par de 
simples éliiiiinations une infinité de solutions du système foriiiC par les équa- 
tions Ei, E,, . . . , El,. 

34. EXEMPLES. - 1 . O  Soit ln transfornîatioii de contact cl'élérmmt à poitzt: 

et soit à trouwr 
sforniation T l .  

X = x + g f  

Y = 9 y + f 2  

uii cycle de deux courbes Cl,  Cfl  se pertnutaiit par la tran- 
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136 Lat t ès : Sur les éqtcations fonc fionnelles qui dd@nissent une courbe 

La transformation itérée Ta est la suivante: 

Les éléiiients doubles de T2 ont pour coordoiiiiCcs x = A y = O y' = O, 
1 étant arhitraire. Pour obtenir une courbe iiivariante par T, ,  il suffit (S 5%:) 
d'éliiiiiner 9' entre les équations : 

Le resultat de l'éliliiinatioii est : 

C'est l'bquation de la courbe CI. Si on applique à cette courbe la traiisfor- 
ination Ti,  on obtient la courbe C2. On trouve iiiiinédiateiiierit l'équation de 
cette courbe : 

y = - (X - A)2. (C2) 

Les deus courbes (G,) et (17,) se periiiutèiit par lx transforniütion T i .  
Au point de vue piirenient analytique, les foiictions : 

vérifient le système cl'écpatioiis forictioiinelles : 

+ [x + 6' (x)] = 2 9 (x) + [b' (x)]" 

e [X + (z)] = 2 + (x) + [q (&)y. 

On pourrait, de la. iiiêine iiianière, chercher uil cycle de p coi~rbes se 
permutant cir&lnireineiit par la trarisfoiiiiation T, . 

9.0 Soit la transforination de contact d'élhnent i c  élément 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



o u  zme stwface i n ~ w i n n f e  pnr une trnnsfornrntion. 1 :37 

et soit à trouver un cycle de deus courbes se permutant par la trniisfor- 
iiiatioii. Ln traiisforiiiatioii itkrée est la suivante : 

S = b x  

Y' = b y'. 

C'est une simple transforiiiritiori ponctuelle p r o l ~ n p ~ e .  Elle arlnict les 
coiirbes invariantes I/ = li x2, A. h n t  arbitraire. 

La courbe Cl a pour éyu n t'  on : 

La courbe C, s'obtient en appliquant à C, ln traiisfomation T,, ce qui 
donne : 

b x? 
= S .  + a  A 

Si on pose : 
b x' + (x) = A. x2 9 ($1 = - 

4 CC" 

les fonctions + et 9 v6rifient le système des quatre équations fonctionnelles: 

b # [ n  6' (x)] = b [z 9' (x) - C) (x)] +' [CC 4' ($11 = - a 
CC 
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Sulle forme differenziali a variabili 
a l c u n e  d i p e n d e n t i  a l t r e  i nd ipenden t i .  

(Del Dott. Gumo SOGNOLI, CL Pnuia.) 

cpesti ultiiiii a in i  lia sludiüto le forme e le eyuazioiii ai diflereiiziali totali 
di ordine superiore riell'ipotesi elle, O u m  delle variabili sia funzioiie delle 
riinanenti (*), O tzttte siaiio fuiizioni di altre indeterininate (**). 

In yuesto lavoro io ho preso a coiisiderare le forme ai differenziali to- 
tali in un' ipotesi diversa, e eioè yuando si immagini clie nlczcrte delle va- 
riabili siano fiinzioni di altre indeterminate che, in particolare, potranno es- 
sere le rimanenti. Questa ipotesi è coiiteniporaneainente per un certo seiiso 
più generale e per un altro verso iiieno generale della seconds di quelle so- 
prainciicate ; in ogni iiiodo essa coiiiprende coine casi particolari sia, I'uila die  

(") E. PASCAL, Salle equaziol~i ai differewiuli totuli di ortli~~e qualuque. Rërid. 1st. 
Lorilb. (2). z33. (l900), - La teoi-iu clelle equaziolii ai difwenziali totali di III.0 ortlig~e. Reiid. 
1st. Lornb. (9). 33. (l(300). - Gvundlayeu fiir eitbe Theorie der Systelize fotuler Differentiul- 
gkiclzuîzgan 2 . t ~ ~  Ord., Math. Am..  t .  M. 

(**) E. PASCAL, Introcluzio~be aZZc teoria i~cuariadiua cZeZle equazio~fi d i  tipo geuemle ai 
differenziali totuli di 11.0 ordine. Anriali d i  Matem. (3). 7.  (1901). - Un teorema clellu teoria 
i+wariautiva clellu espressioni ai diffevenziali totali cli II.0 ordilze; Rend. 1s1. Loinb. (Y). 34. (1001). 
- Sztlle matrici n caratteriutiche i~waria& ~zellrc teoria delle fortne ai cZiffere12ziali di 11 .0  or- 
tlii~e. Rend. 1st. Lomb. (Y). 35. (1902). - Su tli M I L  iuuaria$~te si?nultu~tco di ulla espessioue 
ai rlifferer~aiali totali di ortline gualu,nque e di  u~c'altra alle de? icute parziali. Rend. 1st. Loiiili. 
(4). 35. (1902). -- Estensiol~e di aleut~i teoreini di FHOSENIUS. Reiitl. 1st. Loiiib. (9). ,%. (190"L). 
- Sulla teoria inuariantiva delle espressiotri ai clifferemiuli totali di 11.0 orclilce. Rend. ACC. 
Liiicei. (3). XI. (1908). - I problemi d i  rdtluzione rli PFAPP e di JACOHI u e l  ccmo del IL0 vo- 
dirie. Rend. Acc. Liiicei. (6). XII. (1903). - Xoue rwte sulle forme ai cliffevei~ziali totuli di or- 
clilce 1-. Reiid. 4cc .  Lincei. (5) .  XII. (1c303). 3."  r, 2.0 sem. - Sdle forme clifferetzzinli omo- 
yercee d i  ovcline superiore. Rend. 1st. Loiiib. (02). 36. (1903). - Le forme cliferenwiccli url u m  
soln variabile. Rend. 1st. Loinb. (8). 37. (1904). 
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l'altra di quelle considerate clal prof. PASCAL, e posso cosi otteiiere, in alciini 
problenii, delle forinole uniclie. 

Io farh vedere che, in gran parte, la. ricerca pub svolgersi in ~iiodo da 
potersi ricondume al caso gih trattato, e propriamente clle i siiliboli e in 
generale le formazio~ii fo~idü~iientali che coiiviene iritrodiirre rie1 iiostro caso 
si passono ridurre a quelle già adopcli.ate da1 prof. PAS(:AI.. 

Mi è grato pertanto di tributare pubblicnniente a1 cliiarissiiiio iiiio Maestro 
vivi riilgrüzianienti per i preziosi coiisigli e gli niiiorevoli incoritggiainenti di 
cui mi fi1 largo. 

Divido il iiiio lavoro iii dile parti, studiniitio nella priiiiü parte le foriiie ai 
tliflerenziali totali di ordiiie qiialunyue, e ilella seconda le foriiie di 2.0 ortline. 

Ne1 S 1 trovo l'espressione del differeiioiale totale erresiino di ima fiin- 
zioiie di più ~ar iabi l i  iiella ipotesi già. detta, e fisso il tipo delle forme ai 
differeiuiüli clie studieïh ir; questo lavoro. 

Ne1 S 2 t rovo  le colidizioni di coiiiyleta iritegrabilith dcll'ec~uszioiie die 
si ottielie uguügliaiido a zero una di tali foruie. Ne1 3 sono contenute al- 
cuiie iicerche sulla trasfor~iiazioiie delle derivate di una funzioiie per edetto 
di speciali trasforiliazioiii di variahili. I risultüti ottenuti in questo paragrnfo 
v&ono poi applicati ne1 5 4 allo studio di certi coefficieiiti iiuiiierici clie 
conipaiono iiella espressione già trovata. del diflerenziale totale erresiiiio, e 
ne1 Cj b allo studio della trasfor.iriazione di uiirt foriiia del tipo corisicierato 
in un' altra del medesimo tipo ed al10 studio dell'invariante A ,  estensione 
cli quel10 già considerato da1 prof. PASCAL. 

Ne1 6 osservo corne le forme ai differeiiziali totali di 1 I . O  ortliiie ilil 
me studiati si possono considerare sotto un duplice p n t o  cli vista, e ne1 
successive S 7 do varie proprietà delle fornie stesse considerate iiell'uiio e 
nell'altro modo. 

Infine ne1 5 8 caiisidero il sistenia di ecjuazioni ai diff'erenziali totnli clic 
si ottiene uguaglia~iido a zero alcune delle nostre forme di 11.0 orclilic, riel- 
l'ipotesi che il nostro sistema sia solulde rispetto a tünti differeriziali secoilcli 
yuaiitc sono le incognite. 
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PARTE PRIMA 

FORMA DEJJ DIFFEKEKZIALE TOTALE EHHESTNO D I  UNI \  F L N Z I O N E .  

FOHW tc ~ I F F E K E N Z I A L I  nr OKDINE r. 

Si consideri uria firnziolie f (J ,  . . . m,,) di 12. variahdi, delle cpa l i  ~t - k e 
piecisaiiieiite le x,,, . . . x,, siano incliperidenti, e le altre, cioè le x,  . . . x,, sinno 
funzioni di certe vüriulsili t , ,  t ,  ,... sulle c p l i  non si faiiiio ipotesi e che iii pai- 
ticolüre potranno wsere le x,,, . . . x,,. 

In tale ipotesi se:  j ,  . . . j l ,  sono y dei nuineri 1, ... , k. a ~ i c l ~ e  i.il)etuti, 
j,,,, . . . j,,, so~ io  IIL -Y dei nuiueri k + 1 ,. . . , I I ,  anche ripetuti, il ternli~ie ge- 
nede del differenziale totale erresirno dellül data funziorie sar i  : 

ove il soiniriatorio va esteso a tutti i iruiiieri r,, ..., r,, interi positivi iion 
VI...'$ 

nulli tali d ie  r ,  + . . . + r,, = r  - IU + p ,  e [ri . . . r,] q , , 2 c  è un certo coefficieiite 

nuiiierico clie studierenio in seguito. 
Ne1 teririiiie generale del iiostro diflerenziale erresiiiio coiilpare ndiiiqiie 

imü deriva.ta mista rispetto a variabili diperidenti (xjl . . . x , ~ )  ed a variahili iii- 

dipentlenti (xjP+l. . . x , ~ ~ ) .  Ossen-ianio subito clie inentre vi sono seiiipre ter- 
iiiini iii cui le variahili di derivazione soiio tutte dipendenti, e ci6 qualuiiyue 
sia In, se è m < r  non r i  soiio termini in cui la derivata sia presa rispetto 
a sole variabili indipeiidenti. 

Volendo poi che in ogiii derivatü iiiista la. derivazione si inteilda seiii- 
pre fatta, priina rispetto alle varialdi indipendenti, poi rispetto alle variabili 
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1  42 To y noli : Siclle forrrce clifferetuicdi 

dipendenti, resta giustificato il coefficieiite (F) clie vedrenio ora attribuito 

a1 termine generale nello sviluppo clel differenziale totale erresinio. 
Precisaiiieilte al differenziccle totale r-silrco posoibmo dcwe Z'zc~ecc O l'ccltrcc 

delle for~jce: 

ove il soniinatorio 2 va esteso a. tutte le disposixioiii con ripetizioile dei iiii- 
j1-& 

1iiei.i 1 ,  .. . , k a y a y, il sonîin~torio 8 tiitte le disposizioiii con ripetixione 
.ip+~...jm 

dei nuiiieri k + 1 ,', . . , n ad - - p  ad w - p .  Ziioltre coiivetiiailio clle per y = O  
ilel tloppio soinmatorio 2 2 ,  si eseguisca solo il soi~iiiintorio rispetto al 

jl...jp 

secondo gruppo di indici, per p = 41h si eseguisca solo quelIo relativo al primo 
gruppo. 

Infine il soiiiliiatorio ,2;. clie si è niesso in evideiiza. ilella. ( I ) ,  va esteso 
J i - +  

d l e  disposizioni con ripetizione degli rt - k iiunieri k t 1 ,. . . , tz ad r ad r. 

Osserviaiiio sulrito clic se tiitte le variabili soiio dipciitleiiti, sc cioè si 
lla k= le, allora non puil essere altro clle y = ) I L ,  eppero per le fatte con- 
renzioni le espressioni precedenteineiite consiclerate diventano: 
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cli n variabili dipendeati data da1 prof. PASCAL (*), anche p r r  ci6 clic r.igiiai-(ln 
i corfficieiiti nuiiierici, coliie ineglio ~ e c l r e ~ i i o  qiiantlo avreiiio stutlintn In 
espressione [ r ,  . . . r,,] 9 , 3 , b .  

Sc iiivece tiitte le rni~i;ihili sono iiitlipeiitlenti alloin, ess~iltlo k=O, s:lini 
i icc~~~iit . ini i iei i te p=0 ,  e qiiiiitli ln ( 1 )  e ln (2) tlaiiiio: 

ove il soiiiiiintorio è esteso a tutte le tlisposizioni con ripetizione dei iiiiiiieri 
1, ..., n ad r ad r. Questa è l'espressioiie clle si t r o m  t l i  solito ilri trsti tli 
Calcolo, ove si dà l'espressioiie del rliffrreiiziule eri*esiilio solo per il cnso 
delle variahili indipendenti. 

Osserviniiio anche 
cliiceiido il siinholo : 

estensione del sirnbolo 
bili dipendenti. 

elle la (1) e ( 2 )  assuiiioiio foimin. piil seiiiplii.~ i1iti.o- 

introclotto da1 prof. PASCAL (**) per il caso delle varia- 

La espressione rappres'entata da yuesto siiiibolo si pi16 rendere separa. 
tainente siininetrica rispetto al gruppo delle j i  . . .j,, e ct quel10 delle j,, , . . . j ,,,. 

Precisameiite se con S, l . . . j  si i litende 1' operazione della soiiiiiin otte- 

nuta sca~iibintido fra loro gli indici j ,  . . . j , ,  in tutti i I I !  iiiocli possibili, e si 
tlcfiniscr in iiiotlo nridogo l'opcrazioiie Sj , , , , . . . , i , , ,  potiacino sci.ivei.e: 

- 
- 

1 1 -- 
p !  p - p ) !  S.j,**..iL, 8flJ L~.-.;,,~ T l . . .  2 a'* [y1 . . . r,,] ?,,,,, drl xi(  . . . xjz, d xp+, , . . d x ;,,, .  

Ci coiirei.i.à poi niiclie, per ci6 clie r i L u d a  la (11, iiitrotliirre il siiiilmlo: 
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144 T o g n o  E i: Sdle forme tliffere?zaicili 

In cjuesto lavoro noi considererenio fornie ai diff'erenziali totali di tipo 
analo@ ai tlifferenziali totali formati ne1 modo ora detto. Precisamente con- 
siderereirio quelle espressioni che si ottengono sostituendo ne1 clifferen- 

zinle totale erresiino alle , 
a*' f 

delle fuimioni arbitrarie 
O x~., . . . a xjp ô Xi$+, . . . a xj,,, 

S. ...{ ,f +l...,i9,, di tutte le x (ove gli indici r k occiipaiio costantemente il primo 
.JI . p p 

posto) siiniiietriclie separatainente rispetto rtlle ji . . . j,, ed alle j ,,,, . . . j,,, 
Una foriiiü differeriziale di ta1 natwa si piib quiiitli rappr~sentare coi] 

(ove le ultime ji . . .j,. sono > k), od anche 

È: hene notare clie pcr iina S'"' in cui sia s < r ,  il niiiiiero dei coefi- 
ciciiti a 2, 3,  ... inclici S iii generale iiiaggiore tld nuiiiero clpi coefficiciiti 
tli 1'') collo stesso niiiiiero di indici. 

Si consideri l'equazione clie si ottienr iigi~agliantlo a zero uiia f o m a  ni 
iliflerenzinli totali ciel tipo ora coilsitlerato. 1)ireiiio clle essn 6 corr~plefccnte~zte 
i~ttegrabile (seguendo le denoiiiinazioni del PAS~:AL) q~an(10 esistano (111e 
funzioni f e !I di tutte le x, tali clle inoltiplicando il priirio nieiiibro della tlatn 
ecjuazione per p si ottenga il dif ieren~ial~ totale erresiil-io~clella. f. 

Quaiiclo questo si verificlii 1 ; ~  eqiiaziorle si integra cgiiapliando la f ad 
una fuiiziono arbitraria di grado r - 1 clelle a,. t_, . . . s,, . 
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n vnriabili alcune dipentlenti nltre indipendedi. 145 

Ci propoili;iiiio ora di trovare a yuali coridizioni clebbaiio sotlclisfare i 
coefl ic ienti S perchk ln S'"' = O sia coii~pletainente inteprabile. L'ruinlogn ri- 
ceim per il cnso delle vnrinbili diperitlenti f u  già fntta th1 tlott. Srn.ic:i\r,r,r.\ (*), 
c :irreiiio occasioiie t l i  riclliaiilariie i risiiltati pw coiih-oiit;i 1% cJoii cl  iielli (*II(. 
~ci.i.c~iiio ottcneiitlo. Pei. il caso di iiiiii rrtiiabilc fiiiizioiic tIt4Ith i.itiiiiiit~iili, Ic 
coiitlizioiii crniio state 1,riinii trovate clal prof. PAS(:.\ i, (""). 

Ncll'ilmtcsi tlclh coiiil)leta iiitegrahilità nuwiio : 

ove j, = 1 , .  .., k e j2 = 1 ,.. ., n ;  e in generale: 

per jî = 2 ,. . . , 911 ; e per p = O (il che porta 911 = r.) : 

ove ndiinque j ,. . . , j,. > k .  
Perd i t  iritanto possniio siissistere le (l), le S ad iiiio o a tliie inciici tle- 

wi io  sotidisfare alle : 

(*) L. SINIGALI'IA, Stclle equririoni a i  diffcr~nziali  totrdi d i  orrline qnnlunyite. Rwtl .  1st. 
Loiiih. (2).  35. (190'2). 

(**) E .  PASCAL, Sulle ey~trcziolii r t i  differensinli t o td i  d i  orrlitie qzra7zrwqire. Rciitl. 1st. 
Lornb. (8). 33. (19430). 
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146 Tog no Ei : Sulle forme differenxinli 

T,e ( 2 )  claniio liiopo ;i due ordiiii d i  condizioiii. Jle priiiie si otte~~y'oilo 
Iiipttpiido iii  rclazioiic lc S nwiiti iiiio stcsso iiuiiicro i l i  iiit1ic.i; si l i a .  i i i  t i i l  

gliisi~ : 

Lc altre si otteiigono nictteiitlo in rclazioiie iinn S a d  111 iiitliri con 
S aveiite gli iiidici della. priiiia iiieiio iii~o. Si ha cosi: 

Tenenclo conto perb della prima delle (o) hastn considerare la. priiiia 
dclle (b) ora scritte. 

Infine le (3) dànno luogo ad un sol tipo di contlizioni: quelle die si 
otterigono confrontando S i~veiiti lino stesso nuniero di indici. Di cllieste 
coiirlizioni possiaino forniare cllie gruppi: secoiiclo clie si confrontniio due S 
n~ei i t i  tutti indici > l;, opp~we unn S con in0ic.i > h c o ~ i  uiiu S aveiite 
uii iiiclice f k e pli nltri >k (lie1 (liiiil ciiso si ticw roiito c rlclle (3) e 
tlrlle (Y ) ) .  

.2l)l)iniiio rosi : 

ove nelli~ ])rinia le j,, sono > k ,  e nella seconda è j, 6 k.  
Se atlunqiie rielle (n ) ,  (b) ,  (c) alle tlcrimte logaritiiiiclie di !A  sostituiaiiio 

le espressioiii priiiia trornte, avreiiio delle c.ontlizioiii clie insieiiie ( d e  (4) 
ci si piweiitano coiiie rioccssarie pci' la coiiiplctn iiitcgixl~ilità della iiosti.a 
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cqi~azioiicl. Esse soiio : 

a lyil....ll,-l .il, ,.*.i,,, a ?il--i,, .i,,+,*..j ,,,- , - - - 
a x,, a xi,,, 

cd uiialoglie. cletlotte clallr (n).  

rletlotte dalle (b ) .  

cd aiialoglic, dedntte dalle (c). 

a xi, 
Coi] (( j ,  j , ) )  a hbialiio rapl)i.eseii tato l'espiwsioiie - Ki, acl~ltiiiitlo a x, 

rosi uii siiiibolo iiitrcidotto da1 prof. PASCAL (*). 

Le coiiclizioiii (S), (.->), (6), (7) sono poi anche siificienti. 1iif;ilti le ( 4 )  ci 
8 (.J. Si) i r k i i ~ ~ i c u i ï ~ i i o  d i e  possoiio cocsistei-e le i.elazioiii /J. X, = --- ove . 

a xi J qunluiique ' 
tcnelitlo coiito delle (,>), ((i), ('7) abl~iaiiio allora clie iiisieme colle (2)  sussi- 

stoiio le (a), ( h ) ,  ( 6 )  e quiiitii, per un lemnia coiiosciuto (**) (< Lhte piii fun-  

zioiii Irj, Y,.i~, l-d,jl ,,... di IZ var.ial)ili x , .  . . x,,, le coiidizioiii iiccesçwie e siillfi- 
ciciiti pe idiè  esse si possaiio coiisideraie coiîle clcrivate priiiie, secoiicle , . . . 
di uiia î'uiizione d.thllc al . . . x,, s o ~ i o  : 
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14.8 T o g n o  li: Sdle  forrne d i f f e r e i z h l i  

Seinpre seguendo il procediniento usato da1 dot.t. S~NIGAI,L~A nelia Nota. 
citata, potre~iiiilo mostrare che le (5) sono conseguenza delle (4) e delle (6). 
Basterebbe far vedere che se sussistono le (5 )  per le ..Y ad (ru - 2)  iiitlici, 
oltre beninteso tiitte le (4) e ((i), suss5stono anche le (5) per le  S ad $ I L -  1 
indici : tenendo conto nllora che per rtz = 2 le (j) sono coiiiprese iielle (4), 
il teorema risulta coiiipletaiiiente dimostrato. Senzü addentrarci nei dettagli 
della diiiiostrazione, riterre~iio aciuiique che le condizioiii per la completa 
integrabilità sono date dalle (4), (6) e (7). 

Vo&iiio piuttosto ~ e d e r e  in che cosa differiscano, per ci6 clle rigiiarda, 
la eouipleta integrabilità, le eqiiazioni ora considerate da  yiielle studiate da1 
dott. SINIGALLIA. 

Kel caso di tutte va~iabili dil)eiidenti : « S e  u a n  S '"' = O b çorrtpletci irier~tc 
iritegmbile, le S a piic d i  d u e  itzrlici della d n t n  equcwio~ze s i  ~sf ,ri~ibotzo i n  
irtotlo t lc terr t~i~mto rrteditinte le S (rd ? w o  e tc t 7 ~  itztliçi. » 

Xe1 ncistiw caso abbiailio : S e  ulrn -Y"" = O (i co t~y~ le tc~~r~e , z t e  h tegrabi le ,  
rue[lic~~zte le S ctr7 wzo .e  ct ( lue  indic i  possinr~to esp- inwre itz wx10 deterruitcccto 
solo q l~e l l e  S ( 6  y& di (lue i i d i c i  di ctci t r ~ o  nlrrwzo sitc r k ;  yer. lr riltre Sv 
cr, d i  clue indic i  ( n e c e s s n r i a u m ~ t e  017 1. indici), couoscinruo solo clalle rSclta-. 
t i o u i  alle deritinte i ~ n v z i a l i  cui  rleuo~zo s o d d i s f a ~ e .  

Le formole y o i  che sevcorho n d  esl~rilrc~u.e le S n piic irctlici d i  c c ~ i  ?(fit0 sicr 

f k, sor~o  del rrzedesiruo t ipo di quelle date  c l a l  tlott. SIXJGALLIA. » 

Th~oltre i? fncilc vetlere che, coiztrarimiwete n quccnto si verificn ml17nltro 
ctrso, se s i  forirzn I 'eqtmoiom 1'"' = O i rz  cu i  s s i n  ruircore d i  r ,  e d i  cui i 
cocficie~z,ti cou 1 ,  O L , . . . ,  s ind ic i  sierto zcr~iccrruemk e gli  stcssi coemciebt.ti omo- 
rzir~ti della S'"' = O ,  se S'"' = O O cor~y)Zctrtr~cetete i~btegrccbile, ,bon lo snriç piic 
-Y"' = 0. 

Si coilsicleri una fuiizione f (x, . . . z,,), e si divitlario le variabili in clue 
gri~ppi (x, . .,. x,.), (s,.,, . . . a,,). Ci proponiaiiio di vedere corne si trasforma 
uiici c~ualunque derivnta della. nostra funzione, yuando si nlutino le varia- 
bili ~ x ;  in nuove variabili y1 . . . y*, yl+,  . . . y,, mediante l'una o l'altra delle 
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x ;=x ;  ( y , .  . . y , )  

a , . = x i ( y i . .  .yk g h ~ ,  . . .y . )  

x ;  = x ;  (y, . . . ykj ( i  EZ A) 

s; = fiiiizioiie lineare delk (y, , . . . y.) ( i  > k ) .  

Le a (y), a iiieiio clie sia tletto esplicitamente il coiitr;~rio, sono fii~izioni 
iiffiitto a rh i t ix r i~  tklle g ,  colla coridiziorie clie : 

siailo differe~iti da zero 
ricl prirjro crrso : il tlete rliiiiiante funzioiiale delle xi . . . s, rispetto allc 

questo ultimo non esseildo poi ültro clle il cletermiiiante dei coeffiicienti della 
sostituzione lirieare. 

Coli queste ipotesi resta cos1 possibile l'esprimere reciprocaiiiente le y 

Nei paragrati successiri avi.eiiio solo occasioiie di consiclerare (pi' le S(") 
ove r )  2) 1% trasforiiiuziorie (p) : per6 sarà iiieglio studiare ora anche 1ü (a) e 
1)erclk essa si presenta ne1 caso di r = 2, e percliè tlallo studio di essit s e p i -  
raiiiio iiiiiiiediatairierite le proprietà delia (p). Coiniiîciaiiio pertanto dalla ( E ) .  

Coiisideriamo la derivata : 

ap f 
a ~ ,  ,... a ~ , ~ , a g , , ~  ,,... ah 

1 . . , 1 sono p dei nu i i î~ r i  1 . .  k aiiclie ripetiili 
ove : 

l~~~~ . . . I+, sono p. - P dei numeri k + 1 ,..., I I .  ailclie ripctuti 

c vediniiio di espri~nerl~i niediarite le derirate delle f rispetto alle a. Siitiiio 
lmrtiti da m a  derivata rispetto alla y, anziclié rispetto alla x, per poter con- 
fronlare con iiiaggior facilità i risiiltati clie utterreino con yuelli trovati clal 
prof PASCAL ("). 

(*) l ~ ~ t r o d w i o ~ ~ e  d1a teor-ia n'elle forrrze rlifferer~tiali di wtli i~e qtc«.licrrqtm. Rend. Acc. 
Liiicei. (3). XII. (1!)0:1). 
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Per i pririii ordini übhiaiiio iiriiiiediataiiiente : 

v= a f  asi. 
u r > ~ )  a f  = '"f 8%; 

, i = ~  ô xi S y,. ' a y,. ;=el a xi a y,. 

c qi~intii noii sirebhe diffjcile, 
Na possianio aixlle utilizzare 
ora citata. 

p i r  iiidiixioiie, otteriese la foriiiolü gellei.de. 
i risultati otteiiiiti (la1 prof. P.~sc:ar, iiella Xota 

Lü trasfonliazioiie ( r . )  diffcriscc dalle trüsforiiiazioiii : ai = ai (gi . . . y,,), 

i = 1 ,. . . , 12 solo percliè le x con iiidice r k; iioii sono fuiizioili clelle y col1 
ilictice > k. BasterA quitidi, iiell'applicüre qiiei risult,ati, teiier coiito clle t: zero 
ogiii derivata di utia x coi1 iiidice r k ,  rispetto a d  una y con ildice > k. 

Iticoniiricereiiio a porse : 

ove i soiiiuiatosi rispetto alle j liaiiiio il signiiicato detto al CS 1, e le foi*iiin- 
, . . . 

zioiii [q;;. 

. . ,jl, JI,+ , . . .J, , ,  . esteuisioiié di quelle cotlsiilerate (Li11 prof. PASGAL, . . . h, hrf 1 . . . 7$;* .q 

sol10 costituite da raggriippailienti d i  derivate delle x rispetto alle y, clle oril 
s t ~ ~ d i e ~ e m o .  Si prerede clie taluiie di esse potraniio essere iîiille, collie effet- 
tivniiiente si verifica, cosi~clik la iiostrü deiivata iion risulterà espressa iiie- 
diante tutte le derivate rispetto alle a che figurano riella formola prov~risoria 
oia scritta. 
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n variabili nlcune dipenrlcnti altre in t l ipende~z t i .  151 

Seinpre riferendoci alla Nota citata, abbinino clle ne1 nostro caso il ter- 

ave 
coi1 --- iiitcntlciitlo la tlciirntii, t l i  ortlinc r ,  , tlclla. xjs iisprtto nt1 r, 

2 ( ; I d , ;  

a*.. x.i, clellc vn.rin'riili g,#, . .. y ,  , c c'on ---- inteilderido ln dcrivnta tli ortliiic r, e a tvl.),. 

tlelln a,,* rispetto ad r ,  y prese frn tiitte le y,, ,. . . , g1, , y"@+, ,. . . , y&,, . 
I niiineri r , ,  . . . , r,,, r,+ ,,... , r , , ,  sono iiitieri positiri non nulli tali clle la 

loro somma sia ugiiale a p, e la somma dei primi p non superi p. Conve- 
niairio poi che per y = O ne1 termine generale si consideri solo la seconda 

8"' a'.** xj,,, 
parte --- - . . - . e per 11 = m  si consideri solamente ln prima a (h)g.l a (~~0,. 

a r l  Fi, .ai.* xjn, -... Si deve inoltre tener conto che ne1 termine genernle le 
a a 6,) "m 

tlerirate di x-, . . . xj9 vanno prese rispetto a tutte o parte delle y,,, . . . y" , le 

tlerivnte delle xi,+, . .. x,~, vanno prese rispetto a quelle delle y ,,... gr,, yap,, . . . y,,,, 
rlie non si sono prese ne1 formare la prima parte. Cib rlie orn prec'iseremo. 

Per un sisteina fisso di valori delle r ,  . . . r, avreino intanto vnrii terinini 
coiiie ( G ) ,  in corrispondenza ai diversi motii di rnggriippare le y , , . .  .y , ,  , 

cwiisitierate coine p elementi distinti, in un griippo di r i  di esse, con un 
gruppo di r ,  delle rimaiienti . . . e cosi via con iin gruppo di r,,; cosicclik 
sc r ,  + . + r ,  = p avreino ogni volta distribiiite in griippi t l i  ta1 nntura 
tut te le y1,, . . . y,#, , se r ,  + . . . + r, < p in ognuno di qiiesti raggriippaiiimti 

non roiiipariranno coniplessivamente tiitte le ya, . . . gsa nia solo P - rl -- .. . - 
fra esse. 

In corrispondenza poi ad un sistcim fisso di ~ a l o r i  delle rl ... r, r,,,, ... r  ,,,, 
oltre acl avere varii teriiiini conle (a), per i cliversi modi di raggriippaiiie~~to 
tlelle y , ,  . . . y,,, ora consitierati, ne arrenio anche per i dirersi niodi di mg- 

gi'iippar'e qil tbl le fra le yT,, . . . yhe clle si fossero oiiiiiicwe e le . . . y,,!, , coli- 
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1 52 Togno li : Sdle forme differenxinli 

siclerate coinplessivamente coine p. - r t  - . . . VI,  elemmti distinti, in un 
gi.iippo di r,,, ,  di esse, coi1 lin priippo di r,, tlelle riiiiniienti c rosi riil. 

Coric.Iixtletitlo, i teriiiiiii corne ( 0 )  clle si Iiaiiiio ~ ~ l i '  ogiii sistciii;~ fisso cl i  
rii10i.i attrilmiti n lle r ,  sono in niiniwo d i  : 

se fra i niimclri r ,  . . . r ,  ï e  rie soiio p upiiali fra 101.0, 13, iipiiali 
ilon ai precedeiiti e cosi ria . . . , e : 

se fra i n imeri  r,,+, . . . r,,, ve ne sono pl,+, iigiiali frti loro, pl,,- uguali fin loro 
ma non ai  precedenti . . . e rosi vin. 

. . 
per avere tiltta ln .i . ' .L .IT+I 

. . , oltre all'esepuire gli indicati rag- 
( I l ,  . . . 4 hp+t . . . ltp 

gruppameriti, dohbiaino far variare le r per tutti i valori positiri interi iioii 
t1itt.i ilulli tali clle r ,  + . . + r,, 6 s, r ,  + . . A r,, + r,,,, + . . . + r,,, = y. e soiii- 
inare tutti i termini coine ( a )  che cosi si ottengono. Denofrcarlo questcc ope- 

r-nzio~ze con i, 2 , e d~no tnndo  cou 3 i l  solri tuntorio esfeso 
r ,... i'9 l~p*l. . .Tm iej (&-li- .--$ 1 

v,. .. rp T p t  l...v,,, 

(ri tlicersi rngyt .ul)pme~fi  delle y che si dez!ono eseyfire per o p i  siste~rirc di r 
n rrelrro i~lfine : 
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Queste ultiine sono nulle percliè per 3 )  > p lion si possoiio 
iiumeri r ,  . . . Y,, interi positivi non nulli tali d i e  la loro sorniiin 

Non vi sono poi altri casi in cui la. iiiaricanza di un gruppo di ilidici 
porti l'aiinullarsi irlentico della forinazioile ; questn pub tutto al più se~iipli- 
ficarsi coine ne1 caso di 11 = O, e iii cpello di F = p. 

Da. tqtto qiinnto precede segue clle Zn ( ! )  p h  ncq~r,isfccre Ici fo~wn r7e- 
f idian : 

ove si è supposto p essenzicd~ne~te diverso da  O e cla ,v. 
Per p = ( J .  (cioè h l ,  ..., Il,, r 3c) abbiaiiio seinplicenieilte': 

P infine per p = 0 (71, . . . I L ,  > k) si ha la foriiîula aricora più selilplire : 

ore le jl . . . j,,, sono tutte > k. 
- 
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154 Tognoli : Sdle forme diferenziali 

Fin qui abbiarno considerata la trasforrnazione (a) : ora per uen,ire alln (p) 
coazincianbo a supporre che ~tella ( a )  le m,.+, . . . x, siano f?hnaioni delle sole 

. . . y,, , fq~nrioni del resto nrbitrcwie, saluo la condinione a tx,,, . . . G' = - 

a (gk . . . Y,!) 
IN tale ipotesi si ha : 

i simboli avendo il solito significato 
Cosi p. es. 

naturalniente adatto a yuesto caso. 

In cpesto caso sono nulle anche le 

e per avere, ne1 soniniatorio solito, delle ( k )  non identicaiiiente nulle, bi- 
'Y 

sogna che, oltre all'essere conie prima ru, 5 : I ,  p 5 p, sia anche 112. -17 6 p. - p. 
La (DL), tenendo conto di tutto cib, ed osservantlo che: 
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Le (3) e (4) assuinono poi la forma : 

ove : per h, , , . . . ,  k ,  _L k (ci& p = ;J-)  le j sorio 5 k 

per h , ,  . .., h ,  > k (cioè p = O) le j sono > k. 

Se infine veuticmco alla nostra (p), dobbianlo osseruccre clce per la liizecrritk 

delle f~nzioni del secondo yruppo, no)% sorzo solo .~tzclle le (i) i i b  cihi I I L  - 1, 

supera 11. - p ma ar~clce quelle in cui n~ - y  è inferiore a p. - p. Du~qzce do- 
vremo pre~tdere y = i t ~  - t ~ .  + p :  le solite formole (8), (3), (4) ncqu,istano nllora 

ove ? è difïerente da zero e da ,a; 

oye h l  . . . Ir,, j, . . . j,,, sono tutti G 12 ; 

ove h, ,..., h, e cosi*jl . . . j, sono tutte > k.  

Le ( l*., che entrano in quest'ultiliia forniola sono fori-ilate colle sole de- 
- ., 

rivate prime in modo semplicissinio. Drllo stesso tipo sono le 

che entrano corne füttore riella della (3") : l'altro fattore 

essendo invece forrnato ancora coine ne1 caso della trasforniazione interinedia 
prima considerato. 
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1 06 Y'ogtcoli: S d l e  forme differeruidi 

colla (F), abbiüino due ordini di ideritita a r ia logl~  a quelle date da1 prof. 
PASCAL (*), alle cjuali se ne possono aggiungere altre che ricoiditilo quelle 
date düllo stesso Autore (**) per i simboli ?Yv', seiiipre rie1 caso delle varja- 
bili dipencleuti, ma che ivi non sono esplicitamente rilevüte. 

Di yuesti sei gruppi di identiti, ci liiilitereiiio a. darne due, rifeiciitlo~i 
sciiipre alla (p) : quelle del priino gruppo sono iiiteressariti per il c o ~ ~ f r o ~ i l o  
clle farenio colle identiti relative ai nostri 8''); quelle del secondo griippo 
verrailno applirate in seguito quando parleremo di un ceito invariante 
della. Y"' e di una fornia alle derivate parziüli. 

1de)ztitc-i del Io tipo). Sappiamo Che è: 

Applica~ido al primo fattore, clie è iina foixiazione di quelle coi~sitlerate 
da1 prof. PASCAL, le relazioni della Kota : In2roduaiorze. . . già ci tata, ed os- 
servando cllc per il seconclo füttore subito si lia: 

o t terre1110 le relazioni : 

(*) Su di uib i~wccriante . . . Reiiîl. 1st. Loiilh. (2). 35. (LOO"), pag. (i98. - Iatrotlwione . . . 
Rend. Acc. Lincei. (5). 12. (1903), pag. 3%. 

(**) I~~Z~.ocZuz.Zoize . . . , pag. 330. 
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clie si l i a~ i r~o   CL' . I I L  = 9, . . ,  p. - 1 preliden~h rispcttivaln~nte di mira utia 
variubile tlipeiiclt~iite y,, eti UIM iiidipe~ide~ite . 

e 
Per ab = p. si 11ü per : 

Non sar i  fuor d i  luogo tener presellte clle nella generale, il fat- 
, . 

tore (/; . . - j t l 1 - , ~ + p  non contiene le 9 iiîdipendeiiti, e i'altro fattore rion coii- 
. . . IlJP 

tieile afktto le y, ina. è solo forniato coi ~ o e ~ c i e r i t i  della sostituzione lirieare. 
Potreino percio scrivere : 

' 2 (il . .jnz-p+p jq,z-,'J,+!J+l - ,?w ' i  = O  
8 . 7 1 ~  71p+,... 7 1 , , ~ , ~ ~  (8) 

per i r k. 
Ide,stitib del II0 t i p ~ ) .  Partendo dalle (8")' (37, (4") ed applicaiido il pro- 

cedimerito usato da1 prof. PASCAL iiella Nota: Sa di u , ,~  iîzuariante.. . tro- 
viamo : 

a). L'espressione : 

ha. il valore 1 se è m = m', j,. = j',. : in ogni altro caso ha il valore zero. (Si 
suppone p diverso (la O e da l u :  i somniatori hanno il solito significato). 

b). L'rspressiorie : 

vale 1 pw r tb  = m', j,. = j',.; zero il1 ogni altro caso. Le jJt . . . J',,; , le j ,  . . . j8,, 
e le 72, . . . 72p sono tutte r k.  

vale i per J,. = j',. , zero in ogni altro caso. Le j', . . . j',;, le .jl . . .,j,,, e le h, . . . h,,, 
sono ora invece tutte > k .  
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Venin/uo ora ch clare l'espressione esplicita del coejflciente [ r ,  . . . r,,,],,,qr, , h i -  
tando il procediinento indicato da1 prof. PASCAL (*). 

Partiaino dalla espressione : - 

(ove le iiltiilîe II . ,  , . . . , II,,,. sono > k ) ,  e sostituiaiilo alle derivate rispetto ad 9 
le loro espressioiii mecliante le derivate rispetto alle x. Uovreii~o cosi otte- 
iiere il cliffeiwlziale p.-esinio della f espresso rielle a, cioè : 

p ar 

2 2 2, ("') 5"" 2 [Y, . . . r1,] b?~ sjl . . . (t.11 xjs r~ x , ,~+~  . , . d J~," + 
+n=i p=i j ,... jp jp+i..~~n l? a Xii . . . , . - a Xi,,, 1. ,... I+  

8,). f +.? . i l.)p 8 % .  J 1 . " a ~ . i P  cl xi, . . . (t xi,". 

(ove le ultiine j, . . . j, soiio > 11). D'altra parte eseguendo la sostituzioile chc 
ora si è detto, poilendo p = p - * I L  + p ed osvervando clle : 

*IL P 11C ""=SE=$ 2 = z z  
LI J 

p=l w=1 w=1 p=I m=i p=p-~ii+i m=I p s i  

trovianlo clie la (a) diventa : 

ag1# f 
axj, ... , . . . a., 

ap f 
t r  2 

hi.+, ji...j, a q, . . . a x+ 
dove le j e le h dell'ultiii~;t riga, sono al solito, > k.  
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Orn la prima di (pes te  relnzioni è setmi nltro soddisfatta. Kigunrtlo alla 
secoiitln a bbiaiiio, p i r e  iriiiiieriiatnmeiite : 

Ma, coiiie ha dirnostrato il prof. PASCAL (*), è :  

ove, analognirierite a quanto già si è cletto, il simholo iV raplirescrita 1'espi.e~- 
sionr : 

(*) Loç. cit. 
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160 T o g n o l i :  S d l e  forme differenzinli 

Venendo ora a traitare d i  alcune identità relative a i  simboli a'"', incoj,&p 
cinmo d a  q t d l e  (*) che s i  ottewgono differenzinndo l'espressione del differen- 
xiale erresimo e pcxragoncrndo coll'espressione del difiereminle ( r  -- 1)-esia~o. Esse 
sono :- 

per p = 1 ; fip"+l) j1 j,.. j.. = "jl,j2..~. ( Y )  
. # + i L d S J . )  ) IL 

I 

i 8(r+.) . =- 1 (4 . r2xj l ,+d8 (y> ' p s4J $, .. j12-, JI)+1.. .3 ,,, jl ...j ,)jt#+ l...jn, 

1 
ove 1 n = 2 ,  ..., 

. = 6; a w  . . 
Jt-Ju l,.+~.-l..  IL - p n3 ~ I . . . J ~ , ~ ~ , + L - . ~ , , , - ~  x,iq. 

per 21 = q..., 1 1 ~  , 

Queste identità si possono del resto ottenere iin1iiediatnir~ent.e (la quelle 
date da1 prof. PASCAL (**). 

Cos- per ottenere la priiiia del terzo griippo, basta osservare clie si pu6 
porre : 

$?+l) . . - - s(r-ll~+p+l) 8(mp)  
, 1 ~ . . ~ ~ . 7 ~ , + ~ . . . , l ~ ~ ~  jl...ja 31,+1...),r 

ove il primo fattore è del (ipo dei 8'") considerati da1 prof. PASCAL, e ad esSo 
sono applicabili le relazioni prima noiiiinate, il secondo è foriiiato in modo 
seinplicissimo mediante soli differenziali priini. Avendosi allora : 

ed osservando die  è identicarnente : 

(*) Cfr. PASCAL, Introdwziol~e . . . , pag. 329. 
(**) Loc. cil . ,  pag. 329. 
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n snriabili alcune dipendenti ccltre inclipendenti. 1 Cjl 

potremo scrivere : 

clle é appunto I'itl~ntità clie volcraiiio. Alinlogaiiientc si potrebhcro awre  le 
altre. 

Nello stesso niodo da u i i  altro gruppo di identità date da1 prof. P~sc;,\r, (") 
iielln stessa Nota potreiiiiiio p. chs. ricarare clle : 

Consideriaino uiia foriiiü S'') di quelle definite al 1. Se vogliaaio tra- 
sforinarla in uns  dello stesso tipo seritta iii niiore variabili y, . . . y,. (tli- 
pendenti), y&+,.. . y. (indipendenti : ne1 senso alineno che si possaiio consi- 
tlerare costanti i loro differenziali primi), la trasforiilazioiie di variàhili piil 
generale cui possianio ricorrere è la (p) definita al 3. Noi possiarrio cioè 
porre le s, . . . x,. fiiiiziorii arbitrarie delle y, . . . y,., le a,.,, . . . x,, funrioni 
lineari delle y, , . . . y,, , sotto le solite coiiclizioni per i deteiw~iiiaiiti fiiii- 
zionali. 

La nostra X("j allora diventa : 

(*) Loc. cit., pag. 330. 

A ~ c i l i  cli Mntemnticc~, Serie III, Toiiio XIII. 
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alle y di una f (x), scritta nelle y, mediante le derivate della f stessa rispetto 
alle m. 

Avremo adunque : 

Si c,onsitleri ora ima forma S, a.lle clerivate parziali di oidiiic r c del lipo 
speeiale : 

( i 5 . . Z. [ r) ~.ii...j1, ~l,.l.l....i.,, 
a-f + 

W I = ~  p=l Ji...Jp ?pi l...J ,,, a . . . , . . . a Ti,,, 

e se ne cerehi la trasformata per la (p), quando si trasforinino le derivate. 
Avreiiio cosi una : 

ove : 

Io ddico che l'espressione 
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1! iwnrinnte sirrmltnneo tlelln X e delln Z rispetto cclln (F). Infatti folmata 
I'aiialoga espressioiie A' nelle I.' e nelle n, sostitueudo a  queste le loro espres- 
sioili iiiediante le S e le i iisaiido per queste iiltime degli indici diversi oiide 
evitare confusione, osservuiido clie posto 4th - p. + p = p è identicamente : 

e tenelido presenti le ideiltità ciel II0 tipo date al $ 3, si trova A' =A.  
Si pub aiiclie supporre che nella 3 il prinio somiiiatorio mdü da 1 ad s 

ore s < r ;  il A corrispoiideriteiiiente iiiodificato è ancora invariante siiiiill- 
taileo delle due farine. 

Per p = "1 si ritrova quindi il risultato otteriuto da1 prof. PASCAL, II& 

più volte citata Nota: S u  d i  urb ir~uccvicl.rbte . . . 
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164 Y'og kao Li : Szclle forme differenzicdi 

PARTE SECONDA 

Le Y'' considerate nella prima pa.rte, per r = 8  acquistano la forma: 
- 

seiiipre essendo x, . . . x, le variabili dipendenti, x,,, . . . x,, le iridipendenti, 
ed essendo le X delle funzioni arbitrarie di tutte le x tali clie Xtj = X,, . 
Esse sono del tipo del differenziale totale secondo di una f (a, . . . x,) for- 
inato ilelle solite ipotesi. 

. Osserviaiiio subito per6 clie una fornia ,Yv) coine quella ora scritta si 
pub niiclie considerare sotto un altro purito di vista, e precisatnente essa si 
pub consiclerare coine caso particolare della foriiiü: 

U(') 2 Si td' ai $- 2 L, IZ xi cl , ,  
i=1 i=l j=l 

di quelle consideritte da1 prof. P a s c , ~ ~  (del tipo tlitTwenziale secoliclo di una 
f~mzione di tutte varinliiili dipendenti) yuando in yuest'ultiiiia si poiiçauo 
uguali a zero le X ad iin solo indice > k.  

Questa doppia iiiterpretazione B caratteristica del caso di r = 8, giacclii: 
in generale una S'") di quelle da iioi considerate non si pub coiisiderare coliie 
caso particolare di una 9") di quelle studiate da1 prof. PASCAL in corrispon- 
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de~iza all'an~~ullarsi di certi coeflicenti S, e qiiesto perclk nei teriiii~ii rinianenti 
le 87) che si avre1hei.o rie1 caso di varial~ili tutte tlipeliclenti differiscolio dit 

quelle che si liailno m l  iiostro caso. Si potrebbe t i~t to  al piil osservaie c h  
oltre il caso di r = 2, è aiiclle eccezionale i i i  questo seiiso il caso di k = O ;  
ma noii è cli ci6 che voglianio qui oc~oiiparci. 

Interpretnildo LI Fa sotto il secohdo punto di vistü, lit Tu = O il011 

pub rssere coliipleta~iieiite iiitegrnl~ile, non pub cioè la Y''' inoltiplicata per 
iiri fhttore : J ,  funzioiie di tutte le s, ridursi a. difl'erenziule secoildo di u i ~ ü  
fiinzioiie f delle z, . . . x;,, coiisiclerate çoiiie variabili tlipe~identi, seiiza. clie 
siüiio nulle anche quelle S a due indici in cui uilo almeno degli indici su- 
peri k. Cio d ie  noi escludiamo. 

Considerando invece la Y'" colne del tipo dei ~iostri  differenziali secondi, 
1ü S"' = O pub essere conipletaniente integrabile, e le condizioni di conipleta 
integrabilità sono : 

inaritenendo i siiiiboli: 

a xi a&i a .T, 
((i j ) )  = - - S . :  [ i j l ]  = 

a X.i 
f.? 7 

a X E  a ~ , ~  

introclotti da1 prof. PASCAL (*). 
Noi ci asteniariio dall'addentrarci nei dettagli della diniostrazione, corne 

del resto fareino senipre in questa seconda parte elle sa r i  più che altro unn 
raccolta d i  risultati. Cosi pure ommettiarno le altre forme che si possono 
dare alle condizioni di integrabilità. 

Xostrere+uo piuttosto conze le (l), (2)) (3 )  c o a q ~ r e r d o t ~ o  come cas i  ptsrticolcrri 
le cot~tdizioni date da1 prof .  PASCAL, nellcc Memoria  nei Math. Annalen (**) p r  

(*) E. PASCAL, It~trodwione alla teoria i)~vuriat~tiva clelle equnziowi differewziali (Zi II.0 or- 
clir~e. Annali di Matematica. (3). 7. (1901). 

(**) E. PASCAL, Gruttdimgen für e im Theoh  der Systenze totaler Differ.e~~tiaZgleichu~~ye~~ 
2. 01-clnu+tg, Math. A m  ., Rd. 54. 
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i l  ctrso d i  1 1 ~ 1  801~1 uari~(Ui1e tlipelatle~zfe, e nelln gib citcrtcc Neruorin dcgli Aiiiiiili 
di Mateiiiaticü per il cnso d i  utrrinbili t d t e  dipe~zdewti. 

Kella Meiiioria dei Ncdlr. d m .  si  coiisiderailo sisteiiii forinati du oqiw 
zioili differeriziali di 11.0 orclirie in ciii le variabili dipeildeliti soi10 taiite 
quailte le ecpaziolii: le equazioni stesse sono risoliite rispetto ai clifferen- 
z i d i  secondi di (peste vaiiabili. Quaiido il sisteliia si  riduce ad iina solii 
eyuazioiie, le coiidizioni ivi contenute si ridi~colio a : 

a xILj a xi,i 
- - -- t SI,. x,,, - SIj  = O ( j ,  l h ,  1 = 1 ,..., t h )  ax, axi (4) 

(salvo opport iirii caiiil~iainenti di lettere: si è siipposta poi l'ecjuiizioiie risolta 
iispettu a d'x.,). Ora. se k. = 1 noi rediaiiio appuiito che le (1) cessano di 
arer sipiiiticato, le (9) valgoiio solo lm.  i = I e diveiltano : 

a s,,~ a s,, -- - = O ;  a$, a x i  

Ir (3) valgono tiitte e vaiiiio seritte (esseiitlo S, = 1 j : 

per 7t = q, . . , ,  l a ;  j ,  1 q ~ i a l ~ i ~ i q w  piircli& 11011 entraiiilw ~igiiali ad  1. Xell'in- 
sie~iie ~ibhiaiiio diiiiyue le (4). 

Le condizioiîi poi della BIeiiioi.iu ilegli druanli d i  JIntemctticcr soi10 in so- 
stttilza le (1) e (2) estese a tutti i valori l , .  . . , ri delle lettere. 

Ora appurito per k =  12 le (1) e (2) dev011o essere estese iii questo iiiotlo. 
~ i ie~ l t re  le (3) cessaiio di arer  significato. 

Ln trnsforucnsiow della S'?) i r b  un 'al trn del ~~ec les i rr~o  t i ~ o  in, cwte ~lcouo 
carinbili g trn intesa iu clîle rr~otli differeizti scco~zclo i l  pocto di uiottr sotto ctii 
si corwitlern In S'2' stessa. 

Se Ia Y"' si consitlern t7el til,o t1r.i ~bostri differeiizictli totnli, d l o m  ln  s t ~ t  
trnsforlmaio~te UCL irctesn rcel ri~oclo gin rletto in  yerbev.de per Ic r  S"''. Dette 
( J ,  . . , yd) le nuove variabili clipendeliti, (y,,, . . . J,,) le iiidipendenti, la tras- 
forinazione di variabili da usarsi è sen~pre la (P) considerata al 3. 

Se  lrc 'i"' s i  comitlercc itell'tcltro ruodo, cioè coirie caso particolare di 
uii'alialoga forma a vürial~ili clipeiideilti, per trasforiiiarla in im'altra delIo 
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n vnriabili nlc?hne dipendenti altre iwslipendenti. 167 

stessn tipo nelle vnriaiili y, . . . u,, ancora tutte dipenclenti, non possinino in- 
tanto i*icoi.rei.e alln trüsfoi.ii~nxinne genei-ale : 

(colla. solita condizione per l'jacobiaiio), poicliè l'esscre niille le S, pei. z 
non è proprieta invariantira rispetto ad una trnsforiuazione generale di vn- 
riabili. PercLè nella Irnsfomzatcc r~tnmhino le l*, per. r > k, ln  trnsforjun,-iow 
y& generale di clti possinwo f w e  ?cso é In ( x )  pmre definktn ni $ 3. 

Le formole che esprimono i mtoz9i coeflcieuti X ~necllccnie i p~ i~n i t i z i i  S 
sono rispettivn~nente : 

I li ÔB X; 2 h. 
Yvs = 3 x; -- ax iax  + i] sij - -? 

i=l a 21, a 2/, i=3 j=l 8 y,. 8 y,* 

Nel I L o  crcso) Iî axi Y, = 3 S; -- 
i=1 a y,. 

I k aZ xi 1b IZ a xi a 8, Y,., = 2 Si +L 
i= i  8 9,. a y3 i=i j=i 

(r, s f: k 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 Togno Zi : Svlle forme differenzinli 

ALCUNE PROPRIETA RELATIVE 

NEL P A R A C K A F O  

Vogliamo ora dare alciine proprietà 
o iicll'altro dei iiiodi detti. Al sililo ci 

a).  L'espressione : 

ALLE FORME (:ONSIBRRATR 

PRE.ICEDER'SE. 

della. foiw1a Xq', consi<lerata. iiell'iino 
liiiiitereiiio a dare i iisulln t i ,  

è i~wnriccnte sia~ztltaneo della forma: 

e della forma nlle derivate pnrzinli 

rispetto alla trnsfotwznzione di wariabili (p). 
Cosi pwe, rispetto alla (S), Zn espressi0ri;e: 

E invwirrnte siwdtnneo della solito, forma X'@) e delln fonnrt, nlle deriante 
p~nreiali : 

Le proprietà ora dette sono caso particolare di quelle t.rornte ilel raso 
yeneralc per le X"") considerate seinpre sott,o il nostro piiiito cli rista. 

b) .  L'espressione : 
k va N 

A = Z  Xiei+ 2 &tu  
%=1 i=l j=l 
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rispdfo nlln trnsforwnaiom d i  crcricrbili (a) .  

La ciiinostraziorie facilissima: essa si fonda siille identiti, relative alla 
trasfonriaziorie ( a )  : 

a xi a y,. 
i > k ,  7~ 5 k) ,  2 -- -- = O 

r=i a y,. a g,, 

ô az Y, a 2  X ,  a y,. a y,  
i, , t = k), r, a- = o. 

y.az., as.+,2 2, a,,,, axt6axt. 

La proprietà ora esposta ( b )  è iin esempio di proprietà diiiiostrate clal 
prof. PAS(:;\L per il caso di rariahili dipendenti e clie si inantengono i~nclie 
ne1 caso che siano nulle le Si ( i )  L) purchè, in corrisporidenza si sostit~lisca 
alla t rasforiiiazione: 

zi = xi (y, . . . y,?) (i = 1 ,...; nj 

la speciale trasfoririazione (LX)  piil volte considerata. Gli eseiiipii si possono 
inoltiplicare: cosi ha luogo la propriet;~ diinostrata dal prof. PASCAL l~ella 
Nota : Un teorema %ella teorin invarimtivn . . . (*). 

Essa assume la forina : 
c) Per ln specinle trnsfor~nnzione d i  variabili (cr) sovo invnricmti le cn- 

r~tteristiehe d i  alcune matrici (sulln t7eter~innsioîze c7elle p n l i  ])es brezv?ir non 

(*) R F I Z ~ .  Ist. Lomb. (8). 34.,  pag. 1180. 

A w n l i  r7i M(itemntica, Serie III, Toiiio XIII. 
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170 Tog  no l i : Sulle forsne clifferen2inli 

ci ferozermno) contende nella nmt,rire fotde : 

O S, . . .  Sk O a . .  O 

X, ( 1 , l )  . . .  (1 ,k)  ( I , h + I )  ' , , .  (1, 11) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  xfi (k, 1) . . .  (k, k )  ( k ,  Ir, + 2)  (A ,  21,) 

O p + 1 ,  1) . o .  ( k t l ,  k )  ( k i  1, k + 1 )  . . .  ( k t  2 ,  9 1 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  O (12, 1) (14, k) O . . .  O 

. . .  S, ( 1 , 1 ]  (1 ,  k ]  ( ' 1 ,  k + 1  1 . . .  ('1, u , ]  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . .  x ( k ,  I ]  jk, k )  [ f i ,  k + l )  . . .  ( k ,  98 J 
O j k + l ,  1 ) .  . .  ( k + l , T c ~  l l ~ + I ,  h + l )  . . .  ( k + l ,  1 2 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  O I M ,  11 ( n , k ]  ln, 1 . . .  ( ~ , n )  

-yj (i j 1) . . .  (i j k) ( i ,  j 1 + 1 . . .  (i, j, n) 

i cui olew,enti sono fovi~tnti merliante i coefficielati S delln forma S'?' e preci 
sclwente è : 

a xi a xi,, as, / ( i j , + - - - -  
\ ax, ô 3%; 

Questi eleinenti non sono altro che quelli considerati da1 prof. PASCAL 
e denotati cogli stessi siiilboli ("), rnodificüti, in parte, in corrisporidenza al- 
l'aiinullarsi di alcune delle X ad un solo indice. 

(*) SaIvo per il siinbolo a tre indici per cui abbiamo tenuto conto della iiiodific:izioiie 
portata tlall'Autore stesso iiei suoi lavori posteriori a quel10 ora citato. 
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La diiriostrazione si pub condurre parallelainente ü yuella data da1 
prof. PASCAL : i calcoli si prese~itaiio peri) più laboriosi. 

Da iiltiiiio vogliaiiio accenliare ad una ricerca elle si riferisce alla 
considerata del tipo dei ilostri differenziali totali di ILQrdine, il problei-ria 
di riduzione di PFAFF. 

d) Ci proponiaiiio cioè di trccsforrunre i n  5''' ne1 yrorlotto d i  ztn fattore 
p jïnito contenente tutte le uaritcbili, y e r  m a  n u o m  forma t d i f ~ r e m i n l e  cotde- 
ne~zte z c m  onriabile di ,rmmo. Bobbinri~o tlistinylcere d u e  cnsi  secondo che Z{L 
onriabile che eogl,in+no 2ierbga n 8rnawcccre 6 u t ta  delle clipentlenti (yi . . . .yn.), O 

tcnn delle iuzdipndenti  (y,+, . . . y,,). 
1." cnso). Volerido clie n-ranc311i per esenipio la. yk, devon0 i coeficieiiti 

Y della trasfoi.watn wsere tali, clle sia.rio soddisfatte le relazioni (*): 

Y,. = 0; Y,.,,, = 0 ( r  = 1, ..., 12)  

Tenetida preseuti le eügi.essiorii già trovate per le Y, si pub allora di- 
iriostrare che: C G ~ ~ ~ L C J ~ ( ;  la riduzione s i n  yossibile (; izecessario e szcfjicierde che 
sin 5 k Zn cccratteristica delln ruatrice de% coeflcierzti del sistorua d i  eyuazioni : 

a%,  a%,. liiieari ed oinogeiiee iielle k + 1 incognite p ,  ,..., - a 3 gr? 
Il proceditneiito poi per procedere alla effettiva ricluzioile, siipposta mcl- 

clisfatta la condizioiie ora detta, è analogo a quel10 iiidicato da1 prof. PASCAL 

(*) Cfr. E. PASCAL, I pvoblemi d i  riduziowe d i  PFAFP e di  JACOBI ne1 cnso clel II.0 ordine. 
Reid.  Acc, Liiicei. (5). x i ~ .  (1c303). 
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- 

iiellü Nota ritata. Se p, C, ,. . . , E,  è una soluzione del sistellm ( 2 )  si forliii l'e- 
quazioile alle derivate parziali : 

e se ne troviiio k - 1 iiitegrali inc1il)eiidenti 
Inlova furizione y, delle x, arbitraria purcliè 
avrenio nelle : 

g1 ,.. ., y7,-l . Press i~lfiiie wia 
i~idipeiide~ite dalle g, ,.. .,  JI-^, 

; i6 i 

y; = funzioni lineari arbitrarie di (x,,, . . . x,,) ; i > k 
tuttc le trasforinazioiii clle risol~otio il prohleiiia. 

II." cccso). Volendo iiivece clle iiiauclli uiia. varialde indipenderite, per 
ese~iipio la y., il sisteiiia da coiisidei.arsi, ailalogo a1 sistetiia (1) del caso 
precedeilte, è: 

Nelle forniule poi clle dtlnlio la risoluzione efl'ettiva del probleiiia risul- 
tano arbitrarie le gi (x) per if k ,  ed è facile vedere coine vadano prese le 
altre y (a): seinpre pei.6 purcliè possano eoesistere le (1'). 

U11 sisteiiia di i r ~  delle nostre eyuazioiii ai dif'ferenziali totsli di IL0 or- 
dine assume la fornia: 
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(luando si assuiliano coiiie variahili indipencleiiti le e, . . . x,., coiiie dipencleiiti 
le a,,, . . . x,,: cib che noi supporreino per facilitare il confroiito coi risultati 
otteiîuti da1 prof. PASCAL nelle due citate Memorie degli &nazi di JIatemn- 
tien e dei Math. Amden.  

Ci liiniteremo a studiare un tale sisteina iîell'ipotesi clle sia kt - ;. 2 114 
e sia inoltre non nul10 un ininore di ordirie )IL della matrice delle S a due iiî- 

dici. Se per eseiiipio è diverso da zero il minore: 

s t e m  si pub swivere: 

il si- 

ove le S soiio certe miove fiiiiziorii di tiitte le x, che suppoiiiaino sodtlisfa- 
centi alle condizioiîi X t,,c,,. = 1 r,,,,,. . 

Noi ci riferireuio sernpre alla forma (1). ,Un tale sistema si dirà coiu- 
yletarweute itztegrnbile quaiîdo esistono rîL sisteini lineamiente indipeiiclenti di 
f~inziorii p, et1 / I I L  fuiizioni cp tali che si ahbia: 

- 8'2 - 5 a,.. = -- 
1.=1 a SP 

( r =  1 ,  . . . ,  , I I / )  

( p = k + I ,  . . . ,  n - m )  

(u, u = l , . . . , n). 

Sussisterarino allora le relazioiîi : 
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Delle (4) perb, alcune e precisamerite quelle in cui  ri > li; ~ c ,  11 = 1 ,..., n 
e quelle in cui IL, n > k e w = 1,. . . , n sono consegueriza di quelle dei due 
priini gruypi (2) e ((3). 

Vediaiiio ora quali coliclizioni per le S deriviiio dalle ("Li), (3), (4). Le (3) 
intaiito, teiiendo conto delle (9) diventano : 

Queste si possoiio considerare coiiie n (11 - n~ -IL) equnzio~ii lilieari oiiio- 
genee .nelle IJ.. Se il sisteina è conipleta~riente integrabile, esistotio ~ l c  sisteriii 
di 1 1 , :  seriveildo allora quelle r r ~ ,  delle relazioni precedenti die  si ha~iiio per 
un sisteiiia fisso di valori di p NI 2 1 ,  tiietteildo ogni ~ o l t a  al posto delle 11. uno 
dei sisteiiii orü iionîi~iati, si concliicle clle clevoiio in coiiisponderiza essere 

n ia. nulle le yiiaiitità iii parentesi yu' d 
Variando poi p, 11 ahhiairio i n  sostariza le coiitlizioiii: 

((p, 21, r ) )  = O (? = k + 1 , . . . , t h  - 1w; t b  = 1,.  . , , 1 1 )  (3 

Altre coiiclizio~ii ci si presentano coine necessarie, applica~ido alle (2) il 
procetlinlento ilidicato da1 prof PASCAL riella. Mernoria dei Nath. drwxzlarc. 

Selim eiitrare in detta.gli osservereino clle ci si riduce in sostanza a 
trovare le coiidizioni di coiilpleta. integrahilità ciel sistema: 

nia, coine si sa clalla, teoiia delle eyuazio~ii differe~izii~li di 1." oitliiie, esse 
conclii/,ioni sono date da.: 
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n anrinbili nlczme dipendefiti nitre indipendenti. 173 

Quiiidi iii tlcfiiii tiva abhiaino le conclizioni : 

nvciido nia ilt.ciiii to il siiiibolo : 

Alle (5) e (C;), teiieiiclo coiito delle indipentlenti frn le (4), dol~biaiiio ag- 
giiiiigere le 

[ 1 4  u, I V ,  r ]  = O (7) 

ove ,IO et1 alnieiio lino degli indici 14, II non superano k. 
Le aiialoglie condizioni che si avrebhero considerando quelle (4) die  

sono coiisegiienza delle (2), (S), sono consegueiiza delle condiziorii trova.te, 
coine era a prevedersi e c,onie si vecie subito tenentlo conto della relazione 
icleii t ica : 

Le condizioni (5), (fi), (7) trovate fi~îora corne necessarie sono poi anclle 
siifficietiti. 

La tliiiiostrazioiie, in tutto analoga a quella chta da1 prof. PASCAL per 
il caso di  tutte variabili dipendenti, si fonda sopra la considerazione del 
sisteina (a) che risulta coinpletamente integrabile quanclo sono soddisfatte 
le (6): si fa allora vedere che agli 1% sisteini di p che lo sodclisfano, corri- 
spondono 112, fuiizioni cp integrali del nostro sistema. Precisaniente yiieste 
fiinzioni y ci appaiono dappriiiia coine integrali del sisteiiia di eyimzioni 
liiwari ai  differenziali totali di 1.0 ordine: 

(clic? è eoiiipletariiente, integrabilt. cpando sono soiltlisfatte le (5 ) )  e sono 
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176 To y no1 i :  Sd le  forme differenziali, ecc. 

a d i m p e  tali che: 

Ma tenetido conto delle (8), (31, che sono soddisfatte poicliè sono per 
ipotesi verificate le (5 ) ,  (Ci), e delle (4) ciii si risale dalle (7), ahhiaino p i  
anche: 

Dalle condizioni cosi t~wvcite in  gerienile yossolio discenciere clilelle per 
i due casi coiisiderati da1 prof. PAS(:AL. 

I." Sia k =  O. Allora le (5) diventano: 

((i j r ) )  = O ( i  = i ,..., a - m; = 1 ,. . . N )  

le (7) perdono sigriificato, le (6) restano inalterate. Si ritrovano cosi le due 
serie di condizioiii date tial prof. PASCAL nella pih volte citata ~ e i i ~ o r i a  degli 
dnnnli di M~i~te~mticn. 

Il.")Sia k = I L  - m. Allora le (.Y) perdono significato, le (6) restano 
inalterate ed irisieme colle (7) 

[i, j, h, r] = O ove ora i, j = 1 ,..., n ;  I L =  1, ..., n-wz 

si hanrio proprio le condizioni trovate dnl siiddetto Aiitore nelln Meiriorin 
nei M n  th. Awnden. 
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Sopra una nuova categoria di soluzioni perio- 
diche ne1 problema dei tre corpi. 

(Di G.  PAVANINI, a Padowa.) 

Consideriamo quel notevole cas0 particolare del problema dei tre corpi, 
in cui una delle tre masse, che chiameremo P, è trascurabile e non influisar? 
quindi su1 moto delle altre due Si, 8,. Allora Si ed S, sono dotate d'un 
moto kepleriano. 

1 tipi finora studiati di soluzioni periodiche sono : 
1.0 Soluzioni piane (di HILL e CHARLIER) ehe l-ianno luogo vic,ino alle 

posizioni d'equilibrio relativo di P rispetto ai due centri mobili S i ,  8,. 
Queste soluzioni esistono per qualsiasi valore delle' masse di S, ed S,. 

2.0 Soluzioni vicine alle posizioni singolari S i ,  S, . 
3.0 Soluzioni messe in luce da PO IN CAR^, che hanno un gra.do di ge- 

neralità di molto superiore alle precedenti, ma di cui si pu6 rigorosamente 
dimostrare l'esistenza solo per valori abbastanza piccoli di u5a delle due 
masse finite (ad esempio di quella di 8,) rispetto all'altra. Il POINCAKÉ si 
riferisce alle variabili kepleriane di P rispetto al centro di massa finita Si . 
Egli è cos1 condotto a distinguere tre specie di soluzioni periodiche : per 
quelle della prima specie le inclinazioni sono nulle e le eccentricità picco- 
lissime; per quelle della seconda specie le inclinazioni sono nulle e le ec- 
centricità finite; infine, per quelle di terza specie, le inclinazioni non sono 
più nulle. 

Le soluzioni del primo tipo (eioè quelle che hanno luogo nell'intorno 
di una posizione di equilihrio) sono intimamente legate (almeno quando si 
consideri la massa di S2 abbastanza piccola) alle soluzioni di seconda specie 
di POINGARE. 

Quelle del secondo tipo hanno interesse puramente analitico e non sem- 
brano suscettihili di applicazioni astroiiomiche perchè i corpi celesti non 
sono punti materiali e la rappresentaziope matematica cessa di essere at- 
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180 Pauanini : Sopra ana nzcooa categoria 

tendibile allorquando le mutue distanze scendono al disotto di un certo 
limite. 

Restando cos1 nell'ambito delle possibili applicazioni possiamo asserire 
che le soluzioni scoperte da POINCARÉ comprendono (se non altro qualita- 
tivaniente) tutte quelle conosciute finora. 

Argomento della presente Memoria è invece di provare l'esistenza di una 
categoria di soluzioni periodiche, bene distinta (per quanto meno anipia e 
meno importante) da quelle studiate fino ad oggi. Mi propongo cioè di mo- 
strare che hanno luogo soluzioni periodiche non piane nell'ipotesi che le due 
niasse finite di S ,  ed S, differiscano poco fra loro. 

1 1 
Rappresento queste due masse rispettivarnente con -y. ed -3- p e 

02, 02, 

suppongo che SI, S,  ruotino uniformemente attorno al loro cornune centro 
di gravità O (moto questo il più semplice conipatihile con la legge di NEWTON). 
Cosi S, ed S,  si muovono costantemente in un piano a .  

Studio dapprima il caso particolare in cui le due masse finite sono 
eguali, in cui cioè p. = O ;  suppongo inoltre che P si trovi inizialinente sulla 
perpendicolare condotta per O al piano a, e che abbia la sua velocità ini- 
ziale diretta secondo questa perpendicolare. In questa ipotesi riconosco con 
facilità - ed è il contenuto della prima parte della presente Memoria - 
che, quando si liniitino convenientemente i valori deli'energia totale E', il 
moto di P avviene lungo la sopradetta perpendicolare fra due limiti simnie- 
trici rispetto al centro di gravità, limiti che sono nulli per E = - 9, e ten- 
dono all'infinito quando E tende a O. Cosi ci troviamo in presenza di un 
moto che è del tipo di quegli armonici. 

Semplici considerazioni sull'equazioni del movimmto mostrano che il 
moto di P è periodico. L'integrazione effettiva permette poi di constatare 
una doppia periodicità e fornisce il valore, particolarmente importante per 
il seguito della ricerca, del periodo reale T. 

Nella seconda parte passo à considerare il moto di P quando le due 
masse di S, e di S, non sono più egiiali, quando ci06 p. è diverso da O. In 
questo caso, mi domando, esistono soluzioni periodiche vicine alle oscilln- 
zioni rettilinee testè accennate, cioè corrispondenti all'ipotesi di p = O ?  1 
risullati, a cui giungo, equivalgono ad una risposta afferinativa alla qiie- 
stione propostami. 

Rigorosamente posso diinostrare l'esistenza di tali soluzioni qunndo sup- 
pongo 

E = -  2 + ~  
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di soluzioni periodiche nel problenm dei tre corpi. 181 

con E positivo e sufficentemente piccolo, e p. poco diverso da O. Più specifi- 
catamente, poiclib, coine già accenainmo, quando p. = O ed E = - 9 il centro 
di gravità del sisterna S I ,  S, è una posizione d'equilibrio stabile per P, ne 
segue che alle soluzioni periodiche delle quali posso provare con tutto ri- 
gore l'esistenza, corrispondono delle orbite chiuse che di poco s'allontanano 
da1 centro di gravità O. 

Nelle classiche ricerche di POINCARÉ si presenta ln circostanza favore- 
vole che si sa integrare il sistema di equazioni differenziali per p = O ,  co- 
sicchè, trovato che per questo valore di p. esistono delle soluzioni periocliche, 
la dimostrazione dell'esistenza di tali soluzioni anche per p direrso da O, 
non richiede clie una semplice verifica niateriale. Xe1 mio caso invece le 
eqiiazioni del moto non sono integrabili per v. = O, e quindi per raggiuii- 
gere il mio scopo ilevo ricorrere a speciali artifici. 

Arrivo cosi a mettere in evidenza una duplice infinità di soluzioni pe- 
riodiche. 

Il prohlema che mi sono proposto di trattare non è puramente teorico, 
ma esso trova la sua applicazione ne1 caso, considerato in Astronomia, delle 
stelle doppie. 

Eff'ettivamente, si considerino due corpi celesti (stelle) di masse pressochè 
eguali e si supponga che essi esercitino la loro azione attrattiva su un aste- 
roide, su1 quale non agiscano forze ulteriori. Si supponga ancora che questo 
asteroide si trovi inizialmente poco discosto dalla perpendicolare condotta. 
per il centro di gravità del sistema delle due stelle al loro piano del niovi- 
inento, ed allora saremo condotti al  caso da noi trattato. 

1. Due corpi (stelle) SI ed S,, di masse ml ,  m, rispettivemente eguali 
1 1 ad -- ,u., -+p. ruotano uniformemente attorno al loro comune centro di B B 

gravità O (moto yuesto il più semplice compatibile con la legge di NEWTON). 
Cosi SI ed S, si muovono costantemente in un piano a. La distanza costante 
- 
S ,  S, l'assumeremo quale unità di lunghezza, e disporremo dell'unità di tempo 
in modo che la costante di Gauss risulti eguale all'unità: ne segue allora 
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the anche la velocità angolare (moto medio) con la quale la retta SI S, ruota 
attorno ad O sarà eguale ad uno. 

Consideriamo un sistema di assi O x y z, uniforinenlente ruotante attorno 
all'asse a ,  aventi l'origine in O, il piano tr per piano z = 0, e la direzione 

positiva deli'asse z coincidente con O S, ; il \-ers0 della rotazione sia LE 3 y. 
Rispetto a questo sistema di assi le coordinate di S,,  S, saranno : 

Un terzo corpo P di massa trascurabile, sia soggetto all'attrazione di 8, 
ed 8,. Indichiamo con r, ed r ,  le distanze di P da S, ,  S , ,  mentre x, y ,  s 
rappresentino le sue coordinate rispetto al sistema O x 9 s, cosicchè 

Il potenziale unitario delle forze agenti su P è 
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Assunti ne1 modo detto il sistema di assi mobili e ricordando che ne1 
nostro caso il moto medio B eguale all'unità, da1 teorema di CORIOLIS si ha 
che le componenti dell'accelerazione assduta del moto di P sono date dalle 
seguenti espressioni ; 

Le equazioni del moto risultano dall'eguagliare l'accelerazione assoluta 
alla forza unitaria ; ne1 problema proposto saranno adunque : 
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PARTE P R I M A  

8. Cominciamo da1 considerare il caso ne1 quale p. = 0 e quindi 

os, = o s ,  . 
Supponiamo inoltre che il mobile P si trovi inizialinente sull'asse x e 

che secondo quest'üsse sia diretta la sua velocità iniziale. Le attrazioni eser- 
citate da SI, S, ammettono percib una risultante pur essa costantemente di- 
retta secondo l'asse x. 

Il moto di P sarà quindi definito in questo caso dalle equazioni 

dove 

essendo 

Avremo dunque 

Posto 

si ha 
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e, moltiplicando la precedente equazione differenziale per s ' d  t ,  si ottiene 

dalla quale 

dove E (costante d'integrazione) non è altro che l'energia totale. 
3. La (8) esprime il modo di variare della velocitk di P relativamente 

alla sua posizione ed all'energia totale. 
Per E > O il secondo membro della (2), qualunque sia z, non s'annulla 

mai, cioè la velocità si mantiene seinpre diversa da O. Perci6 P si muovera 
costanteinente nella medesinia direzione, dipendente dalla siia velocità ini- 
ziale. In ogni caso esso s'allontanerà seinpre indefinitamente, dalla sua po- 
sizione corrispondente a t = 0. 

Quando invece E < - 2 la (2) non pub mai essere soddisfatta da valori 
reali di x e z'. Basta osservare che il suo primo membro è seinpre positivo, 

B 
inentre il secondo, essendo compreso fra O e 2, al variare di z, ri- 

c 1 +4z2  
sulterebbe seinpre neg a t '  ivo. 

Ne1 caso infine di 
-9<E<O 

esistono due valori fiiiiti di z eguali e di segiio opposto 

che annullano B e costituiscono i limiti fra i quali S coriipreso il moto di P. 
Essi sono cioè, coni'è ben noto, il niassimo ed il niiniino di z : se ne pu6 
avere la conferrna osservando i segni di z" per questi valori di z. In ogni 
pasizione intermedia fra -2, e z,, x deve essere crescente O decrescente, 
quindi il moto non cainbia di direzione che nelle posizioni estreme. Per 
E = 0, z, e - z, sono rispettivamente eguali a + oo e - w ; nientre per 
E = - 8 questi due liniiti si riducono eguali a O. Ne segue in questa se- 
conda ipotesi, che il centro di gravità del sistenia S , ,  S, è una posizione di 
equilibrio stabile per il mobile P. 
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1 valori dell'energia totale c,he noi considereremo d'ora in avanti (e 10 
diciamo una volta per sempre) saranno solamente quelli che soddisfano alla 
relazione 

- B < E < O ,  

perchè solo in questo caso il moto presenta effettivo interesse. 
4. Vediamo ora di studiare il carattere del moto di P lungo l'asse s 

compreso fra i due limiti simmetrici rispetto all'origine z, e - z, . Proveremo 
che questo moto è periodico e ne determineremo ne110 stesso tempo anche 
il periodo. 

A tale scopo poniamo 

od anche 

rlie derivata rapport0 a t da : 

clalla quale, tenendo conto anche della (2), 

ed infine 
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Lo studio del moto si fa ne1 modo migliore introducendo una varinbile 
ausiliaria definita dall'equazione differenziale 

dove 

Da questa posizione risulta che la p si pub risguardare coine la fun- 
zione eilittica di WEIRSTRASS, gl'invarianti della quale sono g2 e g, . Percib p 
è funzione doppiamente periodica di u. . 

È noto che la deterininazione dei suoi periodi 9 w e 9 w' è seinpre pos- 
sibile eccettuato allora che il deternlinante 

è nullo, caso limite ne1 quale la funzione ellittica degenera in funzione cir- 
colare od iperbolica. 

Fra poco prenderemo in esame questo caso. Ora osserviamo iiivece che 
le radici dell'equazione 

disposte per ordine di grandezza sono : 

quindi, per valori reali di E (soli valori da noi considerati), esse pure sono 
reali, percib A dev'essere seinpre positivo. 

In queste condizioni i due periodi sono l'uno reale l'altro puramente 
iinmaginario, determinati dalle formule 

Notiaino ancora come i valori di p definiti dalla (3) sono compresi fra 
e,  ed e, poichè dovendo essere 

Alznali di Matematica, Serie III, Tonio XIII. 
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sârà : 

inoltre p assume il suo valore minimo quando a = O, ed allora dalla (3) 

percib 

Segue da questa relazione e ponendo mente ai valori di p ne1 paralle- 
logramrna dei periodi, che 

IU=W'+E  

essendo 6 una variabile reale. ~ u e s t a  conclusione ci servirà fra poco in una 
importante Osservazione. 

Prescindiamo ora dai limiti fra i quali sono coinpresi i valori di p e 
dalla forina della variabile u :  teniaino solo presente che possiamo conside- 
rare la p conie la funzione del WEIRSTRASS di cui sono assegnati gl'inva- 
rianti. Poicliè p è allora doppiamente periodica rispetto ad u, la (3) sta a. 
dire che anche z gode della inedesima proprietà considerata quale funzione 
implicita di M. Vediamo conie si possa dedurre da yuesto fatto che z è fun- 
zione periodica, anzi doppiamente periodica, del tempo. 

Essendo *= d t B ( ~ + ~ E ) ' \ / C ~ ~ - ~ ~ ~ - ~ ,  , 
si ha 

cos1 il tempo si pub ritenere funzione di u e percib, integrando l'ultiinn. re- 
lazione scritta rispetto a yuesta variabile, abbiamo 

Per determinare questo integrale introdurremo un'argomento v che sod- 
disfi alla relazione 
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Sappiaino che ne1 parallelogramma dei periodi vi sono due valori di u 
per i cluali la p assume un valore determinato, che. ~o~r i spondono  a valori 
di y' eguali e di segno opposto. Ricordando clie 

1 1 1 
per p = - - E, essendo ancora - - E = - - 6 6 e, avremo 

(.%y= 4 (- 2 - e,)  (- H - e,)  (- $ - es) = 

= 6 e, (e,  + g) (0, + B) 9 

dalla quale 

Per quanto osservammo ora, si pu6 assumere tanto pi u = + \ 6 corne 
- 

p' u = - t 6 e, e ne risulterà in ogni caso un determinato argomento u tale clle 
1 per p v = - - E. Se noi perb ci limitiarno a considerare il parallelograinino 6 

O, O, O + o', O vediamo che u deve essere compreso fra w ed w + o', essendo 

Questa limitazione corrisponde all'assumere p' u = + \/= poichè fra w 

ed w + o' p'u è sempre positivo. 
Una volta assunto questo valore bene precisato di u, ricordando dalla 

teoria delle funzioni ellittiche che 

1 
- 1 I -- !(u-9)-C(ZC+v) + 2 ' 5 u  , 

PU-P" plv 1 I 
derivando questa relazione rapport0 a u, ricaviamo la formula 

, 

r oll'aiuto della quale possiamo subito integrare la (4). 
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Avremo cioè 

Poichè 

l'espressioiie di t in funzione di u sarà 

Quando si auinenta .u del suo periodo 9 o chiamando T il corrispon- 
dente aumento di t ,  avreino 

1 ( p " u  W w e 4 * F - 4 w ' ! v  -4ri + > 

1 1 3  
cioè 

Dunque ad un auiuento di u corrispondente al suo periodo reale, t au- 
rnenta'di una quantità costante, poichè T non dipenrle rla u. Ma abbiamo 
giü osservato che z è funzione periodica di u, quindi l'intervalle di tempo 
necessario perchè z riprenda un suo valore al variare di u è costante, cioè 
z è funzione periodica di t e T ne t il suo periodo. 

Risultati analoghi si otterebbero col medesirrio procedimento, se si stu- 
diasse il coinportamento di x rispetto a 2 o'. Essendo perb yuesto periodo 
puramente inimaginario Io studio di x rispetto a 2 w' non presenta alcun 
pratico interesse. 

Ad ogni modo possiaino affermare essere z funzione doppiamente pe- 
riodica del tempo. 

Oltre a x anche l'üccelerazione e la velocità sono funzioni periodiche 
del tempo; basta osservare le loro espressioni in funzione di x. Di più, in 
a, e -8, cioè nei punti estrerni la velocitli. é! nulla, inentre l'accelerazione 
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è massima (considerando il suo valore assoluto); il fatto inverso succede iri- 
vece per z = 0. 

Da tutto questo si conclude clie la soluzione del prohlemn ne1 caso in 
considerazione (p  = 0 ed - 8 < E < O )  è periodica ed il moto di P si pre- 
senta del tipo dei moti armonici. 

La sua deconiposizione in moti armonici elementari si pub avere me- 
diante la serie di FOURIER, che inoltre dà anche I'espressione di z in fun- 
zione del tempo cioè 

n s t  n x t l ,  
T + 6 ,  sen --- 

C T I 

dove i coefficienti hanno esptessioni bene determinate. 
5. Osservazione. - Poichè il discriminante della funzione di WEIH- 

STRASS 6 
A = 16 (el - e,)' (e, - e J 0 ,  - el)', 

per i nostri valori delle radici avremo : 

Da questa espressione di A ne segue che per 

E=?8 
A s'annulla. 

Ha per noi grande importanza, per quanto tratterenio fra breve, jl caso 
di E = - 2, ne1 quale conie notamrno, il centro di gravità rappresenta per P 
una posi~ione di equilibrio stabile. 

Determiiliaino il valore limite di T quando E converge a - 8. Questo 
calcolo si pu13 fare direttaniente riella espressione di T già. ottenuta, ma si 
raggiunge più presto 10 scopo considerando clle per E = - 8, A = O e quindi 
p degenera in funzione circolare e propriamente 

essendo 
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Abbiamo visto essere 
d - 2 w  

dzc 
1 "=J(! + E) 

ab 

ed avendo notato che 

con 5 reale, avrerno 

Sostituendo a p il suo valore ne1 caso di degenerazione, e notando che 
allora w' = oo e quindi sen"\/ (o' + 5 )  = oo, 

cioè 
T =  o, 

od anche, ricordando il valore di o in questo caso di degenerazione, 

T adunque ha un limite diverso da O al convergere di E verso - 8, 
quando cioè il moto degenera in posizione d'equilibrio. 

Questa osservazione ci permetteri di asserire l'esistenza di soluzioni pe- 
riodiche anche quando p' è diverso da O. 
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PARTE SECONDA 

6. In questa seconda parte prendiamo in esanie il ccîso di p. diverso 
da O. 

Il moto di P è allora definito dalle equazioni (1). Vediamo di scrivere 
queste equazioni sotto forma canonica. 

Le (1) ammettono l'integrale di JACOBI 

il quale poi non è altro che l'integrale delle forze vive ne1 moto relativo. 
Poniamo 

allora le eyuazioni del moto si scrivono sotto la forma canonica cercata: 

Abbiamo già visto come ne1 caso di p. = 0 le equazioni del moviinento 
arninettono (per ciascun valore dell'energia totale E compreso fra O e - '2) 
una soluzione periodica. fl, di pwioùo T, alla quale corrisponde un moto 
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di P lungo l'asse z compreso fra due limiti simmetrici rispetto all'origine. 
Durante un tale movimento le coordinate x ed y e quindi le variabili cano- 
niche x , ,  x, sono sempre nulle : è poi 

21 = x3 = p (t), 21' = y, = cp' ( t ) ,  

indicando con <p una funzione del tempo che s'annulla solo nell'origine, mentre 
la sua derivata cp' s'annulla solo per i valori estremi di B. 

Assunto l'istante in cui il mobile passa per O quale origine del tempo, 
alla soluzione no appartengono i valori iniziali 

8 

CE1 = X2 = LE3 = y, = tJ2 = O Y3 = cp' (O). 

Consideriamo ora, sempre supposto ,u = O ,  una soluzione 1, delle (1') 
infinitamente vicina alla a,, i cui valori iniziali sieno 

essendo le p poco diverse da O. 
Nella 2 ,  le xi ed y; risulteranno funzioni regolari dei valori iniziali sud- 

detti. In un generico istante t ,  avremo per cib dei sviluppi ordinati secondo 
le potenze di p del tipo 

rappresentando le 5 ed -0 i termini di primo ordine nelle F, nientre le R in- 
dicano i termini d'ordirie superiore. 

Consideriamo infine per p. = l =  0 una soluzione x del nostro sistema di 
equazioni, tale che per y. = O  essa si riducü alla soluzione X,. Avrerno al- 
lora per la 2: 

Xi = Xi (p9 P, Q, 

7. Proponiainoci ora di riconoscere se possono essere soddisfatte le 
condizioni perchè r risulti una soluzione periodica di periodo T + T. 
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Perchè ci6 sia, posto 

dovremo avere 
+ 1 = + 2 = . . . = $ G = 0 .  

Le risultano funzioni olomorfe di p., delle $ e di 7 annullantesi con 
queste quantità. 

Le (6) non sono tutte indipendenti fra lem, perchè il sistema (1') am- 
mette l'integrale di JACOBI 

p=-c;  

cosicchè soddisfatte le dl, = O  ad esempio per i = 1 ,  2,  3, 4, 5, sarà soddi- 
sfatta anche la 4, = 0 (*). 

Abbiamo dunque da considerare un sistema di cinque equazioni con 
sette incognite ( p l ,  Pz,. . . , fi6, 7). È ben noto clie in tale caso, per p suffieen- 
teinente piccolo, esso amnette una soluzione, nella quale tutti i valori delle 
iiicognite sono nulle, se uno qualunque dei minori di quarto ordine della 
matrice funzionale 

(*) lJIS rappresenta l'incremeiito di y, (cioè di z)  quaiido s i  passa da  t = O  a t = T f r. 
L'essere $,=O significa che y, è funzione periodica di t. Beiichè, per F = - C, la 9, - O 
sia soddisfatta quando sono soddisfatte le relazioni +, - tJlz = . . . - J15 = O, tuttavia aveiido 
dalla F=- C 

y: = B U -t 3 ~ 1  + XS - (y1 + x,)~ - (y, - xl)' - 2 C, 

pub sembrare ambigu0 se dopo un periodo T+ r ,  y, riprenda il valore iniziale, O 10 riprenda 
con segno camhiato. 11 dubbio è tolto perd se si  nota che iiella a,, y,, ad intervalli di tempo 
eguali a l  suo periodo riprende il suo valore iniziale, e quiiidi aiiche iiella soluzione viciiin X, 
y, riprcnderà il suo valore iiiiziale che differisce da O di una quantità finita. 

Era opportun0 chiarire questo fatto. 

Annuli di Matemutica, Serie I I I ,  Toino XIII. 26 
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è diverso da O per p = p, = r = O. I valori di [I, e r che allora si ricaveranno, 
sono funzioni regolari di r. che s'annullano con questo parametro. 

Ammessa soddisfatta questa condizione, la traiettoria del moto corri- 
spondente alla soluzione periodica che allora si potrà ricavare, differirà di 
poco da quella corrispondente a,. Siccome in questa P si muove lungo 
l'asse z, fra due limiti simmetrici, ed a distanza finita rispetto all'origine, la 
traiettoria della soluzione periodica che cerchiamo attraverserà il piano z = 0. 
Assumiamo questo istante come origine del tempo: ne risulterà 

Pub seinbrare che l'introduzione arbitraria dell'equazione f~ = 0, dimi- 
nuisca la generalità, e che non si possa trovare cos1 che le soluzioni perio- 
diche tali che F3 sia nul10 per t = 0. 

Ma noi otterremo tutte le altre cambiando t in t -+ h, h essendo una 
costante qualunque. 

Sianio ridotti intanto ad un sistema di cinque equazioni 

a sei incognite. Vediamo se è possibile risolvere questo sistema rispetto a 5 
delle 6 incognite, ad esempio rispetto a 

assumendo invece ad arbitrio il valore di B,, purchè sufficenteinente 
Basterà percib che sia diverso da O il determinante funzionale 

quando si faccia 
= Pl = Fa = Pr = ps = Ps = T = 0. 

Per calcolare questo determinante possianio porre addirittura 
p = O, allora 

$i = E< + Ri - P i  

piccolo. 

nelle $, 

e quindi il determinante in parola (dovendo porre in esso, come dicemmo, 
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p = PI = P2 = PI  = P5 = 138 = : = O) si riduce al prodotto 

a +s 
-- = y' (T )  = y' (O) =I= 0. a 7 

Rimane da provare che 

è pur esso diverso da O. 
Ponendo ora nelle + anche 7 = 0 avremo 

(Si noti che nell'espressione ora scritta di A abbiamo ommesso i termini 
che provengono dalle R, perché essi contengono le (3 almeno al primo grado e 
quindi s'annullano quando si pone Fi = O. Cosi possiamo, per il nostro scopo, 
prescindere senz'altro da1 considerare questi termini.) 

8. Per 10 studio di questo determinante fa d'uopo conoscere le 5 e 
le ri. A tale scopo riprendiamo le espressioni (5) delle xi, yi, sostituiamole 
nelle (1') ed eguagliamo i termini di primo grado nelle fi. Si trova senza dif- 
ficoltà 

dove le derivate racchiuse fra parentesi s'intendono prese relativamente alla 
soluzione no, cioè si deve porre in esse 

inentre x, ed y, vanno sostituite con rf ( t ) ;  ~ ' ( t ) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Pavarziuz i: Sopra una nuoua categoria 

Le equazioni differenziali sopra scritte non sono die  le equazioni alle 
vccriazioni delle equazioni (1'). Da esse si ottierie corne subito si verifica 

dove 

rappresentando r la distanza di P da SI ed S, ,  cioè 

Per le (3) quindi 

Dall'espressioni ors  scritte delle P risulta clle esse sono funzioiii pe- 
riodiche (anzi, più propriainente, doppiamente periodiche), del tempo. Le 5, 
ed n i  sono cosi definite da un sistema di equazioni differenziali a coeEcenti 
periodici. 

Detto sistema si divide in due gruppi 
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9. Per il nostro scopo basterà considerare questo secondo gruppo di 
equazioni, liriiitandoci inoltre a valori di E vicini al limite inferiore - 2. 
Poniamo in conformità 

E = - B + E  

con E (finito, ma) sufficientemente piccolo (*). 
Il sistema (7) si pu6 allora risguardare corne un sisteina di equazioni 

differenziali dipenderiti da1 Parametro E. 

Il determinante A,  che necessita provare essere diverso da O, non è altro 
clie il determinante jacobiano delle funzioni 

rapporto a ti (0) ed uii (O), poichè le coincidono coi valori delle [ e delle ri. 

Cosi considerato questo determinante, se dirnostriaino cli'esso non è nullo 
per E = O avremo risolta la yuestione dell'esistenza di soluzioni periodiche 
per p. - 0, perchè esso sarà allora non nullo anche per e -1- 0. 

1 
Quando E = 0, cioè E = - 8, r = - e quindi 2 

ed il sistema (7) si riduce a 

S'ottiene cosi un sistema di eyuazioni differenziali a coefficienti costanti, 
il quale pub essere risolto ne1 solito modo. . , 

(*) Pu6 sembrare che con questa limitazione si  possono solamente trovare quelle solu- 
ziorii periodiche che harino luogo nell'intorno di uila posizione d'ecluilibrio. Ma le cose non 
stanno proprio cosi. tnfatti, dimostrato uila volta che A è diverso da O per p = E = O, è 
cliiaro che esisteranno due limiti finiti p, ed r i  di p ed s 'tüli che, per tutti i valori di ,u < p l  
e di 1 < e,, A si manterrà ancora diverso da O. illa per valori 1 non nulli nè superiori 
ad s, e per p = O, P è dotato di u n  vero moto fiiiito e quindi esistono dei moti periodici che 
differiscono poco da questi anche ne1 cas0 di p -1- O e minore di p,. È dunque una classe 
più generale di soluzioni periodiche delle quali dimostreremo rigorosamente l'esistenza, 
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Poniamo cioè 

=ri = yi ert, rii=aaeft, ( i = l , 9 )  

con che le costanti y e 8 sono determinate dalle seguenti equazioni 

p Yi - y2 - 81 = O, 

y,+py,- %=O, 
- 1 6 y , + ~ 8 ~ -  & = O ,  

8 y * +  % + p h = O ,  

che si potranno risolvere rispetto a1le.y ed alle a se 

p -1 -1 O 

1 p 0 - 1  

-16 O p -1 

0 8 1 p  

cioè se 
p4-6pa- 119 = 0. 

Ad ognuno dei quattro valori distinti di p 

P', - P> P", - p", 
dove 

corrisponde un sistema di valori pure distinti per le y e 8, vale a dire 

dove 

y', =4(3+9\/2) J3+8\/8, y z  = - - 4 ( 5 + ~ \ / 9 ) ,  

f, = 4 (3 -9  i /%) i)3-8 d!2, y",= 4(2\/4-5), 
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Gli integrali generali del nostro sistema di equazioni differenziali a coef- 
ficienti costanti saranno quindi : 

le C essendo le 4 costanti d'integrazione, che noi determinerelno in modo 
che i valori iniziali di 6; ed 7, sien0 precisamente P t ,  p,, B 4 ,  F5.  Cid è POS- 

sibile, perchè per t = O  il deterininante D dei coefficienti delle C è diverso 
da O, essendo 

D =  

cioè 

D = 4 .  
7'2 'Y" "'I 1 1 a,, 1 S', -- a", 

yfl  - y'1 Y"l -y", 

y's y'2 yf'2 
II 

î ' z  

8 8 '  a", S", 
- 8 '  Sf2 - 8 "  SU2 

ossia infine 
~ = i Y ' . 1 7 . f i @ .  

' 

Assunte in questo modo le C, il determinante A si scinde ne1 prodotto 
dei due 

il secondo non è che l'inverso di 

D =  a (Pi Ps  F4 P5) a (cl C,  c, CJ 

e quindi è diverso da O. II primo, averido già notato che le L/J (dovendo in A 

porre p = pi = r = O) sono rispettivamente eguali a 

L (T) - 5 (O), 1; ( T )  -1; (O) ,  

si presenta sotto la forma 

(eT@ - 1)  (e-T@' - 1) (e-T@" - 1)  (e-T," - 1) D 
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e perci6 è pur esso diverso da O. Ci6 apparisce chiaro ricordando che ab- 
biamo già dimostrato (*) corne al convergere di E a -8, T ha  un limite 

7F 
finito e diverso da O e propriamente T = - . Gli esponenti di e sono 

9 d g  
quindi diversi da O, ed anche (avendo presenti i valori di p) da multipli 
di 9 n. 

È dunque A =I= 0, vale a dire il problerna che ahbiamo preso a consi- 
derare ainmette delle soluzioni periodiclie anche quando le due niasse m l ,  nz, 

di S ,  ed S, non sono più eguali. 
10. Queste soluzioni. da noi messe in luce sono in numero doppia- 

mente infinito, poichè abbiamo assunto ad arbitrio uno dei valori delle va- 
riabili canoniche @,) ed oltre a questa abbiamo dato pure ad arhitrio anche 
l'origine del tempo. Gli altri elementi del moto risulteranno invece bene de- 
terminati. Possia~no notare che, per gli integrali di JACOBI, ad- ogni valore 
di (una volta determinali i valori delle altre variabili) corrisponde un unico 
valore di E, cioè dell'energia totale, ed inversamente, ad ogni valore di E 
corrisponde un'unico valore di p , .  Cosi possiatno dire anche che la duplice 
infinità di queste soluzioni dipende dalla scelta arbitraria dell'origirie del 
tempo e dell'energia totale. 

(*) Vedi a Osservazione », p. P. 
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Un problema sui sistemi di linee fra loro 
coniugate e sulle relative trasformazioni di 
Laplace. 

(Di PASQUALE CALAPSO, a Palerrno.) 

A l l o  studio delle equazioni lineari alle derivate parziali della forma 

si collegano secondo LAPLACE due trasformazioni L, L-' definite rispettiva- 
mente dalle formole 

Applicando all'eyuazione (If) O l'una O l'altra di queste trasformazioni, 
la (1') si cambia. in una nuova equazione della niedesima forma. 

Kicordiamo il significato geonietrico di cjueste trasformazioni. Siano x ,  
y, z, tre soluzioni della (1') e interpretiamo queste coine coordiiiate carte- 
siane ortoçonali di un punto P dello spazio ; al variare di u e v il punto P 
descrive un sistema coniugato. 

Applicando alle funzioni x, y, z la trasformazione L, queste si cainbian'o. 
in cert'altre funzioni x,, y ~ ,  z , ;  il punto P dello spazio si carnbia in un 
punto P, e quest'ultimo al variare di u. e v descrive un nuovo sistema con- 
iugato. 

Similniente applicando alle funzioni x, y ,  z la trasformazione L-' il 
punto P si cambia in un punto P,. il quale al variare di u. e v descrive a 
sua volta un nuovo sistenia coniugato. 

Lo scopo della presente Memoria è la ricerca dei sistemi coniugati, per 

Alznali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XIII. 27 
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cui entrambi i sisteini derivati con le trasformazioni L, L-' risultano or- 
togonali. 

Ogni sistema coniugato che gode di questa proprietà 10 chiameremo 
brevemente u n  sistema cowiugato (G). 

- Per la trattazione del probleina conviene giovarsi di due teoremi di GUI- 
CHARD (*) che possono enunciarsi ne1 modo seguente : 

1) Un siste~tea coniugnto parallelo a u n  sistew~a coniugnto (G)  è ancor 
esso u n  sistema coniugato (G). . 

II) Per ogni siste9tza colziugnto ( G )  esiste senzpre u n  sistewta coniugnto 
ad esso parallelo che amweette gl'invarianti uguali. 

Questi teoremi permettono di liinitare la ricerca alla formazione dei si- 
stemi coniugati (G) a invarianti uguali; I'eyuazione di LAPLACE relativa a un 
siffatto sistema coniugato è in ta1 caso della fortna 

e la determinazione della funzione cp dipende da un'equazione differenziale 
alle derivate parziali di 4.0 ordine. 

Nota la funzione cp per avere definitivamente le funzioni x, y, z occorre 
integrare un sistema di RICCATI. 

Per le varie questioni relative al probletna proposto è niolto utile in- 
trodurre l'invariante H dell'equazione ($) definito dalla formola 

Si pub allora doinandare a che condizione deve soddisfare una funzione H 
affinchè si possa assumere coine invariante per un'equazione della forma (4') 
relativa a un sistema coniugato (G). 

La funzione H è caratterizzata da1 fatto che le due eyuazioni nella fun- 
zione incognita w 

ô2 W 1 -=- 
a u  a~ sen W, l 

log 

(5') 
C O S U = H ~ - H  a ~ a ~  

debbono amniettere una soluzione comune. 

(*) Sur les réseaux qui, par lu wzétlzode de LAPLACE, se trcciisformed cles deux côtés en ré- 
seam orthoyo~zauz [Comptes Rendus, a:ino 1901, vol. 138, pg. 94.91. 
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Si riconosce frattanto una soluzione particolare del problema; invero 
possiaino soddisfare alle precedenti ponendo 

ô' log H JI2 - H - = 1. 
a u a v  

Quest'ultima col porre H= e@, assume la forma 

Siinilinente possiatno soddisfare alle (5') ponendo 

Quest'ultinia col porre H= P> assume la forma 

Dopo le ricerche da me esposte in una precedente Memoria (*), sappiaino 
che le due equazioni (6'), (7') sono quelle da cui dipende la ricerca delle 
asintotiche virtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici. 

Intorno a queste equazioni e alle varie questioni geornetriche che vi si 
connettono, possediaii~o ormai le recenti Memorie del BIANCHI y), in cui 
l'illustre geometra lia portato la teoria al rnassimo grado di sviluppo; per 
questa ragione non insistiamo su questa soluzione particolare del probleina. 

Escludendo d'ora innanzi questi casi, per ottenere l'invariante incognito H, 
eliinineremo quest'ultimo fra le (5') ed avremo per la funzione w l'equazione 

(*) Sulla deformazione delle quadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palerino, 
anno 1902, t. XVI, pg. 4971. 

(**) Intorrco alle superficie applicabili sui paraboloidi ecl alle loro trnsformaziowi [Atti della 
R. Accademia delle scienze di Torino, anno 1903, vol. XXXVIII, pg. 5151. 

Sulla deformaziowe dei paraboloidi [Aiinali d i  Matematica, anno 1904, serie III, vol. IX, 
pg. 2471. 

Sulla deformazione dei paraboloidi [Atti della Reale Accademia dei Lincei, anno 1905, 
serie V, vol. XIV, pg. 3593. 
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differenziale .di P." ordine 
- 

Determinata ne1 modo più generale una soluzione w di yuesta equaziorie 
se ne dedurrà immediatamente l'invariante incognito ponendo 

Qui è interessante risolvere il problenia seguente: 
Determinare tutti i sistemi covziuyati (G) n i.n.varian1.i u#guali, dnto che &a 

l'i,lzvariante. 
Per yuanto sopra abbiamo detto assegnare l'imnrinnte II ad un sisteina 

coniugato (G), è quanto assegnare la soluzione w dell'eyuazione differen- 
ziale (8'). 

Per avere allora la furizione ? relativa all'equazione (4.') del sisteina con- 
iugato (G), occorre integrare il sistema coilipleto: 

ô- a a O + ~ ) [  npW;; -- 1 a 2 w  

a u2 
cot -- - + - log (- 

au  s e n w a ~ a v ) ] +  \ 

ô - a(n-w)[ cet n y l  - + - log (- 1 a Z o  -- - a V~ a v sen w aduav )]+ 
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Dopo di clle si conoscerà, la funzione y dell'equazione (h'), e integrando 
un sistema di R r c c ~ r r  si avranno definitivameiîte le funzioni x, y, x. ' 

L'integrazione introdurrà manifestamente tre costanti arbitrarie. Possiamo 
dare altresi un procedimento mediante il yuale si possono dedurre, da un 
noto sistema coniugato ( G )  ad irivarianti uguali, infiniti sisteini coniugati (G), 
dipendenti da tre costanti arbitrarie, i quali hanno in coinune col primo 
l'invariante; e seinbra assai notevole che yuesto procedimento non ricliieda 
clle soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Per esporre con chiarezza questo proceclimento, chiamererno superficie xi  
ogni superficie di cui le liriee di curvatura si possono far derivare niecliante 
la trasformazione L da un sisteina coniugato (G) a invarianti uguali; pari- 
menti chianiereino superficie 2, ogni superficie di cui le linee di curvatura 
si possono far derivare niediante la trasformazione L-' da un sistelna con- 
iugato (G) a invarianti uguali. 

Ora per le superficie 1, e z, sussiste il seguente teorema: 
L'inz9ersione per raggi t5ettori reciproci (trasformaxione 1) trasforma zlna 

superficie 21 i n  infinite n?coz7e sz~perficie 2 1 ,  e trasforma parimenti una sqqer- 
ficie X, in  infinite nuone superficie X, . 

Se ne deduce facilinente il procedimento in discorso, cioè: 
Da un noto sistewa coniugato (G)  a invarianti zcguali, applicando la tra- 

sformaxione L I L  ' ( O  la trasfornzaxione L-' 1 L), si hanno infiniti sistemi 
coniugati ((2) a invarianti uyuali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali 
sisteuzi coniugati (G) avranno in  cowuze col sistema coniugato iniziale l'in- 
turiante. 

Risoluta coll'integrazione del sistema complet0 (Y), (Io'), (11') la que- 
stione di determinare tutti i sistemi coniugati (G) che ammettorio un asse- 
gnato invariante, riteniaino fare un passo verso la soluzioiie definitiva del 
problema col10 stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia una tra- 
sformazione per gl'integrali dell'equazione differenziale di 4.0 ordine (8'). 

Tale trasformazione si riassume ne1 seguente teorema : 
Se, CI) è uns soluxiovte della (87, il sistema delle equaxioni (9'), (10') è illi- 

mitatamente integrabile; si avrà dal2"inteyrazione zlna funzione n con tre co- 
stnnti arbitrarie che sarà una nuova solusione dell'epua&one differenxiale d i  
4 . O  ordine (8'). 

Coinpleteremo infine il risultato ottenuto con un'ultima proposizione la 
quale pub enunciarsi ne1 modo seguente : 

Se x, y, z sono le coordinate d'un pz~nto che descri~e un sisfeaza coniu- 
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908 Calapso: Un problema sui sistemi di linee fra loro coniugate 

gato (G) a invarianti uguali, ponendo 

si avranno yer quadrature tre funzioni 5 ,  r i ,  [ che sono le coordinate di un 
punto che descriue un nuovo sistema coniugato (G) a invarianti eguali. 

Ora supposto il sistenia iniziale (G) ottenuto partendo da una soluzione o 
della (8') e integrando il sisterna coinpleto (9'), (IO'), (11') l'invariante di (G) 
sarà 

e l'invariante del nuovo sisteina coniugato sarà 

9 

dato da 

Le formole (18') dànno adunque per quadrature una trasforinazione per 
i sisterni coniugati (G) a invarianti uguali che chiainereino trasforma~ione C; 
inediante la quale la funzione o si cambia in n e l'invariante H in Hi. 

Frattanto rimane stabilito un inetodo di trasforinazioni per i sistemi coniu- 
gati (G) a invarianti uguali che consiste ne1 comporre la trasformazione L IL-' 
(O la trasforinazione L-' I L )  colla trasformazione C. 

Senlbra assai notevole che I'applicazione successiva ed illimitata di questo 
inetodo di trasforinazioni richieda soltanto successive quadrature. 

5 1. CONDIZIONI CARATTERISTICHE PER I SISTEMI CORIUGATI (G). 

1. Riferiamo una superficie S ad un sisteina coniugato di linee, e siano 

x = x (u, v), y = y (u, ~ j ,  x = x (u, u), (1) 

le coordinate correnti di un punto della superficie. 
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Conservando le consuete notazioni, porrerno 

Denoteremo altresi con X, Y, Z i coseni direttori della norinale, essendo 
le linee u e v coniugate si dovrà avere: 

Introdurremo inoltre le funzioni 

sicchè le due forme fondamentali della superficie saranno : 

Introdurremo infine per la prima di queste forme i simboli di CHHI- 

Le funzioni s, y, a, X, Y, Z delle variabili u e v soddisfano a1 sistema 
siniultaneo : 

colle analoghe in y e a, clie è illimitatamente integrabile in forza delle re- 
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che sono, com'è noto, necessarie e sufficienti. 
Con yueste notazioni le due trasformazioni di LAPLACE L, L-' sono 

espresse rispettivamente dalle formole : 

colle analoglie in y e z. 

8. Per stahilire le condizioiii caratteristiclie per un sistema 
gato (G), conviene derivare le (13) e (14) rispetto ad u e v, elimiriando per 
mezzo delle (7) le derivale delle funzioni x, y, x d'ordine superiore al primo. 
Avrerno cosi : 

1 a $ (  ( l 2 ) a v  log 
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Donde, ponendo : 

a \q+\q G -  JI = - log 
( a u  1 1 ,  i l ,  1 

si ricava : 

Escluderemo dalle nostre considerazioni il caso in cui si aimulla l'espres- 
sione : 

perchè in ta1 caso la superficie generata da1 punto xi, y,, 2, si riduce a ilna 
curva; escluderemo del pari il caso in cui si annulla l'espressione : 

Le condizioni caratteristiche per un sistema coniugato (G)  sono dunque 

Awzali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 28 
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date dall'annullarsi delle quantità A1 ed N; saranno cioè : 

Queste a causa delle identità 

si possono scriverc! più semplicemente conie segue: 

a i o g \ G  ô 1 1 B ( + (  1 2  ( 
= - log a v a t ,  1 z \ '  

§ II. SEMPLIFICAZIONE DELLE EQUAZIONI CAKATTEKISTICHE. 

3. Volendo esprimere questo risultato sotto forina più semplice con- 
vierie introdurre come incoinite principali le funzioni fp e + definite rispet- 
tivaineilte dalle formole 

a 4J log L E = log - + # + p. ( O ) ,  
au 

essendo A (IL) funzione della sola zc e I/. (v)  funzione della sola v. 
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D'altra parte dalle (19) la funzione cp è definita a meno di una funzione 
arbitraria della sola u,, e parimenti la 4 è definita a ineno di una funzione 
arbitraria della sola v ;  onrl'è che sema ledere la geiiernlità possiaiiio porre: 

a + log d Ë =  log - + +, 
au 

e per conseguenza 

Ci6 posto ricorriaino alle identità 

Queste permettono di espriinere la P per inezzo delle funzioni p, e + in 

due niocli differenti ; invero sostituendo per le quantità 

espressioni (19) e per le funzioni E, G le espressioni (90) dopo seniplifica- 
zione si ottiene : 

Ne deriva tra le funzioni cp e + la relazione fondamentale 

che in modo più coiiipeiidioso potremo scrivere 
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f3 III. I TEOREMI DI GUICHARD. 

4. Per la trattazione del problerna proposto giovano due t eo rmi  di 
GUICHAHD, clle ne1 presente paragrafo enuncieremo e diinostrereiiio diret- 
taiiiente. 

I due teorenii in discorso possoilo enunciarsi sotto la forma seguente : 
a) U n  sistema coniugnto l ~ n r n l l e l o  a wn sistema c o n i q p t o  (G) è ancor 

esso urz s i s f e m n  coniugnto (G). 
p) Per ogni  sistema coîzi?@o (G),  esiste senzpre ?rn sistema. coni?lgalo 

o r 7  esso pnrallelo c71e nmmette g l ' i n z w i a n t i  94g1Lali. 
Per la diinostrazione assuiiiiaiiio anzitutto un sistenia coniugato (G) per 

il yuale conserverelno le notazioni dei paragrafi precedenti. 
Un sistema coiiiugato ad esso yarallelo è definito clitlle equazioni : 

i i i  rui  n e b sotldisfano al sisteina 

Sulla superficie luogo del punto 5, ri, '! l'equazione di LAPLACE del si- 
steina coiiiugato assume la forma 

e introducendo per la iîuova superficie le yuantità 
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Da queste per derivazione s i  ricava : 

a iogdG'  -- aiogb a i o g v G  - + ----- 7 a v 8 0  a v 
ossia per la (17) 

Aiicora derivando la pritna delle (9%) si ricava : 

a log a a i i q ' a i o g b  a 1 1 9 1  
& l o g )  1 \=av + - log 

a u  I I !  a u 7  

ossia per la prima delle (261 

e per conseguenza 

Siinilmente si cliinostra aver luogo la relazione 

ed è cos? dimostrato il teorema 1. 
Per la diinostrazione del teorema II osserviamo che iii forza della (24) 

esiste uns furizione cr che soddisfa al sisteilla siinultaneo 

Assumendo una soluzioiîe G di questo sisteiua, potreiiîo soddisfare alle (26) 
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L'equazione di LAPLACE relativa al  corrispondente sistema coniugato. è 
in ta1 caso 

ed ha per la (84) gl'invarianti uguali. 

5 IV. 1 SISTEMI CONIUGATI (G)  A INVARIANT1 UGUALI. 

5, Dopo questi teoreini limiteremo le nostre considerazioni a i  sistemi 
coniugati (G) che ammettono gl'invarianti uguali; le fornlole relative si ot- 
terranno da quelle dei paragrafi 1 e II ponendo + = p,;  si avrà quindi: 

e la (54) risulta verificata identicamente. 
Le trasformazioni di LAPLACE saranno rappresentate analiticainente dalle 

formole 

X , = X - 7  - 
d. ,  B u  
av 

colle analoghe in y e z ;  la superficie luogo del punto x, y, z, sarà da noi 
detta superficie XI, e la superficie luogo del punto x, y, 2, sarà da noi detta 
superficie n, ; in altri terinini chiamereino superficie >;, ogni superficie di cui 
le linee di curvatura s i  possono far derivare inediante la trasforinazione L 
da un sistema coriiugato (G) a invarianti uguali ; parimenti chianieremo su- 
perficie X, ogni superficie di cui le linee di curvatura si possono far deri- 
vare mediante la trasformazione L-' da un sislema coniugato (Gj a inva- 
rianti uguali. 
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6. Qui è inolto.utile stabilire la forma che assume l'elemento lineare 
delle superficie 2 ,  e X, . 

Secondo le notazioni introdotte la prima delle (15) si pub mettere sotto 
la. forma 

Donde derivando rispetto a v 

a? - pp aza, azcpaa, + --- -- = --- ' a ' ~  
b v a u a v  a v 2 a u  log - -  - 

av afL) :~+  1 
Irioltre si ha dalla prima delle (31) 

Dalle (38), (33), (34) eliminando la funzione x e riducendo si ottiene : 

che è l'eyuazione di LAPLACE delle linee di curvatura di 3,. 
D'altra parte denotando con 

l'elemento lineare della superficie x, , l'equazione di LAPLACE delle sue linee 
di curvatura. sarà : 

Ed allora si dovrà avere: 

a i o g \ / E  a ?  a . = - - -  acp a a v log -+-log - 
Û U  a~ a~ av ) ,  gus: a,,, 
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Se ne deduce integrando : 

essendo U funzione della sola zc, V funzione della sola v. 
Ora per una conveniente scelta del parametro u, possiamo supporre sema 

ledere la generalità Ir = 1, quindi scriveremo : 

Per determinare definitivamente la qiiantità v ' c ,  basterà quadrare la (38), 
avremo cosi: 

- a a p z a x e  p)2 [y (9 - - 
ilv au 3% 8 %  log 8%) (fi) 

colle analoghe in y e x ,  da cui sommando e semplificando: 

e per conseguenza: 

d z = k e P ( 9 - - l o g -  a u  au a v  . a 
Per,togliere l'incertezza del segno, sottragghiamo le (31); avremo cosi: 

colle analoghe in y e x ,  da cui quadrando, sommando ed osservando le (30): 

a9 Ora per le (30) la quantità - ne1 campo di variabilità che si considera 
au 
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è positiva ; concludiamo percid che l'espressione 

rappresenta a meno di un fattor positivo il quadrato della distanza di due 
punti corrispondenti sulle superficie 2, e 2 , .  

Essa è quiridi positiva, sicchè scrivereirio : 

- 
\ E, = e? - - log - 2 au a u  7 

Siinilmente per una conveniente scelta del parametro .u i coefficienti del- 
l'elemento lineare della superficie 2, avranno la forma: 

7. Stabilita cos1 la forma d ie  assume i'elemento lineare sulle super- 
ficie Xi e ', , possia.ino facilmente ottenere le quantità D, D" rela.tive alla su- 
perficie iiîiziale S. Poriiamo a ta1 uopo per semplicità : 

\ 2 2 l  

i l \  
sarà per la (17): 

1 
n = --- 

\ 1 2  
1 1  

e .la seconda delle (la) si scriverà: 
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ossia: 

Dalla (38) ed analoglie in y e x yuadrando e sommando, si ha :  

Similineilte dalla (39) quadrando, sommando e tenendo conto clle 

G, + Cr n' = Em' + D"" 

Sommando colla precedente e seinplifieando si ottiene : 

Quest'ultima it causa dell'identità 

Ed ora ponendo per .m la sua espressione effettiva e per G, l'espressione 
sopra stahilita (36) nvremo definitivamente : 
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8. Qui C interessante diinostrare che le funzioni D e D" definite 
dalla (10) e dalla (41)) verificano necessariainente ln (12). 

Invero la (10) si pub scrivere : 

ossia sviluppando la derivazione al 8.0 membro e tenendo conto che 

Et1 ora in forza dell'identità 

scriverein O definitivainente : 

D D" L E G - F z \  

Ci6 posto scriviaino la (49) sotto la forma: 

Derivando rispetto ad zc e tenendo presente la (42) otteniamo : 

-- -- [ a  y ) )  a Df'2 + 2 log 211 = 
au au oo, 
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ossia : 

Ma la parentesi del secondo iirembro è per la (4.0) identicamente iiulla, 
ne seçue: 

coirie volevasi diiiiostrare. 
Similmente si dimostra che le fuirzioili D e D" definite ilalla (10) e 

dalla (41) verificano la (11) ; ed allora. possiatiio coricludere clie la condiziorle 
necessaria e suficiente per la funzione iilcognita ;LI si otterrà eli~rriirando D 
e D" fra le (IO), (4O), (41). 

O. Per presentare la condizione richiesta sotto la forma definitiva con- 
virne introdurre l'invariante H dell'eyuazioiie di LAPLME 

cioè porrenio 

Sostituendo ai siiriholi di CHHISTOPFEL i ~'alori eEcttivi, arimro : 

1 1  a 5\ 
I 2 l  (,y - ,') = ,'7 a 7 9 H -  2) 11- - - , 

a; [ '  a zt2 ( a ,  a 1 6  a u  7 
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Cib posto assuinendo la (10) sotto la forma (42) e sostituendo in questa 

al simùolo 1 1 la sua effettiva espressione dedotta dalla (44) e (46) dopo 

riduziorie avremo : 

a z ?  a y  ari a : ?  a ' ? H 2 + -  2 H J + H ,  - --- au" va: au2 (a9) .  a v  ou a u  d v  
a ? ?  a ? "  a c p  ap2aa + -- jy' - a2 a qZII' - H - - 
a V' (au) ( a  (a;! a $  O a u  iiv T 

ossia 

da cui seinplificando 

Frattanto Ia condizione riclliesta per la funzioiie y si pub inettere sotto 
la forma : . 

Possiaiilo quiildi enunciare il risultato seguente : 
Concli.~ione necessccria e suficiente nIfînche Z'equazio)w d i  LAPLACE 

sia l'eqtcnzione cli un sistemc co?ziugccto (G) ,  è che la funaione 9 s in  ztncc so- 
lucione dcll'equnzione. diferensiale cli 4." orcline (48). 
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' Nota unn solzcaione d i  questn equnzione, se we dedu,rranno le coordi- 
n a t ~  x, y, z del p u d o  .che descriue i l  sistenza cowizcgato integrando i l  sistemcc 
co~ibpleto (7), (8), (9). 

10. In questo p a r a p f o  esainineremo alculle soluzioni particolari del- 
l'equszione di 4.' ordine (45). 

A tale scopo osserviaiiio clle questa equazione risulta identicaiilente sod- 
disfatta. se si polie siinultaneaniente 

Noi diiiiostreremo clîe queste due equazioni ürninettono efiettivamerite 
soluzioiii coiriuni, che daranno inanifestainente soluzioni particolari del no- 
stro 1)~obleiiia. 

Per la dimostrazionc di quanto abbianio nsserito scrivcrciiio la prima . 
dellc (W), in forza. della (44) e. della (45), sotto- la. foriiia 

ed nssociereiiio a yuesta l'equazione 

Pcnsando qucste due equazioiii coine un sisteina siiiiultaneo nella fun- 
zione iiîcognita. 1 in cui H siü una soluzione qualunque dell'equazione di 
9.0 ordine 

si trova con un calcolo facile clîe esso è illimitatamente integrabile. 
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Concludiarno quiiidi che le (41)) aniinettono infinite soluzioni coinuni di- 
pendenti da due funzioni arbitrarie ; per deterininarle baster2 assuiiiere ne1 
modo 
taneo 

più generale una soluzione della (62) e integrare il sisteina siniul- 
rd), (51). 
11. Sirnilinente possiaino soddisfare alla (48) polierido 

Invero si tlimostra coine precedenternente clle yueste equazioni aminet- 
ton0 infinite soluzioni comuni, le quali si ottengono assuinendo ne1 modo 
più generale una soluzione dell'equazionc 

e integrando il sistenia 

La deterininazione di qiieste soluzioni particolari dipende adunque dal- 
l'integrazione delle due equazioni (52) ,  (5.3). Queste col porre H= ee assu- 
mono rispettivainente la forma : 

8' o 
- 2 senh @, m- 

Risulta clalle ricerche da me esposte nella Meinoria sopra citata clie 
(peste equazioni sono quelle da cui :dipende la ricerca delle assintotiche 
vidua.li di un paraboloide yualunque a punti iperbolici. 

La teoria di queste equazioni e delle question; geonietriche che vi si 
connettono, lia orlnai raggiunto dopo le Meinorie del BIANCHI il massirno 
grado di sviluppo; per questa ragione abbandonerenio l'esaine di questi casi 
particolari e ritornerelno al probleilia solto la forma più. generale. 
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9 VI. CONDIZ~ONI CARATTERISTiCHE PER L'INVARIANTE. 

12. Ora rogliamo sta.bilire le condizioni a cui deve soddisfare una fun- 
zione H afinchè si possa assuinere corne invariante per u n  sisterna coniu- 
gato (G). 

Per condurre con semplicitii i calcoli relativi introdurrerno due fiinzioni 
ausiliarie e p. definite rispettivainente dalle formole : 

D" 
sen A = - , sen p. = 

D 
e? c 

l n  forza delle (40) e (41) possiamo porre senza ledere la genernlità: 
-- 

COS h = 3 COS u =- 
1 - (55) 

Con questa notazione la (45) si pub scrivere: 

Dalle (64) inoltre per derivazione tenenclo presenti le (54) stesse e 
le (55) ,  ( I l ) ,  (16), si l ia:  

a A - e ? \  G 
a; - \ E G - - F '  se* p., 

a ;J. - - - 
e? \ E 

Fi - sen 1. 
\ E G - F '  1 

Donde inoltiplicando ed osservando la (46) : 

-- 
a h a p  

a a sen 1 sen p. 
- --- a ~ &  a u a u  9 , ,z 

d l ~  a v  
Questn. relazione si pub scrivere altresi : 
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-- 

e finalinente sostituerido al primo membro per H l a  sua espressione effcttiva 
c ramnientnnclo le (3 )), otteninino dopo ridiizione : 

az  n. - a i"10g: G 
auav 

ep  \ [cos y. a \ + sen :. - 
\ E G - F "  

çhe in forza dell'identiti 

a10g-LG \ "L 1 - 1  i 2 1 F - -  
a v 1 2 \ p l  1 \ G  

potreino scrivere : 

ossia pcr le (Xi) e (57) : 

ed iiifiiie per la (59) : 

6" = ( , ~ t ~ + c o t ~ ) ~ ~ - -  'A \ a x a ? .  1 
II 

cos A sen p.. 
a t m  

Similinente si ricava : 

az 
-- 

a x a : ) .  1 
=(cotP+coti)----  â u a v  H sen À cos p .  

a u a v  

Da queste sottramdo si deduce: 

Questa. e ln (3) ponendo A - p = o si potranno scrirere: 

GZ o 1 - = - sen o, 
a u a ~  H 

a2 log H 
COS Cd = II2 - A a t c a u  

Annali di M r ~ t e ~ i m t i c a ,  Srrie III, Toino XIII. 
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14. Frattanto si vede che affinchè una funzione H si possa assumere 
coine invariante per un sistema coniugato (G) è necessario che le (63) nella 
funzione incognita o debbono aininettere una soluzione coiriune. 

Elitninando fra esse l'invariante H (*) avremo per la funzione c . ~  l'equa- 
zione differenziale alle derivate parziali di 4' ordine : 

Viceversa diinostrereino in seguito il seguente teoreina, clle cliiainereino teo- 
renîa fondamentale: 

Se o è ana soluxio~ze dell'equazione di  4" ordine (64), esistono mhsisblii 

coniugati (G) a invarianti uguali per cui l'invarianle è dato dalla fmwzola: 

13. Qui è opporturio stabilire un sistema di formole ~iiolto utili per il 
seguito della presente mernoria. 

Derivnndo rispetto ad u la prima della (57) e tenendo presenti le (57) 
stesse, si ha: 

D'altra parte ricordiaino l'identità: 

Questa per la seconda delle (55) si pub scrivere: 

ed ancora per la prima delle (57) e per la (59): 

(*) Qui escludiaino dalle nostre coiisiderazioiii i easi i i i  cui si  abbia w=O oppure w=n, 
che forniscoiio le soluzioni particolari osservate al § V. 
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Ed ora sostituendo nella (65) avremo: 

Infine osserviamo clie per le (54), (55), (57) possiamo scrivere: 

ossia per la (45) : 

Sostituendo in (66) e semplificando coll'osservare le (30) avremo: 

E questa per le (54) e (57) scriveremo definitivamente: 

a2 p. -- a , a ( ~ + ~ . )  ~ P ~ I O ~ H  H DD" . 
au,- cot 'h - au a~ a v  av + ~ G Ï G ~ ~ ~ - ~ ~  

16. Inoltre si ha dalle (04) : 

D B" - e2B sen A sen ,o., 

ossia per le (57) : 

D D" 
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Donde moltiplicando inembro a inembro e tenendo presente le (30) : 

a x a 
D"~,- -- 

auav 
- sen A sen p. ---, E G - p z -  a g  a s  

e per la (68) 

Uü questa infine poilendo: 

W =  
D DU 

I E G - F '  

derivando e sostituendo per le derivate seconde di 1 e p le cspressioiii (GO), 
(61), (67), (68) dopo seniplificazione si ottiene: 

a rv -- a lJ. S ' A  ; l o g ~  , - sen p. -- + (eot À + eot r )  - TV + ;,. !k - - a v au au au IV ' i '  
aw a~ -- a r. ô a i ~ ~  alv.\ (71' 
au - s e n 1  - + ( C O ~ À + C O ~ I I ) - I V  au au t c o t ~ - ~ - A  a u a 

17. Stabilite cosi yueste formole foiiclnirientali, iiitrodurrenio la fun- 
zione rr defiriita dalla relazione : 

! i = ' A + $  

Sar i  allora: 1 A = - jr?+ o ~ ) ,  
1 

2 u.= ( O - w ) ,  ( 7 2 )  
' 2 

e sostituendo iiella (tiO), (W), (68) per A e p. queste espressioni e tenendo 
presenti le (63) otteniaino il sisteiiia seguente: 

a2 
sen -- 

2 

+ 
sen - 

2 
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Siniilmente sostituendo iiella (69) per h e ;J. le espressioiii (72) e per H 
l'espressione (63). avreino : 

1 B"o a (R -6 6,) a n - W) 
4W" (cos O - cos a) . - 

s e n w u u d , ~  au 2 v 

Infine nnalogaiiiente operando sulle (7 l), avreino : 

f l - 6 > 8 ( ~  - 8 1 a?(. ,  + W cot -- 2 
")+aiv -iop 

a u  au (=a.a;). 

Queste sono le forniole che volevaino stabilire. 
Intorno a l  sisteina (73), (74) si possono verificare le seguenti proprietà: 

1 . O  Dalle ('73) e (74) seguono le (75). 
8.O I l  sisterna (73), (74) è illimitatamente integrabile iil forza della (64). 

18. 1 teoremi dimostrati al Il1 lasciano l ~ e v e d e r e  c lx  i sisterni con- 
iugati (G) si possono definire mediante proprietà caratteristiclie della loro 
rappresentazione stèrica. 

Noi pertanto lîiocedereino alla ricercn. di queste proprietà. 
Denotando con: 

l'elernento lineare sferico, si lm da formole note : 
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Quindi osservando le (QZ) e (57) avremo: 

Inoltre essendo: 

potreino scrivere : 
e ~ ~ - \ / m  

- . eV sen 'h sen p., f =  E G - 1 , l 2  

n a f = - -  -+ H 
a 9  a 9  

sen 1 sen p. 
a v  2 H -  -- H' 

a t h  a .v 
Infine per la (58) : 

a x a I j .  1 
f = a u  z-- H sen 1 sen :J 

Dopo i risultüti conseguiti ilel parngrafo precedentc potreiiio esprirnere 
le c l~~ant i tà  e, f, g per niezzo delle funzioni w e n ; siccliè scriverenio ; 

Ke deriva fiicilinerite per la (74) : 

e g - f' = IV2. 

19. III ci6 che segue ci proponiitmo di stabilire Ir: proprietü relative 
alla forma (76) in cui le quantità e,  f ,  g sono definite dalle (77). A tale scopo 

\ i 1; 1' 
sarà utile calcolare i siriiboli i l \  relativi alia (76). 

E'rnttanto ricorrianio alle identi tà : 
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.- - - 

Inoltre dalle (77) ~Bbiaino : 

Da queste derivando ed eliminando per inezzo delle (73) le derivate di 
2.0 ordine della n, otteniaino: 

Portando queste espressioni e le (77) nelle (78) queste forniscono per 

le qiiantit8 ineognite ' le espressioni seguenti : 

ossia : 

In secondo luogo ricorriamo alle identità: 

Sostituendo in queste per le derivate della Ili le espressioni ('75) e per 

i simboli ' ' 1' i: le (80), avrerno: i 1 i, 
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e teilendo prcsenti le (77) ,  (=), (74) otteniaino dopo riduzione: 

20. Ci6 posto se fra le (79) e (51) eliininiaino le funzioni n, w avreilio 
le condizioni richieste, cioè: 

Similmente eliniinando fra le (83) e (79) le funzioni 0, o tenendo pre- 
senti le (YI), avreino altresi: 

Qui è interessante osservare die  dalla coesistenza delle (84) e (85) segue 
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che la forma (76) ha la curvatura = + 1, e viceversa dall'ipotesi che la 
forma (76) lia la curvatura = -+ 1 e dalle (85) seguono le (84). 

Possiatno quindi enunciare il risultato seguente : 
S e  w è u n a  soluzione dell'eguazione differenaiale (6&), e n è u n a  soluzione 

del sistema completo (731, (74), ponendo: 

la form,a differenziale 

d ~ ' ~ = e d . ~ ~ + e f d u d v + ~ d v '  (86) 

avrh  Icc  curvatura =+l, e i suoi coefficienti soddisfaranno alle condizioni (85). 

21. È qui il moment0 di diinostrare il teorema fondamentale, per il 
che mostreremo anzitutto che un sistema coniugato la cui rappresentazione 
sferica soddisfa le (85) è necessariainente un sistema coniugato (Gj. 

Invero un sistema coniugato si pub ritenere definito a meno di movi- 
menti dalla sua rappresentazione sferica e da due funzioni D e D" ehe veri- 
ficano le relazioni : 

Si avrà allora.: 

g ~ '  , pz- f D D "  , G=--, e D" E =  
e g - -  f z  eg-f4  e g - f "  

Alanali di Matematica, Serie I I I ,  Ton10 X I E  3 1 
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Da queste per derivazione tenendo presenti le (87) si ricava: 

e per la prima delle (55) : 

sirililmente si ricava : 

ecl & cosi dimostrato quanto sopra abhiamo asserito. 
Adunque da una soluzioize w dell'equazione (64) integrando il sistema 

complet0 (73) (74), si deduce la forma (86) che si pub assumere corne rap- 
presentazione sferica per infiniti sistemi coniugati (G) ,  dipendenteinente dalle 
soluzioni del sisteina (87). 

28. Ora possiaino soddisfare a questo sistems ponendo in particolare : 

a logD - 1 r r - ~ a ( n  -a> 1 n - w a ( n ~ >  
UL cot--- 

B -9msen - 2 au a z b  av 

a logD -- 1 ~ - ~ a ( r 2 - - 6 , )  1 n + o a ( n + ~ , )  
- cot - - 

a v  - 2  B a v 2w a tt 
sen - --- n 

Sarà allora per le (89) e (83) 

1 \ 1 2 1 - - p  n + [J a (n +- W )  
1 1 \ -  2w 9 au y 

sen - -- 

\ 3 9 ( -  1 r r - ~ a ( n - w >  1 (90) 

) 2 \ - -m sen - -- - 
UL a v 

Da queste, tenendo presenti le (73), (74), (75) si trovano con calcoli fitcili le 
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relazioni : 

Cosi il teorerna fondamentale è pienamente ciimostrat0. 

§ IX. LE SUPERFICIE x i ,  L2, 

83. Abbianlo visto ne1 paragrafo IV che l'elernento lineare di una su- 
perficie 21 è dato dalle formole: 

Abbiamo visto altresi (33) che le derivate parziali delle funzioni z, , y,, z ,  
rispetto alla variabile u sono legate alle derivate parziali delle fuiizioni x, y, z 
dalle relazioni : 

ossia: 
1 8%- 1 8x1 . 

Q G - - a l o a v ~  "6 

au -- 
a zc 

Sostituendo nelle (31) avremo : 

che. è la rappresentazione analitica della trasforniazione L-1 applicata alle 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 Cnlnpso : Un problema slci sisterni di linee fra loro coniugde 

linee di curvatura di X I ,  e che trasforina yueste ne1 sisterna coniugato ini- 
ziale (G). 

Introducendo inoltre le quantità D l ,  D", relative ad una superficie XI e 
le cluantit& X , ,  YS, 2, clie dànno i coseni direttori della norinale avremo per 
le fuiizioni x,, y,, x , ,  X,? Y,, Z, il sisterria complet0 seguente: 

84. Se cleriviatiio la (99) rispetto ad zc etl eliniiniaino per la prima 
clelle (93) la derivata seconda della funzione x,, avremo: 

Ci6 posto dalle (91) clerivando e tenenclo presenti le (91) stesse otte-. 
0 

niaino : 

e se inoltre fra yuesta e le (91) elimiiiiamo la y, troviamo per le funzioni 
- 

\ El , \ G, la relazione: 
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Ancora dalla (95) per derivazione ricaviarno: 

Ed ora ricorrendo alla (95) e alle analoghe in e z, yuadrando sominando 
e tenendo presente Che: 

(3x1 Y - = e 2 ?  - , 
A a u  

otteniamo infine : 

Possiaino quindi enunciare il risultato seguente : 
Le linee di curvatura di una superficie 2 ,  soddisfano alle condizioni 

(97h (9% 
25. Viceversa è importante diniostrare che ogni superficie le cui linee 

di curvatura soddisfano alle condizioni (97), (99) è necessariamente una su- 
perficie :, ; cioè le sue linee di curvatura si possono far derivare mediante 
la trnsforniazione L da un sistenia coniugato (G)  a invarianti uguali. 

Infatti supponiamo che le linee di curvatura di una superficie soddisfac- 
ciano alle condizioni (97), (99); e definiaino una funzione cg mediante la for- 
mola (96). 

Dalla coesistenza della (96) e (97), avreino: 

e la (99) si potrà scrivere sotto la forma: 
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Ci6 posto scrivianio la trasformazione L-' ne1 modo seguente: 

e deririnino aveiido cura di eliminnre colle (03) le derivate di 9: ordine di xi; 
avremo tenuto conto della (96) : 

colle analoghe in y e x.  
Da p e s t e  cjuadrando e somniando e tenendo corito della (100) segue 

facilinente : 

Infine se fra le equazioni 

cliininiamo la f~~nzione  a,, otteniaino la nuova equazione di LAPLACE 

Concludiaino quindi che il sisteina cierivato dalle linee di curvatura di 
uns  superficie soddisfacente alle condizioni (97,) (99) è un sistema coniugato 
ad invarianti uguali; per esso si ha altresi : 
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e per conseguenza : 

Le condizioiii (97) e (99) sono adunque caratteristiclie per le lime di 
curratura di uria superficie x,. 

Cop un procediniento analogo si vede die  una superficie r, è perfetta- 
niente caratterizzata dalle coiidizioni : 

26. Intorno alle superficie a, e 2, sussistono alcune trasformazioni che 
si fondano su1 seguente teorema : 

L'inversione per raggi ue'ttori reciproci (trasfornzasiouze 1) trasforma una 
superficie 2 ,  in infinite nuove superficie X,, e trasforma parimenti una super- 
ficie X, in infinite wuove superficie &. 

Consideriaino anzitutto una superficie 2,; secondo i risullati da me sta- 
biliti in una precedente Memoria (*), ponendo: 

p = ( X I  -a)"(y,- q2+ (DI  - c ) ~  (101) 

(*) Sulle superficie a Zigtee di curuntura isoterine. [Rendiconti del Circolo Mateiilatico di 
Palermo, t. XVII, p. 9'751. 
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avreino per la superficie trasforinata : 

BI" -- -L+\ @29x3(s,-a), 
\ LE, \ 

La funzione p definita dalla (101) soddisfa al sistema silnultaneo : 

Dalle (109) derivando otteniamo : 

Da queste derivando ancora e tenendo presente le (103), avremo : 
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Quindi sottïaendo : 

Ma si ha inoltre: 

e sommando colla precedente e tenendo presente la (97) si ricava adunque-: 

97. Ci6 posto conviene esaminare la quantità 2 2 X, (x, - cc), che scri- 
viamo per disteso ; cioè: 

Quadrando e tenendo presente la (loi), avreino : 

ossia : 

Ora quadrando le (108) e tenendo presente quest'ultima ricaviamo: 

Alznali d i  Matenratica, Serie I I I ,  Tomo XIII. 
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Infine derivando le (104) ed eliininando colle (103) le derivate seconde 
di p, dopo riduzione otteniaino: 

Sommando colla precedente ed osservando la (99) si ricnva : 

Adunque le linee di curvatura della superficie trasformata soddishno 
ancora le (105) e (106); possiaino yuindi concludere clie la superficie trasfor- 
mata è ancor essa una superficie 2 , .  

In niodo analogo si dilnostra elle l'inversione per raggi reciproci tras- 
forma una superficie 1, in infinite nuove superficie s,. 

\IEl È utile osservare che in forza delle (91) l'invariante della superfi- 
\I Gl 

cie z, rispetto all'inversione, coincide con l'invariante H deli'eyuazione di 
LAPLACE relativa al sistema coniugato iniziale (G) ; siinilinente l'invariante 

della siiperlieie X, eoinciùe con l'invariante H. 
\IE1 

8 XI. DETERMINAZIONE DEI SISTEMI CONIUGATI (G)  A INVARIANT1 UGUALJ, 

ASSEGNATONE L'INVARIAKTE. 

88. Per quanto abbiamo visto precedenteinente, asseçnare l'invariante 
di un sistema coniugltto (G) equivale ad assegnare u n s  soluzione dell'equa- 
zione di 4 . O  ordine (64). 
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Sappiaino inoltre da1 § VI11 che data una soluzione o dell'equazione (64) 
si hanno m3 sistemi coniugati (G) a invarianti uguali, che ammettono per 
invariante la funzione 

Per deterniinarli 
(74) ; indi si porrà : 

effettivaniente occorre integrare il sistenia completo (73), 

Nota in cjuesto modo la funzione p, si avranno dalle (30) le funzioni E, 
F, G, e dalle (40), (41), (47) le funzioni D, Dm. 

Deterniinate cosi le quantità E, F ,  G ,  D, D" si determineranno le fun- 
zioiii cc, g, z integrando il sistema completo (7), @), (9). 

99. Perb dopo i risultati ottenuti al parügrafo precedente possiaino 
stabilire un nietodo mediante il quale si possono dedurre con soli cnlcoli nl- 
gebrici e d i  derivaziolze da un noto sistema coniugato ( G )  a invarianti uguali 00' 

sistemi coniugati (G) a invarianti uguali aventi in comune col primo l'in- 
variante. 

Invero da cjuanto è diinostrato ne1 sudetto paragrafo discende facilniente 
la proposizione : 

Da u n  moto sistema coniugato (G) a invcwianti uguali, applicando la trn- 
sfonuazione L 1 L-' ( O  la trnsfor)nax.ione L-' I L )  si hanno ilzfiniti sistemi conizr- 
gati ( G )  a i~zvarianti zcguali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali sistemi 
co)~iugati ( G )  auranno i n  coîwune col sistenia coniztgato iniaiale l'invariante, 

§ XII. LE TRASFOKMAZIONI DEGL'IPU'YAHIANTI DELL'EQUAZIONE (64). 

30. Abbiamo risoluta ne1 paragrafo precedente la questione di deter- 
ininare i sistemi coniugati (G) a. invarianti uguali assegnatone l'invariante; 
ora vogliaino stabilire una trasformazione per l'invariante, ~ s s i a  una trasfor- 
inazione per gl'integrdi dell'equazione (a). 
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- 

Tale trasformazione si riassume ne1 seguente teorema : 
Se w è unn soluzione della (64) il sistenm di equaxioni (73), (74) è illir~ri- 

tatamente integrabile; si aurtc clall'itztegraziolze una funaione sl con ire costanti 
nrbitrarie clte snric ulza nuovcc soluzione dell'epazione differenziale di 4." or- 
dir~e (GQ). 

Per la dimostrazione scrivia.mo la terza delle (73) sotto la forma : 

Tenendo presente cpest'ultirna si ricava facilmente clie la (74) si pu6 
ariclie scrivere corne segue : 

Ora dalla (107) per derivazione tenendo conto delle (73), (74), (107) dopo 
\\riduzione si ottiene : 

1 n - b ) a ( n - ~ )  + - sen -- w 2 a~ 
Inoltre da yuesta derivando rispetto a v e tenendo senipre conto delle 

az  log (- 1 --) a2n =  CO^ il - a2 n + (- 1 --ri- 
t w v  s e n o  a ~ c a v  a t t a ~  senw a u a u  
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Infine facendo uso della (107) scrivererno: 

1 -- - (COS 6) - COS 0) a  ( n w  a (O-@),  
P w 2  a a u 

e per la (108) : 

ed è cos1 stabilita la proposizione. 

5 XIII. LE TRASFOHYAZIONI DEr SISTERII COR'IUGATI ( G )  
A INVAWIANTI UGUALI. 

31. Coinpleteremo i risultati ottenuti ilel paragrafo precedente diino- 
strando il seguente teorema : 

Se x, y, R S O ~ W  le coordinate d'un punto cke desc~iue zca sistema coniu- 
gato ( G )  a invarianti zcguali, ponendo : 

a ( -  -- @+P.-, a~ - a n -  - 
au 8% au 

ô $  a l  a L - e - ? q , - ,  - 
(109) 

a a -  au= 
si avranno per quadrature tre funsioni 5, -II, ( che sono le coordilzate di .un 
nuovo pzcnto che descrive un nuovo sistema coniugato ( G )  a invarianti uguali. 

Infatti si verifica facilmente che le (109) sono coesistenti; inoltre sulla 
superficie luogo del punto 6, ri, I le linee zc v sono coniugate, e si h a :  . 
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e per conseguenza : 

38. Ora supposto il sisteina iniziale (G) ottenuto col procediinento in- 
dicato al § XI, denotando con Hl l'invariante del nuovo sistema coniugato, 
sarà : 

c sostituendo per H e y le loro espressioni effettire: 

Questa infine tenendo presente la (74), la (107) e la (108) facilinente si 
riduce alla forma : 

I a2  R =(--)  sen r2 a t t  a v . 

Le forniole (109) dàiiiio adunque per yuadrstur.e una trasformazione per 
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali clle cliiameremo trasfomzcczione G; 
niediante la quale la funzione o si camhia in n e l'in\-ariante H in Hl . 

Frattanto riii~ane stabilito un metodo di trasforrnazioni per i sistemi 
coniugati (G) a invariaiiti eguali, che consiste ne1 eoinporre la trasforma- 
zione L IL-' (O la trasformazione L-' T L )  colla trasformazione G. 

Sembra assai notevole che l'applicazione successiva ed illimitata di questo 
inetodo di trasformazioni richiede soltanto successive quadrature. 
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Transformations of Minimal Surfaces. 

(Bg LUTHER PFAHLEK EISENHART.) 

-- 

I n  a Menioir published hy C A L A ~ ~  in the Alinali (*), the author 6as 
developed at length the theory and transfurinations of a class of surfaces, 
discovered by GUICHARD (**) and characterized by the property : 

Given a surface N of the class; « there exists a surface N' having the 
same spherical representation of its lines of curvature as the surface N, and 
such that if r , ,  r ,  are the principal radii of curvature of N, and r',, r', the 
corresponding radii of N', one has 

the constant being different froni zero ». 
CALAPSO has shown that, if a surface be referred to its lines of curra- 

ture, the necessary and sufficient condition that it be a surface N is that 
either of the following conditions be satisfied : 

where the functions E, 8, D, D" are the fundamental quantities of the sur- 
face. According as a surface satisfies the first or second of these conditions, 
it is called by CALAPSO a surface of GUICHARD of the f i rst  kind or of the 
second kind. 

In the present Note we show that one of the surfaces parallel to a min- 

(*) A1mn.e superficie di GUICHARD e Ze relative trasformazioni [Aiinali, ser. I I I ,  vol. XI, 
p. 201-251, (1905)l. 

(**) Sur les Surfaces isothermigues [Comptes Rendus, vol. 130, p. 3591. 
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imal surface satisfies (II) and that the surface rV' associated with it after 
the manner of tlie above theorein is a sphere. After deducing these results 
in 8 1, we apply iil the subsequent the results of GCICHAHD and CALAPSO 
to this group of surfaces of GUICHARD. We sliall refer to tliese particular sur- 
faces as surfaces P. 

GUICHAKD has shown that from a surface of the first kind one can de- 
duce an infinity of isothermic surfaces referred to their lines of curvature 
each of wliich is the locus of a point A situated on a n  isotropie tangent to 
the surface N. In 8 9 it is found that these transforins of a surface P are 
minimal surfaces; hence we have a transformation froin the inininla1 sur- 
face, S, which is parallel to P, to iiew niiniinal surfrtces, which for conre- 

nience we shall call the surfaces 

In 8 3 we apply to the P-surfaces parallel to the surfaces S (call them 
the surfaces 7) the GUICHARD transforinations and find tliat the determina- 
tion of al1 these transformatioi~s requires only quadratures. However, these 
new minimal surfaces are iniaginary. 

In  S 4 we apply to the surfaces P the transforination of GUICHARD in 
wliich + i lias been replaced by - i and vice-versa. Among the infinity of 

transforins of a surface 7 there is always one real minimal surface other 
tlian the original surface S. 

In this maniler me can obtain froni a given minimal surface an  infinity 
of real miniinal surfaces, wllose deterinination requires the solution of a 
pair of RICCATI equations. The relation between the original surface and any 
one of these transform is perfectly reciprocal, so that when the transforins S ,  
of S have been fouiid, one can get tlie transforms S ' ,  of the surfaces S ,  by 
quadratures. 

CALAPSO has shown (*) that, given ariy isotherinic surface, a surface of 
GUICHARD can be found by inverting the transforination of GCICHARD. In 
8 5 we apply this inverted transformation and also its conjugate to the sur- 

faces % and in both cases we find that al1 the transforins are imaginary. 

(*) L. c.,  pag. 230. 
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Consider tlie minimal surface S with the linear eleinent 

d s2 = e29 (d  u2 + d g2), (1) 

and for wliich tlie coefficients of the second quadratic forin are 

D = - 1 ,  D " = l .  (2) 

* Now the linear elenient of the spherical representation is 

d s" = eë2e (d ua + d v2), (3) 

arid the GAUSS and CODAZZI equations are satisfied, if 8 is a solution of the 
equation 

If we denote by X,, Y , ,  2 , ;  X , ,  Y, ,  2,; X,  Y, Z the direction-cosines 
of the tangents to the curves v = const., u = const. and of the normal to 
the surface respectively, we have (*) 

and similar equations in the y's and 2's. 

A surface parallel to S at the distance a is given by 

The fundamental quantities of this surface are found to be 

E = (ee - a eëg)', P=O, G=(e9+ae-f')27 

D = - e-fJ (ee - a e-O), Dr = 0, D" = e-0 (ee + a e-8). 

(*) BIANCHI, Lezioni, vol. II, p. 336. 

Alû~ali di  Mutellzutica, Serie I I I ,  Tomo XIII. 
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These expressions satisfy equation (Il), if a = l and only in tllis case. 
Hence the surface defined by 

is a surface of GUICHARD of the first kind; we designate sucli a surface by P. 
Froin above it is seen that the fundamental quantities for P are 

E = 4 sinh2 8, G = 4 cosh2 8, D = - 2 e-0 sinh O ,  D" = '2 e-0 cosh 0.. (7) 

CALAPSO has shown (*) that the necessary and sufficient condition tliat 
a surface be a surface of GUICHARD is that the linear elements of the sur- 
face and its spherical representation be reducible to the respective foriiis. 

the lines of curvature being parainetric, and the functions t, H a n d  @ being 
solutions of the systein of equations 

a H  a t  a~ 
-= (H+coth@) - a t 

a u  fi = (H + tanh @) - , 
au a v 

1 aoat a;, + (cos11 D + H sinh @) (sinh @ +- H cosh o) = 0. 

In order that (3) maÿ take tlie form of the second of (8), we must have 

from wliich it follows that 
@ = O ,  H=-1 .  (10) 

Moreover, tlie first of (8) reduces to (1), if 

In conseyuence of (4) equations (9) are satisfied by tlie above values 
(IO), (11). 

(*) L. c., p. 914. 
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CALAPSO has sllown (*) tliat the surface N', which is related to N in the 
mamer stated in the theorem leading to the relation (1), is defined by the 
forms (€9, where now the functions t , ,  Hi, @, relating to N' are given by 

cosho ---- ' [cosh @ (1 + H z )  + B Hsinh @ . ' -1 -HS  1 
When the surface N is a surface P, the surface N' is the unit sphere 

upon which the Gaussian representation of P is made. 

GUICHARD (**) has announced the following theorem : 
Given a surface satisfying conditions (8) and (9), a function p c m  be 

determined iii. such a way tliat the surface defined by 

- 

x = [ + e? (XI + i X,), y= -4 + e? (Y ,  + i Y,), a= C 3- e? (Z ,  + i 2,) (19) 

is isothern~ic. 
CALAPSO shows (***) that the function rf is determined by the following 

pair of illimitably integrable equations : 

a t  i 
- i tanh @ - - - e P ( H 2  sinh o + $2 Hcosh o), 

a u  e 
. a ?  a@ 
z - + - = cosh @ sinh (rp - t )  - 

a u  au 

(*) L. c., p. "214. 
(**) L. c., p. 161. 

(***) L. c., p. 294, 
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2.34 Eisenhart: Transformations 

When the surface of GUICHARD is a surface P, these reduce to 

In conseyuence of (5)  and (6) we get from (18) by differentiation 

a 2 
- = 9 sinh 8 XI + e?' (XI + i X,) e~-0  - e ë ~  sinh 8) - cr-0 X ,  
3 zc 1 (14) 
aX 
a< = 9 cosh 8 X, - i  el^ ( X I  + i X,)  e?'-O - e-Y cosh 8 

so tliat 

- - A  

Froin (14) we find that the direction-cosines, X, Y, 2, of the normal to 
the surface 3 are of the form 

X= eë? (x, - i x,) + X.  (16) 

By differentiation we get 

so that 

Hence S is a ininiinal surface, and the linear element of its splierical 
representation is 

(jSB = e-'~ ( d u 9  + a q ~ ~ ) .  (19) 
- - -  

Denoting by X, ,  Y,, 2,; X,, Y,, z, the directiori-cosines of the tan- 
gents to the curves v = const., u = const. respectively on % we have 
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which in consequence of (14) reduce to 

If e? he replaced by p, equations (13) take the RICCATI forln. Hence tl-iere 
exists a family of imaginary minimal surfaces depending upon a paraineter, 
transforins of P and conseyuently of S ;  and the complete deterinination of 
tliese surfaces requires the integration of a pair of RICCATI equations. 

Since 3 is a ininimal surface, we have a new surface P parallel to. S. 
From (6), (12) and (16) it follows tl-iat this surface is defined by equations 
of the form 

nTe apply to P a transformation of GUICHARD. From (12) it follows that 
the transforrri S ,  is defined by equations of the form 

where y ,  is a solution OP the equations 

In consequence of (80) and (21) equation (88) is reducible to 

zl = 5 + (1 + e%-0) [e? (XI + i X,) - e-? ( X ,  - i X,)] - (8 + 1) X. (24) 

On replacing 5 + X  by x in this equation, we get a transfornlation in- 
volving two parameters, which cl-ianges the original n~inimal surface S into 
another miniinal surface S, . 
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we inust have 

froni which by addition we get ("25). Hence of ab1 the surfaces defined by (24) 
S i s  the only real one. 

We apply now to the surface defined by (H), the conjugate transfor- 
mation of GUICHARD, that is, the transformation witli + i replaced by - i. 

Now the equations analogous to (23) are 

a e ,  . a c p  1 d O 1 
Fi- q, - = - e%-? - t@~ sinh ?, i --! - ?! = - - &p + e-& COShP, ($7) 

a u  9 au  2u 2 

and the coordinates of the transform S,  are of the foriil 
- 

cc1 =r+ee l  (z - i X z ) ,  
which reduces to 

x, = 6 + e9 ( X ,  + i X,) + (eel+e - 1)  eëi ( X ,  - i x,) - X. (28) 

As in the preceding case, if 6 + X be replaced by x, this gives a trans- 
formation froin one minimal surface, S, to a double-infinite fainily of sur- 
faces, Si . Later we shall find a particular solution of equations (27) ; heiice 
the complete determination of al1 the above transforms of a surface S re- 
yuires the solution of a n  equation of R~CCATI and quadratures. 

We inquire whether any of these transforilis are renl. On the assuinp- 
tion that 8, is real equations (87) can be written 
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In order that equations (29) be consistent with the first two of (%), we 
inust have 

1 1 
- eelPa + CO' cosh u - - eu-0 - e-& cosh 4 = 0, 
9 2 

which reduce to the single equation 

eel= 2 cosh cr . ea-0. 

It is readily found that this value of 0, satisfies equations (30). 
Substitiiting in (28) and replacing 5 by x - X we get the equation 

X, = ' ~ + S e ~ ( c o s p X ,  - sinj3XJ -2X,  (39) 

and siinilar expressions for y, and x ,  which define a real transforrn, S, , of a 
given surface, S. 

By differentiation we get 

From these and siinilar expressions in y, and x ,  we derive the following 
values for the direction-cosines of the normal to S, 

1 
X ' =  tanhocX+---- (cos p X, - sin /3 X,). 

 COS^ a 

And the direction-cosines of the tangents to the curves 9 = const., 
21. = const. on SI are of the respective forins 

X'  - 
' 

[(eu cos 2 fi - eus) X, - eu sin 2 p X, - 2 cos p X] 
- 2 cos11 O! 

(35) 
X' - 

- 2 cos11 a 
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From (39) and (34) we get 

LX(x1 -CE)=-2, zx ' (x I -x )=2 ,  
and 

(36) 

L (x, - = 4 (eQa + 1). 

Hence the line joining corresponding points on two surfaces S and S, 
niakes equal angles mith the normals to tlie surfaces a t  these points. As tliis 
angle is not a rigl-it angle, the transformation is different froin the one due 
to THYBAUT (*). 

Froni (34) it follows tliat the direction-cosiiies of the line of intersec- 
tion of the tangent planes to S and S I  a t  corresponding points are 

sin p XI t cos p X ,  , sin p Y, t cos /3 Yz , sin 9 2, t cos B 2%. 

Hence tliis line is perpendicular to the projection upon the tangent 
plane to S of tlie line joining the points of tangency on S and S, . 

Denote by ,', ïi, 1 the coordinates of the point of intersection of tliese 
two lines. Since we iiiust have 

EX([-x)=O,  I ;Xf (4 -x ; ' )=O,  
if we put 

E=x+h(cospX,-s inpX,) ,  
it is found that 

A = 2 cosh K. 

From the foregoing discussion it follows tliat each pair of solutions of 
equations (26) gives a real transform of S. The forrn of these equations is 
such that the arbitrary constant entering in the coinplete solution appears 
iri both u and p. Frorn (38) it is seen that the points, on al1 the transforms, 
corresponding to a point on S lie in the plane parallel to the tangent plane 
to S and at the distance 8 from it. 

We inquire whether the normals to the surfaces S and S I  a t  correspond- 
ing points nieet. In order that this may happen two functioiis 'A and p. must 
exist which are such that 

and similar equations in y 's  and 2's. 

(*) BIANCHI, Leeioni, vol. II, p. 334. 

A+zgaaZi di Matematica, Serie III, Tom0 XIII. 
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If the above values be substituted, it is found that these equations are 
srttisfied when 

A = p = - 2 ee cosh LX. 

This result suggests tliat this transformation wliicli we Iiave found coiii- 
cides witli one previously disco~~ered by BIANCHI (*) as an outcoine of a 
theorein of GUICHARD. It is readily found that the two transforiil a t' ions are 
the saine (**). Froin the investigation of BIANCHI we know tliat the locus of 
the point (x,, y,, 2,) is a surface applicable to a paraboloid of revolution. 

CALAPSO lias sliown (*") that the transformation of GUICHAKD can be iiiver- 
ted, tliat is, every isothermic surface can be considered as  derived from a 
G ~ K H A R D  surface by iiieaiis of the construction indicated in the theorem of 
GUICHARD. We sliall apply tliis inverse transforination to the surfaces 

In the first place we solve equations (16) and (20) for X, XI,  X,, getting 

In conseyuence of tliese relations equation (12) ccan be writteii 

~ = E + B ( s i n h S ~ + e o s h 9 . i ~ + X ) .  (38) 

If S is any minimal surface and the linear eleinent of its representa- 
tion is written in the form (19), the function ~q must satisfy equation (4). But 

(*) Leaiol~i,  vol. II, p. 333. 
(**) The formulae of coniparison are 

@ cos ,'3 - - 2 6a cash a, ---- - 
9 e - 8  a @  s i n p  = 2 -  e - e a +  

cash a 6 a u 9  C O S ~ I R  0 a u  
(***) L. c . ,  p. 230. 
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this is the condition that ecjuatioiis (13) be consistent in 8. Hence (38) is the 

transformation from a surface S to P as well as  eyuations (12) define the 

transformation from P to 3 But silice ecjuations (33) are coinpletely inte- 
grable in 8 for a particular 1, it follows that eacli of the surfaces defined hy 

where O, is any solution of 

is a surface of GUICHARD, P l ,  wllich is an  inverse of the surface deter- 
iiiined by the functioii p. 

Froni (37) i l  is seen that tlie direction-cosines of the norninl to Pl are of 
the form 

- 
X' = - e-O! XI + e-01 iX, +X. (41) 

Denoting by SI the miniiilal surface parallel to P l ,  we have 

x ,  = 6, + X' ,  y1 = -4, + Y', 2,  = r1 + Z', 

which by sneans of (39), (41), (14) and (20) reduce to 

x, = x 4- (1 - eelPe) [ e ~  ( X ,  + i X,) - eë'P (XI - i X,) - 2 91, (49) 

and siriiilar expressions for y, and 2 , .  Since 9 is a solution of (ho), tlie coni- 
plete deterinination of the douhly-infinite fainily of transforms of S defined 
hy (42) reyuires the solution of one pair of RICCATI equations (13) and quad- 
ratures. 

If the diffeitential quotients of be eliiiiisiated froni equatioiis (13) and 
(40), we get 

e, + e a (cosh O, - cosh 8) 

( " si1111 9, - siiih 9) siil p +- 1 
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Froin this it follows that for 8, and 6 to be real we must have 

1 
- G*, (e-61- e-e) + e-E (cosh O, - cosEi 8) = 0, 2 

which reduces to 9 ,  = 9. Kence al1 the minimal surface transforrns (42) of S 
are imaginary. 

Mre pass filially to the case in  
conjugate inverse transformation. In 

and the equations of transformation 

x,=x+eB(X,+iX2)-6 

whicli ive apply to the surfaces S the 
pIace of equations (40) we have 

are of the foim 

P (eel+b + 1) (XI - i X,) - 2 X. 

Proceeding as in the former c'asc, we find that the condition that 6, be 
real is 

which evidently is iinpossibIe. 

Princeton University, January, iW6. 
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Sur les équations linéaires 
aux différences finies. 

(Par hl. WALTER B. FORD, à Ann Arbor.) 

Considérations prélinainaires. 

1. Pendan t  plusieurs années M. Drsr a publié dans les Annnli une 
série de Mémoires intéressants sur les équations différentielles. Toutes ses 
recherches se groupent, en dernier lieu, autour une expression qui se trouve 
dans le premier PiIénioire (janvier, 1899) pour l'intégrale générale d'une équa- 
tion différentielle linéaire du ni"@ ordre; cette expression a la forme d'une 
série infinie dont le m i è n m  terme est une intégrale définie ~m?uple qui dépend 
non seulement des coefficients de l'équation donnée, mais aussi de n fonc- 
tions arbitraires. Pour un chois converiable de ces fonctions il peut arriver 
que l'intégrale générale prendra une forme qui fait voir directement ses pro- 
prietés les plus importantes et c'est ainsi, en particulier, que dans son 
deuxième Mémoire (avril, 1899) M. DINI trouve que sa méthode s'applique 
h l'étude des intégrales de certaines équations différentielles linéaires quand 
on considère ces intégrales pour des valeurs très grandes de la variable in- 
&pendante. De cette manière, il arrive à un théorème ghé ra l  qui donne, 
coinine conséquences spéciales, beaucoup des résultats iiuporta.nts de M. Poix- 
CARÉ (*) publiés en 1885, ainsi que certains résultats plus récents de M. KNE- 
SEH (**). Mais, ce n'est pas ici le lieu d'énumérer toutes les applications et 
tous les résultats nombreux que M. DINI a trouvé dans cette série de Mé- 
moires; il suffit de remarquer que sa méthode est tout à fait originale et 

(*) Sur les équut iom lindaires au$ différentielles ordinaires et a u x  différences fiwies 
American Journal of Mathematics, Vol. VII. 

(**) Untersuchuny u n d  asymptotische Darstellung rler bitegrale yeniisser liltearer Difle- 
rentialgleichunyera bei grossen reellen Werthen des Arguments;  Jourlia1 de Crelle, t. 120, 
pp. 867-275 (1899). 

Alznali d i  Mutematica, Serie III, Tonio XIII. 35 
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964. M. Walter B. Ford: Sur les équations linéaires 

qu'elle ne laisse rien à désirer au  point de vue ni de sa généralité ni de la 
valeur des applications que l'on peut en faire. 

Le caractère de celte méthode d'étudier les équations diff'érentielles ainsi 
que l'analogie bien connue entre la théorie de telles équations et la théorie 
des équations aux différences finies nous porte à. croire que l'on peut adapter 
la méthode à l'étude des intégrales des équations de cette dernière espèce, 
et c'est cette question que nous nous proposons dans le Mémoire actuel. 
D'ailleurs, il y a deux c>onsidérations spéciales qui nous semblent ajouter 
un intérêt supplémentaire à cette recherche. Autant que l'auteur en sache, 
il n'existe dans la litérature actuelle sur le calcul des différences finies aucun 
théorème analogue à celui que nous avons signalé plus haut relatif aux in- 
tégrales de certaines équations différentielles linéaires considérées pour les 
valeurs très grandes de l'argument. Pour être plus précis, si l'on a une équa- 
tion linéaire aux différences finies sous la forme 

. . + A, (x) y (LE) = O 

où le coefficient A,(x), r = O ,  1, 9,  ... rz tend vers une limite bien déter- 
minée quand x = ao, il n'existe aucun théorème qui exprime d'une nianière 
explicite l'allure de l'intégrale générale y (x) quand x prend des valeurs très 
grandes. Il est vrai que M. POINGAI&, dans le Mémoire cité plus haut, dé- 

montre sous les memes hypothèses l'existence de la limite liin ""+ ') , y (a) 
,=oc y (x) 

étant une intégrale quelconque de l'équation donnée, et il trouve la valeur 
de cette limite; mais, le but que nous nous proposons est plutôt de déter- 
miner le caractère de l'intégrale y(") elle-lnême, de sorte que les propriétés 

du rapport Y(xti), bien qu'elles ne soient pas le but de nos recherches, 
Y (4 

en résultent comme conséquences spéciales (*). En second lieu, un théorème 

que, pour Les valeurs assez grandes de x, il existe une relation de la forme 

oh lim E (x) = O. Quant à la fonction y (x) elle-même, nous obtenons en effectuant l'intégra- 
i*-00 
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tel que nous venons de l'indiquer pour les équations aux différences finies, 
une fois obtenu, aurait une application directe à l'étude de la convergence 

P m  (4 des fractions algébriques continues. En effet, si l'on représente par - 
Qu (4 

la ni"e réduite d'une quelconque des fractions algébriques continues qui cor- 
respondent à une série donnée de puissances: 

a,, + a,  x t CC, x2 t . + a,, x" +. ( r  = rayon de convergence > - 0) 

on sait bien (*) que chacun des polynômes P, (x), Q, (x) considéré pour une 
valeur fixée de X, satisfait à une équation linéaire aux différences finies du 
second ordre par rapport à la variable n, de sorte qu'en se servant d'un tel 
théorème on pourrait étudier la convergence de la fraction pour la valeur 
donnée de x :  ce qui veut dire, étudier l'existence et la valeur de la limite 

C'est donc un théorème de ce caractère spécial que nous avions en vue 
et nous croyons l'avoir trouvé dans notre Théorème III, aussi bien que dans 
le Théorème 1. Nous comptons publier plus tard les applications les plus 
importantes de ces deux Théorèmes, surtout les applications à la question de 
la convergence des fractions algébriques continues. 

Enfin, avant d'aborder les considérations détaillées des paragraphes sui- 
vants, l'auteur se fait un devoir d7exprinler ici sa  profonde gratitude à 
M. DINL En comparant les pages qui suivent avec les deux premiers Mé- 
moires mentionnés plus haut, on verra sans peine tout ce qu'il lui doit, et 
que les présentes recherches eussent, en somme, été impossibles sans l'aide, 
la direction que lui fournissait ainsi l'éminent mathématicien italien. 

tion de cette équation par les méthodes bien connues (voir par exemple BOOLE, A treatise 
on the calculus of finite differences, London, 1860, pp. 101, 108) 

y (2) = e [ E  (x -- 1) - k ]  [E (x - 9) -. k ]  [ t  (x: - 3) - k ]  . . . [ E  (r)  - k ] ,  

r étant une valeur quelconque fixée de x, et c étant la valeur de y (r).  Mais, cette expres- 
sion a l a  forme d'un produit dans lequel le nombre des facteurs croît indéfiniment avec x, 
et par conséquent elle ne s'adapte pas, au moins en général, à l'étude de la question que 
nous avons posée. 

(*) Voir par exemple la thèse de M. PADE: Sur Za représentation approchée d'une fonc- 
tion par des fractions rationnelles. Annales de l'École Normale supérieure, 3ième série, t. 9, 
supplément, p. 43 (1898). 
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9. Nous résumons, d'abord quelques relations générales du calcul des 
différences finies. 

Représentons par y (x) une fonction (réelle ou complexe) de la  variable 
réelle x et supposons que cette fonction soit définie (*) au  rnoins pour tous 
les entiers positifs x > un certain entier a > O. Alors, la nSn" différence 
A'" (x) de y (x) est définie par la formule 

et, avec les hypotlièses indiquées cette différence constitue évideminent une 
fonction définie comme y (x) au  moins pour tous les entiers positifs x 2 a. 

Conme résultat spécial de cette définition, nous remarquons tout d'abord 
l'existence des expressions A' y (x + n - r )  ; r = 0, 1 ,  9 ,. . . n lorsque x > - cr. 
De plus, pour les mêmes valeurs de x les trois relations générales existent: 

- , - .  + (- l)"+v A" y [x )  ; r = O, 1, 2,.  . . a, 

En effet, ces relations résultent directement quand on substitue pour les 
différences diverses leurs val.eurs déterminkes par l'équation (1). 

(*) Nous employons toujours le mot cléfini daus le sens « dGfiiii d'uiie manière unique ». 
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Les formules (9), (3), (4) nous permettent de faire les observations sui- 
vantes qui nous seront utiles dans ce qui va suivre. 

En nous bornant toujours aux valeurs de x qui sont des entiers posi- 
tifs, supposons que pour x 2 - cc la, fonction y (x) existe et satisfasse à une 
équation linéaire aux différences finies de la forme ordinaire : 

dans laquelle les coefficients cc, sont des fonctions données (réelles ou coin- 
pleses) de x, c'est-à-dire, quand X> - a la fonction y (x) existe et par con- 
séquent aussi toutes les fonctions A y (x), A' Y (x), . . . A" y (x) et pour les 
mêmes valeurs de x l'équation (5) se vérifie. Alors, il résulte de ce que nous 
venons de dire que les expressions 

existent quand x > - x et, d'après la formule (4) il résulte aussi que pour les 
mêmes valeurs de x ces expressions satisfont à une équation de la forme 

les coefficients a, étant- des fonctions linéaires des coefficients a,. et étant 
déterminés par la forn~ule suivante : 

( n -  l ) !  , ( n  - 9) ! 

Réciproquement, si l'on a une fonction y (x) qui existe pour x l  - u et 
satisfait à une équation (6) dans laquelle les a, sont déterminés en termes 
des fonctions données u, par les relations (7) cette fonction satisfera à l'é- 
quation (5) pour toutes les valeurs indiquées de x. En effet, il résulte de la 
relation (1) que les expressions y (x), A y (x), y (x), ... A " $  (x) existent pour 
x>cc - et en même temps, la relation (3) nous permet d'écrire l'équation 
donnée (6) sous la forme 
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où les coefficients cc', sont déterminés par les équations 

(9% - i j !  (r + l)! 
a,,-, +. +TI 

lesquelles suivant les relations données (7) se réduisent aux autres a',. = a,. 

Ainsi, on peut toujours remplacer une équation linéaire aux différences 
finies, ayant la forme usuelle (5)  par une autre de la forme (6) de manière 
que lorsque la fonction y (x) est une intégrale de l'une pour x 2 - a elle sera 
aussi une intégrale de l'autre. 

Plus généralement, on peut démontrer au  moyen des relations générales 
(1), (2), (3) et (4) que si l'on a une équation linéaire dans n'importe quelle 
des formes suivantes 

il est possible de trouver une équation ayant l'une ou l'autre des deux autres. 
formes et telle que si y (x) est une intégrale de l'une lorsque $2 - r elle sera 
de même une intégrale de l'autre pour les mênies valeurs de m. 

3. Cela posé, nous allons nous occuper de l'équation de la. deuxième 
des formes (8) : 

(*) On trouve l'énoncé du théorème dans le § 8. 
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en supposant que les coefficients a sont des fonctions connues (réelles ou 
complexes) de la variable réelle x. En  nous bornant toujours (comme il suffit 
pour les applications usuelles) aux valeurs entières positives de x, suppo- 
sons que les coefficients a soient définis pour tous les entiers positifs x> - 
un  certain entier a 2 O. 

Supposons aussi d'abord que la fonction y (x) qui joue le rôle d'inté- 
grale soit donnée et soit définie (comme les coefficients a)  pour toutes les 
valeurs de x 2 - a. 

Choisissons maintenant une fonction arbitraire z (x) qui est aussi définie 
pour xx;2 - a. Pour toutes les valeurs de x 2 - sr + 1 nous pouvons donc écrire 

' z (xl) [ao (cc,) An 9 (x.) + a, ( 4 )  A*-' J (ccl + 1) ' + 
s ,=a 

où la sommation a rapport (de la manière ordinaire) aux entiers x, qui se 
trouvent entre a et x - 1 (sr et s- 1 conipris). Nous allons considérer d'abord 
certaines transformations qui sont possibles pour le terme 

x - x  i '2 z ( s , ) a . ( x , ) ~ " - ' y ( x i + r ) ;  r = O ,  1 ,  2, ... (n-1). 
x,=a 

(11) 

Or, en général u (x) et v (x) étant deux fonctions définies pour x 2 - cc on 
peut écrire pour toutes les valeurs de x >  - a +- 1 

En effet, avec ces hypothèses on sait que les différences A U  (a), A v (x) 
existent pour x> a de sorte que pour les mêmes valeurs de x l'expression 
,M (2) A v (cc) + v & + 1) A u (x) existe et quand s 2 a + 1 on peut écrire 

q=x-1  

= 2 [u (xi + 1) v (xL + 1) - U (xi) v (x,)] = 
xl=a 

[ 
q=x 

= u <x> 2, (XI - u (3) u (a) = u (xi> v <xi>] . 
x,=a 

Mais, cette formule est, en effet, la formule cherchée (18). 

x 5  
(*) Nous posons toujours [f (x)l = f ( b )  - f (a)  et [ f (%)]==a = f (a). x=a 
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Cela posé, retournons au  terme ( 1  1). Avec les hypothèses actuelles pour 
a, ( x )  et z ( x )  la fonction z ( x )  cc,. ( x )  sera définie pour toutes les valeurs de 
x  c(- et, suivant la définition ( 1 )  telle sera aussi l'expression A*-" ' y (x+r). 
Par conséquent, nous pouvons appliquer la formule (18) au terme ( 1 1 )  en 
prenant u (x;) = z (x;) a, ( x ) ,  v (x) = An-'' y ( x  + r). Nous obtenons ainsi pour 
toutes les valeurs de x > a + 1 

Mais, on peut de nouveau appliquer la formule (12) à la sommation qui se 
trouve dans le second membre de cette dernière équation, de sorte qu'on 
a aussi 

-1 

2 I; (xI) a,. (x , )  1" " y (x1 + r )  = 
xl=a 

Après n - r  applications pareilles de la formule (12) nous obtenons po 
toutes les valeurs de x > cc + 1 la relation 

xt=x-l + (- 1 )  2 y (xi  + n )  A"-' 1 8 (x , )  a,. (xJ I , 
x,=a 

PT (x)  = z (x )  al. ( x )  A"-'-' g ( x  + r)  - 1 
- A [ Z  (x) a,. (x) 1 A"-'-~ 9 (x+r+ I ) + .  .. (14) 

+ . . . + (- qff--l A''-+ ' ( x (x )  a, (x)  } y ( X  -+ .n - 1). 

Enfin, en donnant à r  ses valeurs successives O ,  1 ,  8, .. . ( n  - 1) et en 
nous servant de la relation ( I O ) ,  nous obtenons la relation suivante pour les 
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valeurs de x - 2 E + 1 : 

Mais, suivant la définition - ( la) ,  nous trouvons itnmédiateinent que 

où les expressions po (x) ,  pl ( x ) ,  ... p,, ( x )  sont déterminées par les équations 
suivantes : 

A - z ( ) a 0 ( ) = ( ) ( ) - ,  / 
avec E,. = (- l)r. 

Par conséc~uent, si nous posons encore 

l'équation (15) prend la  forme 

P O ( X ) ~ " - - ' ~ ( ~ ) + ~ ~ ( ~ ) A " - ~ ~ / ( X + ~ ) ~ ~ ( X ) A ~ ~ - ~ ~ ( X + ~ ) + - . . +  

+PA ( x )  y ( x + n - 1 ) =  1 , 1181 
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4. La formule (18) une fois établie, comme conséqueiice nécessaire 
exprimant une relation entre les fonctions données a, (x), a, (a), ... a, (x) et 
la fonction choisie z (x), profitons maintenant de l'arbitraire qui existe dans 
le chois de cette fonction a (x). Ainsi, en désignant par zl (x), # l  (x) ... z ,  (x) n 
telles fonctions z (x) et par p,.,, (x), P, . ,~  (x) ,... p ,,,- . (x), 2, (5) ,  c,. respective- 
ment les fonctions p, (x), pl (x), ..., p,-, (x), Z (x) et la constante c qui cor- 
respondent à la fonction 2,. (x), nous auroils le système suivant d'équations 
pour toutes les valeurs de x 2 n + 1: 

z,=xi-1 + p1,,2-1 Y (x t 9% - 1) = r( y (x, + n) 2, (x,) + c, 
z,=a 

Par coilséquent, nous n'avons qu'à supposer que les fonctions 2,. (x) aient 
été choisies de sorte que pour toutes les valeurs de x 2 - a + i le déterminant 

est différent de zéro, pour écrire (en particulier) toujours pour les inêrnes 
valeurs de x 2 - u + 1, 

P (x) = 

où P, (x) représente le déterniinmit obtenu de (22) en y reniplayant les élé- 
ments de la dernière colonne par les seconds nlenibres correspondants des 
équations (91). 

La relation (83) une fois obtenue, considérons en plus de détail les pro- 

P1.0 Pl,, . . Pl ,*-1 

F2.0 P2,l . . Pf,,>-I 
. . . . . . . . . . . . .  
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Mais, d'après la forniule générale bien connue 

A" 1 ?A ( x )  v (x)  1 = A" v (x )  u (x)  $- n A"-' v ( x  + 1) A zc (xi + 

A''-' 2) ( x  + 9 )  A2 u (x)  + ... + t* (x + 11) A" II (x) 

ce déterminant prend directement la forme 

P ( x )  = E, E, E, ... en-, a, ( x )  a, (x+ 1) a,  (s + 2) .  . .  a, ( x  t n - 1 )  Q(xj (023) 

où 

De la niênie manière, nous obtenons pour le déteriniiiant P, (x)  la forilie 

PM (x) = o ,  hz3 ... ~ , - ~ a ,  ( x )  a, (x+ 1) a, ( x t 2 ) .  .. a, ( x i -n -2 )  Q,, ( x )  

x,=x-1 
Z ,  A Z, A\ ,  . . .  A"-' Z, 2 y (x, + .n) Z, (x,) +c l  

x,=a 

Comme conséquence première de l'équation (%), on peut reinplacer la 
condition introduite plus haut relative au déterminant P (s), par la suivante: 
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le coefficient a, (x) de l'équation doiiiié (9) avec :le déterminant Q (x)  (qui 
ne dSpeild que des forictions x,. (x)) ne doit s'ailiiuler pour aucune d e u r  
de  x - > O: + 1. De plus, l'éyiiatioii (83) prend maintmant la foimie 

nous aurons pour toutes les raleurs de x 2  a + 1 : 

Ou, si nous posons 

Enfin, aprés la transforination x - 1 = x', cette équation devient 

A (x) = 

Cette dernière formule a évideninient une relation étroite avec la formule 
importante (26) du susdit premier Mémoire de M. DINI et nous allons l'employer 
pour étudier les intégrales y (x) qui peuvent exister sous des hypotliéses 
données pour une équation (9). Cependant, nous remarquons que jusqu'à 
ce point la signification précise de cette formule est celle d'une relation né- 

... cessaire entre les coefficients donnés a, (x), a, (x), a,, (x), l'intégrale y (x) 

Z, A 2, Z, . . .  A 2 C, 

X, Az2 . . .  A ' - ' X ~  CP 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
z,, A , A x . A l i - '  E", c>, 
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- 

considérée coinine donnée et une suite de n fonctions arbitraires x ,  (a), 
z, (x),. . . a, (x) quand on suppose, en résumk, que 

a) cliacuile des fonctions a,, (x), a,  (x) ,... a,, (x) ; x ,  (x), aa (x) ,... a,, (x) 
est definie pour toutes les valeurs entières de x; > un certain entier a 2 O, 

6) la fonction Z/ (x) est une intégrale donnée particulière de l'équation (9) 
pour toutes les valeurs de x 2 a, 

c) le coefficient a, (x) ne s'annule pour aucune valeur de x z  a+ 1, 
d )  on choisit les fonctioils el (s), z, (x) . . . z, (x) de iiianihe que le 

déterminant Q (x) défini par l'équation (26) ne s'annule pour aucune valeur 
de $2  a + 1 .  

5. Revenons alors à la formule (99). En reinplacant l'expression C/ (x, ++2) 

qui se t r o u ~ e  sous le signe de soinmation par sa valeur déterminée par la 
même formule, nous obtenons la nouvelle relation pour les valeurs de x 2 - a:: 

De la in6me manière on obtient maintenant 

E,-, A ( $ +  1) 
g(x'n)= a,, (5+n) Q ((O+ 1) + 

En général, après sn applications pareilles de la forniule (29) nous arri- 
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vons au  résultat suivant dans lequel, comme dans les deux précédents, on 
suppose toujours que x - 2 a : 

Par conséquent, nous arrivons au  résultat suivant: si les fonctions 
a,, a,, a,, ... a, (qui doivent satisfaire aux conditions déjà. spécifiées au § 4) 
sont telles qu'on a liin R,, (x) = O pour toutes les valeurs de x 2 a, alors la 

nÛ=m 

forinule (30) fournit le moyen d'exprimer explicitement sous la forme d'une 
série infinie convergente les valeurs que l'inthgrale y (x) doit avoir pour les 
valeurs x 2 cr + n. de x. 

De plus, il n'est pas difficile de montrer que cette dernière condition se 
présentera dans tous les cas où l'on peut écrire, pour un clioix donné des 
fonctions z 

(") Nous indiquons toujours par I f 1 la valeur absolue ou le module de f suivant que f 
est réel ou complexe. 

- d = une constante indépendante 

1 ao(%+n) Q ( x + ~ )  
~ d < l ( * )  de x et x , ,  ' - 

x r x ,  - x,>a. - 
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En effet, la valeur de x étant clioisie, représentons par 1, la valeur ma- 
xinium de l'expression y (x, + n) lorsque a ( - X, 2 X. NOUS pourrons donc 
écrire pour la même valeur de x 

Mais, pour cette expression Km (x) nous pouvons démontrer l'équation 
suivante : 

En effet (en suivant le procès d'une induction mathématique) on a d'abord 
l'équation évidente 

K,(x)=x-a+l (34) 
tandis que si l'on pose 

on obtient 

xi=x 1 z,=z 

K, (x) = 2 Km-i (x) = - 2 (~,-x+II~)(x, - a t m , -  1) ... (x,- z+I)= 
x,=a ?PZ ! ,,=. 

Mais, il existe la foniiule générale 

-L[ - 1 IIi=CL 

m i - 1  Y1 (y1 - 1) (y, - 2) . . . (y, - WC) 
îIi=p 

comme on voit en écrivant 

y, (y1 - 1) (y1 - 2) . . . ( y 1  - 1)i + 1) = 
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Ainsi, l'existence de la relation (35) nous permet d'écrire 

- 1 
(x- a+nz+I)(x- a t m )  ... (x-a+1); 

(nz +- 1) 1 

en  d'autres ternies, d'après l'équation (34) nous avons démontré la formule 
désirée (33). 

De la formule (33) nous avons maintenant 

- 1 
- 

(x- a) ! (X 

de sorte que nous pouvons écrire pour une valeur quelconque de x 2 - cc 

Irf-"+' 
Km (x) = -- i 1 + E,& (x) , (5 -a) !  

où liin E,, (x) = 0. 
ffl=w 

Par conséquent, en revenant à l'inégalité (31) et en nous rappelant que 
d < 1 nous arrivons à l'équation désirée lim R,,, (x) = O, x 2 a. 

nt== 

6. Dans tout ce qui précède nous avons supposé toujours que la fonc- 
tion y (x) qui joue le rôle d'intégrale particulière de l'équation (9) était don- 
née, c'est-à-dire, nous avons observé la condition ( b )  du § 4. Sous cette con- 
dition, lès fonctions x, (x) une fois choisies, les constantes c, , c,, . . . , c, qui se 
trouvent dans le déterminant A (x) sont déterminées complètement par les 
équations suivantes : 

Indépendaminent de tout ce qui précède, soit donnée maintenant une 
équation (9) et une suite de n fonctions arbitraires c, (x), c, (x) , ..., x ,  (x). 
Supposons que les coefficients donnés a,, n ,..., a, et les fonctions a,, a ,,..., x, 
satisfassent la condition (a) du § 4 et que les conditions (c) et (d) du même 
paragraphe soient satisfaites non seulement pour x 2 z + 1 mais aussi pour 
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x = a. Enfin, supposons qu'il soit donné une suite de n constantes arbi- 
traires cl; c,, c ,,..., G,. 

Alors, en vertu de l'équation (25) le déterminant P(x) défini par l'équa- 
tion (22) ne s'annulera pas pour x > - a. En particulier, on aura P (cc) =I= O de 
sorte que, les constantes c, étant connues, le système (37) détermine d'une 
manière unique les valeurs des quantités iln-'y (a), A"-' y(ci+l) ,. . . , y (a +n- 1). 
Par conséquent, d'après la relation (1)  on trouve directement que, sous les 
mêmes conditions, les quantités y (a), y (cc + 1 1 , .  .. , y ( a t m -  1) seront aussi 
déterminées et déterminées d'une manière unique. 

Ceci dit, supposons encore'pour fixer les idées, que la condition ( e )  du 
§ 5 soit satisfaite dans laquelle pour les fonctions données a,, a , ,  ..., a,,; 
zl, z2 ,..., 2, et pour les constantes données ci, c,, c,,.;.., c,, l'expression 
- 

q (x, xi) est définie par l'équation (28). 
Sous ces conditions, nous allons montrer que la série infinie 

convergera pour toutes les valeurs de x > _ a  - et sera telle que si 

i 
nous po- 

sons y (x + t) = Y (x) les valeurs de y (x) ainsi déterminées dans l'intervalle 
x 2 a + n avec les valeurs y (a + n - 1 ), y (cc + n - 2), . . . , y (ci) déterminées 
par les équations (37) constitueront une intégrale de l'équation donnée (9) 
pour toutes les valeurs (entières) de x 2  - a : c'est-à-dire, pour une telle va- 

Annali di  Matematka, Serie III, Tomo XIII. 37 
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leur de x les expressions A" y (x), A"-' y (x + 1) ,. . . , y (x + n) existeront et 
vérifieront l'équation (9). 

Or, la valeur de X> - u étant donnée, la fonction A ($1 + 1) 
a, (xL i- n) Q ($1 t a )  

considérée pour les valeurs de xi dans l'intervalle u 5 xi 2 x aura une va- - - 
leur maximum p, de sorte que le mième terme de la série donnée, quand on 
le considère pour la valeur indiquée de x sera ~iioindre en valeur absolue 
que dm-' p., Iri, (x) où TC9,, (x) a la défiuition (38). Ainsi, d'après la relation (36) 
le même terme devient moindre en valeur absolue que 

Il s'en suit que pour toutes les valeurs de +n plus grandes qu'une certaine 
valeur m, et pour toutes les valeurs déjà indiquées pour x le niêine terine 
est inoindre en valeur absolue que G (x) cl"-' (m - 8)"-a+1, G (x) étant indé- 
pendante de In, et puisque d < 1 cette expression est le td4v1e ternie d'une 
série convergente. 

Pour prouver que la fonction indiquée y (x) est une intégrale de l'équa- 
tion (9) il suffit de supposer que la série (30) est convergente pour x 2  - a:  

c'est-à-dire, il n'importe pas si la condition spéciale que nous avons signalée 
est satisfaite. 

Or, la série étant convergente pour les valeurs de x 2 - a ,  on établit di- 
rectement pour les mêmes valeurs de x l'égalité 

d'où on a pour les valeurs de x 2 - u + 1 : 

Par conséquent, en substituant pour A (x) et G(x, xi) leurs valeurs détermi- 
nées par (87) et (28), et en nous servant de l'équation (%), nous arrivons à 
la relation 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aux: différences finies. 88 1 

où P (x )  est le déterminant (B), tandis que P, (a) est le déterminant 

.. I Y. P . . l . . .  P t ,  . @,tC. 

avec 

.... Cela posé, considérons le système de n fonctions YI, (x), ri, (x) -ri,-, (x) 
dont chacune est définie (en vertu de nos hypothèses actuelles, et d'équa- 
tion (25)) pour toutes les valeurs de x 2  - a au  moyen des n équations sui- 
vantes : 

où H, (a) = O (r = 1, 8,. .. n) tandis que pour des valeurs de x > -I. + 1 la - 
~ i ~ ê n l e  expression H, (x) est définie par l'équation H,. (x) = a>r (x). 

Or, nous avons d'abord pour la valeur spéciale x = u les équations sui- 
vantes : 

qo( r - )=y(a+w- i ) ,  'o l (a)=Ag(a+n-2) ,  

YI, ( a )  = A2 y ( x -  f i - 3 ) ,  . . .  v,-, (or) = A"-'zJ(Y). 

En effet, les quantités y (a), y (a + 1), ... ZJ (a + n - 1) étant déternii- 
nées par hypotlièse de sorte qu'elles satisfont aux équations (37) on vérifie 
directement les relations indiquées (49). 

D'ailleurs, en se boriiant aux valeurs de x 2  - a + 1 on trouve tout de 
suite d'après l'équation (39) que 

YI, (x) = y (x+% - 1). (43) 

En même temps, nous observons que toutes les différences A ri, (x) (s = 0, 
1,  9,. .. n - 1) existent lorsque x 2 - a + 1 parce que si l'on a en général une 
fonction zc (x) définie pour les valeurs de x 2 - r. + 1 il résulte de la défini- 
tion (1) que la différence A U  (x) existe pour toutes les mêmes valeurs de x. 
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Or, la r izme équation du système (PI) est 

PT,, , l i x - i  (x) +pq, nn-8 (x) + . - . t pr,%-i YIO (x) = (x) + ~ r .  

Par conséquent, si l'on prend la première différence de chaque membre 
de cette équation, en se rappelant en même temps la formule générale 

De plus, si nous observons que l'équation (43) nous permet d'écrire 

et si nous nous servons des définitions (16), (17) et (19) cette dernière équa- 
tion devient 

Mais, en se servant encore de la relation AP, , -I  =&a,-p,. on voit 
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tout de suite que le discriminant du système d'équations (45) se réduit à 

cx) et, par suite (d'après nos hypothèses relatives à la fonction P (cc)) ne 
a0 (4 

s'annule pas pour rr: 2_ K. 
Ainsi, pour toutes ,les valeurs de x 2 - x nous aurons nécessairement 

f j = O  1 -  - 8  a -  - . . .=O,-,=O. 
Après ces préparatifs nous sommes à même de démontrer la relation 

générale suivante 

En effet, d'après les équations (48) et (43), nous avons tout d'abord 

Mais, il résulte de là (en remarquant encore qu'en général, lorsque TA (x;) est 
définie pour les valeurs de x A 2 a la différence A u (x) est nécessairement de- 
finie aussi pour les mêmes valeurs de x) que 

Or, en suivant le procès de l'induction mathématique, si nous posons 

nous avons, en nous rappelant les équations (46) et O,-, = 0, 

Par conséquent, nous pouvons écrire 

Mais, d'après les équations (48) nous avons aussi ri, (a) = A* y ( a  + n - s - 1) 
de sorte qu'au lieu de la relation (49) il existe la relation plus générale 

Cette relation est donc établie aussitôt qu'on se rend compte de l'équa- 
tion (48). 

Mais, les relations (44) et (47) avec l'équation 4 = O nous donnent le ré- 
sultat désiré: c'est-à-dire, la fonction y (x) étant donnée de la manière indi- 
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quée plus haut, les expressions A, y (s), A*-' y (x + 1) , . . . A y (x + lz - 1), 
y (x + .n) existent pour a ) - u et satisfont à l'équation (9). 

7. Tout en conservant les hypotlièses du  dernier paragraphe, siippo- 
sons maintenant non seuleirient que les coefficients cc,, a , ,  a, ,.. . a;, satisfas- 
sent aux conditions y introduites, mais aussi que la fonction 

ne s'annule pour aucune valeur de x 2 - a. Dans ces circonstances, nous allons 
montrer que les raisonnements du inêine paragraphe nous permettent de 
trouver non seulement des intégrales particulières de l'équation donnée (9) 
quand x 2 a ,  - niais aussi (les fonctions z, 6tant une fois choisies) ils condui- 
sent à l'intégrale générale. En e'ffet, supposons qu'on donne aux constantes 
ci, c ,,... C, les ra systèmes de valeurs c,;, , c,; ,,... c , ,  (r = 1, 2 ,... n) et que 
y, (x), y, (x), ... y,, (s) représentent respectivenient les intégrales particulières 
correspondantes pour x 2 - cr obtenues de la inmière indiquée dans le § 6 et 
supposons que le déterminant 

ait une valeur différente de zéro. Nous pourrons alors démontrer que toute 
intégrale de 1'équat.ion (9) pour les valeurs de x - 2 x doit a ~ o i r  la forme 

où Tc,, Tc, ,. . . , k, sont des coristantes (indépendantes de x) et pas toutes égales 
à zéro. 

Pour prouver cela cotiiinençoris par rappeler encore que les intégrales 
y,. (x) satisfont aux équations (37). Ainsi, on trouve que le déterminant C 
peut se transformer dans la forme 

C = P (a) D (a) 

où P (z) a la signification ordinaire, tandis que D (a) est le déterminant 
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De plus, ce dernier déterminant, quand on substitue pour les différences 
successives leurs valeurs déterminées par la forniule (1) prend la forme 

Il résulte donc, d'après l'liypotlièse C O que nous pouvons écrire 

D (a) O où D (2) est cléfini par l'équation (al). 
Cela posé, il convient d'établir les deux lemnies généraux suivants: 
Leszn~e 1: Soit donnée une équation linéaire aux différences finies (9) 

dans laquelle les coefficients no, a, ,. . . a,, sont définis pour toutes les valeurs 
(eutières positives) de x 2_ un certain entier cr. >O.  - Soit aussi y, (x), y, (x) ,.. . 
y,, (a) 11. intégrales particulières de cette équation pour z> - a. Enfin, suppo- 
sons que l'expression A, (x) = a, (x) + a, (x) + - . - + a, (x) ne s'annule pas 
quand x 2 a. Alors, la condition nécessaire et sufisante pour que les inté- 
grales indiquées soient dépendantes linéairement, c'est-li-dire qu'on ait pour 
toutes les valeurs de x > - cc la relation 

est que le déterminant (5'2) n'a pas la valeur zéro. 
Or, il résulte tout de suite des propriétés bien connues des déterminants 

que la condition indiquée est nécessaire. Pour voir qu'elle est aussi suffi- 
sante nous observoiis d'abord que, en vertu des remarques générales du § B 
l'équation (9) peut s'écrire sous la forme 

A o ( x ) y ( x + ~ ) + ~ 1 ( ~ ) ~ 1 ( ~ + ~ - 1 ) + . ~ . + A , , ( x ) 2 / ( x ) = O  (a) 
où les coefficients A sont liés par une rélation linéaire aux coefficients a et 
où, en particulier A, = a, + a, + a, + . . . + a, . 

Or, si le déterminant (52) est égal à zéro, nous savons bien qu'il existe t h  

constantes l , ,  'h,,... 'A, pas toutes égales à zéro de sorte qu'on a 

Mais, en général, si l'on peut écrire 
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alors (en se rappelant que A, ( x )  =I= 0, x > - a)  on a la même relation aussi 
pour x = p  + n, comme cela résulte de l'équation (54). 

Par conséquent, 'en commençant de l'équation (55) nous pourrons écrire 
sous les hypothèses actuelles la relation désirée (53). 

Lemme II. Soit y,  ( x )  , y, ( x )  , . . . y, ( x )  n intégrales linéairement indépen- 
dantes de l'équation (9) pour x 2 - a. Alors, en supposant que les coefficients 
satisfont aux conditions du  lemme précédent, toute aut.re intégrale de la même 
équation pour ces valeurs de x peut s'écrire sous la forme 

y (x )  = k,  y, (x)  + k,  y, ( x )  + - - + k,  y,  (x)  ; (k , ,  k ,,... k ,  constantes). (57) 

En effet, considérons le système de constantes k , ,  k , ,  ... JE, déterminé 
par les équations 

Or, le discriminant de ce système (qui n'est autre chose que le déter- 
minant (52)) 'est différent de zéro suivant notre hypothèse, de sorte que 
ces constantes Tc' existent et sont déterminées d'une manière unique. Mais, 
si i'on substitue dans l'équation (89) les valeurs de y (u) ,  y ( a  + 1)  ,. . . 
y ( a  + n  - 1)  données par les équations (58) il résulte directement d'après 
la condition A, (x) =I= O, x 2 cr que 

Enfin, en employant les valeurs de y ( a  + l), y (sr + 8) ,... y (a + n) dé- 
terminées par les équations (68)' (59) on arrive à un résultat correspondant 
pour l'expression y (cc + n + 1) et en continuant de la même manière on ar- 
rive évidemment à la relation désirée (57). 

Revenons donc aux remarques que nous avons faites au  commencement 
du paragraphe. En rappelant qu'on a pour les intégrales y, ( x ) ,  y, ( x ) ,  ... 
y, ( a )  l'inégalité B ( a ) - ]  O où D ( a )  est définie par l'équation (58) il résulte 
du-leinme 1 que les mêmes intégrales sont linéairement indépendantes dans 
l'intervalle x 2 a. De là, en appliquant le lemme 11, nous arrivons mainte- 
nant ii l'équation désirée (51). 
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Enfin, nous observons que l'intégrale y (x) que nous avons obtenue dans 
le $j 6 et qui contient les n constantes arbitraires c i ,  c , ,  ... c, représentera 
elle-même l'intilgrale générale pour les valeurs de x 2  - cr. lorsque (outre la 
condition indiquée plus haut relative à l'expression A, (x)) les intégrales 
particulières y,, ya , . . . y+, correspondant aux n systèmes de valeurs 

existent pour toutes les valeurs x dans le même intervalle. En effet, d'après 
ce que nous venons de dire, les mêmes intégrales formeront un système 
fondanientnl pour l'intervalle x 2 cc. De plus, quand on développe chacun 
des déterminants A (ü + l), A G1 + 1 ) .  A (o. + 1) par rapport aiin élé- 
ments de 1s dernière colonne l'intégrale y (x) du 5 6 prend la forme 

les constantes k étant arbitraires. 
8. En résumé, nous pouvons donc énoncer le théorème général sui- 

vant : 
THÉORÈME 1. Soit donnée l'éqzmtion linéaire aux différences finies 

a. (x) An y (x) + a, (a) A"-' y (x + 1) + . - . + a,, (x) y (x + n) = O 

les coefficients étant définis au moins pour toutes les ealew-s entières positives 
de x 2 - un certain entier a 2 - O,  et le coefficient a, (x) ne s'annulant pour au- 
curie des wzêmes valeurs de x. 

Cltoisissons +naintenant u n  système quelconque de .îz fonctions z, (x), z, (x), 
z,  ( x ) ,  .. . z, (x) dont chacune est ddfinie au moins pour toutes les valeurs eni 
tières positives de  x 2 - a tandis que le déterminant 

ne s'annule pour azccune des m%es valeurs de x. 
En même temps, choisissons u n  système de n constantes arbitraires cl, c,, 
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c,,. .. c, et formons les déterminants 

8 ,  A $1 . . .  A"-' Z1 C l  

2, A Zz A2 2, . : . 22 C2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
x,, A x ,  A2z ~ n - a  . . . .  2, c, 

r = O 7  1 ,  ... n 
et  posons 

- 

Q (x + 4 $1) Y (x, x,) = A ( ~ 1  + 1) i(x + 4 7  xi) ' (" "11 = a,, (xl + n) Q (x, + 1) a0 (xa + 12) Q ($1 + 1) 
Enfin, formons Za série infinie 

(- 1)- Y (x) = 
a0 ( x t n )  Q(x+ 1) 

[ ~ ( ~ + I ) + ~ , ( x ) + ~ , ( x ) + ~ - ~ + u , ( ~ ) + ~ ~ ~ j  

et supposons que cette série soit convergente pour to~tes les valeurs de s 2 LX 

x1 2_ a, d étant wne constaute . 1 
Alors, le systènze d'équations 

C r =  ho An+' y(~)+p,,~ A"-' y ( x t l )  + ~ - ~ + P , . , , , - ~  y (X t n -  i)],=,; 

... v =  l7 9 ,  9% 
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détermine d'une manière unique une valeur pour chacune des expressions 
An-' y (a), A*-, y ( x  + 1) , . . . y (a + rn - 1) et par conséquent, pour chacune des 
expressions y (a), y (a + l ) ,  . . . y (a + n - 1) et la fonction y (x) qui prend ces 
valeurs dans l'intervalle ci < - x < - a + n. - 1 et les vaburs y (a)  = Y ( x  - n)  
dans l'intervalle x > - cr + n sera un,e intégrale de l'équation donnée pour toutes 
les valeurs de x 2 a. 

De plus, cette intégrale sera l'intégrale générale pour les ~?zê+)tes valeurs 
de x lorsque l'expression A, (x) = a, (x) + a, (x) + . . +a,  ( x )  ne s'annule 
pour aucune des rném,es valeurs de x, tandis que les intégrales particulières 
yi ( x ) ,  y, (x),. . . y,, (z) qui correspondent aux n systèmes de valeurs 

1, O, O, O,... O; O, 1, O ,... O ;  ...; O, O, O, , . .  1 

des constantes c l ,  c,, ... c, existent dans le sens indiqué plus haut. 
Ce théorème, bien que compliqué, a évideminent une grande généralité, 

surtout parce qu'on peut choisir les fonctions auxiliaires z,, z,, .. . 2, d'une 
façon bien arbitraire. En effet, on peut ordinairement choisir ces fonctions 
d'un nombre infini de manières, à chacune desquelles correspond une expres- 
sion de la forme indiquée pour l'intégrale générale de I'équation donnée (9). 
En même temps, il résulte de cette liberté de choix qu'on peut obtenir sou- 
vent l'intégrale générale sous une forme spéciale, qui niet en évidence di- 
rectement ses propriétés les plus importantes. 

Le deuxième théorème, 

9. En dehors du théorème du paragraphe précédent, nous désirons 
établir un autre théorème général qui se prête surtout à l'étude des inté- 
grales d'une équation (9) quand on les considère pour les valeurs très grandes 
de l'argument S. 

A cet effet, revenons à l'équation (9) et posons encore les hypothèses 
du 5 3 relatires aux coefficients a,, a,, . . . a, et il l'intégrde y (a). D'ailleurs, 
ayant choisis la fonction z ( x )  comme dans le cas précédent, choisissons en- 
core un entier positif, arbitrairement grand $. 
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Alors, nous pouvons écrire évidemment pour toutes les valeurs de x (x 
entier positif, comme toujours) dans l'intervalle a _< - x 5 - B - i : 

Comme dans le cas précédent, considérons maintenant le terme 

Or, en général, u (a) et v (x) étant deux fonctions définies dans l'interval 
K 5 - x 5 - on peut écrire pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle plus 
petit cc<x<p-1:  - - 

En effet, sous les hypothèses indiquées, cliücune des différences A u (x), 
A v (a) existe pour toutes les valeurs de x dails l'intervalle x (x - 5 F - 1 et, 
par conséquent, il est de même pour l'expression zc ( x )  A v (a) + v (x + 1) A u (x). 
Nous avons donc pour toutes ces valeurs de x 

d'où I'on déduit immédiatement la formule (60). 
Nous obtenons donc dans le cas actuel pour toutes les valeurs de x 

dans l'intervalle cc - x - ( B - 1 l'équation 

I'expression Pr (x) étant définie par l'équation (14). 
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Par conséquent, en suivant encore de proche en proche les raisonne- 
ments du § 3 nous arrivons à la relation 

les expressions p,, pl,.  . . p, et Z (a) étant données comme dans le cas précé- 
dent par les équations (16), (17) et (19) tandis que pour la constante c on 
a maintenant 

Cela posé, répétons les opérations du  $j 4 avec les modifications qui se 
présentent naturellement. Ainsi, choisissons n fonctions arbitraires zl , z, , . . . 
x, et considérons le système des ta  équations 

Supposons maintenant que, les fonctions z étant choisies de la manière 
indiquée, le déterminant P ( x )  donné par l'équation (82) ne s'annule pas 
lorsque x_2 a. Nous pourrons donc écrire (en particulier) pour toutes les va- 
leurs de LE dans l'intervalle a - < x < - - l : 

ou P, (x) représente maintenant le déterminant 
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En vertu de l'équation (25) on peut remplacer la condition P (a) =l- O, 
2 - a par l'autre Q (x) - 1 -  O, a, (x) -1-0, x 2 x et si nous posons maintenant 

/ 2, 8, . . . An-' Sl 2 1  (4 1 

1 X, A z ,  . . . An-2z, Z,(X,) 1 
nous avons maintenant pour les valeurs de x dans l'intervalle a 5 cc < - f3 - 1 : 

où les expressions Q (a) et A (x) ont les significations signalées dans le cas 
précédent, c'est-A-dire, ils ont respectivement les définitions (26) e t  (27). 

La forinule (64) peut s'écrire aussi sous la forme suivante, en supposant 
maintenant que x est dans l'intervalle a - 1 5.x: A < - f3 - 8 : 

Par conséquent, on obtient aussi pour toutes ces valeurs de x :  
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Plus généralement, si nous posons 

nous obtenons la formule générale suivante qui est valable pour toutes les 
valeurs de x dans l'intervalle a - 1 < x < P - 2 : 

En-1 xl= -1 "("+"'= a,, ( s + n )  ($+I) [ A ( x + l ) + L  X ~ = E + ~  $ Y@, & ) +  

+ s:-, x'=4-1 @:(CG, x,) (SI, 5s) + Y 
xl=xf i q=x1+1 

xi= -1 q= -1 + EL e 5 . . .  = $ -  . (x, x,) . (x, , x,) . 
xl=x+l q=x,+1 xm=x,,+i 

En étudiant ce résultat, il est important de remarquer une différence 
essentielle entre cette dernière relation et la relation correspondante (30). 
Dans la relation (30), on peut donner une valeur aussi grande qu'on veut 
au nombre 9% mais cela n'est pas vrai dans le cas actuel. En effet, la valeur 
de LC étant donnée, pour calculer les diverses limites inférieures des somma- 
tions qui se trouvent dans l'expression plus haut il faut déterminer un sy- 
stème de valeurs z,, z ,,... x,,+, au moyen des équations 

et en même temps on doit avoir 
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Ces relations (68) et (69) conduisent immédiatement à la seule relation 
x 5 p - m + 2 relative aux quantités fi et m de sorte que, fi et x étant choisis, 
il faut prendre 

wbg3-x+8. 

Cependant, la valeur de rn sera sans restriction, coiinne dans le cas pré- 
cédent, si l'on peut prendre dans tout ce qui précède & = ao, mais il est 
évident qu'on ne peut pas faire cela et en même temps être assuré que le 
second membre de l'équation résultante (67) ait une signification sans poser 
d'autres conditions sur les fonctions a,, a, ,... a,; x,, x2 ,... x, et l'intégrale 
donnée y (x). En même temps, il n'est pas important, dans le but que nous 
poursuivons de spécifier ce que ces conditions doivent être. En effet, la for- 
mule (67) une fois trouvée comme conséquence nécessaire de nos hypothèses 
actuelles, elle ne fait maintenant qu'inspirer les considérations suivantes qui 
correspondent à celles du § 6. 

9. Sans regard, alors, aux hypothèses spéciales des paragraphes pré- 
cédents, revenons à l'équation donnée (9). supposons que les coefficients 
a,, a ,  ,. . . a, satisfassent aux conditions indiquées au  coinmencement du § 3 
et que a, (x) ne s'annule jamais pour x 2  - u. Clioisissons maintenant un sy- 
stème quelconque de rn fonctions z, (x), x ,  (a), ... z, (x) telle que 

est définie pour toutes les valeurs de x 2 u tandis que le déterminant & (x) 
défini par l'équation (26) ne s'annule pour aucune des mêmes valeurs de x. 
Enfin, soient données n constantes arbitraires cl, c ,,... c, . 

Sous ces hypothèses, les expressions A (a) et (a, x,) définies respecti- 
vement par les équations (27) et (63) auront évidemment une signification 
lorsque x 2 u, x,  2 - x de sorte qu'il en sera de même pour les expressions 

A (x + l), y (x + 1, a,), @ (x, x,), Y (x, xl) lorsque x 2 - u - 1, x, 2 a. 

Cela posé, considérons la série infinie suivante (qui se présente natu- 
rellement si l'on a égard aux résultats du paragraphe précédent) 

Y (x) = L 1  

a, (x + .n) Q (x -+ 1) 
[A(xtl)+ul(x)+~2(x)+...+~,(x)+...] (70) 

où 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aux différeaces linéaires. 295 

Les fonctions a,, a,, ... a,; z,, z ,,... z, et les constantes c l ,  c  ,,... c, étant 
ainsi données, supposons maintenant que pour les valeurs de x 2 x, > z - 1, 
x, étant une constante suffisamment grande, les conditions suivantes soient 
satisfaites : 

a)  chacun des termes u, (x) a une signification; 
b) la série u, (E) 1 + u, (x) 1 + . - + ( u,, (x) 1 + . . converge vers une 

limite U (x) telle que la série 

converge aussi. 
c) la série Y (x) (qui convergera certainement sous les conditions (a) 

et b)) est telle que chacune des expressions 

a une signification. 
Nous allons montrer que sous ces conditions la fonction y (x) définie 

pour toutes les valeurs de x > a, + n par la forinule y (CG) = Y (x - w) sera 
une intégrale de l'équation donnke (9) pour toutes ces valeurs de x. 

Pour le voir, nous observons d'abord que l'équation (70) nous permet 
d'écrire lorsque x 2 - x, , x, 2 - x, : 

Par conséquent, en représentant par p une constante >s, nous pouvons 
écrire aussi pour les valeurs de x 2 - : 

Or, quand la quantité p augmente indéfiniment le premier terme du se- 
cond membre de cette équation tend vers la limite ul (x). En même temps, 
le second terine du même membre prend la forme d'une série infinie double 
dans laquelle on peut intervertir l'ordre des sommations. 
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En effet, cette dernière propriété résulte d'un théorème bien connu (*) 
relatif aux séries infinies, quand on observe que sous les hypothèses actuelles 
la série 

converge à une limite 1 4 (x, x,) 1 U (x,) telle que la série 

converge aussi. 
Nous aurons donc pour toutes les valeurs de x >_ - x, 

d'où il résulte encore que 

Y (x) = LI A (x: + 1) 
(x -t n) Q (x + 1) + 

xi=w 
L i  2; y("JP(xt1,xi); (~3%). 

+a, (x + n) Q (2 + 1)  %=.CL 

Or, en posant y (x) = Y (x - uz) ou y (x + n) = Y (x) la relation (71) 
nous donne 

d'où, en substituant pour les expressions A (a) et (x, x,) leurs valeurs telles 
qu'elles sont déterminées par les équations (97) et (63) et en se servant de 

(*) Voir par exemple : GOURSAT, Cours d'Alzalyse, tome 1, p. 401 (Paris, 190g). 
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l'équation (85) il vient 

Pm(x) ( x ~ x o + l )  y ( x + n - 1 ) =  -- 

P ( 4  
(79) 

l'expression P (x) étant donnée par le déterminant (82) tandis que l'expres- 
sion P, (x) est le déterminant 

qui a certainenient une signification quand x Zx, + 1 d'après la condition (c) 
posée plus haut. 

L'équation (72) une fois établie, nous allons considérer (coinme dans 
le cas précédent) les n fonctions ri, (x), ri, (x),. . . T,-, (x) dont chacune est 
définie (en vertu de nos hypothèses) quand x z x ,  + 1 au moyen du sy- 
stème suivant : 

PV.0 ri-, (x) +pr,l mm-, (x) + . + . + p  ,,,- 2 ri1 (x) + p  ,,-, no (x) = H, (x) + c, 
r =  1, 2., ... n 

où 
XI=- 

Hr (XI =- 2 y (x, + n) Z, ($,). 
xi=x 

Nous aurons d'abord 

En même temps, d'après la définition (1) on peut dire que chacune des 
expressions A ri, (x) existe quand x ==z > x, + 1 parce que les fonctions ri, (x) 
elles-mêmes existent pour les mêmes valeurs de x. 

Prenons donc la première différence de chaque membre de la rième 
équation du système (73). Ainsi nous obtenons pour toutes les valeurs de 
x 2 - x, + 1 l'égalité 
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Mais, d'après l'équation (74) nous pouvons écrire quand x > - x, , 

Par conséquent, en rappelant les définitions (16), (17) et (19) nous avons 
maintenant pour les valeurs de x 2 - x, + 1 

J . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Mais, en se servant encore de la relation A p ,;,-, = s, a,-p,,8, il vient 
(coinme dans le cas précédent) que le discriminant du système (75) ne s'an- 
nule pas lorsque x 2 - x, + 1 de sorte que pour les inêines valeurs de x on 
a nécessairement O = 9, = 4, = . . .  = O,-, = 0. 

Cela posé, nous allons démontrer la formule 

En effet, si nous posons 

~ , - i ( ~ ) = ~ - l y ( ~ + n - s ) ,  X L X , + S  - 

nous obtenons 
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et puisque 9,-,-, = O nous pouvons écrire aussi 

ce qui est la formule indiquée (76). Cette formule sera donc démontrée aus- 
sitôt que nous prenons en égard l'équation (74). 

En particulier, il suffit de prendre x Z x ,  + n pour écrire 

de sorte que, en vertu de l'équation 8 =O, on a pour toutes les valeurs de 
x - 2 x, + n la relation désirée 

10. Supposons maintenant remplies non seulement les conditions du 
dernier paragraphe, niais encore la suivante: la fonction 

ne s'annule pour aucune valeur de x >  - une certaine valeur fixée x, . Avec 
ces hypothèses, nous pouvons démontrer (les fonctions z, ,  a,, ... x, une fois 
choisies) que si l'on choisit n systèmes de valeurs c, ,  , c ,.,,, ... c ,,, ( r  = 1 ,  9, 
3 ,... 9%) pour les constantes cl, c ,,... c, de sorte que le système particulier 
c , , ,  c,,, , . .. c,, corresponde à l'intégrale y, (x) (x l_ + n) et si en même 
temps le déterminant (50) est différent de zéro, alors les n intégrales y, (x), 
yz (x) , . . . y,, (x) constituent un système fondamental d'intégrales pour toutes 
les valeurs de a - 2 X,, X, étant une quantité quelconque, fixée et au moins 

aussi grande que la plus grande des quantités x,,, + n, x,,, + n, .  . . x , ,  + n, Go . 
Pour prouver cela, il suffit évidemment d'après les deux lemmes du § 7 

de montrer qu'il existe une valeur fixée Xo qui satisfait aux conditions in- 
diquées plus haut et en outre est telle que le déterminant 

y l (Xo+n-1)  yi(X,+n-8) . . . yl(XO) 

yz (Xo + n - 1) y, ( X ,  -t- n - 9) . . . y, (X,) 
a . .  . . . . . . . . . . . . . .  
Y ( 0  + - 1) (Xo + n - 2) . . . y,, (Xo) 

est différent de zéro. 
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Or, d'après les considérations du dernier § on sait que pour x 2 x;,, + w 
l'intégrale y, (x) est telle qu'on a les .n équations suivantes: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c,, = p,, Au-' y,  ( x )  ta,,,, An-?+. (x  + 1) + - . . + 

Mais, en donnant dans ces équations à x une valeur suffisamment grande, 
chacune des sommations qui s'y trouvent devient aussi petite qu'on veut en 
valeur absolue: cela résulte, en effet, de l'hypothèse que nous avons faite 
relative à l'existence de ces somniations. Par conséquent, en prenant x suffi- 
samment grand, le déterminant C qui est définie par (60) diffère aussi peu 
qu'on veut du déterminant obtenu de (50) en y remplaçant l'dément c , ,  par 
l'expression 

c = P ( x )  D (x )+E (x)  

où P ( x )  a la signification usuelle et D (x)  est le déterminant 

En d'autres termes, pour s suffisamment grand nous pouvons écrire 

(77) 

A"-' y, (x )  A" hl ( x  + 1) . . .  y, ( X  + 12 - 1) 

An-' v, ( x )  An+' 3. (s + 1) . . .  y, ( 1 ~ :  + .n - 1)  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A',-' y", (x! A n y ( + I ) .  . y , ( x + n - 1 )  

y, ( % + P z -  1) ?JI ( x+th-9)  . . .  y1 (x )  

9, ( x  + n - 1) y2 (tx + rn - 2) . . .  y2 (x )  
. . . . . . . . . . . . . . . .  
qn ( X  + n - 1) ~n (X + n - 9)  . . .  ( x )  

et oh l'expression E (x) est telle que lim E (x) = 0. 
C O 0  
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Cela posé, donnons à x une valeur Xo plus grande que n'importe quelle 

des quantités x,,, + n, a , ,  + n,.. . x,,. + n, Z, et en même temps telle que 
1 c (X,) 1 < C. Alors, non seulement nous serons assurés que toutes les fonc- 
tions y, (a) sont des intégrales de l'équation donnée (9) lorsque x 2 X,, et 
pour les mêmes valeurs de x que A, (x) -I= O, mais encore nous aurons, d'a- 
pres l'équation (77), 

P (X,) D (X,) = 

où 11 est une constante différente de zéro. 
Ainsi, en rappelant que la quantité P (X,)  est finie, nous avons D (X,) =)- O 

de sorte que nous arrivons au  résultat indiqué. 
Enfin, on peut répéter ici les considérations qui se trouvent à la fin du 

fj 7, excepté qu'on remplace maintenant l'intervalle x > - a par l'autre x > - Xo . 
Les résultats des trois derniers paragraphes nous permettent d'énoncer 

le théorème général suivant : 
11. THÉOHÈME I I .  Soit donnée l'équation linéaire aux: différences finies 

les coeflcients étant définis au moins pour toutes les valeurs entières positives 
de xr_> - un. certain entier a 2 - 0, et le coefiicient a ,  (x) ne s'annulant pour au- 
curie des ~nênzes valeurs de x. 

Choisissons maintenant u n  système quebonque de n fonctions a, (x), 
z, (x), ... z, (x) dont chacune est définie a u  moins pour toutes les valeurs en- 
tières positives de x 2 - ct tandis que le determinant 

ne s'annule pour aucune des rndwzes valeurs de x. 
E n  même temps, choisissons un système de n constantes arbitraires cl, c2 , 

c,,. .. c, et formons les déterminants 

. . .  1 z. A z .  d 2 ;  An-'%, C" 1 
A (x) = 

z, A x A2 z, . . .  
A"-zz2 c2 l . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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+(-1)"AnIz ,a , ] ;  (r=O, 1 ,... n), 
et posons 

Enfin, forwtons la série infinie 

(-- iy 
Y (x) = 

a0 ( x t n )  Q ( x +  1) 
[ A ( x + l ) + . u , ( x ) + u , ( ~ ) + . . . t ~ " " ( x ) t - - . ]  

On peut dire maintenant que si une valeur fixée x, 2 .* existe telle que 
pour x >x, : 

a)  chacun des termes u, (x) a une signification, 
b) la série 

converge vers une limite U ( x )  telle que la série 

converge aussi, 
c) la série Y ( x )  (qui convergercc certainewent lorsque x 2 - x, d'après les 

conditions (a),  (b) )  définit une fonction de x telle que chacune des expressions 

a une signification, 
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alors, la fonctio~z y (x) = Y (x - n) sera une intégrale de l'équation donnée 
pour toutes les valeurs de x > x, + n. 

De plus, cette intégrale sera l'intégrale générale pour les mêmes valeurs 
de e lorsque l'expression A, ( a )  = a, (x) + al  (x) + . + a,  (x) ne s'annule 
pour aucune des mé+nes valeurs de x, tandis que les intégrales particulières 
y, (x), y,  (x) , . . . y, (x) correspondant aux  n systèwzes de valeurs 1, 0, 0,. . . 0; 
0, 1, 0 ,... 0 ; 0 , 0 ,  1,O ,... 0 ,... ; 0 , 0 , 0  ,... 0. 1 des constantes c l ,  c ,,... c, 
existent dans le sens indiquée plus haut lorsque x 2 x, + W. 

Applications des théorèmes précédents à des équations 
de types speciaux. 

18. .Nous allons considérer, au moyen du théorème du dernier paragraphe 
quelques propriétés importantes des intégrales d'une équation (9) lorsque 
l'argument x prend des valeurs tr&s grandes. ?ans ce but, il convient tout 
d'abord de faire quelques observations générales relatives aux déterminants 

Q (x), A (x) et ?(x ,  x , )  (qui jouent un rôle essentiel dans tout ce qui pré- 
cède) quand on détermine les fonctions auxiliaires s, (x), z, (a), . .. z, (x) de 
manière à satisfaire à une équation linéaire aux différences finies du nième 

ordre, ayant des coefficients constants. 
Ainsi, supposons que ces fonctions z forment un système fondamental 

d'intégrales de l'équation 

les quantités a étant constantes (indépendantes de x) avec a ,  =/= O et 
= (- 1)" ("). * 

Or, on peut obtenir sans difficulté un système d'intégrales fondamentales 
pour l'équation (78). En effet, en suivant les indications du 5 2 on peut 
écrire cette équation sous la forme 

(*) Nous avons introduit les quantités 8, dans les coefficients de l'équation (78) pour 
écrire cette équation sous une forme adaptée aux considérations qui suivent. 

Alzlzali d i  Matematka, Serie I I I ,  Tomo XIII. 41) 
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où les coefficients A sont des constantes déterminées par les équations 

=? (n- i ) !  (Y.- 2)! A, = 
.O + (Y-i ) !  "' + (r - n)  i (n-r)!  r !  O ! (80) 

Mais, il est bien connu (*) que les fonctions 

où les quantités ml, m,,. . . tn, sont les racines (réelles ou imaginaires) de 
l'équation algébrique 

constituent un système fondamental d'intégrales de l'équation (79) pourvu 
que ces racines soient distinctes. 

Supposons donc que l'équation (9) aussi que I'équation (78) étant don- 
nées, on forme l'équation algébrique (83) et que toutes ses n racines soient 
distinctes, et prenons pour' les fonctions auxiliaires a, (x), x ,  (x), . . . x, (x) 
les n fonctions (81). 1 r=O, 1, 2, ,... Il résulte directement que A" B, = (tw, - l), 13%: ; 

s = i ,  8, ... n 
de sorte 

que le déterminant Q (x) se réduit à (ml *n, m, . . . m,)" q, g étant le produit 
TI,, (m, - nt,) de toutes les différences In, - nt,, quand r > S .  De plus, il ré- 
sulte de nos hypothèses que q =I= 0. Ajoutons maintenant L'hypothèse ulté- 
rieure qu'aucune des racines ml, ln,, .. . 112,~ n'est égale à zéro. 

Alors, le déterminant Q (x) ne s'annulera jamais et on aura 

Quant aux déterminants A(x) et F(x, x,), prenons la définition (63) de 
- 

q (x, x,) (en nous bornant ainsi au théorème II) et développons chacun des 
mêmes déterminants par rapport aux éléments de la dernière colonne. Nous 

(*) Voir, par exemple : BOOLE, A treatise on the calculus of filzite diffevences, p. 106 (Lon- 
don, 1860). 
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obtenons ainsi 

où Q, (x) est le mineur du déterminant Q (x) par rapport au rièmelément de 
la dernière colonne, et où f,. (x) a la signification usuelle : 

D'ailleurs, en posant pour faciliter i'analyse 6, = -Y , nous avons 
'Ynr 

Qv (x) = "r Y,. 
où 

Ainsi, les formules (84) prennent les formes 

De plus, d'après l'équation (85) nous pouvons écrire 

*t 

E, f,. (x) = Zs E, Ag'-' ( x,. a, ) 
O 

ou 
n " A"-" [(a, - cr,) +IL;] 

E, f, (x) = 5 es An-" [(a, - a,) e,] = WL.; r( E ,  
O O ~ n ;  

de sorte que 
n 

fr (x) = L m: 4 s  Ey (x) (88) 
où 

An-" [(a, - a,) w*;] 
E",,, (x) = €8 wz;r (89) 

Cela posé, nous allons considérer les expressions 
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dont les propriétés jouent un rôle essentiel lorsque on désire appliquer le 
théorème II. 

G 
D'après les équations (83), (86), (871, (88) et (89) et la relation tw,  =- 

O, 

nous avons dans le cas actuel les relations 

E, no - l i  
@ (x, xi) = sr 2 s  Ii'".," (4) 9 

a, (x, + n) +PL,. y' (lu,.) ,, 

6,. WZ,. 
dont la dernière en vertu de l'équation O, = --- peut prendre aussi la 

'ln, 

forme 

Ainsi, chaque fois que nous aurons, outre l'équation (9) encore une équa- 
tion (78) pour déterminer les fonctions auxiliaires, pour s'assurer si le théo- 
rème II peut être appliqué il suffit de s'assurer si les conditions (a) ,  (b) et (c) 
du même théorème sont satisfaites, les @ (x, x,) et Y (a, xi)  étant donnés 
par les équations (90) et (91). 

13. Après ces observations générales nous allons considérer les équa- 
tions (9) dont les coefficients a,, a, ,. . . a,, (outre qu'ils sont définis pour les 
valeurs de x 2 a) tendent vers les limites u,, or,, . . . or, respectivement lorsque 
x = m. Supposons aussi que u, =!=O, cc, + a ,  + . . . + a, -1- O et déterminons 
les fonctions z, (x), z,  (x) , . . . a, (x) de la. manière que nous venons d'indiquer, 
les quantités a, , a, ,... a, de l'équation (78) étant maintenant ces mêmes va- 
leurs limites. En d'autres termes, supposons que l'équation donnée (9) ait 
la forme limite 

lorsque z = ao et choisissons comme fonctions auxiliaires z, (x) les intégrales 
fondamentales de la forme mx (ar = constante indépendante de x) de l'équa- 
tion aux différences finies f, (z) = O qui correspond à la même équation (92). 
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Alors les quantités a, - a, qui se trouvent dans l'expression Fr,, (x) ten- 
deront vers la limite zéro lorsque IK: = m. En particulier, supposons que pour 
toutes les valeurs de x plus grandes qu'une certaine valeur fixée x, on ait 

r (x) étant une fonction positive de x telle que la série infinie 

1 
converge; par exeiiiple, r (x) = - , 1 1 . . - avec v >O.  

xV (log x)'+' ' log x (log x)'fV 
Enfin, outre la supposition que a, == O, a, + a, + . . + a ,  = = O et que 

les racines + P L , ,  WL,, ... WL, de l'équation algébrique (t3q sont distinctes (de 
sorte qu'on puisse employer les résultats du paragraphe précédent) comnen- 
çons par supposer que toutes ces racines ont le même module p. 

Avec ces hypothèses diverses, considérons tout d'abord l'expression 
F,,, (x) qui est définie par l'équation (89). D'après la formule (94) nous avons 

A" " [(a, - a,) rn; , = 1n9 _\"-"(a, (x;) -- cr,)] +n (m,- 1) I W ~  A"-'-' [as (X + 1) - q] + 

+ (?nt. - l )n-s  HL: [aI (X + S )  - a,v]. 

D'ailleurs, lorsque x > x, nous pouvoiis écrire, d'après les formules (1) et (93), 

' de sorte que la dernière équation nous donne pour A v ( a , - % < B ' z  

ces mêmes valeurs de x 

An-, (ag - a,) HL: < ( 1 1 ~ ~  - j )n  1 ~ :  2293-8 - ($) < 2291 (,)A,, - I)*? tu: : (x) . 
X X 

Par conséquent, nous avons 

(x) 1 , ( 1 < Y -  (, + 1)'' a 

ni étant une constante (dépendant seulement de n et p). 
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Ceci dit, considérons l'expression a, (x, x,) qui est définie par l'équa- 
tion (90). Puisque 1 nz, 1 = p nous avons O, = ?"-' i,. , i, étant une quantité dont 
le module est égal à un. Nous aurons donc, avec les hypothèses actuelles 

ou, en rappelant l'équation (94) et la relation lim cc, (x, + n) = lim a, (x,) = a, ,  
xl=w xl=w 

où pour toutes valeurs entières de x et pour les valeurs de x, 2 - x, (x, suf- 
fisamment grand) 

' ; *, = constante indépendante de x et x, . (96) 1 N(x, 21) l < %  

De la même manière, nous pouvons écrire pour l'expression Y (x, x,) 

IZ n Ce i:+z (?)qt1 
v- (x, x,) = 

Em '4 p 
a, (si + n) P ' " - ~ ) ' " ~ "  $1' 19.  y' ( N L )  y' (Wbi) xS 0 ($1) (97) 

d'où, en observant que = 1 il vient 

où, pour toutes les valeurs entieres de x et pour les valeurs de x, 2 x, (x, 
suffisamment grand) 

(xi) ; n, = constante indépendante de x et xi . (99) IN(% X I ) < %  xi 

Ainsi, nous arrivons à Ja formule 

où, pour toutes les valeurs entières de x et pour x,, 2 x,-, 2. . . Zm;, >= x,, 
nous pouvons écrire 
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La formule (100) une fois établie, les conditioiis (a)  et (b) du théorème II 
seront retnplies directetnent dans le cas actuel. En effet, la condition (a) est 
remplie parce que nous avons lorsque x z x ,  

et il résulte de nos hypothèses que cette expression W(x) a une significa- 
tion pour toutes les valeurs indiquées de x. 

De plus, si nous posons 

de sorte que Tl (x) devient aussi petit qu'on veut en prenant x suffisamment 
grand, nous pourrons écrire aussi 

Par conséquent, en prenant x, suffisamment grand il résulte la relation 

1 u,,, (x) 1 < ~ ( * - l ) ( ~ + ~ )  
~ 2 ~ 0 7  

km 1 k = constante (indépendante de LE):< 1, 

d'où on conclut que la série 1 u, (x) 1 + 1 u, (x) 1 + . - + 1 u, (x) 1 + . . - Con- 
Ic verge et a une somme U (x) = 0 (x) p(n-')'z+l) telle que 8 (x) < lorsque 

@ E x o .  
Enfin, quant aux expressioiis 1 @ (x, x,) 1 U (x,) et Y (xi) f, (x,) (qui se 

trouvent dans les conditions (b) et ( c )  du théorème II) d'après les équa- 
tions (88)' (94), (90) et (96) ces expressions prennent les forrnes respectives 
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où pour toutes les valeurs de x Z x , ,  on a 

T ( x l )  (ri, = const. ind. de x et x , ) ,  01 (x ,  X I )  < % - 
xi 

En même temps, d'après les équations (83) et (86) le module de chacun des 
A + 1) p4 S(n-l)(xif l ) f 2 i  

quotients reste toujours fini. Ainsi, on voit que les 
Q ( x i + l )  ' Q(x l+I )  

expressions 1 @ (a, x,) 1 U ( x l )  et Y ( x , )  1,. (x , )  possèdent les propriétés dé- 
sirées. 

Il résulte ainsi sous les hypothèses actuelles relatives à l'équation (9) 
et aux racines de l'équation algébrique (82) que toutes les conditions que 
nous avons posées dans le théorème II sont remplies. 

Nous allons considérer la forme de la série Y (a) qui se présente dans 
le cas actuel. 

D'après les équations (83) et (86) il vient 

[ a0 n. C,. orfi , Y (x)  = s,-, 
a,  (x  + n) 2;' j + i ~  

Mais, en vertu de nos hypothèses relatives aux différences a, (x) - u s  nous 
avons au moins pour toutes les valeurs de x> - x, - n 

Par conséquent, en nous rappelant les équations (101) et (102) nous pou- 
vons écrire pour toutes les valeurs de x - 2 x, : 
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&*-1 c, où c',. = i-- et oh ri (x) est une fonction de x qui tend vers zéro comme 
'P (mJ 

7 ,  Ex) lorsque ic = W. 

En appliquant le théorème II, nous avons donc la formule suivante pour 
l'intégrale particulière y (a;) que' nous avons obtenue quand on la considSre 
au moins pour les valeurs cle x 2 a, + n 

où c", = m;-' c',. et où E (x), comme la fonction ri (x) employée plus haut, a 
la forme E (x) = g TI (x), g étant une fonction de x dont le module ne dé- 
passe jamais une certaitrs constante. De plus, en observant que l'existei~ce 
de la condition or, + or, f ; . + a, =l= 0 demande que l'expression 

ne s'annule pour aucune valeur de x plus grande qu'un certain nombre fixe, 
i l  résulte du même théorème II que l'intégrale générale de l'équation donnée (9) 
aura la forme (103) pour toutes les valeurs de x qui dépassent un certain 
nombre fixe. 

Nous allons considérer certains résultats analogues qui ont lieu Iorsque 
toutes les racines de l'équation (88) n'ont pas le même moduIe p. 

SiIpposons, en effet, que ml, rn ,,... rn, (h  < N) soient les racines dont le 
module est un niaxiinurn 2, et, au lieu de considérer comme arbitraires toutes 
les constantes cl, c ,,... c, posons ch+, =c,,+, = ' . a =  c,, =O,  les autres constantes 
cl, c, , . . . c, étant arbitraires comme auparavant. Ces hypothèses signifient 
évidemment que nous nous bornons à. certaines intégrales particulières au 
lieu de l'intégrale générale. 

D'après l'équation (91) nous avons maintenant pour l'expression Q- (x, x,) 
la formule 

clans laquelle, pour toutes les valeurs possibles de r et t nous avons 

Quant l'expre~sioh (LE, x,) nous avons encore In formule (90) 

inais dans Ie cas actuel 1 o,. 1 <pn- '  au Iieix de / a,. 1 = f-'. 
Anlzali di Mntentatiea, Serie III, Tom0 XIII. 
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Par conséquent, en posant les mêmes hypothèses comme auparavant 
pour les différences a,-- a, nous arrivons encore aux formules (95) et (98) 
dans lesquelles les fonctions M(x, x,), N(x,  xi), bien que différentes des 
fonctions M(x,  x,), N ( x ,  x,) du cas précédent, ont les propriétés indiquées 
par les équations (96) et (99) respectivement. Mais, cela suffit, coinine dans 
le cas précédent, pour nous assurer que le théorème II est applicable. 

Par conséquent, pour toutes les valeurs de x plus grandes qu'un certain 
nombre fixe nous pouvons écrire 

IN:-' 
où c",. = et où s (x) a les propriétés sigiialées plus linut. 

9' ("4 
Avant de résumer nos résultats actuels sous la forme d'un théorème 

général, il convient de faire quelques ohservntioris générales. 
Ainsi, supposons pour le iiioiiient qu'au lieu de commencer par une écjua- 

tion de la forine (9) on ait une 'équation sous la deuxiènie des forines (S), 
c'est-à-dire 

A, (x) y (x 3- n,) + A, (x) y (x + uz - 1) + . . + A, (x) y (x) = 0. (104) 

Supposons que le coefficient A,. (a) soit déiini pour tous les entiers positifs 
x 2 un certain entier a > - O et qu'il tend vers la limite B, lorsque x = m 
de sorte que ln différence A,. (x) - 6,. considérée co1n1ne un infiniment petit, 
satisfait aux conditions que nous venons de poser pour l'expression 
a, (x) - a, . 

Or, suivant les indications du $$ 2 on peut remplacer l'équation ac- 
tuelle (104) par une autre de la forine (9), les coeficieiits a,. (x) étant données 
par ln formule 

Mais cette forn~ule montre que les coefficients de l'équation indiquée (9) sa- 
tisferont à toutes les conditions que nous avons toujours posées dans 1'6- 
tude d'une telle équation, pourvu que le coefficient A, (2) (qui ne diffkre 
de a,  (x) que par le facteur E,) ne s'annule pas pour les valeurs de x 2 a et 
qu'on ait liin A ,  (x) = B, 1-  O et liiii [cc, jx) + a,  (x) + . . . + a,, (x)] = Bo O. 

x=a3 z=OJ 
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D'ailleurs, quand on a une équation (9) dont les coefficients sont déter- 
minés au moyen des relations (105) l'équation (79) pour déterminer les 
fonctions auxiliaires x ,  ( x )  devient 

En effet, d'après ln relation (105) on a évidemment 

( n  - 1 )  ! (n - r ) !  
CI,. = ---- - B, + -- B,-,+...+ 

01 (r  - 1) ! B,,- 

de sorte que les équations (80) se réduisent directement aux autres 
A,. = E ,  B,,-, . Par coriséquent, l'équation :~lgébrique (82) pour déterminer les 
racines N A , ,  11% ,,... m,, devient maintenant 

1 1  
de sorte que les quantités ------ 

-- 
1 , . . .  - sont les racines de l'autre 

I ~ L ,  sn, 3% 

équation 
Bo $IL" + B, ?un-' + . . + B,$ = 0. 

Enfin, il suffit d'observer qu'en prenant cc siiffisainment grand la concli- 
tioil A, ( x )  O, x> - a est satisfaite d'elle-même d'après l'autre condition 
B,, 1- O pour énoncer le théorème suivant : 

THEOKÈME III. Soit donnée une équation linécrire aux différences finies 
sous ln forme 

A, (%)y (xtn) + A,  (%)Y@+ n -  I )+ 

les coeflcients A étant définis tcu moins pour toutes les valeurs eittières posi- 
tives de x 2 - u n  certain entier O: 2 O. De plus, supposons gzce le coe/,Xcient A,. (x) 
tende vers la limite B.. lorsque x = ao de sorte que la diffdrence d , . ( x )  - B,. 
devient zcn infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de  l'expression 

'4 , z (x) Bant une fonction posltive telle que la série 
X 

1 3 
converge, pccr exe~nplc r ( x )  = - , 1 ,.-- auec v>O. 

. . , X2 (10gx)'+~ ' logx (log, x) ' i  " 
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Enfin szcpposons que Bo -1- O, B, =I- 0. 
Alors, si l'on désigne par h l ,  'A,,... 1, $es racines (réelles 0% énhagiwires) 

de l'équation algébrique 

on a les résultats suivants pourvu que toutes ces racines soient distiizctes : 
a) si toutes les racines 'A,, A,,. . . A, ont le même I I L O ~ U ~ C  1 l'intégrale gé- 

nérale de l'équation donnée, quand on considère cette intégrale pour les valeurs 
entieres de x plus grandes qu'un certai~ nombre fixe, prend la forme 

y ( x )  = c, 1,: + c, 1; + . . . + C ,  1; + 1' & ( x )  

oic les quantités c,, c, ,.. . c, sont des constantes arbitraires, tandis qzce l'c3xpres- 
sion E (x;) est une fonction de x qui lorsque ~r; = CO devient u n  infiniment petit 
d'un ordre aussi grand que celui de l'expression 

b) si les racines A , ,  h ,,... 'A,, n'ont pas le mêwe ~nodzclc et si 'A,, 'A ,,... 
X, (h < n) sont celles dont le module a la valeur w~ini~wuw~ A, il existe une in- 
tégrde particulière de l'équation donnée qu< quand on la considère pour les 
valeurs entiéres de x; plus grandes qu'an certain nodn-e fixe, prend la forme 

où c , ,  C ,  ,... ch sont des constantes arbitraires, tandis que l'expression E ( x )  a 
la signification indiquée plus haut. 

14. Nous allons généraliser le théorème précédent en supposant que 
les racines A , ,  A,, h ,,..., A, ne sont pas toutes distinctes. 

Dans ce but, retournons aux considérations des $8 18 et 13 e t  suppo- . 

sons (comme dans le cas précédent) que les coefficients a,, a,, a, ,. .., a, de 
l'équation donnée (9) soient définis pour tous les entiers x 2  un certain 
entier a 2 - 0 et tendent vers les limites a,, a ,  , cc,, . . . , z, respectiven~ent lorsque 
x = 00, oh a, =j= O, a, + a ,  + a ,  + - . + sr, =/= O. En o ~ t r e ,  quant aux racines 
114, +te,, m ,,..., IYL, de l'équation algébrique actuelle, supposons que m,,  
1112 ,..., ~ n ,  ( p  < n )  soient distinctes, tandis que a ,  F, y ,..., 'A représentent re- 
spectivement leurs degrés de multiplicité, de sorte que 

Enfin, mettons xtO' = 1, xCt) = x ( x  - 1) (x - 8) . . . ( x  - t + l ) ,  (t 2 1 )  ; alors, 
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il est bien connu que sous nos hypothèses les n fonctions svivantes ; 

constituent un système fondamental d'intégrales de l'equation (78) ou (79). 
Cela posé, choisissons ces n fonctions comme les fonctions auxiliaires 

z , ,  z, , z,,.. ., O, de notre équation (9). Nous allons déterminer d'abord la va- 
leur correspondante du déterminant Q(x). 

Or, nous avons en particulier 0, = x'"-"s, , 1 - 5 r 5 - sr. Par conséquent, 
en nous servant de la relation générale (24), nous obtenons 

Mais, nous voyons directement que 

! 
4" = t ( t  - 1)  (t - 2) . . . ( t  - s + 1) xt--" ; (s =< t )  
As = 0 ; (5 > t )  
An2,=(#?112,-1)8Ptt;=);~n;F; p ~ = P 1 & ~ - 1  

de sorte que l'équation (106) peut s'écrire sous la forme 

De la même manière, il résulte plus généralement que si l'on pose 
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p, = 112, - 1 on peut écrire 

où t=1  lorsque I s r _ I a ,  t = 2  lorsque a + 1 < r s u + F ,  - ..., t=y  lorsque 
n . - ' h + l l r s n ,  - 'et où 

Ainsi le déterminant Q (a) prend la forme 

où A, est un déterminant d'ordre n dont les O: premières lignes horizontales 
sont 

ce déterminant A,, peut se transformer directement dans un autre dont les cr 
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premières lignes horizontales sont 

( + 1 ) !  2 ( n  - 8) ! 
O O O , , .  O ( r - l ) !  r ! ~ . ~  2 P I . . .  !p.:+'; r = l , 2 ,  ..., R ( n - v -  1 )  

tandis que les (v .  + l)ihle, ( c c  $- !2)iènze, . . . ( x  + p)iènle lignes sont 

(r+ 1 ) !  (Y& -- 2) ! 
O O O . . , O  ( r - l ) !  v ! y 2  p.: ... ( n - v -  l ) !  

et ainsi de suite, les h dernières lignes étant 

( r t l ) !  ( n  - 9)  ! 0 0 0  ... O ( Y - l ) !  r!y l ,  2 . . ( n - r  - l)! 

Ainsi, en se rappelant la relation p,, - O., = ln, - ln,, on arrive à la va- 
leur suivante pour le déterminant 4,: 

I ! ! !  . ( x - 1  ! ! ! ( - 1 ) .  ! !  3 . - ) !  (107) 

Par conséquent, si nous posons G = ln: 11zf IH?. . . nous avons dans le 
cas actuel 

Q ( x )  = ." q, ( 108) 

q étant une colistanle par rapport ii % et q -1- 0. 

Cela posé, nous allons considérer (en suivant la marche du 18) le 
déterminant Q,.(x) qui se rencontre dans les relations générales (54) en sup- 
posant d'abord que 1 5 - r < - cc. 

Ce déterminant,, comme le déterminant Q (x )  que nous reiions de con- 
sidérer, peut se transformer d'abord dans la forme 

où A,-, est le déterminant d'ordre n  - 1 tel que ses cc - 1 premières lignes 
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horizontales sont 

tandis que ses n - cc autres lignes sont égales respectivement aux lignes 
correspondantes du déterminant A,, quadd on y néglige les éléments de la 
dernière colonne. 

D'ailleurs, d'après la relation 
s ( s  - 1) 

Pr,* ( p l )  - pl PV.8-1 ( p l )  -k 7- p<pV.8-2 ( P I )  - ' ' + 

ce dernier déterminant se transforme directement dans un déterminant dans 
lequel les sr - 1 premières lignes sont 

i r l - 1  
0-0 ( r l - j ) !  O O O . . .  O ;  ~,=l, 9,  ..., r-4 

%";) r, ! mtl x~*,,-l) -- Y I  ! mS~("1-~) . . .  r,!rn:i-'a rl!m:l 0 0 0  ... O ;  
(VI- 1)l ( y l  - 52) ! 

rl=r, r t l ,  r + 9  ,.,., cc-1. 

tandis que les n -cc autres lignes sont déterminées respectivement par les 
formules suivantes dans lesquelles v, = nz, - m, 

(,rl + f )  l. (n  - 2)! O 0  O... O (rl - i)! Y,! v 2  Y: ... ys-ri-t . 
( - 1 )  7 
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O O O . . .  O ( v l - l ) !  r 1 ! v p  (y, + 1 )  ! (m-8)! 
B vp . . .  

( m - r l -  l ) !  v ; - ~ . I - ~  ; 

Ainsi, le déterminant A,-, prend la forme 

où A,_,+, est le 
preinières lignes 

l !  2 !  3 !  ... ( N - l ) !  - r  )(,.-,, A d  = rn!" ( r -  l)! A,-,.+, 

déterminant d'ordre n - r + 1 dans lequel les a - r  + 1 
sont 

r l = l ,  9, 3 ,..., ( a - r )  

tandis que les n  - a autres lignes sont respectivement 

( r -  l ) !  v;-"* r ! v - l + ~  + 1 )  ! , , ~ -~ . ,+2  . . (n - 8) ! 
(r  -- r l )  ! (r - rl +- 1 )  ! ' ( r - r ,  + 8 ) !  ' ( n - r i  - 1 )  ! v T r 1 - I  ; 

Mais, on voit directement que les u - r  + 1 premières lignes de A,-,.+, 
données plus haut peuvent se remplacer respectivement par ces autres 

r , - 1  ( c ~ + r ~ - l ) m p - ~  -- m:l O o . . .  O 
O O o . . .  O ri 

r i = l ,  8, 3 ,* . . ,  u - r .  

Ainsi, en développant ce déterminant A,-,.+, par rapport aux mineurs 
Amzali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 42 
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d'ordre a - r + 1 qui se trouvent dans ses cc - r -+ 1 premières lignes, on 
arrive à l'équation 

s=a-r 

A,,-,-+l= &,.,.%DS(q gnl)E8 
s=u 

(110) 

où E,.,, représente une puissance convenable de - 1 et D, (x, .ml) et E, sont 
des déterminants d'ordres a - r, n - a -+ 1 définis comme il suit: les s pre- 
mières lignes du déterminant D, (x, wt,) sont 

r - 1  ( ~ - r ~ - l ) ! ~ n ~ - ~  
nt> 0 0 O . . .  O 

O O o . . .  O f-1 

et ses a - r - s autres lignes sont 

r 1 = s ,  s + l ,  s+2 ,..., x-r - -1  
de sorte que 

tandis que les lignes du déterminant Es sont 
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Enfin, pour la valeur spéciale s = o: - r (pour laquelle il suffit dans le 
but que nous avons en vue d'évaluer E,) il résulte sans dificulté, d'a.près la 
relation v, = II&, - m, , que 

où t, est défini par l'équation (107). 
Par conséquent, en se rappelant les relations (110) et (112) et eri obser- 

vant que €,,a-, = 1, on arrive à l'équation 

où x l ,  x Z ,  v 3 , . . .  , T,-.,. représentent des quantités indépendantes de x. 
D'après les equations (109) et (110) nous pouvons donc écrire 

(a-r)(ff+r+-1) -- 

. . . (1 - 1) ! . . . I 1 9 1 . . . (A - 1) 1 lnl h 

les quantites . r i , ,  - I I , , . . .  , -cm-, étant indépendantes de x de sorte que 
liin q,. (x) = k,. - une constnuzte =]= 0. 
x=m 
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De la même manière on peut démontrer une relation analogue pour 
l'expression &, (x) lorsque P + 1 5 r 2 y, lorsque y + 1 < - r - < 8, . . . , lorsque 

G x + 1 5 - r ( - 1. Par conséquent, en posant G,. = -- et en se servant des re- 
Wb,. 

lations générales (84) on peut écrire 

où les expressions q, (x), 1 5 - r < rn sont telles que lim q,. (x) = k,. = const. - 1 -  0. 
x=?a 

En même temps, on obtient une expression analogue pour la fonction 
c(x,  x,) en remplaçant les constantes c , ,  c,,. .., c, de l'expression (114) par 
les fonctions f ,  ( x , ) ,  f, (x,) ,..., f ,  (x,) respectivement. 

Cela posé, représentons par û le plus grand des nombres x ,  p, y , .  . . , 1. 
Nous pouvons alors écrire 

les expressions w, (x), o, (x), . . . , o, (x) étant des fonctions de x qui tendent 
vers certaines limites El, E,, ..., E, respectivement lorsque x = m. De plus, 
une au moins de ces limites est différente de zéro. 
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Mais (comme dans le cas précédent) nous avons 

s=n 

E. fi. (x) = 2 sE, An-' [(a. - ci8) z,.] ; E,  = (- 1)*, 
s=0 

de sorte que nous pouvons écrire dans le cas actuel 

An-" [(a8 - us) x("-') m;] - 
z,, fa  +>. (x )  = x"'-" '112; 2 Es 

x(v-l)  
SIO ~ n ;  

- x(r-l)  - 4.; (a  - a) gEsr (x) ,  1 5 r < F 
(117) 

i 

où a - u représente la plus grande des valeurs a, - ci,, O < s n considé- 
rées pour une valeur donnée de x et où g,. (x) ,  1 s r  - 2 n est une fonction 
de x qui tend vers une limite bien définie lorsque x = oo. 

Ainsi, l'expression c(x ,  x,) prend la forme 

- v=a 

q (a;, 8.) = 1% (x + O - e j ( 0 - l )  [a (x i )  - KI 1 C: 1 i p  2: x!<-l) 0,. (5.) 0,. (XI 4 
r=i 

où la fonction h, (x ,  x,) considérée pour toutes les valeurs de x et x,  sufi- 
samment grandes est telle que 1 h, (a;, x,) 1 < h = const. indépendante de x 
et x,.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



384 JI. W a l t e r  B. F o r d :  Swr les équations linémires 

De plus, la formule (115) nous permet d'écrire 
k p  

A (x) = d-' G? j, (x) 
t = i  

où la fonction j, (x) considérée pour toutes les valeurs de x suffisamment 
grandes est telle que 1 j, (a) 1 < j = const. indépendante de x. 

Par conséquent, dans le cas actuel les expressions 

qui jouent un rôle essentiel dans le théorème II, peuvent s'exprimer sous 
les formes suivantes : 

(X + l)e-' [a (x,) - cc] xf-' t ; ~  uf-"1 h, (x +- 1, x,) 
Q> (x, x1) = Y 

t= i  
9 (180) 

a0 (x, t n) !l , m t 

En se servant des propriétés des fonctions h, (a, x,) et j, (x) il résulte 
maintenant que si l'on suppose que chamne des différences a, (x) - u, ,  

O<s<_ n devient un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de 

l'expression :$ où r (x) a les propriétés indiqués dans les paragraphes 

précédents, alors, en supposant aussi que toutes les racines !11z,, I P Z Z ,  m, ,. . . , m, 
ont le même module p,  on peut écrire 

les fonctions M(x,  x,), N(x, x,) étant telles que pour toutes les valeurs de x 
et x,  suffisamment grandes les relations suivantes existent: 

7 (XI) 
l x ,  1 I T  

(O, ,  a, consts. indépendantes de x et a l )  
( 4  IN(%, 3,) 1 <os-. 
XI 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aux différemces linéaires. 3% 
-- .--.A- 

où P ( q  q, x, ,. .., x,) a les propriétés de la fonction P(x, a,, x ,,..., x,) 
de l'équation (100). 

Il résulte maintenant, coinme dans le cas du 3 13, que pour toutes les 
valeurs de x suffisamment gmndes la série infinie (qui se trouve dans l'é- 
noncé du théorème Il) 1 ul (x) 1 + 1 u, (x) 1 + - - +- 1 u, (x) 1 + . . . converge et 
a une somme U (x) de la forme U (x) = 9 (x) xe-' p(n-')(z+') où O (x) < !2, = const. 
indépendante de x. De plus, d'après la relation (119) on peut écrire aussi 

où pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x et x, on a 

("l)', n, = CO&. indépendante de x et r, 4 (33, x,) < 0, - x 1 

de sorte que cette expression a les propriétés dernaiidées par le théorème II. 
En même temps, il résulte que 

y (XI) f,. (XI) = f#. (x,) -2.- u, (x,) = 
nL=T 

où pour toutes le valeurs de x, suffisamment grandes on a 1 O ,  (x,) / 5 - 1. 
Mais, d'après notre hypothèse relative aux différences a, - sr, et les re- 

lations (117), on voit que pour une valeur quelconque de r,  1 s r l n  m on 
peut écrire 

$, étant suffisamment grand. Par conséquent, le produit Y (x,) f,. (x,) prend 
ln. forme 

1 
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et cette expression a les propriétés signalées dans le théorème II, ce qui ré- 
sulte immédiatement des équations (108) et (115) puisque les expressions 

considérées pour toutes les valeurs de x, suffisamment grandes ne dépassent 
jamais certaines valeurs constantes. 

Toutes les conditions demandées par le théorème II. sont donc remplies 
en prenant nos fonctions actuelles zl , z, ,. . . , x, pour fonctions auxiliaires et en 
adoptant notre hypotl-ièse actuelle sur les différences a, - a,, s = 0, 1, 2,. .  . , n. 

Nous allons considérer en plus de détail la forme de la série actuelle Y (x). 
Il résulte directement des. équations (108) et (114) qu'on a 

Mais, d'après ce que nous avons dit des termes ul (x), u, (x) ,..., u, (x) ,..., 
de la série Y (a) nous avons u, (x) = $3-' p'"-')('+" V,  (x) où Vm (x) satisfait 
à la relation (102). Ainsi, en vertu de notre hypothèse relative aux diffé- 

39-' a (x) rences a. - a., nous voyons que la fonction 5 (x) a la forme 
p.+l 

a (z) devient un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de 

lorsque x = m. 
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De plus, en nous rappelant que l'expression (x - cc - r)(*-'') q,. (x -+ 1) est 
un polynôme de degré a - r en nous voyons que le premier terine du 
second membre de l'équation (1526) a la forme 

1 c 1 ,  c 2 , .  . . , cla étant des constantes arbitraires. De la même manière, le deu- 
xième, troisième,. . . , piènM termes du second membre de l'équation (196) ont 
respectivement les formes 

cla+, , ~ ' h + ~  ,. . . , c', étant des constantes arbitraires. 
Pour toutes les valeurs sufisaininent grandes de x nous pouvons donc 

écrire 

les constantes c', , c', ,, . ., c f ,  et la fonction ri (x) ayant les propriétés données 
plus haut. 

Nous a.vons donc établi l'équation (127j en supposant que toutes les 
racines n t , ,  WZ,. .. , 1n$ ont le même module p. Si cette condition n'est pas 
remplie et que m l ,  ... , m, , na, (h ( p )  représentent celles de ces racines dont 
le module est maxiinum, on trouve directement l'équation analogue 

les constantes c', , c', ,. . ., datp p..+ctr et la fonction ri (x) ayant les propriétés 
signalées plus liaut. En effet, il suffit pour établir cette relation de suivre 
encore la ~iiarche de la reclierclie analogue du § 13. 

Ainsi, en appliquant le théorème II et en faisant encore les observations 
relatives à l'équation (104'1 nous arrivons au résultat genéral suivant : 

Aiznali di Matemoctica, Serie III, Tom0 XII]. 43 
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THÉOREME IV : Si, dans le théorème III, les racines A , ,  A,  ,..., h, de l'équa- 
tion algébrique 

B,Avn+B,Â."-' + - - - + B , = O  

ne sont pas distinctes, la racine A, se répéta?zt z fois, la racine 1, se répé- 
tant fois, ..., la racine Ap se répétccnt o fois: (r .+p+y+-- .+o=n)  ce 
théorèrne (les autres conditions étant les ~nêrnes) reste encore wrai pourvu qu'en 
posant 8 = le plus grand des nombres r., fi, y ,..., w, on renzplace l'expression 

(Y ( x )  ayant la ~rJnze signification qu'auparavant) et qu'on rem- * par 
X 

place les formes 
y (x )=c l  A ~ + c , A ~ + ~ ~ ~ + c , A ~ + X r ~ ( x )  

y(x)=c1A~+c,A~+~~~+c,À~+1"~(x) 
par ces autres 

i 
1'=a r = p  r=w 

I/ ( x )  = A? 2 C,. x"-' + 1,: 2 x"-' + . * + 1; 5 Cs-a+,. XI'-' + Xe-'  1" E ( x )  
1'=l r=i r d  

respectivelibent, les quantités ;1, , A , ,  . . ., 1, (h<p) étant celles des racines 
A , ,  A,  ,... , A, dont le module est ~ninimum et les constantes c l ,  c ,,... , c, étant 
encore arbitraires. 

Ann At-Oor, Etats-Unis, tlkernbre, 1906. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur la multiplication 
des  sé r ies  t r igonométr iques .  

(Par NIELS NIELSEN, ic Copenhague.) 

I l  est bien connu que M. PHINGSHEIM r) a donn6, il y a vingt ans & peu 
près, un théorème concernant la multiplication, selon la règle de CAUCHY, de 
deus séries trigonométriques aux coefficients positifs ou alternés. Dans la 
Note que voici je ine suis proposé de généraliser coinme suit le théoïènie 
susdit de l'éminent géomètre allemand : 

Supposons que les coefficients réels ou cotî.zplexes des séries trigottow%-i- 
ques convergentes 

n= w n=w 

fi ( ~ j  = 2 a, cos n x ,  g, ( x )  = a,, sin n x 
n=i q*=i  

n=xr n=w 

f 2  ( x )  = 3 b,, cos n x, gz (x) = 2 b,, sin n x 
n d  n=l 

satisfccssent aux demx conditions suivantes, satloir 1." 

2." qu'une des quatre séries 15 terrnes positifs 

soit convergente ; tous les produits obtenus en multipiinnt une des purctre séries 
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par une des quatre autres séries 

t z  ( 4 ,  f z  (x - 4, gz (x), gz (X - X )  

peuvent être développés d'après la règle de i~zultiplication de CAUCHY. 
Quant à la démonstration de ce théorème, désignons par 

deus séries convergentes, puis mettons 

ABEL (*) a démontré que la règle de CAUCHY, savoir 

est appliyuable, pourvu que la série infinie qui figure au second nietnbre 
de (4) soit convergente aussi, condition qui est nécessaire et suffisante à la 
fois. 

On sait que M. PHIXGSHEIM a démontré son théorème susdit en prenant 
pour point de départ la proposition  ABEL EL; dans ce qui suit, nous avons 
à appliquer une méthode entièrement différente. A cet effet, mettons dans (3) 

un calcul direct donnera 

p=n 
s, s', = 2 w, + Ru,, 

p=l 

où nous avons posé pour abréger 

ce qui montrera que la .condition 

lim 1 R", 1 = O 
n=m 

(7) 

(*) Jottrua2 de (kerelle, t. 1, p. 318; 1836. CEuvres, t. 1. p. 2%. 
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est aussi à la fois nécessaire et suffisante pour l'application de la règle de 
CAUCHY. 

On sait, d'après le théorème de M. MERTENS (*) que la condition (7) est 
certainement satisfaite pourvu qu'une seule au moins des séries (3) soit ab- 
solument convergente, ce qui n'est pas nécessaire. 

Cela posé, considérons d'abord le produit 
w=m n= ~o 

fi  (x) fa  (x) = 2 a, COS n x 2 bb, COS n x, 
n=i n=l 

nous aurons pour le terme de reste (6) cette expression 

supposons maintenant convergente la série 

X 
puis multiplions par B sin - les deus membres de (9), nous aurons après 9 
une transformation très simple 

où nous avons posé pour abréger 

où il faut adniettre dans C: 

u. = (b, - b,+,) sin p + - x, i 
de sorte que la série à termes positifs i 1 U, 1 est convergente. 
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Cela posé, il est évidemment possible de déterminer un positif entier N 
tel que pour n / N : 

E E 
I A I < + '  B I <  / C l < g  

ce qui donnera finalement pour n, 2 N 

ce qui montrera que le produit (8) peut toujours être développé d'après la 
règle de CACCIJY, pourvu que x ne soit pas un multiple de B z. 

Supposons convergente la série 

nous avons à étudier de la même nianière le produit 

X 2 Rn, cos - 
B 

et ainsi de suite pour tous les autres produits mentionnés dans le théorème ; 
telle est la démonstration complète de notre théorème énoncé. 

Supposons particulièrement positifs les deux 
b,', puis supposons 

il saute aux yeux que deux des quatre series (2) 
la condition ( 3 )  se réduira à celle-ci 

s=n 
lim 2 a, b,-, = O ; 

n=x> s=l 

suites de coefficients a, et 

c'est-à-dire que les deux séries i termes alternés 

sont convergentes et que 

peuvent être multipliées d'aprhs la règle de CAUCHY, d'où la proposition 
suivante : 

Supposons s~ultiplicables d'après la règle de CAUCHY les deux séries aux 
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termes altérnés X (- 1)"-l a, et 2 (- 1)"-' b,, tous les produits des séries trigo- 
nanu3riques men$ztionnées dans le théorème géaéral peuvent être déueloppés d'après 
la règle de CAUCHY aussi. 

Dans ses recherches aussi profondes qu'ingénieuses sur la multiplication 
d'après la règle de CAUCHY de deux séries non absolument convergentes 
M. PRIXGSHEIM (*) a remplacé la condition ( 1 1 )  par ces deux autres 

lim a, (bl  + b,  + . . + b,) = O 
w=w 

qui sont équivalentes à ( 1 1 )  inais plus faciles à appliquer. 
Posons par exemple 

1 1 a, = --- 6 b = -- , 
nay (n) " nP . (13) 

où or et p désignent des nombres positifs1 tels que a+F> 1 ,  tandis que 
cp (n) est une fonction positive de n qui croît constamment avec n, de 
sorte que 

Pour étudier maintenant les deux conditions (18), posons pour abréger 

1 
G?, = - 1 1  1 (-+-+-.+-j na y (n) 18 &, 

puis appliquons l'inégalité évidente 

nous aurons 

(*) Mathematische Amden ,  t. 22, p. 327-328; 1883. 
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quant à G', , désignons par p un positif entier qui deviendra infiniment grand 
avec rc mais de sorte que 

lim (p. W - B )  = O, 
n=oo 

nous aurons 

d'où sans peine 

c'est-à-dire que les conditions (18) sont remplies dans ce cas. 
Prenons comme second exemple 

1 
a,, = - 

1 
b =-,  

? ( n ) '  " n 

où (n.) est du  même caractère que dans (13) inais telle que nous ayons ici 

liin @ = ca , lim ? (4 = O, 
,=, logn. fi,, log n.. log (logn.) 

nous verrons par le même procédé que les conditions (19), sont remplies dans 
ce cas aussi. 

Coinine troisième exemple supposons convergente la série 

nous aurons de notre proposition susdite précisément le théorème énoncé 
de M. PRINGSHEIM. 

Reinarquons en passant avec M. PRINGSHETM (*) que la convergence de 
la série (16) est sufisante mais point de tout nécessaire pour la rriultiplica- 
tion d'après la règle de CAUCHY les deux séries à termes alternés en ques- 
tion, comme le montrent clairement nos séries particulières (13) et (14) du 
reste. 

Étudions maintenant plus amplement nos produits des séries trigono- 
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métriques, nous verrons que la condition relative à la convergence de 1s 
série (16) joue un rôle essentiel pour la transformation des produits susdits. 

Étudions d'abord le produit 

nous aurons un développement de la forme 

f i  ( 4  fi (x) = Ui + U3 + U, + U5 + . . . > 

où nous avons posé pour abréger 

nous aurons après une simple transformation 

Posons .ensuite 

f i  (4 L12 (a) = 0 ' 2  + U'g + U f 4  + U f 5  + .. 
g ,  (x) g,  (x) = un, + U " ,  + U", + U",  + . . - 

nous aurons de même 

1 
C A  1 = "  

Utm=-w.sinfi;o+ - & ( c ~ ~ b , - ~ -  
'2 a,-, b,) sin (n - 2 s) x (22) 

1 
<" 1 = "  

U", = - -w,cos .îz x:+ - . 2' (cc, b ,,-, +a,-, b,) COS (fi-2s) X; (23) 9 9 s=l 

dans (19) et (23) l'accent fixé au  signe de sommation indique qu'il faut 
prendre la moitié du terme qui, pour n pair, correspond à 2 s = îz. 

Les forrnules (17), @O), (81) sont appliqzcccbles pour les séries trigonornb 
triques cowsirlérées dans îzotre tizéorèn~e général. 

An*tccli d i  Matcmatica, Serie III, Tomo XIII. 4 t  
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Ordonnons maintenant selon des fonctions trigonométriques des multi- 
ples de x les trois séries- en question, nous aurons formellement, en posant 
pour abréger 

ce qui donnera. particulièrement 

A, = Bo = cc, b ,  +- ar 71, + cc; b, + . . - 9 

ces développements 

1 1 n=m 

f ( x )  ( =  O + . 5 (W. + A.+ 
n=l 

1 1 n=m 
s1(4 y, (s) = p A0 + g . (- *O,, + A,, 

n=l 

) cos n x  

B,) cos n 

où il faut admettre w,  = 0. 
Cela posé, les formules forwtelles (26) donneront cette proposition remar- 

quable et nouvelle, je le crois: 
Supposons ~ïzzcZtipZicabZes d'après In règle de CAUCHY deu$ séries trigono- 

métriques, le produit ainsi obtemu uze peut pas généralement être ordomté selon 
des cos et sin des wultiples de i ~ ,  savoir étre transforme' formeZ2e;llzent dans une 
série trigonométrique ordinaire. 

C'est précisement cette proposition qui montre clairement le rôle essen- 
tiel qui joue dans ce problème la condition de M. PKINGSHEIM. 

En effet, supposons positifs les coefficients a, et b, et convergente la série 
(16), toutes les séries A, et B, définies par (24) sont évidemment conver- 
gentes aussi; de 

ce qui montrera 
qui figurent aux 

plus nous aurons facilement 

A41 < A,, B,+, < B* 
lim A, = lim B, = 0, 
Ir=m fi=W i 

clairement la oofiuergence des trois sSries trigonométriques 
seconds membres des formules (26). 
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Cela posé, il est très facile de démontrer rigoreusement dans ce cas les 
trois formules (26). En effet, nous n'avons qu'à transformer de la manière 
susdite les n premiers termes des séries qui figurent aux seconds membres 
de (la), (!IO), (N), la convergence des séries A, et B, et les formules (27) 
nous conduiront au  but après une recherche non dificile des termes .de reste. 

Ces réductions faites, nous avons démontré cette autre proposition in- 
téressante : 

Parmi les séries trigonotrbétriques ic coeflicients positifs ou alternés qui sont 
~nultiplicnbles d'après Zcc règle de CAUCHY,  celles considérées par M.  PRINGSHEIM 
sont les seules, dont les produits ainsi obtenus peuvent être transformés for- 
mellement dans des séries trigonowdtriques ordinaires. 

Copenhague, le 20 novembre 1906. 
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