LES METHODES NOUVELLES

MECANIQUE CELESTE.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



18591 PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS,
Quai des Grands-Augustius, 55.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LES METIODES NOUVELLES

MECANIQUE CELESTE,

H. POINCARE,

MEMBRE DE L'INSTITUT,
PROFESSEUR 4 LA FACULTE DES S8CIENCES.

TOME II.
Méthodes de MM. Newcomb, Gyldén, Lindstedt et Bohlin.

PARIS,”

GAUTHIER -VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES
DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,
Quai des Grands-Augustins, 55
1893

(Tous droits réservés.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AVANT-PROPOS.

Les méthodes que je vais exposer dans ce second Volume sont
dues aux efforts d’'un grand nombre d’asironomes contemporaias,
mais c’est & I'exposition de celles de M. Gyldén, qui sont les plus
parfaites, que je consacrerai le plus de pages.

Toutes ces méthodes ont un caractére commun; les savants qui
Ies ont imaginées se sont eflorcés de développer les coordonnées
des astres en séries dont tous les termes soient périodiques et de
faire disparaitre ainsi les termes dits séculaires que I'on rencon-
trait avec les anciens procédés d’approximation successive, et ol
le temps sortait des signes sinus et cosinus; mais, en revanche, ces
savants ne se sont pas préoccupés de savoir si les séries qu’ils
obtenaient étaient convergentes au sens que les géométres don-
nent 4 ce mot.

Aussi, tandis que les résultats obtenus dans le premier Volume
étaient établis avec toute la rigueur a laguelle les mathématiciens
sont accoulumés, ceux que je vals exposer ne sont vrals qu’avec
une certaine approximation, qui est certainement trés grande, d’au-
tant plus grande que les masses sont plus petites. 11 est trés diffi-
cile de mesurer exactement, dans chaque cas, I'erreur ainsi com-
mise, mais on peut en trouver une limite supérieure, qui, il est
vrai, est probablement trés grossiére.

Les termes de ces séries, en effet, décroissent d’abord trés rapi-
dement et se mettent ensuite A croitre ; mais, comme les astronomes
s’arrétent aux premiers termes de la série et bien avant que ces
termes aient cessé de décroitre, 'approximation est suffisante pour
les besoins de la pratique. La divergence de ces développements
n’aurait d’inconvénient que si I'on voulait s’en servir pour établir
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VI AVANT—-PROPOS.

rigourcusement certains résultats, par exemple la stabilité du sys-
téme solaire.

Dans le Chapitre VIII, je cherche & expliquer en quoi consiste
ce malentendu enlre les géométres et les astronomes; comment
certaines séries que les premiers appellent divergenies peuvent
rendre des services & ces derniers; comment les régles ordinaires
du calcul sont applicables & ces séries. Les méthodes peut-étre un
peu longues qui me conduisent & ce dernier résultat ont 'avantage
de montrer comment on pourrait trouver une limite supérieure de
I'erreur; on pourra du reste rapprocher ce Chapitre VIII de la
discussion qui se trouve 3 la fin du Chapitre VII.

Dans les Chapitres suivants, j'expose les plus simples des
méthodes nouvelles, celles qui sont dues & MM. Newcomb et
Lindstedt. Je montre comment on peut triompher de certaines
difficultés que I'on rencontre quand on veut les appliquer au cas
le plus général da Probléme des trois Corps. )

Ces difficultés sont au nombre de deux : d’abord, pour que la
méthode de M. Lindstedt soit applicable, soit sous sa forme primi-
tive, soit sous celle que je lul ai ensuite donnée, il faut qu’en pre-
miére approximation les moyens mouvements ne soient liés par
aucune relation linéaire a coefticients entiers; or, dans le Probléme
des trois Corps, les moyens mouvements qui doivent entrer en
ligne de compte sont, non seulement ceux des deux planétes, mais
encore ceux des périhélies et des neeuds. Mais, en premiére approxi-
mation, c¢’est-d-dire dans le mouvement képlérien, les périhélies
et les nceuds sont fixes : leurs moyens mouvements sont done nuls
et la condition que j’ai énoncée plus haut, ¢’est-a-dire 'absence
de toute relation linéaire & coefficients entiers, n'est pas remplie.
Aprés avoir expliqué comment on peut diriger les approximations
suivantes de facon & échapper i cet inconvénient, je passe & une
seconde difficulté qui se présente quand les excentricités sont extré-
mement petites. Je montre qu’elle est artificielle et qu'on I'évite
en prenant pour point de départ, non pas les cercles auxquels
se réduisent les ellipses képlériennes quand les excentricités sont
nulles, mais les orbites décrites par nos planétes dans le cas des
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AVANT—-PROPOS. vit

solutions périodiques de la premiére sorte étudiées au Chapitre 1.

Dans les fascicules suivants, j’exposerat d’abord les premiéres
méthodes de M. Gyldén; fondées sur des principes qui ne sont
pas sans analogie avec ceux dont je viens de parler, elles permet-
tent de triompher des mémes obstacles; mais, en outre, beaucoup
de difficultés de détail sont vaincues par des artifices aussi élé-
gants qu'ingénieux.

Je consacre quelques paragraphes aux procédés d’intégration
applicables 4 certaines équations différentielles que M. Gyldén est
amené a considérer et j'insiste surtout longuement sur l'une
d’elles qui est particuliérement intéressante et qu'un grand
nombre d’autres géométres ont également envisagée.

Dans I'étude de ces méthodes, je m’écarte souvent beaucoup du
mode d’exposition de leurs auteurs; je ne voulais pas, en effet,
refaire ce qu’ils avaient si bien fait : aussi me suis-je moins préoc-
cupé de mettre ces méthodes sous la forme la plus commode pour
le calculateur numérique que d’en faire comprendre I'esprit, afin
que la comparaison en devint facile.

Quand le lecteur en sera 13, il comprendra clairement qu’il y a
toujours moyen de se débarrasser des termes dits séculaires qui
s’introduisent plus ou moins artificiellement dans les anciennes
méthodes de caleul. Mais les calculateurs rencontrent souvent un
obstacle plus sérieux, c’est laprésence de petits diviseurs quand
les moyens mouvemenis sont prés d’étre commensurables. Les
procédés exposés dans la premiére Partie de ce Volume devien-
nent inapplicables et il faut avoir recours, soit 4 la méthode de
Delaunay, soit a celle de M. Bohlin qui y est étroitement appa-
rentée et & laquelle je consacrerai un Chapitre. Celle-ci, toutefois,
n’est pas encore parfaite, car elle introduit, sinon de petits divi-
seurs, au moins de grands multiplicateurs qui peuvent rendre !’ap-
proximation insuffisante dans cerlains cas. Un pas restait donc
encore 4 faire; il a é1é fait par les derniéres méthodes de M. Gyl-
dén par lesquelles je terminerai ce Volume, car si elles ne sont
pas encore parfaites, aux yeux d’un géométre pur, elles sont du
moins les plus perfectionnées que nous connaissions.
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VI AVANT—-PROPOS.

rigoureusement certains résultats, par exemple la stabilité du sys-
téme solaire.

Dauns le Chapitre VIII, je cherche a4 expliquer en quoi consiste
ce malentendu entre les géométres et les astronomes; comment
certaines séries que les premiers appellent divergentes penvent
rendre des services A ces derniers; comment les régles ordinaires
du calcul sont applicables a ces séries. Les méthodes peut-étre un
peu longues qui me conduisent i ce dernier résultat ont I'avantage
de montrer comment on pourrait trouver une limite supérieure de
Perreur; on pourra du reste rapprocher ce Chapitre VIII de la
discussion qui se trouve ala fin du Chapitre VII.

Dans les Chapitres suivants, j’expose les plus simples des
méthodes nouvelles, celles qui sont dues & MM. Newcomb et
Lindstedt. Je montre comment on peut triompher de cerlaines
difficultés que I'on rencontre quand on veut les appliquer au cas
le plus général du Probléme des trois Corps.

Ces difficultés sont au nombre de deux : d’abord pour que la
méthode de M. Lindstedt soit applicable, soit sous sa forme primi-
tive, soit sous celle que je lui ai ensuite donnée, il faut qu’en pre-
miére approximation les moyens mouvements ne soient liés par
aucune relation linéaire a coefficients entiers; or, dans le Probléme
des trois Corps, les moyens mouvements qui doivent entrer en
ligne de compte sont, non seulement ceux des deux planétes, mais
encore ceux des périhélies et des neeuds. Mais, en premiére approxi-
mation, c’est-2-dire dans le mouvement képlérien, les périhélies
et les nceuds sont fixes : leurs moyens mouvements sont donc nuls
et la condition que j’ai énoncée plus haut, c’est-a-dire I'absence
de toute relation linéaire a coefficients entiers, n’est pas remplie.
Aprés avoir expliqué comment on peut diriger les approximations
suivantes de fagon & échapper & cet inconvénient, je passe A une
seconde difficulté qui se présente quand les excentricités sont extré-
mement petites. Je montre qu’elle est artificielle et qu'on I'évite
en prenant pour point de départ, non pas les cercles auxquels
se réduisent les ellipses képlériennes quand les excentricités sont
nulles, mais les orbites décrites par nos planétes dans le cas des
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AVANT—-PROPOS. vil

solutions périodiques de la premiére sorte étudiées an Chapitre III.

Dans les fascicules suivants, j’exposerai d’abord les premiéres
méthodes de M. Gyldén; fondées sur des principes qui ne sont
pas sans analogie avec ceux dont je viens de parler, elles permet-
tent de triompher des mémes obstacles; mais, en outre, beaucoup
de difficultés de détail sont vaincues par des artifices aussi élé-
gants qu’ingénieux.

Je consacre quelques paragraphes aux procédés d’intégration
applicables & certaines équations différentielles que M. Gyldén est
amené A considérer et j’insiste surtout longuement sur l'une
d’elles qui est particuliérement intéressante et qu’un grand
nombre d’autres géométres ont également envisagée.

Dans I'étude de ces méthodes, je m’écarte souvent beaucoup du
mode d’exposition de leurs auteurs; je ne voulais pas, en effet,
refaire ce qu’ils avaient si bien fait : aussi me suis-je moins préoc-
cupé de metire ces méthodes sous la forme la plus commode pour
le calculateur numérique que d’en faire comprendre I'esprit, afin
que la comparaison en devint facile.

Quand le lecteur en sera 13, il comprendra clairement qu’il y a
toujours moyen de se débarrasser des termes dils séculaires qui
s’introduisenl plus ou moins artificiellement dans les anciennes
méthodes de calcul. Mais les caleulateurs rencontrent souvent un
obstacle plus sérieux, c’est laprésence de petits diviseurs quand
les moyens mouvements sont prés d’étre commensurables. Les
procédés exposés dans la premiére Partie de ce Volume devien-
nent inapplicables et il faut avoir recours, soit 4 la méthode de
Delaunay, soit 4 celle de M. Bohlin qui y est étroitement appa-
rentée et & laquelle je consacrerai un Chapitre. Celle-ci, toutefois,
n’est pas encore parfaite, car elle introduit, sinon de petits divi-
seurs, au moins de grands multiplicateurs qui peuventrendre 'ap-
proximation insuffisante dans certains cas. Un pas restait don¢
encore A faire; il a €1¢ fait par les derniéres méthodes de M. Gyl-
dén par lesquelles je terminerai ce Volume, car si elles ne sont
pas encore parfaites, aux yeux d’un géométre pur, elles sont du
moins les plus perfectionnées que nous connaissions.
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VIII AVANT-PROPOS.

Rappel des notations.

Je crois, pour éviter au lecteur 'ennui de recourir incessam-
ment au Tome premier, devoir rappeler ici succinctement la signi-
fication de certaines notations que j’ai définies dans le premier
Volume et dont je feral usage dans celui-ci.

Je rappelle d’abord que le corps m, est rapporté au corps m,, le
corps mj au centre de gravité des corps m, et m,. Je pose (n° 11)

mym,

_ (my4+-my)my
m(—f—mg’

B = B’H—m1+mg+m3
de fagon que p. soit une quantité trés petite et que 3 et 38" soient finis.

F sera I'énergie totale du systéme divisée par u; elle sera déve-
loppable suivant les puissances de p.

Je définis maintenant les éléments osculateurs de la premiére
planéte, c'est-a-dire du corps m; dans son mouvement relatif par
rapport au corps m,.

Jappelle (n° 8) a le demi grand axe, e l'excentricité, ¢ I'incli-
naison et je pose

L:\/c_l., BL=A, G:‘/m, 8 = G cosli. R

J'appelle /I’'anomalie moyenne, % la longitude moyenne, 6 lalon-
gitnde du neend, g+ 9 celle du périhélie, que je désigne aussi par ».

Je pose (n° 12)

§=vy2B(L—Gjcosw, n=—y2B(L—G)sinw,

» =v2B8(G—8)cosh, g = —v2B(G —8)sinb.

Telle est la signification des leLires
B, L, A, G, 6, I, A, g 6, », & =7, p, q,

qui se rapportent au mouvement de la premiére planéte. Les
mémes lettres affectées d’accents, B/, L/, ..., auront la méme
signification en ce qui concerne le mouvemeat de la seconde pla-
néte, c’est-d-dire le mouvement relatif du corps m, par rapport au
centre de gravité de m, et de m,.
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LES METHODES NOUVELLES

DE LA

MECANIQUE CELESTE.

TOME II.

CHAPITRE VIII.

CALCUL FORMEL.

Divers sens du mot convergence.

118. Il y a enire les géoméelires et les asironomes une sorte de
malentendu au sujet de la signification du mot convergence. Les
géométres, préoccupés de la parfaite rigueur et souvent trop
indifférents &4 la longueur de calculs inextricables dont ils congoi-
vent la possibilité, sans songer & les entreprendre effectivement,
disent qu’une série est convergente quand la somme des lermes
tend vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes
diminueraient trés lentement. Les astronomes, au contraire, ont
coutume de dire qu’une série converge quand.les vingt premiers
termes, par exemple, diminuent trés rapidement, quand méme les
termes suivants devraient crofire indéfiniment.

Ainsi, pour prendre un exemple simple, considérons les deux
séries qui ont pour terme général

10007 1.2.3...n
1.2.3...1n 1000 ¢

Les géométres diront que la premiére série converge, et méme
H.P. —IL 1
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2 CHAPITRE VIII.

qu'elle converge rapidement, parce que le millioniéme terme est
beaucoup plus petit que le 99999g°; mais ils regarderont la
seconde comme divergente, parce que le terme général peut
croitre au dela de toute limite,

Les astronomes, au contraire, regarderont la premiére série
comme divergente, parce que les 1000 premiers termes vont en
croissant; et la seconde comme convergente, parce que les 1000
premiers termes vont en décroissant et que cette décroissance est
d’abord trés rapide.

Les deux régles sont légitimes : la premiére, dans les recherches
théoriques; la seconde, dans les applications numériques. Toutes
deux doivent régner, mais dans deux domaines séparés et dont il
importe de bien connaitre les frontiéres.

Les astronomes ne les connaissenl pas toujours d’une fagon bien
précise, mais ils les franchissent rarement; I'approximation dont
ils se contentent les maintient d’ordinaire beaucoup en decs;
d’ailleurs leur instinct les guide et, s'il les trompait, le contrdle
de I'observation les avertirait promptement de leur erreur.

Je crois néanmoins qu'il y a lieu d’apporter dans cette question
un peu plus de précision, et c’est ce que Je vais essayer de faire,
bien que par sa nature méme elle ne s’y préte pas beaucoup. Je
commence par dire, afin d'éviter toule confusion, que j'emploierai
toujours désormais, sauf avis contraire, le mot convergence dans
le sens des géomeétres.

Séries analogues i celles de Stirling.

119. Le premier exemple qui a montré clairement la légitimité
de certains développements divergents esl Pexemple classique de
la série de Stirling. Cauchy a montré que les termes de cette série
vont d’abord en décroissant, puis en croissant, de sorte que la
série diverge; mais si 'on s’arréte au terme le plus petit, on
représente la fonction eulérienne avec une approximation d’autant
plus grande que I'argument est plus grand.

Depuis, des faits analogues trés nombreux ont été mis en évi-
dence, et j'al moi-méme étudié dans les Acta mathematica,
Tome VIII, une classe importante de séries qui jouissent des
mémes propriétés que celle de Stirling.
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CALCUL FORMEL. 3

Qu’on me permette d’en citer ici encore un autre exemple qui
présente quelques particularités intéressantes et qui nous sera
peut-étre utile dans la suite.

Soit wy un nombre positif plus petit que 1.

La série

) P(wr )= 2

converge pour toutes les valeurs de w et de i telles que
lw|<wy  wZo.

De plus la convergence est absolue et uniforme.
Nous avons, d’autre part,

wn
i A i
on peut donc étre tenté d’égaler ¢(, (1) 4 la série 4 double entrée
ZpSpwn(—1)P nP ur,

Mais cette série ne converge pas absolument.
Ordonnons-en toutefois les termes suivant les puissances crois-
santes de w, il viendra

(2) Ag—Ajp+Aypu2—Agud ...,
ol
Ay=Zwn, Ay=Znwn, A, =Zntwn, A3 =Zn3wn,

La série (2), ordonnée suivant les puissances croissantes de p,
diverge. On a, en supposant w réel positif pour fixer les idées,

k!

’{kW"<Ak< (l‘—T)k.

11 est clair que la série
E(—kwp)k

diverge et qu'il en est de méme a fortiori de la série (2). Mais

si'on envisage la série
2 (— ) k!
a—w)’
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CHAPITRE VIII.

L

on voit que, si - ®

— est trés petit, les premiers termes décroissent

trés rapidement, bien que les suivants croissent au dela de toute
limite.

Celte série (2) représente-t-elle approximativement la fonc-
) ¢ ?
tion o(w, u)?

Pour nous en rendre compte, posons

Op(w, WI=Ac—Ajp+ A2 —. . . LA, ur;
Jje dis que

lim+—— =o, pour ®=o.

On trouve, en eflet,

©—0, np+in
O _(_l)’H-‘P’z
®e 1+ np’

il est aisé de voir que la série
np+1gpn
2
converge unilormément; on a donc pour p=o

n])+1 wpr ., .
lim E = Znr+lwn = quantité finie,
T+ np

ct, par conséquent,

ImE— % —,
u

C. Q. F.

Calcul de ces séries.

120. Nous sommes donc conduit & envisager une relation d’une
nature nouvelle qui peut exister entre une fonction de r et de y,
que nous appellerons ¢(x, 1) et une série divergente ordonnée
suivant les puissances de p

(1) Jorufi+p2for. o pPfy+

ol les coefficients f,, fi, ... peuvent éire des fonctions de »
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CALCUL FORMEL. 5

seulement indépendantes de i (c’est ce qui arrivait dans exemple
qui précéde) ou bien dépendre 4 la fois de = et de .
Posons
'?p=f0+ [J-fl—!- P2 fy .. 4 WP fp.
Sil'on a

lim

2— %
S =0, pour Hw=o,

Je dirai que la série (1) représente asymptotiquement la fonction

et j'écrirai

(2) oz, wWy=fo+pfi+p2fa+..

J'appellerai les relations de la forme (2) égalités asymptotiques.

Il est clair que, si p est trés petit, la différence ¢ — ¢, sera aussi
trés petite et, bien que la série (2) soit divergente, la somme de
ses p -+ 1 premiers termes représente trés approximativement la
fonction o.

Les astronomes diraient que cette série est convergente et
représente la fonction o.

Les astronomes ont continué de rechercher des séries qui satis-
font formellement aux équations diflérentielles proposées, sans se
préoccuper de leur convergence. Cette maniére de faire semble
d’abord tout a fait illégitime et pourtant elle les conduit souvent
au but.

Pour s’expliquer ce fait, il est nécessaire d’examiner la question
de plus prés et c’est ce que je me propose de faire.

Introduisons quelques définitions nouvelles.

Considérons un systéme d’équations différentielles

(3) OZ" =X, (i=1,2 ..., n).

Je suppose que X; soit une fonction uniforme de ¢, de zi,
Z2y - .., £y et d’un paramétre p et soit développable suivant les
puissances croissantes de p.

Considérons maintenant 7 séries divergenles que j'écrirai

Sy = fou + pSfia + p2fra ...,
S = for + pfre + p2fae +-. .,

Sa=fon+nfrn+ uEfon ...
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6 CHAPITRE VIIIL

Je suppose que les f;.x soient des fonctions connues de ¢ et de p
et de plus que ces fonctions soient développables en séries con-
vergentes suivant les puissances croissantes de .

Soit ¢p.x la somme des p -4~ 1 premiers termes de la série Si. Je
dirai que les séries Sy, S,, ..., S, satisfont formellement aux
équations différentielles (3), si, quand on substitue

Pp.ay Pp2y .oy Ppony
a la place de

Xy, Xo, ceey Xp,
doy _
dt

Cette définition posée, voici ce que je me propose d’établir :
considérons une solution particuliére des équations (3), a savoir
celle qui est telle que

Ja différence X; devient divisible par pur+i.

pour ¢ =o.
Soit

z'1=01(t, f“-)'r Z‘g=02(t, ©), CERE] xﬂze”(t’ f")-

Je suppose que les fonctions f; x s'annulent toutes pour ¢ = o.
Je dis que 'on aura les égalités asymptotiques suivantes

(4) 8;(¢, )= 8y, 02(t1 r)=S=,, LR 0. (¢, P-)Esn-
En effet, posons
Z1=Qp,1-+ PP'HE“ - 2= Qp.s+ PJ’""Ez, seey Tn="C9Qp.n+ FP'HEn-

Substituons ces valeurs des z dans les équations (3), ces équations
deviendront

dt, dop
+1 T80 X, PR,
wP dt =X dt

Aprés la substitution, X; deviendra développable suivant les puis-
sances croissantes de ., de

P'p_HE“ wertly L, upri,,

les coefficients du développement étant des fonctions connues du
temps.
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GALCUL FORMEL. 7

Il n’y aurait d’exception que si la solution particulié¢re
z1=0:(2, o), 29 = 0,(¢, 0), ceny 2z, = 8,(¢, 0), w=o0

allait, pour I'une des valeurs de ¢ que P'on a & considérer, passer
par un des points singuliers de I’équation différentielle (j'appelle
ainsi, comme dans le Chap. II, n° 27, les systémes de valeurs de z1,
Zzy « +y Zny t et w pour lesquels les X, cessent d’étre des fonctions
holomorphes ).

On pourra donc, ainsi que nous I'avons vu au n° 27, trouver
deux nombres positifs M et « tels que

_ d?,,.i M

X dt <1—a(p-'—p.P+1§1—e—...+ uPHE, )

arg(p, &)

Mais par hypothése les séries S,, S., ..., S, salisfont formelle-
ment aux équations (3). Cela veut dire que si l'on fait

Ei=bh=...=8 =0,
d’ou
;= Pp.iy
les différences X; — dz’t’" deviendront divisibles par pr+t. Nous
avons donc -
(5) X,j— d?p.i< MH;""(“”-‘-E;—\-E;—‘--..—I—E,;)

dt (— a4 pPHIE . pPtig,)

Si nous appelons pour abréger pP*'Z le second membre de I'iné-
galité (5), et que nous posions

les équations (3) deviendront

d .
(6) "TE;' = Yl';
avec la condition

Y, < Z.

Considérons la solution particuliére des équations (6) qui est
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8 CHAPITRE YIII.

«

telle que
Elzgg—...zguzo'
pour ¢ = o. Cetle solution peut s’écrire
r 8,08 p)—9ps,
5t y_[h—l

Pour démontrer les égalilés asymptotiques (4), il me suffit donc
d’établir que &; est fini; et pour cela il me saffit de comparer les
équations (6) aux équations
(6 bis) .‘;_Et" —z

Tant que la solution de (6 bis) sera finie, il en sera de méme de
celle de (6). Or les équations (6 bis) sont faciles a intégrer. Car
si l'on pose

Ei+b+.. .+ =0,

il vient, pour la solution particuliére que nous considérons

G
El=52=---=sn='ﬁ
el
ds _ Ma(ar + o)
dt ~ 1 —ap—opprl’

I1 est facile d’intégrer cette derniére équation et de constater que
¢ est fini, et que o lend vers une limite finie quand @ tend vers o.
Il en est donc de méme des &;. c. Q. F. D.

Ce théoréme justifie la maniére de faire des astronomes pourvu
que p soit suffisamment petit. Peut-étre aurait-il pu étre érabli plus
simplement; mais la démonstration qui précéde peut donner un
moyen simple de trouver une limite supérieure de ’erreur commise.

121. Dans quelle mesure les régles ordinaires du calcul sont-
elles applicables au calcul formel, ¢’est ce qu'il nous reste a voir :
Pour cela, considérons deux équalions simultanées

dx dy
() EE_X’ W_Y’
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CALCUL FORMEL. 9

X et Y étant des fonctions uniformes de x, y, ¢ et &, dévelop-
pables suivant les puissances de p.
Changeons de variables en posant

xr = 411(5, Tl)a
y =% )

4, et §, étant des fonctions de &, n, ¢ et 1.
Les équations différentielles deviendront

(2) Sox Ty,
ou
X =%‘£-X'+Z—:Y',
Y =‘;—}E/X’+%Y’,

X' et Y' seront développables suivant les puissances croissantes

N . dz dy dz dy e e e X
de ., @ moins que Eodn @ & soit divisible par p, ce que
nous ne SuUPPoOSErons pas.

Cela posé, soient
S=fo+ufi +p2fo+...,
S'=fo+pfi+pifi+. ..

4

deux séries divergentes, les f; et les f; étant des fonctions de ¢ et
de ' développables en séries convergentes suivant les puissances
croissantes de p'.

Je suppose que ces séries S et &' satisfassent formellement aux
équations (2) quand on les substitue & la place de Eet de 4 et qu’on

y fait p.’: e

Substituons maintenant dans les deux équations
z=4(§ ) y=b( ),
S et S’ a la place de £ et 7, et développons ensuite
$1(S, 8, $2(S, 89,

suivant les puissances croissantes de p. Bien que les séries S et
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10 CHAPITRE VIIL

S’ soient supposées divergentes, le développement se fera par les
régles ordinaires du calcul. Voici ce que j'entends par la.

Soient S, et S, la somme des p + 1 premiers termes de S et
de S’. Supposons que I'on veuille calculer les p +-1 premiers
termes du développement de ¢, (S, S') et de ¢, (S, §').

Il faut prendre pour ces p + 1 premiers termes les p 41 pre-
miers termes du développement de

$1(Sp, ;) et (S, Sp).
Nous obtiendrons ainsi deux séries divergentes que je puis
écrire
‘ q/,(S, S') =Fy+ {J.FI—I— P.‘ZFQ ey

3 )
) | $a(S, 8)Y=F)+ pFi+ pu2Fy+. ..,

et ces séries sont de méme forme que les séries S et §'.

Je dis que ces deux séries satisferont formellement aux équa-
tions (1), quand on les substituera i la place de x et de y et qu’on
fera ensuite p/ = u.

En effet, si l'on fait

2= $,(Sp, S;,), ¥ =¢2(Sp, S;,),

la différence des deux membres des équations (1) devient divisiple
par pPti,

D’autre part, si I'on appelle Z, et E;, la somme des p + 1 pré-
miers termes des séries (3), les différences

Ep_q‘l(sm S;,), 2;—-%(5;», S;z):

seront divisibles par y.P‘“.
Il est facile d’en conclure que si ’on fait

z=Zp, y=2Z

la différence des deux membres des équations (1) deviendra dj¢'~
sible par pPH1. C. Q. F. p.

Soit maintenant une équation unique

d:
(4) =X,

X étant fonction de z, de ¢ et de u.
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Posons
dz
2? =Y,
1l viendra
da dX aX
(5) - =

ar = a7V dw
Soit une série divergente

S=fo+pfi+pifa+...,

qui satisfasse formellement a I'équation (4).
Formons la série

S=fo+pfi+w2fi+...,

obtenue en différentiant chaque terme par rapport a ¢.

Je dis que les deux séries S et S satisferont formellement aux
deux équations (4) et (5).

Soit, en effet, S, et S}, 1a somme des p -+ 1 premiers termes de S

et de §'; on aura
[ dSP
Se=g
Posons

X =X(=, t),

dX dX
2t TV 2z = Y& 0, 0.

Je dis que la différence

ds;
Y(Sp, 8}, 8)— 52
est divisible par pP¥!.

En effet, par hypothése, la différence
ds,

U=X(8p 8)— -

est divisible par p?+!; il doit donc en étre de méme de sa dérivée

du , ds;
r =Y(S,, 8}, t)— Ttp €. Q. F. D.
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12 CHAPITRE VIII.

Ainsi les régles ordinaires du calcul sont applicables au calcul
formel.

La question la plus intéressante pour ce qui va suivre est de
savoir si les théorémes de Jacobi exposés aux n° 3 et 4 sont appli-
cables au calcul formel.

La réponse 3 cetle question doit étre affirmative; nous le démon-
trerons plus loin au n° 125 sur un exemple particulier, mais la
démonstration peut s’étendre sans changement au cas général.

122. Dans le Tome VIII des Acta mathematica, page 295, J'ai
démontré certaines propriétés des égalités asymptotiques.

On peut additionner deux égalités asymptotiques; on peut éga-
lement les multiplier 'une par I'autre.

Soit maintenant

S:fo+}lf1+}12fg+-..

une série divergente, les f; étant fonctions de ¢.
Soit
o(t, u)=38

une égalité asymptotique.
Supposons que f,=o de sorte que, pour i ==o0, on ait

S =o, v(to0)=o.

Soit maintenant une fonction de z, holomorphe pour s =o.
Substituons S a la place de z dans () et développons F(S),
suivant les puissances de i, par les régles ordinaires du calcul,
ainsi qu'il a été expliqué au numéro précédent. On aura I'égalité
asymptotique
Flo(¢ p)]=F(S).

Il est inutile de reproduire ici les démonstrations; le lecteur
pourra les retrouver dans le Mémoire cité; mais je I’engage 4 n'en
pas prendre la peine; car elles sont si faciles qu’il aura plus vite
fait de les reconsiruire lui-méme.

Soit maintenant une égalité asymptotique

P4, W)=fo+pfi+pifato,
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CALCUL FORMEL, 13

les f dépendant de ¢ et de . Je suppose que cette égalité ait lieu
uniformément. Je veux dire que 'expression

— %
‘J.P

b

ol ¢, désigne la somme des p + 1 premiers termes de la série,
tend uniformément vers o quel que soit ¢, quand p tend vers o;
¢’est-d-dire qu'on peut trouver un nombre ¢ indépendant de ¢,
dépendant seulement de ¢ et s’annulant avee 1, tel que

lo —op|< pre.
On aura alors

f

(o — 9p)dt| < wPe(ti—ty),

/1,

ce qui montre qu'on aura I'égalité asymptotique

fc?dts‘/fodt—l-pff,dt—&—(ngfgdt+....

On a donc le droit d’intégrer une égalité asymptolique. Au
contraire, on n’aurait pas en général le droit de la différentier. Il
est cependant un cas o les principes qui précédent nous per-
mettent de le faire.

Soit ¢ (¢, ) une solution d’une équation différentielle et S une
série qui satisfait formellement a cette équation.

On aura asymptotiquement

¥(t, p)=3S.

Soit S' la série obtenue en différentiant chaque terme de S.
D’aprés le numéro précédent, cette série satisfait formellement
a l'équation différentielle & laquelle satisfait effectivement la

. do
dérivée —=-
dt

On aura donc I'égalité asymptotique

do ,
E:S'
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14 CHAPITRE VIII. — CALCUL FORMEL.

Je demande pardon au lecteur d’avoir tant insisté sur des points
aussi simples, mais je tenais & bien faire comprendre la nature du
malentendu dont j’ai parlé plus haut. Je voulais également, avant
d’aborder ’étude des méthodes d’approximations successives em-
ployées en Mécanique céleste, méthodes qui sont divergentes
au point de vue des géométres, expliquer pourquoi leur emploi a
pu rendre des services aux astronomes.
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CHAPITRE IX.

METHODES DE MM. NEWCOMB ET LINDSTEDT.

Historique.

123. M. Lindstedt a proposé, dans les Mémoires de I’Aca-
démie de Saint-Pétersbourg, 1882, un procédé d’intégration
par approximations successives de I'équation suivante

Az
(l) W + ntr= l"’(?(*'l" t),
ou o(z, t) est une fonction développée suivant les puissances
croissantes de et donl les coefficients sont des fonctions pério-
digues du temps ¢.

Il a méme fait voir que la méme méthode est applicable aux
équations suivantes

d2z .
diz +niz=pe(x,¥t),

dz
_d_t% +niy=ud(z,y,1),

qui sont plus générales que I'équation (1) et qui se réduisent @ un
cas particulier des équations de la Dynamique, quand on a

dy _ ay
dy ~ dz’

L'équation (1) a une importance exiréme en Mécanique céleste;
car M. Gyldén s’y est trouvé conduit plusieurs fois dans le cours
de ses belles recherches.

M. Lindstedt ne démontrait pas la convergence des développe-
ments qu’il avait ainsi formés, et, en efiet, ils sont divergents; mais
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16 CHAPITRE IX.

nous avons vu dans le Chapitre précédent comment ils peuvent
néanmoins étre intéressants et utiles.

Mais il y 2 une autre difficulté plus grave; on constate aisément
que Ja méthode est applicable dans les premiéres approximations,
mais on peut se demander si I'on ne sera pas arrété dans les approxi-
mations suivantes; M. Lindstedt n’avait pu l’établir rigoureuse-
ment et conscrvait méme 3 ce sujet quelques doutes. Ces doutes
n'étaient pas fondés et sa belle méthode est toujours légitime; je
I'ai démontré d’abord par 'emploi des invariants intégraux dans
le Bulletin astronomique, t. 111, p. 57, puis, sans me servir de ces
invariants, dans les Comptes rendus, t. CVIII, p. 21. Clest la
seconde de ces démonstrations que je reproduirai dans le¢ présent
Chapitre. J’ai é1é ainsi conduit & un mode d’exposition de la
méthode de M. Lindstedt qui s’étend immédiatement au cas le plus
général des équations de la Dynamique.

Plusieurs cas particuliers y échappaient encore toutefois et
entre aulres le cas général du Probléme des trois Corps.

Ce cas avait toutefois, en raison de son importance, attiré I'at-
tention de M. Lindstedt. Ce savant astronome avait dans les
Comptes rendus, t. XCVII, p. 1276 et 1353, montré comment sa
méthode y pouvait étre appliquée.

VMalheureusement les mémes difficultés que j’ai signalées plus
haut subsistaient encore et non seulement les développements
divergent, ce dont nous n’avons pas & nous inquiéter pour les
raisons exposées dans le Chapilre précédent, mais on pouvail
méme douter de leur possibilité ct, par conséquent, de la légitimité
de la méthode elle-méme.

Je crois étre arrivé & lever ces doutes et c’est & quoi je consa-
creral le Chapitre XI.

Aussi, pour expliquer la maniére d’appliquer la méthode de
M. Lindstedt an Probléme des trois Corps, j’adopterai un mode
d’exposition qui ne sera, ni celui du savant inventeur, ni celui qui
conviendrait au calcul des divers termes du développement, mais
celui qui se préte le mieux a la démonstration dela légitimité de la
méthode.

M. Lindstedt avait été devancé dans la voie ot il a travaillé par
M. Newcomb (Smithsonian contributions to Knowledge, dé-
cembre 1874), qui avait donné le premier des séries représentant
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METHODES DE MM. NEWCOMB ET LINDSTEDT. 17

le mouvement des planétes et ne contenant que des sinus et des
cosinus. Sa méthode, sur laquelle je reviendrai plus loin, est
fondée sur la variation des constantes arbitraires.

124. Bien que parmi les méthodes récemment introduites dans
la Mécanique céleste, celles de M. Lindstedt ne soient pas les pre-
miéres en date, je crois néanmoins que c’est par elles qu'il con-
vient de commencer ’exposition de ces nouveaux procédés d’ap-
proximations successives. Je ne pourrais pas, en effet, en séparer
I'exposition de celles de M. Newcomb qui sont les premiéres dans
Pordre chronologique et, d’ailleurs, les méthodes de M. Lindstedt
sont en effet les moins compliquées de toutes et celles qui s’adap-
tent le mieux aux cas les plus simples. Elles ne se trouvent en
défaut que quand on est en présence de trés petits diviseurs, et
il faut alors leur préférer les méthodes plus perfectionnées de
M. Gyldén. Ma fagon d’exposer la théorie de M. Lindstedt diffé-
rera beaucoup de celle de cet astronome et je 'appliquerai d’ail-
leurs & des cas plus nombreux, mais les séries que j’obtiendrai
seront identiques aux siennes, ainsi que je le montrerai plus loin.

Je compléterai d’ailleurs ses résultats sur un grand nombre de
points et je chercherai & les étendre 4 des problémes aussi nom-
breux que possible.

Exposé de la méthode.
123. Reprenons les éqnations du n° 13

o V& TTGy & T Tdm =uEeom
F=Fo+ pF 4+ p2Fe—+....

( dr; dar dy; _ dF

Le probléme consiste a satisfaire formellement aux équations (1)
par des séries de la forme suivante

(2) { o= ) +pal+ 2z} +. .4 pral+. .,

2

I}’i=y?+py}+mﬁ+...+ pryl ..,

les quantités ¥ et ¥ étant elles-mémes de la forme suivante

a2k =2Acosht + EBsinht+ G,
yi=SA’cosht + EB'sinht + C't + D,
H.P. — 1L 2
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18 CHAPITRE IX,

A,B,C, A, B, C' et DY étant des coefficients indépendants de
et du temps ¢, mais qui peuvent étre fonctions d'un certain
nombre de constantes d’intégration; les & sont des coefficients
dépendant de p. et développés suivant les puissances de ce para-
métre.

Quand je dis que les séries (2) satisfont formellement aux équa-
tions (1), voici ce que j’entends :

Substituons dans ces équations (1) les séries (2) arrétées au
P - 1°° terme, c’est-a-dire faisons

2= &) - p2 + el .+ peal,
Yi=y0 4yl 4 ptyl . ppyl,

je dirai que les séries (2) satisfont formellement aux équations (1),
si, aprés cette substitution, la différence des deux membres de
ces équations devient divisible par p?.
Pour déterminer les séries (2), nous nous servirons d’un procédé
entiérement différent de celui dont M. Lindstedt a fait usage.
Cherchons donc a former une série de la forme suivante

(3) S =8+ puS;+ 28y +...+pPSp+...

dont les coefficients S; soient eux-mémes des séries de la forme

suivante
Sp=otray1+ g2y ... QnVn + Pi,

les o4.; étant des coefficients constants et ¢x étant une fonction de
Y1y Y2y +++, ¥n périodique, de période 2w par rapport a ces n
variables.

Nous chercherons a déterminer la série (3) de fagon A satisfaire
Jormellement a I’équation aux dérivées partielles

“) F(dS ds das

E, a}/—") LR 35’:’ Y13 Yo, .-.,.}’”)=COHSL

La constante du second membre (qui n’est autre chose que la
constante des forces vives) pouvant dépendre de i, nous la pose-

rons égale a
Co+ G+ p2Cy+. ...

Faisons dans 1'équation (4) i =o, il viendra si I'on se rappelle
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METHODES DE MM. NEWCOMB ET LINDSTEDT. 19

que F, ne dépend pas des y

dS, dS, dsn>
5 Fo 220, %0 @5 _ o
%) °<d)’1, dys " dyn ’

On peut satisfaire  cette équation en faisant

So=a{y1+2Y Y+ Ty,

dS,

dyy

a5,
dys

dS,
d_}’n

[

1, = a3y, ey

— 20
=Ty,

les «? étant des constantes qui peuvent étre choisies arbitrairement
puisque la constante C, est elle-méme arbitraire.
Nous poserons, comme dans les Chapitres qui précédent,

nt— _ 9F
T dx?

En égalant ensuite les coefficients des puissances semblables de p
dans les deux membres de I'équation (4), on obtient une série
d’équations qui permettent de déterminer par récurrence S,,
Sgy eevy Spy vt
Voici quelle est la forme de ces équations
ds ds,

ds
(6) no‘—al__}"’;+ng?}’;+"'+n27¢:}’—f;=q)p+cp'

®, est un polyndéme entfer par rapport aux quantités

dSy
d_}’i

(hk=1,2, .., p—1;i=1,2,..., 1)

et les coefficients de ce polynéme sont des fonctions de z?,
Z3y +v., Zh et deyy, ¥, o ..y ¥a, périodiques, de période 2 par
rapport aux y. )

Je dis qu'on pourra tirer la fonction S, de cette équation (6)
et de telle sorte que Sy 4B, .., Be
dyy” dy, dyn
période 2w par rapport aux y.
Supposons, en effet, que cela soit vrai pour les dérivées de S,,
Szy « .y Sp_y par rapport aux y.

Alors @, sera une fonction périodique de ¥y, 2, ..., ¥u €t e

soient périodiques, de
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20 CHAPITRE IX,

pourrai écrire

@, = A+ ZBcos(miy -+ Mmeys+...+ ma¥a)
+ ZCsin(myy1—+...+ Muyy,),

les nombres m,, ms, . .., nmn étant des entiers pendant queles A,
les B et les G sont des coefficients constants indépendants des y.
On peut faire alors

Sp=dpy1+&payet-...+%pa¥n
Bsin(myy(+meys +...+ Mu¥n)
+2 myn)+ mynd+...4+m,nl
+Z Ccos(myyi~+...+ m,Ly,L)'
myni+...4m,nj

Les ap ; sont des constantes qui peuvent étre choisies arbitraire-
ment puisqu’elles sont assujelties seulement 4 la condition

ap R+ pend—+...+ apn)=A+Cp

et que la condition C, est arbitraire.
Cette méthode ne serait en défaut que s’il existait des entiers
Myy May « .0y My, tels que

Em;n! =o.
Nous supposerons qu’il n’en est pas ainsi.

Il est & remarquer que les fonctions §, ainsi définies contien-
nent des constantes arbitraires; elles dépendent d’abord de

[1]
'7"21 T3y ooy 3,
puis de
Q1.1y X192y ..y Xypy
puis de
.
@2,1y %29y -9y Z2.py
cees eeey ey ey
puis de

Ap.ay %pas +s-y Apony

sy esey ceey veeay

Nous ne voulons conserver que n constantes arbitraires; nous
continuerons donc 4 considérerles x? comme arbitraires, en choi-
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sissant d'une maniére quelconque, mais définitive, les a; ;. Nous
pourrions convenir, par exemple, de choisir les «;x de fagon que

0=C=Cy=...=Cp=...,

mais je préfére prendre tous les a; x nuls; les constantes C,, C, .. .,
Cp, ... ne sont pas nulles alors; en général, elles dépendent,
i 0
ainsi que G, de zy, 23, ..., z).
Cela posé, soit

2p= SO+I“'SI+ lJ-sz_"". e p.PS,,.
Posons

dE,,__ . dz, o
(7) 7d7; = & dnd wi.

1

Si nous changeons de variables, en prenant pour variables nou-
velles les z] et les w;, au lieu des z; et des y; [les nouvelles
variables étant liées aux anciennes par les relations (7)], le théo-
réme du n*> 4 nous apprend que les équations resteront cano-
niques et que nous aurons

dz? dF dw; dF

a = dwy’ -d—tz—d—x?- (T=1,2, ..., ).

Voyons maintenant quelle sera la forme de F, quand elle sera
exprimée en fonction des nouvelles variables x} et w;. Par hypo-
thése, la série S satisfait formellement 4 'équation (4); cela revient
a dire que nous aurons

dz,
dyq

¥(z: yi)= F< . yi) =Go+ pCi+ p2Cy—+...+ pP Cp + pPr1P,,

@, étant une fonction des ], des w; et de . susceptible d’étre

développée suivant les puissances de . Quant aux quantités G,

Ci, ..., Cp, nous avons vu que ce sont des fonctions des z?.
Nous poserons

b dCy _ dC dC dC,
14

VS T gy T g T W gy T T M gy

Alors, pour p=o, v? se réduit a n°.
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22 CHAPITRE 1X.

Il vient alors

dz?

dd, dw; p
de ’

_ d®p,
dWl' 7t—

Y Satiall

= pp+1
= nr dz?’
1

= vy
s1 I'on néglige les quantités de I'ordre de w?*!, on tirera de ces

équations
z? = const.,  w;=v?t+ const.

On peut exprimer ce résultat en disant que le théoreme de
Jacobi du n° 3 est applicable au calcul formel, en employant le
langage du Chapitre VIII.

Posons

dCo dC, dC?

. - — 2
T T et T My T d?

—... ad inf.

Nous avons la une série ordonnée suivant les puissances de p,
qui peut étre divergente; mais peu nous importe, puisque nous
nous plagons au point de vue du Chapitre précédent, c’est-a-dire
au point de vue formel.

Posons ensuite
w; = n;t -+ ©y,

les w; étant regardées comme des constantes d’intégration. Envi-
sageons ensuite les équations

ds dS

(8) :{71_=xi7 d_x}’ = Wi

De ces équations (8), on peul tirer les z; et les y/; sous la forme
de séries ordonnées suivant les puissances de p et dont les coeffi~
cients sont des fonctions des 2 et des w;. Ces séries peuvent
d’ailleurs étre convergentes ou divergentes, peu importe.

Si dans ces séries on remplace les w; par n;t +w; et si Uon
regarde les x} comme des constantes, elles satisferont formel-
lement aux équations (1). .

Soient
\ 1= 2?4+ pao}+ p22f+
;= 2]+ pat 4+ prei.. .,

(2)
Y=yl pyb iyl
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ces séries; voyons quelle est la forme des 2} et des y%. Pour p = o,

S se réduit a
so= z“,’y1+xgy2+.. 4 -’I/‘?,,_}’n,,

et il vient par conséquent
N — s
Xy = -'Z'i, ,}’z = w;.

Ainsi le premier terme du développement de «; est une constante
et le premier terme du développement de y; (c’est-a-dire y?) se
réduit &
w; = n;t + ©;.
Si, au lieu de tirer les z; et les y; des équations (8), nous les
avions tirées des équations (%), les p +4- 1 premiers termes auraient
é1é les mémes, puisque ladifférence S — 3, est de 'ordre de prHi.
Pour déterminer les quantités

Bk (o k=
zf, y¥ (I=1,9,...,nk=0,1,2, ..., p),
envisageons donc les équations (7) que nous écrirons sous la

forme suivante

0, d(Z,— So),

. d(Zp,—S8
(7 bis) Zi =) & d(Zp—S50),

Yi= w;-+ da?
Nous pouvons tirer des équations (7 bis) les z; et les y; en séries
ordonnées suivant les puissances de { et convergentes si [ esl
assez petit; il nous suffit pour cela d’appliquer le théoréme du
n°® 30, puisque 2,— S, représente une fonction complétement
définie et n’est pas une simple expression formelle.

Nous avons supposé que les quantités ax; sont nulles; il en
résultera que les Sz (A > o0) et par conséquent Z,— S, sont des
fonctions périodiques de période 27 par rapport aux y;.

Si donc dans les équations (7 bis) on change y; en yi+ 2k;=
et w;en w;+ 2k;x(ky, ka2y .+, kn étanl des entiers), ces équa-
tions ne changeront pas. Donc les valeurs de z; et dey;— w;
tirées de ces équations sont périodiques, de période 2 par rap-~
port aux .

Donc dans les séries (2) les quantités z% et y¥ sont des fonc-
tions périodiques de période 2w par rapport auz w;.
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Diverses formes des séries.

126. L’existence des séries (8) étant ainsi démontrée, on peut
se proposer de les former sans passer par l'intermédiaire de
I'expression auxiliaire S.

Mais je veux auparavant montrer qu'il est possible de satisfaire
formellement aux équations (1) du numéro précédent par une
infinité d’autres séries de méme forme que les séries (2).

1° La fonction S du numéro précédent est déterminée par
I'équation (4) 4 une constante prés seulement, ou plutét, puisque
les quantités z{, z3, ..., x5 sont regardées comme des con-
stantes, 3 une fonction arbitraire prés de z3, z3, ... et z3.

Si donc une fonction S satisfait 3 I'équation (4), il en sera de

méme de la fonction
S'=S +R,

R étant une fonction de 29, 2, ..., z, et u, développable sui-
vant les puissances croissantes de .
Remplacons alors les équations (8) par les suivantes

ds’ das das’ dS8 dR

(szs) xi:@;=%’ W,:_—-%E-_—m_l_‘_i;?_

Nous pourrons supposer que R est divisible par 1; on pourra
alors tirer des équations (8 bis) les x; et les y; sous la forme de
séries (2 bis) de méme forme que les séries (2).

On aura

| ze= 2!+ poit + W2+,

2 bis
(2 b) lyi=wikpyid 022+,

¥ étant comme les z% et les % des fonctions pério-

les z¥ et les y

diques des w.
La comparaison des équations (8 bis) et des équations (8)

montre qu’on obtiendra les séries (2 bis) en partant des séries (2)

dR

Z

2° Plus généralement, soient

et en y changeant w; en w;

Wy, Wy, ..., W,
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n fonctions de z9, 23, ..., 2 et de p développables suivant les
puissances de .
Si, dans les séries (2), I'on change w,, wy, ..., w, en

wy—+ Wy, we - KW, ciey Wy + HRWpz,
ces séries conserveront la méme forme; nous avons en effet

@ = x -+ ppi( Wiy 1),

(2) yi=wi+ pbi(wr, 1),

les ¢; et les ¢; étant développables suivant les puissances de p et
périodiques par rapport aux .
Quand on changera w; en w; + pw;, il viendra

{ @r=a] + poi (wr + pog, p),

(2 ter) { ye= wit plog+ $i(wi + pwg, p)].

Il est manifeste que @;(wg—+ pwi, ) et ;4 4 (wr+ pwg, 1)
sont encore développables suivant les puissances de p et pério-
diques par rapport aux w.

De plus les séries (2 ter) satisfont formellement aux équa-
tions (1). En effet, les séries (2) satisfont & ces équations quand
on y fait

w; = n;t + o,

.
quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes d’intégra-
tion ;.

Or les w; sont des fonctions des z{ qui sont des constantes : ce
sont donc des constantes. Donc changer w; en w;+ pw; revient
a remplacer les constantes d’intégration w; par des constantes
différentes w; + pw;, ce qui, d’aprés la remarque que nous venons
de faire, n’empéchera pas nos séries de satisfaire encore aux équa-
tions différentielles (1).

Ainsi les séries (2 ter) satisfont formellement auz équa-
tions (1).

Seulement elles ne peuvent pas étre tirées d’équations ana-
logues aux équations (8) et (8 bis), 4 moins que

p(wydzf+wsdzf+...+ w,dz)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



26 CHAPITRE 1X.

ne soit la différentielle exacte d’une fonction de z9, zJ, ..., z}
qui n’est autre alors que la fonction R que nous avons considérée
un peu plus haut.

3° Dans les séries (2) changeons

zy, z%, ..., =z}
en
A4 poy, 234y, ..., X pog;

1y V25 -+, Va 6tant des fonctions de 29, 23, ..., z) et u déve-
loppables suivant les puissances de p.

" Si les x? sont regardées comme des constantes, les ¢; seront
également des constantes.

Sil'on altére de la sorte la valeur des constantes d’intégration,
les séries (2) conserveront la méme forme et elles ne cesseront pas
de satisfaire formellement aux équations (1).

En résumé, écrivons les séries (2) sous la forme suivante

Tri= x? -+ P’?i(wk; zz: f"‘);
Yi=wi—+ pdi(wr, 24, n),

(2)

en mettant ainsi en évidence que z;— ] et y; — w; dépendent
non seulement des w; et de . mais des z}.
Solent ensuite

wy, Wy .., Wp; Vi, 2 veey Vg

2n fonctions des x} et de . développables suivant les puissances
de p.

Formons les séries

@y =] + p[i-+ 9i(wi + pwr, zh+ por, p)l,
(2 quater) o
Yyi=w;4 plo-=di(wy + pog, 2L+ pog, 1)

ces séries satisferont formellement aux équations (1) quelles que
soient les fonctions w; et ¢;.
De plus les fonctions

?i(Wk, -Z'](Z-, “") et ¢i(wk7 'zI?:y P’))

étant périodiques par rapport aux w, il en sera de méme des fonc-
tions

i+ Qi(Wi -+ pog, T4+ por, 1) et wi+ $i(wi + pog, Th+ pwor, p).
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Une deuxiéme remarque :
Posons
05+ 0 (W~ LW, Tht mok, &)= o} (Wi, 2}, 1),
Wy - Yo W+ pwg, g+ por, 1) = $i (we, 24, ).

Les fonctions ¢;, §;, ¢; et ¢; sont des fonctions périodiques
des w; je vais considérer les valeurs moyennes de ces fonctions
périodiques et je les appellerai respectivement

??(x?n ), q’?(xlon l"-): ?:’0(1'2'5 ), %“(mz, H)-

Cela posé, voici ce que je me propose de démontrer :

Soient 0; et n;(i =1, 2, ..., n) 2n fonctions tout & fait arbi-
traires de 2! z3, ..., ] et i, assujetties seulement 4 étre déve-
loppables suivant les puissances de p.

Je dis qu’on pourra toujours, quelles que soient ces fonctions
8; et v, choisir les fonctions ¢; et w; de telle fagon que

o%=06; YPO=m.

En effet, il suffit pour cela de définir les ¢; et les w; par les équa-
tions survantes

01+ o] (#f -+ wor, p) = (ks 1),

wi+ § (2f + por, @)= ni(x, p)

Or on peut toujours tirer de ces équations les ¢; et les w; sous la
forme de séries ordonnées suivant les puissances de . et dont les
coefficients sont des fonctions de z}.

Si nous écrivons les séries (2 quater) sous la forme suivante

zi= 2] +px -+ preta. ..,
yi=wi+pyl + w2y,
les 2% et les ¥% sont des fonctions périodiques des w. D’aprés la
i Vi P q 'p
remarque qui précéde, on peut toujours s’arranger de telle

Jacon que les valeurs moyennes de ces fonctions périodiques
zX ety soient telles fonctions que Uon veut de z%, z3, . . ., x0.
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Calcul direct des séries.

127. Passons maintenant au calcul direct des séries (2 quater).
Pour cel dans 2 le, qui est une f
our cela, supposons que dans 2= par exemple, qui est une fonc-

tion des z;, des y; et de @, on remplace ces variables par leurs
développements
z! + pal+p2zf ...,

Wi py) - utyl .

ce g;F, deviendra alors une fonction des z?, des ¥, des w;, des y*
et de p. Cette fonction sera périodique par rapport aux w;; elle
sera développable suivant les puissances de p, des z¥ et des y;
(si k>>1); elle dépendra des ] d’une maniére quelconque.

Ecrivons alors

dF
(9) W=X?—PP.X}-l—p?X?—i—...-%—‘u’fo‘—l-...,
les X} étant des fonctions des w;, des zf, des y%, des z! pério-
diques par rapport aux ;.
Nous aurons de méme
dF

(10) —%=Y?+y.Y}+;1?Y,?+...+y.’~'Y{‘+...,
[

les Y} étant des fonctions de méme forme que les X4.

. dF, dF .
Si l'on se rappelle que ;o5 nul, et que Zl?f ne dépend pas

des y;, on conclura sans peine que X{‘ ne dépend que

des z?, desx}, ..., zF !,

1 -1
des w;, desy;, ..., yi '

Au contraire, Yf dépend des mémes quantités et, en outre, des x¥,
mais il est indépendant des y%. D’ailleurs X? est nul et Y? se ré-
duit & n}.

Nous supposerons d’autre part que

W= n;t + w;,
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dwy
dt

= .

Nous supposerons que r; est développable suivant les puissances
de 1, et nous écrirons

(1) ni=nd +pnl +utnf .. ..

Nos équations différentielles s’écriront alors

dz; _ dF dy; __dF
(12) Zpny dwr = dyi’ Spng dwy = dm
On a, en effet,
dzx; _ dz; dwy —%n dx;
dt T Lwdwg dt - F duy
o dF  dF .
Dans les équations (12), remplagons e  dm et ng par leurs

développements (g), (10) et (11) et égalons ensuite les puissances
semblables de .

En posant, pour abréger,

dzP 7 N
nf d:vk =-~17Z{ {(sip>1) Z! =o,
k=1 q=1
k=n gq=p—1
ayf? 7 .
nZ%VTz—Tf’ (sip>1) T!=o.
k=1 g=t

11 viendra, en égalant les coefficients de uw?(p >1)

dx? dz?

(13) Szkn’o‘d_wlk=xf+zg—z‘"z .
1

( o o

( Zpnp d—}’“j =Y+ T8 — S4nf __d:;;

En égalant les termes indépendants de y, il vient simplement

dz! dy? °
Enf Zo- =o, an’@myv—;=n‘-,

équations auxquelles on peut, comme nous le savions déja, satis-
faire en faisant

x! = const.,  y¥=w;.
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Les équations (13) se réduisent alors a

dz? dvP

Voyons comment on peut se servir des équations (14) pour
déterminer par récurrence les fonctions

p yd
z; et yi,

de fagon que ces fonctions soient périodiques par rapport aux w
et que leurs valeurs moyennes soient telles fonctions que nous
voulons des z3.

Nous avons vu dans les deux numéros précédents que cette
détermination est possible.

Supposons que I’on ait calculé

1 2 p—1 1 2 —1
(15) Ziy, X, ceey G y Jis Yi es ey J’f )

et que l'on se propose de calculer & 'aide des équations (14) «?
et yP.

Comme X7 et Z} ne dépendent que des variables (15), le second
membre de la premiére équation (14) est une fonction connue
des w, périodique par rapport & ces variables.

Soit

XP+ZP=2A cos(mywy + mawy~...+mpwp 4 k)

cetle fonction, nous en déduirons, en intégrant I'équation (14),

2P EASin(m1W1+m2W2+...+ muywp,+h)
l':

F
+ K7
mn 4+~ mynd ...+ m,ng !

Ainsi zf est une fonction périodique des ¢v; il n’y aurait d’excep-
tion que dans deux cas : siles n{ satisfaisaient A une relation linéaire
a coefficients entiers

. 0o __
Xm;n; =o,

mais nous avons supposé le contraire; ou bien si la fonction pé-
riodique X? + ZF avait une valeur moyenne différente de o. Il
n’est pas facile de démontrer directement qu’il n’en est pas ainsi,
mais comme nous savons d’avance que z? doit étre une fonction
périodique des w, nous sommes certains que la valeur moyenne
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de XP + Z? estnulle. C’est pour cela que j’ai commencé I’expo-
sition de la méthode de M. Lindstedt par les considérations des
deuzx numéros précédents, au lieu de débuter tout de suite par
le calcul du présent numéro.
Quant 4 la constante KP?, on peut arbitrairement 1'égaler 2 telle
fonclion que l'on veut des x}, d’aprés ce que nous avons vu au
numéro précédent.

Il reste a calculer 7 a I'aide de la seconde équation (14). On
verrait, comme pour zf, que 'on trouvera y? sous la forme d’une
fonction périodique des w, ala condition que la partie moyenne de

Y? + T? —nf

soit nalle. Or la constante n? est restée arbitraire, et il est clair
qu’on peut toujours la choisir de fagon 4 annuler cette valeur
moyenne.

On ne sera donc jamais arrété dans le calcul des différents termes
des séries (2 quater).

Il reste beaucoup d’arbilraires dont un calculateur habile pourra
disposer pour abréger ses calculs; on peut en effet choisir arbi-
trairement les valeurs moyennes de z? et de y¥.

Parmi les choix que I'on peut faire, je citerai le suivant, sans
avoir l'intention toutefois de le recommander particuliérement.
On peut choisir les constantes K de telle fagon que

nf=o, ni=n.
Cette méthode est applicable toutes les fois qu'on peut choisir
les quantités n}, de fagon qu’il n’y ait entre elles aucune relation
linéaire & coefficients entiers, et, par conséquent, toutes les fois
que l'on peut choisir arbitrairement les rapports de ces n quan-
tités.
C’est ce qui arrive, par exemple, dans le cas particulier du Pro-
bléme des trois Corps défini au n°9; dans ce cas, on a en effet

1
Fo:——+z‘
2‘1'% 2
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. .. no
r hhis 3
Il est clair que nous pouvons choisir z; de fagon que le rapport s

ait telle valeur que nous voulons.

C’est ce qui arrive également avec I'équation suivante, qui s’in-
troduit dans 'application des méthodes de M. Gyldén, et qui a fait
I'objet des études particuliéres de M. Lindstedt,

2

Y onty =g (¥ @),

dx?

116)

ou ¢’ est une fonction développée suivant les puissances de y el
périodique en .

J'observe d’abord que ¢’ peut toujours étre regardée comme la
dérivée prise par rapport 4 y d’une fonction ¢ de méme forme. Je
puis alors comme nous I'avons vu au n°® 2, remplacer I'équation
précédente par les suivantes :

2 p2g0
—F=L 5 ey, m)+p

dr _ _dF _  dy __dF _ dp _ dF
AT " dpT " At T T AT T AT dx’
dg _ dF

dt —?},=—n2}’+p.tp(_}’,.z‘).

Posons ensuite
. np?
}’ZPSIH.}’“ q=npcos_y1, -—2—=.Z‘1, p=.’l‘g, xr = Ya,

nos équations deviendront

27y .
—F = nx1+x2—p<p<\/Tsmy,,y,>,

@ dF dr, dF dy, _ dF Ay, dF

dt —dy,) dt - T dyy dr T T dwm’ dt . da?

La forme canonique des équations ne sera en effet pas altérée, en
vertu du n° 6.
Ici nous avons, en faisant w =o,

FO = — Nz, — 23,
d’otr
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Si donc n est incommensurable, il n’y a entre 2} et nf aucune
relation linéatre & coefficients entiers, et la méthode est applicable.

Elle serait applicable également au cas général du Probléme dcs
trois Corps, si ces trois corps se mouvaient dans un plan et s’atti-
ralent suivant toute aulre loi que la loi de Newton, mais elle cesse
de l'étre (4 moins de modifications importantes qui feront l'objet
des numéros suivants) si la lot d’attraction est la loi newtonienne.

En effet, dans ce cas (et en reprenant les notations du n°® 125),
F, ne contient plus x;, et par conséquent nj est nul; il en résulte
qu'il y a, entre les n}, une relation linéaire a coeflicients entiers, a
sayo1r

nl=o.

Le calcul direct tel qu’il a été exposé dans ce numéro se rap-
proche beaucoup plus de la méthode originale de M. Lindstedt. 1
présente un avantage important sur les procédés indirects des
deux numéros précédents, puisqu’il nous donne immédiatement
fes valeurs des x; et des y; en fonctions des w, et, par conséquent,
du temps, et se préte ainsi au calcul des éphémérides. Mais ces pro-
cédés indirects nous étaient nécessaires; car, sans eux, je n’aurais
pu démontrer la légitimité du calcul direct (qui ne peut s’achever
que si la valeur moyenne de X? 4 72 est nulle), ou du moins je
n’aurais pu le faire sans employer les invariants intégraux dont je
ne parlerai que dans un Chapitre ultérieur.

A un autre point de vue, la connaissance de ces procédés indi-
rects ne nous sera pas non plus inutile. Nous avons vu, en effet,
dans I'Introduction, qu’on peut quelquefois employer avec avan-
tage une intégrale ou une relation invariante (pour parler le lan-
gage des n® 1 et 19) au lieu d’une solution. D’ailleurs le calcul
de la fonction S peut servir de vérification au calcul direcl.

128. On peut choisir la constante K2, définie plus haut, de telle
facon que [ Y# + T?#], c’est-a-dire la valeur moyenne de Y7 + T?,
soit nulle, et, par conséquent, que

nf=o n;=n?
i@ — - -
En eflet, nous avons
2 2
Y= — a*F, rl— a’F, a-{)’_—'.._ﬂx{:_l_ v,
¢ dridx, "' dridry, * dx;dx,
H. P, —1II. 3
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U#fnedépendantquedezfetyf(i=r,2,...,n;k=0,1,2,...,p—1).
En égalant les valeurs moyennes, il vient

d2F0

P Pl — —_
[Yl -+ Tl ] - d.T,' d.Tk

Ki+[Uf+ TF].

I.es fonctions U? et T? sont entiérement connues; il en est donc
de méme de [U? 4~ T?], et, par conséquent, il suffit, pour annuler
les n?, de choisir les constantes Kf, de fagon & satisfaire aux n équa-
tions linéaires

dzF, d2F,

(l) (l2F0 cp » Lo et I\"-[U”—l—Tl’]
dr;dz, Y dridr, * 7 dridr, * LF Ll

1l faut et 1l suffit, pour que cela soit possible, que le hessiende F,
ne soit pas nul. Or il est précisément nul dans le cas de 1'équa-
tion (16), c’est-a-dire dans le cas particulier dont s’est surtout
occupé M. Lindstedt; c’est ce qui explique pourquoi ce savant
astronome n’a pas apercu la possibilité de faire

n;=n’.
Ce hessien est encore nul dans le cas particulier du Probléme des
trois Corps défini an n® 9, mais nous avons vu au n® 43 qu’on peut,
par un artifice simple, tourner cette difficulté.

Comparaison avec la méthode de M. Newcomb.

129. M. Newcomb, pour parvenir & des séries de méme forme
que celles qui nous ont occupé dans ce Chapitre, a employé la
méthode de la variation des constantes arbitraires. Pour bien mon-
trer que le résultat ne pouvait dilférer de celui que nous avons
oblenu dans les numéros précédents, nous allons exposer celte
méthode sous la forme suivante.

Reprenons I'équation aux dérivées partielles

(1) F(j—;’; y"):const.,

qui est Péquation (4) du n° 125.
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Soit S’ une fonction de yy, ¥3, ..., ¥z €t de n constantes z?,
x5, «.., Xy, salisfaisant approximativement & 1'équation (1), de
telle sorte que I'on ait

ds’
F(Wz’ ”) = 9@, y0) = 9o(@D)+201(, 32),

9o ne dépendant que des constantes x; et ¢ étant trés petit. Nous
aurons alors une solution approximative des équations canoniques

(2) dw; _ dF dyi _ _ d¥
dt — dy;’ dt = dw’
en faisant
ds’ ds’ do,
(3) %z i3 m=}’?="it+mi; ni=—d:?)

et en regardant les z{ et les ©; comme des constantes arbitraires.

Supposons maintenant qu’on veuille pousser plus loin I'approxi-
mation en appliquant la méthode de Lagrange; on regardera alors
les z} et les w; non plus comme des constantes, mais comme de
nouvelles fonctions inconnues. Voici comment, d’aprés le théo-
réme du n° 4, nous devrons former nos nouvelles équations. Sub-
stituons 2 la place des y;leurs valeurs en fonction des z} et des y}
tirées des équations (3); il viendra

o(2f, yi)=Y(2, 1),
et nous aurons les équations canoniques

dr} _ dy dy? dy

(4 A Tyt dE T a4

J'ai pris comme variables les 3¢ au lieu des w;, ce qui revient au
méme, afin de mieux mettre en évidence la forme canonique des
équations.

L’'intégration des équations (4) peut étre ramenée a celle de
I'équation aux dérivées partielles

. ds
(5) q;(‘—i?, y?):const.
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Soit S8” une fonction des y? et de n nouvelles constantes z/, salis-
faisant a cette équation. Si nous posons '

as" |, ds”

6 =a?, s
() dy! i dzx}!

—_— 1
=Yi,

nous satisferons aux équations (4) en égalant les 2} & des con-
stantes et les y} & des fonctions linéaires du temps.

Si 8" n’est qu’une intégrale approximative de (5), nous n’aurons
ainsi que des solutions approximatives des équations (4).

Telle est la méthode de la variation des constantes; ce n’est pas
tout 3 fait celle que nous avons appliquée an n° 125, conservant
I'équation (1), aprés en avoir trouvé une solution approximalive,
nous en cherchions une solution plus approchée encore. Soit §”
cette solution, qui dépendra des y; et de n constantes z}. Si nous
posons alors

ﬂ _ dslll

(7) d},i—xi’ ;lx—‘,=.}’f,

les «! seront des constantes et les y} des fonctions linéaires du
temps, soit exactement si 8” est une solution exacte de (1), soit
approximativement si S” n’est qu'une solution approchée. Pou-
vons-nous choisir S” de telle fagon que les équations (7) équivalent
aux équations (3) et (6)? Les équations (3) et (6) peuvent s’écrire

dS' = Za;dy; + Zy)dx,
dS"= 2z} dy? + 2yl dz!,
et les équations (7)
dS"=Zz;dy, + Sy} dx].
11 suffira donc de prendre

S"= ' S~ Saly?;

la méthode du n° 123 ne différe donc pas essentiellement de celle
de M. Newcomb et ne présente sur elle d’autre avantage que celui
d’éviter de trop nombreux changements de variables.
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Jajouterai que nous avons choisi d’'une maniére particuliére les
constantes d’intégration, afin de conserver aux équations leur
forme canonique. M. Newcomb ne sy est pas astreint, et c’est ce
que font d’ailleurs les astronomes dans Papplication de la méthode
de Lagrange. Les équations ol s’introduisent les crochets de
[Lagrange prennent ainsi une forme en apparence plus compli-
quée. Mais cette différence n’a rien d’essentiel.
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CHAPITRE X.

APPLICATION A L’ETUDE DES VARIATIONS SECULAIRES.

Exposé de la question.

130. On peut faire des principes du Chapitre précédent une
application importante 4 ’étude de certaines équations que les
astronomes ont souvent considérées.

Soient '

dz'i dF d}’l _ dF

© @ S dyy At da

nos équations canoniques, et soit
F=F,+ p.F1+ (J-!Fz—l—.. .o

Supposons que nos variables conjuguées z; et y; soient les
variables képlériennes du n° 11, que F, dépende seulement de 3L
et de P'L/, c’est-a-dire des deux grands axes, et qu'en négligeant
u2F, et les termes suivants pF, représente la fonction perturba-
trice.

Alors I, est développable suivant les sinus et cosinus des mul-
tiples des deux anomalies moyennes Zet £; j’appellerai R la valeur
moyenne de cette fonction périodique de [ et de /.

On a souvent, pour étudier les variations séculaires des éléments
des deux planétes, négligé dans F, les termes périodiques et réduil,
par conséquent, cette fonction a sa valenr moyenne R. Nos équa-
tions deviennent alors

dz; dF, dR.  dy;__dF, _ dR

(lbls) TJT:—@;—I-[J-d—.yl;

dt ~ dm Y dm

Est-on certain, en opérant de la sorte, d’obtenir exactement les
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coefficients des termes séculaires dec z; et de ¥y, je veux dire les
coefficients des termes dont la période croit indéfiniment quand
les masses tendent vers o? Il est évident que non; mais I'approxi-
mation est généralement assez grande el les astronomes s’en sont,
a juste titre, contentés jusqu’ici. De la I'intérét qui s’attache a
I'étude de ces équations (1 bis).

I, et R ne dépendant pas de { et de /', 1] vient d’abord

d(8L) _d(3'L) _
dat ~—  dt T

desorte que Liet L/ peuvent éire considérés comme des constantes.
Nous pourrons donc nous contenter d'envisager les quatre paires
de variables conjuguées,

BG, Be, B'G, p'e
& 01 g': b’

(notations du n® 11), que nous appellerons pour un instant

L1, Tey, T3y, Xy,
Y1, Vs Y3y Y

Alors F, ne dépend d’aucune de ces huit variables et nos équa-
tions (1 bis) deviennent
dr; dR dy: dR

Iy (I::l,‘l,3,4)-

(1zer) wdt  dyi pdt~  dx

La fonction R ne dépend que de nos huit variables z; et y;,
puisqu’elle est indépendante de / et de /' et que L et L/ sont désor-
mais regardées comme des constantes. Nos équations (1ter) ont
donc la forme canonique.

Quand z; et y; auront é1é déterminés par les équations (1 zer),
on calculera { et I/ par les équations

dl dR dr dR
dt T T HBaL T T RELl

qui s’intégreront par de simples quadratures, puisque [ et // n’en-
trent pas dans le second membre.
Les fondateurs de la Mécanique céleste ont envisagé ces équa-
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tions en réduisant R a ses premiers termes, c’est~a-dire 3 ceux
qui sont du second ordre par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons. Les équations sont alors linéaires et & coefficients
constants. Depuis, Le Verrier et Cellérier ont envisagé les termes
du quatriéme ordre et ont reconnu qu’ils n’altérent pas la sta-
biliié.

Mais les principes du Chapilre précédent permettent, comme
nous allons le voir, de généraliser ce résullat et de montrer qu'il
est encore vrai (au point de vue du calcul formel bien entendu)
quelque loin que I’on pousse 'approximation.

Nouveau changement de variables.

131. Si I'on adopte les variables (4) du n® 12, R est dévelop-
pable suivant les puissances de &, &, 0,0/, p, p/, g et ¢g’; iln’y a
pas, comme nous I’avons vu, de termes de degré impair, par rap-
port a ces quantités

(2) E: il, T TA” P> P’: q, (j'-
Nous pourrons done écrire
R(, &, v, 7]’7]’, Phq,9)=Roe+Re+ R+ Re+..o,

R; comprenant I'ensemble des termes du A'“™ degré par rapport
aux quantités (2). Il s’agit d'intégrer les équations canoniques

& _dR - dn__ dR
dt = dy’ dt ~ &

Mais nous avons encore un changement de variables i faire pour
amener nos équations a la forme la plus commode.

Supposons d’abord que I’on néglige les termes d’ordre supérieur
au deuxiéme par rapport aux quantités (2) et que 'on écrive

R = Ro+ Rg.

R, est une constante, R; est un polynéme homogéne et du second
degré par rapport aux variables (2). Si donc on forme les équa-
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lions canoniques

4 _dRy  dy _dR  dp _dR,  dpf _ dR,
3 dt =~ dq’ dt = dy"’ dt ~ dq’ dr — dg’’
M _dhdy R dg__dR dy __dR

dt E’ de T T dF At T T dp’ dt T T dp”’

ces équations seront linéaires par rapport aux variables (2).

Supposons que, au lieu de développer R suivant les puissances
des variables (2), nous développions suivant les puissances des
excentricités et des inclinaisons et qu’on obtienne ainsi le déve-
loppement suivant

R=Ry+R;+Rj+...,

R; représentant ’ensemble des termes du degré & par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 12, les variables (2) sont
développables suivant les puissances des excentricités et des incli-
naisons, de telle sorte qu’en arrétant chacun de ces développements
a4 son premier terme il vienne

t = /A ecosm, ¥ = A ecosw,
) 7 = —VAesinw, 7 = —yAe'sinw,

p =VAicosh, p = VNi cost,

g = — /A i sind, q'=—\/fi’sin0'

(J’al posé pour abréger, comme au n° 12, A = 3L, A'= §'L’).
I résulte de la que

et que, pour obtenir R}, il suffit de remplacer dans R, les va-
riables (2) par leur valeur approchée (4).

Inversement, on obtiendra R,, en remplacant dans R} les
quantités

ecosw, €cosw’, esinw, e'sinw’, icosd, i'cosb’, isin0, i'sin®’

par .
- —9 —49.

-g—, —E’—’ _7], —-_—7]—', -LJ —’L} —= =
VA V& VK YK YA VAT VA WX
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Mais le développement de R} est bien connu; R} n’est autre
chose, en effet, que I'ensemble des termes séculaires de la fonction
perturbatrice qui sont du deuxiéme degré par rapport aux excen-
tricités et aux inclinaisons.

Je puis en conclure deux choses :

1° Que les équations linéaires (3) peuvent se déduire par un
changement de variables trés simple des équations (A) et (C) de
la Mécanique céleste de Laplace (Livre II, Chap. VII, t. I,
n° 55 et 89, p. 321 et 334, édition de Gauthier-Villars, 1878)
qui servent A calculer les variations séculaires des excentricités et
des périhélies, des inclinaisons et des neuds;

2° Quela fonction R, est d’une forme particuliére et peut s’écrire

Ry = Rj(E, &)+ Ry (%, v") + Ri(p, pP)+ R3 (g, ¢').

Elle est ainsila somme de quatre formes quadratiques, la premiére
dépendant seulement de £ et de &', la seconde formée avec 7 et 7,/
comme la premiére avec £ et &, la troisi¢me dépendant seulement
de p et de p', la quatri¢éme formée avec ¢ et ¢’ comme la troisi¢me
avec p et p'.

Cela posé, nous allons faire un changement linéaire de variables
en nous arrangeant de facon 4 ne pas altérer la forme canonique
des équations.

Posons pour cela

V= +£(01c08¢ + oysinp) + & (— oysing —+ 5,¢c050)
—+ p(c2 €089 + 0, sing’ )+ p'(— gz sing’+ o, cos¢'),

¢ et ¢’ étant deux angles dépendant de A et de A’
Posons ensuite

dv . , av .
1‘=d_§ = 61 €059 — dy510 ¢, -f‘:d—glz—clsm(? -+ G2 COSQ,
= —— = 03¢080'+ g, sinco’ v = — g3sin9’ + 0, cos0’
9= "5 =5 ¢ 3 ) q—dp'_ 3 : # e

J’ai ainsi des relations qui définiront les variables nouvelles o;
en fonctions des variables anciennes.
J'introduis encore quatre nouvelles variables ty, T2, T3, 74, défi-

nies par les relations
dv

Ti= 5>
: dci
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d’on
£ = T1c080 +Tysing, 8 = —13sino +75C080,

P = T3¢080 + T, 8ing’, P = —r3sing’+ 1, cos9’.
D’aprés le théoréme du n° 4, la forme canonique des équations

ne sera pas altérée si I'on remplace les variables anciennes

&, & p P,

9, 9

Ty T

par les variables nouvelles

Try T2, T3y Tu

Gy, Ogy T3y Oy

Il reste & montrer comment on choisira les angles ¢ ct ¢’ en fonc-
tions de A et de A'.
On choisira I'angle ¢ de telle fagon que la forme quadratique

R} (& £') = Ry (1€05¢ + To8in¢, — Ty8in g -~ 13 €089)
se réduise & une somme de deux carrés

Ayt + Ayl
A
On aura de méme

R (%, v') = Rj(01€059p + 058ing, — a;sing + g, 0059) = Ayo} + Ayol.
On choisira de méme l'angle ¢ de telle fagon que
RS (2, ') = Astd + Aurl,
R3(g, ¢') = Asol+ Ayol;
on aura alors

Ry=A (0} +})+ Az (93 +73) + Az(c} +3) + As(o? 4 7}).

Remarquons que A,, Ay, A;, A, dépendent de A et de A'.
La relation entre les variables §, 0, ¢ et 7, qui s’écrit

£ = tco89-+1ysing, n = 01C05¢ + 0y sin¢,

t'= —rysing + T2 cos9, 7' = —g;5ing + 0y OS¢,

)

3

est une substitution linéaire orthogonale; c’est grice a cetle cir-
constance, comme nous l'avons expliqué au u° 5, que la forme
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canonique des équations n’est pas altérée. Le probléme est donc
ramené a la recherche des angles ¢ et ¢/, c’est-a-dire au choix de
la substitution orthogonale (3), mais cette recherche revient a
'intégration des équations (A) et (C) de Laplace citées plus haut;
le calcul numérique peut donc étre long, mais il a déja été fait en
ce qui concerne le systéme solaire.

On obtiendra des résultats analogues dans le cas oi1, au lieu de
trois corps, on en considérerait n 4 1.

La fonction R, serait encore la somme de quatre formes qua-
dratiques, mais chacune de ces quatre formes au lieu de dépendre
seulement de deux variables en contiendrait 7.

Nous aurons alors n variables analogues aux £, n analogues
aux 7, n analogues aux p, n analogues aux ¢. Tout se raménera
encore 3 délerminer une substitution linéaire orthogonale qui,
appliquée aux variables £, transforme la premiére de ces quatre
formes quadratiques en une somme de r carrés.

Mais revenons au Probléme des trois Corps.

Faisons un dernier changement de variables en posant

Ti= y2p;cosW;, o =y 2p;sinwy,

ce qui, d’aprés le n° 6, n’altére pas la forme canonique des équa-
tions.

R est alors développable suivant les puissances des y/p; et pério-
dique par rapport aux w;; on a d’ailleurs

R; = 2A191+ 2Ang+2A393+ 2A596)

c’est-a-dire que R, ne dépend pas des o;.

Application de la méthode du Chapitre IX.

132. Aprés ces divers changements de variables, nos équations
se présentent sous la forme suivante

do; __ AR~ du _  dR
(2) = T Pdey  ar e

Pour pouvoir appliquer a ces équations les méthodes du Chapitre
précédent, il faudrait pouvoir développer R suivant les puissances
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croissantes d’un paramétre trés petit. Nous ne pouvons plus pour
cela nous servir de u, puisque tous les termes du second membre
sont du méme degré (de degré 1), par rapport a p.; heureusement
les quantités p; qui sont de l'ordre du carré des excentricités et
des inclinaisons sont elles-mémes Lrés petites.

Nous n’avons done, pour étre ramené au cas traité dans le Cha-
vitre précédent, qu’a poser
I p »quap —

¢ étant une constante trés petite, et les quantités p; étant finies.
Il vient alors

(2 bis) bl i SR vt

R:Ro—l—Rz—F R,—+....

R, sera homogeéne et du degré p par rapport aux p;, de sorte que,
quand on remplacera p; par ep;, il viendra

R=Ry+eRj+ R, +...,

’ k) ’
R;, s'obtenant en remplacant p; par p; dans Ryp.

Nos équations deviennent alors, si ’on observe que R, se réduit
4 une constanle,

(dpi __ dR, dR, ,dR;
(3 ar T T Y de, T G0, T G, T
) dw; _ dRy  dRi o dR,
dt Moy TR TR g T

On voit que les équations ont conservé la forme canonique; la
fonction F se réduit alors a

p(Ry +eR, +e2 R +...).

On voit qu’elle est développée suivant les puissances de ¢; elle est
périodique par rapport aux variables de la seconde série w;; enfin
le premier terme R}, ne dépend pas de ces variables w;. Nous nous
trouvons donc dans les conditions o les résultats du Chapitre
précédent sont applicables.

La seule hypothése que nous devions faire, c’est qu'il n’y ait pas
entre les quatre constanles Ay, Az, A;, A, de relation linéaire &
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coefficients entiers. La probabilité pour que cette relation existe
est nulle, mais on peut encore se demander s’il n’y a pas une rela-
tion simple de cette forme qui soit assez prés d'étre satisfaite pour
que les séries ne convergent plus que trés lentement. On sait que
Le Verrier a discuté cette question, mais il a di la laisser indécise
en ce qui concerne les planétes inférieures, parce que les masses
en sont mal connues et que les coefficients A dépendent de ces
masses.

Il est clair que tout ce qui précéde s'applique, sans qu’on ait
rien a y changer, au cas ot ’on aurait plus de trois corps.

Ainsi on peut satisfaire formellement aux équations qui défi-
nissent les variations séculaires par des séries trigonométriques de
la forme de celles de MM. Newcomb et Lindstedt. Alors e coswm,
esinm, [ cosl, {sinf sont exprimés par des séries dont les termes
sont périodiques par rapport a ¢. Ce résultat aurait été envisagé
par Laplace ou Lagrange comme établissant complétement la sta-
bilité du systéme solaire. Nous sommes plus difficiles aujourd’hui
parce que la convergence des développements n’est pas démontrée;
le résultat n’en est pas moins important.

Remarquons, en terminant, que, dans le cas o il n’y a que trois
corps et ol ils se meuvent dans un plan, nos équations cano-
niques (3) peuvent étre ramenées & n’avoir plus qu'un seul degré
de liberté; on peut donc les intégrer par de simples quadratures.

Inutile de rappeler que I'intégration des équations (3) équivaut
a celle de 1'équation aux dérivées partielles

dT
R (d(_o" ool-) = const.,

ou T est la fonction inconnue, les w; les variables indépendantes
et dont le premier membre est la fonction R ol g; a été remplacé
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CHAPITRE XI.

APPLICATION AU PROBLEME DES TROIS CORPS.

Difficulté du probléme.

133. Dans le cas du Probléeme des trois Corps, une difficulté
spéciale se présente et rend plus difficile Vapplication des mé-
thodes du Chapitre IX.

En effet, Fy ne dépend plus des six variables de la premiére
série

BL, f'L, BG, B'G, pe, ¥,

mais sealement de deux d’entre elles
BL et QL.

Parmi les quantités que nous avons appelées

il y en a done quatre qui sont nulles, 4 savoir

__ dF, dF, dF,  dF,
dpG’ — d3G’ T dpe’ dg'e’”

La condition pour que les conclusions du Chapitre subsistent,
a savoir qu'il n’y ait entre les n) aucune relation linéaire a coefli-
cients entiers, n’est donc pas satisfaite.

Cette difficulté ne se présenterait pas, an moins si les trois Corps
se meuvent dans un plan, avec toute autre loi d’attraction que celle
de Newton; en effet, ces équations

dF, _dF, _ dF, _ dF,

= == = 55 =0

dG ~ dG' T de ~ de
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ont une signification évidente. Elles veulent dire que dans le mou-
vement képlérien les périhélies et les nceuds sont fixes; nous avons
en effet les équations

dg dF ol dF

di T T RdG’ &t T T 4G
Dans le mouvement képlérien F se réduit & Fy, 2 et § sont des
constantes.

Or dans le cas du Probléme des deux Corps et avec une loi
différente de celle de Newton, les neeuds sont encore fixes, mais
les périhélies ne le sont plus. Il en résulte que si le mouvement a
lieu dans un plan, et si 'on n’a plus & s’'inquiéter des nceuds, la
méthode du Chapitre IX est applicable sans modification.

Extension de la méthode du Chapitre IX a certains cas singuliers.

134%. Examinons donc le cas ol F; ne contient pas toutes les
variables z,, 3, ..., Zn.

Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait 3 degrés de liberté
et que F, contienne deux des variables de la premiére série 2, et x,
et ne contienne pas la troisiéme x;.

On a alors
nl=o.

Nous supposons toujours
F=Fy+ pFy+ p2Fy+....

Iy est une fonction de z, Za, Z3, ¥+, ¥2, ¥s périodique par rap-
port a ¥, y¥a et ys.

Je considére un instant F, comme une fonction de j, et de ¥
seulement; c’est une fonction périodique de ces deux variables et
jappelle R la valeur moyenne de cette fonction périodique gqui
dépend encore de z,, 2, T; €t y;.

Je considére d’abord le cas ou R ne dépend que dez,, x, et x;
et est au contraire indépendant de y;.

Nous cherchons encore a trouver une fonction,

S =8+ uS;+ p2S,+...,
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de méme forme que la fonction S envisagée dans le n° 125 et qui
satisfasse formellement & 'équation

(dS dS dS

() I dys Ay T .}’3>=C:

C érant une constante que nous pourrons écrire
C= Co+ }J-C1+P-202+.. .
Co, Gy, C,, ..., étant des constantes arbitraires.
Nous poserons d’abord

dS,

029, S0

dyy, — 70 -
Les constantes ¢ et x) seront lies par la relation
Fo(zy, #3)= C,.
Mais, comme la constante C, est arbitraive, z{ et x] seront eux-

mémes arbitraires.
Je poserai ensuite

ar, _
dzy

dF,

[ -

n —_— ny.
it 9 2
dx)

[l vient
Se=x{y1+ 23y2+[S],

[Se] étant une fonction arbitraire de 33 qu'il reste a déterminer.
En égalant dans I’équation (4) les coefficients de y, il vient, comme

au n° 125,

dS, + no dS,

d[S
(5)  mb it ang Dty (a0, 20, g ) —co

ay,
Quelle que soit la fonction arbitraire [S,], le second membre de
I'équation (5) sera une fonction périodique de yy et de y» et la
valeur moyenne de cette fonction sera

d[s \
R(z"l’, x3, Ly:]’ J’s)-— Cy

Nous voulons que la fonction S, soit de la forme suivante

@1 Y1+ %2 Ve + 21,3 Y5 -+ fonction périodique de yy, Y2 et y3.
H.P — L 4
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Pour que cela soit possible, il faut et il suffit, comme nous 'avons
vu au n° 125, que la valeur moyenne du second membre de (5) se
réduise & une constante que nous appellerons G, —C,. Nous aurons
alors, pour déterminer la fonction arbitraire [S, ], I'équation sui-
vanle

d[So]
d‘}’3

(®) R(at, a3, 7 50) = .
J'ai supposé plus haut que R ne dépendait pas de y;; il suffira
donc pour satisfaire & cetle équation (6) de prendre

[Se]= =},

«) étant une constante qui peut encore étre regardée comme arbi-
traire, puisque la constante C| J'est elle-méme ; on aura alors,

So=2y+ 2y, + zIys.

En égalant dans 'équation (5) les valeurs moyennes des deux
membres, il vient
n{ay + nYas = Cj— Cy.

Comme C, est arbitraire, je ferai G, = G, ce qui me permettrade

faire comme au n° 125,
a1 = %43 = 0.

L’équation (3) permet alors de déterminer S, i une fonction
arbitraire prés de y3.
Cela posé, imaginons que I'on ait déterminé complétement les

fonctions
SO’ Sl’ Sﬁi LS SP—2:

et qu'on ait calculé S,_; & une fonction arbitraire prés de y;;
supposons que 'on se propose d’achever la détermination de S,_,
et de calculer S, A une fonction arbitraire prés de y5.

Egalons dans les deux membres de (4) les coefficients de p?, il
viendra

ds,

) o 952y 950 _ 4T L3
1

Pdy, T dz} dys

+ 4)1,— Cln

®, étant une fonction qui ne dépend que des y et des dérivées

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION AU PROBLEME DES TROIS CORPS. 51
dsS,,_

P11, Les fonc-
d)’g

.. dS,,-
de Sg, Sy, Sy, ..., Sp_; ainsi que de d)l: Let de
1
tions Sy, 8¢, S,, ..., Sp_s sont connues. Nous connaissons S,_,
. ) o . dS,_
i une fonction arbitraire prés de y3; nous connaissons donc —d)’/’—'
1

ds,_ .
et 7}':4 Donc on peut regarder ®, comme une fonction connue
.

des y et cette fonction sera périodique.

Etant donnée une fonction périodique U de 4, ¥2 et s, nous
désignerons par [U] la valeur moyenne de U considérée un instant
comme fonclion de yy €L ¥, seulement. Il en résulte que [U] est
encore une fonction de y,.

On verrait, comme plus haut, que la valeur moyenne du second

Y

membre de (7) doit se réduire & une constante G, — C,, d'ou

[dF, dSp_y

dF| (l'[S,, |] dF1 d(sp 1—[Sn 11) v
[7153 dys ]_'-[dzg TJ*-[%J—L#.

Comme [S,_] ne dépend pas de yy, y2, il vient

[ﬁ’fz 1Sy ]| _ d[Sp-i] [dm] _ AR d[S,.]

dzy dy; dy; dxl |~ dol " dy,
d’otr
dR d[Sp] _ ., dFy d(Sp1—[Spmi])
0 g Tt = Gt = g T

Connaissant Sp_, 4 une fonction arbitraire prés de )3, nous con-

naissons
Sp-1—[Sp-1l.

Le second membre de (8) est donc entiérement connu. D’aulre
part, R est une fonction connue de z,, z, et 23, ol ces variables

sont remplacées par les constantes connues z}, z} et z5. Nous

connaissons donc Z}% et l'on pourra tirer del’équation (8) d[—(z'/’;—'],
et par intégration [S,_,].

Pour que [S,_,] soit une fonction périodique de y3, il faut que
la valeur moyenne du second membre de (8) soit nulle; or on peut
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toujours disposer de la constante arbitraire C/, pour qu'il en soit
ainsi.

La détermination de S,_, est ainsi achevée; |'équation (7) nous
permettra ensuite de déterminer S, 4 une fonction arbitraire prés
de 3. Pour que la valeur de S, tirée de (7) soit périodique en y,
et 3, 1l faut que la valeur moyenne du second membre soit nulle.
Or cette valeur moyenne est C'p—CP et, comme la constante C,
reste arbitraire, nous pouvons prendre

Cp=C

Ainsi l'on pourra toujours déterminer les fonctions S, par récur-
rence. Les conclusions du n°® 1235 subsistent donc; la seule diffé-
rence, c’est que le développement de n; suivant les puissances de p,
au lieu de commencer par un terme tout connu, commence par
un terme en .

Supposons maintenant qu’il y ait 4 degrés de liberté et huit
variables z,, s, Zs, Z4; Y1, ¥2, 33, Vs, que Fy ne dépende que
de z, et x5, et R de zy, 22, x3, x5-

Les mémes conclusions subsisteront encore pourvu que :
dFo

1°

e e n} et ny) aucune

relation linéaire & coefﬁc1ents entiers;

. dR . ..
2° Il n’y ait non plus entre — aucune relation linéaire

dR
dzd b dny
i coefficients entiers.
En effet, I'équation analogue a (8) qui sert & déterminer [S,_]
s’écrit alors

AR d[S,] _ dR d[S, ;]

rd  dy; dx§ dy,

= (fonction périodique connue de y; et y, dont la valeur
moyenne peut étre rendue nulle)

&

(8 bis)

et, pour que l'on puisse tirer de 12 [S,_,] en fonc.ion périodique
dR dR

des y3 et yy, il faut et il suffit qu’il n'y ait entre 2z ©b gy aucune

relation linéaire a coefficients entiers.

133. Nous avons supposé jusqu’ici que R ne dépendait que des
variables de la premiére série z,, 2, 3 et z; (en supposant,
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comme i la fin du numéro précédent, qu'il y a 4 degrés de liberté
et que F, ne dépend que de x, et de x,.

Imaginons maintenant que R dépende non seulement de z, z,,
x5 et 24 mais encore de y¥; et de yy.

Si nous remplagons z, et x, par les constantes &, et §; et z,

dT _ dT o ) .
et Xy Par —— et — et que nous ega]lons ensuite B. a une con-
dys ~ dy

stante G|, nous aurons I'équation suivante
dT  dT ,
(l) R(Eh Eﬂ: EJ gﬁ’ya,y,)zch

qui définira une fonction T des deux variables y; et y;.

Supposons que I'on ait trouvé une fonction T satisfaisant a cette
équation; que cette fonction dépende en outre des deux constantes
E, et £, et de deux constantes d’intégration nouvelles que jappel-
lerai & et &,.

La fonction
U=ty +8&y.+T

satisfera alors a I'équation

1[_] dU dU dU —c
d)’x’d_.}’z’.d._}’;’m,ys’y‘)_ 1

De plus les relations

ay __au
d)’i’ T dy

X = (i=1,2,3,4)
définiront un changement de variables, les variables anciennes étant
les z; et les y; et les variables nouvelles étant les &; et les ;.
D’aprés ce que nous avons vu au n° 4, ce changement de
variables n’altérera pas la forme canonique des équations.
On voit aisément que

zy =¥y, zy =t

et, par conséquent, qu’aprés le changement de variables Fy; ne
dépendra que de &, et de &,.
SiVon suppose (ce que nous ferons) que la fonction U est telle

que Iy, Ty, Yyr— N1y Ya— N2y Y3 — N3 (ou J’s);}’r—m (011 ,}’4)
soient des fonctions des &; et des n; périodiques par rapport aux ;
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la fonction F aprés le changement de variables sera périodique par
rapport aux 7;.

Nous avons appelé R la valeur moyenne de F, considérée
comme fonction périodique de y, el y,. Je dis que, si aprés le
changement de variables nous regardons I, comme une fonction
périodique de 7, et 7o, sa valeur moyenne sera encore R.

En effet, on a par définition

a7 27
47:2[{ =f f Fld}’ld}’g,
0 -0

et je me propose de démontrer que

2T H2W
4m2R = [ f Fydy, drs.
Joo o

On a en effet

o L (At die  dnyg drys .
S = [ fe (G G =g ) s

or, dans les relations

du dU X
d}’i’ ")f=gi—i (2=3, 4)

—_ 14
z =%y, Zg = §a, ri=

Y1 et ¥, 1y et 1y n'entrenl pas; ce qui montre que, quand on
exprimera les variables nouvelles en fonction des anciennes &, &,
Es, £i» M3 et 7, ne dépendront ni de y, ni de ys.

Donc, sil’on remplace, dans T, & et £, par leurs valeurs en fonc-
tion de x,, x,, x5, 24, ¥; et y,, on aura

4T _ dT _ &T __&T
dy, — dy, =9 diidy, — diidys
d’oul
dy _ o &T _ o odn &T
dyy diydyy, — 7 dys  diadys
et de méme
dns _ o dm_,
dy, 7’ dys '
On a done
fthdﬂldhzif/Fidfidfz-
C. Q. F. D.
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De plus, la quantité C| qui doit étre une constante ne pourra
dépendre que des constantes d’intégration, c’est-a-dire des £, de
sorte que R ne dépendra [en vertu de V'équation (1)] que de &,
E?y E.‘l et 54-

Nous sommes donc ramené au cas traité dans le paragraphe
précédent, et nous devons conclure que les équations canoniques

dt; _ dF dn; dF

de " dng’ de — df;
peuvent éire satisfaites formellement par des séries de la forme
sulvante
Ee=§0 + k! +. Pl
Ni= Wi pnt 4 pPrf e

w; = n;t + w;, ni=n}+pnf+...+~pPnf4...,

ot les E? sont des constantes, ol les &Y et les #% sont des fonctions
périodiques des w, dépendant en outre des n constantes d’intégra-
tion ! ; ol les w; sont n autres constantes d’intégration; ou enfin
les quantités 7# dépendent encore des constantes £J.

Revenant aux variables primitives, on verra ensuite que les
équations canoniques

dry _dF  dy; ___ dF

dt ~— dy, dt ~  daw;
peuvent étre satisfaites formellement par des séries de la forme
suivante
=)+ prt . prl .,
Yi=awityl S+ pyl o pPyl

les z¥ et les y¥ étant des fonctions périodiques des w.

Quant au coefficient ¢;, il peut étre égal 4 0 ou a 1. Il est tou-
jours égal a 1 pour =1 ou 2; il est égal a 1 ou 4 o pour i =3,
selon que c’est ¥3—m; ou ¥y qui est périodique par rapport
aux 7;; et de méme, il est égal 4 1 ou & o pour =4, selon que
c’est ¥4 — g ou ¥y qui est périodique par rapport aux ;.

Tout est donc ramené a I'intégration de I’équation aux dérivées
partielles (1), ou, ce qui revient au méme, 4 'intégration des équa-
tions canoniques

do, _ 4R dyi__ dR
—d_? - d_}/i’ dt dz,-
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Application au Probléme des trois Corps.

136. Appliquons ce qui précéde au Probléme des trois Corps;
nous gyons mis les équations de ce probléme sous la forme

W deg _ AU dy;__ dF
dt — dy’ dt T dz;
avece
F=T,+ pF,,

u élant un paramétre trés petit, et uF, la fonction perturbatrice.
Nos variables sont celles du n° 11,

A=pL, A=pL, BG, p8, PG, pe,

2
(2) l I,z 8 g W,

ou bien encore celles du n° 12,

GA, A’; E? Ely P P'v

(3) ? )‘7 )‘,) L 7)’1 g g"

F, ne dépend que de A et de A'; Fy dépend des douze variables,
mais est périodique par rapport a [ et /. Sil'on considére done F,
comme fonction périodique de / et de / et que 1'on appelle R la
valeur moyenne de cette fonction, R ne sera pas autre chose que
la fonction que nous avons désignée ainsi dans le Chapitre précé-
dent. Elle dépend de dix variables, & savoir des douze variables (2)
a I'exception de let de # ou bien des douze variables (3) & I’excep-
tion de A et de ). Si P'on adopte les variables (2), elle sera pério-
dique par rapport 3 g, 2/, G et 0",

La méthode des n® 134 et 133 sera donc applicable aux équa-
tions (1) et en permettra l'intégration formelle pourva que I'on
sache intégrer les équations

4 dz; _ dR d_.}f_i_ dR
) g T dy? A da

ol les variables z; et y;sont les quatre derniéres paires de variables
conjuguées (2) ou les quatre derniéres paires de variables conju-
guées (3), et ott A et A’ sont regardées comme des constantes.
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Or ces équations (4) sont précisément celles que nous avons
appris dans le Chapitre précédent i intégrer formellement. On
congoit donc comment Ja méthode de M. Lindstedt peut étre
applicable au cas général du Probléme des trois Corps.

L’application de cette méthode que je viens d’exposer succinc-

tement sera 'objet des pages qui vont suivre.

Changement de variables.

137. Nous allons donc faire un changement de variables ana-
logues a celui du n° 131.
Nous poserons pour cela

(A=8L, A=pL),
V =AM+ A'X]+ (01089 + g3 8in0) + E'(— oysine + 32 cOs )
+ p(93c08¢ 4+ g3 8ing") + p'(— o3sing’ 4~ g, cos @');

¢ et ¢ étant les angles définis au n° 131.
Nous ferons ensuite, comme dans le méme numéro,
av av

)\=ﬁ’ 7‘=_d—?’

=Y _av S A A
= gr’ q = d/” q _pn’ "l—'do_i

{

et nous reconnaitrons que la forme canonique des équations n’est
pas altérée si 'on remplace les variables anciennes

A, N, & p,o P
)" )"a %, 7, g, q',

par les variables nouvelles

r
Ay Ay om, Tay T Tas

)‘l: )\’n G1y T2, O3y Ty

Les variables 7; et o; ont déja été déterminées en fonctions des &,
des v, des p, des ¢ et des A, dans le Chapitre précédent.

[l me reste & voir quelle est la forme de la relation qui lie les
nouvelles variables A, et A} a A et N,

11 vient
A=2%44¢, N=r+9Y,
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$ et &' étant des formes quadratiques des o et des © dont les coef-
ficients dépendent de A et de A’ et qui s’écrivent

dy’
Y= (c,t,—o‘,z—,)+ (0’513—-0'3'175),

7

Y= dA, (“zfi—"l%)-‘- il (5513—0'3‘55)7
» et 9’ étant les angles que nous avons appelés ainsi au n° 131.

On verrait alors, en raisonnant comme au n° 133, que toute
fonction périodique en \ et X est encore, aprés le changement de
variables, périodique en 2, et A; et que la valeur moyenne est la
méme dans les deux cas.

Nous pouvons tirer de l1a quelques conclusions au sujet de la
forme de la fonction F.

F dépend d’une maniére quelconque de A et de A’; mais elle
est périodique en X, et X}; de plus elle est développable suivant
les puissances des ¢ et des .

J’ajouterai qu’elle ne doit pas changer quand on change A et}
en\ + et A, + = et quand les & et les © changent de signe 4 la
fois. Tl suffit, pour s’en rendre compte, de se reporter a ce que nous
avons dit au n° 12 et d’observer que quand

)\h )‘,U Giy <&
se changent en
)\1+1r, )\1—0—11:, — 3y, — T

les gquantités h et N se changent en A4-= et N+ = et que les
variables &, etc., changent de signe.

Nous allons enfin faire un dernier changement de variables
en posant, comme au n° 131,

T = ¢2p; cos wy, o; = y2p;sinw;,

ce qui, en vertu de la remarque du n° 6, n’altére pas la forme cano-
nique.

F devient alors développable suivant les puissances des Vi etil
vient d’ailleurs

Ry =2A1p1+2A2p2+ 2A303 + 2A4 04
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Cas des orbites planes.

138. Aprés ce changement de variables les équations du mou-
vement prennent la forme suivante.
Les deux séries de variables conjuguées sont

A, A, pp
Ay, Ay, oy,
etl’'on a
F = F0+ !J.Fi—'}— lJ.ng‘i—. “ey

F; ne dépend que de A et de A’; et Fy, F,, ..., qui sont pério-
diques par rapport a A, et )|, sontdéveloppables suivant les puis-
sances de

cos w; /97, sinw; \/E

De plus, ces fonctions ne changent pas quand on augmente A,
X, et w; d’'une méme quantilé; elles ne dépendent donc que des

différences,
)\l—mi, )\,l—-ml', wr— W;.

- dT FURT A
Si dans R nous remplagons p; par Jw, Ct que nous égalions R a

une constante, en regardant d’ailleurs A et A’ comme des con-
stantes données, nous obtiendrons une équation aux dérivées par-
tielles

(1) R(;"I w,-)=c.

D’aprés ce que nous avons vu aux n*® 134 et 135, il suffit de
savoir intégrer cette équation pour pouvoir former des séries déve-
loppées suivant les puissances croissantes de . et satisfaisant
formellement aux équations du mouvement,

dA _ dF AN’ dF dp: _ dF
( ‘E—-d—)\l’ m—m’ 'a?—a;;’
2) ?d)\,_ dF  dx, _ dF  dw, _  dF

LT @S ay @ s

Il est un cas particulier o l'intégration de I'équation (1) est
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relativement facile : ¢’est celui ou I'on étudie le mouvement de
trois corps seulement se mouvant dans un méme plan.

Dans ce cas en effet, le nombre des quantités p; se réduit 4 2, de
sorte que, si I'on regarde A et A’ comme des constantes, R ne
dépend plus que de quatre variables p,, p2, w; et w,; maisil y a
plus : nous avons vu plus haut que ¥ ne dépendait que des diffé-
rences A — w; A, — w;, wz— ;. Donc R ne dépendra que des
trois variables py, ps et w, — w,, de sorle que I'équation (1) s’écrira

(’ dT dT

——y — W —m\:C.
\dwi’dwz, ! 2/

Si nous posons w; — w, =2 et que nous prenions pour variables
nouvelles w, et 9, I'équation devient

oT oT oT
R(a?l‘_'_;?—’ E,C‘?>—C.

. , 0T . .
Si nous donnons alors a 5o une valeur constante arbitraire que
1

. . . . oT .
k) 1z .
j'appellerai i, I'équation ne contient plus que Py eLo. On en tirera

JT .
donc = en fonction de ¢, de la constante C et de 2 et 1’on aura

o9
T
S = f(2, G, ),
d’ou '
T = hw,—+—ffdc?.

Voyons quelle est la forme de cette fonction T.
) . ) dT
Jobserve que R est développable suivant les puissances de —
JT dw,
et de ——; que le terme de degré o se réduit & une constante que
d(.l)z
J’appellerai H, et que les termes de degré 1 se réduisent a

dar

dT
24, Ew—‘ —I—ZAg l—iUz.

Je poserai alors (en introduisant deux nouvelles constautes
d’intégration Q, et Q, a la place de C et de &)

C=H-+2A,0,+ ZAZQZ,
h =0, 4+ Q,.
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, . T dT .
Nous aurons alors pour déterminer ar et — les deux équations
. dw; ~ dw,
simultanées
R—H= A191+ AgQg,
dT dT
d—w‘ -+ d_w, = Q,+ Q.

Le déterminant fonctionnel des deux premiers membres par
. dT dT . dT dT N
rapport a do, et T, 5€ réduit pour dor = du; =08 A,—A 1L
n'est donc pas nul.

Donc, d'apreés le théoréme du n° 30, on pourra tirer de ces équa-

. dT dT , . , . .
tions —— et —— sous la forme de séries ordonnées suivant les puis-
dw; dw,

sances croissantes des Q: les termes de degré o seront nuls, les
termes du premier degré se réduironl respectivement a Q, et Q,,
les termes de degré supérieur auront pour coefficients des fonc-
tions périodiques de w, — w,.
La fonction U du n° 135 pourra alors s’écrire
U= A)\i—{— A\')\Il -+ T,
et nous aurons
T= ‘]] wy—+ \’20)2 -+ T,,

V, et V, étant deux constantes dépendant de Q, et Q,, et T’ élant
une fonction périodique de w, el w,.
Nous allons faire le changement de variables défini au n° 4, en
prenant pour variables nouvelles de la premiére série
A, A, Vi et 'V,

liées aux variables anciennes A, A, A, X}, o et w; par les relations

. du ,_du _dUu _ ar
(3) .\—d—)\" A—m, P,—dmi_Twi.
Les variables conjuguées que j’appellerai

Xy, AL, 0 el vy

seront alors définies par les équations

' dU dT ,_dU _ ., 4T
S)"zd—Az)\’+ﬁ’ )\Q—EK—)\I—FH:
’
(4) 4u _ar
Yi=av, T avi
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Je suppose que dans T, qui dépendait des constanles A, A/, Q,

et Q, on ait remplacé ces constantes en fonctions de A, A, Vet V,.
dT dT dT

dA’ dA dv;’

Pour que les conclusions du n® 135 soient applicables, il faut

C’est dans ce sens qu'il faut entendre

que les variables anciennes
A’ Ayv )~ls )\,17 Eiy

ainsi que les variables
w; — vq,

soient des fonctions uniformes des variables nouvelles
A, A'y )‘27 )\12; Vi vi

et que ces fonctions soient périodiques, par rapport a ¢, et & v,.
Cherchons d’abord les expressions de w; et w, en fonctions des
variables nouvelles, nous avouns pour cela les deux équations

(5) v—_dl—w_{_ﬂ :—dl—w+ﬂ.
1TV, TRy T ey, T T gy,

Nous devons d’abord nous demander si les valeurs de w, et de v,
tirées de ces équations seront des fonctions uniformes des variables
nouvelles. Pour qu’elles cessassent de 1'étre, il faudrait que le
déterminant {onctionnel des seconds membres par rapport & o,
et w, s’annulit, c’est-a-dire que I'on et

0 dT dT
(271’ A, d:T T
d(wy, wy) =I+W,d—wl+d\,dm2
d2T' a1’ da2rT d2T’

T AV dw; dVidw;  dVide; dVsdw;

J'écrirai, pour abréger, cette équation sous la forme suivante
1+J =o.

J'observe d'abord que p, et g, seront dans les applications des
quantités trés petites de I'ordre du carré des excentricités.
Ces quantités p; sont lies aux Q; par les relations suivantes

dr

Pi= m-
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Or T peut étre developpe sulvant les pulssances croissantes

des Q,, il n’y a pas dans ce développement de terme tout connu
et les termes du premier degré se réduisent & Q;.
On tirera de la, par le théoréme du n° 30,

Q= f1(p1, p2)s Q> = f2(p1, p2),

Ji et fz étant des séries développées suivant les puissances de p,
et de ps, dont les coefficients dépendent d’ailleurs d’'une maniére

quelconque de
A, A’, Wy et Wy,

Les termes de degré o seront nuls, ceux du premier degré se rédui-
ront respectivement & p, et a p,.

Il résulte de 1a que Q, et Q, seront, comme p, et p,, de 'ordre du
carré des excentricités.

D’aprés la définition de V, et V., ces quantités pourront étre
développées suivant les puissances de Q, et Q,, les coeflicients du
développement dépendant d'une maniére quelconque de A et de A’;
ces développements ne contiendront pas de termes de degré o et
les termes du premier degré se réduiront respectivement a Q, et
aQ,.

Il résulte de 14 :

1° Que V, et V, sont de 'ordre du carré des excentricités;

2° Qu’on peut inversement développer Q, et Q, suivant les puis-
sances de V, et de V, et qu’on a alors

. 2, =V,+o1(Vy, V3), Q= Vo 4+ o5 (Vy, Ve),

o, et ¢ ne contenant que des termes du second degré au moins
par rapport 4 V, et V;;

3° Que T’ peut se développer suivant les puissances croissanles
de V, et de V; et ne contient alors que des termes du deuxié¢me
degré au moins par rapport i ces deux quantités;

dT’
4° Que le développement de et de e suivant les puissances

croissantes de V,et de V, commenqant par des termes dua premier
degré, ces deux dérivées sont du méme ordre de grandeur que le
carré des excentricités;
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A

. . dT
Nu ? < A
J Qu il en est de méme des dérivées secondes Ve d iet par

conséquent de J.

J étant tres petit, 14 J ne peut étre nul.

Nous devons donc conclure que w, et w, et par conséquent
wy— ¢, Ws— ¢, sont des fonclions uniformes des variables nou-
velles.

J'ajoute que v, — w,, v» — w, sont des fonctions périodiques de
v, et de v, si, en effet, nous augmentons v, et w, de 2K, =, v, et
w, de 2K =, K, et K; étant des entiers, les équations (5) ne ces-
seront pas d’étre satisfaites, puisque T’ est périodique en w, et w,,
et ¥, — w,, vy — w, ne changeront pas.

En substituant ces valeurs de v, et de w, dans les équations (3)
et (4) on verrait que les variables anciennes

A, A,’ )\h )\Ij) P

sont des fonctions uniformes des variables nouvelles, périodiques
par rapport aux ¢;.

Nous nous trouvons donc dans des conditions ou les résultats
da n° 135 sont applicables.

Exprimons la fonction F a I'aide des nouvelles variables. J'ob-
serve d’abord que Fy reste exprimé en fonction de A et de A’ seu-
lement. De plus, F est périodique par rapport aux variables de la
seconde série ks, Ny, 94 €t 0,.

La vuleur moyenne de I',, considérée comme fonction pério-
dique de A, et A}, se réduit a R. D’autre part, R se réduit en vertu
de I'équation (1) 4 la constante G, ou bien encore &

H-2-2A,0,+2A;0,,
ou a
H4+2AVi+20LbV+249(Vy, Va)+2A50,(Vy, Vo).

Ainsi R dépend seulement de A, A’, V, et V; et ne dépend pas des
variables de la seconde série.

Nous retombons donc sur le cas étudié au n° 134.

Je dis maintenant que F ne change pas quand 2.4, X}, ¢, et 0,
augmentent d’'une méme quantité. En effet, nous savons déja que
F ne change pas quand 4,, X}, &, et w, augmentent d’'une méme
quantité et que T’ ne dépend que de la différence w, — w,.
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APPLICATION AU PROBLEME DES TROIS CORPS. 65

Les équations (4) et (3) montrent alors que, quand A, N, o,
2» V1 el v, augmen-
tent de cette méme quantité ¢; donc quand ces quatre variables
nouvelles augmentent de ¢, F ne change pas.

La fagcon dont F dépend de V, et de V, est assez compliquée,

parce que F, avant le changement de variables, contenait les radi-

et w, augmentent d’'une méme quantité ¢, Ay, A

caux \/P_i el \/p_z
Soit
F(A) Alr )‘2; )‘;; Vh Vz, V1, ‘)2)

ce que devient la fonction I aprés le changement de variables.
Nous avons & intégrer 'équation

ds ds , dS dS

(6) F(a}\;) W’ )\2, 23 d—ﬁ; -de, 91, (’2>=CO+C,;.L+C“L?+. .
k. 2

Nous voulons satisfaire formellement a cette équation en faisant

S =Sy+ uSy+ 1?Sy+...

So=Agha +ALA; 4+ V3o + V3o,

Ao, A}, VY et V) doivent étre nos quatre constantes d’intégration.
On n’a pour cela, comme nous I'avons vu, qu’a appliquer la mé-

thode du n° 134.

Etude d’une intégrale particuliére.

139. On trouve une intégrale particuliére remarquable en sup-
posant que les deux derniéres constantes V| et V) solent nulles.
Il suffiv pour cela de faire dans I'équation (6)
as _ds _,
dvl - dV2 -
1l arrive alors que le premier membre de cette équation ne dépend
plus ni de ¢, ni de v,.
En effet, avant le dernier changement de variables que nous
venons de faire, F était développable suivant les puissances de

;/p_,-coswg et ‘/p_, sinw,,
H.P. —1I. b
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et ne dépendait d’autre part que des autres variables

A, A, X et A

b
Si donc on fait
P1== Fe =0,

F ne dépend plus que de A. A/, A, et A.
81, d’autre part, on fait

Vi=Vy=o,

T’, qui est développable suivant les puissances croissantes des V
et ne contient que des lermes du second degré au moins par rap-
port & ces quantités, s’annulera ainsi que ses dérivées du premier
ordre. De méme Q, et Q, s’annuleront et il viendra

o dT_Q' (iT'_
pr= dw; '+d_m; =9
- dT ar’
Ag:)\i-i—m:)\,—r—ﬁz)\..
De méme
X, — M.

Il résulte de 13 que g, et p,s’annulantet, d'autre part, A et X, se
réduisant a ), et A}; il résulte, dis-je, que F ne dépend plus que
des quatre variables

A, A, Xy et A}

Si donc on fait
das ds

%—d‘)z—

le premier membre de I'équation (6) ne contient plus que Ay, Aj,
dS dS
aky’ dxy

Cette équation est alors trés facile 4 intégrer; on n'aurait pour
y parvenir qu’a appliquer les procédés du n° 125; mais il y a ici
quelque chose de plus.

L'intégrale n'est plus purement formelle et la série développée
suivant les puissances de . a laquelle on parvient est convergente.

En effet, F ne dépend que de la différence A, — A, puisque nous
avons vu que F ne doit pas changer quand %, X, ¢, et v, aug-
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mentent d’une méme quantité et qu’ici F a cessé de dépendre de
v, et de v,.

Il résulte de 12 que les deux équations

dS  ds A as | ds
F(d_x,’d—x;’“’“)’c’ =0

(ot C et C’ sont deux constantes quelconques) sont compatibles;
on en tirera j—i et . et, par conséquent, Ssous la forme de séries
ordonnées suivant les puissances de .

L’intégrale ainsi obtenue dépend de deux constantes arbitraires
C et C/; mais ces deux constantes peuvent s’exprimer a I'aide de
deux des quatre constantes primitivement choisies, & savoir de A,
et de Aj, les deux autres constantes V¢ et V) étant nulles par
hypothése.

Nous appellerons cette intégrale particuliére de 1’équation (6),
(7) 2()‘2, )\Iza A07 A':])'

Si les constantes C et C! sont convenablement choisies (Cf. 125),
% sera de la forme suivante

Aoky 4+ Ay Ay + fonction périodique de Ay — X}

La discussion de cette intégrale particuliére 2 ne conduirait pas,
ainsi qu'on serait tenté de le croire, 4 des solutions particuliéres
simples du Probléme des trois Corps.

Forme des développements.

140. L’existence de la fonction S étant ainsi démontrée, on
peut en déduire le résultat suivant, en raisonnant comme au n° 125.
Il existe des séries

[ A= Ag+p A +p?Ay+..

A=A+ pAl+p2Al+...,

Vi= V) +p V! p2Vie .,

(1) he =wy+pyl+uwtyi+...,
Ay=wa+py,+piyi+..,
=Wy pyi Ry,
va=w,+ Ryl yi+...,
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68 CHAPITRE XI.

_ordonnées suivant les puissances de p et qui satisfont formelle-
ment aux équations du Probléme des trois Corps.
Ao, A, et V] sont des constantes; on a

w; = n;t + o;.

Les Az, les A}, les A% les y% sont des fonctions périodiques
des w, qui dépendent en outre des constantes Ay, A, V7.

D’autre part, les quantités n; (qui dépendent en outre des con-
stantes Ay, Ay, V?) sont développables suivant les puissances crois-
santes de p, de telle sorte que 'on a

ni=nl-+pn}l+prntae. ..

Le point sur lequel je désire attirer I'attention, c’est que 'on a

Les coefficients des séries qui précédent auraient pu étre cal-
culés d’une fagon plus rapide et sans passer par toute cette série
de changements de variables, si je ne m’étais attaché surtout a éta-
blir simplement et rigoureusement la possibilité méme du déve-
loppement.

Il 'y a plus : les variables primitives A, A, A — oy, N — w,, §, §,
7, 1’ peuvent é&tre développées en séries de méme forme, c’est-
a-dire en séries dont les termes sont des fonctions périodiques de
Wy, Wy, Wy et w,. Il suffit, pour s’en convaincre, de remplacer dans
les expressions des variables primitives en fonctions des variables
nouvelles, d’y remplacer, dis-je, ces variables nouvelles par leurs
expressions (1); et alors on pourra avoir avantage a calculer direc-
tement les coefficients des développements des variables primi-
tives, sans passer par I'intermédiaire des variables nouvelles qui
ont servi 2 démontrer la possibilité de ce développement.

Je ne veux pas insisterici sur les procédés qui peuvent permetire
le calcul direct de ces coefficients. Ce que j’ai dit au n® 127 suffit
pour en faire comprendre D'esprit, et j’aurai d’ailleurs I'occasion
d’y revenir au Chapitre XIV.

Yindiquerai seulement un moyen d’éviter le dernier changement
de variables, celui par lequel on passe des p; et des w; aux V; et
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APPLICATION AU PROBLEME DES TROIS CORPS. 69

aux ¢;; ce serait 13, dans les cas ol I'on ne pourrait I'éviter, la
partié la plus pénible du calcul.

Il suffit pour cela de grouper convenablement les termes et cela
est possible pourvu que les excentricités soient petites.

Nous pouvons distinguer dans F, deux sortes de termes :

1° Ceux qui sont de degré o, 1, 2 ou 3 par rapport aux excen-
tricités et aux inclinaisons;

2° Ceux qui sont de degré 4 an moins par rapport aux excen-
tricités et aux inclinaisons.

Les termes de la seconde sorte sont beaucoup plus petits que
ceux de la premitre. Soit alors F| I’ensemble des termes de la
premiére sorte et ¢} I'ensemble des lermes de la seconde sorte;
nous pourrons supposer que ¢ est une constante trés petite et que
F est fini, et écrire

F=Fy+ uF]+ peF]+ p2Fy+....

Rien n’empéchera alors de réunir les termes peF) aux termes
p2F,, puisque pe est beaucoup plus petit que w; ou de chercher
a développer suivant les puissances de w et de .

Alors on conserve les variables

A, A, )\h )"1, pi Wi
la valeur moyenne de F| se réduit a
H +2A191+2A292+2A393+ Q.Al,Pg

(Cf.n°131), et est par conséquent indépendante des variables de la
seconde série. Or le dernier changement de variables n’avait
d’autre but que de rendre R indépendant des variables de la
seconde série. Il est donc maintenant inutile.

Cas général du Probléme des trois Corps.

141. Passons maintenant au cas du Probléme des trois Corps
dans 'espace. Le nombre des variables w; et p; est alors égal a 4
et I’équation (1) du n° 135 s’écrit

dT dT dT dT
(1) (

—— 59 53 —— W), Wy, W3 U)4>:—"C-
dw;’ dwy dwz dw, PR T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



70 CHAPITRE XI.

Elle n’est plus susceptible d’étre intégrée par le procédé que nous
avons employé au n° 138; on ne connajt méme pas de moyen de
I'intégrer exactement, mais on peut trouver une méthode simple
d’intégration formelle, ce qui peut nous suffire au point de vue
ou nous nous sommes placé.

Les quantités
ar _
dw; pe

sont de 'ordre du carré des excentricités; si donc nous posons
T=uT,
' étant une constante de I'ordre du carré des excentricités, les

L4
seront finies.
dw;

La fonction R est développable suivant les puissances crois-

dérivées

dT
santes deS —— el nous avons
dw;

R=Ry+Rs+Ry+4...,

k
I3 b ’
R; représentant 'ensemble des termes de degré 5 Ppar rapport

aux p; (Re, Re, Ry, ... ne différent pas des quantités appelées
ainsi au n° 131). Si je désigne par Rx(T) ce que devient Ry quand

1 . dT l, 2 : £ .
on y remplace p; par -, I'équation (1) pourra s’écrire

Ro(T)+ Rg(T)-'- R;(T)—l—. ..=GC
ou bien
Ro(T")+ ' Ra(T") + p2Re(T" ) +... = C.

R, ne dépend que de A et de A’ et, comme nous regardons momen-
tanément ces quantités comme des constantes, R, sera aussi une
constante.
Si alors nous posons
C=Ry+pC,
I’équation (1) deviendra

(2) Ro(T") + W R, (T") -+ p2 Re(T") +-. .. = C".

Nous sommes ainsi conduit & intégrer une équation aux dérivées

”

dT
do; et est

partielles dont le premier membre dépend des dérivées
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d'ailleurs périodique par rapport aux variables indépendantes w;.
Ce premier membre dépend d’un paramétre p’ et quand ce para-
métre s’annule, il se réduit a

=%

. dT”
Ra(T") = X2 o

i==1

Pour u'= 0, le premier membre ne dépend donc plus des w;, mais
L

T
dw;

Nous nous trouvons donc dans les conditions ou l'analyse du
n° 123 est applicable et nous pouvons conclure qu’il existe une

seulement des dérivées

série ~
T /1 2T+,

développée suivant les puissances de p’ et qui, substituée ila
place de T', satisfait formellement a I’équation (2), et que cette
série est telle que les dérivées

dr’,

du)[

solent périodiques par rapport aux w;.
Nous poserons

T = Q{ wy+ Q) wy - Q5 03 + Q) wy,

Q, Q,, Q), Q, étant nos quatre constantes d'intégration; et la
constante C’ devra satisfaire a I'équation

C'=3X2A;0.

On vérifie sans peine que T} est un polynéme entier de degré k + 1
par rapport aux quatre constantes Q;

Il en résulte que
Te—wT

se présente sous la forme d’une série développée suivant les puis-
sances entiéres croissantes des quatre quantités

WO, W, Wy, pe,
que j'appellerai pour abréger

Q, Q, Q3 Q.
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72 CHAPITRE XI.

Cette série, développée suivant les puissances des quatre con-
stantes Q; qui sont de 'ordre du carré des excentricités, satisfait
formellement & I'équation (1).

Posons, comme au n° 138,

U= AXI-F"A,)\G—FT,
T= V,w,—t—ng-_,—i- V3(1)3+V5(1)5+T’,

T’ étant périodique par rapport aux w, et les V; étant des constantes
développables suivant les puissances croissantes des Q;.

Les Q; sont inversement développables suivant les puissances
des V;; on peut aussi développer T suivant les puissances des V;
et la série ainsi obtenue satisfait encore formellement a I’équa-
tion (1).

Nous allons maintenant faire un changement de variables ana-
logue a celui du n° 138 [équations (3), (4) et (53)].

Nous poserouns donc

ar L
dy’

dar ar

p,':(—i;i, = ——> )\2:_‘)\]+

En remplagant les variables anciennes

A, Ar; pis

)\l; Ix) wy
par les nouvelles

A; A,a vi;

e, )‘,2’ Ciy

on n’altére pas la forme canonique des équations.

On démontrerait comme dans le n° 138 :

1° Que les V; sont de 'ordre du carré des excentricités;

2° Que les quantités p;, hy — Ay, A} — A}, w; — v; sont des fonc-
tions périodiques des o;;

3° Que F est développable par rapporl aux puissances crois-
santes de ., des V; et desy/p;, les p; étant eux-mémes dévelop-
pables suivant les puissances croissantes des V3

4° Que F est une fonction périodique des ¢;, de A; et A};

5° Que la valeur moyenne de I', considérée comme fonction
périodique des deux variables ), et )}, est égale a R et ne dépend
que de A, A/ et des V.
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Nous sommes donc dans les conditions ol I'analyse du n° 133
est applicable.

Soit donc
F(A, A, Vi, Ay, AL, 00)

ce que devient la fonction F aprés le changement de variables; on
pourra trouver une série développable suivant les puissances de p,
sanisfaisant formellement & 'équation

/dS dS dS )
P(m’d—)\;’d_‘)i’ )\2,)\2,9[>:Co+lkcl—l—l~1202+...

et dépendant de six constantes que j'appellerai Ay, Ay, V9, Vs,
0 0

Vi, V.
Nous arrivons ainsi aux mémes conclusions que dans les n** 138

et 140.
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CHAPITRE XII

APPLICATION AUX ORBITES.

Exposé de la difficulté.

142. Ily a des cas ou 'application des méthodes exposées dans
le Chapitre précédent peut donner lieu & certaines difficultés : ce
sont ceux ou les excentricités sont trés petites. Voici comment on
peut s’en rendre compte.

Je crois que I’étude d’un exemple simple, beaucoup plus simple
que n’est le Probléme des trois Corps, sera de nature a mieux
faire comprendre ces difficultés.

Soit donc

F=A-+pyQcos(w+A)+ pAQ;

w est un paraméire trés petit, A une constante, A, Q, A et » deux
paires de variables conjuguées.
Considérons les équations canoniques

d\ _dF _ do _dF
v el /St el T
(0 d\ _ dF de 4
T T dn’ dt T dw’

Ces équations sont trés faciles a intégrer complétement, comme
nous le verrouns plus loin. Mais je veux d’abord faire ressortir leur
analogie avec les équations du Probléme des trois Corps.

Nous avons vu, au n° 137, qu’aprés un certain nombre de chan-
gements de variables, les équations de ce probléme pouvaient étre
mises sous la forme canonique, les variables conjuguées étant

Aa Ala Pir

!
A1, 15 Wy
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De plus, F est développable suivant les puissances de
;/Ezcosw,-, \/Esinw,- et u

périodique en X, et A|; enfin Fy ne dépend que de A et A'. La
fonction F, définie au commencement de ce numéro, est tout & fait
analogue; la variable A Jouele role de A et A, Q celui des p;, A celui
de %, et X}, o celui des w;. On voit que F est développable sui-
vant les puissances de

V2cosw, Qsinw,

et que, pour p = o, elle se réduit 4 A.

L’analogie est donc évidente. Supposons qu’on veuille appliquer
a cette équation la méthode des Chapitres précédents, ¢’est-a-dire
chercher & intégrer I'équation aux dérivées partielles

ds ds ds

(2) EX—G—pcos(w-l—)\)\/d—mﬂ—pA%:C,
C étant une constante d’'intégration. Il s’agit de trouver une solu-
tion de cette équation (2), qui soit développable suivant les puis-

)

ds ds . T
sances de p, et telle que =, €t - soient périodiques en A et en w.

Pour cela posons
W+ h=9;

I'équation (2) devient, avec les variables nouvelles A et %,

ds dS ds
m—l—ycoscp\/d:?—i—(l—\‘—p/\)d—? =C.

Soit A une constante d’intégration, et posons
1+ pA =B, C—A=VB;
nous satisferons & notre équation en faisant

ds dS  a2p2cos?g+4B2V Zapcose yulcose + 4B2V
_— =A, —_ = : ! .
di dy 4 B2

La fonction S ainsi définie satisfait bien i toutes les données
du probléme, i une condition toutefois, c’est que le radical

Yp2cos2e+ 4B2V
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puisse étre développé suivant les puissances de u. Or ce dévelop-
pement est possible, pourvu que

ur < §B2|V[.

et il sera trés convergent si 2 est trés pelit, non seulement d’une
maniére absolue, mais encore par rapport a V.

Si nous voulons poursuivre la comparaison avec le Probléme
des trois Corps, nous verrons que A% représente une quantité ana-
logue a celle que nous avons désignée par Q; dans le Chapitre
précédent; regardons-la donc comme de l'ordre du carré des
excentricités.

Si et V sont tous deux trés pelits, on pourrait se proposer de
développer S suivant les puissances de . et de V. Un pareil déve-
loppement est impossible, car le radical

u?coste
2 L
/mr 25

est seulement développable suivant les puissances de w ( parce que
B dépend de p) et de

,_LZ

v

Si done V est assez petit pour étre comparable a p?, la méthode
du Chapitre précédent cesse d’éire applicable.

143. 11 est aisé de voir qu’une difficulté analogue se présente
dans le Probléme des trois Corps.

Reprenons, en effet, ce probléme tel que nous 'avons posé dans
le Chapitre précédent. Nos variables conjuguées sont

A7 A,’ Vl'y
)\2’ )\,2’ Vi,
La fonction S qui satisfait formellement & notre équation aux
dérivées partielles

F = const.

et qui a été définie dans le Chapitre précédent dépend des con-
stantes Ao, A, et V) ; ces derniéres constantes V] seront en général,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION AUX ORBITES. 77

dans les applications des quantités trés pelites, de P'ordre du carré
des excentricités. Nous pouvons alors poser

Vi=eW,

¢ étant une constante de I'ordre des excentricités, et les W} étant
des constantes finies. Si nous regardons un instant les W comme
donnés, S dépendra encore de trois constantes arbitraires

Ay, Ay et e

On peut se demander alors si S est développable suivant les puis-
sances de u et de .

S'il en était ainsi, la solution exposée dans le Chapilre précé-
dent serait toujours satisfaisante quelque petit que soit ¢, c’esl-
a-dire quelque petites que soient les excentricités.

Mais il n’en est pas ainsi, comme nous allons le voir et comme
I'exemple du numéro précédent permettait déja de le prévoir. S est

seulement développable suivant les puissances de % et de e. Il en

2 ) ] . . . }_J- 3 \
résulte que la méthode n'est plus applicable, si = n’est pas tres

petit; elle ne I'est donc pas, bien que les masses soient trés petites,
si les excentricités sont du méme ordre que les masses.
Reprenons notre équation

dS dS dS ,
P e o M e ) =G
que j’écrirai, pour abréger,
(2) F(S)=0C.

Nous avons vu au n® 139 que cette équation admet une solution
particuliére que nous avons appelée 2; on aura donc

F(z)=0,
(! étant une constante.
Posons maintenant
S =23 425,
il viendra
(3) F(Z +e2s)=C.
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Le premier membre de (3) sera développable suivant les puis-
sances de ¢; je dis de ¢ et non de ¢2; en effet, F contient des
termes de degré impair par rapport aux y/p;. Or les p; qui sont
liés aux

par les relations

T
pi= d_u)," V,‘:H—vi

trouvées aux n* 138 et 141, sont développables suivant les puis-

sances de V;, et, par conséquent, de ¢2. Donc les \/E, et par con-
séquent F, seront développables suivant les puissances de ¢. J'ob-
serve de plus que, si ¢ est de 'ordre des excentricités, s sera fini.

En effet, quand ¢ s’annule, S se réduit a 2. Or cette solution
particuliére ¥ correspond, comme nous l’avons vu, au cas ou les
V? sont nuls. Dans les applications, les V} ne sont pas nuls, mais
sont des quantités trés petites de I'ordre du carré des excentri-
cités. La différence S — ¥ sera donc de l'ordre du carré des excen-
tricilés, c¢’est-a-dire de I'ordre de &2.

Faisons, pour abréger,

F(Z +¢e2s) — F(Z)=e2F*(s),
1l viendra en retranchant (2) de (3)

(4) F*(s) =K,

c—-C

g2

K étant une nouvelle constante égale a
F* sera développable suivant les puissances croissantes de u,
de sorte que
F*=F§+ pF{+ p2F§+...,

F* sera d’ailleurs périodique en %, et en A}, et jappellerai R* la
valeur moyenne de F7}.
Comme 2 est développable suivant les puissances de ., de sorte

qlle
= Zp+ }Lzlf-}l222ﬂ—. sey
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Fy (2 + e*s) sera également développable, de sorte que
Fo(2 +e2s) = Py(e25) + pPy(e2s) .. .,
et il est clair que

Py(s2s) = Fo(Zp + ¢2s),

B (crs) = —IP0_ dE dP  dE,
ag s dha T, ds dh
dX, sean

On aura donc

e2F3 = Fo(Zo+¢25)— Fo (),
e Fi=F (2o +e2s) — F1(Zp) + ®,(e2s5) — Py (0).

ds ds .
F, ne dépend que de D, et de on quand on aura substitué

I 4 ¢25 4 la place de S, Fy deviendra donc développable suivant
les puissances de

d’od il résulte que

Do(e2s)— Pg(0), P;(e2s)— ®4(0)

sont divisibles par ¢?, et ne dépendenl d’ailleurs pas des ;,d—‘i 1l
résulte d’abord de la que F; est développable suivant les puis-
sances positives et croissantes de &2.

Au contraire, comme le développement de F, contient des
termes du premier degré en \/E, F, (2o + e2s) sera développable
non pas suivant les puissances de €2, mais suivant celles de e. Le
développement de la différence

Fi(ZO—i- S’S)—Fi(z‘))

commencera par un terme €en ¢.

Dot cette conséquence : F} est développable suivant les puis-
sances croissantes de ¢, mais le développement commence par un

1
terme en e

Observons maintenant que F} est une fonction périodique en A,
et A}, et proposons-nous d’en déterminer la valeur moyenne R*.
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8o CHAPITRE XII.

La valeur moyenne de F,(S) est par définition R(S): quand
on y remplacera S par T, + ¢*s, cette valeur moyenne ne changera
pas et s’écrira R(Zo -+ ¢25). Cela tient a ce que

%o A, dZ
dhy’ d),' dv;

se réduisent respectivement &
A07 ‘\IOY 0’

et ne dépendent pas de A, et de X, ; si, au contraire, ces dérivées
dépendaient périodiquement de X, et A}, la valeur moyenne pour-
rait étre modifiée par la substitution.

D’autre part, la valeur moyenne

[®(e?s)— P,(0)] = e2H

ne dépend nt des ¢;, ni des ;—l:—l, puisque @, (z2s) n’en dépendait pas
lui-méme; elle est d’ailleurs développable suivant les puissances
positives ct croissantes de &2.

De méme, R(Z, + ¢25) est développable suivant les puissances
posilives et croissantes de €2, parce que le développement pri- )
mitif de R suivant les puissances des \/p; (contrairement  ce qui
se passait pour celui de F,) ne contenait pas de termes de degré
impair et en particulier de termes du premier degré. Il vient donc

e2R* = R(Zy+¢?s)— R(Zy) + 2 H,

de sorte que R* est développable suivant les puissances positives
et croissantes de €2.

Si donc nous développons s suivant les puissances croissantes
de w, ainsi qu’il suit

S == So+ QS+ #is+...

nous aurons, pour déterminer les s,, des formules de récurrence
P
que les méthodes des Chapitres précédents nous ont fournies.
Comme sp(p >>0) est une fonction périodique de A, et de X',
j’écrirai
Sp = S$p+ S,
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APPLICATION AUX ORBITES. 81
s, étant une fonction périodique de valeur moyenne nulle et
s, étant indépendant de X, et A;.
Nous pourrons écrire alors

S dR* dsp_, o
av® dv;, — P
(5) ‘ :
{ g @F3 ds, —p.-
dAy dhy ~— P
4, doit dépendre de
1]
Sos S", 3,25 cr 3;7—1;
S’;, S;, LR SZ-—z’
et 0, de
S0, 81, Shy eees Spoqs
STy S3s eees Sp_y.

La lettre S représente une sommation portant, soit sur les diverses
paires de variables conjuguées V; et ¢;, soil sur les deux paires
de variables conjugudes A et hy, A’ et A,

Les deux membres des relations (5) sont développables suivant
les puissances croissantes de ¢; mais les premiers membres ne
contiennent que des puissances positives, tandis que les seconds
membres contiennent des puissances négatives. Avant qu’on ait
remplacé, dans ¢, et 8, les dérivées de s et de s, (g < p) calcu-
lées antérieurement par récurrence, les développements de ces

. N N I
deux fonctions contenaient déja des termes en S parce que le

développement de F* en contient, comme npous l'avons vu plus
PP ) P

haut. Il en résulte que le développement de s,, suivant les puis-
2] P

sances croissantes de ¢, doit commencer par une puissance négative

de e. Si done, dans ¢, et 8,, on remplace les dérivées des s et s”

) P ps ]

par leurs développements, suivant les puissances de ¢, antérieure-

ment calculés, alors ¢, et §, seront encore développés suivant les

puissances croissantes de ¢, mais le développement, au lieu de

I 1
commencer par un terme €n —, COMMeNCera par un terme en —
n étant un entier positif.

1 . ,
L’exposant de -, dansle premier terme du développement de sp,
c P

ira done en croissant avec p.
H. P, — 1L 6
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Ilen résulte que, si les excentricités sont trés petites, on pourra
craindre de voir apparaitre dans s, des termes trés grands. Clest
la une difficulté qui, ainsi qu’on I’a vu, provient simplement de

. 1 ]
la présence de termes en - dans F*; et ces termes en _ sont dus

simplement a ce fait que F contenait des termes du premier degré

par rapport aux y/p; ou encore par rapport & §, , & et 7.

Voyons maintenant si cette difficulté, dont I'exemple du numéro
précédent nous aide & comprendre la nature, n’est pas purement
artificielle et si quelque détour ne nous permettra pas d’en

triompher.
Solution de la difficulté.

144. Pour nous rendre compte de la maniére dont on peut
triompher de la difficulté que je viens de signaler, revenouns a
Pexemple trés particulier du n° 142.

Posons

\/2_&2cosw=x, \/Esinw:.y;

nos équations canoniques deviennent

dA _ u . dXx

- sm_ﬁ(ycos)\+xsm)\), n=h

1 bis)
‘ﬂ=isin)\— Ay d—y=-—*icos)\+ Az;
dt =/, #AY dt 2 BAES

I

le systéme d’équations est évidemment trés facile a intégrer, car
les deux derniéres sont lindaires et donnent immédiatement, en
observant que d¢ = d\

)

z = acosh+ f cos( wAX)— ysin(pAd),

(2) Yy =—asink +Bsin(uAX) + ycos(prAdQ),
ou
a4 = — ‘_—“—'
V2(1+ pA)

et ot § et y sont deux constantes arbitraires.
On n’a plus ensuite qu’une quadrature a effectuer pour obtenir A,
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et cette quadrature s’exécute sans peine. Il vient, en effet,
A =08+ Bacos(14 pA)X + yasin(1 4+ pA)},

8 étant une nouvelle constante d’intégration.
Une solution particuliére remarquable correspond au cas ou 3
et y sont nuls, Il vient alors

(3) & = a CcOosh, ¥y = —asin},

d’ou
A=23.
Si l'on veut continuer la comparaison avec le Probléme des trois
Corps, on pourra dire que cette solution particuliére (3) est 'ana-
logue des solutions périodiques de la premiére sorte définies au
Chapitre 1.
Les équations (2) nous donnent

(— 2 cosA)2+(y+ asinh)2= 32— ~2.

Si z et y sont regardées pour un instant comme les coordonnées
d’un point dans un plan, c’est 1a I'équation d’un cercle qui a pour
p plan, q q P
centre le point
x =acosk, y= —asin},
qui correspondrait 4 la solution périodique (3). Ce point est voisin
de l'origine, parce que p et, par conséquent, & sont petits; mais il
différe ndanmoins de 'origine, et, si B et v sont petits également
g ) ) v Y p g ’
le rayon du cercle est petit et I’origine peut devenir trés excen-
Yy p 5 P
trique par rapport & ce cercle; elle peut méme étre en dehors de
ce cercle.
Si nous passons aux coordonnées polaires

V22 et w,

I'équation du cercle devient
2Q —22y2Qcos(w +A)=f2+ y2— a2,

Comparons cetie équation avec celle-ci, que 'on peut déduire
aisément de 'équation (2) du n°® 142

d3 d
p.cosq:\/%z +(l+(¢A)£=C—A=V(1+uA)
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(1. . ds
et d’oil nous avons déduit, dans ce n” 142, la valeur de —-; rappe-

lons-nous que

dS dsS
® = w -+ A, — =

de dw %

Nous verrons que les deux équations sont identiques pourvu que
I’on fasse
2V =82+ y2— a2,

. . . 2 -+ 2 __n2
d’ou il suit que la constante ﬁ# n’est autre chose que celle

que nous avons appelée plus haut V et que nous avons regardée
comme étant de l'ordre du carré des excentricités. Le rayon du

cercle qui est /32 + v2 est donc de I'ordre des excentricités et, s'il
est de I'ordre de a, c’est-a~dire de w, 'origine peut se trouver en
dehors du cercle.

Nous pouvons donc dire que, si dans le n® 142 nous avons ren-
contré la difficulté que j'ai signalée, c’est parce que nous avions
employé des espéces de coordonnées polaires et parce que nous
en avions mal choisi 'origine. Cette origine doit étre prise au
centre du cercle, c’est-d-dire au point qui correspond a la solu-
tion périodique.

Nous sommes donc conduits & changer d’origine en posant

#'=x—acosk, Yy =y-+asinl.

Pour conserver aux équations leur forme canonique, nous devons
maintenant adopter une variable nouvelle A’ telle que

N=A—a(x'cosh —y'sin k).
Nos variables conjuguées sont alors
A, 2,
Ay,
La fonction F qui, par hypothése, élait égale a
A+ py/Qcos(w+ A)+ pAQ.

devient, en fonction des variables nouvelles,

A
Al PT (22 ') +
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Les deux derniers termes sont des constantes et ne jouent aucun
rdle puisqu’on peut les faire rentrer dans la constante C.
Nos équations différentielles deviennent alors

dx dr'
@y AT
dz' , dy’ ,
T =eAYs S =uAd

et I'équation aux dérivées partielles correspondantes devient

dS _pA[/dS\, _.1_
o+ ()] = o

Sil'on revient maintenant aux coordonnées polaires en posant
Va2Q' cosw' = o, y2Q'sinw’ =y,

F = A"+ pA Q'+ const.,

il vient

et I'équation aux dérivées partielles se réduit &

das ds
o rA Jof = const.

Grice a la simplicité de I'exemple que j’ai choisi, I'intégration
de'équation ainsi transformée est immédiate ; mais le point impor-
tant pour mon objet, c’est de faire observer que les termes qui

seraient analogues au terme en \/Z—w dans I’équation (2) dun°® 142

ont disparu. Or c’était de ce terme que provenait toute la diffi-
culté.

145. Essayons donc d’appliquer la méme méthode au Probléme
des trois Corps et d’abord dans le plan.
Nous avons pris d’abord pour variables

A’ AI, E’ E”
m , ,

A N,omy o1,
puis

‘ A; A,a Giy
) 13 M, <

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 CHAPITRE XIIL

puis

{ A, A py
(3) 3 )\lv )\l],! Wy,
pllis

{ A, A, V.
(4) 2 )\2, )\,z) Vi

Poursuivons notre comparaison et ne considérons pour le mo-
ment que les deux derniéres paires de variables conjuguées, en
laissant de cOté les deux premiéres paires, c’est-a-dire A et A’ et
leurs conjuguées.

Nous pourrons dire alors que les variables (1) et (2) sont ana-
logues & des coordonnées rectangulaires et les variables (3) et (4)
analogues 3 des coordonnées polaires.

La difficulté que nous avons signalée au n° 143 provient, comme
on I'a vu, de la présence de termes de degré § par rapport aux V,,
provenant eux-mémes de termes du premier degré par rapport aux
Vpi et de termes du premier degré en &, &, 7, /.

Si la fonction F ne contenait pas de pareils termes, nous n’au-
rions pas renconiré cette difficuité.

Mais, comme elle est tout a fait analogue a celle que nous avons
signalée au n° 142 et dont nous avons triomphé au n° 144, nous
sommes conduits 3 penser que nous en viendrons & bout par les
mémes moyens, c’est-d-dire par une transformation analogue & un
changement d’origine. Il faut remplacer les variables §, ¥/, =, 7/,
par d’autres qui s’annulent pour les solutions périodiques de la
premiére sorte étudiées au n° 40, puisque ces solutions sont ana-
logues a la solution périodique (3) du numéro précédent.

Etudions donc ces solutions périodiques du n° 40. Nous avons
vu que, pour ces solutions périodiques de la premiére sorte,

A, A, Ecosh —ysind, ~-Esink + 7 cos),

5
(%) EcosA’—7'sin}, —+E'sin}' =+ 7y cos)’

sont des fonctions périodiques du temps, et qu’il en est de méme

de sin(A — V), cos(h —N).

Nous pouvons aussi considérer les variables (5) comme des
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fonctions périodiques de X — X et de deux constaates arbitraires
que j’appellerai A, et A,
Soient donc

A=A, A=A, tE=B, t=h, 1=0_, ' =0C

les équations de ces solutions périodiques; A, A/, B, B/, C et C'
seront des fonctions de A, X, A, et A, périodiques par rapport
a A et N. Voici quelle est la forme de ces fonctions. A et A’ ne
dépendent que de A — W, et on a

B= TecosA+ Usin}, B'= T'cosi’+ U'sin},
C = —Tsink + U cos), C'= —T'sinA" + U'cosd’,

T, U, T’ et U’ ne dépendant que de A — X',
On déduit de 1a facilement I’identité suivante

dB dC  dB dC dT dU

(6) DA avd = YTag—m Yao—ry’

et, par symétrie,

4B dC  dB' dC 4 4T dU
dh dN T dN dh T d(x =X\ dix—=1)"
Cela posé, formons une fonction auxiliaire
§=80—&C—8C+9B+7n'B+Efin+§Ei7,

S, étant une fonction de A, X, Ay, A} que nous déterminerons
plus loin. Alors S est fonction de

A, N, o, 7,
R Ah A,1y &h ,l'
Si alors nous posons

ds . 48 .,  dS _ das
'd—A‘— 1y m—' 1 d&_— ity ds/l—"]h
(7) s _, ds _, 45 _, s _p
an T an T dn =& a;‘l_‘ )

et que 'on prenne pour variables nouvelles

Ah A’u El; E’U
kl; }"11 N1, 7]’11
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au lieu de
A, A, & F,
)\’ AV, =, "ll’

la forme canonique des équations ne sera pas altérée. Il vient alors

A dSo e ,dC  dB _ dB
- ! dk e N v
e dSo ;. dC dc’ _ dB dB’

7N I U b U 7

m=n1—0GC, 91=7v-0C,

. E=&+B, F=f+B.
Quand on fait

h=fi=m=ni=o,
E &, 7 ety se réduisent respectivement & B, B/, C et C'. Je veux

que A et A’ se réduisent de leur c6té & A et A’. Cela entraine les
conditions

dSo _ dB ,dB’
(8) o =AT Ca dn -
dSy _ 41 g 9B _ . dB
anv = an an’

Ces deux équations sont compatibles et déterminent Sy, pourvu
que les valeurs auxquelles elles conduisent pour les dérivées de S,
satisfassent 4 la condition d’intégrabilité

d (dS, d (czs0 _
W(‘J & 77')—

Or cette condition s’écrit

dA _dA’ dCdB dCdB _dC dB'  dG dB' _
AT D T ITD T BT AT T

Silon tient compte des équations (6) et si I’on observe que A,
T et U ne dépendent que de A — ¥, il viendra
dA  dA’ daT dU , 4T dau’ _

ce qui veut dire que I'on doit avoir pour la solution périodique

2 2 2 2
A+A’—T +U _;T +U = coanst.,
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c’est-a-dire
£2+ 82+ 72+ 02
2

A4+ A — = const.
Or, cette condition n’est autre chose que I’équation des aires, elle
est donc remplie.

La fonction S,, définie par les équations (8), existe donc. Ses

dérivées %XS—" et % sont périodiques en A et ). Les valeurs moyennes
de ces deux fonctions périodiques dépendent seulement des deux
constantes A, et A. Comme nous n’avons jusqu'ici rien supposé
au sujet du choix de ces deux constantes, nous pouvons les choisir
de telle fagon que ces valeurs moyennes soient précisément A,
et A,

On aura alors

S¢= AyA + A} X + fonction périodique en A et X',

La fonction S est développable suivant les puissances croissantes
de ps et pour p=o se réduit &

AA+A N Ein+ 87

Pour effectuer la transformation, cherchons & exprimer les
variables anciennes en fonctions des nouvelles a 1'aide des équa-
tions (7). Nous avons d’abord

n=m+0C 9=751+0C,

© E=fi+ B, ¥ =+ B

puis, les deux premiéres équations (7)

ds ds

M= g5 i = 7T

Dans-ces deux équations, je remplace 7 et n' par leurs valeurs (9)s
et alors elles peuvent s'écrire
h= At 4 pd, =N+ pd.

§ et ¢ étant des fonctions de p, X, N, &1, &, nyy ), Ay, A dela
forme suivante :
1° Elles sont développables suivant les puissances de .
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2° Elles sont périodiques en A et X',

3° Elles sont linéaires en &, &, 4, n}.

De ces équations on peut alors déduire, par application des
principes du Chapitre IT, dont nous avons fait un si fréquent usage,

A=M+pd A=A,

4y et d) étant des fonctions de A, Ay, E,, 11 et des mémes lettres
accentuées, qui sont

1° Développables suivant les puissances de u, Evoni, Byl

2° Périodiques en Ay et A,.

Substituons dans les équations (g) ces valeurs de X et de
pous aurons les £ et les  en fonctions des variables nouvelles. J'ob-
serve que les § et les m, exprimés de la sorte sont développables
suivant les puissances de p, des £, et des 7,, et périodiques en A,
et X ; de plus, pour pw=o, § et se réduisent a §, et n,.

Si, dans les deux équations,

ds _ds

A=

on substitue maintenant, & la place des X, des § et des u, leurs
expressions en fonctions des variables nouvelles, on aura A et A’
exprimés en fonctions des A,, des },, des &, et des n,, périodiques
en ), et A, développables suivant les puissances de w, des §, et
des 4, et se réduisant pour p =0 a A, et A].

Que devient maintenant F quand on adopte les variables nou-
velles? Il est clair que F sera encore développable sutvant les puis-
sances de , des &, et des n, et périodique en X, et ).

Soit

F=Fo+ pF+ u2Fa~...
le développement de F suivant les puissances de p quand on
adopte les variables anciennes et soit de méme

F=F{+ uF]+ p2Fy+..

le développement de I' quand on adopte les variables nouvelles.
Il est clair d’abord que, pour obtenir Fy, il suffit de remplacer

dans Fy, A et A’ par A, et A].
Calculons F.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION AUX ORBITES. 91

Soit F, ce qu’on oblient en remplagant dans I, chaque variable
ancienne par la variable nouvelle correspondante, c’est-a-dire A
par A, A par A, & par &, etc.

Soit

A=A+ pAy+...,
A=A+ pAy+...

le développement de A et de A’ suivant les puissances de p. Il est
clair que

. _ . AFG darFy .,
Fl_Fi—'—d—A‘A2+mA2.
Calculons A,. On trouve aisément
, dcr dB  , dB’

dG
A=A—& oy —8 5 +mgy e

Dong, pour obtenir A,, il faut dans V’expression

A—ny ac  ,, dc' dB

p— —_— —_— —_—
m E’H E‘p.d)\ mf'-d)\

- B
"llp.dx’

il faut, dis-je, faire . = o et par conséquent A =%, ¥="14,. Donc
A; (et il en est de méme de A}) est une fonction périodique des Ay,
linéaire des &, et des 7, et sa valeur moyenne (par rapport A
et ,) ne dépend ni des &, ni des 7,.

Donc F, sera périodique en A et X}. Soit R’ sa valeur moyenne,
R’ celle de F|. On obtiendra R” en remplacant dans R chaque
variable ancienne par la variable nouvelle correspondante, et R’
ne différera de R” que par une quantité indépendante des &, et
desn,.

Nous avons vu au Chapitre X quelle est I'importance des équa-

tions
% _dR  dn__aR
dt — dy’ dt — ~ dE

pour I’étude des variations séculaires des éléments. Aprés le chan-
gement de variables que nous venons de faire, elles seraient rem~
placées par les suivantes

dR”

dt, dR" dy, __ dR"
T dh

. B 1
E~ d'f“_’ dt
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Mais, d’aprés ce que nous venons de voir, les deux systémes
d’équations sont identiques, et le second ne diflére du premier
que parce que les lettres sont affectées d’indices.

Jusqu'ici il semble que la transformation que nous avons faite
n’ait rien changé a la forme de nos équations; j’arrive enfin 4 ce
qui doit en mettre les avantages en évidence.

Voyons d’abord ce que deviennent les équations de nos solu-
tions périodiques de la premiére sorte avec nos nouvelles variables.
Grice au choix de notre fonction auxiliaire S, elles s’écriront

GL=m=t=1n]=o, Ay = const.; A} = const.

Enfin, A, et A| seront des fonctions données du temps, des deux
constantes A, et A et de deux nouvelles constantes arbitraires.

Il peut y avoir quelque intérét, bien que cela ne soit pas néces-
saire pour notre objet, de voir comment A, et A} dépendent de ces
deux constantes que j’appellerai a et 3; nous aurons

)\1:14—?([—.—@, A, A’l)’ )\”'=d+?'(l+3, Al, A"),

@ et ¢’ étant deux fonctions de ¢+ B, Ay, A} qui, quand ¢+ f3
augmente d’une certaine constante y dépendant de A, et A}, aug-
mentent elles-mémes d’une certaine constante 8 (la méme pour ¢
et pour ¢') qui dépend aussi de A, et A,. La premiére de ces deux
constantes y est la période de la solution périodique envisagée et
la seconde 3 est I'angle dont tourne le systéme des trois corps
pendant la durée d’une période.

Je ne veux retenir de tout cela qu'une chose :

Si &, n4, &, et 0, sont nuls a P'origine des temps, la solution
est périodique de la premiére sorle et ces quatre variables Er e,
£, et n) resteront toujours nulles.

Or, nous avons les équations différentielles

dt _ dF &, dF
il vl A
dy __dF dmy_ dF
dt = T dE’ dt = T dE

Il faut donc que les quatre dérivées

dF dF dF = dF
di,’ dt,’ dny’ du}
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s'annulent 4 la fois quand les quatre variables

Eh E'U N, My

s’annulent 4 la fois, c’est-d-dire que F ne contienne pas de termes
du premier degré par rapport i ces quatre variables.

Ainsil'expression de F en fonction des variables nouvelles a la
méme forme que 'expression de F en fonction des variables an-
ciennes; la seule différence, c’est qu’il n’y a pas de termes du
premier degré par rapport a £, 0y, £}, n}, tandis qu’il y avait des
termes du premier degré parrapport aux quatre variables anciennes
correspondantes §, 7, & et n'. Or, ¢’étaient ces termes du premier
degré qui créaient toute la difficulté; cette difficulté a done dis-
paru avec eux.

Il en est de méme si, an lieu du Probléme des trois Corps dans
le plan, on a & traiter le Probléme des trois Corps dans I'espace.

Si, en effet, on choisit comme variables

Ah A'“ El’ E'lx P P’y
ST YT TTRRE YRR R A

F ne contiendra pas de terme du premier degré par rapport aux
£/, aux 7,, aux p et aux q.
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146. Dans le Chapitre IX, nous avons reconnu que les équa-
tions canoniques

d.’I‘,' dF dyi dF

) R T
peuvent étre satisfaites formellement par des séries de la forme
suivante

[

xi= 2} + po! + pral ..,

(2) e
Y= Wi pyi + PRy 4.

ot les z¥ et les 3} sont des fonctions périodiques des quantités
wi= n;t + ©; (t=1,2, ..., n)

et sonl représentées par des séries ordonnées suivant les sinus et
cosinus des multiples des w, de fagon que 'on ait

(3) xf(ou y{-‘): Ap+ZAcos(mywy—+ mewg+...-muw,+ I

La valeur moyenne A, de ces fonctions périodiques peut d’ailleurs
étre choisie arbitrairement.

Il s’agit maintenant de reconnaitre si ces séries sont conver-
gentes. Mais la question se subdivise; on peut demander en effet :

1° Si les séries partielles (3) sont convergentes, et si la conver-
gence est absolue et uniforme.

2° En admettant qu’elles ne convergent pas absolument, si 'on
peut grouper les termes de fagon 3 obtenir des séries semi-con-
vergentes.

3¢ En admettant que les séries (3) convergent, si les séries (2)
convergeront et si la convergence sera uniforme.
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Discussion des séries (3).

147. Rappelons de quelle maniére nous avons obtenu les
séries (3). Nous sommes arrivés & des équations de la forme sui-

vante
dr¥

S no
e dwp

= ZBcos(mywi+ mawe+...4+~muw,+ h)

[équations (12) du n° 127] et nous en avons tiré

(3 bis) z;?_EBsin(m,w,—!—m?wg—F...—i— mywn,+ k)
=

+ Ao
myn—+ meny ...+~ mupnl ’

A, étant une constante arbitraire.

La série (3 bis) converge-t-elle absolument et uniformément?
S’il en était ainsi, la somme de cette série devrait rester finie pour
toutes les valeurs du temps. Or, j’ai démontré, dans le Bulletin
astronomique (t. I, p. 324), que la somme des termes d’une
pareille série ne pouvait constamment rester inférieure a la moitié
d'un quelconque de ses coefficients.

Donc, pour que la série (3 bis) converge uniformément, il faut
que la valeur absolue du coefficient

B
mind-+mynd +...+—mynd

soit limitée.
Supposons, pour fixer les idées, deux degrés de liberté seule-
ment et soit n° = r, n)= —1; la série (3 bis) devient

; Bm|mg Sil’l(l771 W+ m2w2+hm‘m,)
Ay
myn — my

et la valeur absolue des coefficients

(4) Bm,m.
myn— my
doit étre limitée.
Il est clair d’abord que cela ne peul pas avoir lieu pour les
valeurs commensurables de , 2 moins que B, .., ne soit nul toutes

les fois que
ms _
my
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Nous sommes donc conduits & nous occuper du cas ol 7z est
incommensurable et envisager spécialement ceux des diviseurs
myn — m, qui correspondent aux réduites successives de .

Je dis d’abord que, quelle que soit la série des nombres B, ,,,
on peut trouver un nombre incommensurable 2 (aussi voisin que
I'on veut d’'un nombre donné) et qui soit tel que la valeur absolue
des coefficients (4) une soit pas limitée.

Soient, en effet,

2y % A %p
G oE
les réduites successives de n.

Soient .
l[, )\z, eony )‘[H ceey

une suite quelconque de nombres positifs indéfiniment croissants.
Je dis gqu’on peut toujours choisir le nombre n, de telle fagon que

BB,

nfip—ap

(5) >,

Nous avons, en effet, d’aprés la définition des réduites,
Ap1 == Ap—q~+ ApBpi1s Bp+1=Bpa+ Bpapres

@piq élant un entier positif que nous pouvons choisir arbitraire-
ment, sans altérer en rien les p premiéres réduites
On a, d’autre part,

I
[nBp—ap| < B Boapms
Nous pouvons donc choisir 'entier ap,., de telle fagon que la
valeur absolue de n 3, — o, soit aussi petite que nous le voudrons,
et, par conséquent, de fagon a satisfaire & I'inégalité (5), quels que
soient les nombres B, 2, et X,.

Comme les nombres X, sont assujettis seulement 3 étre indéfi-
niment croissants, nous pouvons choisir arbitrairement les ¢ pre-
miers de ces nombres (quel que soit ¢), et par conséquent les ¢
premiéres réduites; le nombre n peut donc étre aussi voisin que
I'on veut d’'un nombre quelconque donné.

En revanche, on peut souvent trouver un nombre n tel que la
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série (3 bis) soit convergente; supposons, en cffet, que la série
2 Bm,mycos(m, wy-+ mawsy + h)

converge et, ce qui arrivera d’ordinaire, de telle facon que on ait,
pour toutes les valeurs de-m, et de m,

(6) | Bon,m, | <2 K ol Blnal,

K étant un nombre positif quelconque, et « et § deux nombres
positifs plus petits que r.

Prenons n = \/5; p et g étant deux entiers premiers entre eux

et tels que pg ne soit pas carré parfait. 11 vient alors

1

myn —+ ms,
min — s

_ (myn+my)q

2 P
pmi—qgm;

”l%ﬂ")_mi ‘<q(lmlln+|m?l)?

d'oll

L Kg([mlfn + | my|) almi Biml,

By, m, sin(mywy 4+ mowy + h)
myn — my

ce qui prouve que la série (3 bis) converge.
Mais on peut évidemment choisir les entiers p et ¢, de telle

-
sorte que \/5 = n soit aussi voisin que I’on veut d’un nombre

(uelconque donné.

Nous sommes donc conduits au résultat suivant, que j’énonce
en I'étendant tout de suite au cas général.

Soient K un nombre positif quelconque, ay, 2, ..., a, des
nombres positifs plus petits que 1.

Je suppose que l'on ait une inégalité analogue a (6), et que
j’écrirai

|B] < Kall'nll.al;ngl' .. al"’-nnlf

c’est ce qui arrivera d’ordinaire.
Dans ce cas, on pourra choisir les nombres

0
% .., nd,

de telle sorte :

1° Qu’ils soient aussi voisins que 'on veut de n nombres donnés,
H.P — 1L 7
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et en méme lemps que la série (3 bis) ne converge pas uniformé-
ment;

2° Mais on pourra les choisir également de telle sorte qu’ils
soient encore aussi voisins que 'on veut des mémes r nombres
donnés, et que la série (3 bis) converge uniformément.

On congoit aisément 'importance de cette remarque. En effet,
les observations, quelle que soit d’ailleurs leur précision, ne peu-
vent faire connaitre les moyens mouvements qu’avec une certaine
approximation. On pourra donc toujours, en restant dans les
limites de cette approximation, s’arranger de fagon que les sé-
ries (3 bis) convergent.

D’un autre ¢6té, on peut se demander s’il peut se faire que les
séries (3 bis) convergent pour les valeurs des constantes d’inté-
gration z} comprises dans un certain intervalle (on se rappelle
que les n} dépendent des x}). D’aprés ce que nous venons de voir,
cela ne serait possible que si la série

ZBcos(mywi4...+ muw, + k)

ne contenait qu'un nombre limité de termes, c’est-a-dire si, dans
la fonction
F=Fi+ pFi+ p2Fy4-.. .,

chacune des fonctions F,, Fy, ..., dans son développement sui-
vant les sinus et les cosinus des multiples des ), ne contenait qu'un
nombre fini de termes.

Il n’en sera pas ainsi en général, etla fonction IF,, par exemple,
sera une série d’une infinité de termes. Mais, dans la pratique, on
dirigera le calcul de fagon & étre ramené au cas ou les fonctions F;
n’ont qu'un nombre fini de termes. En effet, la série I', étant con-
vergente, tous les termes, a ’exception d'un nombre fini d’entre
eux sont extrémement petits. Il serait donc sans intérét d’en tenir
compte dés la premiére approximation.

Voici donc ce qu'on sera conduit a faire : dans la série Fy, tous
les termes, sauf un nombre fini d’entre eux, pourront étre regardés
comme du méme ordre de grandeur que ; mais il y en aura qui
seront du méme ordre de grandeur que p?, d’autres, plus petits
encore, qui seront du méme ordre de grandeur que p3, etc. Dans
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les autres séries Fy, F3, on trouvera de méme des termes de ces
divers ordres de grandeur.
Nous pourrons donc écrire en général

Fi=Fio+Fig+Fia+...+Fip+...,

F.x représentant ceux des termes des F; qui peuvent étre regardés
comme du méme ordre de grandeur que p*. Ces termes sont en
nombre fini. Cette maniére de décomposer F; comporte évidem-
ment un assez grand degré d’arbitraire.
Soit maintenant @' une quantité qui soit du méme ordre de
grandeur que p et posons
Fip= p'*®; 4.

Tous les termes de ®; 4 seront finis et nous pourrons écrire
F=Zpip%d; ;.

Gréce a cet artifice, F dépend maintenant de deux paramétres,
et ®; 4 ne contient qu’un nombre fini de termes. Comme les deux
paramétres p et p’ sont du méme ordre de grandeur, nous ferons

w = Ay et nous aurons
F=Zp%d,,

@, ne contenant qu’un nombre fini de termes.

Cet artifice, que j'ai peut-étre exposé un peu longuement, mais
dont 'application peut se faire trés rapidement, montre que dans
la pratique on pourra toujours se supposer ramené au cas ou cha-
cune des fonctions F; ne contient qu’un nombre fini de termes.

Discussion des séries (2).

148. La question de la convergence des séries (3) étant ainsi
tranchée, il y a lieu de se demander si les séries (2) convergent.

Mais cette question se subdivise.

Les séries (2) dépendent, en effet, de i« et des constantes d’inté-
gration 2. On peut donc se demander :

1° Si les séries (2) convergent uniformément pour toutes les
valeurs de p1 et des z] comprises dans un certain intervalle.

2° Si les séries (2) convergent uniformément pour les valeurs
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suffisamment petites de . quand on donne aux x! des valeurs con-
venablement choisies.

A la premiére question on doit répondre négativement.

En effet, supposons que les séries (2) convergent uniformément
et écrivons-les sous Ia forme suivante

x; = z'? -+ Pv(?i(wk) xl%; (J.),

Yi= Wi+ P-qli(wlcr wz‘l IJ‘)!

v; et §; étant des fonctions développables suivant les puissances
croissantes de W, et périodiques par rapport aux w, dépendant
d'ailleurs des z? d’une maniére quelconque.

Résolvons les équations (7) par rapport anx x} et aux ;. On
pourra tirer de ces équations les x} et les w; sous la forme de
séries ordonnées suivant les puissances de p et dont les coefficients
dépendent des z; et des y;.

Il est facile de s’en assurer; on n’a, en effet, pour voir que le
théoréme du n° 30 est applicable, qu’a remarquer que, pour u=o,
les équations se réduisent 4

) =z, wi=Yi
et que le déterminant fonctionnel des premiers membres est égal
a 1. On n'a d’ailleurs qu’a appliquer la formule de Lagrange géné-
ralisée,
On trouve ainsi
(8) (I/‘?:.Z‘,—J—}MP;(_}//‘, Z ey l"')7
(9) Wi:}’i_*‘f“l“,z'(yk) Xk P’)!

¢; et ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances
de uniformes par rapport aux x et aux ¥ et périodiques par
®, p PP Y P q p
rapport aux y.
Les équations (8) définissent ainsi n intégrales uniformes de
q g
nos équations différentielles.
D’un autre coté, nous avons posé

w;= n;t + ©y,

icients n; ainsi définis dépendent de w et des 2?2; si ¢
et les coeffi t définis dépendent d tdes z?; si ces
quantités peuvent varier entre certaines limites, on pourra en dis-
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poser de fagon que les coefficients n; soient commensurables
enire eux.

Dans ce cas, on pourra trouver un nombre T, tel que les n;T
soient des multiples de 2=. Par conséquent, quand on donnera
a p et aux ] ces valeurs particuliéres, les équations (7) repré-
senteront une solution périodique de période T. L’existence de n
intégrales uniformes nous forcerait 4 conclure que 7 + 1 des expo-
sants caractéristiques relatifs & cette solution périodique sont nuls.

Mais il y a plus.

Les séries (7), par hypothése, doivent satisfaire aux équations
différentielles

o de_ dF i aF
) @ S dy AT dm

Nous avons vu qu’en donnant aux n constantes d'intégration z}, cer-
taines valeurs particuliéres, les séries (7) représentent une solu-
tion périodique de ces équations. Pour achever de déterminer
cette solution, nous donnerons également aux n constantes d’inté-
gration m; certaines valeurs particuliéres.

Soit

(10) zi=fi(t), ye=Si(%)
la solution périodique ainsi obtenue. Posons
zi=fi+k, yi=fi+wu

et formons les équations aux variations des équations (1) (Cf.
n® 53). Les séries (7) devant satisfaire aux équations différen-
tielles, quelles que soient les constantes x} et wx, on obtiendra
2 n solutions particuliéres linéairement indépendantes de nos équa-
tions aux variations en faisant

o do; dnp de;
& -—-vtlc+tp~2dw dzl #m’

_ dny Ay dn, | dys
=y t+t2dw azt T gy’

— d‘Pi Y
Ei_”dwk’ m—Ezk—t—p.de

g =1, sii=k et osiizk

(Lk=1,2, ..., n).
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Dans les fonctions

de; de; dYy;  dy;
(1) d—-wp) (71‘70‘, m, d.’l‘/“c,

les constantes z} et wy doivent étre remplacées par les valeurs qui
correspondent 4 la solution périodique (10); les fonctions (i1)
deviennent ainsi périodiques en &.

Il en résulte que les 2n exposants caractéristiques sont nuls.
Or nous savons qu’il n’en est pas ainsi en général.

Donc, en général, les séries (2) ne convergeront pas uniformé-
ment quand p et les z§ varieront dans un certain intervalle.

C. Q. F. D.

149. 11 nous reste a traiter la deuxiéme question; on peut
encore, en effet, se demander si ces séries ne pourraient pas con-
verger pour les petites valeurs de p, quand on attribue aux z}
certaines valeurs convenablement choisies.

Ici nous devons distinguer deux cas.

En général, les n; dépendent non seulement des 2}, mais encore
de p et sont développables suivant les puissances de .

Nous avons vu, en outre, que 'on peut choisir arbitrairement
les valeurs moyennes des fonctions ¢; et §;; nous avons vu, de
plus, que 'on peut choisir ces valeurs moyennes de fagon que
Pon ait

n; = ng)

n}:nf:...: nf’:...:o,

c’est-a-dire que les r; ne dépendent plus de .

Nous pouvons donc distinguer le cas ot les r; dépendent de p
et celui ou les »; ne dépendent pas de p.

Supposons d’abord que les r; dépendent de p. et en méme temps
qu’il n’y ait que 2 degrés de liberté.

Soit alors

ny=n{+pnl-+-pini..., Wy =nt+w;

ny=nr+pnl-+ping 4. Wy = Nyt + @,

D'autre part, 1, %2, %1, €t y, devraient étre développables sui-
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vanl les puissances de . et de telle sorte que z, Z2; Y1 — %,
y2— w; soient périodiques en w, et wa.

Cela devrait avoir lieu pour les valeurs suffisamment petites
de p. Or, parmi les valeurs de p. inférieures & une certaine limite,

. n .
on peut toujours en trouver de telles que le rapport —* soit com-
ny
mensurable, puisque ce rapport est une fonction continue de p.
. n P ’
Or, si le rapport — est commensurable, les séries (2) représen-
ny

tent une solution périodique des équations (1) et cela, quelles
que sotent les deux constantes d’intégration &, et ©,.
St les séries (2) convergeaient, & cette valeur commensurable

n . . . . L e g
de ;‘ correspondrait une double infinité de solutions périodiques
%

des équations (1).

Or nous avons vu au n° 42 que cela ne peut avoir lieu que dans
des cas trés particuliers,

Il semble donc permis de conclure que les séries (2) ne conver-
gent pas.

Toutefois le raisonnement qui précéde ne suffit pas pour établir
ce point avec une rigueur compléte.

En effet, ce que nous avons démontré au n° 42, c’est qu’il ne
peut pas arriver que, pour toutes les valeurs de pinférieures a une
certaine limite, il y ait une double infinité de solutions périodi-
ques, et il nous suffirait ici que cette double infinité existat pour
une valeur de . déterminée, différente de o et généralement trés
petite.

Ainsi nous aurions une infinité de solutions périodiques pour
. ==0 el pour ==&, et nous n’en aurions qu’un nombre fini
(en ne regardant pas comme distinctes les solutions qu’on déduit
les unes des autres en changeant ¢ en ¢ + &) pour les valeurs de p
comprises entre o et Ho-

Il est trés invraisemblable qu’il en soit ainsi, et cela suffit déja
pour rendre fort improbable la convergence des séries (2).

Mais il y a plus : il n’y aurait d’intérét & constater la conver-
gence des séries (2) que si cette convergence avait lieu pour une
infinité de systémes de valeurs des constantes z} de fagon qu’on
puisse toujours trouver un de ces systémes qui différe aussi peu
que l'on veut d’un systéme de valeurs quelconque donné de ces
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mémes constantes. Or si un pareil fait se présentait, il y aurait une
intinité de valeurs de u pour lesquelles les solutions périodiques

qui correspondent i une valeur commensurable donnée du rap-

n . .
port n_’> sont en nombre infini.
2

On pourrait d’ailleurs trouver une infinité de pareilles valeurs
de @ dans Lout intervalle, si petit qu’il soit, pourvu qu'il soit assez
voisin de o. Les exposants caractéristiques devraient étre nuls
pour toules ces valeurs de w (Cf. n® 34), et comme ces exposants
sonL des fonctions continues de w (C/. n® 74) ils devraient étre
identiquement nuls.

Nous avons vu qu’ll n’en est pas ainsi en général, et nons devons
donc conclure que la convergence des séries (2), en admettant
gu'elle se produise pour certains systémes de valeurs des 7, ne
pourra pas avoir lieu pour une infinité de ces systémes.

C’est une rsison de plus de regarder comme invraisemblable
dans tous les cas la convergence des séries (2); car on ne voit pas
bien ce qui distinguerait des autres les valeurs des z? pour les-
quelles cette convergence aurait lieu.

On peut enfin se demander ce qui arriverait si I'on choisissait
les valeurs moyennes des fonctions o; et ‘;‘i de telle sorte que

n;— Il,o

nl=nl=...=nf=...=o0.

Dans ce cas, les n; ne dépendent plus de u, mais seulement
des z}.

Ne peut-il pas arriver que les séries (2) convergent quand on
donne aux 2} certaines valeurs convenablement choisies ?

Supposons, pour simplifier, qu'il y ait deux degrés de liberté;
les séries ne pourraient-elles pas, par exemple, converger quand x|

et z¢ ont été choisis de telle sorte que | t 2 soit i
2 q [+ rappor — S$01fL 1Incom
iy
mensurable, et que son carré soit au contraire commensurable
ny . . ..
(ou quand le rapport —— est assujetts a une autre conditicn ana-
. 2

logue a celle que je viens d’énoncer un peu au hasard)?
Lies raisonnements de ce Chapitre ne me permettent pas d’af-
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firmer que ce fait ne se présentera pas. Tout ce qu’il m’est permis
de dire, c’est qu'il est fort invraisemblable.

Comparaison avec les méthodes anciennes.

150. Je n’ajouterai qu’un mot : quel est, a défaut d’un moyen
d’assurer la convergence des séries, le meilleur choix 4 faire des
valeurs moyennes des xf et des y¥? Je crois qu’il convient de
choisir ces valeurs moyennes de telle facon que les zf et les y#
(a partir de z} et de y}) s’annulent pour £ =0, de telle fagon que
les 2} représentent les valeurs initiales des xz; et les w; les valeurs
initiales des y;.

Si ensuite, on considére les séries ainsi obtenues

zi=z) + pxi+ w2zl ...,

) . .
Fi= wi Py ERYE .

les zf, les w; et les y? dépendront de p; si 'on développe ces
quantités suivant les puissances de {1, puis qu’'on ordonne suivant
les puissances croissantes de w les seconds membres des équa-
tions (1), on obtiendra le développement selon les puissances de
de celle des solutions particuliéres de nos équations différentielles
qui admet z? et w; pour valeurs initiales des x; et des y;.

On sait que ce développement esl convergent pour les valeurs
de ¢ suffisamment petites.
Soit

;= + pkl +p2bl .,

(2)

Yi=nlt w4 pnl A4 pinl 4

les £7 et les 1P sont des fonctions du temps non périodiques, mais
ne dépendent plus de w; de plus, ces fonctions s’annulent de
méme que les z? et les ¥? pour £ =o.

De la fagon dont nous venons de déduire le développement (2)
du développement (1), il est permis de tirer quelques conséquences
au sujet de la forme du développement (2).

Ainsi, pour obtenir §/, il suffit de faire p = o dans I’expression
de z}. Rappelons comment z} dépend de p; 2} est une fonction
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périodique des quantités que nous avons appelées

Wy, Wy .oy Wy

et 'on a d’ailleurs
w; = n;t + ;.

®; est une constante d’intégration et n; dépend de w; si donc on
fait n = o, n; se réduit & n}, puisqu’on a

n;=nd +-pnl+pin}f ...

Par conséquent, w; se réduit & n?t + w;, et x} reste une fonction
périodique des quantités n) ¢+ w;.

Donc §! ne contient pas de terme séculaire.

Pour obtenir £, il suffit de faire p = o dans

dr}
dp.

+z}.

En raisonnant comme nous venons de le faire, on verrait qu'en
faisant p = o dans x} on n’y introduit pas de Lterme séculaire. On
a, d’autre part,

dr} dny dz}
dy dp dwy’
ou, pour p =0
dx} , dz}
TR

.. . dx! . ,
On voit ainsi que I’expression de Tij contient des termes sécu-
laires, mais il faut faire une distinction; j’appellerai termes sécu-

laires mixtes les termes de la forme
tPsinat ou ¢Pcosat,

et termes séculaires purs les termes de la forme ¢7.
Je puis écrire

1
= Apg+ S Aysinat +~ ZBycosat.

n} d_—wk

En effet, le premier membre est une fonction périodique des w el
pour & =o0, on a w;— n?t + ;. 51 A, est nul, I'expression £} ne
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contient pas de termes séculaires purs, mais peut contenir des
termes séculaires mixtes. Si A, n’est pas nul, I'expression £} con-
tient des termes séculaires purs.

1l est un cas ol A, est certainement nul, c’est celui ol aucune
des quantités r) n’est nulle, et ouil n’y a entre les n? aucune rela-
tion linéaire a coefficients entiers (cas du n° 123). En effet, on a

alors
1 1
A0= Zn}f[%] et [;l—:l]—c]:—o,

en désignant par [U] la valeur moyenne d’une fonction moyenne
d’une fonction périodique U de wy, wa, ..., wp,.
Mais voict un autre cas ou A, est encore nul.

Je suppose que
. ng=n2=...=n,‘{=o,

et que, d’autre part, le rapport de n{ a » soit incommensurable.
Posons
x! = ZCsin(my w4+ mawy 4.4~ m,wp+ h),

my, my, ..., m, étant des entiers et C et & des constantes quel-
conques.

Telle est, en effet, la forme du développement de z}, puisque
cette fonction est périodique par rapport aux w.

Il vient alors

dx}
1 dwl =32CScos(mywy+~mewl+... mpw,+ h),
&

Zn

on

Pour p. =0, 1l vient

dxz!}
1 i
nj —— —=32CScos(at +
k dowr ( B),
ou
a = myn}+ myn, B=mo+ my@e+...-+ My, + k.

D’aprés les hypothéses faites plus haut « ne peut étre nul que si
m, = my=o0. Il vient donc

Ag==CScosf,

la sommation s’étendant a tous les termes tels que m, =m, =o.
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Soit maintenant
Fi=ZX2Dcos(m Y1+ meys+...+ mpyn—+ k),

D et k étant des fonctions de zy, Zs, - .., Zp. Telle doit étre la
forme dela fonction F, qui est périodique parrapport aux y.

Soit D, et k, ce que deviennent D et k quand on y remplace z;
par 2?. Soit

F} = ZDgcos(mywys—+ maws —+...+ mpw, + ko)

ce que devient F; quand on y remplace z; par z{ et y; par w;. La
fonction z} sera définie par I’équation

1

5 0 d.’I‘i _ dF?

np ——— = ’

dwy dw;
d’on

1 Dy m; \ k
x! = 5 COS (M Wy A My Wy .. o= My Wy + ko)»
myn+ mqgnj

d’ou

. Do m;
=,
myng+— myng

h=ko.

Si {==1 ou 2, C s’annule quand on a m; = my = o et A, estnul,
Donc £? et £? contiendront des termes séculaires mixtes, mais ne
contiendront pas de termes séculaires purs.

Au contraire les expressions

£, & ..., &

pourront contenir des termes séculaires purs.

Appliquons cela an Probléme des trois Corps.

Reprenons les séries du n° 140.

Les n} sont nuls, 4 I'exception de r§ et nj.

Développons les quantités A et V; suivant les puissances crois-
santes de w; il viendra

A = AO—O—}LA‘O‘)—I— P2A2Ch+""
A =A{,+;LA®+ }L2A2®+...,
Vi=V)+pVit +p2Vi? +.
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DIVERGENCE DES SERIES DE M. LINDSTEDT. 109
les AQ) et les V¥ sont des fonctions de ¢ indépendantes de p et

s’annulant avec ¢.

D’aprés les considérations qui précédent, les AG ne contien-
dront pas de terme séculaire; c’est le théoréme de Lagrange sur
Vinvariabilmé des grands axes quand on néglige les carrés des
masses.

2 . , . . .
Les A@ contiendront des termes séculaires mixtes, mais pas

de terme séculaire pur; c’est le théoréme de Poisson sur I'invaria-
bilité des grands axes quand on néglige les cubes des masses.
Les V! ne contiendront pas de termes séculaires, mais les Vi’
contiendront des termes séculaires, tant purs que mixtes.
Revenons au cas o les n} sont tous différents de o et ne sont
liés par aucune relation linéaire & coefficients entiers. On a alors

dz?! 1 d?x!

3 3 T
3 SCi el e

pour w =o.

On verrait comme plus haut que z} ne donne pas de terme sécu-
? .
> ne donne pas de terme séculaire pur. On a, d’autre

. dzx
laire et que

dy
part,
2! dz} d2wp A2z} dwy dwy,
dpt ZEM “dpr i dwidwy dp dp

Le second membre peut s’écrire

t2nt =t dﬂx, wn
atZnal + E dw;,dwh e

Nous avons donc encore des termes séculaires mixtes, mais nous
n’avons pas de termes séculaires purs parce que la valeur moyenne
dx} d2z}

? dwr dwy,

Le méme ralsonnement s’appliquerait évidemment aux termes
suivants du développement, ¢’est-a-dire aux EX.

Ainsi, dans le cas particulier du Probléme des trois Corps, défini
au n® 9, le grand axe demeure invariable, au sens de Poisson,

des deuvees est Lloujours nulle.

quelque loin que P'on pousse Papproximation.
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De méme, avec toute autre loi d’attraction que celle de Newton,
les développements des quantités qui correspondent aux grands
axes ne contiennent pas de termes séculaires purs, quelque loin
que 'on pousse I'approximation. Ces quantités sont donc inva-
riables au sens de Poisson.

Ainsi se trouvent ratiachés a la méthode de M. Lindsted les
théorémes fameux de Lagrange et de Poisson.

(Vest a M. Tisserand que 'on doit 'idée de la possibilité de ce
rattachement.

Ces considérations m’aménent a une derniére remarque.

Il peut sembler que des développements que nous avons établis
dans les Chapitres précédents, on ne puisse lirer aucune conclu-
sion puisqu’ils sont tous divergents.

Considérons, en effet, le développement de arc sinu et écrivons

arcsin = u+ Ay ud 4+ Ay us+...;

nous pouvons en déduire
pt=sinput + Asin3 e+ AssinSut+. ...

(Comme les puissances sin3 ¢, sin® it peuvent facilement se déve-
lopper suivant les sinus des multiples de ¢, ne semble-t-il pas
que l'on puisse en déduire le développement, au moins formel, de
la fonction p.f en série trigonométrique?

Il en serait de méme évidemment de p2¢2, de pesinat, ..., et
de tous les termes que 'on peut rencontrer dans le développe-
ment (2).

Par conséquent, dire que les fonctions représentées par ces
séries (2) peuvent étre développées en séries purement trigo-
nométriques, du moment qu’il s’agit d’'un développement pure-
ment formel, c’est, & ce qu’il semble, ne rien affirmer et cela
ne peut rien nous apprendre au sujet de la forme de ces sé-
ries (2).

Ce serait se méprendre; si I'on voulait, en employant Vartifice
grossier que je viens d’appliquer a4 la fonction p¢ (je n’oserais
affirmer que personne ne l'a jamais fait) réduire les développe-
ments (2) 4 une forme purement trigonométrique, on introduirait
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une infinité d’arguments différents. Ce que nous apprennent
les théorémes des Chapitres précédents, c’est que les développe-
ments formels sont possibles avec un nombre limité d’arguments.
C’est cela qu'on ne pouvait prévoir et d’ou il est permis de tirer
de nombreuses conclusions au sujet des coefficients des séries (2)
ou de ceux des autres séries analogues que I’on rencontre dans le
Problé¢me des trois Corps.
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CALCUL DIREGT DES SERIES.

151. Il ne sera peut-éire pas sans intérét de revenir sur les
résultats obtenus dans les trois Chapitres précédents et d’en
dégager la signification. Mon but est d’ailleurs avant tout de
montrer comment on pourra calculer directement les coefficients
des développements que nous avons appris & former d'une maniére
indirecte et dont nous avons ainsi démontré Vexistence. Celte
existence une fois établie, le calcul de ces coefficients peul se faire,
en effet, d’'une fagon plusrapide, sans qu’on doive s’astreindre aux
nombreux changements de variables qui nous ont été nécessaires
plus haut.

Je commencerai par considérer le cas particulier des équations
du n° 134.

Dans ce n° 134, nous avons montré que, par des procédés ana-
logues & ceux du n° 123 légérement modifiés, on peut satisfaive
formellement 4 nos équalions canoniques en faisant

;=] -+ prt - prir} ..,
0 1 0,2
V=it Ry /Y.,

les xf et les y{-‘ étant des fonctions périodiques de quantités que
j'appellerai w, saaf 3! qui devra se réduire & w;; les 7 sont des
constantes arbitraires dont dépendent d’ailleurs les autres fonc-
: k k E]
tions x} et ¥y, et 'on a
w; = n;t + w;,

®, étant une constante d'intégration et n; une constante dépendant
de i et des x) et développable suivant les puissances de .

On peut, par les procédés du n° 126, donner a ces séries une
infinité de formes et cela de telle sorte que les valeurs moyennes
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des fonctions périodiques xf et yf soient telles fonctions arbi-
traires que 'on veut des x).

Observons qu’aprés comme avant la transformation de ces séries
par les procédés du n° 126, I'expression Zz;dy; (considérée
comme fonction des w; pendant que les z} seront regardés comme
des constantes) devra étre une diflérentielle exacte.

Soit donc encore

F=TFp+ pFi+ p2Fy ...,

Supposons qu’il y ait 2 variables conjuguées deux a deux; que
les variables de la premiére série soient de deux sortes; nous
appellerons celles de la premiére sorte les x;, celles de la deuxiéme
sorte les ;.

Les variables de la deuxiéme série conjuguées des x; s’appelle-
ront les y; et celles qui sont conjuguées des z; s’appelleront
les 5}, de sorte que nos équations canoniques s’écriront

dr; _  dF dzy _ dF

‘ de T dy” Tdi Ty

) \dy  dF  dyj __ dF
(717 T T dw,  Tdr T T dmp

Je suppose que F, dépende des z;, mais non des y;, des y;, ni
des z;, que F est périodique par rapport aux y; et aux y;; que, si
I'on appelle R la partie moyenne de Fy (en considérant pour un
instant ¥, comme une fonction périodique des y; seulement,
mais non des y;), R ne dépende pas des y;, mais seulement des z;
et des z;. Ce sont, en somme, les mémes hypothéses que celles du
n° 134.

Nous avons vu alors qu'on peut satisfaire formellement aux
équations (1) par des séries de la forme suivante

zi=z] + pz} +pref ...,

ri= 2P - pat - e+
Yi=w; +pyl +piyl o,
R e e L

(2)

’

les zf, =¥, y% [ étant des fonctions périodiques des w; et

des w; dépendenl en outre des conslantes z} et z;° et dont les

valeurs moyennes peuvent étre des fonctions arbitrairement
H.P. — 1L 8
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choisies de ces constantes, ce qui se verrait par un raisonnement
tout pareil 3 celui du n° 126. On a de plus

w; = n;t + w}=n§t+w;~;

les w; et les ) sont des constantes d’intégration; les n; et les n;
sont développables suivant les puissances de ., de sorte que

n;=Spknf,  nj=Spkalk
avec

n?zo, ny® =o.

La possibilité d’un pareil développement étant établie par le
n° 134, je me propose d’en calculer directement les coefficients.

A cet effet, je suppose que, dans les équations (1), on substitue
les développements (2) et que, par conséquent, on ne regarde
plus nos variables comme exprimées directement en fonctions du
temps, mais comme dépendant du temps par l'intermédiaire des w
et des w); ces équations (1) deviendront

° 5 dr; .0 dz; _ _d_F_
(3) e L R

....................... seaseny

Aprés la substitution des développements (2), il viendra d’ailleurs

dF 3
E:EH,‘X{C, ——7=2}L,"Yi,
équations analogues aux équations (9) et (10) du n° 127, et de
méme
dF
—_— = k X'k —_—_—— = 3 '-k.
), = WS, dz, = Y
Les X¥, Y& X'¥ Y/ seront des fonctions des w;, des =¥, des y},
des z} et des mémes lettres accentudes. Elles seront périodiques
par rapport aux & et aux w'.
Recherchons, comme dans le n° 127, de quelles variables dépen-
dent toutes ces quantités. Comme

dF, _ dFy _ dFy _
dy; do T dy. T
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on voit que les X%, XX, les Y;* dépendront seulement des

0 1 k—1
Tiy Xiy ooy Ty T,
[ 1 A—1

Yis Yir» vy Yi

et des mémes lettres accentuées' tandis que les Y{-‘ dépendront en
outre des x¥, mais non des x}, des y¥, des y/%.
Considérons I'expression

d.z',-
.4/,, np —— dw

Substituons-y, a la place de z;, son développement (2) et & la place
des ni leur développement suivant les puissances de T Cetle
‘expression deviendra développable suivant les puissances de p, et
pour employer des notations analogues a celles du n° 127, j’écrirai
son développement sous la forme suivante

s ankéi%:":E’anzj—:.i—l—ZpP zjxo Surl?,

( ank;{—— =2'}Lpno 5}’; +E[.1Pnpgﬁ — ZurTE.

Il faut convenir que le signe T exprime une sommation étendue
a toutes les valeurs de 4 et & toutes les valeurs de p depuis o jus-
qu’a linfini, et le signe ¥’ une sommation étendue i toutes les
valeurs de k et a toutes les valeurs de p depuis 1 jusqu'a l'infini.

Il convient de se rappeler que y¢ = w;, y;° = w; et d’adjoindre
aux équations (4) deux autres équations de méme forme o les
lettres z:, i, ¥, y?, 20, y?, ZP et T? sont remplacées par les
mémes lelires accentuées.

Nous écrirons de méme
(5) Zpng j = X' nj d;% -+ ZpPnf ;:;‘ — ZprUf,

Il faut convenir que la sommation X s’étend a toutes les valeurs
de p de 1 A l'infini et la sommation ¥’ A toutes les valeurs de p
de 2 a l'infini et nous adjoindrons A cette équation (5) trois autres
de méme forme oil les lettres

N p—1 9 p
z, 7Y, =y, Ui
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seront respectivement remplacées par

yo i oyl VE
ou par

i, xf™, 2, UP,
ou par

Yo ¥ o0 VI
Nous obtiendrons alors une série d’équations analogues aux équa-
tions (14) du n°® 127 et qui s’écriront, en remarquant que les 7}
etles 2}’ sont des constantes et que les y? et les y;® se réduisent a
w; et w;

d dz??
2pnd d:) + Zpny 5:% =X+ 7P+ U2,
dy? dyPt
send ZXL mpnid L = YP4 TP VP — n?,
(6) de de
I'p I.p.—1 , ,
senk L s S _xp e zp o vp,
&
dy'? vy dyPl
Send dLWtk + e 5;},}6 =YP+ TP+ VP—np.

Pour p =o, le premier membre de chacune des équations (6)
doit étre supprimé et il en est encore de méme du second terme
de ce premier membre pour p=1. Il suffit, pour s’en rendre
compte, de se rappeler la signification conventionnelle attribuée
aux signes 2 et ¥’ dans les équations (4) et (5).

Soit maintenant U une fonction périodique quelconque des w;
et des w;. Convenons de représenter par [U] la valeur moyenne
de U considérée pour un instant comme fonction périodique
des w; seulement. 1l résulte de cette définition que

dauy_ dU7 _ d[u]
dw; =0 dwi |~ dw} '

Nous représenterons par [[U]] la valeur moyenne de U consi-
dérée comme fonction périodique & la fois des w; et des w}. Clest
une constante, indépendante des w et des o/, tandis que [U] indé-
pendante des o était encore une fonction périodique des w'. Pre-
nons alors dans les équations (6) les valeurs moyennes des deux
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membres, il viendra

p—1
soyp Lo _ixey graoun,

dwiy,
p—1
sag A7E] _pyp e vE
(7) ,
d Z‘lp_i ] 1 '
= ny —[d_vv}c—]=[xtp+zf+Urp],

’ d ;p_‘ 4 ! ! ’
| s 20T pyvp e up .
Les premiers membres doivent étre supprimés pour p =1.
Voyons comment ces équations (6) et (7) nous permettront le
calcul des coefficients du développement (2).
Dans les équations (6) faisons d’abord p = o. Il vient (puisque

Z?, UJ, ..., sontnuls

et que les premiers membres doivent étre supprimés, ainsi que je
I'ai dit plus haut)
o=o0, Y!=n! Y0 = nio.

Ces équations nous donnent les valeurs des n{ qui, d’ailleurs, nous
sont déja connues et nous apprennent que les 2;° sont nuls, puisque
les Y}? le sont.

Considérons mainlenant les équations (7) en y faisant p =1,
il viendra (en observant que Z}, U}, ... sont nuls)

[Xi]1=[X{]=0,

(8) 1 . '
[YiI=nri, [Yi]=ni.

Pour interpréter ces équations, il convient de rechercher ce que
c’est que les quantités [X!], . ... Pour avoir X}, X|! et Y}!, il faut
envisager les dérivées

dF, dF, dF,
dyy dyp  da)

et y remplacer les z;, les ), les y; et les y, par 2}, x}°, wi, w
Soit F} le résultat de cette substitution dans F,, on aura

dF} ' dF?} - dF?}
1 1 1 1 1 _ 1
X dw,;’ X dw}’ Y dz’

[Fi]= 1}*,

R* étant le résultat de la méme substitution dans R.
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D'od
dR* dR*
=20 = MN= =
(%3] dw; 0 [X#] dw’’
dR*
M — — —/—_.
[Yil=— 2

D’aprés nos hypothéses, R ne dépend pas des y et des 3, ni par
conséquent R* des w et des /.

Done [X}] et | X}'] sont nuls, et [ Y;]* ne dépend que des x{ et
des z° et est, par conséquent, une constante.

Des quatre équations (8), les deux premicres sont donc satis-
faites d’elles-mémes; la quairiéme peut nous donner n}’, puisque
le premier membre est une constante.

11 vient ensuite (en appelant F; le résultat de la substitution
des z? a la place des a; dans )

Yi— _2 d2Fy « dF}

Zp— ——=>
Y dz9 0
& dxy dz}, dz?

d’ou
diF} dR*
1o N o iy 2
(9) . Zk dz¥dag L7k~
4 : A . A dR'
Les n; doivent étre des constantes, et il en est de méme des —;

i

il doit donc en étre de méme des [z} ].

. . das
En effet, pour avoir zj, il faut, dans d_}’;c (n° 134), remplacer

les ¥ et les »' par les w et les w'; ou, ce qui revient an méme, si
Von fait cette substitution dans S,, on aura

d51

1
X, =
& awy;

Or
Sy = Zraypyr+ 85,

S’, étant périodique par rapport aux y et aux y', et les o ; étant
des constantes; on aura donc

, ds,
Tp= &1 k+ dwk’
d’ou
[#k]= 2.4

C. Q. F. D.
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' Envisageons la premiére des .équatlons (7) en y faisant p = 5 ;
siles [z]] sont des constantes, il reslera

Or, il résulte des définitions que

[Z{)] =0, Uf=o.
Il vient done
[X?]=o.

Cette conclusion, ol nous avons été conduit en nous appuyant
sur la possibilité du développement démontrée dans les Chapitres
précédents, peut étre obtenue directement.

On a en effet

d:F
2 _ 1
(10) ‘ Xi= dw; dwy, dwk Edwtawk
10
d2 F1 d? Fl '1 dF2
E + 2 T T dzy Tkt 2 Gorrdas dw,dzg T8 T G,

Il va sans dire que dans F, et F,, je suppose les y;, les i, ...,
remplacés par les w;les 27, .. ..

. dF .
Il est clair que la valeur moyenne de ——= est nulle; il me reste
dW[

donc 2 montrer que la somme algébrique des valeurs moyennes des
quatre premiers termes du second membre de (10) est également
nulle.

En effet, supposons les expressions

d2Fl 1 d2F1 1
dwidwi’ TP dwidwy’ TET o

développées en séries trigonométriques procédant suivant les sinus
etles cosinus des multiples des ;. X? se trouvera ainsi développé
en une série de méme forme et il s’agit de calculer les termes de
celle série qui sont indépendants des w;.

11 suffit pour cela de calculer les termes indépendants des w;

dans le produit
a@F
dWi dwk Yk

et dans tous les autres produits énalogues.
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Or on obtiendra les termes constants de ce produit en considé-

rant un terme de
d2F1
dw; dwy’
dépendant de

CoOS(mywy—+ Mmawy ...+ Mgawy)
(si je suppose que le nombre des w; soit égal 4 ¢) ou de
sin(my Wi~ Mawy ... Mgwy),

par un terme de )4 dépendant du méme cosinus ou du méme sinus.
Observons d’abord que nous n’avons pas & nous inquiéter du

cas ol
my=ms;=...= my;=0.

En effet,
d*F,
dW[ a'w,,

étant une dérivée par rapport a w; d’une fonction périodique par
rapport aux w, ne peut pas contenir de termes indépendants des w.
Cela n'est pas sans imporlance, et en effet il en résulte que nous
n’avons pas besoin de calculer les

[rk) [#k) ...

Or les équations (6) vont bien nous donner les y;, les 2}, ..., 4
une fonction arbitraire prés des o, mais elles ne nous donneraient
pas les valeurs moyennes de ces fonctions. Nous venons heureu-
sement de voir qu’elles nous sont inutiles.

Soit done
my, My, ..., Mg

un systéme quelconque d’entiers positifs ou négalifs et n’étant pas
tous nuls & la fois. Posons

Mywy+ mawy +...+~mgwg=h.

Nous chercherons dans les deux facteurs de chacun des termes du
second membre de 'équation (10) les termes en cosh et ensin /e et
nous verrons s'ils donnent des termes indépendants des w dans X7.

Soit done
Acosh +Bsink
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les termes de F, dépendant de /. Il est clair que A et B seront des
fonctions des z}, des z° et des w.
Les termes correspondants seront

Dans %S:vk : —mymy(Ac+ Bs),
Dansﬂ : m-(— dA s+ -‘—iE c>
dw;dw), ¢ dwl dw) )’
Dans —ﬂ : m,-(— ili s+ BZE c)
dw;dxr}, dz)). da$ 7 )’
Dans ﬂ : m,(—ﬂ s+ ﬁ c>
dw;dz’? dx)? dz)? ")’

(les lettres s et ¢ sont mises, pour abréger, pour sinf et cosh).
Maintenant nous avons les équations (6), en y faisant p =1, qui

deviennent

dz} dF,
90 = 2,
Enk dwk + dW,'
JC /ALl
an dwk dx,-’

avec deux autres équations ou les lettres z}, ¥}, w; (et non pas wy)
et 2} sont remplacées par les mémes lettres accentuées. Si done
nous posons

1
miny+ mend ...+ mygnfd= M’

nous verrons que les termes en sinZ et cos/ seront

dA dB
1 7 e —
Dans y; M( v s ) c),
dA dB
,1 S — —_— ———
Dans yj : M(_dx’,c" s 2z c),

Dans z} : +~Mmz(Ac—+ Bs),

dA dB
Z aa o 4o
Dans 2z, : +M<dw}c s ), c).

Silon remplace dans le second membre de I'équation (10), on
voit que tous ces lermes s’annulent. On a donc bien, comme nous
I'avions prévu,
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Cela posé, en faisant dans les équations (6) p =1, on pourra cal-
culer sans peine
1 1 1 1
Yis iy Vi, @,
a une fonction arbitraire prés des o',

Nous connaissons alors n}, n}, n}' et

.}’ll_[.y:]y 1"1—[‘7":]’ yit—I[ritl, &t —[a1].

Nous savons de plus que [z}] est une constante, c’est-a-dire une
fonction des 7 et des z}°; et, d’aprés la remarque faite au début
et analogue & celle de la fin du n°® 126, nous savons que cette fonc-
tion peut étre choisie arbitrairement. Nous devons donc conclure
que ] est entiérement connu.

Nous avons ensuite a déterminer

[#:'] et [yi].

Nous nous servirons pour cela des équations (7), en y faisant p =».
Si nous remarquons que

[Z2] = (U] = (T2 = [V =o,

nous verrons qu’elles deviennent

Zn

' d Z'Ii‘ B
¢ 2zl —px,

(11

11
( =np d‘[li;‘k] =[Y?]—n

Nous avons donné plus haut[équation (10)] I'expression de X};
il suffit, pour en déduire celle de X%, d’y changer w; en w; et, pour
en déduire celle de Y2, d’y changer w; en x;°.

On aura donc dans [ X}?], par exemple, des termes de la forme
suivante :

&F, d*F, ,]
() [z 4] [dw;dx,gwk'

et on trouvera
d2F, ' d2F, . . d2R* .
[dw dwr? ﬁ] [—_dw;- dwn (ri~[ykD ]+ r,,, dw [yil;

&F; 1 [ d*F,
|y =] = [ Zwpany (eA—LetD + Gy LM
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Mais, par hypothése, R ne dépend que des z; et des x}, par
conséquent les dérivées de R* par rapport & w; sont nulles. D’ou
cette conclusion :

Les termes (12) qui entrent dans le second membre de la pre-
miére équation (11) ne dépendent que de

sh=lrk), =b—[=i], ...

qui sont connus, et non pas de [y4], [24], - - - qui sont inconnus.
[X?] est donc une fonction cornnue des ' et nous pouvons, par
conséquent, déduire de 1a la valeur de [ z;'], & une condition tou-
tefois, c’est que

[[x)]=o.

Cette condition doit étre remplie d’elle-méme, puisque nous
savons d’avance que le développement est possible.

Pour la méme raison, [ Y;*] est une fonction connue; en effet,
nous connaissons maintenant [z}], [#}'], mais nous ne connais-
sons pas encore [‘y;‘] ni [y}, Or les termes de [Y;*] qui dépen-
dent de [y}] et de [ %] s’écrivent

&2R* AR .,
— X a2 aar, 4D

et, comme R* ne dépend pas des w ni des ¢/, ils sont nuls et la
seconde équalion (i1), jointe

[[Y?2]) =,

nous donnera n;2 et [;'].

Ayant ainsi déterminé [z}'] et [y;'] & l'aide des équations
(7,3,2) et (7, 4,2), je veux dire de la 3¢ et de la 4° équation (7),
ou I'on a fait p = 2, occupons-nous de déterminer [z?].

La maniére la plus simple est de se servir de ce fait que P'ex-
pression

Ex;dy;+ Zojdy;

doit étre une différentielle exacte.

Si dans cette expression nous remplagons z;, ¥, ... par leurs
développements (2), le coefficient de chacune des puissances de
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124 CHAPITRE XIV.

devra étre une différenticlle exacte; les différentielles suivantes
S z)dw;,

2 (@} dw; + 2} dy}),
(@} dw;+ x} dy] + 20 dy}),
S (ztdw;+ ztdyt +xldyt+ 2 dy}),

devront done étre exactes. Par le signe ¥’ on doit entendre que la

sommation doit étre étendue 2 tous les indices £ et de plus aux
lettres accentuées.

S’il y a, par exemple, ¢ lettres y; sans accent et Alettres y; affec-
tées d’accent, on aura

Y2l dw; = 29 dwy + 2§ dws +.. .-+ @) dw,
+ &0 dw| + 2P dwl+ ...+ wi dwy.

Comme, d’autre part, les 2} et les z}° sont des constantes,
2ol dy¥
sera toujours une différentielle exacte, de sorte que nous pour-
rons écrire
le‘} dWi = d(?i,
= (zfdw;+ 'z} dy} = dp,,
(13)
(@} dw; -zt dyt + z} + 2t dy}) = dos,

De plus, ¢, @2, ¢3, .-. devront étre des fonctions des w et
des &' dont les dérivées seront périodiques.
Voyons comment I'équation

Saldw;+ 2z} dy} = dp,
va nous permettre de déterminer [z7]; elle nous donnera

. 1 dy!l d:

Mais, comme les dérivées des ¢, doivent étre périodiques, on

aura
d@z
—= | = const.,
dwp
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ce qui nous donne

(14) [#3]+=2 I:xz1 %] + 3 [ A d‘}’lk] = const.

Dans cette équation (14) tout est connu, sauf [x}]. Nous con-

dy!
t dy L
puisque nous connaissons y; —[y}]. Quant a la constante du
second membre, une remarque f{aite plus haut montre qu'elle
pourrait étre choisie arbitrairement.

Nous pouvons done caleuler [3].

Calculons maintenant [y]] a I'aide de I'équation (7, 2, 2). Cette
équation s’écrit

naissons, en effet, 2}, 2;*, ;' et nous connaissons égalemen

A 4
(15) s d[“f]

=[Y]—ni,
d’ou I’on tire, en égalant les valeurs moyennes prises par rapport
aux o',

(16) (Y] = ni.

Or Y? ne dépend que des z/, y!, z}', yi' et z?. Les z}, x* et 3
sont entiérement connus; au contraire, nous ne cONNaissons que
yi—[»!] et [#}]- Voyons donc comment Y} dépend de z} et
de y}. On trouve

d:F d*F
2 _ __ 0 2 1 1
Yi= TV ds], kT Tt dwr TR A

A étant entiérement connu.
On en déduit

Yn=-3 d;i;'f;;g 1]
_2[__(15;(1;;% ()’1’:-[]’1’:])] zd v [ril+[A)

d*R”
Tt dwy, SO0 nuls, [Y2]
est enticrement connu et les équations (16) et (15) nous donne-
ront n; et [y}].

Comme R* ne dépend pas de wyet que les ———
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Nous déterminerons ensuile et successivement x} — [x}] par
(6, 1, 2), &' —[#] par (6, 3, 2), y? —[»"] par (6, 4, 2),
yi—[yilpar (6, 2,2), [2] par (7,3, 3), [»/'] et n’ par (7, 4, 3),
[z}] par (14, 3) [je veux dire par une équation déduite de la troi-
siéme équation (13), comme (14 ) I'a été de la seconde équation (13)
un peu plus haut],[ y?] et n} par(7, 2, 3), puis 2} — [2}], 2> — [z*],
Py 3 — 30 [, [T et nih, [l]s [ ot nd, etc.,ete,

Sil’on a soin de faire le calcul dans cet ordre, on ne sera jamais
arrété; car chaque équation ne contient qu’une seule inconnue,
celle qu'il s’agit de déterminer.

Je rappelle d’ailleurs que les valeurs moyennes

(=L Uy [21), [y

peuvent étre choisies arbitrairement en fonctions des z] et des x°.

Pour que I'intégration soit possible, certaines conditions doivent
étre remplies; mais nous savons qu’elles le sont (ce qui ne serait
sans doute pas facile 3 démontrer directement), puisque nous
savons d’avance que le développement est possible.

Application au Probléme des trois Corps.

132. Nous avons vu au Chapitre XI comment les principes du
n° 134 sont applicables au Probléme des trois Corps. Il en sera
de méme évidemment des résultats du numéro précédent qui se
déduisent immédiatement de ces principes. Dans ce Chapitre XI,
nous avons successivement adopté les variables suivantes

A’ A,’ Ty
(l) = )‘h )‘,1’ )
A, Aly Piy
2 !
(2) ( )\U )"1) Wy,
3 A, A, Vi,
) 3 hey A, e

Avec le systeme (3), les équations du mouvement prennent la
méme forme que celles du n° 134 et du numéro précédent.
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-Mais le changement de variables qui fait passer du systéme (2)
au systéme (3) est assez pénible, et le plus souvent les excentri-
cités sont assez petites pour qu'on puisse l'éviter par I'artifice que
j'ai indiqué ala fin du n° 140. Je rappelle en quoi il consiste. Dans
la fonction F, les termes de pF, qui dépendent des puissances des
excentricités et des inclinaisons supérieures a la troisiéme sont
trés petits. Si donc je pose

pFy= pF{-+ p2Fy,

pI, représentant 'ensemble des termes de degré 3 au plus et w2 F,
es termes de degré 4 au moins . sera trés petit et F, sera fini.
les t de degré 4 , W2 F, trés petit et I fi
Je pourrai écrire alors

F =Fo+ [.LFli—l'— [J-“’(F;—FFQ)—I— [J.3F3+..-

et F sera encore développé suivant les puissances de w. Mais, si
l'on considére F, comme fonction périodique de A, et A, sa valeur
moyenne ne dépendra pas des w;, de sorte qu’avec les variables (2)
les conditions du n® 134 sont remplies.

Il est vrai que la signification du paramétre p. devient ainsi un
peu différente de celle que nous lui attribuons d’ordinaire; mais
cela importe peu, puisque le but de ce paraméire est seulement
de metire en évidence 'ordre de grandeur des différents termes.

Une fois ces conventions faites, les résultats du numéro précé-
dent deviennent immédiatement applicables au probléme qui nous
occupe. Mais, afin d’éviter les difficultés qui ont fait I'objet du
Chapitre X1I, j’adopterai, au lieu des variables (2),les variables (1),
ce qui aménera dans ces résultats quelques modifications sur les-
quelles il est nécessaire d'insister. Pour plus de symétrie dans les
notations, j’écrirai dans le reste de ce Chapitre A et N au lieu de ),
et A, F, au licu de F;, F; au lieu de F} 4 F,. Il ne peut, en effet,
en résulter aucune confusion.

Nous savons que les variables (2) sont, au point de vue formel,
développables suivant les puissances croissantes de p. de la maniére

suivante
A = ZukA,, A’ = ZpkAp,

@ A =Tphe, N =Skl
( pr= EP-"P{'C; w; = Spkwf,
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Les Ax, A, My Mgy 0¥, 0¥ sont des fonctions périodiques des w et
des o', sauf le cas de k =o0; Ay, A et les p sont des constantes;
Ao et X, se réduisent & w, et w; et w? A wh.

Si nous adoptons les variables (1), on aura de méme

(4) o;= Spkof, = Spksf,

ot ¥ et ¥ seront des fonctions périodiques des w et des o/, et il

viendra, sil'on égale pour abréger a 2} la constante y/2p},

o) = y2pf cosw! = x{ cos w},
? = /20! sinw! = 2? sinw}.
Jajoute que
Adh 4 AdN + Zp;dw;

devant étre une dilférentielle exacte, il en sera de méme de

A a)l + A'dN + Sa; dry,
puisque
o drey = 2p; dm,-+%2‘. d(s:%).

Si nous donnons & w;, W}, n;, n;, ... le méme sens que dans le
numéro précédent, nos équations vont s'écrire

A dA dF
~ ikl Sph S22 2
(%) Zru dwy B dw), dr’

équation analogue & I'équation (3) du numéro précédent comme
les développements (4) sont analogues aux développements (2) du
numéro précédent.

A I'équation (5) il faut naturellement en adjoindre d’autres ou
les lettres A et A sont respectivement remplacées par A’ et W,
Aet—A, Net— A', o; et t;, t; et — o;. J'ajoute que le nombre des
paramétres « est de 2 dans le Probléme des trois Corpsetde n — 1
dans le Probléme des n Corps; tandis que le nombre des para-
métres @' est de 4 dansle Probleme des trois Corps, de 2n — 2
dans le Probléme des n Corps dans I’espace, et seulement de n — 1
dans le Probléme des n Corps dans le plan.

Substituons les développements (4) et ceux des n; et des n; dans
les équations (5), les deux membres de ces équations deviendront
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développables selon les puissances de p. et nous pourrons écrire

dF dF ,
———‘ = ZppP LP’ Y = Zy.PLp,
dr dF ,

ax == —gp =l
dF » dfF »
a5 = IwPSh — g = BeR e

2

équations analogues aux équations (9) et (10) du n° 127 et a
" d’autres équations rencontrées au numéro précédent.
Poursuivons toujours le calcul comme au numéro précédent et
posons

dA,
dwk

dA dA,
Eknkd—wk = X' prn} +Zp.Pn,’:d—wZ—-2p.PZ,,,

équations ou les signes = et ¥ ont méme sens que dans 1'équa-
tion (4) du numéro précédent et a laquelle il faut adjoindre
d’autres équations on les lettres

A, Ap, Ao, Z,

sont remplacées par les mémes lettres accentuées ou par
Ay Ap, Ay, Tp,

ou par les mémes lettres accentuées, ou par

[1]
iy O'f, G Zfa
ou enfin par
. 0 )
Tiy 15')7 Ty Ti .

On voit qu'il faut éviter de confondre les lettres Z, et Z7, T,
et TZ,
Nous poserons de méme

dAo

dwj ZprUp,

dA dAp_
Zing 2wy = Z'prnit dv:;,l + ZpPnf

équation on les signes T et ¥ ont méme sens que dans ’équa-
tion (5) du numéro précédent et a laquelle il convient d’adjoindre
d’autres équations de méme forme o les letires

A, Ap—l, Ao, Up
H.P. —IL 9
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sont remplacées par les mémes lettres accentuées ou par
)‘) )‘p—h )\01 va
ou par les mémes lettres accenluées, ou par

1 0 T
Gy Gf y O, Uf
ou
-1 0
Ty Tf y Ty Vf
Nous pouvons écrire maintenant une série d’équations analogues

aux équations (6) du numéro précédent.
Si nous posons, pour abréger, pour une fonction z quelconque

ces équations s'écriront

MMy A Ap = Lp4 Zp U,
6 5 Ahp +AXp gy — Ly +Tp+ V,—nf,
¢ ( At + Aot =8P+ 7P 4+ UP + n P2 0sinw),

AP 4 AP = 8F + TP + VP — niP z)® cos w.

Aux deux premiéres équations (6), il convient d’en ajouter deux
autres, qui en dilférent parce que toutes les letires y sont accen-
tuées, 4 I'exception de n? qui est remplacé par n”. De méme qu’au
numéro précédent, pour p = o, le premier membre doit étre sup-
primé, et pour p =1 le second Lterme du premier membre.

En égalant les valeurs moyennes des deux membres par rapport
aux ¢, on obliendra des équations analogues aux équations (7)
da numéro précédent. Elles s’écriront

A[Aps]=[Lp+Z,+U,], -
A[Xpy] =[lp +Tp+ Vp]—nf,
N[e?™'] =[S? + Z! 4+~ U?] + n 2} sin v,

A1) =16F + TP o VI ] — nfPz0 cosw),

A(7)

Pour p = o et 1, le premier membre doit étre supprimé.
Adjoignons encore des équations analogues aux équations (13)
et (14) du numéro précédent.
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Nous avons vu, en effet, que
Adh + AdN + Zo;dr;

doit éire la différentielle exacte d’une fonction dont toutes les
dérivées sont périodiques; il en sera donc de méme des expres-
sions suivantes
ZAgdhg + Zaf dr?,
Z(Ardho+ Agdry) + 2 (o} di} + of di}),
S(Agdhg 4+ Aydhy+ Agddy) 4 E(cl drl + o} d} + ol de}),

Dans chacune de ces expressions, le premier signe T s’étend aux
deux planétes, de telle sorte, par exemple, que

ZAy d)\o = Ay d)\o—l— A:) d)\;).

Si nous regardons un instant les w' comme des constantes et les
w comme seuls variables, ces expressions demeureront a fortiori
des différentielles exactes, mais dt} et do) seront nuls, de sorte que

e dr} et oldiP = d(s2<0)

scront des différentielles exactes. Comme il en est de méme de
Aod),, et que Xy = w,, A= w», les expressions
Aydwy+ A, dws,
Asdw;+ Ay dws + ZAdhy + B0} drl,
Azdwy+ Aydwy -+ Z(As dhy+ Aydhs) + = (o} drf + o} ar}),

seront encore les différentielles exactes de fonctions dont les déri-
vées sont périodiques et dont, par conséquent, les dérivées par
rapport i &, et w, ont une valeur moyenne indépendante des /.

En raisonnant alors comme au numéro précédent quand nous

avons déduit les équations (14) des équations (13), nous trouve-
rons

{ [A1] = const.,
d)\ d’C! §
(8) 5 [A3]+2[A1 E“T"‘J-FZ[O': (%l;] = const.,
d)y dhy , dr} g4l
[A;J—FE[AzW—Q—Al m]—kz[o’i d_(vl_i—ci dw, = const.,
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Considérons d’abord les équations (6) en y faisant p = 0; nous
verrons facilement qu’elles sont satisfaites d’elles-mémes pourva
que (ainsi que nousl’avons supposé) A, et Aj soient des constantes,
Ao et A) se réduisent & w, el w,, o} et 7] & z;° cosw] et =’ sinw}, que
r}' soil nul, et que n{ ait une valeur convenable.

Passons maintenant aux équations (7) en y faisant p =1, il
viendra, comme aux équations (8) du numéro précédent,

[Ll]::o, [l‘]:n},

8 bis
¢ ) [S}]= — njtx}, [8!]= nitdl.

Nous reconnaitrions, comme au numéro précédent, que [L,], [S}!]
et [©}] sont les dérivées de R parrapport & A, & 7; et & — a;; il fau,
bien entendu, remplacer dans R, A, A, o; et 7; par A, X, ] et 7},
Or nous avons trouvé au Chapitre X 'expression de R, qui esl

ZA,‘(O‘?—G— ":g)—r‘B,

B et A; étant des fonctions de A et A'.
On voit ainsi que les équations (8 bis), sauf la deuxiéme, sont
satisfaites d’elles-mémes, pourvu que

! 0
nit=—2A;

(ou A} et B, sont ce que deviennent A; et B quand on y remplace
les A par les A,), car

[Li=o, [Si]=2A0<), [8]]=—2A)c].
D’autre part,

d2F, da2F,

dA?
)= — gxz (M= Zxsans -

dAq

dB,

’ p—
[Ai] z dAo

(22 —

2

comme [A,] et [A)] doivent étre des constantes, ainsi que nous
I'avons vu plus haut, [l,] sera également une constante, ce qui
nous permettra de 'égaler a n].

Pour continuer le calcul, en suivant le méme ordre que dans le
numéro précédent, il nous faut maintenant considérer les équa-
tions (6, 1, 1), (6, 3, 1), (6, 4, 1).

Les premiers membres se réduiront &

AA,, Ac}, Ax},
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etles seconds membres seront des fonctions connues et périodiques
des w et des @' dont la valeur moyenne, par rapport aux w, sera
nulle, puisque les équations (7) (p = 1) sont satisfaites.

On pourra donc opérer l'intégration comme au numéro précé-
dent et au n® 127, et I'on connaitra

M—[Ay), ol —[ofl, = —[~];

comme nous savons que [A,] se réduit & une constante et que cette
constante peut étre choisie arbitrairement, nous pouvons regarder
A, comme entiérement connu.

Envisageons I’équation (6, 2, 1) dont le premier membre se
réduit 4 AX,. Comme le second membre ne contenait d’autre quan-
tité inconnue que A,, il devient une fonction connue des o et
des o' et le procédé que nous venons d’appliquer nous donnera

A —[M]

Il faut maintenant déterminer [o}] et [7/] & I'aide des équa-
tions (7, 3, 2) et (7, 4, 2). Le second membre de ces équations
n’est pas entiérement connu. Ils ne dépendent pas, en effet,
des [M], mais ils dépendent des [A,], des [o;] et des [7;]. Les
termes qui dépendent de ces quantités peuvent s’écrire :

1° Dans I’équation (7, 3, 2) par exemple,

&2 R* , IR
Zrdn, M + X v T dol dc“ [o4)+ X Zopaeg [

Le premier terme est connu puisque [A;] est connu. D’aprés la
forme de la fonction R* donnée plus haut, toutes les dérivées

R
secondes sont nulles, sauf . Les deux derniers termes se rédui-
l

ront donc 3
2A0 [} ] = —nit[*}].

1l y a, en outre, dans le second membre de (7, 3, 2), un terme
1o 10 .° r
en n?x? sinw; et, dans le second membre de (7, 4, 2), un terme
en — n;?x;" cosw] qui contiennent la quantité inconnue n3.
Le second membre de (7, 3, 2) est donc égal & — r}'[<}], plus
une fonction connue des w' (et de r}*). De méme, le second membre
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de (7, 4, 2) se réduira & une fonction connue des o' (et de n}?);
de sorte que nos équations deviendront
(9) [ct]+nt‘["::]—?1+n ‘Z‘Iiosinw;,
A[r}]— nit[o}] = g2 — ni? &0 cosw,
4 €t ¢, étant des fonctions périodiques connues des o/, Soit, pour
abréger,

h=miw]+myw,+...4- mywy,

les m' étant des entiers quelconques, et de méme

7

N =mini'+ mynd 4. . .+ mgnit.
Soient
Aycosh + Bysinh,

A,cosh + Bysinh
les termes en 4 dans les fonctions connues ¢, et ®2. Soient

Cycosh + Dysink,
Cycosh + Dysink

les termes en £ dans les fonctions inconnues [¢}] et [1/]. 1l s'agit
de calculer les coefficients C et D en fonction des coefficients A
et B.

Les équations (9) nous donnent, en identifiant,

ND; + nit Gy = Ay,
— NGy + n;'D, = B,,
ND,— njt Gy = A,,
— NC; — nj'D; = B,.

(10)

Ces équations (10) nous feront connaitre les coefficients inconnus
C et D, 4 moins que le déterminant ne soil nul; or ce déterminant
est égal a

[N2—(nit)2]2.
Il ne peut donc s’annuler que si
N == njt,
c’est-a-dire (puisqu’il n’y a aucune relation linéaire a coefficients

entiers entre les n}') si
h==+w;
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ou (puisque nous ne devons pas considérer comme distincis les

termes en ket en — h)
h = wj.

Identifions donc en égalamt dans les deux membres de (9) les
termes en w;. J'écris k pour abréger au lieu de o) (et N au lieu
de n}'), puisque je suppose ici k= &/, et je conlinue a désigner
par Ay, By, ... les coefficients de cosh, sink dans les fonc-
tions ¢,, etc. Seulement ici les équations (10) n’auront plus la
méme forme, parce qu’il faut tenir compte des termes en 7;* qui
entrent dans le sccond membre des équations (g). Nous aarons

done
N( D,+C2)=A1,

N(— C; + D) = B, + ni2x}®,
N( Dy—Cy)=A—n2xy,
—N( G;=-Dy)=B,.

(10 bis)

Pour que ces équations soient compatibles, il faul évidemment

qlle
A+ Bg =0
et
(11) As— By =2n%x?.

La premiére condition doit étre remplie d’elle-méme, puisque
nous savons que le développement est possible. La seconde nous
donnera la valeur de n}.

Ces conditions étant remplies, les équations (10 bis) ne sont
plus distinctes. Elles nous donneront G, et D,, si nous connais-
sons Gy et D,. Je dis que C; et D, peuvent étre choisis arbitrai-
rement. Je le prouverai par un raisonnement analogue a celui
du n° 126. En effet, on ne change pas la forme des séries en ajou-
tant 3 Ay, Ay, aux z°, aux w et aux o' des fonctions arbitraires
de w, des A, et des x,° divisibles par p.. Le nombre de ces fonc-
tions arbitraires est le méme que celui des variables, ¢'est-a-dire
de 12 par exemple pour le Probléme des trois Corps dans l'espace.
On peut donc s’en servir pour satisfaire a 12 conditions. Nous
pouvons, par exemple, nous en servir pour que les valeurs
moyennes de A, A, A, N, ainsi que les coefficients de cosw) et
sinw} dans les quatre fonctions 7;, soient des fonctions arbitraires
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de w, et des constantes A, et z}°; ces fonctions devront éire déve-
loppables suivant les puissances de ., et, en considérant séparé-
ment les divers termes de ce développement, on verrait que 'on
peut choisir arbitrairement les coeffigients de cos w) et sinw| dans
les diverses fonctions <7 et, en particulier, C; et D,.

Les équations (9) nous permettent donc de déterminer [o/]
et [1;]-

Déterminons maintenant[A,]; nous nous servirons pour cela de
la seconde équation (8), ol tout est connu, excepté [A.].

De méme pour [A,].

Calculons maintenant [A,] a I'aide de (7, 2, 2). Cette équation
[comparez avec I'équation (7, 2, 2) du numéro précédent et avec
le raisonnement que nous avons fait quand nous nous en sommes
servi pour déterminer [ y/]] peut s’écrire

N[A]=A—n3,

A étant une fonction périodique entiérement connue de o'. Cette
équalion peut s’intégrer si Von égale n?4 la valeur moyenne de la
fonction périodique A, de telle sorte que la valeur moyenne du
second membre soit nulle. On déterminerait de la méme maniére
[Ai] et n}. Reste a déterminer ensuite par les mémes procédés

A, —[As] par (6, 1, 2),
a?—[s?] par (6,3, 2),
w2 —[<}] par (6,4, 2),
Ay —[X2] par (6, 2,2)

[a?], [x?] et i par (7,3, 3) et (7,4, 3),
[As] par la troisiéme équation (8),

o . [A:2] et n3 par (7.2, 3),
et ainsi de suite.

Propriétés diverses.

153. Les six quantités Ay, XAp, 6P, <P, nf, n;?, définies dans le

numéro précédent, sont des fonctions des A,, des w, des x,° et
des w); mais, comme on a

6! = z}0 cos w, ) = 2%sinwj},
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nous pouvons également les considérer comme des fonctions
des Ay, des w, des o et des t}. Je me propose de démontrer que
ces fonctions sont développables suivant les puissances des s}
et des 1. .

Cette proposition est susceptible d'un autre énoncé évidemment
équivalent. Reprenons les variables Ay, w, 2;°, w}; nos fonctions
Ap, ... seront périodiques par rapport aux & et aux ', et, par
conséquent, développables en séries trigonométriques. Soit

Acosh ou Asink

un terme d’une de ces séries; je suppose que
h=32mrwg~+ Zmpwy,

les m; et les m;, étant des entiers positifs ou neoatlfs Les coeffi-
cients A sont des fonctions des A, et des z}°

Eh bien, notre proposition peut s’énoncer comme il suit ;

A est développable suivant les puissances des zi{. Le dévelop-
pement est divisible par

(z0)lmil

Iy

et tous ses termes contiennent ' @ une puissance paire si m;
est pair ou & une puissance impaire si m; est impa.ir.

Pour démontrer cette proposition, je me servirai d'un raison-
nement de récurrence. Dans le numéro précédent, nous avons
déterminé successivement les fonctions Ap,, ... par une série

‘équations auxquelles je conserverai ici le méme numérotage que
dans le numéro précédent.

Il s’agit de démontrer que les valeurs des fonclions déterminées
par ces équations sont développables suivant les puissances des ¢}
et 7.

Jobserve d’abord que, I étant développable suivant les puis-
sances des o; et des 7, les fonctions _que nous avons appelées L,
lp, SP, ®F sont développables suivant les puissances de

Aty Asy eeer Apy ...
! ’ " { (et des mémes lettres accentuées)
) M, day eeer Apy e
1) 1 2 P
Gy Gi, s, P Y e
0 1 p
Tiy TP, 11?1 cavs Ty I
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Il en résulte, si I'on se rappelle la signification des quan-
tités Z,, etc., que les seconds membres des équations (6) seront
développables suivant les puissances des quantités (12}, de leurs
dérivées par rapport aux w et ¢ et enfin des n? et des n}?.

Je me propose de démontrer que toutes ces quantités, ainsi que
les seconds membres des équations (6) et (7), sont développables
suivant les puissances des o} et des 1 ; pour cela je vais passer en
revue la série des opérations par lesquelles nous avons, dans le
numéro précédent, déduit ces quantités les unes des autres et je
montrerai qu'aucnne d’elles ne peut altérer cette propriété.

Ces opérations sont les suivantes :

1° Substituer dans le second membre des équations (6), & la
place des quantités (12), de leurs dérivées, des n? et des n?, leurs
valeurs antérieurement calculées. Comme le second membre de (6)
est développable suivant les puissances des quantités substituées
et que ces quantités substituées (puisque nous raisonnons par
récurrence et que nous supposons que les quantilés déja calculées

jouissent de la propriété énoncée) sont elles-mémes développables
0
i
substitution sera aussi développable suivant les puissances des o} et
des 7.

suivant les puissances des &} et <}, 1l est clair que le résultat dela

. 2° Prendre la valeur moyenne d’une fonction périodique connue
.S0it par rapport aux w sealement, soit par rapport aux w etaux o',
" Cest ce qui arrive quand on déduit le second membre de (7)

de celuide (6), ou bien encore lorsqu’on annule la valeur moyenne
du second membre de I'équation (7, 2, 2), en égalant n? 4 la valeur
moyenne de A (vide supra, vers la fin du numéro précédent).
Comme cette opération consiste & supprimer des termes dans le
développement trigonoméirique de la fonction considérée, il est
clair qu’elle ne peut altérer la proposition énoncée.
3° Différentier 'une des quantités (12) par rapport & w ou a w'.
Soit, comme plus haut,

Acosh ou Asink

un terme du développement de la quantité que nous différentions.
La dérivée de ce terme par rapporl 3 w; sera

— Am;sinh ou Am;cosh.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CALCUL DIRECT DES SERIES. 139

Sa dérivée par rapport a w; sera
— Am)sinh ou Amlcosh.

Il est clair que, si A satisfait & la condition énoncée, il en sera

de méme de
*+=Am; etde E£Am;

4° Intégrer les équations (6), (7) et (8).

Quelques-unes de ces équations nous donnent immédiatement
I'inconnue; telles sont les équations (8) et celles qui nous donuent
les n?, qui doivent étre choisis de facon 4 annuler la valeur
moyenne du second membre de (7, 2, p). Mais d’autres équations
exigent une intégration : telles sont, par exemple, les équa-
tions (6) qui ont la forme

dr dx

_— ng =
1 T+ dw, Y

(13) ng

z étant la fonction inconnue et ¥ une fonction périodique connue.

Soit alors
Acosh ou Asinh

un terme de y. Le terme correspondant de z s’écrira

A . A
— 5= sinhk ou —————— cosh.
nimy—+ nymy njmg—+ nymq
Il est clair que, si A satisfait & la condition énoncée, il en sera de

méme de
A

T n{mi+ nm,

Le méme raisonnement est applicable a 'équation (7, 2, p) qui,
aprés qu'on a choisi nf de fagon  annuler la valeur moyenne du
second membre, prend la forme

dz

) 3 nit aw, =y,

¥ élant connu et z inconnu, et est ainsi de méme forme que (13).
Observons d’ailleurs que les #}', de méme que les n}, dépendent
des A,, mais non des z?. Il convient d’ajouter que cette équa-
tion (14) ne détermine Pinconnue z qu’d une constante prés,
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laquelle peut étre choisie arbitrairement en fonction des A, et
des z}?; il faut, bien entendu, pour que le théoréme soit vrai, avoir
soin de choisir cette fonction arbitraire de telle facon qu’elle soit
développable suivant les puissances entiéres des (z°).

De méme, les équations (8) ne déterminent [A,] qu’a une con-
stante prés que l'on peut choisir arbitrairement. Il est nécessaire
de faire ce choix de telle facon que

([4,1]

soit développable suivant les puissances des (z;°)2.

5° L’intégration des équations (7, 3, p) et (7, 4, p) se traile A
peu pres de la méme maniére.

Considérons, par exemple, les équations (9) et reprenons les
notations dont nous nous sommes servi dans I'étude de ces équa-
tions.

Considérons d’abord le cas ot & n’est pas égal 4 ==« et ou le
déterminant des équations linéaires (10) n’est pas nul. Il est clair
alors que si les coefficients A,, By, A,, B, satisfont a la condition
énoncée, il en sera de méme des coefficients C,, D,, C,, D, tirés
de ces équations (10).

Passons maintenant au cas ot 4 = w; et o les équations (10)
doivent étre remplacées par les équations (10 bis).

Nous avons d’abord I'équation
A,— By

e
n}
227

12 = .

Nous supposons que A, et B, qui sont des coefficients du déve-
loppement d'une fonction antérieurement calculée satisfont & la
condition énoncée, c’est-a-dire qu’ils sont développables suivant
les puissances des 7, qu’ils sont divisibles par x;’ et que le quo-
tient ne contient plus que des puissances paires des z;°. Il en résulte
que n;* ne contient non plus que des puissances paires des z et
satisfait par conséquent 4 notre proposition.

Revenant ensuite aux équations (10 bis) on voit que C, et D,
satisfont 4 la condition énoncée pourvu que C, et D, y satisfassent.
Mais nous avons vu que G, et D, peuvent étre choisis arbitraire-
ment; nous pouvons toujours faire ce choix de fagon 3 y satisfaire
et le théoréme bien entendu n'est vrai qu’s cette condition.
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Puisque aucune de nos opérations ne peut altérer la propriété
énoncée, elle est vraie dans toute sa généralité.

184. Observons maintenant que les équations du mouvement
ne changent pas, quand, les A et les p; ne changeant pas, les A
et les w; augmentent d’'une méme quantité.

Reprenons les développements (4) (je conserve encore le numé-
rotage dun® 152); comme nous pouvons choisir arbitrairement les
valeurs moyennes des quantités A, Ap, A, Ny, pF, P, parrapport
aux w et aux ¢/, je me donnerai d’'une maniére quelconque toutes
ces valeurs moyennes.

Les séries (4) sont alors les seules qui satisfassent formellement
aux équations du mouvement et qui satisfassent de plus a cette
double condition que toutes ces valeurs moyennes soient déter-
minées, et que

(15) ZA dX + Zp;duw;

soit une différentielle exacte.

Le calcul du n° 132 détermine, en effet, sans ambiguité les coef-
ficients des séries qui sont assujetlies 4 ces condilions diverses.

Ajoutons maintenant une méme constante @ 3 A, 3 N et aux w;;
nous satisferons encore aux équations du mouvement d’aprés la
remarque faite au début de ce numéro, et nos séries (4) n’auront
pas changé, sauf que 4y, X et ©} seront devenus w, + @, Wy + a
et Wi+ a.

Changeons ensuite w; et w; en w; — o et w;— a. Les séries con-
serveront la méme forme, c’est-a-dire que les A?, les N7, les of,
les w?(p > o) seront encore des fonctions périodiques des w et
des ' dont la valeur moyenne restera la méme. Elles satisferont
encore formellement aux équations du mouvement, puisque jen’ai
fait que retrancher une constante o aux constantes ©; et @; qui sont
arbitraires.

Enfin expression (15) restera une différentielle exacte.

Ces séries ne pourront donc différer des séries (4) qui sont les
senles qui satisfassent 4 toutes ces conditions.

Cela veut dire que les A, les Xp, les w?(p >>o0) ne changent
pas quand on diminue a la fois les w et les w' d’'une méme quan-
tité,
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Ou bien encore que si

Acosk ou Asinh
est un terme du développement de A, X, p? ou w?, et que
h=32m;w;+ Zmiw},

la somme algébrique des entiers m; et m); doit étre nulle.
On en conclurait aisément que, si

Acosh ou Asink

est un terme de of ou<?, cette méme somme algébrique doit étre
égale & == 1; J’ajoute que cette somme est nulle dans le dévelop-
pement de

6” cnswz+tf sinwy,

<f coswy — of sinwy

(et dans celut des mémes expressions o0 wy serait remplacé
par ;).

Des considérations de syméirie et un raisonnement analogue
nous conduiraient & d’autres propriétés.

Ainsi, tout étant symétrigue par rapport au plan des zz, les
équations du mouvement ne changeront pas quand on changera
les signes de A, de N et des t; sans changer A, A’ et less;.

Alors supposons que, dans les développements (4), les valeurs
moyennes des A, et des t¥ que 'on peut choisir arbitrairement
soient nulles. Changeons maintenant

)" l'; T
en
—)\, —_ )\', — T;

et, en méme temps, w; et w; en
—w; et — wj,

Les séries (4) conserveront la méme forme, elles ne cesseront pas
de satisfaire aux équations du mouvement. Les valeurs moyennes
des A, et o7 ne changeront pas; celles des A, et t¥ resteront nulles.
Enfin I'expression (15) restera une différentielle exacte.

Il faut pour cela que les séries (4) n’aient pas changé. Donc les
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Ap et les o? ne changent pas, les A, et les o? changent de signe
quand les w et les w’ changent de signe. .

Cela veut dire que le développement des A et des ¢;ne contient
que des cosinus, tandis que celui des A et des 7; ne contient que
des sinus.

De méme tout est symétrique par rapport au plan des zy et 'on
peut en tirer d’autres conclusions.

Supposons qu’on ait affaire au Probléme des trois Corps dans

I’espace, et soient
Av A” G1, Oay, T3, T4,

!
Xy X; Tiy T2, T3y Th-

Les troisiéme et quatriéme paires de variables définissent
les exceutricités et les périhélies; les deux derniéres paires de
variables définissent les inclinaisons et les neeuds.

En vertu de la symétrie que je viens de signaler les équations
ne changeront pas si oy, &5, T3 et 7, changent de signe, les autres
variables demeurant inaltérées.

On verrait alors, par un raisonnement tout pareil 4 ceux qui
précédent, que les séries (4) ne changent pas, sil’on chaunge 4 la
fois

63, Ou, T3, Tiy Wi, W
en
—03, — G, —T3 —T4 -+ Wi+, W+ T

On doit en conclure que, dans les développements (4) qui pro-
cédent suivant les cosinus et les sinus de

= Zm;w;+ Zmiw},
la somme m} + m) doit éire paire dans le développement de

A A o oy
AN T ow,

el impaire, au contraire, dans le développement de

O3y T4y

T3y  The

155. Au n° 152, j’ai employé pour simplifier I'exposition et les
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calculs un artifice dont j’avais déja parlé a la fin du n° 140 et que
J'at rappelé au commencement du n° 452, Il consiste a regarder
comme du second ordre des termes qui ne contiennent les masses
qu’aun premier degré.

Cet artifice est légitime & cause de l'extréme petitesse de ces
termes; mais il n’est pas sans inconvénient. En effet, la signifi-
cation du paramétre p s’en trouve altérée. En faisant p=o0, on
tombe sur un cas particulier du Probléme des trois Corps, celui o
les masses perturbatrices sont nulles et le mouvement képlérien;
en donnant a4 p une certaine valeur trés petite déterminée, on
tombe sur un autre cas particulier du Probléme des trois Corps,
celui qui correspond aux véritables masses des corps que l'on
considére. Mais, si 'on donne & @ une valeur intermédiaire, les
équations sont celles d’un probléme de Dynamique qui n’a plus
aucun rapport avec le Probleme des trois Corps.

Il n’en serait pas de méme si 'on avait conservé a la letire p sa
signification primitive, que nous avons définie au n° 11; quelle
que soit alors la valeur attribuée & ., les équations sont celles d’un
cas particulier du Probléme des trois Corps correspondant a cer-
taines valeurs des masses.

Il serait donc bien plus salisfaisant de restituer a la letire p sa
signification primitive et de chercher a développer nos variables
non seulement suivant les puissances de @, mais encore suivant
celles de ces constantes que nous avons appelées z;° et qui sont de
I'ordre des excentricités.

Les équations du mouvement sont encore de méme forme; seu-
lement la valeur moyenne de F, que j'appellerai toujours R a une
expression plus compliquée. On n’a plus simplement, comme au

n* 152,
(16) R=B+ XA (c?+1});

mais R est développable suivant les puissances croissantes de o;
et 7; et le second membre de (16) représente seulement les
premiers termes du développement, & savoir ceux de degré o
et de degré 2 (tous les termes étant comme on sait de degré
pair).

Développons donc nos variables (1) suivant les puissances de p
et des z;°; conservons les développements (4) et soit, d’auire
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part,
\Ap.——.Al,,o—l— Apa+Apo—t...y
( ) ) )\p =)\p_0—r~)\p'1+1p_1-1‘—...,
17
( cf;:cf"o—o—cf"—*—o{)'z e
. AR AN SR
ou

p.g _p.
Ap.gs )‘p.q, o Tiq

représentent 'ensemble des termes qui sont de degré g par rap-
port aux z°.
Je suppose toujours
Ag == const., Ao = wy,
et, par conséquent,
Agg=—drog=0 pour g >0;

mais je ne suppose plus

of = 2% cos w}, ! = z sinw}.
Je suppose que o oo
g =T =04
of ' =z coswh, ol = 20 sin wh.

Mais o7, =7'7 ne seront pas nuls.

Ces hypothéses faites, reprenons le calcul du n° 152,

Nous avons envisagé d’abord les équations (6) en y faisant p — o.
Ces équations seront satisfaites pourvu que, »;° étant nul, o) et )
ne dépendent pas des w;, mais seulement des w), ce que nous sup-
poserons.

Viennent ensuite les équations (7), en y faisant p =1 (¢f. équa-
tions 8 bis du n® 152); mais il importe de remarquer que la forme
des équations (6) et (7) est un peu modifiée.

Envisageons, en effet, dans (6,3, p), (6, 4, p), (7,3, p), (7, 4, p)-

le dernier terme du deuxiéme membre. Ce terme doit s’écrire

dq? p daf
Pour (6, 3, p) ..... — Ean c-iw% —_ nkll d“/‘l}‘:,
, dt? p dr!
Pour (ﬁa 4, P) ---- -‘-‘kﬂz‘ —(ZWA__/. —Zn dw};’
(18) 0
Pour 3, P)0.n —x=af dc,-’
our (71 ) . A dw;‘
’ d’to
Pour (7, 4, p\ ..... — lekp Tb\')’;‘
H.P. — 1L 10
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Au n° 132, ¢? et ? se réduisant a
? I [4
zPcosw; et 2fsinw},
ces quatre termes se réduisaient a
sin

! s ’.
=+ n,P.z',-" COSW[,

mais ici il n’en est plus de méme et il faut conserver a ces termes
leur expression (18).

Les équations (7) pour p =1 s’écriront alors

dR
s [Li=55 =0, [h]=ni,
(r9)
dR R da! dR _ o o dt}
dr! £ dwy’ T de? e dwy,’

11 faut supposer, bien entendu, que dans R on a remplacé A, A,
i el T; par Ag, ko, o} et 7l.

Ces équations sont, sous une forme différente, les mémes qui
ont fait 'objet du Chapitre X. La premiére est satisfaite d’elle-
méme. Examinons donc les deux derniéres équations qui doivent
déterminer s} et 7).

Développons les n}! suivant les puissances des z}° et soit

(20) nil — 04+ pt 2 ptd4. ., ”

n'?7 éuant Pensemble des termes de degré ¢ par rapport aux 7.
Substituons, dansles deux derniéres équations (19), les dévelop-
pements (17) et (20) & la place des o7, des <7, des n}', et égalons
les termes de méme degré dans les deux membres. Posons d’ail-
leurs pour abréger
’ du
dw}

Ay =3n}"°

. . > ’ o
Si nous égalons les termes de premier degré par rapport aux z;°,
il viendra
Aelt =AY ATt = —2AleYY;

ces équations sont satisfaites pourvu que

nit-0= —2A}.
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Supposons maintenant que 'on ait déterminé

0.1 0.2 . 0.9—1
G L7 A veey TG ?
0.1 0.2 0.g—1
TP s TLTy eees T 7 »

1q. 1. . 19.g—
AR Y R AR

et que l'on se propose de déterminer

c?-q 99 pia-z,

? Tl

Egalons dans les deux membres des deux derniéres équations (19)
les termes de degré ¢. Ces termes seront :
Dans la troisiéme équation :

Premier membre . 2A,;7)'? + quantités connues.

ds} e
Second membre..  A"g? 74 pjt.9-t dl’ -+ quantités connues.
wi

Dans la quatriéme équation :

Premier membre. — 2A;¢)'9 4+ quantités connues.
0.1

dr! .
A"'t}"q—f— n;,Lq—l dl -— ~- quantites connues.
wi

Second membre. .

Nous pouvons donc écrire

A6+ pl0) Y= o) 4 ni1-9" L g0 sinw),

(21)
: A} ¥+ pit 069 = @y + nil- 71 Z]? coswi,

vy et ¢, étant des fonctions périodiques connues des w'.

L’analogie de ces équations avec les équations (9) est évidente.
On passe des unes aux autres en changeant [¢}], [t}], ny',
en o_;).q, T?.q, n']:.o, n;_l.q—l.

On traitera donc les équations (21) comme les équations (g).
La condition du succés de la méthode [a savoir que dans les équa-
tions analogues a (10 bis) A, + B, soit nul ] doit étre remplie d’elle-
méme, puisque nous avons démontré d’avance la possibilité du
développement.

Quand on aura satisfait aux deux derniéres équations (19g),
R sera une constante (puisque ces deux équations admettenl
comme intégrale, analogue a celle des forces vives, R = const.)

et comme cela doit étre vrai quelles que soient les constantes A,
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et Ay, la dérivée — ;IA devra également étre une constante, dépen-
dant seulement des A, et des z°.
Mais on a
R, dFy . dR
[lt]——m[ z]—m[ = g

Les dérivées de F, sont des constantes. La premiére équation (8)
nous apprend qu’il en est de méme de [A,] et [A}]. Donc [/,] est
aussi une constante que nous pourrons égaler a ), et nous aurons
ainsi satisfait & la deuxiéme équation (19).

Au n° 152, nous avons ensuite déterminé successivement
Ay —[A4] (et, par conséquent A, puisque [A,] est une constante
que I'on peut choisir arbitrairement), o} —[a}], 7} —[=/], A —[M],
par (6, 1, 1), (6,3,1), (6, 4,1) et (6, 2, 1). Je n’al rien & changer
& cette partie du calcul.

Déterminons maintenant

[c}] et [,

et pour cela considérons les équations (7, 3, 2) et (7, 4, 2). Ces
équations prennent la forme

do
s A'lal ]_?'_'_Ed-:"d 7 [“‘]+ch°d g [l — 2

e dt?
M= Edcr"dc"[/‘] Edwdco ekl — 20 o

72
%
@4 et ¢, élant connues,

Ces équations sont analogues aux équations (9); seulement R,
&7, ©! ayant une expression moins simple, il n’arrive plus, comme
aun® 152, que, pour la premiére de ces équations par exemple, les
trois derniers termes du second membre se réduisent respective-
ment a

(22)

o, ZA? [11!]) nlz‘rgi

ce qui apportait une simplification notable.

Substituons donc dans (22) 4 la place de 5} et 7} leurs dévelop-
pements (17), & la place de n} son développement (20) et i la place
de n}? son développement

PR =n20 - n2 a4
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analogue & (20). Soit d’ailleurs ¢{ et ¢ I'ensemble des termes de ¢,
et de 95 qui sont de degré ¢ par rapport aux z°.

Nous égalerons ensuite les termes de méme degré dans les deux
membres de (22).

En égalant d’abord les termes de degré o, il vient simplement

| A"[el°] =09+ 2A][<} ],

23
9 A[e"] = 93— 2A[o}°].

o} et 93 seront des constantes dépendant seulement de A, et Aj:
et, en effet, en vertu du raisonnement du n°® 153, qui reste appli-
cable sans modification, ¢, et ©, sont développables suivant les
puissances des z;°cosw) et des xsinw}. Les termes du degré o
par rapport aux 2} ne dépendront done ni des x}° ni des w.

Il en résulte que [1}-°] et [s}'°] sont aussi des constantes et que
les premiers membres des équations (23) sont nuls. Ces équa-
tions (23) nous permettront alors de déterminer [} °] et [7}°].

Supposons maintenant que 'on ait déterminé

o) [ai'l, [ai?], ... [sP77'],
(=<°L =3, (=71, -.., [=977)
N REO il pae

et que Uon se propose de déterminer
(29) o], (51, .

Egalons pour cela les termes de degré ¢ dans les deux membres
des équations (22).

Il viendra, en mettant en évidence les termes dépendant des
quantités inconnues (24),

A"[O‘}’q]—i— n’il.O[T}.q] — q“ 4+ n’iz.l]—l -7"’1'0 sin W;',

At — R0 [} 7] = Yy — n2 91 &)  cos wi,

(25)

4, et §, étant des fonctions connues.
Ces équations sont analogues aux équations (9); on passe en
effet des unes aux autres en changeant
(1), L= A, nl
en
(7], (47, nid, net,
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On pourra donc traiter les équations (25) comme les équa-
tions (9).

On déterminerait ensuilte

[42] nt [M], Asy of —[ol], <2—[<l], d—[A],

comme au n° 152.

Pour déterminer
[0'1'2]5 ["712] et n?,

on se servirait des équations (7, 3, 3) et (7, 4, 3). Ces équations
seraient de méme forme que les équations (22) et se traiteraient de
la méme maniére.

Cas particuliers remarquables.

156. Les développements (4) et (17) ont, comme nous l'avons
vu au n° 133, leurs seconds membres développés suivant les puis-
sances des z;° cosw; et des z*sinw.

Si nous annulons & la fois toutes les constantes arbitraires x}?,
nos variables ne dépendront plus des w;, mais sealement de w,
et wy. Leurs développements procéderont suivant les lignes trigo-

nométriques de
m, W1+ my W:,

m, et msy étant des entiers.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 154, dans le développement
des A et des A, la somme m, +- m, doit étre nulle, de sorte que ces
variables dépendront seulement de w, — ;. Il en sera de méme
pour la méme raison de

67 COS Wy —+ T; Sin wy,

(26) .
T;COSWy— G;Sinwy,

Il en résulte évidemment que ces hypothéses particuliéres
(# = o) correspondent au cas d'une solution périodique et il est
aisé de voir que les solutions ainsi trouvées ne difféerent pas de
celles que nous avons appelées au Chapitre III solutions pério-
diques de la premiére sorte.

On peut en conclure que les développements (4) qui ne sont
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pas ordinairement convergents au sens géomélrique du mot le
deviennent quand on annule les constantes z}°.

Comme les constantes z;® sont généralement petites, on voil
que la solution réelle ira en oscillant autour de la solution pério-
dique sans s’en écarter beaucoup.

Considérons maintenant dans le développement de A, de A et
des expressions (26), les termes du premier degré par rapport
aux z°; nous verrons, en tenant compte des résultats des n° 153
et 154, qu’ils seront de la forme

(27) ) cos(wh— W) o ~+ Spxysin(wh— wi) by,

©, et §i étant des fonctions périodiques développables suivant les
sinus et cosinus multiples de w — ov,.

L’interprétation de ce résultat est évidente. Dans le Chapitre [V
nous avons considéré les équations aux variations relatives a une
solution périodique donnée. Considérons alors nos équations du
mouvement et la solution périodique de la premiére sorte que 'on
en obtient en annulant tous les 2'?. Les expressions (27 ) ne seront
pas alors autre chose que la solution la plus générale des équations
aux varialions correspondantes. ’

On en conclut que les exposants caractéristiques relatifs a cette
solution de la premiére sorte sont

=y —=1(n}— n)).

Il importe d’observer que dans cette expression les constantes
z? (dont dépendent n) et n,) doivent étre égalées a o.

On peut se proposer de déduire des développements (4) et (17)
les solutions périodiques de la deuxiéme et de la troisiéme sorte,
ainsi que nous I’avons fait pour celles de la premiére sorte. Cela
est un peu plus difficile.

Pour mieux faire comprendre ce qu’ily a i faire, je vais prendre
d’abord un exemple plus simple. Reprenons les séries du n° 127
et proposons-nous d’en déduire les solutions périodiques du n® 42.
Nous avons vu que, dans les séries du n° 127, on peut choisir arbi-
trairement les valeurs moyennes des fonctions périodiques z? et
¥P et qu’en particulier on peut faire ce choix de telle fagon que
rf soit nul toutes les fois que p > 0. On peut méme réaliser cette
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condition en choisissant convenablement les valeurs moyennes
des z? pendant que les valeurs moyennes des y? restent arbi-
traires.

Supposons done qu’on ait choisi ces valeurs moyennes de cette
maniére et, par conséquent, que

n;=—n;.

Supposons de plus que les 2! aient été choisis de telle sorte que
les n} aient certaines valeurs données commensurables entre elles.
Il arrive alors, quand on veut faire le calcul du n° 127, que cer-
tains coefficients deviennent infinis, @ moins que {’on ne choisisse
convenablement les constantes w; et les valeurs moyennes de y?
restées arbitraires.

Si ce choix est fait de la sorte, les séries du n° 127 existent :
elles sont convergentes et elles ne différent pas de celles du n° 44.
Revenons au Probléme des trois Corps.

Choisissons nos constantes Ay, Aj et z°, ainsi que les valeurs
moyennes des divers termes des développements (4) et (17) con-
sidérés comme fonctions périodiques des w et des o/'; choisissons
ces quantités, dis-je, de telle fagon :

1° Que nY et n) aient des valeurs données commensurables
entre elles (je fais observer que si ’on adopte les notations du
n° 155, n}P est nul pour p >>o0);

2° Que n? et nf soient nuls pour p > 1;

3° Que

i .
ni=n}=n; (¢=1, 2, 3, 4)-

Je puis faire ce choix de fagon aréaliser ces conditions et méme
la moitié des valeurs moyennes demeure arbitraire.

Il arrive alors que, si I’on veut faire le calcul des n®* 152 ou 155,
certains coefficients deviennent infinis, 4 moins que 'on ne choi-
sisse convenablement les constantes w; et @) ainsi que les valeurs
moyennes restées arbitraires.

Sion le fait, les séries (4) et (17) existent ; elles convergent et
ne différent pas de celles qui représentent les solutions de la
deuxiéme et de la troisiéme sorte.

Supposons maintenant que, sans annuler z'° et 2}, on annule

z, et £; on trouvera une série de solutions particulié¢res du Pro-
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bléme des trois Corps, ne dépendant que des quatre arguments

Wi, Wi, W), wy:
ce sont les solutions correspondant aux cas du Probléme des trois
Corps dans le plan. Le nombre des arguments est ici réduit & 4
comme celui des degrés de liberté.
Mais on peut observer que les A, les '\ et les expressions (26)
ne dépendent que des différences

7 ’
We — Wy, Wy— wy, Wi— W,

ainsi que nous 'avons vu au n° 154.

Si donc on prend comme variables A, A et ces expressions (26),
le nombre des arguments est réduit & 3. Cela correspond au cas
du probléme du n° 5, ou il y a 3 degrés de liberté.

Imaginons maintenant que la masse de la premiére planéte soit
infiniment petite (cas d’une petite planéte troublée par Jupiter).
I1 arrivera d’abord que

. G2 T2y Ty T
se réduiront a

& W, P g
Ces quantités, de méme que A', seront des constantes et X' se réduira
a W,

I1 résulte de 1a que
n, = & =o0
2 dt ’
n, = dw, =o.
dt

Le nombre de nos arguments, qui était de 6, est réduit a 4, 2

savoilr
Wy, Wi, Wi, Wi.

Il n’arrive plus ici que A, %, ... ne dépendent que des différences
Wy— Wa, W-— Wy, W — W,

Le raisonnement du n°® 154 ne nous apprend, en effet, qu'une
chose, c’est que, dans le cas général, A dépend seulement des cing

différences
We — Wy, W,i_Wl (t:l, 2, 3, 4).
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Quand deux des & se réduiront & des constantes (ce qui arrive
dans le cas particulier que nous examinons), deux de ces cinq
arguments ne différent plus que par une constante, et c’est pour
cette raison qu'il n’en reste plus que quatre; mais il n’y a aucune
raison pour que la réduction puisse étre poussée plus loin.

Nos variables restent d’ailleurs, en vertu du n° 153, dévelop-
pables suivant les puissances des

P cosw;, zPsinw],
a

Supposons que l'on annule 2} et 277; cela correspond au cas ou les
trois corps se meuvent dans un méme plan (je suppose toujours
que P'une des masses est infiniment petite). Alors nos variables
ne dépendent plus de wj et il nous reste seulement trois argu-
ments, & savoir
wy, W, Wi.

Annulons encore la constante x’; cela correspond au cas ot or-
bite de la seconde planéte est circulaire, c’est-d-dire au probléme
du n® 9.

Comme nos variables sont développables suivant les puissances
des 22 cosw; et 270 sin ), et que '

10— 20 — /0 —
=2y =20 =o,

elles ne dépendront plus ni de w}, ni de w}, ni de w}. Or, en
vertu du n°® 154, elles ne dépendent que des différences

!
Wy— Wo, Wq— W,

Or nous venons de voir qu’il y a trois des & qui ne doivent plus
entrer dans leur expression. Elles ne dépendront plus que de

’
wy— Wy, W1— W,

Le nombre des arguments est réduit & 2; nous avons vu d’ail-
leurs que le probléme du n® 9 comporle précisément 2 degrés
de liberté. Si, de plus, on fait 2/° =0, on tombe sur les solutions
périodiques étudiées par M. Hill (voir le n° 41 et tenir compte de
la remarque faite aux trois derniéres lignes).

Si, dans la théorie de la Lune, on regarde ce satellite comme
soumis aux seules actions de la Terre et du Soleil et que l'on
regarde le mouvement relatif de ces deux derniers astres comme
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képlérien, on est ramené 4 un des cas particuliers étudiés plus
haut.

Mais on sera souvent conduit i tenir compte des perturbations
éprouvées par la Terre de la part d'autres planétes, tout en con-
tinuant & négliger I'action directe de ces planétes sur la Lune. Si
l'on se place & ce point de vue, le mouvement relatif de la Terre
et du Soleil n’est plus un mouvement képlérien, mais il est connu,
et la Lune reste soumise seulement a I'action de ces deux corps
mobiles qui se meuvent d’aprés une loi connue,

Supposons donc que les coordonnées du Soleil par rapport 4 la
Terre puissent s’exprimer par des séries de méme forme que celles
que nous avons étudiées dans ce Chapitre, et dépendant de n argu-
menls. On verrait aisément alors, en raisonnant i peu prés comme
nous I'avons fait dans ce Chapitre, que les coordonnées de la Lune
s'exprimeront encore par des séries de méme forme dépendant
de n + 2 arguments.

Pour bien faire comprendre ce que je veux dire par 13, je reviens
au probléme du n° 9; c’est-a-dire : imaginons que Ja Terre et le
Soleil décrivent des circonférences concentriques; les coordonnées
du Soleil dépendront alors de n = ( argument; les distances de la
Lune a la Terre et au Soleil dépendront de 2 arguments (qui sonl
ccux que je viens d’appeler w,—w,, w,— &)); mais les coor-
données de la Lune par rapport & des axes fixes dépendront
de n 4+ 2 =3 arguments.

Des considérations analogues sont applicables au cas on il y a
plus de trois corps; supposons, par exemple, qu’il y en ait quatre.
Le nombre des w; est alors 3 et celui des w/} est 6.

Supposons qu’on annule a la fois les six constantes z;°. Une pre-
miére conséquence de cette hypothése, c’est que le mouvement se
passe dans un plan. De plus les A, les A, les expressions (26) et
par conséquent les distances mutuelles des quatre corps ne vont
plus dépendre que des deux arguments

Wy — Wa, Wy — w3,

Il ne s’ensuit pas (comme dans le cas ou, envisageant trois corps
seulement, on annulait tous les z;°) que les séries deviennent con-
vergentes au sens géométrique du mot; mais on peut se proposer
d’en déduire les solutions périodiques du n° 50.
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Voici comment on doit opérer.

Choisissons nos constantes d’intégration et les valeurs moyennes
des divers termes des développements (4) et (17) de telle sorte :
1° que les quantités

aient des valeurs données commensurables entre elles: 2° que
I

n'l’ = n’; = ng
pour p >>o0. Les coustantes w; et w; el la moitié de nos valeurs
moyennes deviennent arbitraires.

S1i lon veut faire le calcul du n® 1352, certains coefficients
deviennent infinis, @ moins qu’on ne choisisse convenablement
les &, les w) et les valeurs moyennes restées arbitraires.

S1 P'on fait ainsi ce choix, les séries existent, elles convergent
el elles représentent les solutions périodiques du n° 50.

Conclusions.

137. Telles sont les séries auxquelles on parvient par les pro-
cédés de calcul exposés dans les Chapitres qui précédent. Clest
M. Newcomb qui en a eu la premiére idée et qui a découvert leurs
principales propriéiés.

Ces séries sont divergentes, mais si I'on s’arréte & temps dans
le développement, je veux dire avant d’avoir rencontré de trés
petits diviseurs, elles représentent les coordonnées avec une trés
grande approximation.

On peut encore les uliliser d’une autre maniére.

Iimaginons que l'on s’arréte & un certain terme de développe-
ment, puis qu’appliquant la méthode de la variation des con-
stantes, on prenne pour variables nouvelles les Ao, les x}°, les w;
et les ). Ces variables nouvelles varieront avec une extréme len-
teur et les procédés anciens pourront étre appliqués avec avantage
aux équations différentielles qui définissent leurs variations. On
pourra, par exemple, développer ces variables nouvelles suivant
les puissances du temps.
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CHAPITRE XYV.

AUTRES PROCEDES DE CALCUL DIRECT.

Probléme du n° 125.

158. Reprenons les équations

dy; _ dF
() 4T T dm
et

d.z'i _ dF
) Ear

Nous nous proposons de satisfaire a ces équations a l'aide des
séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des multiples des n

arguments,
Wi, Wa, seey Way

séries dont nous avons démontré 'existence an n° 1235.
Je rappelle d’ailleurs que ’'on a

W= Nt +
et, par conséquent,

dr; _ dr;

& R e
(2 n e _ dvi,

i kdwk dt

Au n° 127, nous nous sommes servi pour déterminer ces séries
des équations (1) et (2); mais on peut opérer autrement.
Nous avons d’abord I'intégrale des forces vives

(4) F = const,
H. P, —1I. 11
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D’autre part, I'expression
(3) i dy;

doit étre une différentielle exacte et, comme les 27 sont des con-
stantes, il doit en étre de méme de

Z(xl_w?)d)/l =ds,
ce qui donne

ds

. d}’i
(6) Twr i/

= z(xl—x?) dwy

Je dis maintenant que les équations (2) sont une conséquence
des équations (1), (3), (4) et (6). En effet, les équations (6) signi-
fient que Pexpression (5) est une différentielle exacte et les con-
ditions d’intégrabilité de cette expression peuvent s’écrire

(5) 2 dr; dy: dz; dy;: —o

7 iNdwqg dwp  dwi dw, ]

Multiplions cetie équation par n,; puis, conservant & & une
valeur constante, faisons successivement ¢ =1, 2, ..., n.

Enfin ajoutons les n équations ainsi oblenues; il viendra, en
tenant compte de (3),

3 (L _dmodyn)_,
\Ndt dwr  dwy dt ]
ou, en lenant compte de (1),

dz; d}’i dF d:I),' _
®) dr dws " ke dz; drC

Différentions maintenant (4) par rapport & e, il viendra

dF dw; dF dy;
dz; dwr dy; dwg ~

ou, en rapprochant de (8),

dr; dy; da¥ dy,
T dwg = H—ﬁm (k=1,2, ..., n),
d’ou
dz: _ dF
T = I
€. Q- F. D.
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Nous pouvons donc déterminer nos séries i I'aide des équations

suivantes
(4), (6)
et
3 d_}’,' _ dF
(1bis) * dwr = " dni

Dans ces diverses équations remplagons les z;, les y;, les nzet S
par leurs développements suivant les puissances de p

Bppax?, Zpryf, Zppnk, ZppSp.

Egalons ensuite dans les deux membres les coefficients des
puissances semblables de u.

Nous obtiendrons ainsi une série d’équations qui nous permet-
tront de déterminer par récurrence les coefficients des séries.

Imaginons en effet qu’on ait calculé

zl, =}, @}, ..., 27,
V?, .}’:’ }/?7 [ERY} yf"_i,
nl‘:‘, nlln nl%-: ooy nf—‘;
SO’ Sh LR Sp—h

et qu'on se propose de déterminer
=, yi, nk S,
Dans I’équation (4) égalons les coefficients de w?, il viendra
(9) Enlxf = ® + const.

Je désigne par @, ainsi que je le ferai dans tout ce Chapitre, une
fonction quelconque, entiérement connue et périodique des w.
Inutile d’ajouter que les diverses fonctions que je désigue ainsi
par ® ne sont pas identiques. Quant a la constante du second
membre de (9), elle est arbitraire comme la constante da second
membre de (4).

Egalons maintenant dans les deux membres de (6) les coeffi-
cients de w?, il viendra

ds,

=+ ®
([0) de Zy + P,
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d’ou, tenant compte de (9),

ds,
(]1) Enkd—w_¢+c0nst.
La fonction S, doit avoir toutes ses dérivées périodiques par
rapport aux w, c’est-a-dire qu’elle doit éire de la forme

a1 pWi—+ Qg p Wy ...+ 8y pWn+ O,

les 2 p étant des conslantes et ¢ une fonction périodique.

L’équation (11), par un calcul tout semblable a I'intégration de
I’équation (6) du n°® 125, nous fera connaitre S,. I’ajoute que les
constantes oz p peuvent étre choisies arbitrairement en fonctions
des constantes z7, puisque la constante du second membre de (11)
est elle-méme arbitraire.

Sp étant déterminé, les équations (10) nous donneront les z{
dont la valeur moyenne a;.p peut, comme nous venons de le voir,
étre choisie arbitrairement.

Les z? étant connus, égalons dans les deux membres de (1 bis)
les coefficients de pP. Il viendra

dy?
o Vi »
(12) Zn/;d k-CI)—nl.

‘

On commencera par déterminer la constante n? de facon a
annuler la valeur moyenne du deuxiéme membre de (12). L’équa-
tion (12) nous donnera ensuite 3 par un calcul tout semblable
a celoi du n° 127. Observons en passant que la valeur moyenne
de y? peut étre choisie arbitrairement en fonction des ;.

Autre exemple.

159. Soient
E‘ly 22, ML En’
Tty M2y ey Tn
nos n paires de variables conjuguées. .

Supposons que F soit développable suivant les puissances crois-
santes des §; et des 1;; que dans ce développement il n’y ait pas
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de terme de degré o, ni de degré 1, et que les termes du deuxi¢me
degré s'écrivent
ZA(EN - ZA ()2

Jécris avec des parenthéses (£;)2 pour le carré de §;, afin de ne
pas confondre avec la notation &} que nous emploierons plus loin,
et ol le » sera un indice et non un exposant.

Soient alors ’

dy; _ dF dn; _ dF
O S A At &

nos équations différentielles.
Je suppose que l'on veuille développer les &; et les 7; suivant
les puissances de certaines constantes d'intégration o; et j'écris

By =k} +E - B+,
N=n -+t

Les £ et les n? représenteront les termes du développement qui
sont d’ordre p par rapport aux ;. Cie devront étre des fonctions
périodiques par rapporl & n arguments

Wi, Way ...y Wp.

On devra avoir d’ailleurs
£} = a;coswy, 7} = a;sinw;.

On aura, d’autre part,
n/,=.n/2+ b4 Rk,

ny étant développé suivant les puissances des z} et nf représentant
V'ensemble des termes d’ordre p par rapport aux a;. Nos équations
différentielles deviennent

dt; _ dF dy, _ dF

(2) ankm=d—ma ank%—;_-—a—g.

D’autre part,
=£; dn;
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doit étre une différentielle exacte et il en sera naturellement de
méme de

dS = 2t dni— = d(E} ).

Je remarque enfin que S doit étre aussi développé selon les
puissances des «; et je désigne par S, I'ensemble des termes de

degré p.

Je pose aussi
x; = E;cosw; 4~ 7, sinwy,
Yi= E[ sin Wi — T; COSW;

et

.Z‘i=22'€, J’i——-z}’f.
d'ou

28 =t cosw;+ nf sinw,,

¥ =t sinw;+ 7f cos wy,

z} =t} cosw;+ 7} sinw; = a,,
yi=o.

On trouve d’abord aisément

nl=—a2A..

Observons ensuite que les équations (2) nous donnent

5 g, o _dF o dF .
(3) kN T = a;,—icos w;— &5 sinw; — ngy;,
(4) Zpng dyi _ dF dr

= ——sinW; 4+ —=COSW; + N; X;.
dwp  dng dt;

Nous allons calculer nos séries 4 I'aide de I’équation (4), de

I'équation
(5 F = const.
et de
a5 gy du d(tln)
(6) dwr e dwy 2 dw;, )

Les équations (3) et par conséquent les équations (2) et (1
s’en déduisent, en effet, trés aisément.
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Supposons donc que 'on ait déterminé

163

&, &, .Y
U TP Y
x}, ¥, ..., 7Y
Yool o ol
nl, nl, ..., nfY
S, Sy ..., Sp,

et que l'on se propose de déterminer

Ef’l) 7]{’,1 x{')y .}'f: nz—l’ sp-H'
Egalons dans les deux membres de (4) les termes d’ordre p et
dans les deux membres de (3) et de (6) les termes d’ordre p +1.
Je poserai pour abréger, comme dans le Chapitre précédent,

du
Au = Zn), .
*dwy
Il viendra alors
(7) Ay =&+ 2 At cosw; + v sinw;) +— nlxl +~ nf 12},
(8) L2 A;(E E + i nf)+ @ + const. = o,

3 [} ]
dbp+1 wrp dv; .l dZ
il i -‘Ei —t =3Il =L
dwy dwy, dwy

Si nous remarquons que
dtf =—mnidw;,  dnl=Etdw,,
nous pourrons écrire

das,
(9) e

= L+ nhnf+ @.
Si nous combinons (8) et (9), nous aurons
(10) AS, ;1= ® -+ const.;

d’autre part, (9) pourra s’écrire

dSp i

(11) dy = arah+ &,
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et (7) s’écrira

(12) AyP =& - nl .

Alors I’équation (f0) nous fera connaitre Sy, 4, I'équation (11)
nous donnera les x{; en écrivant que la valeur moyenne du second
membre de (12) est mulle, nous obtiendrons »f"', et I'équa-

. . b Iy S b »
tion (12) nous donnera ensuite y¥. Connaissant ainsi y? et x?,
nous aurons &7 et nP.

On aurait pu, pour déterminer ces quantlités, se servir des équa-
tions suivantes, déduites de (2) en égalant les termes d’ordre p
dans les deux membres, et analogues aux équations (g)dun®152:

(13) A=Al +nfTIn] + @,
(14) Anf=—2 A —nf T g 4 .

On aurait vu alors, par un raisonnement tout pareil a celui du
n° 183, que les &7, n? sont développables suivant les puissances

des
A, CO8Ww;, o SINwy,

et qu'il en est de méme des nf (c’est-a-dire que ces quantités qui
ne dépendent pas des w; seront développables suivant les puis-
sances paires des a;).

Il en est d’ailleurs évidemment de méme des termes périodiques
de Spiy en vertu de 'équation (10).

On sait que

Spr1=Biwi+Bawa—+...+ Bawy+ 84y,
'

p+1
I’équation (10) et un raisonnement analogue a celui

les Bs étant des constantes et S, étant périodique.

Pour 8, ,,
du n° 153 nous apprennent que la condition est remplie. Quant
aux B, on peut les choisir arbitrairement; nous pouvons donc
supposer que B est développable suivant les puissances paires
des a; et divisible par (o4)2.
Il est inutile de répéter ici ce raisonnement du n” 153.
Indiquouns seulement en passant ce qui se passe quand on traite

I'équation (11). Cette équation nous donne la valeur de azzf et
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cette valeur doit, bien entendu, étre divisible par a; et, en effet,

dSpis
dw k

Jobserve que si ¢ est nne fonction développable suivant les
puissances des ;cosw; et a;sinw; et qu’on développe cette fonc-
tion en série trigonométrique, le coefficient du cosinus ou du sinus

de

je dis que et @ sont divisibles par a;.

mywWy—+ MWy ——. ..~ MWy,

dans ce développement, sera divisible par

Donc, les coefficients des termes dépendant de s sont divisibles
. deo ...
par az; donc i est divisible par az.
Or
dsp+|
dwk

dSp.,
dwy

= p/:'*'

dS).
d

et B, a été choisi divisible par a; et o

! doit I'étre aussi d’aprés
ds]}+1 .
wy

D’autre part, ® est une somme de termes; chacun de ces termes
est le produit de facteurs dont 'un est de la forme

ce que nous venons de voir. Donc il en est de méme de

air o, dnt
dw; dwp

bl

et est par conséquent divisible par o.
Donc ® est également divisible par ay.
c. Q. F. D.

160. Supposons que F dépende d’un paramétre trés petit p et
soit
F = F0+ }LFi—!— [J-“Fg—\"....

Je suppose toujours que I est développable suivant les puis-
sances des &; et des ;, que le développement de Iy commence par
des termes du deuxiéme degré et que ces termes s’écrivent

' EAED 2 A (mn
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Mais je suppose que le développement de F,, F,, ..., commence
par des termes du premier degré.
Je me propose de développer

El': Tiis Xiy Yis Ny S,

non plus seulement suivant les puissances des constantes o;, mais
smvant les puissances de ces constantes et celles de p.
Je désigne par

). r.q p. P p.
g7, =i P, Yi 7, nf q;

P ’ Sp.q

les termes de ces développements qui sont de degré p par rapport
aux a; et de degré g par rapport a p.
J’aurai d’ailleurs

0.0 _ . 0.0 __

i =N =0,
B} =acosws, 0= a;sinwy,
' nZ‘°=—2A/,..

On aura d’ailleurs

dS =2t drn; — = d(E) "),
d’ou
S00=S10=0,

Spo=— L =(a;)tw; — 3 2(a;)2sin2w;.

Supposons alors que I'on ait calculé

a.b ab a—1.b

a.b a.b
800 0% 2P0, yE°, n% » Sartb

(asp, a+bip+q),

a l'exception de la combinaison @ = p, b = ¢ et qu’on se propose
de calculer
8, T 20, T, nETY, Sprag

Reprenons les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6). Egalons
dans les deux membres de (4) les termes d’ordre p par rapport
aux a; et d’ordre ¢ par rapport & p. Egalons de méme dans (5)
et (6) les termes d’ordre p + t par rapport aux «; et g par rap-
port a p.
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Soit

Nous retrouverons alors les équations (7), (8), (9), (10), (11),
(12), (13), (14) avec cette différence que les indices simples (supé-
rieurs ou inférieurs) p, p -1 ou p — 1 seront remplacés par des
indices doubles p.q, p+1.q ou p—1.q et que les indices
simples 1 ou o seront remplacés par des indices doubles 1.0
ouo.o.

On se servira de ces équations comme dans le numéro précé-
dent pour déterminer successivement Sy ., 89, nP~19, yP9, et
par conséquent £f7 et nP7.

On verrait, comme au n° 133, que £#7 et 7£'? sont développables
suivant les puissances de

op COSWwyz et oy sinwg.

Il en résulte que £27 et 07 sont des constantes.

D’autre part, il convient d’observer que Ja remarque du n° 126,
en vertu de laquelle les valeurs moyennes de z? et y¥ peuvent
étre choisies arbitrairement n’est applicable ici qu’avec certaines
restrictions.

Reprenons en effet le raisonnement du n° 126; considérons le
développement de &; et de v; selon les puissances de p et des a;.

Changeons-y «; et w; en

a; (14 9;), wi+ s,

¢; et ¢; élant deux fonctions développables suivant les puissances
de p et des (ax)? et se réduisant 4 o quand ces quantités s’annulent.
Les valeurs des )7, 77 ne seront pas modifiées par ce change-
ment. Il en résulte que les valeurs moyennes des

27, y?7 (p>o)

euvent étre choisies arbitrairement, mais qu'il n’en est pas de
?

méme de celles des
0. 0.
x3?, yl9.

On voit d’ailleurs aisément que ces derniéres valeurs moyennes
doivent étre nulles.
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Supposons maintenant qu’on revienne aux équations numé-
rotées (1) 4 (6) et que l'on envisage dans les équations (1) & (4)
les termes de degré o par rapport aux «;, et dans les équations (5)
et(6) les termes de degré o ou 1 par rapport aux a;, on obtiendra
des équations dont la forme différera un peu de celle des équa-
tions numérotées (7) & (14) et sor lesquelles par conséquent il
est nécessaire de revenir.

Cette différence de forme provient d’abord de ce que n?~'7 est
nul si p = o, et, d’autre part, de ce que, £2'? et 77 étant des con-

stantes,
AR T = Aq) P =0,

Il nous suffira d’ailleurs de considérer les équations (1), (2),
(5) et (6) dont (3) et (4) se déduisent immédiatement. Posons,
pour abréger, 9 g

e R T

Définissons de méme 7 et 1} et soit F* le résultat de la substi-
tution de &2 et de 7 dans F a la place de &; et m;.
Les termes de degré o de (1) et (2) nous donneront

dF* dF*
— = — =o.
&Y T do?

Ces deux équations nous permettront de déterminer par récur-
rence les £2°7 et 727,

Les termes de degré o et 1 de (5) nous donneront

F* = const.

df* Ei_*_dF"” 1 ¢
—r5 E} 4+ ——5 n} = const.
a'Ef’ i ! 0 n

La premiére de ces deux équations nous permet de déterminer
la constante du deuxi¢éme membre [ qui ne peut pas étre choisie
arbitrairement comme pouvait ’étre la constante de I’équation (8)
quand on supposait p >1].

La seconde équation est satisfaite d’elle-méme et la constante
du deuxiéme membre doit étre nulle, puisque les deux dérivées
de F* sont nulles.
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Reste I'équation (6); les termes du degré o nous donnent
d(so,o -+ So,1 -+ So_a ~+.. .) =o,

en remarquant que, les 7} étant des constantes, dy} est nul. Il
suffit, pour satisfaire a cette équation, de supposer que les S, 4 sont
des constantes.

Les termes de degré 1 nous donnent

d(S,,o+ 51_1 —+ 51_2 —+.. .) = 25? d‘q,i —= ds,io'l]?.
Il suffit, pour y satisfaire, de supposer
Siqm B AP 4 B ARl TR 8T — (3050,

Les termes de degré o et 1 n’engendreront donc pas de diffi-
cultés, ainsi qu’on aurait pu le craindre.

Probléme du n° 134.

161. La méme méthode est évidemment applicable au probleme
du n° 134. Reprenons les notations du n° 151.

Reprenons les équations (1) 4 (6) du n° 158, en convenant que
les signes Z porteront non seulement sup tous les z; (ou sur tous
les i, ou surtous les w;, etc.), mais & la fois sur les z; et les x; (oun
sur les y; et les ¥}, ou sur les w; et les wi, etc.).

On verrait alors, comme au n° 188, que les équations (2) sont
des conséquences des équations (1), (3), (4) et (6). Nous conser-
verons donc les équations (4), (6) et (1 bis) qui vont nous servir
4 la déterminatlion de nos inconnues.

Nous allons, comme au n° 138, remplacer dans ces diverses
équations les z;, les y;, les n; et S par leurs développements sui-
vant les puissances de . et égaler ensuite dans les deux membres
les coefficients des puissances semblables de .

Mais les équations ainsi obtenues ne sont pas les seules dont
j'aurai a faire usage : je me servirai également de celles que 1'on en
déduit en égalant dans les deux membres les valeurs moyennes
prises par rapport aux ey seulement (et non par rapport aux w}).

Soit U une fonction quelconque périodique par rapport aux w
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et aux «'. Je désignerai, comme au n° 151, par [U] sa valeur
moyenne prise par rapportaux & seulement et par [[ U]] sa valeur
moyenne prise 4 la fois par rapport aux w et aux &'

On aura alors
d[U] _
dwy —
mais en général
d[u] .
dw), 0.

Quant 4 S, ce n’est pas une fonction périodique, mais seule-
ment une fonction dont les dérivées sont périodiques.
On aura donc seulement

A1 const
dwg | — '

Imaginons maintenant que ’on ait calculé complétement

z?, x}, x}, ..., 2F7F,
yir ¥ a8
nl%: "'2', feny ni{_',
So, Siy ooy SP_g,

ainsi que zf~*, ¥P~' et S,_,, @ une fonction arbitraire prés des
&', et qu’on se propose d’achever la détermination de 2?~', y;, p?~',
P 2 insi P P 3
et S,_, et de calculer n} complétement ainsi que 2P, y? et S, a une
JSonction arbitraire prés des w'.
L’équation (9) du n° 158, obtenue en égalant dans I'équation (4)
les termes en pP, prendra une forme un peu différente, parce que

le second membre ne sera plus entiérement connu. Elle s'écrira
. dF
(9 bis) Enfah= 3 ——2 yi~ 2 z{’ !4+ & 4 const.

Dans le cas de p =1, on a simplement
(9 ter) Enlxl=F, -+ const.

. n z 2 0
Il va sans dire que, dans F,, z; est supposé remplacé par z]

et y; par ) = w;.
Le second membre de (9 bis)n’est pas entiérement connu parce

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AUTRES PROCEDES DE CALCUL DIRECT. 71

que P! et 7' ne sont connus qu’a une fonction arbitraire prés
des /.

Prenons maintenant I’équation (10); ici encore, le second
membre n’étant plus entiérement connu, la forme s’en trouve un
peu changée et nous devons écrire

das,
dwy

p-1 Wl o o dyft

10 bis = zh+ 3;2f x —+ .
( ) k iy dwk"' L de

Si nous observons maintenant que
2Tt — (2l et P [y

sont connus, nos équations (g bis) et (10 bis) pourront s’écrire

dF dF
0,..P __ 1 p—1 1 p—1
(9a) Znizl= E &y (i '1+ E ) [f7']+ & + const.,
as, _ » -1y Ayt L dlyr]
([O a) —d—“)k'—xk-l—zl[z'[ ]d—“)k—l—zl.ﬁvi —dW—k— + D,

. . . dv! . < 1. .
Onvoit le réle que joue %'—; c'est ce qui m’engage a déterminer
k

d’abord cette quantité en m’occupant en délail de la premiére
approximation. Pour cela nous avons I’équation (g ter) écrite
plus haut et I'équation

(10 ter) —_— =},
de sorte que (g ter) devient
as
2nl %—l—c = F; + const.

Jobserve d’abord que les 2,° sont nuls et que je puis, par con-

séquent écrire,
dS,

b 8 n% —— = Fy—+ const.
(90) k Goon 1 )
en convenant de désigner par $ une sommation portant sur les z;
seulement ou sur les x; seulement, tandis que X désigne, comme
nous 'avons vu plus haut, une sommation portant 4 la fois sur

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



172 CHAPITRE XV.

les z; et les x;. Si nous prenons les valeurs moyennes des deux
membres, il viendra, puisque

[ds, — const
m = const.,

| F1] = const.

il viendra, dis-je,

Mais [F,], c’est R qui ne dépend que des z{ et des z,°; comme
ce sont la des constantes arbitraires, la constante du second
membre est également arbitraire et 1’équation (g b) s’intégrera
sans difficulté.

Egalons maintenant dans les deux membres de (1 bis) les termes
du premier degré, il viendra

1
i

d dF dF
5, ,,0 &Y | - 0 1 &M
=4 Tk dwy o Zk dzd dx, Tk dz?

Le second membre est entiérement connu; en effet, le second
terme ne dépend que des x} et des y; = w;; le premier dépend en
outre des x; (et nondes z}', puisque ['y par hypothése ne dépend

d AR i tité t égal zamxﬁ 1 sont con-
pas des x;); mais ces quantités sont égales dw, dui sont ¢o

by

nues, puisque S, a été déterminée a une fonction arbitraire prés
des wy.

En outre, la valeur moyenne de ce second membre, prise par
rapport aux w; seulement, est une conslante.

En effet, cette valeur moyenne est égale a

azF, 1 d[F]
- dz) dx$ (2] — dx) )
Or
"dS
17 1] =
[z}] = [dwk] = const.,
d[Fy] _ dR _
dzb = day const.,

puisque R ne dépend que des z} et des z;° qui sont des constantes.
Donc la valeur moyenne de ce second membre étant une con-
stante, nous pourrons y égaler n}. On calculerait de méme ',
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seulement dans ce cas le premier terme manque et il reste sim-
plement
dR

"
n —
dz®

i=

L’équation s’intégrera alors sans difficulté et nous donnera y},
a une fonction arbitraire prés des o',

Ce que je dis de y} s’applique sans changement a »'. Quant
dS,
a ;! il est égal & - et est par conséquent connu, & une fonction

arbitraire prés des w’.

Revenons aux équations (g @) et (10 a).

Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport
aux w seulement, faisons d’abord cette opération pour (10 a), en

. S .
supposant que la dérivée Ed;]’: est prise par rapport a une des quan-

lités w; et non par rapport a une des quantités w,. Nous aurons

p—1
[ﬁ] = comst., A2

dwy, Tdwr ’
— dJl 2P1 dyl —
(o1 G| =t 2] ==
d’ou enfin
(1o ¢) [z§] = @ =+ const. arb.

Opérons de méme pour (g @), il viendra (puisque n}) =o),

Snlaxl = 8nixk,

dF]_ dR —o
[ ?]"dy? ’

dy!
dF
Nous aurons donc
(9¢) Sni{zk] = Z [2"{"1]’*“1"“‘30‘ISt

-

= ‘_15 = const. donnée.
da?

d’oti, en rapprochant de (10¢),

2 [.z.p—‘]md)+const
H.P. — 1L 12
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ou

dR dR .
8 dx? [‘x{,_‘]+8 dz’9 [wip l] = P + const.
i

Mais [227'] est connu i une constante prés; nous avons, en effet,
une équation analogue a (10 ¢), en changeant p en p — 1,

[#% '] = ® + const.

En tenant compte de I'égalité

dR

M
=T A

b

nous pouvons donc écrire
3n[2F ] = P -+ const.
Revenons maintenant 4 I'équation (10 @), mais en y changeant s,

en wy et penp—a2.

; —2 —2 0o
Si nous observons que [277*] et [ #7*] sont connus, cette équa-
tion pourra s'écrire

dS,_y
dw’,

(1o d) =zf 1+ .

S,_ est une somme de termes dont les uns sont périodiques par
rapport aux & et aux o/, tandis que les autres se réduisent a une
constante multipliée par 'un des w ou l'un des w'; c’est ce qui
résulte de Ubypothése faite plus haut que les dérivées de S,_,
sont périodiques.

Si dans cette somme de Lermes nous supprimons tous ceux qui
dépendent des w, il nous restera une fonction des w' que nous
pourrons appeler [S,_,], et, comme nous avons supposé la fonc-
tion S,_, connue 4 une fonction arbitraire prés des w/, nous pour-

rons dire que nous connaissons S,_; — [S,_,], mais noun [S,_,]-
Nous avons alors

AlSp—al _ ooy
el, par conséquent,
d[S,-1]
Snpt =71 — & 4 const.
z dW‘ 3y

équation quidonne{S,_ 1] et achéve ainsi la déterminationde S,_, .
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L’équation (10 d) et I'équation analogue

dSp_t

— Pt
=z ¢
dwy x +

achévent alors la détermination de 2{~! et 277,

Egalons maintenant dans les deux membres de (1 bis) les termes
de degré p, il viendra

(12 bis) En,,;l +Zn} dka +nf =&+ A+B,

A représentant le coefficient de w? dans — Zi" » et B celui de pr—!
I

dF,
dans -_— d—Z'[.

Fynedépend que des z;, qui sont maintenant entiérement connus
jusqu’aux z#~ inclusivement. Nous pourrons donc écrire

d*F,

p
0 Lf-
0 420
az} dz),

A=0d—38§
De méme les 27! étant entiérement connus, nous aurons
B=®— 2 2 Fy Bt
wdyidzd Tk
ou méme, puisque nous connaissons
YRR

— a2 Fy p—1
B= (b_dey,‘{.dx}’ i)

D’autre part, les n}? sont nuls, et comme y?~* est connu i une
fonction arbitraire prés des o/, on a

dy? dy?
] [ o A)i
Zng dwg Sni dwy’
i 1 d}’l‘,—i
1 %/ ¢ _— Al
. Zn; dwr = ® 4 Sny dw} >
ou
-
$nl dy; 8 n}t dy‘, + nf
“dw %
(12 ) B _dFy_ d*F, ]
T e dx?dz, “ dyldx!? Ju L
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Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres, en
observant que

d*F, 1 dR
o [dyzdx? = dypday
il vient
I d[}’ l] d? Fq
A i _ Py__ P
(128) A = de"dz"[ k] — ns
Nous avons trouvé plus haut
(10¢) [#%] = ® + const. arb.;

ce qui signifie que, la constante du second membre pouvant étre
choisie arbitrairement, [ 2%] est connue. On a donc

iy
2c Sn =5t — =& —nf
( 2 ) k dW;c
On profitera de n? pour annuler la valeur moyenne du deuxiéme
membre et celte équation (12 ¢) s’intégrera sans peine et nous
—A
donnera [y?™].
On calculerait de méme n? et [ y;77*], de sorte que 2?~', 7!,
yP™', 77" sont maintenant entiérement connus.

Les équations (g bis) et (10 bis) peuvent alors s’écrire

(9e) Enlaf = Sn}zf = ® -+ const.,
dSp
(10¢e) m =a + &,
dS
(IO f) E;% = 2"]!’—}— tp’
d’otr I’équation
8n} Zi: = arb.,

qui détermine S, a une fonction inconnue prés des w' (car nous
avons plus haut choisi [S,_,] de fagon que la valeur moyenne du
deuxiéme membre se réduise 4 une constante); ou, en d’autres

termes, qui détermine
Sp—1[Sp]-
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Les équations (10 €) et (10 f) nous donneront ensuite 2§ et z?
a des fonctions prés de o/, c’est-a-dire qu’elles détermineront

af—[2f], xf —[2F].

Je dois ajouter que, (10 ¢) nous donnant déja [z£], nous connais-
sons complétement £, mais non z}?.
L’équation (12 @) devient alors
dy?

(12¢) 8ny

* dwy, =

La valeur moyenne du deuxiéme membre est nulle en vertu de
(12 b); nous tirerons donc de 13

et 'on trouverait de méme
y¥—1r71

Probléme des trois Corps.

162. Nous prendrons pour variables indépendantes

Ay A') Gy
)\11 )\’17 T

et comme au n° 152, supprimant des indices devenus inutiles,
nous écrirons A et M au lieu de 2, et A},

Nous allons chercher 4 satisfaire aux équations du probléme en
remplacant chacune de ces variables par les développements (4)
du n° 152 et (17) du n°® 155; procédant suivant les puissances
de w et de certaines constantes que j'ai appelées 2 et z7° dansles
n* 452 et 155 et que j’appellerai ici o; par analogie avec les notations
du n° 159 et pour éviter certaines confusions.

On aura d’ailleurs
Ag.o = const., Al = const.; Ao.o = Wy, Ao = w2;

Aog=Ag ,=Rog=2Asq=0 (g>0);

0. . £D .
o'l =g cosw); T = asinw;.
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Nous avons d’abord a former 1'équation qui doit étre analogue
a I’équation (6) du n° 158 et a I'équation (6) du numéro suivant.
Cette équalion sera

(6 b”) = (A — A, o) d)\ +(A' A, o) d_)" -3 drl —2 & ZWk

avec une équation analogue ol wy est remplacé par wy.
A cette équation (6 bis) et & I'équation des forces vives

(4 bis) F = const.
nous adjoindrons les suivantes. En premier lieu,

. A d\ dF
(1 bis) 7 =2"n"27k——?ii’

a laquelle il convient d’ajouter une autre équation de méme forme
ou A et A sont remplacés par A’ et N. D’ailleurs disons une fois
pour toutes que, sans qu'il soit nécessaire de le répéter, il sera con-
venu qu’a toute équation non symétrique en A et A’; A et N, etc.,
il faut en adjoindre une autre ou ces lettres sont permutées. Les
signes X et 8 conservent le méme sens que dans le numéro pré-
cédent. En second lien, nous aurons encore des équations ana-
logues anx équations (4) du n° 159.
Pour cela posons, comme dans ce numéro,

2y = 6; COS W) - T; sinwy,

Yi=o;sinwj—1; coswi,

277 = of 7 cos w} + i Isinwh, cer,

d’ou
z'g.l:ai; .}'gJ:o
Nous aurons alors
dx; dF dF
(7) ankm = d—ticoswli— 75”1“"1"—”;'}’1:
z
dy: dF | dF .
(8) Zpng Eﬁl"k = 5 sin w} - dT“cost—r— nix;.
i
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On verrait, comme dans les numéros précédents, que 1’équation

dA  dF

Wt dx
et les équations (7) sont une conséquence nécessaire des équa-
tions (6 bis), (4 bis), (1 bis) et (8). Ces derniéres suffisent douc
pour résoudre le probléme.

Le probléme ainsi posé présente, combinées entre elles, toutes
les difficultés que nous avons résolues séparément dans les pre-
miers numéros de ce Chapitre; les mémes procédés sont appli-
cables.

Jemploierai la notation suivante, pour abréger certaines écri-
tures; j’écrirai

of = chlp.q’
o = z,0f?

[Cf développements (17) page 145]; je ferai usage de notations
analogues pour les lettres autres que o;.

Cela posé, commengons par annuler w dans toutes nos équa-
tions; (4 bis) nous donnera

(ja) Fo(Ao, Ap) = const.

Comme la constante du second membre est arbitraire, nous satis-
ferons a cette équation en donnant a A, et A; des valeurs con-
stantes arbitraires. Nous pourrons supposer, comme nous ’avons
fait plus haut, que ces constantes sont indépendantes des «;, ¢’est-
a-dire que

Agg=o0 pour g > o.

Nous aurons ensuite, en partant de (6 bis),

. dS, o ds? d(sl'})
(6a) dwy Zo; dwy. _E dwy :

Quant a (1 bis), il se réduira a

no— _ 4Fo
1™ dA,
et de méme
o a'FO.
2= YA,
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Les équations (7) et (8) nous donnent

dz? ,
(72) znlocd7l=—ﬂi°}’?,
dy?
8 957E —plog?.
(8a) znp 5Lt = njtaf

On satisfera a ces €équations en supposant que les ;° sont nuls et
0 3 :
que les z¢, les ¥}, les a?, les t? ne dépendent pas des w, mais seu-
lement des «'.
Déterminons maintenant S, ou plutot

So—[So].
Comme les ¢! et les ©} ne dépendent pas des w, I'équation (6 @)
nous donne

dS, _ dS,

dw;  dwg 0:

ce qui signifie que S, ne dépend pas des w, mais seulement des w'.
Considérons maintenant dans nos équations les termes du pre-
mier degré en p. L’équation (4 bis) va nous donner

(4 6) 8niA = n? A +ndA;=F;— const.

[’équation (6 bis) nous donnera

(6 &)

ds, dhg , dr? o drt} d(s?iz})
G =8\ gm w36l ok 43 —-2——-

dwk de : dwlc dwk

Le premier terme du second membre se réduit évidemment
\ A r .
a A, pour k=1, et & A} pour kK = 2; car nous savons que

)\o = Wy, )"0 = Ws.
Pour la méme raison, quand on change wy en wy, il vient

' dS, _ 1 d'c? 0 d'tt! d(c’?'i't,?)
(66 dov}c_z[c‘ dwy T dw, T T dwg ]

Nous avons vu plus haut que t} ne dépend ni de w mi de wa,
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et il en est de méme de o?¥; il vient done

dwy dwy ’ dwy

EERCA

Si donc, dans (64), nous prenons les valeurs moyennes des deux

d[3.] _ const. iz d = [d(c i )] =o,

membres, nous aurons, en faisant successivement £ =71 ou 2,

ds,
[4&1] = [d——u)]] = const.,

1= Sy = const
U=1aw, |~ .

En prenant alors dans (4 &) les valeurs moyennes des deux
membres, le premier membre devient une constante arbitraire
avec laquelle la constante du second membre peut se confondre,
de sorte qu'il restera

(4¢) [Fi]= R = const.

Dans F,, les variables A, }\, o; et 7; sont supposées remplacées
par Ag, ho, o} et 1}; comme dans R, les variables A, et X, ont dis-
paru, R reste une fonction des Ay, of et ) ; cette fonction est
développable suivant les puissances des o? et des 1); les termes

du degré le moins élevé sont du deuxiéme degré et s’écrivent
SA (a2 ZA (e

Passons maintenant i I’équation (t bis); les termes du premier
degré en . donneront
d\y , d _ dF, dF, d*F,

(15) 8n ,,—d—+ Mk dwr T dhy  dAEL 1T dhodA,

A}

En prenant les valeurs moyennes des deux membres, il vient

dR  d2F, d2F,

(1e¢) ”%="d—Ao—m[ 1]— dAdA’[ 1]

Cette équation nous servira tout 4 I’heure a déterminer n.
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Venons maintenant aux équations (7) et (8); elles nous don-

neront
dz} dz! dF dFy ,
(786) Eﬂlo:ﬁi—Fan—‘%‘:a—Técosw} dosmw,—n,' ?,
i
dyl dy? dF dF ,
(86) zn/(id—f;;—i— }‘dil d3 nwi+ o :cosw i+ nt 2}

ou, en prenant les valeurs moyennes des deux membres et remar-

quant que z}, ¢, o7, =} ne dépendent que des o/,

«

dz!? dR , dR . ,
(7¢) Sn'k‘d—wfk= d—rgcoswi—zﬁsm wi— njly?,
, 0 dR .
(8¢) Sny ji;f = o S0 wi— dft coswi+ ntyd.
4

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les S,
les o2, les <} et les n)' ; I’analogie avec le probléme du n° 159 est
en eﬂ'et ev1dente.

On passe du probléme actuel A celui du n° 159, en changeant
respectivement

o, 1, =}, ¥i, ni, wi, R, S
en
& My %y Yo np, wy, F, S,

Les équations (4 ¢), (7¢), (8 ¢) sont alors respectivement équi-
valentes aux équations (5), (3) et (4) du n® 159. De méme l’equa—
tion (6 a') obtenue en changeant dans (6 a) w; en w) est équiva-
lente 41'¢ quauon (6) du n° 159.

Il est vrai que R dépend non seulement des ¢} et des 1}, mais
encore de A, et A,. Mais ces quantités, comme nous 'avons vu,
doivent se réduire & des constantes.

Les procédés dun° 159 sont donc applicables et nous donneront

0 ¢ J1
8y Tiy Mg, S,

D’aprés I'équation (4 €), R se réduit a une constante et cette
constante devra dépendre des «;, des A, et des Aj, qui sont nos
constantes d'intégration.
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. dR
Il en résulte que Zx ©st encore une constante. Comme [A,],
0
[A,] et les dérivées de F, sont encore des constantes, le second
membre de (1¢) sera donc aussi une constante, ce qui nous per-
" bl i
meltra d’y égaler n;.
On calculerait de méme n;.
Le second membre de (76) et de (80) est maintenant entiére-
ment connu, ce qui fait que ces équations peuvent s’écrire

dz}
SRZE;;; =&,
dy}
o @Y __
Snk de = &.

La valeur moyenne du second membre est nulle, en vertu
de (7¢) et (8¢); ces équations nous permetiront donc de calculer

z} —[=!], yi—I[r!l
el par conséquent
dr}

c}—[o‘,’-], T}—[T;]’ d—W[;,

Mais il vaut mieux opérer autrement.
Eu égalant dans les deux membres de

les termes en ., il vient
(B) sny o —a,
qui nous fera connaitre

H—let] S

L’équation (6 &) pour wi = w, nous donne alors

ds, [ 01 dT}
dw, = M Bl —o) o
d’ou
ds, , _ dS,
A,—m—'—q), Al—‘-i;z'—Fq).
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Alors, comme IY, est connu, et que la constante du second
membre de (4 b) a été choisie plus haut d'une maniére arbitraire,

(4b) devient
ds,

Sngd'-—'“)k =(I),

équation qui détermine
Sy —[S4])
et, par conséquent,
Ay—([A], AL—[AL]

Comme [A] et[A}]sont, comme je I’ai dit plus haut, des constantes
que l'on peut choisir arbitrairement, A, et A} sont connus.
L’équation (6 &') nous donne alors

' dr? dS
G Ze) L =0+
(€  dwp  dwi T
dr}
ou, en prenant les valeurs moyennes et remarquant que _— ne
k

dépend pas des wy,
de?  d[S4]
1 ]
2[e] dwj, — dw}, ®

ou, en retranchant et remarquant que S, —[5,] est connu,

0
drt;

dwy, Gl [eih =@

(D)

Nous avons ainsi une suite d’équations linéaires d’out nous tire-

rons
o} —[o}].
Observons que ’équation
ds}

o 0 | 2
(E) Sn - =@,
déduite de

ds; dF

en égalant les termes en p, est une conséquence de (A), (B), (D)
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et des équations précédemment satisfaites

(7@) (8a), (6a), (6d).

(4a), (46), (1a),
Cela est presque évident et j’y reviendrai plus loin. On en
déduirait ensuite sans peine (7b) et (8 b)

Comme, d’autre part,
1 d)\o

Snkd—wk=n}

est connu par (1¢), I'équation (1 &) peut s’écrire

Sn‘}‘;—::‘ztb.

La valeur moyenne de ® étant nulle d’aprés (1¢), cette équation
nous donnera
Ar—[A]-
On obuiendrait de méme
AL — M-

Considérons maintenant dans nos équations les termes du
second degré en . D’abord, I'équation (4 bis) donnera

(4d) Sn°A,._2dF1 4 dF‘ ZdF’ A+ @ 4 const.

De méme, I'équation (6 bis) donnera

ﬁ = 8§A d}“' _dh.
(6d) dwg 1 dwp
2 d‘r? , dr} o dr} d(s?! )
+2["i dor T Qo T dwr T dwr ]

Prenons les valeurs moyennes des deux membres. Je dis que la
valeur moyenne du second membre se réduira a
[Ag] -+ .

in effet, nous connaissons A, et A, —[M] et par conséquent

E
-3 on verrait, comme quand nous avons traité I’équation (6 &), que

d=} 1 d=; [d(o’o te?) ]_
[ dw] [" dwk] dwry | @

dX,

dw
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D’autre part,

[t 2] = [cot o) ok |+ [1ot1 2L

Le premier terme du second membre est connu, puisque nous
connaissons o et 7/ 4 une fonction prés des w'. Le second terme

est nul, car
[ 2] =en[ 2] =

Il vient donc finalement

[Ae] = -+ @ = & — const. arb.

dSn J

Nous allons prendre maintenant la valeur moyenne des deux
membres dans (4d); nous venons de trouver la valeur moyenne
de [A:]; considérons un terme du second membre, par exemple

dF,
d—-o_? S
Il vient

|- -] ] [ = S50

En opérant de méme sur les autres termes de (4d), confondant
en une seule les fonctions connues P et les constantes arbitraires,
on trouve

dR
(4e) E(dc" [e}]+ d-:" ['cl]) = & - const.
On sait en effet que
R
dre

Passons maintenant a ’équation (7) et voyons ce qu’elle nous
dounera. D’abord le premier membre donnera
dx} y dal

2
and—-+£ dw;;+zn"

dz?
dwg

Si nous en prenons la valeur moyenne en nous rappelant que n}?
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est nul ainsi que la valeur moyenne d’une dérivée prise par rap-
port & &, ou w,, nous trouverons

dxr} dx?
't { i
Snk [dW ‘]_'_Snk[“dwk] .

sy« dF
Dans le second membre, considérons d’abord le terme en ——,

dr;
il nous donnera
dF, d2 P, drF, d*F, ' d2F, .
a=? *2 (dr" dh, M dmrdh, T djdry T davday "k)
ou bien

d*F, d*F, dr¥,
¢+E<dtod)\ [M]+ VY [f/.]—l—m[%])

et la valeur moyenne sera

¢+2<d T il [=k1-+ d:{);,o[ A])

. . A dF L.
On opérerait de méme pour Ejj Cela va nous permettre d’écrire
{

ce que deviennent les équations (7) et (8) quand on y prend dans
les deux membres des termes du second degré en p. On trouve

(7€) Sny

= A cosw’'— Bsinw;— nj! [y}1— ni2y?,

dlx}]
© dw),

dyl]

(8e) 8 nit Sy —_-Asmw i+ Beosw;-- nit[z}]+ n;2 2!,
A et — B étant les seconds membres des équations (22) du n° 155
(p. 148), d’ou les équations (7e) et (8¢) se déduisent d’ailleurs
aisément. Aux équations (7¢) et (8e) nous adjoindrons la sui-
vante, obtenue en prenant les valeurs moyennes dans (64'),

T T} PR,
(6c') %S;‘]: ([ ]d! , d[ i1 d(e; [Tl])).

+ o dawl, ~~ dwp

Nous allons maintena.nt, al'aide des équations (4e), (7€), (8e),
(6¢'), déterminer
(sil, [w], n® [Si].

Ces équations ne sont d’ailleurs pas distinctes, et au Chapitre X1V
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nous avons vu qu'on pouvait déterminer ces quantilés par les
seules équations (22) du n° 155, équivalentes a (7e) et (8e).

Mais je veux indiquer un autre procédé oul’on se sert seulement
de (4e), (6¢') et (8¢€) et qui se rapproche davantage de la méthode
que j'ai toujours suivie dans le présent Chapitre.

1l pourrait donc y avoir intérét & démontrer que (7 e) peut se
déduire de (4¢), (6¢') et (8 ¢); mais pour cela il est nécessaire
d’examiner avec plus de détail comment (7) peut se déduire de
(4 bis), (6 bis) et (8) et par conséquent de faire une digression
qui va occuper les numéros suivants.

163. Reprenons le probléme et les notations du n° 158; les
renvois se rapporteront tous, sauf avis contraire, 4 ce numéro.
Nous avons démontré, au début de ce numéro, que les équa-
tions (2) sont une conséquence des équations (1), (3), (4) et (6).
Mais on peut se poser la question suivante : Supposons que l'on
ait satisfait 4 toutes les équations, déduites de (1), (3), (4) et (6)
en égalant dans les deux membres les termes indépendants de p,
les termes en p., en p.2, et ainsi de suite jusqu’aux termes en pP
inclusivement. §’ensuivra-t-il qu’on aura satisfait du méme coup
aux équations déduites de (2) en égalant dans les deux membres
les termes tout connus, les termes en p, en w2, ..., en w?? En
d’autres termes, je suppose qu'on ait satisfait aux équations (1),
(3), (4) et (6) aux termes en wP*! prés, c’est-a-dire de telle fagon
qu’apres la substitution de notre solution approchée la différence
des deux membres soit divisible par wP¥!; s’ensuit-il que les
équations (2) seront également satisfaites aux termes en pr+! prés?
Si les équations (1), (3), (4) et (6) sont satisfaites aux termes en
Pt prés, il en sera de méme des équations que 'on en déduit
par voie de différentiation, d’addition ou de multiplication, telles
par exemple que les équations (7) et (8). Les équations () et (8)
seront donc encore vraies, avec cette différence que dans le second
membre o devra étre remplacé par une fonction développable
suivant les puissances de p et divisible par prP+i,

Nous aurons done

dy (dF  dy _
P m—T)=n
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H étant divisible par u?**; et il sera permis d’en conclure que

dF _dyi
dz; dt

est égal 4 une fonction de méme forme pourvu que le déterminant

dy,' . « e ) P .
des derg € soit pas divisible par p. Or c’est précisément ce qui
arrive, car il se réduil & 1 pour . —=o.

Donc les équations (2) sont satisfaites aux termes en P+ prés.
C. Q. F. D.

Arrivons maintenant au probléme du n° 161; le raisonnement
qui précéde s’y appliquera sans changement, mais nous devons
encore nous poser une autre question.

Outre les équations déduites de (1 bis), (2), (4), (6) en égalant
dans les deux membres les coefficients de p.?, nous avons encore
a4 envisager celles que 'on peut obtenir en égalant les valeurs
moyennes des deux membres.

Je suppose que les équations (1 bis), (4) et (6) soient satis-
faites aux termes prés en p.?. Il en résultera, ainsi que nous venons
de le voir, qu’il en sera de méme de 'équation (2).

Je suppose de plus que 'on ait satisfait aux équations obtenues
de la maniére suivante : dans les équations (1 bis), (4) et (6) éga-
lons les coefficients de (? et prenons ensuite les valeurs moyennes
des deux membres. S’ensuivra-t-il que U'équation tirée de (2)
par le méme procédé sera également satisfaite?

Nous pouvons exprimer nos hypothéses de la maniére suivante :
les équations (1 bis), (4) et (6) ne sont pas satisfaites exactement,
mais la différence des deux membres est une fonction périodique
des w et des w', développable suivant les puissances de w, divi-
sible par p? et dont la valeur moyenne prise par rapport aux w
est divisible par P+,

Je désignerai par H toute fonclion satisfaisant & ces conditions.
Il résulte de 1a que la somme de deux fonctions H est une fone-
tion H, que la dérivée de H par rapport & wi ou &y est une fonc-
tion H. Si enfin nous multiplions H par une fonction K pério-
dique en ¢ et o' développable suivant les puissances de ., le
produit sera encore une fonction H, pourvu que, pour g =0, K

H.P —1IL 13
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ne dépende pas des w, mais seulement des #'. Nous aurons alors

et
dy: d¥F
a = am
dr; [ dy; dF dz;
dwk< ar + $,~> H dwy 1,
puisque —= i ~ ou % se réduit 3 zéro pour == o, €t est par con-

séquent 1ndependant des w.
Il résulte de la que le second membre de (8) sera encore une
fonction H. Comme la différentiation de (4) donne

dF dz;  dF dy\ _
(G o+ Ty ) =P

ﬁ(fiﬁ'_ﬁ)_n
dwp\dt dyi) "

il vient

H; étant une fonction H; d’otx

dr; _dE Ak
TJT d}’i - = A ’

. . . d .
A étant le déterminant des —L;, eny comprenant, bien entendu, les

dw
;l)’z et les jyf Quant a4 A; 4, c’est un des mineurs de A.

o s \ N A s 1s
Pour p =o0,A se réduit 4 1,A; s a1 0udo: %" est donc indé-

T’ les
wi

pendant des w. On a par conséquent

dz; dF
7 ik

C. Q. F. D.

164. Revenons maintenant aux hypothéses du n° 159; adop-
tons-en les notations et convenons que tous les renvois se rap-
portent aux équations de ce n° 139. 1l s’agit d’établir :

1° Que les équations (3) peuvent se déduire des équations (4),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AUTRES PROCEDES DE CALCUL DIRECT. 191

(5) et (6) : c’est la un point que nous avons plus haut énoncé sans
démonstration, mais dont je vais donner maintenant une démon-
stration qui me sera utile plus loin;

2° Que si les équations (5) et (6) sont satisfaites aux termes
prés d’ordre p -+ 2 par rapport aux a;, et les équations (4) aux
termes prés d’ordre p 41, les équations (3) le seront aux termes
prés d’ordre p + 1 ou, en d’autres termes, que les équations (13)
et (14) sont une conséquence des équations (7), (8) et (g).

Les équations (6), exprimant que dS est une différentielle
exacte, nous donneront

dii dn; dfi dmi\ _
(<) 2i<dwk dwq_dwq m)-—o,
d’ott 'on déduirait, comme au n° 158,

dt; dny  dEi dns
®) 2 (dw,,w—mdwk) o

D’autre part, I'équation (5), différentiée par rapport a wy,
nous donne

dF dt; _ dF dy\ _
0 2(7&,— dwi " dmg dw;,>—

Posons maintenant

dt; d

P £ cos w; -+ %sm w; = X,
i3 s dn; Y;

ar inw; + dt cosw,_ i

EL d <
E—k-cosw, -+ d—wksmov, = Xy,
di . dn; _ vk
aw, sinw; 4~ awp cosw; =Y,
——dF cosw; + dar si i = Ay
ar - W aE; nw; = Ay,
dF sinw; dar ) B..
dng " T G TS

En effet, avec ces nouvelles notations, les équations (3) et (4)
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vont s’'écrire respectivement
(8) Xi= Al’,
(E) Y,r = Bi.

L’équation (B) deviendra
(8" B(XFY,—YfX)=o0
et I'équation (7) deviendra
™" S(XIB;—Y{As) =o.

Je dis que de (¢), (#') et (y') on peut déduire (3), et en effet
de (B') et (¢) on déduit

€9) S(XFB: —YEX)=o
ou enfin
(9) EiY{-"(X,’—-Ai)=0 (k=1,2, ..., n).

Comme le déterminant des Y# n’est pas nul, on déduira de la
X:=Au Cc. Q. . D.

Supposons maintenant que les équations (4) soient vraies aux
termes prés d’ordre p + 1 par rapport aux a; et les équations (5)
et (6) aux termes prés d’ordre p + 2.

Alors les équations (2), (B), (1), (&) et (') seront vraies aux
termes prés d'ordre p + 2, (¢) aux termes prés d’ordre p —+1.
Comme le développement de X¥ commence par des termes de
premier ordre, en multipliant (¢) par X%, on obtiendra une équa-
tion qui sera vraie aux termes prés d’ordre p -4 2.

Il suit de 1a que (¥) et () seront satisfaites aux termes prés
d’ordre p + 2. Je dis qu’il en résulte que (3) le sera aux termes
prés de Vordre p + 1.

En effet, posons pour un instant

l
a;= )\ai

de telle fagon que les termes d’ordre p par rapport aux «;
deviennent divisibles par A7.
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Je poserai ensuite
X,' —_— A[ = )\p+l Ch

YA = XZE,

Ce que je me propose d’établir, c’est que C; reste fini pour A =o.
L’équation () étant satisfaite aux termes prés de I'ordre p -+ 2,
nous aurons
EY#(X;— A;)= ar+2H;.

Hy restant fini pour A=o0; d’ou
272%C; = H,.

Il suit de 1a que C; reste fini pour A= o, pourvu que le détermi-
nant des Z% ne s’annule pas pour A =o.
Or ce déterminant se réduit pour A=o0 2

o).l .ap.
1l n’est done pas nul. c. Q. F. D.

165. Je reviens maintenant au probléme du n° 162. Je me pro-
pose de démontrer que (7€) est une conséquence de (4¢), (6 ¢)
et (8 ¢), en supposant, bien entendu, comme nous I'avons fait plus
haut, qu’on ait préalablement satisfait aux équations (4 @), (48
(6a), (6), (8a), (85), (1), (16).

Ces hypothéses peuvent se traduire de ]la maniére suivante.

Dire que (4 ), (4 b) et (4¢e) sont satisfaites, c¢’est dire que
I'on a ‘

F = const.+ p2H,.

Je désigne par H toute fonction développable suivant les puis-
sances croissanles de g et périodique par rapport aux w et aux %'
et par H, toute fonction H dont la valeur moyenne s’annule
pour p. —o.

On en déduit

dF di dF dA dF d=~; d¥ do;\ _ .
(2) 2(3\_ dwk+Edek+d—’c,-dwk+Ir?d—wk>_HH°'
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Dire que (1a) et (1b) sont satisfaites, c’est dire que

dr dF
(#) jﬁ—ﬁ’—'f"zﬂ’

d, \ * dA ) ] __
ou, puisque ZZTV—/‘- s'annule pour ®=o,

, dA (dh  dF\
(8" W‘(E_ﬂ)_paﬂ'

Passons aux équations déduites de (6 bis).

Nous supposons que (6 a), (6 b), (6 b') sont satisfaites, mais ce
n’est pas tout; en effet, pour établir Péquation (4 e), nous nous
sommes servi de I'équation (6 d) ou plutdt de I'équation (6e)
que Uon en déduit en égalant les valeurs moyennes de deux
membres.

Cette équation (6 ¢) est donc supposée satisfaite; mais il n’en
est pas de méme de I'équation (6 ¢’) que 'on en déduirait en y
changeant wy en w).

Comment tout cela va-t-il s’exprimer dans notre nouveau lan-
gage?

Comme (6 @), (6 b) et (6 e) sont satisfaites, nous aurons

diisz = Cz—+ p2H,,
Ci désignant pour un moment le second membre de (6 bis). Sinous
changeons wy en w;, il viendra, en désignant par G; ce que de-

vient Cy,
ds
— = G+ p2H.
dwg ?
La valeur moyenne de H ne s’annule pas pour = o parce que
(7 €') n’est pas supposée satisfaite.
Silon différentie la premiére par rapport & w, la seconde par
rapport & wy et qu’on retranche, il vient

dCi _ dCy _ .,

dwr " dwp = W8
On aurait de méme

dCy  dCy _

dwy ~ dwy — WHO
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mais on aurait seulement

dC;  dCj

el e QLY -
dwg  dwj, *

sans que la valeur moyenne de H s’annule pour u = o. Mais, sil’'on
S . . s
multiplie I'équation par n; qui s’annule pour . = o, il vient

AN
(dwq7 dw%) =wH.

Nous aurons done

dCp dGC, , { dCp dCy
Zq [nq(m - dT)k) + n"(dwq dw,‘>] = p?H,,

avec I’équation analogue qu’on en déduirait en changeant wy en o).
Cela nous permet d’écrire

@ dwr  dt dwip T dt dwi  dt dw) = pH,

avec I’équation qu’on peut en déduire en Changeam Wi en Wy,
Posons, comme au numéro précédent,

do cosw) + @ Gin o X,
de vl 1=
ds; dr; ,

—dt sinw); — 7 oS =Y,,

dO’i '
— COSW; +

T .
d smw',«:x{;
’

dwy U dwg
G'i . ; 'C[ ’
sin wi — cosw; = Y4
dw;, Podwp A ¢4
—dF cos w —dF in w}
wh— sinw; == A .
dr; ¢ do; IS4,

dF .
—— S1nw; -

d coswi =
dr; ¢ do; = Bl‘

avec d’autres équations analogues oil wy, le Y* sont remplacés
par les mémes lettres accentuées.
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Les équations () et (7) deviennent alors

, dF d\ | dF 4aA k P
@) D dor T @ dy XD YEA) =,

D € S

avec d’autres équations analogues ou wy, Xf, Y¥ sont remplacés
par les mémes lettres accentuées.
D’autre part, (8 a), (8 b) el (8¢) étant supposées satisfaites, il

vient
Y,—B;= p.zHo.

La combinaison de toutes nos équations nous donnera alors
.Eaa@%*a)*““ﬁ“ﬂ—“m

avec une autre équation ol wx et Y¥ sont remplacés par les mémes
lettres accentudes.
Nous avons i un systéme d’équations linéaires d’oti I’on pourra

tirer
dA dF
Z T b XA

Pour p =0, que deviennent les coefiicients de ces équations et
leur déterminant?

ik dh N . Lq s
Les dérivées de -2 s’annulent, sauf —— et —— qui se réduisent
dwp dw, dwy

a 1. Les Y# s’annulent. Quant a
ds? dr!

Y= L sinw}—
i 7 T dwh

dW;.

cos w}

il est indépendant de wy et p,.
Le déterminant et ses mineurs est donc indépendant des w
pour p. = o; de plus, ce déterminant ne s’annule pas.

Il vient donc
X;— A= P-z H,,

ce qui veut dire que (7 @), (7 b), (5 ) sont satisfaites.
C. Q. F. D.
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Il me reste encore i établir, ainsi que je I'avais annoncé plus
haut, que 'équation E du n° 162 est une conséquence de (A), (B),

(D), (4a), (40), (1a), (7a), (8a),(6a), (62).
De (4 @) et (45) on déduit

(2) A=prH,

A étant le premier nombre de (a).
De (1 @) on déduit

d\ dF
et
dA [(d\  dF
” an farh _ET N _ e
(8" dwk<dt dA) prH.

Passons aux équations dérivées de (6 bis). Comme (6 a) et (6 b)
sont satisfaites, 1l vient

De méme, (6 a') est satisfaite, mais (6 &) ne I'est qu’a une fone-
tion prés des w'; et en effet nous avons déduit 'équation (D) de
I'équation (C) équivalente (6 &') en en retranchant une autre équa-
tion dont les deux membres sont des fonctions inconnues des w';
je puis donc écrire

dS
o =G5+ w2H + K,
K étant indépendant des w.

On déduira de 1a
dCp  dC)

Pl ANl S )
dwl,  dwy i,
dCr  dC, _ .
dw, " dwy =
dCi _ dCq _ .y

dw], ~ dw}
ou, puisque n, est divisible par g,

,(dCy _ dCp\ _
'I<dw:, - dw;)_ wH,
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ou enfin

€Y C=wH,

C étant le premier membre de (Y) ou bien encore ce premier
membre o1 wy est remplacé par wy.
Les équations (7 @), (8 &) et (D) nous donnent

dr; dF

-_ —_— = 2
2t as Wi

La combinaison de toutes nos équations nous donne alors

3R (4 & i (d  dFN_ ay
dop\dt — D) T dwi\@t @)=
équations linéaires d’ou nous tirerons, comme plus haut,

do; dF _ | )
E—R_HH. C. Q. F. D.

166. Apres cettelongue digression, je reprends le probléme du
n° 162 au point ou je l'avais laissé. Il s’agissait de la détermination
de [s!] et[t}] aVaide de (4¢€), (8e) et(6¢).

Pour cela nous allons supposer les deux termes de nos équations
développées suivant les puissances de «; et égaler dans les deux
membres les termes de méme degré.

L’équation (4 ) commencera par des termes du premier degré
et, égalant les termes du premier degré, on obtiendra

(4 8) ZaA; (ol [o} ]+ 12 [} °]) = ® 4 const.

Le second membre de (6 ¢’) commencant par des termes du
premier degré, nous trouverons d’abord

[S4.0] = const.

Il viendra ensuite, en égalant les termes du premier degré,

a5, 2t g deb] e[

al 1.0
dw, *2[["’ 1 Zor + o g, aw’,
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oubien
d S dc'?'l
[il]_z<[‘ [io]dw}c)
(6f) d"k
( =—°/r"[°' 0]—“t ek °]=—$}°c"[$lic'°]-
De sorte que ’équation 4 f devient
SoA; d[S1;1] = & + const.,
dWi

ce qui nous donne [S, ,] et par conséquent les [z} °].

I1 reste & déterminer les [y4°] et & satisfaire a ’équation (8 f)
oblenue en égalant dans (8¢) les termes de degré zéro par rapport
aux «;. A larigueur, I'équation (4 f) peut suffire pour cela, si nous
nous rappelons que les [a}°] et les [t} °] doivent étre des con-
stantes parce que les a; et les T4 étant développables suivant les
puissances des «; cosw; et des a;sinw}, les termes de degré zéro
par rapport aux «; doivent éire indépendants des .

Qu’est-ce maintenant que la fonction ® du second membre
de (4 f)? Pour obtenir cette fonction, il faut évidemment : prendre
la fonction — F,; y remplacer les A, les X, les a;, les v; par les
Ay, les w, les a?, les ©0; en prendre la valeur moyenne; considérer
dans cette valeur moyenne les termes du premier degré par rap-
porl: aux ¢} et aux <?; y remplacer les s} et les 7} par les o' et
les t¥*!. @ sera donc de la forme

EBiol '+ 2Cinlt,
les B; et ]es C; étant des constantes. L’équation (4 f) s'écrit alors
S2A;(cd  [o} O] — 1 2} °]) = =B;of 1+~ ZCynf" + const.

Siles[a}®] etles[r}*] doivent étre des constantes, on ne pourra
y satisfaire qu’en annulant la constante et en faisant

(o= s [e1°]= 5

Je dis de plus qu'on satisfera de la sorte 4 (8,f), car on satis-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



200 CHAPITRE XYV.

fait ainsi aux équations (23) du n° 155 (p. 149) dont (8/) n’est
qu'une combinaison simple qui s’obtient en les ajoutant aprés les
avoir multiplides par - sinw] et — cosw}.

Egalons maintenant les termes du second degré dans (4 e), il
viendra

(58 Z2A,(af o] <) [} 1]) = © <+ const.

Egalons de méme les termes du second degré dans (6¢), il
viendra

65) o+ LRl o (ot o) — o1 (el D = — 2 k)

L’équation (4 g) devieat alors

d[S1.0]

XZA,' dow’
i

= & 4 const.,
ce qui nous donne [S, ,] et par conséquent les [ z;*].
Considérons maintenant 1’équation (8 g) que l'on obtient en
égalant dans (8 e) les termes du premier degré. On pourra éga-
lement I'obtenir en faisant ¢ —1 dans les équations (25) du
n° 153 (p. 149), multipliant la premiére par sinw}, la seconde
par — cosw; et ajoutant. Faisons cette opération, en nous rappe-
lant que la constante que nous désignions par z!® dans le n° 155
est maintenant représentée par «;; il viendra

1.1
Bg)  snpo ) m e ool ) nipa
x

Nous connaissons maintenant [ z!*']; I'équation se réduit donc &

Ay} =P+ np2ta;.

2 de facon que la valeur moyenne du

second membre soit nulle et ’équation déterminera ensuite aisé-
ment [y}*] et par conséquent les [a} '] et les [}-'].

On déterminera n

Poursuivant de la sorte, on déterminerait de méme les n)> 7,

les [¢}7], les [%}7].
Les n}, les [o]] et les [<]] étant ainsi déterminés, on calcule-
rait les autres quantités par les méthodes du n° 162. Chaque quan-
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tité devrait étre déterminée par le méme procédé que celle qui
n’en différe que parce que son indice (relatif au degré en ) est
moins élevé d’une unité.

Il faudrait, bien entendu, avoir soin d’observer le méme ordre
qu’au n°® 162.

Les méthodes du Chapitre XV permettent donc d’atteindre le
méme but que celles du Chapitre XIV. Quelques calculs sont un
peu simplifiés. De plus, ces méthodes nouvelles ont un avantage
qu’il importe de signaler et que ne possédaient pas celles du Cha-
pitre précédent : c’est qu’elles portent en elles-mémes la démon-
stration de leur propre possibilité. Elles pourraient donc étre
exposées sans que l’on ait & passer par I'intermédiaire des Cha-
pitres IX a XIII, ni & parler des nombreux changements des
variables que nous avons du faire dans ces Chapitres et qui ne
sont utiles que pour la démonstration, mais non pour les calculs.
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CHAPITRE XVI.

METHODES DE M. GYLDEN.

167. Les méthodes dont je vais maintenant parler présentent
un grand caractére d’originalité; la plupart se rattachent, malgré
les apparences contraires, aux méthodes qui ont été exposées dans
les Chapitres précédents, mais quelques-unes les dépassent et
permettent d’aborder des problémes auxquels les procédés des
Chapitres IX et XV ne sont plus applicables; elles ont ainsi plus
de parenté avec les méthodes dont il sera question plus loin.

Bien entendu, le mode d’exposition que J’emploierai sera trés
différent de celui de M. Gyldén.

Les méthodes de M. Gyldén sont, en effet, un composé de plu-
sieurs artifices qui n’ont les uns avec les autres aucun lien néces-
saire et qu’il vaut mieux étudier séparément, quitte & en faire
ensuite la synthése, ce que le lecteur pourra faire sans aucune
peine.

Le premier de ces artifices est 'emploi d’une variable indépen-
dante particuliére.

Supposons d’abord que les trois corps se meuvent dans un
méme plan. Considérons dans ce plan le mouvement de I'une des
planétes qui sera soumise a I'action d’un corps central dont nous
prendrons la position pour origine et & Paction perturbatrice
d’une autre planéte.

Soient r et ¢ les coordonnées polaires de la planéte considérée,
i la masse du corps central, Q@ la fonction perturbatrice. Les
équations du mouvement seront

d
d(r2 7:) do drr do\* | p _ do
= (@) 5=

(1 T4~ d’ dn
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Dans le cas ot @ =0, le mouvement devient képlérien; la pre-
miére des équations (1) s’intégre immédiatement et donne (¢ étant
une constante)

d
(2) r2 7‘; = ﬁ.
Si ensuite on prend ¢ pour variable indépendante el gu’on pose
r= — =, la seconde équation (1) devient
/4
A*u @
(3) 2oz TUT S =0

ce qui met immédiatement en évidence la forme elliplique de la
trajectoire.

Revenons au cas général ot @ n'est pas nul. M. Gyldén s’est
proposé alors d’adopter une variable indépendante telle que les
équations du mouvement prennent une forme analogue i celle des
équations (2) et (3).

Pour cela posons

d"o_x/c-o

(4} —dT—Tz—y

¢, 6étant une nouvelle constante.
S1 nous prenons ¢, pour variable indépendante, la premiére
équation (1) deviendra

dv  rt de

5 ==

(5) dv} co dv
et la seconde équation (1) deviendra, en posant encore r — — i,

du do\2 u  r?dQ
e Ul ) = s
dv} dvgy Co ¢y dr

L’analogie avec I'équation (3) sera encore plus évidente si I'on
observe que, dans les calculs qui vont suivre, ¢ différera trés peu
de v, et s1, faisant passer dans le second membre un terme trés

petit qui sera du méme ordre de grandeur que Q, on écrit

d?u p_ rrde de \ 2
® R at t il (&:)]
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Le choix de la variable ¢y, tout en présentant des avantages évi-
dents, n’est pas non plus sans inconvénient.

En effet, le Probléme des trois Corps se présente sous deux
formes bien différentes suivant que I'on a affaire & deux planétes
dont les masses sont comparables, ou, au contraire, s1 'une des
deux est beaucoup plus petite que 'autre.

Dans le premier cas, il faudrait rapporter I'une des planétes a
la variable indépendante ¢, et I’autre 4 la variable indépendante ¢y,
analogue mais différente et définie par I'équation

dvy Ve
dt — rz’

r’ étant le rayon vecteur de la seconde planéte.

Ce serait 13 une source de complications; aussi la méthode
de M. Gyldén sous sa forme primitive est-elle plutét faite pour
le second cas, par exemple, pour I'étude des perturbations des
petites planétes par Jupiter.

Mais ici encore il y a des difficultés.

Le mouvement de Jupiter est connu, mais il I'est en fonction
de ¢ et non pas de v, ; pour passer de I'expression en fonction de ¢
a expression en fonction de ¢y, il faut y remplacer ¢ par sa valeur
en fonction de ¢, tirée de I’équation (4). Cette expression de ¢ en
fonction de ¢, variera 4 chaque approximation; il faudra donc &
chaque fois corriger les coordonnées de Jupiter. Ces inconvé-
nients sont en partie compensés par des avantages importants. Un
autre inconvénient, c’est que nos équations ont perdu la forme des
équations de Lagrange; mais nous ne tarderons pas a la retrouver.

168. Voici maintenant sous quelle forme se présentent les
équations du mouvement.

Les coordonnées u et ¢ de la premiére planéte sont exprimées
en fonctions de ¢, par les équations (5) et (6), dont les premiers
membres ont la forme simple

div d?u ®

— t -
av} av co

et dont les seconds membres dépendent non seulement de u et
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de ¢, mais des coordonnées correspondantes u' et ¢ de la planéte
troublante.

La variable ¢, sera liée a ¢ par I’équation (4).

Les coordonnées u' et ¢’ de la deuxiéme planéte seront de méme
exprimées en fonctions d’une variable nouvelle vy, par des équa-
tions (5') et (6') analogues a (5) et a (6).

La variable ¢; sera de son c6té définie en fonction de ¢, par une
équation (4') analogue a (4).

Supposons maintenant que l'on veuille appliquer & ces équa-
tions des procédés analogues & ceux des anciennes méthodes de
la Mécanique céleste, voici ce que l'on ferait : Imaginons que I'on
connaisse des valeurs approchées de u et de ¢, de ¢’ et de ¢ tant
en fonctions de ¢, qu’en fonctions de ;.

Dans le second membre de (5) ou de (6), substituons a la place
de u, ¢, ¢/ et ¢’ leurs valeurs approchées en fonctions de ¢,; les
seconds membres deviennent des fonctions connues de ¢,, €t nos
équations sont faciles a intégrer par quadrature.

Nous posséderons ainsi des valeurs plus approchées de et de ¢
en fonctions de ¢,.

Opérons de méme sur (5') et (6'), nous obtiendrons des valeurs
plus approchées de «’ et de ¢' en fonctions de ;.

L’équation (4) nous donnera ensuite par quadrature ¢ en fonc-
uon de v, et l'équation (4') nous donnera ¢ en fonction de ¢} ; et,
par conséquent, en rapprochant ces deux résultats 'un de I'autre,
on aura ¢, en fonction de v, et inversement.

Nous pourrons alors exprimer d’'une maniére plus approchée u
et ¢ en fonctions de ¢, ou ©' et ¢' en fonctions de ¢y. Possédant
maintenant des valeurs plus approchées de u, ¢, ¢/, ¢' tant en
fonctions de ¢, qu’en fonctions de ¢;, nous pourrons opérer avec
cette seconde approximation comme nous avons opéré avec la
premiére, el ainsi de suite.

Il reste & choisir la premiére approximation; or nous cherchons
pour le moment & nous rendre compte de ce qu'auraient fait des
calculateurs pénétrés de Desprit des anciennes méthodes, afin de
mieux comprendre les perfeclionnements qu'y a cru devoir intro-
duire M. Gyldén. Il est clair alors que le choix le plus conforme
a cet esprit, c’est celui qui consiste & prendre pour premiére
approximation le mouvement képlérien.

H.P. — 1L 14
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On trouve ainsi

v = vy, u=—cﬁ+acosvo+ﬁsinvo,
0
l’.'

v = ¢y, u’=—7+a'cosvﬁ,+ﬁ’sinv(,,

0

a, B, o et B/ étant des constantes d’intégration.
Quant A la relation entre ¢, et vy, elle a une forme compliquée.

Il vient
dV() _ dv(,

utye, wiye,

équation que lon peut intégrer par quadratures. On en tirera
ensuite ¢; en fonction de v,; sil’on développe ¢} suivant les puis-
sances croissantes des constantes a, 8, o’ et §/, qui sont générale-
ment trés petites, le premier terme du développement, celui qui
est indépendant de ces quatre constantes, se réduit & une fonction
linéaire de v,.

La relation entre v; et ¢4 est donc compliquée dés la premiére
approximation. C’est 13 une difficulté un peu artificielle et d’un
genre tout nouveau; elle tient d’ailleurs au choix des variables
indépendantes et elle ne disparaitra pas quand je quitteral les
procédés inspirés des méthodes anciennes, pour les méthodes
proprement dites de M. Gyldén.

Nous n’avons rien rencontré de pareil dans I’étude des méthodes
de M. Newcomb; mais il ne faut toutefois pas s’exagérer I'impor-
tance de ce fait. Le développement de la fonction perturbatrice
exigera toujours de longs calculs; cependant, on 'obtiendra plus
vite en fonction des anomalies vraies qu’en fonction des anomalies
moyennes. Dans la méthode de M. Newcomb, nous avons supposé
la fonction perturbatrice exprimée 4 ’aide des éléments osculateurs
des deux planétes et de leurs anomalies moyennes. Pour I'obtenir
ainsi, il aurait fallu de longs efforts, mais dés qu’on la posséde
tous les obstacles sont aplanis. Ici, au contraire, nous avons
exprimé Q en fonction de «, v, &/ et ¢/, ce qui est incomparable-
ment plus facile. Mais la difficulté que nous avions ainsi écartée
pour un moment devait forcément reparaitre. La relation com-
pliquée qui lie ¢o & ¢j est la premiére forme sous laquelle nous la
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rencontrons. L’ennui est de recommencer a chaque approximation
et de s’y reprendre a plusieurs fois.

Voyons maintenant quel est 'écueil que 'on a a redouter quand
on emploie ces procédés imités des méthodes anciennes, et quels
sont les artifices qu’a employés M. Gyldén pour I’éviter.

Les équations (5) et (6), quand on y a remplacé dans les seconds
membres u, ¢, &' et v’ en fonctions de ¢4, deviennent des équations
linéaires & second membre et sont faciles a intégrer.

A la premiére approximation, ces seconds membres se présen-
teront sous la forme de séries trigonométriques dont les termes
dépendront des sinus et des cosinus de

(n + mk) vy,

ol n et m sont des entiers et k le rapport des moyens mouvements.
Si le second membre de (5) ne contenait pas de terme connu, ou
si celui de (6) ne contenait pas de terme en sinv, ou en cosy,,
les valeurs de u et de ¢ tirées de (5) et de (6) seraient encore de
méme forme. Mais les seconds membres de (5) et de (6) contien-
nent précisément des termes tout connus, des termes en sing, et
cos vy, et il résultera dans I'expression de ¢ un terme en

14

o

et dans celle de « des termes en
v COSPy €t 9gsIneg,

ou la variable indépendante ¢, sortira des signes trigonomé-
triques.

Aux approximations suivantes, il est clair qu’on trouverait en
dehors de ces signes des puissances plus élevées encore de ¢,.
Ainsi, comme il était aisé de le prévoir, 'emploi de la variable ¢,
n’a rien changé au caractére essentiel des anciennes méthodes, et
c’est & un autre artifice qu'il faut avoir recours si I'on veut éviter
que la variable sorte des signes trigonométriques.

Le seul avantage da choix de v,, & c0té des inconvénients que
nous avouns signalés, est donc d’avoir donné aux équations la
forme linéaire.

169. Pour éviter les termes séculaires, c’est-a-dire ceux ou v,
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n’est pas sous un signe sinus ou cosinus, M. Gyldén a donc di
imaginer un artifice nouveau.

Considérons Vune des équations (5) on (6); faisons passer dans
le premier membre celui ou ccux des termes du second membre
dont I'influence parait devoir étre la plus grande. Remplagons dans
le second membre u, ¢, «' et ¢' par leurs valeurs approchées de
telle fagon que les quantités inconnues u, ¢, ¢’ et ¢ ne figurent
plus que dans le premier membre; nous obtiendrons ainsi de nou-
velles équations que des artifices nouveaux nous permettront d’in-
tégrer.

Cela comporte évidemment un assez grand degré d’arbitraire;
on peut, en effet, suivant les cas, porter son attention sur tel ou
tel terme et le faire passer dans le premier membre. De 1i, la
souplesse de la méthode. Bien qu’on puisse, pour ainsi dire, la
varier 3 l'infini, je vais énumérer ici les formes d’équations que
M. Gyldén a le plus envisagées.

Solent uy, vy, u}, ¢, des valeurs approchées de u, ¢, v’ et ¢';
posons

©w=u,+ 2, v =947, w'=ui+p', vi=vi+ 7.

La quantité p sera celle que M. Gyldén appelle I'évection, et la
quantité - s’appellera la variation; on se contente ordinairement

de prendre

0y — Vo3 v = v 7.

Avec ces nouvelles inconnues, les équations (5) et (6) prennent
la forme suivante

. g diy

(5 bis) 2o =A,

) . d2o

(6bls) d03+P—B’

A et B étant des fonctions développées suivant les puissances
croissantes de p, p’, et ¢’ et, en oulre, du moins en ce quicon-

. o . .
cerne B, suivant celles de -le; les coefficients des développements
vy

seront des fonctions connues de ¢,. Nous ferons ensuite passer
dans le premier membre quelques-uns des termes de A et de B,
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et, conservant les inconnues p et y dans le premier membre, nous
remplacerons au contraire dans le second membre et pour une
premiére approximation ces quantités par zéro.

La fonction B contiendra, entre autres termes remarquables,
des termes de la forme

Cpn, Cpsin(Xvo+ k),

C, ) et k étant des constantes.
1* Si nous faisons passer dans le premier membre de (6 bis) le
second de ces termes, nous trouvons

dp . ,
(6 a) d—va+p[l—Csm()‘vo+k3]=B,
B’ étant ce que devient B quand on en retranche le terme qu’on a
fait ainsi passer dans le premier membre.
Dans B, nous ferons ensuite

p=y=p =y =0

L’équation (6 a) sera encore une équation linéaire a second
membre; mais ce ne sera plus une équation a coefficients con-
stants.

I1 est clair maintenant que nous pouvons tout aussi bien écrire,
« et 3 étant deux quantités trés petites quelconques,

dzp . "
(6 b) W—i—p[(l—!—a)—C(I+ﬂ)sm()\vo+k)]=B,
[
ou
B"= B'+ ap + CBpsin(Aog+ £)

et ou1, d’ailleurs, on aura finalement, en premiére approximation,
B'=B'= B,

puisque 'on convient d’annuler p, o, y et ' dans le second
membre.

On pourra ensuite profiter de diverses maniéres de I'indétermi-
nation de « et de 8.

2° On peut aussi faire passer dans le premier membre un terme
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en p3 et écrire
d’e Cpt Gt
a3 TP pP=B—-Cp
ou
drp 3 3
(6 ¢) 30—3+p(1+a)—Cp =B+ ap— Cps3,

et faire ensuite
p = X =0
dans le second membre.
3° Ilest clair que A sera une fonction développable suivant les
sinus et cosinus des multiples de ¢ et de ¢'. Soit alors

Csin(my + no'+ k)

un terme de A; m et n sont des entiers et & une constante. Rem-
placons-y ¢ par ¢, + 7 et ¢ par sa valeur approchée ¢}, exprimée
en fonction de ¢4, nous aurons évidemment

01 =9+ 9,

vl = poo+ ¢,

¢ et o' étant des séries développées suivant les sinus et cosinus
des multiples de ¢, et de wo, et w étant le rapport des moyens
mouvements. Les termes complémentaires ¢ et ¢’ seront d'ailleurs
beaucoup plus petits que les termes principaux ¢, et po,.
Alors I'expression
C sin(mo;+ noy + k)

pourra également se développer en une série ordonnée suivant
les lignes trigonométriques des multiples de vo et de oo, etle
terme principal du développement sera

C sin(mvo + npvo+ k).
De méme, si dans I'expression
Csin(my + noi + k),
nous remplagons ¢ et ¢} par

VoY + @ et Peo+ ¢,
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cette expression sera développable suivant les lignes trigonomé-
triques des multiples de

Yo, Yo+ xL et poy
et le terme principal du développement sera
Csin(mvo+ npoo+ my + k).

Clest ce terme que nous ferons passer dans le premier membre
de I'équation (5), qui s’écrira alors

dzy

dv}

(5a) — Csin(mog+ npvg+my + k)=A’

Y

ou
A=A — Csin(moy+ npvo+ my + k).

Dans A’ on fera ensuite

p=x=¢=x=0
de telle fagon que A’ puisse étre regardé comme une fonction
connue de ¢,.
Le plus souvenl on se contentera de prendre

'
V1= 9o, V1= P

et I'exposition du procédé précédent s’en trouvera un peu sim-
plifide.

Les équations (6 b), (6¢) et (5a) sont celles dont M. Gyldén
fait le plus souvent usage.

Observons qu’elles sont toutes de la forme suivante

o _

(=) P = f(ps o)
ou
(8) T =F00 e

Elles sont donc susceptibles d’étre ramenées 4 la forme canonique
d’aprés ce qu’on a vu au Tome I, page 12 [équation (3) du n° 2].
Nous avons supposé que dans les seconds membres de nos
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équations nous faisions

p=yA=p=y=o.
C’est en effet ce que l'on fait & la premiére approximation. Mais a
la seconde approximation il faut, dans ces seconds membres, rem-
placer ces quantités p, 7, p' et ¢’ par leurs valeurs déduites de la
premiére approximation et ainsi de suite,
Ces seconds membres seront done ainsi toujours des fonctions
connues de ¢y et les équations conserveront la méme forme.

Réduction des équations.

170. Les équations (3 a), (6 &), (6 ¢) sont du deuxiéme ordre;
cela tient 3 ce que nous avons en soin de ne faire passer dans le
premier membre de (5) que des termes dépendant seulement de .
el dans le premier membre de (6) que des termes dépendant sea-
lement de p.

Quand on a fait ensuite dans le second membre

p=y=¢=y'=o
I'équation (5) ne contient plus qu'une seule inconnue 7 et I'équa-
tion (6) n’en contient non plus qu'une seule qui est p.

Mais cela peul ne pas étre toujours légitime. Il peut arriver
que dans le second membre de (5), par exemple, certains termes
dépendant de p soient aussi importants que les termes les plus
influents dépendant de et qu’il faille également le faire passer
dans le premier membre.

De méme pour I'équation (6). Quand alors on aura annulé les »
et les i dans les seconds membres, les deux équations (5) et (6)
contiendront encore les deux inconnues p et 7 et, aprés I'élimina-
tion de I'une d’entre elles, ’équation résultante sera non plus du
deuxiéme, mais du quatri¢me ordre.

L’ordre serait méme encore plus élevé si 'on avait été forcé de
faire passer dans le premier membre des termes dépendant de g’
et de '

Dans ces cas, M. Gyldén emploie, pour ramener les équations
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an deuxi¢me ordre, un procédé dont je voudrais faire comprendre
esprit.

Considérons d’abord une équation du quatriéme ordre, par
exemple, et de la forme suivante

dip

d?p d3 d2p d;
0 Ghre=a(aA+n ZE+B 2L - Bop),

d3+B’d_2+B‘d + Byp

A et B étant des fonctions connues de ¢ que je supposerai finies et
% un coefficient trés petit.
L’équation nous montre d’abord que, si les valeurs initiales de p

d
et de Zl% sont de 'ordre de «, ce que nous supposerons, p restera

de Vordre de 2.
Si nous négligions donc les termes de 'ordre de «2, nous pour-

rions écrire
dip

—W_FP:(ZA

el I'équation serait ramenée au second ordre.

Mais nous voulons tenir compte des termes de I'ordre de «2,
en négligeant ceux de Pordre de «3. Il vient, avec ce degré d’ap-
proximation,

do__ do A
*dor = dv? do?’
ddp dp , dA
(2) G T T i a TG
d2p
advzz—ap+a’A.

Jarrive a ce résultat, en multipliant I’équation (1) par a ety
négligeant les termes qui sont devenus de l'ordre de a3 par celte
multiplication.

L’équation (1) devient alors

d?p dp

3) d2+p—uC+azD—+aE9,
ou
dzA dA
C=A+B5<W—A>+B3$+BQA,
D =B,—B;,

E = B;—B,—l— Bo.
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L’équation est redevenue du second ordre.

L’équation (3) est vraie aux quantités prés du troisiéme ordre,
je veux dire de l'ordre de . On aura donc, aux quantités prés
du quatriéme ordre,

drip dip di dp d2p
(4) GW— aw+a V‘(C—'-Dd +Ed1)

Si alors on remplace dans le second membre de (1)

il dip d*p

) -3 ’ a
dv" dp3 dv?

par leurs valeurs (4), on obtiendra une équation qui sera vraie
aux quantités prés du quatriéme ordre, et qui sera du second
ordre.

Et ainsi de suite.

Il est clair que la méme méthode est applicable i toute équa-
tion de la forme

(5) dl” +f1‘—af27

« étant un coefficient trés petit; £, étant développable suivant les

puissances de p et de %, et f; suivant les puissances de

d ., dr'e drp
Proq don 1’ don

L’équation (5) n’est donc plus linéaire; mais la seule différence
qui peut en résulter, c’est qu'il y aura des termes qui seront de
degré supérieur par rapport  p et a ses dérivées, et qu'il n’y aura
lieu d’en tenir compte qu’a partir de la seconde et de la troisieéme
approximation.

171. Considérons maintenant I’équation suivante

(6) ‘(i;vg+p—a(A+prCdv)

« étant encore un trés petit nombre, A, B et G des fonctions con-
nues de . Cette équation, si on la différentiait pour faire dispa-
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raitre le signef, deviendrait du troisiéme ordre. Mais M. Gyldén

la réduit au second ordre, en profitant de la petitesse du nombre «
et en employant un procédé analogue dans son esprit & celui que
nous venons d’appliquer i des exemples plus simples.

En effet, p et « sont du premier ordre, de sorte que le terme

anpCdv

peut étre regardé comme du second ordre. On aura alors, en négli-
geant les quantités du troisiéme ordre,

dzp
a5 Fap=alA,
d’ou
(7 anpCdv=aeB/ACdv_an‘%‘; Cde,

el en inlégrant par parties et appelant C' et C” les dérivées de G
par rapport a ¢

Lo cav=0Cc% _¢o "
f%Cdv_CE‘-)—Cp+pr do.
En général, la quadraturefACdv pourra s’effectuer aisément,

BfACdv:D

pourra étre regardé comme une fonction connue de ¢ et que I'in-

de sorte que

tégraleprdv sera ramenée a l’intégralefp C"dv qui est de méme
forme.
En général, dans les exemples que M. Gyldén a eu & traiter,

C est de la forme
C = Bsin(hvo 4+ p),

B, X\ et . étant des constantes. Il en résulte que

C"= — 122G,
d’ou
dp

anpCdv:a’D—aBC 2

+aBC'p +l’anpC dv,
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d’on

_ a?D aBC dp aBC’
(8) :zprCdv-1_7\2—1__}\2({—94—'_129

Si dans ’équation (6) nous remplagons

anpCdv

par sa valeur (8), ce qui peut se faire en négligeant les quantités
du troisiéme ordre, I’équation est ramenée au deuxiéme ordre.
Si C est une somme de termes de la forme

B sin(ho + ),

anpCdv

sera une somme de termes de la forme

I'expression

a@B[psin(ko+p.)dv,

et chacun de ces termes pourra étre transformé par une formule
analogue & (8). L’équation (6) sera ainsi encore ramenée au
deuxiéme ordre.

L’équation (7) n’est vraie qu’aux quantités prés du troisiéme
ordre. Si I'on ne veut pas négliger ces quantités, il faut écrire

anpCd():u‘—’D—an% Cdv -+ a2s,

en posant, pour abréger,

c:dev(CprCdv).

On en déduit, en supposant de nouveau que G se réduit & un seul

terme
’ G=Bsin(hv+p),

on en déduit, dis-je,

xB/pCdv: IozﬁD _ aBC do+ aBC’ alg

—_ = 94—
— A2 1— A2 dv 1 — A2 1— a2’
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de sorte que I’équation (6) deviendra, en faisant passer certains
termes dans le premier membre,

ped

d? aBC dp aBC 2D a%q
dv 1— A2

(i) T B e = T

On ne conservera pas, en général, dans le premier membre tous
les termes que nous y avons fait passer, mais seulement les plus
importants d’entre eux. Si nous faisons repasser les autres dans le
deuxiéme membre, nous obtiendrons une équation de la forme

dzp 4,dp . dp
(9) d“2+L%+l‘p—G+HP+K$+Ls,

E, F, G, H, K, L étant des fonctions connues de ¢.

Cela nous permeltra d’opérer comme il suit. Faisons d’abord
dans le deuxiéme membre p = ¢ =o0; nous aurons alors une équa-
tion linéaire 4 deuxiéme membre que nous intégrerons et qui
nous donnera une premiére valeur approchée de p et, par consé-
quent, de o; nous substituerons ces valeurs dans le deuxiéme
membre et nous obtiendrons une nouvelle équation linéaire 2
deuxiéme membre qui nous donnera une deuxiéme approxima-
tion pour p et &, et ainsi de suite.

Il est clair que nous pourrions opérer encore de méme si
Péquation (6) n’était pas linéaire et contenait, par exemple, des
puissances supérieures de p; il en résulterait seulement que le
deuxi¢me membre de (9) contiendrait des termes de la forme

Bpor et Bpr"dv, .

B et C étant des fonclions connues de ¢ (7 > 1). Dans ces termes,
qui sont d’ordre n -+ 1 au moins par rapport & &, on peut, sans
inconvénient, comme dans les autres termes du deuxiéme membre
de (9), remplacer p par o d'abord, puis par sa premiére valeur
approchée, puis par la seconde et ainsi de suite.

Pour qu'il y ait intérét & appliquer cette méthode, il faut que %
soit trés voisin de 1, de telle sorle que I'expression

a
1— A2
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soit pelite sans doute, mais beaucoup moins que «. On concoit
alors que les divers termes du deuxiéme membre de (8) soient
assez grands pour n’étre pas négligés méme dans la premiére
approximation.

Autrement il serait plus simple de laisser le terme

zprCdv

dans le second membre et d’y donner & p d’abord la valeur zéro,
puts ses diverses valeurs approchées.

On n’aura donc le plus souvent 4 faire passer dans le premier
membre qu’un petit nombre de termes (et méme le plus souvent
un seul terme) de la forme

anpp sin(Ao -+ ) de.

La méthode de réduction au deuxiéme ordre que je viens d’exposer
n’est avantageuse que si A ne contient aucun terme en sinAv ou
cosho. Sans cela 'intégrale

fACdv

contiendrait un terme en ¢ et dans 'expression de D la variable ¢
sortirait des signes trigonométriques.

Cette circonstance ne s’est pas présentée dans les applications
que M. Gyldén a faites de sa méthode; mais il y a toujours moyen
de I'éviter,

Ecrivons en effet I’équation (6) sous la forme

(6 bis) ﬂ—l—p—anpCdv:aA
do? )

Nous avons jusqu’ict regardé A comme une fonction connue de ¢;
mais je puis aussi supposer que A dépend non seulement de ¢,
mais encore de p et cela d’'une maniére quelconque, linéairement
ou non, directement ou par l'intermédiaire de ses dérivées ou

d’intégrales de la formepr dy. Seulement les termes de A qui
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dépendent de p seront supposés plus petits que le terme

anpCdv

que U'on a fait passer dans le premier membre.

Alors dans A on substituera 3 la place de p d’abord zéro, puis des
valeurs approchées successives. Ainsi, & chaque approximation, A
pourra étre considérée comme une fonction connue de v.

Dans ces conditions, I'équation (6 bis) est une équation linéaire
a second membre. Si nous posons en effet

prdo:*:,

a2 . ., . R . Lo,
p et d_vg s’exprimeront linéairement a 'aide des dérivées de =.
Pour intégrer I'équation a second membre, il suffira de savoir
intégrer ’équation sans second membre

dtp =
W—Fp-—dprCdV—-O.

Cette équation est de méme forme que (6) et on peut lui appliquer
la méme méthode de réduction. Seulement, comme A est nul, la
difficulté dont je viens de parler n’est plus i craindre.

172. En résumé, voici ce que nous venons de faire. Supposons
qu’un terme contenant une intégrale simple

prdv

soit assez important pour qu’on ait été obligé de le faire passer
dans le premier membre. Grice a la transformation que je viens
d’exposer plus haut, on peutle remplacer par une somme de termes

do . .
ne dépendant que de p et de ;) @ des termes prés qui sont assez

petits pour que l’on puisse les faire repasser dans le second
membre.

Supposons maintenant que l'on ait été obligé de faire passer
dans le premier membre un terme contenant une intégrale double,
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je veux dire un terme de la forme

M:aAfdoB(fpcziv)zAfdp(anp(;dv),

A, B et C étant des fonctions connues de ¢. Nous aurons alors, 3
des termes prés que nous pourrons faire repasser dans le second

membre,
dp

uprCdv=D9+Edv,

D et E étant des fonctions connues de ¢, d’ont
dp dE
M_AprdvﬁuAfH_v Edv—AEp+Afp<D— $>dv.

M est ainsi ramené & des termes ne dépendant que d’une intégrale
simple et que I'on pourra traiter comme nous I’avons fait dans le
numéro précédent.
Il me reste & expliquer comment ces termes, contenant des inté-
grales simples ou doubles, peuvent s’introduire dans nos équations.
Ces équations peuvent s’écrire

ary .
a0 =A+By+Cp+D,

d?p dy

W+P=E+‘FP+'GK+HX+K’

A, B, G, E, F, G et H représentant des fonctions connues de ¢,

D et K dépendant de ¢ et de 7' ou des puissances supérieures

de p, de 7 et de ;—iZ—
0
On tire de la

2
Z‘)g+p=E'+Fp+GfBXdVo+G/CPdV°
]

+Hf[Bxdvodv0+Hfprdvodcfo+K',

E! étant une nouvelle fonclion connue de ¢, facile 4 former et

K’:K+G/deo+Hf[Dduodvo .

dépendant de p’, de 7/’ et des puissances supérieures de p, 7, - . ..
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On voit que I'on a introduit ainsi des termes de la forme

Gprdvo, Hfprdrodvo,

(que 'on peut étre amené i faire passer dans le premier membre
et A transformer comme nous venons de le dire.

173. Nous avons ramené notre équation a la forme

3,
o
[ ]

do
.—'r‘A'dT,o—i—BP:C,

S
<
cr

\ et B élant des fonctions connues de ¢o; C contient les fonctions
inconnues et en particulier p; mais nous sommes convenu d’y
vemplacer ces quantités d’abord par o, puis par leurs valeurs
approchées successives, de sorte que ( peut aussi étre regardée
comme une fonction connue de v¢,.

C’est une équation linéaire a4 second membre, mais on peut

dp

. Pour
(l"o

encore la simplifier en faisant disparaitre le terme en

cela, il suffit, comme on sait, de poser

A
— | Sdt
oot
I'équation devient
ds
‘ m +B's = C',
0

B’ et ¢/ étanlL de nouvelles fonctions connues de ¢,.

En général, il suffira de conserver un seul terme dans B/, les
autres passant dans le second membre, de sorte que I'équation
sera ramenée a la forme de 'équation (6 @) du n° 169.

17%. Nous avons supposé jusqu’ici que le mouvement des trois
corps se passe dans un plan. Il y aurait pea de chose a changer
dans le cas o 'on voudrait tenir compte des inclinaisons des
orbites.

Soient alors 7, ¢ et §, le rayon vecteur, la longitude et la lati-
tude de la premiére planéte, les équations du mouvement seront,

. P, — 1L 13
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en reprenant d’ailleurs les notations du n° 167,

i (r2 cosz ‘B> = fﬂ—!,

dt dt dt

ﬂ—rcos?ﬁﬁ—rﬁ 2 =£,
dez de drz =~ 2 dr
d dv?  do

()
—_rz — ~2 g1 —_— = ——
i \l dt) —+ 7 lsme cos@ ar po

Posons alors
1

U= —::;
rcos0

s = tangh

et introduisons d’autre part, comme au n° 167, une variable auxi-
liaire ¢y définie par I'équation

b 7
@ _ e
Y Veo.
On cn déduit d’abord
176X 1 AQ

(1 St z,
) de}  cpu? dv

équation analogue a I'équation (3) du n° 167, ct I'on trouverait
de méme

du 73
; O o u=A— = cos3
(2) s —u=A oo cos 0,
dis
(3) a7 TS B

A et B étant des combinaisons des dérivées de la fonction pertur-
hatrice.
On pourra alors dans B, A et % remplacer les coordonnées des
planétes par leurs valeurs approchées. Les seconds membres de
nos équations (1) et (3) sont alors connus et nous pouvons cal-
culer ¢ et s; si nous connaissons s et par conséquent 6, le second
membre de (2) sera connu & son tour et nous pourrons calculer u.
Opérer ainsi, ce serait vester dans 'esprit des anciennes mé-
thodes; mais M. Gyldén ferait, au contraire, passer, comme nous
I'avons vu, dans le premier membre de (1), (2) et (3) quelques-
uns des termes les plus importants du second membre et, appli-
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quant au besoin les procédés de réduction des n°* 170 a 173,
obtiendrait ainsi des équations de méme forme que les équations

du n° 169.

Orbite intermédiaire.

175. Nous avons posé plus haut
©w=u -+ p, C=9+7,

uy et vy étant des valeurs approchées de u et de o.

Le choix de ces valeurs approchées qui reste arbitraire dans
une certaine mesure a évidemment une grande importance. Pour
rester dans I'esprit des anciennes méthodes, il faudrait prendre
pour i, et ¢, les valeurs qui correspondent au mouvement képlé-
rien.

M. Gyldén préfére se rapprocher davantage de l'orbile réelle
dés la premiére approximation; il est clair, en effet, que les
approximations suivantes en seront plus rapides et, d’aulre part,
nous avons vu au n° 133 que le cas ol le mouvement est képlé-
ricn en premiére approximation présente une difficulté spéciale
qu’on peut chercher a éviter.

Voici donc ce que fait M. Gyldén.

1l suppose d’abord ¢, = ¢ et u, est déterminé en fonction de ¢,
de la mani¢re suivante; nous avons l’équation

d2re - dy \ 2 T r2 do
—— _—) 2= .
del u(dw) ey ¢y dr

’ dQ . ,
Remplagons d’abord = par une fonction cou?¢(u), dépendant
seulement de u et peu différente de la moyenne des valeurs que
aQ . . . .
prend — quand, laissant « constant, on fail varier v de 0 & 27 et

que, d’autre part, on fait varier #’ et ¢ de facon que la seconde
planéte (dont les coordonnées sont &’ et ¢') prenne Loutes les posi-
tions possibles sur son orbite képlérienne. Remplacons ensuite

d dv cduit A
u ety par u, et vy, de sorte que on se réduilt a

do _ dvo
dVo_dVo_ '
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Notre équation devient ainsi

d2u,
™ o

+u,+ﬁ = ¢(u).
Co

Cette équation s’intégre aisément par quadratures. L’interpré-
tation de cette solution approchée est d’ailleurs facile.
Adjoignons 4 I'équation (1) I'équation
dV()

(2) E=“f\/c—u-

{1 est clair que, si I'on considére un astre fictif qui, a I'époque =,
1 .
a pour rayon vecteur — -~ et pour longitude vy, cet astre aurale

méme mouvement (ue s’il était attiré par une masse fixe située a
I'origine, suivant une certaine loi différente de celle de Newton.
Cette attraction, néanmoins, ne dépend que de la distance, car
elle est manifestement égale 2

puf—couis(uy),
et - représente précisément la distance de notre astre fictif a I’on-
1

gine, c’est-d-dire a la masse attirante fictive.
Les variables ¢ et <, correspondant & une méme valeur de ¢,,
sont liées entre elles par la relation

La variable t, qui ne sert guére d’ailleurs qu’a cette interpréta-
tion, a recu le nom de temps réduit.

Quant & I'orbite parcourue par notre astre fictif, elle a recu le
nom d’orbite intermédiaire, parce qu’elle tient, pour ainsi dire,
le milieu entre 'orbite réelle et 'orbite képlérienne.

Pour
o(u)=hu—* ou hu?

h élant une conslante, 'intégration de (1) peut se faire par les
fonctions elliptiques.
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Orbite absolue.

176. Pour peu que l'on réfléchisse a I'esprit des théories de
M. Gyldén, on comprendra que le choix de la variable ¢y 0’y joue
aucun rodle essentiel, et qu'on arriverait & des résultats tout a fait
analogues en prenant une variable indépendante. :

Le plus simple, et, dans la plupart des cas, le plus avantageux,
serait de prendre le temps ¢. Clest ce qu'a fait M. Gyldén lui-
méme dans son Mémoire du Tome IX des Acta mathematica.

Mais on peut faire beaucoup d’autres choix encore. M. Gyldén
a employé, entre autres, dans certaines recherches, une variable
dont la définition est beaucoup plus compliquée et qu’il appelle
aussi ¢g. Je vais en dire ici quelques mots.

Le célébre astronome se propose de déterminer une orbite qui
s’écarte trés peu de I'orbite réelle et qu’il appelle orbite absolue.
Elle tient 4 son tour, pour ainsi dire, le milieu entre 'orbite inter-
médiaire et I'orbite réelle.

Reprenons les équations (1) du n° 167.

Considérons, dans le second membre de ces équations, les
termes les plus importants; soient Q l'ensemble des termes les

. dQ .
plus importants de r? - et P l'ensemble des termes les plus impor-

da .. .
.2 .
tants de 7 T de telle fagon que nous puissions négliger dans
une premiére approximation les différences

dw dQ
P R

dv

Soit Qo ce que devient Q quand on y remplace u, u' et ¢ par
leurs valeurs approchées en fonction de ¢, puis qu’on remplace
ensuite ¢ par ¢,.

Introduisons une fonction auxiliaire ¢, en posant

) d
(‘2) r :{/lc—l = Q()
et posons ensuite
d
(3) r -J"ti’ =e.
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La fonction ¢, ainsi définie sera notre nouvelle variable indépen-
dante; elle différera peu de ¢ puisqu’elle satisfera a ’équation

L Avy
"’(”W) Qo
—ar T

tandis que v satisfait 4 I'équation

, dv’
d(’- ?lt) dQ

<23 dv

qui n’en différe que par 'addition de certains lermes que nous
avons supposés trés petits. Nous poserons donc

=0y Y-

Des équations (2) et (3) on tire
d
(4) Verdye = 2 = Qudo.

Or, nous avons supposé que pour obtenir Q, on remplacait
dans Q les coordonnées u, u' et ¢ par leurs valeurs approchées
en fonction de v, puis ¢ par v,.

Il en résulte que Q, est fonction de ¢, seulement, et que I'équa-
tion (4) s'intégrera aisément par quadratures.

La seconde équation (1) devient alors

A 1 dloge; du « dv\* wu r?dQ
davi 2 dvy dvg

d(«'o Cy - Cy dr

. . \ .oodv \ ..
11 est clair que, 7 étant trés petit, Tor est trés voisin de 1; on peut
. do \? .y
donc remplacer le coefficient =) par 1, dans une premiére
0
approximation; si donc u, est la valeur approchée de u et que
nous postons
U =u -+,

nous pourrons définir #, par I’équation

d? Uy

dloge, duy @ &
dav}

1
= —— + U+ — = ’
2% dvy  dyvy e C1
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ot P, est ce que devient I’ quand on y remplace ¢ par 0o, u par u,,
' et ¢' par leurs valeurs approchées en fonctions de ¢,.

Py ne dépendant que de u, et de vy, et ¢, étant une fonction
de ¢¢ connue par'équation (4), nous avons une équation difléren-
tielle du second ordre entre i, et ¢,.

En la transformant par le procédé du n® 173, c’est-i-dire en
posant

P,

u,—s(ey) *,
on trouve
d2s

Tl F(vy, 3),

ce qui est une équation de méme forme que les équations (x)
el (@) du n° 169.
Avant ainsi déterminé les coordonnées AL de l'astre ficuf
- 1

qui décrit Porbite absolue, on calculera les corrections p et 7/ par
des procédés analogues et 'on possédera ainsi les coordonnées de
la planéte réelle.
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CHAPITRE XVIL

CAS DES EQUATIONS LINEAIRES.

177. 1l nous reste maintenant :

1° Aintégrer les équalions (6 a), (60), (6¢), (5a), (2) et (?)
dua n° 169.

2° A voir comment on pourra, dans la formation de ces équa-
lions, discerner les termes qui doivenl passer dans le premier
membre de ceux qui doivent rester dans le second. :

Je m’occuperat d’abord de I'intégration des équations (6 a) et
(G ) et j'y consacrerai le présent Chapitre.

L’¢quation (6 b), qui est la plus générale, s’écrit

e —+pl(1+2)— C(1+ B)sin(hoy + £)] = B,

3
dv?

B" étant regardée comme une fonction connue de v¢,; c’est une
¢quation linéaire 4 second membre, dont 'intégration se raméne a
celle de I’équation sans second membre
dp 0y s
m‘ -+ P[(l —+ 2)— C(l ~+ lxJ)S”’l()\ Vo -+ A)]: 0.
Si nous transformons cette équation en changeant les notations
et en posanl

T
p=a, 7xvo+k=2t+;,

4 9
772 (l-l—l)—q-, )\42 C(l E)_qh
elle devient

dxx
diz Z‘(—gi—;— gi1cosat).
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Etude de l'équation de Gyldén.

178. Envisageons donc I'équation suivante

drx
() ﬁﬁzx(—rﬁ—l—q,coszt).
Nous venons de voir que M. Gyldén, dans le cours de ses
recherches, avait été conduit a envisager I’équation suivante (Cf.
n° 169, équations a et 3)

d2r

(2) W:f<xyl)a

f(x, t) élant une fonction développable suivant les puissances
de z et périodique par rapport a ¢.

Or il arrive, dans les applications que M. Gyldén a faites de
celte équalion, que les termes les plus importants de f(x, ¢) sonl

de la forme
o(t)+ z(— g2+ g cos2),

z(t) étant une fonction périodique de ¢ seulement, et que teus les
autres termes peuvent étre négligés dans une premiére approxi-
mation.

L’équation (2) peut alors éire remplacée par la suivante

d?r

) de?

=o(t)~a(—q*+ qicos2t).
C’est une équation linéaire & second membre, dont I'intégration se
raméne aisément, comme l'on sait, 4 celle de ’équation sans second
membre correspondante, qui n’est aulre que cette équation (r).
Etudions donc celle équation (1) et rappelons d’abord ce que
les résultats généraux, démontrés dans le premier Volume au
sujet des équalions linéaires (Chap. 1I, n° 29, et Chap. [V, passim)
vont nous permettre d’en dire.
1ls nous apprennent d’abord que cette équation (1) admet deux
intégrales particuliéres de la forme

T = e"’“c;i(t), xr = e—i/zt?z(t)’

%1 el u, étant deux fonctions périodiques de ¢, de période = et les
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deux exposants caractéristiques h\/— 1 et — hy/— 1 élant égaux
ct de signe contraire.

Pour aller plus loin, nous allons faire usage d'un théoréme
général que j’ai démontré dans mon Mémoire sur les groupes des
équations linéaires (Acta mathematica, 1. 1V, p. 212).

Soit une équation linéaire de la forme suivante

dry dr—ty
4) ‘ dxp 2p-1() dor 1
( <
dr—2 d
! — 9p—(2) TI,L}‘;'*‘-“““?K’)J%+‘-?o(97)}’-

Les coefficients 9;(z) sont des fonctions, non seulement de z,
mais d’un certain nombre de paramétres dont elles dépendent
linéairement.

Supposons, par exemple, qu’il y ait trois paramétres el appe-
lons-les A, B et C. Alors la fonclion ¢;(x) sera de la forme

vi(z) = Aoi(x)+ Bei(z) + Cof (2).
Les fonctions ¢;(x), ¢;(x) et ;(x) seront conlinues, ainsi que
loutes leurs dérivées, dans l'intérieur d’un domaine d’ott nous ne
ferons pas sorlir x.

Cela posé, donnons-nous les valeurs initiales de ¥ et de ses p —1
premiéres dérivées au point z = o et faisons varier x depuis o,
jusqu’a une certaine valeur z,, en suivant un chemin déterminé.
Soit y, la valeur que prendra y quand z arrivera au point z,. 1l
est clair que y, dépendra :

1° Des valeurs initiales de ) et de ses dérivées (il en dépendra
d’ailleurs linéairement);

2° Des paramétres A, B, C.

Eh bien, le théoréme en question, c’est que ), peut étre déve-
loppé en une série procédant suivant les puissances croissantes de
A, B et C et que cette série convergera, quelles que soient les
valeurs de ces trois quanlités; ou, en d’autres Lermes, que ¥, sera
une fonction entiére de A, B et C.

Appliquons ce théoréme & I'équation (1).

Soit F(¢) une intégrale particuliére de celte équation telle que

F(o)=1, F'(0)=o0;

[je désigne pour abréger % par F'(8)].
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Soit de méme f(t) une seconde intégrale particuliére telle que

foy=0, [f'(o)=1.

. v el d.
Alors sizg et zj sont les valeurs initiales de z et de fo pourt=o,

on aura
z=a F(t)+ 2y f(2).

Notre théoréme, c’est alors que F(¢) et f(¢) seront des fonc-
tions entiéres de gq* et de ¢,. 1l en est de méme de F'(7) et f'(¢).
Supposons, en particulier, que

' ' xr = e”"(?l(t);
il viendra
91(0) =70, 9\ (0)+ thoi(0) =2
et
elhmo (n)=aoF(n) + o}, f(x),
efhT[ o) () 4 tho,(%)] = 2 F'(7) + 25 f'(=).

Mais la fonction ¢, est périodique, de sorte qu’on a

gi(0)=2a1(=),  ¢)(0)=¢i(x),
d’ou .
ethtigy = 2 F (7)) + zy f(7),
ethnpy = 2o F'(x) + xp f' (7).
D’ou
[F(m)—eT][f'(7) — eth™] — f(m) F'(m) =o.
Ainsi e#47 est une racine de I’équation en S,

[F(m)—S][f'(=)—S]—f(m)F(x)=o0.

On verrait de la méme maniére que I'autre racine est 7w,
Donc la somme des racines est égale 4 2 coshm, de sorte qu'on a

2coshm — F(xw)+ f' (=)

Il en résulte que coshiwest une fonction entiére de g et de ¢,
¢'est-a~dire que coshw peut étre développé suivant les puissances
entiéres de g2 et de ¢, et que le développement est toujours con-
vergent.

Je dis mainlenant que ce développement ne contient que des
puissances paires de ¢,.
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. ™ .
Si, en effet, on change ¢ en t + 3 les solutions

@ = ety (1), @ = e~ihto,(1)
devicnnent
T:Ci/ltlpi(t), $we—illtq,2({)

ol
ihm

il x _ihm -
L‘.J,(l)zei(?l(l—i—;), %(l}:e gf‘&g<t+;>

sont des fonctions périodiques en ¢. Par conséquent, les exposanls
caractéristiques ne changent pas.
En méme temps, comme

c052<l -+ :> — —cos2l,
2

Féquation (1) devient

d2z
de2

= @(— g*— q1c0s2t),

ce qui veut dire que les exposants caractéristiques et, par consé-
quent cos/w, ne changenl pas quand on change ¢, en — ¢,. Or
cela ne peut avoir lieu que si le développement de cos/w ne con-
tient que des puissances paires de ¢,.

Observons maintenant que 1'équation (1) ne change pas quand
on change ¢ en — ¢; il résulte de 1a que F(¢) est une fonction
paire de ¢ el f(¢) une fonction impaire, c’est-a-dire que

F()y=F(—1), J)y=/(--10).

Or les solutions de l'équation (1) sont développables suivant
les cosinus et les sinus de (A +2m)¢t, m étant un entier positif
el négatif. 1l résulte de la que I ne contiendra que des cosinus
pendant que f ne contiendra que des sinus. On aura

F(t)=2Ancos(h—+2m)t,
J(ty=ZB,, sin(h +2m)¢,

m variant de — o 4 4+ oo. 11 vient alors

F(()) = S‘Amz 1,

F(r)=Z2Apcos(hAn+2mn)= ZA, coshn =coshm,
f(2)=2Bm(h+2m)cos(h +2m)t,

f’(O): ZBm(Il -+ zm): 1,
f(n)=2Bm(h+2m)coshn = coshr.
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On a donc
F(n)=f'(r)=coshmr.

179. Voyons maintenant comment on peut obtenir le dévelop-
pement de F (=) suivant les puissances croissantes de ¢,.

Supposons que I'on cherche plus généralement le développe-
ment de F(¢) et posons

F()y=Fo(t)+q Fy(2)+gqiF(8) +.. 3

nous aurons, pour déterminer Fy, Fy, F,, ..., la série d'équations

suivantes
/%Ij—"—i—q?Fo:o,
(3) , %—i—q‘-’F.:Focomt,
d*F,
T + qtF; = Fycosat,

De plus les fonctions F; doivent étre paires; IYg doit se réduire
a1 et les autres fonctions F; 4 o pour ¢t =o.
On en conclut d’abord que

Fo(t)=cosgqt,

azF, R cos(q +2)t  cos(g —2)t
T rhs

et

cos(qg-—a)t—cosqt cos(qg—2)t—cosqgt

Fult)=— 8(g 1) 5g—1)

Il vient ensuite
d*F, .
2z q2Fy = 25c0s(q — 4)t + a;cos(q + 2)¢
—+ @ CoSqgt + 13c08(q -—2) I+ a,c05(qg — )¢,

2, %y %2, @3, @, €tant des coefficients faciles & calculer, et 'on en

déduit

¥ awos(q—t—/.)t_m,cos(q—(—-ﬂt a3 cos(g —2)t a, cos (g — N1
T 8(g +2) 4(g +1) §(g—1) 8ig —2)
oy cos gt 2 cosqt A3 cos gt a, cosqt 794 sian

+8(q+2)+4(q+l)_4(q—1)_8(q—~2)+ 29
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On voit d’ailleurs que «;, est égal a - La loi est manifestc,

1
8(g2—1)
on a

Fi(t) = £B2,[cos(g + 2n)t — cosqt]+ {2fl, sin(g +2n)¢

2 k S1n
+ 238}, cos(q +2n)t—+-. .-+ FEBL, cos (g +2n)t.

La fonction F;(¢) devant étre paire, le coefficient de ¢

sok sin

> +an)t
r’:.ncog(q )

ne contiendra que des sinus si & est impair et des cosinus si & est
[)alr.
Quelles sont maintenant les valeurs que peut prendre 'entier n?
Dans le premier terme

=38!, [cos(g +2n)t—cosqt],
n variera de — 27 & + 2/; dans le coefficient de ¢, n pourra

varier de — 2(i—2) & + 2({ —2); dans le coefficient de ¢2,
n pourra varier de — 2({ —4) 4 + 2(i{ — 4); et ainsi de suite,
de sorte que & ne pourra surpasser ~-
2

On peat trouver a l'aide des équations (5) des relations de
récurrence entre les coefficients 3%, ; je ne m’y arréterai pas pour
le moment.

Lorsqu’on fera ¢t =, on aura

cos(g +2n)T —cosgm =0
et le premier terme de F;(¢) disparaitra; de sorte que
Fi(n)=n3B}, singn + 228}, cosgm+....

Nous savons d’ailleurs que I';(w) sera nul si ¢ est impair, puisque
nous savons d’avance que le développement de F(x) ne doit con-
tenir que des puissances paires de g,.

C’est ainsi que M. Tisserand calcule F (=) et, par conséquent,
coshr. Il trouve ainsi

coshm = cosqﬂ:[l— 5agiG—qi) qf—l—...]

. . . (15¢*— 35924+ 8)m -
s |~ = O g g 1
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ce que ) écrirai
cosh® = 0(g, g1)€cosgm +9,(q, g1)singm,

s(q, q1) et 9,(g, q,) seront des séries développées suivant les
puissances croissantes de ¢} dont les coefficients seront rationnels
enq.

La premiére question & résoudre est de savoir si & est réel ou

imaginaire. Si
(coshm| =|F(x)| <1,

I est réel, la solution de notre équation différentielle est alors
stable et F'(¢), de méme que f(t), reste compris entre des limites

finles. S1 au contraire
[F(m)| >1,

h est imaginaire; et les deux fonctions F(¢) et f(¢) sont de la

forme sulvante
F(t)= exd(t)+ e uy(—1)

J(@)y=Aexty(t)— Ae—aty(—1)

\ ct « étant des constantes réelles et ¢(¢) une fonction périodique
de ¢ de période =. 1l en résulte que F(¢) et f(¢) peuvent crottre
au dela de toute limile et que la solution de notre équation diffé-
rentielle est instable.

Sil’on considére un instant ¢ et ¢, comme les coordonnées d'un
point dans un plan, ce plan va se trouver parlagé ainsi en deux
végions, I'une ot |F(x)| sera plus petit que 1 et / réel, I'autre o
[I'(w)| sera plus grand que 1 et A imaginaire. Ces deux régions
sont séparées 1'une de I'autre par les diverses branches des deux

courbes
coshm = +1, coshm = —1I.

Il y a donc intérét a construire ces deux courbes au moins dans la
partie du plan qui correspond aux petites valeurs de ¢,.

Pour ¢, =o0,0na
coshw = cosg.

Donc la courbe cos == + 1, que j'appellerai la courbe G, coupe
I'axe des ¢ en des points dont les abscisses sont des entiers pairs,
ct la courbe coshim= —1 que jappellerai la courbe C' coupe
I'axe des ¢ aux points dont les abcisses sont des entiers impairs.
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Tous les autres points de I'axe des ¢ appartiennent i la premiére
région, celle ol 4 est réel.
Reprenons alors ’équation

coshm—cosqgr—qiFy(s)—¢qiF.(x)—... =0,

qui lie & & ¢ et 4 ¢,; le premier membre s’annule pour 1 =g,
g:. = o; il est développable suivant les puissances croissantes de
h—gq et de ¢%; enfin sa dérivée par rapport i A se réduit a
— msingwpour i = ¢, ¢, = 0, et par conséquent ne s’annule pas
a moins que ¢ ne soit entier. Si donc nous supposons que g n’est
pas entler, le théor¢me du n° 30 nous apprend que A est dévelop-
pable suivant les puissances croissantes de g3 et que la série est
convergente pourvu que ¢, soit assez petit.

Voyons maintenant ce qui se passe quand ¢ est entier. M. Tis-
serand, en appliquant sa formule, a trouvé : pour |g[2 3.

4 ,
coshw :(—1)'1[|_ WT’)‘ %—"---]’
pour |g| =2

Srrgt
coshn =1+ — ey
73728
pour |g] =1
_ LA
coshn=—1— 3, -
et enflin pour ]q[ —o0
-2y 2
= — A
coshm =1 G -+

En effet, quand ¢ est entier, cosg= devient égal 4= 1, et sing=
s’annule; mais il arrive en méme temps que p;(q, q) devient
infini; de sorte que le produit

singmo (g, 1)

tend vers une valeur finie quand ¢ tend vers un nombre entier.
Considérons alors la limite

L =lim singmo:1(q, ¢1),

quand ¢ tend vers une valeur entiére.
Cette limile sera développable sutvant les puissances de ¢7; mais,
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dans le développement de ¢,(qg, ¢,), le coefficient de ¢} devient
infini pour |¢g| = o0 ou 1, celui de g} pour [g[=0, 1 ou 2, celui
de ¢} pour |g| = o0, 1, 2 ou 3; il ep résulte que, si g tend vers un
eatier n, le développement de L commencera par un terme en ¢}";
d’autre part, le développement de $(¢, ¢() —1 commence par
un terme en g}. C'est pour cette raison que dans les développe-

ments de
coshw —(—1¥7,

trouvés par M. Tisserand, le premier terme est en g} pour [g|=o0
ou 1 et en g, pour |g|>1.
Considérons donc I'équation de la courbe C, qui peut s’écrire

1—cosgn — q2Fy(n)— qiFu(m)—...—o.
l.a courbe passant par le point
q = 2n, gr=o0 (n entier),

le premier membre s’annule pour ¢ = 2n, ¢, = 0; il est d’ailleurs
développable suivant les puissances croissantes deg —2netdeg,.
Il est aisé de voir que ce déseloppement ne contient ni terme de
degré o ni terme de degré 1, mais qu’il commence par des termes
du second degré

T; (g —2n)*+ Agqg3,

A étant égal a

2
g Ppour n=o,
¢t & o pour n Zo.
Il en résulte que le point ¢ = 27, g, = o est pour la courbe C

un point double; mais deux cas sont & distinguer :

1° Sin = o, les termes du second degré se réduisent 4 la somme
de deux carrés, les deux branches de courbe qui passent par le
point double sont imaginaires; 'origine est donc pour la courbe C
un point isolé.

2° 8i nZ o, A est nul; les deux branches de courbe qui passent
par le point double sont tangentes I'une a lautre et coupent
I'axe des ¢ & angle droit. Pour reconnaitre si ces deux branches
sont réelles ou imaginaires, il faut tenir compte des termes en
(g—2n)q] et en gj.

H.P. — 1L 16
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Le coefficient de ¢} est, comme nous ’avons vu,

-+ T2 ou — 52
512.92(1— g2 )? 73728’

selon que |#|>1 ou =1.
Le coefficient de (¢ — 2nr)q7 s’obtiendra en prenant les déri-

vées de
meingm
16g(1—g*)’

par rapport ¢ et en y faisant ¢ =2 n. On trouve ainsi

2

16(1(1———q2)'

Pour que les branches de courbe soient réelles (en supposant
n|>1), il faut et il suffit que la forme quadratique

x? zy - y?
2 - 16qg(1—¢?) 512.9%(1— q*)*

soit indéfinie. Il ne peut y avoir doute que si cette forme se réduit
a un carré parfait; orc’est précisément ce qui arrive ; nous voyons
ainsi que nos deux branches de courbe sont non seulement tan-
gentes, mais osculatrices I'une & ’autre ; mais nous serions obligés,
pour reconnaitre si elles sont réelles, de calculer les termes d’ordre
supérieur, si nous n’avions heureusement un moyen indirect de
décider la question, moyen que j’exposerai plus loin.

Dans le cas de|n| =1, |g| = 2, notre forme quadratique devient

et est indéfinie; les deux branches de courbe sont certainement
réelles.
Construisons maintenant la courbe ¢ dont 'équation est

—1—cosgn —qiF(m)...=o.
Le premier membre s’annule pour

q=n, gi=o (n entier impair),
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et son développement suivant les puissances de ¢ — n et de ¢,
commence par des Lermes du second degré

A(g —n)+ Bgi}.

Si|n|=1, A et Bsont de signe différent et les deux branches
de courbe qui passent par le point double sont réelles.

Si |n|>1, B est nul, les deux branches de courbe sont tan-
gentes (et probablement osculatrices) I'une 4 'autre; pour décider
si elles sont réelles, il faut employer le procédé indirect dont jai
parlé plus haut.

Voici en quoi il consiste.

On peut se demander ce qui se passe quand on a

F(r)=cosh===1.

Alors, d’aprés ce que nous avons vu aun n° 29, la solution la plus
générale de ’équation (1) est de la forme

q’(t)+ tq‘l(t)7

b(¢t) et ¢, (¢) élant des fonctions périodiques de ¢, de période = si
F(=)= 41, et de période 2= si F(x)= —1 (clles changent alors
de signe quand ¢ se change en £ 4- =). On a donc

F(t)=4(2)+tdy(2).

Si ¢, (¢) n’est pas nul, c’est une solution de I'équation (1); or,
F(¢) est une fonction paire; donc ¢(¢) est paire et ¢, (¢) impaire;
done 4, (¢) se réduit a un facteur constant prés a f£(2); alors f(¢)
est périodique.

Si & (¢) est identiquement nul, F(¢) est périodique.

Trois cas peuvent donc se présenter :

1” Ou bien F(¢) est périodique, et alors

F'(n) = 0.
2° Ou bien f(t) est périodique, ct alors

f(m)=o.

3¢ Ou bien ces deux fonctions sont périodiques toutes deux, et
alors

F(w)= f(s)=o.
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On peut arriver au méme résultat de la fagcon suivante; on a

idenliquement
F()f'()—TF(6)f{s)=1.
Si alors
F(m)=f'(=)= =1,
1l viendra

F'(=) f(7) =o.

Donc 'une au moins des deux quantités [ (w) et f(=) est nulle.
De méme, si
F(r)=o ou JS(m)=o,

on aura

F(T:)fl("'t) =1,
ct puisque

F(r)=/f'(n)=cosh=,

il viendra

coshm = % 1.

Les différents points des deux courbes C et €/ apparliennent
donc aux deux courbes

' F(r)=0, f(x)=o,
¢t réciproquement,

Remarquons d’abord que I'(=) et f(x) sont des fonctions
entiéres de ¢ et de ¢,. Pour g, = o, ces fonctions se réduisent i

singw®

q

F'(r)=—gsingxw, f(r)=

Donc, si ¢ passe par une valeur entiére dilférente de o, F'(x)
ct f(w) s’annulent en changeant de signe, et ces valeurs de ¢ sont
pour ces deux fonctions des zéros simples. 1l en résulte que les

points
q=n, gi=o0 (n entier, n2o),

qui sont des points doubles, tantdt pour C, lantét pour C/, sont
des points simples pour chacune des deux courbes

F'(r)=0, f(w)=o.

Si g passe par o, F/(x) s’annule sans changer de signe (zéro
double) et f(x)ne s’annule pas; 'origine est donc un point double
pour /(=) =0, mais (=) ne s’annule pas a l'origine.
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Il y a donc quatre courbes analytiquement distinctes :

() F(m)=1,  F(m)=o0; F(t+m =F(e).
®) F(ry=1,  fim) =05 f(t+m)=f(t).
() F(r)=—1, F(m)=o0, F(t+mw)— —TF(¢).
(%) F(m)——1,  f(m)=o0; f(t+m)=—f(1).

I.a courbe C est alors formée de 1’ensemble des deux courbes
(2) et (3); chacune d’elles a un point simple en

q=2n, q1=0,

el ¢’est pour cette raison que ce point est un p(;int double de C;
mais les deux branches de C qui passent en ce point, apparte-
nant ainsi & deux courbes analytiquement distinctes, ne peu-
vent étre que réelles.

Il y a exception pour I'origine

q =9, F1=0;

ce point est un point double de o, mais n’appartient pasa 3; d'apres
ce que nous venons de dire, le raisonnement qui précéde ne s’ap-
plique donc pas et nous avons va d’ailleurs que les deux branches
de courbe sont alors imaginaires.

De méme, la courbe C' est formée de l'ensemble des deux
courbes () et (8); chacune d’elles a un point simple en

qg=2n-+1, g, =0.

Les deux branches de C' qui passent par ce point appar-
tiennent & deux courbes analytiquement distinctes et sont par
conséquent réelles.

Nous avons vu plus haut que changer ¢, en — gy, c’est ]a méme
chose que de changer ¢ en ¢ + =.

2

Considérons d’abord la courbe (2)

F(t+m)=F(2).

On a
F(t) = F(_ t),
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d’ott
e )r(m D)
2 2 L2

Lafonction I (t + 7{) est donc paire et périodique de période .
\
Si donc on change ¢4 en — ¢y, F(¢) se change en F<t+ E)qui
est encore paire et périodique. Si donc le point (¢, ¢,) appar-
tient a la courbe (), il en est de méme du point (¢, — ¢,). La
courbe (a) est donc’ symétrique par rapport a 'axe des g¢.

La courbe C étant symétrique dans son ensemble el se compo-
sant de («) et de (B), nous devons conclure (ce qu’il serait d’ail-
leurs aisé de vérifier) que la courbe (8) est également symétrique
par rapport 3 'axe des ¢.

On doit conclure que les deux courbes (o) et (3) ne peuvent
avoir au point

q=2n, qir=0
qu’un contact d’ordre impair.
. Considérons maintenant la courbe (v)

F(t+7)=—F(¢).

F(t+§>:F<—I—t>:—F(:—t>.

La fonction I (t -+ g) est donc impaire et périodique. Si donc

11 vient

le point (¢, ¢,) appartient a (), le point (¢, — ¢,) appartiendra
4 (8). Les deux courbes () et (3) sont donc symétriques 'une de
l'autre par rapport a I'axe des ¢.

Il en résulte que ces decux courbes ne peuvent avoir en

qg=2n-+1, q1=0

qu'un contact d’ordre pair.

Ainsi le contact des deux branches de courbes en ¢ = n, ¢, =0,
est d’ordre o pour n =1, d’ordre 1 pour n=12; d’ordre 2 (au
moins) pour n=3; d’ordre 3 (au moins) pour n=4; il est
ensuite alternativement d’ordre pair et d’ordre impair et toujours
au moins d'ordre 2.
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Cela peut donner 4 penser que ce conlact est toujours d’or-
dre n — 1; mais je ne l'ai pas vérifié.
La figure suivante, contenue dans le rectangle

q =o, q1=0, gi=c¢, g=4—+zs,

peut résumer la discussion qui précéde. La région couverte de
hachures est celle ol % est imaginaire.

Fig. 1.
q.
1
] 1 2 3 b 4+& 9

On peut tirer de 1'équation qui donne cos/w, en fonction de ¢
et de gy, divers développements, dont la convergence est plus ou
moins rapide et qui donnent %, ordonné suivant les puissances
de g,. Mais je crois qu’il est préférable de calculer cos/n 4 l'aide
des formules précédentes et d’en déduire % par les Tables trigo-

nométriques.

180. Une fois & déterminé, il s’agit de trouver les coeffi-
cients A, du développement

F(t)=Z2A,cos(h-2n)t.

D’aprés la définition méme de F(¢), on doit avoir

A, =1.
1l vient, d’aulre part,
elth+anlt e—ilh+2n)t
F(t)=XA, +xA, T
2

Mais, d’aprés ce que nous avons vu au n°29, notre équation (1)
doit admettre deux solutions de la forme

ellth—2nlt e—ith+2nlt

EBH T’ b " bz—_’
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et F(¢) doit en étre une combinaison linéaire; cela ne peut avoir
lieu que si
A,=B,=0C,.
Il en résulte que
An

TA,sin(hA+2n)t=23 &E eithrant 3 28 o—ithvon)t
21 2t

satisfera également a I’équation (1) et, par conséquent, que

YA,sin(h4-2n)t
A (h+2n)

J(t)=

Il est clair que A, est une fonction de g et de q,, mais ce n’est
plus une fonction entiére de ces deux variables comme 1'étail
cosiw. Ce n’est méme pas une fonction uniforme. Il est évident
que les seuls points singuliers de cette fonction sont les points

des courbes
coshm = =+1,

pour lesquels les fonctions F(¢) et f(¢) cessent de pouvoir étre
mises sous la forme que nous venons de leur donner.

Comment se comporte la fonction A, dans le voisinage d’un de
ces points singuliers?

Supposons que le point (g, ¢,) se rapproche indéfiniment d’un
point M appartenant & la courbe

F,(ﬂ) =0,

et que / lende vers une valeur entiére p; alors, a la limite, F(¢)
est encore périodique. Posons, pour abréger,

B=Z2A,(h+2n)

il viendra, en réunissant dans F'(¢) et £(¢) les termes en (% -+ 2n)¢
eten (i —an—ap)t,

- F(&)=2[Aycos(h+an)t+A_, ,cos{h—2n—2p)t],
Bf(t)y=2[Ansin(h—+2n)t +A_, psin(h—2n —2p)t]

St nous faisons alors

Ap+A_p—p=0G, Ap— A p=D;
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il viendra

F(¢)=2[Ccos(h—p)tcos(2n-+p)t—Dsin(h —p)tsin(an+p)t]
Bf(¢)==2[Csin(h —p)tcos(an—+p)t -+ Dcos(h—p)tsin(an + p)i]-

Quand % tend vers p, cos(h — p)t tend vers 1 et sin(h—p) ¢
vers zéro ; mais, si D tend vers I'infini, de telle fagon que D (% — p)
tende vers une limite finie, le produit Dsin(/h — p)¢ tendra
vers Dy ¢, D, étant une constante.

Si alors le point M appartient a la courbe F'(%) = o, le déve-
loppement de F(¢) doit contenir seulement des termes en

cos(an—+p)t

et celui de f(¢) des lermes en sin(2n+p)tetentcos(an +p)l.

Il faut donc que C tende vers une limite finie, D et B vers zéro.

Donc A, et A_,_, tendront vers des limites finies, égales entre

elles. Si p est pair, A, devra tendre vers zéro. Il est aisé de vérifier
2

que, si
limA, =limA_,_,,

on aura, comme il convient,
limB=limZA,(h+2n)—o.

Si, au contraire, le point M appartient 4 la courbe f(=) =o, le
développement de F(¢) devra contenir des termes en

cos(an+p)t et tsin(an—+p)t,

et celui de f(¢), des termes en sin(2n + p)¢.

1l faut donc que C tende vers une limite finie, D et B vers l'in-
fini.

Donc, A, et A_,_p tendront vers 'infini, mais leur somme algé-
brique restera finie.

Mais, que le point M appartienne & la courbe F/(x)=o0 ou 4 la
courbe f(=)=o0, ce n'en est pas moins un point singulier pour la
fonction A,. En effet, quand le point (g, ¢,) tourne auteur de M,
la fonction A, s’échange avec la fonction A_,_p, comme le font
deux déterminations d’une méme fonction algébrique.

1l résulte de la que, sig n’est pas entier, A, pourra se développer
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suivant les puissances croissantes de ¢,, et que le rayon de con-
vergence de ce développement sera Je module du point singulier
le plus rapproché, et les points singuliers seront les points des
courbes C et C' qui correspondent & la valeur de ¢ considérée.

Il reste a trouver les coefficients du développement. Supposons
le probléme résolu el soit

F(¢)=ZA,cos(h—2an)t=3\,cos(qg+2n+h—gq)t
ou en développant suivant les puissances de (2 — ¢), il viendra

F(t)=ZA,cos(q +~2n)t—tZA,(h—q)sin(qg +2n)t

2
—% A, (h—g)cos(g +2n)t+....

Ce développement, qui contient les lignes trigonométriques de
(¢ + 2nr)t multipliées par des puissances de ¢, doit étre identique
a celui que nous avons trouvé plus haut

F(t)=2q}Fi(1),
F:(t)=Z=8),[cos(q —2n)t — cosqt]+ tSB] ,sin(g4+2nr)t+....

Observons, en effet, que A, A,(h — q), A(h — q)? sont déve-
loppables suivant les puissances eroissantes de ¢,.
En identifiant les deux développements, il vient alors

An = qul B?n
ct
Ay=1— Ziqu (En 5?.1;)-

Nous avons donc le moyen de calculer les coefficients du déve-
loppement. La convergence est généralement sufflisante quand ¢
n’est pas voisin d’un nombre entier. Si ¢ est voisin d’un entier p,
on peut augmenter la convergence de la maniére suivante :

Comme A, et A_,_p s’échangent quand on tourne autour du
point singulier le plus rapproché, les deux fonctions

(An+A_,p) et (A,—A_, p)2

restent uniformes dans le voisinage de ce point singulier, mais la
premiére de ces deux fonctions restera finie et la seconde pourra
devenir infinie du premier ordre, si ce point singulier appartient &
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S(x)=o. Mais alors
(An — A—n—p)zf(ﬂ)

restera fini. Les développements de
Ay~ A-u—p et (An— A-n——p)zf(“)

seront done beaucoup plus convergents que ceux de A, et A_n_p-
On auradonc avantage 4 s’en servir et d en lirer ensuite A, et A_,_p
par une équation du second degré.

Observons, en terminant, que la discussion de la forme des
courbes G et C’ dans le voisinage des points

q =n, g1 =0

sera singuliérement facilitée si l'on se sert du développement
de I'(xw) et de f(=) au lieu de celui de ().

Ce qui précéde constitue la théorie compléte de notre équa-
tion (1). Je dois toutefois parler des diverses méthodes qui ont été
proposées pour l'intégrer et qui sont celle qui esl fondée sur
I'application des théorémes de Jacobi, et celles de MM. Gyldén,
Bruns, Hill et Lindstedt.

Méthode de Jacobi.

181. On peut appliquer & I'équation (1) la méthode exposée en
détail au Chapitre IX avec cette différence que les séries seraient
cerlainement convergentes. L’équation (1) rentre en effet comme
cas particulier dans I’équation (3) du n° 2. Or nous avons vu que
cette équation du n® 2 pouvait étre ramenée a la forme canonique
des équations de Jacobi.

Si douc nous posons

a7y dr —
Jr:\/% sinyy, E=‘/2qz'1005_}'h ye=1, g =rq
et

¥ = —qx —ax;+ pxysin?y, cosays,
I'équation
d2x
(1) a + q?r = q1x cos2l
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peut étre remplacée par les équations canoniques

dys dF_l dr, __ dF dry _ dF .
T de (l_}“’ at ;_l:)’—i = RS2y, €082y
dyy dr

= — —— = g — usin?y; cos2y,.
At do, 74 Y1 Y2

Le probl¢me est alors ramené a Uintégration de I'équation aux
dérivées partielles
as ds ds

m -+ d—.)’z- = J;’_l sSIn-® ) Ccos 2Yq,

(2) q
a laquelle la méthode d’approximations successives du n® 125 est
directement applicable.

Mais il n’y aurait pas grand avantage i I'employer, & moins que
I’équation (1) ne soit qu'une expression approximative du pro-
bléme qu’on se propose et qu’aprés avoir intégré cette équation
on ne veuille pousser plus loin 'approximation en employant la
méthode de la variation des conslantes ou qu'on ne veuille s'en
servir comme vérification.

Observons en passant que l'intégration de I'équation (2) se
raméne a celle d’une équation différentielle du premier ordre,

dy,

72— g in%y .
ar g -+ ®sin?ycos 2y,

Quoi qu’il en soit, cherchons quelle relation il peut y avoir entre
la fonction S définie par I’équation (2) et les fonctions I'(¢)
et f(t) définies dans les numéros précédents.

Nous trouverons pour la solution générale des équations cano-
niques dérivées de 'équation (1) par le changement de variables qui
précéde I'expression qui va suivre; je rappelle que nous avons posé

F(¢y=2A,cos(h +2n)t;

notre expression sera, en désignant par z{, x3, »{, 7 des con-
stantes d’intégration,

—_
27 .
\/7151ny1=1'92; nCO8(ht - hyl+2nt +2ny})

Vagzicosy, = — 292 A,(h+an)sin(ht + hy?+ant +2nyl)

dF
=t+y9; = 29 - .
>z 73 2y = x§ +fd_72 dt
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51 Von élimine entre ces équations les deux constantes y| et 3 et
que l'on résolve par rapport a z, et & %, on aura &, et x, en
fonctions de ¥y, y2, | et x3; et d'autre part

21 d)’i —+ T3 d_}g =dS

sera une dillérentielle exacte (Cf. n° 19, in fine).
Posons alors, pour abréger,

ht +- byl =o,

il viendra
%sin‘y.: x‘}ZA,,cos(c?+2ny2),
V2qzicosys= — 2} RA,(h+2n)sin(p +any,)

et 1l s’agira d'éliminer % enlre ces deux équations.
Pour effectuer cette élimination, observons que ces deux équa-
Lions peuvent s’écrire

/ﬂ '“_'"__07' =0,(y2)coso + 02(y2)sinog,
g % ' I

Vegz C(:(:}’l = 03(y2)cosp + 0. (y2) sino,

les 0 étant des fonctions périodiques de y» de période = et qui
s’expriment aisément A I'aide de F(¢) et f(¢). En résolvant ces
équations par rapport  coss et sino, il vient

x? .
‘/—— cosg = 71 (¥3) cosyy—+ 13 (ra)sinyy,
X

-

0
X

Ve sing = 73(y2) cosy -+ Na(ya)sinyy,
1

les quatre fonclions wn(y.) étant périodiques de période w et
s’exprimant aisément 4 I'aide des § et, par conséquent, a I'aide
de F(¢) et f(¢t). En faisant la somme des carrés, il vient alors, si
I'on observe que z, doit étre une fonction paire en y,

)

[

(r
31

-

= Zo(y2) + Zi(F2)cos2yi=+. ..,

les deux fonctions { étant encore périodiques de période = ct
s’exprimant aisément a l'aide de F(¢) et f(¢).
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Or nous aurons
o S
1= (l)" ’

d’ou cette conclusion :

=

S . T .
Zy, o5t une fonction périodique de période m lant par rapport
1

& ¥, que par rapport & ¥, et son développement contient, comme
on le verra en appliquant la méthode du n° 123, des termes en

cos(2my,+ 2ny,), ol m et n peuvent prendre toutes les valeurs
entiéres possibles. Mais la fonction inverse

1

(i)

qui cst aussi périodique en y, et 35, ne pourra contenir que des

termes en
cosanys ou cos(2yi+ 2ny)),

ds (o . . .
—— étant évidemment une fonction paire tant par rapport a ¥, que
(l,},l

par rapport a y,.

Si nous posons

Péquation (2) nous donne

du du _ du in%y;€082)5~—2usi €OSY(COS2 )
7d—y,+d?_“ Esn)ﬁ )2 u sinycosy _yz,.

Y

Les procédés du n° 125 sont applicables a celte équation bien
qu'elle ne contienne pas seulement les dérivées de z, mais la
fonction u elle-méme.

On trouve
U=1ug+pu+piug ...

1, est une constante, et il est aisé de vérifier que w,, #, ... sont
bien de la forme indiquée, c’est-a-dire que

w; = AL cosanys-+ IBL cos(2y; -+ 2ny,).

I1 est aisé¢ de former des relations de récurrence qui permettent
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de déterminer les constantes’
AfFt et Birt,

quand on connait les A','l et les Bf,.

Méthode de M. Gyldén.

182. M. Picard a démontré le théoréme suivant :

Si une équation linéaire a pour coefficients des fonctions dou-
blement périodiques el si son intégrale générale n’a d’autre singu-
larité que des poles, cette intégrale s’exprime a 'aide des « fonc-
tions doublement périodiques de deuxiéme espéce », c’est-d-dire
des fonctions qui se reproduisent multipliées par un facteur con-
stant quand la variable augmente d’une période.

L’importance de ce théoréme provient des deux circonstances
sulvantes :

1° Il est toujours facile de reconnaitre sur 'équation méme si
I'intégrale générale n’a d’autre singularité que des pdles;

2° Toute fonction doublement périodique de deuxiéme espéce
s’exprime simplement 3 l'aide des fonctions § de Jacobi ou des
fonctions ¢ de M. Welierstrass.

M. Gyldén a eu l'idée ingénieuse d’appliquer ce théoréme a
I'intégration de I'équation (1). Mais il serait injuste de présenter
les choses sous cette forme sans citer le nom de M. Hermite. Ce
que M. Gyldén a appliqué en réalité, c'est un théoréme de M. Her-
mite sur 'équation de Lamé, qui n’est 4 la vérité qu'un cas par-
ticulier de celui de M. Picard, mais qui lui est notablement anté-
rieur.

Notre équation (1) peut s’écrire

(2) %‘=(a—|—bcos‘-’z‘)x,
en posant
a=—q'—'+%, bzqz‘-
Considérons la fonction
cosamt = cnt (modk).
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Il est clair, d’aprés la définition méme de cette fonction, que cnt
tendra vers cos¢ quand k& tendra vers zéro. On peut done, si £ est
lrés petit, remplacer I'équation (2) par la suivanle

) d2r .
(3) W:r(a—i—bcn—l)

et Uapproximation sera d’antant plus grande que & sera plus petit.
Cela posé, voyons quelles sont les conditions pour que 'inté-
grale générale de (3) n’ait d’autre singularité que des poles. Le
seul point singulier de I'équation (3) est le point
w'r
2

’

en appelant w et w'( les périodes de cn?t. En effel, pour

w'r
t = —_—
2

= ‘]‘—[; de sorte

cntdevient infini. On sait que le résidu de cnt est

que nous aurons, en développant cn?¢ suivant les puissances de

une série de la forme suivante

— Z;—u? — g+ AU ..,
ne contenant que des puissances paires de .

La condition pour gue le développement de x suivant les puis-
sances croissantes de z commence par un terme en u~", s’obtient
aisément en égalant dans les deux membres de (3) les termes
en ©~"~2, qui sont alors les termes de degré le moins élevé; elle

s'écrit

n(n+1)=—+ =’
d’on
(4) k2 = 4 — 11

2.n(n+1)
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Si elle est remplie et si n est entier, I'équation (3) admet une
o, . .y . . w'l
intégrale particuliére qui aura un pole pour £ = "
Comment se comportera 'autre intégrale? La théorie des équa-
tions linéaires nous apprend qu’elle ne pourra non plus avoir
. ., . w'e . .
d’autre singularité qu'un péle en ¢ = — ou un point logarith-
mique; mais I’étude du développement de z suivant les puissances
de » montre aisément que du moment que @ -+ bcn?t est une
fonclion paire de u, on n’a pas & craindre que le développement
des intégrales contienne un logarithme; je renvoie pour plus de
détails aux travaux bien connus de M. Fuchs, sur les équations
linéaires dans le tome 66 du Journal de Crelle et 4 la thése
de M. Tannery (Paris, Gauthier-Villars, 1893) ou ces travaux
sont résumés. Ainsi, si la condition (4) est remplie, I'équation (3)
admettra deux intégrales particuliéres de la forme

_8(t—ay)0(t—a5)...0(¢—an)
v= 67(¢) ’

en désignant par § celle des quatre fonctions 8§ qui s’annule pour
o't
2

t— .

Les n quaniités a,, a,, ..., a, peuvent éire facilement déter-
minées, ainsi que I’ont fait voir les recherches de M. Hermite sur
I’équation de Lamé qui ont épuisé complétement la question.

Maintenant nous pouvons choisir un entier n assez grand, pour
que la valeur de k& qui satisfait & la condition (4) soit aussi petite
que nous voudrons, et, par conséquent, pour que les équations (2)
et (3) difféerent aussi peu 'une de ’autre qu’on le voudra.

Mais, comme g, est généralement trés petit, M. Gyldén estime
que, dans les applications, on pourra se contenter de la premiére
approximation et faire n = 1.

Méthode de M. Bruns.

183. Reprenons I'équation

(1) %-ﬁ-q!z:qixcoszt

H. P, —IL -
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et faisons-y
xr = e.fz dt,

Iéquation deviendra

dz+ 2 g2 osat
— = C .
dt % q 91

(2)

Supposons maintenant que I'on développe z suivant les puis-
sances croissanles de ¢, et qu’on ait

=89+ g1+ giEyt....
Nous déterminerons successivement
B0y B1y By Bz, ...

par la suite d’équations

. 50=it'q,

dz,
'7d—t' —+ 23931 = C0s27,
dz, .
i -+ 23¢3y = — 21,

. dzs

(3) —dt—+2z0z3=—2z1z2,

dZ!. 2
W + 2308, = — 23183 — 33,
dz;,
at + 23935 = — 2318, — 23233,

Les équations (3) permettent de calculer les z4 par récurrence; si,
en effet, on a intégré les & premiéres de ces équations, et si 'on
connaft par conséquent

Bgy 31y, B2y eeey Bfoq,
la (k 4 11¢m¢) s’écrira (en prenanl 5,= - ig, par exemple)

dszy .
=; F25= Uy,

Uy étant une fonction connue de ¢.
Si zq, 31, 32, + + -, 341 sont des fonctions périodiques de ¢, de
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période =, il en sera de méme de Uy et nous pourrons écrire

Ux = Sapeni,

a, e2nit
zkzz_,"__.
2i(n—+q)

d’ot

Nous pourrons donc, 4 moins que ¢ ne soit entier, égaler zx a une
fonction périodique de ¢.

Alors z est une fonction périodique de ¢, que nous pourrons
écrire

. du
3 =1th+ —»

dt

i/ étant la valeur moyenne de cette fonction périodique 3 et «
une autre fonction périodique. On en déduit pour une intégrale
particuliére de (1)
x = elht+u,
Ce que nous avons appelé F(¢) dans le n° 178 est alors la partie
réelle de

eiht gu,

Cette méthode est la plus simple quand on veut le développement
de /i suivant les puissances de ¢,.

Méthode de M. Lindstedt.

184. Considérons I'équation

2.
(1) %:'—‘q—qﬂx—q,xcoszt:o

et sa solution paire
z=F(t)=ZA,cos(h+2n)t.

Il est clair que nous aurons
(2) An[gr—(h+2n)2]= %(A,,_i—i-A,,_H)-

Le probléme consiste 3 déterminer % et les An, de facon que
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les équations (2) soient satisfaites et la série F(z) convergente.
Nous pouvons considérer également I'équation a second membre

2
(3) %+qix—qlxcos2t=ﬁcos)\t;

cette équation admet une solution de la forme
z=3ZB,cos(A+2nr)t.

1l serait aisé d’ailleurs (par la méthode ordinaire d’intégration
des équations linéaires & second membre) de calculer les coeffi-
cienls B, une fois qu’on connaitrait & et les A,; mais, si 'on veut
les calculer directement, on est condnit aux équations suivantes
analogues aux équations (2)

(4) Bu[g?—(A+2nP]= L (Bay+ Busy).
Pour n = o, cette équation devrait étre remplacée par la suivante
(4 bis) Bo(g*— )= (B, + By -+,

qui se réduit encore aux équations (2), quand on y fait A=A,
8 =o. Posons alors

91 —
@ Oranp]

M,, sera une fonction de A.
Posons pour n>> o

Bn
Ay =
” Bn—l
et, au contraire, pour n <o,
B,
a =
" Bn.-H’
de telle fagon que
a B, g = ==° a By « B,
— — = -2 Y g — b — == e
1 Bo’ 2 Bl’ 1 BO 2 B_" ?

les équations (4) deviendront, en supposant n > o,

I . 1
= =2 = —
n-+1 an

M,
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« M, M,
n= = R
1—Mya, M, M.,

1—Mpiqdpg

Nous sommes donc conduit & exprimer «, par la fraction con-
tinue
M,
M; M,
M, M,
MaM,
I—
I—.4e

. . . P "
Cette fraction continue est-elle convergente? Soit Ql sa nieme

n
réduite, nous aurons

(5) Pn= Pn—i‘— Pn—z MnMn—h Qn= Qn—i— Qn—zMnMn—i
et, d’autre part,
PnQn—l —Ppy Qn = Mf M% M:?l s Mrzr,—l M.

Je remarque d’abord que, quand r croft indéfiniment, M, tend
vers o et que la série

(6) M1+NI‘M2+M2M3+M3MI,+...

est absolument convergente (sauf dans le cas ou I'une des quan-
tités M, est infinie, c’est-a-dire ol '\ est égal & &= ¢ & un entier
prés; ce cas doit étre exclu de la discussion qui va suivre). D’ail-
leurs, a partir d’un certain rang, tous les termes de cette série
seront positifs.

Je dis maintenant que P, va tendre vers une limite finie et qu’il
en sera de méme de Q,.

En effet, P, et Q. sont définis par les équations de récur-
rence (5). Déterminons par les mémes équations deux quan-
tités R, et R,,, de telle sorte que

R,=Rpy—Rp_s M, M,_,,
R;: R;,:_l— R;z—z MnMIL—l'

Nous pourrons nous donner arbitrairement deux quelconques des
quantités R, et aussi deux quelconques des quantités R,.
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Considérons dans la série (6) les p premiers termes qui suivent
le nieme
MMy +MayMpio 4+ oMy Mpyp.

Soit S,., la somme de ces p termes, nous pourrons toujours
prendre n assez grand pour que S, , soit positif et plus petit
que 1.

Considérons alors I'équation de récurrence

Rn+p = Rn+p—l - Rn+p—2 Mn-l—p——l Mn+p-
Cette équation montre que, si 'on a

1> Rospy > (0 —Snp1),
1> Rpspa> (1 — Sn.p—z) >o,

on aura également
7) ) - 1> Rn+p>(l_sn.p)'

11 suffit donc que 'on choisisse R,y et Rpuye de fagon a satisfaire
a I'inégalité (7) pour que tous les termes Ry p y satisfassent. R, p
est donc toujours plus grand que 1— S,.p, et, par conséquent,
positif. De plus, I'équation de récurrence montre que R, va con-
stamment en décroissant quand l'indice n -+ p croit. Donc R, ,
tend vers une limite finie et déterminée. Choisissons donc R,
et Ruyq, Ry, et R, de facon a satisfaire aux inégalités (7) et
de facon que le déterminant

ReoraRoea— Rupe Rpyy
ne soit pas nul,
AlorsRyyp et R, , tendront vers deux limites finies, déterminées
et différentes de o, R et R'.
Comme P, et Q. satisfont aux mémes relations de récurrence
que R, et R, et que ces relations sont linéaires, nous aurons

P,= I R, l~’~' R,
Q= mRn+uiRy,

B @ By ) étant des coefficients constants et la limite de notre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS DES EQUATIONS LINEAIRES, 259
fraction continue sera
,J.R—‘—‘ IJ-’R'
pa B+ pi R

Pour certaines valeurs de ¢q,, g et A et, par conséquent, pour
certaines valeurs des coefficients u, il peut arriver que cette frac-
tion soit nulle ou infinie; mais elle ne se présentera jamais sous

. , ., O
la forme indéterminée 5 .

Dansle cas ot g = == (A + 2n), et o, par conséquent, M,, = o,
il o'y a presque rien & changer i ce qui précéde. Si, par exemple,
on avait M, = oo, notre fraction continue deviendrait

. M,

Lalimite de notre fraction continue étant une fonction de A, nous
pouvons I'appeler §(}) et écrire

= 44(7\)-

On trouverait de méme

ag=Y(—2), a=¢Q-+2), w=¢Q+4), a=y4R+2n—2),
ea=¢(2—1), =g (2rn—2—12)

ce qui met en évidence la pfopriété caractéristique de la fonc-

tion ¢ (1), & savoir que

1 _ 2(q2—)\'-’)‘
Y+ T T s

Quand on a calculé 4 (X) et 4(— ), il estfacile de calculer tous
les rapports a, et a_,. Si alors on avait la valeur de By, on en
déduirait facilement celle de tous les coefficients B,. Or il est
évident que B, satisfera a I'équation

Ba(g®— %) = 2201 [4(0)+ §(— 1)) + B,

ce qui détermine B,.
Pour » = £, B, doit se réduire 3 A, et § a o; d’ot I'équation
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suivante qui détermine /&
g —hr=T 1o (h) - y(—n)).

Ubne fois & déterminé (et cela se fera en général plus aisément
par 'une des méthodes exposées plus haat), on calculerait comme
uous venons de I'expliquer les a, et les A, = B,.

Méthode de M. Hill.

185. Reprenons les équations (1), (2), (3), (4) et (4 bis) du
numéro précédent; ces équations sont linéaires et, bien qu’elles
soient en nombre infini, M. Hill a eu la hardiesse de les traiter
par les procédés ordinaires de résolution des équations linéaires
en nombre fini, c’est-a-dire par les déterminants.

Cette hardiesse est-clle justifiée? C'est ce que j'al essayé de
faire voir dans une discussion que j’al publiée dans le Tome XIV
du Bulletin de la Société mathématique de France et dont je
vais rappeler ici les principaux résultats.

Considérbns un Tableau a double entrée, indéfini,

I A1 A3z1 Apg v [277% I N
(227 I A3a Apg e enss Apg  cecnan 9
a a 1 (227 SR Ap3 e ceaa.
(5) 13 23 43 n3 1
. . ¢ eeennn s
Q1n QG2n . ces @p—n I Zn+1,ny

Dans ce Tableau les termes de la diagonale principale sont tous
égaux a 1.

Soit A, le déterminant formé en prenant les n premiéres lignes
et les n premiéres colonnes du Tableau (5). Je dirai que le
Tablean (5) est un déterminant d’ordre infini et que ce déter-
minant converge si A, tend vers une limite finie et déterminée A
quand rn croit indéfiniment.

Pour nous rendre compte des conditions de convergence d’un
déterminant, appuyons-nous sur le mode suivant de génération,
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qui n’est autre que celui qui est connu sous le nom de clefs algé-
briques.
Soit & développer le déterminant

@1y QA2 ... Qup

a (223 o Qan
D= 21 2

Q@py Qnz ... Qpp

Développons le produit
Oy(Znapn),

puis affectons chacun des termes du produit développé, suivant
les cas, de I'un des coefficients 41, — 1 ou 0; nous obtiendrons
ainsi D.

Il est aisé d’en déduire l'inégalité suivante; formons le produit

0 =1,(Z.|apn|),
on aura

(6) |D| < 1.

Supposons maintenant qu’on remplace dans le déterminant D
un certain nombre d’éléments par zéro, le déterminant D devien-~
dra D' et II deviendra II'; un certain nombre de termes s’annule-
ront dans le développement de II, et les termes correspondants
s’annuleront aussi dans le développement de D. On aura alors

(7) [ID—D'|<0—1.

Telles sont les deux inégalités trés simples qui vont nous servir de
point de départ.

Pour que le déterminant A d’ordre infini converge, il suffit que
le produit IT correspondant, qui s’écrit

(4 |@ag| + |asi] +. o o [@nt] .0 DA+ | @12 | + |@se] +. oo ag] 4. ..
(14 |ags| + @3] +...). - o,

converge lui-méme ou, d’aprés un théoréme bien connu, que la
série '
[@21] + |@a1]| + |@sr]| +- o o+ | @pa] +o oo [@rz] | a@se] +. .o lags] 4+

converge elle-méme.
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En effet, soient A, et A, p les déterminants obtenus en prenant
dans le Tableau (5) les n premiéres, puis les n + p premiéres
lignes et colonnes. Soient I, et I, les valeurs correspondantes
du produit 11 défini plus haut.

Comme dans le Tableau (5) les termes de la diagonale princi-
pale sont égaux & 1, on passera de Anip & Ap en annulant un cer-
tain nombre des éléments de ce déterminant A,,p: on aura donc

J8rp— 8| < Opgp — .

Mais, si le produit (8) converge, le second membre de cette iné-
galité tend vers zéro quand n et p croissent indéfiniment. Il en
est donc de méme du premier membre, ce qui prouve que A, tend
vers une limite finie et délerminée. C. Q. F, D.

Donc, pour que le déterminant A converge, il suffit que la série
obtenue en prenanl dans ce déterminant tous les éléments qui
n’appartiennent pas a la diagonale principale converge absolu-
ment.

Je vais faire voir maintenant que le déterminant converge abso-
lument, ¢'est-d-dire qu’on peut modifier 'ordre des colonnes ou
des lignes sans changer la valeur limite du déterminant.

Soient en effet deux Tableaux analogues a (5) et ne différant
que par I'ordre des colonnes et des lignes. Je supposerai toutefois
que, dans 'un comme dans’autre Tableau, les éléments égaux a 1
occupent la diagonale principale. Soit A, le déterminant obtenu
en prenant les n premiéres lignes et colonnes du premier Tableau.
Soit A}, le déterminant obtenu en prenant les p premiéres lignes
et colonnes du second Tableau, p étant assez grand pour que tous
les éléments de A, se retrouvent dans A;,. Soient I, et l'[;, les
produits II correspondant a A, et A",,. On passera de A}, a A, en
annulant dans A}, un certain nombre d’¢léments. Je puis donc
écrire

[Ap— A, | < 1M, — I,
Mais, le produit (8) étant absolument convergent, on aura
limT, =lim 1, (n, p=x).

On aura donc aussi
limA, =1lima,, C. Q. F. D.
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Imaginons maintenant que le Tableau (5) soit indéfini dans les
deux sens, de sorte que les colonnes et les lignes soient numé-
rotées depuis — oo jusqu’a + oo. .

Le terme qui appartiendra & la fois a la ligne numérotée n et a
la colonne numérotée p s’appeliera a,p. D’ailleurs n et p pourront
prendre toutes les valeurs entiéres positives ou négatives, y com-
pris la valeur zéro.

Nous appellerons A, le déterminant formé en prenant les
an -1 lignes numérotées —n, —n—+1, —n 42, ..., —1,
0,1,2, ..., n—1, netles 2n +1 colonnes portant les mémes
numéros. Le déterminant d’ordre infini convergera si A, tend
vers une limite finie et déterminée.

Nous supposerons toujours que les termes de la diagonale prin-
cipale sont égaux a 1, c’est-a-dire que @, = 1.

Alors, en raisonnant tout a fait comme plus haut, on trouverait
que le déterminant converge absolument pourvu que la série

S|anp| (nZp;n, p variant de — o & + )

soit convergente.

Supposons maintenant que dans notre Tableau 4 double entrée,
c’est-a-dire d’apres la définition qui précéde, dans notre détermi-
nant d’ordre iafini, on remplace tous les éléments d’une certaine
ligne par une suite de quantités

covy T—ny erey T—gy; Toy L1y T3y ceey Tpy ooy

qui soient toutes plus petites en valeur absolue qu'un certain
nombre positif k. Je dis que le déterminant restera convergent si
la série

Z]anp| (rZp)
converge.

En effet, prenons, comme il a été dit plus haut, 27 4 1 lignes
et 2n +1 colonnes dans le Tableau 4 double entrée, de fagon
former le déterminant A,. Supposons que l’on fasse la somme des
valeurs absolues des éléments de chaque ligne, en exceptant la
ligne dont les éléments ont été remplacés par des quantités z.
Faisons ensuite le produit I, des 27 sommes ainsi obtenues. Un
terme quelconque du déterminant A, sera un terme du produit I,
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multiplié par une des quantités x ou par cette guantité changée
de signe. Done, d’aprés ’hypothése

|| < k,
on devra avoir
|Ag| < kTO,.

Si 'on annule quelques-uns des éléments de A, ce déterminant
devient A, et le produit I, devient IT,. Quelques-uns des termes
du produit I, s’annulent et les termes correspondants de A,
s’annulent également. On a donc

|Ap— Ap| << k(I —TI,).

Observons maintenant que, pour passer du déterminant A, ,
au déterminant A,, il suffit d’y annuler certains éléments; nous

trouverons
[Antp— An| < k(Mpsp—1I,)

et nous en déduirons, comme précédemment, que A, tend vers
une limite finie et déterminée, pourva qu’il en soit ainsi de I,
et c’est précisément ce qui arrive quand la série

Elanp| (r2p)
converge.

186. Appliquons ces principes au cas particulier qui a été traité
par M. Hill dans son Mémoire sur le mouvement du périgée de la
Lune (Acta math., t. VIII).

Reprenons les équations (2) du n° 184

(2) Anlgr—(h+2n)] =L (Ary+ Aniy).

Nous avons une infinité d’équations linéaires 4 une infinité
d’inconnues. Pour avoir le droit de les traiter d’aprés les régles
ordinaires du calcul et de calculer leur déterminant je veux
d’abord que la diagonale principale ait tous ses éléments égaux
a 1 et j'écris, par conséquent, cette équation sous la forme

. . 71 —
(2 bis) A, 2[g— (h+2n)1] (Au—i+Ape)=o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS DES EQUATIONS LINEAIRES. 265
On aura donc, en appelant encore a,.p I’élément du détermi-
nant qui appartient a la ligne numérotée n et a la colonne numé-

rotée p
91 .
21g2— (A +2n)2)’

—o ( p<n—!>_
®n.p= oup >n-—+1

Pour que le déterminant converge, il suffit donc que la série

Apn =13 Apn.n— = Qp.n+1= —

n=+w®

X [a=dtay

converge, condition qui est évidemment remplie.

Ce déterminant est évidemment une fonction de A& que j'appel-
lerai avec M. Hill O(A).

Alors k sera déterminé par I'équation

(3) O(k)=o

sur laquelle nous allons revenir.

Supposons ensuite que dans ce déterminant nous remplacions
les éléments de la ligne numérotée zéro par des indéterminées z,
que nous remplacions par conséquent

— g1
.o AQog—p — 0, Ay = ———— Qoo =1
[} 0—p s ’ 1 2(q2 /Ll) 0.0 ’
— 41
Agg = ————3 Ag.p =0
0.1 2(q2_h2) 1 0.p b}
respeclivement par
vey T—py eeey By Doy By eeey Lpy aese

D’aprés ce qui-précéde, le déterminant A ainsi obtenu conver-
gera encore pourvu que les quantités || soient plus petites qu’un
nombre donné k. Il sera une fonction linéaire des x et pourra
s’écrire

A=...+A pz_p+...+ Ao +...+ Apzp+....

On obtiendra d’ailleurs évidemment A, en donnant a z, la

valeur 1 et aux autres indéterminées x la valeur zéro.
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Je dis que les quantités A,, ainsi définies, satisfont aux équa-
tions (2). Si nous donnons, en effet, & z, la valeor a,.p, c'est-

a-dire la valeur
o — 91
>o[q?— (A -+ 2n)?]

ou 1,
selon que

In—p|>r1, jrn—p|=1 ou que n=p,

notre déterminant deviendra

A,— 2[92—(7li+‘).n)2] (Anc1+ Apsy)
et il devra étre nul, car il y a deux lignes identiques; l'équa-
tion (2 bis) sera donc satisfaite.

Il y a exception pour n —o0; car le déterminant n’a plus alors
deuxlignes identiques; mais il est encore nul, parce qu’il se réduit
alors & [J(4) qui est nul en verta de I’équation (3).

Enfin la série

ZAP elep+hRlit
converge; car on l'obtient en faisant dans A

zp= e2p+hit,

et la valeur absolue de x, est alors limitée, ce qui est, comme nous
Vavons vu, une condition suffisante de la convergence de A.

Application du théoréme de M. Hadamard.

187. 1l nous reste a étudier 'équation
(3) O(h)=o0.

Pour cela, il nous faut d’abord définir le déterminant que
M. Hill appelle V(£).
Pour cela, reprenons notre déterminant (/) et multiplions la

ligne numérotée zéro par
g — R,
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- 4 >
et la ligne numérotée n(nzZo) par

g*—(h+2n)
T

Je dis que le déterminant V(4), ainsi obtenu, sera encore con-
vergent; et, en effet, si nous nous rappelons la définition donnée
plus haut de la limite d’un déterminant indéfini dans les deux sens,

nous verrons que
V(&)= D(A)(g*— A1),

U étant la limite vers laquelle tend le produit des am facteurs

g2 —(h+2n)?

4n? ’

oun===1,=2, ..., 2= m quand m croit indéfiniment : II est
donc la himite du produit infini

ad hz_qz h2 ' (hﬂ_q2)2
H[I+ ant  n® ' 16nt ]’

n=1

lequel est évidemment convergent. Done V(L) converge.

Appelons b, p celui des éléments de ce déterminant qui appar-
tient & la ligne numérotée n et 4 la colonne numérotée p. Nous
aurons

2 (h+ 2
bo.o= q*— h?, bn.nzq‘—% (rzo),
boa= bo.—1=—'q2—i’ bn.n+1=bn.n--1=—(_;;Lnl2 (n2o),

bnp=0, (ln—p|>1).

Nous allons remplacer dans V(&) & par z et étudier les pro-
priétés de la fonction V() ainsi définie.

Je dis d’abord que c’est une fonction entiére.

En effet, on aura évidemment, en remplacgant 4 par x,

4+ a2n)?

24
|Bool <grrat,  Tbaal< THES
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Par conséquent, d’aprés I'inégalité (6) du n° 4185, on aura

(4) V(x)<(q1+z-2+|qll)n[‘12+|91|+(z‘+2n)’].

4nt

Or, en posant, pour abréger, g2 + | g,/ =}, et associant les fac-
teurs du produit qui correspondent & des valeurs de n égales et
de signe contraire, ce produit infini peut s’écrire

T2 -— )2 xz2 2% — A2)2
A PESLNENEES Ul

2n? n? 16 nt

et il est évidemment convergent et toujours fini. Donc il en est de
méme de V(x).

Dans cette démonstration j’ai supposé x réel; mais, si x était
imaginaire, il n’y aurait rien d’essentiel & y changer; il suffirait
d’écrire

. 12+ |q4] -+ |2 +2n2,
au lieu de
7*+qil+ (2 +2n).

Donc V() est encore fini quelle que soit la valeur 1maginaire
de z; c’est donc une fonction entiére.

Si P’on voulait démontrer par le menu que V() jouit des autres
caractéres d’'une fonction entiére, c’est-a-dire qu’elle est continue
et a une dérivée, il suffirait d’observer que le déterminant dont
la limite est V() converge uniformément.

Appelons, en effet, V,(z) le déterminant formé en prenant
dans V(x) les 2n —+1 lignes et les 27 -1 colonnes numérotées
de — n a 4+ n. On aura

Viz)=1limV,(z).

Soit alors dans le plan des z un contour fermé C quelconque;
s0it 3 un point de ce contour et z un point intérieur i ce contour.
Comme V,(z) est un polynéme entier, on aura évidemment

Va(z)ds
_——

2ix Vp(z) = 2

Pintégrale étant prise bien entendu le Jong du contour C. La fonc-
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. v
2ine(x) =f%iz

sera évidemment une fonction holomorphe de z; je dis que ¢(x)
est égal a V(z).
En effet, comme il résulte des démonstrations précédentes que

tion

la convergence de V(z) est uniforme, nous pourrons prendre n
assez grand pour que l'on ait au point x et sur tout le contour C

[V(z) = Va(z)[ <&, [V(8)—Va(z)| <

et, par conséquent,
2ine(x)— Vp(z)| < ¢!,

! étant }a longueur du contour C divisée par le minimum de |z — z|.

Ainsi les différences |[¢(z) — V,(x)] et |V(z)— V.(x)| peu-
vent étre rendues aussi petiles qu’on le veut, ce qui ne peut avoir
lieu que si V(z)=¢(z).

Donc V(z) est holomorphe. C. Q. F. D.

Je dis maintenant que V(x) est périodique.

Désignons, en effet, par E,(x) le déterminant fini obtenu en
prenant dans V(z) les 2n + 1 lignes et les 27 + 1 colonnes numé-
rotées de — n + 1 an+ 1, et par E; (x) le déterminant obtenu en
prenant dans [O(zx) les lignes et les colonnes correspondantes.

La démonstration de la convergence d’un déterminant indéfini
dans les deux sens a été donnée au n° 183, quand la diagonale
principale a tous ses éléments égaux a 1. Elle ne suppose pas que
I'on s’astreigne 4 prendre autant de lignes dont les numéros sont
négatifs que de lignes dont les numéros sont positifs. On aura

donc
IimE; ()= O (x) pour n=oco.

D’autre part, il est clair que
Ea(z)=E(2)(g* — 2,
ou II" est le produit des facteurs

(x +2m)?
—

(5) q*

b

ou m prend les valeurs =1, =2, ..., (R —1),net n+1.
H. P — 1L 18
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On aura d’ailleurs, ce qui se voit immédiatement en comparant
les déterminants,
n-+1i

V,,(.z‘+2)=( )’En(z).

Nous allons faire tendre n vers 'infini, le premier membre tendra
vers V(2 4 2); quant au second membre, il tendra vers

. O(z)(g?— 2?)limIl".
Nous avons trouvé plus hau_l;
V(z)=0(z)(g*— 2*)lim11,
Il étant le produit des facteurs (5) ou I'on donne a4 m les va-

leurs =1, =2, ..., = n.

On aura donc
(x+2n +2)2

n A TP
- (z —2n)?
q?_ _4,1_2__
d’ou
hmﬁ =1,
d’ou enfin
V(x +2)=V(x). C. Q. F. D,

De plus, on a
Va(—2) = V()
¢t, par conséquent,
V(z)=V(—z).

Poursuivant I'étude de la fonction entié¢re V(z), je me propose
de démontrer qu'elle est de genre zéro, quand on la regarde
comme fonction de z. On sait qu'une fonction entiére est dile
de genre 5éro quand elle peut se développer en un produit infini

de la forme
A(I_%><I_b£2>(l—%>

Plus généralement on dit qn'une fonction entiére est de genre p
lorsqu’elle est développable en un produit d'un nombre infini de
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facteurs primaires de la forme

A (1— %)e",

P étanl un polyndéme d’ordre p en .

Pour démontrer ce point capital, je dois faire usage de cer-
taines inégalités que je vais d’abord établir.

Cherchons une limite supérieure de

IV (y +iz)].

Comme la fonction V est périodique de période 2, je pourrai tou-
jours supposer que y est compris entre —1 et ~+ 1. On aura alors

[+ g1+ + iz —2n)|< g +|qi|+22+(y —2n)
ct, par conséqueut, en posant comme plus haul,
=gq*+|q1l,

il viendra en faisant usage de notre inégalité fondamentale

@ iz <Oy enn[ A rman ],
Le second membre de celte inégalité est une fonction de z2 que
je désignerai par F(z2).

Posons pour un instant 22 = ¢3 et considérons la fonction F(¢3).
1 est aisé de voir gqu’elle est de genre 1.

En effet, la fonction F () est de genre o et peut se mettre sous
la forme

F(z):Aﬂ(l—%)-

Je représente par &) les racines de I'équation F(z)=o0; d'ou

- an (i D)1= (- 5)

e A tN L~ ar) ¥ A
F(e)= H<l——b—)enﬂ(1——b—>enﬂ<[——[;>eu.

n n

ou

On vérifierait sans peine que les trois produits du second membre
sont absolument convergents.
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J'at démontré dans le Bulletin de la Société mathématique
de France que, si une fonction ¢(x) est de genre 1, on aura

limg(z)e—*** =o,

si z tend vers l'infini avec un argument déterminé et de telle
sorte que e~*** tende vers zéro.
Si donc a et ¢ sont réels positifs, on aura

limF(23)e—2" =o.

Quand on fera varier 3 de — 14 + 1, le premier membre tendra
vers sa limite uniformément, d’ol cette conséquence; on pourra
trouver deux nombres positifs « et K tels que

[V(y - iz)] < Keolvd],
en faisant y 4 {x = 5 et remarquant que
. jz| <lzl;
il viendra
1¥(3)] < Keatls*l.
Considérons maintenant le développement de V(3z)

V(z)= 2C,3",

210Gy _fV(z)dz

Zh+1

1l viendra

I'intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon quelconque
ayant pour centre |'origine.
On en conclut
g"‘l ]

EC

et cela quel que soit |z]. Or le minimum de -

[CnI<

4
eo%3d z—n
est

3n

3n -
T(i’l) .
42
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37
Ket

30
(%)
fa
Nous observerons que, la fonction V(z) étant paire, les coefli-
cients Capypq sont nuls.
Je me propose de démontrer que V, considéré comme fonction
de z2, est de genre zéro. En vertu d'un théoré¢me de M. Hadamard

(CE. Comptes rendus, t. CXV, p. 1121), 1l suffit pour cela d’éta-
blir que

[Cal <

|Con| < K'T(n 4 1)1,

w étant plus grand que 1.
Or il vient

3n

3n —
|Cy4r(n4—n+u<:KeT<%%) 2F(n4—O+R

Si U'on remplace T'(2 + 1) par sa valeur approchée, le second
membre devient

3n
8 _ T &
Ke? np.<_3_) nt 2 (27n)2.

2a

Il s’agit de démontrer que, pour une valeur de p>>1, cetle
expression reste limilée. Or, si

p<i

elle tend vers zéro, quand n croit indéfiniment.
Il suffira donc de prendre

1< p <3

Il résulte de I3 que la fonction V(z) peut se développer en un
produit de la forme

() V(z)=An(1_lf—:).

1] reste donc a connaitre les zéros de la fonction V(z); d’aprés
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la nature méme de la question, ces zéros seront
x = +(h +2n),

n étant un entier. En effet, ¢’est pour ces valeurs, et pour elles
seulement, que les équations (2) et (2 bis) du n° 186 et par consé-
quent I'équation (3) du n° 186 pourront étre satisfaites.

Les zéros de V() sont donc les mémes que ceux de

COSTZ — cOSTA;

comme ces deux fonctions sont toutes deux développables en pro-
duits infinis de la forme (5) et que les facteurs de ces deux produits,
sauf la constante A, sont les mémes, les deux fonctions ne pourront
différer que par un facteur constant et ’on aura

(6) V(z) = A(costa — cosmh).

Mais V() n’est pas seulement fonction de z, ¢’est une fonction
entiére de g2 et de ¢,, et I'on démontrerait absolument de la méme
maniére que c’est une fonction de genre zéro tant par rapport a g2
que par rapport a ¢,.

Il y a plus; soit, par exemple,

V()= ED,q¢%,
A= E‘Dhq’l‘:
A cosmh = =D} g%,
on aura
D, = D), cosnox — Dj,.

On peut démontrer, absolument de la méme maniére que plus

haut, que
|D.| < K'T(n)-1,

si g est compris entre 1 et 3. Comme cette inégalité doit avoir lieu
quel que soit z, D}, devra satisfaire & une inégalité de méme forme,
de sorte que A sera une fonction de genre zéro par rapporta g, et
Pon verrait de la méme fagon que c’est une fonction de genre zéro
parrapport a ¢2.

Mais A ne peut jamais s’annuler; car V (z) ne s’annule jamais
identiquement (je veux dire quel que soit z). Or une fonction de
genre zéro qui ne s’annule pas se réduit & une constante.
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Donc A est indépendant & la fois de g2 et de ¢,.
Ecrivons I’égalité (6) pour mettre en évidence la valeur de ¢,

sous la forme
V(z, ¢1) = A(costz —cosmh).

Pour ¢, = o, h est égal & ¢; il vient donc
V(z, 0) = A(cosmz — cosmq),
d’ot1, en divisant et faisant £ = o,

1—cosmh _ V(o, ¢ _ O(o, g1)
1—cosng  V(o,0)  {1(o,0)

ou enfin
(7) 1—coswh =[]j(0, g,)(1—cosmg),

car

(o, 0)=1:

c’est de I’égalité (7) que M. Hill a tiré la valeur de A.
Grice aux considérations qui précédent, la légitimité de sa
méthode est désormais rigoureusement établie.

Remarques diverses.

188. Dans le cas particulier que nous traitons, on pourrait
arriver 4 quelques-uns de ces résultats sans avoir recours au théo-
réme de M. Hadamard.

En effet, observons d’abord que, quand mé¢me g2 et ¢, soéﬂ ima-
ginaires, 1'égalité fondamentale (x) subsiste encore, pourvu que

A=[g*+]qsl-
Si nous nous rappelons alors le développement connu

. z
SINTTT = 1:.@'11(1— Z)’

nous en déduirons

r—= 2n)’—~2‘2] ,

2
COSTTZ — COSTY = ;(yﬁ—xﬁ)ﬂ[ i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



276 CHAPITRE XVII.
d’ou

F(z?)= % [cos-rt V— 22— A — cos'rry].

L’inégalité (2) est vraie quels que soient g2 et gy, pourvu que x
et y soient réels.
Nous savons maintenant que le rapport

cosix
elrl

tend vers 3 quand z croit indéfiniment par valeurs réelles. Il
résulte de la qu’on peut trouver une constante numérique B
telle que
F (%) < Bem/z+h;
on en déduit
|V(y + iz)l < Bemx+),
d’ou
[V(2)| < Bem/Isf+h < Bemvh gmizl,

Considérons maintenant le rapport

V(3)

cosmz —cosmh

Le numérateur s’annule toutes les fois que le dénominateur s’an-
nule, et il en résulte que ce rapport est une fonction entiére, tant
en z qu'en g% et en ¢,.

Comme ce rapport est une fonction périodique de z, nous
pouvons toujours supposer que la partie réelle de z reste com-
prise entre — 1 el -+ 1; faisons donc tendre la partie imaginaire
vers I'infini et voyons comment se comporte notre rapport

V(i) _ V(5) cosmz—cosmh
cosmz —coswh  enlsl ewlisl )

Le premier facteur du second membre reste inférieur en valeur

absolue & Be™%; le second facteur tend vers 3 : notre rapport reste
donc fim. C’est donc une fonction entiére de 5 qui reste constam-
ment inférieare & une certaine limite; cette fonction doit donc
d’aprés un théoréme connu se réduire 4 une constante indépen-

dante de z.
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Il faut toujours avoir recours au théoréme de M. Hadamard pour
démontrer qu’elle est en outre indépendante de g2 et de g¢,.

Extension des résultats précédents.

189. Toutes ces méthodes, sauf celle de M. Gyldén, s’appli-
quent a toule équation de la forme

(1) %Z—f—e—.z’c?(t):o,
oit ¢(t) est une fonction périodique de ¢, développable par con-
séquent en série trigonométrique.

Il n’y aurait & faire que des changements de détail que le lec-
teur pourra faire sans peine s’il veut traiter de cette maniére une
équation de la forme (1). La plupart des résultats sont encore
vrais; quelques-uns cependant ne le sont que si la fonction ¢ est
paire.

M. Gyldén, voulant rendre son procédé applicable a 'équa-
tion (1), a imaginé une méthode ingénieuse de titonnement sur
laquelle je ne juge pas utile d’insister, car il n’a eu que rarement
I'occasion d’en faire usage.

Supposons maintenant que la fonction ¢(¢) ne soit pas pério-
dique, mais soit de la forme

o(8) =1+ p (1),

u étant un coefficient numérique trés petit, et ¢ () étant la somme
de n termes de la forme

A; Sil’l(a,'t -+ ?i),
de sorte que

i=r

d((t):EAzsin(ait—i—ﬁ,').

i=1

Les A;, les o, et les B, sont des conslantes; mais les «; ne sont pas
commensurables entre eux, sans quoi la fonction ¢ serait pério-
dique.

Dans ce cas, les procédés précédents sont encore applicables,
mais les séries auxquelles on parvient ainsi, et qu’on peut ordonner
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suivant les puissances de ., ne sont plus convergentes, de sort
que ces procédés n’ont plus d’autre valeur que celle que peut pos-
séder, d’aprés le Chapitre VIII, toute méthode de calcul formel.

Nous pourrons donc satisfaire formellement & I'équation (1), en
faisant

(2) ' z=Z2Bpcos(h+ym)t+ICy,sin(h+ym)t.

Dans cette formule, A, B, et G, sont des séries ordonnées sui-
vant les puissances de p et dont les coefficients sont des con-
stantes. Les v, sont des combinaisons linéaires & coefficients
entiers des «;, de sorte que

Ym = N1a1—|—Nga2+-. 4+ Npa,

ct les sommations doivent étre étendues a toutes les combinaisons
des valeurs entiéres des Ny, No, ..., Ny

La divergence de la série (2) pourra causer quelque étonnement.
Supposons, en effet, que les «; sont de la forme

o = myA + m,

les m; et les m; étant des entiers et A une constante qui est la
méme pour tous les «;.

Faisons varier A, en conservant & w, aux A;, aux B, aux m; et
aux m; des valeurs invariables.

Pour toutes les valeurs commensurables de A, les a; seront
commensurables entre eux et la fonction ¢ sera périodique. Nous
savons alors, par le n® 29, que I'équation (1) admet une solution de
la forme (2) et de plus que cette solution n’est pas purement for-
melle et que les séries sont convergentes.

Comme, dans tout intervalle, il y a une infinité de nombres
commensurables, on s’étonnera que les séries auxquelles on par-
vient, quand X varie dans un intervalle si petit qu’il soit, puissent
étre ainsi une infinité de fois convergentes et une infinité de fois
divergentes.

On comprendra mieux ce fait paradoxal si I'on étudie 'exemple
simple qui va suivre.
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Soit I’équation du premier ordre

dx

Je supposerai que ¢ est une série de la forme
@ = ZA, 5 plmi+inl cos(mi—n)t.

Les m et les n prennent toutes les valeurs entiéres possibles,
A est une constante, les A, , sont des coefficients constants, et u
est un paramélre trés petit, par rapport aux puissances duquel
nous développerons.

L’intégration donne alors

Am.n HI'"H'I"I

7 sin(mX — n)¢,

(4) Iogz':Ao,ot—i-E

Cette solution doit étre modifiée quand ) est commensurable; soit
en effet A = g, petq étant premiers entre eux, mh— n sera

nul quand on aura
m = hq, n = hp,
h étant entier.
Il viendra alors

1m]+]
(5) logr._Bl—i-z ”rlnnlp - i sin(mi —n)t,

ou sous le signe X on ne donne & m et 2 n que les valeurs qui
n’annulent pas mh — n et ot

h=
B= 3 Angapphriciio,

h=—wn

Si dans les formules (4) et (3) on passe des logarithmes aux
nombres, on trouvera dans un cas comme dans 'autre

x = ebly(2),

$(¢) étant une série ordonnée suivant les puissances de . et dont
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les coefficients sont formés d’un nombre fini de termes en

sin(mh — n)t
ou
cos(mh — n)t.

Seulement ily a entre les deux cas deux différences :

1° Si X est commensurable, la série §(¢) est convergente; si au
contraire X est incommensurable, la série ¢ (¢) pourra étre diver-
gente et la solution deviendra purement formelle.

2° La valeur de l'exposant C n’est pas la méme dans les deux
cas. SiA estincommensurable, C est égal & Ay, g, sI Aest commen-
surable, C est égal & B. Donc C r’est pas une fonction continue
de \.

Il doit en éire de méme de % dans le cas de 'équation (1) et
c’est ce qui nous explique pourquoi dans ce genre de questions il
n’est pas permis de raisonner par continuité.
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CHAPITRE XVII.

CAS DES EQUATIONS NON LINEAIRES.

Equations 4 second membre.

190. Nous avons vu au n° 177 que I'équation (6 &) du n° 169
pouvait, par un changement convenable de variables, éire ramenée
a la forme

a&xr
() W—&—x(q?—q,coszt)::p(t).

Dans cette expression, ¢ (¢) est une fonction connue de ¢ et cetle

expression est une somme de termes de la forme

Bcosiz ou Bsinkt.

Dans le Chapilre précédent, nous avons appris a intégrer ’équa-
tion sans second membre, c’est-d-dire I’équation (1) ou l'on a
fait ¢(¢) = o, et nous savons, d’autre part, que I'intégration d’une
équation linéaire 4 second membre peut toujours se ramener 3
celle de I’équation privée de second membre.

La question est donc résolue; nous avons méme au n° 184 envi-
sagé I’équation (1) en y faisant

9(t)=Pcosie,
el nous avons vu qu’on y pouvait satisfaire en y faisant
(2) z =2B,cos(X +2n)¢,

et que les B, étaient définis par les relations{(4) et (4 bis) du
n° 184.
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De méme, si nous faisons
p(t)=Bsind,
on satisfera & I'égquation (1) en faisant
(2 bis) x = ZB,sin(A +an)t,

pourva que les B, soient encore délinis par les relations (4)
et (4 bis).

I est clair alors que, si ©(¢) est une somme de termes de la
forme Bcosht et Bsinki, on aura une solution particuliére de
I'équation (1) qui sera une somme de termes de la forme

B,cos(A+2n)t ou B,sin(A +2n),

et I'on obuiendra la solution générale en ajoutant & cette solution
particuliére la solution générale de ’équation sans second membre.

Il y aurait exception dans le cas ou 'un des coefficients B,,
définis par les équations (4) et (4 bis) du n° 184, serait infini;
c’est ce qui arrive, comme 1l est aisé de le voir, si A est égal
& b4 2n, n étant un entier. .

Dans ce cas, on peut toujours intégrer I’équation (1), mais le
temps ¢ sort des signes sinus et cosinus, de sorle que la solution ne
conserve pas sa forme purement trigonométrique.

Si Pon suppose, par exemple,

¢(t)= B cosht,
Ja solulion générale sera de la forme

x=1tZA,sin(h+2n)t+Z(B,+ CiAy)cos(h+2n)t
4 CoZA,sin(h +2n)t.

Aipsi la condition nécessaire et suffisante pour que la solution
conserve sa forme trigonométrique, c’est qu’aucun des A corres-
pondant aux divers termes de ¢(¢) ne soit égal a &+ 2n.

Si maintenant ), sans étre rigoureusement égal & & 4- an, était
trés voisin de 2 4~ 2, I'un des By, sans éire infini, deviendrait trés
grand.

Cela n'aurait pas d’inconvénient si I'équation (1), c’est-a-dire
Iéquation (6 d) du n° 169, était rigoureusement exacte; mais il
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n’en est pas ainsj : elle n'est qu’approchée, ainsi que nous I'avons
vu au Chapitre X VI, et, pour qu’elle soit suffisamment approchée,
il fant que p, que nous appelons ici z, reste toujours irés petit.

Si donc I'un des coefficients B, était trés grand, x ne resterait
pas trés petit; les termes négligés pourraient devenir assez grands
pour que la méthode d’approximation devint illusoire.

On doit donc éviter qu’a aucun moment, dans la suite des
approximations, on ne voie apparaitre dans le second membre
de (1) des termes dont ’argument A¢ soit trés peu différent
de (A +2n)t.

Considérons d'une maniére plus générale I’équation

(5) DT+ wf(t)=9(0)

ol f(¢t) et ¢(¢) sont des fonctions de ¢ développables en séries
trigonométriques.

Soit Bcosht ou Psinit un terme de ¢(¢), soit xcospt ou
asinp s un terme de f(¢).

Considérons 1’équation sans second membre

.

d2
—aT: —xf(t)=o.

Soient z, et z, deux solutions indépendantes de cette équation,
x, el z, leurs dérivées par rapport a ¢; on aura

z‘ix’z—z‘gw,‘: C,

(. étant une constante que nous pourrons toujours supposer égale

\

ar.
La solution générale de I’équation 4 second membre sera alors

(6) .z':—.Z',fxgnp(t)dt+zzfx1<p(t)dt.

D’aprés le n° 188, z, et z, sont une somme de termes de la
forme
sin
A )t

% étant une constante, qut est la méme pour tous les termes, et ¥
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étant une combinaison linéaire a coefficients entiers des coeffi-
cients .

Quelle est maintenant la condition pour que 'expression (6)
conserve sa forme trigonométrique? Il suffit que, , ¢ (¢) et xy0(¢)
supposés développés en séries trigonométriques, il n’y ait pas de
terme tout connu;

Ou bien encore que le développement de z, ou de z, ne con-
tienne pas de terme ayant méme argument que P'un des termes
de ¢(¢);

Ou enfin que A ¢ étant 'un quelconque des arguments des termes
de o(¢), A— h ne soit pas une combinaison linéaire des i & coef-
ficients entiers.

Si, en particulier, la fonction f(¢) est périodique de fagon que

w=na,

n étant entier, le rapport ne devra pas étre entier.

Si f(¢) est une fonction périodique de deux arguments a et B¢.
de telle facon que

p=ma-+nf,

m et n étant entiers, on ne devra pas avoir de relations de la
forme
A—h=ma+nf.

Ces conditions sont suffisantes, mais elles ne sont pas néces-
saires; si, en effet, un terme de «, et un terme de ¢(¢) ont méme
argument, leur produit donnera dans le développement de z, ¢(¢)
un terme tout connu. Nous obtiendrons donc ainsi autant de
termes tout connus dans le produit z,9(¢) qu'll y a dans les deux
facteurs de couples de termes ayant méme argument. Mais il peut
se faire que ces termes se détruisent mutuellement.

La condition nécessaire et suffisante est donc que le terme tout
connu de z,9(¢) et celui de x,9(¢) soient nuls.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS DES EQUATIONS NON LINEAIRES. 285

Equation de 'évection.

191. Appliquons les considérations qui précédent a l'intégra-
tion par approximations successives de ’équation

d2x

(v) e +.z‘(q2__q‘c()szt)=aq>(.z‘, t).

2 est un coefficient trés petit, ¢(z, ¢) est une fonction connue
de et de ¢ dont les termes sont tous de la forme

AzpPcosht 4+,

p est un entier, A, A et . sont des constantes quelconques.
Je vais écrire cette équation sous la forme

2
(2) d—x+x[ B+ (—gi+7v)cos2t]=PBxr+ yxrcosat+ao,
dan q 91+ ¢

P ety étant des constantes trés petites dont je me réserve de déter-
miner plus loin la valeur en la modifiant & chaque approximation.
Comme premiére approximation je ferai

B=y=0, ¢=¢9(o,1)

J'obtiendrai ainsi une équation de méme forme que I'équation (1)
du numéro précédent et elle me donnera une premiére valeur
approchée de z que j'appellerai ,; je désignerai par £, la valeur
correspondante du nombre 4.

La fonction £, conservera sa forme trigonométrique et ne con-
tiendra pas de terme séculaire, parce qu’en général aucune des

—hy

différences ne sera entiére.

Pour la seconde approximation il faut faire
= o(ks, £)

Mais si I'on conservait 3 3 et a y la valear zéro, les développe-
ments de z, ¢ et de x5 ¢ contiendraient des termes tout connus et
le temps sortirait, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, des
signes trigonoméLriques.

H.P. —IL 19
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Il convient donc d’attribuer & § et & y de nouvelles valeurs {3,
et v2 que nous choisirons de telle sorte que I'intégrale générale de
I'équation

42
dt:; +2[q2+(—qgi+)cos2t] = B§ 1+ yabicosat+a e, 2) =4,

(2 bis)

ne contienne pas de termes séculaires. Nous savons quelle est
la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi.

Soient x| et z}!' deux intégrales indépendantes de I'équation

2
% —+ x(q®—q,cos2t)=o.

Il faut que les développements de x4’ ¢, et de "’ ¢, ne contienne

pas de terme tout connu. Il est clair que I'on peut toujours dis-
poser de 3, et de v, pour qu'il en soit ainsi.
Cela posé, envisageons I'équation
d*x

Wz‘"'z'[qz"'§z+(—qx+"(¢)coszt]=o.

Soient 2! et z{¥ deux intégrales de cette équation et A, la

valeur correspondante du nombre £; z¥ et x¥ seront alors

' développés suivant les cosinus et les sinus de (ks + 2n)¢, n étant
un entier.

Observons maintenant que §; contient des termes de deux sortes.

Ceux de la premiére sorte dépendent des sinus et des cosinus de
hi+2n)t;

ceux de la seconde sorte dépendent des sinus et des cosinus de
(A +-2n)¢,

At étant un des arguments dont dépend o.

Soit alors £ ce que devient §; quand on y remplace %, par /.,
dans les termes de la premiére sorte; et soit | ce que devient ¢,
quand on y remplace §; par £}.

Au lieu de I'équation

diz
diz +z[g?+ Bo 4+ (— g1+ Y2)cos2t] = ¢y,
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qu'il pourrait paraitre naturel d’envisager, puisqu’elle s'oblient
en faisant dans les deux membres de (2)

B=Bs =1

et dans le second membre
z=§;

au lieu de cette équalion, dis-je. nous envisagerons la suivante

d2r ,
(3) —r g+ B (— g1+ a) cosat] = ¢,

En effet 4, différe trés peu de Ay, de sorte que la diffé-
rence ¢, — ¥, est bien de I’ordre des termes que nous négligeons.
Considérons une solution quelconque de cette équation (3).
Comme z'* et 2} different peu de 2" ct z}" et &) de ¢, les
termes tout connus de

CASL YENL I 1
différeront peu de ceux de
by et TRy,

qui sont nuls; ils seront donc irés petits; donc, dans la solution
envisagée de I'équation (3), les termes séculaires seront trés petits
et nous pourrons les négliger; j’appellerai alors £, non pas la
solution de Véquation (3) elle-méme, mais ce que devient celte
solution quand on en a retranché ces termes séculaires.

Soit alors
o= B35 — vakacosat 4+ agp(&y, 0).

Nous déterminerons 3, et v, de telle facon que les termes tout
connus de
2B, et r

solent nuls.

’

Formons maintenant I’équation

dx
e +2[q2+ B3+ (— g1+ 3)cos2t] =o.

Soient (¥ et i’ deux solutions de cette équation et /iy la valeur
correspondante de A.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



288 CHAPITRE XVIIIL

Soit &, ce que devient §; quand on y remplace &, par /s, c’est-
a-dire que &, est déduit de § comme | de &,. Soit ), ce que
devient ¢, quand on y remplace &, par &,.

Envisageons I'équation

d>x
(9 7”—2+x[92+33+(—9|+‘{3)C052¢]=v;,
et soit £; ce que devient une des solutions de cette équation quand
on en retranche les termes séculaires, de telle sorte que £, se
déduise d’une solution de (4) par la méme loi que &, d’une solution
de (3).

Il est aisé de voir en effet que ces termes séculaires sont du
méme ordre que cgux que nous avons négligés dans cette troi-
siéme approximation.

Ayant ainsi défini Es, on procéderait d’aprés la méme régle aux
approximations sulvantes.

Il me reste quelques observations a faire.

Pour former l'équation (3), nous avons remplacé plus haut
dans &, et dans 4y le coefficient 7y par /i, c’est-d-dire que nous
avons remplacé £ et &, par £ ctd); et de méme aux approxima-
tions sulvantes.

Sinous ne 'avions pas fait, nous aurions introduit un beaucoup
plus grand nombre d’arguments qu’il n’est nécessaire, ce qui
aurait été un trés grave inconvénient.

Mais en revanche il semble d’abord que nous aurions dinsi évité
complétement les termes séculaires; en effet, &, contiendrait des
termes d’argument (A4 2n)¢, ' et x' des termes d’argu-
ment (/s + 22n)¢, de sorte que les produits 4, 3§, ne con-
tiendraient plus de termes tous connus, mais seulement des

termes en
cos(hy— he)t, sin(hy— ha)t.

Mais ce serait la une illusion; car, la différence i, — /A, étant
irés petite, ces termes sont a trés longue période; Dintégration
ntroduirait de trés petits diviseurs et la convergence des approxi-
mations deviendrait illusoire.

D’autre part, il semble que le succés de la méthode tient a la
circonstance suivante. A chaque approximation nous avons deux
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conditions & remplir, puisque nous devons annuler les termes tout

connus de
,({H),H, , x(ﬂlﬂ)q,;.;

ct nous disposons précisément de deux arbitraires B,y et yiyy.
On pourrait étre tenté de croire que c’est pour cela que
M. Gyldén a fait passer dans le premier membre le terme

g,z cos2t,

malgré la petitesse du coefficient g, et qu'il a'simplement voulu
avoir deux termes dans le premier membre afin de disposer de
deux coefficients indéterminés.

Ce serait 1a une erreur.

Les principes du Chapitre IX nous montrent en effet que, quand
méme ¢, et y seraient nuls, on pourrait poursuivre les approxi-
mations sans introduire de termes séculaires; nous aurions, il est
vrai, deux conditions a remplir, mais quand nous aurions disposé
du seul coefficient arbitraire qui nous resle de facon a satisfaire a
la premiére de ces conditions, la seconde, ainsi que nous I'avons
vu au n° 127, serait remplie d’elle-méme.

On le comprendra mieux d’ailleurs, quand j’aurai modifié la
méthode d’approximations successives du présent numéro de
facon a lul donner la forme suivante.

192. Soit &; la valeur de = obtenue dans la /*me approximation
par la méthode du numéro précédent; ce sera une somme de
termes dépendant du sinus ou du cosinus d’angles tels que le

suivant
o =(mhi-Famy+ myds+ mud, -+ mudn)t.

My, My « .., my, sont des entiers; A; est la '™ yaleur approchée
du nombre %; A3z, My t, Ayt sont les arguments des divers termes
de ¢(x, t).

Posons &t = v, il viendra
© =myw;+(2my 4 Mm3gA3 ...+ MyA,)t.

Alors §; pourra étre considérée comme une fonction de deux
variables ; et ¢; de plus, cette fonction sera développable suivant
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les puissances du petit paramétre « qui entre dans le second
membre de (1); de méme, /; sera développable suivant les puis-
sances de o.

Ainsi le probléme dont nous nous sommes occupés au numéro
précédent peut s’énoncer comme 1l suit. Nous avons cherché a
satisfaire formellement a Péquation (1) en y remplacant 2z par
une série développable suivant les puissances de « et suivant les
cosinus et les sinus des multiples de

w, 2t, A3t, Mit, ..., hat.

La variable auxiliaire «v doit elle-méme éire égale d /it, le nombre /i
étant développable suivant les puissances de a.

On peut donner la solution de ce probléme sous une forme plus
sausfaisante pour 'esprit en dirigeant les approximations comme
je vais le faire.

Sinous mettons en évidence ce fait que z dépend de ¢ de deux
maniéres, d’abord directement, puis parce que x est aussi fonc-
tion de w et w fonction de ¢, I'équation (1) s’écrira

d2x dxr ad2r
(5) /ﬂm-i—ﬂlm-!—W-'—-’c(q"—qH‘OSM):i?(L t).

Comme « doit étre développé suivant les puissances de «, nous
écrirons

(6) r=ay+ax1+ 2T+, ..
et de méme pour /
(7) h=hy+ahy+a2ln+...

(h¢ n'a donc plus le méme sens que dans le numéro précédent).

Substituons les développements (6) et (7) dans ’équation aux
dérivées partielles (5). Les deux membres de cette équation sont
alors développés suivant les puissances de a. Egalons dans les deux
membres de (5) les termes indépendants de «, puis les coefficients
de «, puis ceux de a2, ..., nous obtiendrons une série d’équations
que yappellerai Eg, E,, E,, ..., de telle fagon que I’équation E;
s'obtienne en égalant les coefficients de o,

L’équation E, devra servir & déterminer A, et o, I’équation E,
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a déterminer ., et z,, ..., et enfin 'équation E; & déterminer %;
et z;.

Pour écrire plus facilement nos équations, nous conviendrons,
comme dans le Chapitre XV, de représenter par @ toute fonction
connue.

Alors E, s’écrit

d2z,
dw?

dtr, d?x,

2 _—
ki dwat " de

+ 2l “+ zy(g%2— qicos2t) = o.

De méme, E, s’écrit (en se souvenant que /i, et 2, sont sup-
posés avoir été préalablement déterminés 3 1'aide de E,)

dx d2x d?
2l0 ) dw; +2h dw (;l +hg dvf-’t
dg.Tl d1.7‘|

—+ 2hy -x1(q*—qicos2t)=1P,

dw dt dez

et, en général, E; s’écrira

d*z, d*z, , A2z
2ol oz + 2 M gorae M g
d2x; 2
“+2/h, ﬁ -+ % +xi(q?—q cos2t)=D.

2

L’équation E, est facile & intégrer; elle se raméne en effet a
I’équation (1) du n° 190 qui a fait 'objet du Chapitre précédent.

Nous aurons une intégrale en faisant
2y = ZA,cos(w -+ 2nt),

les coefficients A, étant les mémes que dans le n° 178 et A,
étant égal au nombre que nous avons appelé 2 dans le Cha-
pitre XVII.

Nous en aurons une encore en faisant

Zo= ZApsin(w - 2nt).

Si donc nous posons

= ZA,cos(w + 2nt), 7 =ZA,sin(w + 2nt)

et si 3 et si y sont des constantes arbitraires, nous aurons encore
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une intégrale en faisant
@o=B{ + 1.

C’est la seule d’ailleurs qui soit périodique en w et en ¢.
Passons 4 'équation E; si A, était connu, on pourrait I'éerire

, 2o arz, aixy 2 __ 0t} —
(8) hom+zhom+ e + 2, (q gicosat)=&.

Comment intégrerions-nous alors I'équation (8)?

Posons
t=h, -5% -+ Z—i = —ZA,(ho+ 2n) sin(w + 2nt),
n'=h d—: -+ % =+ ZA,(ho+2n)cos(w + 2nt).

Le déterminant &4/— &'n sera une constante que nous pourrons
loujours supposer égale & 1, puisque les rapports des coeffi-
cients A, sont seuls déterminés et que I'on peut choisir arbitrai-
rement A,

Appliquons maintenant la méthode de la variation des con-

stantes. Si nous désignons par § ety, non plus deux constantes,
mais déux fonctions de & et de £, nous pourrons définir ces deux
fonctions par les équations

dzr dr , .
llo'—“—:—*—'gll:pg—’—'("i-

S1 nous posons, pour abréger,

, dg dj
B_hodu: dr’
P dy dy
T=ho g+ g

I'équation (B) pourra alors étre remplacée par les deux suivantes

BE+vm =0
BE+vyn=2,
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" p’= _q)ny
| v'= L.

Ces équations (9) sont faciles a intégrer.
Prenons, par exemple, la deuxi¢éme de ces équations (9);
& sera développable en une série de la forme

(10) Pf = By+ ZBcos(mw + pnt+ k);

les B et les &k sont des constanles, m est un entier; p est une
combinaison linéaire a coefficients entiers de 2 et des };; j’al mis
en évidence le terme tout connu B,.
L’équation
dy  dy
ho I 4 M g
‘dw T A=

nous donne alors

_ Bein(mw +pt+ k)
1=Bot+ Y i + Y (w — hot),

¢ étant une fonction arbitraire de w — /A, ¢.

Si nous voulons que ¥ soit développable en série trigonomé-
trique, de méme forme que la série (10), il faut :

1° Que cette fonction ¢ soit nulle (car je ne suppose pas que
U'on ait de relation de la forme mh, -+ =0). Nous prendrons
donc ¢ =o;

2° Que B soit nul.

Pour que nous puissions résoudre le probléme que nous nous
sommes proposé, il faut donc remplir deux conditions :

Le terme tout connu de ®f, de méme que celui de ®n, devra
étre nul.

Nous choisirons %, de fagon a satisfaire & 'une de ces conditions
et'autre devra étre remplie d’elle-méme, 4 moins que le probléme
proposé ne soit impossible.

On se servirait de méme de I'équation E; pour déterminer z;
et h;; pour que z; conserve la forme trigonométrique, il faut deux
conditions; on satisfera a I'une en choisissant convenablement A;
et la seconde devra étre remplie d’elle-méme.

Ainsi :

Ou bien le probléme proposé est impossible;
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Ou bien nos conditions doivent étre remplies d’elles-mémes.
P

193. Pour démontrer que ces conditions sont effectivement
remplies d’elles-mémes, il me reste 4 établir la possibilité du pro-
bléme. C’est ainsi que la méthode du n° 127 n’aurait pas été légi-
time si je n’avais démontré préalablement au n° 125 la possibilité
du développement.

Considérons un systéme d’équalions canoniques
dz; _ dF  dyi__ dF

= (i=1,2, ..., 0).

) @ S dy At T dm

Je suppose que F est développable suivant les puissances d’un
paramétre w, sous la forme

F=Fy+ pl'+ p2Fy+...;

mais je ne suppose plus, comme au n° 123, que F, soit indépen -
dant des y;.

Je suppose que I soit périodique de période 27 par rapport
aux y;.
Je suppose, enfin, que I'on ait su intégrer les équations

do, _dF,  dy; __ dF,
dt 71‘)’1’ dr dx;

(2)

et que la solution satisfasse aux conditions suivantes :
1° Les variables z; et y; seront des fonctions de n constantes
d’intégration
Ty, Xy ey Xp,
et de n arguments
Y Yo e Fae

2° Ces n arguments seront eux-mémes des fonctions du temps,
de sorte que ’on aura
y;: At + oy,

les }; seront des constantes qui dépendront des n premiéres con-
stantes d’intégration z;; les w; seront n nouvelles constantes d’in-
tégration.

3° Les z; et les y; — y; seront des fonctions périodiques des y;
de période 2.
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4° L'expression
Sxidy; — Sxidy;

sera une différentielle exacte.
On aura évidemment

3) Fo(#i, y:) = const,,

c'est-a-dire que I’y ne dépendra que des constantes d’intégra-
tion 27}

On se rappelle le théoréme du n° 4, qui pourrait d'ailleurs
s’énoncer ainsi,

Quand on fait un changement de variables, en passant d’un
systeme de variables conjuguées (x;, y:) 4 un autre systéme de
variables conjuguées (2, ), la condilion pour que la forme cano-
nique ne soit pas altérée, c’est que I’expression

Zzidy;— Zaidy;

soit une différentielle exacte.

Il en résulte que, si dans le cas qui nous occupe, nous prenons
pour variables nouvelles z et ¥, les équations (1) conserveront
leur forme canonique et deviendront
5) day _ ¥ dyi_ v

dt day; dt dz};

Il est évident :

1° Que F sera périodique par rapport aux y;;

2° Que F, ne dépendra que des z}, & cause de ’équation (3).
Les équations (5) satisfont donc aux conditions des n°* 125 et 127
et il en résulte qu'on pourra y satisfaire formellement de la
maniére suivante :

Les et les y; seront développables suivantles puissances de .,
sous la forme

Zi= 20+ prt+ prirt 4+,
Yi= Y+ wyd e wyt

Les z* et les y'% seront des fonctions de n constantes d’'intégra-
tions et de n arguments

!
w; = n;{ -+ w;,
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les n; étant des constantes développables suivant les puissances
de p et les w; des constantes arbitraires.

Les 2% et les y;k seront périodiques par rapport aux w;, a

t
I'exception de ° qui se réduira & w;; j'ajoute que z° est une
constante.

Nous n’avons plus qu’a substituer ces valeurs de z; et y; dans les
équations qui donnent les variables ancieones en fonctions de ces
variables nouvelles x et y}, et nous verrons ainsi qu’on peut satis-
faire formellement aux équations (5) de la fagon suivante :

Les z; et les y; seront développables suivantles puissances de .,
sous la forme
=)+ prt+. ..,

yi=yit+pyl+.. ..

Les z% et les yz'-‘ seront périodiques par rapport aux w;, a

) ; 0. mais 10 L T T ST
I'exception de y?; mais ) — w; sera périodique; il n’arrivera pas
toutefois que x| se réduira & une constante et y¢ a w;.

194. Appliquons ces principes a 'équation (1) du n° 191, que

j’écriral ainsi en lui donnant un nouveau numéro

2
(6) %_Fx(qz_q’cosgt):a?(z‘, t).

Cherchons a la ramener a la forme canonique.
Soit § une fonction de x et de ¢ telle que

?('Z'v l) = 'Z—i'

¢ sera, comme ¢, développable suivant les puissances de z et sui-
vant les sinus et les cosinus des multiples de

28, h3t, At, ..., Ant.

Posons pour plus de symétrie

Posons ensuite

}/=E': }’i=)\it (i=27 3:--':"')!
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et supposons que dans ¢, dans ¢ et dans le terme ¢, cos2¢ on ait
remplacé partout A;¢ par y; de telle fagon que les deux membres
dx

i des ¥, pério-

de (6) deviennent des fonclions de z, de

diques de période 2= par rapport aux y;.
Introduisons n — 1 variables auxiliaires

Loy, T3y .-y Tny
et pOSOnS

2 2
¥ ='—7;——anp+ ‘% (q2— q cosys)— Zh;z;.

Nous pourrons remplacer I'équation (6) par le systéme d’équa-
tions canoniques

de _ dF  dy _ d¥
) dt — dy’ dt  dr’
/
dz; _ dF dy¢ _ dF .
dt__Wi, = T (i=2,3, ..., n).

Si nous posons ensuite (Cf. n° 181)

x=é 2Ty CO8)1, Yy =qy2zsiny,,

Pexpression
zdy —z,dy,

sera une différenticlle exacte? la forme canonique des équations
ne sera donc pas altérée si nous prenons pour variables z,
yi(i=1,2, ..., n).

I sera d’ailleurs périodique par rapport a 3y, ¥a, -+ +y ¥p, €t il

viendra
qrxr?+yr=2qx;.

C’est le petit paramétre a qui joue ici le réle de @ et 'on voit
que ¥ est.développé suivant les puissances de a.
Si nous faisons « = o, F se réduira a

%1 x| cos2yy cosyy — )z
2

Foqu‘t—

Nous pourrons trouver une fonction S dépendant de n con-
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stantes arbitraires z;, z;, ..., x;, qui satisfasse 3 'équation

(8) g;si—(q—%coszylcosyz)—s)\;%=c0nst.
C’est, avec quelques différences de notations, I’équation dun® 181 ;
nous avons vu, dans ce n° 181, qu’en regardant ¢, comme un coef-
ficient trés petit analogue au paramétre p du n° 123, on peut
appliquer a cette équation les méthodes de ce n® 125, La fonc-
tion S —x ¥ — 2, ¥, —...— Z,yn sl une fonclion de z}, y,
et y, seulement périodique en y, et y, (Cf. n° 181); on n’a pour
s'en convaincre qu’a appliquer & I'équation (8) la méthode du
n° 125 en faisant jouer a ¢, le réle de p.
Il résulte de 1 que 'on peut satisfaire aux équations

(9) flﬂ = @ iL’ — s
9 dt ~— dy;)  de T T dr]

en faisant, comme au n°® 3,

Aas s oS
7= O
¢ dy,-’ Fi d.L‘,-’
et, d'aualre part,
Yi= it +w;;

2; et ©; sont des constantes, la seconde arbitraire.
Nous aurons simplement

. x;=x; et yi=yh
pour ¢ > 2.
Nous aurons également y, = ;.
Quant a y, il sera égal a

— ht + w4,

de sorte que le coefficient ), ne sera autre chose que le nombre /
changé de signe.

Il est aisé de trouver la fonction S, ou bien encore I'expression
des x; et des y, en fonctions des z;, );; onles trouvera sans peine,
en effet, quand on connaitra le nombre % et les coefficients A,
déterminés au Chapitre précédent.

Jobserverai seulement que, d’aprés la définition méme des
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variables nouvelles z; et ¥, 'expression
dS = Xz,dyi+ Syidx;
et par conséquent la suivante
Z@idy: — xidyy)

seront des différentielles exactes.
D’autre part, les z; et les y; — ¥} seront des fonctions pério-
diques des y;.

Enfin 1l viendra
Fo= + It — 22y — hahy — ... — hpzh.

Si donc nous prenons pour variables nouvelles les 2} et les 7, la
forme canonique des équations (7) ne sera pas altérée et elles
pourront s’écrire

dr;  dF dy} AF

(10) dt :‘T}’Ti’ ’m‘z-—d———x,"

D’ailleurs F sera périodique par rapport aux y; et, pour a == o,
F = F, ne dépendra que des z;.

Nous serons donc dauns les conditions des n°¢ 125 et 127 et nous
pourrons conclure que les z; et les ¥} et par conséquent les z; et
les y; pourront s’exprimer formellement en fonctions de a, de n
constantes arbitraires et de n variables wy, de telle fagcon que les
fonctions x}, y;— wy, zi, yi — w; soient développables suivantles
puissances de « et périodiques par rapport aux wy; ils seront de la

forme
wg = nipt + oy,

les ©; étant de nouvelles constantes d'intégration, et les n; des
constantes développables suivant les puissances de «.

11 est d’ailleurs aisé de voir que, dans le cas particulier qui nous
occupe, on a pour k> 1 :

Ye=Yr=Wk,  np=Ar

Pour satisfaire non seulement aux équations (7), mais a I'équa-
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tion (6) d'ou nous les avons déduites, il faut prendre
Wip =0, wi = Arl.

Il résulte de tout cela que le probléme que nous nous sommes
proposé au numéro précédent est possible, et par conséquent que
les conditions dont nous avons parlé 4 la fin de ce numéro doivent
étre remplies d’elles-mémes.

195. Comme cela doit avoir lieu quel que soit ¢, etméme pour
¢+ = o0, et que ce fail n’a pu échapper 4 M. Gyldén, ce n’est pas
pour éviter les termes séculaires que cet astronome a fait passer
dans ce premier membre le terme en ¢, 2 cos2¢, bien que ce coef-
ficient ¢, soit trés petit : c’est pour une autre raison dont je vais
chercher a rendre compte.

Si l'on se reporte au Chapitre précédent, on verra que les coef-
ficients A, deviennent infinis quand le nombre A est entier; ils
sont donc trés grands quand le nombre /4 est voisin d’un entier ou
encore, puisque & différe peu de g, quand le nombre ¢ est voisin
d’un entier.

Si donc, écrivant I'équation du Chapitre précédent sous la forme

d2z

pr -+ g*x = + q17 cos2t,
on eut appliqué les procédés du n° 127 en faisant jouer & ¢, le
réle de p, la convergence aurait été trés Iente dans le cas ou ¢
serait voisin d’un entier.

Considérons maintenant 'équation
(n ‘f;—Tf+q’z'=aq:(z, t).

Soit
Axmcosht ou Aaxzmsinkt

un terme quelconque de ¢(z, ¢); m sera un entier positif ou nul.
Si m =o, ce terme sera indépendant de x et pourra rester sans
inconvénient dans le second membre ; sim > 1, le terme contiendra
en facteur £2 qui sera généralement trés petit et ne pourra avoir
beaucoup d'influence.
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Reste le cas o m =1.
D’aprés ce que nous venons de voir, on peut appliquer les pro-
cédés du n° 127 a I'équation

2
(2) %l'—f+q’w=ancos)\t,

et, sil'on fait jouer & « le réle de u, la convergence sera lente ou

. - 2 . . .
rapide suivant que —7?- sera ou ne sera pas voisin d’'un euntier. Elle

.92 . . .
sera lente surtout si Tq- est voisin de 1; et, en effet, d’aprés ce

que nous avons vu au n° 179, I'expression de F,(¢) contient en
dénominateur g2 — 1.

Il en résulte que la fonction F(¢), développée comme dans ce
n° 179 suivant les puissances de ¢,, contient des termes en

g*—1
La fonction F(¢) qui satisfait a I'équation

drx
(3) —dt—2+q’-2‘=qi-2‘0052t

est donec trés grande si g est voisin de 1. Or l'équation (2)
Py LY ” . t

se raméne i I'équation (3) en y changeant ¢ en QT, g en 7\'_29, oA

)\qu

4

en

L’intégrale de (2) pourra donc devenir grande et sa convergence

.2 .. .. .. ,
sera lente si Tq est voisin de 1, ainsi que je viens de 1'énoncer.

Sidonc, dans le second membre de (1), 1l y a un terme tel que x
y entre en facteur a la premiére puissance, et si son argument At

2 ) .
est tel que —7\2 est voisin de 1, on augmentera beaucoup la rapi-

dité de la convergence en faisant passer ce terme dans le premier
membre. )
Voyons si ce cas se présente dans 'application de la méthode
de M. Gyldén au Probléme des trois Corps.
H. P. — 1L 20
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Reprenons I'équation (6 bis) du n° 168

. drp

Les termes de B sont de V'ordre de grandeur des forces pertur-
batrices; ils dépendent de vo -+ 7, vy + %', ¢ et p’; nous pouvons
supposer qu’on en ait fait disparaitre y, %’ et ' par les procédés
des n® 170 & 172 ou par des procédés analogues, qu’on ait rem-
placé v, en fonction de ¢,.

Alors B ne dépendra plus que de ¢ et de v, et ses termes seront
de la forme
C(.)S)\

Asm
Y osin

Co.

Quant & }, il sera égal a
m—+ un,

1
m et n étant des entiers et i le rapport des moyens mouvements
des deux planétes. )
Distinguons dans B les deux termes suivants

ay et fpcosav,,
et posons
B = ap + fp cosave+ B'.

Nous pourrons faire passer ag dans le premier membre et écrire

dﬁp_‘_ (1—a)=B'+ 0829,
d‘)g ? - ﬁoc 0

Cetie équation est de méme forme que l'équation (1). Pour
savoir s'il convient de faire passer dans le premier membre le

terme fp cos2¢,, il faut voir si la quantité qui correspond a —{7-

est voisine de 1. Or cette quantité est égale a
1—a,

el « est de 'ordre de la fonction perturbatrice. On augmentera
donc beaucoup la rapidité de la convergence en faisant passer ce
terme dans le premier membre et il n’y a pas les mémes raisons
pour y faire passer les autres termes de B'.
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Mais voyons maintenant la chose d’un peu plus prés. La difficulté
provient de ce que le coefficient de p est voisin de 1; ou bien
encore de ce que ce coefficient de p se réduit a 1 quand les masses
perturbatrices sont nulles.

Quand les masses perturbatrices sont nulles en effet, le mou-
vement devient képlérien et les équations du mouvement se
rédulsent a

d2u

—— +u=o.
dv}

v = g,
Si les masses perturbatrices restant nulles, les deux planétes
eussent été atlirées par un astre central, mais suivant toute autre
loi que celle de Newton, ces équations seraient devenues
v = g, —‘%—g—l—q}(u)_o,
»(«) étant une fonction de u dépendant de la loi d’attraction.
Posons ensuite, comme au n° 169,

u=u+ p,

1ty étant une fonction connue de ¢, peu différente de u, et négli-
geons les puissances supérieures de p, I’équation deviendra

d2 ,
d—;§+?(u1)P=A7

¢’ étant la dérivée de ¢ et A une fonction connue de ¢, ainsi

que ¢ ().

Si, par exemple, u, était une constante, ou si ¢(u) élait une
fonction linéaire, ¢’ (%,) est une constante généralement différente
de 1, de sorte que la difficulté que nous venons de rencontrer ne
se présenterait pas.

Ainsi la difficulté qui nous a obligé 4 faire passer le terme en ¢,
dans le premier membre n’existe pas avec toute autre loi que celle
de Newton.

Cela tient 2 ce que; si I'on adopte la loi de Newton et si les
masses perturbatrices sont toujours supposées nulles, les périhélies
sont fixes, ce qui n’est plus vrai avec toute autre loi d’attraction.

Clest ce que j’al déja fait observer au début du Chapitre XI.
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Ainsi la difficulté dont M. Gyldén se tire en faisant passer le
terme en ¢, dans le premier membre est précisément la méme dont
nous avons triomphé plus haut par les procédés du Chapitre XI.

Equation de la variation.

196. L’équation (5 @) du n° 169, dite équation de la variation.
s'éerit
dry .
(1) W—Csm(mvo+npvo+mx+k)=A,
0
C étant une constante et A une suite de termes trés petits que
nous supposerons dépendre seulement de Yo

Posons alors
meg—+ npvo-+my+ k=Y,

I'équation deviendra
dazv C A

—— — —sinV = —,
del m m

A étant une fonction trés petite de V et de vo; comme A est trés
petit, je puis écrire
A=amo(V, v),

« étant un coefficient trés petit, et me proposer de développer
suivant les puissances croissantes de a.
On a donc
azv C .
d—vg — sinV =1« ¢(V, ).
Sous cette forme on voit que I'équation (1) rentre comme cas
particulier dans la suivante

(2) L - J(@) = ws(a, 1),

J et ¢ étant des fonctions quelconques et « un coefficient trés petit.
Il en est de méme de I'équation (6 c) dun® 169 qui peut s’écrire
dtp

2

ot +p(14+a)— Cp3 =B,
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B étant une somme de termes trés petits, que I'on peut transformer
par les procédés des n®* 170 4 172, de sorte que nous pouvons sup-
poser qu'ils ne contiennent que p et ¢,.

C’est donc cette équation (2) que nous allons étudier.

Une remarque est nécessaire avant d’aller plus loin.

Considérons I’équation (1) dun®191; nous nous sommes efforcé
de développer la solution de cette équalion suivant les puissances
de a; dans le Chapitre XVI nous n’avions pas posé le probléme
tout a fait de la méme maniére; nous avions dit qu’il fallait dans
le second membre de_cette équation remplacer £ d’abord par o,
puis par sa premiére valeur approchée et ainsi de suite.

Mais il est aisé de voir que ces deux modes d’approximation
reviennent au méme; si en effel nous faisons dans cette équa-
tion & =0, elle se réduit a

d*z

a7 +z(g2— g cos2t)=0
ct elle admet alors pour solution particuliére £ =0, ce qui est
bien la valeur de  que nous avions admise en premiére approxi-
mation; de méme avec 'équation (6 c) du n° 169 que I'on peut
écrire

Z;vg +Ap—Cp*=uaf(p, ¢o)-

Sil’on fait « = o0, 'équation admet comme solution particuliére
o =o0; or au Chapitre XVI nous avons précisément admis comme
premiére approximation p =o.

Les deux modes d’approximation sont donc encore équivalents.

Il n’en est plos tout 4 fait de méme en ce qui concerne I'équa-
tion (1) du présent numéro que nous avons écrite

av G,
Y -+ m sinV = a?(v, v9).
[

Si l’on fait @ = o, elle se réduit a
ayv C .
(3) T T m sinV=o

et elle admet évidemment comme solution particuliére V=o.
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Mais ce que nous avions admis au Chapitre X VI, comme premiére
approximation, ce n’était pas

Y=o,
mails
1L =0,
d’oti
V =myy+ npoy+ k,

ce quin’est évidemment pas une solution de I'équation (3).

Les deux modes d’approximation ne sont pas absolument équi-
valents; mais, & cause de la petitesse du coefficient C, on peut
prendre comme premiére approximation une solution de I’équa-
tion (3) au lieu de faire ¥y = o, sans que la rapidité de la conver-
gence s’en trouve sensiblement ralentie. C’est d’ailleurs ainsi qu’a
opéré M. Gyldén.

Reprenons donc I'équation

(2) O f@) =ag(a, 1),

Comme au n°® 191, je supposerai que ¢(z, ¢) soit une fonction
périodique de période 2= par rapport aux arguments

Aat, Az, ..., Ant,
et je poserai

B2

d
.7’=;g’ yi= M\,

-6
i

Je poserai de méme
Fod
T dw
51 alors je pose

2
F=‘Zz—+e—an—E)\i.2’1,

'équation (2) peut étre remplacée par les équations canoniques

dz __ dF dy _ dF
Z=d  d T da’
“ doi _dF | dyi_ _ dF
dt T dys  dr T day
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Nous nous proposons d'intégrer formellement ces équations sous
la forme suivante ; nos variables devront éire développées suivant
les puissances de = et les coefficients seront des fonctions pério-
diques de période 2w de n paramétres

W, Wy, W3 ..., Wp
avec
w = ht + &, wi= h;l + ©;.

Il faudra d’ailleurs évidemment, comme au n° 194, faire
h[ = )\i; W =.0, Yi= w;.

Quant au nombre £, il sera développable suivant les puissances
de a.

Les résultats du n° 193 peuvent se résumer comme il suit, S1
un pareil probléme est possible pour a = o, il sera encore possible
quand on ne supposera plus « nul.

Or, si nous faisons & = o, notre équation se réduit a

(5) BZ 4 f@)=o.

Elle s’intégre trés aisément par quadratures, et 'on trouve
r=w(w), ¥y = ho'(w), w = ht + w1,
Yi=wi= Ait.

w et o' sont des fonctions de w et d’une constante d’intégration B;
elles sont périodiques de période 27 par rapport 4 ¢v; le nombre 2
est une fonction de £, et ®; est une nouvelle constante d’inté-
gration.

Le probléme que nous nous sommes proposé, étant possible
pour « = o, le sera encore pour a2o.

1l reste a le résoudre effectivement.

Pour cela je récris I'équation (2), en mettant en évidence ce fait
que 2 dépend de ¢ d’abord directement et en oulre par Iinter-
médiaire de w. Je suis ainsi une méthode tout a fait pareille a
celle du n° 192.
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Je trouve ainsi

dix d2zx dzz
(6) h2 Tt +2hdwdt+ 7 +f(x)=0a9(z, t).
Je substitue a la place de et de 2 leurs développements suivant
les puissances de o
Tr=xo4 aZ+ 22y +...,
h=hy+ahi+a2h2+...,

et j’égale les coefficients des puissances semblables de a. J'obtiens
ainsi les équations suivantes

dz d? d?
) n3 d””;’+ ho 0+ S8 4 f(@0) =,
d? drz
2ot S d P F ol g b T
®) iz, |
+2’lo%%—l— d:l +f(1'o).2‘1—- ‘b
/ d2x, d2xy . @22,
Qhohz de +2h2 dw dt h(i dw?
dz dz
(9) —+2h Wz;t -+ dx, +f’(z‘o)xz = ],

...............................................

Je désigne par ® toute fonction connue de ¢ et de ¢w; le second
membre de (8) est connu parce que /2, et , ont été déterminés &
'aide de I'équation (7); le second membre de (9) est connu parce
que lo, hy, x4, z, ont été déterminés a 'aide de (7) et de (8),
et ainsi de suite.

L’équation (7) se raméne a I'équation (5); on aura donc

@y = w(w, B),

w étant une fonction de w et de la constante 3, périodique par
rapport a w.

Considérons maintenant I'équation (8); si /£, était connu, elle
s’écrirait

. d?x
(8 bis) L + +ak ijd't -+ ddx' + f(%0) Ty = ®.
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C’est 13 une équation linéaire 4 second membre. Nous sommes
donc conduit 4 envisager I'équation sans second membre

dz dsz dis
2 —_ —_— / 3 =0.
H dw2+2h° dwadl T an “+ fi(z)3 =0

h
Cette équation admet évidemment comme solution particuliére

dw dw

z:zl=-—- ;=52=—d(—v.

Posons, comme au n°® 192,

3 =h dz, 4+ dZ| 3 = h L‘l-:u'f_r + do"-g
1= " 9w di’ 2= 10w dt
Le déterminant z,5, — 5,5, sera une constante que jappel-

lerai k. Observons en passant que j’ai écrit les équations comme
1&gy 515 52, 5y, 3, dépendaient 3 la fois de w et de ¢, tandis que
ces fonctions ne dépendent en réalité que de w et que par consé-
quent beaucoup des termes de ces équations sont nuls.
Soient alors y et 8 deux quantités définies par les équations
Ty = Y31 + 03,
dxy dx,
hy 50+ o = y2y + 835,

Posous, pour abréger,

dy dy
/= —_—

Y=hogo + @
N\ oAb
Y=ttt @

L'équation (8 bis) pourra alors éire remplacée par les deux

suivantes
Y5 +¥3=o0,
Y2+ V2=,
d’ou
T' = - q’:’iy
3= P 3

Ces équations pourront s’intégrer par le méme procédé que les
équations analogues du n® 192 et I'on ne rencontrera pas de diffi-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Jio CHAPITRE XVIII.

culté, pourvu que les valeurs moyennes (de ®z; et ®z, soient
nulles.

On disposera alors de %, de facon a‘annuler 'une de ces valeurs
moyennes et 'autre s’annulera d’elle-méme, puisque nous savons
d’avance que le probléme est possible.

L’équation (9) et les équations suivantes se Lraiteraient de la
méme maniére.

Dans certains cas particuliers, I'intégration de I’équation (5) se
raméne aux fonctions elliptiques; c’est ce qui arrive par exemple
quand f(x) est un polynéme du troisiéme degré en z ou
quand f(z) se réduit & un facteur constant multiplié par sinz,
c’est-a-dire dans le cas des équations (6 ¢) et (5 a) du n°® 169.

Résumé.

197. Dans les pages qui précédent j'ai plutdt cherché a faire
comprendre 'esprit des méthodes de M. Gyldén qu’a respecter
scrupuleusement son mode d’exposition. Il me reste a dire ce qu’a
mon sens on doit penser de ces méthodes.

Toutes les fois que le rapport des moyens mouvements n’est pas
trés prés d’élre commensurable, les méthodes de M. Newcomb,
que j’'ai exposées dans les Chapitres IX a XV, paraitront, surtout
avec les perfectionnements que j’y ai introduits, plus simples et
plus satisfaisantes pour Pesprit que celles de M. Gyldén.

Cependant I’étude de ces derniéres n’en conserve pas moins
toute son utilité. En effet, il y a bien des cas ou le rapport des
moyens mouvements est trop prés d’étre commensurable pour que
les méthodes des Chapitres IX & XV soient encore applicables;
M. Gyldén a employé pour les traiter des procédés analogues a
ceux qui lui avaient réussi dans des cas plus simples et il a obtenu
le méme succés.

Il importe donc de se pénétrer de 'esprit de ces méthodes,
soit qu’on veuille les employer directement, soit qu’on veuille
seulement s’en servir comme de moyens de découverte suscep-
tibles de nous conduire 4 I'invention de théories nouvelles, qui
pourront étre plus satisfaisantes pour une raison ou pour une
autre.
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Cet esprit, d’ailleurs, peut se résumer d’'un mot. Si un terme
quelconque devient trés grand et rend la convergence lente, on
en tient compte dés la premiére approximation.

Généralisation des solutions périodigques.

198. A la théorie des équations que nous avons étudiées dans
ce Chapitre se rattache une proposition dont M. Gyldén, sans
Vénoncer expressément, a fait quelquefois usage. Je ne puis la
passer sous silence.

Considérons I'équation suivante

dz2
() T — =S (@t p).

a2 est une conslante quelconque; o est un paramétre trés petit;
J est une fonction de x, ¢ et p. développable suivant les puis-
sances de x et de p et suivant les sinus et les cosinus des mul-
tiples de n arguments

Mty ety ..., Apt.

S’il n’y avait qu'un seul argument A,¢, la fonction f serait une
2T
Mo
alors une solution périodique de méme période. Et en effet,
pour p=o, cette équation, quelle que soit la constante «,
admettra évidemment une solution périodique qui sera

fonction périodique de ¢ de période L'équation (1) admettrait

X = 0.

Donc, en vertu des principes du Chapitre 111, elle en admettra
encore une pour les petites valeurs de p.
Ce résultat peut-il se généraliser pour le cas ou f conlient n

arguments différents
Mt Aoty ..., Ant?

L’équation (1) admet-elle alors une solution de la forme sui-
vante

(2) T=2y T2 Zypd 4.,
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ol Z,, Z3, X3, .. sont développables suivant les sinus et le
cosinus des multiples des A;¢?

Pour nous en rendre compte, nous allons employer une méthode
qui rappellera celle du n° 45 et qui, quoique plus générale, sera
plus simple, parce que, dans ce n° 45, j’avais introduit & dessein, en
supposant « == o, une difficulté qui ne se présente pas dans le cas
général.

Supposons le probléme résolu et substituons, & la place de x
dans f,le développement (2); aprés cette substitution, f sera déve-
loppable suivant les puissances de ., d’abord parce que cette fonc-
tion était déja développable suivant les puissances de cette variable
avant la substitution et, ensuite, parce que la valeur de z donnée
parl’équation (2) est elle-méme développée suivant les puissances
de .. Nous aurons donc

J= o+ ppr+p2oat-.. ..

0o ne dépendra que de ¢; ¢, de tet de x,; ¢, de ¢, de z, et de z,;
et ainsi de suite.

L’équation (1) nous donnera alors, en égalant les coefficients des
diverses puissances de p.,

rzy
(3) di?

ce qui nous permetira de déterminer par récurrence les diverses
fonctions 2, Za, T3y »+-.
Les équations (3) sont de la forme

diz;
de

— ez = Qiy.

Sip;_, est développable suivant les sinus et cosinus des multiples
des Mt et s’écrit

9i—1= XA cos[(mi A+ mady ...+ mphy)t + k],
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les m; étant des entiers el k et A des constantes quelconques, nous
pourrons prendre

o Acos[(mydy+ mado—. .. muhp)t + k]
(4) ‘T'_—Z &+ (MyAy+ mera ...+~ myhp)?

et x; sera de la forme voulue.
Il reste & reconnaitre si le développement (2) est convergent.
Clest ce qui arrive loutes les fois que o est positif.

Supposons, en effet, a positif; nous aurons alors

T

= a4+ (mqAy+ madg+...+ mn)\,,)ﬂ.

1
-2

Reprenons la notation du Chapitre 1I et introduisons une nou-
velle fonction de ¢ de méme forme que ©;_, et que nous appelle-
rons <;>'i_,; supposons qu’elle soit telle que

o< 9y (argesihg, exiht, . ¥ dat),
Définissons ensuite x; par I'équation
AT} = Pty
et ; par 'équation (4), nous aurons évidemment
x; <€ 2

Soit alors une fonction f’(z, {, 1) de méme forme que f(z, t, )
et telle que
F<f(argz, 1, exiME, exilot | e=ikat),

Envisageons I’équation (5) qui définira une nouvelle fonction z’
(5) az'=pf'(z, t, ).

On peut tirer de cette équation z', en une série convergente
ordonnée suivant les puissances de yu,

r=zip 2yt pd 4.

les coefficients en sont ordonnés suivant les sinus et cosinus des
multiples des Ait.

Si nous substituons ce développement 4 la place de 2’ dans f7,
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il vient
' ’ o’ % on’
S =g pel - p2oh 4.,
¢y dépendant seulement de ¢, ¢| de ¢ et de x|, ¢, de ¢, de /| et
’
de 25, . ...
Nous aurons d’ailleurs

?k(xl, Ty «uoy Thy t)<?2~(271, Loy ooey Thy L)y
a)‘g(xi, Loy «ooy Thy e:tilt)_

J’écris, pour abréger, e pour les n arguments e*¢, ¢*Mf, |,
exiNe,

L’équation (5) nous donnera

’ ’ Y
oz = oy, ax, =0}, .

et 'on trouvera successivement

Qo< ¢ (arge=ire),
zy € x) (arge*ikr),
e1(2y, t)<¢p’1(z'1, t) (argz), etilt),
e1(ay, 8) < @) (), 2) (argede),
zy < xy (arge=iM),
92( 21, X3, 1) < 9y (71, %2, ) (Arg @y, a9, €M),
w2(@y, Ty 1) <€ 95 (2], Ty, t) (arge=s),
r3< xly (arge*irt),

et enfin
r<z (argu, e=iM)

ce qui montre que le développement (2) est bien convergent.
Ainsi ce développement converge dans deux cas :
1° Quel que soit «, quand il n’y a qu’un seul argument A, ¢;
2° Quel que soit le nombre des arguments, quand a est positif.
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METHODES DE M. BOHLIN.

Méthode de Delaunay.

199. Reprenons les hypothéses et les notations du n° 125.
Nous avons vu que dans I'application de la méthode du n° 125 il
s'introduisait des divisears de la forme

nimy-+nyme ...+ nmy,

les m; étant des entiers.

Il en résulte que cette méthode devient illusoire quand 'un de
ces diviseurs devient trés petil.

Parmi les méthodes qui ont été imaginées pour triompher de
cette difficulté, celle de Delaunay est la premiére en date et son
exposition facilitera 'intelligence de toutes les autres.

Considérons d’abord un systéme d’équations canoniques

dr; _dF  dy, _ dF

) de =y A T T day

et supposons que F soit seulement fonction de xy, Z2, .., T4

et de
nyy, -+ m;Ys I muyy n,

périodique de période 2w par rapporl a cette derni’re quantité.
Je suppose que les m; sont des entiers.

L’intégration du systéme (1) se raméne alors & celle de I'équa-
lion aux dérivées partielles

(dS dS a5 my1—+ meye+ mupya) =G
dﬁ’aﬁ’...’_}’-’;, 1/ 2/ 2 e T n’rn - b)

C élant une constante arbitraire. Or cette inlégration est aisée.
H. P. —1I. 21
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Posons, en effet,
S=2{yi+ a3y +...+ B0+ (MY 4+ MaYr+. .- Mpyy),
I’équation deviendra
F(x}+ myo', 23+ meg’y ..., TR+ m,,(?', my1+. ..+ muy,) = C.
Résolvons cette équation par rapport a ¢, il viendra
9'= fonction de Zmyy, de 29, 2§, ..., x} et de C.

On intégrera cette expression par rapport a Em;y; en regar-
dant C et les x} comme des constantes, et 'on aura ¢ el par consé-
quent S en fonction de Em; y;, des z] et de C.

Il est nécessaire d’entrer dans plus de détails et pour cela je
vais considérer un cas particulier simple en faisant

my=Ii, Meg= M3 =...= Mp =0,

F= xf“‘ L COS}’,,
@ étant trés petit.
Notre équation devient

ds<>2+ cosy;=C
(3;1 peosy =4,
d’ou
ds ——————
E=;/C—y.cos‘yl.

Plusieurs cas sont 4 considérer :

1°On a
C>|ul

Dans ce cas le radical /C — g cosy, est toujours réel et ne
s’annule jamais. Il est susceptible de deux déterminations l'une
positive pour toutes les valeurs de yy, I'autre négative pour toutes
les valeurs de y,. Prenons par exemple la premiére, elle sera
développable suivant les cosinus des multiples de y,; de sorte
qu'on aura

s =29+ ZBpcosny,.
dy, !

0

Je mets en évidence le terme tout connu que j'appelle 3 ; il est
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clair que z} est fonction de C et par conséquent C de 2! ; d’autre
part, les B, seront fonctions de G et par conséquent de z].

11 vient alors
B, .
S=xy+ 2 —,7" sinny;,

ce qui nous donne S en fonction de y, et de la constante arbi-
traire z.
20
—lel<C<]pl
Daus ce cas la quantité sous le radical

C — pcosyy

n’est pas loujours positive, et, par conséquent, on ne peut pas
donner a y, toutes les valears possibles, mais seulement celles pour
lesquelles le radical est réel.

On peut introduire une variable auxiliaire ¢ en posant, par

exemple,
. cosyy = G cose,

d’on
ds = .
@; = ‘/C sineg,
ou
ds p— C2cos?e
dz T C

Comme C? est plus petit que 2, le radical du second membre
est toujours réel et pourra étre développé en série trigonomé-
trique sous la forme

fid—f =By-+XZB,cosncs,

d’ot

S = Boe+2%sinns,

ce qui nous donne S en fonction de la variable auxiliaire ¢ et de

la counstante C.

30
C=lpl

Soit, par exemple,
® >0 C=p.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



318 CHAPITRE XIX.

11 vient alors

—soiy; =/ Esint
d}’1 /—\/1 cosyy = \/ sm2

ou
S=—ya2 p.cosJLl

S est exprimée en fonction de y,, et c’est encore une fonction
périodique de y,, mais la période n’est plus 27, mais 4=.
J'ajoute que si G <<|— p| le radical est toujours imaginaire et
que, si C=|— w/, il ne cesse de I'étre que poury, =o. On peut
éclaircir ce qui précéde de deux maniéres :
° D’abord par la considération des fonctions elliptiques.
Nous voyons en effet que

S=f;/C—pcos_y1dy1

est une intégrale elliptique et que si nous posons

u_f dyy

— Ry ——
VG = cosy,
siny;, cosy;, G — pcosy,

seront des fonctions doublement périodiques de .
Les divers cas que nous avons examinés plus haut correspon-
dent alors aux diverses hypothéses que 1’on peut faire au sujet du

les expressions

discriminant des fonctions elliptiques.

2° Par la Géométrie.

Nous pouvons construire en effet des courbes en adoptant les
dS
dyi’
A étant une constante quelconque et pour angle polaire 3. Nous
obtenons ainsi une figure telle que celle-ci.

Les courbes en trait plein correspondent a I’hypothése C > |u/,
la courbe en trait pointillé & 'hypothsse

coordonnées polalres et en prenant pour rayon vecteur A+ ==

—lpl<C<]pl,

la courbe en trait mixle —..—.. qui a un point double en B au
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cas de C=|u|; enfin la courbe correspondant & C = —|u/, cor-
respond a un seul point A.

Si 'on avait voulu appliquer au probléme que nous venons de

—— }
- ~——
e

- -

-

traiter les méthodes du n°® 125, on aurait été conduit a déve-
lopper S suivant les puissances de p. Et, en effet, le radical

VG —pcosy;

est effectivement développable suivant les puissances de w et, par
conséquent, il en est de méme de S. Seulement le développement
n’est convergent que si

G <l

Si cette condition n’est pas remplie, les procédés du n° 123
deviennent illusoires et il faut avoir recours a la méthode de
Delaunay, c’est-a-dire a celle que nous venons d’exposer. On peut
méme y avoir recours avec avantage dés que G est du méme ordre
de grandeur que w, parce que la convergence du développement
du n° 123 est alors trés lente.

Observons que le développement du radical est de la forme

=vE(4) en(rn

et 'on voit que, si C est petit, la convergence devient trés lente et
peut méme cesser tout i fait.
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Sil'on fait C = C, p, le développement devient

=VC Vi on(y1) C['—,"

et tous ses termes sont de méme degré en p; on voit d’ailleurs
que

VG —=wcosy; = v yCi— cosyy.
200. Passons maintenant a un cas un peu plus général et sup-
posons gque F soit fonction seulement de z, = a5 et de y,, pério-

. ays
dique en y,.

L’équation aux dérivées partielles devient

ds
F (d.}’x ’ ‘yl) =
et elle doit étre d’abord résolue par rapport a C.
Supposons que l'on ait

F=Fy+Fju+Faut+...

ds
L F dé de de —— = x,.
et que Ko ne dépende que de 7~ i

Alors plusieurs cas peuvent se présenter.

Supposons que F, qui est déja développable suivant les puis-
sances de ., soit aussi holomorphe en z,, ce qui d’ailleurs arrivera
dans toutes les applications,

Alors par les procédés des n°s 30 et suivants, I'équation

(2) F(xb.}/!):C

pourra étre résolue par rapport az,.
Pour . = o, [’équation s’écrira

) Fo(z) =G,

soit z¢ une valeur satisfaisant A cette équation (3). Alors, sil'on
désigne par Iy la dérivée de Fy et si

’
Fiy(29) 20,

on tirera de 'équation (2) x, sous la forme d’une série ordonnée
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suivant les puissances de ., les coefficients étant des fonctions

de y,.
Si, au contraire,

Fo(@h)=o, Fi(ah20,

on aura encore , sous la forme d'une série, mais cette série sera
développée non pas suivant les puissances de j, mais suivant celles
de \/@.

Examinons successivement ces deux cas.

Soit d’abord Fj ()2 o.

Nous poserons alors, puisque x, et par conséquent S sont déve-
loppables suivant les puissances de

S=8)+ puS;+p2S,+...
g . dsS, o
et nous supposerons d’ailleurs que 2, réduit a la con-
1
stante z|; on calculera ensuite, par récurrence, les autres fonc-
tions S,, Sy, ... et le calcul sera de tout point pareil & celui du
n° 125.
Passons a la seconde hypothése ou F (z9)=o.
Alors S est développable suivant les puissances de y/u et je puis
écrire
S =S, +vVuS + pSy—+....

Je sappose toujours

'LE=Z‘?, So=x‘1"}’|
Jai alors
ds Fj — dS; dS, 2
Fol == )=F _|_.__‘l( =1 == +)
o(d}’l) ’ 2 ‘/H dyy +de1

F" [ — dS, s

. ” "
Dans le second membre je suppose que dans Fo, Fg, Fy, ... on
a remplacé z, par z}.
Posons de méme

C=0Cy+ Ciyp +Cap+...,
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en mettant ainsi en évidence que la constante du second membre
peut dépendre de p.
Alors, en égalant dans les deux membres de

F=C

les coefficients des puissances semblables de p, il viendra

Fo= Gy,

o= Gy,
(4) 33%5%:4»*—03,
g% % =&+ C,,

Dans la troisiéme équation (4), je suppose S, connu; dans la
quatriéme, je suppose S, connu; dans la clnquléme, je suppose
connus Sy, Sy, S, et ainsi de suite.

Je désigne toujours par ® toute fonction connue.

La troisiéme équation (4) va nous permettre de calculer Z—}S/‘,
i

car F| étant une constante, il vient

dsS 2
W: = ‘/F_z [Cs —Fy (29, 50)]

Plusieurs circonstances peuvent se présenter correspondant
aux divers cas traités dans I’exemple plus simple dont nous nous
sommes occupés plus haut.

Il peut arriver que C, reste plus grand que F, quelle que soit

L s dsS . L e .
la valeur attribuée & y,; alors - est une fonction périodique

. a1
de y, dont la période est 2.

Ou bien il peut arriver que la condition

G >F,

ne soit remplie que pour certaines valeurs de y,. Alors la fonction
S, n’est non plus réelle que pour certaines valeurs de y,.
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Une fois S, déterminé la quatriéme équation (4) nous fera
connaftre S,, la cinquiéme S, et ainsi de suite.

La solution est entiérement salisfaisante dans le premier cas,
celui 001 S est toujours réel. Mais, dans le cas contraire, il importe
de faire attention & une chose.

Les valeurs de y, pour lesquelles les diverses fonctions S,,
S3, 83, . .« passent du réel a I'imaginaire sont données par I’équa-
tion

Cp = Fy(29, y1).

On pourrait croire alors que c’est pour ces mémes valeurs que
S passe du réel & I'imaginaire. Cela n’est pas exact; les valeurs
pour lesquelles S passe du réel a I'imaginaire sont données par les
équations
dF

F=Cy+Cyp+Capyp+..., o

=0.
Elles sont a la vérité fort voisines des premiéres si . est trés petit,
mais elles ne leur sont pas identiques.

Pour tourner cette difficulté, il y a plusieurs moyens. On peut,
par exemple, puisque C,, C;, ... sont arbitraires, faire Cy =o
ainsi que tous les autres C d’indice impair.

Nous calculerons ensuite successivement

Sy, Ss S; ...,
et nous aurons

dS _ dSy  dSy o dsz L 45

PR 7 dylp.\/}—l.-i-....

Comme rien ne distingue /i« de — /., nous aurons encore une
solution en faisant

dS dSO dS| dsg dS3 -
- = - 4
dy;  dy;  dn Vi H dy; wve

ces deux solutions sont ou toutes deux réelles ou imaginaires con-
juguées. 1l en résulte que

so: Sz, Sh
sont toujours réels.
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De plus, Pexpression

dS, das; . 35s

-+ +.
T T

(3)
est toujours réelle ou purement imaginaire et il en résulte que,
pour obtenir I'équation qui donne les valeurs de y, pour les-
quelles S passe du réel & I'imaginaire, il suffit d’égaler a zéro
Iexpression (5).

Comment maintenant se fait le passage du cas o S est toujours
réel au cas ot S est tantdt réel et tantdt imaginaire?

On s’en rendra mieux compte en construisant la figure suivante
analogue i la fig. 2.

Nous prenons pour rayon vecleur g% et pour angle polaire y,
et nous construisons les courbes

das
F(d‘)ﬁ,‘yi>= C,

ou du moins celles d’entre elles pour lesquelles 575 différe peu
1

de z9.
Ces courbes différeront trés peu de celles ot le rayon vecteur
est égal &
dSl
dy’

@

et olt 5 est donné par la formule

d_}"‘
\/ (Ce—

Pour construire ces courbes, il faut faire une hypothése sur la
facon dont varie la fonction F( quand y, varie de o a 2w. Suppo-
sons par exemple que F, passe par un maximum, puis par un
minimum, puis par un maximum plus grand que le premier, puis
par un minimum plus petit que le premier; nous obtiendrons une
figure telle que celle-ci :

On voit que, quand C, diminue, on obtient successivement :

Si G, est plus grand que le plus grand maximum, deux courbes
concentriques représentées sur la figure en trait pointillé ----
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Si C, égale le grand maximum, une courbe 3 point double
représentée en Lrait plein.

Si C; est compris entre les deux maxima, une courbe analogue
a celle qui est représentée en trait mixte — .. — ..

Si G, égale le petit maximum, une courbe & point double repré-
sentée en Lrait ponctué ...... .

Quand G, devient plus petit que le plus petit maximum, cette
courbe se décompose en deux autres qui sont représentées par le
trait ++++; 'une de ces courbes se réduit 2 un point, puis disparait
quand C, devient égal au plus grand minimum; l'autre se réduit
& un point et disparait a son tour quand C, devient égal au plus
petit minimum.

On voit que le passage d’un cas a I'autre se fait par une courbe
& point double, ce qui conduit i étudier ces courbes et plus parti-
culierement la premiére, celle qui est représentée en trait plein.

Si nous supposons un mobile parcourant cette courbe d’un
mouvement continu, il partira par exemple du point double, fera
le tour d’une des boucles de la courbe, reviendra au point double,
parcourra la seconde boucle et reviendra enfin a son point de
départ; on voit que son mouvement est encore périodique, mais

4] dsS .
que la période est doublée; de sorte que an est une fonction
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périodique de yy, mais que la période est devenue 4= et n’cst
plus 2. A

Revenons alors aux équations (4).

Nous trouvons alors que si ’on donne a G, la valeur qui cor-
respond au maximum de F,, le radical

\/l;i;;(cz—m

qui est égal a —Z%, est une fonction périodique de y, de période 4=

et est par conséquent développable suivant les sinus et les cosinus

X1,
2

des multiples de

Quand y, augmente de 27, le radical change de signe, de sorte
que le développement ne doit contenir que des multiples impairs

de Z*. La fonction s’annule deux fois.
> !
Si en effet ») est la valeur de y; qui correspond au maximum

deF,,lafonction %S,—‘ s'annulera poury, =y et pour y, =)+ a=.
1

Alors, quelles que soient les constantes Cy, Cy, ..., les équa-
tions (4) nous montrent que

ds,  dS
dy dyy

seront des fonctions périodiques de y, de période 27; seulement
ces fonctions pourront devenir infinies pour

ryi=y} ou y1=yl+2am

Nous savons toutefois que nous pouvons choisir les constantes
Cs, ... de fagon que cette circonstance ne se produise pas; I'exis-
tence de la courbe en trait plein de la fig. 3 le prouve suffisam-
ment; voyons maintenant comment doit se faire ce choix.

Si nous supposons que les constantes d’indice impair

C;, Cs, ey

sont nulles, les équations (4) ne changeront pas quand on chan-

gera \/u en y/— .
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Il en résulte que si la fonction

dSo [lst
az -+ \/F d_y M d}, -+ \/

satisfait 4 notre équation, il en sera de méme de la fonclion

d51 d52 dS,
— +.
f d_}’l dyy # f d}’x

Ce sont la les deux solutions des équations (4) et on voit que

I'on passe de 'une 4 Pautre en changeant \/y en — /. Mais les
équations (4) ne changent pas non plus quand on change y,
en ¥, + 2m. On passera donc aussi d’une solution i l'autre en
changeant 3, en y, 4 2m.

D’oti cette conséquence :

Quand on change y, en ', + 27, les fonctions d’'indice pair %Zf—”
1

@Bt changent

dys

ne changent pas et les fonctions d’indice impair
de signe.

d
Seulement comme 335,—: s’annule pour y, =y et pour
=y{+oam

et comme cette dérivée entre en facteur dans le premier membre
des équations (4), il pourrait se faire que

ds,  dS;
d}q’ dyl’

devinssent infinis pour y, =y{ + 2k, et c’est ce qui arriverait
en effet si les constantes C,;, ... n’étaient pas convenablement
choisies.

Mais il est possible de faire ce choix de telle facon que les fonc-

. ds . .
tions ——* restent toujours finies.
d.}’i
Pour le démontrer considérons I'équation

ds .
F(%’”) =G

F(zy, y1)=C

que je puis écrire
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Cette équation, en regardant z, et y, comme les coordonnées d’un
point, représente une courbe. Ecrivons que cette courbe a un point
double; il viendra

dF _ aF _
dr, — W =
ce que je puis écrire encore
dFy  dFy  dFy
5 dz, Vo, TV day -
dF | 9 e
dy Ty T 7

puisque Fy ne dépend pas de y,.
Résolvons ces équations (5) par rapport & z, eta yy. Pourp =o

on lrouvera
Zry = .z‘?, Y =y‘1).
Le déterminant fonctionnel des équations (5) pour w=o,
z\ =z}, yi=y) s'éerit
&*F, d*F,
dx? dy?

et, en général, il n’est pas nul. On pourra donc résoudre les
équations (5) et 'on trouvera que z, et y, sont développables
suivant les puissances de p. Soient alors

z, = a, y,:ﬁ,

les développements ainsi obtenus; I'expression

F(a, )

est évidemment développable suivant les puissances de . Soit
alors

(6) F(a, B) =GCo+ Copp+ Cup2+. ..

ce développement. Je dis que, si I'on donne dans les équations (4)
aux constantes C,, les valcurs tirées du développement (6), les

. ds .
fonctions =2 resteront finies.
dy,
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Pour nous en rendre compte, posons
ri=a+2, yi1=B+y.
F(zy, y1)=F(a, §)+F

et envisageons I'équation

F(«',y'") =o;

elle est de méme forme que ’équation (2); nous pouvons donc la
traitgr de la méme maniére, c’est-a-dire poser

. dS, - ds,
2’—'&7,- \/[J.Ty;—l—...

, . . dSs’ . .
et déterminer les fonctions Z}—,’,l par des équations (4 bis) analogues

aux équations (4), et qui n’en différeront que parce que les lettres
seront accentuées; seulement les constantes Cp seront toutes
nulles, et pour

x ’—"‘}’ =0
on aura
- dF_’ _ gl_F’ .
=d@ T dy ="

Dong, si ’'on regarde F' comme développé suivant les puissances
de z' et y', le développement commencera par des termes du
second degré en z’ et 3/, et cela quel que soit u., Le développe-
ment de Fj, F,, ... commencera donc aussi par des termes
du second degré. Il résulte de la que, si 'on considére les
fonctions ® qui figurent dans le second membre des équa-
tions (4 bis) comme développées dans le voisinage de y'= o, sui-

’
‘ii’f’ le développement commencera

vant les puissances de ' et des
toujours par des termes du second degré.
On voit d’abord que %;;} s’annule pour '=o0; on pourrait donc
craindre que a%;,’ ne devienne infini pour ' = 0; mais, loin de 14, je
ds,,

dis que, pour cette valeur de )/, & est nul.
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En effet, supposons que cela soit vrai pour

asi dS, | dSy
4y dy dy
je dis que cela sera vrai également pour %jf,’--
Considérons I'équation
, 48y dS),
AR

ou F désigne la dérivée seconde de F;. @ est développé suivant les

) , . dS, ds;_, ' .
puissances de y/, de 2y T Tay s comme y'=o0 est un zéro

simple pour ces diverses quantités, et que le développement de &
commence par des termes du second degré, y'=— o sera un zéro
double pour ®.

Ce sera un zéro simple pour dsi
ple p dp'
. . ds’,
Ce sera donc un zéro simple pour =-£.
dy
C. Q. F. D.
Nous trouvons ainsi
. ds
xr = ‘7}—’7,

8 =S8, +/pS, + pSy+..., Sp=o.
Nous en déduisons

) L dS(n—B)
) )= %+ dys

S'(yy— B) représente la fonction &', ou I'argument 3’ a été rem-
placé par 'argument y, — . Soient

a =g+ pa;—+ He e +...,
B: Bo+}1g1+ y-’ﬁ’—r—...,

dS, ds,
= —— —— +...
z, dyl -+ ‘/(: d_}'l
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les développements de «, 8 et x,, il viendra en identifiant les deux
membres de (5)

S, _ s, _dSin—B)  dS_ ., 45

(8) G Ay dy 7 dn T dyd
(d_si_‘ﬁé_g @Sy dS, o dS|_ g a8,
dys " dy T Tt @t T T Ay T Mdyy

Dans les dérivées des S, »’ doit étre remplacé par I'argu-
ment y, — B°.

On voit que les 22 t finis

n volt que les e restent ms.

Une fois qu’on a démontré la possibilité de déterminer les con-
stantes G, de facon a éviter que les a;—i‘f deviennent infinis, on
peut faire effectivement cette détermination sans avoir besoin de
chercher les développemeats de « et de §.

I suffit de se servir des équations (4).

Considérons 'une de ces équations;

, dS, dSp_y _
S Ty dys &+ C,.
Si p est pair, on prendra
Cp=—20r)

et, comme @ est une fonction périodique de période 27, on aura
également
CP= - '~'I>(}’?+ 27‘),

de sorte que di}’”" ne deviendra infini ni pour y, =y ni pour
1
¥ :y? -+ 21,
Si p est impair, il faut faire C, = o, et la condition

*(yi)=o
[qui entraine la suivante
P(y)j+2m)=o0

puisque ® change de signe quand y, augmeate de 27] sera remplie
d’elle-méme.

HpP —1L 22
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. dS,_, e
Il en résultera encore que - ne devient jamais infini.
1

( ds , . .
Il en résulte enfin que W" est développable suivant les sinus et
1
cosinus des muliiples de y si p est pair et suivant les sinus et
cosinus des multiples impairs de —‘}3 sl p est impair.

Ja1 beaucoup insisté sur des choses presque évidentes, parce
que j’aural plus loin a traiter un probléme analogue, mais beau-
coup plus difficile, et que je tenais a faire ressortir les analogies.

201. Voyons maintenant comment se fait le passage du pre-

mier cas, celui ou
Fo(#Y)zo

et ot les procédés du n° 125 sont applicables au second cas ou
Fo(29)=o0

et que nous venons d’étudier en détail.

Observons d’abord que F(z{) est ce que nous avons appelé — n}
au n° 123 et dans d’autres parties de cet Ouvrage. Alors, en po-
sant

ds  dS, ds, dS,

—— = o= 4 p o 4t o ..
dn dy T Ydy, TV D ’

on trouve une série d’équations de la forme
(1) ng 222 = & + C,.
dyy

On peut, comme je I’ai expliqué au n° 125, déterminer C, arbi-
trairement; je supposerai qu'on le fasse de telle sorte que la valeur
moyenne de ® + C, soit nulle, et par conséquent que S, soit une
fonction périodique dey,.

: ‘ dSp 3. .
On voit que dans le développement de @2 différentes puissances
1
de r} entreront au dénominateur, de sorte que, si n? est petit,
. ds . . . .
certains termes de d—y’—’ pourront devenir sensibles. Ilimporte avant
1
tout de se rendre compte de I’exposant maximum que peut avoir n}

. . . S
dans le dénominateur des divers termes de ‘;—y”-
1
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Je dis que cet exposant maximum est égal 4 2p —1.

En effet, S est une fonction de y, d'une part, et d’autre part du
paramétre u et de la constante d’intégration x| ; je ne parle pas
des constantes G, qui sont entiérement déterminées par les con-
ditions

Fo(29)= Co,
valeur moyenne de
(¢ +Cp)=o.

Au lieu de z{ nous pouvons prendre pour constante d’intégra-
tion n?;alors S sera fonction de y,, de p. et de n}; développons-la
suivant les puissances de p etde n}; le développement contiendra
des puissances négatives de n].

L’équation

ds,

, ds, . )
nous montre que le développement de Zn suivant les puissances
H

. 1
croissantes de n{ commencera par un terme en R

) ] 1
Passons & I'équation suivante

dS,

04V g .
ni d}’1 +C2,
. das, . , .
® dépendra de Zy,’ Mais, comme ® s’obtient en remplacant dans F
1

la variable z, = g‘% par le développement

dsy  , d5
d_}’] H.dyl ceay

et en retenant dans le développement les termes en 2, on voit

. dSi L3 3 3 .
que @ ne peut contenir 2y, dva la deuxi¢me puissance au plus;

dS s c
car le cube de Wl devrail étre accompagné du facteur p3 et ne
1

pourrait par conséquent donner de terme en p.2.
Ainsi le développement de ®, et par conséquent celui de C,,
commencera par un terme en
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. ds
et enfin celui de Zl?i par un terme en

()"

La loi est manifeste; le développement de ‘;—i” commence par
1

( [ )2‘7_1
—5 .
ny

Et, en effet, supposons qu’elle soit vraie pour

un terme en

dSl d_sz dsp-—l
dy" d)’i’ ’ _d,}’i ’
je dis qu’elle est encore vraie pour 25y,
. . dy,
Considérons 'équation
dS
0 P __
ng = ®+C,
® est un polyndme entier en
d51 iii dsp—l
dy, ’ dy, ’ i dy,

Considérons un terme quelconque u de ce polyndme et cher-
chons 4 évaluer la somme des indices ¢ des divers facteurs de la

forme 43, qui entrent dans u.
dy,
Ce terme u provenant d’un terme en p? dans le développement
de
das ds
F (»—9 R S .),
dyy t* dy,

cette somme est au plus égale 4 p. De plus, si cette somme est
égale 4 p, comme aucun des indices ¢ n'est égal & p, le terme
considéré u contiendra au moins deux facteurs.

Le développement de  suivantles puissances de n% commencera

Ly \ Sl2g—1
)

2q<p.

par un terme en

Or
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g <ps
E(29g —nNs2p—2;
sl
Zg=p,
on aura encore
2(2g —1)S2p —2,

parce quil y aura au moins deux facteurs.
Donc le développement de @, et par conséquent celui de C,,
commencera par un terme en

()"

. dS,
et celui de ——* commencera par un terme en

dy,
£ \2P—1
—_ . . Q. F. D.
(n?) oo r

Mais, n] étant une constante arbitraire, remplagons-la par un
développement quelconque

nd = @y + pay;+ plag+....

Alors S sera développé suivant les puissances positives de i, et
les puissances positives et négatives de

g+ pag 4+ p2ag ...

Si 2y n’est pas nul, ces puissances positives et négatives peuvent
elles-mémes se développer suivant les puissances positives de .,
de sorte que finalement S se trouvera développé suivant les puis-
sances positives de .

Ces développements sont, d’aprés ce que nous avons va au
n® 125, les'mémes que ceux qu'on obtiendrait en partant des
équations (1), mais en attribuant aux constantes C, d'autres
valeurs que celles que nous leur avons données plus haut.

Maintenant, au lieu de cela, supposons n] trés petit et rem-
plagons ~{ par un développement de la forme

(2) n2=a1ﬁ+a,p+a3p&‘/;+....
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Cette fois les puissances négatives de
au/;—o— dg e +...

ne sont plus développables suivant les puissances positives de /i,
mais
®e
(ng)rp—t

sera développable suivant les puissances positives de \/F et le
développement commencera par un terme en \/j.

Si nous observons maintenant que, d’aprés ce que nous venons
de voir, S est développable suivant les puissances de

¢ p? it

L. — PR M [}
ng’ ()P (a1’ B 0

nous conclurons que S est développable suivant les puissances
positives de ‘/}T
Les développements ainsi oblenus ne différent pas de ceux aux-
quels nous sommes arrivés dans le numéro précédent a P'aide des
équations (4) et en attribuant diverses valeurs aux constantes C,.
Pour éviter toule confusion je représenterai par

(3) S:So—l—p.s‘—i—(d.zs’-*‘...

le développement obtenu en partant des équations (1) ou l'on a
déterminé les Cp, comme je Vai dit plus haut, de telle fagon que la
valeur moyenne de ® ++ C, soit nulle.

Je représenterai pour un instant par

(4) S=T0+‘/;T5+XJ.Tg+}L‘/FJ:T3+...

celui que I'on obtient en remplagant dans (3) r} par son dévelop-
pement (2) et en ordonnant suivant les puissances de /.

Que représentent alors Ty, T, etc.?

On obtiendra T, en remplacant dans S, la constante n} par o.

On obtiendra T, de la facon suivante. Mettons en évidence ce
fait que S, dépend de n? en écrivant Sy(n{); nous avons trouvé

So(n}) = x3y1,
8¢(0) =T.
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1] vient

- dS, ,—
So(n?)zso(al/p+ a,y—;—...): T°+217% ‘/p.a,—f—...

ou

dr? _
Se(r]) = To+ o —1‘—:,.}’1\/}'-4----: To— i‘—‘{,—;yl+...,
danf F;

F, ayant la méme signification que dans les équations (4) du
numéro précédent.

D’autre part, nous aurons dans T, des termes provenant de S,,
S,, ...; on les obtiendra comme il suit.

Dans le développement (3) nous prendrons tous les termes en

p,p
(niye=t’
Soit
; LT VI Y N Lol
(C)) sl n?+5, (n‘})3+ 3(n2)5 +...
I’ensemble de ces termes.
On aura alors

Ti= ctl‘y‘+s,“—s—”—'S;’+

T BT
Il en résulte que, sil'on groupe dans le développement (3) tous

14 < 3. . .
les termes en (—’#, c¢’est-3-dire tous ceux qul appartiennent au
1

développement (5) et qu'on forme le carré de

daT, ay 1 dS} 1 dS;,

= = —+ ...
dy, Fy " o dyy  af dyy !
ce carré se réduira a deux termes

(%) = v vt
dy,

C’est 1a un fait d’autant plus remarquable qu’il peut s’étendre,
comme nous le verrons bientdt, 4 toutes les équations de laDyna-
mlque.

Pour obtenir T, il faudra tenir compte non seulement de S, et
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des termes en
nP
0o p—1°
(npyp—t
mais des termes en
P
=
En résumé, le passage du cas ot les méthodes du n° 123 sont
applicables a celui ou elles cessent de Iétre se fait de la facon
suivante : quand n!? est trés petit, I'ordre de grandeur d’un terme
ne dépend plus seulement de I'exposant de @, mais de celui de n};
si Von suppose que n® est du méme ordre que /i, on réunira
ensemble les termes qui deviennent ainsi du méme ordre et on
les sommera.

202. Tous ces résultats s’étendent immédiatement au cas plus
général que nous avons considéré au début du n° 199.
Supposons d’abord que F dépende de x4, z3, ..., z, et de yy;

nous aurons alors 4 envisager 1'équation

< dS dS ds

(l) ?d_}’—l, 3;;; ceey m,}q):const.

Pour 'intégrer nous donnerons &

a8 as
dy,” 7 dya

des valeurs constantes quelconques,
r}, ..., z9,
el nous aurons ainsi une équation

ds
F(d_y‘, 29, ..., xg,y.)=c,

de méme forme que celle dont nous nous sommes occupé dans
les deux numéros précédents.

Seulement la solution S, au lieu de contenir seulement une
constante arbitraire z{, en contiendra n qui seront 3, 23, ..., z5.
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Si maintenant I’équation fondamentale s’écrit

dSs dS ds
(2) (

Z}’_l, -d;;’ ceey E}’—n’ myyi—+ mz}’2+...+nl,,yn>= C,

il est facile de la ramener 4 la forme (1). Posons en effet

my1+myyst...-mpya =y,
miys+miy,+...+~miy, =y},

3)
( MY+ Myys+.t MY =Y,

les m¥ étant des entiers choisis de telle sorte que le déterminant
des coefficients des équations (3) soit égal a 1. Cela est toujours
possible, pourvu que m,, my, ..., m, soient premiers enire eux,

ce qu'il est toujours permis de supposer.
L’équation aux dérivées partielles (2) devient alors

ds ds ds
(Gt 71) =
et elle est ainsi ramenée 4 la forme (1).
Tout ce que nous avons dit des équations de la forme (1) s’étend
donc aux équations de la forme (2).
Nous pouvons trouver des solutions de 1’équation (2) qui seront
développables comme celles de (1), tantdt suivant les puissances

de i, tantdt suivant celles de /.
Pour g =o, S se réduira &

So=2y1+23ys+...+ 2L ¥n-

La solution compléte de 1'équation aux dérivées partielles (2)
doit contenir n constantes arbitraires. Nous pourrions prendre
comme constantes arbitraires 2%, 2, ..., 25; ou bien encore
n$, ny, ..., n) en posant

dF,

[ .
n"_—dz?

Mais il est plus commode d’introduire un nombre infini de con-
stantes arbitraires, parmi lesquelles il n’y en aura d’ailleurs que n
qui soient distinctes. Ces constantes seront

nl, 3 .o 1% Go, Ciy Gy veey Cpy vy
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en égalant le second membre de (2) &
C=Co+Crp+Cop2a....
Si

mind+ mend ...+ mynpZo,
S est développable suivant les puissances de u et si, au contraire,

min)+ men} +...+~muynf =o,

S est développable suivant les puissances de /.
Supposons en particulier que, donnant a n}, n}, ..., nd des
valeurs quelconques, on choisisse les constantes C, de telle fagon

qlle
S—rmdyy—ndys—...—nj
171 2)2 e aYn

soit une fonction périodique des y; on retombera sur un déve-
loppement qui correspondra a celui que nous avons au début du
numéro précédent déduit des équations (1) de ce numéro.

Dans ce développement, diverses puissances de

myny+ men} +...+ mynf,

entreront au dénominaleur.
Remplagons ensuite les constantes d’intégration n? par divers

développements procédant suivant les puissances de y/it.
Soit, par exemple,

nd=al +ypal +pala.. ..
Je suppose que
myad+ mead+...+ mya=o.
1l en résultera que le développement de
myn +—mend+...~+~ mpnf

commencera par un terme en \/P"
Si nous ordonnons ensuite les termes de S suivant les puissances

positives et croissantes de \/y., on obtiendra divers développements
analogues & ceux que nous avons étudiés en détail dans le n°® 201.
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203. Il est aisé maintenant de comprendre ’esprit de la méthode
de Delaunay.

Reprenons le cas général des équations de la Dynamique; et
supposons par conséquent que notre fonction

F=Fy+ pFi+ p2Fy+. ..

dépend non plus seulement de m, ¥ + m2¥2 + . . . + my yp, mais
des narguments yy, ¥, .. ., ¥ €t qu’elle est d’ailleurs périodique
par rapport a ces arguments.

Si aucune des combinaisons linéaires a coelficients entiers

m,nd+ mend+...+ myn,

n’est trés petite, les méthodes du n° 125 pourront s’appliquer sans
difficulté; mais, si 'une de ces combinaisons est trés pelite, on
distinguera dans F les termes qui dépendent de 'argument

myyst+meye—+...4+ MayYn.

F esL supposé développé en série trigonométrique, c’est-a-dire en
une suite de termes dont chacun est le produit de

cos(Pr Y1+ p2Ye—+...+Pr¥n)
ou de

Sin(Pi.71+P2_}’2+---+Pu.}’n)

(les p étant des entiers), par un coefficient qui est une fonction
de 2y, Zg, «avy Ty
Considérons I’ensemble de ces termes qui sont tels que

PL_Pr_  _Pn

—_ g4

my me T m,
et soit
F'=F) 4 o F) +...

l’ensemble de ces termes.
Ils comprendront en particulier tous les termes de F qui sont
indépendants de y,, ¥2, ..., ¥ et par exemple tous ceux de F,

de sorte qu'on aura
F, =F,.
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Considérons maintenant 1’équation
q

o(d, 85, ., 58 ¢
dyl’a}/—a, .o ,—dIl’ miy,+m2_y,+...+lnn}’n)— .

Nous pourrons I'intégrer facilement par les procédés exposés
dans les premiers numéros de ce Chapitre.
Soit
S=x\yi+2yye+...+2pya+ 5

une des solutions de cette équation. Les coefficients 2, 25, ..., ),
sont les constantes d’intégration que j'appelais jusqu’ici z7, mais
que jJ’appelle maintenant z; parce que je vais bient6t les prendre
pour variables indépendantes nouvelles.

Quant & &, ¢’est une fonction périodique de

m,yl—l— MmeYe—+...=MpYn

dépendant en outre de x|, &3, ..., Z,; de sorte que la valeur

dS .
moyenne de P n’est autre chose que z; et que l'expression con-
12

sidérée de S ne différe pas de celle a laquelle conduisent les équa-
tions (1) du n° 202.

Posons maintenant

ds . dS
Xi= S— Yi= E—E'

Prenons pour variables nouvelles les z; et les y;; la forme cano-
nique des équations ne sera pas altérée; la fonction F exprimée en
fonctions des z; et des y; conservera la méme forme; seulement
les coefficients des termes en

MY MYy o+ MaYy
seront beaucoup plus petits que ceux des termes correspondants
en

mys+myys—+...+mpYn.

Les inégalités a longue période auront disparu parce qu’en
somme on en aura tenu compte dés la premiére approximation.
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Méthode de M. Bohlin.

204. L’inconvénient de la méthode de Delaunay, c’est d’exiger
de nombreux changements de variables. Cet inconvénient peut
étre évité grace & un procédé découvert par M. Bohlin et que j’ai
proposé de mon c¢6té, mais quelques jours aprés lui.

Reprenons nos équations générales

Y di T dy  de - day

et supposons que I'expression

myn) 4+ mynd ... mynj

soit trés petite.
Il s’agit d’intégrer I’équation

( ds dS as

(2) —@;, gﬁ,...,d_ﬁ,_yh_yz,...,yn>=c.

Posons
S =SO+51‘/;+ 52H+Sa}l‘/}:+...,
C=C0+Czp. +Cl,}.12-|—-...

Substituons ces valeurs dans I’équation (2), ordonnons suivant
les puissances de /i, et égalons les coefficients des puissances
semblables de \/y; il viendra

SENC- N
’ d}'i,d}/!, ’d_}’n e

dF, dS,
d; dy: T
dF, dS, d:F, dS; dS,
(3) < d.Z‘[ 71_;: + ; dxidxk d_}f,' 1_13‘/74 =&+ Cg,

dF, ﬁ 1 d*F, dS; dS,
dx; dy; + 2 dz;dxy Tiz 5_1,’_’)';
dF, dS, 1~ d°F, dS,; dSs
dz; dy; U 3 ke dwiday dy: dva

.................
............................

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



344 CHAPITRE XIX.

Voici la signification de ces équations :
Je désigne encore par ® toute fonction connue, et je suppose

Dans la troisiéme équation (3) que S, est connu,
Dans la quatriéme équation (3) que S, et S; sont connus,
Dans la cinquiéme équation (3) que S;, S; et S, sont connus.

Le second membre contient tantdt @, tantdét & + C,p, parce
que j’ai supposé que les constantes C d’indice impair, c’est-a-dire
les coefficients des puissances impaires de /i dans le développe-
ment de C sont nulles.

[l faul encore préciser le sens du signe X dans le second terme
du premier membre des diverses équations (3). Ce signe porte
sur les deux indices ¢ et k; il faut convenir que dans la troisiéme
équation (3), la combinaison (7, k) apparait deux fois sii2k et
une fois si { = £, et que dans les autres équations (3) cette com-
binaison apparait deux fois dans tous les cas.

Je suppose comme plus haut

d3,
a}—i—--’”u

les x] étant des constantes. Dans les dérivées de Fy qui figurent
dans les équations (3), je suppose que les z; ont é1é remplacés
par les z} de telle sorte que

dF, o
@ —n;.

Je suppose de plus que les ) aient é1é choisis de telle sorte que
(4) Em;n! =o.

et qu'il n’y ait entre les r] aucune autre combinaison linéaire a
coefficients entiers.
Proposons-nous de déterminer S de telle facon que les
ds,

dy:

soient des fonctions périodiques des y:.
La premiére équation (3) détermine tout simplement Gy; la
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seconde s’écrit

ds
=n? btk ,
(5) n; d}’i o

R .o . dS .
et elle ne peut étre satisfaite que si les ‘—i},—% sont fonctions seule-
:

ment de m,y(+ mays+...+ myy,. Car si S contenait, par
exemple, un terme
Acos(piyi+...+pPn¥n)

le premier membre de (3) contiendrait un terme
—A(pinl—+...4+panl)sin(p1yi+...o Po¥n)
qui ne pourrait disparaitre que si 'on avait

PL_Pr_ _Pn

my ma ot my,
On aura donc

Si= a Y1+ Az ) q 4.0+ oc,,_y,,,+f(m1y1+ MeYe ...+ m,,y,,),

la dérivée de f étant périodique.

Passons a la troisiéme équation (3), et égalons dans les deux
membres de cette équation les termes qui dépendent des sinus et
des cosinus des multiples de

myy+ meys +...+ mp¥n-
Le premier terme du premier membre, qui peut s’écrire

ds
p— 9 ©°-2
Eﬂl d}’i,

ne contiendra pas de pareils termes; car si S, contenait un terme

Acos(pryi...+pPr¥n)s

PL_Pr_  _Pn

e
le terme correspondant de I'expression

o dS;

Mg,
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s'écrirait
SA(p1n)+.. .+ pand)sin(piy1—+- ..+ pa¥a)

et s’annulerait en vertu de la relation (5).

Le second terme du premier membre ne dépend, au contraire,
que de S, et est fonction seulement de m, ¥y +. ..+ myy . Tous
ces termes ne contiennent donc que des sinus ou des cosinus des

multiples de
myy~=mgys ...+ MnYn-

Introduisons une notation nouvelle :

. . , . d .
Soit U une fonction quelconque dont les dérivées E—;’J solent des
I3

fonctions périodiques de U; on pourra la développer en une série
dont tous les termes seront d’une des formes suivantes

ayi, «cos(pryi-+paya—+-.-+Pa¥nr),
asin(py1—+pa¥a—+..-+ Pn¥a)

Supprimons dans cette série tous les termes trigonométriques,
sauf ceux pour lesquels

PL_ P _Pn

T
L’ensemble des termes restant pourra étre désigné par [U] et
s’appeler la valeur moyenne de U.

On aura alors

[dU]_ dlUl. 504U

% dyi —d}’_,_ = const,

et, si V est une fonction périodique quelconque,
du dU
(mz]-m[F]

! ds
—[En? 2] = const.,

Il vient donec

d}’i
(6) : [@ d_s_t] _ 951 d5,
dy: dyr] — dyi dyx’
[®#]=—[F4].
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.

Dans F,, je suppose que les z; ont été remplacés par les z?;
la fonction @ qui entre dans la troisiéme équation (6) est celle de
la troisiéme équation (3).

La constante du second membre de la premiére équation (6)
peut étre désignée par Gy — C,.

On trouvera alors, en égalant les valeurs moyennes des deux
membres de la troisiéme équation (3)

1 d*F, dS; dS,

(7) 2 hed dz; dzy dyy WI;:Cz_[F‘]'

Cette équation est de méme forme que celles que nous avons
étudiées aux n° 199 a 202, et en particulier de méme forme que
la seconde équation (4) du n° 200.

Nous retrouverons donc, comme pour cette seconde équa-
tion (4), trois cas différents.

Rappelons-nous que S, est de la forme

Si=oyi+ayr+...+ @ Yo+ Jf(my+ meys ... muy,),

d’olt
dsl ’
d = a4+ m;f
. dSi z M
Substituons cette valeur de T dans (7); cette équation de-
1

viendra une équation du second degré par rapport a f’ et nous
pourrons l'écrire

(8) Af2+9Bf'+ D = C,—[Fy],

ol A, B et D sont des constantes dépendant des constantes «;; ces
derniéres constantes « peuvent d’ailleurs étre choisies arbitraire-
ment.

ds . . Y
! 2 1
Pour que f, et par conséquent i soit une fonction périodique

de ny Y+ myys ..ot mpYa, il faut et il suffit que I'équa-
tion (8) ait toujours ses racines réelles, c’est-a-dire que l'inégalité

B2—AD + AC,— A[F] >o,
soit satisfaite pour toutes les valeurs de

myyi+~mgye—+...+ mp ¥,
H.P. — 1L 23
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Comme les constantes «; sont arbitraires, nous prendrons
(9) Ay =0y =.0.=UAp=0.

Nous ne restreignons pas ainsi la généralité, comme nous le
verrons bientot.
Cela reyiendrait d’ailleurs au méme de supposer

puisque, si cette condition est remplie, 'expression
Y1+ %Yo+ t+anYVn

devient une fonction de m, ¥+ ...+ m, ¥, seulement, que Pon
peut faire rentrer dans f.

Quoi qu’il en soit, si 'on suppose les conditions (9) remplies,
Péquation (8) se simplifie et s’écrit

(8bis) Afr1=C,—[F,]

Supposons alors que 'on construise pour diverses valeurs de la
constante C;, des courbes en prenant pour rayon vecteur f’ 4 une
constante quelconque et pour angle polaire

myy{+meye+...+ Mu Y,

on obtiendra une figure tout a fait pareille a la fig. 3.

Supposons pour fixer les idées que A soit positif. Alors, pour
que f'soit périodique, il faut qu’il reste toujours réel, c’est-a-dire
que C; soit plus grand que le maximum de [F,].

das . .
Dans ce cas f', et par conséquent ——, est une fonction pério-

d}’i
dique de m ¥y + My Y2 +-- . .+ My ¥ qui ne s’annule jamais.
Ayant ainsi déterminé S,, il s’agit maintenant de déterminer S,;
cette fonction doit étre de la forme

aiyi+adye+.. .+ ALy + @,
» étant périodique, et en général S, doil étre de la forme

af ¥+ a{_,’y2+...+a,’,’y,,+q>,
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% étant périodique; je supposerai pour simplifier
qoo "
ny m

(10)

IR
=

ce qui n’est pas, comme nous le verrons bientot, restreindre la
généralité.

Nous avons

das
025 | _
_ [Zni %] = C,— Gy,

équation analogue a la premiére des équations (6). Si les condi-
. . e .
tions (10) sont remplies, on aura C),= C, et en particulier C; =C,.

Cela posé, revenons 4 la troisiéme équation (3) qui peut s’écrire,
maintenant que nous nous sommes donné G, et que S, est enlié-
rement déterminée,

dS,

(11) =al d‘y? = ¢.
2z

La fonction connue ® est périodique en ¥y, ¥2, «« .+, ¥a-
Soit donc

D =ZAcos(pyi+payat.. . Pa¥a+ B),

I'équation (11) donnera

) Asin{pryi+pays—...+payn—+P)
P18+ pany—+...+ppnl
+4‘(m1_71 +myye+...+ mn}’u)y

S,

{ étant une fonction arbitraire de n, ¥+ Mmoys .. .4 My yp.
Cette solution deviendrait illusoire si, pour un terme quelconque

de @, on avait
Pln?—r—pgng+. . .+p,;n3= o,

c’est-a~-dire
Mais cela ne peut arriver parce que
[@] =o0.

En effet, nous venons précisément de déterminer S, de telle
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facon que les valeurs moyennes des deux membres de la troi-
sitme équation (3) soient égales. 1l doit donc en éire de méme
des deux membres de I'équation (11), qui ne differe de la troi-
siéme équation (3) que parce que certains termes onl passé d’un
membre dans l'autre.

Or -
ds
o @S| _
[2 ‘ d)’i] =
puisque
Cy= G
Donc
[#]=o. C. Q. F. b,

Pour achever de connaitre S, il reste & déterminer la fonction

arbitraire
¢ =1[8S:].

A cet effet, égalons les valeurs moyennes des deux membres de
la quatriéme équation (3). Il vient, en vertu des relations (10),

[ 5]

dxF, dS; dS, d2F, iS_i d[Ss]
dz;dxy dy; d_yk “dy

et de plus

= dxid:r;, dyi dyk ’

puisque Sy ne dépend que de m, )y + mays +. ..+ M, yq. Nous

obtenons donc
1N @2F, dS; d[S,]
2 dzidzr dy: dyg

=[®].

Si nous désignons par [S)] la dérivée de [ S,] par rapport a

MyYi~4.o.t My Va,

il viendra
S, . d[Ss]
E = ’nlf7 d_}’lc

= m;[S;],

et nous pourrons écrire

1 d2F,

. ’ . [q)
E dz',a';; mlmk[sz] -

s

Comme f’ ne s’annule pas, [S,] est une fonction périodique de
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my,=+...+ mu¥n, qui ne devient pas infinic et [S,] est de la

forme
a(my,+...4+~mpyn)+ 4,

a étant un coefficient constant et ¢ une série ordonnée suivant les

sinus et cosinus des multiples de my+ Mmaya—4...+ M yy.
S, étant ainsi entiérement déterminé, la quatriéme équation (3)

s’écrit

dS;

Tnp? 223
ny o

=@,
elle prend une forme tout & fait analogue a-celle de 'équation (11),
et se traile de la méme maniére. Et ainsi de suite.

J'al dit plus haut que les hypothéses (9) et (10) ne restrei-
gnaient pas la généralité.

Et en effet considérons une solution de notre équation fonda-
mentale et conforme & ces hypothéses (g) et (10); soit S cette
solution et soit

S=Si+yVpSi+pSs+....

Soit, d’autre part,
Sp = 1’?}’1 +.Z‘g}’2 R e .’l‘,ol_}"u
et

Sp=aly 4+ abys+...4 aby, -+ fonction périodique.

Les « satisferont en vertu des hypothéses (9) et (10) a la condi-

tion
P p p
% _ % 23
my my my

" et seront d’ailleurs des fonctions des constantes d’intégration z¢
et Cp.
Comme les z} sont des constantes arbitraires, je puis les rem-
placer par des développements quelconques

les 82 étant de nouvelles constantes arbitraires.
Si dans S nous remplagons les z} par ces développements, puis
que nous ordonnions de nouveau par rapport aux puissances
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de \/p, il viendra
S =8+ y/pS;+ pSh+...,
ol
S,=dfyi+afys+...+ ol y,+ fonction périodique,

et nous aurons pu choisir les B? de telle fagon que les con-
stantes aF solenl quelconques.

Nos hypothéses n’ont donc apporté a la généralité aucune res-
triction essentielle. €. Q. F. D.

Cas de la libration.

203. Qu’arrivera-t-il maintenant si G, n’est pas plus grand que
le maximum de [ F] et si par conséquent S, n’est pas toujours réel?
Dans ces cas oul'on dit qu'ily a libration, certaines difficuliés se
présentent que ’on peut vaincre par un artifice analogue a 'em-
ploi que nous avons fait des fonctions elliptiques dans le n° 199.
Pour simplifier un peun I’exposition je supposerai

my=1, my=m3=...=m,=0.

J'en ai le droit, car, s’il n’en était pas ainsi, je pourrais faire un
changement de variables analogue au changement de variables (3)

da n° 202.

. ds,
Nous ne pouvons plus nous arranger de maniére que les

d)’i
soient des fonctions périodiques de ¥y, ¥, «.., ¥r; Mais nous
pouvons du moins chercher a trouver une fonction S telle que

les 2Sp soient des fonctions périodiques de
avi

_}’2; _73: ceay )’/l-

Alors ce que nous avons appelé [U] dans le numéro précédent
n’est autre chose que la valeur moyenne de U considérée comme
fonction périodique de 32, 3, « <+, Yau.

On a done
0 dSp
i

¢ —_] = const.,

(12) [Zn dy;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



METHODES DE M. BOHLIN. 353

[@] [@] [@]
dys ’ dy; ’ ’ dyn

se réduisent & des constantes et, d’autre part, la relation

et en effet

Em,-n? =o0
se réduit icl &
n§=o,

de sorte que le premier membre de (12) ne contient pas de terme

en | =2].
Y ds
Je pourrai supposer que non seulement les 3‘7’?, mais encore
i

les S, (du moins pour p>o0) sont des fonctions périodiques
de ¥a, ¥3y -+ +s ¥n; c'est ]a une hypothése identique aux hypo-
théses (g) et (10) du numéro précédent qui, nous 'avons vu, ne
restreignent pas la généralité. Si on 'admet, la constante du second
membre de (12) est nulle.

Cela posé, reprenons les équations (3) du numéro précédent. La
seconde nous apprend que S, ne dépend que de y, et la troisiéme,
quand on égale les valeurs moyennes des deux membres, donne

1 d2F0 (d81

2
(13) s Dot () = G—1Fa)

ce qui détermine S,.
En tenant compte de I'équation (13) la troisiéme équation (3)
devient

0 dsi__ n ~
(14) —Zn; '@;‘—[Fl]—r‘l-

Comme le second membre est une fonction de ¥y, ¥3, « v o) ¥
dont la valeur moyenne est nulle, I'application d’un procédé d'in-
tégration dont nous avons déja fait usage bien des fois nous don-
nera S, 4 une fonction arbitraire prés de y,, ¢’est-a-dire que I'équa-
tion (14) nous fera connailre

Sy —[S.]).

Pour déterminer [S.] prenons la quatriéme équation (3) et
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égalons les valeurs moyennes des deux membres, il viendra

d*F, d[S,] dS,

—— =[®].

(15) dx} dy, dy

Nous tirerons de la la valeur de [S,].

Conpaissant S, et tenant compte de (15), nous pourrons écrire
la quatri¢me équation (3) sous la forme

—=n! Z}Sj‘ =&,

La valeur moyenne de ® étant nulle, cette équation, qui est de
méme forme que (14), se traitera de l]a méme maniére et nous don-
nera

S; —[Ss]
et ainsi de suite.

. . dS, . . 4, ., :
On voit que les fonctions # ainsi déterminées sont des fonc-

tions uniformes de y, et de /C, —[F,].

206. Pour étudier plus complétement nos fonctions, il faut
faire un changement de variables. Pour cela introduisons une
fonction auxiliaire T définie de la facon suivante; nous aurons

T=T0+T[\/;+T2P~
et
To=2y1+ 2ys+...+ 2} ¥,

ou les z} seront des constantes qui satisferont aux conditions

Fo=Co, nl=o.

En d’autres termes, T ne sera pas autre chose que ce que noas
avons appelé S,.

Pour définir T, nous partirons de la méme équation qui a servi
a définir Sy, c’est-a-dire de I'équation (7) du n° 204, o nous rem-
placerons S, par T, et C, par C,, ce qui nous donne

2 dZFo dT1 dT1

(7 bis) Teidzl dy: Ay = Cy—[Fy].
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J'y adjoindrai les suivantes (ou les z; sont des constantes)

o =z; (i=2,3, ..., n).

Il importe de remarquer qu’en faisant cette derniére hypothése
je définirai T, comme j’ai fait plus haut pour S, mais en m’écar-
tant des hypothéses (9) qui exigeraient que les constantes x|
fussent nulles.

Comme les coelfficients ne dépendent que des z?, ce sont

Fo
dx?dz, T
des constantes; si donc je remplace les ?i_y_: par les x}, I'équa-

tion (7 bis) deviendra

dT,\? aT,
(8 te") A(W) +2B:i;—‘ +D—C2—[F1],

ol A est une constante, B et D deux polynomes homogénes par
rapport aux z;, le premier du premier degré, le second du second
degré. Nous tirerons de la

dT’__E—o-\/BZ D Gy LF,)
el Vi il G .

2 ATATR T A
Je poserai
Bt D G _ .
ATATAR T
et pour abréger 'écriture
(Fil= A4,

d’ot

B -
Ti=z3)e+opys+...+ 2, )0 — —% +fdyn/x1—4»-

Nous déterminerons ensuite T, par équation

dT,
Zn‘? — =F,—[F
i d]fi 1 [ 1]7
analogue 4 ’équation (11) du n° 204.
Cette équation détermine T2, comme nous ’avons vu, & une {onc-
tion arbitraire prés de y; nous pourrions, sans inconvéuient, faire
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un choix quelconque; nous supposerons par exemple

[T:]=0o0.
Je poserai
Enlxi=—C,.

Il résulte de 1a :

1° Que T, est une fonction périodique des y; qui ne dépend pas
des z;; car il en est ainsi de F, et de [F,] olt nous avons supposé
tout simplement que les z; étaient remplacés par les con-
stantes x}.

2° Que si dans le premier membre de I’équation (2) du n° 204
on remplace S par T, ce premier membre se réduit a

Co—l—Cl\/;—f—ng.,

ades termes prés contenanl it/ en facteur; car les fonctions T,
T, et T, satisfont aux trois premiéres équations (3), sauf que dans
la seconde de ces équations le zéro du second membre doit étre
remplacé par C,.

Posons maintenant

dT B — dT
= S5 et Vi(—§ V) e

dyy dyi
c_dT _ e [ dn
] NT@ TS ) Ve
[
o =T e Tl
l_d}’i = x; &Z; p'+l“"7‘}7;’
,_ar yive dB .
'}/‘_d_x’,-_‘yl\/_”—T%@ (i=2,3,...,n).

Si 'on prend comme variables nouvelles les z; et les y} 4 la
place des x; et des y;, la forme canonique des équations ne sera
pas altérée.

Etudions d’abord la troisiéme équation (16) otr entrent ¥}, ¥,
et x); si nous considérons z#, comme une conslante et si nous
faisons varier seulement y, je dis que y, est une fonction pério-
dique de y.

Clest ici qu'éclate I'analogie avec 'emploi des fonctions ellip-
tiques au n°199. Dans le cas particulier traité dans ce numéro, on
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avait
A=, [Fi]= cosyy,

de sorte que notre troisi¢éme équation (16) s’écrivait

—_ _@f_tiy‘—.
2 v Cs— cosy,

L’intégrale du second membre est une intégrale elliptique et
par conséquent cosy, et siny, sont des fonctions doublement
périodiques de y. Mais deux cas sont a distinguer suivant que

Ca>1 on Co<<1.
Si C; > 1 la période réelle est égale &

T s
2 a Y Cg— cosyy

et si
Gy = cosa <1

la période réelle est égale a

o dy
Vi L

—oz v Gy — cosy,

Dans ce cas particulier d'ailleurs, y, est une fonction uniforme
de ' pour les valeurs imaginaires aussi bien que pour les valeurs
réelles de y,. Mais, dans le cas général, y, est fonction uniforme
de y pour les valeurs réelles seulement et, d’autre part, cos ) et
siny, admettent une période réelle qui est

_\i&f” dy
2 J, Vzi—1{

st & est supérieur au maximum de [$];
B a
Vir [ y‘

si z', est inférieur 3 ce maximum et si 2, — ¢ s’annule pour y, = «
et pour 3, = B et reste positif pour a <y, <C f. J'ajoulerai que
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dans le premier cas y, augmente de 2w quand )|, augmente d’une
période, tandis que dans le second cas, c’est-d-dire dans le cas de
la libration, y/ reprend sa valeur primitive quand y| augmente
d’une période.

Dans le cas particulier du n° 199, non seulement cosy, et siny,
sont fonctions doublement périodiques de y, mais il en est de

méme de /G, — cosyy; quant a

S, =f\/C2—cosy1 dyy,

il augmente d’une quantité constante quand y, augmente d’une
période.
De méme, dans le cas général,

7 ] £ dTl
zy—1% (et par conséquent 71.7'

est une fonction périodique de y;. Cette fonction, de méme que y,,
dépend en outre de z), qui joue un role analogue a celui du module
dans le cas des fonctions elliptiques.

Observons avant d’aller plus loin que la période de ces diverses
fonctions périodiques de y, est proportionnelle & y/p.

Il résulte de 1a que, dans le cas de la libration, x,, z;, ¥, et
_V,f—y,-\/(: sont des fonctions périodiques de y; en outre z, et
z; dépendent des y;, mais ce sont des fonctions périodiques de
période 2w de ces n — 1 variables.

Si donc nous exprimons les variables anciennes x; et ; en
fonctions des nouvelles 2z} et y}, il est évident que les z;, les
cosy; et les siny; sont des fonctions périodiques des y;; il en est
donc de méme de F qui est périodique de période 27 par rapport
aux y.

La période sera égale &

B dy
ﬁf“ Vo — ¢

pour y; eta 2m\/u pour les 3}; je poserai pour abréger la période
relative 3 y égale & Py/y; il est clair que P est une fonction
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de x,, de méme que la période des fonctions ellipliques est une
fonction du module.
Si nous posons
, .}’; =3 \/H;
d’or

. . | ary _ .. Y1 4B
(16 bis) = \/m, zz—yz—T%;‘_’

F sera une fonction périodique des s5;; la période sera P pour z,
et 27 pour les autres 3;; F sera en outre fonction des x7; cette

fonction sera développable suivant les puissances de \/E, les trois
premiers termes du développement

CO+CI\/;+C2AU-

seront indépendants des z; et fonctions seulement des x;. Le pre-
mier terme C, est une constante absolue; C, est, par définition,
une fonction lindaire des z; indépendante de z'; enfin on a

B2
—3

Cg = A.Z"l —+= D— A
d’ou il résulte que C, est un polyndme de premier ordre par rap-

q poly P p P
port aux autres z;.

Posons maintenant
F =G, + Fx \/}—"‘7

nos équations deviendront

de; _dF*  ds __ dF*

(t7) T dw de T T dw

Lafonction F* est, comme la fonction F, au n° 123, périodique
par rapport aux variables de la seconde série qui sont ici les 5;.

Toutefois deux obstacles empéchent que les procédés du n° 123
soient immédialement applicables aux équations (17).

1° La fonction F* est bien périodique par rapport aux z;, mais,
par rapport & 5., la période n’est pas 2, mais P.

Poar tourner cette premiére difficulté, il suffit d'un simple
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changement de variables. Si nous faisons

P dz/, 2T I
18) u1=‘f 27:‘, Py = 1;,1

les équations restent canoniques et s’écrivent

du, _ dF* dey,  dF*

(19) ‘dt_dvl’ dt — 7 dw’

I

9 ?dx;_dF* de __dFt n)
dt T ds’ At de, VT o)

et cette fois F* est périodique de période 27 par rapport a
Y1y, B, B3, ceey ZBne

2° S1 lon fait . —= o, F* se réduit & G,, et G, ne dépend pas de
toutes les variables de la premiére série, mais seulement de

’ ’ ’
Loy X3y eeey gy

car n] est nul. Nous ne sommes donc pas dans les conditions du
n® 123, mais dans celles du n° 134; nous allons voir que les con-
clusions de ce numéro sont applicables.

En effet, la fonction qui correspond & celle que nous avons
appelée R dans ce n° 134, c’estici Cy; et il est aisé de voir que C,
dépend de x| et par conséquent de u, et ne dépend que des
variables de la premiére série.

Les conditions pour que le théoréme du n° 134 soit vrai sont
donc remplies et nous devons conclure qu’il existe n fonctions

Uy, Ty Ty, .., T,
qui dépendent de n variables

O1,y T3y, <3y eany Zn
et de n constantes arbitraires et qui satisfont aux conditions sui-
vanles :

1° Quand on les substitue dans F*, cette fonction se réduit a
une constante.
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2° L’expression
uydoy + 2y dzg + 25 dsy +. .o+ 25, dz, = AV

est une différentielle exacte.
3° Ces n fonctions sont périodiques de période 2w par rapport a

1y B2y B3y ..y Bpe

Considérons donc u, et les 2; comme fonctions de ¢, et des z;,
ce qui nous donne n relations entre ces 27 variables, puis reve-
nons aux variables anciennes z; et y; 2 Vaide des équations (16),
(16 bis) et (18); nous obtiendrons ainsi n relations entre les z; et
les y;; en résolvant ces relations par rapport aux z;, nous aurons
les z; en fonctions des y;, et il est clair que :

1° Si I'on substitue dans I & la place des x; leurs valeurs en
fonctions des y;, F se réduit a une conslante.

2° L’expression

(20) Sxidy; = dS

est une différentielle exacte.
Car, d’aprés la forme des équations (16), (16 bis) et (18), la
différence
dS —ypdv

est toujours une différentielle exacte.

3° Si l'on exprime les x; en fonctions de ¢, et des z;, les z,
sont des fonctions périodiques de ces variables; et, de méme, si
I'on exprime les z; en fonctions des ¥, ces fonctions seront pério-
diques de période 27 par rapport & ¥s, y3, « + 5 Ya

11 résulte de la que les fonctions S définies par I’équation (20)
ne différent pas de celles dont nous nous sommes occupés au

numéro précédent, puisque nous n’avons fait intervenir dans leur

définition que I'équation (2) du n° 204 et la condition que les as

dy;
soient périodiques par rapport & ¥a, ¥s; ««+; Yu-
Ainsi les deux systémes d’équations
dv , dy P dz} 273,
Uy = 2171, ZTi= d—zz’ Uy = Py ’ = P—1
(21)
dT d i
e z;,=(—l;£: (i=2,3,...,n), (k=1,2,...,n0)
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et
dsS
(22) g = 3‘}’7
sont identiques pourvu que V satisfasse & I’équation aux dérivées
paruelles
dV dv
(23) F* <371’ p e z,-> = const.,

et a la condition que ses dérivées soient périodiques par rapport
a v, et aux z;, et que S soit définie comme au numéro précédent.

V est développable suivant les puissances de \/; et s’écrit
V=Vo+yVpVi+pVy+....
Chacune des fonctions V; peut s’écrire
Vi=8lo,+Plag+...+BF s, + V),

V étant périodique et les n constantes B analogues aux con-
stantes ;. du n° 123 peuvent comme celles-ci étre choisies arbi-
trairement. On a de méme

S=So+\/l~—lS‘+-..

et nous avons vu que S, dépend encore des constantes arbitraires
que nous avons appelées plus haut a?.

Pour que les deux systémes (21) et (22) soient identiques, il
faut, bien entendu, sil'on a donné aux constantes B* des valeurs
déterminées, que I'on donne aux constantes a? des valeurs corres-
pondantes et inversement.

A chaque fonction V correspond ainsi une fonction S et réci-
proquement.

Mais, dans les numéros précédents, nous avons imposé a nos
constantes a? et par conséquent 3 S certaines conditions qui sont
les hypothéses (9) et (10). Si I'on veut y demeurer astreint, il
faut donc que les constantes B satisfassent deleur c6té & cerlaines
conditions qu’il serait aisé de former. Je dirai seulement que les z;

doivent s’annuler avec /jx.
Les équations (21) et (22) nous permettant d’exprimer toutes
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nos variables en fonctions de n quelconques d’entre elles, sup-
posons que I'on exprime y, et les xx en fonclions de

Y1, .}’2, .73’ LS ) ,}’n-
Soit done
_}’130(91,)’2,_}’3, "-1}’/1,),
Zp=L(1, Y2, V35 o5 )

On voit sans peine que les fonctions § et {x sont périodiques de
période 2= par rapport i chacune des variables dont elles dépen-
dent.

Si nous regardons un instant ¥z, ¥s, +e+, ¥n comme des con-
stantes et x, et ¥; comme les coordonnées d’'un point dans un
plan, nous pourrons envisager les équations

y1="0(o), Z‘1=;l}’,s_’=gl("1)-

Quand nous ferons varier oy, le point z,, yy décrira une courbe
fermée puisque les fonctions § et i reprennent leurs valeurs pri-
mitives quand ¢, augmente de 2.

Ainsi, siyy, ¥3, + .., ¥Yasont considérées comme des constantes,
Uéquation

o= B
dy,

est celle d’une courbe fermée.

C’est 1a le résultat auquel je voulais parvenir; mais il importe
d’en préciser la signification. Nous ne devons pas oublier, en
effet, que tous les théorémes qui précédent sont vrais, mais seu-
lement au point de vue du calcul formel.

Les fonctions 9 et §; sont développables suivant les puissances

de /i, de sorte que nous pouvons écrire

(21) { 1="080(91) + Vb1 (91) + b2 () +. ..,
| 2= g (o) + VEL (1) + G (00) + .-,

et toutes les fonctions 9,(v,) et {f(v,) sont périodiques de pé-
riode 2%,
Les seconds membres des équations (24) sont des séries ordon-

nées suivant les puissances de \/u, mais qui, en général, ne sout

H. P. — 1L 24
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pas convergentes. Les équations (24) ne sont donc vraies qu’aun

point de vue du calcul formel. Ecrivons donc ces équations de
p
nouveau, mals en nous arrétant aux termes en u.*; il viendra

1 14
(24 bis) Y1="00(0y) +p20,(01) +.. .+ p20,(0y),

1 L4
@i =L (91) + 2Ll (01) .o 2L (0n)

Les équations (24 bis) définissent évidemment une courbe fermée.
Supposons qu’éliminant ¢, entre ces deux équations on les résolve
par rapport a z;, il viendra

1 b4
(25) -Z‘1=P0+H2P1+...+1J.2Pq+....

Pg, Py, ..t Py, .o sont des fonctions de y,; le second membre
de (25) est une série indéfinie, mais convergente; et 1'équa-
tron (25) est celle d’une courbe fermée.

En vertu des principes du calcul formel, lu valeur de #, ainsi
obtenue ne peut différer de 5378_ que de quantités de I'ordre
1
Pt

de w * ; nous aurons donc

dS, p ds,

=22 . P,= 22r

Po = d}’i H 1 d}’i

mais nous n’aurons pas

dS
Ppwy = S22t
Maintenant la courbe
dS, 148, 2 48
6 = — 4+ p? = +... et 4
(26) o dys * day, ¢ dyy

esl-elle une courbe fermée?
Reportons-nous a V'équation (15). Comme, dans le cas de la

. . das sy
libration, @1 s’annule pour deux valeurs différentes de 3, on peut
1

se demander si

. dS
et par consequent 2 ne pourront pas

d[S,]
dy, dyy
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devenir infinis. Il n’en est rien parce que [®] s’annule en méme
dSy . , . .

temps que - ; mais poussons I'approximation plus loin.
da[8,]
d_}’]

Nous trouverons pour définir une équation analogue 4 (13)

d2F, d[S;] ‘_li
dz} dy, dy

=[®]+ Cs;

d[S;]
d‘yl . . .
Nous pouvons, il est vrai, disposer de la constante C; de fagon

va-t-il cette fois devenir infini?

que ?;—3 ne devienne pas infini pour I'une des valeurs de y, qui
1
annulent %,5—1; mais, en général, [®]+ C; ne s’annulera pas pour

lautre valeur de y, qui annule —575,5; donc Z—;: deviendra infint
quelle que soit la constante C,.

Ainsi I'équation (26) ne représentera pas une courbe fermée
parce que le second membre deviendra infini.

Quand donc j’ai dit plus haut que la courbe

_ds
x,_a

est fermée, cette assertion ne pouvait avoir par elle-méme aucun
sens puisque la série S esl divergente.

Voici ce quelle signifiait :

Elle signifiait qu’on peut toujours trouver une fonction @,
de y, et de p développable suivant les puissances de /i et telle
que 'équation
dS, _ ds, ds, Bds, B

+ @ ——+}L-——1+...+p.2——-+}1

= I dy, Y ay dy:

soit celle d’une courbe fermée.
Un exemple simple fera mieux comprendre ce qui précéde.

Soit la courbe
r=y1—yi+ py3.

C’est une ellipse. Développons le second membre suivant les
puissances de p et arrétons le développement, par exemple, aux
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termes en 2, il viendra
© y! p2 }/2

2=Vi=r+ =

ce qui n’est pas ’équation d’une courbe fermée puisque le second
membre devient infini pour y = *=1.

Toutes ces difficultés, purement artificielles, sont évitées par le
changement de variables (16).

Cas limite.

207. Passons enfin au cas ou G, est égal au maximum de [F,]
et qui est intermédiaire entre le cas ordinaire et celui de la libra-
Lion.

Reprenons les équations (3) du n° 204 et les équations (13),
(14) et (15) du n° 205. Je suppose toujours my=1, m;=o
(pour Z > 1) et par conséquent n} = o. Dans ce cas le radical

VG —[F1]

. ds
et par conséquent —— ) est, comme nous I’avons va au n°® 200,
d}’i

une fonction périodique de y,, mais dont la période n’est plus 2=,
mais {w. Cette fonction change de signe quand on change j
en ¥, + 2x; elle s’annuale pour une seule valeur de y, comprise
entre o et 21 et qui est précisément celle qui fait atteindre a la
fonction [F,] son maximum. On peut, sans restreindre la généra-
lité, supposer que cette valeur est égale & zéro. Alors on aura

ds;y _

dy; = °
pour

yi=2kx

quel que soit I'entier £.

J’al expliqué tout cela en détail au n® 200.

Considérons maintenant les équations (3) ainsi que les équa-
tions analogues a (13) et & (15) que 'on obtient en égalant les
valeurs moyennes des deux membres des équations (3). Ces équa-
lions nous permetiront, ainsi que nous l'avons vu, de déterminer
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par récurrence les fonctions S, et elles nous montrent tout d’abord

que les (fi—jﬁ seront des fonctions périodiques des y, la période

étant 27 par rapport & ¥s, ¥3, ..., ¥ €t 4% par rapport a ¥,.

Si les constantes C, sont nulles, pour un indice p impair, ce
que j'ai d’ailleurs supposé en écrivant les équations (3), ces équa-
tions (3) ne changeront pas quand on changera y, en y, + 2=, ni

quand on changera \/—pj en — \/E

On en déduirait, par un raisonnement tout pareil a celai que j’ai

fait au n® 200, que % se change en
H

ds,
e ok

quand y, se change en y+ 2.

Donce glj_’; est une fonction périodique de période 2w par rap-

port a y, si p est pair.

Si p est impair, cette fonction change de signe quand y, aug-
mente de 2.

Maintenant voici la question qui se pose :

Les fonctions % sont-elles finies?
1

Nous avons pour déterminer [ S,] ’équation (15)
d2F, d[S,] dS,

2zt dy, dp L

et plus généralement pour déterminer [S,]

d*F, d[S,] dS;
(27) =t dy, dy

= [q)] -+ Cp+1,

Cpy étant nul quand p + 1 est impair.

La fonction [®] du second membre de (27) dépendant seule-
ment de y,, je la poserai égale a ¢, (y1)-

On verrait aisément par récurrence que

Opr1(y14+2m) = (—1)P+1gp g (J1).

. . d[S N . .
Il pourrait arriver que —7[1% devint infin1; car % peut s’an-
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nuler pour y, = 2k et il pourrait se faire que pour cette valeur
de 3, le second membre de (27) ne s’annulat pas.

Si nous voulons donc que les dt[is”] demeurent finies, il faul
donc que
(28) ©p+1(0)+ Cpr1=0pyy(27)+ Cprr1=o.

Si les conditions (28) sont remplies par toutes les valeurs de p,

. ds .
et par conséquent aussi les —-~ resteront finis.

4[Ss]
les = :
Si p + 1 est pair, on satisfera facilement aux équations (28); la
constante Cpyy est en effet arbitraire et il suffira de la prendre
égale a
— 9p+1(0) = — @pay(2m).

Mais, si p + 1 est impair, Cpyy est nul et nous devons satisfaire
a la condition

(29) f?pH(O):O
qui entraine d’ailleurs la suivante
Pp+1(2T) = 0.

Comme nous ne disposons plus d’aucune arbitraire, cette con-
dition (29) doit étre remplie d’elle-méme; c’est en effet ce qui
arrive, mais cela exige une démonsiration spéciale que je vais
donner dans les numéros suivants.

208. Supposons d’abord qu’il n’y ait que deux degrés de liberté
et par conséquent quatre variables seulement &, 1, )1 €t 2.

Reportons-nous aux n° 42, 43 et 44; nous y avons vu qu’a
chaque systéme de valeurs des moyens mouvements

[ [1] o
Ny, Ngy .oy N

qui soient commensurables entre elles, correspond une fonc-
tion [F,] et qu’a chaque maximum ou & chaque minimum de cettc
fonction correspond une solution périodique.

Or, dans le cas qui nous occupe, les moyens mouvements sont

au nombre de deux
nd, ni,
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et 'un d’eux n? est nul; les valeurs des deux moyens mouvements
sont donc commensurables entre elles. De plus la fonction [F,]
admet un maximum absolu qu’elle atteint pour y, =o et qui est
égal &4 C;. A ce maximum doit donc correspondre une solution
périodique. Soit

(30)  @=d(t), @w=d¢a(), yi=¥1(0)  ya=15(8)

cette solution. Comme | est nul, quand ¢ augmente d’une période,
4y, ¥, et ¢, reprennent leurs valeurs primitives, tandis que y,
augmente de 2.

Si nous éliminons ¢ entre les équations (30), il vient

(31) zy=0,(r2), @e=10:2(p2), y1=03(ys),

les fonctions 8 étant périodiques de période am.

Les exposants caractéristiques sont au nombre de deux et d’aprés
le Chapitre IV doivent étre égaux et de signe contraire. De plus,
comme la solution périodique correspond & un maximum et non
a un minimum de [F,], ces exposants doivent étre réels, en vertu
du n° 79, et la solution périodique doit étre instable.

Cela posé, nous allous faire un changement de variables analogue
a celui du n° 143.

Soit

S*=alys+ 0+ & y1+y10 — 2| 03,

ol O est une fonction de y, définie par la condition

48 _ o o
dy: ' dye
La forme canonique des équations ne sera pas altérée si je prends
pour variables nouvelles z; et y; en posant

ds* . dSs*
z; = d}’i’ Yi= a—};'
L
On trouve ainsi
o . o de db, , db
(32) §x1—1‘1+°1, ”"’”2+d_ﬂ+7‘3;;““’”lzf,

Yi=ri+0;  yi=y,
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d'ou
d9, , dbs

— ! LA R —
T =xy+ 0+ ¥ Zrs zy s

Quelle sera la forme de la fonction F exprimée a I'aide des
nouvelles variables?

Observons d’abord que §,, 8, et §; sont, en vertu des n'* 42 a 44,
développables suivant les puissances croissantes de [ et que,
pour @ = o, elles se réduisent & des constantes

9 9
xri, &3 et o.

On voit ainsi que #4, ¥, et Z, sont des fonglions de z', =, ¥,
et », et de ., développables suivant les puissances de p et pério-
diques par rapport ay),. Pour p = o, elles se réduisent a

/ ! "
2= 2y + 29, zy=2y+ 23, yi=x1

Donc F conservela méme forme quand on 'exprime en fonction
des variables nouvelles : je veux dire que F est développable sui-
vant les puissanees de \, et périodique par rapport 3 35, mais F
n’est pas périodique par rapport a y,.’

Les nouvelles équations canoniques

dx’; dF dy; dF

ar; _ , @ ar
dar = dy, dt dz,
admettent évidemment pour solution
z7 = o, x5 =o0, yYi=o,

puisque les anciennes admettaient
zy =8, xy =8, 1= 0;.

Nous en concluons que les trois dérivées

4aF  dF = ap
dyy’ dy, dx

s’annulent a la fois quand on y fait
Zy=zy=y1=o.

’ . S , . .
D’autre part, quand on fait ', = x, =y’ =0, F se réduita une
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constante que j'appellerai A et qui est d’ailleurs développable
suivant les puissances de y.

Posons
F'=F—A;

F’ sera développable suivant les puissances de x|, z), et 3/, pour
les petites valeurs de ces variables; le développement ne contiendra
pas de terme de degré o, et il ne contiendra d’autre terme du pre-
mier degré qu’un terme en . Les coefficients du développement
: !
sont des fonctions de p et de .
Considérons alors I'équation .

(L8 ) =
ayy dyy T ) =0

cherchons a y satisfaire en faisant
(33) S =S, -+ VRS + pS)+....

Nous déterminerons par récurrence les fonctions S}, a l'aide
d’équations tout & fait analogues aux équations (3) du n° 204 et
qui n’en différent que parce que les lettres y sont accentuées el
que les constantes C, sont toutes nulles.

Remplagons dans F’ la fonction S’ par sa valeur (33) el déve-
loppons ensuite ¥’ suivant les puissances croissantes de \/p.

Soit

F'=y+ v+ plat. ..

ce développement. Alors ¢, va, pour les petites valeurs de y/,

. . . ds
z', et ,, élre développable suivant les puissances de y, des WZ’
ds;,
des 2.
dy;

Les coefficients du développement seront des fonctions pério-
diques de y},; mais le point sur lequel je veux attirer 'attention,
c’est que le développement ne contiendra pas de terme de degré o
et que les seuls termes du premier degré seront des termes en

dsy
dvy
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Nous allons donc avoir a délerminer

. sy —~1[S;
par des équations
dsS!
(34 nt &2 _ ¢
) 2 d.}’z

analogues a (14) et 4 déterminer [S;] par des équations

d?F; d[Sq] 45 —[¥]
de'? dy, dy}

(33)

analogues & (13), les constantes analogues aux C, étant toutes
nulles.

Les fonctions @ et @' qui entrent dans les seconds membres

de (34) et de (35) peuvent étre développées suivant les puissances

, S, . . K
de y/,, %, j—;fet les seuls termes du premier degré sont des

S
termes en e
Ve
Je dis que non seulement la valeur | = o n’est pas un infini

]

ds} . . s . .
pour les —* et les =, mais que c’est un zéro, a savoir un zéro
dy’s dy' ’

simple pour les diffl; et un zéro double pour les 3;:

En effet, démontrons ce théoréme par récurrence et supposons
qu’il soit déja vrai pour les fonctions déja connues.

Alors la fonction ® de I'équation (34) admettra la valeury’, =o
comme zéro double; et en eflet cette valeur est un zéro simple

pour chacun des facteurs des termes de degré plus grand que 1

du développement de ® suivant les puissances de 3/, des Zid;S,_, et
1
des g% el d’autre part les termes du premier degré de ce déve-
2
. TS dS; K
loppement dépendent des dérivées 3}7,2—' pour lesquelles 3, = o est
un zéro double.
Il résulte de la et de 'équation (34) que y’,=o est un zéro

double pour

ds,

@y
et par conséquent pour

Sy—~[84¢]
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et un zéro simple pour
T dS; _ d[Sq],
dy; @y}

On pourrait ensuite raisonner sur la fonction ® de I'équa-
tion (35) comme on vient de le faire sur la foncti on @ et I'on verrait
ainsi que ', =o est un zéro double pour &' et par conséquent
pour [®]. N

Comme, d’autre part, ¢’est un zéro simple pour %; ce sera éga-
lement un zéro simple pour '

a[5;]
= C. Q. F. D.
dy

Ainsi les fonctions définies par les équations (34) et (353) sont
finies.

Quelle relation y a-t-il maintenant entre la fonction S définie
au numéro précédent et la fonction S’ que nous venons de déter-
miner?

Nous avons
dS =z, dy| ~+ z; dys,

dS'=x\ dy| + z,dys,
d’ou, en tenant compte des équations (32),

dS' — dS = do — d(}’iel),
d’ol

(36) 5—8=86—y0.

Comme §/, © et §, sont toujours finis ainsi que leurs dérivées, il
en sera de méme de S et de ses dérivées.
1l est aisé, en égalant dans (36) les coefficients des puissances

semblables de \/@, de calculer les fonctions S,.
En effet, nous avons écrit plus haut

(33) S' =8+ VpSi+ pSi+...,

mais ce développement est obtenu en supposant que les S;, sont
exprimés en fonctions des variables nouvelles z; et y;; si 'on
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revient aux variables anciennes ; et yi, le développement change
de forme el s’écrit
S'=Si+/pS]+ uSh+...

[¢f. les équations (8) du n° 200].
Soit de méme
£ p
0 =3xpie,  O;=3pieb
Nous aurons alors
(37) Sp="5p— 8, + 104,
équation qui nous montre que I'on peut choisir les constantes Cp, ,

ds .
de telle sorte que les —d7”- restent constamment finis.
1

D’out nous devons conclure que les conditions (29) sont rem-
plies d’elles-mémes.

. . dS
Nous avons vu au numéro précédent que les d—y” sont des fonc-
i

tions périodiques de période 4= par répport a ¥y;iln’en est pas
. ds’, . ds” ' e o
de méme ic1 des WZ ni des T:lﬁ’ parce que I', comme je I'ai fait
observer plus haut, n’est plus périodique en y. Cependant |'équa-
tion (37) nous montre :
dSp . 1. .
1° Que T, st périodique;

"

2° Que Wf augmente de — 479/ quand y, augmente de 4=.

Considérons les équations

. _ ds _ds
(37) 1‘1—3},—1’ xa—m

qui nous donnent z, et z, en fonctions de y, et de y.. Elles ont
une signification intéressante.

Reprenons, en effet, les équations (30); elles définissent la
solution périodique qui nous a servi de point de départ. Nous
avons vu que cette solution est instable.

Donc, en vertu des principes du Chapitre VII, elle donne nais-
sance & deux séries de solutions asymptotiques, dont les équations
générales peuvent étre mises sous la forme

(38) mi=w1(¢, A), @=wy(t A), yr1=wi(f A),  ya=wi(1,A)
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pour la premiére série ou
(39) Zi=m(¢s, B),  Ze=me(f, B), yi=71(¢, B),  va=m5(s, B)

pour la seconde.

A et B sont des constantes arbitraires.

Si entreles équations (38) on élimine ¢ et A, puis u’on résolve
par rapport & z; et £, on obtiendra les équations (37) el I'on
obtiendra encore le méme résultat (le signe du radical \/Cg — [F.]
étant seul changé) si I'on élimine ¢ et B entre les équations (3g).

Il pent étre intéressant de comparer la démonstration qui pré-
céde celles que j’avais données dans le Tome XIII des Acta
mathematica, p. 211 & 216 d’une part, 217 a 219 d’autre part.

209. Occupons-nous d’étendre cette démonstration au cas ol
il y a plus de deux degrés de liberté et, pour cela, cherchons
d’abord a généraliser la notion qui nous a servi de point de départ,
c'est-a-dire celle de la solution périodique (30).

Cherchons donc n 4 1 fonctions des n — 1 variables

Yo X3y ooy Vs
fonctions que jappelleral
M & By B ool Ea
et qui seront telles que les relations
=1, =4 z; =4 (t>1)

soient des relations invariantes au sens donné a ce mot au n°®19.
Cela entraine les conditions suivantes

PO LA L
/cdykdxk_ dy,’
dt; dF dF
(i0) 2t = @
d; dF _  dF —_—
D= G k=mhoomn.

Inutile d’ajouter que, dans les dérivées de F, zi, ¥ el les x; sont
supposés remplacés par 1, § et les £;.
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De plus, les fonctions =, § et & daivent étre périodiques en y»,
Y3y« -5 Ya; elles devront se réduire a des constantes 7, Co et E?
pour . =o.

Enfin je m'impose une condition de plus, je veux que

-Z'gd‘)"—l—xgd_)’z—}—.. e Z‘nd}’n= db + nodc

soit la différentielle exacte d’une fonction § 47,0 de 2, 3y« o, V-
On en tire

, o db (744
(41) Et—m—(ﬂ*"m)aﬁ’

et 'on en conclut que les dérivées de b sont des fonctions pério-
diques. On aura de plus

(42) F(%, &; &, yi) = const.,

c’est-a-dire qu’en remplacant dans F les variables z,, Z; et y, par
les fonctions 7, &; et {, on réduit F 3 une constante.

On vérifierait aisément par un calcul qui rappelle quelques-uns
de ceux du Chapitre XV que la deuxiéme équation (40) est une
conséquence nécessaire des deux autires et des équations (41)
et (42).

Si, en effet, on différentie I’équation (42) par rapport & y, et
qu'on la transforme ensuite en tenant compte de la premiére et de
la troisiéme équation (40) ainsi que des relations

dey | dvde _doy dn dey
d_}’k d.}’k d)’,‘ - d}’z d}’z d_}’lc

déduites des relations (41) par différentiation, on retrouvera la
seconde équation (40).

Nous conserverons donc, pour définir les fonctions 7, §, &; et 6,
la premiére et la troisiéme équation (40) ainsi que les équa-
tions (41) et (42).

Nous allons chercher a développer les fonctions 4, { et § sui-
vant les puissances de 1, sous la forme

N =T+ pm+ pine ...,
(43) =0 +pli+ u2le+...,
0 =00 + b + 20, .. ; £ = Suptl,
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Nous trouvons d’abord, en faisant p = o dans la premiére équa-

tion (40)
o dno

Ing5—=o0
dy ’

ce qui prouve d’abord que 0, ne dépend pas de ya, 33, v+ -, ¥, CE
que nous pouvons écrire
no = [70],

puisque [7,] désigne la valeur moyenne de 1, considérée comme
fonction périodique de ¥, ¥3y -« ) Y-
Il vient ensuite, en faisant . = o dans la troisiéme équation (40),

o d% _ dF,

_EnAm_ dx‘-

Dans le second membre z, et les 2; doivent étre respectivement
remplacés par 7, et £}, et ces quantités doivent étre des constlantes
telles que 'on ait

dFy . aF,
d—xl_—n,_o, d—Zi——nl.

Nous regarderons les n} comme des données de la question de
telle facon que ces équations détermineront les §? et

70 =[Mo].

Notre équation devient alors

d?
v 0 @50
~n d}’k ]
d’ou
Go=[%].
d R
Comme 7,, est une constante absolue, et que (—i% doit étre nul, les
équations (41) nous donneront
go_ o,

i_d_}’i

Si, d’autre part, nous développons la constante du second
membre de (42) suivant les puissances croissantes de p et que
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nous l'écrivions
Co+ Cypp + Cop2+.. .,

I'équation (42), quand nous y ferons u = o, nous donnera

b
Fo (ﬂo: @%) = Cq.

Cetle équation détermine simplement la constante C,, et nous
voyons de plus que

Do =Eys+E3ys+...+ERVn-

Nous connaissons maintenant 7, et §,; mais, quant a &y, nous
savons seulement que Eo est une constante et par conséquenl que

L=I[%]

mais nous ne connaissons pas [5o]-
Egalons les coefficients de i dans la premiére équation (40), il
viendra, si I'on se rappelle que 1, est une constante,

nt dr,y _ dF,
k ays a d_)'t ’

Dans le second membre y,, z, etles z; sont supposés remplacés
par Lo, moetles EY; ce second membre sera une fonction périodique
de ¥, ¥s, -+ -« ¥n, €t sa valeur moyenne, puisque %o, 7,5, & sont
des constantes, sera

5145

Cette valeur moyenne doit étre nulle, ce qui donne une équation

d[Fy] _
d‘}’l =0
qui détermine la constante §,.
Il reste alors
dr,
0 i1
Znf =1,

® étant une fonction périodique connue dont la valeur moyenne
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est nulle, équation d’ou I'on tire aisément
f—[n:].

Egalons maintenant les coefficients w dans I"équation (42) en
tenant compte des équations (41), qui nous donnent
E,_d_&,__ dc“_ﬂ-
i = dyl N d}’i - d}/i’
nous trouverons

@ est une fonction périodique connue dont la valeur moyenne n'a
pas besoin d’étre nulle, puisque nous n’avons pas assujetti f;,
mais seulement ses dérivées, a éire périodiques. Cette équation
nous donnera 8, qui dépendra de n — 1 constantes que nous pour-
rons choisir arbitrairement.

Egalons les coefficients de p dans la troisiéme équation (4o), il
viendra

dt a*F
0 S1 _ 0
(46) Inf g ==

La valeur moyenne du second membre doit étre nulle, d’ott

[(l;;o [m]= [‘1’]’

ce qui nous donne [, ] et 'équation (44) nous donne ensuite
L—I%d-

Continuons de la méme manpiére et supposons que l'on ait

trouvé
oy N, -y Yp—ts 80, 01, ..., ep—iy

Co: Ch . ey Cp—‘z; t.p—i‘—[cl)-—i]y
et qll,OIl se PI‘OPOSC de trouver
ey O et Lpo1, Cp—[4n]

Egalons d’abord les coefficients de u? dans la troisiéme équa-
H.P. —1I. 25
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tion (40), il viendra

dn d2F
4 o ZAr Sy
(45) Zn; 7 ¢+ i Lp—1.

Le second membre doit avoir sa valeur moyenne nulle, d’ol

[57 t] =101

dyi
ou
dd‘[yF%I] [cpﬂ] = [CI)]— [fid_y—l; (CP—l— [C[J—l])]a

d’ot nous tirerons [{,_,] puisque §,_y —[{p_i] est connu. Donc
{p_1 est désormais connu, et ’équation (45) nous donne

ip—[np]

Si nous égalons maintenant les coefficients de p? (42), en
tenant compte de (41), il viendra

df
2]22. WE =& — Cp,
d’ou nous tirerons b,.

Egalant enfin les coefficients de p? dans la troisiéme équa-

tion (40), nous trouvons une équation analogue a (44)

d*F,

0 A 4 .
3 P
dz}

/.:d.yk-‘

(46) In

Le second membre doit avoir sa valeur moyenne nulle et cette

condition
d?F,

détermine‘[r,p] et par conséquent 7 p.
L'équation (46) détermine ensuite

oo . L —1%p]
et ainsi de suile.
Nous avons donc pu déterminer des fonctions salisfaisant aux

conditions que nous nous étions imposées et nous avons ainsi réa-
lisé une véritable généralisation des solutions périodiques. Seu-
lement, tandis que les séries qui définissent les solutions pério-
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diques sont convergentes, il n’en est plus de méme de celles dont
nous venons de démontrer I'existence, de sorte que cette générali-
sation n’a de valeur qu’au point de vue du calcul formel.

a

210. Cherchons maintenant a nous servir des résultats du
numéro précédent pour démontrer dans le cas général que les
relations (29) sont satisfaites d’elles-mémes.

A cet effet, posons

S*=apyatayyate A+ 2y a0 —( =)L+ Z y1+ i — 2§
et changeons de variables en posant

ast o ds
d]’i, Yi= ;i_x—',-’

r;=

la forme canonique des équations ne sera pas altérée, et l'on
trouvera

T=xi+n,  Yi=yn—% yi=yi (>,
et enfin
. A9 dag dn dny ,dg
-’l‘l—x;+@;—(ﬂ—ﬂo)gﬁ— E“‘}’i?};’j—xl &
ou, en tenant compte de (41),

dr, ag
zy =2+ bty 5 — &y -

[ ki dy: ' dy:
F conserve la méme forme avec les variables nouvelles, sauf
qu’elle ne sera plus périodique par rapport a y,.

Les nouvelles équations canoniques admettront comme relations

invariantes

! S {
Ty =&, =Y1=0,

ce qui prouve que pour z,= x;=2),=0,0na

dfF _ dF _ dF
dyy — dy;  da}

et que, de plus, F se réduit a une constante A; je poserai alors

F=F—A
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et je verrai que, sil'on développe I’ suivant les puissances de x|,
’ ’ . 3 .
des x; et de y,, il n'y aura pas de terme de degré o et que les
seuls termes du premier degré seront des termes en zy, Ly, ++ ., Z),.
Counsidérant alors 'équation

(as
v () =>

cherchons a y satisfaire en faisant

P
§'= zprs),

et déterminons par récurrence les fonctions S;.

Le calcul se poursuivra tout & fait comme au n° 208.

Les fonctions S; et leurs dérivées seraient encore ici des fone-
tions de ¥, et 'on verrait encore ici que ces fonctions ne devien-
nent pas infinies pour y;,=0; au contraire ), =o0 est un zéro
double pour les

ds,,

— l>l
ay, ( )

’
q

¢ . das
et un zéro simple pour les T
1
Le raisonnement se ferait par récurrence comme au n°® 208; les
équations conservent en effet la méme forme. Je n’en reproduirai
pas ici les détails. Remarquons seulement que 1'équation analogue

a (34) s'écrit

ds;,
n)—2—9¢
k d_}’[. ’
ou
& =ZAcos(Myy+...-my ¥, + w)

est une fonction périodique de »2. 33, ..., ¥n dont la valeur
moyenne est nulle. Les coefficients A et  sont des fonctions de y,
qui, bien entendu, ne sont pas les mémes pour les différents
termes; on en tire

ds,, A
4 Z k €os(Ma Yo+ .- MYy + w).

)% nymg ...+ n)mg

Dire que ), = o est un zéro double pour ®, c’est dire évidem-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



METHODES DE M. BOHLIN. 383

ment que c’en est encore un pour chacun des coeflicients A et par

. ds,,
consequent pOlll‘ —_—

Ay

Le reste du raisonnement est tout a fait pareil a celui dun° 208.
Les fonctions S, sont donc finies et I'on en conclurait comme
aun®208 qu’il en est de méme des fonctions S, et, par conséquent,
que les relations (29) sont salisfaites d’elles-mémes. '
C. Q. F. D.

Relation avec les séries du n° 125.

211. Au n° 123 nous avons défini certaines séries S dont les
premiers termes convergent d’une fagon suffisamment rapide si
aucune des combinaisons

myn}+myn)+...+mypnd

n'est trés petite. Aux n® 204 et suivants, nous avons défini d’autres
séries S dont la convergence reste suffisante méme quand une de
ces combinaisons est trés petite.

Comment peut-on passer des unes aux autres? Ce que nous
avons dit au n° 201 nous permet déja de le prévoir.

La fonction S définie au n° 123 dépend (p. 20) d'une infinité
de séries de n constantes arbitraires; a savoir de

0 0 0
Z3, Xyy ..y Tpy
G115 @12y, «-.. Xy py
Ao.15 2.2, <.y @y

Mais nous ne restreignons pas la généralité en supposant que
tous les a;.x sont nuls.
Soit en effet

(x) S* =S¥+ u ST+ p2St+...

celle des fonctions S que I'on obtient en annulant tous les a;.x;
elle ne contiendra plus que n constantes arbitraires

0 0 0
zl’ x?? M) x/l'

Les x) étant des constantes arbitraires, nous pouvons les rem-
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placer par des développements quelconques procédant suivant les
puissances des p.
Nous remplacerons donc &} par

2!+ B+ B+,

les B étant des constantes quelconques. La fonction S i laquelle
conduit cette substitulion satisfait comme S* & I'équation (4)
du n° 123; mais les a; 4 ne sont plus nulles et il est clair que 'on
peut choisir les arbitraires $ de facon que les valeurs des « soient
tout 4 fait quelconques. La fonction ainsi obtenue est donc la
fonction S la plus générale.

Revenons a 5*; cette fonction dépend des n constantes x}; mais,
d’auntre part, les » moyens mouvements n} sontaussi des fonctions
des z?, et inversement les z] sont des fonctions des n}, de sorte
que nous pourrons considérer S* comme dépendant de r con-

stantes arbitraires
’ n{, n%, ..., nl.

De quelle maniére les fonctions S; dépendent-elles de ces con-

stantes? Chaque terme de S; contient en facteur le sinus ou le
cosinus d’un angle de la forme

P1y1+pe2Ya+...+payn (les p entiers)

etle coefficient de ce sinus ou de ce cosinus est égal 4 une fonction
holomorphe des ) divisée par un produit de facteurs de la forme

g1nd+ gand—+...+g.nl (les q entiers).

Ce sont des facteurs que I'on appelle les petits diviseurs.

En raisonnant comme nous I’avons fait au n® 201, on verrait
qu’aucun des termes de S, ne peut contenir plus de 2p — 1 petits
diviseurs au dénominateur.

Si'un de ces petits diviseurs, par exemple

mynd 4 mend+...+mynf,

était trés petit, la convergence de la série S* deviendrait illusoire;
remplagons alors comme au n° 202 les constantes d’intégration r;
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par divers développements procédant non plus suivant les puis-

sances de p, mais suivant celles de \/2; soit, par exemple,
(2) nl = 4 a4+ paf ...,

Je suppose que

myal + maad ...+ muaf =
Il en résultera que le développement de
mynd-+mynd+-...+~mynl

commencera par un terme en \/u.
Soit alors

(3) g(;?:(l’t.)’t-*'l’z}’z-'----+Pn.}’n)
un terme .que!conque de S}, ou P représente le produit des petits
diviseurs.

Alors N et P seront développables suivant les puissances crois-
santes de y/u et l'exposant de p dans le premier terme du déve-
loppement de P sera au plus égal a p — 1.

Il résulte de 13 que S*, aprés qu’on y a substitué, & la place
des n?, leurs valeurs (2), est développable suivant les puissances
positives de \/p.

Soit alors

4) S*=Sp+vpS) + pS,) ...

ce développement; il est clair que les divers développements (4)
que 'on peut ainsi obtenir ne différent pas des développements
qui ont fait I'objet de ce Chapitre et que nous avons appris &
former dans les n° 204 4 207. Etudions, en particulier, les pre-
miers termes S| et 8.

On trouvera

Se=S8Si=2{y1+xiys+...+ T Y0

Les z? sont des constantes; ces constanles sont elles-mémes
des fonctions connues des n} et dans Sj il faut y remplacer les n}
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par les &), puisque, pour p.=o, le développement (2) de n? se
réduit & son premier terme, c¢’est-a-dire a af.
On trouvera d’autre part
S(i =EL71+E2}’2+-~ -+En}’n+ U,

3

ou

dz?
(5) . Ei=2m allv-

Les z? étant des fonctions connues des ry, il en sera de méme

dz}
)
an},

Quant a U, il s’obtient de la maniére suivante.

de leurs dérivées et 'on devra y remplacer les n{, par les af.

Prenons dans S}’; tous les termes de la forme (3) o1t le dénomi-
nateur P contiendra le petit diviseur

myn}+mynd+...+~munl

a la puissance 2p —1.
Remplagons dans le numérateur N les n} par les o} et dans le
dénominateur remplagons

(6) mn+mend+...+~mynl
par
(7) myal 4+ meal 4. ..+ mpal=1y;

ce terme deviendra

Ny cos

2p—1 i
2P~ sin

(8) (Pry1+pa¥at...+paYn),

ou N, est ce que devient N quand on y remplace les n) par les «?.

Opérons de méme pour tous les termes de S; qui contiennent
le petit diviseur (6) & la puissance 2p —1 et soit

Up

la somme de tous les termes de la forme (8) ainsi obtenus.

Opérons encore de méme sur toutes les fonctions S%, 83, ...,
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ce qui nous donnera successivement

U, U,
T’ F’
On aura alors
U=E+1:+-I—J§+....
Y Y ¥

Si nous supposons maintenant que hypothése (9) du n® 204
soit satisfaite, nous devrons avoir

B _ & _ b

my my my,
En combinant ces relations avec (5) et avec (7), on peut écrire
§i=m;Av,

A étant un coefficient facile a calculer, dépendant des entiers m;
, o . drf
et des dérivées Z°L.

dan}
On en tire
dS', 1 dUi 1 dUz
— =mAY+ - — + — —— +...,
(9) dyy 12y Ydyr s dry -

et’on en conclut que le carré du second membre de 'équation (9g),

qui doit comme ce second membre lui-méme procéder suivant les

puissances décroissantes de v, se réduira i ses deux premiers termes
dU,

2 A242 hatudt B8
miAY2 +—m A o

11 en résulte une série d’identités

dU, (dUi .
2m1A d_}’i -+ W) =0,
dU, dU,; dU,

2mA — 4+ 2 =
! dyy dy, dys i

qui, indépendamment méme des applications en vue desquelles
ce Chapitre est écrit, sont des propriétés curieuses et inattendues
du développement (1).
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Divergence des séries.

212. Les séries que nous avons obtenues dans ce Chapitre
sont divergentes au méme Llitre que celles de MM. Newcomb et
Lindstedt.

Considérons en effet une des séries S définies au n° 204. Cette
série dépendra d’un certain nombre de constantes arbitraires.

Nous avons en premier lieu

xry, =3, ..., 2.
Ces constantes sont liées entre elles par la relation
mynd 4 myn +...+ mpn) =o.
Supposons, comme dans les n° 203 et suivants,
m;=1, My =1M3 =...=MmM,; =0,

nous avons vu que cela était toujours permis; notre relation

deviendra
dF,

—n?= =
1 9
dx}

Cette équation pourra étre résolue par rapport 4z}, ce qui donnera
(1) ‘T?zw(zg,‘zgi e @)
de plus ces n constantes sont liées 4 G, par la relation
Fo(zf, 23, ..., 2})=C,.
Nous avons ensuite, outre C,,

Ce. Gy, G ....
Nous avons enfin
Oy, A2y .eey Apy
)
a?, ab, ..., ab,

Mais nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que
ces quantités sont liées entre elles par les relations (9) et (10) du
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n°® 204, ou mieux encore nous pouvons, sans restreindre la géné-
ralité, supposer que toules ces quantités «; et af sont nulles.

Les constantes Cy, Cq, ... sont lides par certaines relations
aux arbitraires «; et @?. Si I'on suppose donc que les a; et les a?
sont nulles, C;, Cq, ... deviennent des fonctions entiérement
déterminées des z} et de G,.

1l nous reste donc en tout 7 arbitraires

z3, 23, ..., z) et G,

puisque z est lié aux autres x} par une relation.
Considérons maintenant les relations

YT dn 2Ty, T 2= dyn

Les seconds membres sont des fonctions de
Fir Yoy e Yuy %, 2, o, 2z, Gy
Résolvons alors les équations (2) par rapport a

0
z23, 28, ..., x5, G,

il viendra

z‘?=‘¥i(-1'1, Zys veey Tny Y15 Y2, ""J/ﬂ) (i=2, 3, "‘n))

3
) Co=0(zy, 22, .oy Zny Y1, Y27 »0vs Vn)e

Si les séries S étaient convergentes, les &; et § seraient des inté-
grales des équations différentielles.

Voyvons quelle en serait la forme.

Plagons-nous d’abord dans le cas du n° 204 et supposons par
conséquent que G, soit plus grand que le maximum de [F,]; il en
résulte que

= T
Vet e=wr

seront des fonctions holomorphes de C,, ¥4, 2, ---, ¥a, pour
toutes les valeurs réelles des y; et pour les valeurs de G, voisines
de celle que I’on considére.

Nous avons supposé dans ce qui précéde que F est une fonction
holomorphe des ; et des y; pour toutes les valeurs réelles des y;
et pour les valeurs des x; voisines des z|.
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TR ) 0
De plus, la dérivée seconde de F, par rapport & z] ne sera pas
nulle en général, de sorte que z{ sera une fonction holomorphe
des autres z;.

Il résulte de tout cela que les %iﬁ seront des fonctions holo-
i

morphes pour toutes les valeurs réelles des y; et pour les valeurs
de

-Z‘g, ‘Tgv L] -7:?“ CZ

voisines de celles que I'on considére.

Soient donc
Aa, )\3; ey Ans Y

des valeurs de ces constantes voisines de celles que I'on considére.
Posons

Ay= ?(Ab )‘3.- L) )‘n)-

Les deux membres des équations (2) vont étre développables
suivant les puissances de

Vg, Ti— Xy, ®a—Xa, ooy Tn—RAp, @3—Xy, a3—hsy ...,
23— Ap, C2_'\{7

et suivant les sinus et cosinus des multiples des y;.
Mais, avant d’appliquer le théoréme du n° 30 aux équations (2),
nous allons transformer 'une de ces équations. A cet effet, posons

ry= ‘?('7"2; Tzy ooy Tn)+ \/}lz”p

Alors la premiére équation (2) devient

’ ds dS
@ (23, Xy, - -+, x,,)—!—ﬂx, =@ (@g, Y, ..., TH)+ \/_;L 37: 4@ W: 4+,
ou, en tenant compte des autres équations (2),

.
, ds ds ds
Vewi= e (G G ) mo b o)
das, dS,
.

VG TR gy

Or nous savons que a5, d8 a8,

ol .---, Zn sont nuls, ce qui veut
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dire que les différences

et par conséquent la différence

dS
v (@)‘ o (x}),

sont divisibles par pr. Je puis donc poser

ds dS das
2 (G 7 ) —EE T o =L
d’ou
(%) x;:g%—l—ﬂﬁ—l—dsz\/——}——d—sﬁu.—l—
1

Adjoignons a cette équation (4) les » —1 derniéres équa-
tions (2). Nous aurons ainsi un systéme de n équations dont les
deux membres seront développables suivant les puissances de

, R
Vi Zyy Za—Ag .. Zn— A, -Tg_‘)\m ceny XY — g, CZ—Y

et suivant les sinus et cosinus des multiples des y;.
Pour 1 = o, ce systéme se réduit a

. dS, 0

1= 7 Xy =x;.
d}’l

1l faut donc démontrer que, pour
:Z"1=0, .7‘1:.2'? =).,',

. . ds
. 0 i 1 ’
le déterminant fonctionnel des 2} — x; et de 2y — Fpar rapport

aux z} et & C; ne s’annule pas. Or ce déterminant se réduit a la

dérivée de 8 par rapport a G, ou, si

T —
G =AVG—[F],

-

—_—A -
2y Cy— [F4]
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Il n’est donc pas nul et le théoréme du n® 30 est applicable; si
donc nos séries étaient convergentes, nos équations différentielles
admettraient » intégrales ¢; et § uniformes par rapport aux z et
aux y, et périodiques par rapport aux y. Or cela est impossible.
Donc les séries divergent. €. Q. F. D.

Le méme résultat subsiste dans le cas de la libration; pour s’en
convaincre, on n'a qu’a se rappeler qu’au n° 206 nous avons
ramené nos équations, par un changement de variables conve-
nable, i la forme des équations du n° 134. En raisonnant comme
au Chapitre XIII, on montrerait donc encore que la convergence
des séries entrainerait I'existence d’intégrales uniformes, contrai-
rement au théoréme du Chapitre V.

Méme dans le cas limite, les séries sont encore divergentes,
mais je ne pourrai le démontrer rigoureusement que plus loin.

On peut se demander par quel mécanisme, pour ainsi dire, les
termes de ces séries sont susceptibles de croitre de fagon a empé-
cher la convergence.

Dans le cas particulier ou il n’y a que deux degrés de liberté,
il ne s’introduit pas de pelits diviseurs.

En effet, les équations que ’on a a intégrer sont alors de l'une
des deux formes

ds
0 &P
nj drs = P,
ds, d[Sp] _ o
d}’i dyy

et les seuls diviseurs qui s'introduisent, ngm; et %’., ne sont pas
trés petits. 1

En revanche on a a effectuer des différentialions et, en diffé-
rentiant un terme contenant le cosinus ou le sinus de

Pryi+paysteoict=PaYa

on introduit en multiplicateur un des entiers p; qui peut étre trés
grand.

Ce qui empéche la convergence, ce n’est donc pas la présence
de petits diviseurs s’introduisant par I'intégration, mais celle de
grands multiplicateurs s’introduisant par la différentiation.

On peut aussi présenter la chose d’une autre maniére.
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On a, dans le cas du n° 125 et s’il n'y a que deux degrés de
liberté, de petits diviseurs de la forme

myn$+ mynl;

remplagons-y n} et n} par des développements analogues aux
développements (2) du numéro précédent. Soit, par exemple,

ny = ay; ng=a \/_l-;'-
Nos petits diviseurs deviendront

Moy + M2y \/}:.
L’expression
T

Mmyay —+ Ny ay ﬁ

peut se développer suivant les puissances de \/E_J. et 'on trouve

me ay (mgag)? (maaz)?

Aucun des termes de ce développement ne contient au dénomi-
nateur un trés petit diviseur; car mya, n’est jamais trés petit.

11 est clair pourtant que, quelque petit que soit i, on pourra
trouver des nombres enliers m, et m; lels que .

‘/—Hm,a,_ >1

my g

et tels par conséquent que le développement (5) diverge. On
s’explique donc comment, en substituant, comme je l'ai fait au
numéro précédent, i la place des moyens mouvements leurs
développements (2) et ordonnant ensuite suivant les puissances
de \/it, on arrive a des séries divergentes.

On rapprochera ce que je viens de dire de ce que j'ai dit
aux n* 109 et suivants.
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CHAPITRE XX.

SERIES DE M. BOHLIN.

213. Dans le Chapitre précédent, nous avons montré comment
on pouvait construire la fonction S; pour en déduire les coordon-
nées en fonctions du temps, il suffit d’appliquer la méthode de
Jacobi.

Supposons, pour simplifier un peu, que l'entier que nous avons
appelé m, soit égal 4 1 et que les autres entiers m; soient nuls;
c’est ce que nous avons fait dans les n° 203 et 206, et nous savons
qu’on peut ramener le cas général & ce cas particulier par le chan-
gement de variables (3) de la page 339.

La fonction S, définie dans les n°t 204 et suivants, dépend des n
variables y;; elle contient de plus n constantes arbitraires zj,
3, ..., x5 et Cy; d’autres constantes pourraient s’introduire dans
nos calculs; a savoir x, les Cp, les «f; mais nous supposerons :

1° Que z! est lié aux autres z) par larelation (4) de la page 344;

2° Que les o satisfont & la condition (10) de la page 349;

3° Que les C, sont exprimés d’une maniére quelconque, d’ail-
leurs arbitraire jusqu’a nouvel ordre, en fonctions des autres con-
stantes.

Ainsi S sera fonction de

. 0
Yty Yoy «-en Vs Cs, 'Z'uz’ xg’ seey g

Posons alors

, _das, _ﬂ _ dsS
(1) z;= Zy‘l- Wy = dc,’ Wy = EEE
(E=1,2, ...,n; K=2,3, ..., n).

On tirera de la les z; et les y: en fonctions des w, des z} et
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de C,, et si, dans les expressions ainsi obtenues, on considére
les x} et les G, comme constantes arbitraires et les w comme des
fonctions linéaires du temps, on aura les coordonnées z; et y;
exprimées en fonctions du temps. C’est ce que nous apprend le
théoréme du n° 3.

Mais il est préférable de modifier un peu la forme des équa-
tions (1) et d’écrire

2 ,._ﬁ Bw—ds w+0w—ds
( ) '_d]/[, 1 1_ng, & k l_d_w}:',

les § étant des fonctions arbitraires C, et des x}.

Il est clair que si 'on remplace les équations (1) par les équa-
tions (2), les w resteront des fonctions linéaires du temps; car les 0
ne dépendant que de C, et des x} seront des constantes.

Voici d’ailleurs I'usage que je ferai de ces fonctions arbitraires 6;
je les choisirai de telle sorte que les 2;, les cosy; et les siny;
soient des fonctions périodiques des w de période 2.

Plagons-nous d’abord dans le premier cas, celui ot % est tou-
1

jours réel et ne s’annule jamais et voyons quelle est la forme des
séries ainsi obtenues.

dS . . g
Dans ce cas, les —— sont des fonctions des y périodiques et

dyi
de période 27; quant & S, c’est une fonction de la forme suivante

S=8+pBiyi+ Beyat+.e.+ Ba¥ay

S’ étant une fonction périodique des y et les 3 étant des fonclions
de C, et des z}.
De plus, S' et les  sont développables suivant les puissances

de /u.
Comme, d’aprés les hypothéses faites sur les entiers m;, les con-
ditions (10) de la page 349 se réduisent &

a?=0 (i=2,3,...,n),
on aura tout simplement

62=xgr p3=-2”g: sy pfl:wg'

H. P. — 1L 26
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Si I'on développe B, suivant les puissances de \/p, le premier
terme se réduit de méme a zi.

Je veux que quand
Wiy, Wy ey Wp

se changent en
wi+2kiw, wy-t+2kw, ..., wu,+2k,T,
les k; étant des eutiers, les z; et les ; se changent en
Z; et yi+ 2k,
J'obtiendrai ce résultat en faisant

_ 9B, _ 4B
ac, =g

Il en vésulte que 6, et les 8 sont développables suivant les puis-
sances de y/pt. Pour p=o, B, se réduit & z%; or x¢ est lié¢ aux
autres zjy par la relation (4) de la page 344 qui, dans le cas qui

nous occupe, se réduit &
nd=o.

Donc, pour p =o, 6, et b se réduisent &

Des équations (2) on tirera alors les y; puis les z;sous la forme
de fonctions des w, des z}, de C; et de p. développables suivant

les puissances de /i ; pour u = o, la premiére et la troisiéme équa-
tion (2) deviennent
o dz} dz?
=T, wl+d—z,’; ch=]’1+zlz,g}’k;
quant a la seconde, elle se réduirait & o = 0; mais, si on la divise
par /i et qu’on fasse ensuite p. = o, elle devient

dS,
dc,’

0" Wy =

9, /it étant le premier terme du développement de §,. Si nous
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reprenons les notations du Chapitre précédent, nous pouvons

écrire
, d Ce —| Fy] 1 dyy
s g VT e [ e
L= o AT LA Ve

Le second membre peut se développer sous la forme suivante

1y $(),

v étant une constante dépendant de C, et des z} et ¢ une fonction
périodique.

Nops déterminerons § conformément & la convention faite plus
haut en faisant

0 =1,
d’ou
T(wi—r1)=9.

D’autre part, il vient

dwy 1 I _ 1

driayyAVe—[Fi] 5y, %1

d_}’i
Comme ! et toujours de méme signe, D1 Sera toujours
d}’l (jy‘

positif, de sorte que w, sera une fonction de y, toujours crois-
sante et qui augmente de 2 quand », augmente de 27.
Il en résulte inversement que y, est une fonction de w, toujours
croissante et qui augmente de 2w quand y, augmente de 2.
Nous pouvons donc écrire

JY1=wi+7,

7 étant une fonction de w, de période 27.
Si donc nous ne supposons plus u = o, les premiers termes du
développement de

. Ty Y1s Yk
seront respectivement

dr?

0
Ziy w1+7, Wrp— v
dz},

.

Les termes suivants seront périodiques par rapport aux w, de
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sorte que les x; et les y;— w; seront des fonctions périodiques
des w;.
Nous avons vu que les w doivent étre des fonctions linéaires du

temps de sorte que
w; = n;l + w;,

les =; étant des constantes d’intégralion arbitraires.
Il nous reste & déterminer les n;.
Pour cela reprenons 1’équation (2) de la page 343; le second
membre Cest égal &
C=Co+Cop+Cyp2+....

C, est une fonction des zy; Cs, G, - . . sont des fonctions de C,
et des 2} que nous avons choisies arbitrairement, mais une fois
pour toutes.

I en résulte que C est une fonction de nos constantes C, et 2.

Maintenant la méthode de Jacobi nous apprend que 'on a

dc

010y =— E’

3) dG
nk—l—ekni:—w'

k

Comme les § et C sont donnés en fonctions de C; et des z}, ces
équations nous donneront les n; en fonctions de ces mémes
variables.

Jobserve d’abord que C et les § étant développables suivant les
puissances de \/_, il doit en étre de méme des r;.

Le premier terme du développement de 0, est y/i; le premier

. dC ) ) ,
terme du développement de ac, est s le premier terme du déve-

loppement de n, sera

de sorte que n, s’annule pour u = o0, comme on devaits’y atlendre;
au contraire, pour y. = o, la seconde équation (3) nous donne

dCe .,

ne—— ——, —= Ng.
k d-z'/t:, k

Le premier terme du développement de nj est donc nj.
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Cas de la libration.

: . d
214. Passons au second cas, celui ot Z}S’—l peut s’annuler et n’est
1

pas toujours réel.

Voyons d’abord, ce qui nous sera d’ailleurs surtout utile dans
le numéro suivant, quelle est alors la forme de la fonction S; je
dis que les dérivées

ds, dS, ds,
o d}’z SR~
seront de la forme
(2) Z —,vx—c?s(l’i.”““l’:i}’a‘*‘-- ~+pryn)
dSy\ 1 sin ’
(@

7» P23 P3 - -, Pa 6tant des entiers et A une fonction péI‘lOdl({l.le
de 3, ne devenant pas infinie.

Il est clair d’abord :

1° Quela somme ou le produit de deux fonctions de la forme («)
sera encore de la forme (a);

2° Que la dérivée d'une fonction de la forme () soit par rap-
port & y,, soit par rapport 3 ¥a, ¥3, «.. OU ), sera encore de la
forme (a).

Supposons donc que les dérivées

dS, (_1& dsp—l
dy’ T Ty

soient toutes de la forme () et cherchons 4 démontrer qu’il en

ds,
dy;: )

En effet, ces dérivées nous seront données par une équation de
la forme

sera encore de méme des

k=n

(®

k=2

® étant une combinaison de fonctions de la forme (&) sera encore
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de la méme forme. On déduira de cette équation

ds, das, das,
d}’z’ d.}’a’ ’ ayn

4 SI'_[SP]’

et I'on voit que toutes ces fonctions sont de la forme ().
11 vient ensuite

dISy) dSp _ r4
(1) dy: dy; =[®],
[®] étant de la forme (a); il en sera de méme de d([ijsfi’] et par
conséquent de S, ¢. Q. F. D.

dyi

Malgré la complication de la forme de S, on pourrait former
directement les équations (2) du numéro précédent et en tirer
les z et les y en fonctions des w3 mais il est plus simple d’opérer
autrement.

Nous avons vu en effet au n° 206 qu’en faisant un changement
de variables et en passant des variables z; et y; aux variables «,,
vi, Ty €L 3, on arrive & des équations qui sont tout 3 fait de méme
forme que celles du n® 134. Les conclusions de ce numéro sont
donc applicables, ainsi que tout ce que nous avons dit dans les
Chapitres XIV et XV au sujet du probléme du n° 134.

Il en résulte qu’'on peut résoudre ces équations en égalant «,, ¢,,
les z; et z; & des fonctions de n constantes d’intégralion et de n
fonctions linéaires du temps

W, Wa, ceay Wp.
Et cela de telle sorte que
uy, ei—wi, Tp et Zp— W

soient fonctions périodiques des w, développables d’ailleurs sui-

vant les puissances de /p.
Revenant ensuite aux variables primitives nous voyons que

Zr:y vy el Ybk— Wi, (k >')

sont fonctions périodiques des w.
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On aura d’ailleurs
Wy = n;v 4+ w;,

les w; étant des constantes d’intégration et les »; étant dévelop-

pables suivant les puissances de \/E_J.

Le premier terme du développement de n; est ] el comme 7}
est nul, le développement de n, commence par un terme en \/p.

Toutes ces séries se déduisent de la fonction V définie au
n° 206.

Cette fonction V dépend elle-méme des variables de la deuxiéme

série
Vis D2y B3y eenq Tpy

et en outre de n constantes d'intégration
A, Ray Az evey Amyt
et cela de telle sorte que
V—A1¢;— X983 — A3B3—1s..— Ay 3,

soit une fonction périodique de v, et des z;.
On trouvera ensuite les variables u, ¢y, z} et z; en fonctions
des X et des w & l'aide des équations

_av dv _av
W= d_Vl’

(4)

La maniére de déduire les équations (4) des équations (2) du
numéro précédent est assez compliquée pour que j’y insiste un peu.

Nous avons
dV = uydv+ Zxhdzp+ Swidh;.

Il demeure convenu que l'indice k& varie de 2 & n et I'indice {
de 1 4 n.
D’autre part,
dTl = Zz;dy; + ;/ﬁzzl-dz;-,

viduy = z,dr},

dT = Zzdy; + S apday+ Vo duy.
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402 CHAPITRE XX.

Si nous posons

(5) S =Vyu+ T — Vr(E a2l + uyvy),

1l viendra, par un calcul facile,
dS = Sridy;i+ \/szid)\/,

de sorte que, si nous exprimons S en fonction des y; et des A;, nous
aurons

dS ds
(6) Xy = E}/_," Wiﬁz -d)\—[.

Ces changements continuels de variables pouvant engendrer
quelque confusion, j'insiste un peu :

V est exprimé en fonction de ¢,, zx, A

T est exprimé en fonction de u,, z, ¥:-

S est exprimé en fonction de X; et y;.

Nous avons donc 6 n variables, a savoir

Ziy Yy U1y, P1, gy Bk Ay W

Mais ces variables étant liées par les 4 n relations

e @T, i dT o aT
LR B = BOZ gy
av . av av
U= doy TR dzy T @

il 0’y a en réalité que 2 n variables indépendantes, ce qui nous
permet d’exprimer chacune de nos fonctious S, V, T par le moyen
de 2n variables convenablement choisies.

La fonction V jouit de la propriété caractéristique suivante :

Quand l'un des z; augmente de 2%, les autres variables v¢,, 2
et A ne changent pas, V augmente de 2 whs.

Nous savons en effet que les dérivées de V par rapport & vy et
aux 2z sont périodiques par rapport i ces variables.

Or quand z; se change ainsi en 34+ 27, les aulres z, ¢, et A ne
changent pas; qu’arrive-t-1l?

Les dérivées de V étant périodiques, ainsi que je viens de le
dire, u, et les x; ne changeront pas.
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Pour voir ce que deviendront les i, nous nous servirons des
équations

daT dT
‘/p..,;: E;];, ﬁvl_g—u—l-

Ces équations, qui ne sont autre chose que les équations (16) du
n® 206, montrent que, si 34 angmente de 2w, yx augmente de 2,
pendant que les autres y; ne changent pas.

Dans les mémes conditions T augmente de 2m(z! +\/pz}),
2xxy augmenle de 27y, et par conséquent S de

2@+ vphe).

Il résulte de 1a que les dérivées de S par rapport aux y sont
périodiques par rapport & ¥a, ¥s, -+, Yn-

La fonction S définie par I'équation (5) jouit donc de la pro-
priété caractéristique des fonctions étudiées aux n® 204, 203
et 207.

Elle en différe toutefois par un point important.

La fonction S du numéro précédent dépend non seulement des
variables y;, mais de n constantes

zy, x% ..., z3, G,

D’ailleurs I'analyse des n°* 204 et 205 prouve que l'on peut en
déduire toutes les fonctions S dont les dérivées sont périodiques,
en remplacant ces n constantes par des fonctions arbitraires de n
autres constantes.

La fonction S définie par I'équation (5) dépend des variables y;
des n constantes A;; mais elle dépend en outre des constantes z},
car les z? figurent dans la fonction T et, par conséquent, dans le
changement de variables du n° 206; seulement dans le n° 206,
ainsi que dans le calcul qui précéde, nous avons traité les z;} comme
des constantes absolues; c'est pour cette raison que les différen-
tielles dX; figurent dans 'expression de dV, tandis que les diffé-
rentielles dz) n'’y figurent pas.

Jobserve en outre que, quand y; augmente de 2, la fonction S
du numéro précédent augmente de 2wz}, tandis que celle qui est
définie par I'équation (5) augmente de 2n(x,‘:—|—— \/l._l. )\k)-

J’en conclus que I'on obtiendra la fonction S déduite de I'équa-
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404 CHAPITRE XX.
tion (5) en remplagant dans celle du numéro précédent les con-
stantes xj par xj-+ /it M et la constante Gy par une certaine

fonction
(P(.’I)g, xg? se ey .Z‘?” )‘27 )‘By LRRE] )‘")

Comparons maintenant les équations (2) et les équations (6). On
trouve

dS _ dS do

dhy — dCy dhy’

as _ dS dy v

dig —dC, dg T dx"’

!

]

d’ott, en tenant comple des équations (2) et (6).

Wn/_—elwl d)\

Wk\/}—l = 0,w, d_):lc -+ ﬁ((uk+ 05 wy),

o ()
dx
0= VB, g = NEMS,
(7) 1 <£> ke (ﬂ)
dhy dhy
On passera donc des équations (2) aux équations (6) en rem-
placant les 22 et C, par 2§ + \/phs et ¢ et les 6 par leurs valeurs (7).

Cas limite.

215. Passons enfin au cas limite, celui ou Cj; est égal an maxi-
mum de [F,].

J’observe d’abord que nous pouvons toujours supposer que, pour

Ty=&;=)1=0,
on a
dF _ dF _ dF
=% = @ A =
et que, par conséquent, le développement de ¥y, Fa, ..., suivant
les puissances de z,, des z; et de ¥, ne contient ni terme de degré
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zéro, ni d’autre terme du premier degré que des termes en z.,
L3y ovey Lo

Si, en effet, celan’était pas, on ferait le changement de variables
des n°* 208 et 210 et on serait ramené au cas ol cette supposition
est vraie.

Il résulte de 1a que, si 'on donne aux constantes arbitraires les
valeurs suivantes

=...=z2}=o0 (don 2§ = Cy=0),

on se trouve précisément dans le cas limite et que la fonction S
est telle que les %’ ont un zéro simple et les % ({>1) un zéro
double pour 3, = o. 1l suffit pour s’en convaincre de se rappeler
que, dans le calcul des n°s 208 et 210, on est conduit aprés le chan-
gement de variables & des équations tout & fait analogues aux
équations (3) du n°® 204 et qui n’en différent que parce que les
lettres y sont accentuées et que les constantes Cp sont toutes
nulles (Cf. p. 371).

Donnons maintenant aux constanles zo, x

’ ., ) d'autres

Dy .
valeurs voisines de 0. On pourra encore choisir Gy, Gy, Gg, .-+,
de telle fagon que C, soit égal au maximum de [F,] et que, les
conditions (28) du n° 207 étant remplies, les fonctions S,, Sy, .. .,
S, restent finies. ’

Les valeurs de Cg, Gy, Cg, ... qui satisfont a ces conditions

seront des fonctions holomorphes de z3, 23, ..., z, de sorte que
ClI’= ?P(xg’ 1‘2, ey 1'?1.)-

Ces fonctions, d’aprés ce que nous venons de voir, devront s’an-

nuler pour

zi=x)=...=2z}=o.

Nous avons ainsi défini une fonction S dépendant de » — 1 con-
stantes arbitraires

z8, ..., @I.
Cette fonclion est de la forme

(8) S=fni+aly:+28ys.. - aly.+ 8,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



406 CHAPITRE XX.

B1 étant une constante et S’ étant développable suivant les sinus
et les cosinus des multiples de

71

2’ Yo, V3 -v-y Vne

Cette fonction est d'ailleurs holomorphe par rapport aux z} et,

quand on y fait
ry=z}=...=x}=o,

la dérivée ;,{78 admet un zéro simple pour y, = o et les autres déri-
1
ds
dy;
Pour obtenir une fonction S dépendant de n constantes arbi-
traires, je ferai

vées admettent un zéro double.

Co=‘?o(x2: ceey .’L‘,‘}),
CZ= A —+ ?2(‘23, ceey xﬁ)r
Cb=‘?5(wgy e, 2l),

Cs = 9e(7}, ..., %),

J’aurai ainsi une fonction S contenant les n constantes
A, o2l .., 28,

D’aprés ce que nous avons vu au commencement du numéro
précédent, les dérivées de cette fonction S seront de la forme (a).
Mais il y a plus; soit
A cos
YERY sin(P2Y2rP3ys+...=Pn¥n)
(%)

un terme d'une de ces dérivées mises sous la forme («); je dis que
le numérateur A ne dépend pas de A.

Cela tient a ce que les constantes Cy, Cg, . .. ne dépendent pas
de A

Pour démontrer le point en question, convenons, pour abréger
le langage, de dire qu’une expression est de la forme (&) lorsqu’elle
est de la forme («) et que de plus les numérateurs A sont indé-
pendants de X.
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Supposons que
dSl dsl .. S

1
Eyi’ d}’; 7 dj’i

. . . . A ds 3
soient de la forme («'), je dis qu’il en sera de méme de —-".

by i
En effet, dans équation () du numéro précédent, le second
membre sera de la forme («) : 1l en sera donc encore de méme de

s, dSp, .., 95
dys’ dys’ dyn’

Sp—15s1-

Je dis qu'il en sera encore de méme de

aSp _d[Sp]
d}’x Tdyy

c’est-a-dire que la dérivée par rapport a y, d’une expression de Ia
forme (a') sera encore de la forme («'). Soit, en effet,

< dS{\—7cos
2A(Gr) "

cette expression ol j'ai mis w pour abréger a la place de

. pg_}’z—l'—...—l—])”‘}’".
Sa dérivée est

dS )\ ~7cos 75 d /dS, )2 /dal)—a—icos
(9) Zd_}’l (d}ﬁ in(® )—2 dy (dyl kdy, sin{®)-

Si A est indépendant de 2, il en sera de méme de [%% D’autre

"dS\ 2 . \ ve
part, (W est égal, 4 un facteur constant preés, a
1

M =+ o —[Fy].

2 (s

dyy \dy,

est donc indépendante de ), de sorte que 'expression (9) est de
la forme (o). c. Q- F. p,

Alors dans l'équation (y) du numéro précédent, le second
membre est de la forme (o). 1l en est donc de méme de

Sa dérivée

—v—d[s"] et de dS,

—. c. Q-
dys dys F. b.
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La fonction S va donc étre de la forme
S==3A ﬁ)"’c‘.’s(w)
Ay sin

(10) dS,\-7
+‘/‘ZA1(d—_y,> aAyy+ 23ys+2dys+...+ 2y

— —

Quand dans cette expression on annule les constantes
)‘; xg’ 'Tg,- “eey .Z',%,
A admet un zéro d'ordre ¢+ 2 et A, un zéro d’ordre g -1
. as . ,
pour ¥; =0} cela est nécessaire pour que o ait un zéro double
&

et a8 un zéro simple
dy1 pe-

Cela posé, nous allons avoir 4 envisager les équations suivantes,
analogues aux équations (2)

L_ds

l_d.}’i

. ds

(2 bis) 0|W1=7)\"
9 ds
\W/c-'l— kWi:d.Z“/:..

Dans ces expressions on devra, apreés la différentiation, faire

Mais on peut aussi, méme avant la différentiation, faire
- A=z)=o
dans la premiére équation (2 bis),
z?=o0

dans la seconde,

dans la troisiéme.

L’essentiel est de ne pas annuler avant la différentiation la
variable par rapport & laguelle on différentie.

La premiére équation (2 bis) nous apprend que les x; sont déve-
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loppables suivant les sinus et les cosinus des multiples de

Y1

'77 Y2y Y3y e-ey Ve

Considérons maintenant la troisi¢éme équation (2 bis); st 'on y
fait =0, on voit que S est de la forme (8) et en différentiant
I’équation (8), on trouve

ds _ s S
dz =n d.z‘“ dz? /:
d’ou
dﬁ ds’
(1) w0+ wp =y daf"‘ +YVi+ dxk.

Le dernier terme du second membre est développable suivant
les sinus et les cosinus des multiples de

y_i’ Y2, Va3 ceey Va-

2

Passons a la deuxiéme équation (2 bis); pour av01r Je diffé-

rentie I'équation (10) aprés avoir fait 2 =o.
11 vient alors

d3,

dy,

=D VX =[F]

(D étant une constante); car ¢, devient nul.
On a donc

1) R ==X AR (T sy + R .

Nous ferons aprés la différentiation ) = o; alors, pour 3, =o,
dSy
dy
d’ordre ¢ + 1.

Il en résulte que le premier terme du second membre de (12)
reste fini, mais que dans le second terme la quantité sous le

admet un zéro simple, A un zéro d’ordre ¢ + 2 et A, un zéro

signefadmet un infini simple pour y, = 2 A=, de sorte qu’on peut
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la mettre sous la forme
o

2sin}—,1
2

+f(.}’1)7

S(¥y) étant une fonction finie et périodique.

L'intégrale elle-méme devient donc logarithmiquement infinie
pour yy=o0, y,==2%, ...; je veux dire qu’on peut la metlre sous
la forme

alog tang% “+¢,

¢ étant une fonction de ¥, qui reste finie pour toutes les valeurs
de ¥, et « une constante.
On a done
ds
o= log tang% ~+~Yyi+ 6,
v étant une nouvelle constante et ® une fonction développée sui-
vant les sinus et les cosinus des multiples de

J1

7) Y2, Y3 sees Y

d’ou
(13) w101=alogtang‘%’- “+Y¥1-+ 6.

1l s’agit maintenant de se servir des équations (11) et (+3) pour
trouver les y en fonctions des w.

Les seconds membres de ces équations (11) et (13) étant déve-
Ioppables suivant les puissances de \/F, cherchons les premiers
termes du développement.

Le terme indépendant de \/_}1 se réduit & zéro dans le second
membre de (13) et &

d.:rg -
dx/ot .71 }’k
dans le second membre de (11).

Quant au terme en /i, il doit se réduire dans (11) et dans (13)
respeclivement &

- dS, - ds, .
\/Hg;(l,; et \/P-—ﬁ,
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pour la premiére de ces quantités je me bornerai & remarquer
qu’'elle dépend seulement de y,, et pas de y3, y3, «+-, ¥n-
Quant i la seconde on trouve, en faisant,

A= .Z‘,':: =0,
aprés la différentiation

8 _D r_dy,

d\ 2 ] V—F,
Cela posé, considérons les seconds membres des équations (1)

et (13).

Ce sont r fonctions de y4, ¥3, .. -, ¥n; leur déterminant fonc-
tionnel A par rapport & ¥y, ¥3, - . ., ¥ est divisible par y/it; mais
si on le divise par \/—p, puis qu’aprés la division on fasse p =o,
ce déterminant fonctionuel se réduit 4

2y — F1

Cette expression ne s’annule pour aucun systéme de valeurs
des y, puisque F, n’est jamais infini.

Si donc p est suffisamment petit, A ne s’annule pas.

En revanche, A peut devenir infini; en effet, les seconds membres
des équations (11) et (13) deviennent infinis pour

yi=2km.

Il résulte de 1a que, quand on donnera & y,, ¥, ..., ¥, loutes
les valeurs possibles et qu’on fera varier y, de zéro & 2%, A ne
changera pas de signe.

Nous prendrons pour simplifier

0, =1, 0 =0,

de sorte que les équations (11) et (13) s’écriront

d3y dS’
(ll) Wk:}’l'a?z-i—_}’k—"‘ @1
(13) w,= alog tang%—' “+ YY1+ 8.
H.P. —-11 27
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A cause de la présence du terme logarithmique, quand y, variera
de zéro a 2w, w, variera de — o0 & oo

Donc, quand, donnant aux yj toutes les valeurs possibles, on
fera varier y, de zéro 4 2w, les ¢ prendront toutes les valeurs
possibles. De plus, dans ces conditions, nous avons vu que A ne
change pas de signe.

Donc les y sont des fonctions uniformes des & pour toutes les
valeurs réelles des w. En effet, on peut, en partant de (11) et
de (13) et en appliquant le théoréme du n° 30, développer les y

suivant les puissances de
wy— Iy, wa—hsy, ..., wup— hy,

hy, by, o .., hy étant des constantes quelconques, puisque le déter-
minant fonctionnel ne s’annule jamais.
J'ajoute que

Y1y Yo Wy, Y3— W3, .oy Yn—Wa
sont des fonctions périodiques de

Wy, Wiz, ..., Wp,

et, en effet, quand y; augmente de 2w, w; augmente de aw. La
premiére équation (2 bis) nous montre ensuite que les x; sont
aussi des fonctions uniformes des s périodiques par rapport i

Wa, Wi, ...y W

Quand w, tend vers &= oo, y, tend vers zéro ou vers 27; il faut
voir ce que deviennent les équations (11) et (13) quand on y fait,
par exemple,

Wi = w0, yl =0,

L’équation (13) devient illusoire et I’équation (11) s’écrit

ds'
dx,"c'

wE=Yg+

On tive de 12 ¥2, 335 + - -, ¥n en fonctions des n — 1 arguments
Wa, W3, .y Wy

On voit sans peine que 3x— w; est périodique par rapport
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aux vy, Vg, «. -, e Soit done
Y= Wi+ 1 (We, Wy, oo., wy).

Si dans la premiére équation (2 bis) nous faisons y,=o, elle

se réduit a
X =0.

Noustrouvonsdoncunesolution particuliére des équations (2 bis)
en faisant

(14) By=Xi=Y1=0,  yr= Wi+ Nk

La signification de ces équations (14) est évidente.
Au n° 209, nous avons trouvé une généralisation des solutions
périodiques. Nous avons, en effet, formé les relations invariantes

TL= 17, }'1=C: '7'1'=Ei.

Grace a I'hypothése que nous avons faite au début du présent
numéro, ces relations invariantes se réduisent ici 3

1= =Ti=0.

Nous reconnaissons la les trois premiéres équations (14).

Ces quatre équations (14 ) nous fournissenl done, sous une forme
nouvelle, la généralisation des solutions périodiques. On voit que
les z;, ¥y et les yx— wy sont exprimés en fonctions périodiques
de n — 1 arguments de la forme

Wp = nit+ w;.

Dans le cas particulier ou il n’y a que deux degrés de liberté,
il ne reste plus qu’un seul argument w,.

Alors x,, 2, ¥4 et y3 — v, sont exprimés en fonctions pério-
diques de tv,, et, par conséquent, du temps. Nous retrouverons
alors simplement les solutions périodiques telles qu’elles onl été
définies au Chapitre II1.

Une conséquence remarquable, c’est que, s'il n’y a que deux
degrés de liberté, les développements (14) sont convergents,
tandis qu’ils n’ont de valeur qu'au point de vue du calcul formel
st le nombre des degrés de liberté est supérieur i 2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



414 CHAPITRE XX.

216. Examinons, en particulier, ce qui se passe quand w, est,
par exemple, négatif et trés grand; les valeurs correspondantes
de y. seront trés petites, le second membre de (11) sera donc déve-
loppable suivant les puissances croissantes de y,.

Quant a I'équation (13), nous la transformerons comme 1l suit

w, ™
%

(13 bis) e* = tang‘%l e

Rl®

€

Si « est positif, ainsi que je le suppose pour fixer les idées et
si w, est négatif et trés grand, 'exponentielle

wy

e

sera trés petite. Quant au second membre de (13 bis) il est déve-
loppable suivant les puissances de y,.
Ecrivons donc nos équations sous la forme

(ll blS) szyk+ q)/‘.,
(13 bis) e = .

Les { seront développables suivant les puissances de y, et de /i,
et chacun des termes du développement sera périodique par rap-
port &

Y2y Y3 csen Vno

Les deux membres des équations (11 bis) et (13 bis) peuvent
donc étre regardés comme développés suivant les puissances de y,,

de \/jret de €. _
Observons que a est développable suivant les puissances de /i,

et soit
&4 \/F

le premier terme du développement.
D’autre part, le premier terme du développement de y et de ©

. . Y )
sera en \/x; de sorte que le développement de - et de — commen-

cera par un terme indépendant de y/u.
Si dans les équations (11 bis) et (13 bis), nous faisons p=o,
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elles deviennent
]

wr=y, +dmi y
k=Yk e 41

dz}
ds,

wy dS
% — ey dh,

e
Le déterminant fonctionnel des seconds membres de ces équa-

tions par rapport 3 ¥, ¥a, ..., ¥, se réduit & 1 pour y;=o.
Cela va nous permettre d’appliquer le théoréme du n° 30.
Il en résulte que, pour toutes les valeurs de

Wy, W3, ceey Wny

les y sont développables suivant les puissances de /et de

Wy

e,
Les coefficients des développements sont des fonctions de
Woy, Wiz, ... Wp.

Pour nous rendre compte de la forme de ces fonctions, obser-
vons que, quand yx augmente de 2w, wy augmente de 2.
Nous conclurons que
1 et yr—wi

est développable en séries procédant suivant les puissances de
Wy
‘/F et e*,
et dont les coefficients sont des fonctions périodiques de

Way, Wiy ..., Wp.

La premiére équation (2 bis) nous fait voir ensuite, immédiate-
ment, que les z; sont développables en séries de la méme forme.

Si1, au lieu de supposer o, négatif et trés grand, et y, trés voisin
de zéro, nous avions supposé w, positif et trés grand et y, trés
voisin de 27, nous serions arrivé au méme résultat; seulement, au
lieu de séries procédant suivant les puissances de

wy

‘/‘I et 67,
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nous aurions eu des séries procédant suivant les puissances de

™
ﬁ et e %,

Revenons au cas ol w, est négatif et trés grand et y, trés voisin
de zéro, et supposons qu’il n'y ait que deux degrés de liberté.
Nous n’avons plus alors que deux arguments

wy et wy,

hucd§
el nos séries procédent suivant les puissances de /i et de e* et
suivant les sinus et les cosinus des multiples de w,. Comme les
arguments w,; et v, sont des fonctions linéaires du temps, nos

séries procédent suivant les puissances de y/i et d’'une exponen-
tielle dont I’exposant est proportionnel au temps, les coefficients
des divers termes étant des fonctions périodiques du temps. Elles
ne différent donc pas des séries qui ont été étudiées dans le Cha-
pitre VII et qut définissent les solutions asymptotiques.

Il résulte de 1a une conséquence que le Chapitre VII met en
évidence.

Si les séries restent ordonnées suivant les puissances de \/; et
de I’exponentielle, elles ne convergent pas, et n’ont de valeur qu’au
point de vue du calcul formel. Si on les ordonne par rapport aux
puissances croissantes de I’exponentielle seule (en réunissant par
conséquent en un seul tous les termes qui contiennent une méme
puissance de ’exponentielle, mais des puissances différentes de p.),
elles deviennent convergentes. Si, au contraire, on faisait cette
opéralion dans le cas ol il y a plus de deux degrés de liberté, les
séries ne deviendraient pas convergentes.

217. Au début du n° 215, j’ai fait certaines hypothéses au sujet
de la fonction F; j'ai supposé que I'on avait '

p_dF _dr _dF,_
T dy T dy: T dey
pour

Zy=x;=y1=o.

Fai ajouté que, si la fonction F ne satisfait pas a ces conditions,
il suffit de faire le changement de variables des n° 208 et 210.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SERIES DE M. BOHLIN. 417

Supposons donc que la fonction F ne satisfasse pas a ces con-

ditions. Soient z; et y; les anciennes variables, faisons le change-

gemenl de variables du n® 210 et soient x; et y; les nouvelles
variables. On aura

Ty=x 4+, Yi=n—1L Yi=Yn

dn ., dE

(1) ) ,
l xi=xi+Ei—)’1Wt—%@;'

(Cf. p. 381.)
Avec les nouvelles variables, les conclusions des deux derniers
numéros sont applicables et, par conséquent,

’ r ! ’
Zyy Thky Y1y YE— Wk

p euvent se représenter par des séries ordonnées suivant les puis-

sances de /i et des cosinus et sinus des multiples de
Wo, W3, PR L1

et dont les coeflicients sont des fonctions uniformes de w, ; ces
fonctions uniformes sont développables suivant les puissances

we

de e®* si w, est négatif et suffisamment grand et suivant celles

_¥
de e * siw, est suffisamment grand.
Des relations (1) qui lient les z; et y; aux z; et y;, il est done
permis de conclure que

Z1y, ZTky V1o Yk— Wk

sont encore développables en séries de la méme forme.
La seule différence, c’est que pour w, = —o0, x|, zy €t ¥, se
réduisent 4 o; tandis que z,, 4 et ', ne s’annulent pas.

padt
Quand on fait v, = — 0, d'oll ¢* =0, on trouve
(2) T = Q1, X = Ok, ,}’1'—_‘(?;, Ye= Wk+?;~"

i et o; représentant des séries ordonnées suivant les puissances

de \/F et les lignes trigonométriques des multiples de

Wa, W3, ..y, Wp.
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En éliminant w,, w3, ..., @, entre les relations (2) on doit
retrouver
Ty =7, .}’1=E) xk=E/ﬁ

c’est-a-dire les relations du n° 209. S’il n’y a que deux degrés de
liberté, les relations (2) représentent tout simplement une solution
périodique (Cf. n° 208).

Si nous faisons

Wy = -+, d’ol e % =o,

il vient de méme

z; = 0, T = o, y1=0]+ 2m, Y= Wi+ G-

Les séries étudiées dans ce Chapitre pourraient étre oblenues
directement par des procédés analogues a ceux des Chapitres XIV
et XV. Malgré I'intérét que présenterait cette question, je ne puis
m’y appesantir, cela m’entrainerait trop loin. Je me borperai a
rappeler que, par le changement de variables du n° 206, on est
ramené au probléme du n° 134, auquel les procédés des Cha-
pitres X1V et XV sont directement applicables.

Comparaison avec les séries du n° 127.

218. Nous avons vu au n° 211 comment les séries des n® 204 et
suivants pouvaient se déduire de celles du n° 125. Je me propose
de rechercher de méme comment les séries du présent Chapitre
peuvent se déduire de celles da n° 127.

Commencons d’abord par traiter le cas le plus simple, celui du
n°199. Dans ce cas, nos équations peuvent s’écrire (en supprimant
Pindice 1 devenu inutile)

x =y/G—pcosy,

(1 ew:f—d}'—,
VG —pecosy

20r désignant la période réelle de 'intégrale du second membre.
Ces équations nous permetient de calculer z et y en fonctions de
Pargument ¢v, de la constante C et de p.

Si nous supposons d’abord que @ soit trés petit par rapport a C,
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nous pourrons développer suivant les puissances croissantes de g,
et nous obtiendrons les séries du n°® 127; si, au contraire, C est
comparable & 1, nous poserons C = C, i et nous retomberons sur
les séries étudiées dans le présent Chapiltre.

Voyons la chose d’un peu plus prés. Les équations (1) prouvent
que z, cosy et siny sont des fonctions doublement périodiques
de hw, ou ce qui revient au méme de w. Soient w, et w, les deux
périodes (en considérant G comme la variable indépendante).
Par exemple, w, sera égale a l'intégrale du second membre prise
entre o et 2m; et w, sera égale 4 deux fois cette intégrale prise

entre == arc cosg- De plus, quand O augmente de w,, y ne change
pas et quand b augmente de w,, y augmente de 2 .
Si C>|p|, w, est réel, el on doit prendre § = % Alors z et

Yy — w sont des fonctions périodiques de w de période 2m. Sip
est petit par rapport & C, on peut développer suivant les puis-
sances de  (ce qui conduit aux séries du n° 127) et chacun des
termes sera périodique de période 2w par rapport a w.

Mais si C est du méme ordre de grandeur que p, et que 'on
pose C=Cp, il arrive que, pour une méme valeur de G, la

L, . . . R | .
période v, et le coefficient § sont proportionnels a 7:; si alors
13

nous posons

les équations (1) deviennent

z = Vi VG = cosy,

(1 bis) 8. __f dy
’ VG —cosy

La seconde de ces équations ne dépend plus de 1. Nous tirerons
Z
m
cosinus des multiples de w, dépendant de C,, mais indépendantes
de p. Ce sont les séries du présent Chapitre.

Les séries obtenues d’abord, développées suivant les puissances

de 1a y — w et —=, en séries développées suivant les sinus et les
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de p et analogues & celles du n° 127, étaient, comme il est aisé de
le voir, de la forme suivante

i ~ -1 _3 _5

\x=\/C+p.C o1+ p2G0 2o, + 3G 2o3+...,
(2) n p\2
7=W+C"'“+<C> ot .nn

les ¢ et les ¢ ne dépendant ni de , ni de G et étant périodiques
de période 27 par rapport a w.

. . . z . . ,
Sil'on fait ensuite C = C, p, ¥ et 5=> comme Je ’avais annoncé,

Vi
ne dépendent plus que de G, et non plus de p.

Ainsi, pour passer des séries du n° 127 3 celles de ce Chapitre,
on fera C= C, i, et on ordonnera ensuite de nouveau suivant les
puissances croissantes de p. Dans le cas particulier qui nous
occupe, les nouveaux développements ainsi obtenus se réduisent

4 un seul terme, puisque x ne contient que des termes en /i et y
des termes indépendants de p. .

Tant que G, est plus grand que 1, v, est réel, z et y —w sont
périodiques de période 2w par rapport & w. Mais, si G, est plus
petit que 1, w, devient imaginaire et c’est w, qui est réel; il faut

= 2. — trio-
donc prendre § = et alors x ety (et non plus ¥ — w) sont pério

diques de période 2 par rapporl a w.

Si nous considérons w comme la variable indépendante, il y a
donc une discontinuité quitient & ce que la définition de § change
quand G, passe d’une valeur plus grande que 1 3 une valeur plus

petite que 1. Cet inconvénient sera évité si 'on prend 8w \/F. pour
variable indépendante.

Eten effet, sil’on exprime z et  en fonctions de fev /i et de Cy,
les expressions que P’on obtient pour G, <1 sont la continuation
analytique de celles que 'on obtient pour C;>1.

Partant donc des séries (2), c’est-a-dire des séries du n°® 127 et
y faisant C= G, il vient

x ! _1 _3
“/K\IZCIQ—PCI 2?]“‘01 7(?2+....
(2 bis) ‘
T t
y=w —r—C—ltlJl +E?% e
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Ces sérics sont convergentes si C, est suffisamment grand ; dans
ce cas il suffit deles sommer; quand elles deviennent divergentes,
=
Vi
analytique; et il arrive qu’en poursuivant ainsi jusqu'a des valeurs
de G, plus petite que 1, la forme de ces fonctions est compléte-
ment modifiée, parce que la période réelle devient imaginaire et
inversement.

on peut néanmoins prolonger les fonctions —= et y par continuité

(est donc la double périodicité qui explique les cas si différents
que nous avons rencontrés dans cette étude; la période qui est
réelle dans le cas ordinaire est imaginaire dans le cas de la libra-
tion et inversement. Dans le cas limite, une des périodes devient
nfinie.

Mais on peut se demander comment ces résultats peuvent
s’étendre au cas ou F =22+ nF, F, étant une fonclion guel-
conque dépendant de » seulement et périodique en y, les équa-
tions (1) deviennent alors

x=vC—p.F1,
(1 ter) Ovv—f dy
yC—pFy

Soit A le maximum de F,.
On est dans le cas ordinaire si

C>Au
et, dans le cas de la libration, si
C<Ayp.

Mais ici , cosy et siny ne sont plus des fonctions elliptiques
de w. Elles ne sont donc plus uniformes et doublement pério-
diques pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de o (bien
que, bien entendu, elles restent uniformes pour toutes les valeurs
réelles de w).

Les résultats précédents subsistent néanmoins.

I1 suffit de nous restreindre 3 un domaine D tel que la partie
imaginaire de 8w soit suffisamment petite et que d’autre part C soit
suffisamment voisin de A u.
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Si alors 'on regarde 2, cos y et sin y comme des fonctions de § w
etde C <0u de Gw \/E, etdeC; = %) » ces fonctions sont uniformes

et doublement périodiques pourvu qu’on ne sorte pas du do-
maine D; 'une des périodes est égale a l'intégrale du second
membre (1 ter) prise entre o et aw et 'autre i deux fois cette
méme intégrale prise entre deux valeurs de y, qui rendent pF,
égal a G

Cela suffit pour que les circonstances du passage du cas ordi-
naire a celui de la libration soient les mémes que dans le cas par-
ticulier que nous avons étudié d’abord.

Pour étendre plus facilement ces résultats au cas général, il
peut y avoir lien d’introduire le moyen mouvement n,, que j’ap-
pellerai ici simplement r, puisque j’ai supprimé partout l'indice 1
devenu inutile.

Il vient alors, d’aprés les principes du n° 3,

D’autre part, si ’on développe 7 suivant les puissances de .,
comme nous l'avons fait dans ce qui précede, de telle sorte que
n=n0+pnt+...,
il viendra, pour p =o,

d’ou
n'd = \/é»

Nous pouvons donc prendre pour variables n° et w au lieu de

C et .

)
Alors les séries (2) procéderont suivant les puissances de u et

1 . L, . .
de -3 e qui les rend analogues aux séries envisagées au n° 201,

qui contenaient des termes en

p .
(,‘:—W (gZap—1).

Passons enfin au cas général.
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Envisageons les séries du n° 127; elles exprimeront les 2n
variables #; et y; en fonctions des n arguments

@1y, Wy vevy Wi

et de n constantes d’intégration. Nous choisirons par exemple
pour ces n constantes d’intégration les quantités que nous avons
appelées

o
n}, ng, ..., njd.

Dans nos séries qui procédent suivant les puissances entiéres
de p, figurent en dénominateurs les petits diviseurs

mynd+mnl+...4+~m,nj.

Supposons maintenant que I'un de ces petits diviseurs devienne
trés petit; et, par exemple, supposons que ce soit ng (car, si ¢’en
était un autre, on n’aurait qu’a faire le changement de variables
du n° 202). Voyons d’abord quel est I’exposant maximum de n{
au dénominateur de chacun des termes de nos séries.

D’aprés ce que nous avons vu aux n° 201 et 211, le dévelop-
pement de S ne contient que des termes en

©P
(n1)e

glop—i1.

Si nous formons ensuite les équations

=95
Ay T dx?’
., dS : 1%
on ne trouvera non plus dans la dérivée 2, due des termes en Cndyes
4 1

. . . das . .
mais dans la dérivée ) s’introduiront en outre des termes en
i

d | dn?
we 2z [(r})=7]=—qgnr ‘573 (n)—7-1,

c’est-a-dire des termes en

p.P

(gs2p—1).
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Des équations
dsS

W =
dxr}

nous tirerons alors les y; en foncuons des w; et des 2}, ou, si I'on
préfére, en fonclions des w; et des n constantes d’'intégration,

0
n% n3, ..., nl.

On voit d'aprés cela que le développement des y ne contiendra
que des termes en

B Cop—

tyi (222P— 1)
Substituons ensuite les valeurs de y ainsi obtenues dans les équa-
tions

ds
(3) =

Avant la substitution, le second membre de (3) ne contient que
des termes en

wr
Sof (n§)”
o1t
il 9. 0 0
(n9)7 ?u(.}’l;}’iv ceey Yy Yy Ngy veey nj)
1

un de ces termes, ¢, ne devenant pas infini pour n]=o0. Aprés
la substitution il vient

X
‘?“=E(—,%7 Y(wi, nf)(RS21),

4 ne devenant pas infini pour n{ =o.
Le terme général du second membre de (3), aprés la substitu-
tion, sera donc de la forme
+2
Cupn ¥
et il est clair que
g+hi2(p+A)—r1.

La conclusion générale de tout ceci, ¢’est que dans les développe-
ments du n°® 127, les expressions des z; ne contiennent que des
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lermes en

et celles des y; que des termes en

p,ﬂ
(ng)a+t ’

glap—1.

Cela posé, supposons que nf soit trés petit et du méme ordre de

grandeur que y/u. Posons alors
— 2
n)=a yp+agp +oagpd+...,

les « étant de nouvelles constantes. C'est ce que nous avons fait
au n° 211. On peut, par exemple, poser tout simplement

nd=ayp.
Aprés cette substitation, un terme en

@
(n?)e

n’est plus d’ordre p en y, mais d’ordre p — %

Groupons ensuite ceux des termes de nos séries qui sont deve-
nus ainsi du méme ordre en . Chacun des groupes ainsi obtenus
formera une série partielle; et la série totale sera la somme de
toutes ces séries partielles.

Pour obtenir les séries du présent Chapitre, il suffit de faire
la somme de chacune de ces séries partielles.

Si « est assez grand, les séries partielles sont convergentes
(les séries totales restant bien entendu divergentes et n’ayant de
valeur qu’au point de vue du calcul formel). Mais, si a, est trop
petit pour que les séries partielles convergent, on peut néanmoins
poursuivre par continuité analytique, cela est aisé & comprendre.

Clest ainsi que la fonction
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définie par la série
11—z 4 z2—...,

continue & exister aprés que la série a cessé de converger.

Considérons donc la somme d’une de ces séries partielles. Cette
somme sera d’abord périodique de période 2m en wy, Wy, « .y Wy;
de plus, ce sera une fonction d’un autre argument 0, ¢, uniforme
pour les valeurs réelles de cet argument, et pour les valeurs dont
la partie imaginaire est suffisamment petite; ou, en d’autres termes,
tant que I'argument 0, ¢, reste a I'intérieur d’un certain domaine
comprenant I'axe des quauntités réelles tout entier. Quand o, varie
entre certaines limites, cette fonclion est, & 'intérieur de ce
domaine, uniforme et doublement périodigue; 'une des périodes
est réelle, 'autre imaginaire; pour une certaine valeur de a,, I'une
des périodes devient infinie; puis la période réelle devient imagi-
naire et inversement.

Cest ainsi que s’effectue le passage du cas ordinaire a celui de
la libration.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXTENSION DE LA METHODE DE M. BOHLIN. 427

CHAPITRE XXI.

EATENSION DE LA METHODE DE M. BOIILIN.

Extension au probléme du n° 134.

219. Jai expliqué au début du Chapitre XI quelles étaient les
dilficultés particuliéres que présente le probléme des trois Corps.
Ces difficultés proviennent de ce fait, que toutes les variables de
la premiére série, c'est-a~dire les variables z;, ne figurent pas dans
la fonction F,.

Nous avons vu dans les Chapitres XI et XIII comment on peut
se tirer de cette difficulté et construire néanmoins une fonction S

développée suivant les puissances de ., satisfaisant a I’équation

de Jacobi
F=0C,

et Llelle que ses dérivées par rapport aux y; soient des fonctions
périodiques des y;.

Cette fonction S dépend en outre de r constantes d’intégration,
par exemple des n quantités

ny, n%, ..., nY.
Si l'une des combinaisons linéaires

mynd+myn+4...+ m,nj

est trés petite et de l'ordre de grandeur de /i, nous pourrons
poser, comme nous ’avons fait au n° 211,

ni=al+alypratp...,
les a? étant de nouvelles constantes, et supposer que

myad + myad+...+ mual=o.

H.P. — 1L 28
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Ordonnons ensuite chacun des termes de S suivant les puis-
sances croissantes de \/ix, et groupons ensemble les termes qui

contiennent en facteur une méme puissance de \/i; chacun des
groupes de termes ainsi obtenus devra jouir de la méme propriété
que la fonction S elle-méme, c’est-a-dire que leurs dérivées seront
des fonctions périodiques des y.

On peut donc prévoir que la méthode de M. Bohlin est encore
applicable aux cas ou Fy ne dépend pas de toutes les variables de
la premiére série et, en parliculier, au probléme des trois Corps.
Mais I'application souléve quelques questions délicales et je suis
obligé d’insister.

220. Imaginons donc que F, ne dépende pas de toutes les
variables de la premi¢re série. Pour metire ce fait en évidence,
J'appellerai les variables de la premiére série

1y Tay ceey Tpy, Iy, 3o, cony zf[i
et les variables correspondantes de la deuxiéme série
Y1, Yoy ey Vpy U1, Uy ..oy Ugq,

et je supposerai que Fy dépend de tous les z;, mais ne dépend
pas des z;. ‘

Je me propose de former une fonction S des y et des u, qui
satisfasse a I’équation de Jacobi

dS dS
(l) F(g},—i’m:}’b u1)=C,

ou je suppose que dans le premier membre les variables de la

premiére série z; et z; ont é1é remplacées par les dérivées corres-
das ds
pondantes e et 7.
Je veux également que la fonction S soit développable suivant
les puissances de \/F et que ses dérivées soient périodiques par
rapport aux ) et aux u«.

En faisant u = o, I'équation (1) devient

dSo, dS, dSe\ _
(2) o(ar a’y,,’ vee E)—Coa

~
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ce qui nous apprend que S, est de laforme
So=xdy1+2yys+...+20yp + To,

T, ne dépendant que des u.
Nous poserons

S’il n’y a entre les n} aucune relation linéaire & coefficients
entiers, il n’y a pas de difficulté, les calculs du Chapitre XI sont
applicables et I'on peut former la fonction S qui ne contiendra
d’ailleurs que des puissances entiéres de p.; car les termes conte-
nant des puissances impaires de /ju disparaissent.

Supposons donc qu’il y ait entre les n) une relation linéaire, et
so1t

ni=o
cette relation; ce que je puis supposer, car dans le cas contraire,
j'appliquerais le changement de variables du n° 202.

Avant d’aller plus loin, introduisons une notation nouvelle.
Soit U une fonction périodique quelconque des y, dépendant en
outre de u; je désignerai par

(U]
la valeur moyenne de U considérée comme fonction de y3, ¥3, - ..,

Yn €t par
vl

la valeur moyenne de U considérée comme fonction de y,
Yay ooy Vno

Il résulte de cette définition que [U] est une fonction de y, et
des u, tandis que [[U]] n’est fonction que des u.

Si nous supposons que U, au lieu d’étre une fonction périodique
des y, est une fonction telle que ses dérivées soient périodiques,
de telle sorte que

U=2yy 1+ 23ys+...+ 28y, + U,
U’ étant périodique et les z? étant des constanles; nous poserons
(Ul=2ty1+a2iys+...+2pyp+ (U],

et
[[Ull=2}y1+2dys+...+23yp+[[U]]-
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Cela posé, reprenons les équations (3) de la page 343. La pre-
miére de ces équations n’est autre chose que I'équation (2) que
nous venons de considérer.

La seconde nous apprend que

as, ds, o ds,
(l_)/g, n‘y;;’ e Ay n

sont des constantes; nous pouvons, sans restreindre la généralité,
supposer que ces constantes sont nulles; c’est 1a en effet reprendre
les hypothéses (g) de la page 348.

Alors Sy n’est plus fonction que de y, et des u, de sorte que

Sl = [Sll'

Considérons maintenant la troisi¢éme équation (3).
La fonction @ qui figure au second membre n’est autre chose
que —F,.

Le second terme du premier membre se réduit &

LT, (dS,)?
2 da{? \dy,/)’

parce que les autres 951 sont nuls.

d}’i
Posons
1 d? Fo _
2 dz)® A,
I'équation devient alors
dS dSy\2
_ o %92 SN, —
(4) = n d,}’i+A(dy1) Co— F,.

Seulement il importe de remarquer qu’ici la fonction F, n’est pas
connue; elle dépend en effet des x, des z, des y el des u, etl’on
doit y remplacer les z; par les 2] qui sont connus, et les z; par les

ds, _ d,
du; ~ du;
quine le sont pas.
Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres

par rapport & ¥z, ¥s, -+, ¥a. D’abord les [Z}S,"] se réduisent a

des constantes, et je puis supposer, sans restreindre la généralité,
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que ces constantes sont nulles; car c’est reprendre les hypo-

théses (10) de la page 34g.

D’autre part,
B
dyi) ~ \dn/)’

puisque S, ne dépend pas de y2, y3, -+ -, Va.
Enfin il importe de remarquer que, dans le calcul de la valeur

de F ¢ si les fonctions iiT—"( u’on
moyenne de Iy, on peut opéerer comme ct1 iy q

doit y substituer 4 la place des 3;) étaient des constantes, puisque
ces fonctions ne dépendent pas de ¥, ¥3y +++y Yn-
11 vient donc

dSl 2
—— ) =Gy —[Fy),
dy1> 2— [Fi]

s, _ | [T,
dy, A

Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres
par rapport 3 y,, il viendra

ARG

dyy |1 A

Si S, est une fonction dont les dérivées sont périodiques, le pre-
mier membre se réduira 4 une constante que j’appelle 2. On doit

donc avoir -
Iy

(4 bis) A(

d’ou

ou

(5) f
[

. , , ., dT
Le premier membre dépend des u; et en outre des dérivées T
F

qui entrent dans F;. C’est donc une équation aux dérivées par-
tielles qui définit 'Ty. Nous définirons cette fonction T, de telle
fagon que ses dérivées soient périodiques. Nous pourrons écrire

119
“Ca——l_bjj d}’l =anAh.
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I'équation (5) sous la forme

(5 bis) 9<%§‘-’_, u,-):zr:Ak.
(]

Tout est donc ramené A I'intégration de cette équation (5 bis); 'y
reviendrai plus loin; supposons cette intégration possible et soit

To=2Jus+33us+...4+ 2 ug-+ Ty,

une solution compléte de cette équation contenant les ¢ constantes
d’intégralion z7. Je suppose, bien entendu, que T; est une fonc-
tion des «; et des constantes z] périodique par rapport aux u;.

dS;
T, étant ainsi déterminé, nous pouvons calculer ——*

o et, par

conséquent,

S¢—[[S:]1.
Nous pouvons donc écrire
Sl = SI‘ + Ti,

S’ étant une fonction connue de y; et des u, et T une fonction
encore inconnue des u.
L’équation (4) nous donne ensuite

ds
0 dyz =[F;]—F,.
d’ou 'on déduit
dS, dS ds
W:’ Ey—:’ eers dy:, Sy —[Ss].

Considérons maintenant la quatriéme éqaation (3).
dsS,
sont connus,
dyi
. . ds
a I'exception de W!; ce second terme peut donc s’écrire
1

Dans le second terme du premier membre, les ——

S, dS,
dyy dyy

D’autre part, j’ai, 4 la page 343, désigné le second membre par @
parce qu'il était entiérement connu. Mais ici, il n’en est plus de

méme parce que ce second membre dépend des — a8,

u; &b par consé-
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dT . . .
quent, des — que nous ne connaissons pas. Il est aisé de voir
du;
que ce second membre sera de la forme

dF, dT,
—_ d—Z, d—u, -+ @,
& étant connue.

Notre équation s’écrit donc

ds dS, dS dFy dT
0 °V3 ki Bhivind 21 et
(6) I g A Ty T L ds; du

3 dF . A
Il va sans dire que, dans gz—f, les z; et les z; doivent étre rem-
&
. dT
I3 0 1]
placés respectivement par les z} et les Tir

Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport
A ¥, ¥1s -y Ya. Nous pouvons supposer, comme plus haut, que

les valeurs moyennes des ‘é—}s,—a (¢> 1) sont nulles; il viendra alors
i

d[S,] dS, d[F,] dT, _
(2 A B T da dm
Nous tirons de la
d[F,] dT,
d[$:] _"’_2 dz; dur
dry AN )
d_}’]

Les deux membres de celte équation, dépendent de y, et des u;
la valeur moyenne du premier membre doit se réduire a une con-
stante & laquelle je puis, sans restreindre la généralité, attribuer
une valeur arbitraire, par exemple la valeur zéro; on doit donc

avoir
o 3 IF] T,
dzl du,‘ =0
ds -
ATt
2 d}/i
ce que je puis écrire
™ QO d[Fy] dr,
(8) - '—d—_z”—__ﬂ [y = &,
2y Cy—[F1]

0
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ou bien encore

. de dT,

O est une fonction des z; et des u;, périodique par rapport aux u;;
dT

. 0 . .
quand on y remplace les z; par les Ta;’ 0 obtient le premier

membre de (5 bis); de méme dans (8 bis), je suppose que dans les

, . de (s 0
dérivées 5’ les z; ont été remplacés par les Tis”

L’équation (8 bis) doit déterminer T ; je vais montrer que I'in-
tégration en est aisée quand on sait intégrer (5 bis).

En effet, si nous savons intégrer (5 bis), nous connailrons une
fonction T, dépendant des u; et de ¢ constantes z] et telle que si
Pon substitue ses dérivées dans © ala place des z;, cette fonction ©
se réduise 4 une constante par rapport aux u;, c’est-a-dire 3 une
fonction des z} que j'appelle

0(s9, 23, --., 23)-
Nous poserons d’autre part

_ dT. o_ 9T
(9) zl_—d_ut' ut—m'

Nous aurons ainsi 2¢ relations entre les uantités z; #,

bl 9

2%, u?; de sorte que nous pourrons prendre pour variables indé-
i F

pendantes, soit les z; et les u;, soit les 3z et les u;, soit les 3} et
les u}.

Pour éviter toute confusion, nous représenterons les dérivées
par la lettre d lorsque nous prendrons pour variables les 5; et
les u; ou bien les z? et les u?, et par la lettre d lorsque nous pren-
drons pour variables les z? etles u;.

p i
Dans I'équation (8 bis), ® doit étre considéré comme exprimé

a laide des 3; et des u; (car ce n’est qu'aprés la différentiation

dT .
? - . ___2 *
qll on remplace les Zi par ]es z'). Au conlraire, '].| est une fOIlC-

tion des u#; dépendant en outre des constantes d'intégration zJ.
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Avec notre nouvelle notation, I'équation (8 bis) doit donc s’écrire

de oT,
ch?i d_u—; =

D’autre part, on a identiquement
6=20
et, comme f ne dépend que des z7,

_(_)E =0
du;

Cette équation peut encore s’écrire

8 N a8 sk _
. Etd, dZ/, dui -
On a d’ailleurs
My _dTy | Ty dse _
du; ~ du; dzy dup

On trouve alors successivement en transformant (8 bis)

de dT, o dTy sk _ o

ds; du; T amds; dag owg T

ou, par permutation d’indices,

de dT| 2 de dTi dzk
e R =&

dz; duy; dz; dz; du; ™ 7’
car
9z 03 02T,
ou; — dup  du;ouy’
d’ol

de dTy _ do dTi\_ o
2(;72_,61_1,&, du,' dz,' -

ou, en prenant pour variables les «} et les z7,

¥ (o T do dTy)
dz? du)  du? ds?) T
Comme 0 se réduit & § qui ne dépend pas des u«?, il vient enfin

dy drT,

(8 ter) T dw =
i i
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® doit étre exprimé en fonction des variables ) et des con-
stantes d'intégration z?. Comme les dérivées de § ne dépendent
que des constantes 3}, ce sont aussi des constantes. 1l en résulte
que l'équation (8 rer) étant a coefficients constants s’intégre
immédiatement.

® est périodique par rapport aux u;; il arrivera souvent que la
forme de la fonction T, et des équations (9) sera telle que les u;
seront des fonctions uniformes des u} et inversement. Alors les
différences u; — u] seront des fonctions périodiques soit des u;,
soit des u}.

Alors @ qui est périodique par rapport aux u;, le sera également
par rapport aux uz?. On pourra alors intégrer I'équation (8 ter)

e, dTy . .
de telle facon que les dérivées auwp soient périodiques par rapport
0

. . . T
aux u!, ou, ce qui revient au méme, de fagon que les dérivées b_ﬁl
2
soient périodiques par rapport aux u;, ou bien encore que T,
augmente d'une constante quand u; augmente de 2.
L’équation (8) étant ainsi intégrée, I'équation (7) nous don-
diss] 4 ..
nera =5 de sorte que nous pourrons écrire
44
Sy=S,+Ts,

S} étant une fonction entiérement connue des y et des u et T,
une fonction inconnue ne dépendant que des «.
L’équation (6) peut alors s’écrire

. s,

=n? 2,

=&
et elle détermine

dS, dS; daS,

E’ "Ty—a’ M m, Sg—[sa]

et alnsi de suite.

Extension au probléme des frois Corps.

221. Tout se trouve ainsi ramené a I'intégration de I'équa-
tion (5). Voyons donc quelle est, dans le cas du probléme des
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trois Corps, la forme de cette équation. Elle s’écrit
27
f VCi=TF;1dy1 = 2xAh.
[

Mais quelle est la forme de [F,]?
Nous choisirons pour variables les quantités

’ !
Ah Al’ El) 19

’ ’
A, )‘u Ty g

définies & la page 87, auxquelles nous devrons adjoindre, si les trois
corps ne se meuvent pas dans un méme plan, les variables

PP,
g, 4
définies tome T, page 3o.
Alors la fonction F sera développée suivant les puissances posi-
tives de p, &, ., %,y Ny Py g, Py ¢ et suivant les sinus et cosinus
des multiples de X, et 1. Un terme en

cos
. (mXi+m'\]
sin (mdy 1)

devra contenir en facteur un monome dont le degré par rapport
aux variables &, 74, p, ¢, - .- sera au moins égal a [m + m/| et
n’en pourra différer que d’un nombre pair. Enfin F, ne dépendra
que de A, et A].
Cela posé, imaginons que I'on ait
dFy , dF,

m d——Ag+m -dT,lo‘:O,

m et m' étant deux entiers; A] et A’ deux constantes auxquelles
nous égalerons S0 o dSo,

ax, ot axg
stantes que nous désignions par z} dans le numéro précédent.
Nous poserons alors

analogues par conséquent aux con-

mly+ m'A} =y

et pour former [F,] nous n’avons qu’a supprimer dans F, tous
les termes qui dépendent de X, ou de ), sauf ceux qui ne dépen-
dent que de y,.
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Pour mettre en évidence le degré de chaque terme par rapport
aux excentricités et aux inclinaisons, remplagons partout

€ M & L P 4 Py
par

k1, eny, eby, en), ep, =g, =p', =g
et rendons-nous compte du degré de chacun des termes de F; par
rapport ae.

Nous aurons
[Fi]=R+ R,

ot R est 'ensemble des termes indépendants alafoisde X, et de X,

de telle sorte que
R =[[Fi]]

et ou R’ est Uensemble des termes dépendant de y,, et de y, seule-
ment.
R est alors développable suivant les puissances de €2 et nous

aurons
R=Ro¢+ 2Ry +e*R; +....

Quant a R/, il est divisible par

g |lm—+m'| .

On aura, en général,
|m—+ m'|> 2,

de telle sorte que I'on peut poser
R'=e3R".

R, ne dépend que de A et A'? et peut étre regardé comme une
constante; je puis donc poser
Co= Ro+ kZ+c2ky
et en méme temps
Ah = /{o -+ €? If'l,

de telle sorte que I'équation (5) devient

2w
f Viki+ethki—etRy— e R —e* Ry —. .. dyy = 21 (ko + e2k}),
°

ou, en développantle radical suivant les puissances de ¢, réduisant
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et divisant par 2me?,
ky— R,
2ko

+eL =k,

Z représente une fonction développable suivant les puissances
positives de ¢, des £, des 7, des p et des ¢.

En posant enfin
kl— Qkok: = K,

il vient
Rg* ne/coZ = K.

La fonction R, est la méme qui a été désignée ainsi page 4o
(sauf que les lettres £ et n sont affectées de I'indice 1). Nous pour-
rons alors définir absolument comme au n° 131 les variables p;
et w; (en les formant toutefois avec les &, et les , au lieu de les
former avec les § et les n), et je prendrai pour variables nouvelles

Ai) A’ir Pi
. )‘1) )\,17 w;. L
Alors R, se réduit a

2,01+ 2A,p0 24505+ 2A,p4,

(Cf. p- 44)- T

Remplagons p; par le_o(:’ nous aurons finalement a intégrer
I’équation
(5 ter) 9(—(%)—1_, w,-):Rz—zskoZ: K.

Le premier membre © est périodique par rapport aux w;, il est
développable suivant les puissances de ¢ et, quand on y fait e = o,
dT,

dw;

il se réduit & R, et ne dépend plus des w; mais seulement des

Nous pouvons donc appliquer les procédés du n° 123.
L’intégration de l’équation (5)a lagquelle nous avions ramené
le probléme est donc possible.
Le cas ou

m4+m==1 ou =2

se traiterait d’'une maniére analogue; le cas ol

m-+m'=o,
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d’ott

c’est-a-dire celui onr les deux grands axes différent trés peu, pré-
sente des difficultés spéciales.

Discussion des séries.

222. Reprenons les notations du n° 220 et supposons que I'on
ait déterminé la fonction S par les procédés de ce numéro. Le
probléme n’est pas encore entiérement résolu. Il faut encore
former les équations

ds
(k>1), d—a:,(’c=wl‘+0kw“ ,

) as 4w L_ds  __ds
daf — 'TETR T gy :
oli les B et les ¥ seront des fonctions convenablement choisies des
constantes x? et z}; puis résoudre ces équations pour obtenir
les z;, les y: les u; en fonctions des 2), des z?, des w;, des w);
enfin remplacer les w; et les ) par des fonctions linéaires du
temps dont les coefficients seront convenablement choisis. On
obtiendra ainsi les expressions des coordonnées z, ¥, z, u en fonc-
tions du temps.
Voyons d’abord quelle sera la forme des équations (10).

La fonction S ayant ses dérivées périodiques peut s’écrire
S=fy+ays-+23ys+...+23yp+ s ui ...+ 3ju,+ 8,

B étant une constante indépendante des 3 et des u et S’ étant
périodique par rapport aux y et aux . Les coefficients de yx (kA >1)
et de u; peuvent, sans que la généralité s’en trouve restreinte, étre
supposés égaux a z{ et a z]; c’est la, en effet, reprendre les hypo-
théses (10) de la page 349.

Quant a B, il est développable suivant les puissances de y/u;

B = Bo-+ Vibi+ pBa+...,

Bo est égal 4 2? et B, a la constante 4 de I'équation (5) du n° 220.
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De méme S’ est développable suivant les puissances de \/y,

S'=S{+ 8+

avec
Sy= T,

s;_f(\/“’“‘F] )dy1+T’,.

Les équations (10) deviennent alors

' 48 ds
wip+ 0w =i+ m}’t—f‘ B._ZE’

d 5
(II) 8wy = Zl(;}i:y‘_'— ac-;y
. df ds’
w;—+ 0iw; = u;+ Eo—]’;—!— Fz—."
i i

Nous sommes ainsi conduits & prendre

_ A8 _ a3 n 43
Y=z Y=ag Yo

Mais la difficulté provient de la circonstance suivante. Comme
= z% ne dépend pas de C, ni de 3, 8, et §; s’annulent pour p =o

et sont divisibles par y/s. Au contraire, g—g— pour p = o se réduit a
2

dTy
dCy
et ne s’annule pas.
11 faut faire ensuite
w;= n;t 4+ o;; w;=n§t+m',~,

les n étant des constantes déterminées et les w des constantes arbi-
traires. Pour déterminer les 2, on opére de la facon suivante.

ds dS
Quand dans F on remplace les z; et les 5; par —— o et o~ cette
fonction F, d’aprés la définition méme de la fonction S, devra se
réduire & une constante ou plutét a une fonction des constantes

d’'intégration zy, C, et z?. Soit done

F= ‘P(x?u Ci: 22)7
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on aura
d
n/‘-+9kn1=—a§5’ (k>1),
k
do
([‘2) e1ﬂ1=— z(_‘_‘;’
. L d;
n,~+6in1=— djo.
[

On voit que les n sont développables suivant les puissances
de \/p.- Pour nous rendre compte de la forme du développement,
développons la fonction ¢ elle-méme suivant les puissances de
1l vient

P = Co+ }.LCQ—F (J-gc/,—l-.. ..

On a d’ailleurs

CO=F0(-’Z'9,1'3, ---7"’2))
d’ou
dCy _ dFy  dF, dz9 dx?
B0 = Zlo  BRo ATy _ L0 pe 1 ___po
da’,  dwl " dal dz) TN Ay e

puisque r] est nul.
D’ailleurs on voit que
de

=K

: do
et que le développement de sy Commence par un terme en ue.

La seconde équation (12), ot le coefficient §, est divisible par v/
et le second membre par w, nous apprend que le développement
de n, commence par un terme en \/p: Comme 0§ est également
divisible par /i, 8;n, par i, et le second membre par p?; la troi-
siéme équation (12) nous apprend que n} est divisible par u.

Remarquons, d’autre part, que les équations (11) sont suscep-
tibles de simplification. Nous avons supposé jusqu’ici que S et S’
étaient exprimés en fonctions des variables y et « et des con-
stantes z}, C, et z}. Posons maintenant

B=af+1vp

el supposons, ce qui revient au méme, que S et S’ sont exprimés
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en fonctions des y et des u et des constantes zf, 1 et z]. Nos équa-
tions (11) deviennent alors

dz? dS’
(Wk—}’k)"‘g;i(wt—.)’i):m’

. — ds’

(11 bis) &/H(WI_J’I)-:E{"
e 95

Wi = R

Il n’en subsiste pas moins que, si ces équations (11) et (11 bus)
nous donnent implicitement nos coordonnées en fonctions des w,
nous ne pouvons plus les résoudre par le procédé du n° 30, et que,
par conséquent, les relations entre ces coordonnées et les w sont
beaucoup plus compliquées qu’an n°® 127 ou qu'aux Chapitres XI
et XX.

Nous nous bornerons a remarquer ce qui suit. Que deviennent
nos équations pour g = o? Impliquent-elles contradiction? Comme
ny et n; s’annulent pour p =o, w, et w; se réduisent & des con-
stantes w, et w;; de sorte que nous avons d’abord

dT;
dz? )

T, — u; =

Comme T ne contient d’autres variables que les u;, ces équations
nous apprennent que les u; sont des constantes. Passons a la
seconde équation (11 bis) et, comme w, est une constante arbi-

.y , @ . . .
traire, égalons-la 8 —_, , étant une constante donnée et finie. La
Ve
seconde équation devient

L _ T, dT,
YTy dy

= const.

et comme T, ne dépend que des u qui sont des constantes, elle
est satisfaite d’elle-méme.
Voyons maintenant ce que devient la premiére; posons encore

ap .

—_ %y, .

Vie

ax et o élant des constantes finies; remplagons w, — y\ par sa
H. P. —1II. 29

By =
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., , . . 1
valeur tirée de la seconde équation et écrivons les termes en 7
o

et les termes indépendants de /p; il viendra

Byt mat— ey BZL( L dTo | dS{N _dS, Ty
/i kRt — k) dzg\ 75 &)= dmy = d
d’on
-+ 'd_‘z‘i dT:) = dT:) = const
ar day dy = ou = st.,

, dz} dS) aT,
ap~npl—yr—+ ZZ‘_% —W = dx/"c’

La premiére est satisfaite d’elle-méme el la seconde nous donne y;.

Seconde méthode.

223. On peut aussi diriger autrement les calculs et, au lieu de
se servir de I'équation (5) du n° 220, s’attaquer directement &
Péquation (4 bis), qui s’écrit

(4 bis) A(%)zz Cy —[F, 1.

Reprenons les notations du n° 221 et choisissons comme variables

les quantités
Aia A,u Piy

)‘i; )"1 y Wy

telles qu’elles ont été définies dans ce n® 221. Voyons quelle sera
la forme de I'équation (4 bis).

1° Les deux membres de cette équation ne dépendront pas d’une
maniére quelconque de X, et de A}, mais seulement de

mAig+ m' A = yy,

m et m' étant les entiers définis au n° 221. En effet, on a obtenu [F,]
en supprimant dans F,-tous les termes qui dépendent de A, et
de A} autrement que par la combinaison mA, + m'4;.

2° Ils dépendent de A, et A}; mais ces quantités y doivent étre
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remplacées par les constantes A et A} ® analogues aux z}. A devient
ainsi une constante.

3° IIs sont périodiques par rapport 4 y, et aux w,.

4° 1ls sont développables par rapport aux puissances entiéres
de ¢, et aux puissances fractionnaires des p; qui doivent étre rem-

placés par %

L’équation (4 &is) peut ainsi s'écrire

dSy dT
(4 a) H(Zd_}—’i’ a;?’}’h u’i)=cz-

Envisageons le développement de H suivant les puissances de «.
Le terme indépendant de ¢ se réduit a

dSl 2
A(@;) —I—RO'

Ry, défini comime au n® 221, est une constante qui ne dépend que
de AJ et A'0.

Le terme en ¢ est nul (sauf si m + m'= %=1, cas que nous
laissons de c6té).

Le terme en €2 se réduit &

Re+2A1p1+2A5p0,+2A3p3+2A,p,.
Le premier terme qui dépend de y, est le terme en

glm+m'|,

Voici comment on peut traiter I'équation (4 @). Cherchons a
développer S, suivant les puissances de ¢, et soit

S, =Up+eUy+e2Usg~+....
Développons de méme C; et T, et soit
Co=vyo+ey1+e2ya+..., To=Vo+eVi+...;
en remplagant T, par cette valeur dans R et développantR, il vient

R=Ry+e2Ri+e2R{+....
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Nous trouvons d’abord

dUO 2 r
A<371-> —|—R0—Yo,

. d .
ce qul nous montre que —[& est une constante. Soit donc
dy,

Uo=¢}’n

o élant une constante qui dépendra de la constante d’intégra-
tion vy,. Il vient ensuite

. dU
ce qul nous montre que Z-! est encore une constante. Nous pou-
dy,

vons, sans restreindre la généralité, supposer que U, et T1 sont
nuls.
Il vient donc ensuite

dUy o, dVe _
2aA dy‘—l—QLA;—d—wi— (2-

, . dU

Cetle €quation montre que d—y.z est encore une constante que
1

nous pourrons encore considérer comme nulle sans restreindre la

généralité et il nous restera a traiter 'équation

2% A; dw, = Ya
[

. dv
qu1i montre que les d—wo sont des constantes que nous pouvons
i

choisir arbitrairement puisque v, est arbitraire.
Il vient ensuite
dT, dU,
Rl PN s
2ZA; Ry 20 & ‘3

Nous pourrons encore supposer U et y; nuls sans restreindre la
généralité, puis
29A —— 4- R} = B
d}’i 3 T4
Nous supposerons encore U, nul ¢t il restera

le = Yi»
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qui permettra facilement de déterminer Ts, car ¥, n'y entre pas.

On ira ainsi jusqu’au terme en e™+™1. Posons |m + m/| = ¢, il
vient alors

A @Uq R,+ M N, sl =
24 d—.}/l_ + Ry + Mgcosy;+ Ngsiny, = v,.

M, et Ny, dépendant des w; et de Vi, Vi, ..., V4_5 qui sont des
fonctions conunues des w;, pourront étre regardés comme connus.

Quant & Ry, on aura

av
p=123A; 72 L
q du)i 91
L, étant une fonction connue des w;.
Nous pourrons alors décomposer I’équation précédente en deux
et écrire

2aA Vg _ — Mg cosy 1+ Ngsinyy,
dyy

av,_
22Ai dZ)[Q =Yq—Lq.

Les seconds membres sont connus, de sorte que nous déduirons
facilement de ces équations les valeurs de Ug et V,_,. On voit
que les dérivées de V,_, sont périodiques par rapport a w;; nous
pouvons méme sans restreindre la généralité choisir v, de fagon
a annuler la valeur moyenne de v, — L,. Alors V,_, est Jui-méme
périodique. Quant 3 Uy, on voit qu’il sera périodique par rapport
i y, et aux ;.

On continuera de la sorte. En égalant les coefficients de e?(p> q),
on trouvera

(13) 2aAil—2:+22Ai d:l,:):2=Yp+‘I’:

® étant une fonction connue périodique parrapport a y, et aux w;;
nous supposerons la fonction ® développée en série trigonomé-
trique et nous choisirons y, de fagon a annuler la valeur moyenne
du second membre.

Nous poserons ensuite

Yp+ P =D+ P,

@' représentant 'ensemble des termes qui dépendent de y, et ®”
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I'ensemble des termes qui n’en dépendent pas, de sorte que
o' =[[yp+ @]l

Nous décomposerons alors 'équation (13) en deux en écrivant

dU

2aA ———~”=&1>’,
¢ ayy

2T A, dVp-s = P";
duy;

ces deux équations détermineront V,_s et Uy; etles deux fonc-
lions ainsi oblenues seront périodiques.

L’équation (4 bis) du n° 220 étant ainsi intégrée, I'équation (4)
nous donnera S, — [ S;] et I'on formera ensuite les équations (6)
et (7).

Nous allons traiter I'équation (7) comme nous avons traité
I’équation (4 bis). Les deux membres de (7) étant développés
suivant les puissances de &, nous développerons de méme [S.]
et T, et nous écrirons

[S:]=Up+eUj+e2Us+...,
Ty=Vi+eVyi+eV,+....

Nous égalerons ensuite dans les deux membres de (7) les coeffi-
cients des puissances semblables de ¢, et nous obtiendrons une
série d’équations qui nous permettront de déterminer par récur-
rence les U} et les V.

En égalant les coefficients de e?, on obtiendra une équation qui
servira & déterminer Uy, et V) _,.
forme que (13), sauf que Up et V,_, seraient remplacés par U,
et V’p_2. On la traiterait donc de la méme maniére.

L’équation (7) étant ainsi intégrée, on continuera de la méme

Cette équation serait de méme

maniére.

Cas de la libration.

224. Comment le cas de la libration peut-il se présenter?
Reprenons nos équations du numéro précédent et supposons

que

a="Uy=o0.
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On poursuivra le calcul comme plus haut jusqu’a ce qu’on arrive
a 'équation obtenue en égalant les coefficients de ¢7. On aura

alors
Ui=o (i:l,z,:)’,...,z—l)

\ 2

et, si g est pair, 'équation en &7 pourra s’écrire

AU\
(14) A( dy:> +2ZA; d(‘;z:_’ + Lg -~ My cos y1 + Ngsinyy = vq.

Si nous posons, pour abréger,

AV, s

22 A; oo
T

=X

et si nous supprimons pour un instant l'indice % de U et les in-
dices g de L., M, N et v, il viendra

dU,
Ez‘/y—L——X—Mcosyi—Nsin‘yl =\/Z
dyy A

en appelant Z, pour abréger, la quantité sous le radical.
L'intégrale

fﬂdjﬂ

est une intégrale elliptique de deuxiéme espéce. L'une de ses
périodes est

2%
f &/Zd.}’l-
[}

Si y et X sont choisis de fagon que Z soit toujours positif, cette
période est toujours réelle; nous voulons qu’elle soit constante et
indépendante des w;. J'égale donc cette période & une constante
donnée £ et j’obtiens une équation

27T
(15) f VZ dyy = h.
0

En résolvant cette équation par rapport a X, il vient

X=Y+q‘(wl))
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¢ étant une fonction des w; que I'on peut regarder comme doanée
¢t qui est périodique.

Cela nous donne

dvg,_
ZEAL' d(:]rz :Y—i-qJ((D[),
4

équation qui détermine V,_,, aprés quol on tirera facilement UZ

de l'équation (14).
C’est la le cas ordinaire.

Mais il peut se faire que y et X soient choisis de telle sorte
que Z puisse s’annuler. Dans ce cas c’est la seconde période de
notre intégrale elliptique qui est réelle. En égalant cette seconde
période & une constante donnée %, on obtiendra une équa-
tion (13 bis) analogue & (15). Si l'on résout par rapporta X, il
viendra

X=v+¢'(w)
ou
23 A; d};—;’;z =y -+ {'(w;),
qui déterminera V,_, puisque ¢/ esl connue et périodique.

C’est la le cas de la libration.

On obtiendra le cas limite en écrivant que l'une des périodes
de I'intégrale elliptique de premiére espéce correspondante est
infinie, ce qui donne pour déterminer V4_, I’équation suivante

dv,_ —
22 A; d:»f = Lyg— Ly + y/MZ 4+ NZ.

L’inconvénient de cette facon d’opérer, c’est que les \expressions
obtenunes dans les deux cas ne sont pas la continuation analytique
I'une de l'autre.

Egalons maintenant les coefficients de e7+1, il viendra

dU, du,
(16) sAt 7 osa, W e
dyi dy; i dw; Yg+1 >

® étant connu et périodique.
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Si nous sommes, par exemple, dans le cas ordinaire, nous

devrons écrire que
T dU(l
f R
0 dy 4

est égal a4 une constante donnée % indépendante des w;; nous

du,
trouverons ainsi (en posant, pour abréger, Wf =W

f2ﬂ:¢'d]/l _h
dv.._ 2AW
ZA g I: —+ _.0—’———-
(17) 258y dw; b Ty

j; 2AW

Cette équation nous donnera V,_, et ’équation (16) nous donne-
rait ensuite
U%H.

Les équations obtenues en égalant les coefficients des autres
puissances de ¢ seraient de méme forme que (16). Il en serait
encore de méme des équations que l'on obtiendrait en égalant
dans les deux membres de (7) les coefficients des diverses puis-
sances de «.

Toutes ces équations pourraient donc se traiter de la méme
maniére.

Les résultats seraient absolument les mémes si ¢ était impair;
seulement il faudrait modifier la forme du développement de S,

et écrire

q q

1 241
S;,= 52U2+ e?
2

q
U(] +32+2U(, L
'§+l E+,
S, étant ainsi développé sunivant les puissances impaires de \/E
Tous les résultats oblenus depuis le commencement de ce Cha-
pitre sont bien incomplets et de nouvelles études deviendront

nécessaires. Elles seraient prématurées.
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Divergence des séries.

225. Nous avons vu au n°® 212 que les séries auxquelles con-
duit la méthode de M. Bohlin sont généralement divergentes et
j’ai cherché a expliquer le mécanisme de cette divergence. Je crois
devoir revenir sur ce sujet et étudier avec quelques détails un
exemple simple qui fera mieux comprendre ce mécanisme. Soit

—F=p+qg2—apn sin'*‘% — pee(y)cosz,
ou (p, z; q, y) sont deux paires de variables conjuguées, o(y)
une fonction périodique de y de période 27 et o et € sont deux
constantes que je supposeral trés petites.

Formons les équations canoniques

do _ _dF _ ~ dy _dF
( ‘ @&="dp " &~ T dg T
‘)de_dF_ inz: 29— _ L Giny 4 e o(y)cosa
T = dp = e ()sing; T dy S psnyteee ») ’
d'ou
2
%=2“siny+gps?'(y)cosx.

L’intégration de ces équations est presque immédiate quand
¢ =o. Ecrivons I’équation aux dérivées partielles de Jacobi et
soit

das (dS

2

LY
2 — + (5= ) = 2u¢sin?= + peEQ(y osx + G
(2) dx af}/) 2Ty =9 ()cos ’

C étant une constante. Développons S et G suivant les puissances

de ¢ et soit
S = Sg+ Sye+ Sae2 ...,

C=Cop+ Cye+Cae2+....
Pour ¢ = o, I'équalion (2) devient

dS, (dSo

3 '_oapsinnZ G
() —CE—*_ E;;)—Z[J- n;—l— 0.

L’intégration, ai-je dit plus haut, est presque immédiate, et
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en effet, pour obtenir P'intégrale compléte de (3), il suffit de
prendre, en appelant A, une constante,

ds ds .
T;=A°; Co=A¢+2hp; 7},9=\/2p.\/h,+sm2%-

So=Ao.z'+\/‘zp.f‘/ h+sin2% dy.

Nous retombons en somme, aux notations prés, sur l'exemple
que nous avons traité au n° 199. Le cas de & > o correspond au
cas ordinaire; le cas de A <Co a celui de la libration; le cas
de A =o0 au cas limite.

Mettons en évidence les solutions particuliéres remarquables.

Nous avons d’abord la solution simple

z =1, P =0 Y =0, q =0,

qui est une solution périodique. Voyons quelles sont les solu-
tions asymptotiques correspondantes.
On les obtiendra en faisant A= k= o dans S,, ce qui donne

So=F2 \/2p.cos%,,
d’ou

p=o, g == 2p.sin%; tang%:Cei"/ﬁ, r =t,

ce qui montre que les exposants caracte’ristiques sont égaux
ok o
Calculons maintenant S,, S,, ...
En égalant dans I'équation (2) les coefficients de e, je trouve
ds, dS, dS;

—d—; +2—W W = [J.(P(J’)COSZ'—FCI,

C, élant une constante que je pourrai d’ailleurs supposer nulle
sans restreindre la généralité, ou bien

ds . dsS
(4) d_.z'i+2vzp"/h+51nz%d_yi=P~(?(.7)COS-T-
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S, est alors la partie réelle de la fonction X définie par 1'équation
. dz — / . Ly ds .
(4 bis) %-rzs/w\/h—'rsm";d—y = pe(r)e's;

nous I'obtiendrons en posant

3 = ‘P ei.’t’
d'ou

. L Ly dy
(4 ter) z¢+2\/2p\/h+sm?—2—d—y_pcp.

Pour intégrer cetle équation linéaire, intégrons d’abord I'équa-
tion sans second membre qui peut s’écrire

ad+ h+sinﬁlid‘:=o,
v a dy

en posant
15
a = ’
2¢/2
d’ot
[y
¢/l+sin’%
y=Ke ’

K étant une constante. Je poserai 'intégrale elliptique

A,
\/h—l—sinﬂ—‘Z
2

q; = K e—0n

d’ou

pour 'intégrale générale de 'équation sans second membre. Pour
intégrer I'équation a second membre, je regarderai K comme une
fonction de y, ce qui donne

2¢y2p ——e—w“/h+sin2% = po,

I(—Mfe“”? -—\/P' exz o du,
‘/ n2y

d’ou

h+si
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et enfin

(5) kll=e—°‘“\/%fe“"cpdu.

Si je pose a = B, B sera réel, et J’aurai

(6) 51=\/%[cos({iu—x)fcpcos{iudu+sin(@u—x)fcpsinﬁudu].

Nous discuterons plus loin les expressions (5) et (6); montrons
d’abord comment on conduirait les approximations suivantes.
On trouverait

d52 - 4 d52_
(7) dx-{—szp\/h—ksm?;W_fb,

® étant une fonction connue de y et de z, périodique par rapport
a x et que par conséquent nous pourrons mettre sous la forme

P = Ecp,,e’”",

n élant un entier positif on négatif et ¢, une fonction connue
de y; dans la somme du second membre le nombre des termes
est limité. Si nous posons alors

52 == ZLP,,,C""“",

4, ne dépendant que de ¥, la fonction ¢, devra satisfaire a I’équa-
i p q .}/7 ¥ q
tion différentielle

. . d
ind, +2yap /L—l—smﬁ—';:—% = Qp.

Cette équation étant tout a fail de méme forme que (4 ter) se
traitera de la méme maniére.

Les fonctions S;, S;, ... seraient données ensuite par une
équation de méme forme que (7) et qui se traiterait de la méme
manieére.

Cette méthode a été employée sous une forme assez différente
par M. Gyldén dans son Mémoire du Tome IX des Acta mathe-
matica.

Discutons maintenant les expressions (5) et (6).
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Considérons d’abord le cas ordinaire ott 2 > o; alors ¢() étant
une fonction périodique de y sera également une fonction pério-
dique de «, dont la période sera égale a la période réelle de I'in-
tégrale elliptique de u. Je pourrai donc écrire

= zAmei/n)u,

A étant une constante réelle dépendant de la période de l'inté-
grale u et m étant un entier.
On en déduit

=¢/ B
y={/E=a

eimlu
" @+ imh
ou
pAn, eimhu
T R —
I 14+ mhy8pn

et enfin, si o, et W, sont le module et I'argument de A,

(8)

On voit que chacun des termes de S, est développable suivant

les puissances de \/i. On peut chercher 4 effectuer le développe-
ment puis & réunir en un seul tous les termes qui contiennent en

facteur une méme puissance de \/px; on obtiendra ainsi, au point
de vue formel, le développement de S, suivant les puissances

de \/; soit
i
(9) Sl= ZTpp.’.

On a
Tpre={(—AV8)P ESmPoy, sin(miu-+ z+ wy,).

C’est au méme résultat que I'on serait parvenu en appliquant la
méthode de M. Bohlin. On aurait développé S suivant les puis-

sances de /i et l'on aurait trouvé
— P
S=S+S{ Vi +Sip—+...+Sput+.. ..

La fonction S;, aurait été & son tour développable suivant les
puissances croissantes de ¢, et le coefficient de ¢ n’aurait été autre
chose que T',.
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La série T, aurait été convergente; en effet, si, comme je le
suppose, la fonction ¢(y) est holomorphe pour toutes les valeurs

réelles de y, on aura
pm < khlom')

k et hy étant deux constantes positives (ko << 1); d’ot il suit que
la série
ZmP o,

converge absolument, de méme a fortiori que la série Tp,.
D’autre part, le développement (8) converge, mais il n’en est
pas de méme du développement (g).
Pour nous en rendre compte, il nous suffira d’envisager un
exemple trés particulier,

Faisons
T 1
xr=— u=o, Wn =0, pm = Alml, o<l A<, A= —,
2 ‘/3
1l viendra
Tpra = Z(— m)PAlIml (m variant de — o & + x),

ce qui montre que T, est nul si p est impair et égal &
2ZmprAm (m variant de 1 & -+ «).

Or nous avons évidemment

plAr
(— Ay’

EmPAm>Em(m—i1)...(m—p+1)An=
d’ou, pour A = %par exemple,
Tpre > 2(p!).

Les termes du développement (9) sont alors nuls de deux en
deux et ceux qui restent sont plus grands que les termes corres-
pondants du développement

2Zg!pa+,

qui est manifestement divergent.
Ce que je viens de dire du développement de S, s’appliquerait
évidemment a celui de S; et des autres {onctions analogues.
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Il n’y a presque rien a changer a ce qui précéde dans le cas de
h <o, c’est-3-dire dans le cas de la libration. La seule différence
est que la période réelle de I'intégrale u, n’est plus

27
UQ—f dV

+ﬁd}/
;/R

mais

Uy =

en appelant /R le radical \/h -+ sm2— el posant

B =2arcsiny— /4.

te oz : A ¢ . 2T s V2T
La quantité X doit alors étre égale non plus & —, mais 4 ——-
0 1

92926. Le cas limite ot 2 =0 présente plus d’intérét. Dans ce
p P

cas on a
u= dy =alog tang%,
sin%

el en posant

tang%
2dt
du=—
Soit d’abord, par exemple,
¢(y) =siny,
il viendra
4e(x1—12)
9 (y)= EYD
d’ou

4020 (1 — g2) dt
_H“\/Hf (-+z2>2) '

Or, en intégrant par parties, on trouve

tm([—ﬁ)dt_ 20+t na 2% ¢
(+2)2 142 1+ 2
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d’ou

¢ ) 2 dr
bV =4 E___ 1—200 - .
(10) v 4\/; v ! /1+t2

On pourrait se proposer de développer, au moins au point de
vue formel, la fonction ¢ suivant les puissances de Vi3 mais il
vaut peut-&tre mieux pour cela revenir au cas général.

Quand y varie de 0 4 27, u varie de —o0 & + 003 9()) est une
fonction de u; supposons qu’elle puisse étre représeniée par I'in-
tégrale de Fourier sous la forme

“+
¢=J  cmi(g)dy.

Pour cela il suffit, puisque ¢(y) est pour toutes les valeurs
réelles de y analytique et périodique, il suffit, dis-je, que

o(o)=o.
Nous trouverons alors

+ o
$= \/% e~axtfduf elariqug(q)dg.

Cette formule contient en réalité une constante arbitraire, puisque
les limites de I'intégration par rapport i u sont indéterminées; je
disposerai de cette constante de la maniére suivante :

Intervertissons 'ordre des intégrations et effectuons 'intégra-
tion par rapport a u, il viendra

+o (o+iqlu
y= \/ —txuf i+fg 0(q)+n(q)9(9)]d9v

7,(g) étant une fonction arbitraire de ¢ introduite par I'intégra-
tion. On pourrait d’abord dans certains cas supposer cetie fonc-
tion nulle, et il resterait

b= \/ e—cxu i e(a_Hq)ue(q)dq

a—i—l,g
ou bien
+® Liqu
(11) :E.f e'7t0(g)dg
¥ e 1+gV8u
H.P. — 1l 30

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



460 CHAPITRE XXI.

ou encore, en appelant p et w le module de I'argument de 8(g),

+o® .
(12) S‘=l“f psxn(qu+x+w)dq=

14+ g v8p

ol p et w sont des fonctions de g.
Mais, pour que la formule (11) ait un sens, il faut que I'intégrale

soit finie et pour cela que la fonction sous le signefne devienne

. . 1 [ < .
pas infinie pour ¢ = — TR est-a-dire que
>~

()

Comme cela n’aura pas lieu en général, on pourrait remplacer la
formule (11) par la suivante [ce qui est une autre maniére de dis-

poser de la fonction arbitraire 1(¢q)]

to Lign _ elqugt-oln,—u)
(11 bis) q;:*—ff e " b(g)dy,
- T+ gq em

1, dtant une constanle arbitraire, d’ot

“+
S,=p[ p—dq—[sin(qu—i—x+w)

1+ g V8y
sin<qu + T+ w—+ u°—u>]
— . — ¥\ ].
V8p

(12 bis)

Mais on peut encore s’en tirer d'une autre maniére. En général,
9(¢) sera une fonction de g qui restera holomorphe si g est réel
ou si la partie imaginaire de g n’est pas trop grande. Soit, par

exemple,
_ 411 —122)

e =Sy ="(ray

Comme on a, d’apreés la formule de Fourier,

+ @
W)= [ Lewerda,
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il vient, en remplacant ¢ et « en fonctions de ¢,

4t—2“1(1-—t2)dt
zﬂﬁ(q)——f S

En appliquant & celte intégrale la Lransformation qui nous a

conduits & la formule (10), on trouve .

. [0t de 8¢irm

arl(g)= qufo i g
€e?4e 2
d’olt enfin
- 4gt
8(g)= o _ant
e +e¢ 2

On voit que 8(7) ne cesse d’étre holomorphe que quand ¢ est
égal & /— 1 multiplié par un entier impair.
Cela posé, la formule

+
9=f elqeb(q)dg

reslera vraie quand I'intégrale sera prise non plus le long de 1'axe
des quantités réelles, mais le long d’une courbe C restant au-
dessus de cet axe, mais s’en éloignant assez peu pour qu’entre
cette courbe et cet axe il n’y ait aucun point singulier de §(q).

Alors les formules (11) et (12) seront vraies également en pre-
nant les intégrales le long de C; mais elles le seront sans restric-

tion, car, quel que soit 0(g), la quantité sous le signefne
deviendra pas infinie le long du chemin d’intégration.

On voit tout de suite une importante propriété de la fonction ¢
définie par cette fonction (11). Nous avons sous le signef Vexpo-
nentielle e9%; comme la partie imaginaire de ¢ est positive, si u
est réel, positifet trés grand, le module de cette exponentielle est
trés petit. Donc pour ¥ = + 0, c’est-a-dire pour y = am, ¢ el S,
s'annulent. On peut aussi remplacer le chemin d’intégration G par
un autre chemin €/ qui reste au-dessous de 'axe des quantités
réelles sans s’en éloigner beaucoup, de fagon qu’entre C' et cet
axe il n’y a1t aucun point singulier de 9.
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462 CHAPITRE XXI.

Les intégrales (11) et (12), prises le long de C/, nous douneront
d’autres valeurs de & et de S, que je désignerai par ¢’ et S| pour
les distinguer des premiéres.

Comme la partie imaginaire de g est négative, s1 u est réel,
négatif et trés grand, I'exponenticlle ef¢% aura son module trés
petit. Done, pour © = — «, c’est-d-dire pour y =o, ¢'et S/ s'an-
nulent.

On peut se demander si ¢ est égal 4 /. On voit qu’entre les
deux chemins d’intégration C et (7, la quantilé sous le signef

présente un point singulier qui est le point

. 1
V5

Ce point singulier est un poéle. La différence des deux intégrales

sera donc égale 4 2¢n multiphié par le résidu; ce qui donne

U - Ee\/_@)(——'—_ ,
Y—Y \/.l N

el, en appelant gy et wo le module et 'argument de B(— ! > )

Va0
SQ—S,:-::\/% pocos(z‘———j;t+wo>.

W

On voit que ¢/ n’est pas égal a ¥ 4 moins que

s
6 — r_ =0(ia)=f —?—eu"duzo.
‘/5‘* o 2T

Cherchons maintenant & développer ¢ et ¢/ suivant les puissances

de \/i; voici ce que nous obtiendrons; soit

P P
o b= Zu2d,, V'= Zp2¢y,
il viendra

, iqu Np_a -
b e = [ 0g)(— g vE) g,

Vintégrale étant prise le long de C pour §, etle long de C' pour ¢/,

Mais, cette fois, la quantilé sous le signefne présente pas de
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point singulier entre C et (/5 d’ou il résulte que 'on a

tp=tp:

Ainsi, bien que les fonctions ¢ et ¢’ ne soient pas égales, leurs
développements formels suivant les puissances de \/E sont 1den-
tiques. C’est assez dire que ces développements ne sont pas con-
vergents.

Cela montre toutefois que si p est considéré comme un infini-

ment petit du premier ordre, la différence ¢ — ¢/ sera un infini-
-1
ment petit d’ordre infini, comme est, par exemple, e ¥,

Et, en effet, dans le cas particulier ou (¥ )=siny, on a
— z\/%’
0 <_

I _—

V8 =z =
e“/m—l—e by 2

ce qui montre que les différences ¢ — ¢/ et S, — S/ sont du méme

ordre de grandeur que

»

__T_

I wap

— € .
n

227. Nous retrouverons plas loin les mémes résultats par des
moyens plus simples, mais je tenais a les présenter sous cette
forme, afin de mieux faire comprendre le passage du cas ordinaire
au cas limite.

Comparons en elfet les formules (8) et (12). Dans la formule (8),
nous avons une série ou entre la quantité mX; comme m est un
entier, mA ne pourra prendre que certaines valeurs qui seront
d’autant plus rapprochéesles unes des autres que A sera plus petit.
Quand A tend vers zéro, la période de 'intégrale u croit indéfini-
ment, el A tend vers zéro. Les valeurs de m\ deviennent de plus
en plus rapprochées et, a la limite, la série se transforme en une
intégrale, ce qui conduit 4 la formule (12).

Mais quand A décroitra ainsi d’une maniére continue, il pas-
sera par certaines valeurs pour lesquelles il se produira une cir-
constance qui mérite de fixer l'attention.
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Si — : '8__ devient entier, I'un des dénominateurs de la for-
mule (8)
T+ mhiy8pu

s’annule et la formule devient illusoire. Et en effet un des termes
de cette formule devient infini. Dans ce cas, il est aisé de voir que
le terme qui devient ainsi infini doit étre remplacé par

(13) \/% Apue—on = ‘/% A, ueimin

et, en effet, on a
¢= \/% e~auT A, | elimh+adu dy.

SiimX -+ a n’est pas nul, V'intégrale du second membre est égale &

etimi+alu

imA + a

plus une constante que I'on peut supposer nulle. Mais, si im A + =«
est nul, cette intégrale est égale & u plus une constante que 'on
peut supposer nulle.

En substituant ainsi I'expression (13) dans ¢ & la place du terme
qui deviendrait infini, la fonction ¢ ne devient plus infinie, mais
elle cesse d’étre périodique par rapport a «.

228. Revenons au cas limite ot /4 est nul et supposons d’abord
t_:;(y) = sin_y.

La formule (10) nous donne alors

_— ¢
t . 2o dt

Y — .“_" 2o + Ct—2a

¥ 4\/8 1+ 22 ,/; 1+ 22 ’

C étant une constante d’intégration. Le premier terme est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de ¢, pourvu que ¢ soit
plus petit que 1. Il en est de méme du second terme, car

1200

m = 3 20+2n) (_ l)”’.
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On en conclut, en effectuant I'intégration,

§ = y2pZen+(— 1) — 52

t2n+l(_1)ﬂ
2¢ +2n—+1

+ G-,

On voit ainsi que, pour t = o, ¢ — Cz72% s’annule. D’autre part,
comme la partie réelle de « est nulle, I'expression £~2% ne s’annule
pas pour £ = o.

Pour que la fonction ¢ s’annule pour ¢= o, ¢’est-a-dire pour
© = — o, il faut donc el il suffit que la constante C s’annule. La
fonction que nous avons appelée &/ au n° 226 est donc égale &

t

— ¢ . 2 dt

— —_ —200 —_—
Y=vap —p—it f

. 2 -
o I+ A
Je puis écrire aussi la formule (10) sous la forme

® 2ade

- ! =20
H_ﬁ—l—Ct y

¢ = V').p‘#+ it
[+ 2 A

C’ étant une nouvelle constante.
Si nous supposons que ¢ soit plus grand que 1 et que nous
développions suivant les puissances décroissantes de ¢, il viendra

Y= yapS - (— 52

t—(en+1)(_ )7 O g2,
2 +1—24
Le premier et le second terme s’annulent pour ¢ = o0, mais il n’en
est pas de méme du troisiéme.

Pour que la fonction ¢ s’annule pour ¢ = «, ¢’est-a-dire pour
u = —+ oo, il faut donc et il suffit que la constante C/ s’annule. La
fonction que nous avons appelée ¢ au n° 226 est donc égale a

— ¢ . ® adt
—_ t—*za [
¢ =yap Tz ¢

Jpo 1wt

Pour que ¢ fat égal & ¢/, il faudrait donc que 'on edt

© prade
f — =0,
p 1+t

ce qui, comme nous I'avons vu plus haut, n’a pas lieu.
Plus généralement, supposons que ¢(y) s’annule pour ¥ =o,
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§ = -2 \/% f:pt'-’ﬁ—ﬂ dt.

® s’annule pour y = o, c’est-a-dire pour ¢t =o0 et pour ¥ = 2,
c’est-a-dire pour ¢ = o0. Soit donc d’abord ¢ petit et développons
suivant les puissances de ¢, soit

il viendra

?=ZA,t7,
d'ou ‘

w_\/\tm‘f o 2%-1dt 4 Ct—22 = M + Gt 22,
"oa+n

C étant une constante d’intégration. Pour que cette expression
s’annule pour ¢ =o, il faut et il suffit que G soit nul. La fonc-
tion ¢/ du n° 226 est donc égale &

— . _
- P 20—t Jf — ® ",
(14) L[a—\/stw‘fotpt“ dt_\/SEAnM_*_n

Soit maintenant ¢ trés grand ; développons ¢ suivant les puissances
décroissantes de £ et soit

o =ZXB,t",
il viendra

B,t—n
:_—\/“z wf o2x-1ds + C't 2% = \/' E nl + C'e—2x;
2a +n

C’ étant une constante d’intégration. Pour que cetle expression
s'annule pour { =00, il faut et il suffit que €’ soit nul. La fonc-
tion ¢ du n° 226 est donc égale a

- ® fd Bnt—®
(15) np:—‘/: t—wf c?t“—ldt:\/: .
8 ¢ 8221—n

Pour que ¢ fit égale & ¢/, il faudrait que

o I -+ o
f w2%—1dt = —f cexdu = o,
T 2 7 :
0 —o

¢’est-a-dire que

0([0{) =0,

ce qui n’a pas lieu en général.
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Développons maintenant les expressions (14) et (15) suivant les

puissances de y/u. On trouve

ce qui nous donne pour le développement formel de ¢/

Ptz .
116) V=ST,u?, Tp= 2LL A, tnne(yY=2)".

La formule (15) nons donne de méme

ql= —(i.ZB,L é;
2t 1+inyap
d’out
p_ﬂ l o
(16 bis)  Y=3T,p®, Tp=_ £B,t2nr(— /= 2)".

Sous cette forme l'identité des deux développements n’est pas
aussi immédiatement manifeste que sous la forme que nous lui
avions donnée d’abord.

229. Mais il est aisé de passer de 'une a I'auire.
Nous avons, en effet,

4+
O(q):f P o—iqu dy.

2w
Je dis que 6(q) est une fonction méromorphe de ¢ qui n’a

d’autre singularité que des poles et dont les poéles sont égaux a — ¢

L g

multiplié par un entier positif ou négatif. Ecrivons, en effet,

@ 0
2750(‘1)=f ve—T=du —|—f o e~ige du.
0 —®

Si la partie imaginaire de ¢ est positive, la seconde intégrale est
une fonction holomorphe de ¢, ne présentant aucune singularité;
car, pour u = — o, © et e”#4% s’annulent. Il peut ne pas en étre
de méme de la premiére.

Si, au contraire, la partie imaginaire de ¢ est négative, la pre-
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miére intégrale sera une fonction holomorphe de ¢, mais il pourra
n’en pas étre de méme de la seconde.

Etudions donc les singularités que peut présenter la seconde
intégrale quand la partie imaginaire de g est négative. Supposons

.« . . . . n
que cette partie imaginaire soit plus grande que — - Reprenons
le développement

oo
o=ZSA,tn=SAse 1.
Nous pourrons écrive

L nu

+ +—
e=Aje 2+ Ayett ...+ Are ?R,

ni
et, quand « tendra vers -— o, R,e * tendra vers zéro. La seconde
intégrale peut s’écrire alors

hh+Jo+...+ T+ Sy,
ou

o (E—iq)u ° .
JK=AKf e\ 2 du, S, :f Rpe—i74 du.

L’intégrale Jg n’a pas de sens par elle-méme dés que la partie
e . K . . .
imaginaire de ¢ est plus petite que — 3 etl'on ne peutlui en attri-

buer un que par continuité analytique. On trouve alors

A
JK=K—K.

24

Quant & S,, tant que la partie imaginaire de g est plus grande
n . . A .
que — - c’est une fonclion de ¢ qui ne présente aucune singula-
2
rité, car la quantité sous le signefs’annule pour & — .

On voit ainsi que la seconde intégrale est une fonction méro-
morphe de g admettant pour poles

qg=— i% (K entier positif)

avec le résidu
tAK.
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On verrait de méme que la premiére intégrale est une fonction
méromorphe de ¢ admettant pour pdles

qg= i% (K entier positif)

avec le résidu

— iBg.
Les péles de 8(g) sont donc
avec les résidus respectifs
Bg
207

quand on prend le signe supérieur et

Ax
- 0 b
21T

quand on prend le signe inférieur.
Reprenons alors la formule (11) et supposons que I'intégrale
soit prise le long de la courbe C.

Construisons un cercle K ayant pour centre I'origine et pour
2m—+1

4
qui est située au-dessus de la courbe C. Soit G, la partie de la

courhe C qui est intérieure au cercle K.

Les deux arcs G, et K, formeront un contour fermé et l'inté-
grale (11), prise le long de ce contour, sera égale & 2w multiplié
par la somme des résidus relatifs aux poles intérieurs au contour;
c’est-d-dire A la somme des m premiers termes de la série (15).

On montrerait que l'intégrale (11) prise le long de K, tend
vers zéro quand m croit indéfiniment; le calcul se ferait sans diffi-
culté, mais il est inutile puisque nous savons d’avance que la
série (15) est convergente.

L’intégrale prise le long de G, tend vers ¢ ; donc ¢ est égal a la
somme de la série (15).

Nous retrouvons ainsi le développement (14) ainsi que les déve-
loppements (16) et (16 bis).

Ce qui précede suffira pour faire comprendre comment on peut
passer des développements du n°® 226 & ceux du n° 228.

rayon » m étant trés grand. Soit K, la partie de ce cercle
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230. On peut se proposer maintenant de rattacher les dévelop-
pements du n° 228 & ceux du Chapitre VII.

Nous avons vu au n°® 223 que, quand ¢« = o, les équations admet-
tent une solution périodique simple

.Z':t, P=.}/=q=0

avec les exposaunls caractéristiques ==/2 . et que les solulions
asymplotiques correspondantes sont

p =o, g == zpsini’; tang‘%:Ce*”a, r=t.

La troisiéme de ces équations peut aussi s’écrire

e

cotz = Cetvew

|

ou

v _
tang=- = CetV2i,
4

suivant qu’on prend le signe supérieur ou le signe inférieur.

Comme les exposants caractéristiques ne sont pas nuls, les
principes des Chapitres III et IV nous apprennent que, pour les
petites valeurs de ¢, il existera encore une solution périodique;
nous aurons encore ¥ = ¢, pendant que p, ¥ et ¢ seront des fonc-
tions de ¢ et de ¢, développables suivant les puissances croissantes
dee, s’annulant avec ¢ et périodiques de période 2 = par rapporta ¢.

De méme les exposants caractéristiques qui seront égaux et de
signe contraire, et que j’appellerai == {3, seront développables sui-
vant les puissances croissantes de ¢ (Cf. Chapitre IV); 3 se réduira
a —}—\/;E_L_POUI‘E:O.

Pour les petites valeurs de ¢ il existera également deux séries
de solutions asymptotiques qui se présenteronl sous la forme sui-
vante; pour la premiére série, nous aurons

(17) z=1t p=m, g=mn,  COt>= =Ty

=

Ty Mg et 1, étant des séries développées suivant les puissances
de Ce=F¢, et dont les coefficients sont périodiques en 2.
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Pour la seconde série, nous aurons
. N .
(17 bis) z=t  p=m, g=m, angr =7

1%, N, et 1, étant des séries développées suivant les puissances
de Cetf? et dont les coefficients sont périodiques en ¢.

Si nous considérons mainlenant ces quantités comme fonclions
de ¢, le n° 106 nous apprendra que les six fonctions » sont déve-
loppables suivant les puissances croissantes de e.

Si nous les considérons comme fonctions de yu, le n° 104 nous
apprendra que chacun des termes des six fonctions 7, aura un coef-
ficient de la forme
N
n

?

N étant un polynéme développé suivant les puissances croissantes
de /i et de B et II étant un produit de facteurs de la forme

my—i1+nB,

m et n étant des entiers positifs ou négatifs.

N o , P
{j’ comme nous I'avons vu au n°® 108, peut étre développé suivant

les puissances de /i1, mais le développement est en général pure-
ment formel parce que les exposants caractéristiques s’annulent
pour w =o.

Transformons maintenant les expressions (17) et (17 bis). Com-
mengons par remplacer partout ¢ par z. Résolvons ensuite I'équa-
tion

Y
cot= =73
4

par rapport & G, nous trouverons
Cefr=1¢.

Si nous observons que, pour € = o0, 73 se réduit & Ceb?; nous
verrons que { peut se développer suivant les puissances de ¢ et

de cot? et que ses coefficients sont périodiques en .

4

Substituons § & la place de CeBs dans 7, et 7,2; alors 7, et 7,
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deviendront des fonctions de z et de y et I'expression
ndzr + 1, dy

sera une différentielle exacte dS. Intégrons cette différentielle,
nous obtiendrons une certaine fonction S jouissant des propriétés
suivantes :

1° Ses dérivées seront périodiques par rapport a z.

2° Elle sera développable suivant les puissances de ¢ et

de cot.
4
3° Un terme quelconque de
as = de ﬁ —
de — ou dr = N2

se composera du cosinus ou du sinus d’un multiple de z, multi-

plié par une puissance de cotZ, par une puissance de ¢, et par un

4
coefficient de la forme

N
ﬁ,

ou N est développable suivant les puissances de ¢, de \/u et de B,
et ou IT est un produit de facteurs de la forme

my—1+nB.

4° L’expression 1%est développable suivant les puissances de ¢
et de \/}T, il en est donc de méme de S; seulement, tandis que le
développement de S suivant les puissances de ¢ est convergent,
le développement suivant les puissances de /i n'a de valeur qu’au
point de vue formel.

Nous aurions pu opérer de méme sur l'expression (17 bis) et
nous aurions obtenu une fonction S’ tout a fait analogue a la fonc-
tion S, avec cette seule différence qu’au lieu d’éire développée sui-

vant les puissances de ¢ et de cot; elle serait développée suivant
4
les puissances de ¢ et de tang%-

Jaiditque S (et §) est développable suivant les puissances de ¢;

soit donc
S = So+Slz-:+ Sgs2+....
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Alors S, n'est autre chose que la partie réelle de {eiz; et § se
présente sous la forme d’un développement procédant suivant les

puissances de cot%, c’est-a-dire suivant les puissances décrois-

santes de la variable que j’ai appelée ¢ au n° 228,

Ce développement n'est autre chose que le développe-
ment (13).

Voyons ce que deviennent dans cette transformation les expres-
sions N
1t

N est développable suivant les puissances de ¢; d’autre part,
B étant développable également suivant les puissances de ¢, il en

sera de méme de
1

m\/——l_+ nf

et le premier terme du développement sera
|l
my=1i+nyop
S onsd n e jon Y ot 1 i
upposons donc que nous ayons une expression 5 oit le premier
terme du développement de N suivant les puissances de ¢ se réduise

a 57” B, et out le produit I se réduise 4 un seul facteur
Vv—1—nj.

. N .
Alors le développement de {j aura pour premier terme

s Bn —ey /B _Br_
2 Vi —nyap 8 2a—n

Ainsi s’explique, dans le développement (15), la présence du
coefficient

B,
20 —n

De méme S’ est développable sulvant les puissances de ¢, ce qui
PP P yceq

donne
8'=84+8je+...;
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S', est la parlie réelle de {/e'%, et §/ se présente sous la forme d'un
développement procédant suivant les puissances de ¢ et qui n’est
autre chose que le développement (14).

231. Les fonctions S et S’ se présentent sous la forme de déve-
loppements. Le développement de S procédant suivant les puis-

sances de cotZ, n’est convergent que quand y est voisin de a7;
4

celui de §', procédant suivant les puissances de tangZ, n’est con-

4
vergent que quand y est voisin de zéro. Mais on peut, par conti-

nuité analylique, définir S et S’ pour des valeurs de y quelconques;
on peut « continuer » ainsi ces fonctions de telle fagon qu’elles
solent définies toutes deux pour les valeurs de 3 comprises entre y,
et )y, ¥o et ¥, étant elles-mémes comprises entre o et 27,

On peul se demander si dans ce champ ot elles sont définies
toutes deux, les fonclions S et 8’ sont égales. La réponse doit étre
négative. En effet, si I'on avait identiquement

S=75,

les termes des développements convergents de S et &, suivant les
puissances de ¢, devraient étre égaux et I'on devrait avoir en par-
ticulier

8= 8},

el par conséquent

Or nous avons vu dans les numéros précédents que ¢ n’est pas
égal a 4/,

Ainsi S n’est pas égal 4 §'; on peut tirer de 12 une conséquence
importante. Nous savons que S et S’ sont développables formel-

lement suivant les puissances de /p.; soient

(8) e e eiaeaeiie ,
S'=T,+ T, /r+Thp+...;

ces développements peuvent s’obtenir, soit par les procédés des
ns 207 &4 210, soit en partant des séries (17) et (17 bis), les déve-
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loppant suivant les puissances de /i (Cf. n° 108) et les traitant
ensuite comme je I’ai fait au numéro précédent.
La fonction T; est, pour y voisin de 2w, développable suivant

les puissances de ¢ et de cot%’ et la fonction T}, pour y voisin

de zéro, se développe suivant les puissances de ¢ et de tang%-

Cette propriété est caractéristique. La fonction S est la seule, en

4
4
et qui satisfasse a ’équation (2); de méme S’ est la seule fonction

effet, qui soit développable suivant les puissances de ¢ et de cot

qui soit développable suivant les puissances de ¢ et de tang% etqui
satisfasse a I'équation (2).

D’auatre part, les n° 207 & 210 nous apprennent que les fonc-
tions T; peuvent étre mises sous la forme de séries procédant

suivant les sinus et les cosinus des multiples de f Elles sont donc
développables ala fois sutvant les puissances de e et de cot% pour y

voisin de 2w, et suivant celles de e et de tang% pour y voisin de zéro.
4

On a donc
T;=T;.

Si donc les développements (18) étaient convergents, on aurait
S=28"

Donc les développements (18) divergent.
Donc les développements du n° 108, d’owx on peut les tirer,
ne convergent pas non plus.

(Cf. Tomel, p. 351, lignes 3 sqq., et Tome II, p. 392, ligne 13.)

232. Jai supposé, dans ce qui précéde, que ¢(y) s’annule
pour y =o. Cette restriction n’a rien d’essentiel. Si ¢(o) ne
s’annulait pas et était égal par exemple a A,, il suffirait d’ajouter
aux développements (14) et (15) un terme

B Ao
8 22

H.P. — I 31
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et d’ajouter la méme constante aux intégrales (11) qui définissent
detd.

J’ai insisté assez longuement sur cet exemple, qui non seulement
me permettait de démontrer la divergence des séries des n° 108
et 207, mais qui présentait encore d’autres avantages.

D’abord il montrait comment on peut passer des développe-
ments analogues & ceux du n°2235 i des développements analogues
a ceux du n°® 104, en passant par I'intermédiaire des développe-
ments des n® 226 et 228.

Ensuite les singularités que j’ai signalées dans les lignes qui
précédent sont la premiére indication de 'existence des solutions
périodiques du deuxiéme genre et doublement asymptotiques, sur
lesquelles je me réserve de revenir plus tard.

FIN DU TOME DEUXIEME.
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