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AVANT-PROPOS. 

Les méthodes que je vais exposer dans ce second Volume sont 

dues aux efforts d'un grand nombre d'astronomes contemporains, 

mais c'est à l'exposition de celles de M. Gyldén, qui sont les plus 

parfaites, que je consacrerai le plus de pages. 

Toutes ces méthodes ont un caractère commun; les savants qui 

les ont imaginées se sont efforcés de développer les coordonnées 

des astres en séries dont tous les termes soient périodiques et de 

faire disparaître ainsi les termes dits séculaires que l'on rencon­

trait avec les anciens procédés d'approximation successive, et où 

le temps sortait des signes sinus et cosinus ; mais, en revanche, ces 

savants ne se sont pas préoccupés de savoir si les séries qu'ils 

obtenaient étaient convergentes au sens que les géomètres don­

nent à ce mot. 

Aussi, tandis que les résultats obtenus dans le premier Volume 

étaient établis avec toute la rigueur à laquelle les mathématiciens 

sont accoutumés, ceux que je vais exposer ne sont vrais qu'avec 

une certaine approximation, qui est certainement très grande, d'au­

tant plus grande que les masses sont plus petites. Il est très diffi­

cile de mesurer exactement, dans chaque cas, l'erreur ainsi com­

mise, mais on peut en trouver une limite supérieure, qui, il est 

vrai, est probablement très grossière. 

Les termes de ces séries, en effet, décroissent d'abord très rapi­

dement et se mettent ensuite à croître ; mais, comme les astronomes 

s'arrêtent aux premiers termes de la série et bien avant que ces 

termes aient cessé de décroître, l'approximation est suffisante pour 

les besoins de la pratique. La divergence de ces développements 

n'aurait d'inconvénient que si l'on voulait s'en servir pour établir 
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V I A V A N T - P R O P O S . 

rigoureusement certains résultats, par exemple la stabilité du sys­

tème solaire. 

D a n s le Chapitre V I I Ï , j e cherche à expl iquer en quoi consiste 

ce malentendu entre les géomètres et les astronomes; comment 

certaines séries que les premiers appellent divergentes peuvent 

rendre des services à ces derniers; comment les règles ordinaires 

du calcul sont applicables à ces séries. Les méthodes peut-être un 

peu longues qui me conduisent à ce dernier résultat ont l'avantage 

de montrer comment on pourrait trouver une limite supérieure de 

l 'erreur; on pourra du reste rapprocher ce Chapitre V I I I de la 

discussion qui se trouve à la fin du Chapitre V I L 

Dans les Chapitres suivants, j 'expose les plus simples des 

méthodes nouvelles, celles qui sont dues à M M . N e w c o m b et 

Lindstedt. Je montre comment on peut triompher de certaines 

difficultés que l'on rencontre quand on veut les appl iquer au cas 

le plus général du Problème des trois Corps . 

Ces difficultés sont au nombre de deux : d 'abord, pour que la 

méthode de M . Lindstedt soit applicable, soit sous sa forme primi­

tive, soit sous celle que j e lui ai ensuite donnée, il faut qu'en pre­

mière approximation les moyens mouvements ne soient liés par 

aucune relation linéaire à coefficients entiers; or , dans le Prob lème 

des trois C o r p s , les moyens mouvements qui doivent entrer en 

ligne de compte sont, non seulement ceux des deux planètes, mais 

encore ceux des périhélies et des nœuds. Mais , en première approxi­

mation, c'est-à-dire dans le mouvement képlérien, les périhélies 

et les nœuds sont fixes : leurs moyens mouvements sont donc nuls 

et la condition que j 'ai énoncée plus haut, c'est-à-dire l'absence 

de toute relation linéaire à coefficients entiers, n'est pas remplie . 

A p r è s avoir expliqué comment on peut diriger les approximations 

suivantes de façon à échapper à cet inconvénient, je passe à une 

seconde difficulté qui se présente quand les excentricités sontextrê-

mement petites. Je montre qu'elle est artificielle et qu'on l'évite 

en prenant pour point de départ, non pas les cercles auxquels 

se réduisent les ellipses képlériennes quand les excentricités sont 

nulles, mais les orbites décrites par nos planètes dans le cas des 
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solutions périodiques de la première sorte étudiées au Chapitre III. 

Dans les fascicules suivants, j'exposerai d'abord les premières 

méthodes de M. Gyldén; fondées sur des principes qui ne sont 

pas sans analogie avec ceux dont je viens de parler, elles permet­

tent de triompher des mêmes obstacles; mais, en outre, beaucoup 

de difficultés de détail sont vaincues par des artifices aussi élé­

gants qu'ingénieux. 

Je consacre quelques paragraphes aux procédés d'intégration 

applicables à certaines équations différentielles que M. Gyldén est 

amené à considérer et j'insiste surtout longuement sur l'une 

d'elles qui est particulièrement intéressante et qu'un grand 

nombre d'autres géomètres ont également envisagée. 

Dans l'étude de ces méthodes, je m'écarte souvent beaucoup du 

mode d'exposition de leurs auteurs; je ne voulais pas, en effet, 

refaire ce qu'ils avaient si bien fait : aussi me suis-je moins préoc­

cupé de mettre ces méthodes sous la^forme la plus commode pour 

le calculateur numérique que d'en faire comprendre l'esprit, afin 

que la comparaison en devînt facile. 

Quand le lecteur en sera là, il comprendra clairement qu'il y a 

toujours moyen de se débarrasser des termes dits séculaires qui 

s'introduisent plus ou moins artificiellement dans les anciennes 

méthodes de calcul. Mais les calculateurs rencontrent souvent un 

obstacle plus sérieux, c'est la présence de petits diviseurs quand 

les moyens mouvements sont près d'être commensurables. Les 

procédés exposés dans la première Partie de ce Volume devien­

nent inapplicables et il faut avoir recours, soit à la méthode de 

Delaunay, soit à celle de M. Bohlin qui y est étroitement appa­

rentée et à laquelle je consacrerai un Chapitre. Celle-ci, toutefois, 

n'est pas encore parfaite, car elle introduit, sinon de petits divi­

seurs, au moins de grands multiplicateurs qui peuvent rendre l'ap­

proximation insuffisante dans certains cas. Un pas restait donc 

encore à faire; il a été fait par les dernières méthodes de M. Gyl­

dén par lesquelles je terminerai ce Volume, car si elles ne sont 

pas encore parfaites, aux yeux d'un géomètre pur, elles sont du 

moins les plus perfectionnées que nous connaissions. 
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rigoureusement certains résultats, par exemple la stabilité du sys­
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méthode de M . Lindstedt soit appl icable , soit sous sa forme primi­
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des trois C o r p s , les moyens mouvements qui doivent entrer en 
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mement petites. Je montre qu'elle est artificielle et qu'on l'évite 
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se réduisent les ellipses képlériennes quand les excentricités sont 

nulles, mais les orbites décrites par nos planètes dans le cas des 
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solutions périodiques de la première sorte étudiées au Chapitre III. 
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V I I I A V A N T - P R O P O S . 

Rappel des notations. 

Je crois, pour éviter au lecteur l'ennui de recourir incessam­

ment au Tome premier, devoir rappeler ici succinctement la signi­

fication de certaines notations que j'ai définies dans le premier 

Volume et dont je ferai usage dans celui-ci. 

Je rappelle d'abord que le corps M 2 est rapporté au corps m,, le 

corps M 3 au centre de gravité des "corps NI, et M 2 . Je pose (n° 11) 

Sfx = , S (A = 

m.i H - m 2 m , -t- / n 2 - + - m3 

de façon que u soit une quantité très petite et que fi et ¡3' soient finis. 

F sera l'énergie totale du système divisée par u ; elle sera déve-

loppable suivant les puissances de u. 

Je définis maintenant les éléments oscillateurs de la première 

planète, c'est-à-dire du corps M 2 dans son mouvement relatif par 

rapport au corps / » , . 

J'appelle (n° 8) a le demi grand axe, e l'excentricité, i l'incli­

naison et je pose 

L = \ F A , S L = A , G = — e 2 ) , ft = G c o s j . 

J'appelle l l'anomalie moyenne, X la longitude moyenne, 6 la lon­

gitude du nœud, g-r- 9 celle du périhélie, que je désigne aussi parc*. 

Je pose (n° 12) 

\ = \/2$(L— G)COSTÏT, n) = — y / 2 8 ( L — G ) s i n r a , 

p = v / 2 3 ( G — 8 ) c o s 8 , q = — JIS(G — 6 ) s in8. 

Telle est la signification des lettres 

S, L , A , G , e , l, \, g, 8, m, 7 ) , p, q, 
qui se rapportent au mouvement de la première planète. Les 

mêmes lettres affectées d'accents, ¡3', L', . . . , auront la même 

signification en ce qui concerne le mouvement de la seconde pla­

nète, c'est-à-dire le mouvement relatif du corps M 3 par rapport au 

centre de gravité de M , et de M 2 . 
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LES MÉTHODES NOUVELLES 
D E L A 

MÉCANIQUE CÉLESTE. 

TOME II. 

CHAPITRE VIII. 
CALCUL FORMEL. 

Divers sens du mot convergence. 

118. Il y a entre les géomètres et les astronomes une sorte de 
malentendu au sujet de la signification du mot convergence. Les 
géomètres, préoccupés de la parfaite rigueur et souvent trop 
indifférents à la longueur de calculs inextricables dont ils conçoi­
vent la possibilité, sans songer à les entreprendre effectivement, 
disent qu'une série est convergente quand la somme des termes 
tend vers une limite déterminée, quand même les premiers termes 
diminueraient très lentement. Les astronomes, au contraire, ont 
coutume de dire qu'une série converge quand les vingt premiers 
termes, par exemple, diminuent très rapidement, quand même les 
termes suivants devraient croître indéfiniment. 

Ainsi, pour prendre un exemple simple, considérons les deux 
séries qui ont pour terme général 

I O O O " 1 . 2 - 3 . . . « 
et 

I . 2 . 3 . . . Il I O O O * 

Les géomètres diront que la première série converge, et même 

H . P . — IL i 
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qu'elle converge rapidement, parce que le millionième terme est 
beaucoup plus petit que le 9 9 9 9 9 9 E ;

 m ais ils regarderont la 
seconde comme divergente, parce que le terme général peut 
croître au delà de toute limite. 

Les astronomes, au contraire, regarderont la première série 
comme divergente, parce que les 1 0 0 0 premiers termes vont en 
croissant; et la seconde comme convergente, parce que les 1 0 0 0 
premiers termes vont en décroissant et que cette décroissance est 
d'abord très rapide. 

Les deux règles sont légitimes : la première, dans les recherches 
théoriques; la seconde, dans les applications numériques. Toutes 
deux doivent régner, mais dans deux domaines séparés et dont il 
importe de bien connaître les frontières. 

Les astronomes ne les connaissent pas toujours d'une façon bien 
précise, mais ils les franchissent rarement; l'approximation dont 
ils se contentent lès maintient d'ordinaire beaucoup en deçà ; 
d'ailleurs leur instinct les guide et, s'il les trompait, le contrôle 
de l'observation les avertirait promptement de leur erreur. 

Je crois néanmoins qu'il y a lieu d'apporter dans cette question 
un peu plus de précision, et c'est ce que je vais essayer de faire, 
bien que par sa nature même elle ne s'y prête pas beaucoup. Je 
commence par dire, afin d'éviter toute confusion, que j'emploierai 
toujours désormais, sauf avis contraire, le mot convergence dans 
le sens des géomètres. 

Séries analogues à celles de Stirling. 

119. Le premier exemple qui a montré clairement la légitimité 
de certains développements divergents est l'exemple classique de 
la série de Stirling. Caucby a montré que les termes de cette série 
vont d'abord en décroissant, puis en croissant, de sorte que la 
série diverge; mais si l'on s'arrête au terme le plus petit, on 
représente la fonction eulérienne avec une approximation d'autant 
plus grande que l'argument est plus grand. 

Depuis, des faits analogues très nombreux ont été mis en évi­
dence, et j'ai moi-même étudié dans les Acla mathemalica, 

Tome VIII, une classe importante de séries qui jouissent des 
mêmes propriétés que celle de Stirling. 
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Qu'on me permette d'en citer ici encore un autre exemple qui 
présente quelques particularités intéressantes et qui nous sera 
peut-être utile dans la suite. 

Soit w0 un nombre positif plus petit que i. 
La série 

converge pour toutes les valeurs de iv et de u. telles que 

IH<ne 0 , P = °-

De plus la convergence est absolue et uniforme. 

Nous avons, d'autre part, 

w n 

= £ „ « > " ( — \ ) P N P A P ; 

i · + - n p . ' ' 

on peut donc être tenté d'égaler <p(w, u) à la série à double entrée 

S „ S p \ ) P NP \XP. 

Mais cette série ne converge pas absolument. 
Ordonnons-en toutefois les termes suivant les puissances crois­

santes de u, il viendra 

( 2 ) A 0 — A , ( i - 1 - A 2 l u s — A 3 ( i 3 + . . . , 

où 

A 0 = 2 « " S A , = Z «(*>», A 2 = S r a ! « " % A3 = Z.nsw", 

La série ( 2 ) , ordonnée suivant les puissances croissantes de a, 
diverge. On a, en supposant w réel positif pour fixer les idées, 

k l 

A * < 
( 1 — w ) * 

Il est clair que la série 
ï ( - t » | l ) * 

diverge et qu'il en est de même a f o r t i o r i de la série ( 2 ) . Mais 
si l'on envisage la série 

{1 — w)k ' 
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On trouve, en effet, 

f*P ' ^ 1 + n p. · 

il est aisé de voir que la série 

Σ nl· 

T ¡ ( 1 

con\erge uniformément; on a donc pour p. = o 

— — = Sn i ' + ' w " = quantité finie, 

et, par conséquent, 
I I M ? — = O. 

u.1' 
C Q. F. D. 

Calcul de ces séries. 

120. Nous sommes donc conduit à envisager une relation d'une 
nature nouvelle qui peut exister entre une fonction de x et de [A, 
que nous appellerons <p(#, |A ) et une série divergente ordonnée 
suivant les puissances de PI 

( I ) / O + L V I - 1 - 1 ^ / 2 + · • · + ! * " / ? - · - · · · > 

où les coefficients f u , f , , ... peuvent être des fonctions de x 

on voit que, si ^ w

 e s t très petit, les premiers termes décroissent 

très rapidement, bien que les suivants croissent au delà de toute 
limite. 

Celte série ( 2 ) représente-t-elle approximativement la fonc­
tion '-?(w, [ A ) ? 

Pour nous en rendre compte, posons 

< ? / > ( » , = A 0 — A , [ X -H A 2 ( X 2 — AY,]xp ; 

je dis que 

l . m J — ^ — = 0 , pour ]j. = o. 
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seulement indépendantes de [x (c'est ce qui arrivait dans l'exemple 
qui précède) ou bien dépendre à la fois de x et de [X. 

Posons 

<?/· = / » • + P / I + y-~A—•··-+- | X " / P -

Si l'on a 
J i m - — - ^ - — o , pour (x = o, 

je dirai que la série ( i ) représente asymptotiquement la fonction -j 
et j'écrirai 

( 2 ) <?(̂, n)=/o + p / i - h u . 2 / 2 + - · · ; 

j'appellerai les relations de la forme ( 2 ) égalités asymptotiques. 
Il est clair que, si jx est très petit, la différence <p — <fp sera aussi 

très petite et, bien que la série ( 2 ) soit divergente, la somme de 
ses p - + - 1 premiers termes représente très approximativement la 
fonction cp. 

Les astronomes diraient que cette série est convergente et 
représente la fonction a. 

Les astronomes ont continué de rechercher des séries qui satis­
font formellement aux équations différentielles proposées, sans se 
préoccuper de leur convergence. Cette manière de faire semble 
d'abord tout à fait illégitime et pourtant elle les conduit souvent 
au but. 

Pour s'expliquer ce fait, il est nécessaire d'examiner la question 
de plus près et c'est ce que je me propose de faire. 

Introduisons quelques définitions nouvelles. 
Considérons un système d'équations différentielles 

( 3 ) § = X < ( ¿ = « , 2 , . . . , « ) . 

Je suppose que X, soit une fonction uniforme de t, de x,, 
x2, . . ·, xn et d'un paramètre |x et soit développable suivant les 
puissances croissantes de [x. 

Considérons maintenant n séries divergentes que j'écrirai 

51 = / o . i -H (x/i.i -l- H 2 / i . 2 - + - . . · , 

5 2 = / o . 2 -+- (x/1.2 H - - + - . . . , 

· · · · · · • · ï 

S « = /o.n + V-fi.n + " • * / « • » + 
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b C H A P I T R E V I I I . 

Je suppose que les fi.k soient des fonctions connues de t et de u 
et de plus que ces fonctions soient développables en séries con­
vergentes suivant les puissances croissantes de u.. 

Soit tfp.k la somme des p - + - 1 premiers termes de la série S*. Je 
dirai que les séries S,, S 2 , ·. . , S„ satisfont formellement aux 
équations différentielles (3) , si, quand on substitue 

<pp.l> <?/>.2! · · · > °p.n> 

à la place de 

la différence ~ — X ; devient divisible par u./ , + l. 

Cette définition posée, voici ce que je me propose d'établir : 
considérons une solution particulière des équations (3 ) , à savoir 
celle qui est telle que 

Xl = Xt = . . . = xn = o 

pour t = o. 
Soit 

xi= 0t(t, ( A ) , Xi = 8 2 ( * , p), ···, &n = §n(t,p). 
Je suppose que les fonctions f^k s'annulent toutes pour t = o. 

Je dis que l'on aura les égalités asymptotiques suivantes 

( 4 ) ^(t)V.)=su e2(f, ,x)=s2, e„<y, |i)=s„. 
En effet, posons 

^ i = < f p . i - l - · *i=<Pp.*-I-[*p+15î, · · · , ^ « = < p p . r e - H ( x ' , - , - 1 $ n . 

Substituons ces valeurs des x dans les équations (3) , ces équations 
deviendront 

* dt~Xi dt 
Après la substitution, X , deviendra développable suivant les puis­
sances croissantes de u., de 
les coefficients du développement étant des fonctions connues du 
temps. 
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CALCUL F O R M E L . 7 

II n'y aurait d'exception que si la solution particulière 

xl=dl(t,o), j r 2 = 8 2 ( i , o ) , x„ = 6„(t, o ) , ¡i = o 
allait, pour l'une des valeurs de t que l'on a à considérer, passer 
par un des points singuliers de l'équation différentielle (j'appelle 
ainsi, comme dans le Chap. II, n° 27, les systèmes de valeurs de X \ , 

. . . , xn, t et y. pour lesquels les X ¡ cessent d'être des fonctions 
holomorphes). 

On pourra donc, ainsi que nous l'avons vu au n° 27, trouver 
deux nombres positifs M e t a tels que 

dop.t M 
X ' - ST < , - , ( F t ^ ^ . t l - H , . . + ^ . 6 . ) * r g l i l ' * * > · 

Mais par hypothèse les séries S,, S 2 , . . . , S„ satisfont formelle­

ment aux équations ( 3 ) . Cela veut dire que si l'on fait 

| , = | 2 = . . . = | „ = o, 

d'où 

Xi = <p/>.<·, 

les différences X T - — ^ ^ d e v i e n d r o n t divisibles par u P + ' . N O U S 

avons donc 

K > 1 dt ^ i — a(Hn-[ji/'+i£1-h...-+-[JiP+1$„)' 

Si nous appelons pour abréger y.P+i Z le second membre de l'iné­

galité (5) , et que nous posions 

les équations (3) deviendront 

<« § = Y'-' 

avec la condition 
Y . < Z . 

Considérons la solution particulière des équations (6) qui est 
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8 C H A P I T R E V I I I . 

telle que 

îi = £2 — · · ·=?« = o ' 

pour / = o. Cette solution peut s'écrire 

Pour démontrer les égalités asymptotiques (4)> il m e suffitdonc 
d'établir que £,· est fini; et pour cela il me suffit de comparer les 
équations (6) aux équations 

( 6 bis) ^ = Z . 
ut 

Tant que la solution de (6 bis) sera finie, il en sera de même de 
celle de (6 ) . Or les équations (6 bis) sont faciles à intégrer. Car 
si l'on pose 

Si Sa -*-----»-?« = <r, 

il vient, pour la solution particulière que nous considérons 

e. = & = . . £ 

e t 

dt 1 — otfji — es jjtP" 1" 1 

Il est facile d'intégrer cette dernière équation et de constater que 
0· est fini, et que <r tend vers une limite finie quand |A tend vers o. 

Il en est donc de même des c. Q . F . D . 

Ce tbéorème justifie la manière de faire des astronomes pourvu 
que [X soit suffisamment petit. Peut-être aurait-il pu être établi plus 
simplement; mais la démonstration qui précède peut donner un 
moyen simple de trouver une limite supérieure de l'erreur commise. 

121. Dans quelle mesure les règles ordinaires du calcul sont-
elles applicables au calcul formel, c'est ce qu'il nous reste à voir : 

Pour cela, considérons deux équations simultanées 
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C A L C U L F O R M E L . 9 

X et Y étant des fonctions uniformes de x, y, t et p., dévelop-
pables suivant les puissances de [ x . 

Changeons de variables en posant 

* " = « h ( S , t j ) , 

y = " M S > *))> 

< l , et <|i 2 étant des fonctions de £, Y | , « et p.. 
Les équations différentielles deviendront 

^ ; d < d t ' 

X = d f X + ^ Y ' 

X' et Y' seront développables suivant les puissances croissantes 
• doo d'Y doc d'Y * · · · 

de j x , à moins que — dr¡ ^ n e S 0 î i divisible par ¡ x , ce que 

nous ne supposerons pas. 
Cela posé, soient 

S = / o + P / l -+" H V s + · • · , 

deux séries divergentes, les f¡ et les f[ étant des fonctions de t et 
de ¡ x ' développables en séries convergentes suivant les puissances 
croissantes de ¡ x ' . 

Je suppose que ces séries S et S' satisfassent formellement aux 
équations ( 2 ) quand on les substitue à la place de £ et de T| et qu'on 
y fait p' = p. 

Substituons maintenant dans les deux équations 

* = 1 ) » y = " M ^ 7 ¡ ) > 

S et S' à la place de ? et ·/),, et développons ensuite 

<W(S, S-), <h(S,S'), 

suivant les puissances croissantes de p. Bien que les séries S et 
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S' soient supposées divergentes, le développement se fera par les 
règles ordinaires du calcul. Voici ce que j'entends par là. 

Soient Sp et S ,̂ la somme des p - + - 1 premiers termes de S et 
de S'. Supposons que l'on veuille calculer les p - + - 1 premiers 
termes du développement de ^ . ( S , S') et de tj.2 (S, S'). 

Il faut prendre pour ces p + i premiers termes les p - + - 1 pre­
miers termes du développement de 

^{Sp, S'p) e t ( S , , S'p). 

Nous obtiendrons ainsi deux séries divergentes que je puis 
écrire 

( « M S , S ' ) = F „ + t i F , + ^ F 2 - t - . . . , 

) + » ( S , S ' ) = F ¿ + f i F ' 1 - i - ^ i F ' I - 4 - . . . I 

et ces séries sont de même forme que les séries S et S'. 
Je dis que ces deux séries satisferont formellement aux équ» -

tions ( i ) , quand on les substituera à la place de x et d e ^ et qu'£>n 

fera ensuite ¡x' = a. 
En effet, si l'on fait 

x = i p i ( S p , S p ) , y = < J » ! ( S p , S'p), 

la différence des deux membres des équations ( i ) devient divisib' e 

par U . P + 1 . 

D'autre part, si l'on appelle Hp et H'p la somme des p + i pr e " 
miers termes des séries ( 3 ) , les différences 

S p - M S p , S'p), Vp — MSp, S'p), 

seront divisibles par ¡j.-0"1"'. 

II est facile d'en conclure que si l'on fait 

* = SP> y = 2'P, 

la différence des deux membres des équations ( i ) deviendra di* , , _ 

sible par [ a P + i . c. q . f . x,. 

Soit maintenant une équation unique 

dx 

«> - d T = X > 

X étant fonction de X, de t et de ¡a. 
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dx 

il viendra 
dt ~ y ' 

dy _ dX dX 
( > dt ~ dt ^ y ~dx" 

Soit une série divergente 

S = / o - t - K / i - t - H 2 / 2 + - - - > 

qui satisfasse formellement à l'équation (4)· 
Formons la série 

S ' = / ; - H H . / i H - | x V ' 2 - f - . . . , 

obtenue en différentiant chaque terme par rapport à t. 
Je dis que les deux séries S et S' satisferont formellement aux 

deux équations (4 ) et ( 5 ) . 

Soit, en effet, Sp et S^ la somme des p -+-1 premiers termes de S 
et de S' ; on aura 

c ' dSp 
b p - ~ d f 

Posons 

X " X(x, t), 

dX dX . . . 

Je dis que la différence 

Y ( S P ) s;. o-Ç 
est divisible par pP+K 

En effet, par hypothèse, la différence 
U = X ( S P , 

est divisible par u ,P + ' ; il doit donc en être de même de sa dérivée 

Posons 
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? ( * . P ) = / « - > - r * / l + · •> 

Ainsi les règles ordinaires du calcul sont applicables au calcul 
formel. 

La question la plus intéressante pour ce qui va suivre est de 
savoir si les théorèmes de Jacobi exposés aux n o s 3 et 4 sont appli­
cables au calcul formel. 

La réponse à cette question doit être affirmative; nous le démon­
trerons plus loin au n° 125 sur un exemple particulier, mais la 
démonstration peut s'étendre sans changement au cas général. 

122. Dans le Tome VIII des Acta mathematica, page 2 0 , 5 , j'ai 
démontré certaines propriétés des égalités asymptotiques. 

On peut additionner deux égalités asymptotiques; on peut éga­
lement les multiplier l'une par l'autre. 

Soit maintenant 

S = / o + " · / « - > - " * / » - ! - • · · 

une série divergente, les /,· étant fonctions de t. 
Soit 

<?(', f O ^ S 

une égalité asymptotique. 
Supposons que f^ — o de sorte que, pour u = o , on ait 

S = o, tp( t, o ) = o. 

Soit maintenant une fonction de z, holomorphe pour z=o. 
Substituons S à la place de z dans F(z) et développons F(S) , 

suivant les puissances de p., par les règles ordinaires du calcul, 
ainsi qu'il a été expliqué au numéro précédent. On aura l'égalité 
asymptotique 

F [ T ( f , u ) ] = F ( S ) . 

Il est inutile de reproduire ici les démonstrations; le lecteur 
pourra les retrouver dans le Mémoire cité; mais je l'engage à n'en 
pas prendre la peine; car elles sont si faciles qu'il aura plus vite 
fait de les reconstruire lui-même. 

Soit maintenant une égalité asymptotique 
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où fp désigne la somme des p - f - 1 premiers termes de la série, 
tend uniformément vers o quel que soit t, quand u. tend vers o ; 
c'est-à-dire qu'on peut trouver un nombre e indépendant de t, 
dépendant seulement de u. et s'annulant avec p, tel que 

I ? — « ? / ' l < P P Z -

On aura alors 

/ (o — QP)dt 
Jt« 

| < P p e ( « i — <o) , 

ce qui montre qu'on aura l'égalité asymptolique 

J v d t = j'fodt -h p j f i d t -+- ^ J'f^dt-y-. . .. 
On a donc le droit d'inlégrer une égalité asymptolique. Au 

contraire, on n'aurait pas en général le droit de la différencier. Il 
est cependant un cas où les principes qui précèdent nous per­
mettent de le faire. 

Soit <f(t, u) une solution d'une équation différentielle et S une 
série qui satisfait formellement à cette équation. 

On aura asymptotiquement 

? ( ' . r O ^ s . 

Soit S' la série obtenue en différentiant chaque terme de S. 
D'après le numéro précédent, cette série satisfait formellement 

à l'équation différentielle à laquelle satisfait effectivement la 
, , · , rf'-o 

d é r i v é e 
dt 

On aura donc l'égalité asymptolique 

les ^dépendant de t et de \x. Je suppose que cette égalité ail lieu 
uniformément. Je veux dire que l'expression 
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14 C H A P I T R E V I I I . — C A L C U L F O R M E L . 

Je demande pardon au lecteur d'avoir tant insisté sur des points 
aussi simples, mais je tenais à bien faire comprendre la nature du 
malentendu dont j'ai parlé plus haut. Je voulais également, avant 
d'aborder l'élude des méthodes d'approximations successives em­
ployées en Mécanique céleste, méthodes qui sont divergentes 
au point de vue des géomètres, expliquer pourquoi leur emploi a 
pu rendre des services aux astronomes. 
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CHAPITRE IX. 

MÉTHODES DE MM. N E W C O M B ET L 1 N D S T E D T . 

Historique. 

123. M. Lindstedt a proposé, dans les Mémoires de l'Aca­
démie de Saint-Pétersbourg, 1 8 8 2 , un procédé d'intégration 
par approximations successives de l'équation suivante 

d 2 x 

( 1 ) ~dt* = ^ *)> 

où v(x, t) est une fonction développée suivant les puissances 
croissantes de x et dont les coefficients sont des fonctions pério­
diques du temps t. 

Il a même fait voir que la même méthode est applicable aux 
équations suivantes 

d * x 

- ^ + n \ x = \3.<f(x,y, t ) , 

cfiy 

— + n \ y = i i . à ( x , y , t ) , 

qui sont plus générales que l'équation ( 1 ) et qui se réduisent à un 
cas particulier des équations de la Dynamique, quand on a 

d o _ dty 

d y d x 

L'équation ( 1 ) a une importance extrême en Mécanique céleste; 
car M. Gyldén s'y est trouvé conduit plusieurs fois dans le cours 
de ses belles recherches. 

M. Lindstedt ne démontrait pas la convergence des développe­
ments qu'il avait ainsi formés, et, en elfet, ils sont divergents; mais 
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nous avons vu dans le Chapitre précédent comment ils peuvent 
néanmoins être intéressants et utiles. 

Mais il y a une autre difficulté plus grave ; on constate aisément 
que la méthode est applicable dans les premières approximations, 
mais on peut se demander si l'on ne sera pas arrêté dans les approxi­
mations suivantes; M. Lindstedt n'avait pu l'établir rigoureuse­
ment et conservait même à ce sujet quelques doutes. Ces doutes 
n'étaient pas fondés et sa belle méthode est toujours légitime; je 
l'ai démontré d'abord par l'emploi des invariants intégraux dans 
le Bulletin astronomique, t. III, p. 5 7 , puis, sans me servir de ces 
invariants, dans les Comptes rendus, t. CVIII, p. 2 1 . C'est la 
seconde de ces démonstrations que je reproduirai dans le présent 
Chapitre. J'ai été ainsi conduit à un mode d'exposition de la 
méthode de M. Lindstedt qui s'étend immédiatement au cas le plus 
général des équations de la Dynamique. 

Plusieurs cas particuliers y échappaient encore toutefois et 
entre autres le cas général du Problème des trois Corps. 

Ce cas avait toutefois, en raison de son importance, attiré l'at­
tention de M. Lindstedt. Ce savant astronome avait dans les 
Comptes rendus, t. XCVII, p. 1 2 7 6 et 1 3 5 3 , montré comment sa 
méthode y pouvait être appliquée. 

Malheureusement les mêmes difficultés que j'ai signalées plus 
haut subsistaient encore et non seulement les développements 
divergent, ce dont nous n'avons pas à nous inquiéter pour les 
raisons exposées dans le Chapitre précédent, mais on pouvait 
même douter de leur possibilité et, par conséquent, de la légitimité 
de la méthode elle-même. 

Je crois être arrivé à lever ces doutes et c'est à quoi je consa­
crerai le Chapitre XL 

Aussi, pour expliquer la manière d'appliquer la méthode de 
M. Lindstedt au Problème des trois Corps, j'adopterai un mode 
d'exposition qui ne sera, ni celui du savant inventeur, ni celui qui 
conviendrait au calcul des divers termes du développement, mais 
celui qui se prête le mieux à la démonstration delà légitimité de la 
méthode. 

M. Lindstedt avait été devancé dans la voie où il a travaillé par 
M. Newcomb (Smithsonian contributions to Knowledge, dé­
cembre 1 8 7 4 ) 1 qui avait donné le premier des séries représentant 
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le mouvement des planètes et ne contenant que des sinus et des 
cosinus. Sa méthode, sur laquelle je reviendrai plus loin, est 
fondée sur la variation des constantes arbitraires. 

124. Bien que parmi les méthodes récemment introduites dans 
la Mécanique céleste, celles de M. Lindstedt ne soient pas les pre­
mières en date, je crois néanmoins que c'est par elles qu'il con­
vient de commencer l'exposition de ces nouveaux procédés d'ap­
proximations successives. Je ne pourrais pas, en effet, en séparer 
l'exposition de celles de M. Newcomb qui sont les premières dans 
l'ordre chronologique et, d'ailleurs, les méthodes de M. Lindstedt 
sont en effet les moins compliquées de toutes et celles qui s'adap­
tent le mieux aux cas les plus simples. Elles ne se trouvent en 
défaut que quand on est en présence de très petits diviseurs, et 
il faut alors leur préférer les méthodes plus perfectionnées de 
M. Gyldén. Ma façon d'exposer la théorie de M. Lindstedt diffé­
rera beaucoup de celle de cet astronome et je l'appliquerai d'ail­
leurs à des cas plus nombreux, mais les séries que j'obtiendrai 
seront identiques aux siennes, ainsi que je le montrerai plus loin. 

Je compléterai d'ailleurs ses résultats sur un grand nombre de 
points et je chercherai à les étendre à des problèmes aussi nom­
breux que possible. 

Exposé de la méthode. 

125. Reprenons les équations du n° 13 

I drt _ dF dyi _ dF _ 

(,) \ d t - ~ d y C ~d7~ dx~¡ ( i _ I ' 2 ' • ' · ' ">' 

| F = F 0 - + - u . F l - i - u . 1 F j - t - . . . . 

Le problème consiste à satisfaire formellement aux équations ( i ) 
par des séries de la forme suivante 

( a>t = x" -+• H x\ - t - tJÏxJ - + - . . . H - \LN X "-(-.. ., 

î yt = yï -+- py} p'r * -H ... -H \xnyl -+-..., 

les quantités x* etj^* étant elles-mêmes de la forme suivante 
x ' i = S A c o s / i i + S B s i n A i + C , 

yf = S A ' c o s A i -+- S B ' s i n ht -t- C i H - D ' , 

H . P . — II. 2 
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A, B, G, A', B', G' e tD' étant des coefficients indépendants de u. 
et du temps t, mais qui peuvent être fonctions d'un certain 
nombre de constantes d'intégration; les h sont des coefficients 
dépendant de u. et développés suivant les puissances de ce para­
mètre. 

Quand je dis que les séries ( 2 ) satisfont formellement aux équa­
tions ( 1 ) , voici ce que j'entends : 

Substituons dans ces équations ( 1 ) les séries ( 2 ) arrêtées au 
p - + - i e r terme, c'est-à-dire faisons 

Xi = xl-<r + ¡ x 2 5 7 ? - i - . . . - 1 - líPxf, 

y i = y? + v-y\-+• \>?y} +. · • -+- ^yf, 

je dirai que les séries ( 2 ) satisfont formellement aux équations ( 1 ) , 
si, après cette substitution, la différence des deux membres de 
ces équations devient divisible par y.P. 

Pour déterminer les séries ( 2 ) , nous nous servirons d'un procédé 
entièrement différent de celui dont M. Lindstedt a fait usage. 

Cherchons donc à former une série de la forme suivante 

( 3 ) S = S 0 - l - ( J l S i - r - f l * S , - r - . . . - r - ^ S / , - + - . . . 

dont les coefficients S/t soient eux-mêmes des séries de la forme 
suivante 

S * = a-k.xyi •+• ai-.iyi-r-- • . -+ - *k.nyn -+- <?k, 

les a.¡,j étant des coefficients constants et tp* étant une fonction de 
y,, y2, ..., yn périodique, de période 2 « par rapport à ces n 
variables. 

Nous chercherons à déterminer la série (3) de façon à satisfaire 
formellement à l'équation aux dérivées partielles 

„ / rfS d% dS \ 

( 4 ) *\dyi'dy-t''-''W-K'*>r*r»J = const. 

La constante du second membre (qui n'est autre chose que la 
constante des forces vives) pouvant dépendre de [A, nous la pose­
rons égale à 
Faisons dans l'équation (4) ¡* = o, il viendra si l'on se rappelle 
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M E T H O D E S D E M M . N E W C O M B E T L I N D S T E D T . i g 

que F 0 ne dépend pas des y 

„ /dS0 dS0 dS„\ 

On peut satisfaire à cette équation en faisant 

S 0 = X\YI •+- X^YT + ···-+- X\YN, 

DS0 DSA „ DSO 
= X « * > , » ' DYT »' ··•' DYN--" 

les x\ étant des constantes qui peuvent être choisies arbitrairement 
puisque la constante C 0 est elle-même arbitraire. 

Nous poserons, comme dans les Chapitres qui précèdent, 

' ~ DXÎ 

En égalant ensuite les coefficients des puissances semblables de u. 
dans les deux membres de l'équation (4) , on obtient une série 
d'équations qui permettent de déterminer par récurrence S ( , S2, . · ·, Sp, . . . . 

Voici quelle est la forme de ces équations 

( 6 ) „ » £ ^ + „ o ^ £ + . . . ^ n o DSJ, = 4 > C 

DYI DY¡ " DYN

 P 

QP est un polynôme entier par rapport aux quantités 

( * = ! , 2 , . . . , p — 1 ; t = i, 2 , n) 

et les coefficients de ce polynôme sont des fonctions de x®, 
x\, . . ., x"n et dey,, y2, . . ., ya, périodiques, de période 2 i t par 
rapport aux y. 

Je dis qu'on pourra tirer la fonction de cette équation (6) 

et de telle sorte que ^ r > s ° ' e n l ; périodiques, de 

période 2TC par rapport aux y. 

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour les dérivées de S,, 
S 2, . . . , SP_T par rapport auxjr\ 

Alors & p sera une fonction périodique de y,, y2, .. ., y„ et je 
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pourrai écrire 

<PP = A -+- SB cos (m,y ,4 - m ¡ / , + . . . - + - mny,i) 
+ ï C s i n ( m i / i + . . . + m „ j „ ) , 

les nombres / M , , « 2 , · · · , mn étant des entiers pendant que les A, 

les B et les G sont des coefficients constants indépendants desjK-
On peut faire alors 

S p = Zp.iyi -t- + · · · + ap.nyn 
sin (miyy -h niiyî -h...-h- m„yn) 
min\-\- 7n2n5-H.. . - + - mnn% 

^
C c o s ( m 1 j K i + - - - + ninyn) 

m¡n'l-{-. . . - H mnn% 
Les a^.j sont des constantes qui peuvent être choisies arbitraire­

ment puisqu'elles sont assujetties seulement à la condition 

aP.in\+- a P . 2 " l + . • • + *p.nn% = A -+- Cp 

et que la condition Cp est arbitraire. 

Cette méthode ne serait en défaut que s'il existait des entiers 

m,, m,, . . ., m„, tels que 

ï » l ( » i = o. 

Nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi. 

Il est à remarquer que les fonctions § p ainsi définies contien­

nent des constantes arbitraires; elles dépendent d'abord de 

puis de 

puis de 

lis de 

ap.U
 ap.2> · · · )

 ap.n> 

x \ i 
~.0 
• * 2 J 

^.0 
• y ^ 11 ï 

« 1 . 1 ) « l . î ) · ' • • ) a l . n j 

aI.l> 
« 2 . 2 ! · - · , « 2 . m 

Nous ne voulons conserver que n constantes arbitraires; nous 

continuerons donc à considérer les x\ comme arbitraires, en choi-
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M É T H O D E S DE MM. NEWCOMB ET L I N D S T E D T . 2 1 

sissant d'une manière quelconque, mais définitive, les a,-.*. Nous 
pourrions convenir, par exemple, de choisir les a,-.* de façon que 

o Gj = C 2 = . . . = Gp = . . . , 

mais je préfère prendre tous les a,-.* nuls ; les constantes C,, C 2 , · · · , 
Cp, . . . ne sont pas nulles alors; en général, elles dépendent, 
ainsi que C 0 , de x", x?¿, . . ., x°n. 

Cela posé, soit 

Sp= S0-4-¡xSi-t-¡x
2S2-t-...-t-nPS,,. 

Posons 

Si nous changeons de variables, en prenant pour variables nou­
velles les x¿ et les w¡, au lieu des x¿ et des yi [les nouvelles 
variables étant liées aux anciennes par les relations (7)], le théo­
rème du n°' i nous apprend que les équations resteront cano­
niques et que nous aurons 

dxl dF dwt dF 
—r- = —,— ' —r~ = =—¡r (1 = 1 , 2 , . . . , n). 
dt dw¡ dt dx\ v 

Voyons maintenant quelle sera la forme de F, quand elle sera 
exprimée en fonction des nouvelles variables x¿ et w¡. Par hypo­
thèse, la série S satisfait formellement à l'équation (4) ; cela revient 
à dire que nous aurons 

F(Zi, yi) = F yt) = Go + H-C, + u.»C2 - t - . . . - t - p p Cp -+- pp"*p, 

<&p étant une fonction des x¿, des w¿ et de ¡x susceptible d'être 
développée suivant les puissances de ¡x. Quant aux quantités C» 
C ( , . . . , Cp, nous avons vu que ce sont des fonctions des x¿. 

Nous poserons 
p dC0 dCi 2 dC3 dCp 

V ¿ ~~ _ dx? dx<! ^ dx? " ' " ^ dx~? ' 
T 

Alors, pour ¡x = o, v? se réduit à n°. 
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dt p dwt dt ' ^ dxf 

si l'on néglige les quantités de l'ordre de p,- D + l , on tirera de ces 
équations 

xj = const., vt>i = vf í -(- const. 

On peut exprimer ce résultat en disant que le théorème de 
Jacobi du n° 3 est applicable au calcul formel, en employant le 
langage du Chapitre VIII. 

Posons 

dC0 dCt , rfO , . , 
n i = - d x - ° - P d x ^ - V - d¿°— •• a d m f -

Nous avons là une série ordonnée suivant les puissances de u., 
qui peut être divergente; mais peu nous importe, puisque nous 
nous plaçons au point de vue du Chapitre précédent, c'est-à-dire 
au point de vue formel. 

Posons ensuite 
w i = n¡t 4 - vs¿, 

les Ts¡ étant regardées comme des constantes d'intégration. Envi­
sageons ensuite les équations 

. . . dS dS 
(8) dJt=Xt' dx^ = Wt-
De ces équations (8) , on peut tirer les x¿ et les y i sous la forme 
de séries ordonnées suivant les puissances de p. et dont les coeffi­
cients sont des fonctions des x\ et des w¡. Ces séries peuvent 
d'ailleurs être convergentes ou divergentes, peu importe. 

Si dans ces séries on remplace les Wi par n¿t - f - w¿ et si l'on 
regarde les x\ comme des constantes, elles satisferont formel­
lement aux équations ( i ) . 

Soient 

xt = a?? -+- px} + p.2a;? - h . 

y i=y i -+- v-y\ -+- ̂ yJ -+• · 

Il vient alors 
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ces séries ; voyons quelle est la forme des xk et des y\. Pour u = o, 
S se réduit â 

So = x \ y \ - + • & \ y i - \ - - ·.+&%yn, 

et il vient par conséquent 

Ainsi le premier terme du développement de x¡ est une constante 
et le premier terme du développement de y¿ (c'est-à-dire y') se 
réduit à 

wt = n¡t-\- TZ¡. 

Si, au lieu de tirer les x¡ et les y¡ des équations ( 8 ) , nous les 
avions tirées des équations ( 7 ) , les p - f - 1 premiers termes auraient 
été les mêmes, puisque la différence S —- ~ZP est de l'ordre de . 

Pour déterminer les quantités 

x k i , y k i = 2 , A = 0 , 1 , 2 , p ) , 

envisageons donc les équations ( 7 ) que nous écrirons sous la 
forme suivante 

, o ¿ ( Z p — S „ ) ¿ ( S p — S 0 ) 

Nous pouvons tirer des équations ( 7 bis) les x¡ et les yi en séries 
ordonnées suivant les puissances de u. et convergentes si a est 
assez petit; il nous suffit pour cela d'appliquer le théorème du 
n° 30, puisque Hp—S0 représente une fonction complètement 
définie et n'est pas une simple expression formelle. 

Nous avons supposé que les quantités a*/ sont nulles; il en 
résultera que les Sk (k ̂ > o) et par conséquent 2p—S0 sont des 
fonctions périodiques de période 2TC par rapport aux y¡. 

Si donc dans les équations ( 7 bis) on change y¡ eny¡-\- zkiiz 
et w¿ en «>,•+ 2k¿Tz(k,, k2, . . ., kn étant des entiers), ces équa­
tions ne changeront pas. Donc les valeurs de x¿ et dey¡—w¡ 
tirées de ces équations sont périodiques, de période ait par rap­
port aux w. 

Donc dans les séries (2) les quantités x\ et y* sont des /onc­
tions périodiques de période 27cpar rapport aux w¡. 
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Diverses formes des séries. 

•126. L'exislence des séries (8) étant ainsi démontrée, on peut 
se proposer de les former sans passer par l'intermédiaire de 
l'expression auxiliaire S. 

Mais je veux auparavant montrer qu'il est possible de satisfaire 
formellement aux équations ( i ) du numéro précédent par une 
infinité d'autres séries de même forme que les séries (a) . 

i ° La fonction S du numéro précédent est déterminée par 
l'équation (4) à une constante près seulement, ou plutôt, puisque 
les quantités x°, x?2, xa

n sont regardées comme des con­

stantes, à une fonction arbitraire près de x\, x\, . . . et x\. 

Si donc une fonction S satisfait à l'équation (4), il en sera de 
même de la fonction 

S ' = S •+- R, 

R étant une fonction de OC ̂  ^ OC .y y · · * j oc * et u., développable sui­
vant les puissances croissantes de p.. 

Remplaçons alors les équations (8) par les suivantes 

/ 0 . . , rfS' dS dS' dS dB 

Nous pourrons supposer que R est divisible par p.; on pourra 
alors tirer des équations (8 bis) les xi et les YI sous la forme de 
séries ( 2 bis) de même forme que les séries ( 2 ) . 

On aura 

j XT = Xi + FL&ï1 -+- ^X'I* -H. . . , (2 OU) '. 
I YT = WI -+- PY? -+- PZY* -H..., 

les x k et les YF étant comme les x\ et les YK des fonctions pério­

diques des w. 

La comparaison des équations (8 bis) et des équations (8) 

montre qu'on obtiendra les séries ( 2 bis) en partant des séries ( 2 ) 

et en y changeant »,· en W/+ —j^-

2 ° Plus généralement, soient 

Oit, < » 2 , · • · , <*>„ 
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n fonctions de x"t, x?2, . . ., x°H et de p développables suivant les 
puissances de p . 

Si, dans les séries ( 2 ) , l'on change w,, w2, . . ., wn en 

W l + H U ] , l f 2 -+ - | i t 0 2 , Wa -+- fJt(0„, 

ces séries conserveront la même forme; nous avons en effet 

( XL = x\+- p<?i(W/c, f i ) , 
( 2 ) < 

( JK, = W/-4- p.tyi{wk, f i ) , 

les <p,- et les tyi étant développables suivant les puissances de p. et 
périodiques par rapport aux w. 

Quand on changera Wi en «>,·-+- p w , ' , il viendra 

^ ( a?( = a ; ' -t- « . < ? / ( « > * -+ - ( i i o * , u.), 

( y i = + F["><-(- tp,-(wfr-i- po)*, p)] . 

Il est manifeste que fi(wi,-{- p < o * , p ) et o > , - - | - t j / , - p u * , p ) 

sont encore développables suivant les puissances de j j l et pério­
diques par rapport aux w. 

De plus les séries ( 2 ter) satisfont formellement aux équa­
tions ( 1 ) . En effet, les séries ( 2 ) satisfont à ces équations quand 
on y fait 

a>i — m t -t- Tu,-, 

quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes d'intégra­
tion TU,-. 

Or les sont des fonctions des x^ qui sont des constantes : ce 
sont donc des constantes. Donc changer Wi en W i + j j lw ,- revient 
à remplacer les constantes d'intégration ra, par des constantes 
différentes Wi + j xo ) / , ce qui, d'après la remarque que nous venons 
de faire, n'empêchera pas nos séries de satisfaire encore aux équa­
tions différentielles ( 1 ) . 

Ainsi les séries ( 2 ter) satisfont formellement aux équa­
tions ( 1 ) . 

Seulement elles ne peuvent pas être tirées d'équations ana­
logues aux équations (8) et (8 bis), à moins que 

[ i ( < o , dx\ •+• Wi dx\ - + - . . . -t- w n dx% ) 
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ne soit la différentielle exacte d'une fonction de x°t, x\, . . . , ¡r(° 
qui n'est autre alors que la fonction R que nous avons considérée 
un peu plus haut. 

3° Dans les séries ( 2 ) changeons 

ÎJ .0 *>->0 Î*»0 
1 î ^ 2> . - ' i n 

en 

x\+p.vu x\+\ivt, x%+\>.vn; 
v,, v2, · • •, vn étant des fonctions de x\, x\, . . . , x"n et ¡x déve-
loppables suivant les puissances de ¡x. 

Si les x* sont regardées comme des constantes, les v¡ seront 
également des constantes. 

Si l'on altère de la sorte la valeur des constantes d'intégration, 
les séries ( 2 ) conserveront la même forme et elles ne cesseront pas 
de satisfaire formellement aux équations ( 1 ) . 

En résumé, écrivons les séries ( 2 ) sous la forme suivante 

) y i = «7 -t- n («··*) x

k, 11), 
en mettant ainsi en évidence que x¿—x¿ et y¿—w¿ dépendent 
non seulement des w*et de ¡x mais des x\. 

Soient ensuite 

u ) i , o ) 2 , t o „ ; vu c 2 , vn 

m fonctions des ¿r¿ et de [x développables suivant les puissances 
de [x. 

Formons les séries 
( Xi = X? - + - [ X [ P . + <?i(«7t-f- ( X ^ A i + r 1 ^ * ! (*)]> ( 2 quater) \ 
( y, = w¡-+- fA [ > , · - + - tyi{wk •+- \imk, xk-hpvk, \i)]; 

ces séries satisferont formellement aux équations (1) quelles que 
soient les fonctions (o¿ et v¡. 

De plus les fonctions 

?/(«"*, x i , r1) et i/e(wk, x\, [ A ) , 

étant périodiques par rapport aux w, il en sera de même des fonc­
tions 

vt-¥ <?i(wk-+- ¡xiu*, x%+ \xvk, fx) et ci)/-h 4'<(IV*-+- !""*> V-Vk, ¡ x ) -
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Une deuxième remarque : 
Posons 

« ' * - + - < ? « ( « ' * + Ut!)*, x% + p.vk, U.) = o'i ( w k , x \ , u ) , 

·*>/ •+- i/i(wk - + - u c o A , x°k-h p v k , ( i ) = i/'i(wk, x%, u ) . 

Les fonctions cp,-, tp,-, <pj. et s o n t des fonctions périodiques 
des w; je vais considérer les valeurs moyennes de ces fonctions 
périodiques et je les appellerai respectivement 

Cela posé, voici ce que je me propose de démontrer : 
Soient 9/ et t j / ( i = i , 2 , . . ., n) in fonctions tout à fait arbi­

traires de x\ x\, . . ., x" et a, assujetties seulement à être déve-
loppables suivant les puissances de u,. 

Je dis qu'on pourra toujours, quelles que soient ces fonctions 
8i etru-, choisir les fonctions c,- et 10,· de telle façon que 

?i° = 8 / , M0 = t u . 

En effet, il suffit pour cela de définir les et les C J ; par les équa­
tions suivantes 

«•>*-+- " K O Â - I - r 1 "* ! r O = 7 ) i O * > (*)· 

Or on peut toujours tirer de ces équations les Vi et les w,- sous la 
forme de séries ordonnées suivant les puissances de u, et dont les 
coefficients sont des fonctions de x\. 

Si nous écrivons les séries ( 2 quater) sous la forme suivante 

Xi = Xi - + - v-x) -t- ix^xj + . . . , 

= «"i •+- î -+- n2r? -+-..., 
les et lesyj sont des fonctions périodiques des w. D'après la 
remarque qui précède, on peut toujours s'arranger de telle 
façon que les valeurs moyennes de ces fonctions périodiques 
x\ ety\ soient telles fonctions que l'on veut de x\, x"2, . . ., x"H. 
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Calcul direct des séries. 

127. Passons maintenant au calcul direct des séries ( 2 quater). 
dF 

Pour cela, supposons que dans par exemple, qui est une fonc­

tion des xi, d é s u e t de \x, on remplace ces variables par leurs 

développements 

xj + p.x\ -+- \x^x* + 
w i -+- v-y\ •+• v-^yï •+• — 

ce -7—· deviendra alors une fonction des x?, des x), des wt, des y) 
dyt 1 ' ' J 1 

et de JJU Cette fonction sera périodique par rapport aux «>,·; elle 
sera développable suivant les puissances de [A, des xk et des y\ 
(si k~^>i); elle dépendra des x\ d'une manière quelconque. 

Ecrivons alors 

dF , 

( 9 ) ~ = X? + nX< + ̂X? + ...+ n* *? + ···. 
les X* étant des fonctions des va, des x\, des yk, des pério­
diques par rapport aux w;. 

Nous aurons de même 

( 1 0 ) _ £L = Y? + k Y - + y? + . . . +. ̂-Yf +..., 
les Y* étant des fonctions de même forme que les X*. 

Si l'on se rappelle que est nul, et que ^ 2 ne dépend pas 

des ji, on conclura sans peine que X* ne dépend que des X f j d 6 S OC j j · · · ^ X ï j 
des w i , des y}, yf~l. 

Au contraire, Y*dépend des mêmes quantités et, en outre, des xk, 
mais il est indépendant des r*. D'ailleurs X° est nul et Y° se ré­
duit à « ° . 

Nous supposerons d'autre part que 

wt - riit-h Tut, 
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dyï 
•<-k 

* = 1 9 = 1 

11 viendra, en égalant les coefficients de U.PQD > · 1 ) 

( I 3 ) 

En égalant les termes indépendants de p, il vient simplement 

v _ 0 dxj 0 0 

équations auxquelles on peut, comme nous le savions déjà, satis­

faire en faisant 
xi = const . , y \ = W i -

d'où 
dwi 

S T = n " 

Nous supposerons que «,· est développable suivant les puissances 

de p, et nous écrirons 

( 1 1 ) n , = TI? -h \xn] -+- ^nj -+-

Nos équations différentielles s'écriront alors 

. , dxt dF dyt dF 
(12) i'knk —j = -3—> I j / î t —, = 3— · 

v ' dwk dyt dn>k dxt 

On a, en effet, 
dxi ^ dxi dwk ^ «¿2·,· 

^^dwk dt n i c du>k 

Dans les équations ( 1 2 ) , remplaçons ^~,> — e t n h par leurs 

développements ( 9 ) , ( I O ) et ( 1 1 ) et égalons ensuite les puissances 

semblables de JJL. 
En posant, pour abréger, 

* = 1 (/ = l 

kz=.n q = p—1 
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Les équations (i3) se réduisent alors à 

™ =»î̂=xf+zf. 2„tg = Yf+Tf-»f. 
Voyons comment on peut se servir des équations ( i4) pour 

déterminer par récurrence les fonctions 

*̂ t y?, 
de façon que ces fonctions soient périodiques par rapport aux w 
et que leurs valeurs moyennes soient telles fonctions que nous 
voulons des x\. 

Nous avons vu dans les deux numéros précédents que cette 
détermination est possible. 

Supposons que l'on ait calculé 

05) *? *r\ y\, yl yr\ 

et que l'on se propose de calculer à l'aide des équations (i4) xp 

Comme Xf et Zf ne dépendent que des variables (i5), le second 
membre de la première équation ( i 4 ) est une fonction connue 
des w, périodique par rapport à ces variables. 

Soit X?-+- Zf = SA cos(m1wt -h m^wt-h.. .-Jrmnwn-\- h) 

cette fonction, nous en déduirons, en intégrant l'équation (i4), 

A sîn (ïyi\ -h mi w2 - t- , . . - H mntvn-+-h) 

m1«î + m!n5+,..+ mn n% •Kf. Ainsi xf est une fonction périodique des a>; il n'y aurait d'excep­
tion que dans deux cas : si les « * satisfaisaient à une relation linéaire 
à coefficients entiers 2m/n° = o, 
mais nous avons supposé le contraire; ou bien si la fonction pé­
riodique Xf + Zf avait une valeur moyenne différente de o. Il 
n'est pas facile de démontrer directement qu'il n'en est pas ainsi, 
mais comme nous savons d'avance que xf doit être une fonction 
périodique des w, nous sommes certains que la valeur moyenne 
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d'où 

de X f -4- Zf est nulle. C'est pour cela que j'ai commencé l'expo­
sition de la méthode de M. Lindstedtpar les considérations des 
deux numéros précédents, au lieu de débuter tout de suite par 
le calcul du présent numéro. 

Quant à la constante Kf, on peut arbitrairement l'égaler à telle 
fonction que l'on veut des x0

k, d'après ce que nous avons vu au 
numéro précédent. 

Il reste à calculer yf à l'aide de la seconde équation ( i4) - Ou 
verrait, comme pour xf, que l'on trouvera yf sous la forme d'une 
fonction périodique des w, àla condition que la partie moyenne de 

Y f + T f - n f 

soit nulle. Or la constante nf est restée arbitraire, et il est clair 
qu'on peut toujours la choisir de façon à annuler cette valeur 
moyenne. 

On ne sera donc jamais arrêté dans le calcul des différents termes 
des séries ( 2 quater). 

Il reste beaucoup d'arbitraires dont un calculateur habile pourra 
disposer pour abréger ses calculs; on peut en effet choisir arbi­
trairement les valeurs moyennes de xf et de yf. 

Parmi les choix que l'on peut faire, je citerai le suivant, sans 
avoir l'intention toutefois de le recommander particulièrement. 
On peut choisir les constantes de telle façon que 

n p = o, ni = n¡. 

Cette méthode est applicable toutes les fois qu'on peut choisir 
les quantités de façon qu'il n'y ait entre elles aucune relation 
linéaire à coefficients entiers, et, par conséquent, toutes les fois 
que l'on peut choisir arbitrairement les rapports de ces n quan­
tités. 

C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas particulier du Pro­
blème des trois Corps défini au n°9; dans ce cas, on a en effet 
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Il est clair que nous pouvons choisir x, de façon que le rapport 
^ 2 

ait telle valeur que nous voulons. 
C'est ce qui arrive également avec l'équation suivante, qui s'in­

troduit dans l'application des méthodes de M. Gyldén, et qui a fait 
l'objet des études particulières de M. Lindstedt, 

d1 Y 

116) ^ î + B ' / = r ? ' ( / i 4 

où <p' est une fonction développée suivant les puissances de y et 
périodique en x. 

J'observe d'abord que <j>' peut toujours être regardée comme la 
dérivée prise par rapport à. y d'une fonction tp de même forme. Je 
puis alors comme nous l'avons vu au n° 2, remplacer l'équation 
précédente par les suivantes : 

¿72 y 2 

- F = \ + R"P(JK, x) + p , 

dx _ dy _ _ d F _ dp _ dF 

dt dp ' dt dq ^' dt dx' 

dq dF . 

-dt = dj = + M <?> *>· 

Posons ensuite 

no* 

y = p s \ n y „ q = npcosyt, = x,, p = a?,, x = y 2 , 

nos équations deviendront 

— F = nx,+-x,_ — . u t P ^ ^ / ^ siny,, y^j, 
dx, _ dF dxt _ dF dy, _ dF dy, _ dF 

dt dy, ' dt dy2 ' dt dx, ' dt dxï 

La forme canonique des équations ne sera en effet pas altérée, en 
vertu du n° 6. 

Ici nous avons, en faisant [x = o, 

FO = — nx, — x 2 t 

d'où 
„ _dFo _ ^„ dF0 _ 
1 dx, ~ ' 2 — dxi 
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Si donc n est incommensurable, il n'y a entre « " et «° aucune 
relation linéaire à coefficients entiers, et la méthode est applicable. 

Elle serait applicable également au cas général du Problème des 
trois Corps, si ces trois corps se mouvaient dans un plan et s'atti­
raient suivant toute autre loi que la loi de Newton, mais elle cesse 
de l'être (à moins de modifications importantes qui feront l'objet 
des numéros suivants) si la loi d'attraction est la loi newtonienne. 

En effet, dans ce cas (et en reprenant les notations du n° 125), 
F 0 ne contient plus x3, et par conséquent rc° est nul; il en résulte 
qu'il y a, entre les n°, une relation linéaire à coefficients entiers, à 
sa\ oir 

« ° = o. 

Le calcul direct tel qu'il a été exposé dans ce numéro se rap­
proche beaucoup plus de la méthode originale de M. Lindstedt. Il 
présente un avantage important sur les procédés indirects des 
deux numéros précédents, puisqu'il nous donne immédiatement 
les valeurs des a;, et des yi en fonctions des w, et, par conséquent, 
du temps, et se prête ainsi au calcul des éphémérides. Mais ces pro­
cédés indirects nous étaient nécessaires; car, sans eux, je n'aurais 
pu démontrer la légitimité du calcul direct (qui ne peut s'achever 
que si la valeur moyenne de X f + est nulle), ou du moins je 
n'aurais pu le faire sans employer les invariants intégraux dont je 
ne parlerai que dans un Chapitre ultérieur. 

A un autre point de vue, la connaissance de ces procédés indi­
rects ne nous sera pas non plus inutile. Nous avons vu, en effet, 
dans l'Introduction, qu'on peut quelquefois employer avec avan­
tage une intégrale ou une relation invariante (pour parler le lan­
gage des n o s 1 et 19) au lieu d'une solution. D'ailleurs le calcul 
de la fonction S peut servir de vérification au calcul direct. 

128. On peut choisir la constante Kf, définie plus haut, de telle 
façon que [Yf + T f ] , c'est-à-dire la valeur moyenne de Yf + Tf, 
soit nulle, et, par conséquent, que 

n'j = o , n / = n,. 

En effet, nous avons 
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Uf ne dépendant que de xkely*(i= i , a , . . . , n ; A : = o , 1,2, ...,p — 1). 
En égalant les valeurs moyennes, il vient 

r Y f + T n = - 2 ^ K ï + [ u f + T f ] . 

Les fonctions Uf et Tf sont entièrement connues; il en est donc 
de même de [Uf + T f ] , et, par conséquent, il suffit, pour annuler 
les nf, de choisir les constantes KP, de façon à satisfaire aux n équa­
tions linéaires 

( I ) K'/-<- KÇ + . · .+ - , d - . 0 - Kg= [Uf-t- Tf]. 
dx¿dx¡ dx¡dx2 ~ dxidx„ J 

11 faut et il suffit, pour que cela soit possible, que le hessien de F 0 

ne soit pas nul. Or il est précisément nul dans le cas de l'équa­
tion (16), c'est-à-dire dans le cas particulier dont s'est surtout 
occupé M. Lindstedt; c'est ce qui explique pourquoi ce savant 
astronome n'a pas aperçu la possibilité de faire 

Ce hessien est encore nul dans le cas particulier du Problème des 
trois Corps défini au n° 9, mais nous avons vu au n° 43 qu'on peut, 
par un artifice simple, tourner cette difficulté. 

Comparaison avec la méthode de M. Newcomb. 

129. M. Newcomb, pour parvenir à des séries de même forme 
que celles qui nous ont occupé dans ce Chapitre, a employé la 
méthode de la variation des constantes arbitraires. Pour bien mon­
trer que le résultat ne pouvait différer de celui que nous avons 
obtenu dans les numéros précédents, nous allons exposer celte 
méthode sous la forme suivante. 

Reprenons l'équation aux dérivées partielles 

(0 const . , 

qui est l'équation (4) du n ü 12o. 
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Soit S' une fonction de yt, y2, ..., yn et de n constantes x\, 
xl, —, x"H, satisfaisant approximativement à l'équation ( t ) , de 
telle sorte que l'on ait 

F(dji'y) = = T O ( * ? ) + * ? I ( * Î , yt), 
tpo ne dépendant que des constantes x°. et s étant très petit. Nous 
aurons alors une solution approximative des équations canoniques 

( 2 ) 

en faisant 

dxt _ dV dyi _ d¥ 

dt dyi dt dxi' 

. . . dS' dS' „ dan 
(3) djt = x" •dTî=»=n't + m" n'=~dk' 
et en regardant les xj et les cr,- comme des constantes arbitraires. 

Supposons maintenant qu'on veuille pousser plus loin l'approxi­
mation en appliquant la méthode de Lagrange ; on regardera alors 
les x' et les cj; non plus comme des constantes, mais comme de 
nouvelles fonctions inconnues. Voici comment, d'après le théo­
rème du n° 4, nous devrons former nos nouvelles équations. Sub­
stituons à la place des yt leurs valeurs en fonction des x\ et des y* 
tirées des équations ( 3 ) ; il viendra 

<?(xly,) = *t'x\,y\), 

et nous aurons les équations canoniques 

d ^ _ _ d i L dyj di/ 
U J dt ~ dyf dt ~ dxï' 

J'ai pris comme variables les y^ au lieu des ro,-, ce qui revient au 
même, afin de mieux mettre en évidence la forme canonique des 
équations. 

L'intégration des équations (4) peut être ramenée à celle de 
l'équation aux dérivées partielles 

( 5 ) K;|H)=const-
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les x\ seront des constantes et les y\ des fonctions linéaires du 
temps, soit exactement si S'" est une solution exacte de ( i ) , soit 
approximativement si S'" n'est qu'une solution approchée. Pou­
vons-nous choisir S'" de telle façon que les équations ( 7 ) équivalent 
aux équations ( 3 ) et ( 6 ) ? Les équations ( 3 ) et ( 6 ) peuvent s'écrire 

dS' = S. x¡ dyt -+- Zyl dx¡, 

dS" = 2 xi dyl -h Zy) dx), 

et les équations ( 7 ) 

dS'" = ZXÍ dy¿ -+• ~Ly \ dx\. 

11 suffira donc de prendre 

S " ' = S ' + S " - S ^ V ? ; 

la méthode du n° 12o ne diffère donc pas essentiellement de celle 
de M. Newcomb et ne présente sur elle d'autre avantage que celui 
d'éviter de trop nombreux changements de variables. 

Soit S" une fonction des-y' et de n nouvelles constantes x¡, satis­

faisant à cette équation. Si nous posons 

, n dS» o dS" , 

dy¡ dx\ 

nous satisferons aux équations (4) en égalant les x\ à des con­
stantes et l e s ^ à des fonctions linéaires du temps. 

Si S" n'est qu'une intégrale approximative de (5) , nous n'aurons 
ainsi que des solutions approximatives des équations (4)· 

Telle est la méthode de la variation des constantes; ce n'est pas 
tout à fait celle que nous avons appliquée an n° 125; conservant 
l'équation ( i ) , après en avoir trouvé une solution approximative, 
nous en cherchions une solution plus approchée encore. Soit S'" 
cette solution, qui dépendra des y¡ et de n constantes x\. Si nous 
posons alors 

dS1" _ dS'" _ , 
( 7 ) d y t ~ X u dx\ ~ y i ' 
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J'ajouterai que nous avons choisi d'une manière particulière les 
constantes d'intégration, afin de conserver aux équations leur 
forme canonique. M. Newcomb ne s'y est pas astreint, et c'est ce 
que font d'ailleurs les astronomes dans l'application de la méthode 
de Lagrange. Les équations où s'introduisent les crochets de 
Lagrange prennent ainsi une forme en apparence plus compli­
quée. Mais cette différence n'a rien d'essentiel. 
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CHAPITRE X. 

APPLICATION A L'ÉTUDE DES VARIATIONS SÉCULAIRES. 

Exposé de la question. 

130. On peut faire des principes du Chapitre précédent une 
application importante à l'étude de certaines équations que les 
astronomes ont souvent considérées. 

Soient 

dxt dF dyi dF 

dt dyi ' dt dxt 

nos équations canoniques, et soit 

F = F o + | i F j + u . * F , - i - . . . . 

Supposons que nos variables conjuguées X i et y i soient les 
variables képlériennes du n° 11, que F 0 dépende seulement de [3L 
et de P'L', c'est-à-dire des deux grands axes, et qu'en négligeant 
[x 2F 2 et les termes suivants [/.F, représente la fonction perturba­
trice. 

Alors F, est développable suivant les sinus et cosinus des mul­
tiples des deux anomalies moyennes let l'; j'appellerai R la valeur 
moyenne de cette fonction périodique de l et de l'. 

On a souvent, pour étudier les variations séculaires des éléments 
des deux planètes, négligé dans F, les termes périodiques et réduit, 
par conséquent, cette fonction à sa valeur moyenne R. Nos équa­
tions deviennent alors 

b i dxi _ dFa dR, dyi _ _ dF» _ dR 

dt ~ dyt ^ dy,' dt dxt ^ dxt 

Est-on certain, en opérant de la sorte, d'obtenir exactement les 
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coefficients des termes séculaires de X/ et de yi, je veux dire les 
coefficients des termes dont la période croît indéfiniment quand 
les masses tendent vers o? Il est évident que non ; mais l'approxi­
mation est généralement assez grande elles astronomes s'en sont, 
à juste titre, contentés jusqu'ici. De là l'intérêt qui s'attache à 
l'étude de ces équations ( i bis). 

F 0 et R ne dépendant pas de / et de l', il vient d'abord 

rf(pL) _ d($'U) _ 

dl ~ dt ~ ° ' 

de sorte que L et L' peuvent être considérés comme des constantes. 
Nous pourrons donc nous contenter d'envisager les quatre paires 
de variables conjuguées, 

p G , p e , p ' G \ p ' 6 ' , 

g , <», g', 6' 

(notations du n° 11), que nous appellerons pour un instant 

« î . X i , #3, x \ , 

yu y*< y*, y*-

Alors F 0 ne dépend d'aucune de ces huit variables et nos équa­
tions ( i bis) deviennent 

dxt dR dy,- d\\ 
(y ter) — - j - = —.— > — ^ j - = — - 7 — ( 1 = 1 , 2 , 3 , 4 ) · 

' u. dt dyi ]x dt dx,-

La fonction R ne dépend que de nos huit variables Xi et y/, 
puisqu'elle est indépendante de / et de /' et que Lel L' sont désor­
mais regardées comme des constantes. Nos équations ( i ter) ont 
donc la forme canonique. 

Quand X( etyt auront été déterminés par les équations ( i 1er), 
on calculera l et il par les équations 

dl dR dl' dR 

dt~ 1 1 p dL' dt p ' r f L " 

qui s'intégreront par de simples quadratures, puisque l et I! n'en­
trent pas dans le second membre. 

Les fondateurs de la Mécanique céleste ont envisagé ces équa-
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Nouveau changement de variables. 

131. Si l'on adopte les variables (4) du n" 12, R est dévelop-
pable suivant les puissances de £, T | , i\',p, p', q et q'; il n'y a 
pas, comme nous l'avons vu, de termes de degré impair, par rap­
port à ces quantités 

( 2 ) \ , r„ t / , p , p ' , q , q . 

Nous pourrons donc écrire 

t',*, V > / > > / > ' , q, q')= Ro-*-Rs-t- R t - t - R e - t - . . . , 

R* comprenant l'ensemble des termes du £ 1 L , m o degré par rapport 

aux quantités ( 2 ) . Il s'agit d'intégrer les équations canoniques 

d\ _ dR dri d\\ 

dt di\ ' dt d\ 

Mais nous avons encore un changement de variables à faire pour 
amener nos équations à la forme la plus commode. 

Supposons d'abord que l'on néglige les termes d'ordre supérieur 
au deuxième par rapport aux quantités ( 2 ) et que l'on écrive 

R = Ro-+- Rj . 

R„ est une constante, R 2 est un polynôme homogène et du second 

degré par rapport aux variables ( 2 ) . Si donc on forme les équa-

tions en réduisant R à ses premiers termes, c'est-à-dire à ceux 
qui sont du second ordre par rapport aux excentricités et aux 
inclinaisons. Les équations sont alors linéaires et à coefficients 
constants. Depuis, Le Verrier et Cellérier ont envisagé les termes 
du quatrième ordre et ont reconnu qu'ils n'altèrent pas la sta­
bilité. 

Mais les principes du Chapitre précédent permettent, comme 
nous allons le voir, de généraliser ce résultat et de montrer qu'il 
est encore vrai (au point de vue du calcul formel bien entendu) 
quelque loin que l'on pousse l'approximation. 
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dp £?R2 
dp' _ dR2 

~dt ~~ dq ' dt dq' ' 

dq dR,_ dq' _ dR2 

~di ~~ dp ' dt dp' 
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lions canoniques 
d\ _ rfR, dX dRj 

, a?£ rfr, ' dt ~ dn1' 
( 3 ) { 

^ _ _ dR* _ _ ^Rj 
d< " dj; ' «fi ~ d f 

ces équations seront linéaires par rapport aux variables ( 2 ) . 
Supposons que, au lieu de développer R suivant les puissances 

des variables ( 2 ) , nous développions suivant les puissances des 
excentricités et des inclinaisons et qu'on obtienne ainsi le déve­
loppement suivant 

R = R ; - H R Ï - t - R Ï 

R£ représentant l'ensemble des termes du degré k par rapport aux 
excentricités et aux inclinaisons. 

D'après ce que nous avons vu au n" 12, les variables ( 2 ) sont 
développables suivant les puissances des excentricités et des incli­
naisons, de telle sorte qu'en arrêtant chacun de ces développements 
à son premier terme il vienne 

\ = \/Âe c o s b t , = / Â ' e ' c o s T u ' , 

, ï) = — i / A e s i n c r , r.' = — d\'e'sinm', 
( 4 ) { , , _ . 

p = / A i co s8 , p — v 'A' i ' cos8 , 

q = — y / A t s i n S , q' = — y /A' i ' smB' 

(j'ai posé pour abréger, comme au n° 12, A = ^L, A ' = P'L'). 

Il résulte de là que 

R o = K 
et que, pour obtenir R*, il suffit de remplacer dans R 2 les va­

riables ( 2 ) par leur valeur approchée (4)· 

Inversement, on obtiendra R2> en remplaçant dans R* les 

quantités 

ecostn, e'eosc,', es incr , e'sincj', i c o s 8 , j ' c o s 8 ' , s'sin8, i 's in8' 

par XX zui JL, JL, Zlg, Zl£. 
Jh / Â ' ' / Â ' / A ' ' A A' A y/A' 
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Mais le développement de R* est bien connu; R* n'est autre 
chose, en effet, que l'ensemble des termes séculaires de la fonction 
perturbatrice qui sont du deuxième degré par rapport aux excen­
tricités et aux inclinaisons. 

Je puis en conclure deux choses : 
i° Que les équations linéaires ( 3 ) peuvent se déduire par un 

changement de variables très simple des équations ( A ) et (C) de 
la Mécanique céleste de Laplace (Livre II, Chap. VII, t. I"', 
n° s 5 5 et 5 9 , p. 3 2 I et 3 3 4 , édition de Gauthier-Villars, 1 8 7 8 ) 
qui servent à calculer les variations séculaires des excentricités et 
des périhélies, des inclinaisons et des nœuds; 

2 0 Que la fonction R 2 est d'une forme particulière et peut s'écrire 

R 2 = R ' 2 ( £ , n + R 2 ( * n V ) - H R 2 ( / > , / > ' ) + R ' 2 ( 9 S < ? ' ) · 

Elle est ainsi la somme de quatre formes quadratiques, la première 
dépendant seulement de £ et de Ç', la seconde formée avec YI et r/ 
comme la première avec £ et la troisième dépendant seulement 
de p et dep 1 , la quatrième formée avec q et q' comme la troisième 
avec p etp'. 

Cela posé, nous allons faire un changement linéaire de variables 
en nous arrangeant de façon à ne pas altérer la forme canonique 
des équations. 

Posons pour cela 
V = -t- £ (ffi coscp -t- u 2 s i n ta) -t- jj' ( — sintp -t- a2 c o s t p ) 

-+-jG>(t72costp'-|- <j 4 s i n t p ' ) - t - p ' ( — a s s i n c p ' - t - <sk c o s c p ' ) , 

cp et. ;p' étant deux angles dépendant de A et de A'. 
Posons ensuite 

dV , dV 
7j = —j^ = u , costp - H d j S i n c p , T / = - ^ 7 = — s i s intp - 1 - u 2 c o s t p , 

dV . , , dV 
q = -j^ = tr3 COStp' - t - tr4 s intp , q - = — tx3 s i n tp -+ - tr̂  cos tp . 

J'ai ainsi des relations qui définiront les variables nouvelles 0 7 
en fonctions des variables anciennes. 

J'introduis encore quatre nouvelles variablesT|, T 2 , ^31 ~ 4 , défi­
nies par les relations 

dV 
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d'où 
£ = T I cos (p - 4 - T j sin ©, X = — T 3 sin » + i | cos tp, 

p = T 3 cosœ'-h T 4 sin<p', JD' = — x 3 sin < f ' + T T cos<p'. 

D'après le théorème du n° 4, la forme canonique des équations 

ne sera pas altérée si l'on remplace les variables anciennes 

X X, />> p\ 
r,< V. 9, 9' 

par les variables nouvelles 

x I j T 2 > T 3 , t i . 

' 1 . ^2) ' 3 ! < T 4-

II reste à montrer comment on choisira les angles o et tp' en fonc­

tions de A et de A'. 

On choisira l'angle cp de telle façon que la forme quadratique 

R ' ÎC?. X) = R ' 2 ( x i C 0 s ç -t-x2sin<p, —x,sinç -+-x2coscp) 

se réduise à une somme de deux carrés 
A I T ; - h A 2 T | . 

On aura de même 

R'aC7!' V) =
 R' 2(<JiC0sç -4- <x2 sintp, — at sintp -t- <r2 cosç) = A ^ f -+- A , a | . 

On choisira de même l'angle tp' de telle façon que 

R i Q » , j » ' ) = A . T Ï + A . T Î , 

R ° . ( ? . ? ' ) = A , < i | + A 4 < 7 | ; 

on aura alors 

R 2 = A, ( s ? -H T ? ) +- A 2 ( < r ; - i - T | ) -+- A 3 ( » | -+ - x * ) -+- A 4 ( a * -+ - xJ ) . 

Remarquons que A ( , A 2 , A 3 , A 4 dépendent de A et de A'. 
La relation entre les variables ï j , t et t , qui s'écrit 

( g = x,cos<p - r - T » sincp, Tj = cr1cos!p •+- <r2 sintp, 
( l' = — T j sin <p H- x 2 cos (p, 7)' = — <Ti sin <p - i - <j2 cos (p, 

est une substitution linéaire orthogonale; c'est grâce à cette cir­
constance, comme nous l'avons expliqué au n° 5, que la forme 
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Application de la méthode du Chapitre IX. 

132. Après ces divers changements de variables, nos équations 
se présentent sous la forme suivante 

dpi _ dR doii _ dR 
( 2 ) ~dt ~~ ~~P d^i' ~dt~v-~dji' 

Pour pouvoir appliquer à ces équations les méthodes du Chapitre 

précédent, il faudrait pouvoir développer R suivant les puissances 

canonique des équations n'est pas altérée. Le problème est donc 
ramené à la recherche des angles tp et <p', c'est-à-dire au choix de 
la substitution orthogonale (5), mais cette recherche revient à 
l'intégration des équations (A) et (C) de Laplace citées plus haut; 
le calcul numérique peut donc être long, mais il a déjà été fait en 
ce qui concerne le système solaire. 

On obtiendra des résultats analogues dans le cas où, au lieu de 
trois corps, on en considérerait n + i . 

La fonction R 2 serait encore la somme de quatre formes qua­
dratiques, mais chacune de ces quatre formes au lieu de dépendre 
seulement de deux variables en contiendrait n. 

Nous aurons alors n variables analogues aux Ç, n analogues 
aux 7 | , n analogues aux / ) , n analogues aux q. Tout se ramènera 
encore à déterminer une substitution linéaire orthogonale qui, 
appliquée aux variables £, transforme la première de ces quatre 
formes quadratiques en une somme de n carrés. 

Mais revenons au Problème des trois Corps. 

Faisons un dernier changement de variables en posant 

Zi = t/apîcosio,-, a¡ = y / 2 p¡ sin t¡>¡, 

ce qui, d'après le n° 6, n'altère pas la forme canonique des équa­
tions. 

R est alors développable suivant les puissances des y/p/et pério­
dique par rapport aux w¿; on a d'ailleurs 

R 2 = 2 A i p i + 2 Â i p i -t- 2 A 3 ? 3 - + - 2 A 4 p t , 

c'est-à-dire que R 2 ne dépend pas des 0 , · . 
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croissantes d'un paramètre très petit. Nous ne pouvons plus pour 
cela nous servir de a, puisque tous les termes du second membre 
sont du même degré (de degré i ) , par rapport à p ; heureusement 
les quantités p; qui sont de l'ordre du carré des excentricités et 
des inclinaisons sont elles-mêmes très petites. 

Nous n'avons donc, pour être ramené au cas traité dans le Cha­
pitre précédent, qu'à poser 

Pi = E?i> 

e étant une constante très petite, et les quantités p|- étant finies. 
Il vient alors 

. . . dp) ix dK dut/ ii dH 

dt t do>i dt t d^ 

R = R o - H R 2 - H R T - ! - . . . . 

R 2 / ) sera homogène et du degré p par rapport aux p,-, de sorte que, 
quand on remplacera p,- par sp^-, il viendra 

R = R 0 + £ R 2 - ! - £ 2 R ; h - . . . , 

K'îp s'obtenant en remplaçant p,- par pj- dans R 2 / J . 
Nos équations deviennent alors, si l'on observe que R 0 se réduit 

à une constante, 

I dpi dR'z dR', , dR'n 

( 3 ) l 
' don rfR; rfR'. . ( /R; 

[HF= ^d?T + ^^pT + ^ dpj^---
On voit que les équations ont conservé la forme canonique; la 

fonction F se réduit alors à 

i x ( R ; + £ R i + £ ! R ; + . . . ) . 

On voit qu'elle est développée suivant les puissances de e; elle est 
périodique par rapport aux variables de la seconde série co,-; enfin 
le premier terme R 2 ne dépend pas de ces variables a);. Nous nous 
trouvons donc dans les conditions où les résultats du Chapitre 
précédent sont applicables. 

La seule hypothèse que nous devions faire, c'est qu'il n'y ait pas 
entre les quatre constantes A ( , A 2 , A 3 , A 4 de relation linéaire à 
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coefficients entiers. La probabilité pour que cette relation existe 
est nulle, mais on peut encore se demander s'il n'y a pas une rela­
tion simple de cette forme qui soit assez près d'être satisfaite pour 
que les séries ne convergent plus que très lentement. On sait que 
Le Verrier a discuté cette question, mais il a dû la laisser indécise 
en ce qui concerne les planètes inférieures, parce que les masses 
en sont mal connues et que les coefficients A dépendent de ces 
masses. 

Il est clair que tout ce qui précède s'applique, sans qu'on ait 
rien à y changer, au cas où l'on aurait plus de trois corps. 

Ainsi on peut satisfaire formellement aux équations qui défi­
nissent les variations séculaires par des séries trigonométriques de 
la forme de celles de MM. Newcomb et Lindstedt. Alors ecosra, 
esinnr, j'cosQ, j'sinQ sont exprimés par des séries dont les termes 
sont périodiques par rapport à t. Ce résultat aurait été envisagé 
par Laplace ou Lagrange comme établissant complètement la sta­
bilité du système solaire. Nous sommes plus difficiles aujourd'hui 
parce que la convergence des développements n'est pas démontrée ; 
le résultat n'en est pas moins important. 

Remarquons, en terminant, que, dans le cas où il n'y a que trois 
corps et où ils se meuvent dans un plan, nos équations cano­
niques (3) peuvent être ramenées à n'avoir plus qu'un seul degré 
de liberté; on peut donc les intégrer par de simples quadratures. 

Inutile de rappeler que l'intégration des équations (3) équivaut 
à celle de l'équation aux dérivées partielles 

R ( S ' w')=c°n"-' 
où T est la fonction inconnue, les w,- les variables indépendantes 
et dont le premier membre est la fonction R où p,- a été remplacé 

dT 

P 3 R dhii 
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CHAPITRE XI. 
APPLICATION A U PROBLÈME DES TROIS CORPS. 

Difficulté du problème. 

133. Dans le cas du Problème des trois Corps, une difficulté 

spéciale se présente et rend plus difficile l'application des mé­

thodes du Chapitre IX. 

En effet, F 0 ne dépend plus des six variables de la première 

pL, p'L', pG, P'G', pe, p'8', 

mais seulement de deux d'entre elles 

pL et P 'L'. 

Parmi les quantités que nous avons appelées 

w o _ _ d^o> 

' dxt 

il y en a donc quatre qui sont nulles, à savoir 

_ d F « _ d F ° _ _ J ^ l . 
djG' ~ aYG" ~ 5 P E ' dfë'' 

La condition pour que les conclusions du Chapitre subsistent, 
à savoir qu'il n'y ait entre les « " aucune relation linéaire à coeffi­
cients entiers, n'est donc pas satisfaite. 

Cette difficulté ne se présenterait pas, au moins si les trois Corps 
se meuvent dans un plan, avec toute autre loi d'attraction que celle 
de Newton; en effet, ces équations 
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ont une signification évidente. Elles veulent dire que dans le mou­
vement képlérien les périhélies et les nœuds sont fixes ; nous avons 
en effet les équations 

dg- _ dV dO dF 

dt ~ $dG' dt ~ $'dG'' 

Dans le mouvement képlérien F se réduit à F 0 , g et 9 sont des 
constantes. 

Or dans le cas du Problème des deux Corps et avec une loi 
différente de celle de Newton, les nœuds sont encore fixes, mais 
les périhélies ne le sont plus. Il en résulte que si le mouvement a 
lieu dans un plan, et si l'on n'a plus à s'inquiéter des nœuds, la 
méthode du Chapitre IX est applicable sans modification. 

Extension de la méthode du Chapitre IX à certains cas singuliers. 

134. Examinons donc le cas où F 0 ne contient pas toutes les 
variables x,, x2, . . . , xn-

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait 3 degrés de liberté 
et que F„ contienne deux des variables de la première série xt etx2 

et ne contienne pas la troisième x3. 
On a alors 

« » = o. 

Nous supposons toujours 

F = F o - f - [ x F 1 - 1 - ^ F s - h . . . . 

F, est une fonction d e x , , x2, &a, J i > y-n JKa périodique par rap­
port à y2 ety3. 

Je considère un instant F ( comme une fonction dejr, et dey> 
seulement; c'est une fonction périodique de ces deux variables et 
j'appelle R la valeur moyenne de cette fonction périodique qui 
dépend encore de x,, x2, x3 et j ^ . 

Je considère d'abord le cas où R ne dépend que dext, x2 e t x 3 

et est au contraire indépendant de y3. 
Nous cherchons encore à trouver une fonction, 

S = S 0 H - S i -+• u.* S 2 - + - . . . , 
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de même forme que la fonction S envisagée dans le n° 12o et qui 
satisfasse formellement à l'équation 

„ / d S dS dS \ _ 

C étant une constante que nous pourrons écrire 

G — C o -+- i i C i -4- ¡ x 2 C 2 - l - . . . , 

C 0 , Gj, C 2 , . . ·, étant des constantes arbitraires. 
Nous poserons d'abord 

fuE2_.rO d S < > - r " 

Les constantes x j et¿c° seront liées par la relation 

FoC^Î, a?») - C». 

Mais, comme la constante C 0 est arbitraire, x" et x", seront eux-
mêmes arbitraires. 

Je poserai ensuite 

f - 2 = - n « , _ÜJ = _ » j . 

d%x¿ ^ d/3o g 

[1 vient 
[ S 0 ] étant une fonction arbitraire de j ' 3 qu'il reste à déterminer. 
En égalant dans l'équation (4) les coefficients de ¡ J . , il vient, comme 
au n»125, 

(5> -i f:+-s S = f < · * . ^ ^ - c -

Quelle que soit la fonction arbitraire [ S 0 ] , le second membre de 
l'équation (5 ) sera une fonction périodique de y, et de y2 et la 
valeur moyenne de cette fonction sera 

\ " 2' ~dyT'r')~ 
Nous voulons que la fonction S, soit de la forme suivante 

« i . i ^ i •+-
 xi.tyt •+• a i . 3 / 3 •+• fonction périodique de jKs et y3.' 

H. P — II. 4 
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Pour que cela soit possible, il faut et il suffit, comme nous l'avons 
vu au n° 125, que la valeur moyenne du second membre de (5) se 
réduise aune constante que nous appellerons G', — G ( . Nous aurons 
alors, pour déterminer la fonction arbitraire [ S 0 ] , l'équation sui­
vante 

(6) R ( * ï . * ï , ^ . r . ) = C i . 

J'ai supposé plus haut que R ne dépendait pas de y3 ; il suffira 
donc pour satisfaire à cette équation (6) de prendre 

[S , ] = * s , 

x\ étant une constante qui peut encore être regardée comme arbi­
traire, puisque la constante G', l'est elle-même; on aura alors, 

S 0 = x\yi + x\yi -+- x \ y % . 

En égalant dans l'équation (5) les valeurs moyennes des deux 
membres, il vient 

« i l - t - ra§au = C'i — C i . 

Comme G, est arbitraire, je ferai C, = C\, ce qui me permettra de 
faire comme au n° 125, 

an = a i 2 = ° * 

L'équation (5) permet alors de déterminer S ( à une fonction 
arbitraire près dey3. 

Cela posé, imaginons que l'on ait déterminé complètement les 
fonctions 

So, b| , S 2 , . . . , Sp_j, 

et qu'on ait calculé Sp_t à une fonction arbitraire près de y3 ; 
supposons que l'on se propose d'achever la détermination de 
et de calculer Sp à une fonction arbitraire près de y3. 

Egalons dans les deux membres de (4) les coefficients de \LP, il 
viendra 

( 7 ) „ o ^ + n o f ^ = ^ ^ £ z i + < ï , c 

dyi dyt dx% dy3

 H 

<&p étant une fonction qui ne dépend que des y et des dérivées 
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\_dx% dy3 J dy3 \_dx\\ dx\ dy% 

d ou 

(8) 3̂-̂¡--c"-r*"i-Lss 3̂  J' 
Connaissant Sy>_( à une fonction arbitraire près de y 3 , nous con­
naissons 

S/i-i — [ S p _ i ] . 

Le second membre de (8) est donc entièrement connu. D'autre 
part, R est une fonction connue de x,, x2 et x3, où ces variables 
sont remplacées par les constantes connues x"{, x\ et xc

3. Nous 

connaissons donc Ĵ etl'on pourra tirer del'équation (8) —̂p-̂> 
et par intégration [ S p _ , ] . 

Pour que [S / , _ l ] soit une fonction périodique d e y 3 , il faut que 

lu valeur moyenne du second membre de (8) soit nulle ; or on peut 

de S 0 , S ( , S 2 , . . . , Sp_z ainsi que de et de Les fonc­

tions S 0 , S(, S 2 , . . . , Sp_ 2 sont connues. Nous connaissons S / )_, 

à une fonction arbitraire près d e y 3 ; nous connaissons donc 

et · Donc on peut regarder <f>p comme une fonction connue 

des y et cette fonction sera périodique. 

Etant donnée une fonction périodique U d e y , , y 2 e l y 3 , nous 
désignerons par [U] la valeur moyenne de U considérée un instant 
comme fonction d e ^ ( e t y 2 seulement. Il en résulte que [ U ] est 
encore une fonction d e y 3 . 

On verrait, comme plus haut, que la valeur moyenne du second 
membre de (7) doit se réduire à une constante C^,— C^, d'où 

RRFF, d[sp , ]-[ RRFF, d(SP ,-rsB ,i)i 

\dx\ dy3 \^ldx% dyi J-*-L̂ J-̂ -

Comme [Ŝ i] ne dépend pas d e y , , y 2 , il vient 
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135. Nous avons supposé jusqu'ici que R ne dépendait que des 
variables de la première série xt, x-z, x3 et xk (en supposant, 

toujours disposer de la constante arbitraire C'p pour qu'il en soit 
ainsi. 

La détermination de S p _ i est ainsi achevée; l'équation ( 7 ) nous 
permettra ensuite de déterminer Sp à une fonction arbitraire près 
dey3. Pour que la valeur de Sp tirée de ( 7 ) soit périodique en y, 
ely2, il faut que la valeur moyenne du second membre soit nulle. 
Or cette valeur moyenne est —C P et, comme la constante Cp 

reste arbitraire, nous pouvons prendre 

C,, = C P . 

Ainsi l'on pourra toujours déterminer les fonctions Ŝ , par récur­
rence. Les conclusions du n° 125 subsistent donc; la seule diffé­
rence, c'est que le développement de n3 suivant les puissances de u., 
au lieu de commencer par un terme tout connu, commence par 
un terme en u.. 

Supposons maintenant qu'il y ail 4 degrés de liberté et huit 
variables xu x2, x3, xk ; y,, y2, r 3 , y*, que F„ ne dépende que 
de xt et x2, et R de x{, x2, x3, xA. 

Les mêmes conclusions subsisteront encore pourvu que : 

i° Il n'y ail entre et ^ | (c'est-à-dire entre « ° et n°2) aucune 

relation linéaire à coefficients entiers; 
„ Ï , , · . , dR dR 1 . . . . . 2 11 11 j ait non plus entre et aucune relation linéaire 

à coefficients entiers. 
En effet, l'équation analogue à (8) qui sert à déterminer [S / > _ 1 ] 

s'écrit alors 

I rfR d[Sp- , ] dR d[S,, ,] 

(8 BIS) ) D X * D Y Z D X } D Y K 

j = (fonction périodique connue de y 3 et y , , dont la valeur 
[ moyenne peut être rendue nulle) 

et, pour que l'on puisse tirer de là [ S p _ , ] en fonction périodique 
dR dR 

desy 3 e ty h , il faut et il suffit qu'il n'y ait entre -r-j- et - 3 — j aucune 

relation linéaire à coefficients entiers. 
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qui définira une fonction T des deux variablesy3 ely^. 
Supposons que l'on ait trouvé une fonction T satisfaisant à cette 

équation ; que cette fonction dépende en outre des deux constantes 
£ 1 et ¡;2 et de deux constantes d'intégration nouvelles que j'appel­
lerai Ç3 et ! j 4 . 

La fonction 

u = h y i -+• -+- T 

satisfera alors à l'équation 

n / d U dU d\J dU \ 

De plus les relations 

dU dU . . . 
T¡= , — > V = - J T ( « = ' , 2 , 3 , 4 ) 

dy¡ dç,i 

définiront un changement de variables, les variables anciennes étant 
les xi et lesy¡ et les variables nouvelles étant les £¿ et les 7 i ¡ . 

D'après ce que nous avons vu au n° 4, ce changement de 
variables n'altérera pas la forme canonique des équations. 

On voit aisément que 

et, par conséquent, qu'après le changement de variables F 0 ne 
dépendra que de Ci et de Ç2. 

Si l'on suppose (ce que nous ferons) que la fonction U est telle 
que x3, xk, y, — r,,, y2 — 7 | 2 , 7-3 — ^ 3 (ou y3), y, — TU (ou ,y 4 ) 
soient des fonctions des Ç,et des y\i périodiques par rapport aux T ¡ ¿ 

comme à la fin du numéro précédent, qu'il y a 4 degrés de liberté 
et que F 0 ne dépend que de xt et de x2. 

Imaginons maintenant que R dépende non seulement de x{, x2, 
x3 etxt mais encore de y3 e t d e ^ v 

Si nous remplaçons x{ et x» par les constantes £( et £ 2 et x3 

dT dT . . . · r> . et Xi par - ¡ — et —,— et que nous égalions ensuite R a une con-
1 dy3 dyk

 n ° 

stante C',, nous aurons l'équation suivante 
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, 2 1 t «27t 

et je me propose de démontrer que 

„21 t ~ 2 1 t 

On a en effet 

or, dans les relations 

, , dU dV , . . . , 

^ i = ; i > ^ 2 = Ç 2 , X l = dyC T i l = ~ â \ t ( J = = 3 ' 4 ) ' 

J ' i et y2, 7 ) , et y i 2 n'entrent pas; ce qui montre que, quand on 
exprimera les variables nouvelles en fonction des anciennes £ 2, 
? 3 > ^ 1 3 et T j , ne dépendront ni de_y, ni d e y 2 . 

Donc, si l'on remplace, dans T, £ 3 et £, par leurs valeurs en fonc­
tion de x,, x2, x3, xh,y3 et y , , on aura 

d T _ dT _ d*-T _ a T ' T _ 

dyl ~ dyl d\idyi ~ d^dyt ~ ' 

d'où 
dru _ d*T _ dru _ c f t T _ 

dyt ~~ ' + rfg, rfy, ~ a f y , — d g j 

<"t de même 
drA _ dr^ _ 

dyl ~ ° ' d / i ' 

On a donc 

jj F, ¿ 7 1 , ^ 7 ) , = y " F , r f x , r f x 2 c. q . F . n . 

la fonction F après le changement de variables sera périodique par 
rapport aux 7),·. 

Nous avons appelé R la valeur moyenne de F, considérée 
comme fonction périodique de y{ et y2. Je dis que, si après le 
changement de variables nous regardons F| comme une fonction 
périodique de T ) , e t 7 } 2 , sa valeur moyenne sera encore R. 

En effet, on a par définition 
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De plus, la quantité C't qui doit être une constante ne pourra 
dépendre que des constantes d'intégration, c'est-à-dire des £,·, de 
sorte que R ne dépendra [en vertu de l'équation ( i ) ] que de !; f, 
? 2 , 5» et \ k . 

Nous sommes donc ramené au cas traité dans le paragraphe 
précédent, et nous devons conclure que les équations canoniques 

_ di)i _ d¥ 

dt dr¡i' dt d!-¿ 

peuvent être satisfaites formellement par des séries de la forme 

suivante 
ï< = ÉÎ + . . . + ^ $ f + . . . , 

w¡ = m t -t- c r ¡ , « ¿ = ni •+- p. ' - + - . . . - + - ¡J.P nP - H - . . . , 

où les Ç? sont des constantes, où les %k et les r,* sont des fonctions 
périodiques des w, dépendant en outre des n constantes d'intégra­
tion ¡|¿ ; où les m¿ sont n autres constantes d'intégration ; où enfin 
les quantités v\f dépendent encore des constantes !-¿. 

Revenant aux variables primitives, on verra ensuite que les 
équations canoniques 

dxj _ dF dyt _ _ dF 

dt dyt dt dxi 

peuvent être satisfaites formellement par des séries de la forme 
suivante 

X i = x\ -t- y-x\ - t - . . . n - \ I P X P - t - , . . , 

yt = uwt-¡ry\ -t- pyî - H . . . - ¡ - \iPy1 -+-...; 

les xk et les y* étant des fonctions périodiques des w. 
Quant au coefficient £,·, il peut être égal à o ou à i . Il est tou­

jours égal à i pour ¿ = i ou 2 ; il est égal à 1 ou à o pour i = 3, 
selon que c'est y3— f\3 ou y3 qui est périodique par rapport 
aux YI¿; et de même, il est égal à 1 ou à o pour i= 4, selon que 
c'est y¡ — Y)4 ou yt qui est périodique par rapport aux T|¿. 

Tout est donc ramené à l'intégration de l'équation aux dérivées 
partielles ( 1 ) , ou, ce qui revient au même, à l'intégration des équa­
tions canoniques 

dxi _ o?R dy± ¿ R | 

~dt dy¡' dt — dxi 
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Application au Problème des trois Corps. 

13(5- Appliquons ce qui précède au Problème des trois Corps; 
nous avons mis les équations de ce problème sous la forme 

, dxt _ dF dyi _ dF 

dt dyi' dt djci 

a v e c 
F = F 0 - T - ( J I F 1 , 

[A étant un paramètre très petit, et pF, la fonction perturbatrice. 

Nos variables sont celles du n° 11, 

| A = 8 L , A ' = P ' L ' , S G, p 8 , p'G', p'6' , 

I i, r, g, ». s', 
ou bien encore celles du n° 12, 

^ ( A > A ' > ? , ^ . />'> 

! X, V, 7 j , T ) ' , < 7 , g'. 

F0 ne dépend que de A et de A'; F ( dépend des douze variables, 
mais est périodique par rapport à l et l'. Si l'on considère donc F, 
comme fonction périodique de l et de /' et que l'on appelle R la 
valeur moyenne de cette fonction, R ne sera pas autre chose que 
la fonction que nous avons désignée ainsi dans le Chapitre précé­
dent. Elle dépend de dix variables, à savoir des douze variables ( 2 ) 
à l'exception de l et de V ou bien des douze variables (3) à l'excep­
tion de X et de V. Si l'on adopte les variables ( 2 ) , elle sera pério­
dique par rapport à g, g*, 8 et 8'. 

La méthode des n o s 134 et 135 sera donc applicable aux équa­
tions ( 1 ) et en permettra l'intégration formelle pourvu que l'on 
sache intégrer les équations 

dxt _ dR dyi _ dR 
( 4 ) ~di' ~~"dy~i ~dT ~ ~ dx~l' 

où les variables Xi e t y i sont les quatre dernières paires de variables 

conjuguées ( 2 ) ou les quatre dernières paires de variables conju­

guées (3 ) , et où A et A' sont regardées comme des constantes. 
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Or ces équations (4) sont précisément celles que nous avons 
appris dans le Chapitre précédent à intégrer formellement. On 
conçoit donc comment la méthode de M. Lindstedt peut être 
applicable au cas général du Problème des trois Corps. 

L'application de cette méthode que je viens d'exposer succinc­
tement sera l'objet des pages qui vont suivre. 

Changement de variables. 

137. Nous allons donc faire un changement de variables ana­
logues à celui du n° 131. 

Nous poserons pour cela 

( A = p L , A ' = p ' L ' ) , 

V = A).! -t- A ' X \ -+- %(tji costp -t- tr2 s i n o ) - t - £ ' ( — a , s i n o - I - 3 2 c o s o ) 

-+- p(a$ cos tp ' -4- (T* s i n t p ' ) - t - / > ' ( — a 3 s i n tp'-t- tjw c o s cp') ; 

tp et <p' étant les angles définis au n° 131. 

Nous ferons ensuite, comme dans le même numéro, 

. dV dV , V dV , V dV 
l = dx' r>=dï' T> = J> q = W y=>" V = ^-

et nous reconnaîtrons que la forme canonique des équations n'est 
pas altérée si l'on remplace les variables anciennes 

A> A ' , i; ç ' , p, p', 

>M À', T „ v . g, </> 

par les variables nouvelles 

A , A ' , x , , t s , T 3 , x 4 , 

A l l ^ ' l i a Î J FF3, ^ 4 · 

Les variables t,- et t 4 ont déjà été déterminées en fonctions des ?, 
des ri, des />, des ^ et des À, dans le Chapitre précédent. 

Il me reste à voir quelle est la forme de la relation qui lie les 
nouvelles variables "kt et ~k\ à À et V. 

Il vient 
x = x 1 - t - ^ , x r = x ; -H 
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et <V étant des formes quadratiques des u et des z dont les coef­
ficients dépendent de A et de A' et qui s'écrivent 

i do , . do' 
+ = j £ » t t » ) - r - -j£ (<r*T3 — i 3 x 4 ) , 

a do , . do' , . 

3 et cp' étant les angles que nous avons appelés ainsi au n° 131. 
On verrait alors, en raisonnant comme au n° 135, que toute 

fonction périodique en ~k et V est encore, après le changement de 
variables, périodique en "K, et À', et que la valeur moyenne est la 
même dans les deux cas. 

Nous pouvons tirer de là quelques conclusions au sujet de la 
forme de la fonction F. 

F dépend d'une manière quelconque de A et de A'; mais elle 
est périodique en X, etV,; de plus elle est développable suivant 
les puissances des <r et des T . 

J'ajouterai qu'elle ne doit pas changer quand on change ~k, el~k\ 
e n l i + n et V, + ic et quand les t et les i changent de signe à la 
fois. Il suffit, pour s'en rendre compte, de se reporter à ce que nous 
avons dit au n° 12 et d'observer que quand 

se changent en 
X , - r - T T , X | -t- TC, — (T,-, — T , - , 

les quantités X et V se changent en 1 + i î et X ' - t - t c et que les 
variables £, etc., changent de signe. 

Nous allons enfin faire un dernier changement de variables 
en posant, comme au n° 131, 

t / = sjt-pi coati>i, <Si = v / 2 p , - s i n e u , , 

ce qui, en vertu de la remarque du n° 6, n'altère pas la forme cano­
nique. 

F devient alors développable suivant les puissances des s/pi, et il 
vient d'ailleurs 

H 2 = 2 A i P i - t - a A 2 p 2 -4- 2 A 3 p 3 - + - 2 A » p » . 
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Cas des orbites planes. 

138. Après ce changement de variables les équations du mou­
vement prennent la forme suivante. 

Les deux séries de variables conjuguées sont 

A, A', p h 

X j , X' , , m,-, 

et l'on a 
F = F 0 -i- ¡xF,-f- n« F 2 - + - . . . , 

F 0 ne dépend que de A et de A'; et F|, F 2 , . . . , qui sont pério­
diques par rapport à ~k{ et "k\, sont développables suivant les puis­
sances de 

eos ta i \/ p¡, si n tu/ y / p,-. 

De plus, ces fonctions ne changent pas quand on augmente ~kt, 
"k\ et tu,- d'une même quantité ; elles ne dépendent donc que des 
différences, 

X j — tl)/, X , — (O/, tü¿ 1 0 / . 

d'Y 

Si dans R nous remplaçons p¿ par et que nous égalions R à 
une constante, en regardant d'ailleurs A et A' comme des con­
stantes données, nous obtiendrons une équation aux dérivées par­
tielles 

D'après ce que nous avons vu aux n ü S 134 et 135, il suffit de 
savoir intégrer cette équation pour pouvoir former des séries déve­
loppées suivant les puissances croissantes de u. et satisfaisant 
formellement aux équations du mouvement, 

dF dM _ dF dp¡ dF 

< ¿ X i ' dt d\\' dt du/' 

_dF d\[ _ _ dF_ db>¿ _ dF 

~ dA.' ~dT~~d~K¡' dt ~~ dpt' 

Il est un cas particulier où l'intégration de l'équation ( i ) est 

dA. 

~di 

dXi 

dt 
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relativement facile : c'est celui où l'on étudie le mouvement de 

trois corps seulement se mouvant dans un même plan. 
Dans ce cas en effet, le nombre des quantités p,- se réduit à 2 , de 

sorte que, si l'on regarde À et A' comme des constantes, R ne 
dépend plus que de quatre variables p , , p 2 , <j j ( et t o 2 ; mais il y a 
plus : nous avons vu plus haut que F ne dépendait que des diffé­
rences ~k, — o ) , - , ~k\ — w¡, <i>/¡ — u>¡. Donc R ne dépendra que des 
trois \ariables p n p 2 et w t — w 2 , de sorte que l'équation ( 1 ) s'écrira 

Si nous posons w, — t d 2 = ;p et que nous prenions pour variables 
nouvelles t o , et tp, l'équation devient 

R / d T + dT^ dT} \ = c 

\doyi à<f ' t f a ' ; / 

ÔT 
Si nous donnons alors à ^— une valeur constante arbitraire que ' dT 

j'appellerai h, l'équation ne contient plus que et o. On en tirera 
dT . ' 

donc en fonction de <p, de la constante C et de h et l'on aura 

dT 
do 

d'où 

T — /Yto,-+- / fda. 

= / ( ? , C, h), 

— / i to , - * - Jf c 

Voyons quelle est la forme de cette fonction T. 

J'observe que R est développable suivant les puissances de 

et de d ~ ~ ' que le terme de degré o se réduit à une constante que 

j'appellerai H, et que les termes de degré 1 se réduisent à 

, dT , dT 

a A l ~J H 2 A 2 -j 

Je poserai alors (en introduisant deux nouvelles constantes 
d'intégration Q, et Q 2 à la place de G et de h) 

C = H -+- 2 A1Q.1 -+ - 2 A 2 a 2 , 

h = Q] - t - Q s . 
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Nous aurons alors pour déterminer et les deux équations 

simultanées 

R — H = A . Q . + A 2 Q 2 , 

- . h -j— = i i , - h i i , . 

Le déterminant fonctionnel des deux premiers membres par 
, , dT dT . , . dT dT , . . 

rapport a —.— et -,— se réduit pour -=— = -=— = o a A. — A 2 . il r l dto, du>2
 1

 dm, au>2 

n'est donc pas nul. 
Donc, d'après lç théorème du n° 30, on pourra tirer de ces équa­

tions et sous la forme de séries ordonnées suivant les puis­ait). aa>2 
sances croissantes des Q: les termes de degré o seront nuls, les 
termes du premier degré se réduiront respectivement à £1, et Q 2 , 
les termes de degré supérieur auront pour coefficients des fonc­
tions périodiques de W! — co 2 . 

La fonction U du n° 135 pourra alors s'écrire U = AXi-b A'X'j -i- T, 
et nous aurons 

T = V , (U ! - i - V 2 o j 2 H - T', 

V, et V 2 étant deux constantes dépendant de Q, et Q 2 , et T' étant 
une fonction périodique de w, el t o 2 . 

Nous allons faire le changement de variables défini au n° 4, en 
prenant pour variables nouvelles de la première série 

A, A', \ , et V 2 

liées aux variables anciennes A, A', X,, X',, p,et w,-par les relations 

dk, ' ' d \ \ ' ^' diai ~ d(i>i 

Les variables conjuguées que j'appellerai X2, Xi, "i et v1 

seront alors définies par les équations 
/· dV . dT , , _ dV dT P=-dA=Àl+dÂ' À2-,7A; = x'+rfT' 

K J 1 dU __ dT 
~~ dVi ~~ dV( ' 
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à 
/ dT rfT\ 

\dVi' dvj d*T rf«T' 

d(<x>u ( u 2 ) dVtàu>l d\tdui2 
d 2 T d*T d*T RFIT = o . 

dV,diui dVtdu}2 d\\duJi d\\dw-2 

J'écrirai, pour abréger, cette équation sous la forme suivante 

i -+- J = o. 

J'observe d'abord que p ( et p 2 seront dans les applications des 
quantités très petites de l'ordre du carré des excentricités. 

Ces quantités p,- sont liées aux û,- par les relations suivantes 

pi-~d^i' 

Je suppose que dans T, qui dépendait des constantes A, A', Q, 

et Qi, on ait remplacé ces constantes en fonctions de A, A', V | et V 2 . 

C'est dans ce sens qu'il faut entendre 4r!> rn—-

n aA d \ d \ i 

Pour que les conclusions du n° 135 soient applicables, il faut 

que les variables anciennes 

A, A', ).,, X',, P,-, 

ainsi que les variables 

1 0 / — Vi, 
soient des fonctions uniformes des variables nouvelles 

A, A', X 2 , V 2 , V,-, 1·,· 

et que ces fonctions soient périodiques, par rapport à v, et à v>. 
Cherchons d'abord les expressions de o j ( et a>2 en fonctions des 

variables nouvelles, nous avons pour cela les deux équations 

dT dV dT dT 

AVI dV I d\2 d \ 2 

Nous devons d'abord nous demander si les valeurs de w, et de M-, 
tirées de ces équations seront des fonctions uniformes des variables 
nouvelles. Pour qu'elles cessassent de l'être, il faudrait que le 
déterminant fonctionnel des seconds membres par rapport à w, 
et 0 ) s s'annulât, c'est-à-dire que l'on eût 
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Or peut être développé suivant les puissances croissantes 

des Q,-; il n'y a pas dans ce développement de terme tout connu 
et les termes du premier degré se réduisent à Q,. 

On tirera de là, par le théorème du n° 30, 

" L = / L ( P L , P2), Û S = / , ( P I , P J ) , 

fi et fi étant des séries développées suivant les puissances de P , 
et de P 2 , dont les coefficients dépendent d'ailleurs d'une manière 
quelconque de 

A , A' , u>i et to 2 . 

Les termes de degré o seront nuls, ceux du premier degré se rédui­
ront respectivement à P ( et à P 2 . 

Il résulte de là que Q, et Q 2 seront, comme P , et P 2 , de l'ordre du 
carré des excentricités. 

D'après la définition de V ( et V 2 , ces quantités pourront être 
développées suivant les puissances de il, et Q 2 , les coefficients du 
développement dépendant d'une manière quelconque de À et de A ' ; 
ces développements ne contiendront pas de termes de degré 0 et 
les termes du premier degré se réduiront respectivement à Q, et 
à Q 2. 

Il résulte de là : 
I ° Que V ( et V 2 sont de l'ordre du carré des excentricités; 
%° Qu'on peut inversement développer Q, et û 2 suivant les puis­

sances de V ( et de V 2 et qu'on a alors 

Q , = V , - t - o , ( V 1 , V . ) , Q I = V 1 + Ç l ( V „ V 2 ) , 

C I et cf>2 ne contenant que des termes du second degré au moins 
par rapport à Y, et V 2 ; 

3° Que T' peut se développer suivant les puissances croissantes 
de V I et de V 2 et ne contient alors que des termes du deuxième 
degré au moins par rapport à ces deux quantités; 

dT dT 
4° Que le développement de et de ^y- suivant les puissances 

croissantes de V | et de V 2 commençant par des termes du premier 
degré, ces deux dérivées sont du même ordre de grandeur que le 
carré des excentricités; 
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d'T 
5" Qu'il en esl de même des dérivées secondes -^n—r- et par ^- a\k ami * 

conséquent de J. 
J étant très petit, i - f - J ne peut être nul. 
Nous devons donc conclure que to, et <o2 et par conséquent 

1 0 , — p,, w 2 — t>2 sont des fonctions uniformes des variables nou­
velles. 

J'ajoute que vt — t o ( , v-, — w 2 sont des fonctions périodiques de 
v, et de v2 ; si, en effet, nous augmentons vt et o j , de 2K.,7i:, V2 et 
w 2 de 2 K 2 Tt , K, et K 2 étant des entiers, les équations (5) ne ces­
seront pas d'être satisfaites, puisque T' est périodique en eu, et < u 2 , 
et v, — w,, v2 — < o 2 ne changeront pas. 

En substituant ces valeurs de w, et de t o 2 dans les équations (3) 
et (4) on verrait que les variables anciennes 

A , A ' , A , , X ' , , pi 
sont des fonctions uniformes des variables nouvelles, périodiques 
par rapport aux c,-. 

Nous nous trouvons donc dans des conditions où les résultats 
du n° 135 sont applicables. 

Exprimons la fonction F à l'aide des nouvelles variables. J'ob­
serve d'abord que F 0 reste exprimé en fonction de A et de A' seu­
lement. De plus, F est périodique par rapport aux variables de la 
seconde série ) . 2 , V 2, v, et v2. 

La valeur moyenne de F,, considérée comme fonction pério­
dique de ~k2 et X 2, se réduit à R. D'autre part, R se réduit en vertu 
de l'équation ( i ) à la constante C, ou bien encore à 

H - f - a A j Q j - h 2 A 2 Û 2 , 

ou à 
II -t- 2 A , V , - + - 2 \ . 2 V 2 + 2 A , < f , ( V , , V 2 ) - t - 2 A 2 ? 2 ( V „ V 2 ) . 

Ainsi R dépend seulement de A, A', V, et V 2 et ne dépend pas des 
variables de la seconde série. 

Nous retombons donc sur le cas étudié au n° 134. 
Je dis maintenant que F ne change pas quand V2, p , et v2 

augmentent d'une même quantité. En effet, nous savons déjà que 
F ne change pas quand ) . , , w, et t a 2 augmentent d'une même 
quantité et que T' ne dépend que de la différence w, — w 2 . 
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Les équations (4) et (5) montrent alors que, quand ~k{, \ \ , wH 

et o>2 augmentent d'une même quantité s, X 2 , X2> ̂ . et ç2 augmen­
tent de cette même quantité e; donc quand ces quatre variables 
nouvelles augmentent de s, F ne change pas. 

La façon dont F dépend de V ( et de V 2 est assez compliquée, 

parce que F, avant le changement de variables, contenait les radi­

caux \/p, et v/p2. 
Soit 

F ( A , A', X„ \ ' i t V „ V „ vu i>3) 

ce que devient la fonction F après le changement de variables. 
Nous avons à intégrer l'équation 

Nous voulons satisfaire formellement à cette équation en faisant 

S = S o - + - ( j . S i - + - f i 2 S 2 - + - . . . 

et 

S „ = A o X j - i - A i À i + V Î ^ - t - V » P „ 

A 0 , X'0, VJ et V!j doivent être nos quatre constantes d'intégration. 

On n'a pour cela, comme nous l'avons vu, qu'à appliquer la mé­

thode du n°134. 

Étude d'une intégrale particulière. 

139. On trouve une intégrale particulière remarquable en sup­

posant que les deux dernières constantes VJ et V" soient nulles. 

Il suffit pour cela de faire dans l'équation (6) 

dS _ dS 

dvi « V 2 

11 arrive alors que le premier membre de cette équation ne dépend 
plus ni de v, ni de v2. 

En effet, avant le dernier changement de variables que nous 
venons de faire, F était développable suivant les puissances de 

y/p¿ costo; et y/p,-sinco/, 

H. P. — II. 5 
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et ne dépendait d'autre part que des autres variables 

A , A', X et X , . 

Si donc on fait 
Pl = ? 2 = O, 

F ne dépend plus que de A. A', \ , et X',. 
Si, d'autre part, on fait 

V , = V , = o, 

T', qui est développable suivant les puissances croissantes des V 
et ne contient que des termes du second degré au moins par rap­
port à ces quantités, s'annulera ainsi que ses dérivées du premier 
ordre. De même Q) et Q 2 s'annuleront et il viendra 

dT „ dT 
p,- = - j — = Qi-h -j— = o , 

. _ . dT . dT __ 

De même 
X'j — X', . 

Il résulte de là que p ( et p 2 s'annulant et, d'autre part, X 2 et "k[, se 
réduisant à ~k, et V,; il résulte, dis-je, que F ne dépend plus que 
des quatre variables 

A , A', X 2 et X' 2 . 

Si donc on fait 
rfS _ rfS _ 

dvt dvi 

le premier membre de l'équation (6) ne contient plus que X 2, X 2, 
dS dS 

dXz d\'i 

Cette équation est alors très facile à intégrer; on n'aurait pour 
y parvenir qu'à appliquer les procédés du n° 12o; mais il y a ici 
quelque chose de plus. 

L'intégrale n'est plus purement formelle et la série développée 
suivant les puissances de u. à laquelle on parvient est convergente. 

En effet, F ne dépend que de la différence X2 — X 2, puisque nous 
avons vu que F ne doit pas changer quand X.2, V 2 , v, et t>2 aug-
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mentent d'une même quantité et qu'ici F a cessé de dépendre de 
V, et de f s. 

Il résulte de là que les deux équations 

/dS dS v \ _ r dS , dS 
t { d T t ' d k î

, X 2 ' X l ) - L ' d J - ^ d V , - 0 ' 

(où G et C' sont deux constantes quelconques) sont compatibles; 

on en tirera et et, par conséquent, S sous la forme de séries 

ordonnées suivant les puissances de u.. 
L'intégrale ainsi obtenue dépend de deux constantes arbitraires 

G et C'; mais ces deux constantes peuvent s'exprimer à l'aide de 
deux des quatre constantes primitivement choisies, à savoir de À„ 
et de A'0, les deux autres constantes V" et V!j étant nulles par 
hypothèse. 

Nous appellerons cette intégrale particulière de l'équation (6 ) , 

( 7 ) Z ( X „ X'2) A 0 , A'„). 

Si les constantes G et C' sont convenablement choisies (Cf. 125), 

S sera de la forme suivante 

A 0 X j -t- A¡,X'2 -+- fonction périodique de X 2 — X 2 . 

La discussion de cette intégrale particulière 2 ne conduirait pas, 
ainsi qu'on serait tenté de le croire, à des solutions particulières 
simples du Problème des trois Corps. 

Forme des développements. 

140. L'existence de la fonction S étant ainsi démontrée, on 
peut en déduire le résultat suivant, en raisonnant comme au n° 125. 

Il existe des séries 

A = A 0 - t - fi A ! + n > A, + . 

A' = a ; - » - I i . v ; + i i i a ; + . 

v , = V?-l - h V ' + p - ' V ? - . 

X2 = - py\ -+- n V ? •+-

X'2 = tVi H 

» 1 = w 3 H r H.r!-t-

·*» = «> t -
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ordonnées suivant les puissances de [A et qui satisfont formelle­
ment aux équations du Problème des trois Corps. 

A 0 , A'0 et V* sont des constantes; on a 

w i = n ¡ t -+- m¡. 

Les A*, les A'A, les A*, les sont des fonctions périodiques 
des w, qui dépendent en outre des constantes A 0 , A'0, V*. 

D'autre part, les quantités n¡ (qui dépendent en outre des con­
stantes A 0 , A'0, V°) sont développables suivant les puissances crois­
santes de (jl, de telle sorte que l'on a 

n¡ = n f •+• n n} -+ | i « n | + 

Le point sur lequel je désire attirer l'attention, c'est que l'on a 

n g = n\ = o , 

n'^o, nl>o. 
Les coefficients des séries qui précèdent auraient pu être cal­

culés d'une façon plus rapide et sans passer par toute cette série 
de changements de variables, si je ne m'étais attaché surtout à éta­
blir simplement et rigoureusement la possibilité même du déve­
loppement. 

Il y a plus : les variables primitives A, A', À — , À ' — w 2 , ü, 
7 ¡ , v)' peuvent être développées en séries de même forme, c'est-
à-dire en séries dont les termes sont des fonctions périodiques de 

w 2 , d ) 3 et w 4 . Il suffit, pour s'en convaincre, de remplacer dans 
les expressions des variables primitives en fonctions des variables 
nouvelles, d'y remplacer, dis-je, ces variables nouvelles par leurs 
expressions ( 1 ) ; et alors on pourra avoir avantage à calculer direc­
tement les coefficients des développements des variables primi­
tives, sans passer par l'intermédiaire des variables nouvelles qui 
ont servi à démontrer la possibilité de ce développement. 

Je ne veux pas insister ici sur les procédés qui peuvent permettre 
le calcul direct de ces coefficients. Ce que j 'ai dit au n° 127 suffit 
pour en faire comprendre l'esprit, et j'aurai d'ailleurs l'occasion 
d'y revenir au Chapitre XIV. 

J'indiquerai seulement un moyen d'éviter le dernier changement 
de variables, celui par lequel on passe des p,- et des w,- aux Vf et 
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Cas général du Problème des trois Corps. 

141. Passons maintenant au cas du Problème des trois Corps 

dans l'espace. Le nombre des variables w,- et p,- est alors égal à 4 

et l'équation ( 1 ) du n° 135 s'écrit 

D / DT dT dT DT \ _ 
( i ) R [ -}—> -}—» j—>j—, u),, 10,, (0S, iu4 I = U 

\ a u ) ] aïoj dix>3 aïo» / 

aux Vi\ ce serait là, dans les cas où l'on ne pourrait l'éviter, la 
partie la plus pénible du calcul. 

Il suffit pour cela de grouper convenablement les termes et cela 
est possible pourvu que les excentricités soient petites. 

Nous pouvons distinguer dans F, deux sortes de termes : 
i ° Ceux qui sont de degré o, i , 2 ou 3 par rapport aux excen­

tricités et aux inclinaisons; 

2 0 Ceux qui sont de degré 4 au moins par rapport aux excen­
tricités et aux inclinaisons. 

Les termes de la seconde sorte sont beaucoup plus petits que 
ceux de la première. Soit alors F't l'ensemble des termes de la 
première sorte et eF'̂  l'ensemble des termes de la seconde sorte; 
nous pourrons supposer que e est une constante très petite et que 
F" est fini, et écrire 

F = F 0 -t- [* F' t -+- |xs V\ -4- U.S F 2 •+- . . . . 

Rien n'empêchera alors de réunir les termes p.eF, aux termes 
u,2F2, puisque U,E est beaucoup plus petit que o.; ou de chercher 
à développer suivant les puissances de u. et de s. 

Alors on conserve les variables 

A , A', X , , X'i, p,-, to,-; 

la valeur moyenne de F', se réduit à 

H -t- 2 A , pi -4- 2 A 2 P2 -1- 2 A 3 p 3 -+- 1A4 pt 

( Cf. n° 131), et est par conséquent indépendante des variables de la 
seconde série. Or le dernier changement de variables n'avait 
d'autre but que de rendre R indépendant des variables de la 
seconde série. Il est donc maintenant inutile. 
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Elle n'est plus susceptible d'être intégrée par le procédé que nous 
avons employé au n° 138; on ne connaît même pas de moyen de 
l'intégrer exactement, mais on peut trouver une méthode simple 
d'intégration formelle, ce qui peut nous suffire au point de vue 
où nous nous sommes placé. 

Les quantités 
dT _ 

do>¡ 

sont de l'ordre du carré des excentricités; si donc nous posons 

T = U.'T", 

u.' étant une constante de l'ordre du carré des excentricités, les 
dérivées seront finies. 

do>/ 
La fonction R est développable suivant les puissances crois-

santés des —,— et nous avons 
ATO,-

R = RO-T-RS-F-RO-T- . . . , 

k 
R* représentant l'ensemble des termes de degré - par rapport 

aux pi ( R 0 , R 2 ) R-sj . . . ne diffèrent pas des quantités appelées 
ainsi au n° 131). Si je désigne par R*(T) ce que devient R* quand 

on y remplace p¿ par ^—-, l'équation ( 1 ) pourra s'écrire 

R 0 ( T ) + R . ( T ) + I U ( T ) + . . . = C 

ou bien 
R , ( T ' ) + ( - , R , ( T , ) + 1 I I ' ' R T ( T " ) + . . . ^ C . 

R 0 ne dépend que de A et de A' et, comme nous regardons momen­
tanément ces quantités comme des constantes, R„ sera aussi une 
constante. 

Si alors nous posons 
C = R , - R - U , ' C , 

l'équation ( 1 ) deviendra 

( 2 ) R2(T")+H.'R4(T")-+-[X'2R6(r)-+-...= G'. 
Nous sommes ainsi conduit à intégrer une équation aux dérivées 

dT"1 

partielles dont le premier membre dépend des dérivées et est 
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d'ailleurs périodique par rapport aux variables indépendantes w,-. 
Ce premier membre dépend d'un paramètre p' et quand ce para­
mètre s'annule, il se réduit à 

Pour p' = o, le premier membre ne dépend donc plus des w,, mais 
. , . , dT" 

seulement des dérivées — 
ato,-

Nous nous trouvons donc dans les conditions où l'analyse du 
n° 125 est applicable et nous pouvons conclure qu'il existe une 
série 

t 0 + P " i - Í + P ' 2 T ' ¿ H - . . . , 

développée suivant les puissances de p' et qui, substituée à la 
place de T', satisfait formellement à l'équation (a) , et que cette 
série est telle que les dérivées 

djl 
<¿ü>¿ 

soient périodiques par rapport aux ut,'. 
Nous poserons 

= û', OJj - ( - Q 2 tu 2 -f- )2 3 <i>3 -+- ù[ t o 4 , 

Q',, Q 2 , Í2'3, Q 4 étant nos quatre constantes d'intégration; et la 
constante C devra satisfaire à l'équation 

C ' = 2 a A/£2'.. 

On vérifie sans peine que TJ est un polynôme entier de degré k + i 
par rapport aux quatre constantes Q'¡. 

Il en résulte que 

T = 11'T" 

se présente sous la forme d'une série développée suivant les puis­
sances entières croissantes des quatre quantités 

P ' q ; , j x ' ü ' J , p ' a ' 3 , p '12;, 

que j'appellerai pour abréger 

a , , QÎ , ü „ ü 4 . 
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on n'altère pas la forme canonique des équations. 
On démontrerait comme dans le n° 138 : 
i ° Que les V,- sont de l'ordre du carré des excentricités; 
2 ° Que les quantités p,-, ~kt — X 2 , X ' ( — V , , w/— v t sont des fonc­

tions périodiques des e,-; 

3" Que F est développable par rapport aux puissances crois­

santes de p, des Vf et des y/p,-, les p,- étant eux-mêmes dévelop­

pables suivant les puissances croissantes des V ( ; 

4° Que F est une fonction périodique des de X 2 et X'2 ; 
5° Que la valeur moyenne de F, considérée comme fonction 

périodique des deux variables X s et V 2, est égale à R et ne dépend 
que de A, A' et des V,-. 

Cette série, développée suivant les puissances des quatre con­
stantes Q¡ qui sont de l'ordre du carré des excentricités, satisfait 
formellement à l'équation ( i ) . 

Posons, comme au n° 138, 

Tj = A X , - + - A ' X ' , - + - T , 

T = V , a i , - h V 2 u , -4- V 3 o> 3 + V ; to v - + - T ' , 

T' étant périodique par rapport aux w, et les V,- étant des constantes 
développables suivant les puissances croissantes des Û,. 

Les Q¿ sont inversement développables suivant les puissances 
des V ¡ ; on peut aussi développer T suivant les puissances des Vf 
et la série ainsi obtenue satisfait encore formellement à l'équa­
tion ( i ) . 

Nous allons maintenant faire un changement de variables ana­
logue à celui du n° 138 [équations (3) , (4) et ( 5 ) ] . 

Nous poserons donc 

dT dT . dT v _ , , dT 

p , = ^ ' V i - d v r Â 2 ^ x , ^ " r f Â ' a « - * i - I - S V < -

En remplaçant les variables anciennes 

A , A ' , p , - , 

X i , X ' , , 0>¡ 

par les nouvelles 
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Nous sommes donc dans les conditions où l'analyse du n° 135 
est applicable. 

Soit donc 
F ( A , A', V,-, À T ) X ' S , „ , ) 

ce que devient la fonction F après le changement de variables ; on 
pourra trouver une série développable suivant les puissances de [ x , 
satisfaisant formellement à l'équation 

„ / dS dS dS - . , \ _ _ „ _ 
*\dTt'dTr' dñ' * » . ^ . " / J = C . + | x G 1 H - ^ G , + . . . 

et dépendant de six constantes que j'appellerai A 0 , A ' 0 , V°, V 2 \ 
V o V o 

Nous arrivons ainsi aux mêmes conclusions que dans les n o s 138 

et 140. 
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CHAPITRE XII. 

A P P L I C A T I O N A U X O R B I T E S . 

Exposé de la difficulté. 

142. Il y a des cas où l'application des méthodes exposées dans 

le Chapitre précédent peut donner lieu à certaines difficultés : ce 

sont ceux où les excentricités sont très petites. Voici comment on 

peut s'en rendre compte. 

Je crois que l'étude d'un exemple simple, beaucoup plus simple 

que n'est le Problème des trois Corps, sera de nature à mieux 

faire comprendre ces difficultés. 

Soit donc 
F — A -t- cos(co -t- X ) (i A û ; 

a est un paramètre très petit, A une constante, A, O, X et to deux 

paires de variables conjuguées. 

Considérons les équations canoniques 

dF 

du' 
_ dF 

dut ' 

Ces équations sont très faciles à intégrer complètement, comme 

nous le verrons plus loin. Mais je veux d'abord faire ressortir leur 

analogie avec les équations du Problème des trois Corps. 

Nous avons vu, au n° 137, qu'après un certain nombre de chan­

gements de variables, les équations de ce problème pouvaient être 

mises sous la forme canonique, les variables conjuguées étant 

!

dk _ dF _ rftu 

~dt ~ dS. — ' ' l i t 

dA _ _ dF d a 

dt d l ' dt 

A, A', pi, 

X i , A',, U>i, 
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De plus, F est développable suivant les puissances de 

y/p,costo,-, y/p̂ sinto,- et p. 

périodique en X, et X'. ; enfin F 0 ne dépend que de A et A'. La 
fonction F, définie au commencement de ce numéro, est tout à fait 
analogue ; la variable A joue le rôle de A et A', Q celui des p/, A celui 
de ) . | et X'., o) celui des to,-. On voit que F est développable sui­
vant les puissances de y/û cosu), y/û sin tu, 
et que, pour p. = o, elle se réduit à A. 

L'analogie est donc évidente. Supposons qu'on veuille appliquer 
à cette équation la méthode des Chapitres précédents, c'est-à-dire 
chercher à intégrer l'équation aux dérivées partielles 

( 2 ) a? + Pco,(l, + .)|/5S+l*AA; = C, 
C étant une constante d'intégration. 11 s'agit de trouver une solu­

tion de cette équation ( 2 ) , qui soit développable suivant les puis­

sances de p., et telle que ^ et ^ soient périodiques en X et en to. 

Pour cela posons 

to - + - 1 = <p ; 

l'équation ( 2 ) devient, avec les variables nouvelles A et y, 
dS t /dS , . . dS _ +̂f.coS?̂ +̂(,-Hf.A)̂=C. 

Soit A une constante d'intégration, et posons 

n-p.A = B, C —A=VB; 
nous satisferons à notre équation en faisant 

dS _ dS _ 2 [ A 2 cos2cp -H 4B2V ± 2 ( A costp y/p2 cos2c» -+- 4B2V 
SX ' d^ 4B2 ' ~" 
La fonction S ainsi définie satisfait bien à toutes les données 

du problème, à une condition toutefois, c'est que le radical 

y/p.*cos2<p-t-4B2V 
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puisse être développé suivant les puissances de p. Or ce dévelop­
pement est possible, pourvu que 

| i « < 4 B * | V | . 

et il sera très convergent si p2 est très petit, non seulement d'une 
manière absolue, mais encore par rapport à V. 

Si nous voulons poursuivre la comparaison avec le Problème 
des trois Corps, nous verrons que V représente une quantité ana­
logue à celle que nous avons désignée par Q¡ dans le Chapitre 
précédent; regardons-la donc comme de l'ordre du carré des 
excentricités. 

Si p et V sont tous deux très petits, on pourrait se proposer de 
développer S suivant les puissances de p et de V. Un pareil déve­
loppement est impossible, car le radical 

est seulement développable suivant les puissances de p (parce que 
B dépend de p) et de 

V 

Si donc V est assez petit pour être comparable à p2, la méthode 
du Chapitre précédent cesse d'être applicable. 

143. Il est aisé de voir qu'une difficulté analogue se présente 
dans le Problème des trois Corps. 

Reprenons, en effet, ce problème tel que nous l'avons posé dans 
le Chapitre précédent. Nos variables conjuguées sont 

A , A', V , , 

^2> A ' 2 , V¡. 

La fonction S qui satisfait formellement à notre équation aux 
dérivées partielles 

F = const. 

et qui a été définie dans le Chapitre précédent dépend des con­
stantes A 0 , A'0 et V* ; ces dernières constantes V° seront en général, 
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dans les applications des quantités très petites, de l'ordre du carré 
des excentricités. Nous pouvons alors poser 

e étant une constante de l'ordre des excentricités, et les W " étant 

des constantes finies. Si nous regardons un instant les W " comme 

donnés, S dépendra encore de trois constantes arbitraires 

A 0 , A'0 et s. 

On peut se demander alors si S est développable suivant les puis­
sances de u, et de s. 

S'il en était ainsi, la solution exposée dans le Chapitre précé­
dent serait toujours satisfaisante quelque petit que soit s, c'est-
à-dire quelque petites que soient les excentricités. 

Mais il n'en est pas ainsi, comme nous allons le voir et comme 
l'exemple du numéro précédent permettait déjà de le prévoir. S est 

seulement développable suivant les puissances de ^ et de s. Il en 

résulte que la méthode n'est plus applicable, si ^ n'est pas très 

petit; elle ne l'est donc pas, bien que les masses soient très petites, 
si les excentricités sont du même ordre que les masses. 

Reprenons notre équation 

fdS dS dS . \ 
1 \DT%' dVi' DVT' 2' **• V I ) - L ' 

que j'écrirai, pour abréger, 

( 2 ) F ( S ) = C . 

Nous avons vu au n° 139 que cette équation admet une solution 
particulière que nous avons appelée S; on aura donc 

F ( 2 ) = C ' , 

G étant une constante. 
Posons maintenant 

S = 2 - H e 2 i , 

il viendra 

( 3 ) F ( S = C. 
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par les relations 

dS , ds 

dvi dvi 

dT „ dT 

trouvées aux n"s 138 et 141, sont développables suivant les puis­

sances de V,-, et, par conséquent, de e 2. Donc les \J~fi, et par con­

séquent F, seront développables suivant les puissances de e. J'ob­

serve de plus que, si e est de l'ordre des excentricités, s sera fini. 

En effet, quand t s'annule, S se réduit à S. Or cette solution 

particulière S correspond, comme nous l'avons vu, au cas où les 

V* sont nuls. Dans les applications, les V° ne sont pas nuls, mais 

sont des quantités très petites de l'ordre du carré des excentri­

cités. La différence S — S sera donc de l'ordre du carré des excen­

tricités, c'est-à-dire de l'ordre de e 2 . 

Faisons, pour abréger, 

F ( S -t- S 2 * ) — F ( X ) = E 2 F * ( S ) , 

il viendra en retranchant ( 2 ) de (3) 

(4) F * ( » ) = K , 

Q çy 
K étant une nouvelle constante égale à —̂—· 

F* sera développable suivant les puissances croissantes de u., 

de sorte que 

F * _ F J - t - U . F Ï - L - U . » F Ï - + - . . . , 

F* sera d'ailleurs périodique en X 2 et en A 3 , et j'appellerai R* la 

valeur moyenne de F*. 

Comme S est développable suivant les puissances de u., de sorte 

que 
S = 2 0 - T - U . 2 1 T - F J T 2 S 2 - ^ . . . , 

Le premier membre de (3) sera développable suivant les puis­

sances de s; je dis de e et non de e 2 ; en effet, F contient des 

termes de degré impair par rapport aux y/p;. Or les p,- qui sont 

liés aux 
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F 0 (S -4- t-s) sera également développable, de sorte que F0(ï H-s**) = *„(e»*)-h [ji<p,(e2s)-h. . ., 
et il est clair que 

*0(s»*)̂  FoCSp + e's), 
O n aura donc 

E2F;=Fo(Z0-f-e
2s)— F0(S0), 

E2 F* = F, ( S 0 + E « s ) - F, ( 2 „ ) -f- *, ( e*i) - *, ( o). 
F 0 ne dépend que de Ĵ* et d e j ^ - ; quand on aura substitué 

S+e2i à la place de S, F„ deviendra donc développable suivant 
les puissances de 

E 2 e î ds 
d l " dX'j 

d'où il résulte que 

<Po(e2í)— *o(o), *,(e»i)-*,(o) 
sont divisibles par s'1, et ne dépendent d'ailleurs pas des Il 
résulte d'abord de là que F* est développable suivant les puis­
sances positives et croissantes de s 2 . 

Au contraire, comme le développement de F, contient des 

termes du premier degré en y/p,-, F, (2„ -+- s2s) sera développable 
non pas suivant les puissances de e 2, mais suivant celles de e. Le 
développement de la différence 

F,(S0+ s'*) — F,(S0) 
commencera par un terme en e. 

D'où cette conséquence : F* est développable suivant les puis­
sances croissantes de e, mais le développement commence par un 
terme en - • 

£ 

Observons maintenant que F* est une fonction périodique en X., et X a , et proposons-nous d'en déterminer la valeur moyenne R*. 
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La valeur moyenne de F ( (S ) est par définilion R ( S ) ; quand 
on y remplacera S par Ha -+- e 2s, cette valeur moyenne ne changera 
pas et s'écrira R ( S 0 - + - s-s). Cela tient à ce que 

dSç rfS0 dZo 

a*X2' dX'2 ' dvi 

se réduisent respectivement à 

et ne dépendent pas de À2 et de X2 ; si, au contraire, ces dérivées 
dépendaient périodiquement de \ 2 et X',, la valeur moyenne pour­
rait être modifiée parla substitution. 

D'autre part, la valeur moyenne 

t*,(e2*) — <J>i(o)] = e2H 

ne dépend ni des Vi, ni des Jĵ> puisque <t| (s2s) n'en dépendait pas 

lui-même; elle est d'ailleurs développable suivant les puissances 
positives et croissantes de £ 2. 

De même, R ( E 0 - | - E 2 . S ) est développable suivant les puissances 
positives et croissantes de s 2 , parce que le développement pri­
mitif de R suivant les puissances des y/p7 (contrairement à ce qui 
se passait pour celui de F,) ne contenait pas de termes de degré 
impair et en particulier de termes du premier degré. Il vient donc 

E S R * = R ( S 0 + £ 2 S ) - R ( S O ) + Ï ! H , 

de sorte que R * est développable suivant les puissances positives 
et croissantes de s 2. 

Si donc nous développons 5 suivant les puissances croissantes 
de u, ainsi qu'il suit 

S = S0 -+- fJl«i -r- fi2 s t - + - . . . 

nous aurons, pour déterminer les sp, des formules de récurrence 
que les méthodes des Chapitres précédents nous ont fournies. 

Comme sP(p^>o) est une fonction périodique de X 2 et de "k\. 

j'écrirai 
Sp = Sp -+- Sp, 
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s' étant une fonction périodique de valeur moyenne nulle et 
s"p étant indépendant de X 2 et \ ' 2 . 

Nous pourrons écrire alors 

( 5 ) 

<Lp doit dépendre de 

dR* ds"p_t _ 
b dVf ~d^T ~ 

dFj ds^ _ 

dA» dl2 ~ 

So, s. >2> 

S i , Sq 

et 9 p de 

'p— 1 · 

La lettre S représente une sommation portant, soit sur les diverses 
paires de variables conjuguées V; et V£, soit sur les deux paires 
de variables conjuguées À et X 2, A' et "k'2. 

Les deux membres des relations (5) sont développables suivant 
les puissances croissantes de e; mais les premiers membres ne 
contiennent que des puissances positives, tandis que les seconds 
membres contiennent des puissances négatives. Avant qu'on ait 
remplacé, dans iip et 9p, les dérivées de s'q et de s"q(q <Lp) calcu­
lées antérieurement par récurrence, les développements de ces 

deux fonctions contenaient déjà des termes en ^ , parce que le 

développement de F* en contient, comme nous l'avons vu plus 
haut. Il en résulte que le développement de sp, suivant les puis­
sances croissantes de s, doit commencer par une puissance négative 
de e. Si donc, dans typ et 9 p , on remplace les dérivées des s'q et s'q 

par leurs développements, suivant les puissances de E , antérieure­
ment calculés, alors < p̂ et § p seront encore développés suivant les 
puissances croissantes de e, mais le développement, au lieu de 

commencer par un terme en - , commencera par un terme en — , 

n étant un entier positif. 

L'exposant de i> dans le premier terme du développement de sp, 

ira donc en croissant avec p. 
H. P. — II. 6 
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Il en résulte que, si les excentricités sont très petites, on pourra 

craindre de voir apparaître dans sp des termes très grands. C'est 

là une difficulté qui, ainsi qu'on l'a vu, provient simplement de 

la présence de termes en - dans F* ; et ces termes en i sont dus 

simplement à ce fait que F contenait des fermes du premier degré 

par rapport aux v/pj ou encore par rapport à £, rh Ç' et 

Voyons maintenant si cette difficulté, dont l'exemple du numéro 
précédent nous aide à comprendre la nature, n'est pas purement 
artificielle et si quelque détour ne nous permettra pas d'en 
triompher. 

Solution de la difficulté. 

144. Pour nous rendre compte de la manière dont on peut 
triompher de la difficulté que je viens de signaler, revenons à 
l'exemple très particulier du n° 142. 

Posons 
y/iii costo = x, y/'iii sinio — y \ 

nos équations canoniques deviennent 

/ dk u. dX — = -(ycosX + .rs.nX), = i, 
(i bit) V 

le système d'équations est évidemment très facile à intégrer, car 
les deux dernières sont linéaires et donnent immédiatement, en 
observant que dt = d~k, ^ | x= a cosX -i- ¡1 cos( u.AX)—Ysin(fjiAX), ( y = — a sinX -+- p sin (pAX) -t- y cos(u.AX), 

y/2(n- p A ) 
et où ¡3 et y sont deux constantes arbitraires. 

On n'a plus ensuite qu'une quadrature à effectuer pour obtenir A, 
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et cette quadrature s'exécute sans peine. Il vient, en effet, 

A = 8 -4- Sa c o s ( i - + - f*A)X + f a sin(i - t - [*A)X, 
S étant une nouvelle constante d'intégration. 

Une solution particulière remarquable correspond au cas où ¡3 
et y sont nuls. Il vient alors (3) a:=acosX, y =—asinX, 
d'où 

A = 8. 
Si l'on veut continuer la comparaison avec le Problème des trois 
Corps, on pourra dire que cette solution particulière (3) est l'ana­
logue des solutions périodiques de la première sorte définies au 
Chapitre III. 

Les équations ( 2 ) nous donnent 

(x — acosX)2-H(j)'-l-asinX)2= 82 — -[*. 
Si x et y sont regardées pour un instant comme les coordonnées 
d'un point dans un plan, c'est là l'équation d'un cercle qui a pour 
centre le point 

37 = acosX, y— — asinX, 
qui correspondrait à la solution périodique (3 ) . Ce point est voisin 
de l'origine, parce que [A et, par conséquent, a sont petits; mais il 
diffère néanmoins de l'origine, et, si 3 et y sont petits également, 
le rayon du cercle est petit et l'origine peut devenir très excen­
trique par rapport à ce cercle; elle peut même être en dehors de 
ce cercle. 

Si nous passons aux coordonnées polaires 

et ni, 
l'équation du cercle devient iQ — 2 a /2I2 COS(IÛ - + - X) = S2-t-f2— a2. Comparons cette équation avec celle-ci, que l'on peut déduire aisément de l'équation ( 2 ) du n° 142 Hcostf̂ /̂ +(1+|J.A) ^ = C — A = V(H-pA) 
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et d'où nous avons déduit, dans ce n'1 142, la valeur de -7-; rappe­

lons-nous que 
dS dS n 

Nous verrons que les deux équations sont identiques pourvu que 

l'on fasse 

iV = ps-H-yS —a2, 
d'où il suit que la constante ^ ~*~ ̂  — n'est autre chose que celle 
que nous avons appelée plus haut V et que nous avons regardée 
comme étant de l'ordre du carré des excentricités. Le rayon du 
cercle qui est y/ji2 -+- y 2 est donc de l'ordre des excentricités et, s'il 
est de l'ordre de a, c'est-à-dire de p, l'origine peut se trouver en 
dehors du cercle. 

Nous pouvons donc dire que, si dans le n° 142 nous avons ren­
contré la difficulté que j'ai signalée, c'est parce que nous avions 
employé des espèces de coordonnées polaires et parce que nous 
en avions mal choisi l'origine. Cette origine doit être prise au 
centre du cercle, c'est-à-dire au point qui correspond à la solu­
tion périodique. 

Nous sommes donc conduits à changer d'origine en posant 

x''= x — a cos A , y = y -t- a sin X. 

Pour conserver aux équations leur forme canonique, nous devons 
maintenant adopter une variable, nouvelle À' telle que 

A' = A — a(a:'cosX —y'sin À). 
Nos variables conjuguées sont alors 

A', x', >>, y. 
La fonction F qui, par hypothèse, était égale à 

A -+- fj. i/Û cos(10 -H X) -H |aAi2. 

devient, en fonction des variables nouvelles, 

2
 J

 2 ^ 

KF) la valeur Af* 
do 
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Les deux derniers termes sont des constantes et ne jouent aucun 
rôle puisqu'on peut les faire rentrer dans la constante C. 

Nos équations différentielles deviennent alors 

dl _ d\' _ 

dt ~ \ ' dt - ° ' 

et l'équation aux dérivées partielles correspondantes devient 

Si l'on revient maintenant aux coordonnées polaires en posant 

y/2ii'costu'= x', \/'iH'sinio'' = y'', 

il vient F = A'-t- (i.AQ'-t- const., 
et l'équation aux dérivées partielles se réduit à 

dS . dS 

—pr -i- «A —-j = const. 
a A au 

Grâce à la simplicité de l'exemple que j'ai choisi, l'intégration 
de l'équation ainsi transformée est immédiate ; mais le point impor­
tant pour mon objet, c'est de faire observer que les termes qui 
seraient analogues au terme en ^ / ^ dans l'équation ( 2 ) du n° 142 
ont disparu. Or c'était de ce ternie que provenait toute la diffi­
culté. 

145. Essayons donc d'appliquer la même méthode au Problème 
des trois Corps et d'abord dans le plan. 

Nous avons pris d'abord pour variables (o I A' A'' 1 

puis (2) j A' A'' IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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(3) 

puis 

(4) 

A, A', pi, 
AI, À',, <o,-, 

A, A', V,. 

X 2 , X'2, c,-. 

Poursuivons notre comparaison et ne considérons pour Je mo­
ment que les deux dernières paires de variables conjuguées, en 
laissant de côté les deux premières paires, c'est-à-dire A et A' et 
leurs conjuguées. 

Nous pourrons dire alors que les variables ( i ) et ( 2 ) sont ana­
logues à des coordonnées rectangulaires et les variables (3) et (4) 
analogues à des coordonnées polaires. 

La difficulté que nous avons signalée au n° 143 provient, comme 
on l'a vu, de la présence de termes de degré | par rapport aux V», 
provenant eux-mêmes de termes du premier degré par rapport aux 

y/pi et de termes du premier degré en ç, 7 ) , r/. 
Si la fonction F ne contenait pas de pareils termes, nous n'au­

rions pas rencontré cette difficulté. 

Mais, comme elle est tout à fait analogue à celle que nous avons 
signalée au n° 142 et dont nous avons triomphé au n° 144, nous 
sommes conduits à penser que nous en viendrons à bout par les 
mêmes moyens, c'est-à-dire par une transformation analogue à un 
changement d'origine. Il faut remplacer les variables £, 7 ] , r/, 
par d'autres qui s'annulent pour les solutions périodiques de la 
première sorte étudiées au n° 40, puisque ces solutions sont ana­
logues à la solution périodique (3) du numéro précédent. 

Étudions donc ces solutions périodiques du n° 40. Nous avons 

vu que, pour ces solutions périodiques de la première sorte, 

Î A, A', \ cosX — rçsinX, •+- % sinX -1- rt cosX, 

£'eosX'— 7)'sinX', -+- £'sinX'-f- TJ'COSX' 

sont des fonctions périodiques du temps, et qu'il en est de même 
de sin(X — V ) , cosÇk — ~k'). 

Nous pouvons aussi considérer les variables (5) comme des 
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fonctions périodiques de X — V et de deux constantes arbitraires 
que j'appellerai A ( et A' (. 

Soient donc 

A = A , A ' = A ' , | = B , l ' = B ' , T| = C , V = C 

les équations de ces solutions périodiques; A, A', B, B', C et C 
seront des fonctions de X, X', A t et A' (, périodiques par rapport 
à X et X'. Voici quelle est la forme de ces fonctions. A et A' ne 
dépendent que de X — X', et on a 

B = T c o s X H- U s i n X , B ' = T ' c o s X ' - t - U ' s i n X ' , 

C = — T s i n X -4- U c o s X , G ' = — T ' s i n X ' - + - U ' c o s X ' , 

T, U, T' et U' ne dépendant que de X — X'. 
On déduit de là facilement l'identité suivante 

d B d G _ d B d C dT dU 

C ' dX dX' dX' dX " d(X — X') U d(X — X')' 

et, par symétrie, 

tfB' dC _ d W dC^ dV_ dV 

dl dX' ~dW dX ~ d(X — X') dÇk^r)' 

Cela posé, formons une fonction auxiliaire 

S = S 0 - li G - C ' - + - 7) B -t- V B ' H - lit, -+- l\ r,', 

5 0 étant une fonction de X, X', A n A'( que nous déterminerons 
plus loin. Alors S est fonction de 

X , X ' , 7 ] , 7 ) ' , 

A , , A j , 

51 alors nous posons 

dS __ dS dS _ , 
u d K \ - k l ' d j ; ~ ~ r ' u Wi~^u 

dS , <^S j , dS t , 

dX' ~ ' dr] ~ ç ' a\' ~ % ' 

et que l'on prenne pour variables nouvelles 

A i , A ' , , Ç i , 

X i i X ' n 1 i > 1 1 ! 

( 7 ) 
d \ t 

dS 

dX 
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au lieu de 
A, A', Jr f, 

la forme canonique des équations ne sera pas altérée. Il vient alors 

dS0 

A = -ca­
, dC 

dX ~dx + -1 
rfB , dB' 
dX

 + 7> d T 
ul d s ° c dG rfB , dB' 

• Tt dX' + ' 1 dF ; 

. = *1 — 

c, v> = V 
- c , 

f 

on fait = 5l + B, 5' = r, 
-l-B'. 

i = I l = l'i 
= o, 

T, et v)' se réduisent respectivement à B, B', G et G'. Je veux 
que A et A' se réduisent de leur côté à A et A'. Cela entraîne les 
conditions 

/ dSo = A _ c dB _ c , dB'^ 
\ dX dX dX 

( 8 ) l 
rfS^, _ dB _ ^ B ; l dX' dX' dX' ' 

Ces deux équations sont compatibles et déterminent S 0 , pourvu 
que les valeurs auxquelles elles conduisent pour les dérivées de S 0 

satisfassent à la condition d'intégrabilité 

dX' \dX ) dX\ dX' ) ~ ° ' 

Or cette condition s'écrit 

dk dA' dC dB dC dB _ d G d& d C dB' _ 

dk' dk dk' dk + dk dk' dk' dk + dk dX' _ °' 

Si l'on tient compte des équations (6) et si l'on observe que A, 
T et U ne dépendent que de X — X', il viendra 

dA dk! dT d U dT , v , d V ' _ 

~^--dx+Tdk+vdk+T'dk+l]-dX-0' 

ce qui veut dire que l'on doit avoir pour la solution périodique 

A + A = const., 
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c'est-à-dire 
£ 2 - t - l ' 2 - i - v + V 2 

A. -i- A — - ï — — = const . 
2 

Or, cette condition n'est autre chose que l'équation des aires, elle 
est donc remplie. 

La fonction S 0 , définie par les équations (8 ) , existe donc. Ses 

dérivées e t ^ 7 sont périodiques enX et)/ . Les valeurs moyennes 

de ces deux fonctions périodiques dépendent seulement des deux 
constantes À, et A',. Comme nous n'avons jusqu'ici rien supposé 
au sujet du choix de ces deux constantes, nous pouvons les choisir 
de telle façon que ces valeurs moyennes soient précisément A ( 

et A' (. 

On aura alors 

S 0 = A , X -+- A i X' -t- fonction périodique en X et X'. 

La fonction S est développable suivant les puissances croissantes 

de [A, et pour JJ. = o se réduit à 

A 1 X - t -A ' 1 X' -+-g 1 7 ) H -g ' 1 7 ) ' . 

Pour effectuer la transformation, cherchons à exprimer les 

variables anciennes en fonctions des nouvelles à l'aide des équa­

tions (7 ) . Nous avons d'abord 

Í T| = Ï | T - T - C , 7 ] ' = Vi + C , 

( 9 ) h = 6 t - i - B , S'-Èi-t-B'; 

puis, les deux premières équations (7) 

- dS . , dS 

Dans ces deux équations, je remplace ri et r\' par leurs valeurs (9) ' 

et alors elles peuvent s'écrire 

X ^ X - t - ^ l , x; = X ' + n f . 

<p et «1/ étant des fonctions de u., X, V, Ç,, T u , r\\, A ( , A'( de la 

forme suivante : 
i° Elles sont développables suivant les puissances de pu 
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•i° Elles sont périodiques en X et X ' . 
3° Elles sont linéaires en \,, YJ,, 
De ces équations on peut alors déduire, par application des 

principes du Chapitre II, dont nous avons fait un si fréquent usage, 

1 = X , - t - |A<]<„ X ' = X ' i H -

A , et <]/, étant des fonctions de X | , A|, , , et des mêmes lettres 
accentuées, qui sont 

I ° Développables suivant les puissances de FX, \\, TJ'(. 
2 ° Périodiques en X , et X ' , . 
Substituons dans les équations ( 9 ) ces valeurs de X et de X ' ; 

nous aurons les ? et les 71 en fonctions des variables nouvelles. J'ob­
serve que les £ et les i\, exprimés de la sorte sont développables 
suivant les puissances de JX, des \ , et des 7) ( , et périodiques en X , 
et X' T ; de plus, pour JX = o, ? et TJ se réduisent à \ , et t\,. 

Si, dans les deux équations, 

dS k , JS 
A = d î ' A = d l ' 

on substitue maintenant, à la place des X , des ? et des 71, leurs 
expressions en fonctions des variables nouvelles, on aura A et A' 
exprimés en fonctions des Aj, des X M des £ 1 et des 7),, périodiques 
en X | et X ' ( , développables suivant les puissances de |X, des £( et 
des 7) 1 , et se réduisant pour p. = o à A| et A',. 

Que devient maintenant F quand on adopte les variables nou­
velles? Il est clair que F sera encore développable suivant les puis­
sances de JX, des Ç, et des 7), et périodique en X , et X ' , . 

Soit 
F = F 0 + | x F t + [ A 2 F S ! 4 - . . . 

le développement de F suivant les puissances de [X quand on 

adopte les variables anciennes et soit de même 

F = F ' 0 + [ x F ' 1 + ^ F ' 2 - + - . . . 

le développement de F quand on adopte les variables nouvelles. 
Il est clair d'abord que, pour obtenir F'0, il suffit de remplacer 

dans F 0 , A et A' par A, et A' (. 
Calculons F,. 
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SoitF'jJ ce qu'on oblient en remplaçant dans F( chaque variable 

ancienne par la variable nouvelle correspondante, c'est-à-dire A 

par A,, A par 1,, £ par £,, etc. 

Soit 
A = A i - i - [xA2 - + - . . . , 

A' = Ai -t- [xA'2 -+-. . . 

le développement de A et de A' suivant les puissances de p.. 11 est 
clair que 

rj, _ Vn . dF'o . , dF'„ w 

Calculons A 2 . On trouve aisément 

r dC „, dC dB , dB' 
A = dX -dJ dJ -dk' 

Donc, pour obtenir A 2 , il faut dans l'expression 

A — A , , dC v dC dB , dB' 

~ ~ j T - - 5 1 iTrfX ~ k l p7aX + 7 1 1 i T d X j T d X ' 

il faut, dis-je, faire [x =: o et par conséquent A = ~k,, V= Xt. Donc 
A 2 (et il en est de même de A 2 ) est une fonction périodique des ~k,, 

linéaire des et des i\t et sa valeur moyenne (par rapport à ~kt 

et).',) ne dépend ni des ni des 7 | ( . 

Donc F', sera périodique en ~k, et V,. Soit R' sa valeur moyenne, 
R" celle de FJ. On obtiendra R" en remplaçant dans R chaque 
variable ancienne par la variable nouvelle correspondante, et R' 
ne différera de R" que par une quantité indépendante des £( et 
des v; , . 

Nous avons vu au Chapitre X quelle est l'importance des équa­
tions 

d\ _ dR dn _ _ dR 

dt di\ ' dt d% 

pour l'étude des variations séculaires des éléments. Après le chan­

gement de variables que nous venons de faire, elles seraient rem^ 

placées par les suivantes 

d>u _ dJT drg _ dR" 

dt ~~ dru' dt — d%i 
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dh _ dF dF 

dt dr,i' dt 

~ *li dr¡, dF *)'« dF 

ut Ax' dt 

Il faut donc que les quatre dérivées 

dF dF dF dF 

d%i' d l \ ' dr¡i' dr¡\ 

Mais, d'après ce que nous venons de voir, les deux systèmes 
d'équations sont identiques, et le second ne diffère du premier 
que parce que les lettres sont affectées d'indices. 

Jusqu'ici il semble que la transformation que nous avons faite 
n'ait rien changé à la forme de nos équations; j'arrive enfin à ce 
qui doit en mettre les avantages en évidence. 

Voyons d'abord ce que deviennent les équations de nos solu­
tions périodiques de la première sorte avec nos nouvelles variables. 
Grâce au choix de notre fonction auxiliaire S, elles s'écriront 

£, = Tjj — i-', — Tj'j = o, A[ = const . ; A', = const . 

Enfin, ~kt et ~k\ seront des fonctions données du temps, des deux 
constantes A, et A', et de deux nouvelles constantes arbitraires. 

Il peut y avoir quelque intérêt, bien que cela ne soit pas néces­
saire pour notre objet, de voir comment \ , et ~k't dépendent de ces 
deux constantes que j'appellerai a et [3; nous aurons 

A l = a - h ? ( i -+- p, A , A ; ) , X'J = a -t- <y'(i -H p\ A , , A ' , ) , 

tp et tp' étant deux fonctions de t + [3, A,, A\ qui, quand t+ ¡3 
augmente d'une certaine constante y dépendant de A, et A',, aug­
mentent elles-mêmes d'une certaine constante S (la même pour tp 
et pour tp') qui dépend aussi de A, et A',. La première de ces deux 
constantes y est la période de la solution périodique envisagée et 
la seconde S est l'angle dont tourne le système des trois corps 
pendant la durée d'une période. 

Je ne veux retenir de tout cela qu'une chose : 
Si £ (, Y ) , , et V, sont nuls à l'origine des temps, la solution 

est périodique de la première sorte et ces quatre variables £ i , 
et i\\ resteront toujours nulles. 
Or, nous avons les équations différentielles 
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s'annulent à la fois quand les quatre variables 

? I > £ î i *)L> VL 

s'annulent à la fois, c'est-à-dire que F ne contienne pas de termes 
du premier degré par rapport à ces quatre variables. 

Ainsi l'expression de F en fonction des variables nouvelles a la 
même forme que l'expression de F en fonction des variables an­
ciennes; la seule différence, c'est qu'il n'y a pas de termes du 
premier degré par rapport à Ç t, r\'t, tandis qu'il y avait des 
termes du premier degré parrapport aux quatre variables anciennes 
correspondantes £, 7 ) , £' et i\'. Or, c'étaient ces termes du premier 
degré qui créaient toute la difficulté; cette difficulté a donc dis­
paru avec eux. 

Il en est de même si, au lieu du Problème des trois Corps dans 
le plan, on a à traiter le Problème des trois Corps dans l'espace. 

Si, en effet, on choisit comme variables 

Ai, A i , C',, p , p ' , 

Xi» A'i. *îi, *lî. 1' 9', 

F ne contiendra pas de terme du premier degré par rapport aux 
aux 7 i , , aux p et aux q. 
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CHAPITRE XIII. 

DIVERGENCE DES SÉRIES DE M. LINDSTEDT. 

146. Dans le Chapitre IX, nous avons reconnu que les équa­

tions canoniques 

Î /TV _ rfF dyi _ dF 

dt ~ dy¿' ~ d j ~ ~ d x ¡ ' 

peuvent être satisfaites formellement par des séries de la forme 

suivante 

( x t = xf-h nx}-h (i*xf-h.. ., 

( y i = w , -l- ¡J.yi -t- ixiyl - 4 - . . . , 

où les x\ et les y\ sont des fonctions périodiques des quantités 

Wt — n¡ t - H TJJ/, ( i = 1 , 2 , . . . , n) 

et sont représentées par des séries ordonnées suivant les sinus et 

cosinus des multiples des w, de façon que l'on ait 

( 3 ) xf( ou y ¡ ) = A 0 + S A c o s ( « i i «>i -t- m2 w 2 -r- m „ A ) . 

La valeur moyenne A 0 de ces fonctions périodiques peut d'ailleurs 
être choisie arbitrairement. 

Il s'agit maintenant de reconnaître si ces séries sont conver­
gentes. Mais la question se subdivise; on peut demander en effet: 

i° Si les séries partielles (3) sont convergentes, et si la conver­
gence est absolue et uniforme. 

2 ° En admettant qu'elles ne convergent pas absolument, si l'on 
peut grouper les termes de façon à obtenir des séries semi-con­
vergentes. 

3° En admettant que les séries (3 ) convergent, si les séries ( 2 ) 
convergeront et si la convergence sera uniforme. 
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Discussion des séries ( 3 ) . 

147. Rappelons de quelle manière nous avons obtenu les 
séries ( 3 ) . Nous sommes arrivés à des équations de la forme sui­
vante 

dxk 

2 n"u - p - î - = S B c o s ( m* W i - H m . w2 -+-.. . -+- m„ w„-h h) 
H dwp 

[équations ( 1 2 ) du n° 127] et nous en avons tiré 

( 3 b i s ) x t = y i '- -+- A 0 , 

A 0 étant une constante arbitraire. 
La série ( 3 bis) converge-t-elle absolument et uniformément? 

S'il en était ainsi, la somme de celte série devrait rester finie pour 
toutes les valeurs du temps. Or, j 'ai démontré, dans le Bulletin 
astronomique (t. I, p . 3 2 4 ) , que la somme des termes d'une 
pareille série ne pouvait constamment rester inférieure à la moitié 
d'un quelconque de ses coefficients. 

Donc, pour que la série ( 3 bis) converge uniformément, il faut 
que la valeur absolue du coefficient 

B 

m, n\-t- m 2 n\ -+-... - t - ma n% 

soit limitée. 
Supposons, pour fixer les idées, deux degrés de liberté seule­

ment et soit n°t = n, « " = — 1 ; la série ( 3 bis) devient 

A , Bm,m, s i n ( m, •+• m2w2 -h h,„im.) 
0 ~^^d m, n — / w s 

et la valeur absolue des coefficients 

Bm.rn* 
( 4 ) 

m,n — « ¡ 2 

doit être limitée. 
Il est clair d'abord que cela ne peut pas avoir lieu pour les 

valeurs commensurables de « , à moins que B „ v n j n e soit nul toutes 
les fois que 

m» 
—- = n. 
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( 5 ) 
n?p — a P I 

Nous avons, en effet, d'après la définition des réduites, 

<Xp+i = < * p _ i - t - a p a p + 1 , P/)+i = $¡¡-1 - + - $ p a p + \ > 

ap+l étant un eniier positif que nous pouvons choisir arbitraire­
ment, sans altérer en rien les p premières réduites 

On a, d'autre part, 

\ n $ p — a p \ < 
Pp-i •+" Pp ap+l 

Nous pouvons donc choisir l'entier ap+\, de telle façon que la 
valeur absolue de n fip — a.p soit aussi petite que nous le voudrons, 
et, par conséquent, de façon à satisfaire à l'inégalité (5), quels que 
soient les nombres B fipa.p et \ p . 

Comme les nombres ~kp sont assujettis seulement à être indéfi­
niment croissants, nous pouvons choisir arbitrairement les q pre­
miers de ces nombres (quel que soit q), et par conséquent les q 
premières réduites; le nombre n peut donc être aussi voisin que 
l'on veut d'un nombre quelconque donné. 

En revanche, on peut souvent trouver un nombre n tel que la 

Nous sommes donc conduits à nous occuper du cas où n est 
incommensurable et envisager spécialement ceux des diviseurs 
m\ n — 7 n 2 qui correspondent aux réduites successives de n. 

Je dis d'abord que, quelle que soit la série des nombres B M I M J , 

on peut trouver TIN nombre incommensurable n (aussi voisin que 
l'on veut d'un nombre donné) et qui soit tel que la valeur absolue 
des coefficients (4) ne soit pas limitée. 

Soient, en effet, 
a , #5 a p 

f i ' S* ' " " P „ ' 

les réduites successives de n. 
Soient 

A i , X 2 , « · · » "kp, ' · ' 1 
une suite quelconque de nombres positifs indéfiniment croissants. 
Je dis qu'on peut toujours choisir le nombre n, de telle façon que 
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série (3 bis) soit convergente; supposons, en effet, que la série 

2 B m i , M , c o s ( T O ! w t -+- m , -+- h) 

converge et, ce qui arrivera d'ordinaire, de telle façon que l'on ait, 
pour toutes les valeurs de-m, et de m->, 

( 6 ) | B m i m ! | < K a l ' » . i p i ' " . l , 

K. étant un nombre positif quelconque, et a et {J deux nombres 
positifs plus petits que t. 

Prenons n = y/£, p et q étant deux entiers premiers entre eux 

et tels que pq ne soit pas carré parfait. Il vient alors 

I 

rn,n — m.2 ! 
m, n -+- m. 

mi n- — mr. 
( m ) « -t- m<i ) q 

pni\ — qm^ 

d ' o ù 

m, m, SÏn ( /W , (V, - | - » l 2 « > 2 -f- A ) 
K 9 ( | m 1 ] ^ + | m 2 | ) a l ' " . l p l " ' - . l , 

ce qui prouve que la série (3 bis) converge. 
Mais on peut évidemment choisir les entiers p et q, de telle 

sorte que ^ / ^ — n s o ' 1 aussi voisin que l'on veut d'un nombre 

quelconque donné. 
Nous sommes donc conduits au résultat suivant, que j'énonce 

en l'étendant tout de suite au cas général. 
Soient K un nombre positif quelconque, a,, a2, a„ des 

nombres positifs plus petits que i . 
Je suppose que l'on ait une inégalité analogue à (6) , et que 

j'écrirai 
| B | < K « l ; * ' l a 2 ' " ' l . . . a l J

m » l . 

c'est ce qui arrivera d'ordinaire. 
Dans ce cas, on pourra choisir les nombres 

de telle sorte : 
i ° Qu'ils soient aussi voisins que l'on veut de n nombres donnés, 

H. P — II. 7 
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et en même temps que la série (3 bis) ne converge pas uniformé­
ment; 

a" Mais on pourra les choisir également de telle sorte qu'ils 
soient encore aussi voisins que l'on veut des mêmes n nombres 
donnés, et que la série (3 bis) converge uniformément. 

On conçoit aisément l'importance de cette remarque. En effet, 
les observations, quelle que soit d'ailleurs leur précision, ne peu­
vent faire connaître les mojens mouvements qu'avec une certaine 
approximation. On pourra donc toujours, en restant dans les 
limites de cette approximation, s'arranger de façon que les sé­
ries (3 bis) convergent. 

D'un autre côté, on peut se demander s'il peut se faire que les 
séries (3 bis) convergent pour les valeurs des constantes d'inté­
gration x" comprises dans un certain intervalle (on se rappelle 
que les n° dépendent des x?). D'après ce que nous venons de voir, 
cela ne serait possible que si la série 

SB cos(/?i| w,-i-...-\-mnw,, -i-h) 

ne contenait qu'un nombre limité de termes, c'est-à-dire si, dans 

la fonction 
F = F 0 - t - u . F 1 - t - l i ! F ! - i - . . . , 

chacune des fonctions F < 5 F 2 , . . . , dans son développement sui­
vant les sinus et les cosinus des multiples desjK, ne contenait qu'un 
nombre fini de termes. 

Il n'en sera pas ainsi en général, et la fonction F,, par exemple, 
sera une série d'une infinité de termes. Mais, dans la pratique, on 
dirigera le calcul de façon à être ramené au cas où les fonctions F¿ 
n'ont qu'un nombre fini de termes. En effet, la série F, étant con­
vergente, tous les termes, à l'exception d'un nombre fini d'entre 
eux sont extrêmement petits. Il serait donc sans intérêt d'en tenir 
compte dès la première approximation. 

Voici donc ce qu'on sera conduit à faire : dans la série F ( , tous 
les termes, sauf un nombre fini d'entre eux, pourront être regardés 
comme du même ordre de grandeur que p ; mais il j en aura qui 
seront du même ordre de grandeur que p.2, d'autres, plus petits 
encore, qui seront du même ordre de grandeur que p 3 , etc. Dans 
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les autres séries F 2 , F 3 , on trouvera de même des termes de ces 
divers ordres de grandeur. 

Nous pourrons donc écrire en général 

F/ = F/.o -t- F,., -+- F,., + . . . + F a + . . . , 

Fi.* représentant ceux des termes des F,- qui peuvent être regardés 
comme du même ordre de grandeur que p*. Ces termes sont en 
nombre fini. Celte manière de décomposer F¿ comporte évidem­
ment un assez grand degré d'arbitraire. 

Soit maintenant p' une quantité qui soit du même ordre de 
grandeur que p et posons 

F,-.*= p'**/.*. 

Tous les termes de O,-.* seront finis et nous pourrons écrire 

F = 2 ¡ji<y 
Grâce à cet artifice, F dépend maintenant de deux paramètres, 

et <!>,·.* ne contient qu'un nombre fini de termes. Comme les deux 
paramètres p et p' sont du même ordre de grandeur, nous ferons 
p = Xp' et nous aurons 

F = Sp'***, 

ne contenant qu'un nombre fini de termes. 

Cet artifice, que j'ai peut-être exposé un peu longuement, mais 
dont l'application peut se faire très rapidement, montre que dans 
la pratique on pourra toujours se supposer ramené au cas où cha­
cune des fonctions F,- ne contient qu'un nombre fini de termes. 

Discussion des séries (a). 
148. La question de la convergence des séries (3) étant ainsi 

tranchée, il y a lieu de se demander si les séries ( 2 ) convergent. 
Mais cette question se subdivise. 
Les séries ( 2 ) dépendent, en effet, de p et des constantes d'inté­

gration .r°. On peut donc se demander : 
i ° Si les séries ( 2 ) convergent uniformément pour toutes les 

valeurs de p et des xa¡ comprises dans un certain intervalle. 
2 ° Si les séries ( 2 ) convergent uniformément pour les valeurs 
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suffisamment petites de ¡A quand on donne aux des valeurs con­
venablement choisies. 

A la première question on doit répondre négativement. 

En effet, supposons que les séries ( 2 ) convergent uniformément 
et écrivons-les sous la forme suivante 

Í x¡ = x \ ^ ¡ ( w k , x°k, |x), 

' I yt = w/+ n<W(>*> x%, p), 
cp¿ et fyi étant des fonctions déveioppables suivant les puissances 
croissantes de ¡ x , et périodiques par rapport aux w, dépendant 
d'ailleurs des x" d'une manière quelconque. 

Résolvons les équations (7) par rapport aux x¿ et aux (*>,·. On 
pourra tirer de ces équations les x \ et les w¿ sous la forme de 
séries ordonnées suivant les puissances de ¡ x et dont les coefficients 
dépendent des x¡ et desy¡. 

Il est facile de s'en assurer; on n'a, en effet, pour voir que le 
théorème du n° 30 est applicable, qu'à remarquer que, pour p. — o, 
les équations se réduisent à 

x \ = x i , " > i = y i 

et que le déterminant fonctionnel des premiers membres est égal 
à 1. On n'a d'ailleurs qu'à appliquer la formule de Lagrange géné­
ralisée. 

On trouve ainsi 

( 8 ) xi = #,·-+- ¡xtpíO*, x k , n), 

( 9 ) «-/ =JK¡ - 1 - fx<KO*> »*, n). 
cp¿ et <|/¿ étant des fonctions déveioppables suivant les puissances 
de [ x , uniformes par rapport aux x et aux y et périodiques par 
rapport aux y . 

Les équations (8) définissent ainsi n intégrales uniformes de 
nos équations différentielles. 

D'un autre côté, nous avons posé 
Wi = Jlit •+- USi, 

et les coefficients n¿ ainsi définis dépendent de jx et des ; si ces 
quantités peuvent varier entre certaines limites, on pourra en dis-
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poser de façon que les coefficients n¿ soient commensurables 
entre eux. 

Dans ce cas, on pourra trouver un nombre T, tel que les n¿T 
soient des multiples de 2 T T . Par conséquent, quand on donnera 
à u, et aux x\ ces valeurs particulières, les équations ( 7 ) repré­
senteront une solution périodique de période T. L'existence de n 
intégrales uniformes nous forcerait à conclure que n + 1 des expo­
sants caractéristiques relatifs à cette solution périodique sont nuls. 

Mais il y a plus. 
Les séries ( 7 ) , par hypothèse, doivent satisfaire aux équations 

difieren ti elles 

dx± _ dF_ dyt __ dF-

' dt ~ dyi' dt ~~ dxt 

Nous avons vu qu'en donnant aux n constantes d'intégration x\ cer­
taines valeurs particulières, les séries ( 7 ) représentent une solu­
tion périodique de ces équations. Pour achever de déterminer 
cette solution, nous donnerons également aux n constantes d'inté­
gration m¡¡ certaines valeurs particulières. 

Soit 

(10) ar/=//(0. n = /*(*) 
la solution périodique ainsi obtenue. Posons 

et formons les équations aux variations des équations (1) (Cf. 
o° 5 3 ) . Les séries ( 7 ) devant satisfaire aux équations différen­
tielles, quelles que soient les constantes x\ et G T a , on obtiendra 
2 / 1 solutions particulières linéairement indépendantes de nos équa­
tions aux variations en faisant 
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Dans les fonctions 

DV¡ D^£ DI/J DIFJ 

DWP' DX°K' DWP DX%' 

les constantes x"k et w/¡ doivent être remplacées par les valeurs qui 
correspondent à la solution périodique (10); les fonctions ( i i ) 
deviennent ainsi périodiques en t. 

Il en résulte que les 2/1 exposants caractéristiques sont nuls. 
Or nous savons qu'il n'en est pas ainsi en général. 

Donc, en général, les séries ( 2 ) ne convergeront pas uniformé­
ment quand u, et les x\ varieront dans un certain intervalle. 

c. q. f. n. 

149. Il nous reste à traiter la deuxième question; on peut 
encore, en effet, se demander si ces séries ne pourraient pas con­
verger pour les petites valeurs de u., quand on attribue aux x\ 
certaines valeurs convenablement choisies. 

Ici nous devons distinguer deux cas. 
En général, les n,-dépendent non seulement des x", mais encore 

de u, et sont développables suivant les puissances de p.. 
Nous avons vu, en outre, que l'on peut choisir arbitrairement 

les valeurs moyennes des fonctions tp,- et <j>¿; nous avons vu, de 
plus, que l'on peut choisir ces valeurs moyennes de façon que 
l'on ait 

m --- n i , 

1 5 D 

n I = n ¡ = . . . — n ¡ = . . . = o, 

c'est-à-dire que les n¡ ne dépendent plus de ¡a. 
Nous pouvons donc distinguer le cas où les n¡ dépendent de ¡a 

et celui où les n¿ ne dépendent pas de (a. 
Supposons d'abord que les n¡ dépendent de u. et en même temps 

qu'il n'y ait que 2 degrés de liberté. 

Soit alors 

m = «5 -+- n"i -+• n2«î -+-..., <VI = n, t -f- cr,-, 
7 l 2 = n \ •+- (A«2 •+" H*"2 +· . ·, H1! = n2t -+- BJ2. 

D'autre part, x,, XÏ,y\I e ty 2 devraient être développables sui-
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vanl les puissances de p et de lelle sorte que x,, %a, — 
y„— w2 soient périodiques en w, et w«. 

Cela devrait avoir lieu pour les valeurs suffisamment petites 
de p. Or, parmi les valeurs de p inférieures à une certaine limite, 

on peut toujours en trouver de telles que le rapport ^1 soit com-

mensurable, puisque ce rapport est une fonction continue de p. 

Or, si le rapport est commensurable, les séries ( 2 ) représen­

tent une solution périodique des équations ( 1 ) et cela, quelles 

que soient les deux constantes d'intégration m, et ra2. 
Si les séries ( 2 ) convergeaient, à cette valeur commensurable 

de ~ correspondrait une double infinité de solutions périodiques 
des équations ( 1 ). 

Or nous avons vu au n° 42 que cela ne peut avoir lieu que dans 
des cas très particuliers. 

Il semble donc permis de conclure que les séries ( 2 ) ne conver­
gent pas. 

Toutefois le raisonnement qui précède ne suffit pas pour établir 
ce point avec une rigueur complète. 

En effet, ce que nous avons démontré au n" 42, c'est qu'il ne 
peut pas arriver que, pour toutes les valeurs de p inférieures à une 
certaine limite, il y ait une double infinité de solutions périodi­
ques, et il nous suffirait ici que cette double infinité existât pour 
une valeur de p déterminée, différente de o et généralement très 
petite. 

Ainsi nous aurions une infinité de solutions périodiques pour 
p=o et pour p=p„, et nous n'en aurions qu'un nombre fini 
(en ne regardant pas comme distinctes les solutions qu'on déduit 
les unes des autres en changeant í e n í + A ) pour les valeurs de p 
comprises entre o et p0. 

Il est très invraisemblable qu'il en soit ainsi, et cela suffit déjà 
pour rendre fort improbable la convergence des séries ( 2 ) . 

Mais il y a plus : il n'y aurait d'intérêt à constater la conver­
gence des séries ( 2 ) que si cette convergence avait lieu pour une 
infinité de systèmes de valeurs des constantes x°¡ de façon qu'on 
puisse toujours trouver un de ces systèmes qui diffère aussi peu 
que l'on veut d'un système de valeurs quelconque donné de ces 
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mêmes constantes. Or si un pareil fait se présentait, il y aurait une 
inlinité de valeurs de u pour lesquelles les solutions périodiques 

^qui correspondent à une valeur commensurable donnée du rap­

port — \ sont en nombre infini. 
« 2 , 

On pourrait d'ailleurs trouver une infinité de pareilles valeurs 
de p dans tout intervalle, si petit qu'il soit, pourvu qu'il soit assez 
voisin de o. Les exposants caractéristiques devraient être nuls 
pour toutes ces valeurs de p. (Cf. n" o i ) , et comme ces exposants 
sont des fonctions continues de fj. (Cf. n" 74) ils devraient être 
identiquement nuls. 

Nous avons vu qu'il n'en est pas ainsi en général, et nous devons 
donc conclure que la convergence des séries ( 2 ) , en admettant 
qu'elle se produise pour certains systèmes de valeurs des x\, ne 
pourra pas avoir lieu pour une infinité de ces systèmes. 

C'est une raison de plus de regarder comme invraisemblable 
dans tous les cas la convergence des séries ( 2 ) ; car on ne voit pas 
bien ce qui distinguerait des autres les valeurs des x° pour les­
quelles cette convergence aurait lieu. 

On peut enfin se demander ce qui arriverait si l'on choisissait 
les valeurs moyennes des fonctions »,· et de telle sorte que 

nï — . . . = 0. 

Dans ce cas, les »,· ne dépendent plus de \x, mais seulement 
des xa

t. 
Ne peut-il pas arriver que les séries ( 2 ) convergent quand on 

donne aux x" certaines valeurs convenablement choisies? 
Supposons, pour simplifier, qu'il y ait deux degrés de liberté; 

les séries ne pourraient-elles pas, par exemple, converger quand x\ 

et x\ ont été choisis de telle sorte que le rapport ^ soit incom 

mensurable, et que son carré soit au contraire commensurable 

(ou quand le rapport ^ est assujetti à une autre condition ana­

logue à celle que je viens d'énoncer un peu au hasard)? 

Les raisonnements de ce Chapitre ne me permettent pas d'af-
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fïrmer que ce fait ne se présentera pas. Tout ce qu'il m'est permis 

de dire, c'est qu'il est fort invraisemblable. 

Comparaison avec les méthodes anciennes. 

150. Je n'ajouterai qu'un mot : quel est, à défaut d'un moyen 
d'assurer la convergence des séries, le meilleur choix à faire des 
valeurs moyennes des xf et des yf? Je crois qu'il convient de 
choisir ces valeurs moyennes de telle façon que les xf et les yf 
(à partir de x\ et d e y \ ) s'annulent pour t = o, de telle façon que 
les x\ représentent les valeurs initiales des X( et les r s i les valeurs 
initiales des yi. 

Si ensuite, on considère les séries ainsi obtenues 

( Xi =i X? -r- ixx} -+- H2xf 
/ yt = wt-r- \iy} •+• \?yî -+-..., 

les xf, les «>/ et les yf dépendront de p ; si l'on développe ces 
quantités suivant les puissances de p, puis qu'on ordonne suivant 
les puissances croissantes de p les seconds membres des équa­
tions ( i ) , on obtiendra le développement selon les puissances de u. 
de celle des solutions particulières de nos équations différentielles 
qui admet x? et CJ,- pour valeurs initiales des xi et des yi. 

On sait que ce développement est convergent pour les valeurs 
de t suffisamment petites. 

Soit 

, , 1 * 7 = Xi •+- V-ïi -4- - t - . . . , 
( 2 ) l 

( yt = t •+• -+• M J + IX'T,2
 - + - . . . ; 

les 1·? et les T\f sont des fonctions du temps non périodiques, mais 
ne dépendent plus de u; de plus, ces fonctions s'annulent de 
même que les xf et les yf pour t = o. 

De la façon dont nous venons de déduire le développement ( 2 ) 
du développement ( 1 ) , il est permis de tirer quelques conséquences 
au sujet de la forme du développement ( 2 ) . 

Ainsi, pour obtenir il suffit de faire p. = o dans l'expression 
de x\. Rappelons comment x\ dépend de p.; x\ est une fonction 
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périodique des quantités que nous avons appelées 

I V , , I V 2 , w„ 

et l'on a d'ailleurs 

i v / = ni t - t - c i / . 

vsi est une constante d'intégration et ra,- dépend de u ; si donc on 
fait ¡¿ = 0 , ni se réduit à n°, puisqu'on a 

m = ni - + - | J I N ] - + • u.*nf - l -

Par conséquent, Wi se réduit à n° t -|- nr,-, et reste une fonction 
périodique des quantités nj t + nj,-. 

Donc Ç! ne contient pas de terme séculaire. 
Pour obtenir , il suffit de faire p = o dans 

En raisonnant comme nous venons de le faire, on verrait qu'en 
faisant JJL = o dans x\ on n'y introduit pas de terme séculaire. On 
a, d'autre part, 

dx\ d n k dx\ 

dp. ~ ¿4 du. dwk ' 

ou, pour JJL = o 
doc : « doc ï 
- s - i = t2nk - j — ' - · 
du. dw/c 

dx^ 

On voit ainsi que l'expression de - ~ contient des termes sécu­

laires, mais il faut faire une distinction; j'appellerai termes sécu­

laires mixtes les termes de la forme 

tPsïnat o u f P c o s a J , 

et termes séculaires purs les termes de la forme tP. 
Je puis écrire 

d x 1 

£ / I À - = — - = A O + S A a s i n at + S B A c o s a f . 
dwk 

En effet, le premier membre est une fonction périodique des w et 
pour [x = o, on a w/ = n\ t + ro,-. Si A 0 est nul, l'expression ne 
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Pour ix — o, il vient 

Hnl

k ^ — - 2CS c o s ( a « - + - S), 

OÙ 

o = m, «J-+- m2ra§, p = - + - » ? 2 r a 2 - + - . . . - t - mnwn-h h. 

D'après les hypothèses faites plus haut a ne peut être nul que si 

m, - m2 = o. Il vient donc 

A 0 = 2 C S cosp, 

la sommation s'étendant à tous les termes tels que m, = m 2 = o. 

contient pas de termes séculaires purs, mais peut contenir des 
termes séculaires mixtes. Si A 0 n'est pas nul, l'expression con­
tient des termes séculaires purs. 

11 est un cas où A 0 est certainement nul, c'est celui où aucune 
des quantités n¿ n'est nulle, et où il n'y a entre les n¿ aucune rela­
tion linéaire à coefficients entiers (cas du n° 125). En effet, on a 
alors 

en désignant par [ U ] la valeur moyenne d'une fonction mojenne 
d'une fonction périodique U de w{, w 2 , . . . , wa. 

Mais voici un autre cas ou A 0 est encore nul. 
Je suppose que 

ni = n% = . . . = re° = o, 

et que, d'autre part, le rapport de n°s à n° soit incommensurable. 
Posons 

x\ = S G s'm(m¡ wt -t- m 2 w 2 - H . . .-t- m„ wn -h h), 

m,, ffli, . . . , m„ étant des entiers et C et A des constantes quel­
conques. 

Telle est, en effet, la forme du développement de x\, puisque 
celte fonction est périodique par rapport aux w. 

Il vient alors 

dxl-
Srti -j—y- = 2 CS cos(«i) -+- m.¡w\ - + - . . . - t - mnwn + /;), 
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Soit maintenant 

F, = 2D cos(m1jKi+ m2yî-h...-h mnya-+- k), 

D et k étant des fonctions de xt, x2, . . ., xn. Telle doit être la 
forme delà fonction F, qui est périodique par rapport aux_y. 

Soit D 0 et k0 ce que deviennent D et A: quand on y remplace xi 
par x\. Soit 

F} = 2D0 cos(mi w, 4- m2 wj 4-...-H m„w>„4- Ar0) 
ce que devient F, quand on y remplace Xi par x\ elj~i par **>,·. La 
fonction a;J sera définie par l'équation 

> 9 dx\ = ^ F ? ^ 

¿ » 4 rf«7 

d'où 

x\ = > -, TT c o s ( w , W , 4- >?z2«>24-.. .4- m „ w„-4- / c 0 ) , 

/ 7 i ! - t - ra2 n% 

d'où 

G = * = * . . 

m,n\ 4- /7t2«̂  
Si i = i ou a, C s'annule quand on a mt = m 2 = o et A 0 est nul. 

Donc £2 et ?| contiendront des termes séculaires mixtes, mais ne 
contiendront pas de termes séculaires purs. 

Au contraire les expressions 
£2 £2 £2 Ç 3 ï S4» · * • 1 Ç« 

pourront contenir des termes séculaires purs. 
Appliquons cela au Problème des trois Corps. 
Reprenons les séries du n° 140. 
Les n° sont nuls, à l'exception de n\ et « ° . 
Développons les quantités A et V; suivant les puissances crois­

santes de [JI ; il viendra 

A = A 0 4- i 
A' = A i 4-[xÂ4- n ' A ^ - t - . . . , 

V, = V?4-pV̂  4-̂v;-« 
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les Aq et les Vj* sont des fonctions de t indépendantes de p et 

s'annulant avec t. 

D'après les considérations qui précèdent, les A ^ ne contien­

dront pas de terme séculaire; c'est le théorème de Lagrange sur 

l'invariabilrlé des grands axes quand on néglige les carrés des 

masses. 

Les A-Q contiendront des termes séculaires mixtes, mais pas 

de terme séculaire pur; c'est le théorème de Poisson sur l'invaria­
bilité des grands axes quand on néglige les cubes des masses. 

Les V/ 1 ne contiendront pas de termes séculaires, mais les V / 
contiendront des termes séculaires, tant purs que mixtes. 

Revenons au cas où les nf sont tous différents de o et ne sont 
liés par aucune relation linéaire à coefficients entiers. On a alors 

w o •> doc '* i d~ oc* j 
On verrait comme plus haut que xf ne donne pas de terme sécu-

laire et que - ~ ne donne pas de terme séculaire pur. On a, d'autre 

part, 
cPx) x-> dx\ d2u>k d^x\ dwk dwn 

d\& ~J^dw/c dp? ^dwkdwh dp. dp. 
Le second membre peut s'écrire 

dwk Mmi dwicdwh 

Nous avons donc encore des termes séculaires mixtes, mais nous 
n'avons pas de termes séculaires purs parce que la valeur moyenne 
, ,, · , dx\ d* Xi . ,, 

des dérivées — - , -= j— est touiours nulle. 

dwjç dwk du>h

 J 

Le même raisonnement s'appliquerait évidemment aux termes 
suivants du développement, c'est-à-dire aux £*. 

Ainsi, dans le cas particulier du Problème des trois Corps, défini 
au n° 9, le grand axe demeure invariable, au sens de Poisson, 
quelque loin que l'on pousse l'approximation. 
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De même, avec toute autre loi d'attraction que celle de Newton, 
les développements des quantités qui correspondent aux grands 
axes ne contiennent pas de termes séculaires purs, quelque loin 
que l'on pousse l'approximation. Ces quantités sont donc inva­
riables au sens de Poisson. 

Ainsi se trouvent rattachés à la méthode de M. Lindsted les 
théorèmes fameux de Lagrange et de Poisson. 

C'est à M. Tisserand que l'on doit l'idée de la possibilité de ce 
rattachement. 

Ces considérations m'amènent à une dernière remarque. 
Il peut sembler que des développements que nous avons établis 

dans les Chapitres précédents, on ne puisse tirer aucune conclu­
sion puisqu'ils sont tous divergents. 

Considérons, en effet, le développement de arc sin M et écrivons 

arc sin u = u -+- A , u3 •+- A 2 - + - . . . ; 

nous pouvons en déduire 

u.t = sin p / -+· A i s in 3 u.t -+- A 2 s in 5 u.t •+-.... 

Comme les puissances sin3 p£, sin5 pi peuvent facilement se déve­
lopper suivant les sinus des multiples de pï, ne semble-t-il pas 
que l'on puisse en déduire le développement, au moins formel, de 
la fonction p£ en série trigonométrique? 

Il en serait de même évidemment de p.2/.2, de p.usinai, . . . , et 
de tous les termes que l'on peut rencontrer dans le développe­
ment ( 2 ) . 

Par conséquent, dire que les fonctions représentées par ces 
séries ( 2 ) peuvent être développées e n séries purement trigo-
nométriques, du moment qu'il s'agit d'un développement pure­
ment formel, c'est, à ce qu'il semble, ne rien a f f i r m e r et cela 
ne peut rien nous apprendre au sujet de la forme de ces sé­
ries ( 2 ) . 

Ce serait se méprendre; si l'on voulait, en employant l'artifice 
grossier que j e viens d'appliquer à la fonction p.£ ( j e n'oserais 
affirmer que personne ne l'a jamais fait) réduire les développe­
ments ( 2 ) à une forme purement trigonométrique, on introduirait 
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une infinité d'arguments différents. Ce que nous apprennent 
les théorèmes des Chapitres précédents, c'est que les développe­
ments formels sont possibles avec un nombre limité d'arguments. 
C'est cela qu'on ne pouvait prévoir et d'où il est permis de tirer 
de nombreuses conclusions au sujet des coefficients des séries ( a ) 
ou de ceux des autres séries analogues que l'on rencontre dans le 
Problème des trois Corps. 
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CHAPITRE XIV. 
CALCUL DIRECT DES SÉRIES. 

151. Il ne sera peut-être pas sans intérêt de revenir sur les 
résultats obtenus dans les trois Chapitres précédents et d'en 
dégager la signification. Mon but est d'ailleurs avant tout de 
montrer comment on pourra calculer directement les coefficients 
des développements que nous avons appris à former d'une manière 
indirecte et dont nous avons ainsi démontré l'existence. Cette 
existence une fois établie, le calcul de ces coefficients peut se faire, 
en effet, d'une façon plus rapide, sans qu'on doive s'astreindre aux 
nombreux changements de variables qui nous ont été nécessaires 
plus haut. 

Je commencerai par considérer le cas particulier des équations 
du n°134. 

Dans ce n° 134, nous avons montré que, par des procédés ana­
logues à ceux du n° 125 légèrement modifiés, on peut satisfaire 
formellement à nos équations canoniques en faisant 

Xi = x\ -4- )xx\ - + - U.--X"Î+.. ., 

les xk

t et les y\ étant des fonctions périodiques de quantités que 
j'appellerai tv, sauf y" qui devra se réduire à «>,·; les x" sont des 
constantes arbitraires dont dépendent d'ailleurs les autres fonc­
tions xki et y*, et l'on a 

H>i = Tlit -+- TBi, 

Tsi étant une constat!te d'intégration et une constante dépendant 
de [JI et des x? et développable suivant les puissances de p. 

On peut, par les procédés du n° 126, donner à ces séries une 
infinité de formes et cela de telle sorte que les valeurs moyennes 
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( i ) 

[ dxi 

\ ~dt ~ 

I - _ 

l dt ~ 

( » ) 

Xi--

x'r-

yt--

\ y'r-

des fonctions périodiques xk et yk soient telles fonctions arbi­
traires que l'on veut des x¿. 

Observons qu'après comme avant la transformation de ces séries 
par les procédés du n° 126, l'expression Jlx¿dyi (considérée 
comme fonction des w¡ pendant que les x° seront regardés comme 
des constantes) devra être une différentielle exacte. 

Soit donc encore 

F = F 0 + ixFi-t- n2F24-.... 

Supposons qu'il y ait in variables conjuguées deux à deux; que 
les variables de la première série soient de deux sortes; nous 
appellerons celles de la première sorte les x¿, celles de la deuxième 
sorte les x\. 

Les variables de la deuxième série conjuguées des x¿ s'appelle­
ront les y i et celles qui sont conjuguées des x\ s'appelleront 
lesjr¿, de sorte que nos équations canoniques s'écriront 

dF dx± _ dF_ 

dy¡' dt dy'i' 
dF dy'j dF 
dxi ' dt dx'i 

Je suppose que F 0 dépende des x¿, mais non des y¡, des y], ni 
des x'¿, que F est périodique par rapport ausy¡ et auxj¿; que, si 
l'on appelle R la partie moyenne de F ( (en considérant pour un 
instant F ( comme une /onction périodique des y i seulement, 
mais non des y'¿), R ne dépende pas desy'¡, mais seulement des x¡ 
et des x'¿. Ce sont, en somme, les mêmes hypothèses que celles du 
n° 134. 

Nous avons vu alors qu'on peut satisfaire formellement aux 
équations ( i ) par des séries de la forme suivante 

x? -+- \ÎX\ -+- ¡jL 2a?| 

x'fi -f- px'i1 |JL23?¿2 - 4 - . • . ; 

w< -+- pyl -+- ^yï + • · · , 

W'Î + wíl + v^y?+..., 
les X*, x'k, yk, y'k étant des fonctions périodiques des w¿ et 
des w'¿ dépendent en outre des constantes x¿ et x'J3 et dont les 
valeurs moyennes peuvent être des /onctions arbitrairement 

H. P. - II. 8 
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Après la substitution des développements ( 2 ) , il viendra d'ailleurs 

équations analogues aux équations (9) et ( 1 0 ) du n° 127, et de 

même 

dy't
 r ' ' dxt 

LesX*, Y*, X ' / , Y^A seront des fonctions des wi, des desjf , 
des et des mêmes lettres accentuées. Elles seront périodiques 
par rapport aux w et aux w'. 

Recherchons, comme dans le n° 127, de quelles variables dépen­
dent toutes ces quantités. Comme 

choisies de ces constantes, ce qui se verrait par un raisonnement 
tout pareil à celui du n° 126. On a de plus 

i e ¡ = B ¡ ¡ + n;, w'i = n'i t - + - ur¿ ; 

les w¿ et les tn¿ sont des constantes d'intégration; les n¿ et les n'¡ 
sont développables suivant les puissances de ¡ x , de sorte que 

n¡ = Z\i.knk, n'c = Eu*/i¿* 
avec 

^ o , n'i" = o. 

La possibilité d'un pareil développement étant établie par le 
n° 134, je me propose d'en calculer directement les coefficients. 

A cet effet, je suppose que, dans les équations (i), on substitue 
les développements ( 2 ) et que, par conséquent, on ne regarde 
plus nos variables comme exprimées directement en fonctions du 
temps, mais comme dépendant du temps par l'intermédiaire des w 
et des w'¿; ces équations ( 1 ) deviendront 

dri , dxi dF 

( 3 ) ! S * n * d ^ + S * " * 2 ^ - 5 7 ; ' 
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on voit que les X*, X^*, les Y;* dépendront seulement des 

y?, y l • · · . y t l 

et des mêmes lettres accentuées; tandis que les Y* dépendront en 
outre des x k , mais non des xf, àesy*, des y'*. 

Considérons l'expression 
_ d x i 

Substituons-y, à la place de x , , son développement ( 2 ) et à la place 
des nj, leur développement suivant les puissances de u.. Cette 

•expression deviendra développable suivant les puissances de u., et 
pour employer des notations analogues à celles du n° 127, j'écrirai 
son développement sous la forme suivante 

Il faut convenir que le signe S exprime une sommation étendue 
à toutes les valeurs de A: et à toutes les valeurs de p depuis o jus­
qu'à l'infini, et le signe S' une sommation étendue à toutes les 
valeurs de k et à toutes les valeurs de p depuis 1 jusqu'à l'infini. 

Il convient de se rappeler que y \ = Wi, y ' ? = w\ et d'adjoindre 
aux équations (4) deux autres équations de même forme où les 
lettres xi, yi, xf, y P , x ° , y ' , ï p et Tf sont remplacées par les 
mêmes lettres accentuées. 

Nous écrirons de même 

(5) £k = *w % - w 
Il faut convenir que la sommation S s'étend à toutes les valeurs 

de p de 1 à l'infini et la sommation S' à toutes les valeurs de p 
de 2 à l'infini et nous adjoindrons à cette équation (5) trois autres 
de même forme où les lettres 
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seront respectivement remplacées par 

yt, yï~l, yï, Vf, 
ou par 

•y/. -r'.P-1

 r ' v Vi'P 

ou par 
v>. v ' P ~ l v'.o X'P Jii Ji > Ji >

 y i · 

Nous obtiendrons alors une série d'équations analogues aux équa­
tions ( i4) du n° 127 et qui s'écriront, en remarquant que les #° 
et les oc? sont des constantes et que lesy° et les y1* se réduisent à 
va et w\ 

( 6 ) 

n dx? 

dw/c 
- 2icrik

l 

dw'k = Xf+Z?+Uf, 
y „o dyf 

\ - 2 * rik 

dyr1 

dw'k = YN -Tf + Vf-nf, dx'P _o a x i 
2*ra* -dnrk ~ 

dx'P'1 

dw% 

= X-P-y „o dy'f 

* k n k dw~k ~ 

dyT1 

dw'k = Y/PH 
r T l P + \ ' P - n ' P 

Pour p — o, le premier membre de chacune des équations (6) 
doit être supprimé et il en est encore de même du second terme 
de ce premier membre pour p = i. Il suffit, pour s'en rendre 
compte, de se rappeler la signification conventionnelle attribuée 
aux signes S et S' dans les équations (4) et (5 ) . 

Soit maintenant U une fonction périodique quelconque des Wi 
et des Wj-. Convenons de représenter par [ U ] la valeur moyenne 
de U considérée pour un instant comme fonction périodique 
des wi seulement. Il résulte de cette définition que 

d V _ ] _ f rfU] d[V] 

dw,] ' L^i'J ~~ dw'i 

Nous représenterons par [[U]] la valeur moyenne de U consi­
dérée comme fonction périodique à la fois des Wi et des w\. C'est 
une constante, indépendante des w et des w', tandis que [U] indé­
pendante des w était encore une fonction périodique des w'. Pre­
nons alors dans les équations (6) les valeurs moyennes des deux 
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CALCUL D I R E C T DES S E R I E S . 1 1 7 

membres, il viendra 

s«* =[Y?+TF-bVf]-»f, 
(7) 

Les premiers membres doivent être supprimés pour p = i . 
Voyons comment ces équations (6) et (7) nous permettront le 

calcul des coefficients du développement ( 2 ) . 
Dans les équations (6) faisons d'abord p = o. Il vient (puisque 

Z ° , U ° , sont nuls 

et que les premiers membres doivent être supprimés, ainsi que je 
l'ai dit plus haut) 

o = o, Y? = n?, Yi° = ni». 
Ces équations nous donnent les valeurs des rij qui, d'ailleurs, nous 
sont déjà connues et nous apprennent que les ri" sont nuls, puisque 
les Yj° le sont. 

Considérons maintenant les équations (7) en y faisant p = i, 
il viendra (en observant que Z j , U ' , . . . sont nuls) 

[Xi] = [Xi1]=o, 

(8) 

' [Yj] = »î, [%1] = n'i* 

Pour interpréter ces équations, il convient de rechercher ce que 
c'est que les quantités [ X , ' ] , · · · · Pour avoir X ' , X' / etY^1, il faut 
envisager les dérivées 

dFt dF, _ dF, 
dyt dy'i dx\ 

et y remplacer les xi, les x\, les yi et les y\, par x\, x'°, «>,·, w\. 
Soit F* le résultat de cette substitution dans F,, on aura ,_dFÏ Y-,_dFÎ v,,_ dF\ X'-d̂ ' Xi ~ dW,' Y ' - ~ d ^ ' [FJ] = R*, 

/ 
R* étant le résultat de la même substitution dans R. 
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d'où 

É_ Zàkdx<\dx\ k dxf 

1

 d%¥l r M D R * ( 9 ) n^-ZkdxJdxi^~dx~f 

Les n\ doivent être des constantes, et il en est de même des 

il doit donc en être de même des 
dS 

En effet, pour avoir xl

k, il faut, dans (n° 134), remplacer 

les y et les y' par les w et les w' ; ou, ce qui revient au même, si 
l'on fait cette substitution dans S,, on aura 

Or 

Xlc dwk 

Si = 2koci.kyk-t- S',, 

S\ étant périodique par rapport aux y et aux y', et les a,.j étant 
des constantes; on aura donc 
d'où 

[x\.] = a , . * . 

C. Q. F. D. 

D'OÙ r-sn dn* rvn dR* 
dR* 

r v'.n — , 
1 , J _ dx't" 

D'après nos hypothèses, R ne dépend pas des j ' et des y', ni par 
conséquent R* des w et des w'. 

Donc [XJ] et [X^ 1 ] sont nuls, et [ Y ^ ] 1 ne dépend que des xf et 
des x'? et est, par conséquent, une constante. 

Des quatre équations (8 ) , les deux premières sont donc satis­
faites d'elles-mêmes; la quatrième peut nous donner n|-', puisque 
le premier membre est une constante. 

11 vient ensuite (en appelant FJ le résultat de la substitution 
des x\ à la place des x,- dans F 0 ) 
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Envisageons la première des équations ( 7 ) en y faisant p 2; 
si les [#¿ ] sont des constantes, il restera 

[ X ? - r - Z ' - i - U ? ] = o. 

Or, il résulte des définitions que 

[ Z N = o , u ? = o . 

Il vient donc 
[ X ? ] = o. 

Celte conclusion, où nous avons été conduit en nous appuvant 
sur la possibilité du développement démontrée dans les Chapitres 
précédents, peut être obtenue directement. 

On a en elfet 

I vi -V , . 1 1 V D Ï F > 

\ dwitiwk

yk^ZddwLaw'k

yk 

(,0) ] _V_*_î_-r«_V_____<r't_dF» 
( +2à dwtdx%

 Xk^Zi dwtda/g X k ^ d w ~ t ' 

Il va sans dire que dans F, et F 2 , je suppose les les x¿, . . ., 
remplacés par les w¿ les x%, . . . . 

dF 

Il est clair que la valeur moyenne de -—• est nulle; il me reste 
donc à montrer que la somme algébrique des valeurs moyennes des 
quatre premiers termes du second membre de ( 1 0 ) est également 
nulle. 

En effet, supposons les expressions 
dwtdwk

 7 * ' dwidwk'
 y k ' ··' 

développées en séries trigonométriques procédant suivant les sinus 
elles cosinus des multiples des w¿. X¿ se trouvera ainsi développé 
en une série de même forme et il s'agit de calculer les termes de 
cetLe série qui sont indépendants des w¿. 

Il suffit pour cela de calculer les termes indépendants des w¡ 
dans le produit 

dwi dwk

 J * 

et dans tous les autres produits analogues. 
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Or on obtiendra les termes constants de ce produit en considé­
rant un terme de 

dwi dtv/c ' 

dépendant de 

COS(mj W\-4- TO2 < V 2 - 4 - . . . + niqWq) 

(si je suppose que le nombre des wt soit égal à q) ou de 
par un terme de yK

k dépendant du même cosinus ou du même sinus. 
Observons d'abord que nous n'avons pas à nous inquiéter du 

cas où 
mt = m2 = ... = mr/ = o. 

En effet, 
a» F , 

dwi div/c 

étant une dérivée par rapport à wi d'une fonction périodique par 
rapport aux w, ne peut pas contenir de termes indépendants des w. 
Cela n'est pas sans importance, et en effet il en résulte que nous 
n'avons pas besoin de calculer les 

LrH l>ij 
Or les équations (6) vont bien nous donner les j ^ , les x\, . . . , à 
une fonction arbitraire près des w, mais elles ne nous donneraient 
pas les valeurs moyennes de ces fonctions. Nous venons heureu­
sement de voir qu'elles nous sont inutiles. 

Soit donc 
m,, m2, mq 

un système quelconque d'entiers positifs ou négatifs et n'étant pas 
tous nuls à la fois. Posons 

TOI <*>i-H ira, « > j - t - . . . + mq w q = h. 

Nous chercherons dans les deux facteurs de chacun des termes du 
second membre de l'équation ( I O ) les termes en cosA et ensin/j et 
nous verrons s'ils donnent des termes indépendants des w dans X 2 . 

Soit donc 
A cos h •+- B siah 
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dwi dwic 

d2F, f dk dB 
Dans -= -j—r : m; =—r s -t- -=—-

dwidwk \ dwk dwk 

Dans rf2F' · m ( — — * + 
" dwi dx\ ' ' \ dx\ dx\ 

d 2 Fi / dk dB \ 
D a n S dwidx^ : m i { - d x ^ S + d x ^ C ) ' 

(les lettres s et c sont mises, pour abréger, pour s'mh et cos A). 
Maintenant nous avons les équations (6) , en y faisant p — i , qui 

deviennent 
0 «tej _ «"F, 

* ¿ » 4 duc,-

avec deux autres équations où les lettres x\, y\ , w,- (et non pas wk) 
et ;r® sont remplacées par les mêmes lettres accentuées. Si donc 
nous posons 

mt n\ -t- m2 njj -+-... + mq = ^- » 

nous verrons que les termes en s'mh et cos/i seront 

Dans , 4 : - M ( ^ — ^ « j . 

D a n s e r - M ^ . - ^ e ) , 

Dans a-J. : + M m i ( A c + Bs), 

, , / dA dB \ 
Dans xk : -t- M ( -r—r- s j — r c ) . 

\dwk dwk / 

Si l'on remplace dans le second membre de l'équation ( i o ) , on 
voit que tous ces termes s'annulent. On a donc bien, comme nous 
l'avions prévu, 

les termes de F, dépendant de h. Il est clair que A et B seront des 
fonctions des des x'f et des w\. 

Les termes correspondants seront 

d 2 F . 
Dans -j—-j— : —mimk(Ac-t- B*), 
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Cela posé, en faisant dans les équations (6) p = i, on pourra cal­
culer sans peine 

yi i
 x i i yi »

 xi * 

à une fonction arbitraire près des w'. 

Nous connaissons alors n\, n'^ et 

y\-[yh, *J-[*M. y'i'-iyn 
Nous savons de plus que est une constante, c'est-à-dire une 
fonction des x\ et des x'^ ; et, d'après la remarque faite au début 
et analogue à celle de la fin du n° 126, nous savons que celte fonc­
tion peut être choisie arbitrairement. Nous devons donc conclure 
que x\ est entièrement connu. 

Nous avons ensuite à déterminer 

[*Jt] et [/,«!· 

Nous nous servirons pour cela des équations ( 7 ) , en y faisantp — z. 
Si nous remarquons que 

[Zl»] = [Ui*] = [Ti*] = [ V l « ] _ o , 

nous verrons qu'elles deviennent 

Nous avons donné plus haut [équation (10)] l'expression d e X 2 ; 

il suffit, pour en déduire celle de X', 2 , d'y changer w,- en w'i et, pour 

en déduire celle de Y^-2, d'y changer »',· en x'f*• 

On aura donc dans [Xf2]> par exemple, des termes de la forme 

suivante : 

et l'on trouvera 

r a P F , , 1 T rf2F, , , r .-.."1 d 2 R * r n 
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Mais, par hypothèse, R ne dépend que des X i et des x't, par 
conséquent les dérivées de R* par rapport à w\ sont nulles. D'où 
cette conclusion : 

Les termes ( 1 2 ) qui entrent dans le second membre de la pre­
mière équation ( 1 1 ) ne dépendent que de 

yl—lAlt x\—Wk\, ••• 

qui sont connus, et non pas de [yjH, · · · qui sont inconnus. 

[ X ^ ] est donc une fonction connue des w' et nous pouvons, par 

conséquent, déduire de là la valeur de à une condition tou­

tefois, c'est que 

[[xlM] = o. 
Cette condition doit être remplie d'elle-même, puisque nous 
savons d'avance que le développement est possible. 

Pour la même raison, [Y ; 2 ] est une fonction connue; en effet, 
nous connaissons maintenant [xk], mais nous ne connais­
sons pas encore [yl] ni [y',}]. Or les termes de [ Y ; 2 ] qui dépen­
dent de [yl] et de [yj] s'écrivent 

2 d*R' r y d'R' .. „ , 

dx'f dwk

 L • y * J Zd. dm1» d w ' k

U k h 

et, comme R* ne dépend pas des w ni des w', ils sont nuls et la 

seconde équation ( 1 1 ) , jointe à 

[[*;']]=»i'. 
nous donnera ri? et f ^ - ' ] . 

Ayant ainsi déterminé [ ^ ' ] et [y'/] à l'aide des équations 
(7, 3, 2 ) et (7, 4, 2 ) , je veux dire de la 3e et de la 4e équation (7), 
où l'on a fait p — 2 , occupons-nous de déterminer 

La manière la plus simple est de se servir de ce fait que l'ex­
pression 

Zxtdyi-v- 'S.x'idy'i 

doit être une différentielle exacte. 
Si dans cette expression nous remplaçons x(, yi, . . . par leurs 

développements ( 2 ) , le coefficient de chacune des puissances de p 
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devra être une différentielle exacte ; les différentielles suivantes 

•£.'(x\dwi + xïdy\), 

vixîdwt + xldyl-y-xïdyî), 

2 ' O ? dvpt H- x\ dy\ + x\ dy\-H * ? rftf), 

devront donc être exactes. Par le signe S' on doit entendre que la 
sommation doit être étendue à tous les indices i et de plus aux 
lettres accentuées. 

S'il y a, par exemple, q lettre s yi sans accent et À lettres ^-affec­
tées d'accent, on aura 

2 ' x i dwt = x \ du>i - + - x% dw$ - H . . . -1- < r j dw9 

-H a?',0 dwi -t- x'g dw'% -+- . . . -t- «4° <f «>x. 

Comme, d'autre part, les et les x'? sont des constantes, 
sera toujours une différentielle exacte, de sorte que nous pour­
rons écrire 

"2!x\ dwt = dfi, 

( ( 3 ) ^ Z'ixJdwi-hZ'xîdyl^doi, 

S' (x3 dwi -t- x\ dy) -+- x) -t- x\ dyj) — do3, 

De plus, <p(, cp2, cpg, . . . devront être des fonctions des w et 
des w' dont les dérivées seront périodiques. 

Voyons comment l'équation 

2 ' x \ dw>i-h Z'x} dyi = d'f2 

va nous permettre de déterminer [a:?] ', elle nous donnera 
dw/c dwu 

Mais, comme les dérivées des ^ 2 doivent être périodiques, on 

aura 
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- 2 M-W>] [A]+[K]-

d^ R * 

Comme R* ne dépend pas de w/tet que les ^ sont nuls, [Y 2J 

est entièrement connu et les équations ( 1 6 ) et ( i5) nous donne­
ront NJ et [ y ] ] . 

ce qui nous donne 

( - 4 ) L'Ï\ + *[*} + = 

Dans cette équation ( i4) tout est connu, sauf [x%]- Nous con-

naissons, en effet, x\, x'ï, yf et nous connaissons également , 

puisque nous connaissons y\—\y\\- Quant à la constante du 
second membre, une remarque faite plus haut montre qu'elle 
pourrait être choisie arbitrairement. 

Nous pouvons donc calculer \xrk\ 
Calculons maintenant \y\\ à l'aide de l'équation ( 7 , 2 , 2 ) . Cette 

équation s'écrit 

( 1 5 ) • S » ' I * ^ = [ Y ? ] - » Î , 

d'où l'on tire, en égalant les valeurs moyennes prises par rapport 
aux w', 

( 16 ) [ t Y H] = l'­
Or Y? ne dépend que des x\, y}, x> ,y'/ etxf. Les x\, x> et y'* 

sont entièrement connus; au contraire, nous ne connaissons que 
y\—[yl] et [xf\- Voyons donc comment Y? dépend de x* et 
de y\. On trouve 

Ï J _ ZD.dx\dx\ k 2 * d x \ d w k

y k + A ' 

A étant entièrement connu. 
On en déduit 
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Nous déterminerons ensuite et successivement xj— [#?] par 
(6, i, 2 ) , x'? — [.a?;.2] par (6, 3, 2 ) , y— [y'?] par (6, 4, 2 ) , 
Ji - L > i ] P a r ( 6 > 2> 2)> [ ^ - 2 ] p a r (7 . 3, 3), [/ /"] et « ' / par(7, 4,3), 
[a:'] par ( i4, 3) [je veux dire par une équation déduite de la troi­
sième équation ( i3 ) , comme (i4 ) l'a été de la seconde équation (i3) 
un peu plus haut], [y2] et/?* par (7, 2 , 3), puisa;* — [a ; 3 ] , ^* — [^ / ' ] , 

y'! - [y?]> y\ - [y il l*n If*] <* Wl L>?]et »«• » etc-> etç-
Si l'on a soin de faire le calcul dans cet ordre, on ne sera jamais 

arrêté; car chaque équation ne contient qu'une seule inconnue, 
celle qu'il s'agit de déterminer. 

Je rappelle d'ailleurs que les valeurs moyennes 

[t>?]]. iiyt]\, [[*;·*]]• [iyn\ 
peuvent être choisies arbitrairement en fonctions des x" et des x". 

Pour que l'intégration soit possible, certaines conditions doivent 
être remplies; mais nous savons qu'elles le sont (ce qui ne serait 
sans doute pas facile à démontrer directement), puisque nous 
savons d'avance que le développement est possible. 

Application au Problème des trois Corps. 

132. Nous avons vu au Chapitre XI comment les principes du 
n° 134 sont applicables au Problème des trois Corps. Il en sera 
de même évidemment des résultats du numéro précédent qui se 
déduisent immédiatement de ces principes. Dans ce Chapitre XI, 
nous avons successivement adopté les variables suivantes 

! A ' 

A', 1 À., Ai, S A' A', 
Pn 

( À!, Ai, 
to,-, 

! A ' A', 
V/, 

V A 2 , P| . 

Avec le système (3) , les équations du mouvement prennent la 
même forme que celles du n° 134 et du numéro précédent. 
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Mais le changement de variables qui fait passer du système ( 2 ) 
au système ( 3 ) est assez pénible, et le plus souvent les excentri­
cités sont assez petites pour qu'on puisse l'éviter par l'artifice que 
j'ai indiqué à la fin du n° 1 4 0 . Je rappelle en quoi il consiste. Dans 
la fonction F , les termes de u .F ( qui dépendent des puissances des 
excentricités et des inclinaisons supérieures à la troisième sont 
très petits. Si donc je pose 

l i F ^ - n F i - t - ^ F ; , 

u.F, représentant l'ensemble des termes de degré 3 au plus et [ A 2 F 2 

les termes de degré 4 au moins, u , 2 F' 2 sera très petit et F'2 sera fini. 
Je pourrai écrire alors 

F = F 0 - t - (jl F -+- p.* ( F' 2 -H F 2 ) -t- F 3 + . . . 

et F sera encore développé suivant les puissances de u. Mais, si 
l'on considère F ' , comme fonction périodique de X, et ~k\, sa valeur 
moyenne ne dépendra pas des w,-, de sorte qu'avec les variables ( 2 ) 
les conditions du n° 1 3 4 sont remplies. 

Il est vrai que la signification du paramètre u, devient ainsi un 
peu différente de celle que nous lui attribuons d'ordinaire; mais 
cela importe peu, puisque le but de ce paramètre est seulement 
de mettre en évidence l'ordre de grandeur des différents termes. 

Une fois ces conventions faites, les résultats du numéro précé­
dent deviennent immédiatement applicables au problème qui nous 
occupe. Mais, afin d'éviter les difficultés qui ont fait l'objet du 
Chapitre XII, j'adopterai, au lieu des variables ( 2 ) , l e s variables ( 1 ) , 
ce qui amènera dans ces résultats quelques modifications sur les­
quelles il est nécessaire d'insister. Pour plus de symétrie dans les 
notations, j'écrirai dans le reste de ce Chapitre X et X'au lieu deX, 
et X',, F , au lieu de F , , F 2 au lieu de F 2 - + - F 2 . Il ne peut, en effet, 
en résulter aucune confusion. 

Nous savons que les variables ( 2 ) sont, au point de vue formel, 
développables suivant les puissances croissantes de u. de la manière 
suivante 

l A = £ ¡ 1 * A * , A ' = S ( j i * A i . 

( 4 ) j x - s ^ x * , x ' = 2 u * x ; , 
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Les A*, A^, X*, X*> ?n w ? sont des fonctions périodiques des w et 
des w', sauf le cas de k = o; A 0 , A'0 et les p° sont des constantes ; 
X„ et X'0 se réduisent à w ( et w 2 et uj à w\. 

Si nous adoptons les variables ( i ) , on aura de même 

( 4 ) a , - = £ [ X * a f , T , = 2 f j i * T ? , 

où et T * seront des fonctions périodiques des w et des w', et il 

viendra, si l'on égale pour abréger à xf la constante y /2p°, 

a" = \ / a p ? C o s t a ' = xi cos 

J'ajoute que 

A dX -t- A'dX'-h Zp/tfco/ 

devant être une différentielle exacte, il en sera de même de 

A ak -+- A ' dV -+• 2<j,- a\i, 

puisque 
Zcr,- ah; = £p,- c?u),- -t-1 2 d(»,-t/). 

Si nous donnons à (V,-, w^, rt,, rej-, . . . le même sens que dans le 
numéro précédent, nos équations vont s'écrire 

dA „ , d \ dF 

équation analogue à l'équation (3) du numéro précédent comme 
les développements (4) sont analogues aux développements ( 2 ) du 
numéro précédent. 

A l'équation (5) il faut naturellement en adjoindre d'autres où 
les lettres A et X sont respectivement remplacées par A' et X', 
X et — A, X' et — A', 07 et T,-, T £- et — oy. J'ajoute que le nombre des 
paramètres w est de 2 dans le Problème des trois Corps et de n — 1 
dans le Problème des n Corps; tandis que le nombre des para­
mètres w' est de 4 dans le Problème des trois Corps, de in-— 2 
dans le Problème des n Corps dans l'espace, et seulement de n — 1 
dans le Problème des n Corps dans le plan. 

Substituons les développements (4) et ceux des /?,· et des dans 
les équations (5), les deux membres de ces équations deviendront 
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dF = 2lfhp, dF dk = 2lfhp, dk' 
dF = ZpPlp, dF 
dA = ZpPlp, dA' 
dF = 2V*SÏ, dF 
dx{ = 2V*SÏ, dii 

C A L C U L D I R E C T D E S S É R I E S . I 2 g 

développables selon les puissances de p. et nous pourrons écrire 

équations analogues aux équations ( 9 ) et ( 1 0 ) du n° 127 et à 
d'autres équations rencontrées au numéro précédent. 

Poursuivons toujours le calcul comme au numéro précédent et 
posons 

_ dA „ , n dA0 „ D dAn „ _ 

d ^ k = 2 W + ^ - ^pzp, 
équations où les signes S et S' ont même sens que dans l'équa­
tion (4) du numéro précédent et à laquelle il faut adjoindre 
d'autres équations où les lettres 

A, A p , A 0 , Z p 

sont remplacées par les mêmes lettres accentuées ou par 

k, kp, k(j, Tp, 

ou parles mêmes lettres accentuées, ou par 

«1, «f , "h Zf. 

ou enfin par 

On voit qu'il faut éviter de confondre les lettres Xp et Z^, Tp 

etTf. 
Nous poserons de même 

„ , dA „, ,M dAp—\ „ .„ dAn „ TT 

^ aWk = ~dif ̂ ""t dJk-^
PVl" 

équation où les signes S et S' ont même sens que dans l'équa­
tion (5) du numéro précédent et à laquelle il convient d'adjoindre 
d'autres équations de même forme où les lettres 

H. P. - II. 
A , Ap-,, A0, Vp 

9 
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l30 C H A P I T R E X I V . 

sont remplacées par les mêmes lettres accentuées ou par 

X> Xp-ll X<)i Vp, 
ou par les mêmes lettres accentuées, ou par 

ou 

Nous pouvons écrire maintenant une série d'équations analogues 
aux équations (6) du numéro précédent. 

Si nous posons, pour abréger, pour une fonction u quelconque 
„ „ du 
* * n l d W k

= L U > Ŝ'-̂-A'u, 
d w k 

ces équations s'écriront 

'Ar,+ A'A„_i= L„-t- Z„-i- Un 

JP> 

A X „ - + - A ' X „ _ , - / „ + T „ + V „ -

( 6 ) < 
A<j f - t - A ' a f 1 =Sf-t-Zf-4-Uf+/i'/V/°sin«</, 
A x f - + - A ' T f - 1 = 8}' - l - T f -t- V f — n'f x\° cosw'i-

Aux deux premières équations (6) , il convient d'en ajouter deux 
autres, qui en diffèrent parce que toutes les lettres y sont accen­
tuées, à l'exception de np qui est remplacé par nP. De même qu'au 
numéro précédent, pour p = o, le premier membre doit être sup­
primé, et pour p = i le second terme du premier membre. 

En égalant les valeurs moyennes des deux membres par rapport 
aux w, on obtiendra des équations analogues aux équations (7) 
du numéro précédent. Elles s'écriront 

A ' [ A p _ , ] = [L/,-v- Zf+U,], -

{ 7 ) ' A'f̂ -'l = [ S f -+ - Z f - t - U f 
A ' K " 1 ] = [«F + T f H - V f ] - n ? * ? cos WJ, 

Pour/> = o et 1 , le premier membre doit être supprimé. 
Adjoignons encore des équations analogues aux équations (i3) 

et ( i4) du numéro précédent. 
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C A L C U L D I R E C T D E S S É R I E S . 13( 

Nous avons vu, en effet, que 

Λ D X -4- A ' dV •+- Σ <5i άτι 

doit être la différentielle exacte d'une fonction dont toutes les 
dérivées sont périodiques ; il en sera donc de même des expres­
sions suivantes 

Σ Λ „ Α ! Λ Ο - + - Σ Ι , ' Λ ' , 

2 ( A T dX0 - T - A 0 D X , ) + Σ ( Ϊ 1 άτΊ -4- af dx\ ), 
Z ( A 2 D X 0 - + - A , D X , -4- Λ 0 D X 2 ) -4- Σ ( Σ 2 D - C ? -4- σ} dx\ -4- Σ ? D X F ) , . . . . 

Dans chacune de ces expressions, le premier signe Σ s'étend aux 
deux planètes, de telle sorte, par exemple, que 

Σ Α Ο D X O = A O D X 0 - + - A'Q d\'0. 

Si nous regardons un instant les w' comme des constantes et les 
w comme seuls variables, ces expressions demeureront a fortiori 
des différentielles exactes, mais άτ\ et dcr" seront nuls, de sorte que 

I F D X ? E T a?dzp = rf(a?T?) 

seront des différentielles exactes. Comme il en est de même de 
A0d\p, et que λ 0 = w,, λ'0 = w 2 , les expressions 

A , da>i -h Λ ' , D « > 2 , 

A 2 dwx - + - A ' 2 dwt - T - Σ Λ ] D X T -4- Σα} dz\, 
h.3dwi^t- A ' 3 D T V 2 -4- Σ ( Λ 2 D X , •+• A , D X 2 ) + Σ ( Υ ' D R J - T - Σ ' Α " Τ | ) , . . . 

seront encore les différentielles exactes de fonctions dont les déri­
vées sont périodiques et dont, par conséquent, les dérivées par 
rapport à w, et w2 ont une valeur moyenne indépendante des w'. 

En raisonnant alors comme au numéro précédent quand nous 
avons déduit les équations ( I 4 ) des équations ( I 3 ) , nous trouve­
rons 

/ [ A ] ] = const. , 

( 8 ) / L 

) r . , „ [ \ dlt , D X 2 1 „ Γ 2 dz\ . dvf-\ 
Μ A ° J + Σ H dJ;+AI dà J + Σ R ^ + • * D ^ J = C O N S T -
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Considérons d'abord les équations (6) en y faisantp = o; nous 
verrons facilement qu'elles sont satisfaites d'elles-mêmes pourvu 
que (ainsi que nous l'avons supposé) A 0 et A'0 soient des constantes, 
~k0 el~k'0 se réduisent à w, et w2, o-° e t T ° à x'^cosw^ et x'¿"sinw^-, que 
n'i' soit nul, et que ait une valeur convenable. 

Passons maintenant aux équations ( 7 ) en y faisant p = i, il 
viendra, comme aux équations ( 8 ) du numéro précédent, 

j [ L i ] = o, [ / , ] = « ! , 

Nous reconnaîtrions, comme au numéro précédent, que [ L , ] , [S¿] 
el sont les dérivées de R par rapport à ~k, à z¿ et à — oy; il faut, 
bien entendu, remplacer dans R, A, "k, oy et x¿ par A„, A„ , °"° et?". 
Or nous avons trouvé au Chapitre X l'expression de R, qui est 

JEAKaî - t -TÎÎ - r -B , 

R et At- étant des fonctions de A et A'. 
On voit ainsi que les équations ( 8 bis), sauf la deuxième, sont 

satisfaites d'elles-mêmes, pourvu que 

n ; ' = - 2 A ? 

(où A" et R 0 sont ce que deviennent A¿ et R quand on y remplace 
les A par les A 0 ) , car 

[ L , ] = o, [ S i ] _ a A f t ? 5 [e î ] = - a A ï a ? . 

D'autre part, 

comme [ A t ] et [A' 4] doivent être des constantes, ainsi que nous 
l'avons vu plus haut, [l,] sera également une constante, ce qui 
nous permettra de l'égaler à n\. 

Pour continuer le calcul, en suivant le même ordre que dans le 
numéro précédent, il nous faut maintenant considérer les équa­
tions (6, 1 , 1 ) , (6, 3, 1 ) , (6 , 4, 1 ) . 

Les premiers membres se réduiront à 

A A , , A » } , A T / , 
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C A L C U L D IRECT DES S É R I E S . l33 

et les seconds membres seront des fonctions connues et périodiques 

des w et des w' dont la valeur moyenne, par rapport aux w, sera 

nulle, puisque les équations (7) (p = 1 ) sont satisfaites. 

On pourra d o n c opérer l'intégration comme au numéro précé­

dent et au n° 127, et l'on connaîtra 
A , - [ A 1 ] , a} — [ < * } ] , T ' - [ T > ] ; 

comme nous savons que [A,] se réduit à une constante et que cette 
constante peut être choisie arbitrairement, nous pouvons regarder 
A ( comme entièrement connu. 

Envisageons l'équation (6, 2 , 1 ) dont le premier membre se 
réduit à AX,. Comme le second membre ne contenait d'autre quan­
tité inconnue que A| , il devient une fonction connue des w et 
des w' et le procédé que nous venons d'appliquer nous donnera 

A , - [ A , ] . 

Il faut maintenant déterminer [s^] et à l'aide des équa­
tions (7 , 3, 2 ) et (7 , 4, 2 ) - Le second membre de ces équations 
n'est pas entièrement connu. Us ne dépendent pas, en effet, 
des [Xi], mais ils dépendent des [A(] , des [<rA] et des [ T a ] . Les 
termes qui dépendent de ces quantités peuvent s'écrire : 

i ° Dans l'équation (7, 3, 2 ) par exemple, 

Le premier terme est connu puisque [ A ( ] est connu. D'après la 
forme de la fonction R* donnée plus haut, toutes les dérivées 

d1
 R* 

secondes sont nulles, sauf , „ . · Les deux derniers termes se rédui-' ax?2 

ront donc à 

aAj[̂î] = -»i1t'?]. 
11 y a, en outre, dans le second membre de (7, 3, 2 ) , un terme 

en ri?x'i sinw\ et, dans le second membre de (7, 4) 2 ) , un terme 
en —ri?x'? c o s W j - qui contiennent la quantité inconnue ri?. 

Le second membre de (7, 3, 2 ) est donc égal à — rif [xj] , plus 
une fonction connue des w' (et de ri?). De même, le second membre 
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( 9 > ' A ' [ T j ] - n i ' t » . ' ] = <P»- i i t a ? i 0 cos» ' i , 

( et tp2 étant des fonctions périodiques connues des w'. Soit, pour 

abréger, 

A = m\ w\ -+- m'i w'2 -+-... -+• m'q w'q, 

les m! étant des entiers quelconques, et de même 

N = m\ « j 1 -t- m'2 n'2

l - H . . . ·+- m'y n^1. 

Soient 
Ai cosA -+- B] sin A, 

A , cos A - t - B, sin A 

les termes en h dans les fonctions connues tp, et tpa. Soient 

Ci cos A -(- Di sin A, 

C 2 cos A -+- D s sin h 

les termes en h dans les fonctions inconnues [<rj] et [ T , ! ] . Il s'agit 
de calculer les coefficients C et D en fonction des coefficients A 
etB. 

Les équations ( 9 ) nous donnent, en identifiant, 

NDj-i-ni 1 C 2 = A j , 

- N C + n J ' D ^ B , , 
(10 ) < 
V ' s N D 2 — n,-1 Ci = A j , 

• NC 2 — n'i1 D, = B 2 . 

Ces équations ( 1 0 ) nous feront connaître les coefficients inconnus 

C et D, à moins que le déterminant ne soit nul; or ce déterminant 

est égal à 

[N« — (ni 1 )']». 

Il ne peut donc s'annuler que si 
N = ± « l » , 

c'est-à-dire (puisqu'il n'y a aucune relation linéaire à coefficients 

entiers entre les n'k) si 

h = ± vu'i 

de ( 7 , 4, a) se réduira à une fonction connue des w' (et de n'?); 
de sorte que nos équations deviendront 
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(10 b i s ) 

N( D , - t - C , ) = 

N( D , - C , ) = 

- N ( C , - ^ D , ) = 

ou (puisque nous ne devons pas considérer comme distincts les 

termes en h et en — h) 
h = w'¡. 

Identifions donc en égalant dans les deux membres de ( 9 ) les 
termes en w'¿. J'écris h pour abréger au lieu de w'¿ (et N au lieu 
de rí¿1), puisque je suppose ici h = w'¿, et je continue à désigner 
par A I , B | , . . . les coefficients de cosA, sinA dans les fonc­
tions <J>I, etc. Seulement ici les équations ( 1 0 ) n'auront plus la 
même forme, parce qu'il faut tenir compte des termes en ri2 qui 
entrent dans le second membre des équations ( 9 ) . Nous aurons 

A „ 

B , - H 

B 2 . 

Pour que ces équations soient compatibles, il faut évidemment 
que 

AI -t- B 2 = O 

et 

(11) A 2 — B , = 2 n'¿2 x'i . 

La première condition doit être remplie d'elle-même, puisque 
nous savons que le développement est possible. La seconde nous 
donnera la valeur de ri2. 

Ces conditions étant remplies, les équations ( 1 0 bis) ne sont 
plus distinctes. Elles nous donneront C| et D , , si nous connais­
sons C 2 et D 2 . Je dis que C 2 et D 2 peuvent être choisis arbitrai­
rement. Je le prouverai par un raisonnement analogue à celui 
du n° 126. En effet, on ne change pas la forme des séries en ajou­
tant à A 0 , A'0, aux x'¿a, aux w et aux w' des fonctions arbitraires 
de a, des A 0 et des x'" divisibles par p.. Le nombre de ces fonc­
tions arbitraires est le même que celui des variables, c'est-à-dire 
de 1 2 par exemple pour le Problème des trois Corps dans l'espace. 
On peut donc s'en servir pour satisfaire à 12 conditions. Nous 
pouvons, par exemple, nous en servir pour que les valeurs 
moyennes de A, A', X, X', ainsi que les coefficients de cosw>¿ et 
sinw'¿ dans les quatre fonctions T,-, soient des fonctions arbitraires 
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A? = x'i" COS w'i, x \ — x ) 0 SIN w ] . 

de w, et des constantes A 0 et â -°; ces fonctions devront être déve-
loppables suivant les puissances de p., et, en considérant séparé­
ment les divers termes de ce développement, on verrait que l'on 
peut choisir arbitrairement les coefficients de cosw)- etsinwï- dans 
les diverses fonctions if et, en particulier, C 2 et D 2 . 

Les équations ( 9 ) nous permettent donc de déterminer 
e t f t ] . 

Déterminons maintenant [À 2 ] ; nous nous servirons pour cela de 
la seconde équation (8 ) , où tout est connu, excepté [A 2 ] . 

De même pour [ A 2 ] . 
Calculons maintenant [X,] à l'aide de ( 7 , 2 , 2 ) . Cette équation 

[comparez avec l'équation ( 7 , 2 , 2 ) du numéro précédent et avec 
le raisonnement que nous avons fait quand nous nous en sommes 
servi pour déterminer [y}]] peut s'écrire 

A ' [ X , ] = A — n\, 

A étant une fonction périodique entièrement connue de w'. Cette 
équation peut s'intégrer si l'on égale n2 à la valeur moyenne de la 
fonction périodique A, de telle sorte que la valeur moyenne du 
second membre soit nulle. On déterminerait de la même manière 
[V ( ] et n?2. Reste à déterminer ensuite par les mêmes procédés 

A 2 — [ A 2 ] PAR ( 6 , 1 , 2 ) , 

< T ? - [ < 7 2 ] PAR ( 6 , 3 , 2 ) , 

PAR ( 6 , 4 , a ï , 

X 2 — [ X 2 ] PAR (̂ 6, 2 , 2 

[ > / ] > [ > * ] ET n)3 PAR ( 7 , 3 , 3 ) ET ( 7 , 4 , 3 ) , 

[ A 3 ] PAR LA TROISIÈME ÉQUATION ( 8 ) , 

[ X 2 ] ET n\ PAR ( 7 , 2 , 3 ) , 

et ainsi de suite. 

Propriétés diverses. 

153. Les six quantités Ap, "kp, af, zf, nf, n'f, définies dans le 
numéro précédent, sont des fonctions des A 0 , des w, des x't° et 
des w\ ; mais, comme on a 
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nous pouvons également les considérer comme des fonctions 
des A 0 , des w, des 0·° et des x". Je me propose de démontrer que 
ces fonctions sont développables suivant les puissances des <r" 
et des x". 

Cette proposition est susceptible d'un autre énoncé évidemment 
équivalent. Reprenons les variables A 0 , w, x'^, w\; nos fonctions 
Ap, . . . seront périodiques par rapport aux w et aux w', et, par 
conséquent, développables en séries trigonométriques. Soit 

A c o s A ou A s i n A 

un terme d'une de ces séries; je suppose que 

h = 2 mk w k •+• 2 m'k w'k, 

les m* et les m'k étant des entiers positifs ou négatifs. Les coeffi­
cients A sont des fonctions des A 0 et des x'?. 

Eh bien, notre proposition peut s'énoncer comme il suit ; 
Kest développable suivant les puissances des x'k . Le dévelop­

pement est divisible par 
(x'i<

s)\m'i\ 

et tous ses termes contiennent x'^ à une puissance paire si m] 
est pair ou à une puissance impaire si m\ est impair. 

Pour démontrer cette proposition, je me servirai d'un raison­
nement de récurrence. Dans le numéro précédent, nous avons 
déterminé successivement les fonctions A^, . . . par une série 
d'équations auxquelles je conserverai ici le même numérotage que 
dans le numéro précédent. 

Il s'agit de démontrer que les valeurs des fonctions déterminées 
par ces équations sont développables suivant les puissances des <r° 
e t T ? . 

J'observe d'abord que, F étant développable suivant les puis­
sances des 07 et des T,-, les fonctions que nous avons appelées L^, 
lP, Sf, 0 f sont développables suivant les puissances de 

( e t des mêmes lettres accentuées) 
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— A/?t,sin/V ou AmiCûsA. 

Il en résulte, si l'on se rappelle la signification des quan­
tités Zip, etc., que les seconds membres des équations ( 6 ) seront 
développables suivant les puissances des quantités ( 1 2 ) , de leurs 
dérivées par rapport aux w et w1 et enfin des nf et des rif. 

Je me propose de démontrer que toutes ces quantités, ainsi que 
les seconds membres des équations ( 6 ) et ( 7 ) , sont développables 
suivant les puissances des <r" et des T " ; pour cela je vais passer en 
revue la série des opérations par lesquelles nous avons, dans le 
numéro précédent, déduit ces quantités les unes des autres et je 
montrerai qu'aucune d'elles ne peut altérer cette propriété. 

Ces opérations sont les suivantes : 
i° Substituer dans le second membre des équations ( 6 ) , à la 

place des quantités ( 1 2 ) , de leurs dérivées, des n? et des n'f, leurs 
valeurs antérieurement calculées. Comme le second membre de ( 6 ) 
est développable suivant les puissances des quantités substituées 
et que ces quantités substituées (puisque nous raisonnons par 
récurrence et que nous supposons que les quantités déjà calculées 
jouissent de la propriété énoncée) sont elles-mêmes développables 
suivant les puissances des <r° et x°, il est clair que le résultat delà 
substitution sera aussi développable suivant les puissances des 0·" et 
des T° . 

. 2 0 Prendre la valeur moyenne d'une fonction périodique connue 
,soit par rapport aux w seulement, soit par rapport aux w et aux w'. 

C'est ce qui arrive quand on déduit le second membre de ( 7 ) 
de celui de ( 6 ) , ou bien encore lorsqu'on annule la valeur moyenne 
du second membre de l'équation ( 7 , 2 , 2 ) , en égalant n\ à la valeur 
moyenne de A (vide supra, vers la fin du numéro précédent). 

Comme cette opération consiste à supprimer des termes dans le 
développement trigonomélrique de la fonction considérée, il est 
clair qu'elle ne peut altérer la proposition énoncée. 

3° Différentier l'une des quantités ( 1 2 ) par rapport à w ou à w1. 
Soit, comme plus haut, 

A c o s A ou A s i n A 

un terme du développement de la quantité que nous différentions. 
La dérivée de ce terme par rapport à w,- sera 
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Sa dérivée par rapport à w\ sera 

— A m'i sin h ou A m i c o s A . 

Il est clair que, si A satisfait à la condition énoncée, il en sera 
de même de 

±Atji; et de ± Km) 
4" Intégrer les équations ( 6 ) , ( 7 ) et ( 8 ) . 

Quelques-unes de ces équations nous donnent immédiatement 
l'inconnue ; telles sont les équations ( 8 ) et celles qui nous donnent 
les nf, qui doivent être choisis de façon à annuler la valeur 
moyenne du second membre de ( 7 , 2 , p). Mais d'autres équations 
exigent une intégration : telles sont, par exemple, les équa­
tions ( 6 ) qui ont la forme 

( i3 n". -. h n\ -—· = y, 
x étant la fonction inconnue et y une fonction périodique connue. 
Soit alors 

A c o s A OU A sin A 

un terme d e y . Le terme correspondant de x s'écrira 
A A 

sinA ou —- -. cosA. 
jil mi -+- n§ m-z n\mi-+- n^m^ 

Il est clair que, si A satisfait à la condition énoncée, il en sera de 
même de 

± ± 
n\ rri\ -t- n\ m2 

Le même raisonnement est applicable à l'équation ( 7 , 2 , p) qui, 
après qu'on a choisi nf de façon à annuler la valeur moyenne du 
second membre, prend la forme 

<·« ^ d % = y ' 

y étant connu et x inconnu, et est ainsi de même forme que ( i 3 ) . 
Observons d'ailleurs que les ri*, de même que les 71°, dépendent 
des A 0 , mais non des x?. Il convient d'ajouter que cette équa­
tion ( i 4 ) ne détermine l'inconnue x qu'à une constante près, 
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Nous supposons que A 2 et B, qui sont des coefficients du déve­
loppement d'une fonction antérieurement calculée satisfont à la 
condition énoncée, c'est-à-dire qu'ils sont développables suivant 
les puissances des x'k°, qu'ils sont divisibles par x? et que le quo­
tient ne contient plus que des puissances paires des x'k . II en résulte 
que ri? ne contient non plus que des puissances paires des x'£ et 
satisfait par conséquent à notre proposition. 

Revenant ensuite aux équations ( 1 0 bis) on voit que C ( et D ( 

satisfont à la condition énoncée pourvu que C 2 e t D 2 y satisfassent. 
Mais nous avons vu que C 2 et D 2 peuvent être choisis arbitraire­
ment; nous pouvons toujours faire ce choix de façon à y satisfaire 
et le théorème bien entendu n'est vrai qu'à cette condition. 

laquelle peut être choisie arbitrairement en fonction des A 0 et 
des x'J* ; il faut, bien entendu, pour que le théorème soit vrai, avoir 
soin de choisir cette- fonction arbitraire de telle façon qu'elle soit 
développable suivant les puissances entières des (x1?)2. 

De même, les équations (8) ne déterminent [Ap] qu'à une con­
stante près que l'on peut choisir arbitrairement. Il est nécessaire 
de faire ce choix, de telle façon que 

[ [ A , , ] ] 

soit développable suivant les puissances des (x'?)'2. 

5 ° L'intégration des équations ( 7 , 3 , p) et ( 7 , 4» p) se traite à 
peu près de la même manière. 

Considérons, par exemple, les équations ( 9 ) et reprenons les 
notations dont nous nous sommes servi dans l'étude de ces équa­
tions. 

Considérons d'abord le cas où h n'est pas égal à zb w\ et où le 
déterminant des équations linéaires ( 1 0 ) n'est pas nul. Il est clair 
alors que si les coefficients A , , B f , A 2 , B 2 satisfont à la condition 
énoncée, il en sera de même des coefficients C ( , D ( , C 2 , D 2 tirés 
de ces équations ( 1 0 ) . 

Passons maintenant au cas où h = w\ et où les équations ( 1 0 ) 
doivent être remplacées par les équations ( 1 0 bis). 

Nous avons d'abord l'équation 
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Puisque aucune de .nos opérations ne peut altérer la propriété 
énoncée, elle est vraie dans toute sa généralité. 

151·. Observons maintenant que les équations du mouvement 
ne changent pas, quand, les A et les p¿ ne changeant pas, les X 
et les w,- augmentent d'une même quantité. 

Reprenons les développements (4) (je conserve encore le numé­
rotage du n° 152) ; comme nous pouvons choisir arbitrairement les 
valeurs moyennes des quantités A^,, "kp, K'p, ~h'p, pf, wf, par rapport 
aux w et aux w', je me donnerai d'une manière quelconque toutes 
ces valeurs moyennes. 

Les séries (4 ) sont alors les seules qui satisfassent formellement 
aux équations du mouvement et qui satisfassent de plus à cette 
double condition que toutes ces valeurs moyennes soient déter­
minées, et que 

( i 5 ) SA d)\ -+- Sp¿ diü¿ 
soit une différentielle exacte. 

Le calcul du n° 152 détermine, en effet, sans ambiguïté les coef­
ficients des séries qui sont assujetties à ces conditions diverses. 

Ajoutons maintenant une même constante a à X, à X' et aux w¿; 
nous satisferons encore aux équations du mouvement d'après la 
remarque faite au début de ce numéro, et nos séries (4) n'auront 
pas changé, sauf que X 0 , X'0 et w° seront devenus w, •+- a, w% -+- a 
et w'c-\- a. 

Changeons ensuite w¿ et w'¡ en w¡— à et w'¿— a. Les séries con­
serveront la même forme, c'est-à-dire que les AP, les ~k'P, les pf, 
les u>f(p1>o) seront encore des fonctions périodiques des w et 
des w' dont la valeur moyenne restera la même. Elles satisferont 
encore formellement aux équations du mouvement, puisque je n'ai 
fait que retrancher une constante a aux constantes ns,- et TS'¿ qui sont 
arbitraires. 

Enfin l'expression ( i5 ) restera une différentielle exacte. 
Ces séries ne pourront donc différer des séries (4) qui sont les 

seules qui satisfassent à toutes ces conditions. 
Cela veut dire que les Aj,, les ~kp, les wi"(/?>-o) ne changent 

pas quand on diminue à la fois les w et les w' d'une même quan­
tité. 
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Ou bien encore que si 

A cos A ou A sin A 

est un terme du développement de A^, \ p , ou t o ? , et que 

A = 2 m, wi -t- S m\w\, 

la somme algébrique des entiers m; et m\ doit être nulle. 
On en conclurait aisément que, si 

A cos A ou A sin A 

est un terme de <rf ou if, cette même somme algébrique doit être 
égale à riz i ; j'ajoute que cette somme est nulle dans le dévelop­
pement de 

<s'l cos \Vk-\- xf sinwi, xf cos w/,. — af sin 
(et dans celui des mêmes expressions où wk serait remplacé 
par w'k). 

Des considérations de symétrie et un raisonnement analogue 
nous conduiraient à d'autres propriétés. 

Ainsi, tout étant symétrique par rapport au plan des xz, les 
équations du mouvement ne changeront pas quand on changera 
les signes de X, de X' et des T,- sans changer A, A' et les a,-. 

Alors supposons que, dans les développements (4), les "\aleurs 
moyennes des X^ et des tf que l'on peut choisir arbitrairement 
soient nulles. Changeons maintenant 

X, X', T,-

en 
et, en même temps, Wi et w\ en 

— wi et — w',. 

Les séries (4) conserveront la même forme, elles ne cesseront pas 
de satisfaire aux équations du mouvement. Les valeurs moyennes 
des A.p et <rp ne changeront pas ; celles des X p et xf resteront nulles. 
Enfin l'expression (i5) restera une différentielle exacte. 

Il faut pour cela que les séries (4) n'aient pas changé. Donc les 
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A p et les af ne changent pas, les \ p et les af changent de signe 
quand les w et les w changent de signe. 

Cela veut dire que le développement des A et des 07 ne contient 
que des cosinus, tandis que celui des \ et des T,- ne contient que 
des sinus. 

De même tout est symétrique par l'apport au plan des xy et l'on 
peut en tirer d'autres conclusions. 

Supposons qu'on ait affaire au Problème des trois Corps dans 
l'espace, et soient A, A', a u cr2, <r3, <r4, X> X'> t u z ï , f3, T 4 -

Les troisième et quatrième paires de variables définissent 
les excentricités et les périhélies; les deux dernières paires de 
variables définissent les inclinaisons et les nœuds. 

En vertu de la symétrie que je viens de signaler les équations 
ne changeront pas si <r3, u^, T 3 et T 4 changent de signe, les autres 
variables demeurant inaltérées. 

On verrait alors, par un raisonnement tout pareil à ceux qui 
précèdent, que les séries (4) ne changent pas, si l'on change à la 
fois 

"i, T 4 , t 3 > t * , « " 3 , W \ 

en — ̂ 3, — <Tt, — Ts, —x», -4- «·', -+- ir, »i4-n. 
On doit en conclure que, dans les développements (4) qui pro­

cèdent suivant les cosinus et les sinus de 

h = 'Lm.iWi^-'ï. m'i w\, 

la somme m'z -+- m\ doit être paire dans le développement de A A' Cj tjg 
X X' Tt T2 

et impaire, au contraire, dans le développement de 

155. Au n° 152, j'ai employé pour simplifier l'exposition et les 
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calculs un artifice dont j'avais déjà parlé à la fin du n° 1-40 et que 
j'ai rappelé au commencement du n° 152. Il consiste à regarder 
comme du second ordre des termes qui ne contiennent les masses 
qu'au premier degré. 

Cet artifice est légitime à cause de l'extrême petitesse de ces 
termes; mais il n'est pas sans inconvénient. En effet, la signifi­
cation du paramètre p s'en trouve altérée. En faisant p = o, on 
tombe sur un cas particulier du Problème des trois Corps, celui où 
les masses perturbatrices sont nulles et le mouvement képlérien; 
en donnant à p. une certaine valeur très petite déterminée, on 
tombe sur un autre cas particulier du Problème des trois Corps, 
celui qui correspond aux véritables masses des corps que l'on 
considère. Mais, si l'on donne à p une valeur intermédiaire, les 
équations sont celles d'un problème de Dynamique qui n'a plus 
aucun rapport avec le Problème des trois Corps. 

Il n'en serait pas de même si l'on avait conservé à la lettre p sa 
signification primitive, que nous avons définie au n° 11; quelle 
que soit alors la valeur attribuée à p, les équations sont celles d'un 
cas particulier du Problème des trois Corps correspondant à cer­
taines valeurs des masses. 

Il serait donc bien plus satisfaisant de restituer à la lettre p sa 
signification primitive et de chercher à développer nos variables 
non seulement suivant les puissances de p, mais encore suivant 
celles de ces constantes que nous avons appelées x'¡ et qui sont de 
l'ordre des excentricités. 

Les équations du mouvement sont encore de même forme ; seu­
lement la valeur moyenne de Ft que j'appellerai toujours R a une 
expression plus compliquée. On n'a plus simplement, comme au 
n" 152, 

(16) R = B + ïA((j! + t!); 
mais R est développable suivant les puissances croissantes de u¿ 
et T | et le second membre de (16) représente seulement les 
premiers termes du développement, à savoir ceux de degré o 
et de degré i (tous les termes étant comme on sait de degré 
pair). 

Développons donc nos variables ( i ) suivant les puissances de p 
et des x'¡ ; conservons les développements (4) et soit, d'autre 
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, A p — Ap.o - 1 - A p . , -+- A p . 2 -i-. 
1 Ap ~ Ap .o 1 A p . l - t - Xp.2 - + - · 

( ' 7 ) ' cr? = < r f » ^ a f 1 H - ^ . 

où 

I , . o _ x 9 0 = o ; 

représentent l'ensemble des termes qui sont de degré q par rap­
port aux x'f. 

Je suppose toujours 
A 0 — const . , a o = w 1 , 

et, par conséquent, 

Ao.q — \o.q = o pour < 7 > o ; 

mais je ne suppose plus 
a ° = x'i" cos w j , t ° = x ' i a sin W ; . 

Je suppose que 

«r?-1 = x'f cos w'i, zll = x ' i 0 s i n w ' t . 

Mais 0 · "? , -c" ? ne seront pas nuls. 
Ces hypothèses faites, reprenons le calcul du n° 152. 
Nous avons envisagé d'abord les équations ( 6 ) en y faisant/? = o. 

Ces équations seront satisfaites pourvu que, ri? étant nul, o-° et t " 
ne dépendent pas des Wi, mais seulement des w't, ce que nous sup­
poserons. 

Viennent ensuite les équations ( 7 ) , en y faisantp = 1 (cf. équa­
tions 8 bis du n° 152); mais il importe de remarquer que la forme 
des équations ( 6 ) et ( 7 ) est un peu modifiée. 

Envisageons, en effet, dans ( 6 , 3 , p), (6, 4,p), ( 7 , 3,p),(j, 4,/j), 
le dernier terme du deuxième membre. Ce terme doit s'écrire 

„ „ n da? „ ,„ du? 

P o u r ( 6 , 3 , -^d^-^W 
Pour ( 6 , 4) p ) - H . „ ï ^ - 2 n y * £ , 

P o u r ( 7 , 3 , / » ) d^i' 

, dx" 

P o u r ( 7 , 4, P ) -^dirk' 
H. P. — II. 1 0 

p a r t , 
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Au n° 152, a" et T° se réduisant à 

x'i" cos (v'j et x'i" sin w'i, 

ces quatre termes se réduisaient à 

± n < * x ° C o s W i ' 

mais ici il n'en est plus de même et il faut conserver à ces termes 
leur expression (18). 

Les équations ( 7 ) pour p = 1 s'écriront alors 

| ^ 1 ] = ^ = ° , [h] = n\, 

('9) _i™ z>iï**.. 
\ dtï dw'k dv\ * dw'k 

Il faut supposer, bien entendu, que dans R on a remplacé A, X, 
07 et ii par A 0 , X„, 0·" et T ? . 

Ces équations sont, sous une forme différente, les mêmes qui 
ont fait l'objet du Chapitre X . La première est satisfaite d'elle-
même. Examinons donc les deux dernières équations qui doivent 
déterminer <y° et x°. 

Développons les n'^ suivant les puissances des x'f et soit 

( 2 0 ) — n'tu<>-h ni1-2-+- n'^^-h..., f 

ri'fq étant l'ensemble des termes de degré q par rapport aux xf. 
Substituons, dans les deux dernières équations (19), les dévelop­

pements (17) et ( 2 0 ) à la place des s-', des T ° , des n'k , et égalons 
les termes de même degré dans les deux membres. Posons d'ail­
leurs pour abréger 

\"U = 

Si nous égalons les termes de premier degré par rapport aux x?, 

il viendra 

ces équations sont satisfaites pourvu que 
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Supposons maintenant que l'on ait déterminé 

- . 0 . 1 _ 0 . 2 - _ 0 . ? - l 
"i ) ' i l · · · . <*i I 

0 . 1 T l y > ...» ^; , 

« ; < · » , « ; • ! · » , - . . . , n ; - 1 - ? - » , 

et que l'on se propose de déterminer 

Égalons dans les deux membres des deux dernières équations ( 1 9 ) 
les termes de degré q. Ces termes seront : 

Dans la troisième équation : 

Premier m e m b r e . %KÍX\'1 -4- quantités connues. 

Second m e m b r e . . A ' IT? ? - H n'/1-l~i
 —Y- quantités connues. 

Dans la quatrième équation : 

Premier m e m b r e . — 2 A,-o ,*'*-(- quantités connues. 

Second m e m b r e . . A " T 9 ' 7 - ) - n'il1~i
 , ' , — H quantités connues. 

dw¿ 

Nous pouvons donc écrire 

A V ? - ^ n ¡ ' - » t ? - ? = ? I -+ - « ¡ ' í - i ^ o s i n m , ; ^ 
(*0 

1 A ' T ? - ? + n ' í ' - » a ? - ? = <p2-t- n i ' - * -«a?; -» cosw¿, 

tp t et cp 2 étant des fonctions périodiques connues des w'. 
L'analogie de ces équations avec les équations ( 9 ) est évidente. 

On passe des unes aux autres en changeant [<r¿]> n'k\ n'? 
e n T ? - * , n'i*,n'¿-*-*. 

On traitera donc les équations ( 2 1 ) comme les équations ( 9 ) . 
La condition du succès de la méthode [à savoir que dans les équa­
tions analogues à ( 1 0 bis) A, + B 2 soit nul] doit être remplie d'elle-
même, puisque nous avons démontré d'avance la possibilité du 
développement. 

Quand on aura satisfait aux deux dernières équations ( 1 9 ) , 
R sera une constante (puisque ces deux équations admettent 
comme intégrale, analogue à celle des forces vives, R = const.) 
et comme cela doit être vrai quelles que soient les constantes A 0 
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148 CHAPITRE XIV. 
rfR 

et A'0, la dérivée — devra également être une constante, dépen­

dant seulement des A 0 et des x'¿°. Mais on a 
r/l ^ [ » 1 d l F ° r w i d R 

Les dérivées de F 0 sont des constantes. La première équation (8) 
nous apprend qu'il en est de même de [ A ( ] et [A'J. Donc [/.] est 
aussi une constante que nous pourrons égaler à n\, et nous aurons 
ainsi satisfait à la deuxième équation (19). 

Au n° 152, nous avons ensuite déterminé successivement 
A t — [ A ( ] (et, par conséquent A,, puisque [A,] est une constante 
que l'on peut choisir arbitrairement), <r¡ — [<r(!], t¿ — [xj], 1( — [X,], 
par (6, 1, 1), (6, 3, 1), (6, 4, 1) et (6, 2, 1). Je n'ai rien à changer 
à cette partie du calcul. 

Déterminons maintenant 

et Ml. 
et pour cela considérons les équations (7, 3, 2) et (7, 4> 2). Ces 
équations prennent la forme 

. / r 11 V " R r 11 V " K r 11 v <2 ""i M"/] = T . +1 d,Jd^k ̂  +2- ÂfÂJ [X*] - 2 "*rf̂  ' 
f i et !f>2 étant connues. 

Ces équations sont analogues aux équations (9); seulement R, 
3·°, t" ayant une expression moins simple, il n'arrive plus, comme 
aun° 152, que, pour la première de ces équations par exemple, les 
trois derniers termes du second membre se réduisent respective­
ment à 

o, » A Ï [ T J ] , nhl 

ce qui apportait une simplification notable. 
Substituons donc dans (22) à la place de 5,' eti,' leurs dévelop­

pements (17), à la place de n'k son développement (20) et à la place 
de n'k

2 son développement 
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analogue à (20). Soit d'ailleurs cp? et tp| l'ensemble des termes de <pi 
et de cp2 qui sont de degré q par rapport aux x". 

Nous égalerons ensuite les termes de même degré dans les deux 
membres de (22). 

En égalant d'abord les termes de degré o, il vient simplement 

í A"[cx¿ ° ] = < a j - 4 - 2 A ° [ T ¿ ' ° ] , 

I A - [ T j » ] = ? o _ 2 A o [ f f i . o ] _ 

0° et «2 seront des constantes dépendant seulement de À 0 et A'n ; 
et, en effet, en vertu du raisonnement du n° 153, qui reste appli­
cable sans modification, <p, et cp2 sont développables suivant les 
puissances des ¿c¿°cos«>¿ et des ;r¿°sin«>¿. Les termes du degré o 
par rapport aux x'f ne dépendront donc ni des x'¡° ni des w'r 

Il en résulte que [TJ'°] et [a¿' 0 ] sont aussi des constantes et que 
les premiers membres des équations (23) sont nuls. Ces équa­
tions (23) nous permettront alors de déterminer [ T , ' 0 ] et [ T ¿ - 0 ] . 

Supposons maintenant que l'on ait déterminé 

K°]> N-'L [»?··], .... to1*-1], 
i>î-0]. N'L N'2], •-. K , Î - 1 J , 

n't*-1, n ? - « - \ 

et que l'on se propose de déterminer 

( 2 4 ) K'?]> N% n'^-K 

Égalons pour cela les termes de degré q dans les deux membres 
des équations (22). 

Il viendra, en mettant en évidence les termes dépendant des 
quantités inconnues (24), 

A"['i'?] -t- [tj ·»] = «W - H ri?''-1 x'i sin w'it 

( 2 5 ) 1 A ' [ T /

1 - « ] - » i l - « [ < i / - « , ] = ^ - » i 1 - « - i * i , c o s « . ; , 

^, et i | i 2 étant des fonctions connues. 
Ces équations sont analogues aux équations (9)' o n P a s s e e n 

effet des unes aux autres en changeant 

[«!]> Ni ni, » i ' 

en 

[<,;•*], ni1-', ̂ 2?-1. 
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On pourra donc traiter les équations ( 2 6 ) comme les équa­
tions ( 9 ) . 

On déterminerait ensuite 

[ A , ] , n\, [ X , ] , A F > cr? - [<xf j , z j - \ z } ] , > , - [ * , ] , 

comme au n° 152. 
Pour déterminer 

[<rf], [zf] et n'?, 

on se servirait des équations ( 7 , 3, 3) et ( 7 , 4> 3 ) . Ces équations 
seraient de même forme que les équations ( 2 2 ) et se traiteraient de 
la même manière. 

Cas particuliers remarquables. 

156. Les développements (4) et ( 1 7 ) ont, comme nous l'avons 
vu au n° 153, leurs seconds membres développés suivant les puis­
sances des x'fcosw'i et des x'i

tsimv'i. 
Si nous annulons à la fois toutes les constantes arbitraires x'?, 

nos variables ne dépendront plus des w\, mais seulement de w, 
et w 2 . Leurs développements procéderont suivant les lignes trigo-
nométriques de 

m, w i - H m 2 w>j, 

m, et m 2 étant des entiers. 
D'après ce que nous avons vu au n° 154, dans le développement 

des A et des ~k, la somme m, -+- m2 doit être nulle, de sorte que ces 
variables dépendront seulement de wt — « v II en sera de même 
pour la même raison de 

( CTjCOS WI - 1 - T . s i i i w , , 

(26) . 
( T ; COS W , — <7,SiniV|. 

Il en résulte évidemment que ces hypothèses particulières 
( # ' / = : o ) correspondent au cas d'une solution périodique et il est 
aisé de voir que les solutions ainsi trouvées ne diffèrent pas de 
celles que nous avons appelées au Chapitre III solutions pério­
diques de la première sorte. 

On peut en conclure que les développements (4) qui ne sont 
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pas ordinairement convergents au sens géométrique du mot le 
deviennent quand on annule les constantes x'¿ . 

Comme les constantes x'¿° sont généralement petites, on voit 
que la solution réelle ira en oscillant autour de la solution pério­
dique sans s'en écarter beaucoup. 

Considérons maintenant dans le développement de A, de X et 
des expressions (26), les termes du premier degré par rapport 
auxa?¿°; nous verrons, en tenant compte des résultats des n° 153 
et 154, qu'ils seront de la forme 

( 2 7 ) 2*a4° cos(nc'A :— w , 2 k x k s i n ( w ' k — wt)i/k, 

®n et étant des fonctions périodiques développables suivant les 
sinus et cosinus multiples de w, — w 2 . 

L'interprétation dece résultat est évidente. Dans le Chapitre IV 
nous avons considéré les équations aux variations relatives à une 
solution périodique donnée. Considérons alors nos équations du 
mouvement et la solution périodique de la première sorte que l'on 
en obtient en annulant tous les x'£. Les expressions (27) ne seront 
pas alors autre chose que la solution la plus générale des équations 
aux variations correspondantes. 

On en conclut que les exposants caractéristiques relatifs à cette 
solution de la première sorte sont 

= /—i(n'*— nù-
Il importe d'observer que dans cette expression les constantes 

x'i (dont dépendent n'k et n,) doivent être égalées à o. 
On peut se proposer de déduire des développements (4) et (17) 

les solutions périodiques de la deuxième et de la troisième sorte, 
ainsi que nous l'avons fait pour celles de la première sorte. Cela 
est un peu plus difficile. 

Pour mieux faire comprendre ce qu'il y a à faire, je vais prendre 
d'abord un exemple plus simple. Reprenons les séries du n° 127 
et proposons-nous d'en déduire les solutions périodiques du n°42. 
Nous avons vu que, dans les séries du n° 127, on peut choisir arbi­
trairement les valeurs moyennes des fonctions périodiques xf et 
yf et qu'en particulier on peut faire ce choix de telle façon que 
nf soit nul toutes les fois que p > o. On peut même réaliser celte 
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condition en choisissant convenablement les valeurs moyennes 
des xf pendant que les valeurs moyennes des yf restent arbi­
traires. 

Supposons donc qu'on ait choisi ces valeurs moyennes de cette 
manière et, par conséquent, que 

nt — ni. 

Supposons de plus que les x° aient été choisis de telle sorte que 
les nf aient certaines valeurs données commensurables entre elles. 
Il arrive alors, quand on veut faire le calcul du n° 1 2 7 , que cer­
tains coefficients deviennent infinis, à moins que Von ne choisisse 
convenablement les constantes rsi et les valeurs moyennes deyf 
restées arbitraires. 

Si ce choix est fait de la sorte, les séries du n° 1 2 7 existent : 
elles sont convergentes et elles ne diffèrent pas de celles du n° 4 4 . 
Revenons au Problème des trois Corps. 

Choisissons nos constantes A 0 , A'0 et x'?, ainsi que les valeurs 
moyennes des divers termes des développements (4 ) et ( 1 7 ) con­
sidérés comme fonctions périodiques des w et des w'\ choisissons 
ces quantités, dis-je, de telle façon : 

i ° Que n\ et n\ aient des valeurs données commensurables 
entre elles (je fais observer que si l'on adopte les notations du 
n° 1 5 5 , n\p est nul pour p ]> o) ; 

2° Que np et n'P soient nuls pour p > 1 ; 
3° Que 

n\ = n \ — ni ( ¿ = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 

Je puis faire ce choix de façon à réaliser ces conditions et même 
la moitié des valeurs moyennes demeure arbitraire. 

Il arrive alors que, si l'on veut faire le calcul des n°* 1 5 2 ou 1 5 5 , 
certains coefficients deviennent infinis, à moins que l'on ne choi­
sisse convenablement les constantes ni; et m'i ainsi que les valeurs 
moyennes restées arbitraires. 

Si on le fait, les séries (4) et ( 1 7 ) existent ; elles convergent et 
ne diffèrent pas de celles qui représentent les solutions de la 
deuxième et de la troisième sorte. 

Supposons maintenant que, sans annuler x'° et ;r'2°, on annule 
x3° et x'"; on trouvera une série de solutions particulières du Pro-
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blême des trois Corps, ne dépendant que des quatre arguments 

«"i, w 2 , w ' i , «-:, : 

ce sont les solutions correspondant aux cas du Problème des trois 
Corps dans le plan. Le nombre des arguments est ici réduit à 4 
comme celui des degrés de liberté. 

Mais on peut observer que les A, les X et les expressions ( 2 6 ) 
ne dépendent que des différences 

W % — W U w \ — W i , W j - W i , 

ainsi que nous l'avons vu au n° 154. 

Si donc on prend comme variables A, À et ces expressions ( 2 6 ) , 
le nombre des arguments est réduit à 3. Cela correspond au cas 
du problème du n" 5, où il y a 3 degrés de liberté. 

Imaginons maintenant que la masse de la première planète soit 
infiniment petite (cas d'une petite planète troublée par Jupiter). 
Il arrivera d'abord que 

t T 2 , T 2 , < T 4 , T t 

se réduiront à 

ï> V , p ' , q'-

Ces quantités, de même que A', seront des constantes et X'se réduira 

à w2-
Il résulte de là que 

Le nombre de nos arguments, qui était de 6, est réduit à 4i à 
savoir 

W,, HC2, u>'¡, w ' 3 . 

Il n'arrive plus ici que A, X, . . . ne dépendent que des différences 

Wi — w 2 , w \ — K > 2 , w ' 3 — w 2 . 

Le raisonnement du n° 154 ne nous apprend, en effet, qu'une 
chose, c'est que, dans le cas général, A dépend seulement des cinq 
différences 

*ft— w , , w ' i — w i ( t ' = i , 2 , 3 , 4 ) . 

d w ' 2 

~~dt 

d t 
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Quand deux des w'¿ se réduiront à des constantes (ce qui arrive 
dans le cas particulier que nous examinons), deux de ces cinq 
arguments ne diffèrent plus que par une constante, et c'est pour 
cette raison qu'il n'en reste plus que quatre; mais il n'y a aucune 
raison pour que la réduction puisse être poussée plus loin. 

Nos variables restent d'ailleurs, en vertu du n° 153, dévelop-
pables suivant les puissances des 

x'i" cos w'i, x'i" sin iv'i. 

Supposons que l'on annule x'3° et x'¡; cela correspond au cas où les 
trois corps se meuvent dans un même plan (je suppose toujours 
que l'une des masses est infiniment petite). Alors nos variables 
ne dépendent plus de w3 et il nous reste seulement trois argu­
ments, à savoir 

W u w 2 , w \ . 

Annulons encore la constante x'2°; cela correspond au cas où l'or­
bite de la seconde planète est circulaire, c'est-à-dire au problème 
du n" 9. 

Comme nos variables sont développables suivant les puissances 
des x'¿° cos w\ et x'f sin w'¡, et que 

x'Q = x'Q = x'£ = o, 

elles ne dépendront plus ni de w'2, ni de w>'3, ni de w\. Or, en 
vertu du n° 154, elles ne dépendent que des différences 

Or nous venons de voir qu'il y a trois des w'¿ qui ne doivent plus 
entrer dans leur expression. Elles ne dépendront plus que de 

W . — W 2 , ( P i — w \ . 

Le nombre des arguments est réduit à 2 ; nous avons vu d'ail­
leurs que le problème du n° 9 comporte précisément 2 degrés 
de liberté. Si, de plus, on fait x'f = o, on tombe sur les solutions 
périodiques étudiées par M. Hill (voir le n° 41 et tenir compte de 
la remarque faite aux trois dernières lignes). 

Si, dans la théorie de la Lune, on regarde ce satellite comme 
soumis aux seules actions de la Terre et du Soleil et que l'on 
regarde le mouvement relatif de ces deux derniers astres comme 
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képlérien, on est ramené à un des cas particuliers étudiés plus 
haut. 

Mais on sera souvent conduit à tenir compte des perturbations 
éprouvées par la Terre de la part d'autres planètes, tout en con­
tinuant à négliger l'action directe de ces planètes sur la Lune. Si 
l'on se place à ce point de vue, le mouvement relatif de la Terre 
et du Soleil n'est plus un mouvement képlérien, mais il est connu, 
et la Lune reste soumise seulement à l'action de ces deux corps 
mobiles qui se meuvent d'après une loi connue. 

Supposons donc que les coordonnées du Soleil par rapport à la 
Terre puissent s'exprimer par des séries de même forme que celles 
que nous avons étudiées dans ce Chapi tre, et dépendant de n argu­
ments. On verrait aisément alors, en raisonnant à peu près comme 
nous l'avons fait dans ce Chapitre, que les coordonnées de la Lune 
s'exprimeront encore par des séries de même forme dépendant 
de n + 2 arguments. 

Pour bien faire comprendre ce que je veux dire par là, je reviens 
au problème du n° 9; c'est-à-dire : imaginons que la Terre et le 
Soleil décrivent des circonférences concentriques ; les coordonnées 
du Soleil dépendront alors de n = i argument; les distances de la 
Lune à la Terre et au Soleil dépendront de 2 arguments (qui sont 
ceux que je viens d'appeler — w2, wt — mais les coor­

données de la Lune par rapport à des axes fixes dépendront 
de n + 2 = 3 arguments. 

Des considérations analogues sont applicables au cas où il y a 
plus de trois corps; supposons, par exemple, qu'il y en ait quatre. 
Le nombre des w¿ est alors 3 et celui des w\ est 6 . 

Supposons qu'on annule à la fois les six constantes . Une pre­
mière conséquence de cette hypothèse, c'est que le mouvement se 
passe dans un plan. De plus les A, les X, les expressions ( 2 6 ) et 
par conséquent les dislances mutuelles des quatre corps ne vont 
plus dépendre que des deux arguments 

W | - » ' 2 , «"] — " > 3 . 

Il ne s'ensuit pas (comme dans le cas où, envisageant trois corps 
seulement, on annulait tous les x") que les séries deviennent con­
vergentes au sens géométrique du mot; mais on peut se proposer 
d'en déduire les solutions périodiques du n° 50. 
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Voici comment on doit opérer. 
Choisissons nos constantes d'intégration et les valeurs moyennes 

des divers termes des développements (4) et ( 1 7 ) de telle sorte : 
i ° que les quantités 

7 1 ? - 7 1 ° , 71$ — ni 

aient des valeurs données commensurahles entre elles; i" que 

np
 = 7i£ = np

3 

pour p > o. Les constantes ra,- et rzs^ et la moitié de nos valeurs 
moyennes deviennent arbitraires. 

Si l'on veut faire le calcul du n° 152, certains coefficients 
deviennent infinis, à moins qu'on ne choisisse convenablement 
les ra,-, les m\ et les valeurs moyennes restées arbitraires. 

Si l'on fait ainsi ce choix, les séries existent, elles convergent 
et elles représentent les solutions périodiques du n° 50. 

Conclusions. 

157. Telles sont les séries auxquelles on parvient par les pro­
cédés de calcul exposés dans les Chapitres qui précèdent. C'est 
M. Newcomb qui en a eu la première idée et qui a découvert leurs 
principales propriétés. 

Ces séries sont divergentes, mais si l'on s'arrête à temps dans 
le développement, je veux dire avant d'avoir rencontré de très 
petits diviseurs, elles représentent les coordonnées avec une très 
grande approximation. 

On peut encore les utiliser d'une autre manière. 
Imaginons que l'on s'arrête à un certain terme de développe­

ment, puis qu'appliquant la méthode de la variation des con­
stantes, on prenne pour variables nouvelles les A 0 , les x'f, les ro,-
et les ra^. Ces variables nouvelles varieront avec une extrême len­
teur et les procédés anciens pourront être appliqués avec avantage 
aux équations différentielles qui définissent leurs variations. On 
pourra, par exemple, développer ces variables nouvelles suivant 
les puissances du temps. 
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CHAPITRE XV. 

AUTRES PROCÉDÉS D E CALCUL DIRECT. 

Problème du n° 125. 

158. Reprenons les équations 

(,) ± 1 = _rW 
v ; dt dxt 

et 

dxi _ d¥_ 
( 2 ) dt - dy-

Nous nous proposons de satisfaire à ces équations à l'aide des 
séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des multiples des n 
arguments, 

w , , w 2 , wn, 

séries dont nous avons démontré l'existence au n" 125. 
Je rappelle d'ailleurs que l'on a 

et, par conséquent, 

( 3 ) 

wk = n k t - l - TBk 

dxi dxi 
Z k n k d * - k = l â ' 

dyt dyt 

* Hw~k ~ ~dt' 

Au n° 1 2 7 , nous nous sommes servi pour déterminer ces séries 

des équations ( i ) et ( 2 ) ; mais on peut opérer autrement. 

Nous avons d'abord l'intégrale des forces vives 

( 4 ) F = const. 

H. P. — II. 11 
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D'autre part, l'expression 

(j) "Lxtdyt 

doit être une différentielle exacte et, comme les x\ sont des con­

stantes, il doit en être de même de 

Z(Xi — xï)dfi=dS, 

ce qui donne 

( 6 ) J*L = z,Xt-.xi)p.. 
dwk

 v ' dwk 

Je dis maintenant que les équations ( 2 ) sont une conséquence 
des équations ( 1 ) , (3) , (4) et (6) . En effet, les équations (6) signi­
fient que l'expression ( 0 ) est une différentielle exacte et les con­
ditions d'intégrabilité de cette expression peuvent s'écrire 

v /dx¡
 dw _ dxi dy \ _ 0 

¿Eii\dwq d w k d w k d w q j — 

Multiplions cette équation par nq\ puis, conservant à k une 
valeur constante, faisons successivement q = 1, 2 , . . . , « . 

Enfin ajoutons les n équations ainsi obtenues; il viendra, en 
tenant compte de (3) , 

Y / dxi dy¡ dxt dy¡ \ 

¿ái \ dt dwk dwk dt ) ~~ 

ou, en tenant compte de (1) , Y dxt dyj_ -yi dF dx^ _ 

' ¿4 dt dwk /Zàdxi dwk ~ 

Différentions maintenant (4) par rapport à wk, il viendra 

2 dF dxi_ ^ 1 dF dyi _ 

dxt dwk ^ddyi dwk ~ 

ou, en rapprochant de (8) , 

Ŷi dy± dF_ dyt 

Zd dt dwk ~Zàdyt d W k · · ·' n>> 

dxi dF 

dt ~ dy,' 
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Nous pouvons donc déterminer nos séries à l'aide des équations 
suivantes 

( 4 ) , ( 6 ) 

et 

Dans ces diverses équations remplaçons les xi, lesy/, les nk et S 
p a r leurs développements suivant les puissances de p 

•Ly.i'wl, Zp.Pyp, 2 | J L P « 2 , S ^ S P-

Égalons ensuite dans les deux membres les coefficients des 
puissances semblables de p.. 

Nous obtiendrons ainsi une série d'équations qui nous permet­
tront de déterminer par récurrence les coefficients des séries. 

Imaginons en effet qu'on ait calculé 

•7·? -r\ o - ? -r-P-' 
^11 A [ ) * J I · · · )

 X 1 » 

vf v ' V 2 vp~l 

' 1 1 y 11 y 11 · · · 1 yi > 

n°k, ni, ni, n^""1, 

So, S i , . . • , Sp_i , 

et qu'on se propose de déterminer 

xf, rf, n%, Sp. 

Dans l'équation ( 4 ) égalons les coefficients de p ^ , il viendra 

( 9 ) S n \ o c % = <ï> - H const. 

Je désigne par ainsi que je le ferai dans tout ce Chapitre, une 
fonction quelconque, entièrement connue et périodique des w. 
Inutile d'ajouter que les diverses fonctions que je désigne ainsi 
par $ ne sont pas identiques. Quant à la constante du second 
membre de ( 9 ) , elle est arbitraire comme la constante du second 
membre de ( 4 ) · 

Égalons maintenant dans les deux membres de (6) les coeffi­
cients de p P , il viendra 
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d'où, tenant compte de ( 9 ) ' 

S n * ^ = tf + const. 

La fonction S p doit avoir toutes ses dérivées périodiques par 

rapport aux w, c'est-à-dire qu'elle doit être de la forme 

les a-k.p étant des constantes et cp une fonction périodique. 
L'équation (11), par un calcul tout semblable à l'intégration de 

l'équation (6) du n° 125, nous fera connaître S p . J'ajoute que les 
constantes ak,p peuvent être choisies arbitrairement en fonctions 
des constantes x", puisque la constante du second membre de (11) 
est elle-même arbitraire. 

étant déterminé, les équations ( 10 ) nous donneront les xp 

dont la valeur moyenne a.k.p peut, comme nous venons de le voir, 
être choisie arbitrairement. 

Les xf étant connus, égalons dans les deux membres de (1 bis) 

les coefficients de y.P. Il viendra 

(12) 2 n % ^ - = * - n ? . 
dwk 

On commencera par déterminer la constante nf de façon à 

annuler la valeur moyenne du deuxième membre de ( 1 2 ) . L'équa­

tion ( 1 2 ) nous donnera ensuite yf par un calcul tout semblable 

à celui du n° 127. Observons en passant que la valeur moyenne 

dejKf peut être choisie arbitrairement en fonction des x^. 

Autre exemple. 

159. Soient »li ?2> ···, £n> 11; 7 ) 2 , · · · ! fin 

nos n paires de variables conjuguées. 

Supposons que F soit développable suivant les puissances crois­

santes des £,· et des T,I; que dans ce développement il n'y ait pas 
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de terme de degré o, ni de degré i, et que les termes du deuxième 
degré s'écrivent 

J'écris avec des parenthèses (Ç;) 2 pour le carré de afin de ne 
pas confondre avec la notation %j que nous emploierons plus loin, 
et où le a sera un indice et non un exposant. 

Soient alors 

d b _ d F drg _ dF 

dt ~ dru' dt — d\i 

nos équations différentielles. 
Je suppose que l'on veuille développer les \i et les r¡¿ suivant 

les puissances de certaines constantes d'intégration a¿ et j'écris 

h = + 

1< = * ) î - + • 1 ? " H . . . - + - r t

p - h 

Les £° et les i\f représenteront les termes du développement qui 
sont d'ordre p par rapport aux a¿. Ce devront être des fonctions 
périodiques par rapport à n arguments 

« > i , W j , wn. 

On devra avoir d'ailleurs 

W — a¡ eos w¡, t\i = «,· sin w¡. 

On aura, d'autre part, 

NK = NL-h N L - h . . . - h N%-)-..., 

nk étant développé suivant les puissances des et re£ représentant 
l'ensemble des termes d'ordre p par rapport aux a¿. Nos équations 
différentielles deviennent 

/ , d\t dF dr¡i dF 

D'autre part, 
2£,idr\i 
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et 

d'où 
xP = | f cos wi -+- ï)f sin w,-, 

= | ? cos wi -+- 7 ) ? sin » > , · = a,, 

y \ = o . 

On trouve d'abord aisément 

Observons ensuite que les équations ( 2 ) nous donnent 

v dxi dF dF . 

dyi dF . dF 
( 4 ) Zknic -y— = - 7 — sin wi-T- cos w ; - t - n ,x t . 

awk at\i a\i 

Nous allons calculer nos séries à l'aide de l'équation (4)i 

l'équation 

( 5 F = const. 

et de 

(6) ™ = ^ t ï * V - z d M * \ 
dwk dwic dwk 

Les équations (3) et par conséquent les équations ( 2 ) et 
s'en déduisent, en effet, très aisément. 

doit être une différentielle exacte et il en sera naturellement de 

même de 
dS = 2 f , a * ï U — Sddlni). 

Je remarque enfin que S doit être aussi développé selon les 
puissances des a,- et je désigne par Sp l'ensemble des termes de 
degré p. 

Je pose aussi 
x i = %i c o s w l •+• fy' s ' n w i i 

y t = \i sin wt — r u cos n>t 
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Supposons donc que l'on ait déterminé 

Si » ·, îr1; » ? 

·, rr1; *\, x l •• ·, * T \ 

y ! , y h •• 

-, rf"1; n i , n i , . . - , n > r ~ , 

s„ S2, et que l'on se propose de déterminer 

tP T p V P „ P - l e 
Egalons dans les deux membres de (4) les termes d'ordre p et 

dans les deux membres de (5) et de (6) les termes d'ordre p -t- i . 
Je poserai pour abréger, comme dans le Chapitre précédent, Att = Y.n\ 

du 

dwk 

Il viendra alors 

( 7 ) tyf = *H-2A,(̂cosw, + r,f sin w i ) - h n ? x p - h n p ~ 1 x } , 

( 8 ) S a A4-(5J £ f - t - r a! r ^ - t - * -h const. = o, 

'5« , 7 , . , . 

Si nous remarquons que 

d\\ = — ir)/ dw, 

nous pourrons écrire 

( 9 ) 

Si nous combinons (8) et (g) , nous aurons (10) A S / < + 1 = * h-const.; 

d'autre part, (g) pourra s'écrire 

dSr, 
(") 
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et (7) s'écrira 

(12) l/=t4.BpS(. 
Alors l'équation ( i o ) nous fera connaître S^,^, l'équation ( 1 1 ) 

nous donnera les xp

k ; en écrivant que la valeur moyenne du second 
membre de ( 1 2 ) est *iulle, nous obtiendrons « f _ 1 , et l'équa­
tion ( 1 2 ) nous donnera ensuite yf. Connaissant ainsi yp et xf, 
nous aurons \ p et t\f. 

On aurait pu, pour déterminer ces quantités, se servir des équa­
tions suivantes, déduites de (a) en égalant les termes d'ordre p 
dans les deux membres, et analogues aux équations (9) du n° 152 : 

03) Aif=2A;r1f-h«r
1l̂/-H*, 

04) Ar,f=—aA/Çf—nr'Ê/'-l-*. 
On aurait vu alors, par un raisonnement tout pareil à celui du 

n° 153, que les \ p

n t\p sont développables suivant les puissances 
des 

•*i cos W[, ai sin «7, 

et qu'il en est de même des np (c'est-à-dire que ces quantités qui 
ne dépendent pas des «>,· seront développables suivant les puis­
sances paires des a,-). 

Il en est d'ailleurs évidemment de même des termes périodiques 
de Sp+, en vertu de l'équation ( 1 0 ) . 

On sait que 

Sp+i = Pi « P i • + - ? 2 Wi •+-. . . ·+- P„ Wa - I - Sp+, , 

les (3> étant des constantes et S'p+I étant périodique. 
Pour Sp + , , l'équation ( 1 0 ) et un raisonnement analogue à celui 

du n° 153 nous apprennent que la condition est remplie. Quant 
aux ftk, on peut les choisir arbitrairement; nous pouvons donc 
supposer que [3* est développable suivant les puissances paires 
des a t et divisible par (a*) 2 . 

Il est inutile de répéter ici ce raisonnement du n" 153. 
Indiquons seulement en passant ce qui se passe quand on traite 

l'équation (1 1). Cette équation nous donne la valeur de tx./,xp et 
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cette valeur doit, bien entendu, être divisible par a* et, en effel, 

je dis que -̂p̂  et <I> sont divisibles par a*. 

J'observe que si A est une fonction développable suivant les 
puissances des a,cosw¿ et at-sin(v(- et qu'on développe cette fonc­
tion en série trigonomélrique, le coefficientdu cosinus on du sinus 
de 

m¡ivt-4- MiHij - 4 - . . . - + - m,,wn, 

dans ce développement, sera divisible par a|m'l.alm»l al,'""'-
Donc, les coefficients des termes dépendant de w/¡ sont divisibles ir aA 

Or 

par a*; donc ~ ^ est divisible par a*. 

dSp-t-, S -4- dS/;-M 
dwk

 v ' dwk 

dS' 

et fi/s a été choisi divisible par a* et doit l'être aussi d'après 
ce crue nous venons de voir. Donc il en est de même de r?Ë£±l. 

1 dwk 

D'autre part, <I> est une somme de termes ; chacun de ces termes 
est le produit de facteurs dont l'un est de la forme 

dwk dw/c 

et est par conséquent divisible par a*. 
Donc <ï> est également divisible par a*. 

C Q. F. D. 
160. Supposons que F dépende d'un paramètre très petit ja et 

soit 
F = F 0 - t - H-FI - I - u . * F , + . . . . 

Je suppose toujours que F est développable suivant les puis­
sances des %i et des 7),·, que le développement de F 0 commence par 
des termes du deuxième degré et que ces termes s'écrivent 
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Mais je suppose que le développement de F,, F 2 , . . . , commence 
par des termes du premier degré. 

Je me propose de développer 
h-, Tih &t, y¡> n/c, S, 

non plus seulement suivant les puissances des constantes «,·, mais 
suivant les puissances de ces constantes et celles de p . 

Je désigne par 

t p i .f? ™P-7 v p i „/?<r c 

les termes de ces développements qui sont de degré p par rapport 
aux a,- et de degré q par rapport à p. 

J'aurai d'ailleurs 

5o.o = ï)p = o, 
\ \ 0 = a/ eos w¡, r¡\-° = ctj sin w¡, 

On aura d'ailleurs 

d'où 

So.o = S|.o = o, 

S 2 . 0 = - i 2( a¿) 2 «>,· — f S(a,-) 2 sin 2«7. 

Supposons alors que l'on ait calculé 

Çi . *)¡ > > yi i 1* , Oa-M.6 
(a^p, a-h b^p-h q ) , 

à l'exception de la combinaison a=p, b = q et qu'on se propose 
de calculer 

¡('•I _ P - 7 _ . /> ·» V P 1 „ P - I V o 

Reprenons les équations ( i ) , ( a ) , (3), (4), (5), (6). Égalons dans les deux membres de (4) les termes d'ordre p par rapport aux a¡ et d'ordre q par rapport à p. Égalons de même dans (5) et (6) les termes d'ordre p -+ - 1 par rapport aux a¿ et q par rap­port à p. 
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Soit 
dwk 

Nous retrouverons alors les équations (7), (8), (9), (10), (11), 
(12), (i3), (i4) avec cette différence que les indices simples (supé­
rieurs ou inférieurs) />, p -+-1 ou p — 1 seront remplacés par des 
indices doubles p-q, P + i.q ou p — i-q et que les indices 
simples 1 ou o seront remplacés par des indices doubles 1.0 
ou 0.0. 

On se servira de ces équations comme dans le numéro précé­
dent pour déterminer successivement Ŝ+i.,, xpq, nf~Kq, yfq, et 
par conséquent \fq et t\f-q. 

On verrait, comme au n° 153, que \fq et 7)f q sont développables 
suivant les puissances de 

a-k cos Wk et a/c sin wk-
Il en résulte que et r|" ? sont des constantes. 
D'autre part, il convient d'observer que la remarque du n° 126, 

en vertu de laquelle les valeurs moyennes de xf et yf peuvent 
être choisies arbitrairement n'est applicable ici qu'avec certaines 
restrictions. 

Reprenons en effet le raisonnement du n° 126; considérons le 
développement de £t- et de r,,- selon les puissances de p. et des a,-. 

Changeons-y a,- et wi en 

a/(i-t-<rV), "V-t-<r7, 
<pi et tyi étant deux fonctions développables suivant les puissances 
de p. et des (a*) 2 et se réduisant à o quand ces quantités s'annulent. 
Les valeurs des y\°i

q
 ne seront pas modifiées par ce change­

ment. Il en résulte que les valeurs moyennes des 

*f7, y l " U » o ) 

peuvent être choisies arbitrairement, mais qu'il n'en est pas dp 
même de celles des 

v0.<7 
On voit d'ailleurs aisément que ces dernières valeurs moyennes 

doivent être nulles. 
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Supposons maintenant qu'on revienne aux équations numé­
rotées ( i ) à ( 6 ) et que l'on envisage dans les équations ( i ) à ( 4 ) 
les termes de degré o par rapport aux a.¡, et dans les équations ( 5 ) 
et ( 6 ) les termes de degré o ou i par rapport aux a¿, on obtiendra 
des équations dont la forme différera un peu de celle des équa­
tions numérotées ( 7 ) à ( I 4 ) et sur lesquelles par conséquent il 
est nécessaire de revenir. 

Cette différence de forme provient d'abord de ce que nf~l'<¡ est 
nul sip — o, et, d'autre part, de ce que, et 7 ) ° ' ? étant des con­
stantes, 

* ! • ? • * = A , ? - » = 0 . 

II nous suffira d'ailleurs de considérer les équations (1) , ( 2 ) , 
( 5 ) et ( 6 ) dont ( 3 ) et ( 4 ) se déduisent immédiatement. Posons, 
pour abréger, 

Définissons de même t\" et v¡(- et soit F* le résultat de la substi­
tution de £° et de r¡f dans F à la place de £¿ et r \ i . 

Les termes de degré o de (1 ) et ( 2 ) nous donneront 

dF* _ dF* _ 

w - df,« - °-

Ces deux équations nous permettront de déterminer par récur­
rence les g?-? et v¡? ? . 

Les termes de degré o et 1 de ( 5 ) nous donneront 

F * = const. 

dF* dF* 

¿ S F + Â R F = C O N S T -

La première de ces deux équations nous permet de déterminer 
la constante du deuxième membre [qui ne peut pas être choisie 
arbitrairement comme pouvait l'être la constante de l'équation (8) 
quand on supposait p > 1] . 

La seconde équation est satisfaite d'elle-même et la constante 
du deuxième membre doit être nulle, puisque les deux dérivées 
de F* sont nulles. 
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Reste l'équation ( 6 ) ; les termes du degré o nous donnent 

d(So.o - I - So.i -+- S 0.j - t - . . . ) = o, 

en remarquant que, les r$ étant des constantes, dt^ est nul. Il 
suffit, pour satisfaire à cette équation, de supposer que les S 0 . ? sont 
des constantes. 

Les termes de degré i nous donnent 

¿ ( S . . . + S,., -+- S,., + . . . ) = ïWdTii - 2 dû"ut­

il suffit, pour y satisfaire, de supposer 

Les termes de degré o et i n'engendreront donc pas de diffi­
cultés, ainsi qu'on aurait pu le craindre. 

P r o b l è m e du n° 134. 

161. La même méthode est évidemment applicable au problème 
du n° 134·. Reprenons les notations du n° 151. 

Reprenons les équations ( i ) à (6) du n° 158, en convenant que 
les signes S porteront non seulement sur tous les x¡ (ou sur tous 
les y/ , ou sur tous les w¿, etc.), mais à la fois sur les et les¿cj-(ou 
sur les y¿ et les^j-, ou sur les w¿ et les w¿, etc.). 

On verrait alors, comme au n° 158, que les équations ( 2 ) sont 
des conséquences des équations (1 ) , (3) , (4) et (6 ) . Nous conser­
verons donc les équations (4) , (6) et (1 bis) qui vont nous servir 
à la détermination de nos inconnues. 

Nous allons, comme au n° 158, remplacer dans ces diverses 
équations les x¡, Ies^,-, les n¡ et S par leurs développements sui­
vant les puissances de p et égaler ensuite dans les deux membres 
les coefficients des puissances semblables de p. 

Mais les équations ainsi obtenues ne sont pas les seules dont 
j'aurai à faire usage : je me servirai également de celles que l'on en 
déduit en égalant dans les deux membres les valeurs moyennes 
prises par rapport aux wk seulement (et non par rapport aux w'k). 

Soit U une fonction quelconque périodique par rapport aux w 
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Quant à S, ce n'est pas une fonction périodique, mais seule­
ment une fonction dont les dérivées sont périodiques. 

On aura donc seulement 

r d s
 "1 

- = — = const . 

Imaginons maintenant que l'on ait calculé complètement 

~o „ i 

**- z , ·*•l 1 ^ i i · · · » ( 1 

J 11 J l 1 · · · 1 J t 1 

n%, n\, np

k~
l, 

Se, S j , . . . , Sp—a» 

ainsi que xf~\ y?~' et S / J _ ) , à une fonction arbitraire près des 
w', et qu'on se propose d'achever la détermination Aexf~f ,yi,pf~*, 
et Sp_{ et de calculer np complètement ainsi que xp, yf et Sp à une 
fonction arbitraire près des w'. 

L'équation ( 9 ) du n° 158, obtenue en égalant dans l'équation ( 4 ) 
les termes en V.P, prendra une forme un peu différente, parce que 
le second membre ne sera plus entièrement connu. Elle s'écrira 

( 9 b») Ï » M = 2 f f y?'1
 J | * f _ 1 + * + const. 

Dans le cas de p = 1, on a simplement 

(9 ter) Z n \ x \ = Fi -+- const . 

Il va sans dire que, dans F,, xi est supposé remplacé par x" 
et yi par y\ = W i . 

Le second membre de ( 9 bis) n'est pas entièrement connu parce 

et aux w'. Je désignerai, comme au n° 151, par [ U ] sa valeur 
moyenne prise par rapport aux w seulement et par [ [U] ] sa valeur 
moyenne prise à la fois par rapport aux w et aux w'· 

On aura alors 
d[V] 

dwk 

mais en général 
d [ V ] > 
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que xP'~{ elyf~' ne sont connus qu'à une fonction arbitraire près 
des w'. 

Prenons maintenant l'équation ( 1 0 ) ; ici encore, le second 
membre n'étant plus entièrement connu, la forme s'en trouve un 
peu changée et nous devons écrire 

( I 0 bis) ^ = * 2 + s,-*-?-1 - 1 - s/*; ?zp- + *. 

v ' dwk

 K dwk ' dwk 

Si nous observons maintenant que 

« f - ' - i ^ r 1 ] et ^ r ' - L r r 1 ] 

sont connus, nos équations ( 9 bis) et ( 1 0 bis) pourront s'écrire 

(9 a ) Zn\xl ^ O f " 1 ] !>T ' ] + * + const., 

( 1 0 a) ^ = a S - h Z / t a r f - 1 ] 4 ^ +
 dll±Di + *. 

v ; duc* dw k dwk 

On voit le rôle que joue c'est ce qui m'engage à déterminer 

d'abord cette quantité en m'occupai]t en détail de la première 
approximation. Pour cela nous avons l'équation ( 9 ter) écrite 
plus haut et l'équation 

doter) 3 ^ = * 1 ' 

de sorte que ( 9 ter) devient 

„ n dSi 
2 ra?. = F t - i - const. 

dwk 

J'observe d'abord que les rik sont nuls et que je puis, par con­
séquent écrire, 

( 9 6 ) § n% = F j - h const. , 

en convenant de désigner par S une sommation portant sur les xi 
seulement ou sur les x \ seulement, tandis que S désigne, comme 
nous l'avons vu plus haut, une sommation portant à la fois sur 
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les X i et les x\. Si nous prenons les valeurs moyennes des deux 
membres, il viendra, puisque 

[£î]==con5t-> 
il viendra, dis-je, 

[ F i ] = const. 

Mais [ F 4 ] , c'est R qui ne dépend que des x* et des comme 
ce sonl là des constantes arbitraires, la constante du second 
membre est également arbitraire et l'équation (9 b) s'intégrera 
sans difficulté. 

Egalons maintenant dans les deux membres de (1 bis) les termes 
du premier degré, il viendra 

v , „ ° d y t _ 4 _ „ i _ v d2F° 
~k * dwk

 +
 n' - Zik ~dx\ dx\ X k ~ dx\ ' 

Le second membre est entièrement connu; en effet, le second 
terme ne dépend que des x°( et des_^" = w¿; le premier dépend en 
outre des xk (et non des x'k , puisque F 0 par hypothèse ne dépend 

dS 

pas des x'¡); mais ces quantités sont égales aux qui sont con­

nues, puisque S, a été déterminée à une fonction arbitraire près 

des w'k. 

En outre, la valeur moyenne de ce second membre, prise par 
rapport aux w¡ seulement, est une constante. 

En effet, cette valeur moyenne est égale à 
JU dx\ dx% 1 '·1 dx<¡ 

Or 

wHÊj=const-
d[FA dR 

d x i = d x - i = C ° n S t -

puisque R ne dépend que des x\ et des x'j* qui sont des constantes. 
Donc la valeur moyenne de ce second membre étant une con­

stante, nous pourrons y égaler n\. On calculerait de même n'/, 
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seulement dans ce cas le premier terme manque et il reste sim­

plement 

~ dx'?' 

L'équation s'intégrera alors sans difficulté et nous donnera^', 
à une fonction arbitraire près des w'. 

Ce que je dis de y\ s'applique sans changement à y'/. Quant 
dS 

à x'i il est égal à et est par conséquent connu, à une fonction 
arbitraire près des w'. 

Revenons aux équations ( 9 a) et ( 1 0 a ) . 
Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport 

aux w seulement, faisons d'abord cette opération pour ( 1 0 a) , en 
D S 

supposant que la dérivée est prise par rapport à une des quan­

tités Wk et non par rapport à une des quantités w'k. Nous aurons 

R ^ £ L - c o n d\yP~^ _ 
| _ d w * J " ' ' dwk ~ ' 

[ M - i & ] - f M [ & ] - * 
d'où enfin 

( 1 0 c) [>£] = * -+- const. arb. 

Opérons de même pour ( 9 a ) , il viendra (puisque n'k° = o), 

^ n \ x ' k - % n k x p

k , 

R R F F I I = D R _ 0 

\ d y \ \ dy\ ' 

R D F F L dR_ ^_ c o n s t d o n r l e e . 

[dx]] dx* 

Nous aurons donc 

( 9 0 s » J M = 2 S [ * R ' ] + , , > ' • const.; 

d'où, en rapprochant de ( 1 0 c ) , 

^ ^ = - s t . 

H. P. - I I . 1 2 
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s + * S [ x ? ' t ] = * - c o n s t -

Mais est connu à une constante près; nous avons, en effet, 
une équation analogue à ( 1 0 c ) , en changeant p en p — i , 

[a ;? - 1 ] = * -t- const. 

Kn tenant compte de l'égalité 

= - 5 ^ ' 

nous pouvons donc écrire 

3 n'i1 \_XiP~i] = * -+- const. 

Revenons maintenant à l'équation ( i o a), mais en y changeant wk 

en w'k et p en p — 2 . 

Si nous observons que [# f~ 2 ] et [j'/'~~2] sont connus, cette équa­
tion pourra s'écrire 

( . 0 . 1 ) Î g = ^ H - * . 

Sp_, est une somme de termes dont les uns sont périodiques par 
rapport aux w et aux w', tandis que les autres se réduisent à une 
constante multipliée par l'un des w ou l'un des w'; c'est ce qui 
résulte de l'hypothèse faite plus haut que les dérivées de Sp_{ 

sont périodiques. 

Si dans cette somme de termes nous supprimons tous ceux qui 
dépendent des w, il nous restera une fonction des w1 que nous 
pourrons appeler [ S / ) _ i ] , et, comme nous avons supposé la fonc­
tion S p _ ( connue à une fonction arbitraire près des w', nous pour­
rons dire que nous connaissons Sp_t — [ S p _ < ] , mais non [S^_<]. 

Nous avons alors 

dwk 

et, par conséquent, 

d[S„ ,1 = j ) + c o n s t 

«in­

équation qui donne [S^_ t ] et achève ainsi la détermination de Sp_, • 
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L'équation (ioc?) et l'équation analogue 

dS„_i „ . 
SW=Xk +* 

achèvent alors la détermination de et x k

p ~ K . 

Égalons maintenant dans les deux membres de (i bis) les termes 
de degré p, il viendra 

(iibis) 2n% ^ H - S n i ^ ^ - + - / i ? = < ï > - + - A - ( - B , 

dw* dw* 
dP 

A représentant le coefficient de u.'' dans — et B celui de u./>~1 

i dF, 
d a n s j-i-

F 0 ne dépend que des-r,-, qui sont maintenant entièrement connus 
jusqu'aux xf~' inclusivement. Nous pourrons donc écrire t .t. e d2F0 „ 

A = * — S , „ , „ x%-
dx$ dx\ 

De même les xP~* étant entièrement connus, nous aurons 
R ^ d2 F, p_t 

Zàkdy%dxlyk ' 

ou même, puisque nous connaissons 

/ t ' - t / r 1 ] , 

1 1 ^ . « y » ^ ? ^ J -

D'autre part, les sont nuls, et comme y ? 1 est eonnu à une 
fonction arbitraire près des w', on a 

Sre*d̂-S"*d̂' 
d'où 

(12 a) 

4 ^ = * + § n ^ , 

_ * y ^ F ° rf y < * ' F - r r r . | 

- * — 2 * dx? d*J X k Zi dy%dx\ l y " 
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Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres, en 
observant que r cftF, n rf2R _ 

Ydyldx\\ - dy\dœ\ 

il vient 

/ » . , M d \ y ? ~ l ] , v d * F « r PI P 

Nous avons trouvé plus haut 

( 1 0 c) \_x>k\ = 4> -h const. arb.; 
ce qui signifie que, la constante du second membre pouvant être 
choisie arbitrairement, e s t connue. On a donc 
( n e ) In'é d [ ^ , l ] = » —»f-
On profitera de pour annuler la valeur moyenne du deuxième 
membre et celte équation (ia c) s'intégrera sans peine et nous 
donnera [jKf~1]-

On calculerait de même rif et [ X P _ < ] , de sorte que xf~', x'i

p~{, 

yP~*, y'iP~* sont maintenant entièrement connus. 
Les équations (9 bis) et ( 1 0 bis) peuvent alors s'écrire (9 e) 2nlxP;= §nkxP.= * -h const., 

(10 O i*Ë£ 

d'où l'équation 

dw'k 

dS 

S ni , p = * -4- const. arb., qui détermine Sp à une fonction inconnue près des w' (car nous 
avons plus haut choisi [S^_ ( ] de façon que la valeur moyenne du 
deuxième membre se réduise à une constante); ou, en d'autres 
termes, qui détermine 

Sp-[SP]. 
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Les équations (10 e) et (10/) nous donneront ensuite et x'f 

à des fonctions près de w', c'est-à-dire qu'elles détermineront 

Je dois ajouter que, (10 c) nous donnant déjà nous connais­
sons complètement x%, mais non x'k

p. 

L'équation ( m a ) devient alors 

La valeur moyenne du deuxième membre est nulle en vertu de (126); nous tirerons donc de là 

et l'on trouverait de même 

Problème des trois Corps. 

162. Nous prendrons pour variables indépendantes 

A , A' , <s,; Xi, X',, XI 

et comme au n° 152, supprimant des indices devenus inutiles, 
nous écrirons X et V au lieu de )*( et ~K\. 

Nous allons chercher à satisfaire aux équations du problème en 

remplaçant chacune de ces variables par les développements (4) 

du n° 152 et (17) du n° 155; procédant suivant les puissances 

de jx et de certaines constantes que j'ai appelées x\ et x'f dans les 

n o s 152 et 155 et que j'appellerai ici a,-par analogie avec les notations 

du n° 159 et pour éviter certaines confusions. 

On aura d'ailleurs 

A0.o= const., A ' 0 „ = const.; X0.0=«'1, Xj,0=wj; 
A 0 . ? = AJ, ?= X0.? = K.<r = 0 (<Z>°)> 

ffo.o = To.o=o; 

= a/coswj; t?-1 = «IS'MW'I. 
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Nous avons d'abord à former l'équation qui doit être analogue 
à l'équation (6) du n° 158 et à l'équation (6) du numéro suivant. 

Cette équation sera 

dS . dk dV „ dxi V 1 D(<R? - 1 1/) 

avec une équation analogue où est remplacé par w'k. 

A cette équation (6 6 « ) et à l'équation des forces vives 

( 4 bis) F = const. 

nous adjoindrons les suivantes. En premier lieu, 

. . . . 1 dl dF 

< 1 b i s ) —y- = 2¡¿raz- - ¡ — y - , 

v ' dt * O\F)fc DA 

à laquelle il convient d'ajouter une autre équation de même forme 
où A et X sont remplacés par A' et X'. D'ailleurs disons une fois 
pour toutes que, sans qu'il soit nécessaire de le répéter, il sera con­
venu qu'à toute équation non symétrique en A et A'; X et X', etc., 
il faut en adjoindre une autre où ces lettres sont permutées. Les 
signes S et S conservent le même sens que dans le numéro pré­
cédent. En second lieu, nous aurons encore des équations ana­
logues aux équations ,(4) du n° 159. 

Pour cela posons, comme dans ce numéro, 

x ¡ - - <s¡ eos w'i -+• x¿ sin w'i, 

y i = a¡ sin w\ — T¿ eos w'¡, 

d'où 

Nous aurons alors 

xp 9 = of • * cos w\ -+• x P 9 s ' m w'i, 

~ o . i 0 .1 _ _ 
x i ah y i = o. 

, , dxi dF , dF . , 

( 7 ) * * n k d l ^ = a h i

C 0 S W ' - d V i

S i n W i - " < " ' 
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On verrait, comme dans les numéros précédents, que l'équation 

dK _ d ¥ 

~dt d \ 

et les équations ( 7 ) sont une conséquence nécessaire des équa­
tions (6 bis), (4 bis), (1 bis) et (8) . Ces dernières suffisent donc, 
pour résoudre le problème. 

Le problème ainsi posé présente, combinées entre elles, toutes 
les difficultés que nous avons résolues séparément dans les pre­
miers numéros de ce Chapitre; les mêmes procédés sont appli­
cables. 

J'emploierai la notation suivante, pour abréger certaines écri­
tures; j'écrirai 

[Cf développements ( 1 7 ) page 145] ; je ferai usage de notations 
analogues pour les lettres autres que a-;. 

Cela posé, commençons par annuler p dans toutes nos équa­
tions; (4 bis) nous donnera 

( ¡ a ) F o ( A 0 , A'„) = const. 

Comme la constante du second membre est arbitraire, nous satis­
ferons à cette équation en donnant à A 0 et A'0 des valeurs con­
stantes arbitraires. Nous pourrons supposer, comme nous l'avons 
fait plus haut, que ces constantes sont indépendantes des a,-, c'est-
à-dire que 

A 0 . ? = o pour q > o. 

Nous aurons ensuite, en partant de (6 bis), 

O f l - j = S O ; — > -; · 

dw/t dwjc dw/c 

Quant à (1 bis), il se réduira à 
d\o 

et de même 

*» - dK ' 
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Les équations ( 7 ) et ( 8 ) nous donnent 

< 7 « ) z n % * ± = - n V r i , 

( 8 a ) S r e o ^ r I = r a ; . o a . o _ 

On satisfera à ces équations en supposant que les ri" sont nuls et 
que les x", les y" , les <r°, les T * ne dépendent pas des w, mais seu­
lement des w'. 

Déterminons maintenant S 0 ou plutôt 

S , - [ S , ] . 

Comme les <r° et les x" ne dépendent pas des w, l'équation ( f inr) 

nous donne 
dS0 dSo 

dvt>i dwt ' 

ce qui signifie que S 0 ne dépend pas des w, mais seulement des w'. 
Considérons maintenant dans no,s équations les termes du pre­

mier degré en p.. L'équation (4 bis) va nous donner 

( 4 6 ) § r c ° A . = re? A,-i-reijA'. = F , - const. 

L'équation (6 BIS) nous donnera 

( 6 b ) d S * _ g A ^ " 1 Sa ' d X ' 1 d z ) Y ^ f ' W ) , 
dw/t * 1 duc/t ' dtv^ * dwk ¿4 dwk 

Le premier terme du second membre se réduit évidemment 
à A, pour k = 1 , et à A't pour k = 2 ; car nous savons que 

X 0 = w „ \ ' 0 = w 2 . 

Pour la même raison, quand on change w/, en w'k, il vient 

dtp/,. L <*'*'* J 

Nous avons vu plus haut que x° ne dépend ni de w{ ni de fV2> 
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et il en est de même de tr° ; il vient donc 

[4&]-"A&\~ 
Si donc, dans (6B), nous prenons les valeurs moyennes des deux 
membres, nous aurons, en faisant successivement k = i ou 2 , 

'v'] = [â] = const-
En prenant alors dans (4 b) les valeurs moyennes des deux 

membres, le premier membre devient une constante arbitraire 
avec laquelle la constante du second membre peut se confondre, 
de sorte qu'il restera 

(4 c) [ F , ] = R = const. 

Dans F l ? les variables A, \ , ay et T,- sont supposées remplacées 
par A 0 , X 0)

 etTi"» comme dans R, les variables ~k0 et V0 ont dis­
paru, R reste une fonction des A 0 , of et T? ; cette fonction est 
développable suivant les puissances des cr° et des T " ; les termes 
du degré le moins élevé sont du deuxième degré et s'écrivent 

ï A f ( > î ) ! + U i ( T Î ) ' . 

Passons maintenant à l'équation (1 bis); les termes du premier 
degré en p. donneront 

1 A I « 0 dlt , dl„ __ dF, d*F0 d'-F0 

( , b ) S n * d ^ ^ S n « d ^ ~ - D T 0 - - d Â f X l - d ^ D K A ' -

En prenant les valeurs moyennes des deux membres, il vient 

/ , , dK d2F0 d*F0 

Cette équation nous servira tout à l'heure à déterminer n\. 
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dx) 

dwk 

dx? 

dwk 

dFt 
dFt 

dv? 

( 8 6 ) 2 " * 
M_ 
dwk 

dy\ 

dwk 

dFi . , dFi 
+ daf 

ou, en prenant les valeurs moyennes des deux membres et remar­
quant que x j , y*, cr°, x° ne dépendent que des w', 

J . „ M dxj dR dR . , , 0 

1 7 c ) S nk -j—T — —r-r cos w, 7— sin vci— ni1 Yi, 

w ' * dw'k rix? ' d<s\ ' ' J " 
s '\ dy? dR . , dR , ,, . 

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les S 0 , 
les <r°, les x" et les n'k ; l'analogie avec le problème du n° 159 est 
en effet évidente. 

On passe du problème actuel à celui du n° 159, en changeant 
respectivement 

*?, t?i yï, n'k, tv'k, R, S0 
en 

h, Ifr yt, nk, wk, F, S. 
Les équations ( 4 c ) , ( 7 c) , ( 8 c) sont alors respectivement équi­

valentes aux équations (5 ) , (3) et ( 4 ) du n° 159. De même l'équa­
tion (6 a') obtenue en changeant dans (6 à) wk en w'k est équiva­
lente à l'équation (6) du n° 159. 

Il est vrai que R dépend non seulement des <x° et des x°, mais 
encore de A 0 et A'0. Mais ces quantités, comme nous l'avons vu, 
doivent se réduire à des constantes. 

Les procédés du n° 159 sont donc applicables et nous donneront 

°?, x?, n k , S0. 
D'après l'équation (4 0 ) , R se réduit à une constante et cette 

constante devra dépendre des a,-, des A 0 et des A'0, qui sont nos 
constantes d'intégration. 

Venons maintenant aux équations ( 7 ) et ( 8 ) ; elles nous don­

neront 
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dW 

II en résulte que est encore une constante. Comme [ A , ] , 
[A',] et les dérivées de F 0 sont encore des constanles, le second 
membre de ( i c) sera donc aussi une constante, ce qui nous per­
mettra d'y égaler n\. 

On calculerait de même n2. 

Le second membre de ( 7 b) et de ( 8 6 ) est maintenant entière­
ment connu, ce qui fait que ces équations peuvent s'écrire 

Snl^l =*, 
dwk 

dwk 

La valeur moyenne du second membre est nulle, en vertu 

de ( 7 C ) et ( 8 C ) ; ces équations nous permettront donc de calculer 

* î - [ * î ] , yi-frî], 
et par conséquent 

« 1 - [ » . ] , T . - M , 3 — , · · · · 

Mais il vaut mieux opérer autrement. 
En égalant dans les deux membres de 

( A ) 

les termes en p., il vient 

dxj _ d¥ 

dt dai 

(B) « » * ^ - * . 

qui nous fera connaître 

L'équation (6 b) pour wk= wt nous donne alors 

d S > — A _i_ y / „ o „ 0 1 , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 8 4 C H A P I T R E X V . 

Alors, comme Ft est connu, et que la constante du second 

membre de (4 6) a été choisie plus haut d'une manière arbitraire, 

(4 b) devient 

équation qui détermine 

S i - [ S , ] 

et, par conséquent, 

A T — [ A , ] , A ; - [ A ' , ] . 

Comme [ A ( ] et [A' (] sont, comme je l'ai dit plus haut, des constantes 

que l'on peut choisir arbitrairement, A, et A', sont connus. 

L'équation (6 b') nous donne alors 

( C ) s*} £î- = |̂  + * 
awk dwk 

dx° 

ou, en prenant les valeurs moyennes et remarquant que ne 

dépend pas des wk, 

L l l dw'k dw'k 

ou, en retranchant et remarquant que S ( — est connu, 

Nous avons ainsi une suite d'équations linéaires d'où nous tire­

rons 

"}-['}]• 

Observons que l'équation 

( H ) « » ^ = * . 

déduite de 

en égalant les termes en u., est une conséquence de ( A ) , (B), (D) 
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et des équations précédemment satisfaites 

(4a), (46), (la), (70) (8a), (6a), (66). 
Cela est presque évident et j ' y reviendrai plus loin. On en 

déduirait ensuite sans peine (7 b) et (8 b). 
Comme, d'autre part, 

a 1 d l 0 , 

est connu par (1 c ) , l'équation (1 b) peut s'écrire 

e 0 dXi A 

La valeur moyenne de $ étant nulle d'après ( î c ) , cette équation 
nous donnera 

X,-[X,]. 
On obtiendrait de même 

x;-[*'.]• 
Considérons maintenant dans nos équations les termes du 

second degré en u,. D'abord, l'équation (4 bis) donnera 

, , on. V dFt 1 V dF, 1 V dFi , 

( 4 d) S n ? A , =2 - g - I +2 , / +̂  ^ X, + * + const. 

De même, l'équation (6 bis) donnera 
dSt dk„ . dXt 

- j — = S A , - j 1- S Ai - j — • 
. . , . 1 dwk dwk dwk 

l_ ' o'TVJT 1 ¿»4 ' dwk dwk J 

Prenons les valeurs moyennes des deux membres. Je dis que la 
valeur moyenne du second membre se réduira à 

[ A s ] + * . 

En effet, nous connaissons A, et X,— [X ( ] et par conséquent 

^ j - ; on verrait, comme quand nous avons traité l'équation (6 6), que 
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D'autre part, 

[•»&H«-'-n>£H-<]£]. 
Le premier terme du second membre est connu, puisque nous 
connaissons <T] et T) à une fonction près des w1'. Le second terme 
est nul, car 

Il vient donc finalement 

f A . l = f 4—- I -ï- * = * — const. arb . 

Nous allons prendre maintenant la valeur moyenne des deux 
membres dans (4d); nous venons de trouver la valeur moyenne 
de [ A 2 ] ; considérons un terme du second membre, par exemple 

Il vient 

En opérant de même sur les autres termes de (4^0, confondant 
en une seule les fonctions connues O et les constantes arbitraires, 
on trouve 

(<e) 2(5[ f f''l+3^[T Í])"*+ c o n s t-

On sait en effet que 

—^- = o. dkt, 
Passons maintenant à l'équation ( 7 ) et voyons ce qu'elle nous 

donnera. D'abord le premier membre donnera 

„ dxj , dxj , y , dxl 
k dwk

 h dwk

 K dwk 

Si nous en prenons la valeur moyenne en nous rappelant que n'h' 
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est nul ainsi que la valeur moyenne d'une dérivée prise par rap­
port à w, ou w 2 , nous trouverons 

d F 

Dans le second membre, considérons d'abord le terme en -=—, 

il nous donnera 

dVj. , y / D*F. d 2 F , . d 2 F , , d * F , , \ 

dx,» ~"~2rf V dx}' dA„ 1 dx? d X 0 d x / d-.% T / - dx,° da£ 

ou bien 

2 1 d » F , r , , d 2 F , , d » F , , \ 

{-D^FDR0
 [ X l ] + d x y d r i D ^ I K l ) · 

et la valeur moyenne sera 

^ y / D*R , , , d s R r . A 

* + 2 ( d ^ L ^ + d ^ t ^ V -

On opérerait de même pour · Cela va nous permettre d'écrire 

ce que deviennent les équations ( 7 ) et ( 8 ) quand on y prend dans 
les deux membres des termes du second degré en u,. On trouve 

(7E) S /û? = A c o 8 » ; — B sin W\— N'^ [Y}] — N'^YL, 

( 8 e ) Sn ' t ' = KSMW'I+K COSW'T-*- N'MX]]-*- RIT* X*I, 
DWK 

A et — B étant les seconds membres des équations ( 2 2 ) du n° 155 
(p. 1 4 8 ) , d'où les équations ( 7 e ) et ( 8 e ) se déduisent d'ailleurs 
aisément. Aux équations ( 7 e ) et ( 8 e ) nous adjoindrons la sui­
vante, obtenue en prenant les valeurs moyennes dans (66 ' ) , 

d w ^ dw>t 

Nous allons maintenant, àl'aide des équations ( 4 e ) , ( 7 e ) , ( 8e ) , 
(6c ' ) , déterminer 

M ] , M L *; - 2 [ S . ] -

Ces équations ne sont d'ailleurs pas distinctes, et au Chapitre XIV 
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nous avons vu qu'on pouvait déterminer ces quantités par les 
seules équations ( 2 2 ) du n° ISS, équivalentes à (7e) et (8e) . 

Mais je veux indiquer un autre procédé où l'on se sert seulement 
de (4e) , (6c ') et (8e) et qui se rapproche davantage de la méthode 
que j'ai toujours suivie dans le présent Chapitre. 

Il pourrait donc y avoir intérêt à démontrer que (7 e) peut se 
déduire de ( 4 # ) J (6 c') et (8 e ) ; mais pour cela il est nécessaire 
d'examiner avec plus de détail comment (7) peut se déduire de 
(4 bis), (6 bis) et (8 ) et par conséquent de faire une digression 
qui va occuper les numéros suivants. 

163. Reprenons le problème et les notations du n° 1S8; les 
renvois se rapporteront tous, sauf avis contraire, à ce numéro. 
Nous avons démontré, au début de ce numéro, que les équa­
tions ( 2 ) sont une conséquence des équations (1 ) , (3), (4) et (6 ) . 
Mais on peut se poser la question suivante : Supposons que l'on 
ait satisfait à toutes les équations, déduites de (1 ) , (3), (4) et (6) 
en égalant dans les deux membres les termes indépendants de p., 
les termes en p. , en p . 2 , et ainsi de suite jusqu'aux termes en IX.P 
inclusivement. S'ensuivra-t-il qu'on aura satisfait du même coup 
aux équations déduites de ( 2 ) en égalant dans les deux membres 
les termes tout connus, les termes en p., en u 2 , . . . , en p ^ ? En 
d'autres termes, je suppose qu'on ait satisfait aux équations (1) , 
(3), (4) et (6) aux termes en y.P+I près, c'est-à-dire de telle façon 
qu'après la substitution de notre solution approchée la différence 
des deux membres soit divisible par p . ^ + ' ; s'ensuit-il que les 
équations ( 2 ) seront également satisfaites aux termes en p . P + 1 près? 
Si les équations (1 ) , (3), (4) et (6) sont satisfaites aux termes en 
p . />+ i près, il en sera de même des équations que l'on en déduit 
par voie de différendation, d'addition ou de multiplication, telles 
par exemple que les équations (7) et (8) . Les équations (7) et (8) 
seront donc encore vraies, avec cette différence que dans le second 
membre o devra être remplacé par une fonction développable 
suivant les puissances de p. et divisible par y.P+L. 

Nous aurons donc 

dyi / dF _ dy£, _ H 

dwk \ dxi dt / ' 
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H étant divisible par y . P + i ; et il sera permis d'en conclure que 

dF dyt 

dxi dt 

est égal à une fonction de même forme pourvu que le déterminant 

des — n e soit pas divisible par p . Or c'est précisément ce qui 

arrive, car il se réduit à i pour p = o. 
Donc les équations ( 2 ) sont satisfaites aux termes en p / ' " H près. 

c. Q. F. D. 

Arrivons maintenant au problème du n° 161 ; le raisonnement 
qui précède s'y appliquera sans changement, mais nous devons 
encore nous poser une autre question. 

Outre les équations déduites de (1 bis), ( 2 ) , (4) , (6) en égalant 
dans les deux membres les coefficients de p ^ , nous avons encore 
à envisager celles que l'on peut obtenir en égalant les valeurs 
moyennes des deux membres. 

Je suppose que les équations (i bis), (4) et (6 ) soient satis­
faites aux termes près en p P . Il en résultera, ainsi que nous venons 
de le voir, qu'il en sera de même de l'équation ( 2 ) . 

Je suppose de plus que l'on ait satisfait aux équations obtenues 
de la manière suivante : dans les équations ( 1 bis), (4) et (6) éga­
lons les coefficients de p P et prenons ensuite les valeurs moyennes 
des deux membres. S'ensuivra-t-il que l'équation tirée de ( 2 ) 
par le même procédé sera également satisfaite? 

Nous pouvons exprimer nos hypothèses de la manière suivante : 
les équations ( 1 bis), (4) et (6) ne sont pas satisfaites exactement, 
mais la différence des deux membres est une fonction périodique 
des w et des w', développable suivant les puissances de p , divi­
sible par \I.P et dont la valeur moyenne prise par rapport aux w 
est divisible par p ^ + l . 

Je désignerai par H toute fonction satisfaisant à ces conditions. 
]1 résulte de là que la somme de deux fonctions H est une fonc­
tion H, que la dérivée de H par rapport à Wk ou w'k est une fonc­
tion H. Si enfin nous multiplions H par une fonction K pério­
dique en w et w' développable suivant les puissances de p , le 
produit sera encore une fonction H, pourvu que, pour p = o, K 

H. P — II. i3 
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dxt dF _ jj 
~dt dy~i ~ ' 

C Q. F. D. 164. Revenons maintenant aux hypothèses du n° 159; adop­
tons-en les notations et convenons que tous les renvois se rap­
portent aux équations de ce n° 159. Il s'agit d'établir : 

i ° Que les équations (3) peuvent se déduire des équations (4) , 

ne dépende pas des »·, mais seulement des w'. Nous aurons alors 1̂ /dxi dyt_ _ dxt d y t \ _ 

£ i \ dt dwk dwk dt j 

et 
dyt dF 
—j— = =— -+- H , 
dt dxi 

dw/c \ dt dxij dwk 

dor i dot* t · 

puisque ou se réduit à zéro pour u. = o, et est par con­

séquent indépendant des w. 

Il résulte de là que le second membre de (8) sera encore une 

fonction H. Comme la différentiation de (4) donne •y / dF_ dx^ rfF dyj\ _ H 

£ i \ d x i dwk dyt dwk) ' 

il vient 

Σ dγi f dx± dF \ _ g 
d w k \ d t dyt) '" 

Hk étant une fonction H; d'où 

dri dF _ „ A ^ . 

~ d t ~ - d j i ~ k A ' 

A étant le déterminant des > en y comprenant, bien entendu, les 

-̂ f—, les -^4- et les —r- Quant à A,-.*, c'est un des mineurs de A. 
dwk dw'k dw'k ^ 

Pour [JL — o, A se réduit à 1 , A, .* à 1 ou à o : est donc indé­

pendant des w. On a par conséquent 
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(5) et (6) : c'est là un point que nous avons plus haut énoncé sans 
démonstration, mais dont je vais donner maintenant une démon­
stration qui me sera utile plus loin ; 

2° Que si les équations (5) et (6) sont satisfaites aux termes 
près d'ordre p -+- 2 par rapport aux a,-, et les équations ( 4 ) aux 
termes près d'ordre p + 1 , les équations (3) le seront aux termes 
près d'ordre p + 1 ou, en d'autres termes, que les équations ( i3) 
et ( i 4 ) sont une conséquence des équations ( 7 ) , ( 8 ) et ( 9 ) . 

Les équations (6) , exprimant que dS est une différentielle 
exacte, nous donneront 

(a) V ( d r [ i d r " \ = o 
£ d \ d w k dwq dwq d w k ) ' 

d'où l'on déduirait, comme au n° 158, 

, g - y / d\i drg dlt d r g \ _ 
K ? > £ d t \ d w k dt dt dwk) 

D'autre part, l'équation ( 5 ) , différentiée par rapport à wk, 
nous donne 

Y (dF d\i_ dF d r i i \ _ 
W Zà\d^ dwk

 + dru d w k ) ~ ° ' 

Posons maintenant 

d'il dr\i . - , 
- 7 - C 0 S W / + ~ - sin W( = A,-, 
ai ai • 

dçi . dr.j , , 
_ s . n « 7 - H - ^ c o s < v , = Y,-, 

à%i , drit . k 

— . — • cos a>i H — i - 1 - sin Wl = X , , 
dwk dwk 

dçi . dr\f v k 

-y—— sin W i - 4 - —}—cos iv( = Y, , 
dwk dwk 

dF dF . 
—.— coswi - t - -51- sin wtr = A,-, 
drit d%<. 

dF . dF 
—;— sin wi -H ~ar cos wt = ai. 
dru d^i 

En effet, avec ces nouvelles notations, les équations (3 ) et (4 ) 
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vont s'écrire respectivement 

( 8 ) X / = A , - , 

( s ) Y/ = B/. 

L'équation (fi) deviendra 

(?') S ( X f * Y , - Y f X , ) = o 

et l'équation (y) d.eviendra 

( ï ' ) 2 ( X f B , - Y f A , ) = o. 

Je dis que de ( e ) , (¡3') et (y ') on peut déduire (S), et en effet 
de (fi') et (e) on déduit 

(O 2 ( X f B , - Y f X , ) = o 

ou enfin 

( 8 ) S , Y f ( X J . _ A , ) = o ( * = i , a > . . . , « ) . 

Comme le déterminant des Y* n'est pas nul, on déduira de là 

X; = A,-. c. Q. F. D. 

Supposons maintenant que les équations (4) soient vraies aux 
termes près d'ordre p -+-i par rapport aux a4- et les équations (5) 
et (6) aux termes près d'ordre p -+- 2 . 

Alors les équations (a), (fi), ( y ) , (¡3') et (y') seront vraies aux 
termes près d'ordre p -f- a, ( E ) aux termes près d'ordre p - + - 1 . 
Comme le développement de Xf commence par des termes de 
premier ordre, en multipliant (e) par X*, on obtiendra une équa­
tion qui sera vraie aux termes près d'ordre p -+· i. 

Il suit de là que (Ç) et (9) seront satisfaites aux termes près 
d'ordre p -f- i. Je dis qu'il en résulte que (2) le sera aux termes 
près de l'ordre p + i · 

En effet, posons pour un instant 

ai = Xa'i 

de telle façon que les termes d'ordre p par rapport aux a¡ 
deviennent divisibles par \ P . 
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Je poserai ensuite 

X,- — A; = XP+< CI, 

Yf = XZf. 

Ce que je me propose d'établir, c'est que C i reste fini pour \ = o. 
L'équation (8) étant satisfaite aux termes près de l'ordrep - + - 2 , 

nous aurons 

2 Y * ( X , - A , ) = X/>+«HA.. 

H* restant fini pour X = o ; d'où 

S Z * Ct = H*. 

11 suit de là que C,- reste fini pour \ — o, pourvu que le détermi­
nant des Z* ne s'annule pas pour X = o. 

Or ce déterminant se réduit pour X = o à 

± a ' . . a ' j . . . a ; , . 

11 n'est donc pas nul. c. Q. F . n. 

165. Je reviens maintenant au problème du n° 162. Je me pro­
pose de démontrer que ( 7 e) est une conséquence de (4 e), (6 c') 
et (8 e ) , en supposant, bien entendu, comme nous l'avons fait plus 
haut, qu'on ait préalablement satisfait aux équations (4 a), (4 b 
(6a), (6b), (8a), (8 6), (xa), ( . 6 ) . 

Ces hypothèses peuvent se traduire de la manière suivante. 
Dire que (4 a), (4 b) et (4 e) sont satisfaites, c'est dire que 

l'on a 
F = const.-4- (JT2H0. 

Je désigne par H toute fonction développable suivant les puis­
sances croissantes cfe p. et périodique par rapport aux w et aux w' 
et par H 0 toute fonction H dont la valeur moyenne s'annule 
pour p. = 0 . 

On en déduit 
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Dire que (ia) et (i b) sont satisfaites, c'est dire que 

d, , « dA , i 

ou, puisque s annule pour p = o, 

dk (dk dF\ 

( ? ) d w - k { d l ~ d A ) = i l U -

Passons aux équations déduites de (6 bis). 

Nous supposons que (6 a), (6 b), (6 b') sont satisfaites, mais ce 
n'est pas tout; en effet, pour établir l'équation ( 4 e ) , nous nous 
sommes servi de l'équation (6 d) ou plutôt de l'équation (6 e) 
que l'on en déduit en égalant les valeurs moyennes de deux 
membres. 

Cette équation ( 6 e ) est donc supposée satisfaite; mais il n'en 
est pas de même de l'équation (6 e') que l'on en déduirait en y 
changeant wk en w'k. 

Comment tout cela va-t-il s'exprimer dans notre nouveau lan­
gage? 

Comme (6 a) , (6 b) et (6 e) sont satisfaites, nous aurons 

C* désignant pour un moment le second membre de (6 bis). Si nous 
changeons wk en w'q, il viendra, en désignant par C^ ce que de­
vient C/t, 

3% = 

La valeur moyenne de H ne s'annule pas pour [A = o parce que 
(7 e') n'est pas supposée satisfaite. 

Si l'on différentie la première par rapport à w'q, la seconde par 
rapport à w/, et qu'on retranche, il vient 

dCk dC'ç _ 5 jj 
dw'q dwk ~~ ^ °° 

On aurait de même 
dCk dCa . u 
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mais on aurait seulement 

i g5 

dw'q dw'k
 r ' 

sans que la valeur moyenne de H s'annule pour p = o. Mais, si l'on 

multiplie l'équation par n'q qui s'annule pour \x — o, il vient 

Nous aurons donc 

r (dCk dCg\ /dCk dC'q\l 

avec l'équation analogue qu'on en déduirait en changeant Wk_ en w ' k . 
Gela nous permet d'écrire 

. . ^ / dA d\ dX dA dai dxt dzt dai \ 
^' Zà\di dwk ~ ~dî dwk

 + ~dt dw~h ~ ~di dw~k)
 = fA*H° 

avec l'équation qu'on peut en déduire en changeant w k en w ' k . 
Posons, comme au numéro précédent, 

dai . dti . 
cos w'i -Y- —~ sin w'i = X ( 

dai . , dzi , 
— r S i n o ? ; — —;-cos«>; = Y . dt ' dt » 
da/ , dxi . , 

— — cos u>i -h - j — sin (fi =s y * dwk dwk ^-t i 

dai . , dxi , 
——- sin wi ; — cos wi = Y * 
dwk dwk <> 

d¥ , d¥ . , 
- r - C O S W ! — -r— sin « > , = : A . dii 1 dai 
dF . , dF 
-=— s i n w ; - H -=— c o s w f ^ f c dxt dai **t 

avec d'autres équations analogues où w k i y * s o n t r e m p l a c é s 
par les mêmes lettres accentuées. 
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Les équations (a) et (y) deviennent alors 

<«') 2(§^-££;-*ÎB,-v f i,) = ,.„., 
<"•> 2(% 
avec d'autres équations analogues où w*, X*, Y* sont remplacés 
par les mêmes lettres accentuées. 

D'autre part, (8 a), (8 è) et (8 c) étant supposées satisfaites, il 
vient 

Y , - B , = p iH, . 

La combinaison de toutes nos équations nous donnera alors 

SévS-S)***-1"-"-
avec une autre équation où Wk et Yf sont remplacés par les mêmes 
lettres accentuées. 

Nous avons là un système d'équations linéaires d'où l'on pourra 
tirer 

dA. dF 

dt d \ 

Pour p. = o, que deviennent les coefficients de ces équations et 
leur déterminant? 

Les dérivées de s'annulent, sauf-,— et -=— qui se réduisent 
dwk ' dw, dw2 * 

à i . Les Y* s'annulent. Quant à 

,.// d<y? . . dx? , 
Y / = -r-V s in w'i —V cos w't 

il est indépendant de wt et w±. 

Le déterminant et ses mineurs est donc indépendant des w 
pour p = o ; de plus, ce déterminant ne s'annule pas. 

Il vient donc 
X«—A«- = p»H„, 

ce qui veut dire que (7 a), (7 b), (7 e) sont satisfaites. 
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Il me reste encore à établir, ainsi que je l'avais annoncé plus 
haut, que l'équation E du n° 162 est une conséquence de ( A ) , (B) , 
(D) , (4 a), (4 b), (i a), ( 7 a), (8 a), (6 a), (6 b). 

De (4 a) et (4 b) on déduit 

(a") À = u,*H, 

A étant le premier nombre de ( a ) . 

De ( i a ) on déduit 

dk _ dF _ 

et 

Passons aux équations dérivées de (6 bis). Comme (6 a) et (6 6) 
sont satisfaites, il vient 

De même, (6 a') est satisfaite, mais (6 è') ne l'est qu'à une fonc­
tion près des w'; et en effet nous avons déduit l'équation ( D ) de 
l'équation (C) équivalente (6 b') en en retranchant une autre équa­
tion dont les deux membres sont des fonctions inconnues des w'; 
je puis donc écrire 

K étant indépendant des w. 
On déduira de là 

: ,11 H , 

: | 1 * H , 

: O . H , 

dG/c _ dC^ 

dw'g div/c 

dGjt dCf 

d w q dwk 

dC'k _ dG'q 

dw'q d^k 

ou, puisque ri est divisible par p, 
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ou enfin 

(Y') C = H 2 H , 

G étant le premier membre de (y ) ou bien encore ce premier 
membre où wk est remplacé par w'k. 

Les équations (7 a) , (8 a) et (D) nous donnent 

La combinaison de toutes nos équations nous donne alors 

dwk \ d t dk) dwk \ dt or,-/ r ' 

équations linéaires d'où nous tirerons, comme plus haut, 

drst dF 

= ° - Q - F - D -

166. Après cette longue digression, je reprends le problème du 
n° 162 au point où je l'avais laissé. Il s'agissait de la détermination 
de [<x1] et [ T ! ] à l'aide de (4 e), (8 e) et (6 c ' ) . 

Pour cela nous allons supposer les deux, termes de nos équations 
développées suivant les puissances de a4- et égaler dans les deux 
membres les termes de même degré. 

L'équation (4 e) commencera par des termes du premier degré 
et, égalant les termes du premier degré, on obtiendra 

( 4 6) 2 a A i ( < r ? - 1 [ T j - ° ] - l - T ? - I [ x î - 0 ] ) = * - l - c o n s t . 

Le second membre de (6 d) commençant par des termes du 
premier degré, nous trouverons d'abord 

[St .o ] = const. 

Il viendra ensuite, en égalant les termes du premier degré, 

D W , K J d w , k + ° i d w , k d w , k j 
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rf[S,.,] 
dw 

( 6 / ) { =[an$v - K - i ^ 
L * J dw'k

 L * J dw'k 

De sorte que l'équation 4 / devient 

S 2 A , Î ^ i l = * + const . . 
dw\ 

ce qui nous donne [ S . . ( ] et par conséquent les [ ¿ c ^ 0 ] . 

Il reste à déterminer les [y* °] e t * satisfaire à l'équation (S/) 

obtenue en égalant dans (8 e) les termes de degré zéro par rapport 
aux a,-. A la rigueur, l'équation ( 4 / ) peut suffire pour cela, si nous 
nous rappelons que les [<J¿'°] et les [TL"°] doivent être des con­
stantes parce que les <s^ et les étant développables suivant les 
puissances des a,-cosw¿ et des a tsinw¿, les termes de degré zéro 
par rapport aux a,- doivent être indépendants des w\. 

Qu'est-ce maintenant que la fonction <J> du second membre 
de (4 / ) ? Pour obtenir celte fonction, il faut évidemment : prendre 
la fonction — F 2 ; y remplacer les A, les X, les <T¿, les x¡ par les 
A 0 , les w, les a", les T " ; en prendre la valeur moyenne; considérer 
dans cette valeur moyenne les termes du premier degré par rap­
port aux u¿ et aux T ° ; y remplacer les <r¿ et les T " par les 0 - ° · ' et 
les x¿ - 1 . $ sera donc de la forme 

les B,- et les Ct- étant des constantes. L'équation ( 4 / ) s'écrit alors 

S a A / K - ' O / - 0 ] — T ? 1 [ - c í - ° ] ) = 2 B , c T ? 1 - t - S G i T ? - 1 + const. 

Siles [o-! °] et les [T¿'°] doivent être des constantes, on ne pourra 
y satisfaire qu'en annulant la constante et en faisant 

r _ 1 . 0 i _ r _ i . O T 

Je dis de plus qu'on satisfera de la sorte à (8f)i car on satis-
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fait ainsi aux équations ( 2 3 ) du n° 155 (p. i4g) dont ( 8 / ) n'est 
qu'une combinaison simple qui s'obtient en les ajoutant après les 
avoir multipliées par + sinw^ et — cos» 1)-. 

Egalons maintenant les termes du second degré dans (4 c ) , il 
viendra 

( 4 G) ZiA^R1
 [ „ , « • * ] - H , ? • « [ T , 1 - 1 ] ) = * + const. 

Egalons de même les termes du second degré dans (6 c'), il 
viendra 

( 6 G) 4> + = - K 1 [ a ' - » ] - T J - 1 [x i -* ] ) = - 4 ' [ a * 1 ] -

L'équation (4 g) devient alors 

2 2 A , - ^ f J ^ î ! = <P + c o n s t . , 
avi>i 

ce qui nous donne [ S ( . 2 ] et par conséquent les 
Considérons maintenant l'équation ( 8 ^ ) que l'on obtient en 

égalant dans (8 e) les termes du premier degré. On pourra éga­
lement l'obtenir en faisant q = \ dans les équations ( 2 5 ) du 
n° 155 (p . i49)) multipliant la première par sinw^, la seconde 
par — cosw- et ajoutant. Faisons cette opération, en nous rappe­
lant que la constante que nous désignions par dans le n° 155 
est maintenant représentée par a,-; il viendra 

1 8 s ) S n * ' ° = % 1 ' , ] = * - v - , ^ , 1 ] + » ; m » / -

Nous connaissons maintenant [ a ^ - 1 ] ; l'équation se réduit donc à 

A ' [ r J - 1 ] = *-*-/ii'-ia f. 

On déterminera n'?* de façon que la valeur moyenne du 

second membre soit nulle et l'équation déterminera ensuite aisé­

ment [ J K , ' 1 ] et par conséquent les [a-;' 1] et les [ T ' " 1 ] . 

Poursuivant de la sorte, on déterminerait de même les n ' , î - ? - ' , 

les [*•·»], les [*!·*]. 

Les n\, les [o-^] et les étant ainsi déterminés, on calcule­

rait les autres quantités par les méthodes du n° 162. Chaque quan-
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tité devrait être déterminée par le même procédé que celle qui 
n'en diffère que parce que son indice (relatif au degré en u.) est 
moins élevé d'une unité. 

Il faudrait, bien entendu, avoir soin d'observer le même ordre 
qu'au n° 162. 

Les méthodes du Chapitre X V permettent donc d'atteindre le 
même but que celles du Chapitre XIV. Quelques calculs sont un 
peu simplifiés. De plus, ces méthodes nouvelles ont un avantage 
qu'il importe de signaler et que ne possédaient pas celles du Cha­
pitre précédent : c'est qu'elles portent en elles-mêmes la démon­
stration de leur propre possibilité. Elles pourraient donc être 
exposées sans que l'on ait à passer par l'intermédiaire des Cha­
pitres IX à XIII, ni à parler des nombreux changements des 
variables que nous avons dû faire dans ces Chapitres et qui ne 
sont utiles que pour la démonstration, mais non pour les calculs. 
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CHAPITRE XVI. 
MÉTHODES DE M . GYLDÉN. 

167. Les méthodes dont je vais maintenant parler présentent 
un grand caractère d'originalité; la plupart se rattachent, malgré 
les apparences contraires, aux méthodes qui ont été exposées dans 
les Chapitres précédents, mais quelques-unes les dépassent et 
permettent d'aborder des problèmes auxquels les procédés des 
Chapitres IX et X V ne sont plus applicables; elles ont ainsi plus 
de parenté avec les méthodes dont il sera question plus loin. 

Bien entendu, le mode d'exposition que j'emploierai sera très 
différent de celui de M. Gyldén. 

Les méthodes de M. Gyldén sont, en effet, un composé de plu­
sieurs artifices qui n'ont les uns avec les autres aucun lien néces­
saire et qu'il vaut mieux étudier séparément, quitte à en faire 
ensuite la synthèse, ce que le lecteur pourra faire sans aucune 
peine. 

Le premier de ces artifices est l'emploi d'une variable indépen­
dante particulière. 

Supposons d'abord que les trois corps se meuvent dans un 
même plan. Considérons dans ce plan le mouvement de l'une des 
planètes qui sera soumise à l'action d'un corps central dont nous 
prendrons la position pour origine et à l'action perturbatrice 
d'une autre planète. 

Soient r et v les coordonnées polaires de la planète considérée, 
[A la masse du corps central, Q la fonction perturbatrice. Les 
équations du mouvement seront 

d(r* 

V dt) _ d Q d^r ( d v y _ dQ 
( I ) dt ~ dv' df- r \ d t ) ~*~ r* ~d\ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M É T H O D E S DE M. G Y L D É N . 203 

Dans le cas où Q = o , le mouvement devient képlérien; la pre­
mière des équations ( i ) s'intègre immédiatement et donne (c étant 
une constante) 

(.) = 

Si ensuite on prend v pour variable indépendante et qu'on pose 

r = — la seconde équation ( i ) devient 

<3> ^ + K+f=°' 
ce qui met immédiatement en évidence la forme elliptique de la 
trajectoire. 

Revenons au cas général où Q n'est pas nul. M. Gjldén s'est 
proposé alors d'adopter une variable indépendante telle que les 
équations du mouvement prennent une forme analogue à celle des 
équations ( 2 ) et (3 ) . 

Pour cela posons 

(4) 
dt ~ 7-2 ' 

c 0 étant une nouvelle constante. 

Si nous prenons va pour variable indépendante, la première 
équation (1) deviendra ,j. d-v __ 7- 2 du 

' dvî ~ 'cl'dv 

et la seconde équation ( 1 ) deviendra, en posant encore r= — ^> 

d^u f d<> y |i _ 7-2 du 
dv% \dv0J c 0

 — c 0 dr 

L'analogie avec l'équation (3) sera encore plus évidente si l'on 
observe que, dans les calculs qui vont suivre, v différera très peu 
de v0 et si, faisant passer dans le second membre un terme très 
petit qui sera du même ordre de grandeur que Q, on écrit 

#B IL 7-2 da \ [ dv vi (6) ^+"+S = ̂  + "L,_U;] J' 
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et dont les seconds membres dépendent non seulement de u et 

Le choix de la variable v0, tout en présentant des avantages évi­
dents, n'est pas non plus sans inconvénient. 

En effet, le Problème des trois Corps se présente sous deux 
formes bien différentes suivant que l'on a affaire à deux planètes 
dont les masses sont comparables, ou, au contraire, si l'une des 
deux est beaucoup plus petite que l'autre. 

Dans le premier cas, il faudrait rapporter l'une des planètes à 
la variable indépendante v0 et l'autre à la variable indépendante v'0, 
analogue mais différente et définie par l'équation 

dt r'* ' 

r' étant le rayon vecteur de la seconde planète. 
Ce serait là une source de complications; aussi la méthode 

de M. Gyldén sous sa forme primitive est-elle plutôt faite pour 
le second cas, par exemple, pour l'étude des perturbations des 
petites planètes par Jupiter. 

Mais ici encore il y a des difficultés. 
Le mouvement de Jupiter est connu, mais il l'est en fonction 

de t et non pas de va ; pour passer de l'expression en fonction de t 
à l'expression en fonction de va, il faut y remplacer t par sa valeur 
en fonction de v0 tirée de l'équation (4)· Cette expression de t en 
fonction de v0 variera à chaque approximation ; il faudra donc à 
chaque fois corriger les coordonnées de Jupiter. Ces inconvé­
nients sont en partie compensés par des avantages importants. Un 
autre inconvénient, c'est que nos équations ont perdu la forme des 
équations de Lagrange; mais nous ne tarderons pas à la retrouver. 

168. Voici maintenant sous quelle forme se présentent les 

équations du mouvement. 

Les coordonnées u et v de la première planète sont exprimées 
en fonctions de p 0 par les équations (5) et (6 ) , dont les premiers 
membres ont la forme simple 

d2 v d*u ¡x 

dv$ dv\ c 0 
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de v, mais des coordonnées correspondantes u' et v' de la planète 
troublante. 

La variable v„ sera liée à t par l'équation (4 ) . 
Les coordonnées u' et v1 de la deuxième planète seront de même 

exprimées en fonctions d'une variable nouvelle ç'0, par des équa­
tions (5') et (6') analogues à (5) et à (6 ) . 

La variable v'0 sera de son côté définie en fonction de £, par une 
équation ( 4 ' ) analogue à ( 4 ) . 

Supposons maintenant que l'on veuille appliquer à ces équa­
tions des procédés analogues à ceux des anciennes méthodes de 
la Mécanique céleste, voici ce que l'on ferait : Imaginons que l'on 
connaisse des valeurs approchées de u et de v, de u' et de v1 tant 
en fonctions de v0 qu'en fonctions de v'0. 

Dans le second membre de (5) ou de (6) , substituons à la place 
de u, r, u' et v' leurs valeurs approchées en fonctions de va ; les 
seconds membres deviennent des fonctions connues de va, et nos 
équations sont faciles à intégrer par quadrature. 

Nous posséderons ainsi des valeurs plus approchées de u et de v 
en fonctions de v0. 

Opérons de même sur (5 ' ) et (6 ' ) , nous obtiendrons des valeurs 
plus approchées de u' et de v' en fonctions de v'0. 

L'équation ( 4 ) nous donnera ensuite par quadrature t en fonc­
tion de v0, et l'équation ( 4 ' ) nous donnera t en fonction de v'0 ; et, 
par conséquent, en rapprochant ces deux résultats l'un de l'autre, 
on aura va en fonction de v'0 et inversement. 

Nous pourrons alors exprimer d'une manière plus approchée u 
et ç en fonctions de ç'0, ou « ' et v' en fonctions de p„. Possédant 
maintenant des valeurs plus approchées de M, V, U ' , V' tant en 
fonctions de v0 qu'en fonctions de ç'0, nous pourrons opérer avec 
cette seconde approximation comme nous avons opéré avec la 
première, et ainsi de suite. 

Il reste à choisir la première approximation; or nous cherchons 
pour le moment à nous rendre compte de ce qu'auraient fait des 
calculateurs pénétrés de l'esprit des anciennes méthodes, afin de 
mieux comprendre les perfectionnements qu'y a cru devoir intro­
duire M. Gyldén. Il est clair alors que le choix le plus conforme 
à cet esprit, c'est celui qui consiste à prendre pour première 
approximation le mouvement képlérien. 

H . P . — II. i 4 
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On trouve ainsi 

v' = v'0, u' 

a, [3, a' et P' étant des constantes d'intégration. 

Quant à la relation entre e 0

 e t v'B, elle a une forme compliquée. 
Il vient 

dvo _ dv"0 

u2 \fca u'2 /cï 
équation que l'on peut intégrer par quadratures. On en tirera 
ensuite v't en fonction de v0; si l'on développe v'0 suivant les puis­
sances croissantes des constantes a, ¡3, a' et ¡3', qui sont générale­
ment très petites, le premier terme du développement, celui qui 
est indépendant de ces quatre constantes, se réduit à une fonction 
linéaire de v0. 

La relation entre v'a et v0 est donc compliquée dès la première 
approximation. C'est là une difficulté un peu artificielle et d'un 
genre tout nouveau; elle tient d'ailleurs au choix des variables 
indépendantes et elle ne disparaîtra pas quand je quitterai les 
procédés inspirés des méthodes anciennes, pour les méthodes 
proprement dites de M. Gyldén. 

Nous n'avons rien rencontré de pareil dans l'étude des méthodes 
de M. Newcomb ; mais il ne faut toutefois pas s'exagérer l'impor­
tance de ce fait. Le développement de la fonction perturbatrice 
exigera toujours de longs calculs; cependant, on l'obtiendra plus 
vite en fonction des anomalies vraies qu'en fonction des anomalies 
moyennes. Dans la méthode de M. Newcomb, nous avons supposé 
la fonction perturbatrice exprimée à l'aide des éléments osculateurs 
des deux planètes et de leurs anomalies moyennes. Pour l'obtenir 
ainsi, il aurait fallu de longs efforts, mais dès qu'on la possède 
tous les obstacles sont aplanis. Ici, au contraire, nous avons 
exprimé Q en fonction de u, v, u' et v1, ce qui est incomparable­
ment plus facile. Mais la difficulté que nous avions ainsi écartée 
pour un moment devait forcément reparaître. La relation com­
pliquée qui lie v0 à v'0 est la première forme sous laquelle nous la 

— Ü _|_ « cos Po •+• P sin c 0 ) 

= — —,—H a'cosi>'„-l- P'sinc'0, 
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rencontrons. L'ennui est de recommencer à chaque approximation 
et de s'y reprendre à plusieurs fois. 

Voyons maintenant quel est l'écueil que l'on a à redouter quand 
on emploie ces procédés imités des méthodes anciennes, et quels 
sont les artifices qu'a employés M. Gyldén pour l'éviter. 

Les équations (5) et (6 ) , quand on y a remplacé dans les seconds 
membres u, v, u' et v' en fonctions de v9, deviennent des équations 
linéaires à second membre et sont faciles à intégrer. 

A. la première approximation, ces seconds membres se présen­
teront sous la forme de séries trigonométriques dont les termes 
dépendront des sinus et des cosinus de 

(n -+- mk)?,,, 

où n et m sont des entiers et k le rapport des moyens mouvements. 
Si le second membre de (5) ne contenait pas de terme connu, ou 
si celui de (6) ne contenait pas de terme en sinç>0 ou en cosc 0 , 
les valeurs de u et de v tirées de (5) et de (6) seraient encore de 
même forme. Mais les seconds membres de (5) et de (6) contien­
nent précisément des termes tout connus, des termes en sinp0 et cos<>ot e t il résultera dans l'expression de v un terme en 

et dans celle de u des termes en 

C 0 C O S P 0 et c0sinfo, 
où la variable indépendante c 0 sortira des signes trigonomé­
triques. 

Aux approximations suivantes, il est clair qu'on trouverait en 
dehors de ces signes des puissances plus élevées encore de v0. 
Ainsi, comme il était aisé de le prévoir, l'emploi de la variable v„ 
n'a rien changé au caractère essentiel des anciennes méthodes, et 
c'est à un autre artifice qu'il faut avoir recours si l'on veut éviter 
que la variable sorte des signes trigonométriques. 

Le seul avantage du choix de v0, à côté des inconvénients que 
nous avons signalés, est donc d'avoir donné aux équations la 
forme linéaire. 

169. Pour éviter les termes séculaires, c'est-à-dire ceux où vt 
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n'est pas sous un signe sinus ou cosinus, M. Gyldén a donc dû 
imaginer un artifice nouveau. 

Considérons l'une des équations (5 ) ou ( 6 ) ; faisons passer dans 
le premier membre celui ou ceux des termes du second membre 
dont l'influence paraît devoir être la plus grande. Remplaçons dans 
le second membre u , i>, u' et i>' par leurs valeurs approchées de 
telle façon que les quantités inconnues u , v, u 1 et v1 ne figurent 
plus que dans le premier membre; nous obtiendrons ainsi de nou­
velles équations que des artifices nouveaux nous permettront d'in­
tégrer. 

Cela comporte évidemment un assez grand degré d'arbitraire; 
on peut, en effet, suivant les cas, porter son attention sur tel ou 
tel terme et le faire passer dans le premier membre. De là, la 
souplesse de la méthode. Bien qu'on puisse, pour ainsi dire, la 
varier à l'infini, je vais énumérer ici les formes d'équations que 
M. Gyldén a le plus envisagées. 

Soient M4, t;,, u \ , v\ des valeurs approchées de u , i>, u' et v'; 
posons 

K = « 1 -t- ? , V = Vj -+- / , u' = ll[ -t- p', v' — v\ -+- y'. 

La quantité p sera celle que M. Gyldén appelle Xévection, et la 
quantité y s'appellera la variation ; on se contente ordinairement 
de prendre 

vi — v„ ; v = c 0 - t - X -

Avec ces nouvelles inconnues, les équations (5) et (6) prennent 
la forme suivante 

A et B étant des fonctions développées suivant les puissances 

croissantes de p, p', ^ et y' et, en outre, du moins en ce qui con­

cerne B, suivant celles de les coefficients des développements 

seront des fonctions connues de ç 0 . Nous ferons ensuite passer 
dans le premier membre quelques-uns des termes de A et de B, 
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et, conservant les inconnues p et ^ dans le premier membre, nous 
remplacerons au contraire dans le second membre et pour une 
première approximation ces quantités par zéro. 

La fonction B contiendra, entre autres termes remarquables, 
des termes de la forme 

Cp", Cp sin(X p„+ k), 
C, )>. et k étant des constantes. 

i" Si nous faisons passer dans le premier membre de (6 bis) le 
second de ces termes, nous trouvons 

(6a) ^ + p[i —Csin(Ae0-i-*)] = B', 
B' étant ce que devient B quand on en retranche le terme qu'on a 
fait ainsi passer dans le premier membre. 

Dans B', nous ferons ensuite 

? = x= p' = x'="°-
L'équation (6 a) sera encore une équation linéaire à second 
membre; mais ce ne sera plus une équation à coefficients con­
stants. 

Il est clair maintenant que nous pouvons tout aussi bien écrire, 
a et ¡3 étant deux quantités très petites quelconques, 

(6 b) |̂+p[(I + a)_C(i+P)sin(Xpo-t-*)] = B", 
où B"= B'-+- a? -+- C Pp sin(Xt>o + k) 
et où, d'ailleurs, on aura finalement, en première approximation, 

B"= B'= B, 
puisque l'on convient d'annuler p, p', y_ et y' dans le second 
membre. 

On pourra ensuite profiter de diverses manières de l'indétermi­
nation de a et de [3. 2 ° On peut aussi faire passer dans le premier membre un terme 
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en p 3 et écrire 

ou 

( 6 C ) J | + P ( i - H a ) - C p 3 = B 4 - a p - C p » , 

et faire ensuite 
P = X = ° 

dans le second membre. 
3° Il est clair que A sera une fonction développable suivant les 

sinus et cosinus des multiples de v et de v'. Soit alors 

C s\n(mv -+- nv'-\- k) 

un terme de A; m et n sont des entiers et k une constante. Rem-

placons-y v par V\ -+- % et v' par sa valeur approchée v\, exprimée 

en fonction de v0, nous aurons évidemment 

Vi = K o - H <p, 

v\ - u . e 0 - + - < p ' . 

ip et if' étant des séries développées suivant les sinus et cosinus 
des multiples de v 0 et de u .ç> 0 et u, étant le rapport des moyens 
mouvements. Les termes complémentaires <p et ip'seront d'ailleurs 
beaucoup plus petits que les termes principaux v0 et u.«v 

Alors l'expression 
C sin(mt>i-\- nv\ -+- k) 

pourra également se développer en une série ordonnée suivant 
les lignes trigonométriques des multiples de v0 et de u . p 0 , E T I E 

terme principal du développement sera 

G SIN(/NI>O-T- TI[JI.PO + k). 

De même, si dans l'expression 

C SIN(»JP -+- nv\ -+• k), 

nous remplaçons v et v\ par 

fo + x-t-ç et HCo - t - <p', 
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cette expression sera développable suivant les lignes trigonomé-

triques des multiples de 

vo, fo + X et ne0 

et le terme principal du développement sera 

G sin(wco-H Tififo +"<X -t- k). 

C'est ce terme que nous ferons passer dans le premier membre 

de l'équation (5 ) , qui s'écrira alors 

(5a) -j^l — G sin(mi>o -+- /ifjn>0-t- >"X -t- k) = A' 
où A' = A — G sin( mv0 -+- n ¡ip» •+• my -+- k). 
Dans A' on fera ensuite 

P = X = p ' =X ' = o, 

de telle façon que A' puisse être regardé comme une fonction 

connue de v„. 
Le plus souvent on se contentera de prendre 

et l'exposition du procédé précédent s'en trouvera un peu sim­

plifiée. 

Les équations (6 6) , (6 c) et (5 a ) sont celles dont M. Gyldén 

fait le plus souvent usage. 

Observons qu'elles sont toutes de la forme suivante 

ou 

m £f =/(*,<>.)· 
Elles sont donc susceptibles d'être ramenées à la forme canonique 

d'après ce qu'on a vu au Tome I, page 12 [équation (3) du n° 2]· 

Nous avons supposé que dans les seconds membres de nos 
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équations nous faisions 

P = X = ?'=%'= o-

C'est en effet ce que l'on fait à la première approximation. Mais à 
la seconde approximation il faut, dans ces seconds membres, rem­
placer ces quantités p , y , p' et y ' par leurs valeurs déduites de la 
première approximation et ainsi de suite. 

Ces seconds membres seront donc ainsi toujours des fonctions 
connues de c 0 et les équations conserveront la même forme. 

Réduction des équations. 

170. Les équations (5 a), (6 6) , (6 c) sont du deuxième ordre ; 
cela tient à ce que nous avons eu soin de ne faire passer dans le 
premier membre de (5) que des termes dépendant seulement de y^ 
et dans le premier membre de (6) que des termes dépendant seu­
lement de p . 

Quand on a fait ensuite dans le second membre 

p = x = p'=y.'=°> 
l'équation (5) ne contient plus qu'une seule inconnue y et l'équa­
tion (6) n'en contient non plus qu'une seule qui est p . 

Mais cela peut ne pas être toujours légitime. Il peut arriver 
que dans le second membre de (5 ) , par exemple, certains termes 
dépendant de p soient aussi importants que les termes les plus 
influents dépendant de y et qu'il faille également le faire passer 
dans le premier membre. 

De même pour l'équation (6 ) . Quand alors on aura annulé les p 
et les y dans les seconds membres, les deux équations (5) et (6) 
contiendront encore les deux inconnues p et y et, après l'élimina­
tion de l'une d'entre elles, l'équation résultante sera non plus du 
deuxième, mais du quatrième ordre. 

L'ordre serait même encore plus élevé si l'on avait été forcé de 
faire passer dans le premier membre des termes dépendant de p' 
et de y ' . 

Dans ces cas, M. Gyldén emploie, pour ramener les équations 
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au deuxième ordre, un procédé dont je voudrais faire comprendre 
l'esprit. 

Considérons d'abord une équation du quatrième ordre, par 
exemple, et de la forme suivante 

, -, D I ? / » D T>
 d * P r, d - p O dp „ \ 

(I) _£ + p = «(A + B.^ + B I ^£ -4 - B , ^ + B l^ + B0pj> 

A et B étant des fonctions connues de v que je supposerai finies et 
a un coefficient très petit. 

L'équation nous montre d'abord que, si les valeurs initiales de p 

et de ^ sont de l'ordre de oc, ce que nous supposerons, p restera 

de l'ordre de a. 
Si nous négligions donc les termes de l'ordre de a 2, nous pour­

rions écrire 

et l'équation serait ramenée au second ordre. 
Mais nous voulons tenir compte des termes de l'ordre de a2, 

en négligeant ceux de l'ordre de a 3. Il vient, avec ce degré d'ap­
proximation, 

J'arrive à ce résultat, en multipliant l'équation ( i ) par a et y 
négligeant les termes qui sont devenus de l'ordre de a 3 par celte 
multiplication. 

L'équation ( i ) devient alors 

(3) 3 - + - p = aC + , D J + a E ? I 

„ . „ / d 2 A . \ dX r > , 

D = B , — B 3 , 

E = B t — B s - t - B 0 . 

d*-p d*f> 
a 2 * A 

* de* 

d*p 

a ^ 
= + dv 

, d \ 

dv 

d"-p 
a — -

d v 
= — ap -4- a 2 A. 
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L'équation est redevenue du second ordre. 
L'équation (3) est vraie aux quantités près du troisième ordre, 

je veux dire de l'ordre de a 3. On aura donc, aux quantités près 
du quatrième ordre, 

/,> dî+eP d'P , d' /„ _ dp „ d s p \ 

Si alors on remplace dans le second membre de ( i ) 

d<< p d3 p d*p 
*dïï' *df3' adf* 

par leurs valeurs ( 4 ) i on obtiendra une équation qui sera vraie 
aux quantités près du quatrième ordre, et qui sera du second 
ordre. 

Et ainsi de suite. 
Il est clair que la même méthode est applicable à toute équa­

tion de la forme 

( 5 ) g + / 1 = a / 2 , 

a étant un coefficient très petit ; / t étant développable suivant les 

puissances de p et de — , et ft suivant les puissances de 

dp d"-1 p dnp 

L'équation (5) n'est donc plus linéaire; mais la seule différence 
qui peut en résulter, c'est qu'il y aura des termes qui seront de 
degré supérieur par rapport à p et à ses dérivées, et qu'il n'y aura 
lieu d'en tenir compte qu'à partir de la seconde et de la troisième 
approximation. 

171. Considérons maintenant l'équation suivante 

( 6 ) g + P = a(A + By P CDV), 

a étant encore un très petit nombre, A, B et C des fonctions con­
nues de v. Cette équation, si on la différentiait pour faire dispa-
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raître le signeJ"> deviendrait du troisième ordre. Mais M. Gyldén 

la réduit au second ordre, en profitant de la petitesse du nombre a 
et en employant un procédé analogue dans son esprit à celui que 
nous venons d'appliquer à des exemples plus simples. 

En effet, p et a sont du premier ordre, de sorte que le terme 

o B J p Ç > d v 

peut être regardé comme du second ordre. On aura alors, en négli­
geant les quantités du troisième ordre, 

d'où 

a —r4 -H ap = a* A, 
dv* ' 

(7) tfífpCdv = a * B j ' \ C d í > - a f í J ' d ^ C d v , 

et en intégrant par parties et appelant G' et G" les dérivées de C 
par rapport à v 

En général, la quadrature JACdv pourra s'effectuer aisément, 

de sorte que 

B J \ C d v = D 

pourra être regardé comme une fonction connue de v et que l'in­

tégrale J" pCafo sera ramenée à l'intégrale pC'cfoqui est de même 

forme. 

En général, dans les exemples que M. Gyldén a eu à traiter, 
C est de la forme 

C = p 9 i n ( A p - t - i x ) , 

¡3, ~k et ¡X étant des constantes. Il en résulte que 

C ' = — A ' C , 

ah J pC <ft> = a*D — aBC ^ H- aBC'p -+- X » « B J pCdv, 
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d'où 

D f n , «2D aBC dp aBC 
Si dans l'équation (6) nous remplaçons 

a B J" p C dv 

par sa valeur (8) , ce qui peut se faire en négligeant les quantités 
du troisième ordre, l'équation est ramenée au deuxième ordre. 

Si C est une somme de termes de la forme 
3 sin(Xc -+- f*), 

l'expression 

a B J pCdv 

sera une somme de termes de la forme 

aBB J"p sin ( A c -+- \x) dv, 

et chacun de ces termes pourra être transformé par une formule-
analogue à (8 ) . L'équation (6) sera ainsi encore ramenée au 
deuxième ordre. 

L'équation ( 7 ) n'est vraie qu'aux quantités près du troisième 
ordre. Si l'on ne veut pas négliger ces quantités, il faut écrire 

H-a2 5, 
aB j pCaV = a 2 D — J B J^Cdv 

en posant, pour abréger, 

cj=By dv(cB j Pcdvy 
On en déduit, en supposant de nouveau que C se réduit à un seul 
terme, 

G = S sin(X v -+- jx), 

on en déduit, dis-je, 
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de sorte que l'équation (6) deviendra, en faisant passer certains 

termes dans le premier membre, 

d'-p I a B C \ dp a B C . a 2 D a 2 d 

On ne conservera pas, en général, dans le premier membre tous 
les termes que nous y avons fait passer, mais seulement les plus 
importants d'entre eux. Si nous faisons repasser les autres dans le 
deuxième membre, nous obtiendrons une équation de la forme 

E, F, G, H, K, L étant des fonctions connues de v. 
Cela nous permettra d'opérer comme il suit. Faisons d'abord 

dans le deuxième membre p = <r = o ; nous aurons alors une équa­
tion linéaire à deuxième membre que nous intégrerons et qui 
nous donnera une première valeur approchée de p et, par consé­
quent, de o-; nous substituerons ces valeurs dans le deuxième 
membre et nous obtiendrons une nouvelle équation linéaire à 
deuxième membre qui nous donnera une deuxième approxima­
tion pour p et <r, et ainsi de suite. 

Il est clair que nous pourrions opérer encore de même si 
l'équation (6) n'était pas linéaire et contenait, par exemple, des 
puissances supérieures de p; il en résulterait seulement que le 
deuxième membre de (9) contiendrait des termes de la forme 

B p " et B J" Cp"tfV, 

B et C étant des fonctions connues de v ( « >> 1). Dans ces termes, 
qui sont d'ordre n + i au moins par rapport à a, on peut, sans 
inconvénient, comme dans les autres termes du deuxième membre 
de (9), remplacer p par o d'abord, puis par sa première valeur 
approchée, puis par la seconde et ainsi de suite. 

Pour qu'il y ait intérêt à appliquer cette méthode, il faut que \ 
soit très voisin de 1, de telle sorte que l'expression 
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soit petite sans doute, mais beaucoup moins que a. On conçoit 
alors que les divers termes du deuxième membre de (8) soient 
assez grands pour n'être pas négligés même dans la première 
approximation. 

Autrement il serait plus simple de laisser le terme 

ZBJPC dv 

dans le second membre et d'y donner à p d'abord la valeur zéro, 
puisses diverses valeurs approchées. 

On n'aura donc le plus souvent à faire passer dans le premier 
membre qu'un petit nombre de termes (et même le plus souvent 
un seul terme) de la forme 

<xBJ"pp sin(Xj>-+- fx)dV. 

La méthode de réduction au deuxième ordre que je viens d'exposer 
n'est avantageuse que si A ne contient aucun terme en sinÀp ou 
cosXf. Sans cela l'intégrale 

JAG dv 

contiendrait un terme en v et dans l'expression de D la variable v 
sortirait des signes trigonométriques. 

Cette circonstance ne s'est pas présentée dans les applications 
que M. Gyldén a faites de sa méthode; mais il y a toujours moyen 
de l'éviter. 

Ecrivons en effet l'équation (6) sous la forme 

( 6 bù) d^-T-p—aBj,pCdv = aA. 

Nous avons jusqu'ici regardé A comme une fonction connue de v; 
mais je puis aussi supposer que A dépend non seulement de v, 
mais encore de p et cela d'une manière quelconque, linéairement 
ou non, directement ou par l'intermédiaire de ses dérivées ou 

d'intégrales de la forme J"pD dv. Seulement les termes de A qui 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M E T H O D E S DE M. G T L D E N . 2 i g 

dépendent de p seront supposés plus petits que le terme 

«B J" pCdv 

que l'on a fait passer dans le premier membre. 
Alors dans A on substituera à la place de p d'abord zéro, puis des 

valeurs approchées successives. Ainsi, à chaque approximation, A 
pourra être considérée comme une fonction connue de v. 

Dans ces conditions, l'équation (6 bis) est une équation linéaire 
à second membre. Si nous posons en effet 

p G dv = T , 

« / 

d^ o 

p et s'exprimeront linéairement à l'aide des dérivées de T. 
Pour intégrer l'équation à second membre, il suffira de savoir 

intégrer l'équation sans second membre 

Cette équation est de même forme que (6) et on peut lui appliquer 
la même méthode de réduction. Seulement, comme A est nul, la 
difficulté dont je viens de parler n'est plus à craindre. 

172. En résumé, voici ce que nous venons de faire. Supposons 
qu'un terme contenant une intégrale simple 

pCdv 

soit assez important pour qu'on ait été obligé de le faire passer 
dans le premier membre. Grâce à la transformation que je viens 
d'exposer plus haut, on peut le remplacer par une somme de termes 

ne dépendant que de p et de ~, à des termes près qui sont assez 

petits pour que l'on puisse les faire repasser dans le second 
membre. 

Supposons maintenant que l'on ait été obligé de faire passer 
dans le premier membre un terme contenant une intégrale double, 
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je veux dire un terme de la forme 

M = a A f d v B ^ ÇpG.dvj = kJdv(*BJ^pCdv^j, 

A, B et C étant des fonctions connues de v. Nous aurons alors, à 
des termes près que nous pourrons faire repasser dans le second 
membre, 

a B J p C d V = D p + E ^ , 

D et E étant des fonctions connues de <>, d'où 

M = A fpDdv-hX f-£ E dv = A E p -+- A f ? ( ® - ^ ) dv. 

M est ainsi ramené à des termes ne dépendant que d'une intégrale 
simple et que l'on pourra traiter comme nous l'avons fait dans le 
numéro précédent. 

Il me reste à expliquer comment ces termes, contenant des inté­
grales simples ou doubles, peuvent s'introduire dans nos équations. 

Ces équations peuvent s'écrire 

f̂ + p ^ E - r - F p - H G ^ + Hx + K , 

A, B, C, E, F, G et H représentant des fonctions connues de v0, 
D et K dépendant de p' et de y' ou des puissances supérieures 

de p , de y et de 

On tire de là 

^ _ , _ p = E ' H - F p - + - G y B X « V 0 + G y C p a V o 

p oVo dv0 -+- K', 

E' étant une nouvelle fonction connue de v0 facile à former et 

K ' = K + G Ç D dvo •+- nff D dv0 dv„ 

dépendant de p' , de y ' et des puissances supérieures de p , y , . . . . 
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On voit que J'on a introduit ainsi des termes de la forme 

Gj* Cpdvo, II J"J"Cpdvçdva, 

que l'on peut être amené à faire passer dans le premier membre 
et à transformer comme nous venons de le dire. 

173. Nous avons ramené notre équation à la forme 

d'-o do 

~r-, - ! - A. h B? = C, 
dv* dv0 

V et B étant des fonctions connues de v0 \ G contient les fonctions 
inconnues et en particulier p; mais nous sommes convenu d'y 
remplacer ces quantités d'abord par o, puis par leurs valeur» 
approchées successives, de sorte que C peut aussi être regardée 
comme une fonction connue de v0. 

C'est une équation linéaire à second membre, mais on peut 

encore la simplifier en faisant disparaître le terme en Pour 

cela, il suffit, comme on sait, de poser 

l'équation devient 

-SI-" 

13' et C étant de nouvelles fonctions connues de <v 
En général, il suffira de conserver un seul terme dans B', les 

autres passant dans le second membre, de sorte que l'équation 
sera ramenée à la forme de l'équation (o* a) du n° 169. 

17i. Nous avons supposé jusqu'ici que le mouvement des trois 
corps se passe dans un plan. Il y aurait peu de chose à changer 
dans le cas où l'on voudrait tenir compte des inclinaisons des 
orbites. 

Soient alors /·, v et 9, le rayon vecteur, la longitude et la lati­
tude de la première planète, les équations du mouvement seront, 

II. P. — II. i . ) 
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en reprenant d'ailleurs les notations du n° 167, 

d f , dv\ dil 

dt \ dt] dt 

Posons alors 

d'-r „ Û ^ < ' 2 d(\'- u. diï 

d F - r C 0 i M d ü ~ r dfl + 7ï = d?' -r ',2 -r H- ' sin 8 cos 8 -p- = · 
dt \ dt I - dt2 r/0 
u = —-—5! s = tangf) /•cosO 

et introduisons d'autre part, comme au n° 167, une variable auxi­
liaire <'0 définie par l'équation 

On en déduit d'abord 

• 0 

do, ,— 

d"-v _ i dil 

dv2 c„ iC- dv ' 

équation analogue à l'équation ( 5 ) du n° 167, et l'on trouverait 
de même 

d1 " . M „ „ 

(a) —nr -r- « = A — cos3», 
A ' J C o 

d"-1 
(3 + S = B . 

A et B étant des combinaisons des dérivées de la fonction pertur­
batrice. 

On pourra alors dans B, A et ~ remplacer les coordonnées des 
planètes par leurs valeurs approchées. Les seconds membres de 
nos équations (i) et (3) sont alors connus et nous pouvons cal­
culer v et s; si nous connaissons s et par conséquent 8, le second 
membre de ( 2 ) sera connu à son tour et nous pourrons calculer 11. 

Opérer ainsi, ce serait rester dans l'esprit des anciennes mé­
thodes; mais M. Gyldén ferait, au contraire, passer, comme nous 
l'avons vu, dans le premier membre de ( 1 ) , ( 2 ) et (3) quelques-
uns des termes les plus importants du second membre et, appli-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M É T H O D E S DE M. G Y L D É N . 2 î 3 

quant au besoin les procédés de réduction des n o s 170 à 173, 
obtiendrait ainsi des équations de même forme que les équations 
du n° 169. 

Orbite intermédiaire. 

175. Nous avons posé plus haut 

« = « i - ) - p , «" = f , -t- y_, 

u, et étant des valeurs approchées de u et de v. 

Le choix de ces valeurs approchées qui reste arbitraire dans 
une certaine mesure a évidemment une grande importance. Pour 
rester dans l'esprit des anciennes méthodes, il faudrait prendre 
pour u, et V\ les valeurs qui correspondent au mouvement képlé-
rien. 

M. Gyldén préfère se rapprocher davantage de l'orbite réelle 
dès la première approximation; il est clair, en effet, que les 
approximations suhantes en seront plus rapides et, d'autre part, 
nous avons vu au n° 133 que le cas où le mouvement est képlé-
rien en première approximation présente une difficulté spéciale 
qu'on peut chercher à éviter. 

Voici donc ce que fait M. Gyldén. 

Il suppose d'abord v, = ç>0 et u, est déterminé en fonction de v0 

de la manière suivante; nous avons l'équation 

, d*8 n I dv y |jt _ r» dil 

dv% 1 1 \dVJ "+""c* ~ ~c~0 ~dr' 

Remplaçons d'abord ~ par une fonction c0ic
2f(u), dépendant 

seulement de u et peu différente de la moyenne des valeurs que 

prend ^ quand, laissant u constant, on fait varier v de o à ziz et 

que, d'autre part, on fait varier u' et v' de façon que la seconde 
planète (dont les coordonnées sont u' et v') prenne toutes les posi­
tions possibles sur son orbite képlérienne. Remplaçons ensuite 

u et v par ii\ et v,, de sorte que ~ - se réduit à 

dv\ _ dvo _ 

dvo dv0 
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Notre équation devient ainsi (!) _ + „I+ii=tp(ttl). 
Cette équation s'intègre aisément par quadratures. L'interpré­

tation de cette solution approchée est d'ailleurs facile. 
Adjoignons à l'équation ( i ) l'équation 

( 2 ) - ^ = U ] ^ C „ . 

[1 est clair que, si l'on considère un astre fictif qui, à l'époque x, 

a pour rayon vecteur — ^- et pour longitude v0, cet astre aura le 

même mouvement que s'il était attiré par une masse fixe située à 
l'origine, suivant une certaine loi différente de celle de Newton. 
Cette attraction, néanmoins, ne dépend que de la distance, car 
elle est manifestement égale à 

u.u\ — e0H5<f(Mi), 
et ^- représente précisément la distance de notre astre fictif à l'ori­

gine, c'est-à-dire à la masse attirante fictive. 

Les variables t et T , correspondant à une même valeur de v0, 
sont liées entre elles par la relation 

dt _ u\ 
dz ~ ~u*' 

La variable x, qui ne sert guère d'ailleurs qu'à cette interpréta­
tion, a reçu le nom de temps réduit. 

Quant à l'orbite parcourue par notre astre fictif, elle a reçu le 
nom d'orbite intermédiaire, parce qu'elle tient, pour ainsi dire, 
le milieu entre l'orbite réelle et l'orbite képlérienne. 

Pour 
o(u) = hu-^ ou hu*, 

h étant une constante, l'intégration de (1 ) peut se faire par les 
fonctions elliptiques. 
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Orbite absolue. 

1 7 6 . Pour peu que l'on réfléchisse à l'esprit des théories de 
M. Gyldén, on comprendra que le choix de la variable va n'y joue 
aucun rôle essentiel, et qu'on arriverait à des résultats tout à fait 
analogues en prenant une variable indépendante. 

Le plus simple, et, dans la plupart des cas, le plus avantageux, 
serait de prendre le temps t. C'est ce qu'a fait RI. Gyldén lui-
même dans son Mémoire du Tome IX des Acta mathematica. 

Mais on peut faire beaucoup d'autres choix encore. M. Gyldén 
a employé, entre autres, dans certaines recherches, une variable 
dont la définition est beaucoup plus compliquée et qu'il appelle 
aussi i> 0 . Je vais en dire ici quelques mots. 

Le célèbre astronome se propose de déterminer une orbite qui 
s'écarte très peu de l'orbite réelle et qu'il appelle orbite absolue. 
Elle tient à son tour, pour ainsi dire, le milieu entre l'orbite inter­
médiaire et l'orbite réelle. 

Reprenons les équations ( i ) du n° 1 6 7 . 
Considérons, dans le second membre de ces équations, les 

termes les plus importants; soient Q l'ensemble des termes les 

plus importants de > ' 2 ^ et P l'ensemble des termes les plus impor­

tants de #•* — , de telle façon que nous puissions négliger dans 

une première approximation les différences 

dv dr 

Soit Q 0 ce que devient Q quand on y remplace u, a! et v' par 
leurs valeurs approchées en fonction de v, puis qu'on remplace 
ensuite v par v0. 

Introduisons une fonction auxiliaire c, en posant 

et posons ensuite 

^2 

dt 
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La fonction va ainsi définie sera notre nouvelle variable indépen­
dante; elle différera peu de c puisqu'elle satisfera à l'équation 

DT ~ / · ' - ' 

tandis que v satisfait à l'équation 

D V \ 

D { R T D T L DU 

dt dv 

qui n'en diffère que par l'addition de certains termes que nous 
avons supposés très petits. Nous poserons donc 

C = f 0 -r- Y . 

Des équations ( 2 ) et (3) on tire 

(4) / C [ D \ F C [ = ^ = Q urfc 0 . 

Or, nous avons supposé que pour obtenir Q 0 on remplaçait 
dans Q les coordonnées //, u' et v1 par leurs valeurs approchées 
en fonction de puis v par vB. 

Il en résulte que Q 0 est fonction de v0 seulement, et que l'équa­
tion (4) s'intégrera aisément par quadratures. 

La seconde équation ( 1 ) devient alors 

D 1 U 1 DLOGCI DU 

DV% 2 DVT, DV, 

- ( rf" Y V- — R * D I I 

0 \ D V O J Ci Ci DR 

Il est clair que, y étant très petit, est très voisin de 1 ; on peut 

donc remplacer le coefficient P a r J : dans une première 

approximation; si donc u, est la valeur approchée de u et que 

nous posions 

u = ut -+- p, 

nous pourrons définir u, par l'équation 
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où P 0 est ce que devient P quand on j remplace v par v0, u par ii\, 
u' et v' par leurs valeurs approchées en fonctions de v0-

P 0 ne dépendant que de u, et de v0, ele, étant une fonction 
de v0 connue par l'équation (4) , nous avons une équation différen­
tielle du second ordre entre u, et c 0 . 

En la transformant par le procédé du n° 173, c'est-à-dire en 
posant 

Ui — TCCJ ) 4 , 

on trouve 

^ = F ( P » ' T ) ' 

ce qui est une équation de même forme que les équations (a) 

cl (¡3) du n° 169. 

Avant ainsi déterminé les coordonnées — et va de l'astre fictif 

qui décrit l'orbite absolue, on calculera les corrections p et y par 
des procédés analogues et l'on possédera ainsi les coordonnées de 
la planète réelle. 
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CHAPITRE XVII. 

CVS DES ÉQUVTIONS LINÉAIRES. 

177. Il nous reste maintenant : 
i° A intégrer les équations (6 a), (6 b), (6 c ) , (5 a ) , (a) et ( ¡5) 

du n» 169. 
2 ° A voir comment on pourra, dans la formation de ces équa­

tions, discerner les termes qui doivent passer dans le premier 
membre de ceux qui doivent rester dans le second. 

Je m'occuperai d'abord de l'intégration des équations (6 a) et 
(6 b) et j ' y consacrerai le présent Chapitre. 

L'équation (6 b), qui est la plus générale, s'écrit 

4TÏ + p K 1 - + - » ) — + p ) s in(Xe 0 -H * ) ] = B", 

B" étant regardée comme une fonction connue de v0 ; c'est une 
équation linéaire à second membre, dont l'intégration se ramène à 
celle de l'équation sans second membre 

+ P[(' •+• * ) - G(!-+- ? ) sir, (X <>„ H - / • ) ] = o. 

Si nous transformons cette équation en changeant les notations 
et en posant 

p = a-, X i ; 0 + A- = 2 f - H ^ » 

A (. + «) = ?*, j i C ( . + •) = ?„ 

elle devient 
D2 X 

— =X{—YÎ-HÇiC0S2t). 
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Étude de l'équation, de Gyldén. 

178. Envisageons donc l'équation suivante 

d- x 

( i ) ^ — = x(— q°--h qicos-il). 

Nous venons de voir que M. Gyldén, dans le cours de ses 
recherches, avait été conduit à envisager l'équation suivante (Cf. 
n° 169, équations a et ¡3) 

(»> ^ =/CO, 
f(x, t) étant une fonction développable suivant les puissances 
de x et périodique par rapport à t. 

Or il arrive, dans les applications que M. Gyldén a faites de 
celte équation, que les termes les plus importants de /(x, t) sont 
de la forme 

o( t)-i- x(— y!+ gnCOS20> 
's(t) étant une fonction périodique de t seulement, et que tous les 
autres termes peuvent être négligés dans une première approxi­
mation. 

L'équation ( 2 ) peut alors être remplacée parla suivante 

(3) - = o(0-L- x(— 72+ ?icosa0-
C'est une équation linéaire à second membre, dont l'intégration se 
ramène aisément, comme l'on sait, à celle de l'équation sans second 
membre correspondante, qui n'est autre que cette équation (1 ) . 

Etudions donc cette équation ( 1 ) et rappelons d'abord ce que 
les résultats généraux, démontrés dans le premier Volume au 
sujet des équations linéaires (Chap. II, n°29, etCbap. IV, passim) 
vont nous permettre d'en dire. 

Ils nous apprennent d'abord que celte équation (1 ) admet deux 
intégrales particulières de la forme 

x = ei,"<jl(t), x = e-'7"(p2(0> 
çi el cp2 étant deux fondions périodiques de t, de période it et les 
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deux exposants caractéristiques h y— i et — /iy/— i étant égaux 
et de signe contraire. 

Pour aller plus loin, nous allons faire usage d'un théorème 
général que j'ai démontré dans mon Mémoire sur les groupes des 
équations linéaires (ylcta mathematica, t. IV, p. 2 1 2 ) . 

Soit une équation linéaire de la forme suivante 

' i d r - î y d v 

f - ?<-^x) dire-* ± + ?°(x)y-
Les coefficients 'fi(x) sont des fonctions, non seulement de x, 

mais d'un certain nombre de paramètres dont elles dépendent 
linéairement. 

Supposons, par exemple, qu'il y ait trois paramètres et appe­
lons-les A, B et C. Alors la fonction fi(x) sera de la forme 

o , 0 ) = A?;-(a;)4- Bo"i(x)-h C<f7(x). 
Les fonctions <f';(x), f'I (x) et <pj(.r) seront continues, ainsi que 

loutes leurs dérivées, dans l'intérieur d'un domaine d'où nous ne 

ferons pas sortir x. 
Cela posé, donnons-nous les valeurs initiales d e y et de sesp — 1 

premières dérivées au point ï=o et faisons varier x depuis o, 
jusqu'à une certaine valeur x,, en suivant un chemin déterminé. 
Soi ty ( la valeur que prendra y quand x arrivera au point x,. Il 
est clair que y , dépendra : 

i ° Des valeurs initiales d e y et de ses dérivées (il en dépendra 
d'ailleurs linéairement); 

2 " Des paramètres A, B, C. 
Eh bien, le théorème en question, c'est queyj peut être déve­

loppé en une série procédant suivant les puissances croissantes de 
A, B et C et que cette série convergera, quelles que soient les 
valeurs de ces trois quantités; ou, en d'autres termes, q u e y ( sera 
une fonction entière de A, B et C. 

Appliquons ce théorème à l'équation ( 1 ) . 

Soit V(t) une intégrale particulière de celte équation telle que F(o)=i, F'(o) = o; 
[je désigne pour abréger par F'(**)]. 
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Soil de même f(t) une seconde intégrale particulière telle que 

/ ( o ) = o , / ' ( o ) = i . 

Alors si x0 et x\ sont les valeurs initiales de x et de ̂  pour t = o, 

on aura 
x = j r 0 F ( £ ) - i - v ' o A t ) . 

Notre théorème, c'est alors q u e F ( i ) et f(t) seront des fonc­
tions entières de q2 et de q,. Il en est de même de F ' ( f ) etf'(l)-

Supposons, en particulier, que 

x = e " " o l ( t ) , 

il viendra 
<pi(o) = a?0> o', ( o ) -+ - i h v ^ o ) = a;'0 

et 

e"<*o,( ir) = a:oF(Tr) -t-

c'*«[<p; ( ir)-t- i 'Aoi( i :;] = x0F'(ir) + a ? ' 0 / ' ( n : ) . 

Mais la fonction y, est périodique, de sorte qu'on a 

< ? i ( o ) = 9 i ( i : ) , < ? ' i ( o ) = <?iO)> 

d'où 

= tf0F'(ic)-t-ar'0/'(ir). 

D'où 

[F(Tt) — - e " « K ] - / ( 7 t ) F ' ( 7 i ) = o. 

Ainsi e" i r c est une racine de l'équation en S, 

[ F ( T U ) - S ] [ / ' ( I C ) - S ] - / ( W ) F ' ( W ) = O . 

On verrait de la même manière que l'autre racine est e"ihn. 
Donc la somme des racines est égale à 2 cos/iTi, de sorte qu'on a 

2 cos A u — F(-rc) -h /'(TZ). 

Il en résulte que coshnest une fonction entière de q- et de q 
c'est-à-dire que cosAit peut être développé suivant les puissances 
entières de q2 et de q, et que le développement est toujours con­
vergent. 

Je dis maintenant que ce développement ne contient que des 
puissances paires de q{. 
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Si, en effet, on change t en t ^ . les solutions 

X = c '* '»!(«) , X — E - ' H ' O » ( T ) 

des iennenl 
a- = e 'A' ty , ( / ) , a: — e - < 7 " + 2 ( / ) 

où 

sont" des fonctions périodiques en t. Par conséquent, les exposants 
caractéristiques ne changent pas. 

En même temps, comme 

C0S2^/-f-^ — — cos nt, 
l'équation ( i ) devient 

= x{— q* — gr tCosaO. 

ce qui veut dire que les exposants caractéristiques et, par consé­
quent C O S A T T , ne changent pas quand on change q, en — q t . Or 
cela ne peut avoir lieu que si le développement de cos/in ne con­
tient que des puissances paires de q,. 

Observons maintenant que l'équation ( i) ne change pas quand 
on change t eu — t; il résulte de là que F(t) est une fonction 
paire de t et f(l) une fonction impaire, c'est-à-dire que 

F ( * ) = F ( - 0 , /(0=/(-0. 
Or les solutions de l'équation ( i ) sont développables suivant 

les cosinus et les sinus de (h -\- 2 m) t, m étant un entier positif 
et négatif. Il résulte de là que F ne contiendra que des cosinus 
pendant que / n e contiendra que des sinus. On aura 

F ( i ) = S A „ , cos ( / i —i— I M ) T , 

F ( T ) = SB , , , I \ A { H -+- I M ) T , 

m variant de — x> à -+- oc. Il vient alors 
F ( o ) = 2 A , „ = i , 

F ( i t ) = 2A„,cos(/tTC - 1 - 2 R M Z ) — S A „ , cosAit = c o s / m , 

F ' ( T ) = S B m ( A + 2m)cos(A + 2»i)/, 
/ ' ( o ) = ï B „ ( A + i m ) = i , 

/'(it) = S B M ( H -4- 2/7l) COS FLTZ = COS/iTI. 
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d"-Ft 

( 5 ) ' dit 

f ~dF~ 

qsF, — F0cos2/, <jr2F2 = F, cos-it, 

De plus les fonctions F/ doivent être paires; F0 doit se réduire 
à i et les autres fonctions F4- à o pour t = o. 

On en conclut d'abord que F0(i) = cosy', 
<72F.= dt1 

et 
_ cr,s(q — 2 ) / — cosqt co°.(q— i)t — cosqt 

Il vient ensuite d2F, „ , , 
a t -t-î

!ll! = a0cos(y -T- 4 ) ' -+- «i cos(<7 + i)t 

-t- ot2 cosqt -+- x3 cos(q — a) t -t- aw c.os(q — 4 ) T , 

a0, a,, a2, a3, a t étant des coefficients faciles à calculer, et l'on en 

déduit 
oc„ ros(<7 -t- i)t a i cos(q -+ - 2") ' a3cos((7 — 2 ) £ a4eos(<7— 4 1 ' 

<2= 8(? + 2) 4(?-t-i) ' 4(ï-i) ' 8^-2) aucoŝi a,co-.<7' a3cosyi a-.cos<jr£ a-.'sin<jff 8(gr-+-2)
 + 4(î + 0~ 4(î-i) ~ « ( ? — 2 ) + 

On a donc 

F(ir)=/'(ir) = cosAiT. 
179. Voyons maintenant comment on peut obtenir le dévelop­

pement de F(TC) suivant les puissances croissantes de q,. 
Supposons que l'on cherche plus généralement le développe­

ment de F(f) et posons 

F(0= F„(0-t-y1F1(0-t-ÎÏF,(0+..-; 
nous aurons, pour déterminer F„, F(, F2, . . . , la série d'équations 
suivantes 
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On voit d'ailleurs que a, est égal à y^TZTjy L a I o i e s t manifeste, 

on a 
F t - ( 0 = Sp7.„[cos(<7 + c0sqt]-h isplusiniç-hz^t 

, „ _z. sin , 

cosC? H - 2 / 0 ' - + " · • • - W 2 ! 3 ' ' - » cos (9-i-2n)t-
La fonction F,-(f) devant être paire, le coefficient de tk 

ne contiendra que des sinus si k est impair et des cosinus si k est 

pair. 

Quelles sont maintenant les valeurs que peut prendre l'entier n '! 
Dans le premier terme 

S 3 ° „ [ c o s ( < 7 - t - 2 r t ) î — cos<7?], 

n variera de —ii à -+- li; dans le coefficient de t, n pourra 

varier de —2(1—2) à + 2 ( t — 2 ) ; dans le coefficient de l-, 
n pourra varier de —2(1— 4) à -f- 2(1 — 4 ) ; et ainsi de suite, 

de sorte que k ne pourra surpasser ^-

On peut trouver à l'aide des équations (5) des relations de 
récurrence entre les coefficients |3*„; je ne m'y arrêterai pas pour 
le moment. 

Lorsqu'on fera t = ic, on aura 

cos ( y -t- in)-K — cosCTTt=o 
et le premier terme de F/( i) disparaîtra; de sorte que 

F,-(ic) = itSpj.» s inoir -f- TC! 2 p * „ cos o i t - H . . . . 

Nous savons d'ailleurs que F j ( 7 i ) sera nul si t est impair, puisque 
nous savons d'avance que le développement de F ( T C ) ne doit con­
tenir que des puissances paires de q{. 

C'est ainsi que M. Tisserand calcule F(it) et, par conséquent, 
cos/iii. Il trouve ainsi 

cos/m = coso7r fi — - — — ai -h... 1 

f * , fiîy*—359

2-H8)ir . , 1 
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ce que j'écrirai 

cos Ait = o(q, g , ) cos g î t -s- <pi(g, 91) s ing i t , 

' - ? ( < / > ? < ) e t ? i )
 s e r o n l des séries développées suivant les 

puissances croissantes de <jr2 dont les coefficients seront rationnels 
en q. 

La première question à résoudre est de savoir si h est réel ou 

imaginaire. Si 
[ c o s / i u ( = | F ( i r ) | < i , 

h est réel, la solution de notre équation différentielle est alors 
stable etF(£) , de même que f(t), reste compris entre des limites 
finies. Si au contraire 

| F ( * ) l > i , 

k est imaginaire; et les deux fonctions F(t) et f(t) sont de la 
forme suivante 

F ( * ) = e ° " < K * ) - t - e-*'ty(—t) 

/ ( « ) = A e * ' < J * ( 0 — A e - « « K — <) 

V et a étant des constantes réelles et '{ ' ( i) une fonction périodique 
de £ de période it . 11 en résulte que F ( i ) e t p e u v e n t croître 
au delà de toute limite et que la solution de notre équation diffé­
rentielle est instable. 

Si l'on considère un instant q et q, comme les coordonnées d'un 
point dans un plan, ce plan va se trouver partagé ainsi en deux 
régions, l'une où |F(ic) | sera plus petit que i et h réel, l'autre où 
| F ( i t ) | sera plus grand que i et h imaginaire. Ces deux régions 
sont séparées l'une de l'autre par les diverses branches des deux 
courbes 

cos/iic = -+- i, COS«TT = — i . 

11 y a donc intérêt à construire ces deux courbes au moins dans la 
partie du plan qui correspond aux petites valeurs de q{. 

Pour q, — o, on a 

cos HTZ = c o s g u . 

Donc la courbe cos fin — -+- i, que j'appellerai la courbe C, coupe 
l'axe des q en des points dont les abscisses sont des entiers pairs, 
et la courbe cos/tir = — i que j'appellerai la courbe C coupe 
l'axe des q aux points dont les abeisses sont des entiers impairs. 
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COS/ILI = i -, - — ^ - j 

75 720 pour ^ 1 = 1 

et enfin pour \ q\ — o 

C O S A T : = — i TT 

Tzzq* 
COS/NT = L ~ -+--... 

iG 

En effet, quand q est entier, COS^T : devient égal à ± i , et sinq-n 
s'annule; mais il arrive en même temps que ft(q, qt) devient 
infini; de sorte que le produit 

s\nqizoi(q, qi), 
tend vers une valeur finie quand q tend vers un nombre entier. 
Considérons alors la limite 

L = lim sittqKOiiq, qt), 
quand q tend vers une valeur entière. 

Cette limite sera développable suivant les puissances de q\; mais, 

Tous les autres points de l'axe des q appartiennent à la première 
région, celle où h est réel. 

Reprenons alors l'équation 

c o s A - — c o s < 7 - — q\ F 2 ( ~ ) — q\ F 4 ( 7 T ) —,....= o, 

qui lie h à q et à q, ; le premier membre s'annule pour h = q, 
q, = o ; il est développable suivant les puissances croissantes de 
h — q et de q\ ; enfin sa dérivée par rapport à A se réduit à 
— 7i sin^TT pour h = q, q, = o, et par conséquent ne s'annule pas 
à moins que q ne soit entier. Si donc nous supposons que q n'est 
pas entier, le théorème du n" 30 nous apprend que h est dévelop­
pable suivant les puissances croissantes de q'\ et que la série est 
convergente pourvu que q{ soit assez petit. 

Voyons maintenant ce qui se passe quand q est entier. M. Tis­
serand, en appliquant sa formule, a trouvé : pour |(jr|^3. 

cos/TTT = (— i)i | i — j ~ —- q\-H. . . ! , 

pour |q\ = 2 
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dans le développement de <Pi(<7, q,), le coefficient de q\ devient 
infini pour |<j»|=:o ou i, celui de q\ pour [«7J = o, 1 ou 2 , celui 
de q\ pour \q| = o, 1, 2 ou 3 ; il eD résulte que, si q tend vers un 
entier n, le développement de L commencera par un terme en q]" ; 
d'autre part, le développement de 'f(q, q,) — 1 commence par 
un terme en q*. C'est pour cette raison que dans les développe­
ments de 

cos /M — (— il'/, 

trouvés par M. Tisserand, le premier terme est en q\ pour |g r |=o 
ou 1 et en q\ pour |q\ > 1 . 

Considérons donc l'équation de la courbe C, qui peut s'écrire 

1 — cos grir — 5r^F 2 ( i r ) — F i ( i r ) — — o. 

La courbe passant par le point 

q = i n , q l = o (n ent ier) , 

le premier membre s'annule pour q = 2 n, q, = o ; il est d'ailleurs 
développable suivant les puissances croissantes de q — 2 n et de <7,. 
Il est aisé de voir que ce développement ne contient ni terme de 
degré o ni terme de degré 1, mais qu'il commence par des termes 
du second degré 

Y (q — a n ) 2 - ) - Aq], 

A étant égal à 
— pour n = o, 

et à o pour n ^ o. 
11 en résulte que le point q = in, q{ — o est pour la courbe (1 

un point double; mais deux cas sont à distinguer : 
i° Si n = o, les termes du second degré se réduisent à la somme 

de deux carrés, les deux branches de courbe qui passent par le 
point double sont imaginaires; l'origine est donc pour la courbe C 
un point isolé. 

2° Si « < o , A est nul; les deux branches de courbe qui passent 
par le point double sont tangentes l'une à l'autre et coupent 
l'axe des q à angle droit. Pour reconnaître si ces deux branches 
sont réelles ou imaginaires, il faut tenir compte des termes en 
(q — %n)q~ et en q]. 

II. P. — II. 16 
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Le coefficient de q\ est, comme nous l'avons vu, 

- 4 - t c 2 — 5 - n : 2 

5 i 2 . a 2 ( i — q'1 )> 7 3 7 2 8 ' 

selon que > 1 ou = 1 . 
Le coefficient de (q— 2W)<7T s'obtiendra en prenant les déri­

vées de 
ir s in qix 

par rapport à q et en y faisant q = in. On trouve ainsi 

Pour que les branches de courbe soient réelles (en supposant 
n | 1 ) , il faut et il suffit que la forme quadratique 

x- xy y 2 

2 + 16 «7 (. I — q 1 ) IL2..q'(l — q1)* 

soit indéfinie. Il ne peut y avoir doute que si cette forme se réduit 
à un carré parfait ; or c'est précisément ce qui arrive ; nous voyons 
ainsi que nos deux branches de courbe sont non seulement tan­
gentes, mais osculatrices l'une à l'autre ; mais nous serions obligés, 
pour reconnaître si elles sont réelles, de calculer les termes d'ordre 
supérieur, si nous n'avions heureusement un moyen indirect de 
décider la question, moyen que j'exposerai plus loin. 

Dans le cas de|/i| = 1 , \ q\ = 2 , notre forme quadratique devient 

x 2 xy 5 q 2 

2 90' 73 728 

et est indéfinie; les deux branches de courbe sont certainement 
réelles. 

Construisons maintenant la courbe C dont l'équation est 

— I — cosçru — ff2F2(it)... = o . 

Le premier membre s'annule pour 

q = n, qt = o (n entier impair), 
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et son développement suivant les puissances de q— « e t de qt 

commence par des termes du second degré 

A(gr — Bq\. 

Si | / i | = i , A et B sont de signe différent et les deux branches 
de courbe qui passent par le point double sont réelles. 

Si | / ? | ] > i , B est nul, les deux branches de courbe sont tan­
gentes (et probablement osculatrices) l'une à l'autre ; pour décider 
si elles sont réelles, il faut employer le procédé indirect dont j'ai 
parlé plus haut. 

Voici en quoi il consiste. 

On peut se demander ce qui se passe quand on a 

F(x) = C O S / I T . = ± i . 

\lors, d'après ce que nous avons vu au n" 29, la solution la plus 

générale de l'équation ( i ) est de la forme 

'l(l) et A| (t) étant des fonctions périodiques de t, de période TÎ si 
F (T : ) = + i , et de période 2 T t si F ( - ) = — i (elles changent alors 
de signe quand t se change ea ( + TT). On a donc 

F ( 0 = < K O + * < M O -

Si ^\(t) n'est pas nul, c'est une solution de l'équation ( i ) ; or, 
F (t) est une fonction paire ; donc <J>(0

 e s t paire et (<) impaire ; 
donc fyi(t) se réduit à un facteur constant près à f(t); alors f(t) 

est périodique. 
Si '\\(t) est identiquement nul, F(t) est périodique. 
Trois cas peuvent donc se présenter : 
i n Ou bien F(t) est périodique, et alors 

F ' ( T O = O. 

2 ° Ou bien f(t) est périodique, et alors 

/ ( i r ) = o. 

3° Ou bien ces deux fonctions sont périodiques toutes deux, et 
alors 

F ( i r ) = / ( * ) = o. 
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On peut arriver au même résultat de la façon suivante; on a 

identiquement F(0/'(0-F'(0/(0=i-
Si alors F(7c) = r(-)=±., 
il viendra 

F ' ( i : ) / t T O = o. 

Donc l'une au moins des deux quantités F'(TC) et /(T*) est nulle. 
De même, si 

F ' ( T C ) = O OU f ( i z ) = o, 

on aura 
F ( I U ) / ' ( T U ) = I , 

et puisque 
F ( 1 7 ) = / ' ( 7 r ) = c o s / iT : , 

il viendra 
c o s / i i î = ± i . 

Les différents points des deux courbes O et G' appartiennent 
donc aux deux courbes 

F ' ( « ) = o, /O) = o, 

et réciproquement. 

Remarquons d'abord que F'(TT) et / ( « ) sont des fonctions 

entières de q et de q,. Pour qt = o, ces fonctions se réduisent à 
. . . . . sinqiz 

F ( - ) = - ? s ingr i r , / ( , ; ) = 

Donc, si q passe par une valeur entière différente de o, F'(7r) 
e t / ( T C ) s'annulent en changeant de signe, et ces valeurs de q sont 
pour ces deux fonctions des zéros simples. Il en résulte que les 
points 

q = n, q i = o (n entier, n~£o), 

qui sont des points doubles, tantôt pour G, tantôt pour G', sont 
des points simples pour chacune des deux courbes 

F ' ( * ) = o, /O) = o. 

Si q passe par o, F'(it) s'annule sans changer de signe (zéro 
double) et / " (TC ) ne s'annule pas ; l'origine est donc un point double 
pour F'(TC) = o, m a i s / ( T ; ) ne s'annule pas à l'origine. 
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Il y a donc quatre courbes analytiquement distinctes 

(A) F ( I R ) = I ( F ' I » = o ; F (* -T- - ) = F(t). 

( ? ) F(IU) = i , / L » = o ; f ( t + r.)=f(t). 

("() F ( N ) = — i , F ' ( T I ) = O , F(F + T R ) - — F ( 0 -

( ? ) F T » - - i , / ( I T ) = o ; / ( < + TO = - f ( t ) . 

La courbe C est alors formée de l'ensemble des deux courbes 
(a) et (|3); chacune d'elles a un point simple en 

q = -m, <7i = o, 

el c'est pour cette raison que ce point est un point double de C; 
mais les deux branches de C qui passent en ce point, apparte­
nant ainsi à deux courbes analyliquement distinctes, ne peu­
vent être que réelles. 

Il y a exception pour l'origine 

q =<>, 9-1 = 0; 

ce point est un point double de a, mais n'appartient pas à ¡3 ; d'après 
ce que nous venons de dire, le raisonnement qui précède ne s'ap­
plique donc pas et nous avons vu d'ailleurs que les deux branches 
de courbe sont alors imaginaires. 

De même, la courbe G est formée de l'ensemble des deux 
courbes (a) et ( 3 ) ; chacune d'elles a un point simple en 

q = 2 r t + i , q, = o. 

Les deux branches de G qui passent par ce point appar­
tiennent à deux courbes analytique ment distinctes et sont par 
conséquent réelles. 

Nous avons vu plus haut que changer qt en — q\, c'est la même 

chose que de changer t en t + 

Considérons d'abord la courbe (a) 

F(* + TE)= F ( 0 -

On a 
F ( < ) = F<— O. 
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d'où 

La fonction F (t -+- ^ j est donc paire et périodique de période - . 

Si donc on change q, en — q , , F(t) se change en F̂V-f- ^ q u i 

est encore paire et périodique. Si donc le point (q, q,) appar­
tient à la courbe (a), il en est de même du point (q, —q,). La 
courbe (a) est donc'symétrique par rapport à l'axe des q. 

La courbe G étant symétrique dans son ensemble et se compo­
sant de (a) et de (fi), nous devons conclure (ce qu'il serait d'ail­
leurs aisé de vérifier) que la courbe (fi) est également symétrique 
par rapport à l'axe des q. 

On doit conclure que les deux courbes (a^ et (fi) ne peuvent 
avoir au point 

q = -in, q, = o 

qu'un contact d'ordre impair. 
. Considérons maintenant la courbe (y) 

F ' t + r.) = - F ( t ) . 

11 vient 

' ( - î ) = ' ( - : - ) — ' ( : - ' ) • 

La fonction F^t est donc impaire et périodique. Si donc 

le point (q, q{) appartient à (y ) , le point (q, —q{) appartiendra 
à (o) . Les deux courbes (y) et (ù) sont donc symétriques l'une de 
l'autre par rapport à l'axe des q. 

11 en résulte que ces deux courbes ne peuvent avoir en 

q - m -4-1, qx = o 

qu'un contact d'ordre pair. 
Ainsi le contact des deux branches de courbes en q = n, qt = o, 

est d'ordre o pour n = i, d'ordre i pour n = a ; d'ordre 2 (au 
inoins) pour n = 3 ; d'ordre 3 (au moins) pour « = 4 5 il est 
ensuite alternativement d'ordre pair et d'ordre impair et toujours 
au moins d'ordre 2 . 
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Cela peut donner à penser que ce contact est toujours d'or­
dre n — i; mais je ne l'ai pas vérifié. 

La figure suivante, contenue dans le rectangle 

q=o, qi = o, ?i=£, q = 4 -+- s, 
peut résumer la discussion qui précède. La région couverte de 
hachures est celle où h est imaginaire. 

Fis- 1-

0 1 2 3 4- 4+£ 1 
On peut tirer de l'équation qui donne cos/tic, en fonction de q 

et de q,, divers développements, dont la convergence est plus ou 
moins rapide et qui donnent h, ordonné suivant les puissances 
de q,. Mais je crois qu'il est préférable de calculer cos / tu à l'aide 
des formules précédentes et d'en déduire h par les Tables trigo-
nométriques. 

180. Une fois h déterminé, il s'agit de trouver les coeffi­
cients A„ du développement 

F(t) = X A„ co*(h -4- -i.n)t. 

D'après la définition même de F(t), on doit avoir 

2 A „ = i. 

11 vient, d'autre part, 

ell/>+1n)t (,—îl/i+?n)e 
F ( 0 = S A „ h S A „ 

Mais, d'après ce que nous avons vu au n°29, notre équation ( i ) 
doit admettre deux solutions de la forme 

SB„ , SC„ i 
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et F(^) doit en être une combinaison linéaire; cela ne peut avoir 
lieu que si 

A „ = B„ = C „ . 

Il en résulte que 

A A 2A„sin(A-H27i)< = 2-4 — 2 —% e-'(A+î»>< 
11 11 

satisfera également à l'équation ( i ) et, par conséquent, que 

, , , _ 2 A , t s i n ( / ? . -4- m)t 

Il est clair que An est une fonction de q et de q,, mais ce n'esl 
plus une fonction entière de ces deux variables comme l'était 
C O S A T C . Ce n'est même pas une fonction uniforme. 11 est évident 
que les seuls points singuliers de cette fonction sont les points 
des courbes 

coshiz = ± i, 

pour lesquels les fonctions F(«) et /(t) cessent de pouvoir être 
mises sous la forme que nous venons de leur donner. 

Comment se comporte la fonction An dans le voisinage d'un de 
ces points singuliers? 

Supposons que le point (q, qt) se rapproche indéfiniment d'un 
point M appartenant à la courbe 

F ' ( » = o, 

et que h tende vers une valeur entière p; alors, à la limite, F(<) 
est encore périodique. Posons, pour abréger, 

il viendra, en réunissant dans F(t) et f(t) les termes en (h -\- i n) t 
et en (A — m — ip)t, 

• F ( 0 = 2 [ A „ c o s ( A + + A _ „ _ p c o s ( A — in — ip)t], 

B / ( * ) = 2 [ A „ s i n ( A - t - a / i ) f - + - A - , , - , s in (A — in — ip)t]. 

Si nous faisons alors 
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il viendra 

F(T) = S [ C c o s ( / t — P)T C O S ( Î B -HP)T— D sin ( A — P)T sin( a 71 +/>)<]. 

B / ( / ) = E f C s i n ( A — / ) ) / c o s ( 2 « - i - / ) ) i ' - ) - D cos (A — P)T sin ( 2 « -+-/>)']· 

Quand /t tend vers p, cos(A—/>)i tend vers 1 et sin(A—p)/ 
vers zéro ; mais, si D tend vers l'infini, de telle façon que D (A —p) 
tende vers une limite finie, le produit Ds in(A—p) t tendra 
vers D 0 ¿ , D 0 étant une constante. 

Si alors le point M appartient à la courbe F ' ( i : ) = o, le déve­

loppement de F(t) doit contenir seulement des termes en 

COS ( 2/1 -+-/>)£ 

et celui de f(t) des termes en s i n ( 2 « -\-p)t et en t c o s ( 2 / i -\-p)/-
Il faut donc que C tende vers une limite finie, D et B vers zéro. 

Donc An et A_„_ Jo tendront vers des limites finies, égales entre 
elles. Si p est pair, A ,̂ devra tendre vers zéro. Il est aisé de vérifier 

2 
que, si 

Hm KN — X\MK-N_P, 

on aura, comme il convient, 

l i m B = l i m S A, . (A -+- 111) — o. 

Si, au contraire, le point M appartient à la courbe /(T.) = o, le 
développement de F ( i ) devra contenir des termes eu 

c o s ( a / i -Jr-P)T et T SIN(IN -I-P) T, 

et celui de f(t), des termes en s i n ( 2 / ? - + - p ) t . 

11 faut donc que C tende vers une limite finie, D et B vers l'in­
fini. 

Donc, A„ et A _ „ _ p tendront vers l'infini, mais leur somme algé­
brique restera finie. 

Mais, que le point M appartienne à la courbe F ' (TÏ) = o ou à la 
courbe/(TZ) = O, ce n'en est pas moins un point singulier pour la 
fonction A,.. En effet, quand le point (<y, q,) tourne autour de M, 
la fonction A„ s'échange avec la fonction A_n_p, comme le font 
deux déterminations d'une même fonction algébrique. 

11 résulte de là que, si q n'est pas entier, A„ pourra se développer 
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suhant les puissances croissantes de qt, et que le rayon de con-
^ergence de ce développement sera le module du point singulier 
le plus rapproché, et les points singuliers seront les points des 
courbes C et C qui correspondent à la valeur de q considérée. 

Il reste à trouver les coefficients du développement. Supposons 
le problème résolu et soit 

F ( i ) = ï A „ cos( h -r- in)t = SA,, cos(gr + an + / i — q)l, 

ou en développant suivant les puissances de (/» — q), il viendra 

F(t)=I.\ncos(q -hin)t — «SA,, (A — q) sin(q zn)t 

t2 

— — 2 A„( A — q) - cos(q + 2 « ) ( + 

Ce développement, qui contient les lignes trigonométriques de 
(q -+- in)t multipliées par des puissances de t, doit être identique 
à celui que nous avons trouvé plus haut 

F(o=Sy.F/(0. 
F/ ( / ) = £p\°„[cos(gr -r- in)t — cosqt] -+- <S?'.„ sin(y - H are)< -t-

Observons, en effet, que A„ , An(h — «y), A„(h — q)2 sont déve-
loppables suivant les puissances croissantes de q{. 

En identifiant les deux développements, il vient alors 

Aa = Zq[$la 

et 
A 0 = l — S / g r ^ S , , ^ ) . 

Nous avons donc le moyen de calculer les coefficients du déve­
loppement. La convergence est généralement suffisante quand q 
n'est pas voisin d'un nombre entier. Si q est voisin d'un entierp, 
on peut augmenter la convergence de la manière suivante : 

Comme An et A_„_p s'échangent quand on tourne autour du 
point singulier le plus rapproché, les deux fonctions 

( A „ + A _ „ _ p ) et (A„ — A _ „ _ p ) 2 

restent uniformes dans le voisinage de ce point singulier, mais la 
première de ces deux fonctions restera finie et la seconde pourra 
devenir infinie du premier ordre, si ce point singulier appartient à 
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Méthode de Jacobi. 

181. On peut appliquer à l'équation (i) la méthode exposée en 
détail au Chapitre IX avec celte différence que les séries seraient 
certainement convergentes. L'équation (i) rentre en effet comme 
cas particulier dans l'équation (3) du n° 2. Or nous avons vu que 
cette équation du n° 2 pouvait être ramenée à la forme canonique 
des équations de Jacobi. 

Si donc nous posons 

. /a.-r, . dx 

et 

V = — qxi 

l'équation 

= \ZiqXi c o s j i , y± = t, q = \xqi 

— a-2 -+• y.X\ s i n 2 c o s 2 y z , 

•+• q%x = qix c o s 2 t 

/(it) = o. Mais alors 

( A « - A - . - p ) * / ( « ) 

restera fini. Les développements de 

A„-t-A_„_,, et ( A „ — A _ „ ^ , ) 2 / 0 ) 

seront donc beaucoup plus convergents que ceux de A„ et A_n-p-

On aura donc avantage à s'en servir et à en tirer ensuite A„ et A_H_/> 
par une équation du second degré. 

Observons, en terminant, que la discussion de la forme des 

courbes C et C dans le voisinage des points 
q = n, g i = o 

sera singulièrement facilitée si l'on se sert du développement 

de F'(TC) et d e / ( i t ) au lieu de celui de F(ir). 
Ce qui précède constitue la théorie complète de notre équa­

tion (i). Je dois toutefois parler des diverses méthodes qui ont été 

proposées pour l'intégrer et qui sont celle qui est fondée sur 

l'application des théorèmes de Jacobi, et celles de MM. Gyldén, 

Bruns, Hill et Lindstedt. 
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peut être remplacée par les équations canoniques 

dyt dF dr, dF d.r, dF 

r̂ = - ^ = I ' - d i ^ d j i ' ^ - = ^ - = ! x s m 2 ^ C 0 S 2 ^ 

dy, dF . . 

Le problème est alors ramené à l'intégration de l'équation aux 
dérivées partielles 
, , d$ dS dS . , 
(A) q —. h —.— = JJL - — SIN 5 Y, c o s 2 V j , 

dy, dyt dy, J i J ï ' 

à laquelle la méthode d'approximations successives du n° 125 est 
directement applicable. 

Mais il n'y aurait pas grand avantage à l'employer, à moins que 
l'équation ( i ) ne soit qu'une expression approximative du pro­
blème qu'on se propose et qu'après avoir intégré cette équation 
on ne veuille pousser plus loin l'approximation en employant la 
méthode de la variation des constantes ou qu'on ne veuille s'en 
servir comme vérification. 

Observons en passant que l'intégration de l'équation ( 2 ) SE 
ramène à celle d'une équation différentielle du premier ordre, 

= q -h u. sm^y, cos 2 ^ 2 · 

Quoi qu'il en soit, cherchons quelle relation il peut y avoir entre 
la fonction S définie par l'équation ( 2 ) et les fonctions F ( i ) 
et f(t) définies dans les numéros précédents. 

Nous trouverons pour la solution générale des équations cano­
niques dérivées de l'équation ( 1 ) par le changement de ^ariables qui 
précède l'expression qui va suivre ; je rappelle que nous avons posé 

F(t) = 2 A „ c o s ( A -h in)t; 

notre expression sera, en désignant par x", x", y", y\ des con­
stantes d'intégration, 

s i n j , = .r» 2 A „ cos( / iZ H- hy\ -+- int -t- 'iny\ ) 

\fiqx, e o s j i = — x\ 2 A „ ( h -t- 2 7 1 ) sin ( A i -+- hyl - t - int - t - iny\) 

/
dF 

~dy d t ' 
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Si l'on élimine entre ces équations les deux constantesY\ ETY?2 et 
que l'on résolve par rapport à X , et à X 2 , on aura X, et X 2 en 
fonctions de Y,, Y2, X°T et X \ ; et d'autre part 

x t dyi -+- xx ày* = dS 

sera une différentielle exacte ( C F . n° 19, IN FINE). 
Posons alors, pour abréger, 

ht + hy\ = o, 

il \ iendra 

sin̂i = x \ S A„ cos(ep 2ny2), 

d'iqxi cosj, = — x \ 2 A „ ( A -+- 2/&) sin(ç> -+- a/y,) 
et il s'agira d'éliminer <p entre ces deux équations. 

Pour effectuer cette élimination, observons que ces deux équa­
tions peuvent s'écrire \/~7T —^T = 9i(72)cos«>-)-02(jK2)sino, C° n̂' = °3(̂2)costp -4- 64(jK2) sincp, 
les 0 étant des fonctions périodiques de Y2 de période it et qui 
s'expriment aisément à l'aide de F ( f ) et / ( < ) . En résolvant ces 
équations par rapport à coscp et sincs, il vient 

x° —L coso = ï)i(r2)cosjKi-l- ïjsCrOsiny,, 
\/x\ 
x° 

-=}= sino = Tl3(̂,)coŝ,-l-ïls(j'j)sin7i, 
les quatre fonctions ^ ( ^ 2 ) étant périodiques de période tc et 
s'exprimant aisément à l'aide des 9 et, par conséquent, à l'aide 
de F(<) et F(T). En faisant la somme des carrés, il vient alors, si 
l'on observe que X^ doit être une fonction paire enjv'i, 

•L-r- = ?o(̂ 2)+ SÛj)cos27,-t-. . ., 
^ 1 

les deux fonctions Ç étant encore périodiques de période TZ et 
s'exprimant aisément à l'aide de F(T) e t / ( ( ) . 
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(dy<) 

qui est aussi périodique en y, et y2, ne pourra contenir que des 
termes en 

c o s 2 7 i y 2 o u c o s ( i y i - + - i n / ) ) , 

dS , , · i r . 

- j y étant évidemment une fonction paire tant par rapport a y , que 
par rapport à y 2 . 

Si nous posons 

B = rÉy 
\ dy. ) 

l'équation ( 2 ) nous donne 

du du I du . \ 
q' d j [ + ~dy~,= [X\dy~i s , n ^ < c o s 2 ^ ' 2 ~ 2 " s , n ^ > c o s ^ ' c o s 2 - ^ 2 

Les procédés du n° 125 sont applicables à celte équation bien 
qu'elle ne contienne pas seulement les dérivées de 11, mais la 
fonction u elle-même. 

On trouve 
u = J«O + [*• Mi -+- JJ.2 u2 - 4 - . . . ; 

« 0 est une constante, et il est aisé de vérifier que M , , « 2> · • • sont 
bien de la forme indiquée, c'est-à-dire que 

ui = S c o s 2 / y 2 - + - 2 B ' , c o s ( ny, -+• 2 ny2). 

Il est aisé de former des relations de récurrence qui permettent 

Or nous aurons 
dS 

dyi 

d'où cette conclusion : 

~ - est une fonction périodique de période u tant par rapport 

à y, que par rapport à y2 et son développement contient, comme 
on le verra en appliquant la méthode du n° 125, des termes en 
c o s ( 2 my, + 2 ny2), où m et n peuvent prendre toutes les valeurs 
entières possibles. Mais la fonction inverse 
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de déterminer les constantes 

A;^ 1 et B ; > > , 

quand on connaît les K'n et les BJ(. 

Méthode de M. Gyldén. 

182. M. Picard a démontré le théorème suivant : 
Si une équation linéaire a pour coefficients des fonctions dou­

blement périodiques et si son intégrale générale n'a d'autre singu­
larité que des pôles, cette intégrale s'exprime à l'aide des « fonc­
tions doublement périodiques de deuxième espèce » , c'est-à-dire 
des fonctions qui se reproduisent multipliées par un facteur con­
stant quand la variable augmente d'une période. 

L'importance de ce théorème provient des deux circonstances 
suivantes : 

i ° Il est toujours facile de reconnaître sur l'équation même si 
l'intégrale générale n'a d'autre singularité que des pôles; 

2° Toute fonction doublement périodique de deuxième espèce 
s'exprime simplement à l'aide des fonctions 9 de Jacobi ou des 
fonctions a1 de M. Weierstrass. 

M. Gyldén a eu l'idée ingénieuse d'appliquer ce théorème à 
l'intégration de l'équation (î). Mais il serait injuste de présenter 
les choses sous cette forme sans citer le nom de M. Hermite. Ce 
que M. Gyldén a appliqué en réalité, c'est un théorème de M. Her­
mite sur l'équation de Lamé, qui n'est à la vérité qu'un cas par­
ticulier de celui de M. Picard, mais qui lui est notablement anté­
rieur. 

Notre équation ( i ) peut s'écrire 

d1 r 

( 2 ) — = ( a -t- b cos,-t)x, 

en posant 
1 2 2 

Considérons la fonction 

cosamt = cnt (mocU). 
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Il est clair, d'après la définition même de cette fonction, que ent 
tendra vers cost quand k tendra vers zéro. On peut donc, si k est 
très petit, remplacer l'équation (a) par la suivante 

( 3 ) ^ = x ( a - r - b c n U ) 

et l'approximation sera d'autant plus grande que k sera plus petit. 
Cela posé, voyons quelles sont les conditions pour que l'inté­

grale générale de (3) n'ait d'autre singularité que des pôles. Le 
seul point singulier de l'équation (3) est le point 

— , 
2 

en appelant w et c / t les périodes de en21. En effet, pour 

t = — , 
2 

ent de\ ient infini. On sait que le résidu de ent est — ^ ' ; de sorte 

que nous aurons, en développant cri11 suivant les puissances de 

10 ' i 
t = II, 

2 

une série de la forme suivante 

ne contenant que des puissances paires de u. 
La condition pour que le développement de x suivant les puis­

sances croissantes de u commence par un terme en u~", s'obtient 
aisément en égalant dans les deux membres de (3) les termes 
en u~n~'x, qui sont alors les termes de degré le moins élevé; elle 
s'écrit 

« ( n . - 4 - i ) = -h j ^ , 
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Si elle est remplie et si n est entier, l'équation (3) admet une 

intégrale particulière qui aura un pôle pour t= 

Comment se comportera l'autre intégrale? La théorie des équa­
tions linéaires nous apprend qu'elle ne pourra non plus avoir 

d'autre singularité qu'un pôle en t — ^ ou un point logarith­
mique; mais l'étude du développement de x suivant les puissances 
de u montre aisément que du moment que a-\-bcn2t est une 
fonction paire de u, on n'a pas à craindre que le développement 
des intégrales contienne un logarithme; je renvoie pour plus de 
détails aux travaux bien connus de M. Fuchs, sur les équations 
linéaires dans le tome 66 du Journal de Crelle et à la thèse 
de M. Tannery (Paris, Gauthier-Villars, 1 8 7 3 ) où ces travaux 
sont résumés. Ainsi, si la condition (4) est remplie, l'équation (3) 
admettra deux intégrales particulières de la forme 

8 ( ( — a , ) 8 ( « — a 2 ) . . . Q(t — an) 

B « ( 0 

en désignant par 9. celle des quatre fonctions 9 qui s'annule pour 
ttf 1 

2 

Les n quantités a,, a 2 , . . . , an peuvent être facilement déter­
minées, ainsi que l'ont fait voir les recherches de M. Hermite sur 
l'équation de Lamé qui ont épuisé complètement la question. 

Maintenant nous pouvons choisir un entier n assez grand, pour 
que la valeur de k qui satisfait à la condition (4) soit aussi petite 
que nous voudrons, et, par conséquent, pour que les équations ( 2 ) 
et (3) diffèrent aussi peu l'une de l'autre qu'on le voudra. 

Mais, comme q\ est généralement très petit, M. Gyldén estime 
que, dans les applications, on pourra se contenter de la première 
approximation et faire n= i. 

Méthode de M. Bruns. 

183. Reprenons l'équation 

( 1 ) -+- Q*X = Q I X C O S I T 

H . P . — II. 
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et faisons-y 
x e ^ z d t . 

L'équation deviendra 

dz 

( 2 ) - t - z* - + - q* = q,coso.t. 

Supposons maintenant que l'on développe z suivant les puis­
sances croissantes de q, et qu'on ait 

z = Z 0 - h q t z t -+- q\z2 •+-

Nous déterminerons successivement 

z 0 , z , , z%, z 3 , . . . 

par la suite d'équations 

z 0 = ± iq, 

d z , 

~dt 
- t - 2 Z 0 Z , = c o s 2 £, 

d z 2 

dt 
- t - 2 Z 0 Z t = - * î . 

d z 3 

dt 
- h 2 2 , ! 3 = — 1 Z , Z % , 

dz^ 

~dt 
- t - 2 2 0 2 t = — 2 Z , Z 3 — " * » > 

dza 

dt 
+ 2 3 o 2 i = •— 1Z,Zi, — 2 2 j ^ 3 

l 
Les équations (3) permettent de calculer les z* par récurrence ; si, 
en effet, on a intégré les & premières de ces équations, et si l'on 
connaît par conséquent 

Zo, Z,, Z}, . . . , Z k - l , 

la (& + i i à m e ) s'écrira (en prenant z 0 — -+- iq, par exemple) 
dZk . _T 

—T- - > r i i q z k = Un, 

Uk étant une fonction connue de t. 
Si z 0 , z , , Z21 · · ·) Z/t-\ sont des fonctions périodiques de t, de 
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période 7 t , il en sera de même de U* et nous pourrons écrire 

d'où 
a n e i n i t ' Jmd 2 ï( fl ( n - h q ) 

Nous pourrons donc, à moins que q ne soit entier, égaler zk à une 

fonction périodique de t. 
Alors z est une fonction périodique de t, que nous pourrons 

écrire 
., du 

z = i n - h —j-, 
dt 

ih étant la valeur moyenne de cette fonction périodique z et u 
une autre fonction périodique. On en déduit pour une intégrale 

particulière de ( i ) 
x = e i h t + u . 

Ce que nous avons appelé F(£) dans le n° 178 est alors la partie 

réelle de 
giht 

Cette méthode est la plus simple quand on veut le développement 

de h suivant les puissances de qK. 

Méthode de M. Lindstedt. 

184. Considérons l'équation 

d i x 

( i ) -t- q 2 x — q i X C 0 S 2 * = o 

et sa solution paire 

x = F ( t) = 2 A „ c o s ( h -h 2 n ) t. 

Il est clair que nous aurons 

( a ) A „ [ y » — ( A - H 2 » ) « ] = ^ ( A „ _ i - t - A „ + i ) . 

Le problème consiste à déterminer h et les An, de façon que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 5 6 C H A P I T R E X V I I . 

les équations ( 2 ) soient satisfaites et la série F(t) convergente. 
Nous pouvons considérer également l'équation à second membre 

( 3 ) -jj^ -t- q2x— q,x cosit = p c o s X f ; 

cette équation admet une solution de la forme 

x = 2 B „ c o s ( X in) t. 

Jl serait aisé d'ailleurs (par la méthode ordinaire d'intégration 
des équations linéaires à second membre) de calculer les coeffi­
cients B„ une fois qu'on connaîtrait h et les A„ ; mais, si l'on veut 
les calculer directement, on est conduit aux équations suivantes 
analogues aux équations ( 2 ) 

( 4 ) B „ [ q * - ( l - h i n ? ] = 2+ ( B , _ 1 + B , m ) . 

Pour n = o, cette équation devrait être remplacée par la suivante 

( 4 bis) B 0 ( ^ _ X 2 ) = ^ ( B _ 1 + B 1 ) + p , 

qui se réduit encore aux équations ( 2 ) , quand on y fait \ —h, 
p = o. Posons alors 

2 [ ^ _ ( X + 2 « ) 2 ] 

M„ sera une fonction de ~k. 
Posons pour n > o 

a » 

et, au contraire, pour n < ^ o , 

a » 

de telle façon que 

B m 

B«+i 

B , B j B _ , B _ , 
a * - = B 7 " • - S i ' · " '

 a - 1 = _ B 7 ' a - 2 = B i ; ' 

les équations (4) deviendront, en supposant n > o, 

1 1 
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d'où 

a M " M " 
" i— M „ a n + 1 t M „ M „ - M 

i — M „ + 1 a „ + 2 

Nous sommes donc conduit à exprimer a ( par la fraction con­

tinue 
M, 

M, M, 
1 _ _ M 1 M i _ 

i 

I — . . . . 

P 

Cette fraction continue est-elle convergente? Soit ~ sa / i l e r o e 

réduite, nous aurons 

( 5 ) P „ = P „ _ , — P „ _ , M „ M B _ , , Q « = Q n - i — Q « - 2 M „ M „ _ , 

et, d'autre part, 

P « Q * - i - P » - i Q » = M | M » M I . . . M M „ . 

Je remarque d'abord que, quand n croît indéfiniment, M n tend 

vers o et que la série 

( 6 ) M , + M , M T + M , M , - r - M 3 M t - t - . . . 

est absolument convergente (sauf dans le cas où l'une des quan­
tités M r a est infinie, c'est-à-dire où \ est égal à ± q à un entier 
près; ce cas doit être exclu de la discussion qui va suivre). D'ail­
leurs, à partir d'un certain rang, tous les termes de cette série 
seront positifs. 

Je dis maintenant que P n va tendre vers une limite finie et qu'il 
en sera de même de Q n . 

En effet, P n et Q„ sont définis par les équations de récur­
rence (5). Déterminons par' les mêmes équations deux quan­
tités WN et R^, de telle sorte que 

R„ = R „ _ i — R B _ , M „ M „ _ , , 

R ; = R » - I — R i , _ , M „ M „ _ T . 

Nous pourrons nous donner arbitrairement deux quelconques des 

quantités R„ et aussi deux quelconques des quantités R^. 
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Considérons dans la série (6) les p premiers termes qui suivent 
le nieme 

M „ M „ + , -+- M 0 + i M „ + 2 + . . . - t - M „ + / , _ , M „ + p . 

Soit S„.p la somme de ces p termes, nous pourrons toujours 
prendre n assez grand pour que S„.p soit positif et plus petit 
que i . 

Considérons alors l'équation de récurrence 

Cette équation montre que, si l'on a 

I > R/Î+/J-1 > 0 — ^n.p—l )> 

1 > R „ + p _ 2 > ( L | — S „ . p _ 2 ) > o , 

on aura également 
(7 ) " i > R « + p > ( i - S „ . p ) . 

11 suffit donc que l'on choisisse R H + ) et R « + 2 de façon à satisfaire 
à l'inégalité ( 7 ) pour que tous les termes R h + / > y satisfassent. R n + ^ 
est donc toujours plus grand que 1 — S„.^, et, par conséquent, 
positif. De plus, l'équation de récurrence montre que Rn+p va con­
stamment en décroissant quand l'indice n-\-p croît. Donc R n +/> 
tend vers une limite finie et déterminée. Choisissons donc R n + j 
et R / I + 2 , R « + ) et R '„ + 2 de façon à satisfaire aux inégalités ( 7 ) et 
de façon que le déterminant 

R « + L R « + 2 R»4-2 R « + I 

ne soit pas nul. 
Alors R r t + p etR^ l + p tendront vers deux limites finies, déterminées 

et différentes de o, R et R'. 
Comme P f t et Qn satisfont aux mêmes relations de récurrence 

que R« et Wn et que ces relations sont linéaires, nous aurons 

P» = K R « + R « . 

Q n = NIR».-+-t i iR«, 

f-> y-'i pu K étant des coefficients constants et la limite de notre 
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JJ-! R -+- u,', R' Pour certaines valeurs de q,, q et \ et, par conséquent, pour 
certaines valeurs des coefficients ja, il peut arriver que cette frac­
tion soit nulle ou infinie; mais elle ne se présentera jamais sous 

la forme indéterminée-· o 
Dans le cas où q = zt Çk -t- 2 / 1 ) , et où, par conséquent, M« = 3 0 , 

il n'y a presque rien à changer à ce qui précède. Si, par exemple, 
on avait M 2 = go, notre fraction continue deviendrait 

M , Ml 
M 3 

M , M 4 

La limite de notre fraction continue étant une fonction de A, nous 
pouvons l'appeler tyÇk) et écrire 

a,= 4-(X). 
On trouverait de même a_1=4/(—X), a2= t}.(X +2), a3= 4*(X-H 4), a„ = i);(X -t- 2« — 2), 

a_s = i{/(2 —X), a_„ = ( ¡ . ( 2« — 2 — X), 

ce qui met en évidence la propriété caractéristique de la fonc­

tion <]•()·). à savoir que 

Quand on a calculé A ( A ) ettJ/(—X), il est facile de calculer tous 
les rapports a„ et a_„. Si alors on avait la valeur de B 0 , on en 
déduirait facilement celle de tous les coefficients B„. Or il est 
évident que B 0 satisfera à l'équation 

B0(?2_X2)= 5̂i[<KX)+<K-X)J + P, 
ce qui détermine B 0 . 

Pour ). = h, B„ doit se réduire à A.,, et fi à o ; d'où l'équation 

fraction continue sera 

(J.R-+- [a'R' 
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suivante qui détermine h 

yl _ A» = Ç [•]/(*) + +(-*)]. 
Une fois h déterminé (et cela se fera en général plus aisément 

par l'une des méthodes exposées plus haut), on calculerait comme 

nous venons de l'expliquer les a„ et les A„ = B„. 
Méthode de M. Hi l l . 

185. Reprenons les équations ( i ) , ( 2 ) , (3) , (4) et (4 bis) du 
numéro précédent; ces équations sont linéaires et, bien qu'elles 
soient en nombre infini, M. Hill a eu la hardiesse de les traiter 
par les procédés ordinaires de résolution des équations linéaires 
en nombre fini, c'est-à-dire par les déterminants. 

Cette hardiesse est-elle justifiée? C'est ce que j'ai essayé de 
faire voir dans une discussion que j'ai publiée dans le Tome XIV 
du Bulletin de la Société mathématique de France et dont je 
vais rappeler ici les principaux résultats. 

Considérbns un Tableau à double entrée, indéfini, «n a n \ , 

^ 4 2 *2rt2 1 

a ï 3 a l l 3 ) 

Dans ce Tableau les termes de la diagonale principale sont tous 
égaux à 1. 

Soit A „ le déterminant formé en prenant les n premières lignes 
et les n premières colonnes du Tableau ( 5 ) . Je dirai que le 
Tableau (5) est un déterminant d'ordre infini et que ce déter­
minant converge si A „ tend vers une limite finie et déterminée A 
quand n croît indéfiniment. 

Pour nous rendre compte des conditions de convergence d'un 
déterminant, appuyons-nous sur le mode suivant de génération, 

( 5 ) 

1 a2, a 3 l «12 1 «32 
a13 &23 I 
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«12 • «1« D = «21 «2re a „ 2 . • O-nn 

Développons le produit 

np(Saapn), 

puis affectons chacun des termes du produit développé, suivant 
les cas, de l'un des coefficients + i, — i ou o ; nous obtiendrons 
ainsi D. 

Il est aisé d'en déduire l'inégalité suivante ; formons le produit 

n = np(2„|a/,„|), 
on aura 

(6) |D|<n. 
Supposons maintenant qu'on remplace dans le déterminant D 

un certain nombre d'éléments par zéro, le déterminant D devien­
dra D' et LT deviendra II ' ; un certain nombre de termes s'annule­
ront dans le développement de LT, et les termes correspondants 
s'annuleront aussi dans le développement de D. On aura alors 

(7) |D-D'|<n-n'. 
Telles sont les deux inégalités très simples qui vont nous servir de 
point de départ. 

Pour que le déterminant A d'ordre infini converge, il suffit que 
le produit LT correspondant, qui s'écrit 

( ( ( i - l - | a n | - i - | a , i | | a „ , | | « n | - H |œSjl H - . . . - + - | a « | 

( (i -+-. -+ - | « M | • + · . . . ) . . . , 

converge lui-même ou, d'après un théorème bien connu, que la 
série 

| « n | - V - | « M | •+• \ a i t \ - h . \ a n l \ - h . . . + \ a t t \ -4-1 a 3 2 | - 4 - . . . - t - | a 1 3 | - 4 - . . . 

converge elle-même. 

qui n'est autre que celui qui est connu sous le nom de clefs algé­
briques. 

Soit à développer le déterminant 
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lim U'p = lim ï l n 

On aura donc aussi 

( n , p = » ) · 

En effet, soient A„ et b-n+p les déterminants obtenus en prenant 
dans le Tableau (5) les n premières, puis les n-\-p premières 
lignes et colonnes. Soient U„ et les valeurs correspondantes 

du produit II défini plus haut. 
Comme dans Je Tableau (5) les termes de la diagonale princi­

pale sont égaux à i , on passera de A, , + J , à A n en annulant un cer­
tain nombre des éléments de ce déterminant A„+P '· on aura donc 

| àa+p — A* | < L W p — 17„. 

Mais, si le produit (8) converge, le second membre de cette iné­
galité tend vers zéro quand n et p croissent indéfiniment. Il en 
est donc de même du premier membre, ce qui prouve que A„ tend 
vers une limite finie et déterminée. c. Q. F . n. 

Donc, pour que le déterminant A converge, il suffit que la série 
obtenue en prenant dans ce déterminant tous les éléments qui 
n'appartiennent pas à la diagonale principale converge absolu­
ment. 

Je vais faire voir maintenant que le déterminant converge abso­
lument, c'est-à-dire qu'on peut modifier l'ordre des colonnes ou 
des lignes sans changer la valeur limite du déterminant. 

Soient en effet deux Tableaux analogues à (5) et ne différant 
que par l'ordre des colonnes et des lignes. Je supposerai toutefois 
que, dans l'un comme dans l'autre Tableau, les éléments égaux à i 
occupent la diagonale principale. Soit A„ Je déterminant obtenu 
en prenant les n premières lignes et colonnes du premier Tableau. 
Soit A^ le déterminant obtenu en prenant les p premières lignes 
et colonnes du second Tableau, p étant assez grand pour que tous 
les éléments de A„ se retrouvent dans A^,. Soient Un et 11̂ , les 
produits II correspondant à A„ et A^. On passera de A ,̂ à A„ en 
annulant dans A^ un certain nombre d'éléments. Je puis donc 
écrire 

|i;-i«l<n;-D». 
Mais, le produit (8) étant absolument convergent, on aura 
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Imaginons maintenant que le Tableau (5) soit indéfini dans les 
deux sens, de sorte que les colonnes et les lignes soient numé­
rotées depuis — co jusqu'à + oo. 

Le terme qui appartiendra à la fois à la ligne numérotée n et à 
la colonne numérotéep s'appellera a„p. D'ailleurs n et p pourront 
prendre toutes les valeurs entières positives ou négatives, y com­
pris la valeur zéro. 

Nous appellerons A„ le déterminant formé en prenant les 
2 « + i lignes numérotées — n, — /i + i , — n + 2 , — i , 
o, i , 2 , . . . , n — i, n et les 2n -+•1 colonnes portant les mêmes 
numéros. Le déterminant d'ordre infini convergera si A„ tend 
vers une limite finie et déterminée. 

Nous supposerons toujours que les termes de la diagonale prin­
cipale sont égaux à i , c'est-à-dire que ann = i . 

Alors, en raisonnant tout à fait comme plus haut, on trouverait 
que le déterminant converge absolument pourvu que la série 

(n^p ; n, p variant d e — o o à - t - o o ) 

soit convergente. 
Supposons maintenant que dans notre Tableau à double entrée, 

c'est-à-dire d'après la définition qui précède, dans notre détermi­
nant d'ordre infini, on remplace tous les éléments d'une certaine 
ligne par une suite de quantités 

VC—n-t · • · , X—li &0t Xli ^ 2 Î · * · * ^ni · · · • 

qui soient toutes plus petites en valeur absolue qu'un certain 
nombre positif k. Je dis que le déterminant restera convergent si 
la série 

V \ a n p \ (n^p) 

converge. 
En effet, prenons, comme il a été dit plus haut, %n -(- i lignes 

et 2/1 + 1 colonnes dans le Tableau à double entrée, de façon à 
former le déterminant A„. Supposons que l'on fasse la somme des 
valeurs absolues des éléments de chaque ligne, en exceptant la 
ligne dont les éléments ont été remplacés par des quantités x. 
Faisons ensuite le produit II,; des 2 / i sommes ainsi obtenues. Un 
terme quelconque du déterminant A„ sera un terme du produit II,, 
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multiplié par une des quantités x ou par cette quantité changée 
de signe. Donc, d'après l'hypothèse 

\a>t\<k, 
on devra avoir 

| A « | < * n „ . 

Si l'on annule quelques-uns des éléments de A„ ce déterminant 
devient A^ et le produit II n devient LT̂ . Quelques-uns des termes 
du produit II n s'annulent et les termes correspondants de A„ 
s'annulent également. On a donc 

\K— àn\<k(Iln— U'a-). 

Observons maintenant que, pour passer du déterminant A „ + / ) 

au déterminant A„, il suffit d'y annuler certains éléments; nous 

trouverons 
| A „ + / , — A „ | < * ( n „ + p — H r a ) 

et nous en déduirons, comme précédemment, que A„ tend vers 
une limite finie et déterminée, pourvu qu'il en soit ainsi de II n, 
et c'est précisément ce qui arrive quand la série 

(.n>p) 

converge. 

186. Appliquons ces principes au cas particulier qui a été traité 
par M. Hill dans son Mémoire sur le mouvement du périgée de la 
Lune (Acta math., t. VIII). 

Reprenons les équations ( 2 ) du n° 184 

{•>•) A „ [ g - 2 _ ( A + 2 « ) 2 ] = ^ ( A „ _ , - + - A „ M ) . 

Nous avons une infinité d'équations linéaires à une infinité 
d'inconnues. Pour avoir le droit de les traiter d'après les règles 
ordinaires du calcul et de calculer leur déterminant je veux 
d'abord que la diagonale principale ait tous ses éléments égaux 
à 1 et j'écris, par conséquent, cette équation sous la forme 
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&nn — ' ) On.n—1 — O-n.n+l — — 
•xYq* — ( A - H iny-y 

Pour que le déterminant converge, il suffit donc que la série 

2 1 9 t 

| g r«_ (A- l - 2/1)2 

converge, condition qui est évidemment remplie. 
Ce déterminant est évidemment une fonction de h que j'appel­

lerai avec M. Hill U(h). 
Alors h sera déterminé par l'équation 

( 3 ) • (A) = o 

sur laquelle nous allons revenir. 
Supposons ensuite que dans ce déterminant nous remplacions 

les éléments de la ligne numérotée zéro par des indéterminées x, 
que nous remplacions par conséquent 

— 1i 

a o - , , - 0 , « o . - i = ^ q ï — h i ) ' a ° - » = 1> 

respectivement par 

&—p, · · · > 1 , # 1 , > . . } &pi . . . . 

D'après ce qui-précède, le déterminant A ainsi obtenu conver­
gera encore pourvu que les quantités \x\ soient plus petites qu'un 
nombre donné k. Il sera une fonction linéaire des x et pourra 
s'écrire 

A = . . A _ p i P _ p - t - . . .-h A 0 a ? 0 - + - . · - M - kpXp - t - . . . . 

On obtiendra d'ailleurs évidemment A^ en donnant à xp la 
valeur i et aux autres indéterminées x la valeur zéro. 

On aura donc, en appelant encore an.p l'élément du détermi­
nant qui appartient à la ligne numérotée n et à la colonne numé­
rotée p 
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Je dis que les quantités A „ , ainsi définies, satisfont aux équa­
tions ( 2 ) . Si nous donnons, en effet, à xp la valeur an.p, c'est-
à-dire la valeur 

selon que 

\ n - — / > | > i , \ n — / > | = i ou que n — p , 

notre déterminant deviendra 

A " - a [ f » — ( A + a n } * ] ( A « - i + A » 4 - i ) 

et il devra être nul, car il y a deux lignes identiques; l'équa­
tion ( 2 bis) sera donc satisfaite. 

Il y a exception pour n=o] car le déterminant n'a plus alors 
deux lignes identiques ; mais il est encore nul, parce qu'il se réduit 
alors à • (h) qui est nul en vertu de l'équation (3 ) . 

Enfin la série 

converge; car on l'obtient en faisant dans A 

x p = e ^ p + h ) ' ' , 

et la valeur absolue de xp est alors limitée, ce qui est, comme nous 

l'avons vu, une condition suffisante de la convergence de A. 

Application du théorème de M. Hadamar d. 

187. 11 nous reste à étudier l'équation 

( 3 ) • ( A ) = o. 

Pour cela, il nous faut d'abord définir le déterminant que 
M. Hill appelle V ( A ) . 

Pour cela, reprenons notre déterminant • (A) et multiplions la 
ligne numérotée zéro par 

q*-h\ 
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et la ligne numérotée n ( « < o ) par 

y « - ( A + a n ) -

Je dis que le déterminant V(A), ainsi obtenu, sera encore con­
vergent; et, en effet, si nous nous rappelons la définition donnée 
plus haut de la limite d'un déterminant indéfini dans les deux sens, 
nous verrons que 

V(A)= \D(h){q*-h*)n, 

II étant la limite vers laquelle tend le produit des am facteurs 

y 2 — (A-4-ara)» 

où n = ± i , ± 2 , . . . , zfc m quand m croît indéfiniment : II est 
donc la limite du produit infini 

m h2—g2 _ h? t (h2 — g2)"! 
IH~ 2«

2 rë»"1 ïëT̂  J' 
n = l 

lequel est évidemment convergent. Donc V(A) converge. 
Appelons blup celui des éléments de ce déterminant qui appar­

tient à la ligne numérotée n et à la colonne numérotée p. Nous 
aurons 

<Vo = ?2 — 't2, o».n=2 ^ («̂o), 
¿ 0 . 1 = <-"o.—1 = — 6 , , . B 4 - 1 = 6«.ra_l = — j ^ j " ( 7 Z < o ) , 

* n . p = 0 , ( | 7 1 — p \ > l ) . 

Nous allons remplacer dans V(A) A par a; et étudier les pro­
priétés de la fonction V(ic) ainsi définie. 

Je dis d'abord que c'est une fonction entière. 
En effet, on aura évidemment, en remplaçant A par x, 

|*o.o| <ï! + ̂ !, IM<2—-ĵ2 - · 
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Par conséquent, d'après l'inégalité (6) du n° i 85, on aura (4) vW<(?i + ,i + l?1|)np
! + ̂-ly + î,l)i]' Or, en posant, pour abréger, q2 -f- | q, \ = \ et associant les fac­

teurs du produit qui correspondent à des valeurs de n égales et 
de signe contraire, ce produit infini peut s'écrire 

r x*~ X« X* (a?2—À2)n 
T " 1 " ^ ,6n* ] ' 

et il est évidemment convergent et toujours fini. Donc il en est de 
même de V(x). 

Dans cette démonstration j'ai supposé x réel ; mais, si x était 
imaginaire, il n'y aurait rien d'essentiel à y changer; il suffirait 
d'écrire 

l?2I-H?il-H*-i-2rcp, 
au heu de 

9,s-H9ri|-i-(a; + 2/02-
Donc V ( x ) est encore fini quelle que soit la valeur imaginaire 

de x; c'est donc une fonction entière. 
Si l'on voulait démontrer par le menu que V(x) jouit des autres 

caractères d'une fonction entière, c'est-à-dire qu'elle est continue 
et a une dérivée, il suffirait d'observer que le déterminant dont 
la limite est V(x) converge uniformément. 

Appelons, en effet, Vn(x) le déterminant formé en prenant 
dans V(x) les in + 1 lignes et les in-\-i colonnes numérotées 
de — n à -+- n. On aura 

V(x) = lim V „ ( a ? ) . 

Soit alors dans le plan des x un contour fermé C quelconque; 
soit s un point de ce contour elx un point intérieur à ce contour. 
Comme Vn(x) est un polynôme entier, on aura évidemment 

• n / \ f V „ ( z ) d z 

J z — x 

l'intégrale étant prise bien entendu le long du contour C. La fonc-
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sera évidemment une fonction holomorphe de x; je dis que <p(x) 
est égal à V(x). 

En effet, comme il résulte des démonstrations précédentes que 
la convergence de V ( # ) est uniforme, nous pourrons prendre n 
assez grand pour que l'on ait au point x et sur tout le contour C 

|V(»)-V, , (*) |<«, \ V ( z ) - V n ( z ) \ < s 

et, par conséquent, 

2iit|«p(ar) — V„(*) |< s i , 

l étant la longueur du contour C divisée par le minimum de \ z — x\. 
Ainsi les différences \f(x)— V„(x)\ et \V(x) — V„(x)\ peu­

vent être rendues aussi petites qu'on le veut, ce qui ne peut avoir 
lieu que si V(x) = <p(x)-

Donc V ( x ) est holomorphe. c. Q. F . n. 
Je dis maintenant que V(x) est périodique. 
Désignons, en effet, par E„(x) le déterminant fini obtenu en 

prenant dans V(x) les 2/1 + 1 lignes et les m + 1 colonnes numé­
rotées de — 71 -+- 1 à TI + 1 , et par E^ (x) le déterminant obtenu en 
prenant dans • ( # ) les lignes et les colonnes correspondantes. 

La démonstration de la convergence d'un déterminant indéfini 
dans les deux sens a été donnée au n° 185, quand la diagonale 
principale a tous ses éléments égaux à 1. Elle ne suppose pas que 
l'on s'astreigne à prendre autant de lignes dont les numéros sont 
négatifs que de lignes dont les numéros sont positifs. On aura 
donc 

UmE'H(x) = pour n = 00. 

D'autre part, il est clair que 

E»(*) = E;(a?)( g -«-**)• ' , 

où LT' est le produit des facteurs 
(X - h 2 » l ) 2 

( 5 ) 
4 m 2 

où m prend les valeurs ± 1 , ± 2 , àz(n — 1), « e t n - r - i . 
H. P — II. 18 

tïon 
- V ( z ) d z 
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On aura d'ailleurs, ce qui se voit immédiatement en comparant 
les déterminants, 

V„(*-r-a) = ( ^ i y E . ( * ) . 

Nous allons faire tendre n vers l'infini, le premier membre tendra 
vers V(x -+- 2 ) ; quant au second membre, il tendra vers 

• (x){q2 — ^ 2 ) H m n ' . 

Nous avons trouvé plus haut 

V(x)= 0(x)(q,- — x2)y>mn, 

Il étant le produit des facteurs (5) où l'on donne à m les va­
leurs ± 1, ± 2 , . . . , ± n. 

On aura donc 

u l_(3> — *n)* 

d'où 

d'où enfin 

De plus, on a 

et, par conséquent, 

4 n 2 

.. n' 
lun-n = 1 , 

V(x + a) = V(ar). c. Q. F. n. 

V„(— x) = Vn(x) 

V(x) = V(—x). 

Poursuivant l'étude de la fonction entière V ( x ) , je me propose 
de démontrer qu'elle est de genre zéro, quand on la regarde 
comme /onction de x. On sait qu'une fonction entière est dite 
de genre zéro quand elle peut se développer en un produit infini 
de la forme 

Plus généralement on dit qu'une fonction entière est de genre p 
lorsqu'elle est développable en un produit d'un nombre infini de 
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fadeurs primaires de la forme 

*(-!)·*· 
P étanl un polynôme d'ordre p en x. 

Pour démontrer ce point capital, je dois faire usage de cer­
taines inégalités que je vais d'abord établir. 

Cherchons une limite supérieure de 

Comme la fonction V est périodique de période 2 , je pourrai tou­
jours supposer q u e ^ est compris entre — 1 et -f- 1. On aura alors 

Iq2-+- =7i-+-(y -+- ix — 2 n ) « | < 1y, | -hx2·+-(y — 2nY 

et, par conséquent, en posant comme plus haut, 
X = q 2 + [ q i \ , 

il viendra en faisant usage de notre inégalité fondamentale 

< « ) | V ( R + -)L<A^-^)N[^!igL=^J. 
Le second membre de celte inégalité est une fonction de x2 que 
je désignerai par F(x2). 

Posons pour un instante 2 = t3 et considérons la fonction F(t3). 
11 est aisé de voir qu'elle est de genre 1. 

En effet, la fonction F(x) est de genre o et peut se mettre sous 
la forme F(,)=An(,-g). 

Je représente par b3

n les racines de l'équation F(x) = o\ d'où 
' < - > - « ( - É ) ( - Ë ) ( - Ï F ) 

ou 
On vérifierait sans peine que les trois produits du second membre 
sont absolument convergents. 
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J'ai démontré dans le Bulletin de la Société mathématique 
de France que, si une fonction <f(x) est de genre i, on aura 

l i m o ( a ? ) e — = o, 

si x tend vers l'infini avec un argument déterminé et de telle 
sorte que e~*x* tende vers zéro. 

Si donc x et I sont réels positifs, on aura 

l i m F ( £ 3 ) e - s " ! = o. 

Quand on fera varier y de — i à + 1 , le premier membre tendra 
vers sa limite uniformément, d'où cette conséquence; on pourra 
trouver deux nombres positifs a et K tels que 

[ V ( j -+- < Ke«li-'l, 

en faisant y ix = z et remarquant que 

l*KI* l ; 

il \iendra 

|T(^)|<Ke»l='l. 

Considérons maintenant le développement de V( s ) 

V(z) = zcnz>; il viendra 
, V(z)dz 

2 in C „ 

l'intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon quelconque 
ayant pour centre l'origine. 

On en conclut 

| C » | < 
I - " i 

et cela quel que soit \z\. Or le minimum de 

e**'z-» 

est 
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| G „ | < 

m-
Nous observerons que, la fonction V(s) étant paire, les coeffi­

cients Cin+t sont nuls. 
Je me propose de démontrer que V, considéré comme fonction 

de z*, est de genre zéro. En vertu d'un théorème de M. Hadamard 
(Cf. Comptes rendus, t. CXV, p. 1 1 2 1 ) , il suffit pour cela d'éta­
blir que 

| C î „ | < K T ( / i - r - i ) - l S 

u. étant plus grand que 1. 
Or il vient 

Si l'on remplace T(n + 1) par sa valeur approchée, le second 
membre devient 

KeT (à) V " -

Il s'agit de démontrer que, pour une valeur de p. > 1 , cette 
expression reste limitée. Or, si 

elle tend vers zéro, quand n croît indéfiniment. 
Il suffira donc de prendre 

1 < [X < f . 

Il résulte de là que la fonction V(a) peut se développer en un 
produit de la forme 

( 5 ) V( , ) = A n ( , - g ) . 

Il reste donc à connaître les zéros de la fonction V ( # ) ; d'après 

S i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 C H A P I T R E X V I I . 

la nature même de la question, ces zéros seront 

X = -t- 27 l ) , 

n étant un entier. En effet, c'est pour ces valeurs, et pour elles 
seulement, que les équations ( 2 ) et ( 2 bis) du n° 186 et par consé­
quent l'équation (3) du n° 186 pourront être satisfaites. 

Les zéros de V(x) sont donc les mêmes que ceux de 
c o s i t a ? — COS7TÂ ; 

comme ces deux fonctions sont toutes deux développables en pro­
duits infinis de la forme (5) et que les facteurs de ces deux produits, 
sauf la constante A, sont les mêmes, les deux fonctions ne pourront 
différer que par un facteur constant et l'on aura 

( 6 ) V ( a ? ) = A ( c o s i t a ? — COSTIA) . 

Mais V(x) n'est pas seulement fonction de c'est une fonction 
entière de g2 et de g,, et l'on démontrerait absolument de la même 
manière que c'est une fonction de genre zéro tant par rapport à g2 

que par rapport à g,. 

Il y a plus; soit, par exemple, 

V O ) = £ D n ? ï , 
A = S D ; ? Î , 

A cosizh = SD^ï, 

on aura 
D « = D ; , c o s i r a : — D;;. 

On peut démontrer, absolument de la même manière que plus 

haut, que 
|D„|<KT(»)-IS 

si p est compris entre 1 et | . Comme cette inégalité doit avoir lieu 
quel que soit x, T)'n devra satisfaire à une inégalité de même forme, 
de sorte que A sera une fonction de genre zéro par rapport à g, et 
l'on verrait de la même façon que c'est une fonction de genre zéro 
par rapport à g2. 

Mais A ne peut jamais s'annuler; car V (x) ne s'annule jamais 
identiquement (je veux dire quel que soit x). Or une fonction de 
genre zéro qui ne s'annule pas se réduit à une constante. 
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Pour q, = o, h est égal à q ; il vient donc 

o) = A(cos7ta? — COS-JT^) , 

d'où, en divisant et faisant x = o, 

i — cosTtgr 

1 — COSTC/I V(o, gi~> = D ( o , qi) 
V(o, o) 0 ( 0 , 0 ) 

ou enfin 

( 7 ) i — COSTT/Ï • (o, ? l ) ( l — COSTtJf), 

car 
• (o, o) = i : 

c'est de l'égalité ( 7 ) que M. Hill a tiré la valeur de h. 
Grâce aux considérations qui précèdent, la légitimité de sa 

méthode est désormais rigoureusement établie. 

Remarques diverses. 

188. Dans le cas particulier que nous traitons, on pourrait 
arriver à quelques-uns de ces résultats sans avoir recours au théo­
rème de M. Hadamard. 

En effet, observons d'abord que, quand même q2 et qx so^it ima­
ginaires, l'égalité fondamentale (a) subsiste encore, pourvu que 

A = l î ' l + M -

Si nous nous rappelons alors le développement connu 

nous en déduirons 

Donc A est indépendant à la fois de q2 et de q,. 

Ecrivons l'égalité (6) pour mettre en évidence la valeur de q, 

sous la forme 
V(a?, q , ) ~ A(cos7ta? — COSTCA). 
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d'où 

F ( x * ) = [ c o s i r / — x'1 - ^ X — c o s i y ] . 

L'inégalité (a) est vraie quels que soient «y2 et q>, pourvu que x 
et y soient réels. 

Nous savons maintenant que le rapport 

cos i x 

tend vers i quand x croît indéfiniment par valeurs réelles. Il 
résulte de là qu'on peut trouver une constante numérique B 
telle que 

on en déduit 
\ V { y i x ) \ < B e ^ ' ^ , 

d'où 
| V ( . z ) | < B e - " V - | + > . < B e ^ e ^ l - K 

Considérons maintenant le rapport 

V ( z ) 

COSTZZ — c o s 71 h 

Le numérateur s'annule toutes les fois que le dénominateur s'an­
nule, et il en résulte que ce rapport est une fonction entière, tant 
en z qu'en q2 et en q{. 

Comme ce rapport est une fonction périodique de .s, nous 
pouvons toujours supposer que la partie réelle de z reste com­
prise entre — 1 et + 1 ; faisons donc tendre la partie imaginaire 
vers l'infini et voyons comment se comporte notre rapport 

V ( z ) ^ ( z ) _ COSTCZ— c o s n h 

c o s t u s — c o s t i A en\'\ ' e 7 1 ' 3 ' 

Le premier facteur du second membre reste inférieur en valeur 

absolue à B e 1 1 ^ ; le second facteur tend vers ̂  : notre rapport reste 

donc fini. C'est donc une fonction entière de z qui reste constam­

ment inférieure à une certaine limite; cette fonction doit donc 

d'après un théorème connu se réduire à une constante indépen­

dante de z. 
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Extension des résultats précédents. 

189. Toutes ces méthodes, sauf celle de M. Gyldén, s'appli­

quent à toute équation de la forme 

(0 ^ + a ^ ' ) = 0 ' 

où <p(t) est une fonction périodique de t, développable par con­

séquent en série trigonométrique. 

Il n'y aurait à faire que des changements de détail que le lec­

teur pourra faire sans peine s'il veut traiter de cette manière une 

équation de la forme ( i ) . La plupart des résultats sont encore 

vrais; quelques-uns cependant ne le sont que si la fonction cp es( 

paire. 

M. Gyldén, voulant rendre son procédé applicable à l'équa­

tion (1 ) , a imaginé une méthode ingénieuse de tâtonnement sur 

laquelle je ne juge pas utile d'insister, car il n'a eu que rarement 

l'occasion d'en faire usage. 

Supposons maintenant que la fonction <f(t) ne soit pas pério­

dique, mais soit de la forme 

<p(*) = n-n<K0, 

u. étant un coefficient numérique très petit, et ty(t) étant la somme 
de n termes de la forme 

A / s i n ( a / ï - t -

de sorte que 

4 , ( 0 = 2 A i S i n ( a , ' i + P'')-

Les A,-, les <x¿ et les B¿ sont des constantes; mais les a; ne sont pas 

commensurables entre eux, sans quoi la fonction cp serait pério­

dique. 

Dans ce cas, les procédés précédents sont encore applicables, 

mais les séries auxquelles on parvient ainsi, et qu'on peut ordonner 

Il faut toujours avoir recours au théorème de M. Hadamard pour 

démontrer qu'elle est en outre indépendante de q2 et de q,. 
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suivant les puissances de p., ne sont plus convergentes, de sorte 
que ces procédés n'ont plus d'autre valeur que celle que peut pos­
séder, d'après le Chapitre VIII, toute méthode de calcul formel. 

Nous pourrons donc satisfaire formellement à l'équation (1 ) , en 
faisant 

(2) x = Z B , „ c o s ( n - 1 - fm)t -+- S C , „ sin ( A -+- · ( ,„) t. 

Dans cette formule, h, B m et C m sont des séries ordonnées sui­
vant les puissances de p. et dont les coefficients sont des con­
stantes. Les y m sont des combinaisons linéaires à coefficients 
entiers des a,-, de sorte que 

fm = N I A T - 1 - N 2 A 2 + . . . - + - N „ A „ 

et les sommations doivent être étendues à toutes les combinaisons 
des valeurs entières des N ( , N 2 , . . . , N„. 

La divergence de la série ( 2 ) pourra causer quelque étonnemenl. 
Supposons, en effet, que les a/ sont de la forme 

a¡ = m.i~k -+- m), 

les mi et les m'¿ étant des entiers et X une constante qui est la 
même pour tous les a¿. 

Faisons varier X, en conservant à p, aux A,-, aux aux m¡ et 
aux m'¿ des valeurs invariables. 

Pour toutes les valeurs commensurables de X, les ct¿ seront 
commensurables entre eux et la fonction <p sera périodique. Nous 
savons alors, par le n° 29, que l'équation (1 ) admet une solution de 
la forme ( 2 ) et de plus que cette solution n'est pas purement for­
melle et que les séries sont convergentes. 

Comme, dans tout intervalle, il y a une infinité de nombres 
commensurables, on s'étonnera que les séries auxquelles on par­
vient, quand X varie dans un intervalle si petit qu'il soit, puissent 
être ainsi une infinité de fois convergentes et une infinité de fois 
divergentes. 

On comprendra mieux ce fait paradoxal si l'on étudie l'exemple 
simple qui va suivre. 
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Soit l'équation du premier ordre 

(3) g=*?. 
Je supposerai que cp est une série de la forme 

<p = 2A,„.B(iM+l«lCos(mA — n)t. 

Les m et les n prennent toutes les valeurs entières possibles, 
X est une constante, les A m . „ sont des coefficients constants, et JJL 
est un paramètre très petit, par rapport aux puissances duquel 
nous développerons. 

L'intégration donne alors 
s i n ( m X — n)t, 

Cette solution doit être modifiée quandX est commensurable ; soit 

en effet X = p et q étant premiers entre eux, mX — n sera 

nul quand on aura 

m = hq, n — hp, 

h étant entier. 
Il viendra alors 

( 5 ) l o g g = B t +y ^ n . n ^ l + W s i n ( > > a _ n ) t < 

fît A — IL 

où sous le signe S on ne donne à m et à n que les valeurs qui 

n'annulent pas m\ — n et où 
A = - * > 

Si dans les formules (4) et (5) on passe des logarithmes aux 

nombres, on trouvera dans un cas comme dans l'autre 

fy(t) étant une série ordonnée suivant les puissances de jx et dont 
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les coefficients sont formés d'un nombre fini de termes en 

sin(mX — n)t 
ou 

cos(mX — n)t. 

Seulement il y a entre les deux cas deux différences : 
i ° Si X est commensurable, la série fy(t) est convergente; si au 

contraire X est incommensurable, la série §(t) pourra être diver­
gente et la solution deviendra purement formelle. 

2 ° La valeur de l'exposant C n'est pas la même dans les deux 
cas. Si X est incommensurable, G est égal à A 0 .o- si X est commen­
surable, C est égal à B. Donc C n'est pas une fonction continue 
de X. 

Il doit en être de même de h dans le cas de l'équation ( i ) et 
c'est ce qui nous explique pourquoi dans ce genre de questions il 
n'est pas permis de raisonner par continuité. 
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CHAPITRE XVIll. 
CAS DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES. 

Equations à second membre. 

190. Nous avons vu au n° 177 que l'équation (6 b) du n° 169 pouvait, par un changement convenable de variables, être ramenée à la forme 
( 1 ) — +x(qt— ?IcosaO= <p(0-Dans cette expression, cp (t) est une fonction connue de t et cette expression est une somme de termes de la forme 

pcosXî ou |3sinXi. Dans le Chapitre précédent, nous avons appris à intégrer l'équa­tion sans second membre, c'est-à-dire l'équation (i) où l'on a fait cp (t) = o, et nous savons, d'autre part, que l'intégration d'une équation linéaire à second membre peut toujours se ramener à celle de l'équation privée de second membre. La question est donc résolue; nous avons même au n°184 envi­sagé l'équation (i) en y faisant tp(/)= PcosXJ, et nous avons vu qu'on y pouvait satisfaire en y faisant 
(2) x = 2B„cos(X -+- in)t, et que les B„ étaient définis par les relations|(4) et (4 bis) du n°184. 
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De môme, si nous faisons 

o(t) = S sinlt, 

on satisfera à l'équation ( i ) en faisant 

(•ìbis) x = ZB„sin(X -+- in)t, 

pourvu que les B„ soient encore définis par les relations (4) 
et (4 bis). 

11 est clair alors que, si <o(t) est une somme de termes de la 
forme (îcosXf et jîsinXi, on aura une solution particulière de 
l'équation ( i) qui sera une somme de termes de la forme 

B„ cos(X + 2 a ) ( OU B „ sin(X -+- zn)t, 

et l'on obtiendra la solution générale en ajoutant à cette solution 
particulière la solution générale de l'équation sans second membre. 

Il y aurait exception dans le cas où l'un des coefficients B„, 
déGnis par les équations (4) et (4 bis) du n° 184, serait infini; 
c'est ce qui arrive, comme il est aisé de le voir, si X est égal 
à h + in, n étant un entier. 

Dans ce cas, on peut toujours intégrer l'équation ( i ) , mais le 
temps t sort des signes sinus et cosinus, de sorte que la solution ne 
conserve pas sa forme purement trigonométrique. 

Si l'on suppose, par exemple, 

<p(/) = S cos/u, 

la solution générale sera de la forme 

x = £ Z A „ s i n ( / i - t - 2 r t ) f - i - 2 ( B „ - l - C i A.„) cos(/i + î n ) f 

- r C i ï A „ s i n ( A + 2 n ) ( . 

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la solution 
conserve sa forme trigonométrique, c'est qu'aucun des X corres­
pondant aux divers termes de <f(t) ne soit égal à h •+- in. 

Si maintenant X, sans être rigoureusement égal à h + 2 « , était 
très voisin de /* -+- in, l'un des B„, sans être infini, deviendrait très 
grand. 

Cela n'aurait pas d'inconvénient si l'équation ( i ) , c'est-à-dire 
l'équation (6 b) du n° 169, était rigoureusement exacte; mais il 
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h étant une constante, qui est la même pour tous les termes, et y 

n'en est pas ainsi : elle n'est qu'approchée, ainsi que nous l'avons 
vu au Chapitre XVI , et, pour qu'elle soit suffisamment approchée, 
il faut que p, que nous appelons ici x, reste toujours très petit. 

Si donc l'un des coefficients B„ était très grand, x ne resterait 
pas très petit; les termes négligés pourraient devenir assez grands 
pour que la méthode d'approximation devînt illusoire. 

On doit donc éviter qu'à aucun moment, dans la suite des 
approximations, on ne voie apparaître dans le second membre 
de ()) des termes dont l'argument ~kt soit très peu différent 
de (h H- m) t. 

Considérons d'une manière plus générale l'équation 

(5) ^+*/(')= 
où f(t) et <p(<) sont des fonctions de t développables en séries 
trigonomé triques. 

Soit ficos)v£ ou jâsinA7 un terme de »(<) , soit acospU ou 
a sin p. t un terme de f(t). 

Considérons l'équation sans second membre 
« 

£LZ -t-xf(t)=o. dt* J w 

Soient x, et xt deux solutions indépendantes de cette équation, 
x\ et x'2 leurs dérivées par rapport à t; on aura 

2C i CC g — OC^ OC j — G y 

C étant une constante que nous pourrons toujours supposer égale 
à i . 

La solution générale de l'équation à second membre sera alors 

(6) x = —XtJ"xî<ç(t)dt-h Xij*xif(l)dt. 
D'après le n° 188, x{ et xt sont une somme de termes de la 

forme 
A ( A - 4 - Y ) / , 

cos ' 
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étant une combinaison linéaire à coefficients entiers des coeffi­
cients p. 

Quelle est maintenant la condition pour que l'expression (6) 
conserve sa forme trigonométrique? Il suffit que, x , f(t) et x2to(t) 

supposés développés en séries trigonométriques, il n'y ait pas de 
terme tout connu; 

Ou bien encore que le développement de xt ou de x2 ne con­
tienne pas de terme ayant même argument que l'un des termes 
de <p(«); 

Ou enfin que ~k t étant l'un quelconque des arguments des termes 
de TP(i), X— h ne soit pas une combinaison linéaire des p. à coef­
ficients entiers. 

Si, en particulier, la fonction f ( t ) est périodique de façon que 

[x = na, 

n étant entier, le rapport ^ ^ ne devra pas être entier. 

S i / ( < ) est une fonction périodique de deux arguments <xt et fit. 
de telle façon que 

[ji - ma -t- n$, 

m et n étant entiers, on ne devra pas avoir de relations de la 
forme 

X — h = ma -+- n$. 

Ces conditions sont suffisantes, mais elles ne sont pas néces­
saires; si, en effet, un terme de x, et un terme de CP (t) ont même 
argument, leur produit donnera dans le développement de X\ f ( t ) 
un terme tout connu. Nous obtiendrons donc ainsi autant de 
termes tout connus dans le produit x, CP(i) qu'il y a dans les deux 
facteurs de couples de termes ayant même argument. Mais il p e u t 

se faire que ces termes se détruisent mutuellement. 

La condition nécessaire et suffisante est donc que le terme tout 
connu de x, t ? ( t ) et celui de x2<f(t) soient nuls. 
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Équation de l'évection. 

191. Appliquons les considérations qui précèdent à l'intégra­
tion par approximations successives de l'équation 

d2 x 
( 1 ) +-x(q2 — qIC0S2.t) = a<f(x, t). 

a est un coefficient très petit, <f(x, t) est une fonction connue 
de x et de t dont les termes sont tous de la forme 

AXP cosX t -t- [x, 

p est un entier, A, ~k et [ x sont des constantes quelconques. 
Je vais écrire cette équation sous la forme 

d2x 

( 2 ) -4- x[q2 -t- P -+- (— «71-t- y)cosit] -- $x -+• yx C 0 S 2 Ï - + - a 9 , 

p et y étant des constantes très petites dont je me réserve de déter­
miner plus loin la valeur en la modifiant à chaque approximation. 

Comme première approximation je ferai 

¡3 = Y = o, <p = <p(o, t). 

J'obtiendrai ainsi une équation de même (orme que l'équation (1 ) 
du numéro précédent et elle me donnera une première valeur 
approchée de x que j'appellerai £ ( ; je désignerai par A, la valeur 
correspondante du nombre h. 

La fonction Ç| conservera sa forme trigonométrique et ne con­
tiendra pas de terme séculaire, parce qu'en général aucune des 

différences - — — ne sera entière. 
2 

Pour la seconde approximation il faut faire 

? = < p ( ? i » t). 

Mais si l'on conservait à ¡3 et à y la valeur zéro, les développe­
ments de xt cp et de x2<p contiendraient des termes tout connus et 
le temps sortirait, d'après ce que nous avons vu plus haut, des 
signes trigonométriques. 

H. P. — II. IQ 
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Il convient donc d'attribuer à p et à y de nouvelles valeurs p 2 

et y 2 que nous choisirons de telle sorte que l'intégrale générale de 
l'équation 

d%x 

(•ibis) + a : [ £ î - 4 - ( — gr,-t-)cos2«] = 32$, -4- f^i c o s K - t - a cp(£,, t) = y, 
ne contienne pas de termes séculaires. Nous savons quelle est 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi. 
Soient x\,] et x[" deux intégrales indépendantes de l'équation 

-+-x(q*— grf C O S 2 Ï ) = o. 

Il faut que les développements de x,"tpf et de x2

l)àt ne contienne 
pas de terme tout connu. Il est clair que l'on peut toujours dis­
poser de j32 et de y 2 pour qu'il en soit ainsi. 

Cela posé, envisageons l'équation 

^ -4- x[g2 -4- 3j -4- ( - q t -4- v , ) c o s 2 t ] = o. 

Soient x\2) et deux intégrales de cette équation et h2 la 
valeur correspondante du nombre h ; x{2) et x2' seront alors 
développés suivant les cosinus et les sinus de(A 2 - | - in)t, n étant 
un entier. 

Observons maintenant que \\ contient des termes de deux sortes. 
Ceux de la première sorte dépendent des sinus et des cosinus de 

hi-h 2 n ) t ; 

ceux de la seconde sorte dépendent des sinus et des cosinus de 

(X -t- 27l)t, 

~kt étant un des arguments dont dépend o. 
Soit alors £'( ce que devient £, quand on y remplace h, par h2 

dans les termes de la première sorte; et soit <!/, ce que devient tl, 
quand on y remplace ïjj par Ç'(. 

Au lieu de l'équation 

d'x 

-4- x[q* -4- 32 + (— qi-h ? 2 ) c o s 2 * ] = 4/,, 
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qu'il pourrait paraître naturel d'envisager, puisqu'elle s'obtient 
en faisant dans les deux membres de ( 2 ) 

P = P*. T = -a 

et dans le second membre 
* = £ 1 ; 

au lieu de cette équation, dis-je. nous envisagerons la suivante 

a"2
 x 

( 3 ) -j— - r - 3 7 [ < 7 2 - r - p 2 - r - ( — < 7 , - | - Y , ) C 0 S 2 < ] = if\. 

En effet /i 2 diffère très peu de ht, de sorte, que la diffé­
rence <J/| — •]/', est bien de l'ordre des termes que nous négligeons. 
Considérons une solution quelconque de cette équation (3) . 
Comme x\i] et x!,21 diffèrent peu de et et <!/, de les 
termes tout connue de 

# , , 1 < | ' i et x.} •b\ 

différeront peu de ceux de 

x \ l ifv et x ^ i > t , 

qui sont nuls; ils seront donc très petits; donc, dans la solution 
envisagée de l'équation (3) , les termes séculaires seront très petits 
et nous pourrons les négliger; j'appellerai alors £ 2 , non pas la 
solution de l'équation (3) elle-même, mais ce que devient cette 
solution.quand on en a retranché ces termes séculaires. 

Soit alors 

<h = Pï ?a - r - 73 ?i c o s 2 £ -+- ao(̂j, /). 
Nous déterminerons 3 3 et y 3 de telle façon que les termes tout 

connus de 
x'*>é2 et x ^ ' ^ 

soient nuls. 
Formons maintenant l'équation 

d2
 x 

— -{-X[ql^- p3-t-(— gr1-t-7j)C0S2<] = 0 . 

Soient x',3 1 e t# 2

3 1 deux solutions de cette équation et h3 la valeur 
correspondante de h. 
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Soit ce que devient £2 quand on y remplace / i 2 par A 3 , c'est-
à-dire que i'2 est déduit de ij2 comme \\ de £(. Soit ij/ , ce que 
devient <!/2 quand on y remplace \ 2 par £!,. 

Envisageons l'équation 

( 4 ) + * [ ? 2 + P 3 + ( - ? . + Ï 3 ) C 0 S 2 < ] = , 1 / 2 , 

et soit £3 ce que devient une des solutions de cette équation quand 
on en retranche les termes séculaires, de telle sorte que ¡-3 se 
déduise d'une solution de (4) par la même loi que £2 d'une solution 
de (3). 

Il est aisé de voir en effet que ces termes séculaires sont du 
même ordre que ceux que nous avons négligés dans cette troi­
sième approximation. 

Ayant ainsi défini £3, on procéderait d'après la même règle aux 
approximations suivantes. 

Il me reste quelques observations à faire. 
Pour former l'équation (3), nous avons remplacé plus haut 

dans £ t et dans A, le coefficient h, par h2, c'est-à-dire que nous 
avons remplacé £( et d/( par C', et ; et de même aux approxima­
tions suivantes. 

Si nous ne l'avions pas fait, nous aurions introduit un beaucoup 
plus grand nombre d'arguments qu'il n'est nécessaire, ce qui 
aurait été un très grave inconvénient. 

Mais en revanche il semble d'abord que nous aurions ainsi é\ilé 
complètement les termes séculaires; en effet, <|/( contiendrait des 
termes d'argument ( / i , -+- 2 « ) £ , xt2] et xt2) des termes d'argu­
ment ( A 2 + 2 r t ) £ , de sorte que les produits x1^^, x^fyi ne con­
tiendraient plus de termes tous connus, mais seulement des 
termes en 

cos (A- — lh)t, sin(/i[—¡1 )̂1. 

Mais ce serait là une illusion; car, la différence h, — h2 étant 
très petite, ces termes sont à très longue période; l'intégration 
ntroduirait de très petits diviseurs et la convergence des approxi­

mations deviendrait illusoire. 

D'autre part, il semble que le succès de la méthode tient à la 
circonstance suivante. A chaque approximation nous avons deux 
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conditions à remplir, puisque nous devons annuler les termes tout 
connus de 

-rli+DX'. r « ' + l ) l ' . . 
•* 1 T l 1 î T l ' 

et nous disposons précisément de deux arbitraires j3 / + , et . 
On pourrait être tenté de croire que c'est pour cela que 

M. Gyldén a fait passer dans le premier membre le terme 

q,X C 0 S 2 É , 

malgré la petitesse du coefficient q,, et qu'il a'simplement voulu 
avoir deux termes dans le premier membre afin de disposer de 
deux coefficients indéterminés. 

Ce serait là une erreur. 

Les principes du Chapitre IX nous montrent en effet que, quand 
même q, et y seraient nuls, on pourrait poursuivre les approxi­
mations sans introduire de termes séculaires; nous aurions, il est 
vrai, deux conditions à remplir, mais quand nous aurions disposé 
du seul coefficient arbitraire qui nous reste de façon à satisfaire à 
la première de ces conditions, la seconde, ainsi que nous l'avons 
vu au n° 127, serait remplie d'elle-même. 

On le comprendra mieux d'ailleurs, quand j'aurai modifié la 
méthode d'approximations successives du présent numéro de 
façon à lui donner la forme suivante. 

192. Soit \i la valeur de x obtenue dans la iième approximation 
par la méthode du numéro précédent; ce sera une somme de 
termes dépendant du sinus ou du cosinus d'angles tels que le 
suivant 

<p = ( « ! , / ! , • + 2 7 n 2 - + - m 3 \ 3 H- m v ) . 4 - + - . . . + m„,"k,i)t. 

mH, m2, .. ·, mn sont des entiers; A,- est la ilèm* valeur approchée 
du nombre A; ~)\3t, X^t, ~k„t sont les arguments des divers termes 
de <p(#, t). 

Posons hit = <v;, il viendra 

tp = m 1 w , - ( - ( 2 7 M s - l - 7713X3-t-. • · + in.n\n)t-

Alors \i pourra être considérée comme une fonction de deux 
variables wi et t; de plus, cette fonction sera développable suivant 
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les puissances du petit paramètre a qui entre dans le second 
membre de ( i ) ; de même, hi sera développable suivant les puis­
sances de a. 

Ainsi le problème dont nous nous sommes occupés au numéro 
précédent peut s'énoncer comme il suit. Nous avons cherché à 
satisfaire formellement à l'équation ( i ) en y remplaçant x par 
une série développable suivant les puissances de a et suivant les 
cosinus et les sinus des multiples de 

w, ït, \ 3 t , l ; t , l „ t . 

La variable auxiliaire w doit elle-même être égale à ht, le nombre /; 
étant développable suivant les puissances de a. 

On peut donner la solution de ce problème sous une forme plus 
satisfaisante pour l'esprit en dirigeant les approximations comme 
je vais le faire. 

Si nous mettons en évidence ce fait que x dépend de t de deux 
manières, d'abord directement, puis parce que x est aussi fonc­
tion de w et tv fonction de t, l'équation ( i ) s'écrira 

, , , „ d*x , d-x d*x , „ . , 

Comme x doit être développé suivant les puissances de a, nous 
écrirons 

( 6 ) x = x 0 - t - a 2 3 7 3 - + - . . . . 

et de même pour h 

( 7 ) h = h0 -t- x/i, -h a2/;, .. 
(A; n'a donc plus le même sens que dans le numéro précédent). 

Substituons les développements ( 6 ) et ( 7 ) dans l'équation aux 
dérivées partielles (5). Les deux membres de cette équation sont 
alors développés suivant les puissances de a. Egalons dans les deux 
membres de (5) le^ termes indépendants de a, puis les coefficients 
de a, puis ceux de a2, . . . , nous obtiendrons une série d'équations 
que j'appellerai E 0 , E,, E 2 , . . . , de telle façon que l'équation E, 
s'obtienne en égalant les coefficients de a'. 

L'équation E 0 devra servir à déterminer h„ et Xo, l'équation E I 
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C A S D E S É Q U A T I O N S N O N L I N É A I R E S . 2Ç)1 

à déterminer h, et x,, . . . , et enfin l'équation E,- à déterminer h, 
et Xi. 

Pour écrire plus facilement nos équations, nous conviendrons, 
comme dans le Chapitre X V , de représenter par $ toute fonction 
connue. 

Alors E 0 s'écrit 

, . dix„ • d*x0 dîx„ , . 

As dST + **· -dw-dt
 + mr ̂ Xaiq•-î'60"') = »• 

De même, E, s'écrit (en se souvenant que h0 et xa sont sup­
posés avoir été préalablement déterminés à l'aide de E 0 ) 

, d 2 x 0 d*x0 d-Xi 

dtv2 dw dt dw* 

et, en général, E,- s'écrira 

rf«a:0 rf»ï0 , ,, rf2^i 
L'équation E 0 est facile à intégrer; elle se ramène en effet à 

l'équation ( i) du n° 190 qui a fait l'objet du Chapitre précédent. 
Nous aurons une intégrale en faisant 

xB = 2 A „ c o s ( « > -+- int), 

les coefficients A„ étant les mêmes que dans le n° 178 et h0 

étant égal au nombre que nous avons appelé h dans le Cha­
pitre XVII . 

Nous en aurons une encore en faisant 

x0 = 2 A n s i n ( w -+- 2 n t ) . 

Si donc nous posons 

| = 2 A„ cos( w -+- int), ij = 2 A„ sin( w -+- int) 

et si P et si y sont des constantes arbitraires, nous aurons encore 
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une intégrale en faisant 

C'est la seule d'ailleurs qui soit périodique en w et en t. 
Passons à l'équation E ( ; si A, était connu, on pourrait l'écrire 

, . d 2 x , , d 2 r , d 2 r t . 
( 8 ) / l ? + d w - d t

 +
 -aW + - î.cosai) = * . 

Comment intégrerions-nous alors l'équation (8)? 

Posons 

f' = A0 -A -+- -r = -ïA«(Ao + s/i)s!n(w + j»i)i 
ï l ' = A0 4^ - 1 - ^ = - h 2 A„ ( h 0 - h 2 rt ) C O S ( W - + - 2 7 1 / ) . 

a p p a i 

Le déterminant \r{—Ç'YJ sera une constante que nous pourrons 
toujours supposer égale à i, puisque les rapports des coeffi­
cients A„ sont seuls déterminés et que l'on peut choisir arbitrai­
rement A 0 . 

Appliquons maintenant la méthode de la variation des con­
stantes. Si nous désignons par S et y, non plus deux constantes, 
mais deux fonctions de w et de i, nous pourrons définir ces deux 
fonctions par les équations 

x i = P? - · - T̂i ' 
. d x \ d.T¡ D , , 

Si nous posons, pour abréger, 

B'-A + 
l'équation (8) pourra alors être remplacée par les deux suivantes 
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d'où 

f Y = 

Ces équations (9) sont faciles à intégrer. 
Prenons, par exemple, la deuxième de ces équations (9)» 
sera développable en une série de la forme 

(10) = B 0 + SB cos(mw -+- u.t-h k); 

les B et les A' sont des constantes, m est un entier; JA est u » e 

combinaison linéaire à coefficients entiers de 2 et des X,-; j 'ai mis 
en évidence le terme tout connu B 0 . 

L'équation 

0 d w ^ dt ' 

nous donne alors 

V < B *\n(mw -+- u.t -+- k) 

^ étant une fonction arbitraire de w — h0t. 
Si nous voulons que y soit développable en série trigonomé-

trique, de même forme que la série ( 1 0 ) , il faut : 
i° Que cette fonction <p soit nulle (car je ne suppose pas que 

l'on ait de relation de la forme mft0 -+- p- = o ) . Nous prendrons 
donc <{/ = o ; 

2 0 Que B soit nul. 
Pour que nous puissions résoudre le problème que nous nous 

sommes proposé, il faut donc remplir deux conditions : 
Le terme tout connu de <!>!;, de même que celui de OTJ, devra 

être nul. 
Nous choisirons A( de façon à satisfaire à l'une de ces conditions 

et l'autre devra être remplie d'elle-même, à moins que le problème 
proposé ne soit impossible. 

On se servirait de même de l'équation E4- pour déterminer xi 
et A,-; pour que conserve la forme trigonométrique, il faut deux 
conditions; on satisfera à l'une en choisissant convenablement A, 
et la seconde devra être remplie d'elle-même. 

Ainsi : 
Ou bien le problème proposé est impossible; 
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Ou bien nos conditions doivent être remplies d'elles-mêmes. 

193. Pour démontrer que ces conditions sont effectivement 
remplies d'elles-mêmes, il me reste à établir la possibilité du pro­
blème. C'est ainsi que la méthode du n° 127 n'aurait pas été légi­
time si je n'avais démontré préalablement au n° 125 la possibilité 
du développement. 

Considérons un système d'équations canoniques 

. . dxi d¥ dvi rfF , . . 
( i ) — — = - ; — , - 4 - = j— ( t = i 2 , . . . , ri). 
v ' dt dy¡ dt dxi K ' ' 

Je suppose que F est développable suivant les puissances d'un 
paramètre a, sous la forme 

F = F 0 - + - [ J i F 1 + ^ F î - i - . . . ; 

mais je ne suppose plus, comme au n° 125, que F 0 soit indépen­
dant des y¿. 

Je suppose que F soit périodique de période 2TZ par rapport 
aux y¡. 

Je suppose, enfin, que l'on ait su intégrer les équations 

dx¡ _ dF<¡ dy¡ _ dFn 

dt dy¡' dt dx¡ 

et que la solution satisfasse aux conditions suivantes : 
i ° Les variables x¡ et y¿ seront des fonctions de n constantes 

d'intégration 

et de n arguments 

y ' î ' y'z> · ' ·> y n' 

2 ° Ces n arguments seront eux-mêmes des fonctions du temps, 
de sorte que l'on aura 

y ' t z = l¡t •+- ns¡\ 

les \ i seront des constantes qui dépendront des n premières con­
stantes d'intégration x'¡; les ro,- seront n nouvelles constantes d'in­
tégration. 

3° Les Xi et [esy¿—y'¿ seront des fonctions périodiques des y'¿ 
de période 2TU. 
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/\" L'expression 
Z X i d y ¡ — Z x ' i d y ' i 

sera une différentielle exacte. 
On aura évidemment 

( 3 ) F o ( a 7 i ( y¿) = const. , 

c'est-à-dire que F 0 ne dépendra que des constantes d'inlégra-r 
lion x'¡. 

On se rappelle le théorème du n° 4, qui pourrait d'ailleurs 
s'énoncer ainsi. 

Quand on fait un changement de variables, en passant d'un 
système de variables conjuguées (j;,-, y¿) à un autre système de 
variables conjuguées (x'¿, y'¿), la condition pour que la forme cano­
nique ne soit pas altérée, c'est que l'expression 

ï . x ' i d y ' i — Y . X i d y t 

soit une différentielle exacte. 
Il en résulte que, si dans le cas qui nous occupe, nous prenons 

pour variables nouvelles x'¿ et y-, les équations ( i ) conserveront 
leur forme canonique et deviendront 

d t d y ' i ' d t d x \ 

Il est évidenl : 
i ° Que F sera périodique par rapport aux y'¿; 
2 ° Que F 0 ne dépendra que des x'¿, à cause de l'équation (3). 

Les équations (5 ) satisfont donc aux conditions des n o s 125 et 127 
et il en résulte qu'on pourra y satisfaire formellement de la 
manière suivante : 

Les x\ et les y'¿ seront développables suivant les puissances de ¡ x , 
sous la forme 

x'i = x'i" -+- u.x'¿1 - t - uïx'i* -+-..., 
fi = y? •+• v-y'ù - t - n'Yi* -+-— 

Les x'/1 et lesy'¡ seront des fonctions de n constantes d'intégra­
tions et de n arguments 

(f¿= n ¡ t -+- ra',, 
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les n¡ étant des constantes développables suivant les puissances 
de u. et les TS'¿ des constantes arbitraires. 

Les x'i et les y'* seront périodiques par rapport aux w¡, à 
l'exception de y'¿tt qui se réduira à «>,·; j'ajoute que x'¿° est une 
constante. 

Nous n'avons plus qu'à substituer ces valeurs de x'¿ ely'¿ dans les 
équations qui donnent les variables anciennes en fonctions de ces 
variables nouvelles x^ety'p et nous verrons ainsi qu'on peut satis­
faire formellement aux équations (5) de la façon suivante : 

Les X( et les y i seront développables suivant les puissances de ¡A, 
sous la forme 

Xi = x \ -+- ]X x\ -+-..., 

y ¡ = y ï - + - ^ y l - * - · · · · 

Les xf et les yf seront périodiques par rapport aux w¡, à 
l'exception de y\; maisjrf— w¡ sera périodique; il n'arrivera pas 
toutefois que x°¡ se réduira à une constante et y¡ à w¡. 

194. Appliquons ces principes à l'équation (1 ) du n° 191, que 
j'écrirai ainsi en lui donnant un nouveau numéro 

d i x 

(6 ) ~dW~*~X(y*—?iC0S2i) = a<s(x, t). 

Cherchons à la ramener à la forme canonique. 
Soit une fonction de x et de t telle que 

t ) = d x 

•f sera, comme ty, développable suivant les puissances de x et sui­
vant les sinus et les cosinus des multiples de 

2Í , X 3 Z , Xlt, A „ £ . 

Posons pour plus de symétrie 

2 = X 2 . 

Posons ensuite 
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F 0 = qxt— — Xi cos 2yi cos_r2 — S)>,ar,-. 

Nous pourrons trouver une fonction S dépendant de n con-

et supposons que dans cp, dans <{/ et dans le terme q, cos2£ on ait 
remplacé partout "kit par yi de telle façon que les deux membres 

dzx 

de (6) deviennent des fonctions de x, de et des yi, pério­

diques de période 2ir par rapport auxjr-,-. 

Introduisons n — 1 variables auxiliaires 

x2i X31 · · • 1 xnt 

et posons 
y 2 a:2 

F = ^ atj; -t- — ( < 7 2 — q c o s y 2 ) — 

Nous pourrons remplacer l'équation (6) par le système d'équa­

tions canoniques 

/ dx _ dF dy _ dF 

\ dt dy* dt ~ dx' ^ " j dxi dF dyt dF , . ,. . 
f —=— = —— , -v- = ;— = 2, 3 , n). 
\ dt dyt dt dxt

 v ' ' 

Si nous posons ensuite (Cf. n° 181) 

x = ~ \f'*x\ c o s y i , y = q \JlXi s in^! , 

l'expression 
x dy — xt dyi 

sera une différentielle exacte,' la forme canonique des équations 
ne sera donc pas altérée si nous prenons pour variables x„ 
yi ( i = i , 2, ..., n). 

F sera d'ailleurs périodique par rapport à j ' i , y 2 ) · • ·> y » , et il 
viendra 

q*x2 - t - y 2 = zqxi. 

C'est le petit paramètre a qui joue ici le rôle de u. et l'on voit 
que F estdéveloppé suivant les puissances de a. 

Si nous faisons a = o, F se réduira à 
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298 C H A P I T R E xvui. 
stantes arbitraires x ' t , x'„, .. ., x ' H qui satisfasse à l'équation 
, „ N dS / < 7 . \ „ , dS 
< 8 ) ? — ZT

 cos2ri C0Rri ) — -7— = const. C'est, avec quelques différences de notations, l'équation du n° 181 ; 

nous avons vu, dans ce n° 181, qu'en regardant q, comme un coef­

ficient très petit analogue au paramètre u. du n° 125, on peut 

appliquer à cette équation les méthodes de ce n° 125. La fonc­

tion S — x \ y \ — x ' 2 y ' 2 — · · · — x ' n y n est une fonction de x\, y , 

et y 2 seulement périodique e n / , e l y 2 (Cf. n° 181); on n'a pour 

s'en convaincre qu'à appliquer à l'équation (8) la méthode du 

n" 125 en faisant jouer à qt le rôle de u.. 

Il résulte de là que l'on peut satisfaire aux équations rfr/ _ dF0 dy-j _ ̂  d\'„ 
( 9 ) dt ~ dyi ' dt ~ d.r¿' 

en faisant, comme au n° 3, 

dS , ,/s 
dy¡ dx¡ 

et, d'autre part, 

y'i= J.,-t-t- ro,-; 

X,- et TiT(- sont des constantes, la seconde arbitraire. 

Nous aurons simplement 
Xi = x'i c l y i = y'i, 

pour i ^ > 2 . 
Nous aurons égalementy 2 = y ' 2 . 
Quant ky't, il sera égal à 

— lit -+- m¡, 

de sorte que le coefficient X, ne sera autre chose que le nombre h 
changé de signe. 

Il est aisé de trouver la fonction S, ou bien encore l'expression 
des Xi et des y i en fonctions des x'¡, y ' ¡ ; on les trouvera sans peine, 
en effet, quand on connaîtra le nombre h et les coefficients A„ 
déterminés au Chapitre précédent. 

J'observerai seulement que, d'après la définition même des 
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variables nouvelles x\ ety'¿, l'expression 

dS = Zztdyi-hSyïdx'i 

et par conséquent la suivante S(a?irf>i — x'idy'i) 

seront des différentielles exactes. 

D'autre part, les x\ et les y¡—y'¡ seront des fonctions pério­
diques des y'¿. 

Enfin il viendra 

F 0 = -+- h x \ — \ * x \ — A 2 a ? ' 2 — . . . — \ n x ' n . 

Si donc nous prenons pour variables nouvelles les x'¿ et les y'¿, la 
forme canonique des équations (7) ne sera pas altérée et elles 
pourront s'écrire 

dx[• _ ¿ F dy'¡ _ ,1V 
( l 0 ) dt ~ dy)' dt ~ dx'¡ 

D'ailleurs F sera périodique par rapport aux y\ et, pour a = o, 
F = Fo ne dépendra que des x\. 

Nous serons donc dans les conditions des n o s 125 et 127 et nous 
pourrons conclure que les x\ et \es y\ et par conséquent les x¡ et 
les y¡ pourront s'exprimer formellement en fonctions de a, de n 
constantes arbitraires et de n variables w*, de telle façon que les 
fonctions x'¡,y'¿—iv/, x¡,y¡ — w¡ soient développables suivant les 
puissances dea et périodiques par rapport aux w/,; ils seront de la 
forme 

wk - n k t -+- ™k, 

les roi étant de nouvelles constantes d'intégration, et les nk des 
constantes développables suivant les puissances de a. 

Il est d'ailleurs aisé de voir que, dans le cas particulier qui nous 
occupe, on a pour k > 1 

y k = y ' k = w k , n* = X*. 

Pour satisfaire non seulement aux équations (7)) mais à l'équa-
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tion (6) d'où nous les avons déduites, il faut prendre 

"i = o, wk = \ k t . 

Il résulte de tout cela que le problème que nous nous sommes 
proposé au numéro précédent est possible, et par conséquent que 
les conditions dont nous avons parlé à la fin de ce numéro doivent 
être remplies d'elles-mêmes. 

195. Comme cela doit avoir lieu quel que soit<7( etmême poul­
ie, = o, et que ce fait n'a pu échapper à M. Gyldén, ce n'est pas 
pour éviter les termes séculaires que cet astronome a fait passer 
dans ce premier membre le terme en g, x cos 2 t, bien que ce coef­
ficient g, soit très petit : c'est pour une autre raison dont je vais 
chercher à rendre compte. 

Si l'on se reporte au Chapitre précédent, on verra que les coef­
ficients A„ deviennent infinis quand le nombre h est entier; ils 
sont donc très grands quand le nombre h est voisin d'un entier ou 
encore, puisque h diffère peu de g, quand le nombre g est voisin 
d'un entier. 

Si donc, écrivant l'équation du Chapitre précédent sous la forme 
d*x 

-f- q*x = -+• qtxcos?ït, 

on eût appliqué les procédés du n° 127 en faisant jouer à g{ le 
rôle de p., la convergence aurait été très lente dans le cas où g 
serait voisin d'un entier. 

Considérons maintenant l'équation 

(') rfiï + q l x = a<a(x, t). 

Soit 
Kx"> cosX< ou Aa:"'sin), t 

un terme quelconque de <p(x, l); m sera un entier positif ou nul. 
Si w = 0 , ce terme sera indépendant de x et pourra rester sans 
inconvénient dans le second membre ; si m > 1 , le terme contiendra 
en facteur x2 qui sera généralement très petit et ne pourra avoir 
beaucoup d'influence. 
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Reste le cas où m = i . 
D'après ce que nous venons de voir, on peut appliquer les pro­

cédés du n° 127 à l'équation 

fji X 

( 2 ) -jjf •+• q*x = zkx cos A t, 

et, si l'on fait jouer à a le rôle de u, la convergence sera lente ou 

rapide suivant q u e 2 ^ sera ou ne sera pas voisin d'un entier. Elle 

sera lente surtout si ^ est voisin de 1; et, en effet, d'après ce 

que nous avons vu au n° 179, l'expression de F, ( f ) contient en 
dénominateur q2 — 1. 

Il en résulte que la fonction F ( f ) , développée comme dans ce 
n° 179 suivant les puissances de qt, contient des termes en 

q * - l 

La fonction F(t) qui satisfait à l'équation 

d2 x 

( 3 ) -j-j^ -h q 2 x = q,xcos^t 

est donc très grande si q est voisin de 1. Or l'équation (a) 

rame se ramène à l'équation (3) en y changeant t en — , q en ^ > a A 

en 
4 

L'intégrale de ( 2 ) pourra donc devenir grande et sa convergence 

sera lente si ^ est voisin de 1, ainsi que je viens de l'énoncer. 

Si donc, dans le second membre de ( 1 ) , il y a un terme tel que x 

y entre en facteur à la première puissance, et si son argument \ t 

est tel que ^ est voisin de 1, on augmentera beaucoup la rapi­

dité de la convergence en faisant passer ce terme dans le premier 

membre. 

Voyons si ce cas se présente dans l'application de la méthode 
de M. Gyldén au Problème des trois Corps. 

H. P. — II. 20 
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Reprenons l'équation (6 bis) du n° 168 

Les termes de B sont de l'ordre de grandeur des forces pertur­
batrices; ils dépendent de v0-{- y , (-''„ -t- p et p ' ; nous pouvons 
supposer qu'on en ait fait disparaître y, et p' par les procédés 
des n o s 170 à 172 ou par des procédés analogues, qu'on ait rem­
placé v'a en fonction de v0. 

Alors B ne dépendra plus que de p et de t > 0 et ses termes seront 
de la forme 

COS, 

sin Quant à )», il sera égal à 

m et n étant des entiers et p. le rapport des moyens mouvements 
des deux planètes. 

Distinguons dans B les deux termes suivants 

ap et 6 p c o s 2 c 0 , 

et posons 

B = ap -+- 6p o o s 2 P 0 - + - B'. 

Nous pourrons faire passer ap dans le premier membre et écrire 

-4- p(l — o) = B'-h Bp C0S2P«. 

Cette équation est de même forme que l'équation ( i ) . Pour 

savoir s'il convient de faire passer dans le premier membre le 
terme [ 3 p c o s 2 i > 0 , il faut voir si la quantité qui correspond à y 
est voisine de i . Or cette quantité est égale à 

^ 1 —"i 

et a est de l'ordre de la fonction perturbatrice. On augmentera 
donc beaucoup la rapidité de la convergence en faisant passer ce 
terme dans le premier membre et il n'y a pas les mêmes raisons 
pour y faire passer les autres termes de B'. 
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Mais voyons maintenant la chose d'un peu plus près. La difficulté 
provient de ce que le coefficient de p est voisin de i ; ou bien 
encore de ce que ce coefficient de p se réduit à i quand les masses 
perturbatrices sont nulles. 

Quand les masses perturbatrices sont nulles en effet, le mou­
vement devient képlérien et les équations du mouvement se 
réduisent à 

àïu 

V — Va, -r-r -t- u = o. 
Si les masses perturbatrices restant nulles, les deux planètes 

eussent été attirées par un astre central, mais suivant toute autre 
loi que celle de Newton, ces équations seraient devenues 

d'u , . " = "<" f̂+<?(") = °' 
•p(«) étant une fonction de u dépendant de la loi d'attraction. 

Posons ensuite, comme au n° 169, 

a, étant une fonction connue de v0 peu différente de u, et négli­
geons les puissances supérieures de p, l'équation deviendra 

-Jj+ = A , 

s' étant la dérivée de cp et A une fonction connue de v0, ainsi 

que ? ' («,) · 
Si, par exemple, u, était une constante, ou si f(u) était une 

fonction linéaire, y'(u,) est une constante généralement différente 
de 1, de sorte que la difficulté que nous venons de rencontrer ne 
se présenterait pas. 

Ainsi la difficulté qui nous a obligé à faire passer le terme en qt 

dans le premier membre n'existe pas avec toute autre loi que celle 
de Newton. 

Cela tient à ce que; si l'on adopte la loi de Newton et si les 
masses perturbatrices sont toujours supposées nulles, les périhélies 
sont fixes, ce qui n'est plus vrai avec toute autre loi d'attraction. 

C'est ce que j'ai déjà fait observer au début du Chapitre XL 
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Ainsi la difficulté dont M. Gjldén se tire en faisant passer le 

terme en q, dans le premier membre est précisément la même dont 

nous avons triomphé plus haut par les procédés du Chapitre XI . 

Équation de la variation. 

196. L'équation (5 a) du n° 169, dite équation de la variation, 

s'écrit 

( i ) — ~ — C sin(7ni>0 - 4 - » n v o - H T O ) £ + / Y ) = A , 

C étant une constante et A une suite de termes très petits que 

nous supposerons dépendre seulement de y. 

Posons alors 
mv0 -+- n u. vo -t- m ^ -h k = V , 

l'équation deviendra 

cPV G . „ A 
S I N V = — , 

av\ m m 

A étant une fonction très petite de V et de v0 ; comme A est très 
petit, je puis écrire 

A = a m ç ( V , P 0 ) , 

a étant un coefficient très petit, et me proposer de développer 
suivant les puissances croissantes de a. 

On a donc 
D * V G · V / V \ 

- j - T S l n » —

 a
 1\» I « " O ) . 

dv\ m T V I » ' 

Sous cette forme on voit que l'équation ( i ) rentre comme cas 

particulier dans la suivante 

( a ) ^ - + - / ( » = 0 . 

/ et <f étant des fonctions quelconques et a un coefficient très petit. 

Il en est de même de l'équation (6 c) du n° 169 qui peut s'écrire 
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B étant une somme de termes très petits, que l'on peut transformer 
par les procédés des n o s 170 à 172, de sorte que nous pouvons sup­
poser qu'ils ne contiennent que p et t>0. 

C'est donc cette équation ( 2 ) que nous allons étudier. 
Une remarque est nécessaire avant d'aller plus loin. 

Considérons l'équation (1) du n° 191 ; nous nous sommes efforcé 
de développer la solution de cette équation suivant les puissances 
de a; dans le Chapitre XVI nous n'avions pas posé le problème 
tout à fait de la même manière; nous avions dit qu'il fallait dans 
le second membre de.cette équation remplacer x d'abord par o, 
puis par sa première valeur approchée et ainsi de suite. 

Mais il est aisé de voir que ces deux modes d'approximation 
reviennent au même; si en effet nous faisons dans cette équa­
tion a = o, elle se réduit à 

-^-x(qî — q1 c o s 2 0 = o 

et elle admet alors pour solution particulière # = 0 , ce qui est 
bien la valeur de x que nous avions admise en première approxi­
mation; de même avec l'équation (6 c ) du n° 169 que l'on peut 
écrire 

J | + A p - C p » = a / ( p , *„)· 

Si l'on fait a = o, l'équation admet comme solution particulière 
p = 0 ; or au Chapitre XVI nous avons précisément admis comme 
première approximation p = o. 

Les deux modes d'approximation sont donc encore équivalents. 
Il n'en est plus tout à fait de même en ce qui concerne l'équa­

tion (1 ) du présent numéro que nous avons écrite 

^ + - s m V = a<p(V, p.). 

Si l'on fait a = o, elle se réduit à 

(3) -j-r- sinV = o 
a v i m 

et elle admet évidemment comme solution particulière V = o. 
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Mais ce que nous avions admis au Chapitre X V I , comme première 
approximation, ce n'était pas 

V = o , 

mais 

X = ° > 

d'où 
V - mi>0 -+- n ( J K > 0 - + - k, 

ce qui n'est évidemment pas une solution de l'équation (3) . 
Les deux modes d'approximation ne sont pas absolument équi­

valents; mais, à cause de la petitesse du coefficient C, on peut 
prendre comme première approximation une solution de l'équa­
tion (3) au lieu de faire y=o, sans que la rapidité de la conver­
gence s'en trouve sensiblement ralentie. C'est d'ailleurs ainsi qu'a 
opéré M. Gyldén. 

Reprenons donc l'équation 

(2) ^ = a 0 , 

Comme au n° 191, je supposerai que cp(a;, t) soit une fonction 

périodique de période 2 7 1 par rapport aux arguments 

Xit, X 3 < , X « £ , 

et je poserai 
_ dx , . 

Je poserai de même 

Si alors je pose 

1*.*· 
y i = h t > 

- ¿ 0 

* dx' 

F = - i - + 8 — aii — Xl,xt, 
2 

l'équation ( 2 ) peut être remplacée par les équations canoniques 

dx _ dF dy _ dF 

, dt ~ dr' dt — dx' 
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Nous nous proposons d'intégrer formellement ces équations sous 
la forme suivante; nos variables devront être développées suivant 
les puissances de a et les coefficients seront des fonctions pério­
diques de période 2 i t de n paramètres 

«>, w 2 , u>s w n , 

avec 
w = ht - H c r i , wi = hit -r- rai. 

Il faudra d'ailleurs évidemment, comme au n° 194·, faire 

hi - Xi, 735,· = o, yi = wi. 

Quant au nombre h, il sera développable suivant les puissances 
de a. 

Les résultats du n° 193 peuvent se résumer comme il suit. Si 
un pareil problème est possible pour a = o, il sera encore possible 
quand on ne supposera plus a nul. 

Or, si nous faisons a = o, notre équation se réduit à 

( 5 ) + / ( * ) * = , , . 

Elle s'intègre très aisément par quadratures, et l'on trouve 

x = w(iv)> y = h<a'( w), w = ht - t - c r i , 

y i = «",·-= 

co et co'sont des fonctions de w et d'une constante d'intégration ¡3; 
elles sont périodiques de période 2 7t par rapport à w, le nombre h 
est une fonction de p, et m, est une nouvelle constante d'inté­
gration. 

Le problème que nous nous sommes proposé, étant possible 
pour a. = o, le sera encore pour a ̂  o. 

Il reste à le résoudre effectivement. 

Pour cela je récris l'équation ( 2 ) , en mettant en évidence ce fait 
que x dépend de t d'abord directement et en outre par l'inter­
médiaire de w. Je suis ainsi une méthode tout à fait pareille à 
celle du n° 192. 
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Je trouve ainsi 

r . d'x , cfix d2x . , 

^ » d ^ + * h a ^ d t + -dï> 0 · . 

Je substitue à la place de x et de h leurs développements suivant 
les puissances de a 

x = x0 -+- a xx -+- a* • + • . . . , 

A = A 0 + a A i -+- a 5 A 2 - + • . . . , 

et j'égale les coefficients des puissances semblables de a. J'obtiens 

ainsi les équations suivantes 

. . . , d*x0 . d*x0 d*x0 

( 8 ) 

, , d 2 x 0 , d i x a , d*xt 

+ 2 A » £ ^ +
 f S r + - A * o ) * 1

 = * ' 

( 9 ) { H - , * . £ 5 + ^ + ^ - . 

Je désigne par <ï> toute fonction connue de t et de w ; le second 
membre de ( 8 ) est connu parce que h0 et x0 ont été déterminés à 
l'aide de l'équation ( 7 ) ; le second membre de ( 9 ) est connu parce 
que h0, ht, Xo, xt ont été déterminés à l'aide de ( 7 ) et de ( 8 ) , 
et ainsi de suite. 

L'équation ( 7 ) se ramène à l'équation ( 5 ) ; on aura donc 

x0 = w(w, P) , 

w étant une fonction de w et de la constante fif périodique par 
rapport à w . 

Considérons maintenant l'équation ( 8 ) ; si h, était connu, elle 
s'écrirait 

/ o / · \ t.dïxt d2x, d2X\ ... . . 
( 8 b u ) * ~dw* 2 d î v d l ~dl2~ + / ' ( * · ) * » = * • 
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dz, dz\ , dz, dzn 

d^ + ~dJ' Z ï - h " i r > + ~dl' 

Le déterminant z,z'.,— z2z\ sera une constante que j'appel­
lerai k. Observons en passant que j'ai écrit les équations comme 
si x0, z,, z2, z\, z'2 dépendaient à la fois de w et de £, tandis que 
ces fonctions ne dépendent en réalité que de w et que par consé­
quent beaucoup des termes de ces équations sont nuls. 

Soient alors y et 8 deux quantités définies par les équations 

X 1 = y z 1 - h S * „ 

, dx\ dxt , . , 
ht, -j h - j - - Vz't •+- 6Z',,. 

dw dt ' 1 

Posons, pour abréger, 

, , dy d-r 

^, . do do 
o ' = h„ -} H -j- · 

dw dt 

L'équation (8 bis) pourra alors être remplacée par les deux 
suivantes 

Y ' - Z I H - 8 ' * , = o, 

d'où 

5 ' = 
Ces équations pourront s'intégrer par le même procédé que les 
équations analogues du n° 192 et l'on ne rencontrera pas de diffi-

C'est là une équation linéaire à second membre. Nous sommes 
donc conduit à envisager l'équation sans second membre 

, , , d*z d*z s 

ni -,—- -I- 2fl0 —. r- H — - 4 - f(x„)3 = o. 
0 d w 2 9 dw dt dt- J v ' 

Cette équation admet évidemment comme solution particulière 

dw di>> 
Z = Z[ = —j~ , Z = Z% = —z— · 

ap dw 

Posons, comme au n° 192, 
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cuité, pourvu que les valeurs moyennes [de <&z, et ®z3 soient 
nulles. 

On disposera alors de hK de façon à annuler l'une de ces valeurs 
moyennes et l'autre s'annulera d'elle-même, puisque nous savons 
d'avance que le problème est possible. 

L'équation ( 9 ) et les équations suivantes se traiteraient de la 
même manière. 

Dans certains cas particuliers, l'intégration de l'équation (5) se 
ramène aux fonctions elliptiques; c'est ce qui arrive par exemple 
quand f(x) est un polynôme du troisième degré en x ou 
quand f(x) se réduit à un facteur constant multiplié par sin#, 
c'est-à-dire dans le cas des équations (6 c) et (5 a) du n° 169. 

Résumé. 

197. Dans les pages qui précèdent j'ai plutôt cherché à faire 
comprendre l'esprit des méthodes de M. Gyldén qu'à respecter 
scrupuleusement son mode d'exposition. Il me reste à dire ce qu'à 
mon sens on doit penser de ces méthodes. 

Toutes les fois que le rapport des moyens mouvements n'est pas 
très près d'être commensurable, les méthodes de M. Newcomb, 
que j'ai exposées dans les Chapitres IX à X V , paraîtront, surtout 
avec les perfectionnements que j ' y aï introduits, plus simples et 
plus satisfaisantes pour l'esprit que celles de M. Gyldén. 

Cependant l'étude de ces dernières n'en conserve pas moins 
toute son utilité. En effet, il y a bien des cas où le rapport des 
moyens mouvements est trop près d'être commensurable pour que 
les méthodes des Chapitres IX à X V soient encore applicables; 
M. Gyldén a employé pour les traiter des procédés analogues à 
ceux qui lui avaient réussi dans des cas plus simples el il a obtenu 
le même succès. 

Il importe donc de se pénétrer de l'esprit de ces méthodes, 
soit qu'on veuille les employer directement, soit qu'on veuille 
seulement s'en servir comme de moyens de découverte suscep­
tibles de nous conduire à l'invention de théories nouvelles, qui 
pourront être plus satisfaisantes pour une raison ou pour une 
autre. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A S D E S É Q U A T I O N S N O N L I N É A I R E S . 3 I I 

Cet esprit, d'ailleurs, peut se résumer d'un mot. Si un terme 

quelconque devient très grand et rend la convergence lente, on 

en tient compte dès la première approximation. 

Généralisation des solutions périodiques. 

198. A la théorie des équations que nous avons étudiées dans 

ce Chapitre se rattache une proposition dont M. Gyldén, sans 

l'énoncer expressément, a fait quelquefois usage. Je ne puis la 

passer sous silence. 

Considérons l'équation suivante 

cfix 

( i ) — ax = nf(x, t, | x ) . 

a est une constante quelconque; u. est un paramètre très petit; 

f est une fonction de x, t et u. développable suivant les puis­

sances de x et de u. et suivant les sinus et les cosinus des mul­

tiples de n arguments 

\\t, À j £ , \nt. 

S'il n'y avait qu'un seul argument "k, t, la fonction f serait une 

fonction périodique de t de période L'équation ( i ) admettrait 
•M 

alors une solution périodique de même période. Et en effet, 

pour u. = o, cette équation, quelle que soit la constante a, 

admettra évidemment une solution périodique qui sera 

X = O . 

Donc, en vertu des principes du Chapitre 111, elle en admettra 

encore une pour les petites valeurs de p. 

Ce résultat peut-il se généraliser pour le cas où f contient n 
arguments différents 

A j Z , k%tt · · > , A>>£? 

L'équation ( i ) admet-elle alors une solution de la forme sui­
vante 

( 2 ) X = Xi |JL - 4 - X t [Jt s - 4 - X 3 | X 3 - H . . . , 
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ce qui nous permettra de déterminer par récurrence les diverses 

fonctions xt, x2, X 3 , . . . . 
Les équations (3) sont de la forme 

dixt 

~dt*~ 

— a.Xi = «pi-—1 -Sif,_, est développable suivant les sinus et cosinus des multiples 
des \ t et s'écrit 

9 < - i = 2 A c o s [ ( 7 n ! A , - H T W 2 X 2 - + - . . . -r- mnXn)t -h k], 

où x,, x2, X i , . . . sont développables suivant les sinus et le 
cosinus des multiples des A/f? 

Pour nous en rendre compte, nous allons employer une méthode 
qui rappellera celle du n° 45 et qui, quoique plus générale, sera 
plus simple, parce que, dans ce n° 45, j'avais introduit à dessein, en 
supposant a = o, une difficulté qui ne se présente pas dans le cas 
général. 

Supposons le problème résolu et substituons, à la place de x 
dans y , le développement ( 2 ) ; après cette substitution,y sera déve-
loppable suivant les puissances de u,, d'abord parce que cette fonc­
tion était déjà développable suivant les puissances de cette variable 
avant la substitution et, ensuite, parce que la valeur de x donnée 
par l'équation ( 2 ) est elle-même développée suivant les puissances 
de u,. Nous aurons donc 

/= fo-r- U-'fi-t- f̂fl-H 
cs0 ne dépendra que de t ; <p( de t et de x, ; cp2 de t, de x{ et de xt ; 
et ainsi de suite. 

L'équation (1 ) nous donnera alors, en égalant les coefficients des 
diverses puissances de [A, 

d i xi 

( 3 ) ^ - d j r - ' ^ f u 

d*x3 
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(4) *v = -2 A cos[(m, X,-t- /n»Xî-4-...-+- m„Xn)i -+- k] 
a -4-(m. X, -t- 7rcsX2 -+-.. .-t- ninXa)1 

et a:,- sera de la forme voulue. 
Il reste à reconnaître si le développement ( 2 ) est convergent. 

C'est ce qui arrive toutes les fois que a est positif. 

Supposons, en effet, a positif; nous aurons alors 

1 

- > 

a a -4-(/?iiXi-t- m2Xj -+-...-+- m n l a ) 2 

Reprenons la notation du Chapitre II et introduisons une nou­
velle fonction de t de même forme que co¿_, et que nous appelle­
rons <p¿_,; supposons qu'elle soit telle que 

Ç i _ i < ! p ; _ , ( a r g e ^ ' V , e±lX', e* >•·.<). 

Définissons ensuite x\ par l'équation 

ctx'¡= <pi_, 

et x ¡ par l'équation (4 ) , nous aurons évidemment 

Xi < x'i. 

Soit alors une fonction f ' ( x , t, p) de même forme que f ( x , t, ¡JL) 
et telle que 

/ < / ' ( a r g a : > ¡A, e*'*.', e ^ V , e ± < % . i ) . 

Envisageons l'équation (5) qui définira une nouvelle fonction x' 

( 5 ) ax'—nf'^x', t, fi). 

On peut tirer de cette équation x', en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances de ¡a, 

x'=x'lti-T- x'i (J-S -t- x'3 ¡A 3 -t-... ; 
les coefficients en sont ordonnés suivant les sinus et cosinus des 
multiples des \ ¡ t . 

Si nous substituons ce développement à la place de x1 dans f, 

les m¡ élant des entiers et A: et A des constantes quelconques, nous 
pourrons prendre 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3l4 C H A P I T R E X V I I I . — C A S D E S É Q U A T I O N S N O N L I N É A I R E S . 

il vient 

/ ' = 'PO W'l P-2?2 -H..- , 
cp'0 dépendant seulement de t, cp'( de t et de x\, (f't de t, de x\ et 

(le OC g ) a · a • 

Nous aurons d'ailleurs çi(a7j, x t , . . . , X i , t ) < o ' k ( x u x i t . . . , xk, t), 

arg(a:,, xit xk, e^'). 

J'écris, pour abréger, e-^ pour les n arguments e- 'V, e^'V, . . . , 
L'équation (5) nous donnera 

**\ = <?'o> *x't = <a\ 

et l'on trouvera successivement 
<?o <<?',, (arge*'*'). 
xi < x\ (arg e ± i X t ) , 

<fi(»i, 0<"PÎ(a?ii«) (arge*'X*)» 
^ Î < ^ ' 2 (arge*'*'), ?«i>ii ^ 2 , 0 < t p i ( ' r i > 0 ( a r g ^ i . ^21 e~iXt), 

at(xi, X i , t ) < ?',(*',, a?'2, t) (arge*'^), 
r 3<a:'3 (arge*"'*'), 

et enfin 

x<^,x' (argui, e-&'), 

ce qui montre que le développement ( 2 ) est bien convergent. 
Ainsi ce développement converge dans deux cas : 
i ° Quel que soit a, quand il n'y a qu'un seul argument ~kx t; 
a° Quel que soit le nombre des arguments, quand a est positif. 
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CHAPITRE XIX. 
MÉTHODES DE M. BOHLIN. 

Méthode de Delaunay. 

199. Reprenons les hypothèses et les notations du n° 125. 
Nous avons vu que dans l'application de la méthode du n° 125 il 
s'introduisait des diviseurs de la forme 

nj /«!-+- n% niî -+-...+ n%mn, 

les mi étant des entiers. 

Il en résulte que cette méthode devient illusoire quand l'un de 
ces diviseurs devient très petit. 

Parmi les méthodes qui ont été imaginées pour triompher de 
cette difficulté, celle de Delaunay est la première en date et son 
exposition facilitera l'intelligence de toutes les autres. 

Considérons d'abord un système d'équations canoniques 

dxi __ dF dy( _ dF 

dt dyi' dt dxi' 

et supposons que F soit seulement fonction de x{, x$, . . . , x„ 

et de 
mlyl H - m^y^ - H . . . - + - m„yn, 

périodique de période 2 i t par rapporta cette derniire quantité. 
Je suppose que les mi sont des entiers. 

L'intégration du système ( i ) se ramène alors à celle de l'équa­
tion aux dérivées partielles 

„/dS dS dS : \ r 

\ d y t dyz dyn

 J / 

C étant une constante arbitraire. Or cette intégration est aisée. 

H. P. — II. 2 i 
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Posons, en effet, 

S = x\yi + xlyt-h. .. + x%yn + © ( m ^ - f - miyt-h.. .-h m„y„), 

l'équation deviendra 

F(a7Î - t -m,cp ' , a?°-i- m2tp', x%-+- w„ç' , m,y,-h. ..-h mnyn)=: C. 

Résolvons cette équation par rapport à cp', il viendra 

tf'= fonction de Y.miyi, de x\, x\, ..., x% et de C. 

On intégrera cette expression par rapport à 2/w¡y¡ en regar­
dant C et les x\ comme des constantes, et l'on aura <p et par consé­
quent S en fonction de E/n/y,-, des xk et de C. 

Il est nécessaire d'entrer dans plus de détails et pour cela je 
vais considérer un cas particulier simple en faisant 

m, = i, m% = m¡ = . . . = m„ = o, 

F = x\->r [X C O S J i , 

¡x étant très petit. 
Notre équation devient 

( f O ' ^ 0 5 ^ 0 ' 
d'où 

dS ~ 
^ - = / C - ¡ x c o s r i . 

Plusieurs cas sont à considérer : 
i ° On a 

c > I M -

Dans ce cas le radical y/C — pcosy, est toujours réel et ne 
s'annule jamais. Il est susceptible de deux déterminations l'une 
positive pour toutes les valeurs de y¡, l'autre négative pour toutes 
les valeurs de y,. Prenons par exemple la première, elle sera 
développable suivant les cosinus des multiples d e y , ; de sorte 
qu'on aura 

dS 0 

—— = x\ -+ - 2 B „ cosrayi. 
dyi 

Je mets en évidence le terme tout connu que j'appelle x\ ; il est 
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dS _ / — C1 

de ~ y C 

C O S 2 £ 

Comme C 2 est plus petit que f/.2, le radical du second membre 
est toujours réel et pourra être développé en série trigonomé-
trique sous la forme 

^ = Bo -H SB„cosras, 
de 

d'où 

S = Bo e -t- ^ sin n s, 

ce qui nous donne S en fonction de la variable auxiliaire s et de 
la constante C. 

3° 
c = !,.[. 

Soit, par exemple, 
î - . > o , C = p. 

clair que x\ est fonction de C et par conséquent C de x\ ; d'autre 
part, les B„ seront fonctions de G et par conséquent de x°t. 

Il vient alors 

S = x\yi-r- S -^s\nnyu 

ce qui nous donne S en fonction de y, et de la constante arbi­
traire x"r 

2° 

- I e l < c < | i 4 

Dans ce cas la quantité sous le radical 

G — [x cosy, 

n'est pas toujours positive, et, par conséquent, on ne peut pas 
donner à y, toutes les valeurs possibles, mais seulement celles pour 
lesquelles le radical est réel. 

On peut introduire une variable auxiliaire £ en posant, par 
exemple, 

(X cos^i = C C O S S , 

d'où 

= i /C sine, 
dy\ 
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Il vient alors 

ou 

S = — 1 / 2 fx c o s - ^ • 
' 2 

S est exprimée en fonction de y,, et c'est encore une fonction 
périodique d e y t , mais la période n'est plus 2TC, mais 4^· 

J'ajoute que si C < | — \>-\ le radical est toujours imaginaire et 
que, si C = [— p.|, il ne cesse de l'être que p o u r y , = o . On peut 
éclaircir ce qui précède de deux manières : 

i ° D'abord par la considération des fonctions elliptiques. 
Nous voyons en effet que 

S = J<J~Q. — [x cosy, dyi 

est une intégrale elliptique et que si nous posons 

V̂ G — (x cosy, 
les expressions 

siny,, cosy, , \/C — u. cos / , 

seront des fonctions doublement périodiques de u. 
Les divers cas que nous avons examinés plus haut correspon­

dent alors aux diverses hypothèses que l'on peut faire au sujet du 
discriminant des fonctions elliptiques. 

2 0 Par la Géométrie. 
Nous pouvons construire en effet des courbes en adoptant les 

dS 

coordonnées polaires et en prenant pour rayon vecteur A -+- -jy 

A étant une constante quelconque et pour angle polaire y , . Nous 
obtenons ainsi une figure telle que celle-ci. 

Les courbes en trait plein correspondent à l'hypothèse C > | u,|, 
la courbe en trait pointillé à l'hypothèse 

- M < c < H , 
la courbe en trait mixte — . . — . . qui a un point double en B au 
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Fig. 2 . 

traiter les méthodes du n° 125, on aurait été conduit à déve­
lopper S suivant les puissances de u.. Et, en effet, le radical 

V^G — ,a cos^ i 

est effectivement développable suivant les puissances de u. et, par 
conséquent, il en est de même de S. Seulement le développement 
n'est convergent que si 

c < M -

Si cette condition n'est pas remplie, les procédés du n° 125 
deviennent illusoires et il faut avoir recours à la méthode de 
Delaunay, c'est-à-dire à celle que nous venons d'exposer. On peut 
même y avoir recours avec avantage dès que C est du même ordre 
de grandeur que u,, parce que la convergence du développement 
du n° 125 est alors très lente. 

Observons que le développement du radical est de la forme 

s/c(g)'V(ri) 
et l'on voit que, si C est petit, la convergence devient très lente et 
peut même cesser tout à fait. 

cas de G = |u,|; enfin la courbe correspondant à G = —|u,|, cor­
respond à un seul point A. 

Si l'on avait voulu appliquer au problème que nous venons de 
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3m> CHAPITRE XIX. 
Si l'on fait C = Ci [A, le développement devient 

s </Gl\/v-^n(y\) 

et tous ses termes sont de même degré en [A; on voit d'ailleurs 

que 

/ G — (A cos_Xi = / | A y/C,— c o s / i . 

200. Passons maintenant à un cas un peu plus général et sup-

posons que F soit fonction seulement de xt = -^y et dey,, pério­

dique en y,. 
L'équation aux dérivées partielles devient 

et elle doit être d'abord résolue par rapport à C. 

Supposons que l'on ait 

F = F0 -+- F, [AH- F2 [A* -+-... 
et que F 0 ne dépende que de -jy = x,. 

Alors plusieurs cas peuvent se présenter. 

Supposons que F, qui est déjà développable suivant les puis­
sances de u,, soit aussi holomorphe en xK, ce qui d'ailleurs arrivera 
dans toutes les applications. 

Alors par les procédés des n o s 30 et suivants, l'équation 
( a ) F ( * „ / , ) = C 

pourra être résolue par rapport à x,. 
Pour |A = o, l'équation s'écrira 

( 3 ) F 0 ( > i ) = C , 

soit x", une valeur satisfaisant à cette équation (3). Alors, si l'on 
désigne par F'0 la dérivée de F 0 et si 

on tirera de l'équation ( 2 ) x, sous la forme d'une série ordonnée 
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suivant les puissances de [A, les coefficients étant des fonctions 
de y t . 

Si, au contraire, 

F'0{xî) = o, F;(*î)2o, 

on aura encore x, sous la forme d'une série, mais celte série sera 

développée non pas suivant les puissances de [A, mais suivant celles 

de y/jÂ. 
Examinons successivement ces deux cas. 
Soit d'abord F't(x

9

t)>o. 
Nous poserons alors, puisque x, et par conséquent S sont déve-

loppables suivant les puissances de JA 

S = S 0 - + - ( A S ) - + - [ A * S Î - + - . . . 

et nous supposerons d'ailleurs que se réduit à la con­

stante x\\ on calculera ensuite, par récurrence, les autres fonc­

tions S ( , S 2 , . . . et le calcul sera de tout point pareil à celui du 

n" 125. 

Passons à la seconde hypothèse où F[,(«J) = o. 

Alors S est développable suivant les puissances de y/u. et je puis 

écrire 
S = S 0 - t - / [ * S . - i - ( A S J - H . . . . 

Je suppose toujours 

J'ai alors 

Dans le second membre je suppose que dans Fo» F„, . . . on 
a remplacé xt par x°{. 

Posons de même 

C = C 0 + C , V | A -4- C Î F A - + - . . . , 
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en mettant ainsi en évidence que la constante du second membre 
peut dépendre de p,. 

Alors, en égalant dans les deux membres de 

F = C 
les coefficients des puissances semblables de [/., il viendra 

I F0 = C0, o=C„ 
2

F»(S)2=-F,(a"?''l)+C" 2 

r 0 - = — - j — = <P - + - U 3 , 

Dans la troisième équation (4) , je suppose S 0 connu; dans la 
quatrième, je suppose S ( connu; dans la cinquième, je suppose 
connus S 0 , S t , S 2 et ainsi de suite. 

Je désigne toujours par <i> toute fonction connue. 

La troisième équation (4) va nous permettre de calculer ^ - i , 

car F" étant une constante, il vient 

f̂  = l/̂ [Cï-F1(,î,7l)]. 
Plusieurs circonstances peuvent se présenter correspondant 

aux divers cas traités dans l'exemple plus simple dont nous nous 
sommes occupés plus haut. 

Il peut arriver que C 2 reste plus grand que F, quelle que soit 

la valeur attribuée à yt; alors - ~ est une fonction périodique 

de y, dont la période est arc. 
Ou bien il peut arriver que la condition 

C2 > F, 

ne soit remplie que pour certaines valeurs de yt. Alors la fonction 
S) n'est non plus réelle que pour certaines valeurs de y,. 
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Une fois S) déterminé la quatrième équation (4) nous fera 
connaître S 2 , la cinquième S 3 et ainsi de suite. 

La solution est entièrement satisfaisante dans le premier cas, 
celui où S ( est toujours réel. Mais, dans le cas contraire, il importe 
de faire attention à une chose. 

Les valeurs de y, pour lesquelles les diverses fonctions S,, 
S 2, S 3, . . . passent du réel à l'imaginaire sont données par l'équa­
tion 

C,= Fl(arî,y1)-
On pourrait croire alors que c'est pour ces mêmes valeurs que 

S passe du réel à l'imaginaire. Cela n'est pas exact; les valeurs 
pour lesquelles S passe du réel à l'imaginaire sont données par les 
équations 

dp 

F = Co-t-C, |x + C3[x/l*+- · d~xi~°' 

Elles sont à la vérité fort voisines des premières si fx est très petit, 
mais elles ne leur sont pas identiques. 

Pour tourner cette difficulté, il y a plusieurs moyens. On peut, 
par exemple, puisque C 2 , C 3 , . . . sont arbitraires, faire C 3 = o 
ainsi que tous les autres C d'indice impair. 

Nous calculerons ensuite successivement 
S i , S j , S 3 , 

et nous aurons 
dS _ dS„ dS, 1— rfSj dS$ r— 

(fyi~ dyi dyt ^ dyi^ ly, ^ ^ + 

Comme rien ne distingue /̂[x de — y/[x, nous aurons encore une 
solution en faisant 

dS dSo dS, 1— dS% dS3 1— 

ces deux solutions sont ou toutes deux réelles ou imaginaires con­

juguées. 11 en résulte que 

So, S2, Si, 
sont toujours réels. 
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De plus, l'expression 

. . . dS, dS* . rfS6 

« > i « T i 

est toujours réelle ou purement imaginaire et il en résulte que, 
pour obtenir l'équation qui donne les valeurs de y, pour les­
quelles S passe du réel à l'imaginaire, il suffît d'égaler à zéro 
l'expression (5). 

Comment maintenant se fait le passage du cas où S est toujours 
réel au cas où S est tantôt réel et tantôt imaginaire? 

On s'en rendra mieux compte en construisant la figure suivante 
analogue à la fi g. i. 

dS 

Nous prenons pour rayon vecteur ^— et pour angle polaire y, 

et nous construisons les courbes 

ou du moins celles d'entre elles pour lesquelles p̂- diffère peu 

de^J. 

Ces courbes différeront très peu de celles où le rayon vecteur 
est égal à 

. /— dSt 

et où 4-̂  est donné par la formule 
dyi v 

( C , - F , ) . 

Pour construire ces courbes, il faut faire une hypothèse sur la 
façon dont varie la fonction F, quand yt varie de o à 2 7t. Suppo­
sons par exemple que Ft passe par un maximum, puis par un 
minimum, puis par un maximum plus grand que le premier, puis 
par un minimum plus petit que le premier; nous obtiendrons une 
figure telle que celle-ci : 

On voit que, quand C 2 diminue, on obtient successivement : 
Si C 2 est plus grand que le plus grand maximum, deux courbes 

concentriques représentées sur la figure en trait pointillé 
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Si C 2 est compris entre les deux maxima, une courbe analogue 
à celle qui est représentée en trait mixte — .. — .. 

Si C 2 égale le petit maximum, une courbe à point double repré­
sentée en trait ponctué 

Quand C 2 devient plus petit que le plus petit maximum, cette 
courbe se décompose en deux autres qui sont représentées par le 
Irait + + + + ; l'une de ces courbes se réduit à un point, puis disparaît 
quand C 2 devient égal au plus grand minimum; l'autre se réduit 
à un point et disparaît à son tour quand C 2 devient égal au plus 
petit minimum. 

On voit que le passage d'un cas à l'autre se fait par une courbe 
à point double, ce qui conduit à étudier ces courbes et plus parti­
culièrement la première, celle qui est représentée en trait plein. 

Si nous supposons un mobile parcourant cette courbe d'un 
mouvement continu, il partira par exemple du point double, fera 
le tour d'une des boucles de la courbe, reviendra au point double, 
parcourra la seconde boucle et reviendra enfin à son point de 
départ; on voit que son mouvement est encore périodique, mais 

que la période est doublée; de sorte que - 7 — est une fonction 

Si C 2 égale le grand maximum, une courbe à point double 
représentée en trait plein. 

Fig. 3. 
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périodique de y , , mais que la période est devenue \-n et n'est 
plus 2 7 I : . 

Revenons alors aux équations (4 ) . 
Nous trouvons alors que si l'on donne à G 2 la valeur qui cor­

respond au maximum de F t , le radical 

V / Î | ( ^ - F ' ) ' 

qui est égal à e s t u n e fonction périodique dey, de période 4^ 

et est par conséquent développable suivant les sinus et les cosinus 

des multiples de 

Quand y, augmente de 2 T T , le radical change de signe, de sorte 
que le développement ne doit contenir que des multiples impairs 

de — · La fonction s'annule deux fois. 
2 

Si en effet y", est la valeur de y, qui correspond au maximum 

de F,, la fonctionnai s'annulera poury, = y j etpoury, = y ° + 2 7 1 . 

dy\ 

Alors, quelles que soient les constantes C 3 , C I , les équa­
tions (4) nous montrent que 

Í ÍSJ o ? S 3 

seront des fonctions périodiques d e y ) de période 2 7 C ; seulement 
ces fonctions pourront devenir infinies pour 

y \ = y \ ou y , = y } - | - 2 I R . 

Nous savons toutefois que nous pouvons choisir les constantes 
C 3 , . . . de façon que cette circonstance ne se produise pas ; l'exis­
tence de la courbe en trait plein de la fig. 3 le prouve suffisaríi-

ment; voyons maintenant comment doit se faire ce choix. 
Si nous supposons que les constantes d'indice impair 

C 3 J C S , 

sont nulles, les équations (4) ne changeront pas quand on chan­

gera y/jl en sj — ¡ A . 
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Il en résulte que si la fonction 

«?So »— dS, rfSa /— dS3 
satisfait à notre équation, il en sera de même de la fonction rfSo i— dSt dSî t— dS3 

Ce sont là les deux solutions des équations (4) et on voit que 

l'on passe de l'une à l'autre en changeant ^JI en — y/jl. Mais les 

équations (4) ne changent pas non plus quand on change y , 

en y ( + 2 TE. On passera donc aussi d'une solution à l'autre en 

changeant y{ en y , + 2TC. 
D'où cette conséquence : 
Quand on change y , en yt - + - 2 7 c , les fonctions d'indice pair 

dS 

ne changent pas et les fonctions d'indice impair changent 

de signe. 

Seulement comme - ~ s'annule pour y , = y j et pour yi=yî + 2Tc 
et comme cette dérivée entre en facteur dans le premier membre 

des équations (4 ) , il pourrait se faire que 
dS, dS3 

devinssent infinis pour y , = y ° { - \ - zkiz, et c'est ce qui arriverait 
en effet si les constantes d , . . . n'étaient pas convenablement 
choisies. 

Mais il est possible de faire ce choix de telle façon que les fonc­es 
lions -^y- restent toujours finies. 

Pour le démontrer considérons l'équation ,/dS 

que je puis écrire 

F(*„y,)=C 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dFç, dFi t dFt 

dxi ^ dxi ^ dxi 
( 5 ) 

dyi 1 1 dy{ dyx " ' ' 

puisque F 0 ne dépend pas dey{. 
Résolvons ces équations (5) par rapport à x, et à yt. Pour (u = o 

on trouvera 

Le déterminant fonctionnel des équations (5) pour ¡ x = o, 

d'-Fp <PF, 

~dx\ dy\ 

xt = x", y{ = y°t s'écrit 

et, en général, il n'est pas nul. On pourra donc résoudre les 
équations (5) et l'on trouvera que x, et y, sont développables 
suivant les puissances de u.. Soient alors 

« i = * > yi = ?, 

les développements ainsi obtenus; l'expression 

P ) 

est évidemment développable suivant les puissances de ¡ x . Soit 
alors 

( 6 ) F ( « , P ) = C , + C l f i - 4 - C . . [ J . * - i - . . . 

ce développement. Je dis que, si l'on donne dans les équations (4) 
aux constantes C2p les valeurs tirées du développement (6) , les 

dS 
fonctions - ~ resteront finies. 

d/i 

Cette équation, en regardant se, ely, comme les coordonnées d'un 
point, représente une courbe. Ecrivons que cette courbe a un point 
double; il viendra 

dF dF _ 

dx, ~ dy,~ ' 

ce que je puis écrire encore 
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Pour nous en rendre compte, posons 

xi = a-hx', y t = $ + y . 

F ( * „ J i ) = F(a, 8 ) + F ' 

et envisageons l'équation 

F'(x,,y')=o; 

elle est de même forme que l'équation ( 2 ) ; nous pouvons donc la 
TRAITER de la même manière, c'est-à-dire poser 

dSf

n /— dS 1 

dy' r dy 

dS' 

et déterminer les fonctions par des équations ( 4 bis) analogues 
aux équations ( 4 ) , et qui n'en diiféreront que parce que les lettres 
seront accentuées; seulement les constantes Cp seront toutes 
nulles, et pour 

x ' = y = o 

on aura 

F' - — ' -= — ' -
— dx' ~ dy ~ 

Donc, si l'on regarde F' comme développé suivant les puissances 
de x' et y', le développement commencera par des termes du 
second degré en x' ety', et cela quel que soit p. Le développe­
ment de F'0, F,, . . . commencera donc aussi par des termes 
du second degré. Il résulte de là que, si l'on considère les 
fonctions <I> qui figurent dans le second membre des équa­
tions ( 4 bis) comme développées dans le voisinage dey' = o, sui-

dSf 

vant les puissances dey' et des > le développement commencera 
toujours par des termes du second degré. 

dSf 

On voit d'abord que - ~ s'annule pour j / ' = o ; on pourrait donc 

craindre que ^ 7 ne devienne infini pouvyf= o ; mais, loin de là, je 

dis que, pour cette valeur àe-y'7 -jJt est nul. 
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En effet, supposons que cela soit vrai pour 

d$>\ dS% dSp-i 

d/ ' 4K7
 ' " ' ' dy 

dS ' 

je dis que cela sera vrai également pour -^y' 

Considérons l'équation 
dS\ dS'p _ 

* · dy' dy' - * · 

où F„ désigne la dérivée seconde de F'0. O est développé suivant les 
dS' dS' _ 

puissances de y', de •••> — ^ y 1 ' comme y ' = o est un zéro 
simple pour ces diverses quantités, et que le développement de <ï> 
commence par des termes du second degré, y ' = o sera un zéro 
double pour 

dS ' 

Ce sera un zéro simple pour 
dS'p Ce sera donc un zéro simple pour 

Nous trouvons ainsi 
c. Q . F . u. 

, dS' 

d y 

S ' = S ' 0 + / [ I S ' 1 H - I J L S 2 + . . . , S' 0 = O. 

Nous en déduisons 

( , ) 

S>'(yt — B) représente la fonction S', où l'argument y ' a été rem­
placé par l'argument y, — B. Soient 

a = a 0 - t - fjifltiH- u . 2 a 2 - t - . . . , 
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les développements de a, [3 elx,, il viendra en identifiant les deux 
membres de (~) 

1 RFSS _ «FÔI CFTS; <?RST _ RFSI _ rf'S; 

( dyx " d y i

 P l ' dyi D R I

 P ' dy\ ' 

Dans les dérivées des S ,̂, y ' doit être remplacé par l'argu­
ment y I — p°. 

On voit que les restent finis. 

Une fois qu'on a démontré la possibilité de déterminer les con-
dS 

stantes Cp de façon à éviter que les deviennent infinis, on 
peut faire effectivement cette détermination sans avoir besoin de 
chercher les développements de a et de ¡3. 

Il suffit de se servir des équations (4 ) . 
Considérons l'une de ces équations; 

F ° d y i dy, + 

Si p est pair, on prendra 

C , = - * ( M 

et, comme <t> est une fonction périodique de période 2ÏC, on aura 
également 

C P = — * ( J K ? - H 2 7 C ) , 

de sorte que ,p~* ne deviendra infini ni pour j / , =y°i ni pour 

y<=y1-h2n. 
Si /? est impair, il faut faire Cp = o, et la condition 

* ( R ? ) = o 

[qui entraîne la suivante 

* C Y Î "+" 2 7 T ) = O 

puisque 4> change de signe quand y 1 augmente de 2TC] sera remplie 
d'elle-même. 

II. P. — II. 22 
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dS dSo dSx _ dS 

dyi dyi ' ^ dyt ^ ^ dy¡ ' " ' ' 

on trouve une série d'équations de la forme 

<·> » î f? = * + c,. 

On peut, comme je l'ai expliqué au n° 125, déterminer Cp arbi­
trairement; je supposerai qu'on le fasse de telle sorte que la valeur 
moyenne de i> + Cp soit nulle, et par conséquent que Sp soit une 
fonction périodique dey¡. 

dS 

On voit que dans le développement de différentes puissances 
de n\ entreront au dénominateur, de sorte que, si na

t est petit, 
dS * 

certains termes de pourront devenir sensibles. Il importe avant 
tout de se rendre compte de l'exposant maximum que peut avoir rô\ 
dans le dénominateur des divers termes de ~ 

dy¡ 

Il en résultera encore que ^?£=i n e devient jamais infini. 

II en résulte enfin que - ~ est développable suivant les sinus et 

cosinus des multiples de y, si p est pair et suivant les sinus et 

cosinus des multiples impairs de si p est impair. 

J'ai beaucoup insisté sur des choses presque évidentes, parce 
que j'aurai plus loin à traiter un problème analogue, mais beau­
coup plus difficile, et que je tenais à faire ressortir les analogies. 

201. Voyons maintenant comment se fait le passage du pre­mier cas, celui où 

F Ô ( * ! ) £ o 

et où les procédés du n° 125 sont applicables au second cas où 

F 0 ( * ? ) = o 

et que nous venons d'étudier en détail. 
Observons d'abord que F'0(x1) est ce que nous avons appelé — ri" 

au n° 125 et dans d'autres parties de cet Ouvrage. Alors, en po­
sant 
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Je dis que cet exposant maximum est égal à ip — I . 
En effet, S est une fonction dey, d'une part, et d'autre part du 

paramètre ¡x et de la constante d'intégration x°t ; je ne parle pas 
des constantes Cp qui sont entièrement déterminées par les con­
ditions 

F0(x<D=C0, 
valeur moyenne de 

( * - I - C P ) = O. 

Au lieu de x" nous pouvons prendre pour constante d'intégra­
tion n j ; alors S sera fonction dey,, de fx et de développons-la 
suivant les puissances de jx et de n"; le développement contiendra 
des puissances négatives de n°{. 

L'équation 

d y , 

dS 

nous montre que le développement de suivant les puissances 

croissantes de n? commencera par un terme en - 4 ; · 
' r n\ 

Passons à l'équation suivante 

d y , 

$ dépendra de mais, comme <ï> s'obtient en remplaçant dans F 

dS 

la variable x, = -^y par le développement 

dSn d S , 

dy, d y , 

et en retenant dans le développement les termes en jx2, on voit 

que <ï> ne peut contenir ^ 1 qu'à la deuxième puissance au plus; 

dS 

car le cube de —j^- devrait être accompagné du facteur [x3 et ne 
pourrait par conséquent donner de terme en ¡x2. 

Ainsi le développement de et par conséquent celui de C 2 , 
commencera par un terme en 
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La loi est manifeste; le développement de commence par 

un terme en 

ter-
Et, en effet, supposons qu'elle soit vraie pour 

c?Si dS% c?Sp_, 
dy[' dyC '"' dyi 

je dis qu'elle est encore vraie pour r̂e­

considérons l'équation 

1 dyi " 
<ï> est un polynôme entier en 

di, dSî dSp-\ 

dyi dyt' dyt 

Considérons un terme quelconque u de ce polynôme et cher­
chons à évaluer la somme des indices q des divers facteurs de la 

dS 
forme —r^- qui entrent dans u. 

dyi ^ 

Ce terme u provenant d'un terme en y . p dans le développement 
de 

_/«?S0 _̂  dSt \ 
cette somme est au plus égale à p . De plus, si cette somme est 
égale à />, comme aucun des indices q n'est égal à p , le terme 
considéré u contiendra au moins deux facteurs. 

Le développement de u suivant les puissances de n"t commencera 
par un terme en 

Or 

dSt 

et enfin celui de -=-7- par un terme en 
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on aura encore 

•Lq = p , 

2(2g — l)i2/) — 2, parce qu'il y aura au moins deux facteurs. 
Donc le développement de <I>, et par conséquent celui de C^,, 

commencera par un terme en 

et celui de commencera par un terme en 

C . Q . F . D . 

Mais, n°t étant une constante arbitraire, remplaçons-la par un 
développement quelconque 

n\ = a„-h ( la , -+- n2as-H 

Alors S sera développé suivant les puissances positives de p., et 
les puissances positives et négatives de 

a 0 - t - | A a , + V^^i-h 

Si a0 n'est pas nul, ces puissances positives et négatives peuvent 
elles-mêmes se développer suivant les puissances positives de u., 
de sorte que finalement S se trouvera développé suivant les puis­
sances positives de u.. 

Ces développements sont, d'après ce que nous avons vu au 
n° 125, les-mêmes que ceux qu'on obtiendrait en partant des 
équations ( i ) , mais en attribuant aux constantes C^ d'autres 
valeurs que celles que nous leur avons données plus haut. 

Maintenant, au lieu de cela, supposons n°t très petit et rem­
plaçons nj par un développement de la forme 

(2) /i» = alv

/]î-l-aj(i.-+-a3[jiv
/îI-(-

Si 
2 ? < p , 2(2g — — 2; 
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Celte fois les puissances négatives de 

a i V V - + - « 2 [ I - + - . . . 

ne sont plus développables suivant les puissances positives de Y/fA, 
mais 

sera développable suivant les puissances positives de Y/(X et le 

développement commencera par un terme en Y/jT. 

Si nous observons maintenant que, d'après ce que nous venons 

de voir, S est développable suivant Jes puissances de 

n\ O S ) 3 {n\fp-

nous conclurons que S est développable suivant les puissances 

positives de Y / jA. 
Les développements ainsi obtenus ne diffèrent pas de ceux aux­

quels nous sommes arrivés dans le numéro précédent à l'aide des 
équations (4) et en attribuant diverses valeurs aux constantes Cp. 

Pour éviter toute confusion je représenterai par 

(3) S = S0 -4- [iSi-+- ¡J.2S2-F-... 

le développement obtenu en partant des équations ( î) où l'on a 
déterminé les Cp, comme je l'ai dit plus haut, de telle façon que la 
valeur moyenne de 4> -+- Cp soit nulle. 

Je représenterai pour un instant par 

(4) S = T 0 - H V ^ T 1 - 1 - F J L T 2 - l - | x v / 7 T 3 - F - . . . 

celui que l'on obtient en remplaçant dans (3) «J par son dévelop­

pement ( 2 ) et en ordonnant suivant les puissances de Y / f i . 
Que représentent alors T 0 , T ( , etc.? 
On obtiendra T„ en remplaçant dans S 0 la constante par o. 
On obtiendra T ( de la façon suivante. Mettons en évidence ce 

fait que S 0 dépend de n\ en écrivant S 0 (n*); nous avons trouvé 

S„("?) = <ri> 
S„(o) = T „ . 
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II vient 

S „ ( « î ) = S „ ( a , / ! x - f - a i t i - { - . . . ) = T 0 -t- vVa,-t-... 

ou 

S . ( n i ) = T 0 H - a, y , / jl + . . . = T 0 - ^ y , H - . . . , 

avant la même signification que dans les équations (4) du 
numéro précédent. 

D'autre part, nous aurons dans T, des termes provenant de S,. 
S 2, . . . ; on les obtiendra comme il suit. 

Dans le développement (3) nous prendrons tous les termes en 

Soit 

<5> S ' « n " + S ' ^ + S ' 3 ( n T F + - ' 

l'ensemble de ces termes. 
On aura alors 

1 a, a.\ ~r" a{ 

Il en résulte que, si l'on groupe dans le développement (3) tous 

les termes en ^ w o ^ v - i ' c'est-à-dire tous ceux qui appartiennent au 

développement (5) et qu'on forme le carré de 

d T t a t i d S [ i 6?S'2 

dy, ~ F J a, d y t a} d y t ' " ' 

ce carré se réduira à deux termes 

(dTty_ _oJ a dS; 

\ d y - J ~ F ; « F ; rf>,' 
C'est là un fait d'autant plus remarquable qu'il peut s'étendre, 

comme nous le verrons bientôt, à toutes les équations de la Dyna­
mique. 

Pour obtenir T 2 il faudra tenir compte non seulement de S 0 et 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 

file:///dy-J


338 C H A P I T R E X I X . 

des termes en 

mais des termes en 

(raí)2?-* 
En résumé, le passage du cas où les méthodes du n° 125 sont 

applicables à celui où elles cessent de l'être se fait de la façon 

suivante : quand n" est très petit, l'ordre de grandeur d'un terme 

ne dépend plus seulement de l'exposant de u., mais de celui de n\ ; 
si l'on suppose que est du même ordre que s / p , on réunira 

ensemble les termes qui deviennent ainsi du même ordre et on 

les sommera. 

202. Tous ces résultats s'étendent immédiatement au cas plus 
général que nous avons considéré au début du n° 199. 

Supposons d'abord que F dépende de xt) x2, . . . , xn et d e / ( ; 
nous aurons alors à envisager l'équation 

„ / dS dS dS \ 
( · ) F J — » J — ' · · · ' J — > Ji ) = CONST. 

\dyi dy2 dy„ J 1 ) 

Pour l'intégrer nous donnerons à 

dS dS 

dya' ' " ' dy~n 

des valeurs constantes quelconques, 

-Y.0 ^ . 0 
**" 21 · · · . ^ ni 

et nous aurons ainsi une équation 

F(||, X\, ...,*·, ri) = C, 
de même forme que celle dont nous nous sommes occupé dans 
les deux numéros précédents. 

Seulement la solution S, au lieu de contenir seulement une 
constante arbitraire x", en contiendra n qui seront x", x\, . . . , x"n. 
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Si maintenant l'équation fondamentale s'écrit 

„ / d S dS dS \ „ 

il est facile de la ramener à la forme ( i ) . Posons en effet 

l m i y l - t - m2yi-+-... -4- m n y n — y \ , 

( 3 ) ) m\yi-h m \ y t + . . . - + - m \ y n = y'2, 

i m"? 1 -+" m'iyî -+- · · · + "ilyn - y'n, 

les m\ étant des entiers choisis de telle sorte que le déterminant 
des coefficients des équations (3) soit égal à i . Cela est toujours 
possible, pourvu que mt, m 2 , . . . , m„ soient premiers entre eux, 
ce qu'il est toujours permis de supposer. 

L'équation aux dérivées partielles ( 2 ) devient alors 

/ dS dS dS \ _ c 

et elle est ainsi ramenée à la forme ( 1 ) . 
Tout ce que nous avons dit des équations de la forme ( 1 ) s'étend 

donc aux équations de la forme ( 2 ) . 
Nous pouvons trouver des solutions de l'équation ( 2 ) qui seront 

développables comme celles de (1) , tantôt suivant les puissances 

de ¡A, tantôt suivant celles de y/jl. 
Pour p = o, S se réduira à 

So = x\y\•+• x%yi + · · · -+- x%yn-

La solution complète de l'équation aux dérivées partielles ( 2 ) 
doit contenir n constantes arbitraires. Nous pourrions prendre 
comme constantes arbitraires x\, x?¿, . . . , ¿r°; ou bien encore 
n°, n°, . . . , n" en posant 

n ' - dx» 

Mais il est plus commode d'introduire un nombre infini de con­
stantes arbitraires, parmi lesquelles il n'y en aura d'ailleurs que n 
qui soient distinctes. Ces constantes seront 
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en égalant le second membre de ( 2 ) à 

C = Cc + C l f x + C j ! J i ! - + - . . . . 

Si 
TOI nÇ - 1 - m 2 nSj - 4 - . . . + m „ n £ ^ o , 

S est développable suivant les puissances de JJI et si, au contraire, 

TOI ni -4- TO2 n | - + - . . .-t- mnn% = o, 

S est développable suivant les puissances de y/jx. 
Supposons en particulier que, donnant à . . . , ri*n des 

valeurs quelconques, on choisisse les constantes Cp de telle façon 
que 

S — n\yi — n»yt —. ..— n%yn 

soit une fonction périodique des y; on retombera sur un déve­
loppement qui correspondra à celui que nous avons au début du 
numéro précédent déduit des équations (1) de ce numéro. 

Dans ce développement, diverses puissances de 

m¡n\-h mini - + - . . . - H mnn%, 

entreront au dénominateur. 
Remplaçons ensuite les constantes d'intégration 71" par divers 

développements procédant suivant les puissances de y/fx. 
Soit, par exemple, 

ni = <x° -+- / ¡ x a ¿ -+• •+-

Je suppose que 

7 n , a } - ( - m^a.\-i-.. . - 4 - mna% = o. 

Il en résultera que le développement de 

TOI n\ -+- TO2TÎ§ - 4 - . . . - t - mnn% 

commencera par un terme en y/jx. 

Si nous ordonnons ensuite les termes de S suivant les puissances 

positives et croissantes dey/pi, on obtiendra divers développements 

analogues à ceux que nous avons étudiés en détail dans le n° 201. 
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203. Il est aisé maintenant de comprendre l'esprit de la méthode 
de Delaunay. 

Reprenons le cas général des équations de la Dynamique; et 
supposons par conséquent que notre fonction 

F = F „ + U . F . - 1 - U . ! F 2 - H . . . 

dépend non plus seulement de mK ft -+- m2y2 + . . . + mnyn, mais 
des n argumentsy {, y2, .. ., y„ et qu'elle est d'ailleurs périodique 
par rapport à ces arguments. 

Si aucune des combinaisons linéaires à coefficients entiers 

rtiin\-\-mtn% + . . . + m n n % 

n'est très petite, les méthodes du n° 125 pourront s'appliquer sans 
difficulté; mais, si l'une de ces combinaisons est très petite, on 
distinguera dans F les termes qui dépendent de l'argument 

mtyi -T- M 2 - R 2 - T - . . . - T - m„yn. 

F est supposé développé en série trigonométrique, c'est-à-dire en 
une suite de termes dont chacun est le produit de 

C O S ( / > i y i - 4 - / > 2 . R 2 - 4 - . . . + / > „ / « ) 

ou de 
sin(piyi+pzyî + . . . - h p t t y n ) 

(les p étant des entiers), par un coefficient qui est une fonction 
de X i , X2, · · · , xn. 

Considérons l'ensemble de ces termes qui sont tels que 

El. ~ £l — — En 
mi nii M , ' 

et soit 
F ' = F ' 0 - + - F J . F ' 1 - + - . . . 

l'ensemble de ces termes. 
Ils comprendront en particulier tous les termes de F qui sont 

indépendants de y,, y2, ..., y„ et par exemple tous ceux de F 0 , 
de sorte qu'on aura 

F ' 0 = F , . 
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Considérons 

C H A P I T R E X I X . 

maintenant l'équation 

„,/dS dS dS \ 
F {dy-¡'dj¡' •••'dy-*' W + W * - * - • + > » > > ? * ) = C -

Nous pourrons l'intégrer facilement par les procédés exposés 
dans les premiers numéros de ce Chapitre. 

Soit 

une des solutions de cette équation. Les coefficients x\, x'.2, ..., x'n 

sont les constantes d'intégration que j'appelais jusqu'ici x", mais 
que j'appelle maintenant x\ parce que je vais bientôt les prendre 
pour variables indépendantes nouvelles. 

Quant à S', c'est une fonction périodique de 

m\y~i -+- "ityt + . . . + /»„ y,, 

dépendant en outre de x\, x'2, x'n; de sorte que la valeur 
dS 

moyenne de n'est autre chose que x\ et que l'expression con­

sidérée de S ne diffère pas de celle à laquelle conduisent les équa­

tions ( i ) du n° 202. 

Posons maintenant 
dS , _ dS 

X i - d J l ' ' yi~dx~'i 

Prenons pour variables nouvelles les x\ et l e s / ¿ ; la forme cano­
nique des équations ne sera pas altérée ; la fonction F exprimée en 
fonctions des x\ et des y\ conservera la même forme; seulement 
les coefficients des termes en 

mi/, - t - m-í/s -+- mny'n 

seront beaucoup plus petits que ceux des termes correspondants 
en 

miyi -T- miy%->r-. . . - h m n y n -

Les inégalités à longue période auront disparu parce qu'en 
somme on en aura tenu compte dès la première approximation. 
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Méthode de M. Bohlin. 

204. L'inconvénient de la méthode de Delaunay, c'est d'exiger 
de nombreux changements de variables. Cet inconvénient peut 
être évité grâce à un procédé découvert par M. Bohlin et que j'ai 
proposé de mon côté, mais quelques jours après lui. 

Reprenons nos équations générales 

dxi d~F dyi _ dF 

dt dyt' dt ~~ dxt 

et supposons que l'expression 

/ W j n J - l - / n 2 n ! | - t - . ..-+- mnn% 

soit très petite. 
Il s'agit d'intégrer l'équation 

. , fdS dS dS \ „ 

Posons 

S = 8 0 - 1 - 8 ! / j x -+- S 2 n -t- S 3 u. / j l - + - . . . , 

C = C 0 + C 2 [ x - h C i p t - h . . . . 

Substituons ces valeurs dans l'équation ( 2 ) , ordonnons suivant 

les puissances de y/jl, et égalons les coefficients des puissances 

semblables de y/fx; il viendra 

F /dS0 dS0 dS0\ _ 

• ^ 1 dF0 dSt 

^ dxt dyi = 0, 

• y dF,, dS% ^ 

Zd dxi dyt 

1 y d*F„ dSt dS, 

2 Jmé dx/dxk dyt dyk 

= * H - C s > 

y dF0 dS3 

Zd dxt dyt 

1 y dlF„ dS, dSi 

2 Zà dxidxk dyt dyk 

= *. 
y e ? F 0 dSk 

2d dxi dy{

 H 

1 y d*F0 dSt «?Sj 

2 dxi dxk dy, dyk 

= * -f- Ct, 
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Voici la signification de ces équations : 
Je désigne encore par i> toute fonction connue, et je suppose 

Dans la troisième équation ( 3 ) que S 0 est connu, 

Dans la quatrième équation ( 3 ) que So et Si sont connus, 

Dans la cinquième équation ( 3 ) que S 0 , Si et S 2 sont connus. 

Le second membre contient tantôt í>, tantôt + C2/> parce 
que j'ai supposé que les constantes C d'indice impair, c'est-à-dire 
les coefficients des puissances impaires de y / [ x dans le développe­
ment de C sont nulles. 

Il faut encore préciser le sens du signe 2 dans le second terme 
du premier membre des diverses équations (3) . Ce signe porte 
sur les deux indices i et k; il faut convenir que dans la troisième 
équation (3) , la combinaison (i, k) apparaît deux fois si i^k et 
une fois si i = k, et que dans les autres équations (3) cette com­
binaison apparaît deux fois dans tous les cas. 

Je suppose comme plus haut 

les x\ étant des constantes. Dans les dérivées de F 0 qui figurent 
dans les équations (3) , je suppose que les x¡ ont été remplacés 
par les x¿ de telle sorte que 

^ ! = _ « » . 
dxi ' ' 

Je suppose de plus que les x¡ aient été choisis de telle sorte que 

(4) 2 m , « î = o . 

et qu'il n'y ait entre les w? aucune autre combinaison linéaire à 
coefficients entiers. 

Proposons-nous de déterminer S de telle façon que les 

dSp 

dyt 

soient des fonctions périodiques Aesyi. 
La première équation (3) détermine tout simplement C<>; la 
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( 5 ) 2 " ' 9 g = 0 ' 

et elle ne peut être satisfaite que si les sont fonctions seule­

ment de m,y, + m2y2 -+-... + rnnyn. Car si S, contenait, par 

exemple, un terme 

A c o s ( p t y i • + • . . . - h p n y n ) , 

le premier membre de ( 5 ) contiendrait un terme 

— A ( p t n ï - h . . . + p n n % ) s i n ( p i y i - + - . . . - + - p a y n ) 

qui ne pourrait disparaître que si l'on avait 

Pi_ _ P ± _ P n 

On aura donc 

S i = a i ^ i - t - * i y 2 + - • • - ^ a n y n + f ( m i y 1 - h m 2 y i - + - . . . - h m „ y n ) , 

la dérivée de / étant périodique. 
Passons à la troisième équation (3), et égalons dans les deux 

membres de celte équation les termes qui dépendent des sinus et 
des cosinus des multiples de 

m i . T i - t - m 2 y 2 + . . . -+- m „ y n . 

Le premier terme du premier membre, qui peut s'écrire 

ne contiendra pas de pareils termes; car si S 2 contenait un terme 

A C O s ( ^ i y , + . . . - ì - p n V n ) , 

OÙ 

EL = El = = EJL 

le terme correspondant de l'expression 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



346 C H A P I T R E X I X . 

s'écrirait 

ïA(/)|n! + .. .-hp„n%)sin(p,y,-h . . .-h pny„) 

et s'annulerait en vertu de la relation (5). 
Le second terme du premier membre ne dépend, au contraire, 

que de S ( et est fonction seulement de m,\y\ + . . . + m n y n . Tous 
ces termes ne contiennent donc que des sinus ou des cosinus des 
multiples de 

m1y, -t- m î y 2 -+-...-+- m n y n . 

Introduisons une notation nouvelle : 

Soit U une fonction quelconque dont les dérivées ~ r soient des 
fonctions périodiques de U; on pourra la développer en une série 
dont tous les termes seront d'une des formes suivantes 

a,yi, acos(p1y1-T-p1y2-h...-hpny„), 

a sin {ptfi -+-Pîyt - H . . . H - p n y n )• 

Supprimons dans cette série tous les termes trigonométriques, 
sauf ceux pour lesquels 

Pi Pi _ _ pn 

m , ~~ m 2 ' ' ' m n 

L'ensemble des termes restant pourra être désigné par [U] et 
s'appeler la valeur moyenne de U. 

On aura alors rrfin d[\l] „ d[V] 
— = — ' - ; 2 « y - ·, = const . 

Ydyi\ dyt dyj 

et, si V est une fonction périodique quelconque, 

Il vient donc 
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Dans F ( , je suppose que les x¡ ont été remplacés par les x1-; 

la fonction 4> qui entre dans la troisième équation (6) est celle de 

la troisième équation (3 ) . 

La constante du second membre de la première équation (6) 

peut être désignée par C 2 — C 2 . 

On trouvera alors, en égalant les valeurs moyennes des deux 

membres de la troisième équation (3) 

, , i GFTFO dSt dSt _ r , r p , 

( 7 > 2 Zà dxtdxk dyt dyk ~ 2 L 'J-

Cette équation est de même forme que celles que nous avons 

étudiées aux n o s 199 à 202, et en particulier de même forme que 

la seconde équation (4) du n° 200. 

Nous retrouverons donc, comme pour cette seconde équa­

tion (4) , trois cas différents. 

Rappelons-nous que S| est de la forme 

S J - a,./, -H A 2 7 2 - 4 - / ( M , / , -+- m2y2 - + - . . . H - m„ya), 

d'où 
dSt 

Substituons cette valeur de dans ( 7 ) ; cette équation de­

viendra une équation du second degré par rapport kf et nous 

pourrons l'écrire 

(8) A / ' * - t - a B / ' H - D = C i - [ F 1 ] , 

où A, B et D sont des constantes dépendant des constantes a,-; ces 
dernières constantes a peuvent d'ailleurs être choisies arbitraire­
ment. 

Pour que / ' , et par conséquent soit une fonction périodique 

de mtyt + rn-2y2 -t- · · · + m„y„, il faut et il suffit que l'équa­
tion (8) ait toujours ses racines réelles, c'est-à-dire que l'inégalité 

B 2 — AD -4- AC's — A [ F , ] > 0 , 

soit satisfaite pour toutes les valeurs de 

MIJKI -4- miyi-i-...-+- m n y n . 

H. P. — II. 2 3 
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Comme les constantes tx¿ sont arbitraires, nous prendrons 
( 9 ) a, = « 2 = . . . = a „ = o. 

Nous ne restreignons pas ainsi la généralité, comme nous le 
verrons bientôt. 

Cela reviendrait d'ailleurs au même de supposer 

5L — JÏL = — 3± 
nii m2 mn' 

puisque, si cette condition est remplie, l'expression 

devient une fonction de mty{ -+ . . . + mnyn seulement, que l'on 
peut faire rentrer dans f. 

Quoi qu'il en soit, si l'on suppose les conditions ( 9 ) remplies, 
l'équation ( 8 ) se simplifie et s'écrit 

( 8 bis) A / ' « = C i - [ P 1 ] . 

Supposons alors que l'on construise pour diverses valeurs de la 
constante C'2 des courbes en prenant pour rayon vecteur f'-\- une 
constante quelconque et pour angle polaire 

m,y 1 - + - m2y2 -+-... -+- mny„, 

on obtiendra une figure tout à fait pareille à lafig. 3. 
Supposons pour fixer les idées que A soit positif. Alors, pour 

que /"'soit périodique, il faut qu'il reste toujours réel, c'est-à-dire 
que C 2 soit plus grand que le maximum de [ F , ] . 

Dans ce c a s e t par conséquent ~i, est une fonction pério­

dique de mlyi -f- m2y2 -f-. . . -f- mnyn qui ne s'annule jamais. 

Ayant ainsi déterminé S,, il s'agit maintenant de déterminer S 2; 
cette fonction doit être de la forme 

«îri •+•
 alr* - 1 - . . . H - <*lyn - + - <p, 

59 étant périodique, et en général Sp doit être de la forme 

a'!yi •+• a 2 > 2 • · · < 7 n + f, 
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y étant périodique; je supposerai pour simplifier 

( 1 0 ) '· = ^ï. 

ce qui n'est pas, comme nous le verrons bientôt, restreindre la 
généralité. 

Nous avons -[*»>f?H;-c, 
équation analogue à la première des équations (6) . Si les condi-
tions(io) sont remplies, on aura C^ = Cpeten particulier C 2 = C 2 . 

Cela posé, revenons à la troisième équation (3) qui peut s'écrire, 
maintenant que nous nous sommes donné C 2 et que S t est entiè­
rement déterminée, 

o.) S'i? 7̂ = *-
La fonction connue <£ est périodique en y,, y2, · • ·, yn-

Soit donc 

* = S A cos(/,,,/.-+-/>2jr2-t--- --i-pnyn-i- P), 
l'équation (i i) donnera g _ s A sin(/7i-y1 + /?2jr2-̂. ..-t-p„y„-r p ) 

2 p l n » l - h p 2 n î - h . . . - h p n n % 

-+- tydn-ty, -+- m ^ y z -+-.. .-+- m n y n ) , 

étant une fonction arbitraire de m,y, -+- m2y2 -+-· · · + m,,yn. 
Cette solution deviendrait illusoire si, pour un terme quelconque 
de <P, on avait 

P i n l ^ - p i n l - h . . .-r-pnnl = o, 

c'est-à-dire 
EL — EL — — EJL . 

Mais cela ne peut arriver parce que 

[*] = o. 

En effet, nous venons précisément de déterminer S( de telle 
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façon que les valeurs moyennes des deux membres de la troi­
sième équation (3) soient égales. 11 doit donc en être de même 
des deux membres de l'équation ( 1 1 ) , qui ne diffère de la troi­
sième équation (3) que parce que certains termes ont passé d'un 
membre dans l'autre. 

Or 

puisque 

Donc 

C<, ^ C 2 · 

[ < P ] = O. C Q. F . I). 

Pour achever de connaître S 2 , il reste à déterminer la fonction 
arbitraire 

+ = [ S i ] . 

A cet effet, égalons les valeurs moyennes des deux membres de 
la quatrième équation (3) . Il vient, en vertu des relations (i o), 

et de plus 
r rf2F0 dSt rfS2"j _ d°-F0 dSi d[Sj] 

Ydxidxk dyt dyk\ dxidxk dyt dyk ' 

puisque S, ne dépend que de m,y, + m2y2 -+ - . . . + ni„y„. JNous 
obtenons donc 

1 y tf'Fp dS, d[S.] = 

2 jmé dxi dx/c dyi dyk 

Si nous désignons par [ S 2 ] la dérivée de [ S 2 ] par rapport à 

miyi-h...-h m„y„, 
il viendra 

d$i j-, d[St] r c , . 

et nous pourrons écrire 

Comme f ne s'annule pas, [S ' 2 ] est une fonction périodique de 
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m , y , + . . . + m„yn> qui ne devient pas infinie et [ S 2 ] est de la 
forme 

a(miy, - 4 - . . . + m n y a ) + i/, 

a étant un coefficient constant et if une série ordonnée suivant les 
sinus et cosinus des multiples de m , y , + r n 2 y 2 4- · · · -t- m n y „ . 

S 2 étant ainsi entièrement déterminé, la quatrième équation (3) 
s'écrit 

dy¡ 

elle prend une forme tout àfait analogue à celle de l'équation ( 1 1 ) , 
et se traite de la même manière. Et ainsi de suite. 

J'ai dit plus haut que les hypothèses ( 9 ) et ( 1 0 ) ne restrei­
gnaient pas la généralité. 

Et en effet considérons une solution de notre équation fonda­
mentale et conforme à ces hypothèses ( 9 ) et ( i o ) ; soit S celte 
solution et soit 

S = S 0 - I - vV S I - 4 - [JT S 2 - H . • · • 

Soit, d'autre part, 

SO = x \ y t + x%yt - H . . . + x%yn, 

et 
S/J = "-lyi -+- * ? / a + • · - H - anXn-^ fonction périodique. 

Les a satisferont en vertu des hypothèses ( 9 ) et ( 1 0 ) à la condi­
tion 

<_ = < ± _ = < 

m, m 2 " ' m„ 

et seront d'ailleurs des fonctions des constantes d'intégration 
et C p . 

Comme les x¿ sont des constantes arbitraires, je puis les rem­
placer par des développements quelconques 

* L ° = P ? H - V / F : ¡ 3 Í + F * I 3

¡

? + - - - > 

les étant de nouvelles constantes arbitraires. 
Si dans S nous remplaçons les x¿ par ces développements, puis 

que nous ordonnions de nouveau par rapport aux puissances 
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de y/u., il viendra 

ou 

S = S 0 -+- <fïx S', -t- u. S'2 - ( - . . . , 

S¡, = a'/ 'yj -+- a.'[y3 - i - . . . - F - «'„''.)'« -+- fonction périodique, 

et nous aurons pu choisir les B? de telle façon que les con­
stantes a'P soient quelconques. 

Nos hypothèses n'ont donc apporté à la généralité aucune res­
triction essentielle. c. Q . F . D . 

Cas de la libration. 

205. Qu'arrivera-t-il maintenant si C 2 n'est pas plus grand que 
le maximum de [ F ( ] et s! par conséquent S< n'est pas toujours réel? 
Dans ces cas où l'on dit qu'il y a libration, certaines difficultés se 
présentent que l'on peut vaincre par un artifice analogue à l'em­
ploi que nous avons fait des fonctions elliptiques dans le n° 199. 
Pour simplifier un peu l'exposition je supposerai 

m¡ = i , m 2 = m 3 = . . . = mn = o. 

J'en ai le droit, car, s'il n'en était pas ainsi, je pourrais faire un 
changement de variables analogue au changement de variables (3) 
du n° 202. 

Nous ne pouvons plus nous arranger de manière que les 

soient des fonctions périodiques de y , , y t , . . . , y „ ; mais nous 
pouvons du moins chercher à trouver une fonction S telle que 

les ^e soient des fonctions périodiques de 

y x , y s , · · - , y,i-

Alors ce que nous avons appelé [ U ] dans le numéro précédent 
n'est autre chose que la valeur moyenne de U considérée comme 
fonction périodique d e y 2 , y 3 , . . . , y „ . 

On a donc 

const . , 
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et en effet 

U * J ' Vd^V "*' \dy~A 
se réduisent à des constantes et, d'autre part, la relation 

2 m ¡ n ¿ = o 

se réduit ici à 
n j = o, 

de sorte que le premier membre de (12) ne contient pas de terme 

Je pourrai supposer que non seulement les mais encore 

les Sp (du moins pour / > > o ) sont des fonctions périodiques 
de y 2 , JK3, · · ·, yn'i c'est là une hypothèse identique aux hypo­
thèses ( 9 ) et (10) du numéro précédent qui, nous l'avons vu, ne 
restreignent pas la généralité. Si on l'admet, la constante du second 
membre de (12) est nulle. 

Cela posé, reprenons les équations (3) du numéro précédent. La 
seconde nous apprend que S ( ne dépend que dey , et la troisième, 
quand on égale les valeurs moyennes des deux membres, donne 

, , ,N 1 d«F 0/ds 1y_ 

(,3> ï-dxj{dJ-J -c*-tF']> 
ce qui détermine S ( . 

En tenant compte de l'équation ( i3 ) la troisième équation (3) 
devient 

( l 4 ) _ 2 „ ? g i = L F 1 ] - F 1 . 

Comme le second membre est une fonction d e y t , y 3 , . . . , y , , 

dont la valeur moyenne est nulle, l'application d'un procédé d'in­
tégration dont nous avons déjà fait usage bien des fois nous don­
nera S 2 à une fonction arbitraire près de y,, c'est-à-dire que l'équa­
tion ( i4 ) nous fera connaître 

S 2 - [ S 2 ] . 

Pour déterminer [ S 2 ] prenons la quatrième équation (3) et 
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égalons les valeurs moyennes des deux membres, il viendra 

U ' rf»ï « > I ¿ T I J" 

Nous tirerons de là la valeur de [ S 2 ] . 

Connaissant S 2 et tenant compte de ( i5 ) , nous pourrons écrire 
la quatrième équation (3) sous la forme 

dyt 

La valeur moyenne de 4> étant nulle, cette équation, qui est de 
même forme que (i4)> se traitera de la même manière et nous don­
nera 

S » - [ S , ] 

et ainsi de suite. 

On voit que les fonctions 4^ ainsi déterminées sont des fonc-
n dyt 

tions uniformes de y{ et de y/C 2 — [F, ] . 

206. Pour étudier plus complètement nos fonctions, il faut 
faire un changement de variables. Pour cela introduisons une 
fonction auxiliaire T définie de la façon suivante; nous aurons 

T = T 0 -+• T , / j j . -t- T 2 |x 

e t 

T 0 = a>ïyi-h x\yi + . . .-hx?ty„, 

où les x" seront des constantes qui satisferont aux conditions 

F 0 = C 0 , n\ = o. 

En d'autres termes, T 0 ne sera pas autre chose que ce que nous 
avons appelé S 0 . 

Pour définir T, nous partirons de la même équation qui a servi 
à définir S I , c'est-à-dire de l'équation ( 7 ) du n°204, où nous rem­
placerons S T par T 4 et C 2 par C 2 , ce qui nous donne 

. . . . I V d*F0 dTi dTt r r D . 
( 7 Ô I S ) ^ d x j d x j . dyldyr G 2 - [ F , J -
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J'y adjoindrai les suivantes (où les x\ sont des constantes) 

= X ' ¡ ( 1 = 2 , 3, » ) . 

Il importe de remarquer qu'en faisant cette dernière hypothèse 
je définirai T, comme j'ai fait plus haut pour S ( , mais en m'écar-
lant des hypothèses ( 9 ) qui exigeraient que les constantes x\ 
fussent nulles. 

Comme les coefficients ^ ? d x o n e dépendent que des x°¿, ce sont 

des constantes; si donc je remplace les - ~ par les x'¿, l'équa­

tion ( 7 bis) deviendra 

( S T E R ) A ( ^ ) V A B ^ D = C * - R F ' ] ' 

où A est une constante, B et D deux polynômes homogènes par 
rapport aux x'¿, le premier du premier degré, le second du second 
degré. Nous tirerons de là 

^ - _ :Ë - t - . Í> + Ç 2 _ Í Z I 
. . / - - - T 

dy, A y A 2 A A A 

Je poserai 
BJ D C 2 _ . 

A 2 A -*~ X ~ ' 

et pour abréger l'écriture 

[F . ] = A<J,, 

d'où 

T i = x'tyi•+• x'3y3-+--• • + x'uyn. — ^p- •+• jdyv<Jx\ — ty. 

Nous déterminerons ensuite T 2 par l'équation 

analogue à l'équation ( 11 ) du n° 204. 
Cette équation détermine T 2 , comme nous l'avons vu, à une fonc­

tion arbitraire près de y,; nous pourrions, sans inconvénient, faire 
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un choix quelconque; nous supposerons par exemple 

[T«] = o. 

Je poserai 
ÏB,Vi= — Ct. 

Il résulte de là : 

i° Q u e T 2 est une fonction périodique des yi qui ne dépend pas 
des x \ ; car il en est ainsi de F t et de [ F , ] où nous avons supposé 
tout simplement que les X( étaient remplacés par les con­
stantes xf. 

2° Que si dans le premier membre de l'équation ( 2 ) du n° 204 
on remplace S par T, ce premier membre se réduit à 

C0 + Civ^H- C2 (JL, 

à des termes près contenant u. y/u, en facteur; car les fonctions T 0 , 
T ( e tT 2 satisfontaux trois premières équations (3), sauf que dans 
la seconde de ces équations le zéro du second membre doit être 
remplacé par C ( . 

Posons maintenant 

1 rfT = Ç dy, 

(L6) ; D< 2 J 

\ X i = d J i = X i + a : ' ^ ^ ^ ' d y ~ t ' 

f , dT /— Yi du- dB , . . . 

\ ' < = ^ = ^ - T r a s 5 (. = a , 3 , . . . , » ) . 

Si l'on prend comme variables nouvelles les x \ et les y \ à la 
place des xi et des yt, la forme canonique des équations ne sera 
pas altérée. 

Étudions d'abord la troisième équation (16) où entrent y \ , y , 
et x \ ; si nous considérons x \ comme une constante et si nous 
faisons varier seulement y \ , je dis quejK) est une fonction pério­
dique de y \ . 

C'est ici qu'éclate l'analogie avec l'emploi des fonctions ellip­
tiques au n° 199. Dans le cas particulier traité dans ce numéro, on 
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avait 

A = «> tFi] = cosri» 
<le sorte que notre troisième équation (t6) s'écrivait 

2 J /C2 — cosjK) 

L'intégrale du second membre est une intégrale elliptique et 
par conséquent cosy, et siny, sont des fonctions doublement 
périodiques de y\. Mais deux cas sont à distinguer suivant que 

C 2 > i ou C 2 < i. 

Si C 2 > i la période réelle est égale à 

vV <Jyt 

2 «/„ */C2 — c o s y , 

et si 

C 2 = cosa < i 

la période réelle est égale à 

d Y i 

• COSJK, 

Dans ce cas particulier d'ailleurs, y, est une fonction uniforme 
de y\ pour les valeurs imaginaires aussi bien que pour les valeurs 
réelles dey\. Mais, dans le cas général, yt est fonction uniforme 
de y\ pour les valeurs réelles seulement et, d'autre part, cosj ' , et 
siny, admettent une période réelle qui est 

vV ÇW
 dyt 

si x'K est supérieur au maximum de 
a 

dyi 

si x\ est inférieur à ce maximum et si x\ — <\ s'annule pour y, — a 
et pour y, = ¡3 et reste positif pour a <Zy{ < (3. J'ajouterai que 
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dans le premier cas y, augmente de ait quand y\ augmente d'une 

période, tandis que dans le second cas, c'est-à-dire dans le cas de 

la libration, y, reprend sa valeur primitive quand y\ augmente 

d'une période. 

Dans le cas particulier du n° 199, non seulement cosjy-, et sinj-, 

sont fonctions doublement périodiques de y\, mais il en est de 

même de v/C 2 — cosy{; quant à 

Si = J"y/C, — cos^ i dylt 

il augmente d'une quantité constante quand y\ augmente d'une 

période. 

De même, dans le cas général, 

i—, R / . « " M 

\/xx — y ^et par conséquent J 

est une fonction périodique dey\. Cette fonction, de même que yt, 
dépend en outre de x\ qui joue un rôle analogue à celui du module 

dans le cas des fonctions elliptiques. 

Observons avant d'aller plus loin que la période de ces diverses 

fonctions périodiques de y^ est proportionnelle à y/u.. 

Il résulte de là que, dans le cas de la libration, x,, Xi, y, et 

y\—Yis/v- s o n t des fonctions périodiques de y\; en outre x{ et 
Xi dépendent des yi, mais ce sont des fonctions périodiques de 
période 2 T t de ces n — i variables. 

Si donc nous exprimons les variables anciennes Xi et yi en 
fonctions des nouvelles x\ et y\, il est évident que les Xi, les 
c o s j K i et les sinyi sont des fonctions périodiques desy\\ il en est 
donc de même de F qui est périodique de période 2 i t par rapport 
aux yt. 

La période sera égale à 

pourjKj et à 2TZ\/U, pour les^- ; je poserai pour abréger la période 

relative à y\ égale à Py/^j ^ e s t clair que P est une fonction 
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de x\, de même que la période des fonctions elliptiques est une 
fonction du module. 

Si nous posons 

J K / = 3 / / f i , 

d où 

/ /• z. · ^ 1 C dy, y , dB 

F sera une fonction périodique des la période sera P pour z, 
et 2ix pour les autres zi; F sera en outre fonction des x\; cette 

fonction sera développable suivant les puissances de \Jp.; les trois 

premiers termes du développement 

CO - H C] \f\\~ -+- C 2 JJL 

seront indépendants des z; et fonctions seulement des x't. Le pre­
mier terme C 0 est une constante absolue; C ( est, par définition, 
une fonction linéaire des x\ indépendante de x\ ; enfin on a 

B 2 

G, = A x\ -+- D — - , 
A 

d'où il résulte que C 2 est un polynôme de premier ordre par rap­
port aux autres x\. 

Posons maintenant 

F = C 0 + F*/ fx , 

nos équations deviendront 

, . dx'i d ¥ * dzi dF* 

d t dZi d t d x i 

La fonction F* est, comme la fonction F, au n" 125, périodique 
par rapport aux variables de la seconde série qui sont ici les z,. 

Toutefois deux obstacles empêchent que les procédés du n° 125 
soient immédiatement applicables aux équations ( 1 7 ) . 

i° La fonction F* est bien périodique par rapport aux Z(, mais, 
par rapport à z,, la période n'est pas 2Tt , mais P. 

Pour tourner cette première difficulté, il suffit d'un simple 
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changement de variables. Si nous faisons 

, ,s ÇF dx\ 2tczi (,8) £i'=ĴT' Pl=-F-
les équations restent canoniques et s'écrivent 

du. _ dF* dv, _ dF* 

dt dv¡ ' dt du. 

dx'i dF* dzt dF* 

~dt dt dx'i 

( • 9 ) 

( i = 2, 3 , . . . , n ) , 

et cette fois F* est périodique de période 2îî par rapport à 
•"'L > ZTI 33T · · • I ZN-

2 ° Si l'on fait ¡JL = o, F* se réduit à Ci, et Ci ne dépend pas de 
toutes les variables de la première série, mais seulement de 

X31 . . . » X/I J 

car na

{ est nul. Nous ne sommes donc pas dans les conditions du 
n° 12o, mais dans celles du n° 134; nous allons voir que les con­
clusions de ce numéro sont applicables. 

En effet, la fonction qui correspond à celle que nous avons 
appelée R dans ce n° 134, c'est ici C2 ; et il est aisé de voir que C2 

dépend de x\ et par conséquent de u, et ne dépend que dex 
variables de la première série. 

Les conditions pour que le théorème du n° 134 soit vrai sont 
donc remplies et nous devons conclure qu'il existe n fonctions 

ÍÍ] , X 2 , X¿ , . . . J x n 

qui dépendent de n variables Pl> s 2 > Z3T · - · ) ZN 

et de n constantes arbitraires et qui satisfont aux conditions sui­
vantes : 

i ° Quand on les substitue dans F*, cette fonction se réduit à 
une constante. 
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dX , dV 

dT d T , x/t = -j— ) 2 * = -7—r 
d y k d x k 

a0 L'expression 

« i dvl +- x'i dz-t •+· x'3 d z 3 - + - . . . - H x ' n d z r l = dV 

est une différentielle exacte. 

3° Ces n fonctions sont périodiques de période 2 Tt par rapport à 
vl> zSt z3i ;

 zn-
Considérons donc ut et les x\ comme fonctions de ç, et des z,-, 

ce qui nous donne n relations entre ces in variables, puis reve­
nons aux variables anciennes xi ety,- à l'aide des équations ( 1 6 ) , 
( 1 6 bis) et ( 1 8 ) ; nous obtiendrons ainsi n relations entre les xi et 
les y,-; en résolvant ces relations par rapport aux x,, nous aurons 
les Xi en fonctions des y,-, et il est clair que : 

i ° Si l'on substitue dans F à la place des xi leurs valeurs en 
fonctions desy/, F se réduit à une constante. 

2 0 L'expression 

( 2 0 ) "Zxidyi = dS 

est une différentielle exacte. 
Car, d'après la forme des équations ( 1 6 ) , ( 1 6 bis) et ( 1 8 ) , la 

différence 
dS — sfpdV 

est toujours une différentielle exacte. 
3° Si l'on exprime les xi en fonctions de v, et des Zi, les xt 

sont des fonctions périodiques de ces variables; et, de même, si 
l'on exprime les Xi en fonctions desy/, ces fonctions seront pério­
diques de période 2TC par rapport à y 2 , y 3 , '••ij'n-

Il résulte de là que les fonctions S définies par l'équation ( 2 0 ) 
ne diffèrent pas de celles dont nous nous sommes occupés au 
numéro précédent, puisque nous n'avons fait intervenir dans leur 

définition que l'équation ( 2 ) du n° 204 et la condition que les -y 

soient périodiques par rapport à y 2 , y~3, . · ·, y H-
Ainsi les deux systèmes d'équations 

/
P dx\ 2 7 1 - 3 , 

2, 3 , . . . , n), (k = 1 , 2 , . . . , » ) 
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et 

dS 
( 2 2 ) Xk = j — 
v ' dyk 

sont identiques pourvu que V satisfasse à l'équation aux dérivées 

partielles 

(23) F ^ g - , ^ , ^ , ^ = 0 0 0 8 1 . , 

et à la condition que ses dérivées soient périodiques par rapport 

à c, et aux z¿, et que S soit définie comme au numéro précédent. 

V est développable suivant les puissances de \J¡x et s'écrit 

V = V O - H sTp V I + ¡ X V 2 - + - . . . . 

Chacune des fonctions V,- peut s'écrire 

V * = pî P , + Pî *i H - . . . + p? *» - 1 - v;-, 

V¿ étant périodique et les n constantes [3f analogues aux con­
stantes a.¿,ft du n° 12o peuvent comme celles-ci être choisies arbi­
trairement. On a de même 

S = S O - T - V V S I - + - · · · 

et nous avons vu que dépend encore des constantes arbitraires 
que nous avons appelées plus haut af. 

Pour que les deux systèmes ( 2 1 ) et ( 2 2 ) soient identiques, il 
faut, bien entendu, si l'on a donné aux constantes [3* des valeurs 
déterminées, que l'on donne aux constantes af des valeurs corres­
pondantes et inversement. 

A chaque fonction V correspond ainsi une fonction S et réci­
proquement. 

Mais, dans les numéros précédents, nous avons imposé à nos 
constantes af et par conséquent à S certaines conditions qui sont 
les hypothèses (9) et (10) . Si l'on veut y demeurer astreint, il 
faut donc que les constantes [3* satisfassent de leur côté à certaines 
conditions qu'il serait aisé de former. Je dirai seulement que les x\ 

doivent s'annuler avec \ip. 
Les équations ( 2 1 ) et ( 2 2 ) nous permettant d'exprimer toutes 
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nos variables en fonctions de n quelconques d'entre elles, sup­
posons que l'on exprime y{ et les Xk en fonctions de 

" I , yi, yi, ···> yn-

Soit donc 
y \ = K v u y i , y * , •••,yn), 
x k = ynty$I •••,yn). 

On voit sans peine que les fonctions 9 et sont périodiques de 
période 2 T C par rapport à chacune des n variables dont elles dépen­
dent. 

Si nous regardons un instant y2, y*, comme des con­
stantes et xt et y, comme les coordonnées d'un point dans un 
plan, nous pourrons envisager les équations 

Quand nous ferons varier vu le point X\,y\ décrira une courbe 
fermée puisque les fonctions 9 et Ç( reprennent leurs valeurs pri­
mitives quand V\ augmente de 2 i t . 

\insi, sij^2) y*i · · · » y n s o n t considérées comme des constantes, 
l'équation 

dS 
x, = ~j— 

dyi 

est celle d'une courbe fermée. 
C'est là le résultat auquel je voulais parvenir; mais il importe 

d'en préciser la signification. Nous ne devons pas oublier, en 
elfet, que tous les théorèmes qui précèdent sont vrais, mais seu­
lement au point de vue du calcul formel. 

Les fonctions 9 et 'C/, sont développables suivant les puissances 

de y/jT, de sorte que nous pouvons écrire 

^ ( J K I = 6 O ( C I ) - H \ / [ I E , ( F I ) F J T O A C V J ) - i - . . . , 

! * I = Ç î ( " I ) + V V Ï U " . ^ ^ ( " 1 ) + · · · , 

et toutes les fonctions 9/>(c)) et Z,p(v,) sont périodiques de pé­
riode 2 T E . 

Les seconds membres des équations ( 2 4 ) sont des séries ordon­

nées suivant les puissances de y/p, mais qui, en général, ne sont 

H. P. — II. 2 4 
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pas convergentes. Les équations (a4) ne sont donc vraies qu'au 
point de vue du calcul formel. Écrivons donc ces équations de 

p 
nouveau, mais en nous arrêtant aux termes en u.2; il viendra . , ... (yi = e„(f1)-+-̂ei((>1)-1-...H-ii.*8J0((;,), (24 bis) ! 

Les équations (24 bis) définissent évidemment une courbe fermée. 
Supposons qu'éliminant vt entre ces deux équations on les résolve 
par rapport à xK, il viendra 

i 1 

(25) 1̂=P„+|J.2P1 + ...+ [X2Pî-+-.... 

P 0 , P,, . . P g , . . . sont des fonctions de y, ; le second membre 
de (25) est une série indéfinie, mais convergente; et l'équa­
tion (26) est celle d'une courbe fermée. 

En vertu des principes du calcul formel, la valeur de x, ainsi 
obtenue ne peut différer de ^— que de quantités de l'ordre 

£±i 1 

de u 2 ; nous aurons donc 
d S 0 __ dSi d S p 

dyi dyi d y t 

mais nous n'aurons pas 
p _ d S p + i 

Maintenant la courbe 

est-elle une courbe fermée? 
Reportons-nous à l'équation ( i5 ) . Comme, dans le cas de la 

libration, s'annule pour deux valeurs différentes d e y ( , on peut 

se demander si et par conséquent ne pourront pas 
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devenir infinis. Il n'en est rien parce que [ $ ] s'annule en même 
dS 

temps que ^y-> niais poussons l'approximation plus loin. 

Nous trouverons pour définir L̂5lî une équation analogue à ( i 5) 

dx\ dyi dyi 

f̂ Iriil va-t-il celte fois devenir infini? 
dyi 

Nous pouvons, il est vrai, disposer de la constante C 4 de façon 

que ne devienne pas infini pour l'une des valeurs de y, qui 

* dS 
annulent^!; mais, en général, [<!>] + n e s'annulera pas pour 
l'autre valeur de Y, qni annule 4^; donc 4-̂  deviendra infini J ^ ^ dyi' dyi 
quelle que soit la constante C 4 . 

Ainsi l'équation (26) ne représentera pas une courbe fermée 
parce que le second membre deviendra infini. 

Quand donc j'ai dit plus haut que la courbe 

_ dS 
X'-dy-, 

est fermée, cette assertion ne pouvait avoir par elle-même aucun 
sens puisque la série S est divergente. 

Voici ce qu'elle signifiait : 

Elle signifiait qu'on peut toujours trouver une fonction <t>p 

de y, et de u. développable suivant les puissances de y/jl et telle 

que l'équation 

ds0 1 ds. ds, f dsP e±i 

soit celle d'une courbe fermée. 
Un exemple simple fera mieux comprendre ce qui précède. 
Soit la courbe 

X = / 1 — y2-h pyi. 
C'est une ellipse. Développons le second membre suivant les 

puissances de p. et arrêtons le développement, par exemple, aux 
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termes en o.2, il viendra 

2 y i » ( l - y * ) * 

ce qui n'est pas l'équation d'une courbe fermée puisque le second 

membre devient infini p o u r / — ± \ . 

Toutes ces difficultés, purement artificielles, sont évitées par le 

changement de variables ( 1 6 ) . 

Cas limite. 

207. Passons enfin au cas où C 2 est égal au maximum de [F, ] 
et qui est intermédiaire entre le cas ordinaire et celui de la libra-
lion. 

Reprenons les équations (3) du n° 204 et les équations ( i3) , 
( i4 ) et ( i5) du n° 205. Je suppose toujours mt — i, m/=o 

(pour i > î) et par conséquent n° = o. Dans ce cas le radical 

• c , - [ F t ] 

/ dë> \ 
(et par conséquent J est, comme nous l'avons vu au n° 200, 

une fonction périodique d e y , , mais dont la période n'est plus 2 1 ; , 
mais 4^· Cette fonction change de signe quand on change j - , 
en y, + 2 I T ; elle s'annule pour une seule valeur de y, comprise 
entre o et 2IR et qui est précisément celle qui fait atteindre à la 
fonction [ F , ] son maximum. On peut, sans restreindre la généra­
lité, supposer que cette valeur est égale à zéro. Alors on aura 

dSt 

dyi 

pour 
yi= s/en 

quel que soit l'entier 
J'ai expliqué tout cela en détail au n° 200. 
Considérons maintenant les équations (3) ainsi que les équa­

tions analogues à ( i3) et à ( i5) que l'on obtient en égalant les 
valeurs moyennes des deux membres des équations (3) . Ces équa­
tions nous permettront, ainsi que nous l'avons vu, de déterminer 
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par récurrence les fonctions S p et elles nous montrent tout d'abord 

que les seront des fonctions périodiques des y, la période 

étant 2TC par rapport ky2, y3, . . ., y„ et 4TC par rapport kyt. 
Si les constantes Cp sont nulles, pour un indice p impair, ce 

que j'ai d'ailleurs supposé en écrivant les équations (3) , ces équa­
tions (3) ne changeront pas quand on changera^, e a j , + 2TC , ni 
quand on changera y/jx en — v/jZ. 

On en déduirait, par un raisonnement tout pareil à celui que j'ai 
dS 

fait au n° 200, que se change en 

dyt 
quand y, se change en yt - + - 2 1 t . 

Donc ^y est une fonction périodique de période 2TC par rap­

port ky, si p est pair. 
Si p est impair, cette fonction change de signe quand y, aug­

mente de 2 TC. 
Maintenant voici la question qui se pose : 

Les fonctions —-^ sont-elles finies? dyi 
Nous avons pour déterminer [ S 2 ] l'équation ( i5) 

aJFo d[S2] dSj 
dx\ dyx dyx

 L J' 
et plus généralement pour déterminer [?>p\ 

Cp+{ étant nul quand,/; -+-1 est impair. 
La fonction [4>] du second membre de (27) dépendant seule­

ment de y,, je la poserai égale à cp^, (yt)-
On verrait aisément par récurrence que 

<?/>+! Oi + 2 T T ) = (—iy+i<fp+t(yi). 
Il pourrait arriver que devînt infini; car ~ - peut s'an-
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qui soient commensurables entre elles, correspond une fonc­
tion [F , ] et qu'à chaque maximum ou à chaque minimum de cette 
fonction correspond une solution périodique. 

Or, dans le cas qui nous occupe, les moyens mouvements sont 
au nombre de deux 

n"., ni, 

nuler pour y , = 2/TTC et il pourrait se faire que pour cette valeur 

de y, le second membre de ( 2 7 ) ne s'annulât pas. 
d\ S 1 

Si nous voulons donc que les , p J demeurent finies, il faut 

donc que 
(28) O p + 1 ( o ) + C p + i = ( p p + 1 ( 2 T c ) + Cp+i = 0. 

Si les conditions ( 2 8 ) sont remplies par toutes les valeurs de p: 

les d[j*p] et par conséquent aussi les resteront finis. 
« X i r ^ dyi 

Si + 1 est pair, on satisfera facilement aux équations ( 2 8 ) ; la 
constante Cp + ( est en effet arbitraire et il suffira de la prendre 
égale à 

— ? p + l ( ° ) = — <?/H- l ( 2 7 t ) -

Mais, si p + 1 est impair, Cp+1 est nul et nous devons satisfaire 
à la condition 

(29) ! ? / ) W ( 0 ) = O 

qui entraîne d'ailleurs la suivante 

f p + i ( î t ) = o . 

Comme nous ne disposons plus d'aucune arbitraire, cette con­
dition ( 2 9 ) doit être remplie d'elle-même; c'est en effet ce qui 
arrive, mais cela exige une démonstration spéciale que je vais 
donner dans les numéros suivants. 

208. Supposons d'abord qu'il n'y ait que deux degrés de liberté 
et par conséquent quatre variables seulement X\, x2, y , e t y 2 . 

Reportons-nous aux n o s 42, 43 et 44; nous y avons vu qu'à 
chaque système de valeurs des moyens mouvements 
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dS* , dS 
Xi = 

On trouve ainsi 

dyi'
 yi-dyt 

l „ dS d6j d83 (32) ; dyt dyt dy% 

( / 1 = ri-T-63 ; y'2=yt, 

et l'un d'eux est nul ; les valeurs des deux moyens mouvements 
sont donc commensurables entre elles. De plus la fonction [F , ] 
admet un maximum absolu qu'elle atteint pour y, = o et qui est 
égal à C 2 . A ce maximum doit donc correspondre une solution 
périodique. Soit 

(30) *, = <Mt), î = +s(0. y i = V i ( t ) , ri="r,(0 
cette solution. Comme n\ est nul, quand t augmente d'une période, 
<|i,, <b2 et <j/, reprennent leurs valeurs primitives, tandis que y2 

augmente de in. 
Si nous éliminons t entre les équations (3o) , il vient 

(31) xi = ^(y2), a; 2 = e2(y2), y,= 6,(ys), 
les fonctions 9 étant périodiques de période 2 T C . 

Les exposants caractéristiques sont au nombre de deux et d'après 
le Chapitre IV doivent être égaux et de signe contraire. De plus, 
comme la solution périodique correspond à un maximum et non 
à un minimum de [ F ( ] , ces exposants doivent être réels, en vertu 
du n° 79, et la solution périodique doit être instable. 

Cela posé, nous allons faire un changement de variables analogue 
à celui du n° 14o. 

Soit 

S* = x'rfi -t- e + x^y, +̂,6, — x'i 9,, 

où © est une fonction de y2 définie par la condition 

de de, 
dy2 dy2 

La forme canonique des équations ne sera pas altérée si je prends 
pour variables nouvelles x\ et y\ en posant 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On voit ainsi que Xt,y, et x2 sont des fonctions de x\, x^y, 
ely'.2 et de p., développables suivant les puissances de p et pério­
diques par rapport ày'.2. Pour p = o, elles se réduisent à 

X\=x\-¥X\, x2 = x'z-hx?2, y t = y[. 

Donc F conserve la même forme quand on l'exprime en fonction 
des variables nouvelles : je veux dire que F est développable sui­
vant les puissances de p, et périodique par rapport à y't, mais F 
n'est pas périodique par rapport à y\.' 

Les nouvelles équations canoniques 

dx\ _ dF dy'i dF 

dt ~ dy'i ' dt dlïi 

admettent évidemment pour solution 

x\ = 0 , x'i = o, y\ = o, 

puisque les anciennes admettaient 

xl=at, x2 = e2, y, = o,. 

Nous en concluons que les trois dérivées 
dF dF dF 

dy\' dy't ' 2S; 
s'annulent à la fois quand on y fait 

x\ = x'i = y', = o. 

D'autre part, quand on fait x\ = x'% _ 0 > p s e réduit à une 

d'où 

Xi = x'„ •+• 6 2 - ( - y , x\ -j— 
s J 1 dyt

 1 dys 

Quelle sera la forme de la fonction F exprimée à l'aide des 
nouvelles variables? 

Observons d'abord que 9 ( , 82 et Q3 sont, en vertu des n' s 42 à 44, 
développables suivant les puissances croissantes de p et que, 
pour p. — o, elles se réduisent à des constantes 
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cherchons à y satisfaire en faisant 

( 3 3 ) S'=S'0H-v/ÎIS'1-H(xS' i,-H.... 

Nous déterminerons par récurrence les fonctions Ŝ , à l'aide 

d'équations tout à fait analogues aux équations (3) du n° 204 et 

qui n'en diffèrent que parce que les lettres y sont accentuées et 

que les constantes Cp sont toutes nulles. 

Remplaçons dans F' la fonction S' par sa valeur (33) et déve­

loppons ensuite F' suivant les puissances croissantes de y/p.. 
Soit 

F ' = + o + / ¡ i < h - t - l a - I " · - · 

ce développement. Alors typ va, pour les petites valeurs dey ' , , 
/ . · dS' 

x\ et x'2, être développable suivant les puissances dey',, des -y—r> 

d e s ^ -

Les coefficients du développement seront des fonctions pério­
diques dey^ ; mais le point sur lequel je veux attirer l'attention, 
c'est que le développement ne contiendra pas de terme de degré o 
et que les seuls termes du premier degré seront des termes en 

dy\ 

constante que j'appellerai A et qui est d'ailleurs développable 

suivant les puissances de u.. 

Posons 
F' = F — A ; 

F' sera développable suivant les puissances de x\, x2 et y\ pour 

les petites valeurs de ces variables ; le développement ne contiendra 

pas de terme de degré o, et il ne contiendra d'autre terme du pre­

mier degré qu'un terme en x2. Les coefficients du développement 

sont des fonctions de |JL et de y'2. 
Considérons alors l'équation , 
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JNous allons donc avoir à déterminer 

par des équations 

(34) B * f } = * 

analogues à (>4) et à déterminer [S^] par des équations 

dx'? dy\ dy'i ~ 1 J 

analogues à ( i 5 ) , les constantes analogues aux Cp étant toutes 
nulles. 

L E S fonctions $ et <I>' qui entrent dans les seconds membres 
de (3^) et de (35) peuvent être développées suivant les puissances 

de y\, Jp1' Jp1 e t les seuls termes du premier degré sont des 

dS't 
termes en ~-~ · 

dy2 

Je dis que non seulement la valeur y ' { — O n'est pas un infini 
, dS'i , dS'i . , , , 

pour les - R - R et les - 5 - R ' M A I S que c est un Z É R O , a S A V O I R un zéro 
1 dy'2 dy\ ^ ' 

simple pour les - ~ et un zéro double pour les •—-· 
\ dy a 

En effet, démontrons ce théorème par récurrence et supposons 
qu'il soit déjà vrai pour les fonctions déjà connues. 

Alors la fonction $ de l'équation (34) admettra la valeur^', = o 
comme zéro double; et en effet cette valeur est un zéro simple 
pour chacun des facteurs des termes de degré plus grand que 1 

du développement de í> suivant les puissances de y \ , des et 

dS'- . ' 

des -dyT' e l d'autre part les termes du premier degré de ce déve­

loppement dépendent des dérivées ^ £ pour lesquelles y \ = o est 

un zéro double. 

Il résulte de là et de l'équation (34) que y \ — o est un zéro 

double pour 

dy'i 

et par conséquent pour 
S'/— [S¡/]> 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et un zéro simple pour 
dS',, _ d[S'q] 

dy\ dy\ 

On pourrait ensuite raisonner sur la fonction de l'équa­
tion ( 3 5 ) comme on vient de le faire sur la foncti on 4> et l'on verrait 
ainsi quey ' ( = o est un zéro double pour et par conséquent 
pour [ * ' ] . 

Comme, d'autre part, c'est un zéro simple pour ce sera éga­

lement un zéro simple pour 

d[S'„] 
, / · C . Q . F . D. 

dy'i 

Ainsi les fonctions définies parles équations ( 3 4 ) et ( 3 5 ) sont 
finies. 

Quelle relation y a-t-il maintenant entre la fonction S définie 
au numéro précédent et la fonction S' que nous venons de déter­
miner? 

Nous avons 
dS = X! dyi -+- xi dy%, 

dS' = x\ dy \ -+- x\ dy'2, 

d'où, en tenant compte des équations ( 3 2 ) , 

dS' —dS = d& — d(yi 6, ), 

d'où 

(36) S ' - S = e—JKIOL 

Comme S', 0 et 9, sont toujours finis ainsi que leurs dérivées, il 
en sera de même de S et de ses dérivées. 

Il est aisé, en égalant dans (36) les coefficients des puissances 

semblables de y/jl, de calculer les fonctions Sp. 
En effet, nous avons écrit plus haut 

( 3 3 ) S'=S ' , - I-/ i IS' i-+-nS' 1-+-... , 

mais ce développement est obtenu en supposant que les S'̂  sont 
exprimés en fonctions des variables nouvelles x\ et y'^; si l'on 
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revient aux variables anciennes X i e l y i , le développement change 
de forme et s'écrit 

S ' = s;-t-v/ |*sï + ( i S ï - H . . . 

[cf. les équations (8) du n° 200]. 
Soit de même 

S. E 

Nous aurons alors 

( 3 7 ) s J , = s ; - e / , - + - y , e f > 

équation qui nous montre que l'on peut choisir les constantes Cp+I 

de telle sorte que les restent constamment finis. 
^ dyt 

D'où nous devons conclure que les conditions ( 2 9 ) sont rem­
plies d'elles-mêmes. 

dS 

Nous avons vu au numéro précédent que les -^y sont des fonc­

tions périodiques de période 4^ par rapport à yt ; il n'en est pas 

de même ici des ^y ni des ^ r > parce que F, comme je l'ai fait 

observer plus haut, n'est plus périodique eny\. Cependant l'équa­
tion ( 3 7 ) nous montre : 

i ° Que ̂ e e s t périodique; 
dS" 

2" Que -jy augmente de — 4 ^ f quandy t augmente de 4^· 

Considérons les équations 
„ dS dS 

( 3 7 )
 x i = Z J — ' X Î = -J— 

dyi dyi 

qui nous donnent x, et x2 en fonctions de y < et de y2. Elles ont 
une signification intéressante. 

Reprenons, en effet, les équations ( 3 o ) ; elles définissent la 
solution périodique qui nous a servi de point de départ. Nous 
avons vu que cette solution est instable. 

Donc, en vertu des principes du Chapitre VII, elle donne nais­
sance à deux séries de solutions asymptotiques, dont les équations 
générales peuvent être mises sous la forme 
( 3 8 ) Xi = toi( i , A ) , Xi = to 2 (£, A ) , yi = ta[(t, A ) , y 2 = to' 2 ( i , A ) 
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pour la première série ou 

( 3 9 ) ar, = r ) l ( i , B ) , ars = i ) , (< , B ) , y t = V, (*i B)> r 2 = T)' 2(í, B ) 

pour la seconde. 
A et B sont des constantes arbitraires. 

Si entre les équations (38) on élimine t et A, puis qu'on résolve 

par rapport à x, et x2, on obtiendra les équations (37) et l'on 

obtiendra encore le même résultat (le signe du radical y/C2 — [F, ] 

étant seul changé) si l'on élimine í et B entre les équations (3g). 
Il peut être intéressant de comparer la démonstration qui pré­

cède celles que j'avais données dans le Tome XIII des Acta 
mathematica, p. 211 à 216 d'une part, 217 à 21g d'autre part. 

2 0 9 . Occupons-nous d'étendre cette démonstration au cas où 
il y a plus de deux degrés de liberté et, pour cela, cherchons 
d'abord à généraliser la notion qui nous a servi de point de départ, 
c'est-à-dire celle de la solution périodique (3o). 

Cherchons donc n + 1 fonctions des n — 1 variables 

yz, ys, •··, yn, 
fonctions que j'appellerai 

•"LI Ç> ? 2 , £3 , · · · J lu 

et qui seront telles que les relations 

= •>), yt=Z, X i = % i ( * > î -

soient des relations invariantes au sens donné à ce mot au n° 1 9 . 

Cela entraîne les conditions suivantes 

( i o ) 

1 É1L ^E. 
ékdyk dxk 

i d^ dF_ 

i k d y k dxk 

dX, dF 

i k d y k dxk Zàkdvk dxk dxi 

dF 

dyi ' 

dF_ 

dyt' 

dF 

dx\ 
(i, k = 2 , 3 , . . . , n). 

Inutile d'ajouter que, dans les dérivées de F, X i , y\ et les X i sont 
supposés remplacés par Y], Ç et les £,·. 
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De plus, les fonctions 7 ) , Ç et £,· doivent être périodiques eny2, 
y3, . . . , / „ ; elles devront se réduire à des constantes r\0, Ç0 et £° 
pour u. = o. 

Enfin je m'impose «ne condition de plus, je veux que 

xi dfi •+- x2 dj't -+-...+ xn dyn = db -h r^dÇ 

soit la différentielle exacte d'une fonction 6 + r,0 Ç de y 2, y 3, · · ·, j~n • 
On en tire 

( 4 1 ) fc= _ - _ ( , , - _ , , „ ) _ , 

et l'on en conclut que les dérivées de 8 sont des' fonctions pério­
diques. On aura de plus 

( 4 2 ) F ( Ï ) , £ / , Ç, y,-) = const . , 

c'est-à-dire qu'en remplaçant dans F les variables x,, Xi ely, par 
les fonctions T I , et Ç, on réduit F à une constante. 

On vérifierait aisément par un calcul qui rappelle quelques-uns 
de ceux du Chapitre X V que la deuxième équation (4° ) e s t une 
conséquence nécessaire des deux autres et des équations (4 i ) 
et ( 4 2 ) . 

Si, en effet, on différentie l'équation ( 4 2 ) P a r rapport à yk, et 
qu'on la transforme ensuite en tenant compte de la première et de 
la troisième équation ( 4 ° ) ainsi que des relations 

dxi dyt dxt dxk dyt dxi 

dyk dyk dyt ~~ dyi dyt dyk 

déduites des relations ( 4 0 par différentiation, on retrouvera la 
seconde équation (4°)· 

Nous conserverons donc, pour définir les fonctions rn Ç, £,· et 9, 
la première et la troisième équation (4o) ainsi que les équa­
tions (4 i ) et ( 4 2 ) -

Nous allons chercher à développer les fonctions Ï ) , Ç et 8 sui­
vant les puissances de JJL , sous la forme 

Ç = Ç , H - ^ i - H N * C i + . . . , 

8 = 8 0-+- [x6 1-i-p26 2 + . . . ; k=2nPÇ£. 
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Nous trouvons d'abord, en faisant p = o dans la première équa­

tion (4o) 
V O drl0 

ce qui prouve d'abord que r\0 ne dépend pas de y2, y3, ..., yn, ce 
que nous pouvons écrire 

puisque [ T i o ] désigne la valeur moyenne de -i]0 considérée comme 

fonction périodique de y2, y3, . .., y„. 
II vient ensuite, en faisant u. = o dans la troisième équation (4o) , 

k dyk dxx ' 

Dans le second membre x, et les x¿ doivent être respectivement 
remplacés par 7 ) 0 et et ces quantités doivent être des constantes 
telles que l'on ait 

dF0 dF0 „ 

dx¡ dx¡ 

Nous regarderons les n\ comme des données de la question de 
telle façon que ces équations détermineront les \0¡ et 

t,o = [ ï )o] . 

Notre équation devient alors 

dyk 

d'où 
&· = [&>]· 

dX. 
Gomme rl0 est une constante absolue, et que doit être nul, les 

^ dyk 

équations (4 · ) nous donneront 

, O _ d% 
Kl~ dyC 

Si, d'autre part, nous développons la constante du second 

membre de (4a) suivant les puissances croissantes de u, et que 
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nous l'écrivions 

l'équation ( 4 2 ) j quand nous y ferons JA = O , nous donnera 

Cette équation détermine simplement la constante C 0 , et nous 
voyons de plus que 

Nous connaissons maintenant r\0 et Q0; mais, quant à Ç0) nous 
savons seulement que Ç0 est une constante et par conséquent que 

mais nous ne connaissons pas [so]-
Egalons les coefficients de ¡x dans la première équation (4o)> il 

viendra, si l'on se rappelle que y\0 est une constante, 

Dans le second membre y , , x, et les x¿ sont supposés remplacés 
par Ço> Tlo et les Ç? ; ce second membre sera une fonction périodique 
de y», ys, . ... yn, et sa valeur moyenne, puisque Ç0> r^, sont 
des constantes, sera 

Cette valeur moyenne doit être nulle, ce qui donne une équation 

rf[Fi] 

dyi 
= o 

qui détermine la constante Ç0-
Il reste alors 

k dyk 

$ étant une fonction périodique connue dont la valeur moyenne 

C - i - C , ^ - f - C 2 f x 2 - H . . . , 
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est nulle, équation d'où l'on tire aisément 

1i—[il]-
Égalons maintenant les coefficients w. dans l'équation (4̂) en 

tenant compte des équations (41), qui nous donnent 

nous trouverons 

« ~ d y i 1' dyt ~ dyt> 
dyk 

$ est une fonction périodique connue dont la valeur moyenne n'a 
pas besoin d'être nulle, puisque nous n'avons pas assujetti 9i, 
mais seulement ses dérivées, à être périodiques. Cette équation 
nous donnera 0( qui dépendra de n — i constantes que nous pour­
rons choisir arbitrairement. 

Égalons les coefficients de p dans la troisième équation (4o), il 
viendra 

La valeur moyenne du second membre doit être nulle, d'où 

ce qui nous donne [r , t ] et l'équation (44) nous donne ensuite 

Ci —TCiJ-

Continuons de la même manière et supposons que l'on ait 
trouvé 

ïlo, li, ···, rip-it 8OJ 6i, 8p_,, 

?OJ Çij . ·, Ç/>-2j Kp-i'—[î/>-l]> 
et qu'on se propose de trouver 

r\P, 8/, et Çp_,, Çp —[Çp]. 

Égalons d'abord les coefficients de \KP dans la troisième équa-

H. P. — II. 2 5 
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tion (4o), il viendra 

Le second membre doit avoir sa valeur moyenne nulle, d'où 

^IV.)-t*l-[^(li-.-[twI)]. 
ou 

d'où nous tirerons [Çp_i] puisque — e s t connu. Donc 
Çp_f est désormais connu, et l'équation (45) nous donne 

Si nous égalons maintenant les coefficients de [I.P (42)» en 

tenant compte de (4·)) il viendra 

d'où nous tirerons 6^. 

Égalant enfin les coefficients de u , P dans la troisième équa­
tion (4o), nous trouvons une équation analogue à (44) 

( 4 6 ) 2 B A 

Le second membre doit avoir sa valeur moyenne nulle et cetle 
condition 

A d'2Fo r i 

détermine [r,^] et par conséquent r\p. 
L'équation (46) détermine ensuite 

. . , . ZP-KP1 

et ainsi de suite. 
Nous avons donc pu déterminer des fonctions satisfaisant aux 

conditions que nous nous étions imposées et nous avons ainsi réa­
lisé une véritable généralisation des solutions périodiques. Seu­
lement, tandis que les séries qui définissent les solutions pério-
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diques sont convergentes, il n'en est plus de même de celles dont 
nous venons de démontrer l'existence, de sorte que cette générali­
sation n'a de valeur qu'au point de vue du calcul formel. 

210. Cherchons maintenant à nous servir des résultats du 
numéro précédent pour démontrer dans le cas général que les 
relations (29) sont satisfaites d'elles-mêmes. 

A cet effet, posons 

S * = x \ y % H - x \ y * • + • . . . -+- x'nYn •+- 8 — ( ï ) — r l 0 ) Ç -+ - x\ y i -+- y t T¡ — x\ Ç 

et changeons de variables en posant 

dS* , dS* 

X i = - d y - £ > y ' = ^ ' 

la forme canonique des équations ne sera pas altérée, et l'on 
trouvera 

* i = - * ' i - f - i , r'i=7i— î, y ' i = y t 0">i), 

et enfin 
, rf6 d\ dr¡ dr¡ , d t 

x t = Xi-+- ~j ( r , — T | 0 ) - j Ç -j \ - y x - ~ —x, -y-, 
d y t dy¿ * d y i J d y ¡ 1 d y ¡ 

ou, en tenant compte de (4 1 )» 
if 1 dr. . dC 

X i = X i + ^ ^ d y - r X x ~ d j L 

F conserve la même forme avec les variables nouvelles, sauf 
qu'elle ne sera plus périodique par rapport à y\. 

Les nouvelles équations canoniques admettront comme relations 
invariantes 

: 0 , 

ce qui prouve que pour x\ = x'^y^ = o, on a 

dF _ dF _ dF _ 

d y \ ~ dy'i — d x \ ~ 

et que, de plus, F se réduit à une constante A; je poserai alors 
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et je verrai que, si l'on développe F' suivant les puissances de x\, 
des x'i et de y\, il n'y aura pas de terme de degré o et que les 
seuls termes du premier degré serontdes termes en x'2, x'3, ..., x'n. 

Considérant alors l'équation 

cherchons à y satisfaire en faisant 

p S ' = £ N * S ; , 

et déterminons par récurrence les fonctions S ,̂. 
Le calcul se poursuivra tout à fait comme au n° 208. 
Les fonctions et leurs dérivées seraient encore ici des fonc­

tions de y'{, et l'on verrait encore ici que ces fonctions ne devien­
nent pas infinies pour y\ = o; au contraire y\ — o est un zéro 
double pour les 

w> ( £ > I ) 

dS>' 

et un zéro simple pour les 
Le raisonnement se ferait par récurrence comme au n° 208; les 

équations conservent en effet la même forme. Je n'en reproduirai 
pas ici les détails. Remarquons seulement que l'équation analogue 
à (34) s'écrit 

où 
* = SA c o s ( m 2 j ' 2 . . - t - rn„y'„ - t - o u ) 

est une fonction périodique de y2. j 3 , · · · , yn dont la valeur 
moyenne est nulle. Les coefficients A et t o sont des fonctions dey, 
qui, bien entendu, ne sont pas les mêmes pour les différents 
termes ; on en tire 

dS'q 'V-l A m.k , , . 

~r-r = > , - 3 --7, C o s ( m 2 Y 2 - ! - . . . + » i „ Y , l + a > ) . 

dj k ^dn«mî-h...^-n,\mn 

Dire que y\ = o est un zéro double pour <ï>, c'est dire évidem-
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ment que c'en est encore un pour chacun des coefficients A et par 

conséquent pour -R-F-
J K 

Le reste du raisonnement est tout à fait pareil à celui du n° 208. 

Les fonctions S'? sont donc finies et l'on en conclurait comme 

au n°208 qu'il en est de même des fonctions S ? et, par conséquent, 

que les relations ( 2 9 ) sont satisfaites d'elles-mêmes. 

c. Q . F . n. 

Relation avec les séries du n° 125. 

2 U . Au n° 125 nous avons défini certaines séries S dont les 
premiers termes convergent d'une façon suffisamment rapide si 
aucune des combinaisons 

m1n°l-{- m 2 n \ - h . . . - 1 - mnn% 

n'est très petite. Aux n o s 204 et suivants, nous avons défini d'autres 

séries S dont la convergence reste suffisante même quand une de 

ces combinaisons est très petite. 

Comment peut-on passer des unes aux autres? Ce que nous 

avons dit au n° 201 nous permet déjà de le prévoir. 

La fonction S définie au n° 125 dépend (p. 2 0 ) d'une infinité 

de séries de n constantes arbitraires ; à savoir de 

. . . , J J M 

A I . I > I I . J , . . . . A L N , 

A2.1> 3-2. Ï> . · · 1 a n . m 

Mais nous ne restreignons pas la généralité en supposant que 

tous les a,-.* sont nuls. 

Soit en effet 

(1) S * = ¡ J - S * H - [ J T . 2 - 4 - . . . 

celle des fonctions S que l'on obtient en annulant tous les a,-.*; 

elle ne contiendra plus que n constantes arbitraires 

^.0 .7*0 ,7.0 
* *L Î • / ' 2 » · · " ! 

Les x¿ étant des constantes arbitraires, nous pouvons les rem-
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placer par des développements quelconques procédant suivant les 
puissances des ¡ x . 

Nous remplacerons donc x° par 

les P étant des constantes quelconques. La fonction S à laquelle 
conduit cette substitution satisfait comme S* à l'équation (4) 
du n° 12o; mais les a¡,/¡ ne sont plus nulles et il est clair que l'on 
peut choisir les arbitraires [3 de façon que les valeurs des a soient 
tout à fait quelconques. La fonction ainsi obtenue est donc la 
fonction S la plus générale. 

Revenons à S*; cette fonction dépend des n constantesx¿; mais, 
d'autre part, les n moyens mouvements n" sontaussi des fonctions 
des x", et inversement les x¿ sont des fonctions des 7 ? " , de sorte 
que nous pourrons considérer S* comme dépendant de n con­
stantes arbitraires 

«î, n¡ n%. 

De quelle manière les fonctions S* dépendent-elles de ces con­

stantes? Chaque terme de S* contient en facteur le sinus ou le 

cosinus d'un angle de la forme 

P%yi-^~P*yî-*r-· ·+p„yn ( les p ent iers) 

et le coefficient de ce sinus ou de ce cosinus est égal à une fonction 
holomorphe des n" divisée par un produit de facteurs de la forme 

g^ttj-t- q^nl - h . . .H- qnn% ( les q ent iers) . 

Ce sont des facteurs que l'on appelle les petits diviseurs. 
En raisonnant comme nous l'avons fait au n° 201, on verrait 

qu'aucun des termes de S* ne peut contenir plus de o.p — 1 petits 
diviseurs au dénominateur. 

Si l'un de ces petits diviseurs, par exemple 

m, n\-+- m2n\ . . - H mnn%, 

était très petit, la convergence de la série S* deviendrait illusoire; 
remplaçons alors comme au n° 202 les constantes d'intégration n\ 
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par divers développements procédant non plus suivant les puis­

sances de p., mais suivant celles de y / [¿ ; soit, par exemple, 

( a ) «? = a ? - H / ¡ T a / H - | A a , ' - t - . . . . 

Je suppose que 

m i a j -t- m 2 a ! j - h . . . - + - mna% = o. 

Il en résultera que le développement de 

- + - 7M 2n§ - H . . .H- mnn% 

commencera par un terme en y/u.. 
Soit alors 

1\ cos 

(3) p sin(piyi+pzrz-t-----+-Pnyn) 
un terme quelconque de S*, où P représente le produit des petits 
diviseurs. 

Alors N et P seront développables suivant les puissances crois­

santes de y / i * et l'exposant de p. dans le premier terme du déve­

loppement de P sera au plus égal à p — 
Il résulte de là que S*, après qu'on y a substitué, à la place 

des n¿, leurs valeurs ( 2 ) , est développable suivant les puissances 

positives de y/pT. 

Soit alors 

( 4 ) S * = S ' 0 - H v

/ i I S ' 1 - H n S ' 2 - t - . . . 

ce développement; il est clair que les divers développements (4) 
que l'on peut ainsi obtenir ne diffèrent pas des développements 
qui ont fait l'objet de ce Chapitre et que nous avons appris à 
former dans les n o s 204 à 207. Étudions, en particulier, les pre­
miers termes S'u et S,. 

On trouvera 

S'o = S ; = tfjji-t- x\yt-h...-+- xly,t. 
Les x\ sont des constantes; ces constantes sont elles-mêmes 

des fonctions connues des ri\ et dans S'0 il faut y remplacer les n\ 
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Les x\ étant des fonctions connues des n\, il en sera de même 
dx[ dx"-

de leurs dérivées et l'on devra y remplacer les n\ par les a" 

Quant à U, il s'obtient de la manière suivante. 

Prenons dans S* tous les termes de la forme (3 ) où le dénomi­

nateur P contiendra le petit diviseur 

à la puissance zp — 1. 
Remplaçons dans le numérateur N les n°k par les et dans le 

dénominateur remplaçons 

( 6 ) m-tn^-h m i n - l - h . . . + mnn% 

par 

( 7 ) mlx\ -+- m 2a 2 + . . . + m n a \ = y; 

ce terme deviendra 

N 0 cos. 

( S ) sia(Piyi-t-P2.vî->--• -+Pnyn), 

où N 0 est ce que devient N quand on y remplace les « ° par les a". 

Opérons de même pour tous les termes de S* qui contiennent 
le petit diviseur (6) à la puissance ip — 1 et soit 

la somme de tous les termes de la forme (8) ainsi obtenus. 

Opérons encore de même sur toutes les fonctions S*, SJ, . . . , 

par les a", puisque, pour p. = o, le développement ( 2 ) de 71° se 
réduit à son premier terme, c'est-à-dire à a". 

On trouvera d'autre part 

S I = Uyi - t - £ 2 / 2 - + - . . . - 1 - \tty* - + - U , 

où 
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ce qui nous donnera successivement 

, —- f · · · * 
Y ï 3 

On aura alors 

Si nous supposons maintenant que l'hypothèse (9) du n° 204· 

soit satisfaite, nous devrons avoir 

Jl = i?- =...= ls-. 

mt nii ' " m n 

En combinant ces relations avec (5) et avec (7), on peut écrire 

À étant un coefficient facile à calculer, dépendant des entiers m/ 
j J . · . d.rj et des dérivées -3-̂· 

dnl 

On en tire 

. , dS\ . 1 (TO, 1 dUi 
( g ) - 3 - = m , A f + - 1 - = 1 - . . . , 

dyi 1 y dyi y3 dyt 

et l'on en conclut que le carré du second membre de l'équation (9), 
qui doit comme ce second membre lui-même procéder suivant les 
puissances décroissantes de y, se réduira à ses deux premiers termes 

1 dyi 

Il en résulte une série d'identités 

. dVi /dUA* 

2miA 7̂+î 7) =0' 
. dU3 dUi dUi 

IRRIIA — h 2 —. 3 — = 0, 
dyi dyt dy2 

qui, indépendamment même des applications en vue desquelles 
ce Chapitre est écrit, sont des propriétés curieuses et inattendues 
du développement ( 1 ) . 
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Divergence des séries. 

212. Les séries que nous avons obtenues dans ce Chapitre 

sont divergentes au même titre que celles de MM. Newcomb et 

Lindstedt. 

Considérons en effet une des séries S définies au n° 204. Cette 

série dépendra d'un certain nombre de constantes arbitraires. 

Nous avons en premier lieu 

/y* I. nn f) iv 0 

1 Ï ^ 2 > · · • ) « · 

Ces constantes sont liées entre elles par la relation 

ntinl - + - m¡nl - T - . . . - F - mnn% = O . 

Supposons, comme dans les n o s 205 et suivants, 

m , = i , m j = m3 = . . . = m,¡ = o ; 

nous avons vu que cela était toujours permis; notre relation 

deviendra 

Cette équation pourra être résolue par rapport à#° , ce qui donnera 

( l ) ; r ° = ? 0 ° , X$, x%), 

de plus ces n constantes sont liées à C 0 par la relation 

Nous avons enfin 

outre Co, 

C 2 . G V , G F Í , 

CCJ, A 2 , . . . , 

Mais nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que 

ces quantités sont liées entre elles par les relations ( 9 ) et ( 1 0 ) du 
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(3) 
( Gj = 8 ( a 7 , , Xi, x „ , y , , y s , . . . , y n ) 

Si les séries S étaient convergentes, les <];,· et 9 seraient des inté­
grales des équations différentielles. 

Voyons quelle en serait la forme. 
Plaçons-nous d'abord dans le cas du n° 204 et supposons par 

conséquent que C 2 soit plus grand que le maximum de [F , ] ; il en 
résulte que 

V/G2-[F,J, 

•C, —LF.J 
seront des fonctions holomorphes de C 2 , y,, y2, . . . , ·>'„, pour 
toutes les valeurs réelles desyi et pour les valeurs de C 2 voisines 
de celle que l'on considère. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que F est une fonction 
holomorphe des xi et des yi pour toutes les valeurs réelles des yt 
et pour les valeurs des xi voisines des 

n° 204, ou mieux encore nous pouvons, sans restreindre la géné­
ralité, supposer que toutes ces quantités a.¿ et af sont nulles. 

Les constantes G», C 8 , . . . sont liées par certaines relations 
aux arbitraires a¡ et a?. Si l'on suppose donc que les a¿ et les a? 
sont nulles, C¡ , C 6 ) . . . deviennent des fonctions entièrement 
déterminées des x¡ et de C 2 . 

Il nous reste donc en tout n arbitraires 

x \ l ^ 3 » · · · > xa E ' C 2 , 

puisque x°t est lié aux autres xf par une relation. 
Considérons maintenant les relations 

dS dS dS ( 1 ) Xi = - j — , Xi = -j—, · · ·, x a = ~=— 
dfi dji dyn 

Les seconds membres sont des fonctions de 

y u y u ·•·> y,» A-, A, •••> x%> c2-
Résolvons alors les équations ( 2 ) par rapport à 

X 2 J ¿ £ 3 , x%, C 2 , 

il viendra 

x1 = iti(xu X i , x,i,yi,yi, • • • , y n ) ( ¿ = 2 , 3, ...«), 
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De plus, la dérivée seconde de F 0 par rapport à x\ ne sera pas 
nulle en général, de sorte que x°t sera une fonction holomorphe 
des autres x". 

dS 
Il résulte de tout cela que les - ~ seront des fonctions holo-^ di­

morphes pour toutes les valeurs réelles des y¡ et pour les valeurs 
de 

•̂X' 3 » ···! ·** lit ̂2 
voisines de celles que l'on considère. 

Soient donc 

A2> ···; ~kn, Y 
des valeurs de ces constantes voisines de celles que l'on considère. 
Posons 

Xt = tp(X2)

 A3; · · ·) 
Les deux membres des équations ( 2 ) vont être développables 

suivant les puissances de 

y/jl, a?,—Ai, a?2 —X2, X„ — X„, AS\ — X,, 3·» —X2, 
X«, C2 — y, 

et suivant les sinus et cosinus des multiples des y¿. 
Mais, avant d'appliquer le théorème du n° 30 aux équations ( 2 ) , 

nous allons transformer l'une de ces équations. A cet effet, posons 
X¡ = <A(X2, XS, .. ., XN)+ D¡XX\. 

Alors la première équation ( 2 ) devient 

O(X2, Xi, . ··, a?«)•+- \T\LX\ = tp(a?0, X%, . ·., X L ) + \fi>- ^ •+- V- -^r + • · - i 

ou, en tenant compte des autres équations ( 2 ) , 

^ =
 ^(d%'dfT'---

FDYH)-^'XI' ••••A?Î) /— dS, c?S<. 
+ V r1 j ̂  F j-̂  + O dSt dS± dSi . i r nous savons que -j-i, -=—-, •··, -¡— sont nuls, ce qui veut ^ «Ts dy* dy„ 1 
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dire que les différences 

dl_xo (i>¡) 

dy. *. (*>o, 
et par conséquent la différence 

»(£)-«•»>. 

sont divisibles par p. Je puis donc poser 

/ dS dS d S \ , „ „ 0 , n ^ ' ^ •••'djTj-^'^ ·•·>**)=mi. 
d'où 

( 4 ) *1 = | i + H ^ + ^ + 

Adjoignons à cette équation (4) les n — i dernières équa­
tions ( 2 ) . Nous aurons ainsi un système de n équations dont les 
deux membres seront développables suivant les puissances de 

V^I, x\, tf2 —À2, xa— X„, x \ ~ X2, ···. X«, C2 — y 
et suivant les sinus et cosinus des multiples des j r ¿ . 

Pour pi = o, ce système se réduit à 

, _ dSt _ 0 

Il faut donc démontrer que, pour 

# '1=0, or¿ = x¡ = li, 
le déterminant fonctionnel des ¿r° — x¿ et de — x \ par rapport 
aux x ° et à C 2 ne s'annule pas. Or ce déterminant se réduit à la 

dS 

dérivée de par rapport à C 2 ou, si 

|l=Av/fWFl], 
à 

A 
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Il n'est donc pas nul et Je théorème du n° 30 est applicable; si 
donc nos séries étaient convergentes, nos équations différentielles 
admettraient n intégrales i/¿ et 8 uniformes par rapport aux x et 
aux y , et périodiques par rapport aux y. Or cela est impossible. 
Donc les séries divergent. c. Q. F . D. 

Le même résultat subsiste dans le cas de la libration ; pour s'en 
convaincre, on n'a qu'à se rappeler qu'au n° 206 nous avons 
ramené nos équations, par un changement de variables conve­
nable, à la forme des équations du n° 134. En raisonnant comme 
au Chapitre XIII, on montrerait donc encore que la convergence 
des séries entraînerait l'existence d'intégrales uniformes, contrai­
rement au théorème du Chapitre V. 

Même dans le cas limite, les séries sont encore divergentes, 
mais je ne pourrai le démontrer rigoureusement que plus loin. 

On peut se demander par quel mécanisme, pour ainsi dire, les 
termes de ces séries sont susceptibles de croître de façon à empê­
cher la convergence. 

Dans le cas particulier où il n'y a que deux degrés de liberté, 
il ne s'introduit pas de petits diviseurs. 

En effet, les équations que l'on a à intégrer sont alors de l'une 
des deux formes 

«° -r1- = 1», 

¿ S i d[Sp] = ^ 

dyi dyi 

et les seuls diviseurs qui s'introduisent, n ' m 2 et n e sont pas 

très petits. 

En revanche on a à effectuer des différenliations et, en diffé-
rentiant un terme contenant le cosinus ou le sinus de 

Ptyi~^~ pzy% •+• · · - - ^ p n y n , 

on introduit en multiplicateur un des entiers pi qui peut être très 
grand. 

Ce qui empêche la convergence, ce n'est donc pas la présence 
de petits diviseurs s'introduisant par l'intégration, mais celle de 
grands multiplicateurs s'introduisant par la différentiation. 

On peut aussi présenter la chose d'une autre manière. 
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On a, dans le cas du n° 125 et s'il n'y a que deux degrés de 

liberté, de petits diviseurs de la forme 

mi n" •+- » ï 2 7 i | ; 

remplaçons-y ni et n" par des développements analogues aux 
développements ( 2 ) du numéro précédent. Soit, par exemple, 71° = a2, n{ = a, /[À. 
Nos petits diviseurs deviendront m2a2 -l- mt at y/jL L'expression 

m2a2 -(- a, /jï 
peut se développer suivant les puissances de y/jl et l'on trouve (5) T̂T-fv̂  mil, ; » i" (m2a2)

2 (fl!2a2)
3 

Aucun des termes de ce développement ne contient au dénomi­
nateur un très petit diviseur; car m 2 a 2 n'est jamais très petit. 

11 est clair pourtant que, quelque petit que soit u-, on pourra 
trouver des nombres entiers m{ et m2 tels que 

/n2a2 
et tels par conséquent que le développement (5) diverge. On 

s'explique donc comment, en substituant, comme je l'ai fait au 

numéro précédent, à la place des moyens mouvements leurs 

développements ( 2 ) et ordonnant ensuite suivant les puissances 

de \Ju., on arrive à des séries divergentes. 

On rapprochera ce que je viens de dire de ce que j'ai dit 

aux n o s 109 et suivants. 
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S É R I E S D E M. B O H L I N . 

213. Dans le Chapitre précédent, nous avons montré comment 
on pouvait construire la fonction S; pour en déduire les coordon­
nées en fonctions du temps, il suffit d'appliquer la méthode de 
Jacobi. 

Supposons, pour simplifier un peu, que l'entier que nous avons 
appelé m, soit égal à i et que les autres entiers m¡ soient nuls; 
c'est ce que nous avons fait dans les n o s 205 et 206, et nous savons 
qu'on peut ramener le cas général à ce cas particulier par le chan­
gement de variables (3) de la page 33g. 

La fonction S, définie dans les n o 5 204 et suivants, dépend des n 

variables y¿; elle contient de plus n constantes arbitraires x?¿, 
x\, . . . , je" et C 2 ; d'autres constantes pourraient s'introduire dans 
nos calculs; à savoir x", les Gp, les a?; mais nous supposerons : 

i° Que x\ est lié aux autres x¿ par la relation (4) de la page 344 · 
2 ° Que les a? satisfont à la condition ( I O ) de la page 34g; 
3° Que les Cp sont exprimés d'une manière quelconque, d'ail­

leurs arbitraire jusqu'à nouvel ordre, en fonctions des autres con­
stantes. 

Ainsi S sera fonction de 

yu yt, — y n \ c 2 , x\, x%, x%. 

Posons alors 

dS dS dS 

^ Xi=djr Wi=dc2' W k = d x j 

( t = i , 2 , . . . , n; K = 2 , 3, . . . , n). 

On tirera de là les x¿ et les y¿ en fonctions des w, des x\ et 
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de C 2 , et si, dans les expressions ainsi obtenues, on considère 
les xn

k et les C 2 comme constantes arbitraires et les w comme des 
fonctions linéaires du temps, on aura les coordonnées x, et y , 
exprimées en fonctions du temps. C'est ce que nous apprend le 
théorème du n° 3. 

Mais il est préférable de modifier un peu la forme des équa­
tions (1 ) et d'écrire 

dS . dS . dS 

( a ) °-'=djr ^ W l = d C i ' w" + ^=dX-l' 

les 9 étant des fonctions arbitraires C 2 et des x\. 
Il est clair que si l'on remplace les équations ( i ) par les équa­

tions ( 2 ) , les w resteront des fonctions linéaires du temps; car les 9 
ne dépendant que de C 2 et des x\ seront des constantes. 

Voici d'ailleurs l'usage que je ferai de ces fonctions arbitraires 9 ; 
je les choisirai de telle sorte que les X i , les cosyv et les sinyy 
soient des fonctions périodiques des w de période 2 T C . 

dS 

Plaçons-nous d'abord dans le premier cas, celui où -¡-1 est tou-
jours réel et ne s'annule jamais et voyons quelle est la forme des 
séries ainsi obtenues. 

Dans ce cas, les ^ 5 s o n l - d e s fonctions des y périodiques et 

de période 2 T C ; quant à S, c'est une fonction de la forme suivante 

S = S ' + p 2 y 2 + . . . + $nyn, 

S' étant une fonction périodique des y et les ¡3 étant des fonctions 
de C 2 et des x\. 

De plus, S' et les (3 sont développables suivant les puissances 

de y/fx. 

Comme, d'après les hypothèses faites sur les entiers w,-, les con­
ditions ( 1 0 ) de la page 3 4 9 se réduisent à 

of = 0 ( ¿ = 2 , 3 , n), 

on aura tout simplement 

P, = 3 T » , h = *l · · · - h = Xn. 
H. P. - 11. 2 6 
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Il en résulte que 6, elles 6* sont développables suivant les puis­

sances de y/M,. Pour |A = O , [3, se réduit à or x \ est lié aux 

autres x \ par la relation (4) de la page 344 qui, dans le cas qui 

nous occupe, se réduit à 
rc° = o. 

Donc, pour p. = o, 6( et 9* se réduisent à 

Des équations ( 2 ) on tirera alors l e s y i puis les .résous la forme 

de fonctions des w, des x a

k , de C 2 et de |A développables suivant 

les puissances de y/[A ; pour [A = o, la première et la troisième équa­

tion ( 2 ) deviennent 

A dx 9 dx 9 
quant à la seconde, elle se réduirait à 0 = o ; mais, si on la divise 

par y/jl et qu'on fasse ensuite u. = o, elle devient 
A' „, — 

0', y/[A étant le premier terme du développement de 9,. Si nous 

Si l'on développe ¡3, suivant les puissances de y/jl, le premier 
terme se réduit de même à x a

t . 
Je veux que quand 

HC,, I V 2 , wn 

se changent en w, H- 2 ¿ 1 7 : , (Pj-t-2/t2it, w« + 2 / ? : „ 7 r , 

les étant des entiers, les Xi et les^,- se changent en 

x,- et yi-\- 2 X 7 1 1 . 

J'obtiendrai ce résultat en faisant 
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reprenons les notations du Chapitre précédent, nous pouvons 

écrire 
d ft / C , — | F, ] , i r dy, 

i] 

Le second membre peut se développer sous la forme suivante 

Tri+"Kri)> 

y étant une constante dépendant de C 2 et des x\ et A une fonction 
périodique. 

Nous déterminerons 6', conformément àia convention faite plus 
haut en faisant 

<>i = Y, 

d'où 

ï ( w i — y i ) = ^-

D'autre part, il vient 

d w , l ì i 
dfi 2 T V / A • c . - t F , ] 2 v A ^ i 

1 dyL 

^ S i . » j A · dw. Comme est toujours de même signe, - ~ - sera toujours 

positif, de sorte que w, sera une fonction de / , toujours crois­
sante et qui augmente de 2 i c quand/, augmente de 2 T I . 

Il en résulte inversement que y, est une fonction de w, toujours 
croissante et qui augmente de 2 7 c quand/, augmente de 2 7 t . 

Nous pouvons donc écrire 

/ l = W l - t - l ) ) 

7) étant une fonction de wt de période 2 7 t . 
Si donc nous ne supposons plus [x = 0 , les premiers termes du 

développement de 

xt, yn yk 

seront respectivement 

n d x 9 
« ' i + ' i , W k - - ^ r t . 

Les termes suivants seront périodiques par rapport aux w, de 
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sorte que les x¡ et les y¿— w¡ seront des fonctions périodiques 
des Wj. 

Nous avons vu que les w doivent être des fonctions linéaires du 
temps de sorte que 

W; = n¡t -+• rn¡, 

les m¿ étant des constantes d'intégration arbitraires. 
Il nous reste à déterminer les n¿. 
Pour cela reprenons l'équation ( 2 ) de la page 343; le second 

membre C est égal à 

C = C 0 + C 2 ( J H - C 4 [ x * - + - . . . . 

Co est une fonction des x%; C 4 , C 6 , · · · sont des fonctions de C 2 

et des x°k que nous avons choisies arbitrairement, mais une fois 
pour toutes. 

Il en résulte que C est une fonction de nos constantes C 2 elxk. 
Maintenant la méthode de Jacobi nous apprend que l'on a 

A „ D G 

» . + 8 * » , = - ^ . 

Comme les 9 et C sont donnés en fonctions de C 2 et des x°k, ces 
équations nous donneront les n¿ en fonctions de ces mêmes 
variables. 

J'observe d'abord que C et les 9 étant développables suivant les 

puissances de y/jÂ, il doit en être de même des n¡. 
Le premier terme du développement de 9 t est yy/u.; le premier 

terme du développement de est p.; le premier terme du déve­

loppement de nt sera 

— 9 

de sorte que n, s'annule pour u. = o, comme on devait s'y attendre ; 
au contraire, pour ¡i. = o, la seconde équation (3) nous donne 

d C . 0 „ 

Le premier terme du développement de nk est donc n\. 
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Cas de la libration. 

214. Passons au second cas, celui où peut s'annuler et n'est 

pas toujours réel. 

Voyons d'abord, ce qui nous sera d'ailleurs surtout utile dans 

le numéro suivant, quelle est alors la forme de la fonction S; je 

dis que les dérivées 

seront de la forme 

/ ^ X ~ 1 A c o s , 

X 7 ^ y s i n ( ^ 2 + ^ 3 + - - - + ^ " ) ' 

\dyj 

7> P2, Pi · · ·, p a étant des entiers et A une fonction périodique 
dey, ne devenant pas infinie, 

ïl est clair d'abord : 

i ° Que la somme ou le produit de deux fonctions de la forme (a) 
sera encore de la forme (a ) ; 

2 0 Que la dérivée d'une fonction de la forme (a) soit par rap­
port à y,, soit par rapport à y 2 , y*, · · · ou yn, sera encore de la 
forme (a ) . 

Supposons donc que les dérivées 

dS, dS% dSp-t 

dyi' dyt' ' " ' dfc 

soient toutes de la forme (a) et cherchons à démontrer qu'il en 

sera encore de même des 
dyi 

En effet, ces dérivées nous seront données par une équation de 
la forme 

* = 2 

<I> étant une combinaison de fonctions de la forme (a) sera encore 
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de la même forme. On déduira de cette équation 

dSp dSp dS,, 

dy2 dy3 dyn 

et l'on voit que toutes ces fonctions sont de la forme (a) . 

11 vient ensuite 

/ \ d [S , , ] dSp r , 

d \ S 1 

[4>] étant de la forme ( a ) ; il en sera de même de ¿ y e t P a r 

conséquent de · c. Q. F . n. 

Malgré la complication de la forme de S, on pourrait former 
directement les équations ( 2 ) du numéro précédent et en tirer 
les x et lesjK en fonctions des w>; mais il est plus simple d'opérer 
autrement. 

Nous avons vu en effet au n° 206 qu'en faisant un changement 
de variables et en passant des variables x¡ el y i aux variables u,, 
V\, x'k etz/¡, on arrive à des équations qui sont tout à fait de même 
forme que celles du n° 134. Les conclusions de ce numéro sont 
donc applicables, ainsi que tout ce que nous avons dit dans les 
Chapitres XIV et X V au sujet du problème du n° 134. 

Il en résulte qu'on peut résoudre ces équations en égalant u,, v{, 
les x'¡ et Zi à des fonctions de n constantes d'intégration et de n 
fonctions linéaires du temps 

Wl, w2, w n . 

Et cela de telle sorte que 

« i , v¡— tf>i, x'k et Zk—fVk 

soient fonctions périodiques des w, développables d'ailleurs sui­

vant les puissances de y/u,. 

Revenant ensuite aux variables primitives nous voyons q̂ue 

xi, r, et yA— wk, ( k > i ) 

sont fonctions périodiques des w. 
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La manière de déduire les équations (4) des équations ( 2 ) du 
numéro précédent est assez compliquée pour que j ' y insiste un peu. 

Nous avons 

dV = Uidvi-+- ^x'kdzk-r- 2w,e?X,-. 
Il demeure convenu que l'indice k varie de 2 à n et l'indice i 

de 1 à n. 
D'autre part, 

cTY = ~Zxi dfi -+- y/fx 2 Z( dx\, 

et 

V\ du, = Zi dx\, 

d'où 

dT = 2,xedyt-+- /p Eâdâ-t- /JA pt<fr«i. 

On aura d'ailleurs 

«7 =njp + tu,-, 
les 73,· étant des constantes d'intégration et les ni étant dévelop­

pantes suivant les puissances de y/jî. 

Le premier terme du développement de / Î , est n" et comme n\ 

est nul, le développement de n{ commence par un terme en y/jl. 

Toutes ces séries se déduisent de la fonction V définie au 
n° 206. 

Cette fonction V dépend elle-même des variables de la deuxième 
série 

l̂l Z3, · · · . zni 

et en outre de n constantes d'intégration 

Xl, ̂2, X3, · · · l «̂l 
et cela de telle sorte que 

V AjPj — Xî̂2 — ~X3Z3 — · · · X/l-Srt, 
soit une fonction périodique de vt et des zk. 

On trouvera ensuite les variables u t , i>,, x'k et zk en fonctions 
des \ et des w à l'aide des équations 

dV , dW dV 

(4) Mi=^> **=•**' Wi=dxr 
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Si nous posons 

( 5 ) S = V v / ~ l + T — 2 + K , P I ) , 

il viendra, par un calcul facile, 

rfS = 'Zxidyi-'r J~\i.'Lwid\i, 

de sorte que, si nous exprimons S en fonction des yi et des X,-, nous 
aurons 

rfS /— dS 

Ces changements continuels de variables pouvant engendrer 
quelque confusion, j'insiste un peu : 

V est exprimé en fonction de zk, 
T est exprimé en fonction de u h x'h,yi. 
S est exprimé en fonction de \i ety (-. 
Nous avons donc 6 n variables, à savoir 

&u y t , » i» "t, «"il »v-

Mais ces variables étant liées par les 4 n relations 

dT , - dT ,- dT 
X i = - . — t y |jt z k = -j—r · v 'I J L *' i= j > 

rfV , dV dV 
Ul=dT,' X*=dz-k> w t = d k , ' 

il n'y a en réalité que 2 n variables indépendantes, ce qui nous 
permet d'exprimer chacune de nos fonctions S, V, T par le moyen 
de 2 / 1 variables convenablement choisies. 

La fonction V jouit de la propriété caractéristique suivante : 
Quand l'un des zk augmente de 2TC , les autres variables vt, z 

et ~k ne changent pas, V augmente de 2TCX*. 

Nous savons en effet que les dérivées de V par rapport à t>( et 
aux S/, sont périodiques par rapport à ces variables. 

Or quand zk se change ainsi en zk + ITZ, les autres z, v, et ~k ne 
changent pas; qu'arrive-t-il? 

Les dérivées de V étant périodiques, ainsi que je viens de le 
dire, «( et les x'k ne changeront pas. 
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Pour voir ce que deviendront les y ¡ , nous nous servirons des 
équations 

Ces équations, qui ne sont autre chose que les équations (16) du 
n° 206, montrent que, si s* augmente de 2tc, y* augmente de 27c, 
pendant que les autres y,- ne changent pas. 

Dans les mêmes conditions T augmente de 2t:(¿c£ -+- vV̂ 'a)) 
Zkx'i¡ augmente de 2tc ,̂ et par conséquent S de 

2!t(;r¡í+/|J.A*). 

Il résulte de là que les dérivées de S par rapport aux y sont 
périodiques par rapport ày 2,y3, • • • > y « . 

La fonction S définie par l'équation (5) jouit donc de la pro­
priété caractéristique des fonctions étudiées aux n o s 204, 205 
et 207. 

Elle en diffère toutefois par un point important. 
La fonction S du numéro précédent dépend non seulement des 

variables y,-, mais de n constantes 

x\i . · · ) Xnt ^ 2 » 

D'ailleurs l'analyse des n 0 8 204 et 205 prouve que l'on peut en 
déduire toutes les fonctions S dont les dérivées sont périodiques, 
en remplaçant ces n constantes par des fonctions arbitraires de n 
autres constantes. 

La fonction S définie par l'équation (5) dépend des variables y,-
des n constantes X,-; mais elle dépend en outre des constantes x\, 
car les x? figurent dans la fonction T et, par conséquent, dans le 
changement de variables du n° 206; seulement dans le n° 206, 
ainsi que dans le calcul qui précède, nous avons traité les x\ comme 
des constantes absolues; c'est pour cette raison que les différen­
tielles efk¡ figurent dans l'expression de dV, tandis que les diffé­
rentielles dxl n'y figurent pas. 

J'observe en outre que, quand y* augmente de au, la fonction S 
du numéro précédent augmente de ITZX^, tandis que celle qui est 
définie par l'équation (5) augmente de ZTZ(XI+ 

J'en conclus que l'on obtiendra la fonction S déduite de l'équa-
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lion (5) en remplaçant dans celle du numéro précédent les con­

stantes x\ par x% + y/u-^* et la constante C 2 par une certaine 

fonction 
< P O » , x \ , x \ , X „ X 3 , X „ ) . 

Comparons maintenant les équations ( 2 ) et les équations ( 6 ) . On 
trouve 

dS _ dS da 

d\, dC¡ d\í ' 

dS __ dS do 1- dS 

dTk ~ dC¡ dTk

 + V 1 1 dx% ' 

d'où, en tenant compte des équations ( 2 ) et ( 6 ) . 

On passera donc des équations ( 2 ) aux équations ( 6 ) en rem­

plaçant les x% et C 2 par x\ + SJ'/XH et CP et les 9 par leurs valeurs ( 7 ) . 

Cas limite. 

215. Passons enfin au cas limite, celui où C 2 est égal au maxi­

mum de [ F , ] . 

J'observe d'abord que nous pouvons toujours supposer que, pour 

Xl = xi = y y = o, 

on a 

F __ ^ F _ dF _ dF _ 

~ dyi ~~ dyt ~ dxx ~ ' 

et qvie, par conséquent, le développement de F,, F 2 , · · •, suivant 
les puissances de x,, des :r,et dey, ne contient ni terme de degré 
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zéro, ni d'autre terme du premier degré que des termes en x*, 

X $ , * . . , Xfi* 

Si, en effet, cela n'était pas, on ferait le changement de variables 
des n o s 208 et 210 et on serait ramené au cas où cette supposition 
est vraie. 

Il résulte de là que, si l'on donne aux constantes arbitraires les 
valeurs suivantes 

x'^ = = . . . = x \ = o (d'où x\ = C 0 = o), 

C 2 = C 4 = . . . = C 6 = o, 

on se trouve précisément dans le cas limite et que la fonction S 

est telle que les ^ ~ ont un zéro simple et les (i > i) un zéro 
^ dyi r dyi \ i 

double pour / i = o. 11 suffit pour s'en convaincre de se rappeler 
que, dans le calcul des n o s 208 et 210, on est conduit apiès le chan­
gement de variables à des équations tout à fait analogues aux 
équations (3) du n° 204 et qui n'en diffèrent que parce que les 
lettres y sont accentuées et que les constantes Cp sont toutes 
nulles (Cf. p . 3^i) . 

Donnons maintenant aux constantes x j , x\, x"n d'autres 
valeurs voisines de o. On pourra encore choisir C 2 , C ¡ , C 6 , . · ·, 
de telle façon que C 2 soit égal au maximum de [F 4 ] et que, les 
conditions ( 2 8 ) du nü 207 étant remplies, les fonctions S,, S 2 , . . . , 
Sp restent finies. 

Les valeurs de C 2 , C^, C 0 , · · · qui satisfont à ces conditions 
seront des fonctions holomorphes de x?2, x\, . . ., xa

n de sorte que 

C „ = f P ( x l , xl, . . · , x%). 

Ces fonctions, d'après ce que nous venons de voir, devront s'an­
nuler pour 

ry0 /y»0 /y%0 —.—• r\ 
2 — ^ i — · · · — • **' /i — v · 

Nous avons ainsi défini une fonction S dépendant de n — i con­
stantes arbitraires 

O"0 /v>0 sy 0 
^ 2 » * * 3 î · · * ) **' « · 

Cette fonction est de la forme 

( 8 ) s = h f i -+- x * y i + x ¡ y ¡ - H . · • + x % y ~ , •+- s', 
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Cette fonction est d'ailleurs holomorphe par rapport aux x\ et, 
quand on y fait 

u 2 — **"3 · · — "ri — u ) 

la dérivée J p - admet un zéro simple pour y , = o et les autres déri­
vées -4— admettent un zéro double. 

dyt 

Pour obtenir une fonction S dépendant de n constantes arbi­
traires, je ferai 

C 0 = «poOS, · · · , 

C 2 = X + ? 2 ( ^ » , x % ) , 

C ^ o ^ x l , 

G 6 = < f 6 ( ^ , x%). 

J'aurai ainsi une fonction S contenant les n constantes 

X, x \ . . . . , x%> 

D'après ce que nous avons vu au commencement du numéro 
précédent, les dérivées de cette fonction S seront de la forme (a). 

Mais il y a plus; soit 

A cos . 
{p2yi->r p*y% + • • --^pnyn) 

I dSt \ î sin 

\ d y J 

un terme d'une de ces dérivées mises sous la forme (a ) ; je dis que 
le numérateur A ne dépend pas de ~k. 

Cela tient à ce que les constantes C 4 , C 0 , . . . ne dépendent pas 
de 1 . 

Pour démontrer le point en question, convenons, pour abréger 
le langage, de dire qu'une expression est de la forme (a') lorsqu'elle 
est de la forme (a) et que de plus les numérateurs A sont indé­
pendants de X. 

Si étant une constante et S' étant développable suivant les sinus 
et les cosinus des multiples de 
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Supposons que 
dyt d/i dyi 

soient de la forme (a') , je dis qu'il en sera de même de 
En effet, dans l'équation (¡3) du numéro précédent, le second 

membre sera de la forme (a') : il en sera donc encore de même de 

dS p dS p dS p « ici 
dj*' ~Sy* "" W*' s"-[bp]-

Je dis qu'il en sera encore de même de 

dS p rffSp] 
dyi dy, 

c'est-à-dire que la dérivée par rapport à y, d'une expression de la 
forme (a') sera encore de la forme (a'). Soit, en effet, 

e?S,\-7cos. N • (<») sin cette expression où j'ai mis w pour abréger à la place de 

Ptyt-*-----*-Pnyn-

Sa dérivée est 

^ Z d y A w ; ) s J ^ - Z ^ d y - A d y J {dyj « > > • 

Si A est indépendant de \ il en sera de même autre 

part, (^—-^est égal, à un facteur constant près, à 

A - t - ç , — [ F , ] . 

Sa dérivée 

d /rfS.y 
dyi \ d y j 

est donc indépendante de X, de sorte que l'expression (9) est de 
la forme ( « ' ) . c. <2- D. 

Alors dans l'équation (y) du numéro précédent, I e Second 
membre est de la forme (a')- Il en est donc de même de 
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La fonction S va donc être de la forme 

( S = £ A ( ^ i ) - Î C 0 V ) 
( 1 0 ) < \ d y i / S l n 

i + y s A ' ( ^ ) ^ d y i + x * y * - ! r 0 C * y * + - - - + a > n y n -

Quand dans cette expression on annule les constantes 

A , .o 2 , a 3 , . • · , ^ * n , 

A admet un zéro d'ordre q -+- 2 et A ( un zéro d'ordre q •+-1 
dS 

pour ty ( = 0 ; cela est nécessaire pour que -,— ait un zéro double 
dS 

et — un zero simple. 
dyi r 

Gela posé, nous allons avoir à envisager les équations suivantes, 
analogues aux équations ( 2 ) 

/ dS 

dS 

d\' 

dS 

: dxj; 

Dans ces expressions on devra, après la differentiation, faire 

A = x\ = O. 

Mais on peut aussi, même avant la differentiation, faire 

X = x \ = o 

( 2 BIS) ' 61 wj = 
J WK "+- 9* W , : 

dans la première équation ( 2 bis), 

xk = o 

dans la seconde, 

1 = 0 

dans la troisième. 
L'essentiel est de ne pas annuler avant la dïfférentiation la 

variable par rapport à laquelle on différentie. 
La première équation ( 2 bis) nous apprend que les xi sont déve-
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loppables suivant les sinus et les cosinus des multiples de 

~-' 7ï, 7 3 , . - · , yn-

Considérons maintenant la troisième équation ( 2 bis); si l'on y 
fait X = o, on voit que S est de la forme (8) et en diflerentianl 
l'équation (8) , on trouve 

dS rfB, dS' 

d'où 
dx\ J 1 dx% dx% 

dT%-

Le dernier terme du second membre est développable suivant 
les sinus et les cosinus des multiples de 

Y\ 

—> y^ yi, ···, r^-

Passons à la deuxième équation ( 2 bis) ; pour avoir ^ je diffé-

rentie l'équation ( 1 0 ) après avoir fait x°k = o. 

11 vient alors 

(D étant une constante); car tps devient nul. 
On a donc 

Nous ferons après la différentiation ), = 0 ; alors, pour y,=o, 

admet un zéro simple, A un zéro d'ordre q + 2 et A, un zéro 

d'ordre q + 1 . 
Il en résulte que le premier terme du second membre de ( 1 2 ) 

reste fini, mais que dans le second terme la quantité sous le 

signe Jadmet un infini simple pour yt = 2 A"TC, de sorte qu'on peut 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



• y \ 

i sin — -/On). f(y\) étant une fonction finie et périodique. 
L'intégrale elle-même devient donc logarithmiquement infinie 

pour y, = o, y, = 2TC, . . . ; je veux dire qu'on peut la mettre sous 
la forme 

a l o g t a n g ^ -+- ty, 

A étant une fonction de yt qui reste finie pour toutes les valeurs 
d e y , et a une constante. 

On a donc 

d& . y, 
-jX = a l o g t a n g ^ - - 4 - ï / , + 8, 

y étant une nouvelle constante et 0 une fonction développée sui­
vant les sinus et les cosinus des multiples de d'où =̂> y*, y3, ···, y n , 

(i3) w,6, = a I o g t a n g - ^ i 

4 

Il s'agit maintenant de se servir des équations (i i ) et (i3) pour 
trouver les y en fonctions des w. 

Les seconds membres de ces équations (i i) et (i3) étant déve-
Ioppables suivant les puissances de y/pT, cherchons les premiers 
termes du développement. 

Le terme indépendant de y/p. se réduit à zéro dans le second 
membre de ( i3) et à 

dans le second membre de ( i i). 

Quant au terme en y/~i, il doit se réduire dans (i i) et dans ( i3 ) 
respectivement à 

/— d%, i- dSi 

la mettre sous la forme 
a 
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pour la première de ces quantités je me bornerai à remarquer 
qu'elle dépend seulement dey,, et pas dey 2 , y3, ..., yn. 

Quant à la seconde on trouve, en faisant, 

X = x \ = O, 

après la différentiation 

dS, 

dk 

= D Ç dy, 

Cela posé, considérons les seconds membres des équations ( n ) 
e t ( i 3 ) . 

Ce sont n fonctions de y,, y2, ..., y„ ; leur déterminant fonc­

tionnel A par rapport à y,,y2, . . - ,yn est divisible par \/ix; mais 

si on le divise par y/jx, puis qu'après la division on fasse p. = o, 

ce déterminant fonctionnel se réduit à 

Cette expression ne s'annule pour aucun système de valeurs 
des y, puisque F, n'est jamais infini. 

Si donc u. est suffisamment petit, A ne s'annule pas. 
En revanche, A peut devenir infini ; en effet, les seconds membres 

des équations (i i) et ( i 3 ) deviennent infinis pour 

yi = 2A-TC. 

Il résulte de là que, quand on donnera à y 2 , y3, ..., yn toutes 
les valeurs possibles et qu'on fera varier y, de zéro à 2 7 ; , A ne 
changera pas de signe. 

Nous prendrons pour simplifier 

61 = 1, 6* = o, 

de sorte que les équations ( i 1) et ( i3 ) s'écriront 

W 1 = *Jt l u g i-cinr 

H. P. — II. 

(i3) « - 1 = a l o g t a n g ^ + Y / i - ) - e . 
4 
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A cause de la présence du terme logarithmique, quandy t variera 
de zéro à 2 T C , w, variera de — oo à + oo. 

Donc, quand, donnant aux y¡¡ toutes les valeurs possibles, on 
fera varier y, de zéro à 2 T C , les w prendront toutes les valeurs 
possibles. De plus, dans ces conditions, nous avons vu que A ne 
change pas de signe. 

Donc les y sont des fonctions uniformes des w pour toutes les 
valeurs réelles des w. En effet, on peut, en parlant de ( 11 ) et 
de ( i3) et en appliquant le théorème du n° 30, développer les y 
suivant les puissances de 

w i — / < [ , w 2 — / i 2 , wn— h„, 

h,, hîy . . . , h„ étant des constantes quelconques, puisque le déter­
minant fonctionnel ne s'annule jamais. 

J'ajoute que 

yu y*-—Wî, /a — ^ 3 , yn — wn 

sont des fonctions périodiques de 

« " 2 , u" 3 , · · · , 

et, en effet, quand y/¡ augmente de 2 T C , W& augmente de 2 T C . La 
première équation ( 2 bis) nous montre ensuite que les x¡ sont 
aussi des fonctions uniformes des w périodiques par rapport à 

W 2 , W3, (Vn. 
Quand wt tend vers ± 0 0 , ^ 1 tend vers zéro ou vers 2 T C ; il faut 

voir ce que deviennent les équations (t 1) et ( i3) quand on y fait, 
par exemple, 

w i = o o , yi = o. 

L'équation ( i3 ) devient illusoire et l'équation ( 11 ) s'écrit 

dS' 

w*=r*+d*ï-
On tire de \à.y2,j'3, · · · , JK« en fonctions des n — 1 arguments 

ws, w 3 , « . „ . 

On voit sans peine que y/¡—wt est périodique par rapport 
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aux w - i , w 3 , . . ·, tv„. Soit donc 

y k ~ n+ r l k ( w t , iv3, . . . , w „ ) . 

Si dans la première équation ( 2 bis) nous faisons y t = o , elle 
se réduit à 

Xi = o. 
Nous trouvons donc une solution particulière des équations ( 2 bis) 

en faisant 

(14 ) xi = xi = yi = o, y* = «7<. -t- r l k . 

La signification de ces équations ( i4) est évidente. 
Au n° 209, nous avons trouvé une généralisation des solutions 

périodiques. Nous avons, en effet, formé les relations invariantes 

a?i=T,, Ji=Ç, X i = \ i . 

Grâce à l'hypothèse que nous avons faite au début du présent 
numéro, ces relations invariantes se réduisent ici â 

Xi=y{ = Xi = o. 

Nous reconnaissons là les trois premières équations ( i4)-
Ces quatre équations ( i4 ) nous fournissent donc, sous une forme 

nouvelle, la généralisation des solutions périodiques. On voit que 
les Xi, y , et lesjr*— wk sont exprimés en fonctions périodiques 
de « — 1 arguments de la forme 

wk = nkC-h mk. 

Dans le cas particulier où il n'y a que deux degrés de liberté, 
il ne reste plus qu'un seul argument «>2. 

Alors X i , x 2 , y , e t y 2 — ic 2 sont exprimés en fonctions pério­
diques de ( V 2 , et, par conséquent, du temps. Nous retrouverons 
alors simplement les solutions périodiques telles qu'elles ont été 
définies au Chapitre III. 

Une conséquence remarquable, c'est que, s'il n'y a que deux 
degrés de liberté, les développements ( i4 ) sont convergents, 

tandis qu'ils n'ont de valeur qu'au point de vue du calcul formel 
si le nombre des degrés de liberté est supérieur à 2 . 
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216. Examinons, en particulier, ce qui se passe quand w, est, 
par exemple, négatif et très grand; les valeurs correspondantes 
de y, seront très petites, le second membre de (i i) sera donc déve-
loppable suivant les puissances croissantes de y,. 

Quant à l'équation ( i3 ) , nous la transformerons comme il suit 

( i 3 bis) e* — t a n g ^ l e~* e * . 

Si a est positif, ainsi que je le suppose pour fixer les idées et 
si w, est négatif et très grand, l'exponentielle 

sera très petite. Quant au second membre de (i3 bis) il est déve-
loppable suivant les puissances dey,. 

Écrivons donc nos équations sous la forme 

(n bis) w k = y k - h ' j k > 

( i 3 bis) e a = i/i. 

Les seront développables suivant les puissances de y, et de y/p, 
et chacun des termes du développement sera périodique par rap­
port à 

y * , y%, · · · , y n . 

Les deux membres des équations ( i l bis) et (i3 bis) peuvent 
donc être regardés comme développés suivant les puissances de y,, 

de y/[A et de ea . 
Observons que a est développable suivant les puissances de y/p, 

et soit 0CJ/fi 
le premier terme du développement. 

D'autre part, le premier terme du développement de y et de © 

sera en y/pT; de sorte que le développement de ^ et de ^ commen­

cera par un terme indépendant de \/p. 
Si dans les équations ( n bis) et (i3 bis), nous faisons p = o, 
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elles deviennent 

Le déterminant fonctionnel des seconds membres de ces équa­
tions par rapport à y,, y2, · • ·, jK« se réduit à i poury { — o. 

Cela va nous permettre d'appliquer le théorème du n° 30. 
Il en résulte que, pour toutes les valeurs de 

» 2 , «"3, · · · , W»l 

l e s ^ sont développables suivant les puissances de y/p et de 

Les coefficients des développements sont des fonctions de 

W , , W3, . . . . (Vn. 

Pour nous rendre compte de la forme de ces fonctions, obser­
vons que, quandy k augmente de 2TC, wk augmente de 2TC. 

Nous conclurons que 

y \ et y/c — wk 

est développable en séries procédant suivant les puissances de 

j / f l et e a , 

et dont les coefficients sont des fonctions périodiques de 

(V2, (f>3, Wn. 

La première équation ( 2 b i s ) nous fait voir ensuite, immédiate­
ment, que les X i sont développables en séries de la même forme. 

Si, au lieu de supposer w ( négatif et très grand, et y, très voisin 
de zéro, nous avions supposé w, positif et très grand et y, très 
voisin de 2TC, nous serions arrivé au même résultat; seulement, au 
lieu de séries procédant suivant les puissances de 

et e a , 
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nous aurions eu des séries procédant suivant les puissances de 
\fp. et e a . 

Revenons au cas où w, est négatif et très grand et y, très voisin 
de zéro, et supposons qu'il n'y ait que deux degrés de liberté. 

Nous n'avons plus alors que deux arguments 

iv¡ et ue2, 
et nos séries procèdent suivant les puissances de y/fl et de ex et 
suivant les sinus et les cosinus des multiples de «v Comme les 
arguments w, et tv2 sont des fonctions linéaires du temps, nos 
séries procèdent suivant les puissances de y/p et d'une exponen­
tielle dont l'exposant est proportionnel au temps, les coefficients 
des divers termes étant des fonctions périodiques du temps. Elles 
ne diffèrent donc pas des séries qui ont été étudiées dans le Cha­
pitre VII et qui définissent les solutions asymptotiques. 

Il résulte de là une conséquence que le Chapitre VII met en 
évidence. 

Si les séries restent ordonnées suivant les puissances de y/u. et 
de l'exponentielle, elles ne convergent pas, et n'ont de valeur qu'au 
point de vue du calcul formel. Si on les ordonne par rapport aux 
puissances croissantes de l'exponentielle seule (en réunissant par 
conséquent en un seul tous les termes qui contiennent une même 
puissance de l'exponentielle, mais des puissances différentes de u.), 
elles deviennent convergentes. Si, au contraire, on faisait cette 
opération dans le cas où il y a plus de deux degrés de liberté, les 
séries ne deviendraient pas convergentes. 

217. Au délput du n° 215, j'ai fait certaines hypothèses au sujet 
de la fonction F; j'ai supposé que l'on avait 

F _ d ¥ — d p - d F ^_ 
~~ dyl ~ dyi ~ dxt ~ 

pour 
x\ — xi = yi — o. 

J'ai ajouté que, si la fonction F ne satisfait pas à ces conditions, 
il suffit de faire le changement de variables des n o s 208 et 210. 
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Supposons donc que la fonction F ne satisfasse pas à ces con­
ditions. Soient xi et y,- les anciennes variables, faisons le change-
gement de variables du n° 210 et soient x\ et y\ les nouvelles 
variables. On aura 

= + JK', = 7 i — Ç, y't = yi, 

( 1 ) , , , dn , d\ 
\ Xi=*^t<-r>dy-Xiwr 

(Cf. p. 38. . ) 
Avec les nouvelles variables, les conclusions des deux derniers 

numéros sont applicables et, par conséquent, 

^i . *'k, y \ , y'k — «>k 

p euvent se représenter par des séries ordonnées suivant les puis­

sances de y/jx et des cosinus et sinus des multiples de 

IVi, w3, w„ 

et dont les coefficients sont des fonctions uniformes de w, ; ces 
fonctions uniformes sont développables suivant les puissances 

de e a si w, est négatif et suffisamment grand et suivant celles 

de e a si w, est suffisamment grand. 
Des relations ( i ) qui lient les xi et y ; aux x\ ety^-, il est donc 

permis de conclure que 

y i , yk — wk 

sont encore développables en séries de la même forme. 
La seule différence, c'est que pour = — oo, x\, x'k et y\ se 

réduisent à o ; tandis que x,, xk e t y ( ne s'annulent pas. 

Quand on fait w, = — oo, d'où e01 = o, on trouve 

( 2 ) *i = <>i, x k = v k , y,= <p',, y k = wk H- <f'k, 

cp,- et cSj- représentant des séries ordonnées suivant les puissances 

de y/jx et les lignes trigonométriques des multiples de H K 2 , w3, w n . 
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x = yC 

Ea éliminant w2, w3, . .., wn entre les relations ( 2 ) on doit 

retrouver 
xi = *t, y i = \ , = 

c'est-à-dire les relations du n° 209. S'il n ' j a que deux degrés de 
liberté, les relations ( 2 ) représentent tout simplement une solution 
périodique (Cf. n° 208). 

Si nous faisons 

K > , = -I-OO, d'où e a = o , 

il vient de même 

^I=<?u ^ * = ? * , R I = tfi + 2' i r> y* = wk -+- fi-

Les séries étudiées dans ce Chapitre pourraient être obtenues 
directement par des procédés analogues à ceux des Chapitres XIV 
et X V . Malgré l'intérêt que présenterait cette question, je ne puis 
m ' j appesantir, cela m'entraînerait trop loin. Je me bornerai à 
rappeler que, par le changement de variables du n° 206, on est 
ramené au problème du n° 134, auquel les procédés des Cha­
pitres XIV et X V sont directement applicables. 

C o m p a r a i s o n a v e c l e s s é r i e s d u n° 1 2 7 . 

218. Nous avons vu au n° 211 comment les séries des n o s 204 et 
suivants pouvaient se déduire de celles du n° 125. Je me propose 
de rechercher de même comment les séries du présent Chapitre 
peuvent se déduire de celles du n° 127. 

Commençons d'abord par traiter le cas le plus simple, celui du 
n° 199. Dans ce cas, nos équations peuvent s'écrire (en supprimant 
l'indice 1 devenu inutile) 

— [x cosy, 

dy 

Y/C — fj. cosy 

2ÔTC désignant la période réelle de l'intégrale du second membre. 
Ces équations nous permettent de calculer x et y en fonctions de 
l'argument w, de la constante C et de pu 

Si nous supposons d'abord que u. soit très petit par rapport à C, 
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nous pourrons développer suivant les puissances croissantes de p., 
et nous obtiendrons les séries du n° 127; si, au contraire, C est 
comparable à ¡A, nous poserons C = C ( ¡A et nous retomberons sur 
les séries étudiées dans le présent Chapitre. 

Voyons la chose d'un peu plus près. Les équations ( i ) prouvent 
que x, cosy et siny sont des fonctions doublement périodiques 
de 6CP, ou ce qui revient au même de w. Soient w ( et w 2 les deux 
périodes (en considérant 9PP comme la variable indépendante). 
Par exemple, w, sera égale à l'intégrale du second membre prise 
entre o et 2TC; et w 2 sera égale à deux fois cette intégrale prise 

entre ± arc cos— · De plus, quand 9 w augmente de w 2 , y ne change 

pas et quand 6w augmente de w,, y augmente de 2 JT. 

Si C > I ¡ A | , w, est réel, et on doit prendre 8 = Alors x et 

y — w sont des fonctions périodiques de w de période 21t. Si \x 
est petit par rapport à C, on peut développer suivant les puis­
sances de ix (ce qui conduit aux séries du n° 127) et chacun des 
termes sera périodique de période ait par rapport à w. 

Mais si C est du même ordre de grandeur que [A, et que l'on 
pose C = C ( p., il arrive que, pour une même valeur de C ( , la 
période w, et le coefficient 9 sont proportionnels à -J=; si alors 
nous posons 

A 6 

les équations (1 ) deviennent 

X = \[[A / C , — c o s / , 

J y /G, — cosy 

La seconde de ces équations ne dépend plus de JA. N O U S tirerons 

de là JK — w e t -^> en séries développées suivant les sinus et les 

cosinus des multiples de w, dépendant de C ( , mais indépendantes 
de [A. Ce sont les séries du présent Chapitre. 

Les séries obtenues d'abord, développées suivant les puissances 
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de p et analogues à celles du n° 127, étaient, comme il est aisé de 
le voir, de la forme suivante 

\ x = / C + ixCr^i-H u . » C ~ * < ? , + [ A 3 G ~ 2 O 3 - I - . . . , 

| y = »>+ c ̂ 1"H(c)**,"+" — 
les <p et les ne dépendant ni de p., ni de C et étant périodiques 
de période 2Tt par rapport à w. 

Si l'on fait ensuite C = G| y-, y et -̂ => comme je l'avais annoncé, 
ne dépendent plus que de C, et non plus de p. 

Ainsi, pour passer des séries du n° 127 à celles de ce Chapitre, 
on fera C = C t p, et on ordonnera ensuite de nouveau suivant les 
puissances croissantes de p. Dans le cas particulier qui nous 
occupe, les nouveaux développements ainsi obtenus se réduisent 
à un seul terme, puisque x ne contient que des termes en y/p ety 
des termes indépendants de p. 

Tant que Ci est plus grand que i, co, est réel, x et y —w sont 
périodiques de période 2TE par rapport à w. Mais, si C ( est plus 
petit que i, to, devient imaginaire et c'est w 2 qui est réel; il faut 

donc prendre 9 = — ; alors x ety (et non plus y — w) sont pério­

diques de période 2TC par rapport à w. 
Si nous considérons w comme la variable indépendante, il y a 

donc une discontinuité qui tient à ce que la définition de 9 change 
quand C ( passe d'une valeur plus grande que i à une valeur plus 
petite que i. Cet inconvénient sera évité si l'on prend 9wy/p pour 
variable indépendante. 

Et en effet, si l'on exprime xetyevi fonctions de 9PP y/p et de Ci, 
les expressions que l'on obtient pour C ( < i sont la continuation 
analytique de celles que l'on obtient pour C ( > i. 

Partant donc des séries ( 2 ) , c'est-à-dire des séries du n° 127 et 
y faisant C = C ( p, il vient 

{ x 1 - - - 3 

- 7 = = C , 2 - 1 - C 1

 2

? 1 - H C , 2 < p 2 + . . . . 
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Ces séries sont convergentes si C ( est suffisamment grand; dans 
ce cas il suffit deles sommer; quand elles deviennent divergentes, 
on peut néanmoins prolonger les fonctions et y par continuité 
analytique; et il arrive qu'en poursuivant ainsi jusqu'à des valeurs 
de C, plus petite que i, la forme de ces fonctions est complète­
ment modifiée, parce que la période réelle devient imaginaire et 
inversement. 

C'est donc la double périodicité qui explique les cas si différents 
que nous avons rencontrés dans cette étude; la période qui est 
réelle dans le cas ordinaire est imaginaire dans le cas de la libra-
tion et inversement. Dans le cas limite, une des périodes devient 
infinie. 

Mais on peut se demander comment ces résultats peuvent 
s'étendre au cas où F = x- + ¡xF, F, étant une fonction quel­
conque dépendant de y seulement et périodique en y, les équa­
tions ( i) deviennent alors 

Í a; = v/C-fjlF1, 
0 t e r ) 6 » , = r d y -

( J /G-jiF, 
Soit A le maximum de F,. 
On est dans le cas ordinaire si C> A[i 

et, dans le cas de la libration, si C< A¡x. 
Mais ici x, cosy et s'my ne sont plus des fonctions elliptiques 

de w. Elles ne sont donc plus uniformes et doublement pério­
diques pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de w (bien 
que, bien entendu, elles restent uniformes pour toutes les valeurs 
réelles de w). 

Les résultats précédents subsistent néanmoins. 
Il suffit de nous restreindre à un domaine D tel que la partie 

imaginaire de 6 w soit suffisamment petite et que d'autre part C soit 
suffisamment voisin de A[x. 
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Si alors l'on regarde x, cosy et s\ny comme des fonctions de 9w 

et de C ^ou de 6w y/jx, et de C ( = ^ > ces fonctions sont uniformes 

et doublement périodiques pourvu qu'on ne sorte pas du do­
maine D ; l'une des périodes est égale à l'intégrale du second 
membre ( i ter) prise entre o et au et l'autre à deux fois cette 
même intégrale prise entre deux valeurs de y{ qui rendent [ x F , 
égal à C. 

Cela suffit pour que les circonstances du passage du cas ordi­
naire à celui de la libration soient les mêmes que dans le cas par­
ticulier que nous avons étudié d'abord. 

Pour étendre plus facilement ces résultats au cas général, il 
peut y avoir lieu d'introduire le moyen mouvement n{, que j 'ap­
pellerai ici simplement n, puisque j'ai supprimé partout l'indice i 
devenu inutile. 

Il vient alors, d'après les principes du n° 3, 

I 1TZ 

D'autre part, si l'on développe n suivant les puissances de jx, 
comme nous l'avons fait dans ce qui précède, de telle sorte que 

n — n o + j i » ' - ) - . . . , 

il viendra, pour jx = o, 

, dy 2 7r Çdy_ 

J v/G / G 

d'où 

« o * = Je. 

Nous pouvons donc prendre pour variables n° et a au lieu de 
C et ix. 

Alors les séries (a) procéderont suivant les puissances de ix et 

de ~j ce qui les rend analogues aux séries envisagées au n° 201, 7l u 

iui contenaient des termes en 

(71»)» 

Passons enfin au cas général. 
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Envisageons les séries du n° 127; elles exprimeront les m 

variables x¡ e t^-en fonctions des n arguments 

w u w 2 , w n 

et de n constantes d'intégration. Nous choisirons par exemple 

pour ces n constantes d'intégration les quantités que nous avons 

appelées 
' M » 1 1 2 ' . · · i 1 1 il' 

Dans nos séries qui procèdent suivant les puissances entières 

de u., figurent en dénominateurs les petits diviseurs 

/j^nj -+- m2n\ + . . . + mnn%. 

Supposons maintenant que l'un de ces petits diviseurs devienne 

très petit; et, par exemple, supposons que ce soit nA

a (car, si c'en 

était un autre, on n'aurait qu'à faire le changement de variables 

du n° 202). Voyons d'abord quel est l'exposant maximum de n\ 
au dénominateur de chacun des termes de nos séries. 

D'après ce que nous avons vu aux n o s 201 et 211, le dévelop­

pement de S ne contient que des termes en 

où 
q _ ? . / > — 1 . 

Si nous formons ensuite les équations 

dS d$> 

dyt dxa

t 

on ne trouvera non plus dans la dérivée 4— que des termes en T ~ - : 
r dyi^ (»°)« 

mais dans la dérivée —-? s'introduiront en outre des termes en 
dXi 

d dn" 

d% [ ( 7 l î ) - ? ]
 = - q * " d x j ( n ? ) ~ * ~ , ' 

c'est-à-dire des termes en 
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Des équations 
dS 

dxl 

nous tirerons alors lesy¿ en fonctions des w¿ et des x¡, ou, si l'on 
préfère, en fonctions des w¡ et des n constantes d'intégration, 

71°, 71», 71». 

On voit d'après cela que le développement des y ne contiendra 
que des termes en 

(71° )?-·-« 

(î.v-0-
Substituons ensuite les valeurs dey ainsi obtenues dans les équa­
tions 

<»> « -

Avant la substitution, le second membre de (3) ne contient que 

des termes en 

(71?)* ' 

Soit 

7̂ T5??a(ri,r2. • · · » / « , » î , « S , · · · , O 

un de ces termes, <pa ne devenant pas infini pour /i° = o. Après 
la substitution il vient 

<J* ne devenant pas infini pour n" = o. 
Le terme général du second membre de (3) , après la substitu­

tion, sera donc de la forme 

(711)9+'' 

et il est clair que 
q - t - h S a Q o -+- A ) — I . 

La conclusion générale de tout ceci, c'est que dans les développe­
ments du n° 127, les expressions des xi ne contiennent que des 
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lermes en 

(111)1 
et celles des y¡ que des termes en 

( (1°, ' 

OÙ 

g = 2 / > — i . 

Cela posé, supposons que n.° soit très petit et du même ordre de 

grandeur que y /p. . Posons alors 

. - i 
ni = a , y / u . -+- a, p + a 3 p» + . . . , 

les a étant de nouvelles constantes. C'est ce que nous avons fait 
au n° 211. On peut, par exemple, poser tout simplement 

Après celte substitution, un terme en 

(n\yi 
n'est plus d'ordre p en p, mais d'ordre p —- $ · 

Groupons ensuite ceux des termes de nos séries qui sont deve­
nus ainsi du même ordre en p. Chacun des groupes ainsi obtenus 
formera une série partielle; et la série totale sera la somme de 
toutes ces séries partielles. 

Pour obtenir les séries du présent Chapitre, il suffit de faire 
la somme de chacune de ces séries partielles. 

Si a, est assez grand, les séries partielles sont convergentes 
(les séries totales restant bien entendu divergentes et n'ayant de 
valeur qu'au point de vue du calcul formel). Mais, si a, est trop 
petit pour que les séries partielles convergent, on peut néanmoins 
poursuivre par continuité analytique, cela est aisé à comprendre. 

C'est ainsi que la fonction 

l + î ' 
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définie par la série 

I — X -f- X 2 — . . . , 

continue à exister après que la série a cessé de converger. 
Considérons donc la somme d'une de ces séries partielles. Cette 

somme sera d'abord périodique de période 2TC en w2, w 3 , . . . , « > „ ; 
de plus, ce sera une fonction d'un autre argument 8( vc{, uniforme 
pour les valeurs réelles de cet argument, et pour les valeurs dont 
la partie imaginaire est suffisamment petite ; ou, en d'autres termes, 
tant que l'argument 9( wt reste à l'intérieur d'un certain domaine 
comprenant l'axe des quantités réelles tout entier. Quand a., varie 
entre certaines limites, cette fonction est, à l'intérieur de ce 
domaine, uniforme et doublement périodique; l'une des périodes 
est réelle, l'autre imaginaire; pour une certaine valeur de a,, l'une 
des périodes devient infinie; puis la période réelle devient imagi­
naire et inversement. 

C'est ainsi que s'effectue le passage du cas ordinaire à celui de 
la libration. 
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CHAPITRE XXL 
EYTENSION DE LA MÉTHODE DE M. BOULIN. 

Extension au problème du n° 134. 

219. J'ai expliqué au début du Chapitre XI quelles étaient les 

difficultés particulières que présente le problème des trois Corps. 

Ces difficultés proviennent de ce fait, que toutes les variables de 

la première série, c'est-à-dire les variables x¿, ne figurent pas dans 

la fonction F„. 

Nous avons vu dans les Chapitres XI et XIII comment on peut 

se tirer de cette difficulté et construire néanmoins une fonction S 

développée suivant les puissances de [ A , satisfaisant à l'équation 

de Jacobi 
F = C, 

et telle que ses dérivées par rapport aux/,- soient des fonctions 

périodiques des y ¡ . 
Cette fonction S dépend en outre de n constantes d'intégration, 

par exemple des n quantités 

7Ï° 77° 77° 

Si l'une des combinaisons linéaires 

m,n\-\- m ï n \ - \ - . . . + mnn% 

est très petite et de l'ordre de grandeur de y^jjt, nous pourrons 
poser, comme nous l'avons fait au n" 211, 

m = A? -+- OC? /jl-T- A* ¡J. + . . . , 

les a.f étant de nouvelles constantes, et supposer que 

m ^ ? + 7 t t 2 a | + . . . + m„a% = o. 

H. P. - II. 2 8 
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Ordonnons ensuite chacun des termes de S suivant les puis­

sances croissantes de y/p, et groupons ensemble les termes qui 

contiennent en facteur une même puissance de y/jl; chacun des 

groupes de termes ainsi obtenus devra jouir de la même propriété 

que la fonction S elle-même, c'est-à-dire que leurs dérivées seront 

des fonctions périodiques des y. 
On peut donc prévoir que la méthode de M. Bohlin est encore 

applicable aux cas où F 0 ne dépend pas de toutes les variables de 
la première série et, en particulier, au problème des trois Corps. 
Mais l'application soulève quelques questions délicates et je suis 
obligé d'insister. 

220. Imaginons donc que F 0 ne dépende pas de toutes les 
variables de la première série. Pour mettre ce fait en évidence, 
j'appellerai les variables de la première série 

X \ y # 2 , • · · > Xpt z i > z î > · · • > zqt 

et les variables correspondantes de la deuxième série 

7 l l y«-, · · · , yp> « I l "2> · · · , u q , 

et je supposerai qi:e F 0 dépend de tous les X i , mais ne dépend 
pas des s;. 

Je me propose de former une fonction S des y et des w, qui 
satisfasse à l'équation de Jacobi 

où je suppose que dans le premier membre les variables de la 
première série Xi et s,- ont été remplacées par les dérivées corres-

, . dS dS pondantes -=— et -=— 
r dyt dut 

Je veux également que la fonction S soit développable suivant 

les puissances de y/p et que ses dérivées soient périodiques par 

rapport aux y et aux u. 
En faisant p. = o, l'équation ( i ) devient 

. \ / dS0 dS0 d S 0 \ 
( 2 ) roi -j— > -j— > · · · > -j— I = L.o i 

' \dyi dyi dy,,/ 
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ce qui nous apprend que S 0 est de la forme 

So = X \ Y I -+• X¡Y¡ - + - . . . -H X P Y P •+- T„, 

T 0 ne dépendant que des u. 
Nous poserons 

o _ _ ¿Jo 

' dx<¡ ' 

S'il n'y a entre les n¿ aucune relation linéaire à coefficients 
entiers, il n'y a pas de difficulté, les calculs du Chapitre XI sont 
applicables et l'on peut former la fonction S qui ne contiendra 
d'ailleurs que des puissances entières de u,; car les termes conte­
nant des puissances impaires de v/u, disparaissent. 

Supposons donc qu'il y ait entre les n¿ une relation linéaire, et 
soit 

N\ = O 

cette relation ; ce que je puis supposer, car dans le cas contraire, 
j'appliquerais le changement de variables du n° 202. 

Avant d'aller plus loin, introduisons une notation nouvelle. 
Soit U une fonction périodique quelconque des j ' , dépendant en 
outre de u ; je désignerai par 

[U] 

la valeur moyenne de U considérée comme fonction de y2, y3, ..., 

y a et par 
[[UJ] 

la valeur moyenne de U considérée comme fonction de y{, 

Il résulte de cette définition que [ U ] est une fonction àe yt et 
des u, tandis que [[U]] n'est fonction que des u. 

Si nous supposons que U, au lieu d'être une fonction périodique 
des y, est une fonction telle que ses dérivées soient périodiques, 
de telle sorte que 

U = X\YI -H X?¿YT - K . . -t- X P Y P + U', 

U' étant périodique et les ¿c¡ étant des constantes; nous poserons 

[ U] = X \ Y I + X \ Y I + . . . + X % Y P + [U'], 
et 

[[U]] = X \ Y I + X % Y I + .. . + X P Y P + [ [ V ' ] ] -
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parce que les autres sont nuls. 

Posons 
i_ aftFo = 

2 DXY 
l'équation devient alors 

(4) - 2 n ? § ^ A ( f l ) * = C 2 - F , 

Seulement il importe de remarquer qu'ici la fonction F ( n'est pas 
connue; elle dépend en effet des x, des z, d e s / et des M , et l'on 
doit y remplacer les xi par les x\ qui sont connus, et les zipar les 

dS0 = dT0 

DUT DUI 
quitte le sont pas. 

Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres 

se réduisent à 

des constantes, et je puis supposer, sans restreindre la généralité, 

Cela posé, reprenons les équations (3) de la page 343. La pre­
mière de ces équations n'est autre chose que l'équation ( 2 ) que 
nous venons de considérer. 

La seconde nous apprend que 

a?S, dS>t dSi 

dy% ' dy3 ' ' " ' dy„ 

sont des constantes; nous pouvons, sans restreindre la généralité, 
supposer que ces constantes sont nulles; c'est là en effet reprendre 
les hypothèses ( g ) de la page 348. 

Alors S| n'est plus fonction que de y, et des u, de sorte que 

S, = [S ! ] . 

Considérons maintenant la troisième équation ( 3 ) . 
La fonction <£> qui figure au second membre n'est autre chose 

que — F,. 
Le second terme du premier membre se réduit à 

1 d2F0 /ds,y 
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que ces constantes sont nulles; car c'est reprendre les hypo­
thèses ( 1 0 ) de la page 34g. 

D'autre part, 

puisque S ( ne dépend pas dey2, y3, .. ., y,,. 
Enfin il importe de remarquer que, dans le calcul de la valeur 

moyenne de F,, on peut opérer comme si les fonctions -j^ (qu'on 

doit y substituer à la place des z¡) étaient des constantes, puisque 
ces fonctions ne dépendent pas àe y 2 , y 3 , • . . , y n -

11 vient donc 

(ibis) A ^ ^ C - t F , ] , 

d'où 

dyi V A 

Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres 
par rapport à y,, il viendra 

Si S ( est une fonction dont les dérivées sont périodiques, le pre­
mier membre se réduira à une constante que j'appelle h. On doit 
donc avoir 

ou 

f / C , — L F j J r f 7 , = aitA/V. 

o 

dT 

Le premier membre dépend des u¡ et en outre des dérivées 
qui entrent dans F,. C'est donc une équation aux dérivées par­
tielles qui définit T „ . Nous définirons cette fonction T 0 de telle 
façon que ses dérivées soient périodiques. Nous pourrons écrire 
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l'équation (5) sous la forme 

( 5 bis) E ( ^ . ' u i ) = * * K h -

Tout est donc ramené à l'intégration de cette équation (5 bis); j ' y 
reviendrai plus loin; supposons cette intégration possible et soit 

T„ = Z\Ut -+- 4° U2 -h. . .->r-Z% Uç-i- T'0, 
une solution complète de cette équation contenant les q constantes 
d'intégration z\. Je suppose, bien entendu, que T0 est une fonc­
tion des ui et des constantes z\ périodique par rapport aux «,·. 

dS 

T 0 étant ainsi déterminé, nous pouvons calculer et, par 

conséquent, 
S I - [ [ S , ] 1 . 

Nous pouvons donc écrire 

S, étant une fonction connue de j ' , et des u, et T | une fonction 
encore inconnue des u. 

L'équation (4) nous donne ensuite 

- * » F G = [ F , ] _ F , . 

d'où l'on déduit 

dS2 dS2 dSi „ r _ 

dyx dy2 d y n 

Considérons maintenant la quatrième équation (3) . 
dS 

Dans le second terme du premier membre, les sont connus, 

à l'exception de ̂ y'i ce second terme peut donc s'écrire 

. dS* dSi 

dyi dy, 

D'autre part, j 'ai, à la page 343, désigné le second membre par 4» 
parce qu'il était entièrement connu. Mais ici, il n'en est plus de 
même parce que ce second membre dépend des et, par consé-
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quent, des que nous ne connaissons pas. Il est aisé de voir 

que ce second membre sera de la forme 

^
dF, dT, 

dzi du/ 

$ étant connue. 
Notre équation s'écrit donc 

( 6 ) • 2 / 1 ? 
dS3 

dyt 

3 dS, dS, Y dV, dï, _ ^ 

i dyi dyi ¿ ¿ dzi du¡ ~~ 

dF, dT, 

dF, 
Il va sans dire que, dans - j ^ * 'es X( et les Z i doivent être rem-

dT0 

placés respectivement par les x" et les -j^' 

Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport 
Ày2, y3, .. .,yn. Nous pouvons supposer, comme plus haut, que 

les valeurs moyennes des ( ' > i ) sont nulles; il viendra alors 

( 7 ) Î A 
d\S2] dS 

dyt dy 

Nous tirons de là 

d[Si] 

dy. 

— 2 

d{F,\ dT 

dzi duc 

< * [ P i ] dT, 

dz¡ du,-

I = * . 

2 A 

dS, 

dy. 

Les deux membres de cette équation dépendent de y, et des w; 
la valeur moyenne du premier membre doit se réduire à une con­
stante à laquelle je puis, sans restreindre la généralité, attribuer 
une valeur arbitraire, par exemple la valeur zéro," on doit donc 
avoir 

2 A 

dzi dui 

dS, 

dy. 

ce queje puis écrire 

(8 ) 

Y d[F,] dT, 

dz¡ du¿ 

a / G . — [ F , ] 
dy = *, 
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ou bien encore 

v de dT, 

^8è") ZdFtdul-*-

S est une fonction des zi et des ui, périodique par rapport aux ^^¿; 

quand on y remplace les zi par les -^~;> on obtient le premier 

membre de (5 bis); de même dans (8 bis), je suppose que dans les 

dérivées ^ > les zi ont été remplacés par les 

L'équation (8 bis) doit déterminer T ( ; je vais montrer que l'in­
tégration en est aisée quand on sait intégrer (5 bis). 

En effet, si nous savons intégrer (5 bis), nous connaîtrons une 
fonction T 0 dépendant des ui et de q constantes z" et telle que si 
l'on substitue ses dérivées dans 0 à la place des z-t, cette fonction 6 
se réduise à une constante par rapport aux «,·, c'est-à-dire à une 
fonction des que j'appelle 

Nous poserons d'autre part 

, , dT, 0 dT0 

( 9 ) Zi=-du~r Ui = ^ûf 

Nous aurons ainsi ïq relations entre les \q quantités z¿, u,, 

2 ° , u¿ ; de sorte que nous pourrons prendre pour variables indé­
pendantes, soit les z¿ et les u¿, soit les z° et les u¿, soit les s" et 
les Í Í * . 

Pour éviter toute confusion, nous représenterons les dérivées 
par la lettre d lorsque nous prendrons pour variables les z¿ et 
les Ui ou bien les z° et les « · , et par la lettre d lorsque nous pren­
drons pour variables les zf et les u¿. 

Dans l'équation (8 bis), B doit être considéré comme exprimé 

à l'aide des z¿ et des u¿ ̂ car ce n'est qu'après la différentiation 

qu'on remplace les z¡ par les ^j^j- Au contraire, T, est une fonc­

tion des u¡ dépendant en outre des constantes d'intégration z°. 
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Avec notre nouvelle notation, l'équation (8 bis) doit donc s'écrire 

dzi Oui 

D'autre part, on a identiquement 

E = 8 

et, comme 9 ne dépend que des 3 ° , 

Cette équation peut encore s'écrire 

d6 ^ dB^ chk _ 
du: £d dzk dui 

On a d'ailleurs 

e)T, = DT, + Y DT\ dzk = q 

dui dui dzk dui 
On trouve alors successivement en transformant (8 bis) 

2 dS DT, - Y DE DT, dz/ç _ 
DS, D«,- ^ DSF DS/i-

 — ' 
ou, par permutation d'indices, 

• Y DE dT, y DE DTI dzk _ 
^ D;, DU,- .̂4 RFS* D.3,- ' 

car 
dzk dzi d* T 0 

dui duk duiduk 

d'où 
' DE DT, DE DT, N _ ^ 2 / DE DT, 

\ dzi dui du,- dzi, 

ou, en prenant pour variables les u" et les zf, 

Σ t de DT, _ ^?E_ D T , \ _ 

W^i' D«? DU? d z \ ) ~ ' 

Comme 0 se réduit à 8 qui ne dépend pas des u\, il vient enfin 
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í> doit être exprimé en fonction des variables M° et des con­
stantes d'intégration z\. Comme les dérivées de 8 ne dépendent 
que des constantes z\, ce sont aussi des constantes. 11 en résulte 
que l'équation ( 8 ter) étant à coefficients constants s'intègre 
immédiatement. 

4> est périodique par rapport aux u¡; il arrivera souvent que la 
forme de la fonction T 0 et des équations ( 9 ) sera telle que les Mi­
seront des fonctions uniformes des u¿ et inversement. Alors les 
différences u¿— H° seront des fonctions périodiques soit des u¿, 
soit des w°. 

Alors 3> qui est périodique par rapport aux u¿, le sera également 
par rapport aux u]. On pourra alors intégrer l'équation ( 8 ter) 

de telle façon que les dérivées ^ | soient périodiques par rapport 

aux « ? , ou, ce qui revient au même, de façon que les dérivées 

soient périodiques par rapport aux u¡, ou bien encore que T | 
augmente d'une constante quand m augmente de ZTZ. 

L'équation ( 8 ) étant ainsi intégrée, l'équation ( 7 ) nous don-

ñera ^ J , de sorte que nous pourrons écrire 

S 2 = S 2 - t - T 2 , 

S 2 étant une fonction entièrement connue des y et des u et T 2 

une fonction inconnue ne dépendant que des u. 
L'équation (6) peut alors s'écrire 

et elle détermine 

rfSj dS¡ dS3 

1—? 7 — » - - · » , — 3 S3 — [S3] 
rfKs dy3 d y n 

et ainsi de suite. 

Extension au problème des trois Corps. 

221. Tout se trouve ainsi ramené à l'intégration de l'équa­
tion (5). Voyons donc quelle est, dans le cas du problème des 
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trois Corps, la forme de cette équation. Elle s'écrit 

0 

Mais quelle est la forme de [F 4 ]? 
Nous choisirons pour variables les quantités 

A „ A ' „ U, \\, 

^ 1 ) X'il 'il!
 rl'l 

définies à la page 8 7 , auxquelles nous devrons adjoindre, si les trois 
corps ne se meuvent pas dans un même plan, les variables 

P, P \ 

définies tome I, page 3o. 
Alors la fonction F sera développée suivant les puissances posi­

tives de p, £ 1 , T , , , y\\,p, q, p', q' et suivant les sinus et cosinus 
des multiples de X¡ et Un terme en 

C 0 S / X , , , , 

sin v w 

devra contenir en facteur un monôme dont le degré par rapport 
aux variables i),, p, q, .. . sera au moins égal à [m-|-tfi' | et 
n'en pourra différer que d'un nombre pair. Enfin F 0 ne dépendra 
que de A i et A',. 

Cela posé, imaginons que l'on ail 

m et m' étant deux entiers; A° et A',0 deux constantes auxquelles 

nous égalerons et ^ r > analogues par conséquent aux con­

stantes que nous désignions par x¿ dans le numéro précédent. 

Nous poserons alors 
m X , - i - m ' A ' , = / i ; 

et pour former [ F , ] nous n'avons qu'à supprimer dans F ( tous 
les termes qui dépendent de ~k, ou de ).',, sauf ceux qui ne dépen­
dent que de y , . 
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Pour mettre en évidence le degré de chaque terme par rapport 
aux excentricités et aux inclinaisons, remplaçons partout 

IT. S'i,
 RII. P> q> p \ q ' 

par 
s?t . £ i t , e î ' t , « i i > s/»> * q , zp'> - q ' 

et rendons-nous compte du degré de chacun des termes de F, par 
rapport à s. 

Nous aurons 
[ F , ] = R-r-R', 

où R est l'ensemble des termes indépendants à la fois de ~k, et de V,, 
de telle sorte que 

R = [ [ F , ] ] 

et où R' est l'ensemble des termes dépendant de yt, et dey, seule­
ment. 

R est alors développable suivant les puissances de e 2 et nous 
aurons 

R = R o - l - e 2 R 2 - + - s * R 4 + . . . . 

Quant à R', il est divisible par 
e | n H - w i ' | . 

On aura, en général, 

\m -+- m'\ > 2, 

de telle sorte que l'on peut poser 
R' = Es R". 

R„ ne dépend que de A° et A',0 et peut être regardé comme une 
constante; je puis donc poser 

C 2 = R o - t - Â ^ - H E 2 * - , 

et en même temps 

Ah = * 0 H - s»Ari, 

de telle sorte que l'équation (5) devient 

I / A S - t - s 2 * , — e 2 R 2 — s 3 R " — s * R t — . . . dyt = 2TC(k„ H - ^k[), 
o 

où, en développant le radical suivant les puissances de £, réduisant 
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et divisant par 2TO 2, 

Z représente une fonction développable suivant les puissances 
positives de s, des !;, des des p et des q. 

En posant enfin 
ki — 2 k0 k\ = K, 

il vient 
R 2 — izk0Z = K. 

La fonction R 2 est la même qui a été désignée ainsi page 4° 
(sauf que les lettres Ç et t\ sont affectées de l'indice i ) . Nous pour­
rons alors définir absolument comme au n° 131 les variables p/ 
et w,- (en les formant toutefois avec les ij| et les T | j au lieu de les 
former avec les ij et les t\), et je prendrai pour variables nouvelles 

l u 1[, to,-. | 

Alors R 2 se réduit à 
a A i p i + 2 A 2 p 2 + 2 A 3 p 3 - i - 2 A v p t , 

(Cf. p. 44)· d T 

Remplaçons pi par nous aurons finalement à intégrer 

l'équation 

( 5 1er) 6 ( ^ ' = R 2 — a e * o Z = K. 

Le premier membre 0 est périodique par rapport aux w,-, il est 
développable suivant les puissances de e et, quand on y fait e = o, 

il se réduit à R 2 et ne dépend plus des Wj-mais seulement des - j ^ / 

Nous pouvons donc appliquer les procédés du n° 12o. 
L'intégration de l'équation (5) à laquelle nous avions ramené 

le problème est donc possible. 
Le cas où 

m -H 7?l' = ± I OU ± 2 

se traiterait d'une manière analogue; le cas où 

m -+• m'= o, 
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Discussion des séries. 

222. Reprenons les notations du n° 220 et supposons que l'on 
ait déterminé la fonction S par les procédés de ce numéro. Le 
problème n'est pas encore entièrement résolu. Il faut encore 
former les équations 

( ( * > ' ) » ^ = S*»- , , 

( l 0 ) ] dS dS , dS dS 

où les 8 et les 8' seront des fonctions convenablement choisies des 
constantes x\ et z\ ; puis, résoudre ces équations pour obtenir 
les xi, les yi, les U£ en fonctions des xa

t, des z?, des wi, des w\; 
enfin remplacer les wi et les w't par des fonctions linéaires du 
temps dont les coefficients seront convenablement choisis. On 
obtiendra ainsi les expressions des coordonnées x, y, z, u en fonc­
tions du temps. 

Voyons d'abord quelle sera la forme des équations (io). 
La fonction S ayant ses dérivées périodiques peut s'écrire 

s = P r i + A y i •+• x%y*· x%yP -+- » i + . . . - + - z% uq+ s ' , 

¡3 étant une constante indépendante des y et des u et S' étant 
périodique par rapport aux y et aux u. Les coefficients deyk(/c> i) 
et de Ui peuvent, sans que la généralité s'en trouve restreinte, être 
supposés égaux à x\ et à z\ ; c'est là, en effet, reprendre les hypo­
thèses (io) de la page 349· 

Quant à (3, il est développable suivant les puissances de \fû.\ 

P = p „ - t - / [ I p i H - H . p 2 + . . . , 

est égal à x\ et (3t à la constante h de l'équation (5) du n° 220. 

d'où 
A ° = A',», 

c'est-à-dire celui où les deux grands axes diffèrent très peu, pré­

sente des difficultés spéciales. 
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De même S' est développable suivant les puissances de y/jl, 

S ' = S i - t - S i + 

avec 

Les équations ( 1 0 ) deviennent alors 

d? dS' 

I * dS dS' 

\ ^ W i = d C ¡ ^ d C ¡ ' 

, „, d$ dS' 

Nous sommes ainsi conduits à prendre 

8 * - S ^ ' B | = 3 ü ¡ ' " ' " a ï ; 

Mais la difficulté provient de la circonstance suivante. Comme 

p 0 = x ° ne dépend pas de C 2 ni des", 9, et 0¿ s'annulent pour u. = o 

et sont divisibles par y/p. Au contraire, -jç- pour u, = o se réduit à 

dCt 

et ne s'annule pas. 
Il faut faire ensuite 

w¡ = n¿t - + - nr,-; w'¿ = « ' ¡ ¡ H - ra¿, 

les « étant des constantes déterminées et les tn des constantes arbi­
traires. Pour déterminer les n, on opère de la façon suivante. 

Quand dans F on remplace les x¿ et les z¿ par et cette 

fonction F, d'après la définition même de la fonction S, devra se 

réduire à une constante ou plutôt à une fonction des constantes 

d'intégration x"k, C 2 et z¿. Soit donc 
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On voit que les N sont développables suivant les puissances 

de y/jl. Pour nous rendre compte de la forme du développement, 

développons la fonction cp elle-même suivant les puissances de [A ; 
il vient 

tp = C0-4- u.C2-H n2C4-i-
On a d'ailleurs 

d'où 

G 0 = F 0 ( a - Î , x%, . r » ) , 

dC0 rfFç dFo _ _ 0 0 _ _ 0 dx% dx% + <¿r° ~ "* dx% ~ "A 

puisque N\ est nul. 

D'ailleurs on voit que 
do 

dC2

 _ [X 
et que le développement de ^ commence par un terme en u.2. 

La seconde équation ( i a), où le coefficient 9, est divisible par \J¡X 

et le second membre par u., nous apprend que le développement 

de N, commence par un terme en y/jl. Comme 9¿ est également 

divisible par y/u., 9¿n( par u., et le second membre par u.2; la troi­

sième équation ( 1 2 ) nous apprend que ri¿ est divisible par u.. 
Remarquons, d'autre part, que les équations ( 1 1 ) sont suscep­

tibles de simplification. Nous avons supposé jusqu'ici que S et S' 
étaient exprimés en fonctions des variables y et u et des con­
stantes x\, C 2 e lz° . Posons maintenant 

P = x\ -f- y j/jl et supposons, ce qui revient au même, que S et S' sont exprimés 

on aura 

7U + eA./li= — i^, ( A > l ) , 

y j do 

(11) { e,«! = 
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en fonctions des y el des u et des constantes x\, y et z¿. Nos équa­

tions ( i i ) deviennent alors 
/ . . dx\ . , dS' (^-^)+5-i(«'1-j1)=Sô' 

(ubis) { fa(Wl-yi)=

d?L, 
dS' 

"'i-Ui=dTf 

Il n'en subsiste pas moins que, si ces équations ( 11 ) et ( i 1 bis) 
nous donnent implicitement nos coordonnées en fonctions des HP, 
nous ne pouvons plus les résoudre par le procédé du n° 30, et que, 
par conséquent, les relations entre ces coordonnées et les w sont 
beaucoup plus compliquées qu'au n" 127 ou qu'aux Chapitres XI 
et X X . 

Nous nous bornerons à remarquer ce qui suit. Que deviennent 
nos équations pour p = o? Impliquent-elles contradiction? Comme 
« , et n'i s'annulent pour u. = o, w, et w\ se réduisent à des con­
stantes w, et 7u¿; de sorte que nous avons d'abord 

dT'o 

Comme ï ' 0 ne contient d'autres variables que les w¡, ces équations 

nous apprennent que les u¿ sont des constantes. Passons à la 

seconde équation (11 bis) et, comme 73, est une constante arbi­

traire, égalons-la à a, étant une constante donnée et finie. La 

seconde équation devient 

dT,, dT„ 
a, — ou — ~ = const. 

dv dv 

et comme T'0 ne dépend que des u qui sont des constantes, elle 

est satisfaite d'elle-même. 

Voyons maintenant ce que devient la première; posons encore 

= -y= -+- *k, • 

a* et a!k étant des constantes finies; remplaçons w,—yK par sa 

H. P. — II. 29 
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Seconde méthode. 

223. On peut aussi diriger autrement les calculs et, au lieu de 
se servir de l'équation (5) du n° 220, s'attaquer directement à 
l'équation (4 bis), qui s'écrit 

(4 *«) A(;gi)2=CWF,J. 
Reprenons les notations du n° 221 et choisissons comme variables 
les quantités 

Ai, A',, PI, 

^ 1 )
 A i , 10,·, 

telles qu'elles ont été définies dans ce n° 221. Voyons quelle sera 
la forme de l'équation (4 bis). 

i" Les deux membres de cette équation ne dépendront pas d'une 
manière quelconque de X, et de V,, mais seulement de 

771 Xl-H Tîl'X'j = yit 

M et M'étant les entiers définis au n° 221. En effet, on a obtenu [F,] 
en supprimant dans F,-tous les termes qui dépendent de Xi et 
de \ \ autrement que par la combinaison M~KT -J-

2 ° Ils dépendent de A, et A',; mais ces quantités y doivent être 

valeur tirée de la seconde équation et écrivons les termes en 

et les termes indépendants de \Jp.; il viendra 

«* , , , , dx\ ( x dT'0 dS\\ dS'0 dT'0 

d'où 
dx\ dT. dT' 

a k + d x j l f f = °

 0U f̂ = const-. 
dx\ dS'. dT' 

3̂-37·= dì. · 
La première est satisfaite d'elle-même et la seconde nous donne y*-
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remplacées par les constantes AJ et A', 0 analogues aux xf. A devient 
ainsi une constante. 

3° Ils sont périodiques par rapport ky, et aux io¿. 

4° Us sont développables par rapport aux puissances entières 
de e, et aux puissances fractionnaires des p¿ qui doivent être rem-

placés par 

L'équation (4 b i s ) peut ainsi s'écrire 

(4 a) H{âyl'duri'
yi'Wi)=i-

Envisageons le développement de H suivant les puissances de s. 

Le terme indépendant de s se réduit à 

R 0 , défini comme au n° 221, est une constante qui ne dépend que 
de AJ et A',0. 

Le terme en e est nul (sauf si m + m ' = ± i, cas que nous 
laissons de côté) . 

Le terme en s 2 se réduit à 

R 2 -+• 2AI PI -+- 2 A 2 P 2 - 1 - 2A3 P 3 -+- 2 A 4 P T . 

Le premier terme qui dépend de yt est le terme en 

Voici comment on peut traiter l'équation (4 « ) . Cherchons à 
développer S f suivant les puissances de e, et soit 

S , = U ( > - 4 - E U I - + - E » U , - t - . . . . 

Développons de même C 2 et T 0 , et soit 

C 2 = Yo - H S Y I - H £ 2 Y2 - + - . . . , T 0 = V 0 - 1 - s Vi - + - . . . ; 

en remplaçant T 0 par cette valeur dans R et développant R, il vient 
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Nous trouvons d'abord 

dUn r, · i 

ce qui nous montre que —~ est une constante, Soit donc i i dy¡ 

U 0 = a y u 

a étant une constante qui dépendra de la constante d'intégra­
tion v 0 . Il vient ensuite 

A RFU' 

~dy, = 

dVi A T 

ce qui nous montre que - ~ est encore une constante. Nous pou­
vons, sans restreindre la généralité, supposer que U ( et y ( sont 
nuls. 

Il vient donc ensuite 

. dU,_ „ . dV0 

a a A —. l- a l A ¡ — = Y 2 . 
dyt du>i 1 

r, . • d\5, 
Cette équation montre que - ~ est encore une constante que 

nous pourrons encore considérer comme nulle sans restreindre la 
généralité et il nous restera à traiter l'équation 

V A D V ° 

cjui montre que les sont des constantes que nous pouvons 

choisir arbitrairement puisque y 2 est arbitraire. 

Il vient ensuite 
v . dTt . dU3 

a S A / - j h a a A = ~ ¡ 3 . 
dtx>i dy, 1 

Nous pourrons encore supposer U 3 et y 3 nuls sans restreindre la 
généralité, puis 

. dV, _, 
a a A --1- R ¿ = y t . 

dyi 

Nous supposerons encore Us nul et il restera 

R I = Y4, 
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<&' représentant l'ensemble des termes qui dépendent de y , et <ï>" 

qui permettra facilement de déterminer T 2 , cary, n'y entre pas. 

On ira ainsi jusqu'au terme en e | m + m ' l . Posons \ m + m'\ = q, il 
vient alors 

2 a A -+- R'q-h Mqcosy, + N ? s iny , = y 7 . 

Mq et N ? , dépendant des w,- et de V 0 , V , , . . ·, V ? _ 3 qui sont des 
fonctions connues des w,-, pourront être regardés comme connus. 

Quant à R^, on aura 

R ^ a S A i - ^ H + L ^ 

Ytq étant une fonction connue des «o,-. 

Nous pourrons alors décomposer l'équation précédente en deux 

et écrire 

2 a A = — M „ c o s y , - H Nysin/ , , 

. dNq-i 
a 2 A ' - 3 » T = T r » - L » -

Les seconds membres sont connus, de sorte que nous déduirons 
facilement de ces équations les valeurs de U ? et V ? _ 2 . On voit 
que les dérivées de V ? _ 2 sont périodiques par rapport à w,; nous 
pouvons même sans restreindre la généralité choisir y ? de façon 
à annuler la valeur moyenne de j g — L ? . Alors V ? _ 2 est lui-même 
périodique. Quant à U ? , on voit qu'il sera périodique par rapport 
à y , et aux w,-. 

On continuera de la sorte. En égalant les coefficients de ep(p^> q), 
on trouvera 

( . 3 ) » ^ ' + » " « ^ = T ^ * . 

$ étant une fonction connue périodique par rapport ày, et aux u,- ; 
nous supposerons la fonction $ développée en série trigonomé-
trique et nous choisirons j p de façon à annuler la valeur moyenne 
du second membre. 

Nous poserons ensuite 
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l'ensemble des termes qui n'en dépendent pas, de sorte que *' = [[ïi> + * ] I -

Nous décomposerons alors l'équation ( i3 ) en deux en écrivant 
, dVp . , 

dyi 
dtui 

ces deux équations détermineront Vp_ 2 et Up; et les deux fonc­
tions ainsi obtenues seront périodiques. 

L'équation (4 bis) du n° 220 étant ainsi intégrée, l'équation (4) 
nous donnera S 2 — [ S 2 ] et l'on formera ensuite les équations (6) 

(7)· 
Nous allons traiter l'équation (7) comme nous avons traité 

l'équation (4 bis). Les deux membres de (7) étant développés 

suivant les puissances de s, nous développerons de même [ S 2 ] 

et T ( et nous écrirons [S,]= Ui + 6U'1-+-e*U'1 + ..., 
T, = \ " 0 -+- eV'j - H s*Vj -+-.... 

Nous égalerons ensuite dans les deux membres de (7) les coeffi­
cients des puissances semblables de s, et nous obtiendrons une 
série d'équations qui nous permettront de déterminer par récur­
rence les et les V -̂. 

En égalant les coefficients de t P , on obtiendra une équation qui 
servira à déterminer et V^,_ 2. Cette équation serait de même 
forme que ( i3) , sauf que Up et Vp_ 2 seraient remplacés par JJ'p 

et V'p_2- On la traiterait donc de la même manière. 
L'équation (7) étant ainsi intégrée, on continuera de la même 

manière. 
Cas de la libration. 

224. Comment le cas de la libration peut-il se présenter? 
Reprenons nos équations du numéro précédent et supposons 

que 

a = U0 = o. 
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On poursuivra le calcul comme plus haut jusqu'à ce qu'on arrive 
à l'équation obtenue en égalant les coefficients de si. On aura 
alors 

U, = o (¿ = 1, %, 3, | — i^ 

et, si q est pair, l'équation en si pourra s'écrire 

04) A\ ~ J + 2 2 A , - — - + - L 7 + M ? c o s ^ , - H N ? s i n i r i = Y ? . 

Si nous posons, pour abréger, 

a 2 A dV^ = x 

a u , -

et si nous supprimons pour un instant l'indice ^ de U et les in­

dices q de L, M, N et y, il viendra 

dUq 

en appelant Z , pour abréger, la quantité sous le radical. 
L'intégrale 

J \ [ L d y i 

est une intégrale elliptique de deuxième espèce. L'une de ses 
périodes est 

< / Z d y , . 

„ 

Si y et X sont choisis de façon que Z soit toujours positif, cette 
période est toujours réelle; nous voulons qu'elle soit constante et 
indépendante des w,-. J'égale donc cette période à une constante 
donnée h et j'obtiens une équation 

, , 2 1 1 _ 

(i5) / J Z d y x = h . 

En résolvant cette équation par rapport à X , il vient 

X = y + <|,(u>,), 
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A étant une fonction des w,- que l'on peut regarder comme donnée 
et qui est périodique. 

Cela nous donne 

équation qui détermine V ? _ 2 , après quoi on tirera facilement \ ] q 

de l'équation (i4)-

C'est là le cas ordinaire. 

Mais il peut se faire que y et X soient choisis de telle sorte 
que Z puisse s'annuler. Dans ce cas c'est la seconde période de 
notre intégrale elliptique qui est réelle. En égalant cette seconde 
période à une constante donnée h, on obtiendra une équa­
tion ( I J bis) analogue à ( i 5 ) . Si l'on résout par rapport à X , il 
viendra 

X = y - | _ ( ] / ( _ , ) 

ou 

qui déterminera V ? _ 2 puisque (]/ est connue et périodique. 

C'est là le cas de la libration. 

On obtiendra le cas limite en écrivant que l'une des périodes 

de l'intégrale elliptique de première espèce correspondante est 

infinie, ce qui donne pour déterminer V ? _ 2 l'équation suivante 

L'inconvénient de cette façon d'opérer, c'est que les expressions 
obtenues dans les deux cas ne sont pas la continuation analytique 
l'une de l'autre. 

Égalons maintenant les coefficients de £?+', il viendra 

dVg dUq 

( l 6 ) a A - j - J — ^ - t - a S A / ^ J t ! = T ? + 1 - t - * , 
dyt dyi dojt " 

$ étant connu et périodique. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



est égal à une constante donnée h indépendante des co/; nous 
/ dVq 

trouverons ainsi yen posant, pour abréger, - j ~ = W 

( . 7 ) ^ A , ^ 1 = T . J > 

dut ' fmdy± 
2 A W 

Cette équation nous donnera V ? _ f et l'équation ( 1 6 ) nous donne-
rail ensuite 

V 
Les équations obtenues en égalant les coefficients des autres 

puissances de £ seraient de même forme que ( 1 6 ) . Il en serait 
encore de même des équations que l'on obtiendrait en égalant 
dans les deux membres de ( 7 ) les coefficients des diverses puis­
sances de £. 

Toutes ces équations pourraient donc se traiter de la même 
manière. 

Les résultats seraient absolument les mêmes si q était impair; 
seulement il faudrait modifier la forme du développement de S, 
et écrire 

q q q 
Si = ^Mq^-f*+lVq - * - e ï + 2 U „ - 1 - . . . , 

S) étant ainsi développé suivant les puissances impaires de 
Tous les résultats obtenus depuis le commencement de ce Cha­

pitre sont bien incomplets et de nouvelles études deviendront 
nécessaires. Elles seraient prématurées. 

Si nous sommes, par exemple, dans le cas ordinaire, nous 
devrons écrire que 
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Divergence des séries. 

225. Nous avons vu au n° 212 que les séries auxquelles con­

duit la méthode de M. Bohlin sont généralement divergentes et 

j 'ai cherché à expliquer le mécanisme de celte divergence. Je crois 

devoir revenir sur ce sujet et étudier avec quelques détails un 

exemple simple qui fera mieux comprendre ce mécanisme. Soit 

Y 

— F = /> - H q2— 2[JL sin2^- — u.zy(y)cosx, 

où (p, x \ q,y) sont deux paires de variables conjuguées, <p(y) 

une fonction périodique d e y de période et où [x et s sont deux 

constantes que je supposerai très petites. 

Formons les équations canoniques 

^ dx _ dF _ dy dF 

dt ~ dp - I ; dt dq ~ 2 q ' 

dp dF , . . dq dF . 

d l = d x = - ^ ^ ^ S m X ' & = V*1 

d'où 

= 2[x siny -t- 2|xe<p'(y) cosa;. 

L'intégration de ces équations est presque immédiate quand 

s = o. Écrivons l'équation aux dérivées partielles de Jacobi et 

soit 

( 2 ) £ + ( f ) 2= 2^ s i n 2f + ̂ (r)cos* + c, 
C étant une constante. Développons S et G suivant les puissances 

de e et soit 
S = S 0 + S. 6 - h S 2 E 2 - f - . . . . 

C = C o - t - C j e - t - C s ^ - H . . . . 

Pour s = o, l'équation ( 2 ) devient 

S * ( f ) * " " * ' ? + * -
L'intégration, ai-je dit plus haut, est presque immédiate, et 
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^ = A 0 ; C 0 = A 0 + 2 A p . ; ^ ? = A + sin 2 = 

Sa —X0x + ^/h - t - s i n 2 ^ dy. 

Nous retombons en somme, aux notations près, sur l'exemple 
que nous avons traité au n° 199. Le cas de h > o correspond au 
cas ordinaire; le cas de h<Co à celui de la libration; le cas 
de h = o au cas limite. 

Mettons en évidence les solutions particulières remarquables. 
Nous avons d'abord la solution simple 

oo = t, p = o, 7=0, q = o , 

qui est une solution périodique. Voyons quelles sont les solu­
tions asymptotiques correspondantes. 

On les obtiendra en faisant A„ = h = o dans S 0 , ce qui donne 

S 0 = =p 2 y/ap c o s ^ , 

d'où 
p = o , q = ± y /a ] ! s i n ^ ; t a n g y = Ce-c^2V; x = t, 

2 4 

ce qui montre que les exposants caractéristiques sont égaux 

à ± v/ap. 
Calculons maintenant S 4 , S 2 , . . . . 

En égalant dans l'équation ( 2 ) les coefficients de s, je trouve 

dS, dS0 dS, 
C f étant une constante que je pourrai d'ailleurs supposer nulle 
sans restreindre la généralité, ou bien 

en effet, pour obtenir l'intégrale complète de (3) , il suffit de 
prendre, en appelant A 0 une constante, 
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S ( est alors la partie réelle de la fonction 2 définie par l'équation 

nous l'obtiendrons en posant 

d'où 

(4 ter) ii|i -+-2 / a ] ! y/h 
• o Y dii 

-+- sm 2^- —T- - u ( o . 
2 dy 1 1 

Pour intégrer cette équation linéaire, intégrons d'abord l'équa­

tion sans second membre qui peut s'écrire 

. F, . „ y di> 
u -+- t / h -t- sin 2 — -~- = o, V -x dy ' 

en posant 
i 

a = 

2 y^fl 
d'où 

- a r d y 

4- = K e

 J V 2 , 

K étant une constante. Je poserai l'intégrale elliptique 

dy 

h -+- s i n 2 ^ 
2 

d'où 
4< = K e-«» 

pour l'intégrale générale de l'équation sans second membre. Pour 

intégrer l'équation à second membre, je regarderai K comme une 

fonction dejKi c e qui donne 

2 ̂  dj e~au \/h'h s i n 2f = 

1/ A + sin2^-

K 
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(7) g + 2 V ^ V / A + s i n ^ ^ = ^ 

<I> étant une fonction connue de y et de x, périodique par rapport 

à x et que par conséquent nous pourrons mettre sous la forme 

n étant un entier positif ou négatif et CP„ une fonction connue 

dey; dans la somme du second membre le nombre des termes 

est limité. Si nous posons alors 

S 2 = 2 ^ „ e « " , 

'i« ne dépendant que de y, la fonction >bn devra satisfaire à l'équa­

tion différentielle 

Cette équation étant tout à fait de même forme que (4 ter) se 
traitera de la même manière. 

Les fonctions S 3 , S 4 , . . . seraient données ensuite par une 
équation de même forme que ( 7 ) et qui se traiterait de la même 
manière. 

Cette méthode a été employée sous une forme assez différente 
par M. Gyldén dans son Mémoire du Tome IX des Acta mathe­

matica. 

Discutons maintenant les expressions (5) et (6 ) . 

et enfin 

( 5 ) = e-<*u}^/rÈJ'e*u<ï du. 

Si je pose oc= Sî, 3 sera réel, et j'aurai 

( 6 ) S , = J^cos(P« — x)j*f cos ¡3 u du -+- sin ([3 u — x) j > s i n p « d j / J . 

Nous discuterons plus loin les expressions (5) et ( 6 ) ; montrons 
d'abord comment on conduirait les approximations suivantes. 

On trouverait 
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aim\u 

\ étant une constante réelle dépendant de la période de l'inté­
grale u et m étant un entier. 

On en déduit 
/ u. e'm^u 

-t- im\ 
1 i -t- /nX/8fx 

et enfin, si om et w m sont le module et l'argument de Am, 

. . . „ s\n(m\u 
(8 ) S, = 

On voit que chacun des termes de S ( est développable suivant 

les puissances de y/jÂ. On peut chercher à effectuer le développe­

ment puis à réunir en un seul tous les termes qui contiennent en 

facteur une même puissance de on obtiendra ainsi, au point 

de vue formel, le développement de S ( suivant les puissances 

de\J\x; soit 
p 

(9) S , = 2 T p i J l * . 

On a 
T p + 2 = ( — X / 8 ) p 2 <n/>pm sin(/nXit-t- x -t- wm). 

C'est au même résultat que l'on serait parvenu en appliquant la 

méthode de M. Bohlin. On aurait développé S suivant les puis­

sances de \/p. et l'on aurait trouvé 
_ p 

s = s0 -+- s; /n -+- s2 in-.. .-t- s; ̂  -+-.... 
La fonction aurait été à son tour développable suivant les 

puissances croissantes de e, et le coefficient de t n'aurait été autre 
chose que T,,. 

Considérons d'abord le cas ordinaire où h > o ; alors <?(y) étant 
une fonction périodique dey sera également une fonction pério­
dique de u, dont la période sera égale à la période réelle de l'in­
tégrale elliptique de u. Je pourrai donc écrire 
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( 1 — A ) P + » 
ï m P A ' » > S m ( m — 1 ) . . .(m —p - + - i ) A ' « = 

d'où, pour A = ^par exemple, 

T p + 2 > a ( / > ! ) . 

Les termes du développement ( 9 ) sont alors nuls de deux en 
deux et ceux qui restent sont plus grands que les termes corres­
pondants du développement 

qui est manifestement divergent. 
Ce que je viens de dire du développement de S ( s'appliquerait 

évidemment à celui de S 2 et des autres fonctions analogues. 

La série 1P aurait été convergente; en effet, si, comme je le 
suppose, la fonction f{y) est holomorphe pour toutes les valeurs 
réelles d e y , on aura 

p m < M l " " , 

k et h0 étant deux constantes positives (A 0 << i) ; d'où il suit que 
la série 

2mPp,„ 

converge absolument, de même a fortiori que la série T p + 2 . 
D'autre part, le développement ( 8 ) converge, mais il n'en est 

pas de même du développement ( 9 ) . 
Pour nous en rendre compte, il nous suffira d'envisager un 

exemple très particulier. 

Faisons 

TZ ï 

x = - , u = o, w m = o, pm = Al m l , o < A < i , 1 — — , 

2 y/8 

il viendra 

T p + 2 = 2 ( — ra)/>AM C m variant de — « à -i- 00 ) , 

ce qui montre que T ^ + 2 est nul si p est impair et égal à 

zZmf'Am (m variant de 1 à + 0 0 ) . 

Or nous avons évidemment 
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. . . F " * 

/ R 

7 S J 

en appelant \JY\ le radical ^ / H -+- s in 2 ^ et posant 

P = 2 arc sin/— h. 

La quantité A doit alors être égale non plus à mais à —· 

226. Le cas limite où H — O présente plus d'intérêt. Dans ce 

cas on a 

= 2 l o g t a n g ^ , 

et en posant 

Y 
SIN — 

2 

t a n g ^ = T, 

, I DT 
du = T 

Soit d'abord, par exemple, 

<F(Y) = SINY, 
il viendra 

' W ' ( I - T - < 2 ) 2 

d'où 

Y V U ( L + < 2 ) 2 

Or, en intégrant par parties, on trouve 

RTLA(I — T*)DT _ TÎ*+I R e-*DT 
J ( I + * 2 ) 2 ~~ I -+- Z 2 ~ 2 J 7 + T 2 ' 

Il n'y a presque rien à changer à ce qui précède dans Je cas de 
H < o , c'est-à-dire dans le cas de la libration. La seule différence 
est que la période réelle de l'intégrale « , n'est plus 
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d'où 

<•·> * - \ / Ï T h - < " f £ $ -

On pourrait se proposer de développer, au moins au point de 

vue formel, la fonction <j> suivant les puissances de y / j l ; mais il 

vaut peut-être mieux pour cela revenir au cas général. 

Quand y varie de o à 2 i c , u varie de —<x> à + c o ; 9(y) est une 
fonction de u; supposons qu'elle puisse être représentée par l'in­
tégrale de Fourier sous la forme 

<p = / e ' i u 0 ( q ) d q . 

Pour cela il suffit, puisque <?(y) est pour toutes les valeurs 
réelles dey analytique et périodique, il suffît, dis-je, que 

c p ( o ) = o . 

Nous trouverons alors 

<j/ = ̂/îje-a» j d u j e<a-<-i<l)uQ(q)dq. 

Cette formule contient en réalité une constante arbitraire, puisque 
les limites de l'intégration par rapport à u sont indéterminées; je 
disposerai de cette constante de la manière suivante : 

Intervertissons l'ordre des intégrations et effectuons l'intégra­
tion par rapport à w, il viendra 

^ = ^ e - ^ £ + " ^ ^ H q ) + r t ( q ) H q ) ^ d q , 

'fi(q) étant une fonction arbitraire de q introduite par l'intégra­
tion. On pourrait d'abord dans certains cas supposer cette fonc­
tion nulle, et il resterait 

i , = I / 1 e - , u r + " e ^ » H q ) d q 

ou bien 

( M ) q, = £ r " e ^ H g ) d g 

H. P. - II. 3o 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46o C H A P I T R E X X I . 

ou encore, en appelant p et w le module de l'argument de 8(<7)5 

, . „ r+" p sin (au -f-a? -+• w)dq 
( 1 2 ) S,= u./ C 2 

J_„ i q vu? 

où p et u sont des fonctions de g. 
Mais, pour que la formule ( i i ) ait un sens, il faut que l'intégrale 

soit finie et pour cela que la fonction sous le signe J"ne devienne 

pas infinie pour g = -L=, c'est-à-dire que 
V 8 | i 

Comme cela n'aura pas lieu en général, on pourrait remplacer la 

formule ( i i ) par la suivante [ce qui est une autre manière de dis­

poser de la fonction arbitraire 'i\(g)] 

u. r+" e>1'1 — ««««V-aU»,,-») 
(u bis) ^ = 7/ 7S= Hg)dg, 

M 0 étant une constante arbitraire, d'où <I2 bis) 

S( = |x f ? dq I"sin(gm-4-a;-no) ( u0 — u\~\ 
qUa -t- X -+• U) -f , I I ' 

Mais on peut encore s'en tirer d'une autre manière. En général, 
sera une fonction de g qui restera holomorphe si g est réel 

ou si la partie imaginaire de g n'est pas trop grande. Soit, par 
exemple, 

i t ( i - P ) 

? = s,nr= ([+f2)2 · 
Comme on a, d'après la formule de Fourier, 

8 ( o ) = f Jî-e-iaqdu, 
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il vient, en remplaçant «p et u en fonctions de t, 

»it8(í)= f 
( l - H Í 2 ) 2 

En appliquant à celte intégrale la transformation qui nous a 
conduits à la formule ( 1 0 ) , on trouve 

/jgi s qi-rc 

qii t/Tz 
e~*-k- e~ 

d'où enfin 

6(q): 

qTZ 17IT On voit que 6(q) ne cesse d'être holomorphe que quand q est 

égal à \J— 1 multiplié par un entier impair. 

Cela posé, la formule 

-s: ei1u^(q)dq 
restera vraie quand l'intégrale sera prise non plus le long de l'axe 
des quantités réelles, mais le long d'une courbe C restant au-
dessus de cet axe, mais s'en éloignant assez peu pour qu'entre 
cette courbe et cet axe il n'y ait aucun point singulier de 9(y) . 

Alors les formules ( 1 1 ) et ( 1 2 ) seront vraies également en pre­

nant les intégrales le long de C; mais elles le seront sans restric­

tion, car, quel que soit 9(y) , la quantité sous le signe j"ne 

deviendra pas infinie le long du chemin d'intégration. 
On voit tout de suite une importante propriété de la fonction >\ 

définiepar cette fonction ( 11 ) . Nous avons sous le signe J" l'expo­
nentielle e'ï"; comme la partie imaginaire de q est positive, si u 

est réel, positif et très grand, le module de cette exponentielle est 
très petit. Donc pour u = + 00, c'est-à-dire pour y = 2TC, ^ et S ( 

s'annulent. On peut aussi remplacer le chemin d'intégration Cpar 
un autre chemin C qui reste au-dessous de l'axe des quantités 
réelles sans s'en éloigner beaucoup, de façon qu'entre C et cet 
axe il n'y ait aucun point singulier de 9. 
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et, en appelant p 0 et TO0 le module et l'argument de 8 ( ~ 

S'. — SI = ic l / - p 0 COS | x ^ = -+- CO0 

V •>• \ s/H u 

= ^ = 0 ( I A ) = f E*" du = O. 

On voit que A' n'est pas égal à à moins que 

y/S (A 

Cherchons maintenant à dé\elopper et A/ suivant les puissances 

de v/V"> voici ce que nous obtiendrons; soit 

p p 

il \ icndra 

<W> et ^ = / ^ 6 ( 3 ) ( - ? V / 8 ) l ' - , d g , 

l'intégrale étant prise le long de C pour typ elle long de C pour typ. 

Mais, cette fois, la quantité sous le signe J"ne présente pas de 

Les intégrales ( 1 1 ) et (i 2 ) , prises le long de C , nous donneront 
d'autres valeurs de A et de S ( que je désignerai par <}/ et S'4 pour 
les distinguer des premières. 

Comme la partie imaginaire de q est négative, si u est réel, 
négatif et très grand, l'exponentielle e'iu aura son module très 
petit. Donc, pour u = — ce, c'est-à-dire pour y = o, A, ' et S', s'an­
nulent. 

On peut se demander si ^ est égal à A/. On voit qu'entre les 

deux chemins d'intégration C et C , la quantité sous le signe J" 

présente un point singulier qui est le point 

g = ~ ^ ' 

Ce point singulier est un pôle. La différence des deux intégrales 
sera donc égale à 2 ¿ 7 ; multiplié par le résidu; ce qui donne 
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point singulier entre C et G'; d'où il résulte que l'on a 

Ainsi, Lien que les fonctions <b et if' ne soient pas égaies, leurs 

développements formels suivant les puissances de y/p. sont iden­

tiques. C'est assez dire que ces développements ne sont pas con­

vergents. 

Cela montre toutefois que si p. est considéré comme un infini­

ment petit du premier ordre, la différence A — if' sera un infini­

ment petit d'ordre infini, comme est, par exemple, e v-. 

Et, en effet, dans le cas particulier où cp(y) = siny, on a 

/ 8 a y ~ ce qui montre que les différences <|i — tj/ et S| — S'( sont du même 

ordre de grandeur que 

227. Nous retrouverons plus loin les mêmes résultats par des 
moyens plus simples, mais je tenais à les présenter sous cette 
forme, afin de mieux faire comprendre le passage du cas ordinaire 
au cas limite. 

Comparons en effet les formules (8)et(i2). Dans la formule (8 ) , 
nous avons une série où entre la quantité rnk; comme m est un 
entier, m\ ne pourra prendre que certaines valeurs qui seront 
d'autant plus rapprochées les unes des autres que X sera plus petit. 
Quand h tend vers zéro, la période de l'intégrale u croît indéfini­
ment, et X tend vers zéro. Les valeurs de mX deviennent de plus 
en plus rapprochées et, à la limite, la série se transforme en une 
intégrale, ce qui conduit à la formule (12). 

Mais quand X décroîtra ainsi d'une manière continue, il pas­
sera par certaines valeurs pour lesquelles il se produira une cir­
constance qui mérite de fixer l'attention. 
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Si 1=L devient entier, l'un des dénominateurs de la for-
X y/8 (A ' 

mule (8) 
i - t - mX /8~il 

s'annule et la formule devient illusoire. Et en effet un des termes 
de cette formule devient infini. Dans ce cas, il est aisé de voir que 
le terme qui devient ainsi infini doit être remplacé par 

( ' 3 ) A,„ M E - « » = ^ / ^ A,„ «e'^>» 

et, en effet, on a 

4* = e-au _kMJ e('''«X+a)« d u . 

Si im\ + a n'est pas nul, l'intégrale du second membre est égale à 

imX -+- a 

plus une constante que l'on peut supposer nulle. Mais, si IRN\-\- a 
est nul, cette intégrale est égale à U plus une constante que l'on 
peut supposer nulle. 

En substituant ainsi l'expression ( i3 ) dans à la place du terme 
qui deviendrait infini, la fonction <j> ne devient plus infinie, mais 
elle cesse d'être périodique par rapport à u. 

228. Revenons au cas limite où h est nul et supposons d'abord 

<?(/)= s i n / -

La formule ( 1 0 ) nous donne alors 

Y " V 8 i + C Jg I - + - ¿2 ' 

C étant une constante d'intégration. Le premier terme est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de t, pourvu que t soit 
plus petit que i. Il en est de même du second terme, car 
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On en conclut, en effectuant l'intégration, 

On voit ainsi que, pour t = o, — Ci~2a s'annule. D'autre part, 
comme la partie réelle de a est nulle, l'expression £ - 2 a n e s'annule 
pas pour t = o. 

Pour que la fonction tj; s'annule pour t — o, c'est-à-dire pour 
u — — oo, il faut donc et il suffit que la constante G s'annule. La 
fonction que nous avons appelée A' au n° 226 est donc égale à 

Y v r i -+- P J0 i - + - n 

.Je puis écrire aussi la formule ( 1 0 ) sous la forme 

C' étant une nouvelle constante. 
Si nous supposons que t soit plus grand que i et que nous 

développions suivant les puissances décroissantes de t, il viendra 

i, = S (— 1 ) " + i > i i . + C't-»». 
T 1 r v ' 2 « + I — 2 a 

Le premier et le second terme s'annulent pour t = co, mais il n'en 
est pas de même du troisième. 

Pour que la fonction i{ / s'annule pour t — oo, c'est-à-dire pour 
a =3 -H oo, il faut donc et il suffit que la constante C s'annule. La 
fonction que nous avons appelée i|> au n° 226 est donc égale à 

Y 1 - H £ 2 J. 1 - 4 -

dt 

Pour que fût égal à <j/, il faudrait donc que l'on eût 

t**dt 

ce qui, comme nous l'avons vu plus haut, n'a pas lieu. 
Plus généralement, supposons que <f>(y) s'annule poury = o, 
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il viendra 

» s'annule p o u r / = o, c'est-à-dire pour t = o et pour/=27r, 
c'est-à-dire pour t = cc. Soit donc d'abord £ petit et développons cp 

suivant les puissances de t, soit 

d'où 

ù = i / \ t - ™ f of>*-'dt-r-Ct-** = { / % l , A n — Y-Ct »«, 

y o Jt, ' V ° w + n 
C étant une constante d'intégration. Pour que cette expression 
s'annule pour t = o, il faut et il suffit que C soit nul. La fonc­
tion A' du n° 226 est donc égale à 

04) +' = t-**f\«•*-.«ft = i / S ï A . ^ · 

Soit maintenant t très grand ; développons cp suivant les puissances 
décroissantes de t et soit 
il viendra 
C étant une constante d'intégration. Pour que cette expression 
s'annule pour t = oo, il faut et il suffit que C soit nul. La fonc­
tion i|/ du n° 226 est donc égale à 

0 5 ) ^-^^f%^«^2±£l. 
Pour que fût égale à <j/, il faudrait que 

J * t**-1 dt = ^ j" oeouidu = o. 

c'est-à-dire que 8(ta) = o, 
ce qui n'a pas lieu en général. 
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Développons maintenant les expressions ( i4) et (i 5) suivant les 

puissances de v/p- On trouve 

<l'=AsA„— in <Ji ¡1 
ce qui nous donne pour le développement formel de <]/ 

'16) <j/= ST;,* * , Tp= A 2)A„(»n/'((/-2)p. 
La formule ( i5) nous donne de même 

2 * i + iVi/îu 
d'où 

( 1 6 6w) <J/= STpji-»", Tp= —. SB„̂«P(—v7)̂". 
Sous cette forme l'identité des deux développements n'est pas 

aussi immédiatement manifeste que sous la forme que nous lui 
avions donnée d'abord. 

229. Mais il est aisé de passer de l'une à l'autre. 
Nous avons, en effet, 

-5- e - ' 7 « du. 

Je dis que §(g) est une fonction méromorphe de g qui n'a 

d'autre singularité que des pôles et dont les pôles sont égaux à ^ i 

multiplié par un entier positif ou négatif. Ecrivons, en effet, 

<o e~'iu du -+- I <pe-><iudu. 

Si la partie imaginaire de q est positive, la seconde intégrale est 
une fonction holomorphe de y, ne présentant aucune singularité; 
car, pour u = — o o , a et e~'9" s'annulent. Il peut ne pas en être 
de même de la première. 

Si, au contraire, la partie imaginaire de g est négative, la pre-
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et, quand u tendra vers — oo, R„e s tendra vers zéro. La seconde 
intégrale peut s'écrire alors 

Jl -+- J 2 -1- - · · + Jfl-~H S/i, 
OÙ 

J K = A K f e(»-"0"rfu, S„= f Rne-'i"du. 

L'intégrale JK n'a pas de sens par elle-même dès que la partie 
K 

imaginaire de q est plus petite que — — et l'on ne peut lui en attri­

buer un que par continuité analytique. On trouve alors 
A K 

K 
i q 

2 2 

Quant à S n , tant que la partie imaginaire de q est plus grande 

que — 11-, c'est une fonction de q qui ne présente aucune singula­

rité, car la quantité sous le signe J" s'annule pour u = co. 

On voit ainsi que la seconde intégrale est une fonction méro-
morphe de q admettant pour pôles 

q — — i — ( K entier posit i f ) 

avec le résidu 
tA_. 

mière intégrale sera une fonction holomorphe de q, mais il pourra 
n'en pas être de même de la seconde. 

Étudions donc les singularités que peut présenter la seconde 
intégrale quand la partie imaginaire de q est négative. Supposons 

que cette partie imaginaire soit plus grande que — ^- Reprenons 

le développement 
ml 

<p = 2 A „ ( » = S A „ e + T . 

Nous pourrons écrire 

// nu 
o = A i e + 2 - H A 2 e + " - + - . . . + A „ e + T - t - R„ 
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On verrait de même que la première intégrale est une fonction 

méromorphe de q admettant pour pôles 

q — i — ( K entier positif) 

avec le résidu 
— J B K . 

Les pôles de sont donc 

avec les résidus respectifs 

liiz 
quand on prend le signe supérieur et 

- — , 
2 t l t 

quand on prend le signe inférieur. 

Reprenons alors la formule ( n ) et supposons que l'intégrale 

soit prise le long de la courbe G. 

Construisons un cercle K ayant pour centre l'origine et pour 

rayon 2m^~*~ ' , m étant très grand. Soit K, la partie de ce cercle 

qui est située au-dessus de la courbe C. Soit C ( la partie de la 
courbe C qui est intérieure au cercle K. 

Les deux arcs C| et K ( formeront un contour fermé et l'inté­
grale (i i ) , prise le long de ce contour, sera égale à IÏTZ multiplié 
par la somme des résidus relatifs aux pôles intérieurs au contour; 
c'est-à-dire à la somme des m premiers termes de la série ( i5 ) . 

On montrerait que l'intégrale ( I I ) prise le long de K, tend 
vers zéro quand m croît indéfiniment; le calcul se ferait sans diffi­
culté, mais il est inutile puisque nous savons d'avance que la 
série ( i5 ) est convergente. 

L'intégrale prise le long de C) tend vers tp; donc A est égal à la 
somme de la série ( i 5 ) . 

Nous retrouvons ainsi le développement ( i4) ainsi que les déve­
loppements ( 1 6 ) et ( 1 6 bis). 

Ce qui précède suffira pour faire comprendre comment on peut 
passer des développements du n° 226 à ceux du n° 228. 
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230. On peut se proposer maintenant de rattacher les dévelop­
pements du n° 228 à ceux du Chapitre VII. 

Nous avons vu au n° 225 que, quand s = o, les équations admet­
tent une solution périodique simple 

x = t, p = y = q = o 

avec les exposants caractéristiques rfc v/â"^ et que les solutions 
asymptotiques correspondantes sont 

p = o , q = ± y / T ^ s i n ^ , t a n g ^ = C e * " 5 ! » , x = t. 

La troisième de ces équations peut aussi s'écrire 

c o t £ = C e , , i i ' 

4 

O U 

tan g y = Ce"' 2 !* , 
4 

suivant qu'on prend le signe supérieur ou le signe inférieur. 
Comme les exposants caractéristiques ne sont pas nuls, les 

principes des Chapitres III et IV nous apprennent que, pour les 
petites valeurs de s, il existera encore une solution périodique; 
nous aurons encore x = t, pendant que p, y et q seront des fonc­
tions de t et de e, développables suivant les puissances croissantes 
de s, s'annulanl avec £ et périodiques de période ITZ par rapport à t. 

De même les exposants caractéristiques qui seront égaux et de 
signe contraire, et que j'appellerai ± fi, seront développables sui­
vant les puissances croissantes de s (Cf. Chapitre I V ) ; fi se réduira 
à + y/2 [* pour e = o. 

Pour les petites valeurs de E il existera également deux séries 
de solutions asymptotiques qui se présenteront sous la forme sui­
vante; pour la première série, nous aurons 

y 
(17) x = t, p = rn, q = t , j , cot— = rl3, 

fia et y\3 étant des séries développées suivant les puissances 
de Ce~Pf, et dont les coefficients sont périodiques en t. 
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Pour la seconde série, nous aurons 
(ly bis) x - t , p = r/i, g- = v)'2) t a n g ^ = V» ; 

ïjj et 7|'3 étant des séries développées suivant les puissances 
de Ce + P' et dont les coefficients sont périodiques en t. 

Si nous considérons maintenant ces quantités comme fonctions 
de £, le n° 106 nous apprendra que les six fonctions rt sont déve-
loppables suivant les puissances croissantes de e. 

Si nous les considérons comme fonctions de JJL, le n° 104 nous 
apprendra que chacun des termes des six fonctions T, aura un coef­
ficient de la forme 

N 

D* 

N étant un polynôme développé suivant les puissances croissantes 

de et de ¡3 et II étant un produit de facteurs de la forme 

m \J — i - t - n p, 
m et n étant des entiers positifs ou négatifs. 

N 

— , comme nous l'avons vu au n° 108, peut être développé suivant 
les puissances de y / j l , mais le développement est en général pure­
ment formel parce que les exposants caractéristiques s'annulent 
pour [ x = o. 

Transformons maintenant les expressions (17) et (17 bis). Com­
mençons par remplacer partout t par x. Résolvons ensuite l'équa­
tion 

y 
C O t ^ - = T i 3 

4 

par rapport à C, nous trouverons 

CeP*= Ç. 
Si nous observons que, pour s = o, Y ) 3 se réduit à Qe$x; nous 

verrons que Ç peut se développer suivant les puissances de £ et 
de co t^ et que ses coefficients sont périodiques en x. 

Substituons Ç à la place de CeP-* dans i\t etT,2; alors T\{ et r l 2 
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deviendront des fonctions de x et de y et l'expression 

rndx -¥• rl2dy 

sera une différentielle exacte dS. Intégrons cette différentielle, 
nous obtiendrons une certaine fonction S jouissant des propriétés 
suivantes : 

i° Ses dérivées seront périodiques par rapport à x. 
z° Elle sera développable suivant les puissances de s et 

de cot=y · 
4 

3° Un terme quelconque de 

dS , dS 

~dx = r ' « o u d e 2J = * 
se composera du cosinus ou du sinus d'un multiple de x, multi­

plié par une puissance de cot^> par une puissance de e, et par un 

coefficient de la forme 
N 

ÏÏ' 

où N est développable suivant les puissances de s, de y/jl et de [3, 
et où LT est un produit de facteurs de la forme 

m y/— i -4- n (3. 

N 

4° L'expression — est développable suivant les puissances de e 
et de \/u.; il en est donc de même de S; seulement, tandis que le 

développement de S suivant les puissances de e est convergent, 

le développement suivant les puissances de y/p. n'a de valeur qu'au 

point de vue formel. 

Nous aurions pu opérer de même sur l'expression (17 bis) et 

nous aurions obtenu une fonction S'tout à fait analogue à la fonc­

tion S, avec cette seule différence qu'au lieu d'être développée sui­

vant les puissances de e et de eoly, elle serait développée suivant 

4 
les puissances de £ et de tang~ 

J'ai dit que S (et S') est développable suivant les puissances de s ; 
soit donc 

S = So+StE-l- S,e*-t-.... 
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supposons donc que nous ayons une expression — ou le premier 

terme du développement de N suivant les puissances de E se réduise 

à ^ B« et où le produit II se réduise à un seul facteur 

y/^7 — np\ 

N 
Alors le développement de — aura pour premier terme 

sp B „ _ / ( i B „ 

a — ndïp. ~ £ V 8 20£ — 

Ainsi s'explique, dans le développement ( i5 ) , la présence du 
coefficient 

B» 
2 a — n 

De même S' est développable suivant les puissances de s, ce qui 
donne 

S'=S'„-1-S', e-+-...; 

Alors S, n'est autre chose que la parlie réelle de ^eix) et A se 
présente sous la forme d'un développement procédant suivant les 

puissances de c ° t ^ > c'est-à-dire suivant les puissances décrois­

santes de la variable que j'ai appelée t au n° 228. 

Ce développement n'est autre chose que le développe­

ment (i 5) . 

Voyons ce que deviennent dans cette transformation les expres-
N 

sions — · 
N est développable suivant les puissances de s; d'autre part, 

8 étant développable également suivant les puissances de Ê , il en 
sera de même de 

i 

m y/ — i -+- n [3 

et le premier terme du développement sera 
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S', est la partie réelle de <ty'eix, et i ] / se présente sous la forme d'un 
développement procédant suivant les puissances de t et qui n'est 
autre chose que le développement ( i4)-

231. Les fonctions S et S' se présentent sous la forme de déve­

loppements. Le développement de S procédant suivant les puis­

sances de cot=7> n'est convergent que quand y est voisin de 21:; 
celui de S', procédant suivant les puissances de tang^> n'est con­
vergent que quand y est voisin de zéro. Mais on peut, par conti­
nuité analytique, définir S et S'pour des valeurs dey quelconques ; 
on peut « continuer » ainsi ces fonctions de telle façon qu'elles 
soient définies toutes deux pour les valeurs de y comprises entre y0 

ety,,y0 ely, étant elles-mêmes comprises entre o et 2tc. 

On peut se demander si dans ce champ où elles sont définies 
toutes deux, les fonctions S et S' sont égales. La réponse doit être 
négative. En effet, si l'on avait identiquement 

S = S', 
les termes des développements convergents de S et S', suivant les 
puissances de e, devraient être égaux et l'on devrait avoir en par­
ticulier Si = S'i, 
et par conséquent 
Or nous avons vu dans les numéros précédents que A n'est pas 
égal à J/. 

Ainsi S n'est pas égal à S'; on peut tirer de là une conséquence 

importante. Nous savons que S et S' sont développables formel­

lement suivant les puissances de \J[x; soient 

i S = T 0 -4- T , /jl -t- T 2 |x H-. . ., 
S ' = T ' 0 - H T ' I V

/ ( X ' - + - T ' 2 ! X - H . . . ; 

ces développements peuvent s'obtenir, soit par les procédés des 

nn S 207 à 210, soit en partant des séries (17) et (17 bis), les déve-
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loppant suivant les puissances de y/jjï (Cf. n° 108) et les traitant 
ensuite comme je l'ai fait au numéro précédent. 

La fonction T,- est, pour y voisin de 2TC, développable suivant 

les puissances de e et de c o t ^ et la fonction Tj-, pour y voisin 

de zéro, se développe suivant les puissances de s et de tang^-

Cette propriété est caractéristique. La fonction S est la seule, en 

effet, qui soit développable suivant les puissances de £ et de cot=^ 

et qui satisfasse à l'équation ( 2 ) ; de même S' est la seule fonction 

qui soit développable suivant les puissances de £ et de tang^ et qui 

satisfasse à l'équation ( 2 ) . 
D'autre part, les n o s 207 à 210 nous apprennent que les fonc­

tions T,- peuvent être mises sous la forme de séries procédant 

suivant les sinus et les cosinus des multiples de ~ Elles sont donc 

développables à la fois suivant les puissances de E et de co t^ pour y 

voisin de ait, et suivant celles de E et de tangy poury voisin de zéro. 

On a donc 

T , = T;.. 

Si donc les développements (18) étaient convergents, on aurait 

S = S'. 

Donc les développements (18) divergent. 
Donc les développements du n° 108, d'où on peut les tirer, 

ne convergent pas non plus. 

(Cf. Tomel , p. 35i, Lignes 3 sqq., et Tome II, p . 3o,2, ligne i3.) 

232. J'ai supposé, dans ce qui précède, que <f(y) s'annule 
pour y = 0 . Cette restriction n'a rien d'essentiel. Si <f(o) ne 
s'annulait pas et était égal par exemple à A 0 , il suffirait d'ajouter 
aux développements ( i4) et ( i5) un terme 

/ V A 0 

V 8 a V 
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et d'ajouter la même constante aux intégrales ( i i ) qui définissent 
<L et y. 

J'ai insisté assez longuement sur cet exemple, qui non seulement 
me permettait de démontrer la divergence des séries des n o s 108 
et 207, mais qui présentait encore d'autres avantages. 

D'abord il montrait comment on peut passer des développe­
ments analogues à ceux du n° 22o à des développements analogues 
à ceux du n° 104, en passant par l'intermédiaire des développe­
ments des n o s 226 et 228. 

Ensuite les singularités que j'ai signalées dans les lignes qui 
précèdent sont la première indication de l'existence des solutions 
périodiques du deuxième genre et doublement asymptotiques, sur 
lesquelles je me réserve de revenir plus tard. 
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