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MEMOIRE SUR LINTEGRATION

CLASSE PARTICULIERE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

MEMOIRE SUR L’INTEGRATION

EOUATfONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES (!).

Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. 1II, p. x1; 1820 (Histoire de I’ Académie).

i Y ———

Jusqu’a présent il n’est aucun Traité de Calcul intégral olt Fon
ait donné les moyens d’intégrer complétement les équations aux
différences particlles du premier ordre, quel que soit le nombre des
variables indépendantes. M’étant occupé il y a plusicurs mois de cet
objet, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale propre
aremplir le but désiré. Mais, aprés avoir terminé mon travail, j’ai
appris que M. Pfaff, géométre allemand, était parvenu, de son coté,
aux intégrales des équations ci-dessus mentionnées. GComme il s’agit
ici d’une des questions les plus importantes du Calcul intégral, et que
la méthode de M. Pfaff est différente de la mienne, j'ai pensé qu’une
analyse abrégée de cette derniére pourrait intéresser les géométres.
En conséquence, je U'expose ici, en profitant, pour simplifier I'exposi-

tion, de queclques remarques faites par M. Coriolis, ingénicur des

(1) Note rédigée par 'auteur sur le dernier de ces deux Mémoires, 27 janvier 1818.
' ’
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6 SUR L’INTEGRATION D’UNE CLASSE PARTICULIERE
Ponts ct Chaussées, ct de quelques autres qui me sont depuis peu
venues & Pesprit. Ainsi simplifiée, la méthode dont j’ai fait usage
fournit, a ce qu’il me semble, la solution la plus simple que Pon puisse
donner de la question proposée. On en jugera par les considérations
suivantes.

Supposons, pour fixer les idées, que I'équation aux diflérences par-
ticlles proposée renferme, avec les trois variables indépendantes =,
¥, =, une fonction inconnue x de ces trois variables, et les| dé-
rivées particlles p, ¢, r de la fonction u, par rapport & ces mémes
variables. .

Pour que la valeur de u soit complétement détermince, il ne suffira
pas de savoir qu'elle doit vérifier I'équation donnée aux différences
particlles. 11 sera, de plus, nécessaire d’ajouter une condition; par
exemple, d’assujettir la fonction u & recevoir, pour une valeur donnée
x, de la variable «, une certaine valcur, fonction des variables y ct .
La fonction de y et de 5, dont il est ici question, pouvant étre choisie a
volonté, est la seule fonction arbitraire que doive renfermer U'intégrale
générale de Péquation aux différences particlles. Il est d’ailleurs facile,
a I'aide des principes déja connus, de ramener I'intégration de cetle
équation aux différences partielles, & Tintégration de cing équations
différenticlles entre les six quantités

Zy, Y, % U g, T

considérées comme fonctions d’une seule variable; ct toute la difficulté
se réduit & savoir ce que I'on doit faire des cing constantes arbitraires
introduites par 'intégration des cing équations différentielles. Or, la
méthode que je propose consiste & éviter I'introduction de ces con-
stantes, ou plutota remplacer les constantes arbitraires par des valeurs
particuliéres, attribuées aux inconnues y, =, u, ¢, 7, ¢t intégrer les
cing équations différenticlles, de maniére que, pour & =.x,, on ait’
VI Yy 5I=5g U=y, § = ¢4, I'="T¢3 Yo 5, désignant deux nouvelles
variables, u, une fonction arbitraire de ces mémes variables, sem-
blable a la fonction arbitraire de y et de =, qui représente la valeur
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D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. T

de u pour x =x,, et ¢,, r, les deux dérivées particlles de x, relatives
a y, et & z,. Si, entre les cinq équations intégrales ainsi obtenues, on
élimine ¢ et r, il ne restera plus que trois formules, dont le systéme
sera propre a représenter l'intégrale générale de I'équation aux dif-
ferences particlles. Ces trois tormules renfermeront les quantités
variables x, y, 5, u; la quantité constante z,, les deux nouvelles
variables y,, 3,, et la fonction arbitraire de ces nouvelles variables re-.
présentée par u,, ainsi que scs dérivées du premier ordre relatives 4 y,
et & z,. Ce n’est qu'aprés avoir fixé la fonction arbitraire dont il s’agit
“qu’on pourra, en éliminant les nouvelles variables y,, z,, obtenir
I’équation finie qui détermine u en fonction de z, ¥, 5.

Rien n’empéche de conserver dans le calcul, avec les quantités
variables x, v, =, u, ¢, r, la quantité p; si 'on observe d’ailleurs qu’on
peut échanger entre elles, relativement aux roles qu’elles jouent, les
variables indépendantes x, v, =, on obtiendra, pour 'intégration gén¢-
rale d'une équation aux différences partielles & trois variables indépen-
dantes, et méme 3 un nombre quelconque de variables, la régle qui
suit ¢ | ’

Substituez, par les moyens ordinaires, a I'équation aux différences

" particlles donnée, autant d’équations différenticlles du premier ordre
(moins une) qu’elle renferme de quantités variables, y compris les
variables indépendantes, la fonction inconnue et ses dérivées partielles.
Les variables indépendantes seront traitées symétriquement dans les
¢quations différentielles dont I'une pourra étre remplacée par I'équa-
tion aux différences partielles données. '

Cela posé, intégrez les équations différenticlles dont il s’agit, par
rapport a toutes les variables qu’elles renferment, 3 partir de certaines.
limites que vous considérercz comme de nouvelles variables, assu-
jetties aux mémes relations que les premiéres. Regardez ensuite, dans
les équations intégrales obtenues, 'une des nouvelles variables indé-
pendantes, comme réduite & une quantité constante, et les autres.
comme devant étre éliminées. Vous aurcz un systéme de formules
propres areprésenter intégrale générale de 'équation aux différences
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8 SUR LINTEGRATION D'UNE CLASSE PARTICULIERE, ETC.

partielles données.: Ces formules ne renferment qu’une seule fonction
arbitraire avec ses dérivées partielles du premicr ordre, savoir la nou-
velle variable qui correspond & la fonction inconnue, et que I'on doit

~ considérer comme une fonction arbitraire de celles des nouvelles
variables qui doivent étre éliminées.
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SUR

LA RESOLUTION ANALYTIQUE

DES

FQUATIONS DE TOUS LES DEGRES

PAR LE MOYEN DES INTEGRALES DEFINIES.

Mémoires de I dcadémie des Sciences, t. IV, p. xxvt; 1824. (Histoire de I' Académie.)

On a fait beaucoup de tentatives pour obtenir la solution des équa-
tions littérales d’un degré supérieur au quatritme. Toutes ces tenta-
tives ont été inutiles; ¢t méme un géométre italien, M. Ruffini, a
démontré, dans ces derniers temps, qu’il était impossible de trouver,
pour la solution de I’équation générale d’un degré supérieur au qua-
tritme, des formules analogues 4 celles qu’on a découvertes pour les
quatre premicrs degrés. Il ne reste donc aucun espoir d’exprimer les
racines d’une équation de degré quelconque par des fonctions irra-
tionnelles des coefficients de son premier membre. Toutefois, avant de
renoncer pour toujours & présenter ces racines sous une forme finie, il
convenait d’examiner si 'on ne pourrait pas les réduire & des intégrales
définics, qu’on a tant de moyens de réduire en nombres. Telle est la
question que s’est proposée M. Cauchy. Déja, en 1804, M. Parseval avait
essayé de la résoudre en suivant, a Paide d’un artifice trés ingénicux,
la suitc donnée par M. Lagrange pour la résolution d’une équation
algébrique ou transcendante. ’

OEuvres de C. — S. I, t. 1L 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 RESOLUTION ANALYTIQUE DES EQUATIONS DE TOUS

Les calculs de M. Parseval étant fondés sur la considération de sérics
dont la convergence n’est pas toujours assurée, les résultats auxquels
il parvient ne pourront étre considérés comme établis généralement
d’une maniére rigourcuse. Aussi I'auteur ayant cherché i les vérifier a
posteriori, dans lc cas oit Péquation proposéc a toutes ses racines réelles,
a-t-il reconnu que, dans cette hypothése méme, I'intégrale qu’il sub-
stitue & la suite de M. Lagrange ne représente une des racines que sous
certaines conditions. La méthode de M. Cauchy, fondée immédiatement
sur la propriété d’une classe d’intégrales définics, conduit facilement a
la solution du probléeme dans tous les cas possibles. Nous nous borne-
rons aux principaux résultats : '

1° Lorsqu’une équation a toutes ses racines réelles, chacune de ces
racines peut étre exprimée par une intégrale définie. Cette intégrale
renferme deux constantes arbitraires entre lesquelles on suppose com-
prise la scule racine dont il est question. Du reste, ces deux constantes
peuvent varier comme on voudra, sans que I'intégrale change pour cela
de valeur. Si les deux constantes s’écartent 'une de I'autre, de maniére
que deux, trois ou quatre racines soient comprises entre elles, I'inté-
grale définic exprimera la somme de ces deux, trois, quatre racines, ete.

2° Lorsqu'une équation a en méme temps des racines réelles et des
racines imaginaires, on peut encore représenter chaque racine réclle
par une intégrale définic qui renferme deux constantes arbitraires,
pourvu que 'on supposce comprise entre ces deux constantes la pdrtie
réelle de la scule racine que I'on considére. Cette remarque suflit pour
montrer en théorie que toute racine d’une équation peut étre exprimée
par une intégrale. Toutelois, comme, dans le cas ol I’on veut obtenir
les valeurs numériques des racines, la détermination des deux con-
stantes peut entrainer de longs caleuls, il estalors préférable d’employer
le moyen qui va étre indiqué.

On cherchera d’abord une constante unique, inférieure au plus petit
coeflicient positif de y'— 1, dans les racines imaginaires. On y par-
viendra sans peine par la méthode exposée dans la quatriéme note de
la Résolution des équations numeériques. Cela posé, il deviendra facile de
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LES DEGRES AU MOYEN DES INTEGRALES DEFINIES. 11
substituer a ’équation proposée deux autres équatidns qui aient pour
racines respectives : la premieére, les racines réelles de I'équation pro-
posée, et la seconde, celles des racines imaginaircs dans lesquelles le -
coefficient de /— 1 est positif. Les coefficients de ces deux équations
scront des intégrales définies renfermant la scule constante dont on
vient de parler. On doit méme observer que, si toutes les racines sont
imaginaires, la constante dont il s’agit pourra étre supposée nulle. Pour
fixer les idées, considérons une équation du sixiéme ou du huitiéme
degré dont toutes les racines sont imaginaires. On pourra, d’aprés ce
qu’on vient de dire, et sans la recherche préliminaire d’une constante,
réduire immédiatement cette équation 4 deux autres du troisiéme ou
du quatriéme degré.

Dans toutes les intégrales employées dans cette méthode, la fonction
sous le signe f est une fonction rationnclle de la variable, qui ne
devient jamais' infinie, et pour laquelle le degré du dénominateur est
supéricur au moins de deux unités a celui du numérateur. Il en résulte
que chacune de ces intégrales a une valeur finie et déterminée que I’on
peut réduire en nombres. Souvent méme il sera aisé de la transformer
en une série trés convergente dont les termes suivent une loi connue;
en sorte que I'on peut immédiatement prolonger cette série autant
qu’on voudra. C’est ce qui arrivera, par exemple, si 'on considére une
des équations & trois termes, que I'on ne sait pas résoudre dans le ¢as
ol toutes les racines sont imaginaires.
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MEMOIRE )

SUR

LES DEVELOPPEMENTS .DES FONCTIONS

EN

SERIES PERIODIQUES ),

Mémoires de I’ dcadémie des Sciences, t. VI, p. 603; 1827.

———— G —

La solution d’un grand nombre de problémes de Physique mathéma-
tique exige le développement des fonctions en séries périodiques; par
exemple, en séries ordonnées suivant les sinus ou cosinus des mul-
tiples d’'un méme arc. Dans les séries de ce genre, les coefficients des
différents termes sont ordinairement des intégrales définies qui ren-
ferment des sinus ou des edsinus; et, lorsque les intégrations peuvent
s’effectucr, en raison d’une forme particuliére attribuée a la fonction
qu’'il s’agit de développer, on reconnait aisément que les séries ob-
tenues sont convergentes. Toutefois il était a désirer que cette con-
vergence puit étre démontrée d’une maniére générale, indépendamment
des valeurs des fonctions. Or, on y parvient facilement en faisant usage
des formules que j’ai données dans les Mémoires sur les ondes (2), et
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, et rem-

placant, & I'aide de ces formules, les sinus ou cosinus renfermés sous

(1) Lu & I'Académie royale des Sciences, le 27 février 1820. .

(?) Poir la page 232 du Mémoire Sur la Théorie des ondes, et la page 29 du Mémoire
Sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. (CGEuores de Cauchy, 8.1,
T. I, p. 236, 237 et S. 1I, T. XV.)
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SUR LES DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS, ETC. 13

le signe fpar des exponentielles dans lesquelles les parties variables
des exposants sont négatives. Ajoutons que 'emploi. des mémes for-
mules fournit lc moyen de substituer, dans certains cas, a la série qui
représente le développement d’une fonction une intégrale définie, et
que cette substitution produit de nouvelles équations fort remarquables
dont on peut se servir avec avantage dans les questions de Physique
mathématique.

Pour montrer une application de ces principes, considérons la série

faf(u)d.u - 2f c0s 27 (2 — ) f(s) dp.

( —|-2f cosé;(x——p)f(p)dy—i—....

Il est facile de reconnaitre : 1° que la fonction représentée par cette
séire ne varie pas, quand on fait croitre ou diminuer & d’un multiple
de a; 2° que cette fonction, entre les limites x = o, # = a, est équiva-
lente au produit @ f(x). En effet, si 'on désigne par ¢ un nombre infi-
niment petit, et si I'on pose 8 =1 —¢, la série (1) pourra étre remplacée
par la suivante

a a 27 —3 : a ir
)y —(x—p)y=1
[(rwrdus [ e T dps [ o e
° o 0
a om0 — a A YT
+f &Y lf(H)dH—!—ef & iy dp e
[ L]
« “ ez%’(x—m»/—_i YA e—z‘f"”—”“’:—‘
:f f(H)dl-L"‘/ T /7f(H)dH+/ —2—"(1'—;*)‘/:‘1]0(“)61
0 A 1—fea TTHIVE o L—0Oe ®
:f f(p-)a’u+/
0 0
“Tis: ! + - S dp
— 2T, 3 2_'”1'— vy )
/0‘ e—T(-l ®)y- 1—6 ea(‘ vy 1._6:'

Or, 0 étant trés rapproché de 'unité, et a étant compris entre zéro

1

ft 1
— d
_2_“(,1._”)‘/_—1_6./’(&*)61&*-*‘/ ez;lg(x_m/_—l—ef(b*) P
0

e o
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14 MEMOIRE SUR LES DEVELOPPEMENTS

*

et a, ’expression

I 1
+
2T, — | =
TR g TS g

s I+

sera sensiblement nulle, excepté quand p. différera trés peu de x. Par
suite, la derniére des intégrales relatives 4 g pourra étre prise entre
deux limites trés rapprochées de x. Or, si 'on fait = + ew et
0 =1 — ¢, cette intégrale sera réduite sensiblement )

a—x

Sz E ( : + - dw=a f(x).
K -\I+%W\/-——_l l—%nn:\/:—]>

€

On aura donc, entre les limites x = d, © = a,
Sf<x>=;f Srdp+ 2 [ cos2E (@ — ) flp) dp
(2) ' '

( ' +fo cos[%r(x—#)f(i*)df*-*‘----

La série précédente peut étre fort utilement employée dans plusicurs
circonstances. Mais il importe de montrer sa convergence. Or, pour y
parvenir, il suffit de rappeler qu’on a généralement, lorsque la fonction

® (E" + vy — 1) s’évanouit pour v =,

f o) dp

=/ oo+ ) gy sy FRCIONE

et, lorsque la fonction ¢ (u -+ vy — 1) s’évanouit pour v = — <,

foncp(u)dn

= 2L [ oo W)~ ol T b T o,

(4)
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DES FONCTIONS EN SERIES PER‘IOI)IQUES. 15
Si, dans la premiére de ces équations, on pose '
9(p) = e/ f(p),

b étant une quantité positive, ct f(u.) une fonction qui reste finie pour
toutes les valeurs réclles et imaginaires de w, on aura

(3) f“e"w-“*fw)dp:\/—g—lf”(eaw——lf<a+v\/_—l)_fw:;))e—bv .

Sil'on suppose, au contraire,

o (p) = e~ oW =T {(p),
on aura '

fqe_bwjf(!*)du
© 17 )
= \/—L.—: (e“‘”"/—_1 f(a—vV—I)—f<__v\/___f))e-—bv dv.
— 1 ' .

. Cela posé, revenons a I'équation (2). Cette équation, pouvant s’écrire
comme il suit = '

gfm:gf Fwdu k[ et T ppydut.

0 0

(7) . 5o
? +£f e T fpydp ‘
\ 0 .

on cn déduira, & Paide des équations (5) et (6),

F@y=7 [ fidp

27
v

GL I PO AT ' 2T
+ f [e @l )mf(a+V\/:)—e “ ‘/——1 f(v\/:_i)]e Codu..
0

a\y—1

2T

av{:[w [e‘%?‘(x-_a)\/:_i f(a—v\/:—l)—'ezﬂﬂl‘/:f<——v¢:)] e—Tvdv—l—.,.

(8) -

[ [T YD syl

=y AL AR PR W v P

’
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16 MEMOIRE SUR LES DEVELOPPEMENTS

et, par suite,

floy= 1 f f(w) d

(9) <a+v¢-:l) FOV=R) _ fla—w/=0) —(—w/=D)],

—1 e

—1

La série comprise dans le dernier membre de la formule (8) a évi- .
demment pour terme général

(10) S ar _—r f
(_T “*"’“"f [/ /=) — ey =)

2n

T ey —  fOy=)] v

. L 20T
ou, si I'on fait — =3,

e )~ ()

CanmyV—1 nm onm
2nm ©
1 xy=1 as asz
. e @ f e~ [f(a__ ol _.1> ._.f<_ \/:>] ds.
2Ty —1 o a2nT 2nm

Or, pour des valcurs trés grandes de n, chacune des intégrales com-

(1)

prises dans I'expression (11) se réduira sensiblement &
.f(a) -—f(O),
ct cette expression elle-méme i

21T

(12) — ——[f(a)= f(o )] sin—-.

2nT

Or, il est clair que la série qui aura pour terme général I'expres-
sion (12) sera une série convergente.

1] est essentiel de remarquer que la formule (9) peut se déduire
‘immédiatement: des équations (3) et (4). En effet,” on a, en vertu
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DES FONCTIONS EN SERIES PEIKIO])IQUES.' 17

de ces équations, en supposant @« renfermé entre les limites o.
et a,

“ S de f(a+v\/_) —/OV=1) 4,

a.
o e V=T \/ xy=1 5y =3 /(@)

e" —1

(13)
P')dlu e (a_vV ) f<_vv )d’J af( )
e“’{—fm—n\/_x . /—1 ' —2T =i L"v -

e“ —1

Or, il suffit d’ajouter ces derniéres équations pour retrouver la for- .
mule (10).

Si I'on remplace « par a, dans les intgégrales relatives & 1 que ren-
ferment les équations (13), on tirera des formules (3) et (4)

_fu)dp f(a+v\/—1) JOV=1) , a -
—n = v — 7 L[f(a)+f(o)],
Sf AR [ T
(14)
C_fwde fla— =) =S gy 2 ) S0
e?%}h/_1 1 \/:_ e“v--l
puls, cn zqoutant,
f((.L / f(a—!—v\/—l) f(v\/—l) f(a—v\/—l)+f(—)\/—l>
(15) s 0 \/—_ , 6“ V_,l

— 2 17(@) +£(0)). n '

On aura donc

/ fla+w=)—fla—sy=1) = fOV=D) + fl—w/=1) v
= O

2 (/@) +/(0)] —f () dy

—1I

o La formule (16) parait mériter attention des géométres. Elle com-
prend, comme cas particuliers, des formules connues. Si I'on fait, par

OFuvres de C. — S. 1, t. IL. . 3
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18 "~ MEMOIRE SUR LES DEVELOPPEMENTS

exemple, f(x) = «?, elle donnera

puis, en prenant @ = a7,

f“’ vy 72
. =4,
, €—1 6

Nous terminerons en observant que la théorie des intégrales singu-

.

licres suffit pour déduire la formule (16) de la formule (9), quoique au
premicr abord ces deux formules ne paraissent pas d’accord entre clles.

Post-scriptum. — Dans les formules (3) et (4), le signe S, placé
devant la fonction ¢(z), indique, conformément aux notations adoptées
pour le calcul des résidus des fonctions, la somme de plusicurs résidus
de la fonction ¢(z), ¢’est-a-dire,.cn général, la somme de plusieurs des
valeurs du produit ¢ 9(s +- ¢) correspondant & des valeurs infiniment
petites de ¢, et & des valeurs finics, réclles ou imaginaires de z, qui
vérifient I’équation
(17)

1
?(z)

Les limites placées a droite et & gauche du signe S sont les quantités
entre lesquelles doivent rester comprises : 1° les partics réelles; 2° les
cocfficients de y'—1 dans les diverses valeurs de s lirées de 1'¢qua-
tion (17). Ajoutons que la démonstration donnée ci-dessus de la con-
vergence de la série (1) suppose évidemment : 1° que 'équation (2)
peut étre remplacée par I'équation (8), ce qui a cffectivement licu
quand la fonction f(jr) conserve une valeur finie pour toutes les va-
leurs finics réelles ou imaginaires de ;3 2° que l'expression (11) ne
devient pas indéterminée pour des valeurs infinies de , ce qui arrive-
rait, par exemple, si I’on prenait £(z) = ¢”. Si ces conditions n’étaient
pas remplies, la série (1) pourrait devenir divergente. C’est, en parti-
culier, ce qui aurait lieu, si I'on prenait

fle)= ——— .

= — 2,
, (a—ax)
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DES FONCTIONS EN SERIES PERIODIQUES. 19

puisque alors le terme général de la série (1), ou 'intégrale

«
‘2f cos%—r(x—y)(—a—gma
0
aurait une valeur infinie.
Observons encore que, si on veut obtenir sous forme finie le reste
de la série comprisc dans I'équation (2), il suffira de remplacer, dans
la formule (10), les produits

—_— 2 PO
__21{1‘711"/_1 --2'”:.‘/ .I{ll'rl:x‘/_1 _2n7tv
e e , €
par les fractions
. t

M~ 27T 2 — _2nT

e_T‘z 16 1t M «a x 1e a v
T H .
Ly g . Tay=1 —2Ty

1—e a e a 1-—e a e n

Aprés ce remplacement 1l deviendra facile, quand la série (1) sera
convergente, d’assigner des limites entre lesquelles soit renferme le
reste dont il s’agit. '
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SECOND MEMOIRE

SUR

I’APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS

AUX QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE (%).

Memoires de I’ dcadémie des Sciences, t. VI, p. 463; .1827.

. e

Jai montré dans divers Mémoires comment on peut déterminer par
le calcul des résidus les constantes arbitraires et les fonctions arbi-
traires que comportent les intégrales générales des équations linéaires
différenticlles ou aux différences partielles, ct dans I'un de ces Mémoires
j’al indiqué un'moyen général de développer une fonction de  en une
série d’exponenticlles dont les exposants soient respectivement propor-
tionnels aux diverses racines d'une équation transcendante. Cette
derniére question, qui sc présente sang cesse dans la Physique mathé-
matique, avait été résolue dans des cas particuliers, 3 'aide d’intégra-
tions par parties. J'ai fait voir comment on pouvait étendre & un plus
grand nombre de cas la méthode déja employée par les géométres el
en méme temps j'ai déduit du calcul des résidus une solution générale
et rigoureuse de la méme question, dans un Mémoire publié en
février 1827. Cette solution exige seulement : 1° que la fonction qui
forme le premier membre de I'équation transcendante puisse se par-
tager en deux parties, dont le rapport soit nul pour des valeurs infinies

(1) Lu & I'Académio des Sciences, le 17 septembre 1827. Un premier Mémoire sur le
méme sujet a_été imprimé séparément et publié en février 1827. (DEuvres de Caucly,
S. 11, T. XV.)
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positives de la variable » comprise dans cetle fonetion, et infini pour
des valeurs infinics négatives de la méme variable; 20 que le rapport
de la premicre ou de la seconde partic & la fonction totale, étant mul-
tiplié par une certaine exponentielle, il en résulte un produit qui
s’évanouisse pour des valeurs infinies mais réelles de r, et dont le
quotient par r s’évanouisse encore pour des valeurs infinics réelles ou
imaginaires de la méme variable. Comme ces conditions, lorsqu’il
est possible d’y satisfaire, peuvent étre remplies d’une infinité de
manicres, la question admet une infinité de solutions diverses; ce qu’il
était facile de prévoir, attendu qu'il existe une multitude de séries
d’exponenticlles dont la somme est égale & zéro. Au reste, on peut
encore résoudre la question que je viens de rappeler, & Paide de plu-
sieurs autres méthodes. L'une de ces méthodes est celle que M. Brisson -
vient d’exposer dans un Mémoire, présenté le 27 aout dernier, mais
auquel il travaillait depuis longtemps. Elle consiste 2 généraliser la
formule qui fournit I'intégrale d’une équation différentielle linéaire &
coefficients constants et de l'ordre 2, entre & et y, quand on connait
les valeurs de y, »’, »”, ..., ™" correspondant & une valeur par-
ticuliére z, de la variable . Cette formule, qui se déduit aisément de
Panalyse employée par Lagrange dans les Memoires de I’ Académie de
Berlin pour 'année 1775, peut subir diverses métamorphoses, aprés
lesquelles clle devient, quand on suppose x = o=, éminemment propre
au développement d’une fonction ensérie d’exponenticlles. Alors, en
cffet, la variable principale y se trouve représentée par une semblable
série; et, si la généralisation de la formule dont il s’agit est légitime,
y doit se réduire 4 une fonction qui recoive, avec ses dérivées suc-
cessives, les valeurs particuliéres données pour a.= x,. Toutefois, il
importe d’observer : 1° qu'il existe une infinité de fonctions propres a
remplir cette derniére condition; 2° que la formule, établie pour des
valeurs finies de @, peut devenir inexacte dans le passage du fini a
Iinfini. Ces difficultés disparaissent devant une quatriéme méthode
qui a toute la rigueur des deux premiéres et s’applique non seulement
du développement des fonctions en exponentielles, mais encore & une
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22 APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS

multitude de questions du méme genre. Cette derniére méthode, qui se
déduit immédiatement du calcul des résidus, est fondée sur le principe
dont j’ai déja fait usage pour déterminer les constantes arbitraires
comprises dans les intégrales des équations différentielles. Pour la
faire micux saisir je commencerai par résoudre la question sut-
vante : \

Prosreme I. — Sorent

F(r) et f(z,y,..., 1) deux fonctions der et de x, y, ... qui restent
Jfinies U'une et Uautre pour des valeurs finies de r;

¢ une constante determinée;

'y, Iy, «.. les racines de I’équation algébrique ou transcendante

(1) . F(ry=o.

On propose de developper la fonction f(x,y, ..., p) en une série de

la forme
(2) f(x,y,.,.,p).: Rif(z,y,...,r) +Rof(2,y, . coyr)+.. 0y

Ry, R,, ... étant des fonctions semblables des racines r,, r,, . ...

Solution. — Pour résoudre le probleme qu’on vient d’énoncer il
suffira évidemment de trouver une fonction ¢(r) qui demeure finic
elle-méme pour des valeurs finies de r, ct qui soit propre a vérifier
'équation

(3) f(z,, _“,P):&@(r) igf(ly) ).)..,r)_

Or, on a identiquement

(4) f(z,y, ...,p):‘g_____f(fzf'_"p')sr),

et, par suite, I'équation (3) pourra étre réduite a

) p 1@ 0t _ p oD (@7, )
¢ (r—p)y T ((Fn)n @ Ny
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ou, ce qui revient au méme, &

- (r—p)o(n) —F(r) |
* L Ry (7 e =

Or, si l'on pose
(7) ‘ (r—p)o(r) —Fr)=x(r)
.on en tirera

(8) - o(ry= )T 2ln)

2
r—e -

et, pour que la fonction 9(r) reste finic tant que la variable r I'est
elle-méme, il faudra que l'on ait

(9) F(p)+yx(p)=o

et, par suite,

. F(ry—F AN
o(r) = (l)__p(p)+x(72_;c(p),

ou, ce quirevient au méme,

. F(r)—F
(10) CP("):—‘—(CZ.—_F-(Q‘F‘JH("),
$(r) désignant une fonction qui ne devienne pas infinic pour des va-
lears finies de la variable. Si U'on adopte la valeur précédente de r, Ia
formule (6) deviendra

F(p) — (r—p)¢(r) N
(11) 2: (= F (M) f(z,yy,...,)=0,

L ]
,

et, si 'on suppose, en particulier, ¢ (r) = o,

(12) o(r) =20 =210)

H

elle se trouvera réduite &

. : , v f(x,y,---,") —
(13) F( )L(((r—p)l“(r)))_o'
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Or, cette derniére se trouvera vérifiée, pour les systémes de valeurs
des variables @, y, ... compris entre certaines limites, si entre ces

limites le rapport : ‘
f(x,_y. cey +S\/:_I)

(14) ) ) F(r-+sy—1)

s’évanouit pour des valeurs infinies, positives ou négatives, de 'une des

variables r, s, et si le quotient de ce rapport par r + sy—1 s’évanouit
lui-méme pour des valeurs infinies ct réelles de r et de s. Donc, alors
I'équation (3) sera vérifiée par la valeur de ¢(r) que détermine la for-
mule (12), et I'on aura, en supposant les variables «, v, ... renfermées
entre les limites dont il s’agit,

- . F —F f WYy ooy I’
(1) (2,0, 00y =4 (r)—p(p)‘ (x«i{(r)»l)'

Corollaire I. — Si I'on pose, en particulier,

f(z, 5, .. ,‘. ry=ex,
la formule (15) donnera

CF(r)—F(p) e
6 Pz — | .
) , CTCT = W) '

Cette derniere équation suppose que le rapport

e( r+s/=1)x

F(r—l— S\/—_l>

s’évanouit pour des valeurs infinies et réelles, positives ou négatives,
* de l'une des variables r, s, et que le quotient du méme rapport par
9, " .

(17)

r—+ sy — 1 s’évanouit pour des valeurs infinies et réelles de r et de s.
La premiére condition sera remplie, en particulier, si le rapport

el'x

F(r)

(18)

s’évanouit pour des valeurs infinies ct réclles, positives ou négatives,
de la variable r. .
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Corollaire II. — L’équation (15) peut étre présentée sous différentes
formes, entre lesquelles on doit distinguer la suivante :

. 1
f(x, v, ...,r)f F'lr+2(p—r)]di
0

(19) f(.z‘,“V,...,P):J; ((F(’.)))

En posant f(x, y,...,r) = ¢, on aura

1
. e""”f F'{r+i(o—r)]dr
(20) etr=1 — ) .

Je passe maintenant a la solution d’un second probléme dont voici
Pénonceé : '

Prosrine II. — Les mémes choses etant posées que dans le probléme I,
et u=f(x,y,z, ...) désignant une fonction quelconque des variables
Z, ¥, 5, ..., 0n propose de développer cette fonction en une serie semblable
a celle que ren ferme U'équation (2).

Solution. — Pour ramener ce probléme au précédent il suffit de
transformer la fonction « en une intégrale de la forme

(21) thEqa(p)f(x,y,‘.-,p),
ou ' :
P1 7
(22) u::f o(pyf(x,y,....,p)dp.
. Po '

En effet, aprés avoir effectué cette transformation, on tirera immé-
diatement, des formules (19) et (21) ou (22),

2<p(p)le’[r+7\(p— r)]d?\

(23) u:d/f(x,y,...,r) F) y

ou bien

Ps !
f fcp(p)F’[“f“P—”]‘ﬂd‘"
. _ oy Lee o
(24) u_&f(x,‘),---,’) ((E("))) .

OLuvres de ¢, — 8. 1, t. 1l
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26 APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS

Concevons, en particulier, qu'il s’agisse de transformer la fonction

u=/[(z)

en une série de la forme

R,en*+ Rye"® -, . .,

Ty Ty ... étant les racines de F(r) = o. On observera d’abord qu’on a

généralement
(25) f(x):;?r/ f e F—WV=1 (1) dao dps,

De plus, on tirera de 'équation ( 20)

le’[r—I—l(a\/——_f—r)] d)

x/—1.— P YO re
(26) en=t=_ (F(r) e

14

On aura done, par suite,

| f‘f’” fwe‘“w——x F' [+ y—=1—1r)] f () ) dev s
_L}‘ 0 Vewdw ' rx
(27) fl@)=—_. (F(r)) o

ou, ce qui revient au méme ('),

!

F'r 2 (ay—1—r)] f(E) ar
(F()) ;

(28) f(.v:).:‘l;e"" g

le signe S se rapportant & la Iettre 7, le signe o & la lettre &, et la va-
riable & devant étre réduite & zéro aprés les opérations qu'indique le
signe . '

(1) Jo suppose ici, comme je I'ai déji fait dans les Exercices de Mathématiques, que
I'on désigne par la notation

¢ (w) f(E)

al—ﬂ‘/_w‘/_we“(i—w‘/:f‘(k‘)?(a)dx(/p., .

I'intégrale double
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Exemple. — Si 'on pose
(29) . F(r)y=esr—y,
on trouvera '
F'(ry=aes,  F[r+1(ay=7—r)]=acsrt-neaa/T,

Et comme on a d’ailleurs en posant £ = o, aprés les opérations in-
diquées par =,
e/~ f(E) = f(E + ad) = f(ad),

la formule (28) donnera -

1 .

a[ e* =0 f(ad) dh

(30) @) =8 =y

puis, en faisant pour abréger ai = u,

oo [ s s
[Cerer s

(31) Sy = s

ce qul est exact. )
D’aprés.ce qu’on a dit, la formule (28 suppose que lc rapport

erx
) F(r)
§’évanouit pour des valeurs infinies et réclles, positives ou négatives,
de 7, ou du moins que le rapport

e(l'+.v\/~—1).r
F(r +sy—1)

s’évanouit pour des valeurs infinies et réclles, positives ou négatives,
de I'une des variables 7, s. La premiére condition scra remplie, si lon
pose F(r) = e“ — 1, quand la valeur numérique de o sera inférieure a
celle de a. Donc la formule (31) suppose x*< a2,

Concevons encore que I'on propose de transformer la fonction f(x)
en une séric de la forme

R, cosriz+ Rocosrz+.. ., -
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28 APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS, ETC.

Iy Fay - Stant les racines de

F(r)y=o.

On obscrvera d’abord qu’on a, pour des valeurs positives de @,
(32) f(w)z;%f f cosap cosax f(p) da dp.
) o Yo

De plus, la formule (19) donnera

1
' cosrxf F'{r=+X(a—r)ldh
(33) "cosax=J 2 ‘ .
o ((F(r))

On aura done, par suite,

' U po po '

cosrx cosap B[ 7+ A(o — )] f() dh dec dp.
e[ [ -
« ((F(r))

(34) Slx)=

ENRS
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MEMOIRE

SUR

DIVERS POINTS D’ANALYSE .

Mémoires de I’ Acadimie des Sciences, t. VII, p. g7; 1829.

On peut, 4 I'aide d’une formule donnée par Lagrange et 'de plusieurs
autres.formules du méme genre, développer en séries les racines des
équations, ou les fonctions de ces racines. C’est ainsi que, dans I’Astro-
nomie, on développe le rayon vecteur de 'orbite d’une planéte et I'ano-
malie vraie en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de
Pexcentricité. Mais, comme les séries de ce genre ne peuvent étre
utiles que dans le cas ou elles sont convergentes, il importait beau-
coup de fixer les conditions de leur convergence. On n’y était parvenu
jusqu’a présent que dans quelques cas particuliers, par excmple dans
le cas ou il s’agit de développer le rayon vecteur ou I'anomalic vraie
d’une orbite planétaire. Ce cas cst celui que M. Laplace a traité par
une analyse fort délicate dans deux Mémojres, dont I'un a été inséré
dans la Connaissance des Temps de 1828, et dont.l'autre vient d’étre
publié tout nouvellement. Il a supposé, pour plus de simplicité, que
I'anomalie moyenne était réduite 4 un angle droit, et alors il a trouvé
que la valeur de excentricité, pour laquelle chaque série cessait d’étre
convergente, Qépcndait de la résolution d’une équation transcendante
dans laquelle entrait le nombre e. Frappé d’un résultat si digne de

(1) Lu & T'Académic royale des Sciences, le 3 septembre 1827. .
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30 MEMOIRE SUR DIVERS POINTS I’ANALYSE.

remarque, je me suis demandé s’il ne serait pas possible de fixer géné-
ralement les conditions de convergence de la série de Lagrange, et des
formules du méme genre que j'avais obtenues & I'aide du calcul des
résidus. Mes recherches sur cet objet m’ont conduit a reconnaitre que
ces conditions peuvent toujours étre déduites de la résolution d’une
équation transcendante qui renferme, comme cas particulier, I'équa-
tion trouvée par M. Laplace. Mais, pour arriver & ce dernicr résultat,
J'ai été obligé de recourir & une méthode trés différente de celle qui a
été employée, dans la théoric du mouvement clliptique, par Iillustre
géometre que je viens de citer. Pour donner une idée de cetic méthode
il est nécessaire d’entrer ici dans quelques détails. -

Je considére d’abord une intégrale définic dans laquelle la fonction
sous le signe fest imaginaire et composée de deux facteurs, dont le
premier est une puissance fort ¢levée et du degré n, par exemple u”,
u désignant une fonction réclle ou imaginaire de la variable  par
rapport & laquelle on intégre. Le second facleur ¢ peut étre pareille-
ment une fonetion réelle ou imaginaire. Cela posé, je prouve que, dans

le cas ol le plus grand des modules de u correspond & une valeur X

cpe, . ce oA e .
de @, qui fait évanouir la dérivée 5—- I'intégrale proposcée est le pro-
q ar 8 .

duit de la valeur de «*¢ correspondant & z=1X, par la racine carréc du

quotient qu'on obtient en divisant la circonférence décrite avee le

rayon I par le nombre n et par une quantité trés peu différente de la
o 1 . , »

dérivée du second ordre de l(;) ("). Lorsque I'intégrale renferme une

certaine constante r et a néanmoins une valeur indépendante de r, on

peut disposer de cette constante de maniére que le plus grand module

. s du , .
de u réponde & une valeur nulle de - ct, par conséquent, de manicre

a obtenir la valeur trés approchée de I'intégrale que Uon considere.
Pour y parvenir il suffit de chercher les valeurs de 7 et de « qui
vérifient simultanément les deux équations réelles comprises dans

(1) Dans le cas particulier ol les fonctions , ¢ se réduisent & des, quantilés réelles, le
résnltat que nous indiguons ici s'accorde avec une formule donuée par M. Laplace.
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I’équation imaginaire
du
'd—x‘ —=o0.

Parmi ces valeurs se trouvera nécessairement la valeur demandée de
la constante r. Donc, cette valeur sera une racine de I'équation trans-
cendante que fournira I'élimination de -entre les équations réelles
dont je viens de parler.

Je recherche ensuite les valeurs approchées des différentielles dont
I'ordre est trés considérable, quand la fonction sous le signe j ren-
ferme des fonctions élevées & de trés hautes puissances. J'y parviens
en transformant ces diflérentielles en intégrales définies qui ren-
ferment une constante arbitraire dont. leurs valeurs sont indépen-
dantes. La détermination approximative des différentielles dont il
s'agit dépend encore de la résolution d’une équation transcendante
qui fixe la valeur de la constante arbitraire.

En partant de ce principe, on détermine aisément les conditions de
convergence: de la séric de Lagrange et des autres séries du méme
genre, et I'on établit, par exemple, relativement a la série de Lagrange,
une régle de convergence que je vais indiquer.

Z étant une fonction quelconque de la variable 5, on peut attribuer a
cetle variable une infinité de valeurs imaginaires qui aient le méme
module 7, et parmi ces valeurs il y en aura une pour laquelle le module
de la fonction Z deviendra un maximum mazximorum. Soit R le mo-
dule maximum maximorum de Z, corfespondant au module r de la
variable z. R variera avec r, et 'on pourra choisir 7 de maniére que R
soit une valeur de Z correspondant & une valeur de r qui vérifie

-

I'é . dl : .
équation —— = o. Dans ce cas, R deviendra ce que nous nommerons

le module principal de la fonction Z. Cela posé, concevons que, par la
formule de Lagrange, on développe en série la racine = de I’équation

s=t+ f(z),

ou une fonction quelconque de cette racine. On'prouvera; par les prin- -
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cipes ci-dessus établis, que la série obtenue sera convergente ou diver-
gente suivant que le module principal de la fonction

f(3)

~
S

sera inféricur ou supéricur a 'unité.

Au Mémoire dont je viens de donner un extrait j'en ai joint un
second, dans lequel je détermine le reste de la série de Lagrange, en

I'exprimant par une intégrale définie.
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Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. VIII, p. 1015 1829.

§ I, — Détermination approximative de l’intégrale

(1) S:fj utvdaz,

0

uety désignant deuzx fonctions reelles ou imaginaires de la variable z,

et n un nombre tres considerable.

Soient X une valeur particuliére de z; U, V, U, V', U”, V7, ... les va-
leurs correspondantes de «, o, ', ¢/, u”, ¢, ... et cherchons la partic

de I'intégrale S comprise entre les limites trés voisines

(2) x:X—-\/i;, x:X+\7—(%-‘
- On aura, entre ces limitgs,
(3) - 4 u:U.—I—g(x—.X)—l— %(x;X)2+..., Q
puis, en posant
(4) ‘ x:X—!——[_;
v : n -

e

OFuvres de C. — S. 1, t. Il
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on trouvera

(3) u=U+— —=+-——=+4+...,

S1(u>=l(U)+1<1+9——‘=+E—U'§+...>
(6)

Ut ur—Uyr
U ./ 203 n
(7) u="Ue " ,
et, par suite,
: v vr—uer
_tﬁ——_ It
(8) unt—Unrel L

ou, c¢ qui revient au méme,

no U7 i RN L
. n__ [Inp2 GA—00, 202 ( R ”)
(9) ur=U"e e .

On en conclura, a trés peu prés,
a

X+ 1) U2 — U
yr 1 +a no U2 WU U, o
(10) f uvde = — ret UP-UU" o 202 Vdt

x—< Vnd_a

n
désignant bréger 1 stante o\
¢ désignant pour abréger la constante gr—gg V7
Si, pour plus de commodité, on posait
(11) ©w—=e", el U=e¢W ou W =1I(U),

on trouverait sensiblement

U’ — Q2 uur
(12) U:W” U—_l_ =W,
. 1 1
Wawewr
(13) . u—e +W ‘/Z+“ 2nt ,
g E ,' “vl’ \‘-"< ‘-‘: 1
(IA) U’lzen‘v-.—‘v“/'—l-'_ 2 l+“‘:en (W_W)eT t+\\""/ﬁ) ’
S w2y .
o ) xn
(15) f unvdx:__—\/_*f e? W V 4.
x-Z n ap
Vn
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L’équation (15) suppose que \/—a; est trés petit, ce qui peut avoir lieu,
' n

méme lorsque a prend une valeur considérable, par exemple lorsqu’on

. 3 4= . .
fait a = \/ﬁ, a=\/n,-.... Alors on a sensiblement, pourvu que la partie
réclle de W” soit négative, ‘

¥

“ © —(-F)e om
(16) /32 th:f e VA= vy /2T

Par suite, si, la partic réelle de W” étant négative, la condition
(17) ’ Wi=o

se trouve remplie, 'équation (15) donnera sensiblement

x+¢i_ VW

n en 27

8 f n d = —-— — 7t

(18) - uvdx \/n W
. a

Si W’ n’était pas nul, il ne serait pas possible de remplacer l'inté-
grale )

par
w W’ 0 _‘!l' g

f eT<l+¥ﬁ)ﬂdt:f eﬂln’t.

Car on aurait ¢videmment

‘w:
© e Y’ T,
(19) fe2 w dt:f et dt,
—rt W

(.
—-n—ﬁ\/n

et, @ étant trés petit par rapport a vz, les limites de I'intégrale com-
prise dans le second membre de la formule (19) seraient des infinis de
méme signe. Done cette intégrale serait sensiblement nulle si la partie
réclle de W” était négative. Au contraire, si la partie réelle de W était
positive, I'intégrale comprise dans le second membre de la formule (19)
deviendrait infinie. ’
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Soicnt maintenant
(30) | w=p+qy—1,
et P, P, P, Q, Q, Q" ce que deviennent p, p', p”; ¢, ¢'» ¢ quand on
pose = X. On aura .
(21) u=ev=er(cosq 4+ —1sing).
Doné e? sera le m(;du]e de «. De plus, on trouvera
(22) W=P+Qy=1, W=P+QVy=1, W==pP'+Qy—1
Done, si W’ est nul, on aura
(23) P'=o, Q' =o,
et, st la partic réelle de W” est négative, on aura

(24) P'< o,

Cela posé, soit

"
(25) P"—=—B?, 6 —=arc tangl—,)T,,
B étant une quantité positive; I'équation (18) donnera

x+-“—

S va Ve”('”'Q‘/_—*)\/ 2m
f ury dx = =
(26) X Byn 1+ tangfy/ —1

n(b+Qy=1) 1 — :
—_—Yae—;_-—cosga\/m<cosg—\/—Ising),
* Byn 2 2

ou, ce qui revient au méme,

X

Vn ] U 1 n __9 —~

(27) / u"vd‘r:X wcos“’()x e 2)‘/—1.
Uy B \/a

x—2L

va ‘

Il est essenticl d’observer que, en vertu des conditions (23 ) et (24),
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P sera nécessairement un maximum de p, et ¢*="U un maximum de
e =u, _ .

Lorsque P est non seulement un maximum de p, mais encore la plus
grande des valeurs de p, correspondant & des valeurs de = comprises
entre les limites z = x,, * = x,, c’cst-a-dire, en d’autres termes,
lorsque P est le maximum mazximorum de p, alors il est facile de ve-
connaitre que l'on a

. N x+7_
(28) S:f u"vdx:(l-i_:s)f up dz,
X x_ﬁ

;. ! . . . . 1
¢ désignant un nombre trés petit et qui s’évanouisse avec ~- Done, par

suite, on trouvera

(29) S:(Iie)]—‘g (f"—p\%/;'i—icoséee(nq_% - ,
Si I'on fait, pour plus de commodité,

(30) V=A(cos® +/—1sin0),

on aura . \

(31) S=(Ii€)-A; e""\é;‘E (:osTiee(nQﬁu@—E)‘[:1

Si l’intégrale S a une valeur réelle, on aura nécessairecment

nQ—I—@——g:o,

o 4
(32) S=(1xe)} —=— cos*0.

On doit toutefois excepter le cas ot deux valeurs de a correspon-
draient au maximum maximorum de p. Admettons cette dernicre
hypothése, et supposons que, dans le passage de la premiére valeur
de « i la scconde, A, B, P ne varient pas, et que Q, ®, § changent
seulement de signe. L'intégrale S sera évidemment détefminée par une
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équation de la forme

nPb L (no+®_\/Z
§= (xis,)é E——"/—ercos2 (Q+ 2>ﬂ

B Jx

. —_— ‘0
np 1 —(n 00— V=
+(Ii€2)% Z \/\gmcosﬁee ( o ’) ?,

fe

(33) s
N

!

que 'on pourra réduire a la forme

np, / 1 N
(34) S:(I‘_l‘e)zée _M:c,oszecos(an—@—g)-
B Va 2
Si l'on fait, pour abréger,

(35) e?=R,

R sera le module maximum maximorum de la fonction «, ct les for-

mules (32), (34) donneront .
A R*yor 1
36 S=(1%e)5 —— cos* §,
(36) ( )§ NP
ny/- -1
(37) S.—:(lia)’/%A R\/\{_j_ﬂcosi’@cos(nQ-i-@_ g)

Il est bon d’observer que la série, dans laquelle S représenterait le
terme général correspondant a I'indice 7, scra convergente quand on
aura R <1, et divergente quand on aura R >1.

Ajoutons que, si 'intégrale S rencontre une constante arbitraire r,
on pourra disposer de cette constante de maniére que la valeur = X,
correspondant au module maximum maximorum de la fonction x,
vérifie ron seulement la premiére des formules (23), mais encore la
scconde, c’est-a-dire I’équation de condition )

. (38) g'=o.
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.

§ II. — Sur la détermination approximative de la quantité

. I d”‘l(p(t)[w(t)]"]
(1) S=TnE e dem ’

m et n étant de tres grands nombres.

On aura évidemment, quelle que soit la constante r,

(2) Su:L

2T

™ .
reme=ms{=1 o (¢ + res/=1)[w (¢ + reV=1)]" ds,

-7

puis, en posant m = ny.,

a7 = w(t+res=1)1" :
(3) Sll_ﬁ[ﬂQ(t+le /—1> [W] ds.

1

Cette valeur de S, coincidera avec 'intégrale (1) du paragraphe I°r,
si l'on posec ¢ =5,

ol re1) 1 o
(® um e = gp el rel™),
(3) w=1[w(t+rev=1)] —pl(r) —spy—1,

dw

= g
(6) E—g—:w’:[)'-*-q'\/-_—-—l: \"es 1K”<t'*""3s‘/ l)__ ]F;’

w( L+ res/=1)

ct la série qui aura pour terme général S, sera convergente, si le mo-
dule maximum maximorum de la fonction

_wlt+ resy=1)
(7) u= (rev )"

est plus petit que I'unité, quand la constante r est choisie de maniére
q

que la valeur de s dorrespondant & ce module vérifie 'équation imagi-

naire w’' = o, ou '

. : reV=lg'(t 4= rev=1) .
(®) w(t 4+ res/=1) —
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Soit R ce module et posons, pour plus de commodité,

m(t-{-x)_

(9) Y(2) = ——=

Pour obtenir la quantité R il suffira de chercher les valeurs réclles
ousdmaginaires de 2 qui rendent nulle la fonction dérivée {'(x), ¢’est-

a-dire les racines de I'équation
(10) " V'(2)=o.

Soit @ = ge=" une de ces racines. Le module correspondant de

{ (), savoir
(19 (e ),

sera précisément la quantité R, si ce module est la valeur -maximum
maximorum de la fonction ¢ (pe="). Or, il y aura, en général, une ra-
cine de I'équation (10) qui vérifiera la condition précédente. Car, pour
chaque valeur particulicre de la constante r, la fonction

oo

aura un module maximum maximorum, correspondant a une valeur

de s qui vérifiera I'équation

1 — .
P =03

et, si I’on attribue successivement a r une infinité de valeurs distinctes,
la quantité ¢’ recevra une infinité de valeurs correspondantes, parmi
lesquelles on en trouvera généralement une égale & zéro.

La quantité R dont il est ici qucstlon, et qui représente toujours 'un
des modules de § (@) correspondant & une racine de I'équation '

Y'(z)=o,

est ce que nous nommerons le module principal de la fonction L{J(w)
Cela posé, on pourra énoncer la propoutlon suivante :
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Tutorime 1. — La série qui a pour terme general

1 dn,q)(t)[m-(t)]n‘
1.2.3....m der 4

(12) S, =

m designant un trés grand nombre qui croit avec n de maniere que
m ) - . .
~ = (. conserve une valeur finie, sera convergente ou divergente, suivant

que le module principal de la fonction

®(f+ x)
at

'(lé)
sera inferieur ou supérieur a I unite.
En posant m = n —1, on trouvera
p=1—

ou A trés peu pros, pour de trés grandes valeurs de n,

=1

Par suite, on déduira immédiatement du théoréme [ cette autre
proposition :
Tutoreme 1I. — La serie qui a pour terme genéral

— ! e ()[w ()"
(x4) Su= 1.2.3 (n—1) den—

v

sera convergente ou divergente, suivant que le module principal de la

Jonction

(15) w(t+x)

sera inférieur ou supérieur a [’ unité.

' Il est bon d’observer que 'expression (14), divisée par n, deviendra

OEuvres de €. — S. 1, t. 1L, . 6
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le terme général de la série trouvée par Lagrange, et qui représente la
valeur de/ ¢(2)ds=, = étant une racine de ’équation

(16) s=t+w(3).
FExemple I. — Considérons 'l’équation
(17) : 3 =10+ csinz.

On aura, dans ce cas,

® (%) =csins,

(18) ' Zw(t—i—x)_csin(tﬂ—x).
- ' x - x

Il reste & trouver le module principal de la fonction

Csiu(t + ) c sin (£ + resV=1)

(19)

e ,.es/:l

Or ce module répond nécessairement & une racine de I’équation

d[sin(t—l—x)]
x
(20) Y
ou
(21) - . dlsin(t+ax)—dl(z)=o,
que I'on peut réduire a
(22) tang (¢ + z) = x.

Cela posé, soit d’abord = g L’équation (22) deviendra — cotxr =z,
ou

I

(23) tangx =— 7

On satisfait a cette dernicre en prenant

’ — er—e " 1
(24) x:re‘f:‘r\/—x, — = s =
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De plus, le module de la fonction (19) est généralement

(25) £ etrsing - g=2rsins_— 5 cos (2£ + 27 COSS).
or .

. , . ' T
Done il se réduit, pourz= -, &

(26) - 2_01_:\/621'sins+ e—rsins g cos(2r COSS).

Or, la valeur maximum maximorum de cette derniére quantité est

T oz . T :
évidemment celle qui répond & s = - savoir

e+ e’
o4 .
ar

(27)

Donc la quantité (27), dans laquelle on doit supposer r déterminé
par la formule

(28) _el___e;.l_:l,

e+ e " r

est le module principal de la fonction

. s

sin| — +w
) Kz )_ cosz
(29) z =

Donc la racine s de I'équation
. T .
(30)" - s=- +csinz

et les fonctions de cette méme racine seront développables en séries
convergentes par la formule de Lagrange, lorsqu’on aura

e'+ e " ar
<1, ou ¢ <<

31 ¢ - .
( ) ar el'+ e-—l'

D’ailleurs, on tire de I’équation (8)

e"+ e—l' e" —_— e—l' 2
(32) ; = = ’

7 1 r_1

ar

(33) (f'—‘l-—e"_': r:—i.
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Donc, les séries en question seront convergentes, quand on aura
(34) c<V/ri—r1.
I reste & calculer approximativement dans la méme hypothése le -

terme général d’une semblable série, par exemple de celle qui fournira
le développement de ®@(z). Or ce terme sera

- . 1 dn=1[®' (¢)(csint)*]
(35) S"—1.2.3.....(n—1) den=t ’

v n \ R . e . .
pourvu que l'on fasse £ = - aprés les différentiations, ou, ce qui revient
au méme,

’ T . s'/:— n
(36) S,= ﬁf @ (E + resF1> [ﬂ’i(l_'_).] ds.
-7

(re-“/‘_‘ )l_ "

Pour comparer cctte derniére intégrale a I'intégrale (1) du para-
graphe I*7, il faudra faire '
v=49’ <7;r + re-’\/—:‘> res/=1,

(37) iU==c M)
resv—1
w =p4+qy—1= l[cos(re‘/:)] — [l(r) —!—S\/——I] + 1(¢).
Cela posé, on trouvera
w=p'+q V—1=—\/—1 [re-‘/?i tang(res/ﬁ)q_ 1] — d<P_+{Zg¢:9,
(38)

—— I e?s/:i
w'=p'+ g"V—1=| rev= tang(rev—) + ———— |-
Fray—t cost(res/=1)

Par suite, I'équation w'= o donnera
(39) res'=ttang(resV=1) +1=o0
" et se réduira ainsi a la formule (23). De plus, r et s étant déterminés
par la formule (39), ou, ce qui revient au méme, par les équations

, ' T er—e " 1
(40) §—= —» —_—— =
2 e'+ e r «
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la seconde des formules (38) donnera
. . .
(41) Wr= P”+Q”\/—=—[ +(—e‘i'e—)] —(+r—1)=
On ayra done

(42) B2=—P"=r?, Q'=o, 6 =o, B=r.

On trouvera de méme

cns(r\/—l)_ e’ 4 =7 —
(43) U:ep"'Q‘/_—l:C r\/’—_x —_— or \/—_—I’

et, par suite,

(4./[) R=ef=

Si I’on fait d’ailleurs
(45) 'V-_—_r\/—lcp'<§+r\/—1>=A(cos®+\/—1 sin®),

la formule (37) du paragraphe I** donnera

-+ r -
(46) . S,,:(_'.—_E) Zﬁ(ﬁi_) \/TCOS(G,_ @)
am r ar Vn 2
Soit, en particulier,
(47) ®(z) =1— ccoss.
On trouvera
(48) @' (5) =csins,
SV:cr lcos(r\/ >__cr(e’+e ’> —1,
(49) 4
(A:cr(e'-*-e—'); 0="7I,
2 2
= —+ —r | n+1
(50) Sn:(l2ﬁ8)27‘<(' 2: ) N \i/n cos(n —-1)_,
(I+E) or \/')7‘[(- e e=r\n+t - .
(31) n 2T nyn 2r ) Cos(n_l);

(I+€) a2r c n-+1 -
CO — —
\/271' /z\//l \/;2__1 s(n 1)2
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La formule (51) s’accorde avee celle qu'a donnée M. Laplace.

Revenons au &as ou ¢ a une valeur quelconque. Alors; en faisant,
pour abréger,

(52) ey
on aura
(53) . u:cs.m(t%—),
w:p+q\/—1£l(c)+lsih(t+as)—l(ar), -‘fi'—::x —1,
gl _ = — cos(t+x) 1’ . x )
(54) R [sm(t+x) J & =V [tang(t+x) ’l’
) d v " " / /o
" =p T4 [tdng(t—l—x) sm’(t—!— r)] '
— ® il ,
\ - [tang(t—i—x) - sin*(t-&—x)]
Cela posé, I’équation w’' = o donnera
L (55) tang(t + x)

p =1 ou tang(t +z) =,
et I’on en tirera

sin(¢+x) __ cos(t+x)
b

. X -
(56) ‘
sin®(f4+ax) __cos®(t+ax) 1
x? - "
(57) W=P'+Q'V—1=—[1— (1 +2)] = 2%

Donc, le module principal de I'expression (53) correspondra né-
cessairement & une racine de I'équation (55) qui rendra négative la
partie réelle de z*. 1l est clair que cette racine ne peut étre réclle. Car,
dans ce cas, x® serait réelle et positive. Done, il faut exclure toutes les
racines réelles de 'équation-(55), et méme les racines imaginaires
dans lesquelles la partie réelle surpasserait (abstraction faite du signe)
le cocfficient de /— 1. Car, si I’on pose

(58) z=a+8y—1, )
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on aura
{(59) x?=ot— 824 28\ —1;

et la partie réelle de x* ne pourra étre négative, si l'on.a a*> 6%,

Ajoutons que Ia valeur @ =« -+ 6y —1, substituée dans 'équation (55),
donnera

a_*_e\/:—l_si'n(t—l—a—l—é\/——l)_'_2sin(t+a+6\/——1>cos(t+a—6\/—l)
) cos(t+a-~8y—1) 2cos(t+oa+86y—r1)cos(t+a—8y—1)
>

___siu(zt—i—20()—&—»%(6"’5—-6"26)\/:_[

- cos(2¢ + 2a) + 4 (64 e26) ’

sin(2¢t+2a) ¢ 1(e%— ¢26)
o ’ = .
cos(2¢ 4 20) + 4 (64 26 cos(2f+ 2a) -+ 1 (e284 e%)

(61) a=

L4

Done, par suite, si « et & different de zéro, 'on aura

Csin(2t4-2a) _ e¥b—e26

(62) Y =78 >1.

Or, I'équation (62) ne peut subsister, ni -pour ¢=o0, ni pour

™ . . . ' , .
t=2, 0u 20=rm, puisque alors le premier membre se réduit i

sinea Lo VI N "
= ——— dont la valeur numérique est inférieure & I'unité. Donc, dans

'un et I'autre cas, il faut supposen « = o; ce qui réduit la seconde des
équations (61), pour £ =o, &

T etB__ p—26 b — e—6

(63) = ou 8.

1l
°

(Be ) ebte b

T
et, pour ¢t = -, a

28— e--zé N 66—!— e—-6

64 : 8= = .
(64) : (B— e by~ bt

La formule (64 ) s’accorde avee la seconde des équations (40). Quant
au cas ou l'on suppose ¢ = o, 1l donne & la fois & =0, 6 = o, et, par
conséquent, x =o. Donc alors le module principal de_lexpres-
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sion (53) correspond & @ = o ct se réduit &

. : sinx __
(65) C—==c.

Donc, dans Ie méme cas, la série de Lagrange scra convergente, si

I'on a
(66) c<Ll,
Exemple 11. — Considérons I'équation

(67) z:cos@-b-;(z’—t).

La série de Lagrange appliquée a cette équation du second degré
fournira le développement en série de 'une de ses racines, savoir :
1
1— (1 — 20 cosb 4+ «2)?

(68) 5= P )

et, si I’on pose, pour abréger, cos0 = ¢, ce développement scra

<%>2 a(t—r)? | (%)n dn=1(g2—y)»

a
s—=1t4+ — (82— - " —_—
(69) + 2 ( N+ i.2 dt et 1.2.3.000.70 dir—1

Iei, la fonction w(z) étant donnée par I'équation

(‘;2_ ])’

(70) w(z) =

VIR

la série de Lagrange sera convergente lorsque le module principal de
la fonction

©(t+x)
x

(t+a)—1
z

(71)

74
2

sera inférieur & 'unité. D ailleurs, si on pose , '

_a(t+x)—1 — dz “—_
=5 x = rev1, gs—:x\/—.l,

(72) u
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on aura .
(73) w=1(0)=1(2) +1[(¢+2) —1] = (),

g dw z(At+x) I _ 2tz + ox?
w= —[‘—""]“”V—’—V—‘[(Hx)?_—[—l]’

(t+2x)—1 z

(74)

‘v,,_diw_ I et 12(0+22)z 2tz 22?72
=@ P Ty —1 {(tray—1]\

Par suite, 'équation w'= o donnera

2lx + 22%

Gray—1 1T
(75) ' 2= — 1= —sin?0,
‘x==sinfy—1;
et on en conclura, en placant le signe + devant sin0y/ — 1,
| 8 .
T ton n— __ [20+22)2 ] _ 3z +1 — ¢
(o6 Wi=P1+Q = [(t—i—x)"—l I_-I_l—t"—xf—ztx
76)
_ 1 sind __sing(cosd —y—1sinf).
_\/—1 ‘cosf +\/—1sinf o V—1 ’
n
(77) P"=——sin?h, B=sin0, "—=—sinfdcos?, %:cot&:tang(%—@),

2__ — in —_
(+8) U=%(t+m) 1___%(:0529 1+ sin2dy [:oe(cose-i—sin@\/:),

z sinfy—1

(79) R=g¢, Q=5.

Done, le module principal de la fonction (71) sera R=¢, et la
série (Gg) scra toujours convergente pour o< 1. On peut en dire
autant de toute série qui représentera le développement de

(),

® étant unc fonction quelconque, et s étant déterminée par la for-
mule (G8).

SiI'on voulait développer, en série ordonnée suivant les puissances
de a, le radical

(80) (1—2a cos9+oc2)_%,

OFEuvres de €. — S§. 1, t. 11, 7
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on observerait que ce radical est équivalent a

1
I—as

(81)

1

= désignant la racine de I'équation (67) ou
(82) :—cose—g(:z—r)zo,

qui se développe par la formule de Lagrange. On aurait par suite, en
observant que la dérivée du premier membre de I'équation (82) est

précisément 1 — az,
-1 I

T Ee))

I

(Carta))

(1 —2acosf + a?)

(83)

Il

=

H

ou, cc qui revient au méme,

8 1y 1 L&y 52—1 o P (8% —1)*
(84) t—as  &((z—¢)) 2L/(((5—5)2))_’-2“—’(((3—5)“’))_i_ ’
ou bien encore
)t

\ I _I+ozd(t2—1) (2 dﬂ(t*—l)’_i_

I1—as 2 dt + 1.2 dt:
(85) , .

. o n
(;) d"([z—l)”
+1.2.3‘....n. det +

Ainsi, I'on trouvera, en posant cos0 =1¢,

o n
-4 a d(tr—1) <E> A2 (2 —1)?
—_— 2 2 — -—_—
(1—2acosf + a?) =l an e

(86)

(d)"
_2 dr(e—1)r .
1.2.3.....n dtr R

_|_
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Or, cette derniére série sera convergente, lorsque le module prin-
cipal de la fonction

o (L4 x)—1
jod S L
2

@€

¢’est-d-dire la quantité «, sera inférieur & P'unité.
“Soit maintenant

(87) S, — <§>" dr (e —)r

1.2.3.....n der

le terme général de la série (86). On aura

™ s/ —1)2 n
(88) 8, = L [ﬁ (£ rev1) ‘] ds.

27, e 2 ,.es/—_l

En comparant cette valeur de S, & l'intégrale (1) du paragraphe I,
on trouvera '

s=ux,
. __oc(t+res~/"_'>2—1 1
(89) u=- = ) V=

On aura, par suite,

n
Q_:_- T _y,
P’ 2
(g0) .
A=—, 0 =o, Q=49,
27

s R=ga, B =sinb, arc tang

et I'on tircra de la formule (37) du paragraphe I¢*, aprés y avoir rem-

placé 6 par % -0,

1 S,=(a=x -—a—n—cos[< +1>6—i7r].
(o1 r E)\/én'n:siuf? "3 &

Ce résultat s’accorde avec celui qu’a obtenu M. Laplace. ( Vour aussi
une Note de M. Plana, insérée dans le quatorzieme Volume de la Corres-
pondance astronomique de M. le baron de Zach.) ’ .
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¥

g L.

9 S .
" Cherchons général(‘mcnt la valeur de 1 mteglalc ]

=1)]" 1 drfe(OHY )] "l
(1) Sn‘:—‘f (rev‘/—) [\P(’e )] ds = 1.2.3.....10 dit

r e\‘/-‘l

{ deyant étre supposé nul apres les différentiations. On déterminera la
valeur de & laquelle correspond le module principal de la fonction

(@),
(2) ,

x

Y
' a étre ré imaginaire. Si I'on
Soit 2 =  cette valeur qui pourra étre réelle ou 1magina
fait
‘ up(re‘/ ‘) P
= q)(re-‘»/:_‘>, u= = ’

resi—

w:l(u):l[kp(resm)] —1(r —sV—1,

(3)

ct, par conséquent,

p=¢(x), w—_:l[qa(x)]—l(x),
on trouvera

e oy,
o w-lm-dE-lee- e

(SS’ _\/—_34:((3 ‘P”(f)) [4’(@")} ds

- -

. dw
ori "éque —~ =0, 0u
Donec, la valeur  de vérifiera 'équation — =0,

(5)

’ B C) B .
(6) oYy =0
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d*w v N Sy
et la valeur correspondante de — =p”+ ¢"v— 1 sera (voir le § I*r)

" pr " —_ “’2d3”(°’)_
(7) W =P+ Q'y—1= ()
Quant ala valeur de
U=¢",
elle sera
_ Y(w)
(8) eV = 5
Enfin, on aura
(9) V=¢(w).

Cela posé, le sccond membre de la formule (18) du paragraphe Ie

,\P(w) n _
?(w)[_7§~] Vor '
Vn "0 P (w)”
VI
Par suite, si le module principal de la fonction

(=)
x

deviendra

(10)

est réel et correspond & une seule valeur de «, on aura, pour de grandes
valeurs de »,

o sea(z) e[S [H5T

e désignant un nombre trés petit. Mais, si le module principal de

y(2)
x

correspond & deux valeurs imaginaires et conjuguées de la variable «,

alors, en posant
1

) T ¢ 2 S
(12) w,)mw)} [(»2.&'5:)(13)] —=Q+Q,/],
on aura .
3  Se=(az-l_o
(13) (1= )\/émq )
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Exemple. — Soient

(L x)t—1

(14) e(z)=1, Y(#)="—"""2 t=cosf;

on trouvera,

(15) w==ksinfy/—1, q;(m):(i"_':ﬁ,?_‘a, P(w)=ot.

2

Cela posé, si I'on prend

(16) w=sinb6y—1,
on aura '
(o) = (cos@—l—\/:;l sing)’'—; g =2 sin?0 + zzine cosfy/—1 .
cos(%—-@) —Sin(%—@)\/—_l

dw) cosf
@ P (w) sme\/——_ sin@ ’
Y(w) —a(cosf+ V—1sin6),

[‘«P(w)]n =ar(cosn +{/=Tsinnb),

W
6 = § =
1 J_T —an ([l _ T
[ e ]2:605(2 4>+\/_:Sm<2 4>’ o(w) =1,
0" (w) (SiI|9)3 {
et, par suite,
4 — . 6 =
Q+ Q== [ b2 T\ Ly 642 _T ],
(17) Q+Qy/—1= (sm0)2 cos(n + - 4>+ xsm<n + 5 4>.
n 0 =
(18) Q= z ;cos{ nf—+ - — = ).
. (sing)? < 2 4>
Donc, la formule (13) donnera
. a"cos<na+g_f>
(19) S,= (1¢) 2 4/,

Vinnsing

ce que I'on savait déja.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR DIVERS POINTS I’ANALYSE. 35

Supposons maintenant qu’il s’agisse de calculer

1 ar-t @' (H[w()]*

(20) S arer sy gy A1

On aura évidemment, pourvu que 'on pose aprés les différentia-
tions 7 = o, ‘

I I (¢t + D) [w(t+ )7
1.2.3.....n o ’

‘(21) Sn:

Done, pour déduire la valeur de S, des formules (12) et (13), il
suffira de prendre

(22) (@) =2 @ (t+x), b(z)=w(+a).

On aura donc

(23) LY,
3TN

* la valeur de Q étant donnée par I’équation

1
, w(t+o)]"[ ®(t+w) * —
(24) mll)(t—%—w)[ - :I [w”ﬁr”(t—i—o))J =Q+ Q /=1

w(t+ x)
x

Si le module principal de la fonction correspondait & une

valeur unique de , on aurait simplement

. _iEe L w(t+w)l” (¢ + w) £
(25) S,L_—;”.l.md)(t—}-w)[ - ] [wﬂw”(tﬂ—w)] .

Dans le cas particulier ot 'on suppose

(2v6) () =w(¢),

'équation (24) se réduit &

oy w[EER] e Vg g

® W' (L + o)
Exemple. — Appliquons les formules (23) et (27) au cas ol I'on a

(28) w(¢) =csint.
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Dans ce cas, on tire de la formule (6), en y remplacant $(x) par
w(t+ x),

wens(E+ o)

(29) sin(t4+ o)

On trouve, de plus,

w(t+w\_csin(t+m)
== >

(30) . -
B(t+w) 1
(31) ?w (t+w) o

Le second membre de la formule (31) devant avoir une partic réelle
positive, la valeur de , tirée de I'équation (29), doit nécessairement
étre imaginaire. Cela posé, la formule (27) donnera

: 1
(32) ' [§S|rx(t+o))]:z+l <__ Zi") =Q+Q,/—1.

mn—l

Si I'on fait, en particulier, =~ on vérificra I'équation (29) en

prenant
(33) V= ==l
=ry—t —_— = -
, ® y ot ?

et U'on tirera de la formule (32)

Q4+, y=i= <c gL )* =y

7

[ e 4 e—r\ 1+l n—i . n—1
:(c > r|cos T —\/—18in 5 ).

ar 2

(34)

Doné, par suite,

(35) Q :r(c et fr'.>n+' cos L m;
et la formule (23) donnera

_(Eer [ e4e T\t - ('l—l>
(36) ‘ S,= Nr D <c 2r> cos( —— ),

ce que 'on savait déja.
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Post-Scriptum. — On peut aisément calculer & 'aide des formules
précédentes la valeur approchée de la différence finie A™s”, lorsque m
et n sont des nombres enticers, et que, les valeurs de m, n, s étant trés
considérables, les deux rapports % = 7‘;— = ¢ conservent des valeurs

finies. En cffct, on a identiquement, en posant i = o aprés les diffé-

rentiations,
om ; *
dn (e(m—i—.\')x_ i eum+s—l,z .. ) . .
1 -+ 0"[8“(6’—1)”‘]

(I) A’"—g": _ LN

v ()l‘n dl'”
ou, ce qui revient au méme,
(2) Amsr=1.2.3.....n8,,

la valeur de S, étant donnée par I’équation

1 or[est(ef—r1)]"
1.2.3..... n dit

(3) Sn=

D’ailleurs, pour faire coincider cette valeur de S, avec celle que
fournit I'équation (1) du paragraphe III, il suffit.-de poser

. LR m

(4) G(@)=1, Y(2)= e (s bz en (i),

Alors I'équation (6) du paragraphe III se réduit &

m 1 . §
-—— =0,

n i—ew" ®

(5) +

S
n
et la formule (11) du méme paragraphe donne

r -1
'(6) S — 1xee®(e*—0)"I'n m 2
n= \/— o1 o /@ o\ & ?

an G

o étant la racine réelle de 1’équation (5). Comme on a d’ailleurs sen-
siblement, pour de trés grandes valeurs de =,

' 1.2.3.....n
(7) — =Vam,
n" -ie—u

OFusres de C. — S. I, t. IL. ' 8
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on tircra de la formule (2)) combinée avec les équations (6) et (7)

n\n+l n? mn 2
(8) A’”S":(Iie)<a> esw—n(gw — 1ym lrm — <__2 —2>a] .
2 2

e:—e

L’équation (8) coincide avec une formule donnée par M. Laplace, ct
dont j’ai présenté une démonstration nouvelle dans le Mémoire sur la
conversion des différences finies des puissances en intégrales définies.
1l est d"ailleurs facile de s’assurer : 1° que cette formule subsiste dans
le cas méme ou n cesse d’étre 'un nombre entier; 2° que, dans le cas
olt s devient négatif, elle fournit, non plus la valeur de Ia différence
finie ‘ ‘

m mim—
(9) A"st=(m )" — = (m+s—1)"+ mim—u)
1

(m—+s—2a2)t+...,

mais sculement la partie de cette différence qui renferme des puis-

sances 2w de quantités positives.
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DEVELOPPEMENT DE £({) SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES DE #,

¢ ETANT UNE RACINE DE L’EQUATION

(1) , z—x—hw(z)=o.

Mémoires de ' dcadémie des Sciences, t. VIII, p 130; 1829.

. ——————wS O C———

§ I

Si I’on désigné par { une racine de I'équation (1), on aura

1— hw'(3)
(z—x— hw(3)

(2) SO =8y

le signe /' sc rapportant & la scule racine que I'on considére. D’ailleurs

1—hw'(s)  dl[s—ax—hwe(s)]
z—x—hw(s) ' dz .

(3)

De plus, siI'on pose

hw(z) 1 R lwm(z)]? _ ;__1 h?[w(z)]?

(4) Ws—z—hwo(s)]=Hs—2)— s—z 2 (z—x)2 7 n (s—a) (2),

on trouvera, en différentiant par rapport a z,

m)] [miE)] C ree)
1—hw'(5) 1 /d[z_m] /7,2()[;-—x] h"d[z—x] ,
z—x——/zay(:)_z_.x__l s - 9= — e T + ¢/(z)
) 1 hw(3) hw(z)]"
Rt Y +"'+[z.—-:c] ;
hw'(s) hw(z)]»! '
— i—_x I+..'+[z_x-:| §.+(P/(s),
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ou

1—h G)'I(z) — l:/l w(z)]lt+1

Z— X

——hm’(;)%r—— []”’:( )] %—l—q;’(:)[»—-x-—/zw(z)]
Donc
[:,—x—lzm(z)]cp’(z):[%]RH & (s )[hn(;]”
= [m(:) — (=) ()] ()]
( x)n+l
oy — P (E) ] [w(s) — (s —x) ' (5 )1
(6) ¢'(s)= (z—ar,)"""["—'r—/zm( )]

et, par suite, si 'on fait pour abréger

[w(3))*[w(5) — (z.-—.fc)uyf(:,)]f(_) _xd3) :

(7) s —zxz—hw(s) T
0‘113111'3. ‘
o[w(z)] : 0[55(5)]2
1—ho'(3) f(z) ho. s—x o, s—x|
ke = — 1S = S e
(8) -
o[

hn s —2 /L"‘H X(z) 1 .

_T{f(z) Js -+ 5 —3 (z——x)"‘*“

Concevons maintenant que 'on prenne les résidus des deux membres
de I’équation (8) par rapport aux seules valeurs de =

s =ux, s =¢.
Alors, en ayant égard 2 la formule

g (Z) ]m
)) e F ofia [w(z)]m
U( == gE=e
‘ : i f(@)[w ()]

1.2.3.....(m—1) dzxm—1
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on trouvera

' Bodf 2
P =)+ 2 p@yw(a) + Lo AL B@F]
(lO) ' L d"_ijf'(w‘)[m'(d))]"‘; . ¢ hn+1x(:) )
1.2,3000 0 dun—1 L--:(((;__C)(.z__x)ll—l-l))

La série comprise dans le second membre de la formule (r0) est la
série de Lagrange. Si 'on nomme r,, le reste qui compléte cette série
prolongée jusqu’au terme qui renferme %%, on aura

' . () - n
(11) r"""l:“/(((z——C)y(:—x)"ﬂ)) et

la valeur de y (5) étant donnée par la formule (7); et, par conséquent,

N K,!}(Z) .]n
CUG—wy(zs—0n "

(l2) Iy ==

la valeur de /(=) étant donnée par I'équation

d(z) (o) ek)—(—2)'(5)] .,
(13) z—C z—axz—hw(zs) f(s).
11

Pour obtenir, sous forme d’intégrale définie, la valeur de r,,, il suffit
de remarquer qu’on a généralement

2—2

n—t
Y(5)=¢(z) + . Y () + + 1 2(5 %.)(n——l)q"(n_”(x)
(14) (z " 1 l
+ 1 5‘_-"1;(”_1) urty |z —u(z — x)] du.

Or, si Uon substitue la valeur précédente de () dans I'équa-
tion (12), en observant que 'on a, pour toutes les valeurs entiéres et

positives de m,
1 -

f =o,
C((z—2)(5—-0)))
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on trouvera

. .
B /. w= Wz — u(s — z)] du
Yo .

(15)  n=irgEr el (G—2)

H

ou, c¢ qui revient au méme,

hr ! )
(16) . 'n= |.2.3.....(n—1)f0 u' P [ — u(l — z)] du.

Ainsi, pour obtenir le reste r, de la série de Lagrange, il suffit de
multiplier le rapport

hn

(17) (C—-Z‘)"

par I'expression

(§— ) !

(18) 12.3.....(n—1)), utt YT — u(f — x)]du,

qui représente le reste de la série & laquelle on parvient quand on dé-
veloppe ¢(() ={(x +{ — ) suivant. les puissances ascendantes
de { — . Effectivement /() est ce que devient le produit

h w(z) ]! 53— o (. 1 .
(19 = x),lJa( = 6] [5()— (s—2) & (9]f(3),

F—ax— hm(

quand on y pose z = {, puisque alors co méme produit se réduit a

() e (P — (= )W (O] A=A

De plus, il est facile de s’assurer que

hlb , (); . x)n—i‘ Limtrr
(21) S x)"[‘-l/( 1 e 1.2.3.....(n—1) b (‘L‘)—I
21
] n—1i dn—2 / n—1
? :f<x)+;’f'(x)w(x>+ +1.2.3.f.(n_,) L ﬁﬁjxﬂ L

Ainsi, par exemple, sil’on pose n =1, on aura

“

@) = g s e fe) =)
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Sil'on pose . = 2, on trouvera

h? —
)+ ) | = o)+ @) ma)

Ajoutons que la valeur de r,, donnée par 1'équation (16), peut étre
présentée sous la forme

. hn
- (n)
(22.) Tn= 1.2.5.....nq} (s),

s désignant une quantité comprise entre les limites « et €.
Il est encore essentiel de remarquer que I'on a généralement

i m(z)—(s—.z‘jm'(z) _ 1 hw(z)— h(z—x)®'(3)
s—x—hw(s) h s—ax— hw(s)

= h[(‘__x)i—_hm_(z_)__l];

z—hw(3z)

(23)

puis, en nommant
) C? §1’ CQ’

les diverses racines de ’équation z — x — Aw(z) = o, et supposant
cette équation algébri ique,

I—-IZGSI(Z) I 1 ) 1
- -+ -+ + e

A
(24) F—r—hw(s) i—C =% " i-¢

Cela posé, en ayant egard a I’équation (23) on tirera de la for-
mule (13)

(25) q;(z):zzc[(z——x)-l—.—M——I][m(’z)]”—‘f(z);

s~z —hw(z)
et Pon trouvera encore, en ayant égard a la formule (24),
—& z—1%,
(26) ¢ === ()] f(2)
il (e ¢ n—1 ¢,
( T <z.—g1.‘“z__;2+-~->[m(z)] /(=)

‘¢zr— c~x+u—x(—45+iiﬁ+~)ﬁbuW4ﬂm*
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g 1L

Il est facile de calculer directement la somme

b AN ()]
(27) f(w)+—!lf’(x)m(x)+ % lf(‘”j{g“(?-")] ‘ ...

dans le cas ou, la série

/ Y e w2
(38)  f@) L@@, Lo AL@DEE,

élant convergente, les fonctions f(x), cs.(a?) sont clles-mémes déve-
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances
ascendantes de 2. Pour y parvenir, supposons d’abord f(x) ==, ct
faisons

_ h L diw(x)]?
(29) X—x+—lm(x)—|—]—3—T—l—....

On tircra de I'équation (29) multipliée plusieurs fois de suite par
elle-méme, en ayant égard a une formule établie dans le premier Vo-
lume des Exercices de Mathématiques (p. 52) ('),

X’:‘xz—!-él[zxw(x)] -+ ./_lz_ d_ s2"’771-.5"(‘7”')]2t

1.2 dr Tt

X3=x3+/—l[3$2w(x)] 4 Az el@)]]
/ 1 1.2 dx |

Lt dinaw(x))?| -

h
n— i n—1i —_— .
Xt=g -+ l[IL.Z‘ ‘G)‘(.’L‘)]-l— .2 dr ’

n étant un nombre entier quelconque; puis, en supposant

w(z)=a,+ a, & + a,x?+...

ctajoutant les équations (29) et (30) respectivement multipliées par @,

(') CLuvres de Cauchy, S. 1i, T. VI, p. 71, 72.
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a,, az, ..., 0N trouvera

h* diw'( x)fw(x)]l

0] X)—w(x)+ A (o} (x)m(x)+

s .2 dz

(3‘) 2 2 2 3
' :za(a:)+i I[w()] + b dlw(=)) + =;1(X—w),
\

1.2 dx 1.2.3 dx?

et, par suite, X sera une racine de I’équation
(1) s—x—hwo(s)=o,
puisqu’on aura

(32) X—z—Ihw(X)=o.

La valeur de X étant déterminée comme on vient de le dire, si 'on
suppose maintenant

(33) ' f(x):bu+b1x+b,x1+.'..,

on tirera des formules (29) et (30) respectivement multipliées par &,,
by, by, ...

(34) f(X)—j(1)+—f x)z;s(a:)+ A2 djfl(xt)l‘[xm(x)]z;

§ IV.
Si 'on pose, dans I'équation (10), f(5)==5, et si 'on admet que
le reste r, déterminé par la formule (22) décroisse indéfiniment
avee %, on aura

h? dfm'(x)]
dx

(35) ' K—x+lw( ')+
Si 'on suppose, en particulier,

w(z)=2a",

m étant un nombre quelconque, I'équation (1) deviendra

(36) 5—x— hzm=—o,

OFuvres de ¢, — 8. 1, t. 1L, 9
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et la formule (35) donnera

IL h! dxem /l3 d2 msm.
=z + -2+ —
¢ 1 +1.2 dx +1.2.3 d.r?

3
(57) 3m(3m —
‘- —

T 2m I
=&+ - hx"+ — Lzt ) Rddm=2 -
1 1.2 1.2.3

Or, la série; comprise dans le sccond membre de I'équation (37),

aura pour lerme général

nm(nm—1)...(nm —n+ 2)
1.2.3...n

]I,".Z‘"'"'"'H,

(38)

ct, si 'on nomme u, ce terme général, on frouvera, pour de grandes

valeurs de »,

u 1 nm—+mY(nm+m—n...(nm—+1
(39) n+1 — ( + )( + ) ( + ) /Lx/u—l,
' i, n+1- (nm—un—+2)...(nm—n-m)

ou, & trés peu prés,

m
Uppr m

— Nam-t,
u, (m—r)n-t

(4o)

Il est aisé d’en conclure que, si 7 est un nombre entier, la série,
comprise dans le second membre de la formule (37), sera conver-
gente toutes les fois que la valeur numérique du produit

m"l

—  _hpm—t
(ﬂl i l)/u—l

sera inféricure & I'unité. Alors, la somme de la série sera trés certai-

nement une racine réelle de I'équation trinome 5 — o — hz™=o.
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EXTRAIT DU MEMOIRE SUR L’INTEGRATION

DES

FQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES ©.

Mémoires de I’ dcadémie des Sciences, t. 1X, p. 97; 1830.

J’ai montré, dans ce Mémoire, comment les formules que javais
déduites de la théorie des intégrales singuliéres pouvaient étre
appliquées a I'intégration des équations différenticlles linéaires, des
équations aux différences finies et des équations aux différences par-
tielles. Les formules que j'ai présentées dans les trois premiers para-
graphes du Mémoire ont é(é insérées dans le XIX® Cahicr du Journal
de I’Ecole Polytechnique. Je vais transcrire ici celles auxquelles j'étais
parvenu dans le quatricme paragraphe, et qui sont relatives & I'inté-
gration des équations aux différences partielles, linéaires, mais a
coeflicients variables.

T'ai donné dans le XIX* Cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnique (*)

une formule que P'on peut écrire comme il suit :

S (20s Yo, @0y oo ) (R vy ®yy o)+
(’) 1 n @ [ © v —
= <E> / f f f oMY=V f(py v, ;.. ) dadp dBdydy d
— ey — vy .

Dans cette formule M, N, ... sont des fonctions quelconques des
variables u, v, &, ...; n désigne lée nombre de ces mémes variables

-

(') Présenté & I’Académie royale des Sciences, le 26 mai 1823.
(2) OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. I, p. 302.
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68 EXTRAIT DU MEMOIRE SUR L’INTEGRATION

etL le dénominateur commun des fractions qui représentent Ies valeurs
dep, g, r, ... tirées des équations

%.‘. ﬂ[._*_rﬂ =1
p()p 79 g Tl

(2) | ON __ON_ oN
Pou T95% T om T

Enfin, g, voy gy -+ +5 oy, ¥y, @, ... désignent les divers systémes
de valeurs de ., v, @, ... propres a résoudre les équations simultanées

(3) M=o, N=o, ..,
et composés de valeurs de u renfermées entre les limites ', 1”5 de

valeurs de v renfermécs entre les limites v/, v*, .... Dans le cas parti-

culier ot 'on suppose
(4) M=z —u, N=v—y, veey
le nombre des variables @, y, =, ... étant égal a n, ctu, ¢, ... repré-

sentant des fonctions des variables w, v, w, ..., on tire de la for-
mule (1)

IF(z,y,5,...)

=)L

®

(5)

fpfwfv...ew—um»/—_tew—vw\/—_l...\/qu, 0 .. dadpd8dy .,
poV—eVy
Dans cette derniére formule, la fonction F(u,¢,...) remplace la
fonction f(w,v,w,...); ¢, @, , v, v’, ..., sont choisies de ma-
ni¢re que les valeurs correspondantes de u, ¢, ... puissent étre con-
sidérécs comme des limites inférieures et supéricures des valeurs
attribuées aux variables x, y, 5, ... et L désigne le dénominateur

commun des valeurs de p, ¢, 7, ..., tirées des équations

Ju Jdu du
”@""7%‘*"3—6'*'"':"’ .

(6) )t_?_v+ d"_|_,.d_"‘. Y
/d[J- QE ()m“l_...—- N
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Ajoutons que, dans les formules (1) et (5), on pourrait, au lieu
de ay—1, 6y—1, écrire partout @+ ay—1, b+6y—1, ..., a,
b désignant des constantes choisies arbitrairement.

Concevons maintenant que,

K, X, Y, ..., T

étant des fonctions quelconques des variables x, y, 2, ..., ¢, il s’agisse
d’intégrer I'équation aux différences particlles
d9 do do

(7) KC‘D-i—Xd—x—l—Y@-f—-Fl-&-:f(x,y,z,,l’),

de manicre que la variable principale ¢ se réduise a
(8) ) . ) fo(xiy)z,nz)’

pour ¢ = ¢,. On présentera I'équation (7) sous la forme

d(Xoe) 9(Yeg) d(To)

o ch-i—[ iz T Jy e ——

o X oY T
— CPD},: — (P.(Yy_ —_— . — ({)W —_-f(x,y,z,...,t),

et la valeur inconnue de 9 sous la forme

o AW am AV
(10) ¢=<£E>nf f f f ceLer@Y =T B =T | bdadpdsdv...,
— VU ey ’

u, 9, ..., y étant des quantités que l'on supposera fonctions des
variables @, v, ... et z. Soient d’ailleurs

ce que deviennent

quand on y remplace @ par u, y par ¢, .... On tirera des équations (5)
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et (10)
no e Woae v
( > f f f f e pE—ul =1 GBly—e)/=1 Sddadudsdy...,
Y S
>f / f f .o @M@ QBly—e)/ T, Uddadudsay...,
w oy
(“) : g —u)y =1 o8y —0)—
:<— f ...eu(x a1 bly—ny/=1 | Vidadupdsdv...,
B - e ‘

....................................................................

) w © v _ o
To — (L)"f [ f f o extE=u T Br—oTT | W dadpd8dy. . .,
' 2T —oe —~ Y

I

3=

Ko

|l

3’1“

[

et

. ®© v
f f oo eE—u)Y =T gBly—o)y =T Sy z—;g- dadpdsdy...,
b ey

L]

© " e v ()V
f ff [...ea(x—wt)/:gG(y—v)FT_,.HIJWdo:dpdédv...
P W — oy

m?_Y__ <—L>n
(12) Yoy T \a2m

......................................................................

; nope LAl 4
00T — <'_> f f f f e et By, q,ﬂda dpd8dy. ...
ot 27 —edp SV

Enfin, on aura

Sy, 3, 0005 t)

13) I \® ® Wonw AV _ .
:(2_)[ f [/ e e By T TR, 0, ...y £) do dpdBdy. .
T
— 0 p_' o — 4

oy

Cela posé, on satisfera évidemment a 1’équation (7), en posant

g (o= g0)vion (v )ov i

+S_-—————'-—...:lQJ—i-\V(())—q::\/I?f(u,v,...,t).

(14)

Pour que cette derniére équation sc vérifie, sans que «, ¢, ...
deviennent fqnctions'de a, €, ..., il est nécessaire que 'on ait

(15) ui—w—,

av
0 o, —\Vm:O,
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et

(16) (S—o—[]—(ﬂ'—...)up‘+wg—‘£’:f(u, 0.0y )YIA.

Sil’on veut, en outre, que ¢ se réduise &

/ n pe Al ae AV l _ '
’o(x,y,---)=<5%>f f f f cog@—p/ =Bl f (v, L) da dpd
— 0 p.' —wvy

pour £ =1,, il suffira d’admettre que cctte supposition réduit les valeurs
deu, ¢, ..., b acelles que déterminent les formules '

(18) w=1p, v=v, =Sl vy @, .02

On devra donc alors intégrer les équations simultanées (13) et (16),
de maniére que les conditions (18) soient remplies pour ¢ = ¢,.
Pour appliquer & un exemple fort simple les principes que nous
venons d’établir, supposons qu’il s’agisse d’intégrer 1'équation
292 £ y%0 92 =0
o Yy dy - o ayg — o0,
de maniére que l'on ait 9 = f,(x,y, 5, ...) pour ¢ =o. Dans ce cas

particulier on trouvera

X=ux, Y=y ey K=—a, Sz, ¥, ..., t)=o0,

T=¢,
U=u, V=p, iy W=y, S=—a, flu,v, ...,t)=o,
et, par suite, les équations (15) et (16) deviendront

u—1%% —o, v—1t% =0
ot — 7’ dt — 7’

d
—(a-i—n)u[a%—t&—zo-

En intégrant celles-ci de maniére que les conditions (18) soient

vérifiées pour £ =1, on trouvera

o=t v = vi, vy $=t (v, L)
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Cela posé, la formule (10) donnera

n ® Al e AW . -
Q= (ﬁ) t“"'”/ / / f oo erE—pay=1gBly—v/=t | £y, ... )dadpd8dy. ..
—w —wty
n ® v d v —_— v x

ce qui est exact.

Comme toute équation aux différences particlles du premier ordre
peut étre remplacée par une équation linéaire du méme ordre qui ren-
ferme un plus grand nombre de variables, il est clair que Ja méthode
précédente peut étre appliquée i I'intégration de toutes les équations
aux différences partielles du premier ordre.

En appliquant la méme méthode a I'équation linéaire la plus géné-
rale du second ordre et & coefficients variables, et présentant celte
équation sous la forme

+d2(P<P)+0’(Q?) d*(R<P)+d(X<P)+d(T<.D)

Ko+ e dzal g 0z o =@

on reconnait qu’on peut toujours disposer de la fonction f(z,¢), de
maniére a la rendre intégrable.
Ezemple. — On intégre par cette méthode I’équation

, 00 (29) 0% (wie)  0'(f9)
T ozt +3 ozl | of

=o,

et 'on trouve pour son intégrale

=[n(5) +a(3)]
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EXTRAIT DU MEMOIRE

SUR QUELQUES

SERIES ANALOGUES A LA SEBIE DE LAGRANGE,

SUR

LES FONCTIONS SYMETRIQUES

ET SUR

LA FORMATION DIRECTE DES EQUATIONS

QUE PRODUIT L’ELIMINATION DES INCONNUES
ENTRE DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONNEES (1).

Mémoires de I’ dcadémie des Sciences, t. 1X, p. 104} 1830.

RO — ——

Dans ce Mémoire, aprés avoir rappelé les formules que jai données
dans le XIX¢ Cahier du Journal de I'Ecole royale Polytechnique (*), et
qui servent & convertir en intégrales définies les sommes des fonctions
semblables des racines d’une équation quelconque, j’ai fait voir que le
développement de ces intégrales en séries conduisait & plusieurs for-
mules remarquables qui comprennent, comme cas particulier, la
formule de Taylor et la série de Lagrange. Quelquefois les séries
obtenues se composent d’un nombre fini de termes. Ainsi,” par
exemple, si 'on désigne par @ une quantité constante, par m un
nombre entier, par o(x), f(x) deux fonctions entiéres de @, dont la
scconde soit d'un degré inférieur a m et par z,, z,, ..., 2, les racines
de I'équation
(r) , (2 —a)"—f(z) =o,

-

(1) Lu & I'Académie royale des Sciences, le g aoiit 1824.
() OFEueres de Cauchy, S. 11, T. I, p. 30{.

OEwres de C. — S. 1, t. 1I. . 10
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on trouvera

q’(xl)_" ?($2)+---+‘P(xm)

= ! drifg(a) (@] | 1 dim=1] o/ (a)[f(a)]?|
(2) =mela)+ 1.2.3....(m—r) dam—! 2 1.2.3.....(2m —1) da*m—1
5 ! Ertig(a[f(a]]
31.2.3.....3m—1) datmn~1 T

et il est clair que le terme général de la séric comprise dans le second
membre de I'équation (2), savoir

l 1 dnm—l’m (l)[f((l)]"!
ni1.2.3.....(nm—1) T darnt

(3)

s’évanouira, dés que le nombre nm -- 1 deviendra supérieur au degré
de la fonction ¢'(z)[f(z)]".
Si I'on pose, en particulicr,

( (2 —a)y"—f(x) =a2*—arzcosasz -|—'r2 ‘ .
(4) ‘

=(z—r)*+4rasin’s = (z + r)*—4rz cos's,
I'équation (2) donnera

o[ r(cosas+y=1 sin2z)] + ¢[r(cosaz — V—1sina2z)]

=29(r)— 4’ lirz,.“(,)lsnﬁ' 1(42,): ds[";cpd(l)] in*z
IR dsrrs@l(r)]sill“$+---

(3) . T 2345 an

47‘ drre'(—n)] 24r) @t o' (—r)]

—o0(— 2 T T eosts — . b s
=2¢(=r)+ dr B cos's
' —‘(Ar')2 &L o (— )]
3 . 4 6.
+1 2.3.4.5 drd cos

En terminant le Mémoire jai indiqué les moyens de composer
directement 1'équation qui résulte de ’élimination de plusicurs in-
connues entre des équations algébriques. Pour y parvenir, dans le cas
olt 'on considére seulement deux inconnues, il suffit de’résoudre les
deux problémes que nous allons énoncer.
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A LA SERIE DE LAGRANGE, ETC. : 75

ProsLine 1. — F(x) désignant une fonction enticre du degré m, et

&y, Ty, ..., 2, les racines de I’équation

(6) F(z)=o,

on demande la somme S, determinée par la Sformule
(7) Sp=ay+ 2y 4.2

Solution. — Concevons que le coefficient de 2™ dans F(z) ait été

~réduit a 'unité ; posons, pour abréger,
(8) F(z)=ax"—f(x),

et désignons par 4 un nombre entier quelconque. Les deux expressions

Pl . mlk ()%
]!‘((;")) jamh— [{(z)]F{ = F' (=) lx——_[T((xL))]_

seront des fonctions entiéres de x, la premiére d’un degré inférieur
a4 m, la seconde du degré mk — 1. De plus, on aura évidemment

F'(2) 1 ! .
_ —_ + e
( Fz) T ox—2  x—x Z—m
9 .
) ( m S, S, S, I (xlfﬂ zpt
———_‘_x__',_ s -i—-xa—l—..-'i‘w",_._‘ a2+ z—z .. Xr— Ty ’

et 'on en conclura
F'(z . - —1 3
(10) F(z) j@mt—[[(2)]t| = @m*= =Y ma"+ 82" 4.4 8, 2 + 8,) + (@),
w(x) étant un polynome déterminé par la formule
.Z.ll‘l-i

(] l) 'ID'(.Z’) — gpmk—n—1 <_£I;:l__ e I 2 > — l;l((xx)) [f(‘l')]k)

xXr — I =Ty

et, par conséquent, un polynome dont le degré ne pourra surpasser le
plus grand des’deux nombres mk—n — 2, (m — 1)k — 1. Ce degré *
sera donc inféricur 4 mk — n — 1, si 'on suppose £ = ou >n-1; et
alors il suffira, pour obtenir S,, de chercher dans le développement de
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Pexpression (10) le coefficient de a™-#~, Donc, si 'on désigne par =
une quantité infiniment petite, on trouvera

I dmk—n-—1 ‘ gk [1‘(5)]L'

(12) = T =) demk—n—i"(F'(“:) en—1(e) 1

¢ devant étre réduit & zéro, aprés que I'on aura effectué les différen-
tiations.

Corollaire I. — Comme le coefficient de x™-"=', dans l'expres-
sion (10), est égal au coefficient de ™' dans le produit qu’on obtient
en multipliant cette expression par «”, il en résulte que la for-
mule (12) peut étre remplacée par la suivante

8111}.'_ [f(s)'lA

T dm.k—i‘
1.2.3.....(mk—1) demF—1}

(13)  Su= e F'(e)

Corollaire II. — Soit ¢(x) une fonction entiére du degré ». Comme
la formule (13) subsiste dans le cas ol I'on y remplace le nombre
entier 2 par un nombre entier plus petit, on en tirera, en ayant égard
a I'équation identique F'(2) = ma™ ' — (),

s P(z) +@(xy) 4. ..+ @(zw)
('4) f 1 dlnlc—l

= 1.2.3.....(mk —1) dgmk—?

(1)1

<P('€)[mE"“‘—f’(6)]E'ET_’f(7)— ’

k désignant toujours un nombre entier égal ou supérieur & » +1. En

/ s . .
développant le second membre de la formule (14) ¢t supprimant Ics
termes qui se détruisent mutuellement, on en conclura

¢(21) +. ..+ 9(2m)
= ! an—[¢'(e) f(e)]
=me(0)+ r.2.3.....(m—r) dem—1
(15) | 1 dzm—iqul(s)[f(e)]z:
2 1.2.3.....(2172—1) detm—1
. . I 1 dam—l;qjl(s)[“f(e)];;‘
+3 r.2.3.....(3m—u) dedm =1 BIRRRS

Corollaire I1I. — Si I'on supposait la fonction F(a) déterminée, non
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A LA SERIE DE LAGRANGE, ETC. 77
par I'équation (8), mais par la suivante
(16) Ftz)=(z—a)"— (=),
alors 1l faudrait a la formule (14) substituer celle-ci .

o)+ .+ 9(x,)

(17) 1 ' dmk—1 . .
~1.3.3..... (mk —1) demt=t o(a+e)[mem=t—1(a—+e)]

nk—[f(a + &) ]
em—f(e) |

1

En développant le second membre de cette derniére on retrouvera
I'équation (2).

Proprive II. — Etant données les sommes

Si=ax, 4+ 2+ 2, Sy=alt+ai+... .+ 2k, L,

(18)

Sp=al+axy+...+ 2,
on demande la valeur du prodwit x,x, . . .x,,.

Soit toujours € une quantité infiniment petite, et posons

" Em—l

E=8—8+58—..£¥ g
(19) L= 5 2 3 3 = T me

On aura évidemment

][(]—I—hexl)(l +exy) . (1t+ex,) | =11 +exy) + .. .—(—-,l([—\—sx,,,)"

L 5m+1
=c¢E el (81 + ),
et, par suite,
gm+1
EEF——(8m 0.}
(20) (L 62)) (14 ey)...(1+Exy) =€ m+t "7

« devant ¢’évanouir avec e. Si, maintenant, on développe les deux:
membres de la formule (20) suivant les puissances ascendantes de ¢,
on trouvera, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur

am,
‘ « eE  eE* . ) gmEm
(21) (14ez)(14ezg)u(14862,) = eFm1 4 — 4 —— it "y
I 1.2 1.2.3.....mn
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puis, en égalant de part et d’autre les coefficients de ¢, on aura défi-

nitivement ]
_ 1 dm(eEE)
F1Bre e = 3 T dem
(22)
— ! Emy ™ dEm-t  m(m —1) d?En-?
‘ T1.2.3.0om r T T 1.2 der - T

e devant étre réduit a zéro apreés les différentiations.

. Corollaire. — Si, dans les formules (18) et (22), I'on remplace z,,
Lyy +ves T paAr 9(x,), (@), ..., 9(@,), la dernitre de ces formules
suffira pour déterminer la valeur du produit

(23) ?(xa)?(mz)---?(“f‘nz)
quand on connaitra les valeurs des sommes

CP(xi) ~+ CP(.Z‘Q) U o CP(xm)’
[:<1D(‘7"l):|2 -+ [(P(xi)]z +...+ [CID(.Z‘,”)]E,

........ L R I I R I I I )

[q,(xl)]m_l_ [(P("I«'g)]mﬂ—- I [(P(xln)]"l-

Or, ces mémes sommes pouvant étre facilement calculées a 'aide du
premicr probléme, quand on connait les fonctions ¢(x) et F(2), nous
devons conclure que, ces fonctions étant données, on formera sans
peine le produit (23). D’ailleurs, lorsque les fonctions o(x) et F(x)
renferment, avec la variable «, d’autres variables y, z, ..., le pro-
duit (23) est précisément le premier membre de I'équation qui
résulte de I'élimination de  entre les deux suivantes :

(24) o(x)=o, F(z)=o.

Au reste, la méthode d’élimination que nous venons d’indiquer
différe peu de celle qui a été donnée par Lagrange dans les Mémoires
de I’ Acadénue de Berlin, pour 'année 1769, et qui est également fondée
sur la solution des problémes Iet II. ) ‘

et D N e —
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MEMOIRE SUR L’EQUATION

QUI A POUR RACINES LES

'MOMENTS D’INERTIE PRINCIPAUX D'UN CORPS SOLIDE,

ET SUR

DIVERSES EQUATIONS DU MEME GENRE (1)

Memoires de I’ Académie des Sciences, t. 1X, p. 111; 1830.

On sait que la détermination des axes d’une surface du second degré,
ou des axes principaux ct des moments d’inertie d'un corps solide
dépbnd d’une équation du troisieme degré, dont les trois racines sont.
nécessaircment réelles. Toutefois, les géométres ne sont parvenus a
démontrer la réalité des trois racines qu’a I'aide de moyens indirects,
par exemple en ayant recours i une transformation de coordonnées
dans I'espace, afin de réduire I'équation dont il s’agit a une autre

" équation qui soit du second degré seulement, ou en faisant voir que
I'on arriverait a des conclusions absurdes si I’on supposait deux racines
imaginaires. La question que je me suis proposée consiste a établir
directement la réalité des trois racines, quelles que soient les valeurs
des six coefficients renfermés dans I’équation donnée. La solution, qui
mérite d’étre remarquée a cause de sa simplicité, se trouve comprise
dans un théoréme que je vais énoncer.

HEOREME [, — X wdées, qu’tl s’agisse de deter-
TutoriMe I Concevons, pour fixer les idées [ s'ag de deter

miner les moments d’inertie principaux d’un corps. Pour obtenir les

(*) Lu & 'Académie royale des Sciences, le 20 novembre 1826.
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limites des trois racines de I équation qui sert & déterminer ces momenls,
i suffira de supprimer dans cette équation les termes qui s’évanouiraient
st l'un des axes coordonnés coincidait avec l'un des axes principaux.
Alors on obtiendra une nouvelle équation qui sera immediatement divi-
sible par un facteur du premier degre, et pourra étre ainst réduite a une
équation du second degré dont les deux racines seront réelles. Soient o, 6
ces deux derniéres racines, rangees par ordre de grandeur. Si, dans
I'équation proposée, on substitue successivement & la variable les

qualre valeurs

-0, &, 6’ oo,
on obtiendra quatre resultats alternativement positifs et ne’gatzfs. Donc
la proposée aura trois racines réelles : 'une inférieure a la quantité o;

’autre comprise entre les limites a, 6 ; la troisiéme superieure a 6.

La démonstration de ce¢ théoréme ne présente aucune espeéce de
difficulté. Ajoutons qu’il se trouve compris comme cas particulier dans
un autre théoreme plus général, et que je vais indiquer.

Tueorive II. — St L’on nomme s la somme des carrés de n variables
indépendantes x, y, 5, U, ..., et r une fonction homogéne du second

degreé, composee avec ces mémes variables, et si Uon cherche les valeurs
maximum ow nunimum du rapport 5’ la détermination de ces valeurs

dépendra d’une équation du niéme degré dont toutes les racines sont reelles.

La méthode que j'al suivie pour arriver & la démonstration de ce
théoréme m’a encore fourni quelques autres propositions, parmi les-
quelles je citerai la suivante :

Tukorime 111, — Etant donnée une fonction homogeéne du second degre
de plusieurs variables z,y, s, ... on peut toujours leur substituer d’autres
vartables &, 1, ¢, ... lides a x, y, 5, ... par des équations lincaires
tellement choisies que la somme des carrés de z, y, z, .. sou équivalente
a la somme des carrés de &, 1, ¢, ..., et que la fonction donnce de x, y,

5, ... se transforme en une fonction de &, v, C, ... homogene et du
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second degré, mais qui renferme seulement les carrés de ces dernicres
variables. '

Le dernier théoréme entraine évidemment plusieurs relations entre
les cocfficients des équations linéaires par lesquelles les variables £,
1, { sont liées aux variables z, y, 5, .... Ces relations sont semblables
a celles qui existent entre les cosinus des angles que forment trois axes
rectangulaires .donnés avec les axes des coordonnécs, supposés eux-
mémes rectangulaires.

OFuvres de C. — S. I, t. H.,
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~ MOUVEMENT D'UN SYSTEME DE MOLECULES

QUI SATTIRENT OU SE REPOUSSENT A DE TRES PETITES DISTANCES

ET SUR LA

THEORIE DE LA LUMIERE O,

Mémoires de " Académie des Sciences, t. IX, p. 1145 1830.

——— i ———

Les équations aux différences partielles que j’ai données dans les
30¢, 31¢ et 32 Livraisons des Ewercices de Mathématiques, expriment
le mouvement d’un systéme de molécules qui s’attirent ou se re-
poussent a de trés petites distances, et que 'on suppose trés peu
écartées des positions qu’elles occupaient dans un état d’équilibre.
D’ailleurs, ces équations peuvent étre facilement intégrées par les
méthodes que jai indiguées dans le XIX¢ Cahier du Journal de I’ Ecole
Polytechnigque, et dans le Mémoire sur application du calcul des résidus
auz questions de Physique mathématique; et alors les valeurs des
inconnues se trouvent représentées par des intégrales multiples, dans
lesquelles entrent sous le signe f les fonctions qui expriment, a
Porigine du mouvement, les déplacements et les vitesses des molécules
mesurés parallélement aux axes coordonnés. Or, ces intégrales four-,
nissentle moyen d’assigner les lois, suivant lesquelles un ébranlement,
primitivement produit en un point donné du systéme que 'on con-

(1) Lu a 'Académie royale des Sciences, lo 12 janvier 1829.
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sidére, se propagera dans tout le systeme. C’est ainsi que je suis par-
venu aux résultats que je vais énoncer, et qui me paraissent dignes de
fixer un moment I'attention des physiciens et des géométres.

1° Si un systéme de molécules est tellement constitué que I'élasti-
cité de ce systéme soit la méme en tous sens, un ébranlement primiti-
vement produit en un point quelconque se propagera de maniére qu'’il
en résulte deux ondes sphériques animées de vitesses constantes,
mais inégales. De ces deux ondes la premiére disparaitra, sila dilata-
tion initiale du volume se réduit a zéro, et alors, si 'on suppose les
vibrations des molécules primitivement paralleles & un plan donné,
elles ne cesseront pas d’étre paralléles a ce plan.

2° Si un systéme de molécules est tellement constitué que I’élasticité
reste la méme autour d’un axe paralléle & une droite donnée, dans
toutes les directions perpendiculaires & cet axe, les équations du mou-
vement renfermeront plusieurs coefficients dépendant de la nature du
systtme; et ’on pourra établir entre ces coefficients une relation telle
que la propagation d’un ébranlement, primitivement produit en un
point du systéme, donne naissance & trois ondes dont chacune coincide
avee une surface du second degré. De plus, si Pon fait abstraction de
celle des trois ondes qui disparait avec la dilatation du volume quand
I'élasticité redevient la méme en tous sens, les surfaces des deux ondes
restantes se réduiront au systéme d’une sphére et d’un ellipsoide de
révolution, cet ellipsoide ayant pour axe de révolution le diameétre
méme de la sphére. L'accord remarquable de ce résultat avec le
théoréme d’Huygens sur la double réfraction de la lumiére dans les
cristaux & un seul axe, nous a paru assciimportant pour mériter d’étre
signalé, et nous croyons devoir en conclure que les équations du mou-
vement de la lumiére sont rehfermées dans celles qui expriment le
mouvement d’un systéme de molécules trés peu écarté d’une position
d’équilibre.
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DEMONSTRATION ANALYTIQUE

' D’UNE
LOI DECOUVERTE PAR M. SAVART

ET RELATIVE AUX

VIBRATIONS DES CORPS SOLIDES 0U FLUIDES ©.

Meémoires de I’ dcadémie des Sciences, t. IX, p. 115 1830.

Vai donné dans les Exercices de Mathematiques les équations géné-
rales qui représentent le mouvement d’un corps élastique dont les
-molécules sont trés peu écartées des positions qu’elles occupaient
dans I'état naturel du corps, de quelque maniére que I'élasticité varie
dans les diverses directions. Ces équations qui servent a déterminer,
‘en fonction du temps ¢ et des coordonnées , y, 5, les déplacements &,
7, ¢ d’un point quelconque mesurés dans le sens de ces coordonnées,
sont de deux espéces. Les unes se rapportent & tous les points du corps
élastique, les autres aux points renfermés dans sa surface extéricure.
Or, a l'inspection seule des équations dont il s’agit, on reconnait
immédiatement qu’elles continuent de subsister, lorsqu’on y rem-
place z par £z, y par £y, s par ks, § par k3, n par kv, { par £C, £ dési-
gnant une constante choisie arbitrairement, et lorsqu’en méme temps
on fait varier les forces accélératrices appliquées aux diverses molé-

I

cules dans le rapport de 1 & - Donc, si ces forces accélératrices sont

nulles, il suffira de faire croitre ou diminuer les dimensions du corps

(1) Lu a 'Acalémie royale des Sciences, le 12 janvier 1829.
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solide, et les valeurs initiales des déplacements dans le rapport de 1 a 4,
pour que les valeurs générales de &, v, (et les durées des vibrations
varicnt dans le méme rapport. Donc, si I'on prend pour mesure du
son rendu par un corps, par une plaque, ou par unc verge élastique,
le nombre des yvibrations produites pendant I'unité de temps, ce son
variera en raison inverse des dimensions du corps, de la plaque ou de
la verge, tandis que ces dimensions croitront ou décroitront dans un
rapport donné. Cette loi, découverte par M. Savart, s’étend aux sons
rendus par une masse fluide contenue dans un espace fini, et se
démontre alors de la méme maniére. '

On prouverait encore de méme que, si, les dimensions d’un corps
venant & croitre ou & diminuer dans un certain rapport, sa température
initiale croit ou diminue dans le méme rapport, la durée de la propa-
gation de la chaleur varicra comme l¢ carré de ce rapport.

SO Se—————
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SUR
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ET

LES VIBRATIONS TOURNANTES I’UNE VERGE RECTANGULAIRE ),

Mémoires de I’ Acaddémie des Sciences, t. IX, p. 117; 1830.

A T'aide des principes que j'ai posés dans le troisiéme Volume des
Exercices de Mathématigues, on peut déterminer non seulement les
vibrations Jongitudinales et transversales, mais aussi les vibrations
tournantes d’une verge rectangulaire, ¢t 'on parvient alors aux résul-
tats que je vais indiquer.

Considérons une verge rectangulaire qui dans Iétat naturel ait pour
axe I'axe des x, et supposons que, chaque point de cet axe étant immo-
bile, la verge soit tordue autour de ce méme axe. Désignons par p la
densité naturelle dc la verge, par 24 ct 27 ses deux épaisseurs; par §,
7, { les déplacements d’un point de la verge, mesurés parallelement
aux axes des «, y, 5; par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algé-
briques des pressions que supportent au point (z, y, 5), et du coté
des coordonnées positives, des plans perpendiculaires & ces mémes
axes; par
(1) E=i (3—-&5 -+ g—i>

‘ce que devient la fonction E, quand on suppose B =0,C =0, D = o,

(1) Lu a I'Académie royale des Sciences, le g février 18ag,
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0t

F=9,d7:o,etpar .

. . (0n 0%
(5) F_|1<(-E+W>

ce que devient la fonction F quand on suppose B=o0,C=0,D =0,
K == 0, — = o. Enfin, soient
dx

8
(3) pR=z l ;

3 _/z_“ i 1 1
(h +T><F+i2

¢ langle de torsion, dans le plan perpendiculaire & 'axe des x, et
correspondant a I'abscisse «; Y, Z les projections algébriques de la

force aceélératrice sur les axes des y et 5 dirigés dans le sens des
épaisscurs 2h, 2¢; ¢t Y, ,, Z, , les valeurs de

o o
Jdz’  dy

correspondant & des valeurs nulles des coordonnées y, . On aura,
au bout d’un temps quelconque z, et pour une valeur quelconque de «,

024) /l2Z1 o_l?Y()| 024} N
2T — = 1,
(4) 2 Jdx? Lt g2 oo

On aura d’ailleurs, pour une extrémité fixe, $ = o et, pour une

extrémité libre, 9% = o.
dx
Si la force accélératrice est nulle, on trouvera simplement
. »xy 9y
’ — T .
() & ozt o8

Cette derniére formule est semblable a celle qui détermine les vibra-
tions longitudinales. On en conclut, en représentant par 7 un nombre
entier quelconque, par a la longueur de la verge rectangulaire et par 5%
le nombre des vibrations tournantes exécutées dans I'unité de temps,
nQ )

(6) ' I —= »
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“Lorsque le son produit par les vibrations tournantes devient le plus

- grave possible, onan =1,

. 1
Q 2 \? I
(7) 95—;6“:(%) T

i’_i_/z2 7(1 1 %
o(f+%) (7+%)

Si I'on suppose la verge extraite d’un corps solide qui offre l]a méme

élasticité en tous sens, on aura

(8) . . , h=i;
et, par suite, en nommant f la valeur commune de h et dei, on trouvera

1
. af\? hi
(9) : ,%—<g‘p) A+ R

Si les épaisseurs A, ¢ deviennent égales, I'équation (g) donnera

1
(8

et, comme le nombre N des vibrations longitudinales les plus Ientes

sera déterminé par la formule

1.
: 50\ 1
(r1) N:<E> vy
on trouvera
N _ , —~
(12) E:;\/B:x,g%[;....

Enfin, si I'épaisseur 27 est trés petite relativement a I'épaisseur 24,

I’équation (6) donnera sensiblement
1

2h\? /
(13) . ac_(g_{;) L.

SiTon considére la verge tordue non plus dans I’état de mouvement
mais dans I’état d’équilibre, alors, au lieu de ’équation (5), on ob-
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ticndra la suivante : _
P
— —o,
oxt

(14)

‘Ajoutons que, si I'on nomme K le moment du systéme des pressions
ou tensions, supportées par un plan perpendiculaire & 'axe dont il
s’agit, on aura

16
) iy S
(13) : K:% 99
l Lt oz
1 h

Si K devient le moment de la force appliquée a une extrémité libre
de la verge, on trouvera, en supposant I'autre extrémité fixe, et pour
une abscisse quelconque ,

(16) y=3 5 (‘ )w

Des formules qui précédent on déduit immédiatement les conclu-
sions suivantes :

1° L’angle de torsion d’une verge rectangulaire qui offre une extré-
mité fixe et une extrémité libre, étant mesuré dans un plan perpendi-
culaire i I'axe de la verge, est en raison dirccte non sculement de la
distance qui sépare ce plan de I'extrémité fixe, mais aussi du moment
de la force appliquée a 'extrémité libre. '

2° Si la section transversale de la verge varie en demeurant sem-
blable & clle-méme, I'angle de torsion variera en raison inverse du
carré de I'aire de cette scction, ou, ce qui revient au méme, en raison
inverse de la quatriéme puissance de chaque épaisseur. Ces résultats,
semblables & ceux que M. Poisson a obtenus, en considérant la tor-
sion d’une verge cylindrique & base circulaire, extraite d’un corps
‘dont I'élasticité est la méme en tous sens, subsisteront pareillement
pour une verge cylindrique ou prismatique & base quelconque.

30 Si Pune des épaisseurs de la verge devient trés petite par rapport
a P'autre, I'angle de torsion varicra en raison inverse de la plus grande
épaisseur et du cube de la plus petite.

OFuvres de C. — S, 1, t. 11, 12
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4° Les sons produits par les vibrations tournantes d’une verge. rec-
tangulaire ne varient pas, lorsque les deux épaisscurs de la verge
croissent ou diminuent dans le méme rapport. Cette proposition a été
confirmée par des expériences de M. Savart.

50 Sil'une des épaisseurs de la verge devient trés petite par rapport
a 'autre, le son le plus grave, produit par des vibrations tournantes,
sera en raison directe de la plus petite épaisseur de la verge, et en
raison inverse de l'aire de la scction faite par un plan perpendiculaire
a cette épaisscur. Cette loi est encore une de celles que M. Savart a
découvertes, et auxquelles il a été conduit par 'expérience. (Voir le
Tome XXV des dnnales de Chimie et de Physique.)

6° Si la verge est extraite d’un corps solide qui offre la méme élasti-
cité en tous sens, les sons correspondant aux vibrations tournantes
seront en raison directe du produit des deux épaisseurs de la verge, et
en raison inverse de la somme de leurs carrés.

7° Si, de plus, les deux épaisseurs deviennent égales, le son le plus
grave, produit par des vibrations longitudinales, sera au son le plus

grave produit par des vibrations tournantes dans le rapport de /15 & 2,
ou de 1,9364 a I'unité. -
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MEMOIRE

SUR

" LA THEORIE DE LA LUMIERE.

Mémoires de 1’ Académie des Sciences, t. X, p. 293; 1831.

— e

PREMIERE PARTIE (*).

Yai donné le premier, dans les Exercices de Mathématiques (troisiéme
et quatriéme Volume) (2), les équations générales d'équilibre ou
de mouvement d’un systtme de molécules sollicitées par des forces
d’attraction ou de répulsion mutuelle, en admettant que ces forces
fussent représentées par des fonctions des distances ecntre les mo-
lécules; et j’ai prouvé que ces équations, qui renferment un grand
nombre de cocfficicnts dépendant de la nature du systéme, se rédui-
saient, dans le cas ou I'élasticité redevenait la'méme en tous sens, a
d’autres formules qui ne renferment qu’un seul coefficient, et qui
avaient été primitivement obtenues par M. Navier. J'ai, de plus, déduit
de ces équations celles qui déterminent Ies mouvements des plaques et
des verges élastiques, quand on suppose que I'élasticité n’est pas la
méme en tous sens; et jai ainsi obtenu des formu]cs'qui comprennent,
comme cas particuliers, celles que M. Poisson et d’autres géométres
avaient trouvées dans la supposition contraire. L’accord remarquable .
de ces diverses formules, et des lois qui s’en déduisent, avec les obser-
vations des physiciens, et spécialement avee les belles expériences de

(1) Présentée et lue 4 I'Académie royale des Sciences, les 31 mai et 7 juin 1830,
(%) OFupres de Cauchy, S. 11, T. VIII, IX.
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M. Savart, devait m’encourager a suivre les conseils de quelques per-
sonnes qui m’engageaient a faire, des équations générales que j’avais
données, une application nouvelle & la théorie de la lumiére. Ayant
suivi ce conseil, j’ai été assez heurcux pour arriver aux résultats que je
vais exposer dans ce Mémoire, et qui me paraissent dignes de fixer un
moment I'attention des physiciens et des géombtres.

Les trois équations aux différences partielles qui représentent le
mouvement d’un systtme de molécules sollicitées par des forces
d’attraction ou de répulsion mutuclle, renferment, avec le temps ¢ et

-les coordonnées rectangulaires «, y, s d'un point quelconque de Ves-
pace, les déplacements &, v, { de la molécule o qui coincide, au bout
du temps ¢, avee le point dont 1l s’agit; ces déplacements étant mesurés
parallélement aux axes des x, y, =. Les mémes équations offriront
vingt et un coefficients dépendant de la nature du systéme, si l'on fait
abstraction des coefficients qui s’évanouissent, lorsque les masses m,
m’', m” des diverses molécules sont deux a deux égales entre elles et
distribuées symétriquement de part et d’autre de Ia molécule o sur des
droites menées par le point avec lequel cette molécule coincide. Enfin,
cqs équations seront du second ordre, c’est-a-dire qu’elles ne contien-
dront que des dérivées du second ordre des variables principales &,
n, {5 et 'on pourra, en considérant chaque coefficient comme une
quantité constante, ramener leur intégration a celle d’'une équation du
sixiéme ordre, qui ne renfermera plus qu’une seule variable principale.
Or, cette derniére pourra étre facilement intégrée a 'aide des méthodes
générales que j'ai données dans le XIX® Cahier du Journal de I’Ecole

Polytechnique, et dans le Mémoire Sur {’apptication du calcul des résidus

aux questions de Physique mathématique. En appliquant ces méthodes
au cas ou 'élasticité du systéme reste la méme en tous sens, et rédui-
sant la valeur de la variable principale & la forme la plus simple, &

'aide d’un théoréme établi depuis longtemps par M. Poisson, on

obtient précisément les intégrales qu’a données ce géométre dans les

Mémoires de I’ Académie. Mais, dans le cas général, la variable princi-

pale étant représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait,
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pour découvrir les lois des phénoménes, réduire cette intégrale sex-
tuple & une intégrale d’un’ ordre moins élevé. Cette réduction m’a
longtemps arrété : mais'jc suis enfin parvenu a U'effectuer, pour I'équa-
tion aux différences particlles ci-dessus mentionnée, et méme généra-
lement pour toutes les équations aux différences partielles dans les-
quelles les diverses dérivées de la variable principale, prises par
rapport aux variables indépendantes @, y, z, ¢, sont des dérivées de
méme ordre. Alors, j'ai obtenu, pour représenter la variable prin-
cipale, une intégrale définie quadruple, et j’ai pu rechercher les lois
des phénomeénes dont la connaissance devait résulter de U'intégration .
des équations proposées. Cette recherche a été I'objet du dernier
Mémoire que j’ai eu I'honneur d’offrir 4 I'’Académie, et qui renferme
entre autres la proposition suivante :

Etant donnée une équation aux différences partielles dans laquelle
toutes les derivees de la variable principale relatives aux variables inde-
pendantes x, y, 5, t, sont de méme ordre, si les valeurs initiales de la
lvarz'able principale et de ses dérivées prises par rapport au temps sont sen-
stblement nulles dans tous les points situés a une distance finie de ’origine
des coordonnées, cette variable et ses dérivées n’auront plus de valeurs
senstbles au bout du temps t, dans Uintérieur d’une certaine surface, et,
par conséquent, les vibrations sonores, lumineuses, etc., qui peuvent étre
détermindes a Uaide de !'équation aux différences partielles, se propa-
geront dans ['espace, de maniére & produire une onde sonore, lumi-
ﬁeuse, etc., dont la surface sera précisément celle que nous venons
d’indiquer. '

De plus, on obtiendra facilement 'équation de la surface de l'onde,
en suivant la régle que je vais tracer:

Concevons que, dans 'équation aux différences partielles, on rem-
place une dérivée quelconque de la variable principale prise par rapport
aux variables indépendantes #, y, 2, t par le produit de ces variables
élevées a des puissances dont les degrés soient marqués, pour chaque
variable indépendante, par le nombre des différentiations gui lui sont
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relatives. La nouvelle équation que I'on obtiendra sera de la forme
F(z,y,3,t)=o0

et représentera une certaine surface courbe. Considércz maintenant le
rayon vecteur mené de 'origine & un point quelconque de cette sur-
face courbe; portez sur ce rayon vecteur, & partir de 'origine, une
longueu;égale au carré du temps divisé par ce méme rayon; menez
ensuite par I'extrémité de cette longueur un plan perpendiculaire a sa
direction. Ce plan sera le plan tangent i la surface de I'onde, et, par
conséquent, cette surface sera I'enveloppe de 'espace que traverseront
les divers plans qu’on peut construire en opérant comme on vient de
le dire. Au reste, on arrive encore aux mémes conclusions, en sulvant
une autre méthode que je vais exposer en peu de mots, et que jai
développée dans mes derniéres Lecons au Collége de France.
Supposons que les valeurs initiales de la variable principale et de
ses dérivées prises par rapport au temps ne soient sensibles que pour
les points situés a des distances trés petites d'un certain plan mené
par l'origine des coordonnées, et dépendent uniquement de ces dis-
tances. Cette méme variable et ces dérivées ne seront sensibles, au
bout du temps ¢, que dans le voisinage de l'un des plans paralléles,
construits a I'aide de la régle que nous avons précédemment indiquée.
Par conséquent, si les vibrations ‘sonores, lumineuses, etc. sont
primitivement renfermécs dans une onde plane, cette onde, que nous
nommerons élémentaire, se divisera en plusieurs autres dont chacune
se propagera dans I'espace, en restant parallele a elle-méme, avee une
vitesse constante. Mais ces diverses ondes auront des vitesses de pro-
pagation différentes. Si, maintenant, on congoit qu'au premier instant
plusieurs ondes élémentaires soient renfermées dans des plans divers
menés par I'origine des coordonnées, mais peu inclinés les uns sur les
autres, et que les vibrations sonores, lumineuses, cte. soient assez
petites pour rester insensibles dans chaque onde élémentaire prise
séparément; alors, ces vibrations ne pouvant devenir sensibles que
par la superposition d’un grand nombre d’ondes élémentaires, il est
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clair que les phénomeénes relatifs & la propagation du son, de la lu-
miére, etc. ne pourront étre observés, au premier moment, que dans
une trés petite étendue autour de I'origine des coordonnées et, au
bout du temps ¢, que dans le voisinage des diverses nappes de la sur-
face qui sera touchée par toutes les ondes élémentaires. Or, cette
derniére surface sera précisément la surface courbe dont nous avons
parlé ci-dessus, et que I'on nomme généralement surface des ondes.
Cela posé, si 'on considére le mouvement de propagation des ondes
planes, dans un systéme de molécules sollicitées par des forces d’at-
traction ou de répulsion mutuelle, on pourra prendré successivement
pour variables principales trois déplacements rectangulaires d'une
molécule on mesurés parallélement aux trois axes d’un certain ellip-
soide qui aura pour centre l'origine des coordonnées, et que 1’on con-
struira facilement dés que I'on connaitra les coefficients dépendants
de la nature du systéme proposé, et la direétion du plan ABC, qui ren-
fermait une onde plane au premier instant. Alors cette onde se divi-
sera en six autres qui auront constamment la méme épaisseur que la
premiére et se propageront, avec des vitessés constantes, dans des
plans paralléles & ABC. Ces ondes, prises deux a deux, auront des
vitesses de propagation égales, mais dirigées en sens corntraires. De
plus, ces vitesses, mesurées suivant une droite perpendiculaire au
plan ABC, pour les trois ondes qui se mouvront dans un méme sens,
seront constantes et respectivement égales aux quotients qu’on ob-
tient en divisant I'unité par les trois demi-axes de I'ellipsoide ci-dessus
mentionné. Les points situés hors de ces ondes seront en repos et, si
les trois demi-axes de I'ellipsoide sont inégaux, le déplacement absolu
et la vitesse absolue des molécules, dans une onde plane, resteront
toujours paralléles a celui des trois axes de l'ellipsoide qui sera réci-
proquement proportionnel & la vitesse de propagation de cette onde.
Mais, si deux ou trois axes de I'cllipsoide deviennent égaux, les ondes
planes qui se propageront dans le méme sens avec des vitesses réci-
proquement proportionnelles & ces axes, coincideront, et la vitesse
absolue de chaque molécule renfermée dans une onde plane sera, au
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bout d’un temps quelconque, paralléele aux droites.suivant lesquelles
les vitesses initiales se projetaient sur le plan mené par les deux axes
égaux de Dellipsoide, ou méme, si I'cllipsoide se change en une
sphére, aux dircctions de ces vitesses initiales.

Concevons, maintenant, qu’au premier instant plusicurs ondes
planes, peu inclinées les unes sur les autres et sur un certain
plan ABC, sc rencontrent et se superposent en un certain point A. Le
temps venant a croitre, chacune de ces ondes se propagera dans I'es-
pace, en donnant naissance, de chaque coté du plan qui la renfermait
primitivement, & trois ondes semblables renfermées dans des plans
paralleles, mais douées de vitesses de propagation différentes; par
coﬁséquent, le systeme d’ondes planes que I'on considérait d’abord se
subdivisera en trois autres systémes, et le point de rencontre des
ondes qui feront partie d’'un méme systéme se déplacera suivant une
certaine droite avec une vitesse de propagation distincte de celle des
ondes planes. Donc, au bout d’un temps quelconque ¢, le point A se
trouvera remplacé par trois autres points, dont les positions dans
'espace pourront étre calculées pour une direction donnée du
plan ABC, et les diverses positions que pourront prendre les trois
points dont il s’agit, pour diverses directions primitivement attribuées
au plan ABC, détermineront une surface courbe a trois nappes, dans
laquelle chaque nappe sera constamment touchée par les ondes planes
qui feront partie d’'un méme systéme. Or, cette surface courbe sera
précisément cclle dont nous avons déj parlé ci-dessus, et que nous
avons nommeée surface des ondes.

Au reste, pour que la propagation des ondes planes puisse s’cffec-
tuer dans un corps élastique, il est nécessaire que les coefficients,
ou du moins certaines fonctions des coefficients renfermés dans les
équations aux différences particlles qui représentent le mouvement du
corps élastique, restent positives. Dans le cas contraire, les ondes
planes ne pourraient plus se propager, ct 'on en scrait averti par le
calcul qui donnerait pour les vitesses de propagation“des valeurs ima-

ginaires.
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Dans la théorie de la Jumiére, on désigne sous le nom d'éther le
fluide impondérable que I'on considére comme étant le milicu élas-
tique dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Le point de ren-
contre d’un grand nombre d’ondes planes dont les plans sont peu
inclinés les uns aux autres est celui dans lequel on suppose que la
lumiére peut étre percue par I'ceil. La série des positions que ce point
de rencontre prend dans I'espace, tandis que les ondes se déplacent,
constitue ce qu'on nomme un rayon lumineux; et la vitesse de la
lumicre mesurée dans le sens de ce rayon doit étre soigncusement dis-
tinguée : 1° de la vitesse de propagation des ondes planes; 2° de la
vitesse propre des molécules éthérées. Enfin, I'on appelle rayons pola-
risés ceux qui correspondent a4 des ondes planes dans lesquelles les
vibratigns des molécules restent constamment paralléles & une droite
donnée, quelles que soient les directions des vibrations initiales.

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux,
la lumiére est pelarisée parallélement & unc droitc ou & un plan donné,
lorsque les vibrations des molécules lumineuses seront paralléles a
cette droite ou 2 ce plan, sans étre paralléles dans tous les cas aux
directions des vibrations initiales; et nous appellerons plan de polari-
sation le plan-qui renfermera la direction du rayon lumincux, et celle
des vitesses propres des molécules éthérées. Ces définitions s’ac-
cordent, comme on le verra plus tard, avec les dénominations regues.

Cela posé, il résulte des principes ci-dessus établis que, en partant
d’un point donné de I'espace, un rayon de lumiére, dans lequel les
vitesses propres des molécules ont des directions quelconques, se
subdivisera généralement en trois rayons de lumiére polarisée pa-
rallelement aux trois axes d’'un certain ellipsoide. Mais chacun de ces
rayons polarisés ne pourra plus étre divisé par l'action du fluide
élastique dans lequel la lumiére se propage. De plus, le mode de pola-
risation dépendra de la constitution de ce fluide, c’est-d-dire de la
distribution de ses molécules dans I'cspace ou dans un corps transpa-
rent, et du plan qui renfermait primitivement les molécules vibrantes.
Si la constitution du fluide élastique est telle que les vitesses de pro-

OFupresde C.— S. 1, &. Il ' 13
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pagation des ondes planes deviennent imaginaires, cette propagation
ne pourra plus s’effectuer, et le corps dans lequel le fluide éthéré se
trouve compris deviendra ce qu'on nomme un corps opaque. Si le
corps reste transparent, ct si dans ce corps le fluide éthéré se trouve
distribué de telle sorte que son élasticité demeure la méme en tous
sens autour d’un point quelconque, les trois rayons polarisés dans les-
quels se subdivise généralement un rayon de lumiére seront dirigés
suivant la méme droite; et, comme la vitesse de la lumicre sera la
 méme dans les deux premiers rayons, ccux-ci se confondront I'un
avec P'autre. Il ne restera donc alors que deux rayons polarisés :
I'un double, I'autre simple, ayant la méme direction. Or, le calcul fait
voir que dans le rayon simple la lumiére sera polarisée suivant la
direction dont il s’agit, tandis que dans le rayon double la lnmiére
sera polarisée perpendiculairement a cette direction. Si les vibrations
initiales des molécules lumineuses sont renfermées dans un plan
perpendiculaire & la direction dont il s’agit, le rayon simple dispa-
raitra, et les vitesses propres des molécules dans le rayon double res-
teront constamment dirigées suivant des droites paralléles aux direc-
tions des vitesses initiales; de sorte qu’a proprement parler il n'y
aura plus de polarisation. Alors aussi la vitesse de propagation de la
lumiére scra équivalente & la vitesse de propagation d’une onde plane,
et la méme en tous sens autour de chague point. Or, la réduction de
tous les rayons & un seul, et 'absence de toute polarisation dans les
milicux ol la lumiére se propage en tous sens avec la méme vitesse,
étant des faits constatés par 'expéricnce, nous devons conclure de co
qui précéde que dans ces milieux les vitesses propres des molécules
éthérées sont perpendiculaires aux directions des rayons lumineux
et comprises dans les ondes planes. Ainsi, I'hypothése admise par
Fresnel devient une réalité. Cet habile physicien, malheureusement
enlevé aux sciences par une mort prématurée, a donc eu raison de
dire que dans la lumiére ordinaire les vibrations sont transversales,
c’est-a-dire perpendiculaires aux directions des rayons. A la vérité,
les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement combattues par un

L]
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illustre académicien dans plusicurs articles que renferment les Annales
de Chimie et de Physigue, ct dont 'un est relatif au mouvement de
deux fluides superposés. Suivant l'auteur de ces articles, les vibra-
tions des molécules dans I’éther finiraient par étre toujours sensible-
ment perpendiculaires aux surfaces des ondes que le mouvement
produit en se propageant; et dés lors, la polarisation, telle qu’elle a
été précédemment définie, deviendrait impossible et disparaitrait
complétement. Alors aussi la surface des ondes sorait toujours un
ellipsoide et n’offrirait qu'une scule nappe, en sorte que, pour expli-
quer la double réfraction, on serait obligé de supposer deux fluides
éthérés simultanément renfermés dans le méme milieu. Mais on doit
remarquer que auteur, comme il le dit lui-méme, avait déduit ces
diverses conséquences de l'intégration de 'équation connue aux diffé-
rences particlles qui représente les mouvements des fluides élastiques,
et de celle qu’on en déduit lorsqu’on suppose inégaux les trois coeffi-
cients des dérivées partielles de la variable principale. Or, ces équa-
tions ne paraissent point applicables & la propagation des ondes lumi-
neuses dans un fluide éthéré, et 'accord remarquable de la théorie
que je propose avee I'expérience me semble devoir-confirmer I'asser-
tion que j’ai déja émise dans un précédent Mémoire sur le mouvement
de la lumiére : savoir, que les équations différenticlles de ce mouve-
ment sont comprises dans celles que renferment les 31¢ et 32¢ livrai-
sons des Exercices de Mathématiques.

Dans la deuxiéme Partie de ce Mémoire que je me propose de lire ala
séance prochaine, j'appliquerai les principes que je-viens d’établir &
la détermination des lois suivant lesquelles la lumiére se propage dans
les cristaux & un seul axe ou & deux axes optiques, et je montrerai

“comment on peut déduire de mes formules des régles propres a faire
connaitre les vitesses de propagation des ondes élémentaires, et les
plans de polarisation des rayons lumineux. Lorsqu’on s’arréte a4 un
premier degré d’approximation, ces régles s’accordent d’une maniére
digne de remarque avec celles que plusieurs savants ont déduites de
'expérience ou de I'hypothése des ondulations, et, en particulier, avec
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celles que Fresnel a données dans son beau Mémoire sur la double ré-
fraction. Sculement, il s’est trompé en admettant que les vibrations
des molécules éthérées dans un rayon lumineux étaient sensiblement
.perpendiculaires au plan généralement nommé plan de polarisation.
Dans la réalité, le plan de polarisation renferme la direction du rayon
et celle des vibrations de 'éther. Un jeune géométre, M. Blanchet,
avait, de son coté, et méme avant moi, déduit cette conséquence et les
lois de la polarisation pour les cristaux & un seul axe optique des pre-
miéres formules que j'avais données. Mais la nouvelle analyse dont jai
fait usage ne laisse rien a désirer & cet égard, et s’étend a tous les
cas possibles.

Je ferai voir encore dans la deuxiéme Partie du Mémoire que la pres-
sion est nulle dans le fluide éthéré qui propage les vibrations lumi-
neuses, ct je montrerai les conditions auxquelles doivent satisfaire les
cocfficients renfermés dans les équations différenticlles du mouve-
ment des corps élastiques, pour que la surface de Ponde lumineuse
acquiére la forme indiquée par I'expérience. Enfin, dans une troi-
siéme Partic, je dirai comment on peut établir les lois de la réflexion
et de la réfraction & la premiére ou a la seconde surface d'un corps
transparent, ¢t détecrminer la proportion de lumiére réfléchic ou
réfractée. Ici encore, la théorie s’accorde parfaitement avee 'observa-
tion, et 'analyse me raméne aux lois que plusieurs physiciens ont
déduites de expérience. Ainsi, en particulier, le calcul me fournit la
loi de M. Brewster sur I'angle de la polarisation compléte par réflexion
et l_a loi de M. Arago sur la quantité de lumiére réfléchic a la premiére
ou 4 la seconde surface d’'un milieu transparent. I'obtiens aussi les
formules que Fresnel a insérées dans le dix-septieme numéro des
Annales de Chimie et de Physique, et qui suffiraient & clles seules pour”
constater la sagacité vraiment extraordinaire de cet illustre physicien.

Enfin, je rechercherai les moyens a I'aide desquels les physiciens
pourront constater la réalité de la triple réfraction, ou, ce qui revient
au méme, I’existence du troisiéme rayon polarisé, traver;ant un milieu
dont I'élasticité n’est pas la méme dans tous les sens.
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DEUXIEME PARTIE ().

Ainsi qu’on I’a vu dans la premiére Partic de ce Mémoire, I'inté-
gration des équations aux différences partielles que j'ai données dans
les Exercices, comme propres & représenter le mouvement d'un
systtme de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de
répulsion mutuelle, conduit directement a I'explication des divers
phénoménes que présente la théorie de la lumiére. Il y a plus : pour
établir cette théorie, il n’est pas nécessaire de recourir aux intégrales
générales des équations dont il s’agit. Il suffit de discuter les inté-
grales particuliéres qui expriment le mouvement de propagation d'une
onde plane dans un milieu élastique. En effet, la sensation de lumiére
étant supposée produite par les vibrations des molécules d’un fluide
éthéré, pour déterminer la direction et les lois suivant lesquelles de
semblables vibrations, d’abord circonserites dans des limites trés
resserrées, autour d’un certain point O, se propageraient & travers ce
fluide, il suffit de considérer au premier instant un grand nombre
d’ondes planes qui se superposent dans le voisinage du point O, et
d’admettre que, les plans de ces ondes étant peu inclinés les uns sur
les autres, les vibrations des molécules somnt assez petites pour rester
insensibles dans chaque onde prise séparément, mais deviennent sen-
sibles par la superposition indiquée. Or, le calcul nous a fait voir que
dans un fluide éthéré, dont I'élasticité n’est pas la méme en tous sens,
chaque onde plane se subdivise généralement en trois autres de méme
épaisseur, comprises dans des plans paralléles, mais propagées avec
des vitesses différentes, de chaque coté du plan qui renfermait I'onde
initiale. Nous en avons conclu qu'un systéme d’ondes planes, super-
posées d’abord dans le voisinage d’un point donné O, se subdivise en
‘trois systémes d’ondes qui viennent successivement se superposer en
différents points de I'espace, et nous avons nommé rayon lumineuz la
droite qui renferme, pour l'un des systémes, tous les points de super-

(1) Présentée & I'Académie, le 14 juin 1830.
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position. Nous avons ainsi montré que trois rayons lumineux résultent
généralement de vibrations moléculaires qui ne s’étendaient d’abord
qu’a une trés petite distance autour du point O. Nous avons d’ailleurs
reconnu que, dans chacun de ces rayons lumincux, les vibrations des
molécules éthérées demeuraient constamment paralléles i I'un des
trois axes d’un certain ellipsoide, et qu’en conséquence, dans les trois
rayons, la lumiére était polarisée suivant trois directions perpendicu-
laires I'une a l'autre ct paralléles aux trois axes de Iellipsoide,
quelles que fussent, d’ailleurs, les directions des vibrations initiales.
Nous avons vu les trois rayons se réduire a4 deux, on méme a un seul,

" lorsque les vibrations initiales étaient paralléles 3 'un des plans prin-
cipaux de I'ellipsoide ou & I'un de ses axes, et dés lors il a été facile
de comprendre pourquoi les rayons polarisés ne se subdivisent pas a
I'infini. Nous avons prouvé que, dans le cas ol P'élasticité de I'éther est
‘la méme en-tous sens, les trois rayons se réduisaient a deux; savoir :
un rayon simple et un rayon double, dirigés suivant la méme droite,
et polarisés, le premier parallélement, le second perpendiculairement
a cette droite. Enfin, nous avons vu le rayon simple disparaitre,
lorsque les vibrations initiales des molécules de I'éther étaient sup-
posées perpendiculaires aux directions des rayons, et alors il n’y avait
plus, & proprement parler, de polarisation. Or, la réduction de tous
les rayons a un seul, et I'absence de toute polarisation dans les mi-
lieux ol la lumiére reste la méme en tous sens, étant constatées par
'expérience, nous avons tiré de notre analyse cette conclusion défim--
tive que, dans la lumicre ordinaire, les vibrations sont transversales,
c’est-a-dire perpendiculaires aux directions des rayons; et ainsi I’hypo-
thése que Fresnel avait admise, malgré les arguments et les calculs
d’un illustre adversaire, s’est transformée en une réalité.

Nous allons maintenant appliquer la théorie que nous venons de
reproduire en peu de mots a la propagation de la lumiére dans les’
cristaux 4 un axe ou & deux axes optiques.- Pour y paryenir, il ne sera
pas nécessaire d’employer les équations générales que nous avons
données dans la 31° livraison des Exercices comme propres & repré-
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senter le mouvement d’un systéeme de molécules sollicitées par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et’on pourra réduire ces
équations aux formules (68) de la page 208 du troisiéme Volume (*),
c’est-i-dire aux formules qui expriment le mouvement d'un systéme
qui offre trois axes d’élasticité perpendiculaires entre eux. On pourra,
d’ailleurs, supposer qu’aucune force intérieure n’est appliquée au
systeme, ct alors les formules dont jl s’agit renfermeront seulement le
temps ¢, les coordonnées @, y, 5 d’une molécule quelconque m, ses
déplacements &, v, {, mesurés parallélement aux axes coordonnés, et
neuf coefficients G, H, I, I, M, N, P, Q, R, dontles trois premiers sont
proportionnels aux pressions supportées, dans I’état naturel du fluide
éthére, par trois plans respectivement perpendiculaires 4 ces mémes
axes. Les coelficients dont il est ici question étant regardés comme
constants, on construira sans peine 'ellipsoide dont les trois axes sont
réciproquement proportionnels aux trois vitesses de propagation des
ondes planes parhlléles 4 un plan donné, et dirigés parallélement aux
droites suivant lesquelles se mesurent les vitesses propres des molé-
cules éthérées dans ces ondes planes. On pourra ainsi déterminer :
1° les directions des trois rayons polarisés, produits par la subdivision
d’un rayon lumineux dans lequel les vibrations des molécules auraient
des directions quelconques; 2° la vitesse de la‘lumiére dans chacun
de ces trois rayons; 3° les diverses valeurs que prendrait cette vitesse
dans les rayons polarisés, produits par la subdivision de plusieurs
rayons lumincux qui partiraient simultanément d’'un méme point.
Enfin, 'on pourra construire la surface & trois nappes, qui, au bout
du temps ¢, paéserait par les extrémités de ces rayons, et que l'on
nomme la surface des ondes. Quant & I'intensité de la lumiére, elle sera
mesurée, dans chaque rayon, par le carré de la vitesse des molécules.
Cela posé, si I'élasticité du fluide é6théré reste la méme en tous sens
autour d'un axe quelconque, paralléle 3 'axe des z, on aura

(1) G=H, L=M=3R, P=0Q;

(*) OEuvres de Caucly, 8. 11, T. VIIL, p. 247.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10% MEMOIRE SUR LA THEORIE DE LA LUMIERE.

et, par conséquent, les neuf coefficients dépendant de la distribution
des molécules dans I'espace se réduiront a cing, savoir : H, I, N, Q, R.
Il y a plus : deux nappes de la surface ci-dessus mentionnée pourront
se réduire au systéme de deux ellipsoides de révolution, circonscrits
I'un a l’autre; et, pour que cette dernicre réduction ait licu, il suffira
que la condition

(2) | (BR—Q)(N—Q)=4Q"

soit remplie. Enfin, 'un des deux ellipsoides deviendra une sphére
qui aura pour diameétre I'axe de révolution de I'autre ellipsoide, sil’on
suppose

(3) H=1I;

et alors la marche des deux rayons polarisés sera précisément celle
quindique le théoréme d’Iluygens, relatif aux cristaux qui offrent
un seul axe optique. Or, I'exactitude de ce théoréme ayant été mise
hors de doute par les nombreuses expériences des physiciens les plus
habiles, il résulte de notre analyse que, dans les cristaux & un axe
optique, les coefficients H, I, N, Q, R vérifient les conditions (2)
et (3). Dailleurs, 'élasticité du fluide éthéré n’étant, par hypotheése,
la méme en tous sens qu’autour de I'axe des z, il n’est pas naturel
d’admettre que I'on ait G = H =1, 4 moins que 'on ne suppose les
trois coeflicients G, H, I généralement nuls. Il est donc trés probable
que dans P'éther ces trois coefficients s’évanouissent, ct avec eux les
pressions supportées par un plan quelconque dans I'état naturel. Cette
hypothése étant admise, I'ellipsoide et la sphére ci-dessus mentionnés
seront représentés par les équations

Z:4yr  2? x4 yr4- 52

(4) T—&-t):p, Q

:tz;

en sorte que /Q sera le demi-diamétre de la sphére et R le demi-
diamétre de I'équateur dans D'ellipsoide. Il importe d’observer que,
dans les cristaux doués d’un seul axe optique, ces deux demi-
diamétres, ou leurs carrés Q, R, sont toujours trés peu différents 'un
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de lautre et qu’en conséquence ellipse génératrice de I'ellipsoide
offre une excentricité trés petite. Il en résulte aussi que la condi-
tion (2) se réduit sensiblement & la suivante

- N=3R,

c’est-a-dire & une condition qui est remplie toutes les fois que 1’élas-
ticité d’'un milieu reste la méme en tous sens autour d’un point quel-
conque. Ajoutons que l'intensité de la lumiére déterminée par le
calcul, pour chacun des deux rayons polarisés que nous considérons
ici, est précisément celle que fournit I'observation. Quant au troi-
sieme rayon polarisé, le calcul montre qu’il est trés difficile de 'aper-
cevoir, attendu que I'intensité de la lumiére y demeure toujours trés
~ petite quand clle n’est pas rigoureusement nulle. Nous rechercherons
plus tard les moyens d’en constater I'existence. -
Concevons 2 présent que, dans le fluide éthéré, I'élasticité cesse
d’étre la méme en tous sens autour d’un axe paralléle a I'axe des 5. Si
'on coupe la surface des ondes lumincuses par les plans coordonnés,
les scctions faites dans deux nappes de cette surface pOl]I‘I:OI]t se
réduire aux trois cercles et aux trois ecllipses représentés par les

équations
yz 52 y o g2
Frqo~=% " =56
;2 xZ 52_+__,l.2

5 =0 =

( ) P l{ b Q ,
x? y? Al A
(VR Ko

et, pour que cette réduction ait lieu, il suffira que, les coefficients G,
H, I étant nuls, les trois conditions 4

(M—P)(N—P)=4P;, (N—Q)(L—Q)=40Q,

(6) .
(L—R)(M—R)=4R,

toutes trois semblables a la condition (2), soient vérifiées. Il y a plus,
si les excentricités des trois ellipses sont assez petites pour qu’on
puisse négliger leurs carrés, les conditions (6) entraineront la sui-

OFuvres de C. — S. 1, t, 11, T 14
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vante

(M —P)(N = Q)(L—R)= (N — P)(L.— Q)(M — R) =SPQR,
et I'équation de la surface des ondes pourra étre réduite a

‘ ($2+VV2+52)(P‘”2+Q}’2+ R:ﬁ)
| —[P(Q+R)z*+ QR +P)y+R(P + Q)] &2+ t* = o.

(7)

Or, les trois cercles, les trois ellipses et la surface du quatriéme de-
gré représentés par les équations (3) et (7) sont précisément ceux
que Fresncl a donnés comme propres & indiquer la marche des deux
rayons polarisés, apercus jusqu’a ce jour dans les cristaux & deux axes
optiques; et I'on sait d’ailleurs que, dans ces cristaux, les excen-
tricités des ellipses sont fort petites. Done, les conditions (6) doivent
y étre sensiblement vérifiées. Au reste, il est bon d’observer que, siles
excentricités devenaient nulles, ou, en d’autres termes, si I'on avait

(8) P=Q=R,
les conditions (6) donneraicut
(9) L=M=N=3R,

ct que les conditions (8), (9) sont précisément celles qui doivent étre
remplics pour que I'élasticité d’un milicu reste la méme dans tous
les sens.

Quant au troisiéme rayon polarisé, comme l'intensité de sa lumitre
est fort petite, il sera généralement trés difficile de I'apercevoir, ainsi
que nous I’avons déji remarqué.

En résumant ce qu’on vient de dire, on voit que, les conditions (6)
étant supposées rigoureusement remplies, les sections faites dans la
surface des ondes lumineuses par les plans coordonnés coincideront
exactement avec cclles que Fresnel a données. Quant i la surface
méme, elle sera peu différente de la surface du quatriéme degré que
cet illustre physicien a obtecnue, et, par conséquent, cette derniére
est, dans la théorie de la lumitre, ce qu’est le mouvement elliptique

des planétes dans le systéme du monde.
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Les excentricités des ellipses suivant lesquelles la surface des ondes
se trouve coupée par les plans coordonnés, étant généralement fort
petites pour les cristaux & un ou 4 deux axes optiques, il en résulte
qu’on peut déterminer avec une grande approximation, dans ces cris-
taux, les vitesses de propagation des ondes planes et les plans de
polarisation des rayons lumineux a l'aide de la régle que je vais in-
diquer.

Pour obtenir les vitesses de propagation des ondes planes paralléles
a un plan donné ABC et correspondant anx deux rayons polarisés
que transmet un cristal & un ou & deux axes optiques, il suffit de
couper I'ellipsoide que représente I’équation '

=2
<

x! yi
(lO) l{—l’

-F—i——a-i-

par un plan diamétral paralléle au plan donné. La section ainsi obtenue
sera unc cllipse dont les deux axes seront numériquement égaux aux
vitesses de propagation des ondes planes dans les deux rayons. De
plus, celui de ces deux rayons dans lequel les ondes planes se propa-
geront avec une vitesse représentée par le grand axe de l'ellipse, sera
polarisé parallelement au petit axe, et réciproquement le rayon dans
lequel les ondes planes se propageront avec une. vitesse représentée
par le petit axe de I'ellipse scra polarisé parallélement au grand axe.
Si I'on fait coincider le plan ABC avec 'un des plans principaux de
Iellipsoide, les deux rayons polarisés suivront la méme route, et les
deux vitesses de la lumicére dans ces rayons seront précisément les
vitesses de propagation des qndes planes. Par suite, les vitesses de la
lumiére dans les six rayons polarisés, dont les directions coincident
avec les trois axes de Iellipsoide, sont deux a deux égales entre elles
et & 'un des nombres P, yQ, VR. Ajoutons que les deux rayons dont
la vitesse est yP sont polarisés perpendiculairement & l'axe des x,
ceux dont la vitesse est yQ perpendiculairement i I'axe des y, et

ceux dont la vitesse est yR perpendiculairement 3 'axe des s. Dans
le cas particulier ot les quantités P, Q deviennent égales entre elles, la
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surface représentée par I'équation (10), ou
(11)

devient un ellipsoide de révolution dont I'axe est ce qu’on appelle /’axe
optique du cristal. Alors, I'un des demi-axes de la section faite par un
plan diamétral quelconque est constamment égal i yQ, ainsi que la
vitesse de la lumiére dans I'un des deux rayons polarisés. Le rayon
dont il s"agit est celui qu’on nomme rayon ordinaire et il se trouve po-
larisé’ parallélement & la droite qui dans le plan ABC forme le plus
petit et le plus grand angle avec I'axe optique, tandis que I'autre rayon,
appelé rayon ewiraordinaire, est polarisé parallélement & la droite
d’intersection du plan ABC et d’un plan perpendiculaire 4 I'axe op-
tique. Alors aussi les deux rayons ordinaire et extraordinaire se super-
posent, quand ils sont dirigés suivant I'axe optique, et se réduisent &
un rayon unique qui n’offre plus aucune trace de polarisation.

Lorsque les trois quantités P, Q, R sont inégales, U'ellipsoide re-
présenté par 'équation (10) peut étre coupé suivant des cercles par
deux plans diamétraux qui renferment tous deux I'axe moyen. Done,
les deux rayons polarisés sc.superposent lorsque les ondes planes
deviennent paralleles & I'un de ces plans. Alors, la direction commune
des deux rayons est ce qu’on appelle un aze optigue. Done, pour les
cristaux dans lesquels Iélasticité de I'éther n'est pas la méme en tous
sens autour d’un axe, il existe deux axes optiques suivant lesquels se
dirigent les rayons qui n’offrent plus aucune trace de polarisation.

Toutes ces conséquences de notre analyse sont conformes a I'expé-
rience, et méme, dans des Legons données au Colleége royal de France,
M. Ampére avait déja remarqué que la construction de I'ellipsoide
représenté par I'équation (1o) fournit le moyen de déterminer les
vitesses de propagation des ondes planes et des plans de polarisation
des rayons lumineux. Seulement ces plans, que 'on croyait perpen-
diculaires aux directions des vitesses propres des molécules éthérées,
renferment, au contraire, ces mémes directions. :
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Nous ajouterons qu’a I'équation (10) on pourrait substituer la sui-
vante )

(12) C Pat+ Qyr+ Rat=1.

En effet, les-deux sections faites par un méme plan dans les deux
ellipsoides que représentent les équations (10) et (12) ont leurs axes
paralléles et ceux de la seconde section sont respectivement égaux aux
quotients qu’on obtient en divisant 'unité par les axes de la pre-
miére. |

P.S. — Pour faire mieux saisir les principes ci-dessus exposés, je

développerai, dans un second Mémoire, les diverses formules que j’ai

- seulement indiquécs dans celui-ci. Je ferai encore, au sujet des mémes
principes, deux remafqucs importantes; et d’abord, lorsqu’on parle de
l'attraction ou de la répulsion mutuclle des molécules d’un fluide
éthéré, on doit seulement entendre que, dans la théorie de la lumiére,
tout se passe comme si les molécules de ’éther s'attiraient ou se re-
poussaicnt effectivement. Ainsi, la recherche des lois que présentent
les phénomeénes si variés de la propagation, de la réflexion, de la ré-
fraction, ete. de la lumiére, se réduit au développement d’une loi plus
générale qui renferme toutes les autres. C’est ainsi que, dans le sys-

* téme du monde, on raméne la détermination des lois suivant lesquelles
se meuvent les corps célestes a I’hypothése unique de la gravitation
universelle.

Je remarquerai en second lieu que, pour établir les propositions
énoncées dans ce Mémoire, nous avons eu recours aux formules (68)
de la page 208 des Ewercices de Mathématiques, et que, pour réduire
les équations différentielles du mouvement d’un syst'éme de molécules
sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle aux
formules dont il s’agit, on est obligé de négliger plusieurs termes, par
exemple ceux qui renferment les puissances supérieures des déplace-
ments &, v, { et de leurs dérivées prises par rapport aux variables in-
dépendantes x, .y, 3. Lorsqu’on cesse de négliger ces mémes termes,
on obtient, comme je le montrerai dans un nouveau Mémoire déja pré-
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senté & 'Académie, des formules A 'aide desquelles on peut non seule-
ment assigner la cause de la dispersion des couleurs par le prisme,
mais encore découvrir les lois de ce phénoméne qui, malgré les nom-
breux et importants travaux des physiciens sur cette matiére, étaient
restées inconnues jusqu’a ce jour. '
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LA POLARISATION RECTILIGNE

ET

LA DOUBLE REFRACTION (),

Meémoires de I’ Académie des Sciences, t. XVIII, p. 153; 1842.

1
e O e —

Ce Mémoire scra divisé en trois paragraphes. Dans le premier para-
graphe, aprés avoir rappelé les formules qui représentent les mouve-
ments du fluide lumineux, dans le cas out la polarisation est rectiligne,
je chercherai ce que deviennent ces formules quand on s’arréte a
approximation du premier ordre, en négligeant la dispersion. Dans le
second paragraphe, je montrerai commeént on peut déduire, des for-
mules dont je viens de parler, les axes optiques des milieux doués de
la double réfraction. Enfin, dans le troisiéme paragraphe, j'indiquerai
une méthode trés simple, qui fournit immédiatement I’équation de ce
qu’on nomme la surface des ondes. ’

§ Ie. — Polarisation rectiligne.

Considérons un systéme de molécules sollicitées par des forces
d’attraction ou de répulsion mutuelles; supposons que ces molécules
se réduisent & celles du fluide éthéré dans un milieu doué de la double
réfraction et soient, au bout du temps ¢,

&, 1, C les déplacements de la molécule m qui coincide avec le point

(Y Présenté 3 I'Académio des Sciences, le 20 mai 1839,

-
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(z,y,3), ces déplacements étant mesurés parallelement aux axes
coordonnés;

r la distance de l'origine des coordonnécs au plan de 'onde lumineuse
qui passe par le point (z, y,.5); |

/1'épaisseur d’une onde lumineuse;

T le temps d’unc vibration du fluide éthéré.

Enfin, posons
27 27

k= T’ s = ,1—‘-
Les équations du mouvement de I'éther dans la polarisation recti-

ligne seront

) E= A cos(kr — st +w), n=RBcos(kr — st +w),
T

{=Ccos(kr —st+ o)

(voir le” Mémoire lithographié, sous la date d’aoiit 1836, p- 81) ('),
@, A, B, C désignant quatre constantes, dont les trois derniéres seront
lides entre elles par trois équations de la forme

s AL —s)A+ARB+ 2C=o,
(2) KA 4+ (M —s)B+E®C=o,
( A+ £B + ()T —s*)C =0,

ou les coeflicients ¢, on, 9% dépendront de I’épaisseur et de la direc-
tion d’une onde plane. Si, d’ailleurs, on nomme

a, b, ¢

les cosinus des angles que forme, avec les demi-axes des coordonnées
positives, la perpendiculaire au plan de I'onde qui passe par le point
(«, y,5), on aura non seulement

(3) @+ b cr=1,
mais encore
(4) az+ by +cz=r;

M OEusres de Cauch , S. I, T. XV.
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et, si 'on prend - |
(5) u—ka, v = kb, w— ke,

on tirera des équations (4) et (5)

«

(6) ’ Ul o2 = 2
et
(7) ux 4+ vy +ws=kr.

Alors aussi le plan, mené par l'origine parallélement & celui de-

I'onde lumineuse, pourra étre représenté a volonté par 'une ou 'autre
des deux formules

(8) ax—+ by +cs=o, wx 4+ vy --ws=—o,

" D’autre part, comme on tirera des équations (1)
(9) ==
. A B C

il est clair que, dans le mouvement exprimé par ces équations, les
molécules éthérées se déplaceront parallelement a la droite représentée
par la formule

‘}: z
B

Il

[gAR2]

&
10 - .
(10) 1
Done, A, B, C désigneront des quantités proportionnelles aux co-
“sinus des angles formés par cette droite avec les demi-axes des coor-
données positives et pourront représenter ces cosinus cux-mémes, si
aux formules (2) on joint la suivante ' ‘

(11) AP+ B2 C2 =1,

Enfin, il est évident que les valeurs de £, 1, {, fournies par les équa-
tions (1), ne varieront pas, si ’on y fait croitre simultanément ¢ de At
et r de Q Az, pourvu que la valeur de Q vérifie la condition

(12) © kQ=s

.

OFuvres de C. — S. 1, t. 1. ' ) 15
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de laquelle on tire

(13) Q:i—{

o~| =3

Done, la vitesse de propagation de la lumiére sera précisément la
valeur de Q, déterminée par la formule (13).
Si l'on fait pour abréger

R ‘ &y @
(I[l) ’::JL— _Q-Lf_’ 3“::3‘&/-—5-) 'ﬂ:%———é‘%)
les formules (2) donneront
) A B C
< (Sg— i)A = Qﬁ(@ -+ 5 -+ J_\>,
. _oofA B C
(15) | / (s-_ilt)B-_JL®<@+§+g—l>,
. w (A B C
(s2— MC =92 <-Ll—) -+ E) -+ I)’
puis on en tirera .
(3= A _ (88— B _(ss—M)C
O U 10}
A B C
=T TRT Tan AN
=D T YE— M) A=)

et, par suite,

AN /e g
(17) Te—0) e —mm) A(r—n) "

ou, ce qui revient au méme,

| QrR(s7— M)(s2— W) + Q2P (57— W)(s* — £) + R (s1— £) (s*— A)

(18)
[ = @R (s*—L)(s*— M)(s2— ). )

L’équation (18) étant du troisiéme degré, par rapport a s*, fournira
trois valeurs dc s? et, par suite, trois valeurs de la quantité positive s,
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auxquelles répondront trois systémes de valeurs des rapports

B G
A A

¥

déterminés par les équations (2) et, par suite, trois droites, repré-
sentées chacunce par une formule semblable & la formule (10). Or,
d’aprés la forme des équations (2), on reconnait immédiatement que
les trois droiles dont il s’agit sont respectivement paralleles aux trois
axes de 'ellipsoide représenté par I’équation

(19) L+ M y? 4 Doz 2@ys+2Q;x+2_ﬂixy::,1,

ou, ce qui revient au méme, par la suivante

~ .9 @ 9 z 5\*
(20) Lx-—i—iﬂy-—-}—‘ﬂs--{-@@}?x(@—i—%q—-ﬁ) =1,
tandis que les trois valeurs de s sont respectivement égales aux
quotients qu’on obtient en divisant I'unité par les trois demi-axes de
cet ellipsoide.
Soient maintenant :

r la distance de la molécule m, ou duv point (z, y, z) avec laquelle elle
coincide, & une molécule voisiné m, dont Ies coordonnées sont
x + Ax, y + Ay, 5+ As;

mm f£(r) action mutuelle des deux molécules m, m;

a, €, v les angles formés par le rayon.r avec les demi-axes des coor-
données positives; _

¢ 'angle formé par le méme rayon avee la perpendiculaire abaissée de
lorigine sur le plan de Ponde. ’

Enfin, posons

(21) Sy =re(r)—((r).
On aura
‘(22) » cos&:acosa+bcos€—|—cc05y,'
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par conséquent
(23) kcosd = ucosa + v cos8 + wcosy.

Cela posé, si 'on fait pour abréger

(24) g:S{mﬂT) [1—cos(krcos$)]g,

b Sf(r) * gos? cos (kr cosd)
‘(25) , X)L_Sa ; [ k% 00820 + = R,

le signe S indiquant une somme de termes semblables, relatifs aux
diverses moléctiles m voisines de m; les valeurs de 3, 9¢, déterminées

par les formules (24), (25), ou, ce qui revient au méme, par les sui-

vantes
f(r)
(26) 3=S8 m-—T[x—-cosr(u cosa ~ ¢ os8 + wcosy) ]|,
" (ucosoz—!—vcosé-}—u&cosy)2
¥ 2
(27)

L cosr (u coso + ¢ cos8 + w cosy)])
o

pourront étre considérées comme des fonctions des scules quantités u,
¢, w; et les valeurs des coefficients

£, o, xn, 2, .9, K,

contenus dans les équations (2), scront déterminées en fonction de u,
¢, w par les formules

AR 0* ) e
(28) -t—é}—l——au—.za JTL_,;)—,———‘)V s QC~Q+_0-(V2’
N Lk 02 -0t
(9) *= dv ow’ T dw du’ R= Ju ()().

Les formules (26), (27), (28), (29) supposent que les deux
conditions

(30) S[mf( )sm(/\rcosé)]—o, [mf( )sm(/u 0038)] 0, -
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ou, ce gqui revient au méme, les deux suivantes

S [m @ sinr(ucose + ¢ cos 6 + w cosy):l—_- 0,

(31)
o Sl:m@sinr(ucosaﬁ—v_cosé—i—wcosy)]:o,

se trouvent vérifiées, quelles que soicnt les valeurs attribuées a u, v, w;
ce qui arrivera, par exemple, si dans I'état d’équilibre du fluide éthéré
les diverses molécules sont deux & deux égales et distribuées symétri-
quement de part et d’autre d’une molécule quelconque m, sur des
droites menées par le point avec lequel cette molécule coincide.

En vertu des formules (26), (27), (28), (29), jointes aux équa-
tions (14), les coefficients

L, J, %, @ Q R, £ M, U
représentent des fonctions déterminées des trois quantités
u, e, w ou ka, kb, ke,
par conséquent des trois cosinus
a, b, ¢

et de la quantité £. Considérés simplement comme fonctions de £, ces
cocfficients sont développables en séries qui, ordonnées suivant les
puissances ascendantes de £, offriront des premiers termes propor-
tionnels & £%. Cela posé, étant donnés les trois cosinus a, &, ¢, qui
déterminent la direction d’une onde plane ct ’épaisscur / de cette onde,
ou, ce qui revient au mémé, la quantité £, I'équation (18) fournira
trois yaleurs différentes de s et, par suite, trois valeurs différentes

Q= 72 qui se trouveront immédiatement exprimées en fonctions de «,

b, c, k. 11y aplus : comme I'équation (18) fait dépendrc s de £ ot réci-
proquement £ de s, on pourra supposer les trois valeurs de Q exprimées
en fonctions de a, b, ¢, s. D'ailleurs, la constante s ou T est celle qui
détermine la nature de la couleur. Donc, la propagation deJa lumiére
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dans une direction donnée donnera généralement naissance, pour
chaque couleur, & trois systémes d’ondes planes, qui se propageront
dans un milieu doublement réfringent, avec trois vitesscs différentes.
De ces trois systemes d’ondes planes, deux correspondront évidemment
aux deux rayons lumineux qui ont été observés dans les milicux doués
de la double réfraction, et qui se réunissent de maniére a n’en plus
former qu'un seul dans les milieux ol la réfraction est simple. Quant
au troisitme systéme d’ondes, il répond a des vibrations d’une nature
particuliere dans le fluide éthéré, qui n’ont point été encore observées,
A moins qu’clles ne soient précisément les vibrations calorifiques. Si
Pon réduisait les développements obtenus & leurs premiers termes,
respectivement proportionnels & 42, les trois valeurs de.s seraient pro-

. \ , . L) .
portionnelles & £; par conséquent, les trois valeurs de Q = - devien-

draient indépendantes de £, ou de s, ct dépendréicnt uniquement des
cosinus @, b, c. Donc, alors la vitesse de chaque systéme d’ondes
deviendrait indépendante de la nature de la couleur; et les formules
obtenues seraient celles auxquelles on parvient quand on néglige la
dispersion. Alors aussi les valeurs de

B C

A A
tirées des équations (2) seraient elles-mémes indépendantes de £ ou |
de s, et pour une direction donnée du plan représenté par I'équa-
tion (8), ¢’est-i-dire pour des valeurs données de a, b, ¢, on obtien-
drait trois esptces d’ondes propagées avec trois vitesses différentes, ot
dans lesquelles les vibrations moléculaires seraient paralléles a trois
axes rectangulaires, savoir aux trois axes de I'ellipsoide représenté par
I'équation (19). Il y a plus : les trois espéces d’ondes qui rempliront
ces derniéres conditions pourront étre censées correspondre i la
méme valeur de £ ct a trois couleurs différentes, ou bien 4 la méme
couleur et a trois valeurs différentes dc &, puisque les trois valeurs de
chacune des quantités

B C

% v o3
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dépendront uniquement de a, b, ¢. Mais, si I'on cesse de négliger la

dispersion, les valeurs de ‘ .

R O
dépendront, en vertu des formules (15) et (18), non seulement de a,
b, ¢, mais encore de la quantité £ ou /, par conséquent de I’épaisseur’
d’unc onde; et les trois espéces d’ondes, dans lesquelles les vibrations -
moléculaires seront respectivement paralléles aux trois axes de Iellip--
soide représenté par 'équation (19), correspondront 4 une méme
valeur de £ et & trois valeurs différentes de s = £Q, ou & trois couleurs
différentes, les trois valeurs de s étant déterminées par I'équation (x8),
ainsi que les trois valeurs correspondantes de la vitesse de propaga-
tion Q. Il ne sera pas inutile d’observer que I'ellipsoide représenté par
I'équation (19) peut I'étre encore par la suivante

0t - , 0PN 4o N
du? J Jv? T dwr

pEne ‘9 0

230 ——— + 22y —— = I,

‘ 6(.1;2_*_},2_‘_;2)_*_‘”2
(32) |

-+ 25

dv dw + ow du du 0y

a laquelle on parvient en substituant dans I'équation (19) les valeurs
de ¢, o, Jt, qe, 9, &, tirées des formules (28) et (29).

Dans un milieu doué de la double réfraction, on peut, en général,
faire passer par un point quelconque trois plans rectangulaires entre
cux et tellement choisis que, étant données deux droites symétrique-
ment placées par rapport & I'un de ces plans, les ondes planes perpen-
diculaires soit  'une, soit & I'autre droite, se propagent avec la méme
vitesse ct que, dans les deux espéces d’ondes perpendiculaires aux

“deux droites, les molécules symétriquement placées, par rapport au
plan que on considére, offrent encore des vitesses de vibration égales,
dont les directions soient celles de deux nouvelles droites symétri-
quement disposées de part et d’autre du méme plan. L’expérience
montre du moins qu'en chaque point d’'un milieu doublement réfrin-
gent ces conditions sc trouvent remplies, par rapport a trois plans
rectangulaires entre eux, & I'égard des deux systémes d’ondes planes
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qui correspondent aux deux systémes de rayons lumineux observés.

Tl est naturel de supposer que les mémes conditions se vérifieraient
encore i I’égard du troisiéme systéme d’ondes planes. Nous admettrons
cette hypothése et nous appellerons axes de polarisation les trois axes
rectangulaires suivant lesquels se coupent les trois plans dont il
s’agit : axes qui, comme ces plans, restent paralléles a eux-mémes,
quand le point par lequel ils passent varie. Si, en faisant coincider ce
point avec I'origine des coordonnéces, on prend les axes de polarisation
pour axes des @, y, 5; les trois valeurs de la vitesse Q, par consé-
quent les trois valeurs de la quantité s = £Q, déterminées, a 'aide de
‘la formule (18), en fonctions de a, &, ¢, £ ou de u, ¢, w, resteront
invariables, quand, des trois cosinus

a, b, ¢,

un seul, par exemple @, changera de signe avec ka = u, tandis que les
valeurs correspondantes de A et, par suite, celles des rapports

déte.rminées a I'aide des formules (15), changeront de signe. Donc
alors, dans D’ellipsoide représenté par I'équation (19) ou (32), les lon-
gueurs des trois demi-axes, respectivement égales aux quoticnts qu’on
obtient en divisant I'unité par les trois valeurs de s, resteront inva-
riables; tandis que chacune des trois droites, suivant lesquelles sont
dirigés les trois axes de I'cllipsoide, se trouvera remplacée par une
droite symétriquement placée de I'autre coté du plan des y, s. En effet,
lorsque le changement de @ en — @ ou, ce qui revient au méme, de u
en — u entrainera un changement de signe des rapports

B C
AOA’

la formule (10) se trouvera remplacée par la suivante

“

Il
IR
I

8
ola

(33) —
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et les formules (10), (33) représentent évidemment deux droites
“symétriquement disposées de part et d’autre du plan des y, z. Il ya
plus : d’aprés ce qu’on vient de dire, dans tout milieu réfringent qui
aura pour axe de polarisation les axes rectangulaires des x, y, =, le
changement de « en — u transformera lellipsoide représenté par
Péquation (19) ou (32) en un autre ellipsoide, qui offrira des axes
égaux 4 ceux du premier, et dirigés, non plus suivant les méines
droites, mais suivant des droites symétriquement placées de 'autre
coté du plan des y, =. Donc, le nouvel ellipsoide sera égal au premier,
ct tous deux scront symétriquement placés par rapport au plan
des y, =. Donc, I'équation du nouvel cllipsoide sera celle qu’on obtient
en remplacant, dans I’équation (32), « par — @, savoir

(xz_*_. 2_{_ n2)+x2023{+ 222_:5_‘_”202:){‘.
3 Y & O Yy v % -—-0“)2

Ceae g T
dvow 2 owon P guoe — U

(34)

par conséquent, 5 restera invariable, tandis que u changera de signe;
et, des six dérivées du second ordre

02X gER 02X EE LENY X
da®’ 92’ 9wt deow’ owdu duoe’

(35)

les deux derniéres devront scules chahger de signe avec u. Or, cette
condition ne pourra étre remplic, pour la fonction de «, v, w, repré-
sentée par o¢ et développable, en vertu de la formule (27), suivant
les puissances ascendantes et entiéres des variables u, v, w, en une
série dont chaque terme scra de degré pair relativement au systéme de
ces trois variables, & moins que tous les termes proportionnels a des
puissances impaires de la variable u ne disparaissent par la réduction
de leurs coefficients & zéro. Effectivement, les termes de cette espéce
étant différentiés deux fois de suite par rapport & u, ou bien une seule
fois par rapport & « et une seule fois par rapport & ¢ ou & w, fourniront
chacun trois dérivées du second ordre qui, si elles différent de zéro,
changeront de signe avec « dans le premier cas, sans en changer dans

OFuvres de C. — S. 1, t. 1L, ‘ 16
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le second, et qui, en conséquence, devront disparaitre des développe-
ments des trois expressions '
2 90 PN 29

(39) T o deow

Or, a¢ ne renfermant aucun terme proportionnel i la seule variable «,
la disparition ‘dont il s’agit ne peut avoir licu que dans le cas ot tous
les termes proportionnels & des puissances impaires de disparaissent
eux-mémes ct s’évanouissent avec leurs coefficients respectifs. Par
conséquent, dans un milicu qui offrira pour axes de polarisation les
axes rectangulaires des , y, =, 9t restera invariable avec 3, tandis
que u changera de signe. On prouyera de méme que, dans un tel
milieu, 5 et o¢ devront rester invariables, aprés le changement de signe
de ¢ ou de w. Donc, en définitive, les développements de 5 et de ¢

+ devront alors renfermer uniquement les puissances paires de chacune

des variables «, v, w, et les scconds membres des formules (26), (27)
ne seront point altérés quand on y remplacera ensemble ou séparé-
ment u par'— u, ¢ par — ¢ et w par — w. Ainsi U'on aura, quels que

solent «, v, w,

m:_—cosr(

S mf(l—f‘)cosr( % cosa + v 088 + v cosy)
:SFmﬁ:—)cosr(—ucosa—i—vc‘os@ﬂ-WCOSy)
(37) - -
f(r)
=8 m——=Cosr( wucosa~— ¢cosé+wcosy)
| =8| wiD)

U CoSa -+ ¢ cos8 — wcosy)],
L .

s m S [(u cosa + ¢ ¢nsé + «wcosy)?
r 2.

- cosr(ucosa -+ ¢ cos8 -+ w cosy)]

2

|
{
COS7(—~ 1w coso 4 ¢ COS8 + W COoSy)

8

Il

2

r — & COSA ~+ ¢ COSB 4 (v cosy)?
m'.f(r ){( /) -+

; J

[l
[/ 7]

+ cosr (1w coso — ¢ cosB -+ w cosy)])

2

)

f

S

n

f(l) (u COS‘OZ — ¢ Cco88 - WCOS“/)‘Z
g’)L s 5
|
{

Jr l‘(u Cosa 4 v c0s8 — v cosy)?
r 2
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ET LA DOUBLE REFRACTION. 123
ou, ce qui revient au méme,

Sim f(:) sin(rv cos€) sin(rwcosy) cos(ru cosa) | =o,
_ i -
(39) 8 m”}’)sin(rwcosy) sin(ru cosa) cos(re cosé) | —=o,
[ [(r) . . ]
S m——,_—sm(ru cosa)sin(re cos8) cos(rwcosy)| =o
ct
_ . ) c0s8
Ssnljéf) o €086 oSy — sin(re cos )mn(ﬂthSy)COS(IUCOSO)]:::O
r : Kl . a " M-_ ¢ < 0 6
(40) S3mf(rr) Wi cosy cosa — sin(rw cosy) cm(rz’t.zcosoc)cos(u cos )]; —%
slm f(rl') o COSa CosE — sin(ru coso) s_m(r(;ﬂcoso) cos(rwcosy)]: —o.

N _

Les formules (39) et (40) devant, ainsi que les formules (31), sub-
sister indépendamment des valeurs attribuées a u, ¢, w, entraineront
les diverses conditions qu’on obtient quand, aprés avoir développé les
scconds membres de ces formules en séries ordonnées suivant les
puissances ascendantes de «, ¢, w, on égale & zéro le coefficient de
chaque terme. Les conditions ainsi obtenues se vérificront, par
excmple, si les molécules d’éther sont deux & deux égales entre clles
et distribuées symétriquement de part ot d’autre d’un plan mené par
unc molécule quelconque m parallélement & 'un quelconque des plans

coordonnés.
En vertu des formules (39), (40) les équations (26) (27) donie-
ront
(41) g fr) [1—cos(rucosa)cos(wco )cos(rwcosy)jl ,
(h2) . ( S [ c0s2a+mcos26+ev:cos2«/' cos(ru coszx)cos(zacosé)cos(rwcosy) z
) - l r 2 IEX :l

Si on développe les scconds membres de ces derniéres; et si 'on
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fait d’ailleurs, pour abréger,

(:_S[if(r)cos ocJ SI_%[.(I)('OS 8]

(43) _
I:S['—no—'f(r)cos?y )
._S[ﬂf ) cost ] M:S[%rf(r)cos‘e],
(44) :
N:S[—”—;ff(r)cos"y], '
| P:S[%rf(r)cos?’é coszy], QtS[Z;if(l')cosﬁycosza],
(43) ) i

R=S [ﬁgf( r) cos?o cos’@],

on trouvera

(46) 5 =G+ Hor4- 124, ..,

/ A 4 y
[mf(r)]+1 (Lu —I—Mf + Nt
2 6

(47) .
+ Pt +Qu?u?4- th’&ﬂ)—i—. e

puis on en conclura, eu égard aux formules (28) et (29),
_ L =(L+G)e*+(R+H)e*+(Q+ [)wr+
(48) M= (R + G)ut4 (M- H)o?+ (P o T)p2
5 =(Q + G)ur+ (P +~H)o? 4 (N + Dwr.. .,
@ =2Pow 4-...,
(49) : 9 =2Qwu—+...,

K =2Rue +...,

et, par suite, eu égard aux formules (14),

[¢ = L—zo—l+G>u2+(R+H)v?+(Q+l)w2+..
s RP

(50) Q+G u2 <M-—-QF+H>02—} (P+Datt. ..,
e'ﬂ-—(R+G u"’—e—(P—i-H)V2 (N—')—[-;-—{Q— +I)u “+...
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Enfin, si 'on pose

A= (L— 2%1 —|—G>a2-y—(R+H)b2—|— (Q+1)e?,
(51) B=(1{+G)a2+<M—zBQ£—|-H>b2+(P + e,
€ =(Q+G)a*+ (P+H)b?—t—<N,—z I—)RQ —|—1>c2,

on tirera des formules (49), (50), jointes aux équations (5),

(352) ®=2Pbck*+..., 9 =2Qcak’+..., R =2Rabk®+...,

(53) £= Ak* +..., W= B +..., N= €& +....
Pour obtenir I'approximation relative au cas olt 'on néglige la dis-

persion, 'on devra, dans les développements de

®, 9, &, £ M U,

fournis par les équations (52), (53), conserver seulement les premiers
termes, c’est-a-dire les termes proportionnels & £*. En opérant ainsi,
'on aura simplement

(54 @ = 2P bek?, 9 =2Qcak? R=2Radk?
(¢

T

<

5) £ =2akr, M =Biz, n=0C¢i

ct, en vertu de ces derniéres équations jointes i la formule (12), les
¢quations (15), (17), (18), (20) donneront respectivement

aA  bB cc>'
- 2

2 —_—

(Q R)A_zQRa<P -+ 0 +R)
. aA BB

(56) , (sz-—ﬁ)];:zﬁpo<fp_+_Q'_+%3>,

- . ad bB  ¢C
| (@ @)C_aPQc< L oB >,

r Q R
’(a>2 b>2
P ('Q
_.l_

&) _

(57) -3 o3 "9 _¢~ iPOR
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et
(5) @=m@—o (g} @-o@-
(58) | (2 —2) (@ =B — )
e\t N v 2
X | +(E> (@—A)(R—B)= —
. 2t azx y cs ":__ )
(59) Az +111y + €z zPQR< (\ ) !

Les valeurs des quantités

| B C
Q -, =
' A X

fournies par I'¢quation (57) ou (58) et par les équations (56), dé-
pendent uniquement des cosinus a, b, ¢ et restent indépendantes de s
ou de T, par conséquent de la nature de la couleur. Done, ces équa-
tions se rapportent cffectivement au cas ot 'on suppose les diverses
couleurs propagées avec la méme vitesse, ¢’est-a-dire au cas ot P'on
néglige la dispersion. Ces mémes équations supposent d’ailleurs que
le milicu réfringent offre trois axes de polarisation respectivement
paralléles aux axes rectangulaires des «, y, 3

Lorsque la propagation de la lumiére s’effectue en tous sens suivant
les mémes lois, ce qui a lieu dans le vide, les valeurs de 5 et de o¢ se
réduisent aux suivantes '

(60).‘ 3 :S[m“—f‘-(l— sizfr)] kQS[.'_'iCI'( )]

60 %= s[ f()<6/\2' i‘%"”)]:s[ ﬂr)]—%—g—.—S[mrf(r)]—\—...

du Mémoire lithographié. On a donc alors, eu égard a I’équation (6),

(62) 5 —-(u’+v2—|—w*)S[TLF(7)} o
?}l’:snl[‘i(Tr)]
P
(63) )
ub - vt w20t e ot 2 2 2 v"‘ mr
+ N S5
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Ces derniéres formules devant s’accorder avec les formules (46),
(47), quelles que soient les valeurs attribuées a #, ¢, w, on en conclura,
dans I’hypothése admise,

G:H:I.::S[%f(r)],
L:M:N:BP:I&Q:BR:S[g%f(r)].
Done, lorsque la propagation de la lumiére s'effectue en tous sens
suivant les mémes lois, les valeurs de '
G, H, I., L, M, N, P, Q, R
vérifient les conditions _
(64) G=0=1, L=M=N=3P=3Q=3R.

Au reste, pour obtenir immédiatement ces derniéres formules, il
suffit d’exprimer que les quantités

5 K,
considérées comme fonctions de «, ¢, v ou de
a, b, ¢, k,
dépendent uniquement de £, paf couséquent de la somme
| l£2+ p? = k7,
Car, dés lors, on doit avoir, quels que soient u, ¢, w,

Gutt+-Het + It =Gi2=G(ut+ 2+ w?), ’
Lut+ Mot 4+ Nw* 6P 020 - 6 Qe+ 6R u?v?
=Li=Lu ot w2t o w2 u?e?)

ct, par suite,

~

G=H=I, L=M=N, 6P=60=6R=:2L.

Des équations (28) ct (29) jointes aux formules (60) ot (61) I'on
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tirera
(65) L=G+Fu, M=G+ 5o, =G+ fo,
(66) - ®=5ow, Q=fww,  A=SHur,

les valeurs de ¢, 5 étant celles qui déterminent les équations

) ) 4 d()(.

(67) G=5s+7 25’
. X
(% 9% )

k ok
g1 _\X O~/

(68) o 5=F "5k

ou

N () sinkr [ f(r) /1y coskr sinkr
(69) G—bl_m—r—<1— T>]+b["2 - (g"‘ Fr T )]
(70) K2 5=8 [m f(,,) <T— sinkr _ , coskr +3 smkr)‘l.

kr kir? ks
Cela posé, les formules (14) donneront
(71) ‘ f=M=U=¢g
et les formules (13), (18) se réduiront a

(*— YA =5u (uA -+ ¢B + w(),

(72) (s*— B =§5v (¢A +vB+wl),
(s*—G)C=Fw(uA+¢B+w(C),
(73) (s*— Q)2 (s'— G — §A*) =o.

L’équation (73), résolue par rapport i s*, fournit deux racines égales
a ¢, une seule égale & G+ 54*. Les deux premiéres racines corres-
pondent aux deux systemes d’ondes planes et de rayons lumincux, qui
se réduisent & un seul systéme dans les milicux doués de la réfraction
simple. Comme on tire d’ailleurs des formules (72) et (73) jointes
aux formules (5) et (1), ou

(74) st=G
et “
(75) uA +eB+wC=o,
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par conséquent .

(76) @A+ bB+cC=o0
Ct ‘ Y g
(77) ' aE+bn+cC_;.o;
ou bien
(78) 2=+ 5k
ct
A_B_C
u ¢ g )

par conséquent

A B C

(79) 2-5"%
et _
' . é_n_C

(%0) a5

il est clair que, dans un milien ot la lumiére se propagera en tous sens
suivant les mémes lois, les vibrations des molécules d’éther seront,
en vertu de la formule (77) ou (80), comprises dans les plans des
ondes, ou perpendiculaires & ces mémes plans, suivant qu’il s’agira des
ondes de I'une ou de I'autre espéce, c’est-a-dire des ondes qui corres-
pondront ou de celles qui ne correspondront pas aux rayons l‘umir]e'ux
observés. .

Au reste, on arriverait aux mémes conclusions en partant des for-
mules (56), (58), qui peuvent étre substituées aux formules (15)
et (18) dans le cas ol le milicu réfringent offre trois axes de polarisa-
tion paralleles aux axes rectangulaires des =, y, z, et ot I'on néglige
la dispersion. Car, cn supposant que la propagation de la lumiére
s'effectuc en tous sens suivant les mémes lois, et ayant égard
aux conditions (64) ainsi qu'a la formule (3), on tirera des équa-
tions (51)

(81) A=8=C=R+1,
OFuvres de C. — S. I, t. 1L ‘ ) .
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et, par suite, les formules (56), (58) donneront

| (@ — R —1)A =2Ra(aA + bB -+ ¢C),

(82) ¢ (—R—1)B=2Rb(aA + 0B +c(C),
(X—R—1)C=2Rc(aA + OB +c();
(83) (2—-R—-1)(QR—-3R—-1)=o.

Or, I'équation (83), résolue par rapport & Q2, fournira deux racines
égales & R -+ I, une seule égale & 3R + I; et il est aisé de s’assurer

‘qu’en vertu des formules (82) I'équation

(84) Q=R+

entrainera les formules (76, (77), tandis que I'équation |
(85) Q*=3R+1 |

entrainera les formules (79) et (80).

Lorsque la propagation de la lumiére s’cffectue en tous sens suivant
les mémes lois, non plus autour d’un point quelconque, mais seule-
ment autour de tout axe paralléle & une droite donnée, alors, en pre-
nant cette droite pour axe des «, on voit les valeurs de 5 et de at, con-
sidérées comme fonctions de u, ¢, w, seréduire a celles que fournissent

"les équations (12), (13) du paragraphe VI du Mémoire lithographié,
par conséquent & des fonctions des seules quantités u et

(86) Vi =,

Alors aussi, en posant, pour abréger,

1 IX
(87) _ G=5-+7 5’
0(?3:)
1 1 11
(29) “
o t o
(89) 0= du
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on trouve

(90) M=G+50¢, =G+ §w?,
1) ® = Ko, = Ow, R =0y
(9 . 9] 2 s
A oL ' '
(g2) »:(—Eﬂ M=G, uw=g,

ot, par suite, les formules (15) et (18) deviennent
(s2-~L)A=0V(¢B + wC(),
(93) ! (32— §)B =9 [OA + §(¢vB 4 w()],

(52— ()C=w[OA+ §(¢vB +w()]
et

(94) (== OE=F—50) =0V ] =o.

Or, comme les deux derniéres des formules (93) donnent

A

(95) (s*—=G)(Bw—Cv) =0,
on ve:zriﬁcra ces forzmﬁlcs, soit en posant
(96) | s2=G
, 'et, par suite,
(97) ‘ A =o, l;(’—!—CW:o,

excepté dans le cas od, la condition

(98) (L—G§)5—0=o0
- étant remplie, les équations (97) devront étre remplacées par la seule
équation ’
. (99) © VA+5(¢B+wC)=o,
soit en posant
B_C
(100) S=2
et, par suite,
(01) (8= L) (=G —5u) — 2o, ’
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On tire, d’ailleurs, de la formule (100), combinée avec la premicre

des équations (93),
A _B_C¢C

(102) P

52_{(024—(%)

puis, des formules (97) et (102), combinées avec les formules (1),

(103) E=o, vn +wi=o,
& _n_E

(104) <

sz—{'

(924 w?) v

En vertu des formules (103) et (104), jointes aux formules (5), les
déplacements moléculaires s’exécuteront parallélement & la droite
représentée par les ¢quations

(103) x=o, by +cs=o, v
ou parallélement & la droite représentée par la formule

(]06) ————U T :Z:g,
2 2
s,_{(b +c?)

suivant que la relation entre s? et £ se trouvera exprimée par I'équa-
tion (96) ou par I'équation (ror). Il est d’ailleurs facile de reconnaitre
que ces deux droites sont perpendiculaires I'une & 'autre, et que la
premiére coincide avee la trace du plan des y, 5 sur le plan men¢ pa-
rallelement au plan d’une onde par 'origine des coordonnées. .

Puisqu’en supposant la lumiére propagée suivant les mémes lois en
tous sens autour de tout axe paralltle & I’axe des @, on voit les valeurs

de s et de £ se réduire & des fonctions des seules quantités
u et Vi w2,
on doit avoir alors, dans les formules (46) et (47),

Gut4+ Mo+ In02t=Gut+4- 2= Gu? 4 (0?4 w?),

Lut+~Mo*+ Nt + 6P 1232 4- 6 Qev? 1>+ GR 1?02
=Lu*4+-6Qu* e+ Mit=Lu*+6Qu2(¢*+ w?) + M(0*+ 202w 4 w*),
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quels que soient u, ¢, w, et, par suite,
(107) ' H=1, M=N=3P, Q=R.
Les conditions exprimées par ces derniéres formules font évidem-
ment partie de celles que donnent les formules (64).

En vertu des formules (107), jointes & la formule (86), les équa-
tions (46) et (47) donnent

(108) s=Gut+12+...,

(109) H=8m:* f( 2<%Lu‘+Ru’L’+éPL‘>+...;

ct, par suite, on tire des formules (87), (88), (89),

(t10) g’:(R+G)u’—|—(P—I—I)L”-l--.--,
(l[l) 5: ZP +...,
(112) V=aRu+4...

tandis que la premiére des formules (28) donne
(113} £ =(L-+ G ut+(R+ 1)+
Les seconds membres de ces derniéres équations peuvent étre

réduits & leurs premiers termes, lorsqu'on neollgc ladispersion. On

peut donc prendre alors

(11d) G = (R + G)ur+ (P + (¢ +w"),
(113) 5=2P,

(116) v =2Ru,

(117) {:(I,+G)z¢2+(B+l)((”+ w2,

Alors aussi des formules (96) et (ro1), combinées avec les for-

mules (5) et (x2), on tire
(118) Q= (R + G)a?-+ (P + 1) (0" +c?)

el

[2— (L +G)a*— (R + D) (&*+ )]

o > [ — (R +G)a’——(?P + R+ D)0+ c%)] —AR’az(b‘H—c H=o
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Quand on se propose seulement de tirer de I'équation (57) les va-
leurs approchées des Q* relatives aux deux rayons lumineux observés,
on peut remplacer cette équation par une autre plus simple. En effet,
quoiqu’il existe un grand nombre de milieux doués de la double
réfraction, et dans lesquels la lumicre ne se propage pas en tous sens
suivant les mémes lois, par conséquent, un’grand nombre de milieux
dans lesquels les conditions (64) cessent d’étre rigoureusement rem-
plies, néanmoins, comme dans ces milieux mémes la différence entre
les vitesses de propagation des deux rayons observés est ordinairement
trés petite, il est naturel de penser que les conditions (64) s’y vérifient
approximativement, ainsi que les formules (81), et qu’en conséquence
les valeurs de Q? relatives aux deux rayons lumineux y different trés
peu de chacune des quantités

a4, 8, C

Cela posé, les valeurs de ©Q relatives aux deux rayons lumineux
fourniront généralement de trés petites valeurs des différences

(120) . Qr-A, Q—8, Q¢

par conséquent, de trés grandes valeurs de chacune des fractions com-
prises dans le premier membre de I'équation (57). On pourra donc,
dans un calcul approximatif, négliger le second membre par rapport
aux fractions dont il s’agit, et réduire 1’équation (57) a celle-ci

G @) G

(121) 91_21—‘_522_15_'-522_01_0"

ou méme, puisque les quantités P, Q, R sont peu différentes I'une de
Pautre, a la simple formule

a

a? b2 c?

(122) g_aiTosto_¢—-% .

Lorsque, dans cette derniére formule, on fait disparaitre les déno-
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minateurs, ’équation que I’on obtient, savoir
(123)  @*(Q— 8) (Q— @) 4 b2(Q— €) (L — A) 4+ ¢3(Q — A) (R — B) = o,
ou

(16)  Q—[A(b*+¢%) + B(*+ a%) + € (a'+ b)) L + BCa*+ €A+ Abcr=o,
est par rapport & Q*, non plus dy troisiéme degré, mais du deuxiéme
degré seulement, et ses deux racines représentent les carrés des va-
leurs approchées des vitesses avec lesquelles se propégent les deux
rayons lumineux observés dans un milieu doué de la double réfrac-
tion. On arriverait encore aux mémes conclusions en partant de ’équa-
tion (58). En effet, si I'on considére comme trés petites du premier
ordre les différences qui existent soit entre les trois quantités G, H, I,
soit entre les six quantités

L, M, N, 3P, 3Q, 3R,

les différences (120) seront elles-mémes trés petites du premier ordre,
- et comme, dans I'équation (58), les termes que renferme le premier

membre seront du deuxiéme ordre, on pourra, vis-a-vis de chacun de

ces termes, négliger le dernier membre, qui sera du troisiéme ordre,

et réduire équation (58) &

‘a\*? b\? c\? g

() @=m@—e+(5) @—o@ -2 +(F) @-2)@ -5 =,

ou, ce qui revient au méme, a

@ (Q1— B)(Q— €) 4 b (1 — €)(Q— A) + c*(Q1— A) (Q— B)

_[)2
1 1 ' . 1 I .
= b-<p~2 - (—)—5)(9’— )2 —A) + c"(—g - m>(9’— 2A)(Q2 — B).
Or, les différences
r ¥ 1 I
P QY " prTRY
ou . )
Q+P
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étant évidemment du premicer ordre, le second membre de la derniére
formule pourra encore étre négligé comme étant du deuxiéme ordre,
et, par suite, cette formule pourra étre réduite a Péquation (124).

Concevons maintenant que, dans un milieu réfringent qui offre trois
axes de polarisation respectivement paralléles aux axes rectangulaires
des @, y, s, le plan d’une onde soit perpendiculaire & 'un de ces axes,
par exemple a 'axe des «, on aura '

(125) a—1, b—o, c=o,

et les formules (56), (57), relatives au cas ol I'on néglige la disper-

<92—3-—295a2>A: 0,

sion, donneront

P
(126) (Q—8)B =o,
(Q:—€)C=o,
(127) Gv_a_zpﬁwym—ﬁxm—mp:m

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (51),

(Q—L ~G)A=o,

(128) . (2—R—G)B=o,
(22— Q—-G)C=o,
(129) (—L—-GG)(R—R—-G)(2—Q—G)=o.

Des trois valeurs de Q* fournies par 'équation (129), savoir
(130) L4+-G, R+G, Q+G,

la premiére se réduit & 3R + I, et les deux dernitres a R + I, lorsque
les conditions (64) sont rigourcusement remplies. Les deux derniéres
sont donc celles qui se rapportentaux deux rayons lumineux observés,
et, en vertu des formules (128), on aura pour ces deux rayons, en
supposant les plans des ondes perpendiculaires & 'axe des z, ou

(131) Q@=R+G, A=o, C=o,
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par conséquent

(132) “E=o, {=o,
ou
(133) Q=Q+ G, A:_(), B=o,

par conséquent
(134) ' tE=o0, mn=o.

Done, lorsque les plans des ondes sont perpendiculaires a axe
des « ct paralléles au plan des y, 5, les vibrations des molécules sont
paralléles a I'axe des y, en vertu des formules (132), et se propagent
avee la vitesse VR + G, ou bien clles sont, en vertu des formules (134),
paralléles & I'axe des = et se propagent avee la vitesse y/Q + G. Par des
raisonnements semblables, on prouve généralement que les vitesses de
propagation des ondes renfermées dans des plans perpendiculaires aux
axes de polarisation pris pour axes des @, ¥, 5 sont respectivement

égales aux racines carrées des quantités
(133) R+G, Q4G

si les plans des ondes sont perpendiculaires A I'axe des x,
(136) P+H, R+H
st les plans des ondes sont perpendiculaires a I'axe des y,
(137) Q+1, P41
si les plans des ondes sont perpendiculaires 4 I'axe des =.
Ajoutons que les vibrations des molécules sont paralléles & I'axe
des x, ou & I'axe des y, ou i 'axe des z, suivant qu’il s’agira des ondes
) f

danslesquelles la vitesse de propagation aura pour carré I'une des
quantités

(138) 4 Q+1, RaH,

ou

(139) R+G, P+1, i
OFuvres de €. — S. 1, t. 1, ) . 18
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ou

{(140) : P+H, Q+G.

Ce que Fresnel appelle le plan de polarisation d’un rayon lumineux,
c’est le plan perpendiculaire aux droites suivant lesquelles sont dirigées
les vibrations des molécules éthérées. Cela posé, comme 'expérience
démontre que, parmi ces ondes dont les plans sont perpendiculaires aux

-axes de polarisation, celles gui répondent & des rayons dont les plans
de polarisation sont les mémes se propagent avec la méme vitesse, il
est clair qu’il devra y avoir égalité entre les deux expressions (138),
ou (139), ou (140). Ainsi

G', H’ I, P, Q’ R

-

devront généralement vérifier les trois conditions
(1q1) Q+I=R+H, R+G=P+], P+H=Q-+G,
que Uon peut réduire aux deux équations comprises dans la formule
(142) P—G=Q—H=R—1L

Si la propagation de la lumiére s’effectue en tous sens, suivant les
mémes lois, autour de tout axe ‘paralléle & I'axe des @, les condi-
tions (141) se réduiront & la seule équation
(143) ' ‘ R+G=P+]1,
et la vitesse de propagation deviendra indépendante de @, b, ¢, pour

'un des deux rayons lumineux observés, savoir, pour celui qui corres-

pond aux formules (103), (118) ct & des vibrations lumineuses di-
rigées, dans les plans des ondes, perpendiculairement & 1'axe des .
En effet, on tirera de la formule (118), jointe & la condition (143),

(144) . Q=R+G=P+1.
Alors le rayon, dont la vitesse de propagation sera indépendante de
a, b, ¢, par conséquent indépendante de la direction du plan de I'onde

et déterminée par la formule (144), se nommera le rayon ordinaire.
L’autre rayon, correspondant & des vibrations moléculaires comprises,
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non plus rigourcusement, mais sensiblement dans les plans des ondes,
et perpendiculaires aux vibrations excitées dans le premier, se nommera
le rayon extraordinaire. ‘

Revenons maintenant aux formules (141), et désignons par

9/, } Qll’ Qlll

les vitesses de propagation des ondes, lorsque les plans des ondes sont
paralléles a I'un des deux plans coordonnés quirenferment’axe desx,
s'il s’agit de Q', Paxe des y, s’il s’agit de Q, axe des s, s’il s’agit
de Q”. On aura

SSZ”:Q_—FI:R-%—H, Q'=R+G=P~+1,

5
(145) | Q=P 4+H=0Q+G.

Posons, en outre,

(146) PO
N—oips +1=Q" 40"

Les formules (51) donneront
(h7) A=Qr4@a, B=Q1407, C=Q"4 0"

- Si, d’ailleurs, la lumitre se propage cn i;ous sens sulvant les mémes
lois autour d’un point quelconque, les formules (145), (146), jointes
aux conditions (64), donneront
(148) 972:.‘2"229’”221{—’;—],

(149) ' @’:@"’:@”/:O;

et, par suite, les équations (147) reproduiront la formule (81). Enfin,
si la propagation de la lumiére s’effectue de la méme maniére en tous
sens autour de tout axe paralléle & I'axe des «, les formules (145),
(146), jointes aux conditions (107), donneront

(150) , Q?=R +1,
(151) QR Qm—R4+G=P+],
: 2
(132) @’:L—z%— + G— Q2 0"=0"=o; ~
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par conséquent, les formules (147) se réduiront &
(153) A=Qrr0a, B=C=Qm

En vertu de ces derniéres, ’équation (123) deviendra
(155) . (R Q) [Q—QMa— (2 + 8% (b2 +c?)] =0
ct fournira deux valeurs de Q2, dont 'unc |
(155) Q=QN=R+G="P+1

ne différera pas de celle que présente Péquation (144); tandis que
Pautre sera

(156) Q= Qg4 (24 0'at) (b + ).

Les valeurs correspondantes de Q seront les vitesses de propagation
de la lumiére dans les rayons ordinaire ct extraordinaire. Donec, la
vitesse de propagation sera représentée dans le rayon ordinaire par Q”
et par Q' dans le rayon extraordinaire, si le plan de 'onde vient &
passer par I'axe des @, ¢’est-i-dire si Pon a

(157) " a—=o, b4 cr=1.

Si, d’ailleurs, on nomme A I'angle formé par la perpendiculaire au
plan d’une onde avec 'axe des , on aura généralement

\

(138) a*= cos?}, O+ c*=sin?},
et, par suite, la formule (156) pourra s’écrire ainsi
(159) Q1= Q" cos?A + Q'sin?h + 0’ sin?A cos* A

Telle est I'équation qui, dans un milicu ol la propagation de la
lumiére s’cffectuc en tous sens suivant Ies mémes lois autour de tout
axe paralltle 4 I'axe des @, devra fournir généralement la vitesse de
propagation Q dans le rayon extraordinaire. Mais, pour s’accorder avee
les observations des physiciens, cette formule doit se réduire a’

(160) Q= Q" costh 4+ Q%sin?),
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¢’est-a~dire que I'on doit avoir
(161) i . 0'=—o.

Done, les trois conditions exprimées par la formule (149) se véri-
fient non seulement lorsque la lumiére se propage en tous sens, suivant
les mémes lois, autour d’un point quelconque ; mais encore lorsqu’elle
se propage cn tous sens, suivant les mémes lois, autour d’une droite
quelconque paralléle & I'axe des « ou, plus généralement, 3 'un des
trois axes de polarisation. Il est done naturel de penser que ces condi-
tions se vérifient toujours, quelle que soit la nature du milieu réfrin-
gent. En admettant cette hypothése, on verra les formules (145), (146)
se réduire a

Q”:L—zQTR L G=R+H=0Q+]I,
(162) / 9"2:R+G—_—M—2%P-+H:P+I,
9’”=:Q+_G:P+H:N—2¥- +1;
par suite, les formules (51) donneront
(163) A=Q1,  B=Qn,  €=97,
et équation (122) ou (124) deviendra
. at b? et
(164) g Te—on Ta—on T @
ou |
T e R GR  E C )
100 2

-+ grlgglﬂzag+ szglz b2 -+ Q' 9”2 c2—o.

L’équation (165) fournit, comme on devait s’y attendre, deux valeurs
de Q, respectivement équivalentes & deux des trois quantités

4 " 4
g’ 9 ’ 9 b

lorsque deux des trois cosinus
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s’évanouissent, c’est-d-dire, en d’autres termes, lorsque les plans des
ondes sont perpendiculaires 4 I'un des axes de polarisation.
Les formules (162) comprennent les suivantes

]4—-2%G:R+[I:Q+l,
kP
(166) R+ G=M—all + H=P+1,
Q+G:P+H:N—2%§-+I,

et, comme chacune de ces derniéres établit deux relations différentes
entre les coefficients

G, H, I; L, M, N; P, Q, R,

il semble qu’en vertu des formules (162) ces coefficients se trouvent
assujettis & six conditions distipctes. Mais ces six conditions se ré-
duisent évidemment & cing, puisque les trois conditions (141) peuvent
étre réduites aux deux équations comprises dans la formule (142),
D’autre part, en combinant entre clles, par voic de soustraction,
d’abord la premiére et la deuxiéme des formules (166), puis la pre-
miére et la troisiéme, on en tirera

L—z—Q—;—‘—lizR+zl&P——M=Q—[’,
L—zQT:{-—Q:R—P:Q+2ﬁQ—‘N,
ou, ce qui revient au méme,
L_—_Q+1{+25~§—, M:P\—|—P+2R—QI—)—Q;
6o, .
ve N:P-E—Q—I-ZP—EQ——B.

Enfin, en considérant les différences

(N

Q—P, R—P,

comme trés petites du premier ordre et en négligeant les quantités du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET LA DOUBLE REFRACTION. 143

second ordre, on verra I'expression

Q+R+23 _P=3(Q+R—P)+

,(Q— P)(R—P)
l)

se réeduire &

et les formules (167) a

(168) L=3(Q+R—P), M=3(R+P—Q), N_—_3(P+'Q—R),
ou, ce qui revient au méme, 2

A(169) M+N=6P, N+L=6Q, L-+M=6R.

Done, les scules relations établies par les formules (162) entre les

coefficients
G, H, I, L, M, N, P, Q, R

sont les cing conditions renfermées dans la formule (142) et dans
les équations (168) ou (169). Dailleurs, ces derniéres équations

s’accordent avec les conditions

(' ( (M—P)(N—P)=6D" (N—Q)(L—Q)=6Q?
170 . .
7°) l (L—R)(M—R) =6Re,

obtenues dans les Exercices de Mat/zem'cztiqurs. En effet, la premiére
des conditions (170.) peut s'écrire ainsi
[2P + (M —3P)][2P + (N — 3P)] =4P?,
ou ‘
2P(M+N—6P) + (M —3P)(N—3P)=o,
ct, en négligeant dans le premier membre de la’ derniére formule le
produit

(M—3P)(N—3P),

qui est une quantité trés petite du second ordre, on retrouve la pre-
miére des équations (169).
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§ II. — Axes optiques.

Nous appellerons ici axes optigues les directions que devra prendre
la perpendiculaire au plan des ondes, dans un milieu doué de la double
réfraction, pour que 'un des deux rayons lumineux observés se
réunisse a l'antre. Or, les deux rayons ne peuvent se réunir que dans
le cas ol leur vitesse de propagation est la méme. D’ailleurs, si 'on
considére un milicu réfringent qui offre des axes de polarisation
respectivement paralléles aux axes coordonnés et si I'on néglige la
dispersion, la vitesse de propagation Q d’unc onde plane se trouvera
déterminée par la formule (58) du paragraphe I*, qui peut méme étre
réduite, pour chacun des deux rayons lumineux, & I'équation (r24)
ou (165). Donc, pour déterminer les directions des axes optiques, il
suffit de chercher quelles doivent étre les valeurs des trois cosinus a,
b, ¢, pour que I'équation (58), ou (124), ou (165) du paragraphe I,
étant résolue par rapport a Q2, fournisse deux racines égales cntre
elles.

Remarquons maintenant que ’équation (58) du paragraphe I¢* peut

. étre présentée sous la forme '

(0 (Q— A)(Q—8)(Q— €)5 =o,
la valeur deé s étant la suivanté’

F @ &

QAT T € 2PQR’

(2) $= +

D’autre part, les racines.égales de cette équation, dont le premicr
membre est une fonction entiére de Q2, doivent vérifier non sculement
I'équation eclle-méme, mais encore sa dérivée prise par rapport a Q2.

. Enfin, si 'on nomme s la dérivée de s, prise par rapport i Q%, on
aura
d

s_ | G @) &

(3) =B SIS VARSI T
30 d0 @—a)y @y T o)
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et la dérivée de I'équation (1), prise par rapport & Q?, pourra s’écrire
comme il suit S

[©2 = B)(Q1— €) & (2 — €) (2 — ) + (& — 3)(Q— B)]3

% |
f (@A) (22— B) (R — €)' =o.

Done, les valeurs des cosinus
a, b, c,
correspondant & un axe optique, devront étre telles qu’on puisse
satisfaire par une méme valeur de Q? aux équations (1) et (4). Mais 1l
est impossible que les équations (1) et (4) soient vérifiées simultané-
ment, tant que Q* ne devient pas égal & I'une des trois quantités

a, B, ¢
: ‘Car, st Q* différe de chacune d’clles, I'équation (1)-sera réduite a |
| 8 = o, |
et, par suite, la formule (4) donnera

$'=o,
ou, ce qui revient au méme,

N ()

©) @Ay T @—sy T @—a)y

= 0. .

Or, la formule (5), dont chaque terme est positif, quand il n’est pas
nul, entrainerait les trois équations '

(6) _ a=o, b=o, c=o,
qui ne peuvent subsister simultanément, puisque I’on doit avoir
| a2+.b2—{-02:I.
Done, pour que les valeurs de a, b, ¢ correspondent a un axe

optique, il faut‘q'ue la valeur de Q? se réduise 2 une ou a deux des

trols quantités ;
A, B, €

OFuvres de €. — S. I, t. I . 19
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ou i toutes trois ala fois et vérific, en conséquence, au moins 'une des
trois formules .

(7) Qr=2, Q=38 QE=2C,
en offrant une racine double de I’équation (1), que 'on peut écrire
comme 1l suit '

() @—m@-o+(5) @—o@-a+ () @- @2

=28y —¢€)
- 2PQR

8

D’ailleurs, lorsqu’on suppose vérifiée une seule des équations (7),
par exemple la derniére, 'équation (8), réduite a
c\? .
SV (@ —A)(Q—B)=o,
R
entraine la suivante
(9) c=o,

c’est-a-dire une seule des équations (6); ct, lorsqu’on suppose vérifiées
deux des équations (7), par excmple les deux derniéres, I'équation (8),
que la condition

(10) a—=C

réduit alors a

(@ —¢)

(s

DN (N ) o gy (=) —O))
(@)= (@) -2 - ==
ne peut offrir deux racines égales & € qu’autant que I'on a

N

par conséquent

(1%)

(13) b=o, c=0,
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ou
¢—-3A=o0

et, par suite, '

(14) A=s=0C.

Done, en définitive, pour que les valeurs de a, b, ¢ correspondent &
un axe optique, il faut qu’clles vérifient une ou deux des conditions (6),
en sorte que le plan d’une onde soit paral]éle a un ou 4 deux des axes
coordonnés, c’est-a-dire & un ou & deux des axes de polarisation; ou
bien qu'elles vérifient les deux équations comprises dans la for-
mule (14). ‘

D’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe 1<%, les valeurs de A, 8,

@ sont respectivement

21:<L—9.Q—PR +G>a?—|—(R+H)b2—|-(Q+l)c2,

(15) ¢ i":.(R+G)a2+<M—2%I—)-+I[>b"’+([)—l—l)c‘-’,

@=(Q+G)a2+(P—|—H)b2+<N——2¥ +1>c2.

Cela posé, les valeurs des rapports
b ¢
2, ¢
a a
pour lesquelles se vérifieront simultanément les deux équations com-
prises dans la formule (14) se confondront évidemment avec les valeurs
des rapports

z,
x

glu

pour lesquelles se vérifieront simultanément les trois équations

/

, S<L—2%‘—‘+G>x2+(ﬁ+u>yf+<Q+1>ze:,,

' : RP
(16) (B+G)x2+<M—zv+H>y2+(P+I)52:1,
2 > 2 [)O i
(Q+ G+ (P +H)y?+ N--2T+1>z.z:l_
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D’ailleurs, les équations (16) représenteront trois cllipsoides qui
offriront le méme centre, qui auront leurs axes dirigés sunivant les
mémes droites et qui pourront : 1° se réduire & un scul cllipsoide;
2° s¢ rencontrer tous les trois suivan( certaines courbes; 3° se ren-
contrer tous les trois suivant deux, quatre ou huit points situés sur
une, deux ou quatre droites, savoir : sur une droite qui coincide avee
I'un des axes coordonnés, ou sur deux droites situées dans I'un des
plans coordonnés, ou sur quatre droites dont aucune ne soit renfermée
dans 'un des plans coordonnés. Dans ces différents cas, tout rayon
vecteur qui joindra Porigine des coordonnées avec un point commun
aux trois cllipsoides ou & deux d’entre cux, sera dirigé parallélement &
un axe optique du milicu réfringent.

Pour que les trois ellipsoides représentés par les équations (16) se

P

réduisent & un seul, il faut que les coefficients de x*, y*, z* soient
les mémes dans la premicre, la deuxiéme ou la troisiéme des équa-

tions (16) et que 'on ait en conséquence

’ L—2$ —R=0Q,
(17) 'R:M—ag(jp—:l,
( Q=P=N—>s %Q,
ou, ce qui revient au méme,
(18) P=Q=R, L=M=N=3P=3Q=3R.
Dans cette hypothése, on trouve
(19) A=8=C=R-+Ga*+Hb*+ 1,
et chacune des formules (7) se réduit 4
(20) 92:R+Ga’+libﬁ+lc2,

“

~ tandis que les équations (56) du paragraphe I** donnent

(21) aA+bB+cC=—o.
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Alors la direction des axes optiques devient completement indéter-
minée; en d’autres termes, une droite quelconque devient un axe
optique et, quelle que soit la direction du plan de I'onde, les deux
rayons lumineux observés se réunissent. Leur vitesse de propagation
commune est celle que détermine la formule (20). Pour que cette
vitesse deviennc indépendante de la direction du plan de ’onde, ou, ce

qui revient au méme, des cosinus a, b, ¢, il faut que 'on ait
{22)  G=H=1I

Les formules (18) et (22) ne différent pas des formules (64) du
paragraphe I, c’est-a-dire des forntules auxquelles nous sommes
parvenus, en cherchant les conditions qui expriment que la propaga-
tion de la lumiére s’effectuc en tous sens suivant les mémes lois autour
d’un point quelconque. Quant & I'équation (21), elle exprime que,
dans les milieux doués de la réfraction simple, les vibrations lumi-
neuses sont comprises dans le plan de I'onde, par conséquent perpen-
diculaires & la direction du rayon lumineux. -

On n’a point trouvé de milieux qui offrent une infinité d’axes
optiques situés sur une méme surface courbe. Il est donc inutile de
s’arréter au cas ol les trois cllipsoides représentés par les équa-
tions (16) se rencontreraient en une infinité. de points situés sur
certaines courbes. Comme on n’a pas trouvé non plus de milieux qui
offrent quatre axes optiques, on peut,,cn admettant que les trois ellip--
soides offrent sculecment quelques points communs, se borner & consi-
dérer le cas ol ces points sont au nombre de deux et situés sur 'un
des axes coordonnés, ou au nombre de quatre et situés dans 'un des |
plans coordonnés. Mais alors on obtiendra ou un seul axe optique pour
lequel se vérificront deux des formules (6), ou deux axes optiques
pour chacun desquels se vérificra une seule de ces formules. En rap-
prochant ces remarques de ce qui a été dit plus haut, on conclura, en
derniére analyée,’ que tout milieu doué de la double réfraction et dans
lequel les axes de polarisation sont paralléles aux axes coordonnés,
offre ou un scul axe optique pour lequel se vérifient deux des for-
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mules (6), ou deux axes optiques pour chacun desquels se vérifie une
seule de ces formules. Nous allons examiner successivement et en
détail ces deux cas spéciaux, que nous présente, en effet, 'expérience
dans les cristaux & un et & deux axes optiques.

Supposons d’abord que le milieu réfringent offre un seul axe
optique, pour lequel se vérifient deux des formules (6), par exemple
les formules (13). En combinant I’équation (8) avec les formules (13)
et (15), on reproduira 'équation (129) du paragraphe I**, savoir

(23) (—L—G)Q—R—G)(—Q—G)=o,

et cette derniére, résolue par rapport a Q%, devra fournir deux racines
égales, relatives aux deux rayons lumineux obscrvés. D’ailleurs, les
valeurs de Q2, tirées de ’équation (23) et relatives aux deux rayons
luminecux, sont celles qui se réduisent a R + I, lorsque, la réfraction
étant simple, les conditions (18) et (22) se trouvent remplies; c’est-
a-dire R + G et Q + G. On aura donc, dans I’hypothése admise,

R+G=Q+G,

ou, ce qui revient au méme,
(24) . R=0Q.

Ce n’est pas tout; comme dans los cristaux 3 un scul axe la marche
des rayons est symétrique autour de cet axe, les valeurs de Q* relatives
aux deux rayons lumincux devront se réduire i des fonclions de a ct
de 0+ ¢*. Or, quand on pose a = o, 'équation (8) se réduit a

@ @-a(g)e-o-(g)@-n - EE=0] o,

et, en la résolvant par rapport 2 Q2, on obtient pour 'une des racines
relatives aux rayons lumineux

(26) Q=2 =(R -+ H) b+ (Q + I)c*.

D’ailleurs, pour que le second membre de la formule (26) devienne
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‘simplement fonction de &%+ ¢, il faut que l'on ait
(27) R+H=0+L

Enfin, comme il résulte de Fexpérience que, dans les cristaux a un
seul axe optique, les vibrations moléculaires sont pour I'un des rayons -
lumineux, savoir pour le rayon ordinaire, perpendiculaires a cet axe
et comprises dans le plan de l'onde, on aura tout a la fois, pour ce

rayon,

(28)" t=o et bn+c§:0,

par conséquent

(29) A=o, bB+cC=o,

et de ces derniéres formules, jointes & la condition (24) et aux équa-

tions (56) du paragraphe I°*, 'on tirera

(30) QI—B—o, Q22— € —=o;

par conséquent

(31) Q=B =¢C.
En vertu des formules (15), I'équation (31) donnera

>
(R+G)a*+ <M— 2%1— -+—H>b‘-"+ (P +TI)c?
(32) N

:4Q+GWM4P+JDM+<N;Q%$i§y%

ct, comme la formule (32) devra subsister indépendamment des valeurs

attribuées aux rapports

b ¢
E, (,—l,
on en conclura __
R4+-G=0Q +G, M~2%+H:P+H, P+1:N;2¥+I,
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ou. ce qui revient au méme,

(33) Q=R, M=N=3P.

Les formules (33) et (27) comprennent I'équation (24) avec la-

_sulvante
(34) H=I

et s’accordent, en conséquence, avec les formules (107) du para-
graphe I’r, c’est-d-dire avec les conditions qui expriment que la propa-
gation de la lumiére s’effectue en tous sens, suivant les mémes lois,
autour de tout axe paralléle 4 'axe des . Lorsqu’on suppose ces con-
ditions remplics, les formules (15) donnent simplement.

2
a—= (L_zlli,gr G>a2+(l{+l)(b2+c’),

B =C=(R+G)a*+ (P +1)(d*+ c?),

(35)

ot I'équation (8) se réduit a

b* 4~ c?

2 (

Q— A)(Q— (c)] _,

(36) (QE—QI)[%Z(Q?—@)—!— o

Or, I'équation (36) se décompose évidemment en deux autres, dont
I’'une, '
(37) L Q=g
se contond avec la formule (31) et se rapporte au rayon ordinaire;
tandis que I'autre,

- a L b (Q—2A)(Q—€)
(38) pi (¥ =€)+ —p— (2 —3A) — 2PIE =0

fournit la valeur de Q2 relative au rayon extraordinaire. Comme cette
derniére valeur de Q? doit peu différer de A ct de €, elle doit corres-
pondre a de treés petites valeurs des différences

@2, Q—c

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET LA DOUBLE REFRACTION. 153

En considérant ces différences comme trés petites du premier ordre
R’ négligeant dans le premicr membre de I'équation (38) les quantités
du sccond ordre, par conséquent le troisiéme terme proportionnel au
produit de ces mémes différences, on verra cette équation se réduire a

’on B+t o,
(39) 5 (=€) + = (@A) =0,

puis, cn multipliant la formule (3g9) par P? et ajoutant au prerhier
membre le produit du second ordre |

(: E%V+CN@—3L

on trouvera définitivement
(40) (SZ2 €) + (b4 ) (Q— A) =o.

L’expérience prouve que, dans les eristaux & un seul axe optique, la
vitesse de propagation de la lumiére est, pour le rayon ordinaire,
indépendante de la direction du plan de I'onde. Donc alors la valeur -
de Q* fournie par 'équation (37), savoir ’

C=(R+G)a*+(P+1(0*+c)=(R+G)a*+ (P +1)(1—a?)

ou
P+I1+(R+~G—P—I)a?

doit étre indépendante de la direction du plan de I'onde et rester la
méme, quel que soit @; ce qui entraine la condition

(41) R+G="P+1.

Cela posé, en désignant par Q” la vitesse de propagatlon de lalumiére
dans le rayon ordinaire, on aura

(42) | Q=R+ G=P+1

Sil'on nomme d’ailleurs Q' la vitesse de propagation de la lumiére,
dans le rayon extraordinaire, lorsque le plan de I'onde passe par I'axe

OEuvres de C. — S. I, t. 1L, 20
[
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des a, Q'* sera, en vertu de la formule (40), la valeur de X correspon-

dant &
a=—o, ry-cl=1.

On aura done, eu égard & la promiére des équations (35),
(43) ' Q=R+
Cela posé, si I'on fait pour abréger
R2

(44) L—2T+G:Q”—|—®’,

les formules (35) et (40) donneront

) A=0Q?4+0'a,
(45) p—c—qn,
(46) Q=€ + (B2 + ) A = Qa4 (24 0'a?) (b2 + c?).

On sc trouvera ainsi ramené aux équations (153), (154) du para-
graphe I*; puis, en désignant par A 'angle formé par la perpendicu-
laire au plan d’une onde avec 'axe des &, on obtiendra de nouveau la

formule

(47) Q= Q"2 cos?) + Q*sin?) + 0’ sin®} cos?,

relative au rayon ordinaire et qui se réduit &

(48) . Q= Q" cos?A + Q2 sin;l, .

lorsque, pour la faire accorder avee les résultats de I'expérience, on
suppose

(49) 0'=o.

Considérons maintenant un milieu, dans_lequel les valeurs de a, b,
¢, relatives & chacun des axes optiques, vérifient une seule des for-

mules (6); par exemple la formule

(50) ¢ =o.
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SiI'on a égard aux femarques énoncées a la fin du péragraphe I et

si, en conséquence, on éupposé vérifiées les conditions (142) et (169)

de ce méme paragraphe, on pourra, en négligeant les quantités du
méme ordre que les carrés des différences

Q—P, R—P, ...,

remplacer I'équation (8) par I'équation (165) du paragraphe I**, ou, ce
qui revient au méme, par la suivante
az(gz_ Ql/z)(gz o gll/z)

5 ' ‘
‘ (o1) +b2(92_SZ’”?)(QE—SZ"-)+c2(92—,§2’2)(92—§2”2):o,

', Q", Q" désignant trois quantités qui, prises deux & deux, représen-
teront les vitesses de propagation des deux espéces d’ondes, dont les
plans seront paralléles & Lun des plans coordonnés. D’ailleurs, on
tirera, de I’équation (51) jointe a la formule (50),

(52) : (92_52/1/2)(92_Qll2a2_glgb2)___-_0;

et, pour que les valeurs de @, b correspondent 4 un axe optique, il
faudra qu'elles rendent égales entre elles les deux valeurs de Q*
fournies par I'équation (52), ou, ce qui revient au méme, il faudra
que l'on ait

(53) Qr= Qa4 Q12

Enfin, si 'on nomme A I'angle formé par ’axe optique dont il s’agit,
avec I'axe des x, I'équation (53) deviendra
;O : — ,
(54) | @ CoS?A + Q2gin? A = Q"

. : | = Q" (cos? A 4+ sin?A)

et ’on en tirera

- ~ sin?A Qrz__ Q2
(50) m:[anng:m;

par conséquent

(56) . tangA ==
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Les deux valeurs de tang A déterminées par I’équation (56) corres-
pondent;évidémmeﬁt a4 deux axes optiques, qui seront situés l'un et
'autre dans le plan des @, y, en vertu de la formule (50), et formeront
entre cux des angles divisés en parties égales, soit par 'axe des @, soit
par I'axe des y. D’autre part, comme en vertu de la formule (55) le
rapport |

4 n_ on
(57) ° : ' 35——;_—5;2
devra étre positif, les deux axes optiques ne pourront étre compris,
ainsi qu’on I'a supposé, dans le plan des o, y qu'autant que la valeur
de Q"* sera moyenne entre les valeurs de Q', Q", et, par suite, la valeur
‘de Q" entre celles de Q', Q”. Done, parmi les plans coordonnés, le seul
qui pourra renfermer deux axes optiques sera lc plan paralléle aux
deux systémes d’dndgs planes qui auront pour vitesses de propagation
la plus petite et la plus grande des trois quantités '

Q /, gll’ Qll/.

Supposons, maintenant, que les trois cosinus a, b, ¢ correspondent
non plus A un axe optique, mais & une autre droite qui forme avec 'axe
des « l'angle A. Si cette droite est comprise dans le plan des @, y, on
pourra prendre

(58) a == COSA, b =sin}, c—o,

ot les vitesses de propagation des ondes perp'endiculaires a cette mémoe
droite auront pour carrés les deux valeurs de Q* fournies par I'équa-
tion (52). Dailleurs, on tirera, de cette équation jointe aux for-
mules (54) et (58), |

{ Q= Q"= Q" cos? A + Q' sin?A,

5
(59) | Q1= Qr2costh + Q"2 5in%d;

-et la droite située dans le plan des «, y, de maniére & former avec I'axe
des @ I'angle A, formera évidemment avec les axes optiques deux
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angles w, v, qui pourront étre censés déterminés par les formules

(60) p=A—A,- v=2A+tA.

Cela posé, on pourra prendre

(61) A B A=t

- 2 2

et les équations (59) deviendront

Qr—Qn cos”—)——TE + Q" sin? ”“Tf‘,
(62) ,
Q2 —= Q" ¢os? v_‘_TPL + Q1 gip® v—? .

Au reste, il est aisé, comme on va le voir, d’étendre les formules (62)
au cas méme olt la droite perpendiculaire au plan d’une onde et cor-
respondant aux trois cosinus a, b, ¢, ne serait pas comprise dans le
plan des z, y. En effet, soient, dans tous les cas possibles,

® et v

les angles formés par cette droite avec les axes optiques. Les cosinus
des angles que formeront, avec les demi-axes des coordonnées posi-
tives, d’une part la droite en question, d’autre part le premier et le
second des axes optiques, seront respectivement

a, b, R
cos A, sinA, o, .
cosA, —sinA, o3

par conséquent, on pourra prendre
(63) cosp = acosA + bsinA, cosy =acosA —bsinA,

et 'on en conclura

COSY + COS . COSvV — :
(64) acosA = ——5——&, bsinA — =28V —COSp
2
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D’ailleurs, de I’équation (51), jointe & la formule

at+ b+ ct=—q,
on tirera

94_ [le_l_ QI/2+ az(glllz_ 912) ~+ bg(gfllzl__ Qllz )] Qz
(65) o + 9/29//2_'_ azglle(gll/z_ SZIQ) + b29/2.(91”2__g/’2) :0;
et, comme on tirera de la formule (54)

(66) Qrr—Qr—=(Q"7— Q%) cos?A, QM—_Q"=(Q%—Q")sinA;

par conséquent, eu égard aux formules (64),

cosv—f—cosp)2
— )

ag(glﬂz_glz) :(Qllz_glz)< 5

(67) .
CO8Y — cos,u)-
RS Aadid ol BN

b:(gmz_gn):(g'z_gll!)< 5

I'équation (65) pourra étre réduite a

[ QF— Q24 Q" (Q"— Q') cosp cosv] Q2
68 \ B
1 rerans (9//49'2)[9/'2<__°°S“:COSH>*_9/2<COSH - COS”.)’]:O;

Si, dans I’équation (68), on pose pour abréger

(69) 9”2_9/2:(0, 9”2_'_9'2:\'.:
et, par suite,
. Q12O — @,
elle donnera
. 9 ‘2 "(D cos ¢
g QF— (& + (D COSp CosY) Q4 = +2¢ : I COSY

1
= - ®*(1 — cos*p — cos?v),
q

(70)
(

puis; en ajoutant aux deux membres de cette derniere formule le

produit

[(ZL
——cos?p cos?y,

4
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on ftrouvera

(71) (92_6+@005HCOSV - [(®sinpsiny)?
7 \ 2 N\ 2

et, par suite,

&+ ®(cospcosvsinumsiny)
2

Q' -+ Q2 Qre__ Q2

= P —+

Q=

(72)

cos(v = ).

Or, comme on a généralement

. ' L,V E R Rt -
cos (v p) =cos*® 2”——-511127”,

il est clair que les deux valeurs de Q2, fournies par I'équation (72),
seront respectivement ,

V—p . G V—
92: 9”2 C()S"l'—gl.f -~ 9,2 51027“,

(73)
Q2= Q" cos? 2-;;—& -+ Q% sin? v—-_'i

Donc,‘les carrés des vitesses de propagation, dans un cristal &4 deux
axes optiques, sont, dans tous les cas possibles, exprimés par les
valeurs de Q* que présentent les équations (62).

Les conclusions auxquelles nous sommes parvenus dans ce para-
graphe s’accordent avec les formules que Fresnel a données et, par
conséquent, avec celles auxquelles M. Biot avait été conduit le premier
par ses obscrvations. Car on peut aisément passer des unes aux autres,
ainsi qu'c M. Fresnel ’a remarqué lui-méme dgns son Mémoire sur la

double réfraction.

§ Ill. — Surface des ondes.

Comme on I'a déja remarqué, les valeurs de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



160 MEMOIRE SUR LA POLARISATION RECTILIGNE

fournies par les équations (1) du paragi‘aphc Ier ne varient pas, lors-
qu’on y fait croitre simultanément z de Az et z de Q Az, la valeur de Q

\

étant déterminée par I’équation
(1) ' o kQ=s.

On conclut pareillement de ces équations que les valeurs de &, 0, ¢
correspondant a

o L S
etZ = o, savoir -
(3) E:Acosm, - n=DBcosw, C—Ccosm,

ne difterent pas de celles qu’ on obtlent au bout du temps ¢, en posant
(4) r=2~8¢

la quantité

(5) " Q=

)

désignant la vitessc ‘de propagation d’une onde plane. Donc, l'onde,
dont le plan se trouve, & 'origine du mouvement, ¢ ‘est-a- dlre pour
t = o, représenté par la formule (2) ou

(6) azr+by+cz=o,

se transporte dans ’espace, de maniére & coincider au bout du temps ¢
avec le plan représenté par la formule (4) ou, ce qui revient au meme,
par la suivante

(7) ax + by + cs = QL.

Dans cette derniére formule, les coefficients a, b, ¢, c’est-a-dire les
cosinus des angles formés par la perpendiculaire au plan d’une onde
avec les deux axes des coordonnées positives, sont liés entre eux par
I’équation

(8) a*+ b*+c?=1.
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D’ailleurs, d’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe II, la vitesse -
de propagation Q, déterminée par un calcul approximatif en fonction
des trois cosinus a, b, ¢, sera, pour chacun des rayons observés dans
un milienu doublement réffi‘ngent, I'une des deux valeurs positives

" de Q propres A vérifier la formule

2

a? bt c?
(9) Copmy o7 Ran oy o il vy o

Q, Q, Q" désignant les vitesses de propagation respectives d’ondes
renfermées dans des plans paralléles a4 deux axes coordonnés, dont
I'un soit 'axe des @ ou des y ou des s.

Si l'on fait varier les trois cosinus a, b, ¢, la vitesse Q, déterminée
par la formule (g), variera elle-méme, ainsi que la direction du plan
représenté par I'équation (2), ct ce plan changera de position, de ma-
niére & rester tangent & une certaine surface que I'on nomme la surface
des ondes. Pour’ obtenir I'équation de cette surface,' il faudra, en
considérant Q comme une fonction de a, b,"c déterminée par la for-
mule (9) et ¢ lui-méme comme une fonction de a, b déterminée par la
formule (8), éliminer lés cosinus &, b entre la formule (8) et ses deux
dérivées prises successivement par rapport a chacun de ces cosinus.
Or, de la formule (7), différentiée par rapport au cosinus a, on tirera,
en regardant-Q comme fonction de @, d, ¢ et c.comme fonction de a,

x—l£2+<s—td—%> ()—c—o
da oc/) da
puis, en ayant égard a la formule (8) de laquelle on tire %—2— = — g, on
trouvera
x_,i%_f<,_t0_9>.
da ¢\~ " da

Parcillement, on tirera de la formule (7), différentiée par rapport au

' 02 __b( 02
» Y 06 ¢ \” de )

cosinus b,

Donc, en définitive, les deux dérivées de I'équation (7), prises

OFuvres de €, — S.1, t. 1L : 27
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successwement par rappmt a chacun des cosinus a et b, se trouveront
comprises dans ]d seule formule L

z t@ . [052 . t()ﬂ
T YT T
, (10) = A = ,

a

& laquelle on parviendrait immédiatement en différentiant par rapport a
a, b, ¢
les équations (7)et(8), puis éliminant entre les équations différenti¢es

ada+bdb+cde=o,
< 0Q , 9% 0Q
Y <x-_—td—a>da+<y d[>dbfi—<z_t'd—c>dc"70’

I'une des trois différenticlles da, db, dc et égalant a zéro les coefficients
des deux autres différenticlles dans I'équation résultante. Ainsi, pour
obtenir U'équationi de la surface des ondes, il suffira;, en regardant ¢
comme fonction de a et de b, d’éliminer @ et b entre les formules (7)
et (10) ou bien encore il sufﬁra d’ ellmmm entre les formules (7),
(8) et (10)les trois cosinus

a, b, c

Posons maintenant, pour abréger,

. a’ b? c?
(11) . 0= (9; gra)g ( 9//2).2 +»(Sz._,’_\szll/2)2.
Les valeurs de 5= 00 gsbz (;9, tirées de lequatlon (9), scront celles

que donneront les formu]cs :

0Q a 0 | b 0L ¢
o =a—wr Py To—gr M Ta—g

Donc, la formule (10) pourra encore s’écrire comme il suit

¢ a ¢ b .t ¢
“TeRE—or YT eeo—qor ‘e -7

(12) a = b - c

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET LA DOUBLE REFRACTION. 163

Or, les trois fractions que renferme la formule (12), étant égales
entre elles, seront encore équivalentes a la nouvelle fraction qu’on
obtiendra en multipliant d’une part les trois numérateurs, d’autre part
les trois dénominateurs par'trois facteurs arbitraircment choisis. Si
ces trois facteurs sont respectivement | ‘ '

a- b : c
(13) ) 92_9/2’ Q‘ﬁ_g”ﬂ’ m,

le nouveau dénominateur étant nul, en vertu de I’équation (g). le nu-
mérateur devra ’étre pareillement; et 'on aura en conséquence, cu
égard i la formule (11),

ax by cs [/

R vy Tl ey ol oy o

Si, au licu des facteurs (13), on émpldie les trois cosinus
d,.b, c,
ou bien encore les trois coordonnées
Zy ¥y 5

les deux nouvelles fractions obtenues se réduiront, en vertu des for-
mules (7), (8), (9) et (14), J]a premiére &

Q,
la seconde &
. . £2
x? 2 2% —
YT

Qt T .

D’ailleurs, ces deux nouvelles fractions devant étre égales entre elles
et a chacune de celles que renferme la formule (12) on en conclura
d’abord

x2+y2+ 52_ — —£z2l2

. ' L2 '
(]5) 0(22:‘%2_'_'},2_*_52_92[2’
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puis

I

- o—an = 26

t
6Q »— Q"

I —

¢
oL 2 —Qr —

I

¢
0 & —Q7 "

(16)

Zz
a

Sad

ola

On trouvera, par suite, eu égard & la formule (15),

xr_ Q t2+—-t—2— 1
a ¢ 002 Q:— Q!
2 2 -2 2 2
Qe g ® Tyt Q aty
¢ Qr— Q' t

puis on en conclura

a { x

(om0
¢ y

b
Qi Q" = § x’—l—,_)’2+52—— _Qf/ztz’

{

(17)

c ¢ 5

PR T Qo — Qe

En vertu de ces derniéres équations, la formule (14) donnera

2 -2
<

(18) __z e A £+ 0
2yt R Pyt o QF T+t — Q0

=I.

L’équation (18) est précisément celle qui représente la surface des
ondes. Lorsqu’on y fait disparaitre les dénominateurs, le terme

(x*+y’+ 52)3, ’

qui est du sixiéme degré, se trouve écrit dans les deux membres et,
en l'effacant, on obtient I'équation du quatriéme degré, donnée par

" Fresnel, savoir

(@4 yr+ 27) (2 + QY+ Q72 52)
(19) _[Qr/zglllz(y2+52)+90/2Q/2(z2+x2)+9/2Q//2(x2+y2)]t2

. © 4 QEQnEnp=o
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Si 'on coupe la surface des ondes par 'un des plans coordonnés,
par exemple parle plan des «, ¥, on aura

z—o,
ef, par suite, on vérifiera I'équation (18) ou (19), soit en prenant
(20) ' ot =08,

afin que le troisiéme des termes renfermés dans le premier membre

de la formule (18) se présente sous la forme g, soit en posant

xt y?

x4 yr— Qe - x4y — Q"2

=1,

ou, ce qui revient au méme,
. : 22 .),2'
(2]) 972 - 9—-/: —= 2,
Donc, la surface des ondes, coupée par le plan des x, y, donnera
pour sections un cercle dont le rayon sera

Q"¢

et une ellipse dont les demi-axes, respectivement paralleles aux axes

des « et des y, seront
Q"¢ et Q¢ ‘ .

Done, les sections faites dans la surface par les trois plans coor-
donnés,. se réduiront, dans chaque plan, & un cercle et 2 une ellipse,
les rayons des trois cercles étant

Qe Q' Qe

et chaque ellipse ayant pour demi-axes les rayons des ctercles non -
situés dans son plan.
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On & vu avec quelle facilité I'équation de la surface des ondes se
déduit de la méthode exposée dans ce paragraphe. Tignore si cette
méthode différe ou non de celle que M. d’Ettingshausen m’a dit avoir

- substituée avec avantage 4 I'analyse dont je m’étais servi pour le méme
objet dans mes Exercices de Matﬁt’mdtiques.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE'

SUR

LA RECTIF]CATION DES COURBES

LT

LA QUADRATURE DES SURFACES COURBES (0,

Mémoires de I dcadémie des Sciences, t. XXII, p. 3; 1850.

——pE——

Les formules que j'ai réccmmc_ntlobtenues pour la résolution directe
des équations de tous les degrés et qui sont mentionnées dans la
Gazette piemontaise du 22 septerxibre, fournissent les moyens, non
sculement de développer dans tous les cas en séries convergentes. les
racmes réeclles ou 1maﬂrma1res d une équation donnée, mais encore de
hxcr les limites des erreurs commises quand on arréte les séries con- |
vergentes aprés un certain nombre de termes. Or, la fixation de ces"
limites est fondée en partie sur quelques théorémes relatifs 2 la recti-
fication des courbes et dont la connaissance peut étre fort utile dans
un grand nombre de questlons diverses, ainsi que_ dans la Géométrie
prathuc. Je vais (,noncer en peu de mots, ceux, qu1 me paralssent les
plus dignes d’étre remarques.

Tugorime 1. — p désig fnant U angle polazre que forme une droite 00,
tracée a volonté dans un plan 00’0, avec un axe fixe, S.le systeme
d’une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes .
droites ou courbes, fermées ou non /(’rmees, A la somine des prq;eclzons
absolues des divers e/ements de S sur la. drozt(’ 00 et w le rapport de la'

B .g
.y

(1) Présenté le 22 octobfe 1832. L
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circonference au diametre, on aura

O S:%f_ﬂAdp.

Démonsiration. — On démontre ce théoréme en considérant d’abord
le cas ol I'on remplacerait les quantités S, A par une longueur recti-
ligne s et par la projection a de cette longueur sur la droite 00, puis
en décomposant, dans le cas contraire, les longueurs S, 4 en éléments
infiniment petits et correspondants.

Corollaire. — Lorsque S représente une longueur rectiligne, la
quantité 4 se réduit 2 la projection absolue de cette longueur sur la
droite 00’. Lorsque S représente une courbe fermée et convexe, en
sorte qu’elle ne puisse étre coupée par une droite en plus de deux
points, 4 se réduit au double de la projection de cette courbe sur 00’

Exemples. — Si S représente la circonférence d’un cercle décrit avec
le rayon R, A sera évidemment le double du diamétre. On aura donc
A =AR,

-et la formule (1) donnera

T
S:f Rdp=o2nA.
—_ :

Si Sreprésente le périmétre de ’ellipse dont les demi-axes @, b sont
le premier paralléle, le second perpendiculaire i I'axe fixe, on aura

A =4ya*cos*p + b*sin*p,

. _
S=[ \a*cos’p + b*sin*p dp;
-

Lite.

TukoreMe 1I. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme
précédent : soient menées, par un point du plan 00’ 0", n droites qui com-

prennent entre elles des angles égaux et nommons M la moyenne arithme-
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tique entre les n valeurs de A correspondant a ces n droites. On aura

sensiblement, pour de grandes valeurs de n,

‘(2.) S:'%‘n:M;

p) ) > R | 7.
et U'erreur que l'on commettra en prenant le produit S ™M pour valeur
de S sera inférieure au rapport qui existe entre ce produit et le carré de n,
c'est-a-dire a

(3) 1M

- ?

2 ot
pourvu que le nombre entier n surpasse 2.

Démonstration. — Ce théoréme se déduirait sans peine du précédent
et peut encore se démontrer de la maniére suivante :
Soient

sune lbngueur rectiligne;

a sa projection absolue sur la droite 00';

t la moyenne arithmétique entre les » valeurs de a qui correspondent

~ aux 7 droites mentionnées dans le théoréme I1;

2n sera la somme des projections absolues de s sur les 272 cotés d’un
polygone régulier, paralléles deux & deux i ces mémes droites, ou,
ce qui revient au méme, 22y sera la projection sur un de ces cotés
d’un polygone régulier semblable au premier, mais qui aurait pour

coté la longueur s.
Or, si I'on nomme R le rayon du cercle circonscrit i ce dernier poly-
gone, son apothéme sera
I cos %
et son coté

. ™
s—=aRsin—,
an .
tandis que sa projection sur une droite quelconque sera comprise

entre le diamétre du cercle circonserit et le diamétre du cercle inserit,
OEuvres de C. — S. 1, t. 1. - 22
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c’est-a-dire entre les limites A

s 3 S
. 2R¢08 — — ———
. T 2n ¥i3
sin — ltang —

2n an

2 R=

‘Donc np. sera compris entre ces limites et s entre les suivantes

oo T
(4) : . npsin—; nptang—,
' ' 2n 2n

qui, pour de grandes valeurs de 7, se réduisent sensiblement &
1
5 - T
) ' 5 T

Ajoutons que, si 'on prend P'expression (5) pour valeur approchée
de s, erreur commise sera inférieurc au produit de cette expression
par la plus grande des différences

. T T
sin — tang—-
2n 2n
I — — — I,
T T

2n -2n

et que ces deux différences, pour n33, deviennent 'unc et I'autre
o e .1 - . . .
inférieures & —5- Effectivement, si I'on nomme 0 un nombre compris

-entre les limites o, 1, on aura, en vertu de formules connues,

3

. cosfx 1 /sinx cosfx
sine =z —ux —1 )=

6 @\ =z 6

. T
puis on conclura, en posant x = —,
an

. T
5111'2—,2 TE2 'Tr’
nil 1— =—Zcosfr < = <1.
T 24 <2[,,<
an “

D’autre part, le développement de tangz suivant les puissances
ascendantes de x ne renfermant que des termes positifs pour z > o
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et subsistant pour toutes-les valeurs de & inférieures a g, la fonctton

1 <tang:c >
_‘. — I
ax? @

3 la — 0 Ine " I 1 1
croitra avec  depuis & = o jusqu'a x = - et, par suite, le produit

T
tang —
. 2n

T

2n

—1I

décroitra pour des valeurs croissantes de n. Or, pour =3, ce produit
devient

%(g'\/g—ﬁ)<3<2 \/§—n):\/m——3n<1.

Le théoréme II étant ainsi démontré pour le cas particulier ot la
quantité S se réduit & une longueur rectiligne s, il suffira, pour le dé-
montrer dans le cas contraire, de décomposer S en éléments infiniment
petits.

Corollaire I. — La valeur approchée de S étant calculée a l'aide de la
formule (2), I'erreur commise ne dépassera pas la neuviéme partie de
cette valeur si, 1"on prend n =3, la vingt-cinquiéme partie si 'on
prend 7 =15 et la centiéme partie si I'on prend » =1o0. Dans le premier -
et le second cas, M sera la moyenne arithmétique entre les sommes
des projections des éléments de S sur trois ou cinq droites respecti-
vement paralléles aux cotés d'un hexagone ou d’'un décagone régulier. -

Exemple. — Si la longueur S est égale et paralléle & 'un des cotés

’, . 2 .
d’un hexagone régulier, on trouvera ¥ = §S et, par suite,

.

SRR

M= %TS:I,‘OA']S.

Or, la différence entre le nombre 1,047... et I'unité est effective-

ment inférieure a

Nl g
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Corollaire II. — Si le nombre n devient infini, on aura évidemment

3
f Adp x
. —Y-= __ 1T
iC
—-%

et la formule (2) se réduira, comme on devait s’y attendre, a la for-
mule (1).
On déduit immédiatement du théoréme II un troisiéme théoréme,

(6) Adp,

. qu’on peut énoncer comme il suit :

Tueorime 111 — Si, dans Uintérieur d’un cercle décrit avec le rayon R,
on trace une ou plusieurs courbes fermees et st le systéme de ces courbes ne
peut étre traverse par une méme droite en plus de 2m points, la somme
des contours ou périmetres de ces courbes ne dépassera pas le produit de

la circon ference 2 R par le nombre m.

Démonstration. — En effet, dans I'hypothése admise, on aura évi-

demment, quel que soit p,
' A<am.2R,

ct, par suite, la formule (2) donnera
(7) S< m:zer.

Corollaire. — SiS se réduit au périmétre d’une courbe convexe, on
aura, m =1, ' '

' (8) S<oamR.

Des théorémes, analogues 2 ceux qui précédent, peuvent étre ap-
pliqués & la quadrature des surfaces courbes et démontrés de la méme
maniére. Nous nous contenterons d’énonéer ici 'un d’entre eux,
duquel tous les autres se déduisent facilement.

“

TrioriMe IV. — p désignant U'angle formé par une droite quel-
conque 00" avec un axe fixe OP, g Uangle formé par le plan des
drottes OP, 00’ avec un plan fixe qui renferme la premicre, S le sys-
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téme d’une ou de plusieurs surfaces planes ou courbes et A la somme des
projections absolues des divers élements de S sur un plan HIK perpen-

diculaire a la droite O0', on aura

' . T AT o
(9) S:;E[w[ A sinp dp dg.

Corollaire. — Lorsque S représente une surface plane, la quantité 4
se réduit 2 la projection absolue de cette surface sur le plan HIK.
Lorsque S représente une surface fermée et convexe, en sorte qu’elle
ne puisse étre coupée par une droite en plus de deux points, 4 se
réduit au double de la projection de cette surface sur le plan HIK.

Exemple. — Si S représente la surface de I'ellipsoide qui a pour
équation . '
i x2 _’V, 22
(10) ?+'F+c—2:h

A sera la section transversale du cylindre circonscrit & I'ellipsoide et
dont les arétes sont paralléles  la droite 00’. Soient R le rayon de
Pellipsoide paralléle a la droite 00’ et a, 6, v les angles formés par
cette droite avec les deux axes des coordonnées positives..On aura

(11) €OS & — COSp, cos8 = sinp cosgq, cosy =sinpsing,
1 cos®a cos’® cos’y
(12) BT Tt Ta

et I'équation du cylindre ci-dessus mentionné deviendra

xt oyt gt xcosa  ycos8 'zcosy z_
(13) c?+13?+?2_”2< T T )T

Or, la section faite dans le cylindre par le plan des , y étant Uellipse
qui a pour équation ' A

zr oy zcosa | ycosB\?
?“*5?“’*’( & TR >="

la surface de cette section sera

rabe
. Rcosy’
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et, par conséquent, I'aire de la section faite par un plan perpendicu-
laire aux arétes sera ‘ '

nabe
s
On aura donc
__amabe . T Rsinpdpdg
(14) A= Vo S_abCI“[ ——

Dans le cas particulier ol Iellipsoide se réduit & une sphére, on a

R—a=0b=c

et, par suite, comme on devait s’y attendre, S
s 114 T R
S:Rﬁf f sinp dp dqg = 4 R®.
M e A ]

Ajoutons que si, dans la seconde des formules (14), on substitue la
valeur de-R tirée des formules (11) et (12), on pourra cflectuer dans
tous les cas l'intégration relative a p et réduire ainsi la valeur de S &
une intégrale simple. L’intégration s’effectuera complétement, si
I'ellipsoide_est de révolution.

Post-scriptum. — On pourrait donner du théoréme IV une démons-
tration analogue A celle du théoréme I, en considérant d’abord le cas
ot I'on remplacerait les quantités S, A par une surface plane s ¢t par la
projection a de cette surface sur le plan HIK; puis, en décomposant,
dans le cas contraire, les surfaces S, 4 en éléments infiniment petits
et correspondants. On peut aussi déduire Ie théoréme IV d’une propo-
sition analogue au théoréme II et dont voici I'énoncé :

Tutorime V. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme IV,
construisons un polyédre convexe, dont les faces équivalentes entre elles

sotent comprises entre deux spheres concentriques décritgs avec les rayons

r, r(i+eg),

¢ désignant une quantité positive et nommons M la moyenne arithmétique
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entre les n valeurs de A; correspondant. aux plans de ces mémes faces.

On aura sensiblement, pour de petites valeurs de ¢,
(13) T S=2aM,

et Uerreur ‘que on commetira en prenant 2M pour valeur approchée

de S, sera inférieure au produit de 2 M par la dyférence
(16) (1+¢e)2—1. -
Démonstration. — Soient

s une surface plane renfermée dans un plan quelconque;

a la projection absolue de s sur le plan d’une facé du polyédre;

« la moyenne arithmétique entre les /2 valeurs de @ qui correspondent
aux plans des différentes faces. '

Si la surface s est équivalente 4 I'aire ¢ de chaque face du polyédre,
a représentera non seulement la projection absolue de s sur le plan
d’une face, mais aussi la projection de cette face sur le plan de s et,
par suite, 2 sera le double de la projection absolue du polyédre sur le

plan de s. Cela posé, soient
B, C

la plus petite et la plus grandé des valeurs .que puisse acquérir la
projection du polyédre sur un plan quelconque. On aura, dans I’hypo-

thése admise,
. np>2B, np < 2C,

et, si s cesse d’étre équivalent & ¢, nu se trouvera compris entre les
limites
2sB  2sC

) —_—

$ s

(17)

.

Donc s sera compris entre les limites
ne ng

(8) ' F3B’ Pao

D’ailleurs, l¢ polyédre ci-dessus mentionné étant convexe et ren-
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fermé entre les sphéres décrites avec les rayons
ry r(r+ce),
la surface ¢ du polyédre sera comprise entre les limites
4rr?, Lmri(i 4 &)Y, .

ct ses projections B, C seront renfermées entre les surfaces des grands

cereles
mri, wri(i+4e¢)s.

Done, les expressions (18) seront comprises entre les limites

Amre Grert(1+4g)?
an (1 45) anrt

I

ou, ce qui revient au méme, entre les limites

2
(i+o)

) 2“(1""5)2:

qui, l'une et 'autre, different trés peu de 2w, quand ¢ est trés petit’
. p * q
et, si 'on prend 2 pour valeur approchée de s, 'errcur commise ne
dépassera pas le produit de 2w par.la plus grande des différences
f—— (1+¢)2—1
(r+e)*’ ’
¢’est-a-dire par I’expression (16). Le théoréme V étant ainsi démontré
p
pour le cas out la quantité S se réduit a une surface plane s, il suffira,

pour le démontrer dans le cas contraire, de décomposer S'en éléments
infiniment petits.

Corollaire I. — Si le polyédre mentionné dans le théoréme V se ré-
duit & 'un des cinq polyédres réguliers et si 'on nomme

1—ey, 146, “

les quotients qu’on obtient cn divisant la surface de ce polyédre
régulier par le quadruple de la projection maximum ou minimum de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET LA QUADRATURE DES SURFACES COURBES. 177

ce polyédre; I'erreur que I'on commettra en prenant 2 pour valeur
de S scra inféricure au produit de 2.M par le plus grand des nombres ¢/,
¢’. Aurcste, cette proposition subsisterait encore si le polyédre cessait

d’étre régulier.

Corollaire II. — Si le nombre 7 devient infini, on aura évidemment

xi3 T
/ / Asinpdpdq
(20) M="=" f / Asmpa’pa’q,
f/ sinp dp dq
—nvo '

sinp dp dq

. attendu que

représente I'élément différentiel de la surface de la sphére décrite avec
le rayon 1. Or, des équations (15) et (20) on déduit immédiatement la
formule (g).

. Corollaire III. — St S représente un systéme de surfaces qui soit
renfermé dans l'intérieur d’une sphére décrite avec le rayon R et qui
ne puisse étre traversé par une droite en plus de 2m points, on aura

évidemment
A <omrnlt?

et, par suite,
S < 4mrR,

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutorine VI. — Si, dans Uintérieur d’une sphére deécrite avec le
rayon R, on trace un systéme de surfaces qui ne puisse étre coupé par une
droite en plus de 2m points, la somme des aires de ces surfaces ne de-

passera pas le produit de la surface de la sphére par le nombre 2m.

OEuvres de €. — S. 1, t. 1I. ' 23

'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE
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CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES DES CORPS

ET EN PARTICULIER SUR CELLES QUI GONDUISENT

AUX LOIS DE LA REFLEXION ET DE LA REFRACTION DE LA LUMIERE (1).

Mémoires de I’ Acaidémie des Sciences, t. XXIL, p. 175 1850.

Comme j'en ai fait ailleurs la remarque, la solution des questions
les plus importantes de la Physique mathématique dépend surtout des
équations relatives aux limites des corps considérés comme des sys-
temes de molécules. La recherche de ces conditions est indispensable,
par exemple, quand on se propose d’appliquer I’analyse aux phéno-
ménes que présentent les vibrations des plaques élastiques, la trans-
mission du son d’un milieu dans un autre ou bien encore la réflexion
et la réfraction de la lumiére. D’ailleurs, dans ces divers phénoménes,
les lois recherchées par les physiciens sont ordinairement celles qui
se rapportent & des mouvements infiniment petits, représentés par des
équations linéaires aux différences particlles ou méme aux différences .
mélées et a coefficients constants. Enfin, tout mouvement vibratoire
de cette nature, propagé dans un milien homogéne, ou se réduit 4 I'un
de ceux que J'ai nommés moupements simples, ou du moins peut étre
censé résulter de la superposition d’un nombre fini ou infini de mou-
vements simples. Done, ce qu’il importe surtout d’étudicr, ce sont les
lois suivant lesquelles un mouvement simple se modifie en passant
d’un milieu dans un autre.

(1) Présenté & I'Académie, le 24 juillet 1848.
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* Or, dans tout mouvement simple, les déplacements symboliques de
chaque point matériel, c’est-a-dire les variables imaginaires, dont les
parties réelles représentent les déplacements effectifs de ce point,
mesurés parallélement aux axes coordonnés, ‘sont les produits de
certains cocfficients relatifs & ces axes par uné exponentielle généra-
lement imaginaire, dont l'exposant est une fonction linéaire des
coordonnées et du temps.

Cela posé, considérons. deux milieux, séparés‘l’un de I'autre par
une surface plane, que nous supposcrons perpendiculaire & 'axe des =
et que nous prendrons pour le plan des y, 5, chaque milieu étant
d’ailleurs homogene et pouvant contenir un ou plusieurs systémes de
points matériels. Parmi les mouvements simples qui pourront se pro-
pager, soit dans le premier, soit dans le second milieu, on devra
surtout distinguer ccux qui ne différeront les uns des autres qu’en
raison du coefficient par lequel Vabscisse @, c’est-a-dire la distance
d’un point matériel & la surface de séparation des deux milieux, se
trouvera multipliée dans I'exposant de I'exponentielle ci-dessus men-
tionnée. Ces mouvements, que nous avons nommeés corregpohdants, ont
entre cux, comme nous I’avons vu, des relations dignes de remarqué.
En effet, deux mouvements simples correspondants sont toujours
deux mouvements isochrones, c¢’est-d-dire deux mouvements ou les
vibrations moléculaires s’effectuent dans le méme temps. De plus, ils
propagent des ondes planes dont les traces sur la surface de sépara-
tion sont paralléles 2 une méme droite. Enfin, les longueurs d’ondu-
lation dans ces deux mouvements sont proportionnelles aux sinus des
angles formés par les plans des ondes avec la méme surface. Or, une
premitre loi de réflexion et de réfraction peut étre facilement saisie
d’aprés les considérations précédentes. Suivant cette premiére loi, que
j’ai démontrée dans ‘mes Ewercices d ’Analyse et de Physique mathéma-
tigue, si un mouvement simple, propagé dans le premier milieu,
pénétre la surface de séparation et donne ainsi naissance 4 des mou-
vements réfléchis et réfractés, tous ces mouvements incidents, ré-
fléchis, réfractés, seront des mouvements correspondants.
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Dans Papplication de cette premiére loi, il y a une remarque impor-
tante & faire. Lorsqu’'un mouvement simple qui se propage sans
s'affaibliv est du nombre de ceux que comporte un milieu donné, la
propagation peut avoir lieu dans deux sens différents, opposés I'un &
'autre; mais, §'il s’agit d’'un mouvement réfléchi ou réfracté par la
surface de séparation de deux milieux, la propagation devra s’effectuer
dans un sens tel que les ondes réfléchies.ou réfractées s’éloignent
de plus en plus de la surface réfléchissante. Cette loi, indiquée par I'ex-
périence et que I'on pourrait, en quelque sorte, considérer comme
évidente par elle-mémé, sc trouve aussi indiquée par le calcul. Si un
mouvement réfléchi ou réfracté, au lieu de se propager sans s’affaiblir,
était du nombre de ceux qui s’éteignent en se propageant, les vibra-
tions devraient, non pas croitre, mais diminuer pour des valeurs
croissantes de la distance a la surface. Cette derniére condition est
nécessaire pour que les vibrations réfléchies ou réfractées deviennent
trés petites & de grandes distances et que le mouvement ne cesse pas
d’étre, suivant hypothése admise, infiniment petit.

_La loi générale que je viens de rappeler suffit pour déterminer les
directions des ondes planes, liquides, sonores, lumineuses qui peuvent
étre réfléchies ou réfractées par la surface de séparation de deux mi-
lieux isotropes ou non isotropes. Elle détermine, en conséquence, les
directions des rayons lumineux réfléchis ou réfractés, soit par les sur-
faces extéricures des corps transparents ou opaques, soit par la surface
intérieure d’un corps transparent. ‘

On conclut de cette loi que, dans les milieux isotropes ou isophanes,
'angle de réflexion est égal & I'angle d’incidence, et qu’alors aussi,
pour une longueur d’ondulation donnée, le sinus de réfraction est au
sinus d’incidence, suivant la régle trouvée par Descartes, dans un
rapport constant. Enfin, la méme loi fournit immédiatement les régles
établies par Malus et par M. Biot pour la détermination des rayons ré-
fléchis par la seconde surface des cristaux i un ou & deux axes op-
tiques et montre comment ces régles doivent étre modifiées dans le cas
ol les milieux donnés sont doués 'un et 'autre de la double réfraction.
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Parlons maintenant des lois qui déterminent, non plusles directions
des ondes planes réfléchies et réfractées, mais la direction et les am-
plitudes des vibrations moléculaires dans ces mémes ondes, par con-
séquent, le mode de polarisation et I'intensité de la lumiére réfléchie
ou réfractée par la surface d’un corps transparent ou opaque. La
recherche de ces lois sera plus ou moins compliquée, suivant les
données du probléeme; et, pour ce motif, il convient de traiter I'un
aprés I'autre les deux cas bien distincts qui peuvent se présenter,
savoir : le cas ol chacun des milieux que I’on considére renferme un
seul systéme de points matériels et le cas ol plusieurs systémes de
points matériels se trouvent contenus dans chaque milieu.

Considérons d’abord le cas ou deux milieux de nature différente, .
mais dont chacun renferme un seul systéme de points matériels, se
trouvent séparés 'un de l'autre par le plan des y, z. Concevons,
d’ailleurs, que de part et d’autre de ce plan on méne deux plans pa-
ralléles & des distances trés petites, mais cependant supérieures au
rayon de la sphére d’activité sensible de deux molécules; et construi-
sons un eylindre droit dont les bascs soient comprises dans ces mémes
plans. Si les dimensions de chaque base, en demeurant trés petites en
elles-mémes, sont néanmoins trés considérables par rapport a la
hauteur du cylindre, les pressions totales supportées par les deux
bases du cylindre seront sensiblement égales, et 'on pourra en dire
autant des variations que ces pressions totales subiront dans un mou-
vement infiniment petit. Par suite, si chacun des milieux donnés est
homogéne et si des mouvements simples propagés dans ces milieux
offrent des longucurs d’ondulations notablement supérieures au rayon
de la sphére d’activité sensible de deux molécules, les pressions, non
plus totales, mais partielles, supportées par les deux bases du cylindre
en deux points correspondants, situés sur une droite perpendiculaire
au plan des y, =, seront deux forces sensiblement égales, dirigées
suivant des droites paralléles, mais en sens contraires et I'on pourra
en dire autant des pressions que subira sur ses deux faces le plan
des y, z, c’est-a-dire la surface de séparation des deux milieux, ces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



182 ~ MEMOIRE SUR LES CONDITIONS

derniéres pressions et leurs variations étant calculées comme si la
constitution de chaque milieu n’éprouvait aucune modification dans
le voisinage de cette surface. Le principe qui consiste 2 égaler ainsi
entre elles, mais sous la condizion ci-dessus rappelée, les pressions inte-
rieure et extérieure supportées par la surface de séparation de deux
milieuz, se trouvait déja exposé dans un Mémoire que j'ai présenté i
I’Académie en 1843. ( Voirles Comptes rendus des séances de I Academie
des Sciences, t. XVI, p. 151)("). Ce principe fournit immédiatement trois
conditions relatives a la surface,de séparation des deux milieux que
I'on considére. Ces trois conditions sont effectivement celles que 1'on
cmploie danslathéorie des corps élastiques, ottl’on suppose que chaque
milieu renferme un scul systéme de points matériels. Elles devien-
dront insuffisantes, si chaque milieurenferme un ouplusieurs systémes
de points matéricls, comme il arrive dans la théoric de la lumiére ou
dans des cas semblables dont nous allons maintenant nous occuper.
Supposons, pour fixer les idées, que les deux milieux sépérés‘ I'un
de Vautre par le plan des y, 5 soient deux corps solides ou fluides
dont chacun renferme deux systémes de molécules, savoir : ses molé-
cules propres et les molécules de I'éther ou du fluide lumineux.
Supposons cncore, pour si'mpliﬁer les calculs, que I'on réduise chaque
molécule & un point matériel. Les équations des mouvements infini-
. ment petits propagés dans chaque corps renfermeront six inconnues,
qui représenteront les déplacements infiniment petits ‘des molécules
de ce corps et des molécules de I'éther, mesurés parallélement aux
- axes coordonnés. De plus, les pressions supportées en un point donné
de chaque corps puar un plan quelconque ou plutot leurs composantes
paralléles aux axes coordonnés, s’exprimeront en fonction de ces
déplacements et de leurs dérivées partielles; et, si 'on néglige dans le
calcul les actions exercées ou subies par les molécules éthérées, le
principe de I'égalité entre les pressions intérieure ct extérieure sup-
portées par le plan des y, s fournira, pour les points situés dans ce
plan, entre les déplacements correspondants des molécules des deux

(1) CEuvres de Cauchy, S. 1, T, VII, p. 246.
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corps, des équations de condition qui conduiront i des résultats con-
firmés par I'expérience. Mais ces équations de condition, considérées
isolément, ne sauraient en aucune maniére fournir une idée des modi-
fications qu’éprouveront, en vertu de la réflexion et de la réfraction,
les directions et les amplitudes des vibrations lumineuses, par con-
- séquent, une idée du mode de polarisation ou de I'intensité des rayons
réfléchis ou réfractés : car les valeurs approchées des termes que 'on
négligeait dans une premiére approximation ne pourront se déduire
des équations mémes dans lesquelles on les omettait d’abord. Mais,
pour retrouver les conditions ‘auxquelles devront satisfaire, sur la sur-
face de séparation des deux corps, les trois déplacements d’une molé-
cule d’éther, mesurés parallélement aux axes coordonnés, il suffira de
considérer les molécules d’éther comprises dans les deux corps comme
formant un systéme unique de molécules, et d’admettre que, dans le
mouvement de ce systéme, les déplacements moléculaires, et leurs
dérivées prises par rapport & 'abscisse «, ou du moins celles de ces
dérivées que ne déterminent pas les équations différentielles des mou-
vements infiniment petits, varient par degrés insensibles avec cette
méme abscisse. Ce dernier principe, qu'on peut appeler le principe de
la continuité du mouvement dans le fluide éthéré, étant joint non
seulement au principe de 'égalité des pressions intérieure et extérieure
supportées en un point quelconque par la surface de séparation des
deux corps, et i la condition sous laquelle celui-ci était admis, mais
encore a la loi qui détermine la direction et la vitesse de propagation
des ondes planes réfléchies et réfractées, permettra -effectivement
d’établir les diverses formules qui feront connaitre, aprés la réflexion
et la réfraction du mouvement simple, la nature et les propriétés des
divers mouvements réfléchis ou réfractés. Disons maintenant quel-
ques mots de I'analyse a I'aide de laquelle on pourra construire ces
mémes formules.
Aprés avoir établi, pour 'un des corps donnés, les équations qui
représentent les mouvements infiniment petits des molécules de ce
corps et des molécules de I’éther, éliminons de ces équations toutes
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les inconnues, & Pexception d’une scule. On obtiendra ainsi I'équation
caractéristique & laquelle devra satisfaire chacune des inconnues, et
I'on pourra, dans cette équation caractéristique, remplacer les sym-
boles de dérivation relatifs au temps ¢ et aux coordonnées «, y, 5 par
les quatre coefticients qui affectent ces quatre variables dans I’expo-
nentielle imaginaire qui caractérise un mouvement simple. Alors
I'équation caractéristique exprimera la relation qui, pour tout mouve-
ment simple, propagé dans le corps dont il s’agit, subsiste entre ces
guatre coefficients. Si Ie corps donné est isotrope, I'équation caracté-
ristique renfermera seulement, avec le coefficient relatif au temps, la
somme des carrés des coefficients relatifs aux coordonnées, ou, ce qhi
revient au méme, le carré d’un nouveau coefficient. Elle pourra done
étre con$idérée comme établissant une relation entre les deux coeffi-
_cients qui caractérisent un mouvement simple isotrope. Si, d’ailleurs,
le mouvement simple et isotrope est du nombre de ceux qui se pro-
pagent sans s’affaiblir, les deux coefficients en question scront récipro-
quement proportionnels & la durée des vibrations lumincuses et a
Iépaisseur des ondes planes, ou, te qui revient au méme, a ce qu'on
nomme la longueur des ondulations. '
Observons, maintenant, que les mouvements simples propagés dans
I'un ou l'autre corps et caractérisés comme on vient de Ie dire, seront
de deux espéces. Parmi ces mouvements, les uns disparaitraient avec
les molécules des deux corps, les autres avec les molécules de Iéther.
Or, pour obtenir, du moins avec une certaine approxima'tion, d’unce
part, les lois des mouvements simples propagés dans les deux corps,
d’autre part, les lois des' mouvements simples prlopagés dans Déther,
il suffira évidemment de réduire ces'mouvemcnts, dans le premier cas,
a des mouvements de premiére espéce, ¢’est-i-dire 4 des mouvements
qui continueraient de subsister si 1'éther venait & disparaitre; dans le
second cas, & des mouvements de seconde espéce, c’est-d-dire a des
mouvements qui continueraicnt de subsister si 1és corps venaient a
disparaitre; et de tirer les conditions relatives 4 la surface de sépara-
tion des deux corps, dans le premier cas, du principe de I'égalité des
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pressions intérieure et extérieure supportées par cette surface, dans le
second cas, du principe de la continuité du mouvement dans 1'éther.
Ajoutons que, les lois de laréflexion et de laréfraction des mouvements
simples étant une fois trouvées, avec les équations de condition rela-
tives & ces mouvements et aux points situés sur la surface de sépara-
tion des deux milicux, on pourra, eu égard aux notations que nous
avons adoptées, étendre facilement ces équations de condition au cas
ou I'on considérerait des mouvements infiniment petits quelconques.
Pour y parvenir, il suffira ordinairement de remplacer, par des sym-
boles de dérivation relatifs au temps ct aux coordonnées, les coefficients
par lesquels ces quatre variables se trouvent multipliées dans Pexpo-
nentielle imaginaire qui caractérise chaque mouvement simple.

L’expérience confirme Iexactitude des conclusions ci-dessus
énoncées, et semble méme démontrer que 'approximation a laquelle
on arrive en opérant comme nous venons de le dire est trés considé-
rable. Car la plupart des lois remarquables découvertes par le.calcul,
et vérifiées par I'observation dans la Physique mathématique, peuvent
s’établir de cette maniére, ainsi que je 'expliquerai plus en détail dans
une série de Mémoires qui suivront celui-ci.

Pour montrer une application de la méthode que je viens d’exposer
a un exemple utile, concevons que l'on cherche les lois suivant
lesquelles un rayon lumincux et simple est réfléchi et réfracté par la
surface de séparation de deux corps isophanes dont les molécules sont
réduites, avec celles de I’éther, a des points matériels. Alors, dans
chaque mouvement simple, les vibrations moléculaires seront oun
transversales, c’est-a-dire comprises dans les plans des ondes, ou non
transversales ('). Alors aussi I’équation caractéristique établira une
relation entre les carrés des coeflicients £, s qui caractérisent un mou-.
vement simple isotrope, et qui, dans le cas ot le mouvement se pro-
page sans s’affaiblir, sont réciproquement proportionnels, d’une part,
a I'épaisscur des ondes planes, d'autre part, a la durée des vibrations

(1) Pour plus d’;axactitude, nous substituo'ns ici les niots non transversales aux mots lon-
gitudinales, c'est-a-dire. perpendiculaires a ces plans, qui se trouvaient dans le manuscrit.

OFuvres de C. — S. 1, t, 1. 24

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



186 MEMOIRE SUR LES CONDITIONS, ETC.

moléculaires. Ajoutons que cette équation caractéristique du huitiéme
degré, par rapport a s, se décomposera immédiatement en deux équa-
tions du quatriéme degré, qui répondront la premiére, & des mouve-
ments simples & vibrations transversales, la seconde, & des mouvements
simples 4 vibrations non transversales. Remarquons, enfin, que chaque .
mouvement simple pourra se propager en deux sens opposés auxquels
correspondront deux valeurs de s qui ne se différeront que par le signe.
Cela posé, aux quatre valeurs de s* que fourniront les deux équations
du quatriéme degré, correspondront quatre mouvements simples, dont
deux seulement subsisteront si les molécules des deux corps viennent
a disparaitre. D’ailleurs, ces deux derniers mouvements, qui oflriront,
I'un des vibrations transversales, I'autre des vibrations non transver-
sales, seront précisément ceux dont il faudra tenir compte pour déduire
du principe de la continuité des mouvements dans I’éther les équations
de condition relatives & la surface de séparation des deux corps.
Lorsque, dansles équations de condition ainsi obtenues, on néglige les
termes qui proviennent des actions exercées par les molécules des deux
corps, ces équations reprennent, ainsi qu’on devait s’y attendre, la forme
sous laquelle clles se sont présentées dans mes précédents Mémoires.
Jobserverai, en finissant, que M. Laurent, auquel j'ai parlé de mes
nouvelles recherches, m’a dit avoir de son coté obtenu, par des procédés
que j'ignore, des équations de condition rclatives aux surfaces des
corps, et spécialement applicables a la théorie de la chaleur. Il m’a dit
encore que sa méthode fournissait un nombre d’équations égal au
nombre des miennes. J'ai di faire ces observations, non seulement
dans 'intérét de M. Laurent, mais aussi dans l'intérét de la Science,
qui gagne toujours a ce que les questions délicates soient éclairées
* par des discussions approfondies; et il est & désirer que cet habile
géométre, dont plusieurs fois '’Académie a eu déja 'occasion d’appré-
cier tout le mérite, fasse bientdt connaitre les résultats des recherches
nouvelles qu’il a entreprises sur les divers points de la Physique ma-
thématique. |
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LES RAYONS LUMINEUX SIMPLES

LES RAYONS EVANESCENTS .

¢

Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. XXII, p. 29; 1850..

————D P

Etant donné un systéme de molécules supposées réduites i des points
matériels, j'ai appel¢ mouvement simple du systéme, tout mouvement
infiniment petit, dans lequel les déplacements d’une molécule, me-
surés parallélement a trois axcs rectangulaires, sont les parties réelles
de trois variables imaginaires, rdspectivemerjt égales aux produits de
trois constantes imaginaires.par une méme exponentielle, dont I'ex-
posant imaginaire est une fonction linéaire des coordonnées et du
temps. J'ai, de plus, nommé déplacements symboliques les trois variables
imaginaires, dont les déplacements effectifs sont les parties réelles.
Enfin, j'ai observé que T'exponentielle variable a laquelle les déplace-
ments symboliques sont proportionnels, est 1¢ produit d'un facteur
réel par une exponentielle trigonométrique; et ce facteur réel, et I'ar-
gument de l'exponentielle trigonométrique, sont ce que j’ai appelé le
module et 'argument du mouvement simple. Cela posé, il est facile de
reconnaitre que tout mouvement simple d’un systéme de molécules est
un mouvement par ondes planes, les diverses molécules se mouvant
dans des plans qui sont paralléles entre eux, sans étre nécessairement
parali¢les aux plans des ondes. Un mouvement simple est durable et -
persistant, lorsque son module est indépendant du temps, et alors

(1) Lu dans la séance publique du 8 janvier 1849.
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chaque molécule décrit une ellipse qui peut se réduire & un cercle ou
a une portion de droite. Un tel mouvement se propagera sans s’éteindre,
et les ellipses décrites scront toutes paralléles les unes aux autres, si
le module se réduit constamment & l'unité. Mais, si le module ne se
réduit & Punité que pour les points situés dans un certain plan, alors
Pamplitude d’une vibration moléculaire, ¢’est-d-dire le grand axe de
I'ellipse décrite par une molécule, décroitra en progression géomé-
trique, tandis que la distance de la molécule au plan dont il s’agit
croitra en progression arithmétique. . .

Dans la théorie de la lumiére,  un mouvement simple, durable et
persistant du {luide éthéré, correspond ce qu’on nomme un rayon
lumineuz simple. La direction du rayon est celle dans laquelle le mou-
vement se transmet & travers une trés petite ouverture faite dans un
écran. Le rayon lui-méme est représenté & chaque instant par la courbe
que dessinent, en vertu de leurs déplacements, les molécules primiti-
vement situées sur sa direction. Si les molécules décrivent des cercles
ou des ellipses, le rayon sera polarisé circylairement ou elliptiquement,
et représenté par une espéce d’hélice ou de spirale & double courbure.
Cette hélice se changera en une courbe plane, si les vibrations molé-
culaires sont rectilignes et dans ce. cas le rayon polarisé rectilignement
deviendra ce que nous appelons un rayon plan. _

Le module et V'argument d’un rayon lumineux simple ne sont autre
chose que le module et 'argument du mouvement simple qui lui cor-
respond. Si le module se réduit constamment & 1'unité, le rayon se
propagera sans s’affaiblir. Sile module différe généralement de I'unité,
I'amplitude des vibrations lumineuses décroitra en progression géomé-
'trique, tandis que la distance & un plan fixe croitra en progression
arithmétique, et alors le rayon de lumiére deviendra ce que nous
appellerons un rayon évanescent. La lumiére que renferme un rayon
évanescent peut étre, dans un grand nombre de cas, per¢ue par Peeil.
Telle est, en particulier, la lumiére verte transmise pa;' voie de réfrac-
tion & travers une feuille d’or trés mince. Telle est encore la lumiére
transmise a travers les faces latérales d’un prisme de verre qui a pour
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bases deux tfiang]es rectangles, et fournie par un rayon émergent qui
rase la face de sortie, dans le cas o le rayon réfracté forme, avee la
normale & cette derniére face, un angle supérieur & 'angle de réflexion
totale. Alors, comme je 'ai dit en 1836 (t. I, p. 349), le rayon
émergent s’éteint graduel‘lement,' tandis que le rayon incident forme
un angle de plus en plus petit avec la face d’entrée. _

Les coefficients des trois coordonnées dans 'exponentielle qui carac-
térise un rayon simple, c¢’est-a-dire dans I'exponentielle a laquelle les
déplacements symboliques des molécules d’éther sont proportionnels,
mérite une attention particuliére.

Quand le milieu que ’on considére est un milieu isophane ordinaire,
qui ne produit pas la polarisation chromatique, les rayons simples qui
peuvent s’y propager sont de deux espéces. Pour certains rayons, les -
trois déplacements symboliques de chaque molécule sont proportion-
nels aux trois coefficients dont il s’agit. Pour d’autres rayons, si ’on
multiplie‘ respectivement les trois coefficients par les trois déplace-
ments symboliques, la somme des produits obtenus devra se réduire 2
zéro. D’ailleurs, dans les milieux isophanes, les directions dés rayons
lumineux seront généralement perpendiculaires aux plans des ondes.
Cela posé, on peut affirmer que, dans ces milieux, les vibrations des
molécules d’éther seront ordinairement lbngz'tudinales, c’est-h-dire
perpendiculaires aux plans des ondes, pour les rayons simples d'une
espéce, et transversales, c’est-a-dire comprises dans les plans des
ondes, pour les rayons de I'autre espéce, quand ces rayons se propage-
ront sans s’affaiblir, ou, ce qui revient au méme, quand leurs modules
se réduiront constamment a I'unité. Mais, quand les modules seront
généralement distincts de I'unité, les rayons simples propagés par les
milieux isotropes cesseront d’offrir des vibrations longitudinales ou
transversales, en devenant ce que nous appelons des rayons évanes-
cents. Alors aussile rayon évanescent, qui tiendra la place d’un rayon
a vibrations longitudinales, sera un rayon simple, composé de molécules
dont les vibrations s’exécuteront dans des plans perpendiculaires aux
traces des plans des ondes sur le plan fixe correspondant au module 1.
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Le troisiéme rayon de lumiére réfléchi ou réfracté par la surface de
séparation de deux milieux est précisément I'un de ceux que nous
appelons évanescents; et, pour expliquer les phénoménes de la réflexion
et de la réfraction lumineuse, il est nécessaire de tenir compte de ce
troisiéme rayon. C’est ce qu’avait vu M. Georges Green, deés I'année
1837. Mais, en partant de cette idée, il avait cherché a déduire les lois
de la réflexion des équations auxquelles on parvient appliquant a la
détermination des mouvements de I'éther seul la méthode donnée par
Lagrange dans la Mécanigue analytique, ou, ce 'qui revient au méme,
en faisant coincider les équations de condition relatives & la surface
de séparation des 'de.ux milieux, avec celles qu’on obtient quand on
égale entre elles les pressions exercées par les deux milieux sur la
méme surface. Comme je 'ai déja dit, au principe de ’égalité entre ces
pressions, on doit, dans la théorie de la lumicre, substituer le principe
de la continuité du'mouvement dans Uéther, et alors, en opérant comme
je l'ai fait dans la derniére séance, on arrive directement et prompte-
ment A résoudre le probléme, dont la solution est donnée par des
formulés générales qui comprennent, comme cas particulier, celles de
Fresnel. En vertu de ces formules générales, le troisiéme rayon est un
rayon évanescent, dirigé de maniére a raser la surface réfléchissante
ou réfringente, et composé de molécules qui décrivent des ellipses
comprises dans le plan d’incidence, les plans des ondes étant & la fois
perpendiculaires au plan d’incidence et & la surface réfléchissante. Si,
d’ailleurs,.on recoit sur une membrane placée tout prés de la surface
réfléchissante ou réfringente I'image de ce troisiéme rayon, cette image
n’offrira une lumiére représentée par unc fraction sensible de la lumiére
incidente que dans une trés petite épaisseur qui, vue i une distance
de o™, 1, sous-tendra un angle inférieur a ;% de seconde sexagésimale.
Cette trés petite épaisseur ne sera peut-étre pas une raison suffisante
pour que 'on doive désespérer de rendre le troisiéme rayon sensible a
I'eeil, surtout si 'on réfléchit a I'extréme petitesse du diamétre apparent
des étoiles fixes, qui, trés probablement, doit étre, pour un grand
nombre d’entre elles, inférieur 4 -5 de seconde.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET LES RAYONS EVANESCENTS. 191

ANALYSE.

Le théoréme relatif aux rayons qui se propagent dans les milieux
isotropes peut étre démontré de la maniére suivante :

Soient, dans un mouvement simple de I'éther, &, v, { les déplace-
ments d’un atome, mesurés parallélement a trois axes rectangulaires
‘des @, y, 5 ¢t &, 7, C les déplacements symboliques dont les déplace-
ments effectifs &, v, { sont les parties réelles. On aura au bout du .
temps ’ ‘

(I) £ = A eux+vy+wz—st, n=—= Beux+vy+wz—st’ C — Ceux+vy+wz—st’

A, B, C, u, v, w, s désignant des constantes, dont chacune pourra étre
en partie réelle, en partie imaginaire. En conséquence, on pourra

supposer . o .
A=+ ai, B =1 + bi, C =« +ci,
(2) . u = u +ui, ' v:u+vi, W= -+ Wi,
s =+ - 8i,

a, b, ¢, u,9,m,552,b,c,u, v, w, s étant des quantités réelles et i une
racine carrée de —1. Soient maintenant «, 6, ¥ des constantes
réelles, choisies de maniére & vérifier simultanément les deux condi-
tions |

(3) a4 b84rcy=o, ad+b8+cy=o;
on aura encore
‘(4) ‘ Ao+ B8+ Cy=o.

Or, de cette deuxiéme formule, jlointe aux véqubations (1), on tirera
() | | of +60-+=o,
par cbnséquent

(6) S dk+Bndyi=o,
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192 MEMOIRE SURVLES RAYONS LUMINEUX SIMPLES
et 'on conclura de la formule (5) que chaque molécule d’éther décrit
une courbe plane, dont le plan est perpendiculaire a la droite, repré-

sentée par I'équation

——

o=

(7) i

==

D’autre part, ’exponentielle eﬁ”+”y+“"”’, qui.caractérise le mouve-
ment simple, représenté symboliquement par les équations (1), se’
décompose, en vertu des formules (3), en deux facteurs, dont 'un
gierir+ma=st ot le module du mouvement simple, tandis' que l'autre
guzrvrni=sii ge réduit 2 une exponentielle trigonométrique, dont
I'argument ux + vy + ws — st est ce que nous appelons I'argument
du ‘mouvement simple. En égalant cet argument 4 zéro, pour une
valeur nulle de z, on obtient I'’équation

(8) uz+vy+wi=o,

qui représente le plan invariable, auquel les plans des ondes sont pa-
ralléles. Si d’ailleurs le mouvement simple est durable et persistant,
on aura '

8=0}

et si, de plus, le mouvement se propage sans s’affaiblir, on aura encore

u=—=o, v=o0, w=—o,

Si, au contraire, le mouvement s’affaiblit en se propageant, I'une au
moins des constantes n, v, w cessera de se'réduire & zéro et 'on ob-
tiendra un rayon évanescent, dans lequel I'intensité de la lumicre
décroitra en progression géométrique, tandis que la distance d’une mo-
lécule au plan invariable représcnté par I'équation

(9) . WX+ 0y +w5=0

croitra en progression arithmétique.
Supposons maintenant que le mouvement infiniment petit, repré-
senté par les équations (1), soit un mouvement simple de I'éther, dans
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un milieu isophane qui ne produise pas la polarisation chromatique.
Alors les déplacements ,symboliques vérifieront Yune des deux for-

mules

é__;i"g .fx*-'.r_)'
(10) v w
(11) Uk + v + w{=o.

Cela posé, si le module e*e+r+»=st g¢ réduit & I'unité, ou, en d’autres

termes, si les constantes u, v, w, s s’évanouissent, on aura
w=ui, v =vi, . w=wi, s = si,

et 'on tirera de la formule (10)

E_n_2¢
(r2) . i vow
par conséquent

E_n_2%

n T YT W
puis dela formule (11)
(13) : uf +vn+wl=o,

par conséquent
. uf+ vn+wi=o.

Donc les vibrations des molécules d’éther seront dans le premier cas
perpendiculaires, dans le second cas paralléles aux plans des ondes.
Mais si, s étant nul, n, v, w cessent de s’évanouir, il suffira d’assu-

jettir les coefficients o, 6, y A vérifier simultanément les deux condi-
tions '

(14) we 08+ wy=o, ‘uo+v8+ wy=o,

pour que l'on ait aussi

(15) .  uo 98 --wy=o,
OFuvres de C. — S. 1, t. 11, .
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19 MEMOIRE SUR LES RAYONS LUMINEUX SIMPLES, ETC.
et alors la formule (10) entrainera les équations
{16) 052—%—@5-1—}/5:0, of +8n 4+ =o.

D’ailleurs, de la seconde des équations (x6), -jointe aux for-
mules (14), on conclura que les vibrations moléculaires s’exécutent
dans des plans perpendiculaires & la commune intersection des

plans (8) et (9).
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MEMOIRE

SUR ~

LE CALCUL INTEGRAL .

Mémoires de U’ Académie des Sciences, t. XXII, p. 39; 1850.

§ 1. — Calcul des fonctions generatrices.

y = f(x) désignant une fonction de x, M. Laplace appelle fonction
generatrice de f(x) la suite infinie

(1) Yo Yl -+ttt Yl =u
ou . ) ‘. - A
(2) F(O) + Ef () f(2) 4 oot 5 f(2) ... ’

La fonction génératrice étant donnée, la fonction f(x) s’en déduit,
mais seulement pour des valeurs entiéres de . La connaissance dela

fonction génératrice ne suffit pas pour déterminer f'(x), f"(x), ....
A la vérité, en partant de I’équation g

d 1 1
(3) d_J;:Ay~;A=y+g;Asy+...,

dans laquelle Ay = A f(z) = f(z +1) — f(x), et observant que Aé’y a

(1) Présenté & T'Académio des Sciences, le 27 décembre 1824 (2).
(#) Je livre ce Mémoire & l'impression tel que je lo retrouve dans le manuscrit qui le renferme.

La signature de M. Georges Cuvier, apposde sur le premier et sur le dernier feuillet du Mémoire,
indique, comme date de présentation, le 27 décembre 1824. ' '
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196 MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL.

. .y . I x .
pour fonction génératrice u(; — 1> , on trouverait
(M i ltl(l—l—%—l):u](t),

pour fonction génératrice de Z% = f'(x). Mais la formule (3), qui est
exacte pour des fonctions entiéres, cesse de I'étre pour des fonctions
quelconques. Le second membre ne varic pas quand on y fait croitre y
d’une fonction périodique de «, tandis que le premier membre change
alors de valeur. Si 'on fait par exemple

y=sinenz,

cette équation donnera .
cOS2 X —0,

quel que soit x, ce qui est absurde. On ne voit pas, d’ailleurs,
comment le développement. de «1(z) suivant les puissances ascen-
dantes de ¢ pourrait s’effectuer. '

Une autre difficulté que présente le calcul des fonctions généra-
trices consiste en ce que I'on regarde

3
3y . :‘?% i Yat bk Ve

-~ e

comme fonction génératrice de y,.,, tandis qu’en remplacant, dans la
série (1), ¥, Pary,, ¥, par ), et généralement y, par ¥+, on trouverait .
simplement

(6) | ¢ 1Yl oY U,

pour fonction génératrice de y,... On ne peut lever cette difficulté
qu’en admettant, pour chaque valeur de f(2), unc infinité de fonc-
tions génératrices, telles que '

Yottty Ayttt

y—? Yo F bt Yol A YT,

%}3 +Z;—‘+yo+y1t+ygﬂ+...—+—yxt“"+...,
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ou méme, en prenant pour fonction génératrice, ainsi qu'on 1'a pro-

posé, la somme de la série
(7)) Pewl™ e Yy b Y O Yy e Y 8

Cette derniére série devra nécessairement étre employée si I'on veut
que la fonction génératrice de y_, soit représentée par w®. Or, il arrive
malheureusement que la séric (77) est généralement divergente et n’a

pas de somme.

Quant aux résultats déduits du calcul des fonctions generatrlcc%, A
égard des équations linéaires aux différences finies ou infiniment
petites, on peut les établir directement, comme nous le ferons dans les
paragraphes qui suivent.

§ 1I. -~ Formules de M. Fourier et autres du méme genre ().

On a, en vertu du théoréme de M. Fourier,

.
(1), e >——f f @i f () dea dp,
—wt

x étant renfermé entre les limites p’ et w”. On peut encore écrire.

(2) flz )___/‘ f“ e(a+0h)(x—p.)f )docdy,
—o

a étant une constante arbitraire. On trouvera de méme

‘n o wr ® w
(3) f(w,y,z,---)z(z—%)f f f f oo ewa—wigBly-vi_ | f(u, v, ...)dadp d6
—w — oty . :

et.

n e Wonw Al l
() Sflz,y,5..0)= <—> f / f f eeglatad) (2= g0+8) V) | f(, v, o)) da du.
2T
—oo Y —ow VU )

(1) Dans I'impression de ce paragraphe et des suivants, j’ai era devoir, pour la commo-
dité du lecteur, me conformer a 'usage maintenant adopté par les géometres, en substi-

tuant partout la lettre i au signe algébrique v —1, employé dans le manuserit.
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n étant le nombre des variables z, y, 5, ... et a, b, ... des constantes
arbitraires.. ‘
On a encore, , [+, " étant des nombres entiers,

. ® et : .
) =gz [ B, e
Ez désignant une somme de 1a forme
(6) Zij?(##ﬁ#’)+<P(1*’+'1)+---+ 9 (p'—1),
et « étant renfermé entre les limites ', ;.L”; On pourrait écrire encore

' LN arate-w f(n) d
== — a 1) (&~
(7) f@)=52 _ﬂ}‘w e S(p) de

14

.Si 'on supposait @, w’, " multiples de % et de plus

(8) 2:"?(“):¢(HI)+(P(Pl+,l)+.--+<P(P~”'—]l),

on trouverait

. . n
(9)  fw=s Y e G pu) d,

ou, ce qui revient au méme,

| % (J-"-l—/z )
(10) f(a?):z—z;f Ew er@—p)i f(u) hde,
' =

"puis, en posant 2 =o,

2
L

(re) . f(x):-l—- w‘/mea(x--wif(y)dp.da,

ce qui s’accorde avec la formule (1). On aurait encore, dans la méme
hypothése,

xr

AT ek T (XY .
(12) Sflz)= ;IE/ Ei l,- /TEe"<’7_) Fp) de,
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ou, ce qui revient au méme,

T
. N " -
1 X0 w1 [ R
) A= 2, e ke, .
%
ou .
T
h v
1 Wb .
— el i) (z—)
(14) J(@)=— ﬂZw eteraid@=p) f(p) h da,

x étant renfermé entre les limites @/, p” et r’ = e désignant une con-
stante arbitraire.

Pour démontrer toutes les formules qui précédent, il suffit de déve-
lopper les sommes indiquées par le signe Z, et d’observer que I’on a
toujours (m étant un nombre entier)

(15) . f e~ "% do :f cosma do — o,
- —

excepté dans le cas ot 'on suppose 7 = o et pour lequel on trouve

U1 i1 .
(16) f e"doc::f doa = am.
—T -7

On établirait généralement de la méme maniére la formule

/l it h v"+k _ '
2,7, e =<0ﬂ> f f e AN @) GO+ (11, v, ) D

V'

x , i . ) . - .
- étant un nombre entier, compris entre les deux nombres entiers

BB T g
’ k

VI
A tant un autre entier compris entre les nombres entlers o

k

V”

% et a, b, ... désignant des constantes arbitraires; puis on en

conclurait : 1° en réduisant a, b, ... a zéro

pJ'+h Vi k L . .
f( 2o <27T> f f v’ ---e“‘(z—l’-)gol(x—v).“f(y-’ V,“-)hk"-da
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2° en réduisant A, £, ... a4 l'unité .

n AT AT Wil Vi1 ) . '
(19) flz,y,..)= < ! > f f Zp Zw ©evgla i) @—) g+ =) £, v, 1..) do
4 —TMY -7

27

V41

[ \# T T P . )
ey Yy ven) = { — oot E—)i BV ve ... .
(o) Sy = () [ [ X, B, e S, .. dut

Lorsque, dans les équations (17) et (18), on pose A=o0,k=o, ...
on retrouve les formules (4) et (3).

1l est encore essentiel de rappeler les formules que nous allons
écrire. On a d’abord

f(z,) . f(z) f(@u) _ L L7 ((ren)
C) W T F@) T Pl il Ry

Cette formule suppose que la fonction f(ue*) ne varie jamais d’une
maniére brusque et ne devient pas infinie entre les limites ¢ == — 7,

¢ =47, u=o0, u=r. De plus,

Loy Tyy ey Ly

représentent celles des racines de I'équation
(22) F(z)=o,

dont les modules, ou les valeurs numériques, sont inférieurs a r.
On a encore

fa) | f() f(@m) _ 1 /”{f(u”wﬂ) f(“'+"i):|d(.

g T @) " Floa o) | F@+ol) Fax)

(23)

lorsque f(u + ¢i) ne devient pas infini et ne varie pas d’une maniére
brusque entre les limites u=u', u =u’", v = — ®, ¢y = + » et s'éva-
nouit pour ¢ = == o¢, quel que soit . Dans la formule (23), z,, 2, ...,
x,._, représentent les racines de I'équation (22), dargs lesquelles les
parties réelles restent comprises entre les limites ', w”.

Lorsque la fonction f(u + ¢i) s’évanouit, non seulement pour
¢ = == o, quel que soit «, mais encore pour z = — o, quel que soit v,
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alors, en prenant «' = — oo, u” = U, on réduit la formule (23) &
f(z,) -, f(xy) f(Zp-1) _ 1 [*f(U0i)
OO TG T F@) T P an_FO e

Le premier membre de celle-ci renfermera toutes les racines de .
F(2) = o, si U surpasse les parties réelles de toutes ces racines et &
plus forte raison si U surpasse leurs modules. ‘4

Lorsque la fonction f(u+ ¢i) s’évanouit, non seulement pour
¢ == oo, quel que soit u, mais encore pour u = w, quel que soit ¢y

alors en prenant u' = — U, ©" = oo, on trouve
[(z,) [(z) ‘ f(2n—1) *ef(— U + ¢i)
() P T @) T Flen an ) F=U )

Le premier membre de 'équation (25) renfermera toutes les racines
de F(x)=o0, si — U est inférieur aux parties réelles de toutes les
racines, ce qui aura mécessairement lieu si U surpasse tous les
modules. '

§ Ill. — Analogies des puissances et des dyférences.

Supposons que les caractéristiques

a=d, =2, ,_J '
_.dx: —()y) . }I_&-, sy

placées devant les fonctions
S(x)y f(2yy52...),

indiquent les dérivées de ces fonctions par rapport a2, y, 5, ... et que
les puissances des mémes caracterlsthueq indiquent les derlvees des
divers ordres, en sorte qu’on ait

“f(-”') =~ =[f'(=),
wtf(a)=TLE) = p (),

an f(a) = LD — por ().

oxh

OEuvres de €. — S. I, t. 1L . . 26
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et '

2 f(@,7),

a8 flz,y)= 0z 0y

----------------------

Sil'on désigne par
Fa,8,9,...)

une fonction entiére de «, 6, v, ..., la notation

. CF(a, 8y, V(@ Y5, )

représentera une fonction linéaire de f(x,y, 5, ...) et de ses dérivées

des divers ordres. De plus, on aura évidemment, en vertu du théoréme
. de Taylor, ‘

(3) . e f(@) =f(a -+ h) = f(@ + Aw) = f(2) + A f(@) = (1-+ 4) (=),

h étant la différence finie de a; et, 'on trouvera, par suite, en appelant
k= Ay, {=As, ... les différences finies de y, 3, ...

(3) TF(eh*, ekf, ey ) f(@y ¥y 350 ) =F(14- Ay, 14 Ay 14+ Ay, 00 f@y 5 54 000).
" Ajoutons que I'on aura généralement

(4) T (1A f(2) =S (2 + nh).
. . L3
Remarquons a présent que si, dans l'expression (1), on substitue

pour f(x,y,3,...) sa valeur, tirée de la formule (3) du deuxiéme
paragraphe, on trouvera :

5 F(a, 8,7, ..0 (2, 7,5, .04)

n e B'oam VT : ’
) ' :<2Ln>f f f / e B F (1, vy o) F (et 81, ..} dlt s 48
. — W —_— ' .' )

Si, par analogie, l'on étend cette derniére formule au cas ou la fonc-
tion F(a, 6, v, ...) devient quelconque, il en résultera que l'intégrale

|

n pe A
(6) (Tﬂ> f_wfu ceet@—iebrVi, | f(, v, o) Fai, 81, ...) da dy d dv...
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sera représentée, dans tous les cas possibles, par la notation
Foy 8,9, o ) f( @y ¥y 5y 0es)e

Cette convention étant admise, il est facile de voir :
1° Que, sil’on a généralement

(7) F(x,8,y,...)=0,(e, 6,47, ) (8, ) 0, By, ) e,

le second membre de I'équation (7) étant composé d*un nombre fini
de termes, on aura aussi

F(a,8,9,..0/(2,¥,5,...) .
= @ (@, &1 o) [, Yy Sy eee) +(Pl(“) 8, Vs ) S (@ ¥y 3y 00) - 9y(et, 8, s S A T2 2% T I SIS

20 Que I’équatién (7) entrainera encore équation (8), si la séric
(9) ‘ ‘ oo (i, 81, yi, ...), o@i(ai,8i,yi,...),

est convergente pour toutes les valeurs de o, 6, v, ...;
3° Que 'on vérifiera toujours I'équation .

(10) F(a) ﬁ’ SRR ')f(w,)’,zy . ):(I)(OC, 677’ )f(x’yy 3yl
en posant
(11) : F(2,8,y,...)=®(, 8,7, ...);

4° Que, si F(a, 6,7y, ...)est une fonction entiére, I'on vérifiera encore

I’équation

(12) F(t, 8,7, .- )u==0(e,8,,...) (@ 7y 5 ),
en posant

03) B8y, ) S s ),

F(a,6,9,...)

On arriverait aux mémes conclusions si, en attribuant 4 2, y, 5, ...
des valeurs entiéres, et partant de la formule

1 \# " T Wil oy VR : - B
(14) f($;y,5,---)=<%>f f"'EW EV, ~--6°‘"1_f")i36()’—\')i,_.f(p.,v,...)(lotd(o’...,
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on regardait la notation

| F(ct,8,7, .Y f(Z, 5,50 2)
comme généralement définie par I'équation

I‘(a,@ Yy oo S22y, 5, .0.0)

(15) N\ p."+1 Vi1
<2ﬂ_ f f Z coe®E2—Wi By (1, v, ... F(ai, 61,. ) da d8....
Concevons maintenant que, dans la formule (5), on pose p' =—uo,
=+, v'=—o0, V'=+ o, ... cn sorte que, F(a, &, ...) dési-

gnant une fonction quelconque, 'expression

F(«,6,...)f(z,y,...)

soit définie par la formule

16) F('a,6,--.)f(x,y,.--)=<;‘;)f ff e X Bl Vi, L 1, Y, 1) F(ad, 81, ..) dot dps...

et posons, en outre,
(17) : w(zy, .. )=F(,8,...) f(z, 9, ...),

on aura, en désignant par p(a, 6, ...) une fonction quelconque de «,
g, ...,

n «w ©
B) @(x,8,..)w(2, x5 )—( >/ f ser@=mligbly—n)i «o(ai, bi,...)w(m, n,...)dadm dbadn...

1) w(m, n, ... 2.,r> f_”f seedm—pliginayy I‘(on 8i, ...) fy v, o) dadpd8 do..

et, par suite,

1\
o(a, 6,...)w(x,]',.,.)=<;7—r> f f ...em(a—a)ien(&b)i“.eaziebyi".e—apie—6vim

(20) ©Y—w
X F(ai, 81, ...) o(ai, bi, ... f(2, v, ...) da dt da dm....

Mais on a encore

/ y \» [/ » ) : .
) — veeEm(a—a)i pn (6—0)i —~——i . e
( ) (21‘!’> f f e lgtn e auxe—6w_.-l‘(o¢l,61,.,.)dadm,‘__
21 —-_—ov -2 . )

=e-avig—tvi,,, F(ai, bi, ...) .
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Donc, par suite, I’équation (20) donnera
0(2,6...)8(2,7,...) | | | |
) ‘—_—<ﬁ>”f:f:...em.—wiebw—f)i...cg(ai, bi, oY F (@i, bi, .2 fpts vy o) da e
=o(a,8,...)F(a,6,..07 (2, 0y ...)

Par conséquent, F(2,6,...), ¢(«, 6, ...), désignant deux fonctions
quelconques de o, 6, ..., I'équation (17), savoir

(17) . ' w(x,y,...):F(a,@,...)f(x,;y,_,,),
entrainera toujours la suivante
('8) CP(OC, 6’ ---)m(x,)’, L '):[(P(a’ 6’ .t .)F(OC, 6' . -)]f(x,}’, 0. -),

la fonction F(a,6,...) f(2,y,...) étant supposée définie paf la for-
mule (16).

§ IV. — Intégration des équations différentielles linéaires
& coefficients constants. .

On a généralement
[ ®(0 + 6i)e®@+bie dg

e(@+8i)e . L )
=, ti : q,(@_i_e])__Efe(®+61)tq)/(®+el.)de

(1) :
O +0i)e 6 i 4 i i

Cela posé, si 'on désigne par @ un nombre fini, par ¢ un nombre
infiniment petit, et si 'on pose '
® <@+ %i);:P +0i,

(2) @,<@+§i>=pf+é'i,
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on trouvera, en prenant pour ®(«) une fonction entiére de «,

(<]

. @ (0 + Gi)et®+ g

a
€

) Ot cos%t—kisini—t P/ pr - - v .
= - e [<P+_i+ﬁ+"'>+<Q+_t-+—t?+"'>l]

Y cos%f —-isina—: P’. pr o Q
+T -————i— [<P+7ﬂ—F+...>+<Q+—2‘+?—+.-.>l:|,

ou, ce qui revient au méme,

g
f (O + 6i)e®+0it gg

a
13

()
2€®t P’ P” . at ! ” . at
( [(P-I—T+-t—2—I—...)Slll?—l—<Q+‘T+~F+...>COS-—E~].

H

t
Or, quand ¢ devient infiniment petit, le sccond membre de I’équa-

. , (o] . .
tion (4) se présente sous la forme -, et reoit effcctivement une valeur

indéterminée. On peut méme, quel que soit ¢, disposer de ¢ de ma-
niére & le faire évanouir, puisqu'il suffit de prendre

! n . r 4 t
(5) <P+PT—|—%+...>sin‘—Z—t+<Q+%—+%+...>cosa?:o,

ou
' "
Q-+ =+ Q— +es
at [4 t
(6) tang's' = P - P’ ’
. P+'—t-+'t—2' —+-

et que I'on satisfait & Péquation (6) par une infinité de valeurs infini-
ment petites de € (*). Généralement on tirera de I'équation (4), en

(+) Nous avons supprimé ici une transformée des équations (5), (6) et,.dans les for- -

mules (3), (4), (5), (6), nous avons restitué  'arc a?t le facteur ¢ omis par erreur dans
le manuscrit.
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~ supposant que la lettre caractéristique @ désigne une fonction entiére,
(7) : ‘ f (D((E‘)—l—@i)e(@—e”‘d@:g
Si I'on considérait I'intégrale (7) comme la limite de la suivante

f et /6=q)(@ —_ 91)6(9-}—01)! 46

H

8 o
(8) :2f°°e_50([)(®—{—.9])6(@+01)t‘+d)(®_ei)e(e_el}lde

2

-

on trouverait une valeur nulle, au lieu d’une valeur indéterminée. Car

on a généralement

*® —
f e—c V0 o(B-bi) oy

(9) ae . .
— O — o0 ! i o0rj !
—e e — + — i=e%i s + -
e?4- 22 <el—t €l+t> <l+51.- L—z-:1>’

28

et, par suite, 'intégrale

f e—ss/é?(@ +49i)ne(®+0i)t db

_—

I e .
.d l:e t(t-—l—-ei t—ai>]

=1 den
— ;a0 n 1 —_— ! -— -1 . ! ’___< ! :
=le I;G <r+el <t—si> —ne [(t—g—ei) t—ei
ona[{_ V(Y
+n(n—2) [(‘t+ai> —<t+ai> ]“;

sera composée de termes qui s’évanouiront tous pour ¢ = o.

On obtiendrait encore une valeur nulle pour I'intégrale (7) si on la
considérait comme limite de I’ une des suivantes :

(10)

(11) f = B (O -+ 91)8(®+e‘” a8,

ou

(12)

= B(O -+ Oi)el®+bie o
. 1+¢e20° )
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Enfin, si 'on désigne par $(0) une fonction entiére de 0, I'intégrale
(13) o f 9 (0)edido,
considérée comme limite de 'une des suivantes

(14) /“” e_“/"—’cp.(e)ee“de, /we_ae’cp(e)ee“de, f”?(e)eel£ df 46
0 SRR

202 ’
. 1+ e2f

aura toujours une valeur nulle, et, par suite, il en sera de méme de

>

(15) e®tf 0(8)eids :f 9 (6)e(®@+0e gg,
Concevons, maintenant, qu'il s’agisse d’intégrer I’équation différen-
tielle ‘ :
du dru
(16) A°u+A’d—t+-"'+A"?ﬂ—"_:0’
de maniére que I'on ait, pourz=o,
du d*u drtu
(17) U=ty -d—t:u,, o = U ey —d—"—_T_—_u,,_,,
on fera
(18) u :f pe<(~)+eiu"d9’

¢ étant une fonction inconnue de 9, et ® une constante arbitraire. En
substituant la valeur précédente de u dans ’équation (16), et posant

(19) F(6)=Ao+.A16+A262+..-+Ana"‘,
on frouvera
(20) ‘/MVF(@—}—0_i)e<®+0’)‘d9:o.

Or, en vertu des principes ci-dessus établis, on vérifiera 1'équa-
tion (20), si l'on prend .

(21) o F(O 4 6i) = ¢ (0 + i),

¢(x) désignant une fonction entiére quelconque de x. Par suite, la
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formule (18) deviéndra

__. CD(G + 9[) (@40 40,
(22) ”-f l<(()+6|)

Si, dans cette derniére, on suppose la fonction ¢() du degré n —1,
et si I’on désigne par |
(23) . 90’ 617 Loty en—l
les racines de I'équation F(0) = o, on aura, en prenant pour © une

limite supérieure aux parties réclles de toutes ces racines et en vertu

- de I'équation (24) (§ II),

1

an F(6)° T (8 B U R

(24) _ 9(6,) Mot 23T @(6) .. CP(en—i) .
la variable ¢ étant considérée comme positive. La fonction ¢ étant
arbitraire et du degré » — 1, il est clair que les fractions -

5 o8 9(8) 9()
(23) l‘ (00) ' l"(@) 3 F'(en_)
représentent n constantes arbitraires. Donc I'équation (24) fournit la

valeur générale de w. Il reste i substituer aux quantités (25) les con-
stantes arbitraires u,, u,, ..., u,_,. Or, les formules (17) donneront

9(6,) o (6 ) ¢ (On1) __ ﬂ,
F/(90)+ F/(Q) s 1«"(9” 1) 2m.
¢(6)) 0(0,) : ©(0,—1) ﬂ_
(26) 90[‘/(8)_'_ 01"——_1?,(01)+ +0/1—11(/(0n 1) 2717

) Hv—‘i ¢ (0) n—1 o_(@,_)_ net 9(0n-1) ‘__ Un—1
00 F/(@‘) + 00 F/(gl) . 6/&—1 Fl(en—l)

On aura d’ailleurs, d’aprés la formule de Lagrange,

0.)(0~—0,)...(6—0,_,)
?(0) = (90—6)(6_02) (90~9u_1)¢(6°)+“'

3 - F(6)—F(5,) F() —F(%)
(27) =—are) P T Eoayrey )
_F(8) —F(8) 9(8) , F(8)—F(8) o(dy) _
=T 6—96, I(6) 6=8,  T(5)
OFueres de C. — S. I, t. 1l 27
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En développant le second membre de I'équation (27) suivant les
puissances de 0, on obtiendra précisément le méme développement qui

résulterait de la fraction

(28) T

si I'on remplacait ensuite les puissances successives de U, savoir

U, U, U, ..., Us,
par les quantités X

Uyy Uy, Uy, vewy Up—q,

déterminées a P'aide des équations (26). On aura donc sous cette con-

dltlon

— ¥y

en sorte que la formule (22) donnera

1 F(O 4+ 6i)—F(U) e®@+igy

(30)

“=) s (®+60)—U F(®+01) .

- En développant cette derniére formule suivant les puissances

de U, on trouverait

(31) u=uyTo+ w; Ty + u,To+. 4wy Tyy,

T,, T,, ..., T,_, désignant des fonctions connues de ¢, représentées

par des intégrales définies, savoir

'

. (32)

T _f (®+9|
nt F(®+6|) on

Concevons A présent que 'on désigne par

Vou, Viu, ..., Vy_,u
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des fonctions linéaires de la fonction « et de ses dérivées des divers

du d*u

d (e s )
ordres 77—z -+ +» en sorte que, « = — étant la caractéristique d’une

différentiation relative i ¢, on ait, en adoptant les conventions du pa-
ragraphe III,

(33) Vyu=/fi(a)u, Vie=/f(a)u, ' e Vgt = fr_s (@) u.

On tirera des équations (32)

ne 1
[ v,1, f At + 4,00+ 61)

db
F(O + 01) So(8 + 0i)e®+bir —,

Ay +A,, 0 + 0i)—t 4
' ()o@
(34) Yol —/ FO+6) Jo(® + 6i)et®+0 —,
l T A 8
VoTny= —‘—f (@—|— 91)e(®+01)t s
A TN

et de I'équation (31)
Vouo =u,VTy + VT, 4ottty Vo Ty,
_ Vie =uV\Ty 40,V T, —+... + up Vi Toy,
(35)
Vo u=u, Vn—iTo’*f Vo Ty ooty Vi Ty

Cela posé, il deviendra facile de fixer la valéur de u, si 'on donne,
[ .
au lieu des quantités

Ugy Uyy -voy Up—y, “
la valeur de v
Vou correspondante & t=¢,
Viu » t=1t, _
Yo e
. Vot » t=1,.

En effet, il suffira, dans ce cas, de substituer, dans la formule (31),
a la place de u,, u,, ..., u,_,, leurs valeurs déduites des équa-
tions (33), dont les premiers membres se réduiront a des quantités
constantes et les seconds membres 4 des fonctions linéaires. des
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inconnues u,, u,, ..., U,_,, les cocflicients étant représentés par
des intégrales définies semblables a celles que fournissent les for-
mules (34), quand on y pose ¢ =¢,.

Nous avons, dans ce qui précéde, supposé la variable ¢ positive. Si
clle devenait négative, il faudrait, pour retrouver la valeur générale
de u, remplacer dans I'équation (22) la constante arbitraire @ par une
limite inférieure aux parties réelles des racines 6,, 6,, ..., 0,..,, puis,
dans les formules (24) et (26), les quantités

Uy, Upy Uy 0oey Uy

par :
— U, — Uy — Uiy ey — Upge

En conséquence, les équations (30), (32), ete. conserveraient la
méme forme. Seulement © y aurait changé de valeur.
Il est bon de remarquer que, en vertu des conventions admises dans
4 1 A A A “ 3
le paragraphe III, I'équation (16) peut étre présentée sous la forme

(36) Fla)u=o.

Si I'on avait a résoudre ’équation

(37) Fla)u=f(¢),
ou "

' du dru ‘
(38) A0u+Aim+...+An7‘—,,—=f(t)r

»

il est clair qu’une valeur particuliére de u serait

(39) ' u:'F(a),

ou, ce qui revient au méme,

: 'L dr da
_—— i(t—7) .
(4o) . E Qﬁfr, f_wea ¢ Tf(’:)F(m),

ou bien encore, en- remplagant ai par @ + «i, puis écrivant @ au lieu
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de a et 6 au liew de o, on trouvérait

(41) - f [e(®+ei (t—r)fz))_‘f;ll@)

¢ étant renfermée entre les limites 77, 1. Telle serait une valeur parti-
culiére de u. 1l suffirait ensuite de poser

(®+0i)(t—1) f(=) 4o

(42) . f Iwe CER )d‘rd9—|—c,

pour obtenir en ¢ une équation entiérement semblable & I'équa-
tmn (16).

1l est facile de s’assurer que la formule (41) résout I'équation (37)
dans le cas méme ou I’'on pose 1= 0, v"= ¢. Soit, en effet,

T) dr db
(43) . ff e(®+8i)(t—7) {(®+01

on aura

de 1, [ '”e@m(,_r (8 +6i) f(x) dr d fm/
ac"am), J F(© +01) F(@+6|) >

et, par suite,

al w©
F(a)tt:#jf ®+800—) £(1) dr df

[

=

‘ *df
L O RS WACESS WOy

(44) e
i@ o +$[A2f<t>+Aaf'<z>+---+Anf‘”"”(‘>]f_w%

K =(® + 6i)—1df
-+ 27’:[Anf(t)] | T+

Or, il est clair que, dans le second membre de I'équation (44), les
coefficients de

P F1(B e f
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sont ce que deviennent les intégrales

Al
Tl’ T?’ MRS ] 'lIL—l’

pour ¢ = o, c’est-d-dire, égaux aux nombres

o, 0, ..., O,

Quant au coefficient de f{¢), c’est-a-dire a l’intégrale

1 °“A,+A,(é+6i)+...+A,,((~)+Gi)”—'
2T F(® + 0i)

—®

_ 1 [TV(O+6i)—F(o) db
Y F(O +06i) 0+ 0i’

df

—

il est facile de s’assurer que sa valeur sera indépendante de la quan-
tité @; et, comme pour de trés grandes valeurs de © on a sensiblement

F(®+0i)—F(o) .
FO+01) "

cette méme intégrale se réduira sensiblement &
1 R R | " 0di 1
an,)_ _O-+061 an/_ 06 2’
pourvu que on se borne i calculer sa valeur principale, qui est cffec-

tivement la limite de
1 ® e—"-‘/ﬁ a9

De plus, comme on a généralement
1 L= 1
(45) ;E/r‘ ‘/_:Qe(@wi)(l—wf(r)drdez ;f(t),

I’équation (44) donnera évidemment

F(a)u=17()+ 3/ () =/(0).

¢+ Ainsi la valeur de u, déterminée par P'équation (43), satisfait a
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I'équation (37). Si, d’ailleurs, on observe qne cette valeur de z s’éva-
nouit pour ¢ = o, on arrivera aux conclusions suivantes..

Pour obtenir une valeur de u qui soit propre a vérifier 'équa- -
tion (37), quelle que soit la valeur de ¢, ct les conditions (17) lors-
qu’on pose ¢ = o,.1l suffit de prendre

t e o@+8it-) f(2) drdf
46 u:uT+uT+...+u_T_+L[f ¢ CARS
(-l ) ] 111 n—14n—q 271.,0 . - F(@—i‘el)
s

H

ou, ce qui revient au méme,

, _ 1 [7TF®+ 9i) —F(U) el®+dix ! e(®+90) () f(1) dr
(47) ““mf_w[ 0+0i—U0 Fo+on ) —F@+ron a9,

les puissances de U devant étre remplacées par u,, u,, ..., u,_,, ¢t @
~devant étre supérieur ou inférieur aux parties réelles de toutes les
_ racines, suivant que la variable ¢ est considérée comme positive ou

négative. On peut encore présenter I'équation (47) sous la forme

1 7 [F0+60)—F(U) g6, f‘ (©485t(—1) dh
— A i i — P74
S”— [ oroi—u ©  t)° AR ey

o)
1 L F(®+9i)——F(U)+ tf(f)di' e(®+0i)td@.
0+0i—U . , €©2007 | F(0 + 01)

Y 3
-0

(48) ?

Il est important de remarquer que, dans:l'intégrale double que
renferme le second membre de I'équation (41), 1a fonction

1
F(® + 6i)

ne devient infinic pour aucune valeur réelle de 0, lorsque © est une
limite supéricure ou inférieure aux parties réelles de toutes les racines.
Il n’en serait plus de méme si @ devenait précisément égale a 'unc des
parties réelles dont il s’agit. Alors U'intégrale en question deviendrait
indéterminée et la différence entre sa valeur générale et sa valeur prin-
cipale serait un terme de la forme

cednt,

¢ désignant une constante arbitraire et 0, une racine de I'équation
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F(8) =o. Si les parties réelles de toutes les racines étaient egales
entre elles et 4 ©, alors

®+01 T .‘
(41) . Mff ;((0:'6 ;f't)drde

réprésenterait I'intégrale générale de I'équation
(37) F(a)u=f(t).
. . A

En se servant uniquement de la notation de M. Brisson, on peut
trouver, de la maniére suivante, I'intégrale générale de I’équation (37)
sous la forme donnée par ce géométre.

Supposons 'expression

F(a,8,9,...)f(2, 9, 5, . s,
définie par 'équation (16) du pafagraphe 111, et soient toujours
007 0!) LR ] en—i‘

les racines de I'équation

(49) F(6) =o,
on aura identiquement '
(30) F(a)=Ap(a—"10,) (¢ — 81)...(a—0py),

et, par suite, u désignant une fonction quelconque de @, on-aura, en
vertu des principes établis dans le paragraphe III,

(51) F(a)u=[A,(ta— ;) (a—B8y)...(c — Opy)](ax — ;) e,
ou, si 'on pose

(52) (a—B)u=v,

on aura
(33) F(a)u=A,(—8,)(o —6,). (ac—(),, 1) e
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Par suite, on vérifiera I’équation
(54) . Fla)u =o,
en prenant ¢ = o, ou, ce qui revient au méme,

(55) (ot — 6,) e = o.

On prouvera également que 1'équation (54) est vérifiée par toutes
les valeurs de u propres a vérifier les suivantes

(56)4 ‘(oc—@o)u:o,. (a—8))u=o, cees {te—0,_()u=o.

Donc, on la vérifiera encore si 'on prend pour « la somme des inté-
grales générales des équations (56), c’est-a-dire’

(57) 1w = ¢yt + ¢y et ...+ chy eon—:’,

Ciy Cay .y Coey désignant n constantes arbitraires.
Si 'on propose de résoudre, a la place de l'équation (54), la
sulvante

@) F(a)u=f(t),

- il suffira de connaitre une valeur particuliére de u, tclle que

/’ f e"“-T (r)dedf
61)

"En ajoutant i cette valeur particuliére de « le sccond membre de Ja

(59) uA

formule (57), on obtiendra I'intégrale générale de I’ ‘équation (ob)
Observons maintenant que

I I I ] I 1 I

6 = = — = 5 .
(60) F(a) ¥'(by) o — 6, +1'/'(91) o — et F'(Opr) a—0,_,
Done
£ f L0 T
oy LO__1 Ot A L1
O @) TV a6 TPy a—6 T TS a0
CEavres de C. — S, 1,1, 11 . 28
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S f f ohie—ryi (D) dr dd
a—08, 8,
= __30 tf f e0i=0,)2 —Onw
61— 6,
o) ( _eOl—f f f Wit g=bi £(2) dr df de
__ee.,t_f f fe—eoteez T)’f(‘r dre db de

—_—_eeo'fe‘oo‘f(t) dt,

De plus

'intégration relative a ¢ étant cffectuée d partir de la limite qui fait

%, c’est-d-dire & partir de t=—o0 si la

évanouir I'exponenticlle e
partie réclle de 0, est positive, et & partir de ¢ = -+ oo dans lc cas con-

traire. On aura, par suite, en vertu des équations (59) et (Gr),
ﬁol —(Jbt ’ -——I On—l! "'011—|t {.
(63) u— ‘,(e)e fe Sy det...+ grg—e fe f(6d

Si & cotte valeur do dans laquelle chaque intégrale est prise-a
partir de la limile — o ou +, on ajoute le second membré dé T'équa-
tion (57), on obtiendra une valeur de la méme forme, mais dans
laquelle chaque signe / indiquera une intégration indéfinie. Celte
nouvelle valeur sera l’il{tégrale générale de la formule (58).

Si, en supposant toujours la notation

F(a,8,v,..)/(x, 5,5 ...),

définie par 'équation (16) du paragraphe III, on indique par les carac-
téristiques

/ J. 0
(64) DxZ%a J)y—_—“ -Jj;a

les dérivées d’une fonction de z, y, 5, ... relatives A ¢, ¥, 5, ..., ¢t par
f(a’z‘,'V.o, '~-)

(65) “= 0. D, )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMQIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 219
I'intégrale générale de ’équation
F(Dy Dy, Dsy oo Nu=f(2,9,2, .. )y

. dans le cas ou F(a, 6,7, ...) est une fonction éntiére de «, 6, vy, ..., on
aura généralement dans le méme cas

(66) F(Dxa Dy’ D, .. )f(xvy’ Sy . ‘) :F(“) 67 2K )f(x’)’, Sy e ')’

Mais ’expression

: _f(x.y; By .nl)
67 T8 )

ne sera qu'une valeur particuliere de

fle, v, 5 ...)
(68). F(D,, D,, D,y ..

Ces conventions étantadmises, I’équation (58) pourra étre présentée
sous la forme

(69) F(D)u=/(t),
et 'on en conclura facilement

B, OO __I__i’i_
(70) M= 0D, T (@) D=, T F(Basy) Di— Ons

Cette derniére équation raméne I'expression

S
_ F(D,)
aux suivantes o
S8 () . J(0) ,
I)t—Go’ ])[——61, B D:'—en—l

c’est-d-dire qu'elle raméne l'intégrale générale de équation (69) &
celles des équations '

(71) D=0 u=f)y = .0y (Dy—Bpr)u=S(t)
ou, en d’autres termes, i celles des équations

(72) ' @—6 w=/f(t) du _ g u=f(¢).
7 i . it — ’ ey E n—1
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Or, ces intégrales géncrales étant respectivement

19

-

i . .
u=-¢eht |¢, -|-f et f(t)de
s 0 _

-

_ . .
U= een-—ll [ +f e_Oll—lt f(t) dt
\ ! 0 |
‘I’équation (70) deviendra
it ¢
F’(—eo) [Co -}—f e—0yt f(l)a’[] -+

0,,_lz

Telle est la méthode la plus simple pour former I'intégrale générale

de I'équation (38).

u=

. (74

§ V. — Intégration des équations linéaires aux différences partielles

et a coefficients constants.
Supposons qu’il s’agisse d’intégrer I'équation
(1)- F(Dsy Dy, Dy oo, D) =f(2, 9, 5, ..., 1),

de maniére que, pour ¢ = o,

du om—l u
(2) i, -(5?’ tre aLm—1

se réduisent &
(3) fo(xy.}”z’---), fl(w’.,y,:)-")r vy fm—'i(‘r’yyzy---);

m étant L'ordre de I'¢équation par rapport a ¢, c’est-a-dire le plus haut
exposant de D, dans F(Dg, D,, D, ..., D)5 on posera

3 I o
(4) lt:(—l—>nf f coee@Wiebly—Vi, odadudédy. ..,
e/ J_ Ju

et il suffira évidemment d’intégrer I’équation diflérentielle

(3) F(ai,8i, ..y D) o=f(pr,vy .. s 8),
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dans laquelle I'inconnue ¢ représente une fonction de ¢, de maniére
que ’on ait, pour z = o, '

- . do dm—i(,
(6) ":fo(lu',vy--'), EL—t :fl(l-",u’-“): sey W :fm——i({‘l'yv;”-)~

Ce dernicr probléme se résout trés facilement par le paragraphe IV.
Supposons encore que I'on doive avoir

pour =7 Fo(Dx,Dy’ saey D,)u:fo(x,y,z, ...),
(7), » t=t¢, Fi(Das Dyy .., DYu=fi(z, 5,5, ...),
''''' ’ """""'lll--..-.c------.-ut-tu’

» E=1tp1, Fn—1(Dazy Dy, .- DY) uA:fm—i(x9 Yo By ene)

Dans ce cas, il suffira d’intégrer I'équation (5), de maniére que

I'on ait
pour t—=2¢,, : F,(ai, Qiy.vny Dt)":fo(f’" Yy L)y
8) » t=t, Fi(ai,8i, .., D)e =/ (v, ...),

» t="{lp—ys Fm—t(di’ei’ "')Dl)‘):fm’—-l(p" Y, "')'

Ce probléme se résout encore trés simplement par le paragraphe IV,
Soient maintenant ‘

{9) 00(a, 8, .y 91(a, 8, 00l)y  vey Pl g, ...)
les valeurs de 0 tirées de I’équation

(10) F(e, 8,7, ...,0)=0,
on vérifiera l’équatiori

(11) ) F(ai,8i,...,D,)v=o0,
en posant

(12) 0= et @b Yo (@, v, ...) Ao @t P (@B G (v, 00 0),

et, en substituant cette valeur de ¢ dans la formule (4), puis adoptant
les notations du paragraphe 11, on trouvera, pour I'intégrale générale
de I’équation ' '

(13) . F-(Dx,])y,...,D,)uzo, ¢
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la formule '

(14) u= et @8 ) (2, o) e elPma(@B) (2,7, .00

Si I'on ajoute au second membre de cette derniére une valeur parti-
culiére de u propre i vérifier I'équation (1), telle que-

. Sl yy s, 00
(19) “=N(% 8,70

on trouvera, pour l'intégrale générale de I'équation (1),

U= etRl®b) (2, yy o) e

et P (%,65012) o) LT Bl
“+e h me—i(w!.)’ )+ F(e,€,9,...,0)

(16)

La valeur correspondante de ¢ serait

‘ p = el (@8 (v, )

: . . o Yy vy b)
| et oy, )+

(17)

le dernier terme représentant 'intégrale

. _I_ ® ° e(l— )i f(P"V'--'yT)
(18) znf_mf_f e e T

Cela posé, il est facile de voir que les équations (7) donneront '

Jol@,y,2,.0)
— BB Fy [0t 8, oy 00 (@ 8, ov )] W (25 Yy o) e
—+ €loPn—s(%65--) FO[OC, 6’ DR q.’m—l(“y 6’ v )] ‘-Pm—l("l" Vs oo 9
Fo(o46, ..., 0) ) |
T R80T )
(19) fl(x,y) By ann) ' \
= eta®(% 8 By [0, 8, .0y 00(2, 6y a2y, o) 0 ns
+el‘?"“‘(a’6"")F1[a, 6, .00y q’m—l(a’ 6; .. )] '*l)m—l(x’y’ .

Fi(o,8,...,6) -
F(a, 8, ..., 0)) (B o t,),

.........................................................
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tandis que les équations (8) donneront

fo([J-., Yy .el)

= etoPo(@h,8i ) Fo[ati, B, .oy @o( 2ty 81y oo )] Qg (y ¥y o v) e
+ et Pm—i( @80 Fo Lo, 81y o vey @y (0tiy 81y o )] Pt (25 95 20 )

Fo(ei, 8i. ..., 0
F((Zi,si,-__.,e) f([“")v, ""tﬂ),

..............................................................

Les équations (19), dans lesquelles a, 6, ... représentent des carac-
. . o ’ .
téristiques, serviront, en vertu des principes établis dans le para-
graphe III, & déterminer les fonctions inconnues

Yol yy ooy W@ ys o)y coey Yma (@), .00).

Les équations (20), dans lesquelles o, 6, ey o Yy (0 excepté)
représentent de véritables quantités, serviront & déterminer, de la

méme maniere, les fonctions inconnues
Go(fty ¥y o)y Ga(ty ¥ o)y vy Yo (py ¥ onn)s

qui renfermeront, de plus, «, 6, v, .... Le calcul sera le méme dans
les deux cas, et 'on retrouvera les mémes résultats, soit que l'on
substitue les valeurs de $4(g, vy ..2), 4y (s vy oer), -.. dans les for-
mules (/4) et (17), soit que 'on substitue les valeurs de ¢, (=, y,...),
¢ (2z,y,...), ... dans la formule (16), pourvu toutefois que I'on se
borne aux valeurs particuliéres de {;(z,y,...), 4i(2 ¥, -00), ..o,
déduites par I'élimination des équations (19). ' '

Si, conformément aux conventions établies dans’le paragraphe IV,
on regarde la notation | ‘

Sz, v,5, ...,¢t)
F(0,, D, .., D)

(21)

comme expliquant 'intégrale de

(22) F(Dy, Dy ..., D)u=f(2,5,5 ...,¢),
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alors, en supposant

{ 1

(23) F( x Dy) th)

J— ‘A -+ I’\, -+

CaDe+ oDy kD L @ D U Dy A DY
O_Il aura

Sy, 5, .0 8) Sz, 9,504 t)
() F(Ds Dy, .. oD a4+ 6Dy, ..+ kD, + {
24 . . .
+A/ f(x,,)’,z,---,t) +

a'Dp+0'Dy+. ..+ kD41

Cette derniére formule raméne I'intégration de 'équation (22) &
celles des équations de la forme

(23) (aDp4+bDy—+...4+-kD;+ Du=f(z,¥,5,..., ).

Supposons, par excmple, que F(«, 6) soit une fonction homogéne
de « et 6 du degré m, en sorte qu’on ait

R o o
F(a, 8)=86mF <g) I> :A.me'”(g — 00> <é‘ - 91> o <g - em—t>

=A, (a—06,8)a—6,8)...(x—0,,_,8),

on trouvera, en posant F<g, 1> = <-g>,

1 I I I I

F(a,8) — 006, a—0,6 " T @ (Opy) &= 008’

et, par suite, 'intégrale de I’équation

(26) F(Dz, Dy)u=f(2,)
Serd
w— L2
() F(D,,D,)
L Sy 1 Sy 1 f(my)

=@ (0, De—0oD, T ¥ (G;) Do—0,D, (0, Do— O, Dy

En général, si F(a,6,7, ..., 0) se décompose en plusicurs facteurs
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du premier degré, ou de la forme

: ao+ b8 +cy +_...+)r-9‘+ IA
alors, en posant

0F(e,8,y,...,0
(28) . ()Zz ):qz(oc,é,y,‘ o 0),

on trouvera

1
F(,8,7,...,0) )
(29) - o o 1
- b8 +cy+.. . +hI+L . G+ 08+ ki
¢l — a 30y -',9

et, par suite, 'intégrale générale de I'équation

(30) F(Dx’D_};’Dz’--"Dt)u:f(x,.y,(:,--.-,t)

sera

Sz 7, 5,...,¢8)
F(Dg Dy, ..., b;)

(31) _ flz,y,5, .. t)

U=

(aDyp+ 6Dyt - kD, 1) cp[—— (gDy—i— j—lD,;l-...—f—‘ -§D,+ é)» b,,b.,..., D,J

et se trouvera ramenée & celle des équations de la forme

(aDe+6Dy~+...+ kD, {)

(32) b k .
b3 cp[— <5Dy+.. - ZD,+l>yI)y, ceey D,]u:f(x,y, coo )

On peut aussi, dans cette hypothése, présenter ’équation (30) sous
la forme '

Am(aDy+ 6Dy ..+ kD4 1) (&' Dyt 6Dyt .o k' Dy 1) o

. (33)
:f(x’.)’, o t),

et I’on en conclut

An(@ D4+ 0Dyt ..+ D+ V) (a"Dpt. .4 k"D, "M...u

A ST N
T aDg+bDy+.. .+

OFuvres, de C. — S. 1, t. 11, 29
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Par suite, si 'on fait

f(x,.')",z,...,t) — ¢
’

3/
(34) aD,+ 6D, 4. . .+ kD, 1

c’est-d-dire, si 'on intégre une équation aux différences partielles du
premier ordre, on n’aura plus qu’a résoudre I'équation
(33)  An(@Dytere o KD )@ Dgt oo 4= k"D 1), u=p,

dont le second membre est censé connu, et qui se trouve réduite i
ordre m — 1. Or, on tirera de celle-ci, en posant '

[

(36) a' Dy -+ O’D,-+...+c’l),+¢’:“"’
la nouvelle équation
(37) An(@ Dy 0Dy KD+ 1) =,

qui est de l'ordre m — 2 seulement; etc., et, si tous les facteurs sont
du premier degré, comme on I'a supposé, on finira par intégrer com-
pléetement I'équation (33).
Si I’on supposait
(38) F(o,8,9,...)=9(, 8,9, ... ) x(a8 7, ...). . &y
on ferait dépendre I'intégration de 1’équation
(39) F(Dz Dy, Dy o N u=f(zy )05 .44),
de celle d’une suite d'équations de la forme

¢(Dzy Dy, D, o) v =f (2,7, 5 co)s
(4o) %(Dgy Dy, Dy .o )w =0,

..................................

Lorsque F(a, 6,7, ...) désigne, non plus une fonction entiére, mais
une fonction quelconque de «, 6, v, ..., on peut toujours satisfaire &' .
~ I'équation linéaire

(41) F(“;&'}')---)u:f(w)y,z""):
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en posant

’

'__f(x’.y’zﬁ "')

(42) u= F(a, 6,,y,...)' ‘

" Mais ce n’est la qu’une valeur‘particuliére ‘de u. Pour obtenir la
valeur générale de u, il faut ajouter, au second membre de I'équa-
tion (42), I'intégrale générale de

(43) A F(e, 8,7, ...)u=o,
Or, soit
(44) F(a,8,9,...) =o(, 8,7, ...)X‘(oz, By ¥s...),
_ et posons
. (43) (06 Y6,

- on aura, en vertu des principes établis & la fin du paragraphe III,
(46)  F(o,8,y,..0)u=0¢(a,8,7,...)0,

et, par suite, on satisfera & I'équation (43), non seulement en posant
‘u = o, mais encore en posant ¢ = o ou

(47) x(aty 8,7, ... ) u=o.

Ainsi, y (2, 6,7, ...) étant un facteur quelconque de F(, 6,7, ...),
la valeur la plus générale de u, qui vérificra la formule (47), vérifiera
aussi I’équation (43). Done, par suite, on pourra prendre pour u,
dans I'équation (43), la somme des intégrales générales qu’on déduit
de I'équation (47), en substituant successivement &y («, 6,7y, ...) tous
les facteurs possibles de F(«, €, v, ...).

Si I’équation :

(48) - F(e,8,9,...,8)=0,
étant résolue par rapport a 6, donne les valeurs

. (49) 90:(700(0[’ 8 oiu)s 91=<P1(°‘, g, e ) veey 9,,,_1':: Qm—q( 0ty 8, ,,,), '
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on vérifiera I'équation (43) en prenant pour u la somme des intégrales

générales des équations

[6—o, (2,8, ...)]Ju=0o,
{6~ (28,9, ...)0]u=0,

(50)
.................. Cee ey
[9-—%.—1(0!, 6, YO --)]u:O,
ou-
du o
E—‘Po (7,9’7’ )ua
(5[) ...................... ’
du

5= Om—1(2 8y y, ...) 1.

Or, sil’on pose
u—-et %(“76’7:‘“)'4}0(&‘, Yy ),

on aura évidemment

du
T = @02ty 6,95 - - et @b by (2, 5, .. ) = 04(a, 6, ... ) u.
Donc, la premiére des équations (51) sera vérifiée. En raisonnant
de méme pour les suivantes, puis, réunissant les diverses valeurs de «,

on retrouvera .
(32) u=e'%®br) Yy (2, Yoo+ elQ‘,,._,(“,ﬁ,...) et (2, )« 2)s

c’est-a-dire la formule (14). Du reste, il-parait difticile de démontrer
en toute rigucur que la valeur de #, donnée par I'équation (52), est
Iintégrale générale de la formule (43). ‘

Revenons maintenant aux équations (19), et faisons, pour abréger,

Fy(«.8,...,0
fo(x,)’,zy ce)— Fo((ot, 6,—_;%‘/.(“:"}/’ 3y . --’to):fo(m9y,5, i)

(83) F,(2,86, ...

) 0 '
f1($,y, Ty )_ mf(xsyiz, . ~-)t1):f1(x,y, 3, -‘*)’

puis, écrivons simplement ¢,, ¢,, ..., au lieu de ¢,(a,6,...),
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¢ (o, 6,...), ...; les équations (r9) deviendront

[ et Fo(a,6, ..., 00) bo(z, ¥, .00) oert €lePms Fo(et, 8, vees Omey) Um—1 (25 V5 «0l) = [o(2, ¥, o0)s
(54) eh Fi(a,8, 0y 00) Uo (2, ¥y ood) F oot €8P Fi (0, 8, vney Prney) Ut (2 ¥s +00) = [1(25, Y5 o00)s

Pour obtenir les valeurs générales de
“PO(Z‘,:)”"')) ‘Pi(xh}”"‘)’. ""1 ‘Pm—‘-.l‘(‘z‘,y:"J?

propres & vérifier ces derniéres, il suffit de calculer leurs valeurs parti-
culiéres, en opérant comme si, dans les équations (54), toutes les
lettres représentaient des quantités véritables, puis de joindre & ces
valeurs particulitres les valeurs générales propres i résoudre les
équations

e P Fo(o, 6, ..y 95) Yo(2, 95 02 0) o ehPum Fo(a,8, ..t @) Yy (2, yy .. .) =0,
(55) el’%Fl(ar 8’ ey %)%(x,.}’, . ~)"|" --+et‘<?'"" Fi(“’ 6' ' "(Pm—l) ‘Pm—i(x,)’, . -):O)

..............................................................................

Si 'on élimine- entre ces derniéres ¢,, Js, ..., ¥, On obtiendra
une nouvelle équation de la forme ‘

(56) w(a, 6,7, .. ) b(2, 9,5 ...)=0.

w(% 6,7y, ...) désignant le dénominateur commun des valeurs parti-
culieres de $o(@,y,5,...), $(@, 5, 00,)s voey Y (@ Y5554 00)s
déduites par I'élimination des équations (54). Cela posé, on cher-
chera la valeur générale de {,(2,y, s, ...), propre & résoudre I’équa-
tion (56), a I'aide de la méthode indiguéc pour la solution de I'équa-
tion (43), puis on la combinera avec des valeurs de ¢,(@.y, 5, -..),
Yo, 7,5, .00), oony Ui (2,y, 3, .. ), déduites des équations

. m(d,e,}’,---)% (2,935 .0.) =0,
(57) e e ,

* w(“’gr}”"-)thn—i(x).y’z,---):Q’

de maniére que les équations (53) soient toujours satisfaites. On
‘pourrait aussi substituer chaque valeur de $,(«,y,3,...) dans les
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équations (55) pour en déduire les valeurs correspondantes de

N @ PR NEUN €25 7NN IR (.'23,‘.)/, cer)s

Exemple I. — Résoudre I'équation

. 0*u 0tu *u
(58) Wﬁf(mA—n)t—)x—(%_i_mna?’_o’
de maniére que l'on ait pour ¢ = ¢,

u=fo(x),
pour ¢ =12,
w=f(z).
Solution. — L’équation (58) se réduit a
(59) [0*4 (m 4+ n)abd+~ mna*]u=o.

Or, de la formule

G2+ (m+ n)ad +~ mna*=o,
ou

(0+ma)(§+ na)=o,
on tire les valeurs suivantes de 9

f=—ma, =—na.
Donc, par suite,

(60) W= et Yy () + €1 Yy (@),

En outre, les conditions prescrites donneront

e~ mat, q/o(‘z') - g el Lh(w) :fo,(‘r)’

e~mot, 4)0(‘1:) -+ e—"‘wl ‘-P] (x) :fi(x),

(61)

et ’on en conclura

B (@) Yo(@) = e=r%h fy(@) — =% fy(z),

6
o) w(2) Py (@) = % fy(2) — e~ fy (@),

o(a) étant déterminé par la formule

T(63) w(a) = emmtoeat,— gmnatg=maty — g—(nigtmtJa[ g={m—n)t—fo)% — 1]
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Par suite, en posant 7 | '
(64) - (m—n)(4—t) =k,
on trouvera |

(e/ccx_ I) %(x) — e(mzo-i-k)ocfo(x) -+ emtlafl(x)’

(6)
| (k% —1) § (2) = elmierh% £, (2) + " fo(

Ccla‘posé, les valeurs particulié'res de ¢, (x), ,(z) seront

(ml+/)af (x)_'_emlo(f (.27‘)

. q)"('z)_ . ek g
(66) elnt+ie f(x)—i—e””‘f(x)
Yy (2) = ) pr— ?

et 'on devra joindre, & ces valeurs partlcuheles, les valeurs générales
de 4J (z,y), ¥, (x,y) tirées des équations

(67) e~y () + e "y (x) =0,
7 e=mat () + e=not ), (z) = o.
Or, ces derniéres donnent
w(a) Yo(x) =0,
ou
(e*—1)y(z) =0,
ou, ce qui revient au méme,
(68) . Ay (z)=o,

Az étant égal a £. Donc '

(69) \Po(x)Z@(coszzx,sin#)-

De plus, on tirera de la premiére des équations (67)
4‘1(3’") = eln=mi Po(z) = LIJO[T +(n —m)].

Si, pour plus de simplicité, on écrit

x -+ mto>
b

(70) ' o \Po(w):q’<
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. on trouvera

(71) ¢:(x)=¢<x—+kﬂ9>-
Lorsque
. d_u ) 0»:—-1u
(72) Ly ()6, te dem—t
doivent se réduire 3
(73) Jo(® )5 -+ 2D -fi(x’)” cee)s RERY Sn—a(2 Y5 -+ 2)s

pour Z = o, les équations (55) deviennent

Yo(@y ¥y )+ Wi(2 9, o) e+ Y (2, y, ) =0,
9o, 8, o) Yol s 7y )8, )W (&Y )
+ O (2, 6 o ) Ym—a (2, ) =0
[@o(ety By .o )P ol )y <o) + [@1(as & .. )1 (e, yy ) el
+ [Pm—i(x, &, ...)] Ym-1(2y yy ...} =0

S AT T R I I R N L LR BN A teee

(74)

-+ [CPm—i(“v 6» .. .)]m—i ‘-Pm—l(x’y) Lo)=o

Or, en éliminant Y, (2,7, ...), $a(@ ¥y o) cooy bnma (2,95 500)s
on tire des équations (74) :

(75) (@0— 00 (Po— 92).+ (90— Fmt) Yo (@75 .- -) = 01
Soient d’ailleurs
L (76) [T R UI WP TSTIN (- R AU NN
les valeurs de « déduites des équations

C?o(‘x’g"f"‘-)_ @‘(0(,6,‘/,,..):0,

(77) R AR ,"
\ (Po(“, g, Vs ')_(Pm—t(ay 8: Ys .- J=o,

on trouvera pour la valeur générale de (2, y,3,...) déduite de
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I'équation (75)
(78) qu(x,y, Ty ...) :e“Xo(ng,---) 30(y’ 3, __') -+ gx;(,(G,Y’ .) 31(‘}/’ S, .“) 4.

29s 8y, ... indiquant de nouvelles fonctions arbitraires. Des valeurs
correspondantes, mais particuliéres, de. ¢, (z,y, ...), Yo(2, ¥, -.0)s o
tirées des équations (74), seront .

_ (cPo"CPz)(ﬂoo‘—"Pa)---((Po—CP-n—1)
(91— P2)(O1— P3) .+ (O1—Ppy)

i - (Po— 91 )(P— 93). - -(Po— Pp—1) -

(.l)y,(x,_}",z, )= (‘Pz'—ch)(‘Pz“‘<P3)---(‘Pz_CPm—UqJO(x"y", -oh

.................................................................

(2,58, ...) = $o(Zy ¥y 55 0-2)s

))

- P (CPO_cPl)((.Do_<P2)'~-(CP0_(Pm—1)
q)m_‘(x,y’ T ) - ((‘P/n-—i_ (Pl)(ﬂom—l_ <P2) . -(C?m—-l_' (P/n—l

)%(Jﬁ,y,z, N

et la valeur correspondante de « donnée par la formule (52) deviendra

) (o= 99)(96—03). - (Po— Pm—1) ]
8 = | etPo— . . . 7R Ly Vs Sy ni)e
(80) [e (CPL'—?z)(%—%);~'(<P1_“<Pm—1)e ¥o(23 )
Si, dans cetie dernitre, on substitue a la place de (=, y, 5,...)
un terme de la forme )
: exXo(“:ﬁ’---)Bo(y, Sy oo ')y

x=7,(6,v,...) étant 'une des racines des équations (77), on
obtiendra un résultat nul. Donc la valeur de u, donnée par la for-
mule (80), se réduira tout entiére a zéro. |

Si, au licu des valeurs particuliéres de g, (, 3, ...), Yo (2, ¥, oo )y ooy
on voulait employer leurs valeurs générales, il faudrait ajouter a la
valeur de u, donnée par I'équation (80), celle qu'on obtiendrait en

posant dans I’équation (52)
c’est-a-dire en posant

Uu—_ e‘%(“ﬁ:%---) q}l(.ﬂ, ‘}/, - .) +-. 0= et q’m—:(“:ax‘Y’"') l,,/”l_‘(.z', y, Sy e -),
puis déterminant

bilz,y,5,...)y ..., '.]J,n_l(x,y,z, vl )y
OFRuvresde C. — S. I, t. 11, ) 3o

V]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



234 MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL.
a l'aide des équatiohs
| q;l(x,y.,:.,...)+...—+—'.[4,,,_,(x,y,z,...):o,
(81)
[91(, 8, .. )] 2 (2, y, 5, .. 0) +. o [?,,i_i(a,‘é, c ) e (2 s ) =

On'se trouvera ainsi ramené au cas ol I'équation linéaire en u serait
de Pordre m — 1 relativement i ¢, et de la forme

(82) (60— ) (0 —0y)...(0— @y )ue=o.

Par conséquent, une scule valeur de u sera propre i vérifier U'équa-

tion
(83) (6—<PO)(0_(?1)"'(0—(9111—1)“:0,
de maniére que L
. du (}”"‘u
Uy at’ e Jem—1

se réduisent & des fonctions données de @, y, 5, ..., pour £ =o, si
une seule valeur de u est propre a vérifier I'équation (82), avec la con-

dition que
. Jdu om—1y

u, _o—t-, Y —W

se réduisent 4 des fonctions données, ou bien a des valeurs nulles
pour = o. En continuant de Ja méme maniére, on prouvera qu’une
seule valeur de u peut vérifier U'intégrale (83) avec les conditions
prescrites, si une seule valeur de u peut vérifier une équation de la
forme

(84) (80— 9)u=o,
de maniére & s’évanouir pour ¢ = o. Or, on aura, dans ce cas,
(85) u:eup,,(a,é,y,...)%(x,y, Sy i)y

et 'équation de condition donnera

I

Yo (X5 5 5y o v 0)
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et, par suite,
(86) u=o.
Telle est la seule valeur de u, propre a vérifier I'équation (85) avec
la condition requise. Par conséquent, une seule valeur de u vérifiera
I’équation (83) avec les conditions prescrites. Donc, par suite, une

seule valeur de u pourra vérifier 'équation (41), supposée de 'ordre m
par rapport & £, de maniére que

du Jgn—ty -

u — evey  —
’ ot =1t

se réduisent a des fonctions données
fo(x,}" Ty . -‘)’ fl("”,_}/’ 3y . --): LS fr —1(1',_}’,5’ . -)7
pour ¢ = o. Donc.I'équation (4), aprés que I'on aura déterminé ¢ de
maniére a remplir les conditions prescrites, sera l'intégrale générale
de la formule (1).
Exemple II. — Intégrer I'équation

0%z ,0%5
(87) o T E =0

relative au mouvement d’une corde tendue, de maniére que I'on ait,

pour ¢ = o, _
(88) o e z=f(x)
Jt - *
Solution. — On trouvera
ar et
s=e" Yo(z) +e ™Y (x), -

‘ ¢0($)+&P.(¢) =f(x),

%‘-}’0(‘”)'—’%4/1(-”)20, ‘

bo(2) = (@) = L f(a).

4@)um#}ﬂm+fﬁéﬂ@=ip@+%yw@—%ﬂ.

2
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Nota. — La solution précédente suppose la fonction f(x) connue
au premicr instant pour toutes les valeurs de .

Concevons maintenant que les conditions (88) doivent étre remplies
seulement entre les limites @ =0, x =a, ct que de plus z dotve
s’évanouir aux deux limites, quel que soit z; on aura

5 — emlx ‘*Po(t) - g—mlx Uy (8),
o =, (¢) + i (£),
o — enla L!Jo(t) . g—mba 4’|(t),
(emﬁa_ e—mea) q/(\(t) —o. . . .

On satisfait a la derniére équation, en posant
mba—=nri,

n étant un entier quelconque. Done, par suite, on aura

nimi —ntTi
\Po(t)———s<coe’"“ -+cye M )Z—%(‘),

ntl —nt i
% 7= (em()x__ e—m(}x)S<coe ma ¢ g ma >

n{t+mrini nit—moriymi —n{t+mrimi —n{l—mriwi '
— co\e ma —e ma —c\e ma —_—e ma J;

et, pour ¢ = o,

nrfnl ~nrmi

£ oS [ )

ds |, . . g op ,
Pour que —- s’évanouisse alors quel que soit «, il faudra que I'on

ait ¢, == ¢,. Done, par suite,

enTii —nTiti nitai —n7ri
o SR, (e F)]
\ nmt\ . nmax
:S[Acos( T >sm( TrT)],
ma \ a \

A étant égal a 4ei.

(g0)

I ne reste plus qu’a déterminer les coefficients A, de maniére que
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'on ait, pour ¢ = o, 5 = f(x), c’est-a-dire’

a AR

® . NTX o TX . 2TX
(91)  f(=z)= S (A S”l—a—> =A,+ A 51'n7 +A,sin 2T
. . 0
pour toutes les valeurs de  comprises entre ¢ = o et ¢ = a.

Exemple III. — Intégrer I'équation

2w 0*u  Qu

(92) . Z)T?u—*+dyi+ﬁzo’.

de maniére que I'on ait, pour z =4,

<

~

(.

l

=o,

<
L3}

pour z = o,
: Ju 0%u

o -0
. . o 03 J¢3 4
pour z =oetz=o,

du
u=o et -d—‘t-—f(x,}’)-

Solution. — On trouvera, en mettant @, y, s en évidence, °

(93) “:e:i‘/mkpo(xs.}’)“‘e—zi‘/mq”l(x’y)f
(94) 0= \/az_‘_ 6z[emm Yol y) — e—hivar v ‘«lh(x,)’)].
Soient "
(45) e’”‘/mqjo(x,y)—f—e—’“‘/mn{q(x,y):wo(x;J’),
9o , . . . .
ehivas+6 ¢0(x, .7’) - e—-hi\/az—g-z-’ 4,1 (.21',}’) =, (a:, y);
I'équation (g4 ) deviendra -

(96) . Vi 8w, (2, 7) =0,
et I'on aura

Yy (@, y) = e=WVe B [ g (2, y) + w1 (2, 7)),

'¢1(x‘;y): eMVers [ (2, y) — w1 (2, )]
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Or, on tire de 'équation (g6), x®~+ 6° étant égal au produit
(0 —6i) (o + éi), :
(2, y) = €88, (¥) + e 8% 8, (y) =8, (¥ + i) + 8, (y — z1).

Cela posé, la valeur de u deviendra

. u— (e(h—z)ix/a’+6’_|_ e—-(h~:.)iVl°"+6’) @, (2, ¥)
(97) prvw
— (eth=aiVoB o= h=aWo8) [y, (y +- i) + 8, (y — #1)],

et la seconde condition donnera
d? wo(x,y)
d?

7 Z . e [ A28 d*sy\ _
—i \/0(2—-}— 82 g(ehi\/ag+o‘-‘+ e—-hiVo:*+o’>(80_|_ ?1) __<e/uV<xi+6ﬂ,_ e~hn/a2+6’) <.ﬁ -+ W —

iyl 82 g (ehiVored _ o-niVan®) 5 (2, y) - (ehiVoril 4 e-hia8)

Si I'on fait, pour abréger, ¢, = o, 8, = o, et de plus

. _ d
'/a'!+6-:)" ;ZZ:O’ wo(x)y):v’

\/ z ehivar+6i__ g--hivai+6s
iyVor4 62 — — 2
ehi\/oﬂ+6*+ e—/li\/d’+6“ B

I'équation (98) deviendra
(99) [0?‘(01’)“-4— e—h)\i) 4 g)\ i(eh)\i_ e—"hi Y]e =0,
et 'on en tirera, en mettant ¢ en évidence,

) p=ebtiy (z,y)+e My (z,y),
(100) w= (=2 e=(h=Di[ebily (2, ) + e—uti g (2, ¥)]-

Par suite, la derniére condition donnera

("Nt e=) [y (@, ¥) ++ %1 (%5 ¥)] = 0

(ro1) . .
pi(eha e~y (2, y) — xa (2, y)] = f(2,¥)-
Or, on vérifie les équations (101) en prenant

f(-Tv,)‘) )

1Y) ==nlm ) = o o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



 MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 239
Alors I'équation (100) deviendra '

(e(ll—z))\i_|_ e~ (h—2)Mi)(gwti e—pei)
3 ( ahN — i —f(2,7)-
2[_L1(e WAy o= 1)

(102) u—

Telle est effectivement la valeur de u, trouvée dans la théorie des

t

ondes.

§ VI. — Sur la détermination des fonctions arbitraires que comportent
des intégrales générales des eéquations lindaires aux différences par-*

tielles et a coefficients constants.

Conservons les notations du paragraphe précédent; soit
(1y F(oc,8,y,...;9)¢¢:ka,y,z,...,t)'
une équation linéaire donnée, de 1'ordre m paf vrapport azt, et dési-
gnons par
(2) 9oty 8,7, . ov)y 'cpt(oe,S,y,...), cey Pm-1(a, 8,7, ...)
les m valeurs de 8, déduites de la formule
(3) F(e,6,7,...,0)=0,
I'intégrale générale de I’équation (1) sera

u=e®@8) Y (2,5, ...)+...

Sz, y,5 ...,1),

(4)
OB i (2, )+ TR 7o)

Yo(@2 7,5, 0)s oovs Yt (@, 5, ..) désignant les fonctions arbi-

traires.
Supposons maintenant que I’on doive avoir

Pour -t=¢,, Fo(ot, 6,9, ..., ) u=fo(z, 7,5, ...),
(5) » t=1{y, Fy(e, 8, y, ...,e)u:f,(x,y,z,‘...),
3
» i .. L P R T I T ST I S, Ceay
» t:’lm_“ Fm—t(“, 6, Ysoers e)u: /n——l('xy,}'; Sy e -)’
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les fonctions arbitraires se trouveront alors déterminées par les équa-
tions (19) du paragraphe précédent et ne pourront I'étre que d’une
seule maniére, si les conditions (5) cxigent seulement que l'on ait,
pour ¢ = ¢,, '

du ’ d/n—i u

(6) u=fo(1’,.7,~~-), '(Tt':fl(x,ys ~")9 eety W:fm—l('z,.yy-")'l

Toutefois, cette derniére conclusion suppose que
(7) N fo(x’.y7-")3 fi(x’_y!"')" M | flll—l(x,y,"')

sont connues pour toutes les valeurs possibles de , y, .... Or, il peut
arriver, comme dans le probléme des cordes vibrantes, que les fonc-
tions (6) soient données a priori sculement pour certaines valeurs
de 2, y, 5, ... comprises entre certaines limites, et doivent étre pro-
longées hors de ces limites, & I'aide de nouvelles conditions. Par
exemple, dans le cas ou @, y, 5, ... représentent des coordonnées, il
peut arriver que des fonctions de la forme

Jo(x)y Sfolz¥)s Solz ¥y 3)

soient connues pour tous les points compris dans une longueur, dans
une surface, ou dans un volume donné. Alors on pourra représenter la
variable principale par des sommes d’exponentielles, respectivement
multipliées par des constantes arbitraires, et il ne restera plus qu’a
déterminer ces constantes de maniére qu’entre les limites données les
fonctions (G) prennent les valeurs qu’elles doivent avoir. C’est ce qui
arrivera, par exemple, dans le probléme des cordes vibrantes, si I'on
fixe la valeur de = par le moyen de I'équation (go) du paragraphe V.
Mais on pourrait aussi résoudre les questions proposées en exprimant
la variable principale 4 Paide des fonctions initiales, sauf & prolonger
ensuite ces fonctions hors des limites primitives, en recourant, poury
parvenir, aux conditions supplémentaires. Ainsi, par exemple, si,
dans le probléme des cordes vibrantes, on représente par

3= fo(x)
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la valeur initiale de =, on trouvera, pour I'intégrale de-

0z -, 0%
@) PrRr T

=0,

déterminée de maniére que ’on ait & la fois

i 0z
(9), t=o, s=fla), =0

on trouvera, dis-je,

@ =l R eaf )

Or, la fonction f,(«), qui détermine la forme initiale de la corde,

est censée connue sculement entre les limites
(11) . Z = o, x=a;

mais, pour la prolonger hors de ces limites, il suffit d’admettre que
les valeurs de s corrcspondant aux valeurs précédentes de @ sont
toujours nulles, ¢’est-a-dire que I'on a, quel que soit ¢,

Mz al(-h) =
fo(a-i— m) +f0(a—-—>:o,‘

et, par conséquent, quel que soit «,
(r2) So(x) + fo(—zx) =0, Sola+2) + fola —x)=0o.

Si, dans la seconde des équations (12), on remplace « par z + a,
on cn tirera ' '

folz+2a)=— fi(—x)=fo(z). -
Donc, par suite,

So(z) =fo(x +2a) =fo(z+ha)=...
=folx—2a) =fy(x—ha)=...,

et de plus
Solz+a)=/[i(z+3a)=[fi(z+5a)=.,
._fo (x—a)=Ff(x—3a)=Ffolx—5a)=,,
OEuvres de C. — S I, t. 1L Co 31
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Cela posé, soit () lavaleur donnée de f, () entre les limites z = o,
2 == a. On aura, en vertu des équations qui précédent,

\

fo(x):' [(z) entre les limites .';xzo ,
. l x=a
‘ ' . ‘ r=a
Jo(z) =—[(2a—2x) » ? )
r==2a
o, §'x:2a
(13) Silz)= [(x—2a) » | e —3a ’
=3a |
fo(@)=—[(ha—a) ) 3“’ “
{ z=1fa )
( x=la
SHlz)= [(z—4a) » | .
[ x=35a
On trouvera, au contraire
. ' X =0
Solz)=—((—=) entre les limites ; ,
rT—=——a
rT=—a
Jolz)= f(@+24a) » ; ,
\ xXrT =20
Fi(@)=— : §x:—2a
gy (PO | o=—3a |
r=—3a E
fl@)= f(@+ha) ) 3 ,
. x=—fha
. — 7
Solgy=—((—ha—x) » v= .jaz’
. X = —9a \

.........

Par conséquent, la valeur générale de f,(z) sera donnée par I'équa-
tion

Sox)= Ajf(z) —Af(2a—z)+ A f(x—2a) —...

(15) .
—Byf(—2)+B,f(z +2a) =By, [(—2a—x)+...,
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si 'on désigne par A, un coefficient qui se réduise & I'unité entre les
limites @ =ra, x = (n + 1)a, et soit toujours nul hors de ces limites;
et par B, un coefficient qui se réduise a I'unité, entre les limites

& = na, *x=— (n+1)a, en restant toujours nul hors de ces
limites. Or, on satisfera aux conditions requises, si I'on prend

x—na (n+1na—=z

6 =1
WO AE = Vimrne—aT.
et )
) ___r_‘ x —+ na (n+1)a+x.'.
(17) B/z—- 2 i '_—_—-(x—rna)*_’— '———‘[(nﬂ_])a_ay]?_

On peut encore supposer

om
(18) na .
B,— L i f ex(=—wi dy do, .

—(n+1)a¥ —»

I (n+1)a ,»
An = / ea(x_p')l t'l[J. da!
0

ou, ce qui revient au méme, ,

a’ ) 00
Av=— f et na—bll dp. da,
27 w

. B,L:-L'/ﬂfwea(x_,_m.a—-p)i d"J.dO(-v
. 2T 0 w

Si I'on a égard a ces derniéres formules, Péquation (15) donnera

(19)

Solz)= Q_'Efnfwea(x—%k)i[l‘(x);e—““if(za-—x)+e—““i[’(x—-za)—...]dp.da

-

_—I—fﬂfwe°=<x_—u>i[eaai|’(~x)——e”“il’(x+2a)+33““il’(—2a.—x)—---]dﬂd
TJ, J_w ‘ ' ‘

Si I'on suppose, par exemple,

Tr Tx,

. [Tmx et —e a
p — _— = ——
[(a:)__sAm o 21 )
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on trouvera, comme on devait s’y attendre, -
. X
v So(x)=sin %-

Au lieu d’employer la formule (15), on pourrait recourir aux consi-
dérations suivantes : '
En vertu du théoréme de M. Fourier, les intégrales

a pw 2 e ) "
1 . . .
) o j)' /—iwea(x—u)l (() dpdee, — -2% [, /:weu(x—p)x f(2a —p)duda, ..

sont respectivement égales aux fonctions
f(z)y —f(2a—x), ...,

entre les valeurs de  qui correspondent aux limites de la variable p,
et toujours nulles hors de ces limites. Par suite, la somme

(21) Ayflx) —Ajr(2a—a) + Ay f(z—2a) +...

est équivalente a

a P’ 2a @
(22) #[f f eXE—Wif(u) du do —f f @i p(aq — ) dp dot -!—...],
0 — a’' vV —w

ou, ce qui revient au méme, &
1 "' W . . .
— erE—)i(y e—daal du. da .
am) e ne s )
’ 1 a o
— _f f ea(.z'+p.)i(e—2aoti+ ne—baai_‘__ . ) r(”) dp- do
2T N
0 —_—
o «© P : . .
I /‘ /‘ ea(x—p.)‘x__ eu(x—?aﬂ.ﬁ.n ; s
— (1) dp da
27 J_ . 1—mne

a . ) .
1 ® g -t i gt L—atur
= E[ [w et . g—adi (&) dp da,

n désignant un nombre qui différe infiniment peu de l'unité. On
1 4

(23)

i

prouvera de méme que la somme

—Bof(— =)+ By [(z + 'Za)——Bgr(—-za—x):F_._
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est équivalente a

0 ®© .
— [f f X @ Wi p(— p) dp. dat
T o _w
._f f e @My +aa) dp do +. . ] ’
—2a¢ —w ;

ou, ce qui revient au méme, &

(24)

1 e .
—_— (XL (4 2qai 0
n/; j_we (1-+me + o) () dp o
L e a(x—p)i( gadi raoi :
“j; /__we (e metanip 1) f(p) dpp dax
ea,p,;__ e'zazn e—dp.l
f [ e T e ) duda
/‘f e(p.—a)otl__e(a wioi [-'( )d d
— a1 P‘ P‘ A
.’0 ao .nea
Par suite, la valeur générale de f,(x) deviendra
1P fela—masi  glp—a)ti glu—alai _ pla—piai
fo(-Z‘) :\—i— '2—1;/ [Q( ga%i__ qg—axi - e—ati _ o gaxi >f(l~’-)dP-dc

_1—n sin(pa) 4 sin(p—2a e
ff?Slno(J) I —ancosaan - [() dp da.

(26)

Or, 1 — v étant infiniment petit, le rapport

T—n
1--2mcos2ao +n?

n’aura de valeurs sensibles que pour des valeurs de a« équivalentes a
des multiples de la circonférence. On peut done, dans I'équation (26),
remplacer sin(u — 2a)a par sinpx, et réduire cette équation i

sinaz sin op
F—2mncos2aan + 1

\ So(z) = l

; (1) dp. dx

2 [T . 1—1
_7—’:/«3‘ '[l—wzsmoca:smocpt(l 11cos2aoc)2+(nsm9aa)2f(mdpda
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Observons maintenant que, si I'on désigne par ¢ un nombre trés
petit, on aura (n étant un nombre entier quelconque)

! n
— 4
-
1— . .
- - sinax sinay da
e (1—mcoszaa)l+ (nsinzax)?
“Ee
(25) ' L .
13
. nmx , nm I—N .
= sin 22% gjn 2TH . 5 da.
a a Jon (I—mn)+(2ax—2nm)

Si maintenant on fait ax = n=w + %(1 —1)6, le second membre de
I’équation (28) deviendra

2a¢g

+—
1 . nmx nnpf =48
— sin sin —& —
2a a a sqe 1+ 6°
-2
et se réduira, pourn =1, a
' . nw n
— sin sin 278,
24 a

Cela posé,il est aisé de voir qu’on tirera de la formule (27)
_2l. ome . mw coma (. amp, ‘
(29) fo(x)—a[sm = [ sin |(p.)dpu+sm-7-/; SIHTT(H)""P-‘F---:I-
On peut vérifier directement la formule (29). En effet, si I'on pose
(30) folz)=co+ ¢, sinlrc;—r—l— cgsin%'E 4. c,ﬁiu—? +...,
on en conclura, en multipliant les deux membres par

. nNmx
sin ———»
a.

.

puis intégrant entre les limites # = 0, * = q,

T a
. nmTX con 2
f fo(x)sm——dx:c,,f <sm\7”f dz
. 0 a . 0 a
a
. I i 2NTX a
=Cp ~— < COS dx = —c,.
e \2 2 a ) 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 247

Done ) .
c,,-_:%fo sinﬂiifo(x)dx:%‘/o‘ sinfl%r(y)dp

En général, lorsque 2 Taide des conditions prescrites on aura pro-
longé les fonctions initiales hors des limites entre lesquelles leurs
valeurs étaient connues, les valeurs des fonctions ainsi prolongées
se trouveront representbcs par des expressmm différentes, suivant
qu’elles correspondront a tels ou tels systémes de valeurs de z, y,
5, .... Si, pour fixer les idées, x, y, 5, désignent des coordonnées
rectangulaires, une fonction initiale de la forme f,(x) se trouvera
successivement représentée par des expressions diverses, suivant que
le point correspondant & I'abscisse  appartiendra  telle ou telle por-
tion de I'axe des «; une fonction initiale de la forme f, (@, ) se trou-

vera représentée par des expressions diverses, suivant que le point -

(@,y) se trouvera compris dans telle ou telle portion du plan des «, y;
enfin, une fonction initiale de la forme f,(, y, z) sera représentée par
des expressions diverses, selon que le point (@,y, z) appartiendra a
tel ou tel volume compris dans telle ou telle enveloppe extérieure. Cela
posé, pour obtenir les expressions générales de

Sol @)y Fol@y )y fol@yys8)y wuvy

correspondant a toutes les valeurs possibles de «, y, 5, ..., il suffira
évidemment de transformer chaque expression particuliére en une
autre, qui ait précisément la méme valeur dans les limites prescrites,
mais qui devienne constamment nulle, hors de ces limites; puis de
faire la somme de toutes les expressions nouvelles ainsi obtenues. Or,
la formule de M. Fourier et une formule semblable que j'ai donnée
dans le XIX® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique fournissent le
moyen de résoudre complétement les problémes de ce genre. Clest ce
que nous allons faire voir en peu de mots.

Propuime 1. — Trouver une fonction 9(x) qui soit constamment

égale a

' f(z)
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entre les limites x = a, © = b > a, et constamment nulle hors de ces
limites.

Solution. — 11 suffira de prendre

(31) @H——f[fxwwww

Si, dans cette formule, on pose

p=a-+(b—a)m,
elle donnera ' ‘

(32) ¢(x)= ff ex1z—a—(b— “"""f(a—i—b——am)(b——-a dmda. .

Ainsi Pintégrale rclatlve a @, qui était prise entre les lxmltes w=a,

uw=~>, se trouve remplacée par une autre intégrale prise cntre les
limites m = o, m = 1.

. Prosuing 1. — Trouver une fonction 9(x) qui soit constamment égale
a f(x) entre les limites determinées par les deux équations

f(z)=o, F(z)=o,

et constamment nulle hors de ces limites.

Solution. — 1l suffira de prendre

1 o . '
(3) . gle)=5= [ [ exmearsompien (M) V[FE) =T(@)F dm da,
0 —»

9

M étant une fonction de m, déterminée par l’éqﬁation
34 . : mF'(M)—i—(I-—m)f(M):o.
 Silon pose, dans I’équation (33),
(z)=2—a F(z)=x—0,

on retrouvera la formule (32). -
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Prosrine 11I. — Trouver une foncaon o( 2,Y) Clul soit constamment
égale a f(x,y) entre les limites .
‘_y: f(x) (x:.a)’

?'y:F(x) ’ Ex:b)
et constamment nulle hors de ces limiltes.

Solution. — 11 suftira de prendre

‘P(xy (271) ffffeoc(x p.)neéy i f (p,,v)d‘u.dvdado

g’.)_f({.l.), p=a, a=—wn, S=—o
ZVII‘(H.), p=>5, a=- o, 6—=+o0 |

Cette formule se démontre avec la méme facilité que celle de
M. Fourier dans le cas de plusicurs variables.

Prosuive IV. — Trouger une fonction 9(x,y ) qui soit constamment
égale & f(a,y) entre les limites déterminées par les équations

f(z,y)=o, z—=a ou fo(z)=o,

F(z,y)=0, a=0b ou .F(z)=o,
et constamment nulle hors de ces limites.

Solution. — 1l suffira de prendre

(36) '( ’%’f( >f/1[_wf:

l -
x BIRFE@Y)+(1=m)f(a,y )i grimEa(@)+(1=-m)fo@)i f(M, N)P dm dn do d8,

les valeurs de Met de N étant déterminées par les équations

nF(M,N)+ (1—nr){(M,N)=o,

3
(%7 m Fy(M) + nf,(M) = o,

et la valeur de P étant positive et donnée par la formule

(38)" P = [Fy(2) — (@) F(2,5) — (2, y)].
OFuvres de C. — S. 1, t. 11, . 32
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ProsLiMe V. — Trouver une fonction f.p(x, LD qut sout constam-
ment égale a f(x,y, s, .. .) entre les /zmz{es déterminées par les équations

(39) fo(w)‘:o, ) fl(x’y):‘oa f2(xay:5):03 evey
| Fy(2)=o0, Fx,y)=o0, Fo(z,y,5)=0, ..oy 3

el constamment nulle hors de ces limites.

Solution. — 1l suffira de prendre (n étant le nombre des variables o,

L2

cp(a:,y,.z,...):(%r)u/sdfoi...[:f_:...

¢ X (@)1= ) (X115 @BUVF 4 (2, ) +(1 =V (X, 3011 | . f(M, N,..)P df" dvdads. ..,

!
(40) 3
les valeurs de M, N, ... étant déterminées par les équations

S pFo (M) +(a—p)fi(M) =o,

(41) yF, (M, N) + (1 —v) fi(M,N) =o,

ot celle de P, qui est toujours censée positive, par la formule
(42) ~ P=x[F(&)—f()][Fi(z,y) =iz, 7)) ..

Nota. — Les formules (36) et (40) peuvent étre démontrées par la
méthode qui a servi a établir les formules ‘du méme genre que j'ai
données dans le XIX® Cahicr du Journal de I’ Ecole Polytechnique ().

Ajoutons que la formule (4o0) subsistera encore, si I'on remplace

fo(z), F,(z), fi(z,y), ..., fo(M),_
! par » ’

fo(2y ¥y 5y o00)y Folae,p, %, ..0), G(@y ¥ 5, e0a)s vony fo(M,N,,..),

Faisons voir maintenant comment, 3 'aide de certaines conditions
données, on peut prolonger une fonction hors des limites entre les-

quelles sa valeur était connue.

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. 1, p- 275 et suivantes.
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PropuiME 1. — Integrer I'équation

2 2.
W  SE-mSEi=

—_— 2 __ 2 J—
Tt JE =0 ou (a?— m20t)z=o,

de maniére que 'on ait, pour t = o,

0:;_,0
(’ﬂ‘—— ’
s = f(x).

Supposons, d’ailleurs, la fonction initiale f(x) connue seulement
entre les limites o, a. Mais ajoutons la condition que l'on ait, pour

x:oelpourx:a,
5==0,

quel que soit t.

Solution. — On trouvera

(44)

(2]

at at
— %(e_’; + e_7>f(.:v) =ednz g(t) +e=dmay (3),

De plus, les conditions prescrites donneront

9(¢) +x(t) =0,

(43)
dma Q,(t) &+ e—dma X(t) — 0.

Donc, par suite,

(46) 5= §<eﬁ+e"7)f<x> = (eIms — ") (2),
et
(47) | (ebme— e=bne) g (£) = o.

Faisons maintenant pour abréger
F(a) = e — ¢~ 9%= — F(— a).
On aura, en vertu de ’équation (47),

F(a)[(eM2 — e-bmay ()] ~
= [F(6m)ehnz—F(—6m)e-dm=] ¢ (¢) = (¥4 e~972) F(Om) ¢(1) = o,
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et, par suite, on tirera de la formule (46)
(48) . o= §<e“+efﬂ) F(a) f(2).

Cette derniére devant étre satisfaite, quel que soit ¢, on en conclura
(49) " F(a) f(2) =o,
ou

(e**—g=aa) f(z) = o,
ou encore .

(o) J(@+a)=f(z—a). -

Enfin, comme on tire de I'équation (46)

if & _at
;(e’”+e ’”>f(x):f(t,x)—f’(t,—x),

f(t, x) désignant la fonection b= @(t), on en conclura évidemment, en
posant ¢ = o,

f(#)={(o, z) — (0, — ),

et, par suite,
Gn , f@) =—f(=a)

Les équations (50) et (51) suffisent pour prolonﬂcr la fonction f()
au dela des limites = o, = q.

* Prosuiye II. — Intégrer I'équation

cdu ()a
C(52) 7)7—”2 m+rlt\o ou 6 —mrat+r=o,

de manicre que l’on ait, pour t = o,

u=f(x),

S(&) étant connue entre les limites x = a, x = b, et que I'on ait aussi,
pour x =a,

Jdu
5—+Au——0 ou (A+a)u=o,-
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pour x = b, |
- . du

-(’Tv-l,—Bu:o, ou (Byoa)yu=o,

quel que soit .-

Solution. — On trouvera, en posant 6 = \/i'*'_f,
m
(33) u=eme-nt f(z) = e"® ¢(¢) - e=20 5 (¢),

- et les conditions prescrites donneront

(54) (A+8)e"® (1) + (A —8)e=a0 y (¢) =,
e X .
N | (B-+0)e®g(¢)+ (B —0)e=t® y(4)=o,

On satisfait 4 la premiére des équations (54) en prenant

o(t)= (A—8)e2By(y),

55 .
(o ) X(t):—-—(A—@)e“® b(t);

“alors la seconde se réduit a

(56) | FO)$()=0,

la fonction F(«) étant détefminéc par I'équation

(57) Fa) = (B + a)(A—a)e=9%— (B — x)(A +a)ela0),

De plus, la valeur de u devient

[ = et f(2) = [(A ~ 0)elw=90 — (A 4 0)ee—10] 4 (1)

(58) = (A — o) [(ete-990 — ela-210) §(1)],

On satisfait & cette derniére formule en posant
‘ (e®-2)0 _ gla—x)0) () = elmr-r w(z),
(59) ;
Je)=(A—a)w(z).
Comme on a d’ailleurs -

F(a)[(e=20 — ela==)0) ¢ (¢)]
= [et==90 (8) — e(~='0 F (=~ 0)] § (¢) = (e*~9® 4 le=210 F(0) Y (1) = o,
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on tirera de la premiére des équations (55)
0= e(’”’;""")fF(oc) w ().
Cette dernitre sera satisfaite, quel que soit ¢, sil’on pose'
(60) | F(a)w(x)=o.
" De plus; on tirera de la premiére des équations (59)
elm®=nig(z)=f(t, z —a) — [(¢, a — ),

f(z,z — a) désignant la fonction e=-9® | (7); et, par suite, on trouvera,

en posant ¢ = o,

w(z)={((0,z —a)—f(o,a — x).
Donc
(61) w(x)=—w(2a—z).
Les équations
w(r)=—w(2a — z),
(62) F(a)w(x)=0o,

(@)= (A—a)v(z) = Aw(2)—w ()

suffiront pour prolonger la fonction /() au dela des limites entre
lesquelles sa valeur est connue.
Il est bon de remarquer que I'on tire des équations (62)

w(%+a)=—w(a—z),
et de plus

flze+a)y=Aw(z+a)—' (v +a)=(A—a)w(xz+ a),

fla—z)=Av(a—z)—v'(a—x)

=(A+a)o(a—2)=— (K + o) 5(z+a),
et, par suite,
(63) (A+a)f(z+a)+(A—a)fla—z)=o,
ou
(64) (A+a)em f(2) + (A — a) e f(— @) =o.
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On trouverait de méme

(63) (B +a)f(z+b) -+ (B —a)f(b—a)=o0,
ou ‘ ) .
(66) (B + a)e’® f(z) + (B — a)e=b% f(— z) =o.

Si on élimine f(— ) entre les équations (64) et (66) on en

tirera

[(A +a) (B — a)e@%— (A — a)(B + «)etb-2] f() =,
ou |
(67) | F(a) f(z)=o,

ce que 'on pouvait également conclure des deux derniéres des for-
mules (62). _ ) '
Les équations (64) et (66), dont I'une peut étre remplacée par la
formule (67), suffisent pour prolonger la fonction f(x)
Afin de montrer comment on peut y parvenir, faisons pour abréger
a=o, et remplagons en méme temps b par a; les équations (64)
et (67) donneront ‘

(A+a) f(z) +(A—a)f(—2)=o,

(68)
[(A—oz)(B.—\—oc)e“——(A+ ) (B —a)e—2*] f(xr)=o.

On en tirera

(69) L S == ),
ct '
o (A+a)(B—a)
RAS ety we s e VAC
ou
- _(A+a)(B—a)
(70) . _f(w+2a)—(A_a)(B+a)f(x),

et, par suite,

(71) fra—a)=—2EE flg 2y =—PE

Sf(@).
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On aura done

B—oa
f@)=— g fl2a—2),
(72) AdaB—o
Slz)= e B—_:Ef(x—ﬂl)-

Par conséquent, si I'on nomme ((«) la valeur connue de « entre les

limites z'= o, = a, on trouvera

flz)=f(z) entre les limites g:zz g,
f(d‘);—E:Zl'(w—x) | | » ;::—:a E
pom Rzt . fe
s (T e I
for= (322 ge) e —da) o ;j;’:;’
== (3Eipss) Feaea—a o (IT0)
On aura, au contraire, en vertu de I’équation (69),
f(x)=—j:IZI’(—‘x) . entre lcs limites jii g,
e o
S = A5t ATA0 D o o) SR PO
re= [REgem]wers e JIIT 0
re== 555 (FFE 525 et SR
fom (4512 e S
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On aura donc généralement, n désignant un nombre entier quel-

conque,
A+ (B—a)]®,
)= [(A—a)(ls+a)] [(#—2na)
xr =2na
entre les limites 3 )
lz=(2n+1)a
_ B—a[(A+a)(B—a)]",
flz)=— B+c:[(A—oc)(B-+—<z)] [(2na +2¢ — z)
entre les limiles e=(an+)a l,
. z=(2n+2)a )
(73)
. (A—a)(B+oa)]”,, |
fle)= [——_—(A+a)(li—a)] [(z -+ 2na)
entre les limites z=—(2n—na ,
X =—2na
_ A—a[(A—a)(B4+a)]|*
f(x)_—-A—i—o:[(A—i-o:)(B—a)J [(— 2 —2ra)
XrT==—92na
entre les limites .
. z=-—(2n+1)a

On aura d’ailleurs, en vertu du théoréme de M. Fourier,

I
'.ZTl'k

k+a o
f eMz—p)i flp— kY dp dh

I

[ﬂ ) Mx—k—L)i r= A (
= — f eMEFETRR (Y dp dh = (2 — k) ‘( )’
0 — xr =

2T,

k "
r Nx—Ww)i pf Jo _
271-//{'_“/_‘”6 [( ) dp dh

! * - —k i >
:2_7\/0 L/:wel(x i) (1) de)u:[(k—:l‘)

Sx:/p—a

| z =k

b

pour toutes les valears de = comprises entre les limites indiquées,
tandis que les 'mémes intégrales doubles s’évanouiront hors de ces

OEuvres de C. — S. 1, t. 1. - 33
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limites. On trouvera en conséquence

flz)=

2T

B—«
B+a

o=t I

(73) <

A—«

[ (A +a)(B —a)

o= [ [ loeants:

b an (A+a)(B—a) _M)J]IA g p dud)
0 f_n[mﬁx)e Wi () dp

r=2na E
b

entre les limites j z=(an+1)a

\avmeENN T =) "a)\i] " eMax—2a+p)i |’(p.) dp. dh
(A—a)(B + a) :

z=(2n+1a

entre les limites ’

x:(zn-&—z)a

zan] " ha-wi () dpx dh

rx=—(2n—1)a
entre les limites - : ’
xr—=—2na

A+«

T

[(A — a)(B +a) ew]"emws ((p) dpe d)

A+a)(B—a)

x—=—2na
entre les limites

x:—__-(zn—i—l)a

Par suite, si I'on appelle 1 un nombre qui differe infiniment peu de
I'unité, on trouvera pour la valeur générale de f(x)

f(z)=

VA

//

L)’x wit
° dp. d\
A+a)(B—oc) MM‘(H) B
(A——oc (|i+a)
eMr—2a+p)i B —
dp. dh
A=), B s ()

(A—a)(li—i—oc)

67\(1 p+2a)i

(A-—a)(B—i—a)

Yt
(A—oc)(])-wx)em (A+a)(B— l(“ #

(\-i—oc)(li—oz)

eA(x‘+U.) i A

//

ou, ce qui revient au méme,

Flay=12

(77)

2T
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la valeur de §(«) étant donnée par I’équation

i
I

Fla)= : , _
(A—a)(B+ ax)ehi—n(A - a)(B— a)e—ah

: 1
-+ —
(A +a)(B—a)e®"— (A — a)(B + a)es

= 4(—n) (A4 a)(B—a)e=®hip (A —a)(B + a)esh
(1—n)[(A-+ a)B—a)e ot (A — a)(B 4 a)edi |t —

c’est-h-dire par I'équation

- (A—i—a)(“—a)e“““—i—(A_o()(B_I_M)ea)\i
8 t = —n .
(7 ) 5(Ot) 4(1 ) (l_-n)ﬂ[(A—i—oc)(B—o!)e_““+(A—a)(B—i—o:)e“)‘i]?
{ — (1 +7) (A +a)(B _““)e—“)'i——-(A—o:)(B+o:)e“7‘i]2 }

Si, dans I'équation (77), on fait passer le factcur A — « sous le
signe //, on pourra remplacer ensuite «, qui indique une différen-
tiation relative & &, par Ai. On trouvera de cette maniére

(50) Jf(‘”): 2(1‘”—71)”/0' /_‘-wAexzi (1) dpe ),

la valeur de A étant donnée par la formule

8 —(A—2) [B sin(a@— p)% -+ Acos( a—p)l][ (AB +22) cosad + (B — A)Asinad]
8o) A=(A- (1—=0)*[(AB + M) cosar +(B—A) sinahi]? ;
i + (14 1) [(AB +2*) sinah -— (B — A)A cosar]?
ou bien encore, & cause des limites A = — %0, A = =,
(81) f(x):%f fw(lcoslx—/\ sind &) L [(p) dp di,
0 —_—

-

la valeur de ¢ étant & trés peu pres

<— >[(AB+7\“)cosa7\—|—(B A)xsinald]
2) L=[Bsin(a—p)A+Arcos(a—p ))\]

1
2
. (I ) [(AB +2*)cosal + (B — A)A sinad]?
+ [(AB +2%) sina) — (B— A) X cosadr]®
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Or, il est clair que la valeur précédente de ¢, & cause du facteur in-
1—1
2

la valcur de A vérifiera la condition

finiment petit

» sera toujours sensiblement nulle, excepté quand
]

(83) (AB +2®)sinal— (B — A)rcosar =o.
On aura de plus

(84) u:e(""“’_")‘f(x)::%f

0

f e= (Nt} cosha — A sinha) £ () dpdA.

—_—%

Enfin, si I'on désigne par p unc des racines de 'équation (83), et
par ¢ un nombre infiniment petit, on aura évidemment '

{ p+¢€
L (Acoshz — Asindz) di
(85) pos
__m (peospz — Asinpz)[Bsin(a —p)p+peos(a—p)p]
T a D [(AB +p*)sinap — (B — A)pcosao]

Donc, si I'on fait pour abréger

(86) = '[BSin(a‘—IJ-)P+pCOS(a—p.)p]
al(B—A)psinap+ (AB+p?) cosap]+ 2p sinap — (B—A) cosap’

on trouvera
(87) : f(x):Zf(pcospx—Asinpx)Sbe(p)dp M,

(1) On a . .
. [ [(B — pi)eptt- a1 — (B = pi)epla—wi] f(p) dp *
f I f(p) dp = 21"
0

Dp[(AB + p?) sinap — (B —A)p cosap]
ou
a

) —if [(B — pi)ept—ai — (B -+ pi) epla-w1] f(u) ds
f M f(p) dp = — 0 :
0 [(A — pi)epti — (A + pi)e=pwi][(B — oi)ep—ai — (B —+ pi)epla—wi] dy

0

) ifoam'—pi)e%*—(Awi)e--wnmx)dp

f [(A—pi)epti— (A + pi)e—pii]e dp
A ,
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et

(88) u—_—f Ee—'n’P"-"‘(p cospr — A sinpz) M f(p) dp,
0

le signe » s’étendant & toutes les valeurs de p.
Si I'on transporte l'origine-des coordonnées au point qui a pour
. a . a . : .
abscisse — il faudra remplacer « par & + —- Si de plus on fait pour

abréger
p-=g+~'u f(%—}-z):f(:),

R— d[(B—A)pcosap — (AB +0*)sinap]
- ' do ’

[9005(5 — %)o— Bs'm(z _-“_2‘>p1
(go0) f(w):_‘/"iz x [PCOS(.Z‘ ;—%>P—Asin<x+ %)p_

(89)

on trouvera

R

ou, ce qui revient au méme,

: o P () H
f(2) >ﬂ cospx —|—R ) smpx,
(91) = Pcospxr + Qsinpa
u—e E m' ikl R e e—npt,

pourvu que I'on fasse

d :
P =—f [pcos(z —{)p —Bsin(s—{)p]lpcosip — A sinlp] f(z) ds,

2

(92) .

2 : .
[peos(z —l)p—Bsin(s —1)p][p sinlp + A cosip] f(3) ds,

a
2

Q

. a
la valeur de / étant —-
Sil'on observe d’ailleurs que p désigne une des racines de I’équation

(93) , (AB +p?)sin2/p — (B—A)pcos2ip—o,
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on reconnaitra immédiatement que les formules (g1) et (g2) coin-
cident avec celles que M. Poisson a données.

Les formules précédentes paraissent n’étre établies que par induc-
tion, attendu que, suivant la méthode de M. Brisson, I'on a plusieurs
fois considéré la lettre o comme indiquant une différentiation telative
a . Mais, pour rendre les calculs rigoilreux, il suffit de revenir aux
formuleés et aux notations du paragraphe H. En cffet, en employant
ces notations, ’on aura généralement

(94) o) f(z) = éf f o(ui) f(v)er==9ido du,
et, par suite, si 'on pose
(95) ' f(aé):g'—ﬁf f G’(M)e“x'*‘”F(p).dpdl,
0 —_—

on trouvera non seulecment
(96) sy=s5= [ [ o@i)ee-wiFu) dua,

. 0 —
et
(97) . 6)"'&_?(7\1): ;_Tr»fmfw‘P(ui)ev(l—u)ieuxi d‘,du’

mais encore, en vertu des formules (g6) et (97),
(98) a_)(ot)f(a:):'ﬁ\/o‘af_:cp()\i)moii)e7~‘“~”—l”iF(pL) dp.d).

Ainsi I'équation (g5) entraine I'équation (g8). Il est bon de re-
marquer en passant que la fonction f(z), déterminée par la for-
mule (95), s’évanouit hors des limites z = o, « =a,ct qu’il en est de
méme du second membre de la formule (98). Ajoutons que, des for-
mules (g5) et (98) réunies, 'on conclut immédiatement

cP(Oﬂ)fafmrv:r(li)‘e"“‘-*”‘F(pt)de
(99) ' ¢

=f fn ¢ (M) w(Ri)eM=—WIF () dp dh.
0 —

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



. - MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 263
On aura done ausst

Lot o(a] [ [ e B () dud
0 —»

= o (x) ’ °°t;s(?ﬁl)e"(“‘”—}*)iF(I.L)dp.a/)\
(100) ‘[01—:” '

:f qu(mm(xi)e‘w—mi,F(H)dydx
0 —»

=o(at)w(a) F(x) entre les limites a

\

=0

=a

Cela posé, on pourra immédiatement remplacer, dans les for-
mules (75) et, par suite, dans les formules (76), (77). ete., « par A,
et 'on obtiendra de cette maniére la formule (59). Réciproquement,
on pourra écrire partout dans la formule (77) o au lieu de Ai; et I'on

trouvera ainsi, au lieu de 'équation (77) ou (79), une équation de la
forme ‘

(ror)  f(#)=(A—a)o{a)[(B~+a)e*[(z)— (B —a)e**] [(— =),

pourvu que 'on fasse
{

I

SRR v e Py Y e

1
- (A+a)(B—a)e 3*— (A — a)(B + a)es*

02) ¢ = 4(1—m) (A+a)(B—a)e=®*+ (A — a) (B + a)es*

- 4 (T—n)[(A+a)B—a)e*® + (A —a)(B+ a)e®]
—(+n)[(A+a)(B—a)em2® — (A —a))B 4 a)er*]? \%
26 '
EZ—L(A-\—ot)(B—oc)e—‘”‘—(A—7.)(B+<z)e“°°]2’ oo

¢ étant un nombre infiniment petit, et que I'on désigne par

(103) ((x)= #cf f M- () dp dd

une fonction qui soit considérée comme toujours nulle, hors des

limites = o, # = a, ct toujours connue entre ces limites.
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En remettant pour ¢(«) sa valeur dans f(«), on trouvera

. _2g(A—a)[(B4+a)e® (&) — (B —a)e [ (—a)]
(rod) J(=)= sﬂ—[(A—i—oc)(B—oc)e‘”“—(A——oc)\li—i—oc)e”“]’

e désignant un nombre infiniment petit. Cette formule, jointe a la

suivante
(103)- $(a)f(zx)= 2—‘{;/ f (Ai) f(p) er==widp di,

dans laquelle §(«) désigne une fonction quelconque de «, suffit pour
déterminer complétement la valeur de f(z) et de {(a)f(x). On aura
par suite, en vertu de la formule (53),

o) wms 2EA =TI + @)et® (@) — (B — a) et (— )],
o e2— (A —a)(B+a)er*— (A +oa)(B—a)eee]?

On peut encore présenter I'équation (104 ) sous la forme
(107) flz)=(A—a)w(2),
la valeur de w(z) étant |

2e[(B + a)es¥ () — (B — a)emat [(— .0)]
e— (A —a)(B+a)e*— (A +—a)(B—a)eo* ]

(108) w(xr) =

“ Cette derniére valeur de w(x) vérifie deux équations semblables aux
formules (62), savoir

1

(100) B(2r) =—w(—a2),
10 .
. Y [(A—a)(B+a)e*—(A+a)(B—ea)e**]w(x) =0,

et, de plus, elle satisfait, pour toutes les valeurs de = comprises entre
les limites * = o, x = a, a la formule :

f(x)

(110) w(.z')—_—A_a-

Remarquons enfin que, si 'on pose comme ci-dessus

{ 1
S HOZ Ao Brae A+ B —aew

. . 1
TA T OB _a)eE—n(A —a)(B+ o)

(102.)

2¢
e—[(A—a)(B+a)er®*— (A +a)(B _a)e-—aa]a’
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la valeur de w(«) deviendra simplement
() w(@)=o(x)[(B+ a)es((2) — (B — a)e~=*[(— 2)]:

On pourrait, & 'aide des équations (109) et (110), déterminer direc-
tement la valeur de w(), ainsi qu'il suit :
~Soit d’abord

(112) w(z) =y (a)[(2) + $(a) f(—2).

Si, dans cette formule, on change « en — &, on devra changer aussi a

en — o, ct I'on trouvera, par suite,
(113) w(—r) =y (— &) (=) + $(—a)[(z).

Si I'on ajoute les équations (112) et (113), on trouvera, en avant
|] o

¢gard a la premicre des équations (109),
o =[y(d) +b(—a)] {(x) + [x(— &) +$(2)] f(—2).
On satisfait & cette derniére en posant

(a) =—x(—a).
Done - d :

(114) w(z) =y (@) f(«) = x(—a) [(—=2).
Observons, de plus, qu’on tirera de ]a seconde des équations (109)

_ A+ (B—a)

_(A—zx)(B—l—a)e
T (A—a)(B+«)

—2au
¢ w(x)_(A—}—a)(B—a)

(115)  w(r) M w(r),
et, par suite, v désignant un nombre trés peu différent de I'unité, et n
un nombre entier queleonque,
T (A=) (B—a)]® -
‘ IU(-Z')_ I:ﬂ(—‘mil ?D'(x—-iZIl(l),

(A—a)(B+a)

(116) .
w(2)= [” A+a)(B—a)

]’Lw(.x +2na).

Si, dans les formules précédentes, on remplace & par — «, on devra
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remplacer aussi a par — «. On trouvera donc

N 2)(B + a)
E)'(— .1‘) ot [ m] (—.9:— zna),

_[.A+a)(B—a)
v(—a)= [”(A—a><B+a>

(tig) .
' ] w(—x 4+ 2na),

et 'on aura, par suite, en vertu de la premiére des équations (109),

A—a)(1 n
B(x)=— [n EATZ;—E;%:Z;] ©w(—x —2na),

(A +a)(B—a)

(118)
w(x)=— [ m] ®(— x + 2na).

Les équations (116) et (118) pecuvent encore s’écrire comme il suit :
P

’

o(z) = [ (A +a)(B—a)

n x =0
(A= a)(la+a>‘3_”°‘] = () %

(119) o o=
B N L e |

T aTar=a Jo

A=) (B+2) ,,

L (A+a)(B—a) ] w(—2),

T (A +a)(B—a)
T A=) (B Fa)

w(x)=—
(120)

m(x) = —

e—’““] w(—x).

Si maintenant on ecrlt dans les scconds membres des équafions

précédentes

Ar(f)a au lieu de. = (x),
6t |

fj:—_‘_xa au lieu de w(—a),

elles auront respectivement lieu pour les valeurs de

z—a2ana, x-+2na, —x—2na, —x -+ 204,

comprises entre zéro ¢t a; d’olt il résulte qu’on devra y poser successi-

vement
r—2na—la, m+2na:ca, .

—_—r—2na—1a, — x4+ 2na —=1a,
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(122)
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v désignant in nombre inféricur i I'unité. On aura donc, par suite,

x=(2n+)a, —x=(2n—1)a,

—z=(2n~+1)a, x=(2n—1)a,

et 'on pourra, dans ces quatre équations, prendre pour limites infé-
ricures de n
n=—o, n—ri, n=o, n=r,
En réunissant toutes les valeurs particuliéres de w(x), on aura la

valeur generale, savoir :

_ [(z) [ (A+a)(B—a) ,.. (A—o)(B+oa) , .7
vle) = A—agzo[“"(,\—a)(ls+a)e 2 ] +3, [ A+ra)B=a)° ]}
(=) v[_ A=) B+a) ,, 1 ?”[ (A—!—oc) B—o) , q»
A+al A+o)B—a)’ D B+a)’ ] y

1

Ici on reconnait immédiatement que w(x) est de la forme exigée
par I'équation (114). Si, dans chacune des sommes prises depuis
n =1 jusqu’ad » =0, on supprime le premier des facteurs égaux a0,
et, si l'on pose, en outre, ‘

(&)= ¢—a% w[ (A+a‘)(n_a)e_m']n-
Pl = (A—oc)(B—l—oz)Ho "TA—=2)(B + )

A—a)(B+a) o, "
+(A+a —a)E [ (A+a)(l$—ae ]’
on trouvera

(123)  w(2)=o(a)[(B+ a)es®f(x) — (B — a)e=o* [(— )],

De plus, il est clair que la valeur de o(«) donnée par I'équation (122)

deviendra

L]

1
o(a) = (A—a)(B+a)er* — (A 4+ a)(B—oa)eus

i
T AT B—a)e P —n(A—a)(B+ a)e*

+

Les formules (123) et (124) coincident exactement avec Ies for-
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mules (ro2) et (r11). Pour achever la solution du probléme et
retrouver la formule (79), il suffira de recourir & I'équation

(103) - (@)= [ [ Qi) dpa,
2T 0 —
ct d’observer qu’on aura généralement

X(“)f(x)z;—nf / Y (M) eMe=wi p(u) dp di,
(125) ' -

x(—a)f(—w)=;';f fmx(—)\i)ex‘(”"'l’-)if’(p.)d,ud)\.

Revenons maintenant & I'équation des cordes vibrantes. On a, dans
ce cas, pour déterminer /{x), les deux équations

( (er—e=2%) f(x) =0,

(129 | (@) =— f(—2).

De plus, nous appellerons encore () une fonction qui sera égale a
la valeur connue de f(x) entre les limites « = o, = a, et qui de-
viendra constamment nulle hors de ces limites. Cela posé, on tirera

des équations (126)
S(z)=e f(z) = e f(),

et, par suite, en nommant t, v, deux nombres inférieurs & la limite 1,
mais dont le dernier 0 differe infiniment peu de 'unité,

flz)=mnre "% f(x) pour rz=(2n+t)a (nso),
fl@) =mnpetans f(z) » —z=(2n—va  (r31),
—f@)=f(—z)=mremsf—z)  » —z=(2n+da  (250),
—flz)=[f(—z)=mn"e"?1¢ f(—x) » r=(2n—1t)a (nfl).

En remplagant dans les scconds membres des équations précédentes
JS(z) par ¢(z), f(— &) par [(— x), puis réunissant toutes les valcurs
particuliéres de /() qui en résulteront, on obtiendra la valeur géné-
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rale de f(), savoir :
f(x) = E:’ﬂ"e‘?au“ [’(w) —Ernn e—tang r(_ '1;‘)
+E:°.nne2ana f(x) —E:nnezaua P(— ),

ou, ce qui revient au méme,

S(z)= (Z:n“e"’““—l—z:n"e”"“— 1>[f(x) — [(— )]
= ki (%) = H(—= )],

- [_n(62a1+ e—ma) —+ 72

ou & trés peu prés -

S(@) = i) [1(@) — [(— 2)].

(l27) .n(ezaoc+ e—ZaO()+n2

On a d’ailleurs
(128) fl2)—[(—z)= ﬁ/o‘ [”(gk<x--p>i_eer+u)i)r(p)dpdl;

puis, en désignant par p une racine de I'équation

(r29) “eNi_g-adi—o ou sinal=o,

on trouve
pxe (1 — 1) d

(130) o (1—n)dh '—f _—
N e 1—2ncos@al)+n’ ) . (1—ncos2al)*+(nsinaah)?®

P

Donc, par suite, on aura
— LN epami - eplar
For= 5z BT, [ (erteerim et (1) s

:;’ZZ;/; [COSP('”—“)—COSP(“"*'"H)]I’(,LL)dH

(131)
— Eiwf sinp sinpt f(p) dpr

a

=2 Z: sinpx/ sinpp: f() dis,

0

Q1

ce qui est exact.
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~ 1l est aisé de voir que les méthodes ci-dessus exposées sont appli-
cables a tous les problémes du méme genre.

§ VII. — Developpement des principes etablis dans le paragraphe
' - précédent. '

Adoptons les notations du paragraphe Il en sorte qu’on ait
(1) | ‘F(a)f(x):;‘Ef_:f_:ekw—mw(u)f(p)dpdx, '

quelles que soient les fonctions F(«) et /(). On én conclura, si F(a)
désigne une fonction entiére de « ct de ¢*, en sorte qu’on ait
(2) F(a) =9 (a,e%),
on en conclura, dis-je,
(3) 9, ) f(2) = 9Dy 1 + Ag) f ().
De plus, si, la valeur de F(a) restant quelconque, on a
%) | F(e) = g(2) 2(a),
alors, en posant
3) | 20) /(%) = (),
on trouvera
(6) ‘ F(a) f(2)=o(a)w(z),
ou ‘
) le(@ (@) /(@) = o) [x(2) f(@)] = x() [g(2) f(2)].
Enfin, si,]’on a |

(8)  s@=§ee,

S indiquant une somme quelconque de termes finis ou infiniment
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petits, on trouvera

@ Fase=5f [ F(h)[ Qetkyen| e dpans
ct, parce que .

(o) - 2Lf_ f evtk-DUF (1) dhdp. =F (),

on aura -

(o0 Pl f(e) = QR bR et

Ainsi, par exemple, I’équation

(l2) f(x):/"f”eu.zicp(u)dd

<

entrainera la suivante :

(13) F(a)f(x)zfjuF(ui)cP(u)e'”"idu.

Sil'on debwne par (x) une fonction de z qui soit toujours connue
entre les limites @ = o, @ = a, et toujours nulle hors de ces limites,
on aura

@)= 57 f "o () dis,
(14) S
((— o)== [ o) de,

et ’on en conclura
F(a) f(x):ﬁfnp()\i)'eux—wir(p)d“,
0
F(“)f("w)Zﬁf F(hi)eM®tmip(p) dp.
/0

Observons enfin que, si la fonction =(z), etant propre a vérifier
I'équation

(16) . [o(a)—1]w(x) =0,
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est donnée par la formule

(17) w(x):§Z:n“[@(a>]"+2:nn[?(;x)]"—nf'fm,
ou
f . 1 ’ I _f
S w(z)= [l_‘n?(a) + — —1J (x),
(8) , 9(a)
w(z)= —— (),
= s+ g [+

7 représentant un nombre trés rapproché de 'unité; on trouvera, en
désignant par p une racine réelle de I’équation

(19) o(pi)=1,
et posant
(20) Q=2 ¢'(pi),

ou, ce qui revient au méme, en représentant par Q la valeur numérique
de la fonction 9'(«) correspondant & « = i, '

p+¢ ' (l_.nz)d)\ ’_ . 2_7.:
= - I = .2— Q’
. l—ﬂ[@(ll)+mJ+ﬂ

e étant un nombre trés petit; et, par suite,

(21) : w(x)zz;f_}em—wf(mdp-

C’est la, en cffet, ce que I'on conclura de I'équation (18) combinée
avec la formule

(22) - f(x)z#/‘wf”f(p)e“”"wildpdk.

VoV —

Si la fonction f(x) était assujettie & s’évanounir hors des limites
x =0, x = a, on aurait

(23) f(x):%f/i f(@)er=—wi du da,
0 —®»
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et 'équation (21) serait remplacée par la suivante :

(24) : m(x)=2iwf uée""“”' £(p)dp.

Enfin, si ’on supposait
A
(25) fe)=[ gea,
: . L
on trouverait '

(26) m(x):an: [x—g—)efmi],

le signe 2 devant s’étendre a toutes les racines réelles de I'équa- -
tion (19) comprises entre les limites A" et A”.
SiI’on supposait

(27) o) = gL,

I'équation (19), qui fournit les valeurs de p, deviendrait
(28) ~ Ylpi) —d(—pi)=o,
et la valeur de Q serait donnée par la formule

: Ve +¢(=pi),
(290) Q== $(pi)

Appliquons maintenant les formules qui précédent a des exemples
particuliers. )

Prosuime I. — La fonction

f(z)
elant assujettie a verifier.l’équation
(30) fz+a)=f(z) ou e=f(z)=f(2),

et la valeur de cette fonction étant connue entre les limites

on demande sa valeur générale.
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Solution. — Désignons par [(«) une fonction qui obtienne la méme
valeur que f(z) entre les limites = o, # = a, et qui soit constam-
ment nulle hors de ces limites. L’expression ]

e"** f(2) =f(z + na)

(n étant un nombre entier quelconque) sera toujours nulle, exceplé
entre les limites * = — na, * = — na + a, et 'expression

e=na% f(2) = (2 — na)

sera pareillement nulle, excepté entre les limites # = na, * = na + a.

De plus, on aura généralement, en désignant par

€ et nN=—"1—¢
deux nombres, I'un infiniment petit, 'autre infiniment rapproché de
l'unité, '

(31 @) =mrems fa),

S(z) =nre-m* f(z),

¢t I’on en conclura évidemment
(32) f(x):<2:n"e“"“+z:n"e““"“—x)f(x).

On a retranché 'unité des deux sommes z e, E ne e,
(1] 0

afin de ne pas trouver 2f(x) au lieu de ¢(z) entre les limites z = o,
x = a, _correspondantes a4 n = o. Pour déduire 'équation (32) de la

formule (17) il suffit de remplacer w(x) par f(@), f(z) par ()

et o («) par e**. Cela posé, on aura

¢’ (&) = ae*®.

L’équation (19) deviendra

(33) ewi=—1 ou cosap =1,

et la valeur de Q sera

(34) Q=aqewi=aq,
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Par suite la formule (24) donnera

Say=1 37 [ et dp

63 =X [ cosple—p)te)de

:2/; [é +Z:cos?(x—p):|f(p)dp.

Prosuime II. — Supposons qu’il s’agisse de resoudre Ueéquation

. 2z :
(36) 3_;“5 (())[2 =o0 ou (?— m26*)z = o,

de maniére que ’on ait :
Pour x = o et pour x = a,

5=0,
quel que sout t, et, de plus, pour t = o,
: 0z

5= f(x) et 5% =9

entre les limites x = o, x = a [f(x) deszgnanl une fonction qui s'éva-

nouisse hors de ces limites].
Solution. — Dans ce cas, comme on I’a déja prouvé, on est conduit
aux équations

(37) 5= g(ﬁ &) fa,

la valeur de f(x) étant détermi'née par les formules
(38) (e fla) =0,  fla)=—[(—2).
La premicre de ces formules pouvant s’écrire comme il suit
et f(x) = f(«),
on aura 9(a) = ¢*, ¢t de plus

/(.L) — eanc f(‘z-)’ f(x) e e—zauaf(__ .Z'),
j(x) — e-—zamxf x f(x) :__ eand f(_ x)

(39) flz) = (2 nlze2alza+2 P e—2and __ >[l’(x)—l’(—x)]
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Cela posé, on trouvera, pour déterminer p, I’équation
(40) erpi—1 ou cos2ap=I1,
et la valeur de Q deviendra
(41) Q=2a.

Comme o1 aura d’ailleurs
. (42) f(z)—f(— =)= %r/; f_:(e“"‘f”‘—— eMa-+i) p(u) dix dA,
on tirera de la formule (26)

Flay= o D7 et [ (e ent) ()

= o3 Do [ sin(e) 1)
(43) ’

= - E: sinpr sin(pw) f() d}f

I
2 © . nrx [, N d
= - Zo sin — /; sin —— f(p-) o

ce qui est exact.

ProsuiMe IIl. — Intégrer I'équation

ou 0u - N
(44) 5~ Mg rre=o  ou, (o—mrai4r)u =0,
de maniere que l'on ait :
Pourt = o,
X =0 .
u=/{[(x) entre les limites j ’

r=a
pour x = o,

ou

_-_ = 0.

0x+Au H
pour x = a,

Ju

e +Bu=o,

quel que soit t.
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Solution. — On aura, comme nous l’avons prouvé,

(45) u—_— e(m’aﬂ_'.,.)zj.(x)’

la valeur de w(a) étant assujettic aux équations

[(A —a)(B+a)ert— (A +a)(B—a)e** ] w(x)=o,

.
) m(@)=—v(—2),
et devant étre égale &
f(z)
A—a

entre les limites o == o, & = a. Cela posé, on trouvera
P(o) = (A —a)(B + a)e®,

w(z)= 'n"[¢‘é’i“;)]"m(x) = m[mp_—_

= [“prra‘;"]”w(_ 2) =— [‘P(— G

et, par suite,

(@) x)_}z ,,n[ LP(oc)] 3 [

De plus, l’équatio-n (28) donnera

]" B ‘%[J(ﬁ)«) - fiﬂ]

(A—pi)(B + pi)esri— (A +pi)(B —pi)~#i=0,
ou '
(49) (AB + p?)sinap — (B — A)p cosap =o;
et comme on aura identiquement

(AB + p?) sinap — (B — A)p cosap = $(pi) —'LP(—-pi)’ |

21

il est clair qu’en posant

R:_;_d[(AB+p2)sinap—(B—A)pcosap] oY) + ¢ (—pi)
- o dp T 2 ?
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on tirera de la formule (29)

2R 2R
Q== 30oh) = 3=p)’

eu égard a I'équation

$(pi) =4(—pi)

Par suite, comme on aura aussi

r(x) (_ T) e)\(x wi e)\(x_g.p,)i '
(50) A—a A+a 27rff< A—1i A+)\i)r(P’)dP‘d)"

on tirera des formules (26) et (48)

wl#)=3 E_wnf[ plip;:—w—M—:ij_e:(iﬁm‘i]f(#)d:*

=3 T f [(B+pi)ete=®pi— (B — pi)e®=api] {(p) dp,

(51)
2 » R

ou, ce qui revient au méme,

w(z)=Y. e—i—l /[Bsin(a—.u)p+pc05(a—M)p]r(#)d#

s — o
(52)

_2” —Smpr [Bsm(a_p)p+pcos(a—#)P]l ) dps

aprés quoi la formule

(53) f(@)=(A—a)m(z) =(A—D,;)w(a) oo
donnera
= pcospr —Asinpz
s =3, R

(54) a
><f [Bsin(a—p)p +pcos(a—p)p] f(p) dp.

Prosutye IV. — Intégrer I'équation

. ’3 'z 0%s
(33) 37—"2%?—32072:0 ou  (0'—rla?—s26")3 =0,
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de maniére que I'on ait :

Pour x = o et pour x = a,

. z=o,
quels que soient y et t;
_ Podry:oetpour:y: b,
3:0’
quels que sotent x et t;
Pourt=o,
s=f(z), z_j =o

entre les limites * =0, x =a;y =0, y = b et ((z, y") étant une fonc-

tion toujours nulle hors de ces limites.

Solution. — On trouvera, en raisonnant comme dans le second pro-

bléme,
(T ) £, 7)
o ()
. A Crampryr LV e
= (T ) ),
et de plus
LV rompry I oy
(57) (e’ —e T >x<y, H=o
LY rmprper S 3  rampry ;
(58) <e§{° T “)4/(:6, t)=o.

Soit maintenant
F(a)=e3 — ¢g-a2= — F(— a).
‘On.aura, en vertu des équations (3) et (57),

LY rampey 1 —ZV=s6

F(“)(‘f" e )X(}’,i) , T :
2 2 RV Ty _-__—2 __J_'Jea_sﬂﬁﬂ
= [F(E=EE) ST (BT AT
._l_"/';‘__s,_s, _* 1 __s252 __ ¢2R2
=< P e >F<\/_6_2_S_6_

€
r

)x(y, t)?O-
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On aura donc, par suite,

F(a)s = ; (o757 4 W PiT) B a) f (2, 7) =,

et, en posant £ = o, on en conclura

F(a)f(2,y) =0,
ou

(59) . (7 — e=a%) f(z, y) = o.
On établira de la mémé maniére I’équation

(60) ' (e?6—e78) f(z, y) =o.
Enfin, comme on tire de I’équation (56)

% (et\/l-iaa+s=63_ e—.u/;.eaa+sn6:>f(x’ y) — 6)‘(-‘13, ¥s t) —_ m‘(— Zy ¥ t),

on en conclura, en posant ¢ = o,

f(‘z")’):w(x’y; 0) —m‘(—x,_y,o),

et, par suite,

(61) K fl==z,y)=—f(z,¥).

On trouvera de méme
(62) Sz, —y)=—f(z,—y)

Les équations (59), (60), (61) et (62) suftisent pour prolonger indé-
finiment la fonction f(«,y) hors des limites # =0, x=a, y =o,
y=>5. On y parviendra, en suivant la méthode employée dans le second
probléme. En effet, si 'on désigne par m, n deux nombres entiers -
quelconques, on tirera des formules (59), (60), (61) et (62)

f($, ‘}/) — e ed:2lnaae:|:2ub6f( x’y)’
f(— x’y) —_— 1)'"11"‘e*’”‘““ei’"bsf(—— x,y),
f(x, —y)=— .nm.nlne:tnmaaeq:znbef(x, — ),

f(_ z, ,__‘),) = nmy'n e:;:2/11ao(eq:2n115f(__ z, —-y),

(63)
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n=1—c¢ et vy =1 ¢ désignant deux nombres trés rapprochés de
'unité. On aura, par suite,

4) f(x’ y) —_ <2:nmezmcfd+20 nme—lmaa__ l><zo n’n.cjznbo +z .nln e—znl)u l>
X [f(x,}') —f=zy)—f(z, —y)+ f(—ax, — ¥)]
De plus, si, dans la formule qu’on obtient en égalant I'un 4 I'autre
les derniers membres des équations (39) et (43), on remplace n
par m, et [(x) par f(x,y) — f(@, —y), on trouvera
(2;’ nmetmasy B ymeimes — x)[f(x, 7) =@ =) —f(— 2, y) + {(— 2, — )]

. sir I?‘LTE “ . MT . .
Z fsm——.a [F1s ) — fQs — ¥)] .

On trouvera de méme

PR If ) =~ )]

bz ' n )/f Sin__[;— (P.’V)dv.

Cela posé, la formule (64) donnera

o* . MRL . WY
Sz, y)= onZo sin——sin—=

ff sm-——51 —%Vf’(pv,v)dpdv (Y.

(*) 11 m’a semblé inutile de reproduire iei dcs formules qui, dans le manuscrit, sui-
vaient celles qu’on vient de lire, et qui se rapportaient uniquement & la question traitée
aux pages 33 ot 34 du Mémoire sur 'Application du calcul des résidus 3 la solution des
problémes de Physique mathématique ( OEusres de Cauchy, S. 11, t, XV).

-

OFuvres de . —S. Lt L 36
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Plusicurs des formules établies dans le Mémoire précédent ont, avee
celles que j'ai données plus tard dans d’autres Mémoires, des rapports
faciles a saisir. L'objet des Notes qu’on va lire est non sculement d’in-
diquer ces rapports, mais encore de joindre & ces formules quelques
éclaircissements, ou quelque’s développements, qui m’ont paru propres
4 intéresser les amis des Sciences et & contribuer aux progrés de
I’Analyse mathématique.

NOTE 1.

SUR LES QUANTITES GEOMETRIQUES.

Dans le présent Mémoire, un grand nombre de formules renferment
quelques-unes des expressions que I'on a nommées imaginaires. I'avais
-méme, dans le manuscrit, conservé la notation généralement admise &
époque ot j'écrivais, et le sighe ' — 1, auquel j'ai substitué dans
I'impression la lettre 7, ainsi qu’il est dit & la page 197, afin de me
conformer & I'usage maintenant adopté par les géométres. J'ajouterai
que la théorie des expressions imaginaires a été, a diverses époques,
envisagée sous divers points de vue.-Dés 'année 1806, M. 'abbé Bude
et M. Argand, en partant de cette idée que y'— 1 est un signe de per-
pendicularité, avaient donné des expressions imaginaires une inter-
prétation géométrique contre laquelle des objections spécieuses ont
été proposées. Plus tard, M. Argand et d’autres auteurs, particulipre-
‘ment MM. Francais, Faure, Mourey, Vallés, etc., ont publié des re-
cherches (') qui avaient pour but de développer ou de modifier 'in-

(1) Une grande partic des résultats de ces recherches avait é1é, & ce quil parail,
obtenue, méme avant le sidele présent et dés I'année 1786, par un savant modeste,
M. Henri-Dominique Truel, qui, aprés les avoir consignés dans divers manuserits, les a
communiqués, vers l'annéo 1810, a M. Augustin Normand, constructeur de vaisscaux au
Havre. .
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terprétation dont il s’agit. Dans mon Anralyse algébrique, publiée en
1821, je m’étais contenté de faire voir qu’on peut rendre rigoureuse la
théorie des expressions et des équations imaginaires en considérant
ces expressions et ces équations comme symboliques. Mais, aprés de
nouvelles et mares réflexions, le meilleur parti & prendre me parait
étre d’abandonner entiecrement I'usage du signe V—1, et de remplacer .
la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités que
j'appellerai géometrigues, en mettant i profit les idées émises et les no-
tations proposées non seulement par les auteurs déja cités, mais aussi
par M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de remarque sur les
sommes gdométriques. C'est ce que j'essayerai d’expliquer dans les
paragraphes suivants, qui offriront une sorte de résumé des travaux
faits sur cette matiére, reproduits, dans un ordre méthodiquc, avec
des modifications utiles, sous une forme simple ¢t nouvelle en quelques
points. '

§ 1. — Définitions,. notations.

Menons, dans un plan fixe et par un point fixe O pris pour origine
ou pdle, un axe polaire OX. Soient, d’ailleurs,  la distance de 'ori-
gine O & un autre point A du plan fixe et p.I'angle polaire, positif ou
négatif, décrit par un rayon mobile qui, en tournant autour de lori-
gine O dans un sens ou dans un autre, passe de la position OX & la
posilion OA.

Nous appellerons quantité ge’omg’lri’que, et nous désignerons par la
notation r, le rayon vecteur OA dirigé de O vers A. La longueur de ce
rayon, représentée par la lettre , sera nomméce la valeur numerique
ou le module de la quantité géométrique r,; I'angle p, quiindique la
direction du rayon vecteur OA, sera 'argument ou I'azimut de cette

‘méme quantité. Deux quantités géométriques seront égales entre lles,
lorsqu’elles représenteront le méme rayon vecteur. Donc, puisqu’un
tel rayon revient toujours 4 la méme position, quand on le fait tourner
autour de l'origine dans un sens ou dans un autre, de maniére que
chacun de ses points décrive une ou plusieurs circonférences du cercle, -
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il est clair que, sil’on désigne par £ une quantité entiére quelconquc,
positive, nulle ou négative et par « le rapport de la circonférence au
diameétre, une équation de la forme

Rp: I‘I,
entrainera toujours les deux suivantes :
R=r, P=p+2km,

ct, par suite, les formules

cosP = cosp, sin P = sinp.

Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur
P’axe polaire OX, en sorte qu’on aura identiquement

ry=Tr.

Quant a la quantité géométrique r ('), elle se mesurera aussi bien
que 7y, sur I'axe polaire OX, mais en sens inverse et, par suite, la no-
tation r, pourra étre censée représenter ce qu’ on nomme en Algchre
une quantité négative.

Cela posé, la notion de quantité géométrigue comprendra, comme cas
particulier, la notion de quantité algébrigue, positive ou négative et 4
plus forte raison la notion de quantite arithmétique ou de nombre, ren-
ferméc elle-méme, comme cas particulier, dans la notion de quantité
algébrique. ‘

Ajoutons que, pour plus de generahte on pourra désigner cncore,
sous le nom de quantité geometrigue et a I'aide de la notation 7, une
longueur r mesurée dans le plan fixe donné, & partlr d’un point quel-
conque, mais dans une direction qui forme avec I'axe fixe OX, ou avec
un axe paralléle, I'angle polaire p. Alors le point a partir duquel se’

(1) En général, les notations )

r[)y r[:+1‘t

représenteront deux longueurs mesurées sur la méme droite, mais dans des dir ectzous
opposées.
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mesurera la longueur 7 et le point auquel elle aboutira seront 'origine
et Iextremité de cette longueur.

'

§ Il. — Sommes, produits et puissances enticres

ntilés geomeétrigues.
des quantités géome

Aprés avoir défini les quantités géométriques, il est encore néces-
saire de définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement
leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entiéres, en choi-
sissant des définitions qui s’accordent avec celles que ’on admet dans
le cas ol il s’agit simplement de quantités algébriques. Or, cette con-
dition sera remplie, si I'on adopte les conventions que nous allons
indiquer.

Etant données plusieurs quantités géométriques

] 1

Tps I‘;,:, rp":
représentées en grandeur et en direction par les rayons, vecteurs
04, 0A, ON,

-qui joignent le pole O aux points A, A’, A”, ..., concevons que l'on
méne par Pextrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et
paralléle au rayon vectecur OA’, puis, par le point B une droite BC
égale et paralltle au rayon vecteur OA”, ...; et joignous le pole O au
‘dernier sommet K de la portion de polygone OABC...HK construite
comme on vient de le dire. On obtiendra le dernier c6té OK d’un poly-
gone fermé dont les premiers cotés seront OA, AB, BC, ..., HK. Or,
ce dernier coté OK sera ce que nous appellerons la somme des quantités
géométriques données et ce que nous indiquerons par la juxtaposi-
tion de ces quantités, liées 'une & 'autre par le signe +, comme on a
coutume de le faire pour une somme de quantités algébriques. En con-
séquence, si I'on nomme R la valeur numérique du rayon vecteur OK
et P I'angle polaire formé par ce rayon avec 'axe polaire, on aura

(1) ) Rp= 7, rp+ ...
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Observons d’ailleurs que les cotés OA, AB, BC, ..., HK, du poly;
gone OABCD...IIK, peuvent ‘étre censés représcnter cux-mémes les
quantités géométriques désignées par les notations r,, r,’,,, Tper wees

" Donc, pour obtenir la somme de plusieurs quantités géométriques, il
suffit de porter, l'une. aprés lautre, les diverses longueurs qu’elles repre-
sentent, dans les directions indiquées par les divers arguments, en
prenant pour origine de chaque longueur nouvelle I’ extremité de la lon-
gueur precédente, puis de joindre lorigine de la premiére longueur a
Uextrémité de la derniére par une drotte qui représentera en grandeur et
en direction la somme cherchée.

Si 'on projette orthogonalement les divers cotés du polygone
0OABC...IIK sur 'axe polaire, la projection algébrique du dernier
coté OK scra évidemment la somme des projections algébriques de
tous les autres, ou, ce qui revient au méme, la somme des projections
algébriques des rayons vecteurs OA, OA’, OA”, .... Donc, I'équa-
tion (1) entrainera la suivante

(2) RcosP =rcosp+ r' cosp' +r"cosp”"+....

On trouvera de méme,.en projetant les divers cotés du polygone
OABC...HK, non plus sur I'axe polaire, mais sur un axe fixe, perpen-
diculaire i celui-ci,

.

(3) RsinP = rsinp + r'sinp’ + r" sinp”" +. . ..

Les équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisé-
ment le module R ¢t 'argument P de la somme de plusicurs quantités
géométriques. '

SiI'on considére seulement deux rayons vecteurs OA, OA’, repré-
sentés en grandeur ct en direction par les quantités géométriques r,,
rl’,,, la somme de ces dernidres sera, en vertu de la définition admise,
une troisitme quantité géométrique propré & représenter en grandeur
et en direction la diagonale OK du parallélogramme construit sur les
rayons vecteurs donnés. En d’autres termes, elle sera le troisiéme
coté d’'un triangle qui aura pour premier coté le rayon vecteur OA, le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR.LE CALCUL INTEGRAL. 987

deuxiéme coté AK étant égal et paralléle au rayon vecteur OA'.
Dailleurs dans ce triangle, le coté OK, représenté en grandeur par
le module de la somme r,+ 7, sera.compris entre la somme et la
différence des deux autres cotés, représentés en grandeur par les mo-
dules 7 et 7. On peut donc énoncer la proposition suivante :

TutoriMe I. — Le module de la somme de deux quantitcs géometriques:

est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules.

Il est bon d’observer que le module de la somme de deux quantités
géométriques r,, r,, pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées
par le théoréme précédent et se réduirait effectivement 4 la somme ou
a la différence de¢s modules r, 7, si les rayons vecteurs OA, OA' étaient
dirigés suivant une méme droite, dans le méme sens ou en sens op-
poseés. .

Le théoréme I entraine évidemment le suivant :

Tutoreme II. — Le module de la somme de plusieurs quantités géome-

trigues ne peut surpasser la somme de leurs modules.

On peut, au reste, déduire directcment ce second théoréme de cette
seule considération que, dans un polygone fermé OABC...HIK, le der-
nier coté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres;

Ce que nous nommerons le produit de plusieurs quantités géomé-

. triques, cc scra une nouvelle quantité géométrique qui aura pour
module le produit de leurs modules et pour argument la somme de
leurs arguments. Nous indiquerons le produit de plusicurs quantités
géomeétriques, ' |

Tpy Tprs Thy  eeny
alatde des notations que 'on emploie dans le cas ou il s’agit de quan-
tités algébriques, par exemple, en placant ces quantités a la suite les
unes des autres, sans les faire précéder d’aucun signe. Cela posé, on

“aura, d’apres la définition énoncée,

! I.I/

(&) Pplple o= (rr'r’.. .),,+pr+pu+___,.
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On 'sait que, pour multiplier par un facteur donné la somme de
plusieurs nombres ou de plusieurs quantités algébriques, il suffit de
“multiplier chaque terme de la somme par le facteur dont il s'agit. La
somme R, de plusiecurs quantités géométriques r,, s ... jouit de la
méme propriété. Pour le prouver, il suffit de faire voir que I'équa-
tion (1) continuera dé subsister, si I'on multiplie les divers termes

! "

' Rp, Ips I‘p., r',,..,

par un facteur géométrique p,. Or, en premier lieu, si le module p se
réduit & I'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s’agit,
d'ajout‘er l'argument = & chacun des arguments P, p, p/, p”, .... Mais
cette opération revient a faire tourner autour de 'origine chacun des

rayons vecteurs
‘ Rey, 7y, ";)"

et, par suite, le polygone OABC...IIK dont la construction fournit la
valeur de R,, en faisant décrire 2 chaque rayon vecteur 'angle o; elle
laissera donc subsister I'équation (1), qui deviendra

— J
(3) Rovm="pia~+ Tpsm + Tpw - oo

En second licu, on pourra, sans altérer les directions des cotés du
polvgone OABC...IIK, le¢ transformer en un polygone semblable, en
faisant varier ses cotés dans le rapport de 1 & p et 'on pourra ainsi de
la formule (5) déduire ’équation

(1{p)p+u,:(rp),,+€,‘+ (F'0)paa =+
qui peut étre présentée sous'la forme
(6) paRe=porp+parp—+....
On peut donc énoncer la pfoposition suivante
TutoreME III. — Pour multiplier la somme
rp+ Ty ..

de *plusicurs quantités géometriques r,, r;,,, ... par le facteur geome- .
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trique P, U suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par

ce méme facteur.

Ce théoréme une fois établi, on en déduit immédiatement la propo-
sition plus générale dont voici I'énoncé :

TutoriMe IV. — Le produit de plusieurs sommes de quantites géome-

triques est la somme des produits partiels que 'on peul former avec les

divers termes de ces mémes sommes, en prenant un facteur dans chacune

d’elles.

Soit maintenant 7, un nombre entier quelconque. Le produit de m
facteurs égaux a la quantité géométrique r, est ce que nous.appellerons
la m#me puissance de cette quantité et ce que nous indiquerons, suivant
I'usage adopté pour les quantités algébriques, par la notation

N
r.

Cela posé, 'équation (4) entrainera-évidemment la formule
(7) . . ’.;;L: ("”L)mp;

et I'on étendra sans peine aux puissances entiéres de quantités géomé-
triques les propositions connues et relatives aux puissances entiéres
de quantités algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par m, n
deux nombres entiers, on aura

(8) ,.ZL ,.‘llz) — I,ZL+/L’

(9) P (,.zt)n,: ’.Zzn'

_ Ainsi encore, on conclura du quatriéme théoréme que la formule de
Newton, relative au développement de la puissance enticre d’un
binome, subsiste dans le ecas méme ol ce binome est la somme de
“deux quantités géométriques. .
Deux quantités géométriques seront dites opposées I'une a l'autre,
101‘s.que leur somme sera nulle, et inverses 'une de 'autre, lorsque leur
produit sera l'unité. D’aprés ces définitions, la quantité géomé-
OFuvres de.C. — S. 1, t. 11, . ‘ 37 '
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trique 7, seral'opposée de r,. De plus, si 'on étend les formules (7),
(8), au cas méme ol l'exposant m devient nul ou négatif, on aura

identiquement

-0
71,\]

et la quantité géométrique r,' ne sera autre chose que U'inverse dé r,.
Pareillement, 73 séra I'inverse de #7 et 'on aura

(IO) ,.;m: (r_.m)—mp-

Suivant I'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité

géométrique pourra quelquefois étre représentée par une seule lettre.

S UI. — Dyfeérences, quotients et racines de quantités géometriques.

Pour, les quantités géométriques, comme pour les quantités algé-
briques, la soustraction, la division, I'extraction des racines ne seront
autre chose que les opérations inverses de I'addition, de la multiplica-
tion, de 1’élévation aux puissances. Par suite, les résultats de ces
opérations inverses, désignés sous les noms de différences, de quotients,

“de racines, se trouveront complétement définis. Ainsi, en particulier :

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu’il faut
ajouter  la seconde pour obtenir la premicre;

Le quotient d’une quantité géométrique par une autre scra le facteur
qui, multiplié par la seconde, reproduit la premiére;

La racine n'*™ d’unc quantité géométrique, » étant un nombre entier
quelconque, sera un facteur dont la ni®"e puissance reproduira la
quantité dont il s’agit.

De ces définitions on déduira immédiatement les propositions sui-
vantes :

TutoriMe I. — Pour soustraire une quantité géometrique, il suffit

d’ajouter la-quantité opposée.

TuioreMe II. — Pour diviser par une quantité géometrique, i suffit de

multiplier par la quantité inverse.
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Les différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront
a 'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la
différence des deux quantités géométriques Ry, r, sera désignée par

la notation
RI‘"’ rp’

ot le rapport ou quotient qu’on obtient en divisant la premlere par la
seconde sera exprimé par la notation

’
E£

Tp

Lorsque, dans unc somme ou différence de quantités géométriques,
quelques-unes s’évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire.
Done, la somme ct la différence des quantités géométriques o et r,
pourront étre rcprebentees smplcmcnt par +r, et — 1,, et 'on aura,
cu égard au premier théoréme,

+rp:rp, —I‘pzl‘p.._ﬂ.

Si dans la dermere des deux formules precedentes on pose p = o,
clle donnera . .

[
Iﬂ:_ro:_r-

Soit maintenant p la racine niéme o r, : Iéquation

(n Pa=r,
donngra
(pn )nm: I'p

ct, par suite (voir le § 1),

2 ’ . t—r -

( ) p ’ nw =p-+ 2/€7T,
% désignant unc quantité entiér " e .

® 4 ©» Positive, nulle ou négative; puis on
en conclura -
!
(3) p=r", w=P | 2km
. n n
1
) po=(r), ~
\_'_21.'71:-
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En vertu de la seconde des formules (3), 'angle polaire

2km
n

w:£+
n

pourra étre un terme quelconque de la progression arithmétique dont
. o, 2 PR s . - A '
la raison serait ,—f, I'un des termes étant % Il en résulte qu'uné méme

quantité géométrique r, offrira 7 racines du degré », toutes comprises

" dans la formule *

. 1
5 <r7t> .
(%) P, 2k

n n

et représentécs par des rayons vecteurs égaux, menés du pole & n points
qui diviseront une méme circonférence en parties égales. Ajoutons
que, I'expression (5) reprenant exactement la méme valeur, lorsqu’on

fait croitre ou décroitre le rapport -~ d’une ou de plusieurs unités, par
conséquent, lorsqu’on fait croitre ou décroitre £ de » ou d’un multiple

de n, il suffira, pour obtenir les diverses valeurs de cette expression,
de prendre successivément pour £ les divers termes de la suite

.
(6) 0, I, 2, ..., n—1.

Sip se réduit & zéro et 7 & 1'unité, on aura simplement
rp=l,=1.
Alors les diverses valeurs de 'expression (5), réduites a la forme’

(7) Logay

n

ne seront autre chose que les racines ~*™* de 'unité, rveprésentécs
par les divers termes de la suite

(8) Lh=1, . Iamy Lym, cay Totn—1170
“r " n

Il est bon d’observer que, parmi ces termes, deux au plus se rédui-
ront & des quantités algébriques, savoir : le premier terme 1,=1 ct,
quand. z sera pair, le terme 1= —1, que 'on obticndra en posant
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t

n
k = -+ De plus, comme on aura

ct, par conséquent,

Intn—1)m =1_2m» Intn—ye=1_4m

— 7 T
il est clair que les diverses racines de 'unité pourront étre repré-
sentées non seulement par les divers termes de la suite (8), mais
encore, si n est impair, par les termes de la suite '

(9) U (n—timy oo vy Il_#_‘l_t’ T om0y Tem lims

sy Len—ym
n n n n n

n

et, si n est pair, par les termes de la suite

(10) I _tn—2yms  evey T 4my I 2m fy lom Iims  vees In—oym —I.

2 n n n n 1w
Si, par exemple, on attribue snccessivement a z les valeurs .

2, 3, 4y, 5, ..u

on trouvera pour racines carrées de I'unité les deux quantités algé-

briques . ' : -
—1, 13

pour racines cubiques de I'unité, la seule quantité algébrique 1 et les
deux quantités géométriques

pour racines quairiémes de I'unité, les deux quantités algébriques 1,
— 1 ot les deux quantités géométriques
I n Im

2

liées entre elles par la formule

1 g=
B

— Iy

etc. .
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Si, dans I’expression (5), on posait z=o, cctte expression, réduite i

K
(rn)l_’)

n

représenterait une seule des racines niémes d¢ . Or, il suffira de mul-

tiplier celle-ci par I'unc des valeurs de 1., c’est-A-dire par I'une

n

quelconque des racines rimes de I'unité, pour reproduire 'expres-
sion (5), propre a représenter 'une quelconque’ des racines pitmes
de r,, attendu que 'on aura généralement

1 b
<rn>p ok = (rn>plgk1:- .
CA iR
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tmioneme 1. — Pour obtenir les diverses racines n'*m* d’une quan-
ute géometrique, 1l suffit de multiplier successivement I'une quelconque
d’entre elles par les diverses racines n*mes de I’unite.

§ IV. — Fonctions entiéres. Equations algebriques.

Nous appellerons fonction entiére d’'unc quantité géométrique une
somme de termes proportionnels & des puissances enticres ct positives
de cette quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera le degre
de la fonction. Cela posé, si 'on désigne par s une quantité géomé-
trique variable et par Z unc fonction de s entiére ct du degré », la
forme générale de la fonction Z sera

(1) L=a+bs+cz?+...+g35" '+ h3?,

a, b, c, ..., g h désignant des cocfficients constants, dont chacun
pourra étre une quantité géométrique. Ajoutons que I’on pourra encore
écrire I'équation (1) comme il suit

(2) LZ=s"(A+gst+...4+cz "4 bzt as—").

Si n se réduisait i zéro, la fonction entitre Z se réduirait a la con-
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stante a. Dans toute autre hypothése, la fonction Z sera variable avec =
et son module deviendra infini avec le module de z. En effet, posons

S =Tp, Z:R[‘;

soit de plus h le module de la constante 2 ct concevons que le mo-
dule 7 de 5 vienne & croitre indéfiniment; on verra décroitre indéfini-
ment les modules de 574, 572, ..., 57" et, par suite, le polynome

h+gst4...+as "

s’approchera indéfiniment de la limite A. Donc, pour de trés grandes
valeurs de 7, le module de ce polynome différera trés peu du module h
de la constante 4 et le module R de Z, eu égard a la formule (2), diffé-
rera trés peu du module de Az", ¢’est-a-dire du produit

hre,

Done le module R de.Z deviendra infiniment grand avee le module 7
de 5 et & une valeur finie du module R de la _fonction Z ne pourra jamais
correspondre qu’une valeur Jinte du module r de la variable Z.

Concevons, maintenant, que I'on attribue a la variable s une valeur
finie, puis & cette valeur finie un accroissement

'::Pm

dont le module p soit trés petit; et en désignant cet accroissement
par As, nommons AZ I'accroissement correspondant de la fonction Z.
Pour obtenir Z + AZ, il suffira de remplacer z par s + ¢ dans le se-
cond membre de I'équation (1), ol chaque terme pourra étre développé,
a 'aide de la formule du binome, en une suite ordonnée selon les
puissances entiéres et ascendantes de {. En opérantainsi et réunissant
les termes semblables, on obtiendra le développement de Z -+ AZ en
une suite de termes proportionnels aux puissances enti¢res de ¢, d'un
degré inférieur ou égal & 7. Si de cette suite on retranche la fonction Z
représentée par le terme indépendant de ¢, on obtiendra un reste qui
sera divisible algébriquement par £ et qui représentera le développe-
ment de AZ. Nommons (™ ]a plus petite des puissances de ¢, comprises .

.
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dans ce développement. Le quotient, que produira la division de AZ
par {”, sera une fonction entiére de { qui se réduira, pour une valeur
nulle de {, & une limite finie et différente de zéro. Soient R, ce quotient
et & la limite dont il s’agit. On aura, non seulement

. ) fm=(p™ );:tcx,

.-Inais encore
AZ =38pg" = (0" )p+nw
et pour des valeurs décroissantes de p Pargument P + mow de AZ
coﬁvergera vers la limite ® + mo. Cela posé, nommons A et B les
extrémités de deux rayons vecteurs qui, partant du pole O, soient
représentés en grandeur et en direction par les deux quantités géomé-
triques
Z, 7+ AZ.

Lalongucur AB, représentée-géométriquement par AZ et numérique-
ment par le module R p™, se mesurera dans une direction qui formera
Iangle P + mw avec 'axe polaire. Si, d’ailleurs, on fait croitre -le
module p & partir de zéro, le point B, d’abord appliqué sur le point A,
décrira un arc dont la droite AB sera la corde et la tangente menée a
cet arc, par le point A, formera, avec 'axe polaire, un angle égal, non
plus ala somme P -+ mw, mais 4 sa limite ¢ + mw. Or, évidemment
la distance OB sera plus petite que la distance OA, si le point B est
intérieur a la circonférence de cercle déerite du pole O comme centre
avec le rayon OA et I'on peut ajouter que cette derniére condition sera
certainement remplie, pour de trés petites valeurs du module p, sila .
tangente menée par le point A & I'arc AB forme un angle obtus avec
le prolongement du rayon OA, ou, cn d’autres termes, si l'angle po-
laire II, déterminé par la formule

(3) ‘ II:@—i—mm.—-P,

offre un cosinus négatif; ce qui aura licu, par exemple, si I'on a T=.
Mais, aprés avoir choisi arbitrairement pour ITun angle dontle cosinus
soit négatif, on pourra toujours satisfaire 2 'équation (3), en attri-
- buant & & une valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira
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de prendre
nI+P—@
="

m

(4)

Donc, en définitive, si le module R de Z, correspondant & une valeur
finie de la variable =, n’cst pas nul, on pourra modifier cette valeur de
maniére A faire décroitre le module R. En conséquencd, la plus petite
valeur que pourra prendre le module R ne pourra différer de zéro.
Mais, quand R s’évanouira, la valeur de 5, d’aprés ce quia été dit plus
haut, devra rester finie, et, puisqu’une telle valeur vérifiera I"équation

7Z—=o,
on pourra énoncer la proposition suivante :

TatoriME 1. — Sotent 5 une quantité geometrique variable et L une -
JSonction entiére de z. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs

valeurs finies de 3, a I’ équation
(5) Z=o.

Une valeur finie de z, qui vérifie I'équation (3), est ce qu’on nomme

/

une racine de cette équation. Soit 5" une telle racine, la fonction Z

s'évanouira avec la différence s — =/, et, si le degré n de cette fonction
surpasse 'unité, elle sera le produit de z -- 5" par une autre fonction
entiére qui devra s’évanouir i son, tour pour une nouvelle valeur 5” de ,
ct sera, en conséquence, divisible par 5 — z”. En continuant ainsi, on
finira par établir la proposition suivante :

Twiorime I1. — Soit 5 une quantité gdometrique variable et
L=a+bs+cs?+...+ g3+ hs®
une Sonction entiére de s du degré n. L'équation -
Z=o

admettra n racines, et, st I’on nomme

OEuvres de €. — S. 1, t. 1. ‘ ' 38
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ces mémes racines, on aura identiquement, quel que soit z,
(6) Z==h(z—2)(5—3")...(s—am),

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs

~ linéatres
: s—3y, z—2" ..., 55—z,

Il est bon d’observer que, dans le cas o I'équation (5) se vérifie, le
terme %2z" de la fonction 5 équivaut 4 la somme de tous les autres,
prise en signe contraire. Donc alors Ie module hr” de ce terme doit
étre égal ou inférieur i la'somme des modules de tous les autres et,
si'onnomme b, ¢, ..., g, h les modules des coefficients b, ¢, ..., g, 2,
on doit avoir

(7) as+br+crie...+gr-t—hriso.
Or, cette derniére condition peut s’écrire comme il suit :

a b c g =
(8) ',-—n+;-n_—1j+-rn——;+"'+7‘_h>o‘

D’ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décrois-
sant, par degrés insensibles et passe de la limite o & la limite — h,.
tandis que r croit et varie par degrés insensibles en passant de zéro &
I'infini. Donc ce premier membre s'évanouira pour une certaine valeur

de r qui vérifiera I’équation
(9) a+br4+crt+.. ..+ gr-t—hrr=o;

et, si 'on nomme 1 la racine positive unique de I'équation (g), la con-
dition (7) ou (8) donnera 7 < 1. On peut donc énoncer la proposition

sulvante :

Tutoreme 11, — Les mémes choses etant admises que dans le théoréme I1,
chacune des racines de I'équation proposée offrira un module in férieur a
la racine positive unique de I'équation auziliaire qu’on obtient lorsqu’on

remplace dans la proposée chaque terme par son module, en affectant

“
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du signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de I’inconnue

et tous les autres du signe +.

.

Lorsque dans la fonction entiére s tous les termes s’évanouissent, a
exception des termes extrémes a et 43", la formule (5), réduite &
Véquation binome

(10) . a—+ hz*=o,
donne
(rn) Sht=—— ‘-Z-,

h

et ses diverses racines ne sont autres que les racines ni¢™e du rapport

_2
h

§ V. — Sur la résolution des équations algebriques.

Considérons toujours une équation algébrique,
(1 Z=o,

dont le premier membre

(2) L=a+bs4cs+.. .+ gz 14 ha"

soit une fonction enti¢re de la variable
z=r,

les coefficients a, b, ¢, ..., g, A pouvant étre eux-mémes des quantités
géométriques. Comme on I'a prouvé. dans le précédent paragraphe,
cette équation admettra généralement n racines, c’est-a-dire que I'on
pourra généralement assigner i 5, n valeurs pour lesquelles la fonc-
tion Z s’évanouira. Resoudre I'équation, c’est déterminer ces racines,
en commencant par I'une quelconque d’entre elles, ct la condition a
laquelle une méthode de résolution devra satisfaire sera de fournir
chaque racine avec telle approximatién que I'on voudrd. Or, le carac-
tere d’'une racine est de réduire & zéro la fonction Z avec son moduleR,
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et, si des valeurs successives de s correspondent & des valeurs de R qui
décroissent sans cesse, en s’approchant indéfiniment de la limite zéro,
ces valeurs de z formeront une série dont le terme général convergera
vers une racine de I’équation (1). Done, pour résoudre cette équation,
il suffira de faire décroitre indéfiniment le module R et ’on pourra
considérer comme appropriée & ce but toute méthode qui permettra de
substituer & une valeur finie quelconque de = une autre valcur qui
fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z. D’ail-
leurs, si de ces deux valeurs de z la premiére n’est pas nulle, on
pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont
'une serait précisément la premiére valeur de z, 4 laquelle s’ajouterait
une valeur particuliére d’une variable nouvelle qui aurait commencé
par étre nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution
tout procédé qui permet d’assigner & une variable z comprise dans une
fonction entiére Z, une valeur a laquelle corresponde un module R de Z
sensiblement inférieur au module du terme constant @, qu’on obtient
en posant dans cette fonction 5 =

Cela posé, concevons que la valeur générale de Z étant donnée par
'équation (2), on considére d’abord le cas ol le coefficient & de 5
differe de zéro. Si la variable r passe d’une valeur nulle & une valeur
tres peu différente de zéro, la fonction Z passera de la valeur a & une
valeur peu différente de @ et représentée approximativement par le

binome a+bs

Si d’ailleurs le module de a est trés petit relativement au module
de b, I'équation (1) offrita pour 'ordinaire une racine trés rapprochée
de zéro et cette racine sc confondra sensiblement avec celle de I'équa-
tion binome

(3) . a-+bs=o,

ou, ce qui revient au méme, avec la quantité géométrique g déter-
" minée par la formule .
* . .

(4) ' Pa==—7".
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On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p, pour.
valeur approchée de I'une des racines de I'équation (1) et c’est en cela
que consiste la meéthode d’approximation linéaire ou newtonienne.
Toutefois, la valeur p; attribuée & la variable s ne pourra étre admise
comme valeur approchée d’une racine qu’autant qu’elle fournira un
module R de Z inférieur au module de a. '

.

Si, en posant
(5) - 2 : Pas

on obtient un module ‘de Z supérieur au module de a, on pourra subs-
tituer & la valeur précédente de s une autre valeur de la forme

(6) 2= TIg
r étant inférieur 4 p et convenablement choisi. Effectivement, soient
a, b, ¢, ..., g h

les modules des coefficients

Le module de.
a-+ bz,

qui se réduisait & ‘
a— bp =o0
lorsqu’on prenait z = pg, deviendra
(7) a—br>o,
lorsqu’on posera z = rg; alors aussi le module de la somme

ezt v gt st

sera, en vertu du deuxiéme théoréme du paragraphe II, égal ou infé-
rieur a la quantité positive -

cri...4+gr-t4hre,
et, par suite, le module du polynome

L=a+bs+ca®+...4 gsn14 h3»
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sera égal ou inférieur a la quantité positive
a—br—4+crt+...+gr*-t+ hre,’

ou, ce qui revient au méme, & la différence

(8) a—r(b—cr—...—gre=t—hrrt),

Donc, le module R de Z sera inférieur du module a de ]a constante a,
si I'on détermine = a l'aide de I'équation (6), en assujettissant le
module 7 & vérifier, non seulement la condition (7), mais encore la

suivante
(9) b—cr—...—gr—2—hrr1>o0.

D’ailleurs, si I’on nomme r la racine positive unique de I'équation
(10) b—ecr—...—grt*—hr*!'—o,

il suffira, pour satisfaire simultanément aux conditions (7) et (9),
que le module 7 devienne inférieur au plus petit des deux nombres p
etr. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Tmkorime 1. — Sotent
I=a+bs+cz*+ gz" '+ hs"
une fonction enticre de la variable s =r, et
a, bh, ¢, ..., g h
les modules des coefficients
a, b, ¢ ..., & kI

.

Supposons, d’ailleurs, que, les coefficients a, b n’étant pas nuls, on

nomme g, la racine de 'équation binome

a+bs=o,

et v la racine positive unique de l'équation

b—cr—...—gr*-2—hr*tt=o,
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Pour rendre le module de la Sfonction Z infeérieur au module de son
premier terme a, il suffira de poser p =w et d’attribuer au module r
de 5 une valeur inferieure au plus petit des deuz nombres e, T.

Nous avons ici supposé que, dans la fonction Z, le coefficient de =
ne se réduisait pas & zéro. Mais ce coefficient et d’autres encore pour-
raient s’évanouir. Admettons cette hypothése, ou, ce qui revient au
méme, supposons la fonction Z déterminée, non plus par I'équation (2),
mais par une équation de la forme

(11) L=a-+bsl4czm+4...+ hst,

les nombres /, m, ..., n formant une suite croissante. Alors, si le mo-
dule de @ était trés petit relativement au module de b, on pourrdit,
dans une premiére approximation, réduire pour I’ordinaire I’équation
algébrique

7=o0
a I’équation binome

(12) a+ bs'=o.

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait, ala place du
théoréme I, la proposition suivante : '

Turortme II. — Soiz
I1=a —|—.bz’+ csMm4. ..+ Az,
une fonction entiére de la variable z = rp,'et
a b, ¢, ..., h
les modules des coefficients

Supposons d’ailleurs que les nombres I, m, ..., n forment une suite
croissanie, et que, les coefficients a, b n’étant pas nuls, on nomme pg
l'une quelconque des racines de I'équation binome

(12) a—kbz’:o,
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et v la racine positive unique de [ ’e’quation'
(13) . b—c¢rm!—...—hrt-'=o.

Pour rendre le module de la fonction L inferieur au module de son
premier terme a, il suffira de poser p = w, et d’attribuer au module r
de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, r.

En s’appuyant sur les théorémes I et II, on pourra, d’une valeur
nulle de 5, déduire une série d’autres valeurs auxquelles correspon-
dront des valeurs sans cesse décroissantes du module R de la fone-
tion Z. Si ces valeurs décroissantes de R s’approchent indéfiniment de
zéro, les valeurs correspondantes de s convergeront vers une limite
qui sera certainement une racine de I'équation (1). Mais il peut arriver
aussi que les valeurs de R successivement obtenues décroissent sans
s'approcher’indéfiniment de zéro. C'est ce que l'on reconnaitra sans
peine en essayant d’appliquer les théorémes énoncés a la résolution
d’équations trés simples, par exemple, d’équations du second degré.

En effet, considérons le cas ol Z, étant du second degré, 'on aurait

(14) I1=a4 bz~ cs5

Supposons d’ailleurs que, a, b, ¢ étant les modules de a, b, ¢, on ait

| La valeur de Z deviendra

(13) Z=a—Dbs-+cs%

et les racines pg, t des équations

a—bz=o, b—cr=o
seront
a
PU: Bv r:E,

de sorte qu’'on aura encore

' a
0= +» Ig=—1I.

b
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Si dallleurs p est superleur ar, ou, ce qui rev1ent au meme, si
I'on a

(16) ‘ ac —h?*>o,

alors, pour obtenir un module de Z inférieur au module a, il suffira,
en vertu du théoréme I, de poser '

(17) 5=0¢,

0 désignant un nombre inférieur & l'unité, mais qui pourra varier
arbitrairement entre les limites o, 1; et comme en posant .

(18) s5=0r ¢,
on trouvéra
(19) ' Z:a’—b’C—;-CC%
. les valeurs de a’, b’ étant
(20) a'==a—6(1— f)br, b’:(l—zeﬂ);'

il est clair qu'a la valeur zéro de ¢, ou, ce qui revient au méme, & Ia
valeur 0t de 5 correspondra un module de Z, inférieur au module de a,

et représenté par a’. 11y a plus : comme des formules (20), JOlHth a
la condition (16), on tirera :

»
(21) a’'c—bh'?>o,

il suffira d’appliquer le théoreme I 2 la valeur générale de Z, que
détermine, non plus I'équation (15), mais I'équation transformée (1q),
pour démontrer que le module de Z décroitra encore si la nouvelle va-
riable { passe de la valeur zéro & la valeur

!
99——901'

O étant déterminé par la formule

O0O—=1—20,
OFuvres de C. — S. 1, t. 11 ) 39
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ou, ce qui revient au méme, si la varlable 5 passe de la valeur O a la

valeur 0 r(1+ ©). En continuant ainsi, on reconnaitra que, pour ob-
tenir des valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre

pour valeurs successives de s les divers termes de la suite
(22) o, fr, Oc(1+0), Or(1+ 04 0?),
Or, le terme général de cette suite converge vers la limite

6:(1+®+®2+...)=-I—_2—G—)r= -;-r,

et comme en supposant remplie la condition (16) on trouve, pour

~—
-~

’

c|c

I
f = —
2

(S
[

—

3
4

']

l=a— > 4,

-
o |

il est clair que dans cette hypothése la limite vers laquelle converge le
terme général de la série (22) ne peut étre une racine de I'équation du
second degré '

(23) a—bs+ cst=—o.

On arriverait aux mémes conclusions en formant la série des va-
leurs décroissantes du module Rde Z, qui correspondraient aux valeurs
successives de la variable z, et I'on reconnaitrait ainsi que le terme
général de cette nouvelle série, au licu.de s’approcher indéfiniment de
zéro, converge vers la limite

a—(1—0)th(1+0*+0'+...)=a— el(l__——@(j)br=a— [5'1):,

par conséquent vers la limite

- . 3
supérieure i za.
La limite vers laquelle converge le terme général de la série (22)

‘n’étant pas une racine de I'équation (21), on pourrait étre tenté de
regarder le calcul de cette limite comme inutile i la résolution de cette
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équation. Mais cette opinion serait unc erreur; car si ’on décompose

la variable 5 en deux parties, dont la premiére soit la limite trouvée,
ou, en d’autres termes, si ’on pose

»

1
s= St +4¢,
. 2

il suffira de substituer a la variable z la nouvelle variable ¢, pour ré-
duire 'équation (23) 4 I'équation binome

(24) a’'+ci=o,

la valeur de a’ étant

D’ailleurs, les deux racines de I'équation (24) ne sont autres que

. , a
les deux racines carrées du rapport — re

Généralement, si au lieu d'une équation du second degré, on consi-
dére une équation de degré quelconque, la série des valeurs de s,
successivement déduites des régles que nous avons énoncées, ct cor-
respondant & des valeurs décroissantes du module R de Z, pourra
converger vers une limite qui, n’étant pas une racine de I'équation
donnée, ne fasse pas évanouir le module R. Mais alors il suffira d’at-
tribucr & cette limite un accroissement représenté par une nouvelle
variable {; puis de substituer { & z, pour obtenir, a la place de I'équa-
tion donnée, une équation transformée, de laquelle on pourra déduire,
par I'application des mémes régles, une nouvelle série de valeurs de
et, par conséquent, unc nouvelle série de valeurs de s, correspondant
a de nouvelles valeurs décroissantes du module R.

En continuant de la sorte, ¢’cst-a-dire en déduisant, s’il est néces-
saire, des régles énoncées plusieurs séries de valeurs de 5, en déter-
minant d’ailleurs avec une approximation suffisante les limites vers
lesquelles convergent les termes généraux de ces séries et-en transfor-
mant I'équation donnée par Iintroduction de variables nouvelles qui,
ajoutées a ces limites, reproduisent la variable z, on pourra, non seule-
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ment dithinuer sans cesse, mais encore rapprocher indéfiniment de
zéro le module R; par conséquent, on f{inira par résoudre ’équation
- donnée avec une approximation aussi grande que I'on voudra. Il y a
plus : cette méthode de résolution peut encore scrvir & démontrer
existence des racines. Lorsqu’on veut I'employer & cet usage, il n’est
pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (g)
et (10) ou (12) et (13); il suffit d’observer que 'on satisfait aux con-
ditions requises, par exemple aux conditions (7) ¢t (g), cn attribuant
au module r de 5 une valeur infiniment petite; et I'on se trouve ainsi
ramené au théoréme I du paragraphe IV, par une démonstration qui
est précisément celle qu’en a donnée M. Argand dans un Article que
renferme le quatriéme Volume des Annales de M. Gergonne, page 133
ot suivantes ('). C'est encore A cette démonstration que se réduit celle
que M. chendre a proposée pour le méme théoréme dans la seconde
dition de la Théorie des nombres. D'ailleurs, M. Legendre observe
qu’en diminuant continuellement le module d’une fonction entiére par
des opérations semblables, répétées convenablement, on parviendra en
déﬁnitive a une valeur de ce module aussi petite que I'on voudra; il
présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme méthode
de résolution pour les équations algébriques, et surtout comme propre’
a fournir une premiére valeur approchée d’une racine d'une telle
équation. Mais le moyen qu’il propose pour conduire le calculateur &
ce but laisse beaucoup & désirer et consiste & faire décroitre le module
de la fonction entiére Z, en attribuant i la variable 5 une valeur égale
au produit d’un cocfficient trés petit par la racine de I'équation (3),
ou par une racine de I’équation (12). Du reste, il n’explique pas
comment on doit s’y prendre pour obtenir un coefficient d’une petitesse
telle que le module de Z décroisse effectivement, et ne parle pas de
I'équation (10) ou (13) qui permet de répondre & cette question.
Ajoutons que, méme en ayant égard A 'équation (10) ou (13), et en
(1) Jai en ce moment sous les yeux un exemplaire de 1'Ouvrage dont cet article offre

le résumé. Cet Quvrage, qui a pour titre : Essai sur une maniére de représenter les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, porte la date de 1806. Le nom

de l'auteur, Robert Argand, de Genéve, est écrit & la main.
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suivant la méthode ci-dessus tracée, on peut étre exposé & un travail
long et pénible, si I'on n’a pas soin de choisir convenablement les
quantités que la méthode laisse indéterminées; par exemple, le
nombre désigné par 0 dans la formule (18). Supposons, pour fixer
es idées, que 'équation (23) se réduise a la suivan

les idée I'équat 3 d ] ante

29—z -+ 5*=o,

b - Y T PEEUR TRy e
Alors, le rapport - ou r étant réduit & I'unité, le i terme de la

série (22) sera

. — n—1
B(1+0+0 ... o)== "

I
_ n—t
1—0 2 0

. . . T .
et convergera, pour des valeurs croissantes de 2, vers la limite 5+ Mais

il s’approchera trés lentement de cette limité, si l'on attribue au
nombre 0 une valeur peu différente de zéro, 4 laquelle correspondra
une valeur de © peu différente de 'unité. Donc alors on devra pro-
longer fort loin la série (22), avant d’obtenir un terme sensiblement
égal a cette limite; et 'on’ peut ajouter que les valeurs de R corres-
pondant aux valeurs successives de s décroitront trés lentement. A la
vérité, dans le cas présent, on peut déterminer directement la limite
cherchée. Mais il n’en sera plus de méme quand I'équation donnée
sera d’un degré supéricur au-second; ct généralement le calcul des
-valeurs successives de s deviendra pénible, si le module R décroit trés
lentement tandis que 'on passe d’une valeur de 5 & la suivante : ce
qui obligera le caleulateur d’effectuer une longue suite d’ operatlons
avant que ce module devienne sensiblement nul.

On évitera ces inconvénients, ou du moins on les atténuera nota-
blement, si, en appliquant i une fonction entiére Z le théoréme I ou I,
.on attribue a la variable 5 un module r qui, sans dépasser la plus
petite des limites indiquées p et v, fasse décroitre autant qu’il sera
possible le module de Z. D*ailleurs, lorsque le coefficient de = dans Z
étant différent de zéro, on attribue & la variable 5, avec I'argument =,
un module égal et inférieur au plus petit des nombres p, r, le module

'
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de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir
(8) - a—r(b—cr—...—grt2—hrrt),

dont la valeur minimum, inférieure 4 a, correspond & la valeur

maximum du produip
(25) r(b.—-CI'—,____‘grn—2_h,.n—1).

Enfin, le produit (25), dont les deux facteurs s’évanouissent, le
premier quand on pose r = o, le second quand on pose r =r, aura
évidemment pour maximum une valeur positive correspondant & unc
valeur ¢ de r, qui vérifiera la condition

[

Donc, la guantité ¢, inférieure & r, sera la valeur de » & Jaquelle
correspondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z
ne dépassera point si l'on a » <. On se trouvera donc naturellement
conduit & substituer, dans Ie théoréme I, « & v; on pourra méme ré-
duire le module » de 5 & celle des deux quantités p, r qui fournira le
plus petit module de Z; etI'on obtiendra ainsi, pour la résolution des
équations algébriques, la méthode nouvelle et trés simple qui fera
Iobjet du paragraphe suivant.

§ VI. — Methode nouvelle pour la résolution des équations

alge’briques.
Soit toujours
L=a+bs+cs*+...+gz" 1+ hz"
une fonction entiére de la variable
s=1r,.

Comme on I'a expliqué dans le paragraphe V, on pourra résoudre
une équation algébrique quelconque a ’aide de tout procédé qui four-
nira pour la variable z une valeur a laquelle corresponde un modiile R
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de la fonction Z, sensiblement inférieur au module a du perler
terme a.

Cela posé, considérons d’abord le cas o1, la valeur de Z étant donnée
par I’équation (1), le coefficient & de s différe de zéro. Alors une mé-
thode de résolution trés simple pourra évidemment se déduire du
théoréme que nous allons énoncer. '

’ ‘ ‘ ..

Tntortne 1. — Sorent
(1) I=a+bs+cs+...4+ gz 14 hzn
une fonction entiere de la variable s =r,, et

a, b, ¢, ..., g h
les modules des coefficients

a, b, ¢, ..., & h

Supposons d’ailleurs que, les coefficients a, b r’élant pas nuls, on

nomme pg la racine de I'équation binome

(2) . .a+bs=o

et v la valeur de r pour laquelle le produst

(3) r(l)—cr——...-—.gr"—z——hr"—‘)

devient un mawximum, ou, ce qui revient au méme, la racine positive
unique de l’équation

(4) b—2cr‘—...—(n,—[)g,'-n-.-ﬁ_.nh,-n—lzo_

Pour rendre le module de la fonction 1 inférieur au module de son
premier terme a, il suffira de réduire ce module R a la plus petite des

deux valeurs qu'il obtient quand on pose successivement
5= g 3= 1tg.

Démonstration. — Lorsque, I'ar wumont de-s étant égal & w, le mo-
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dule de s est égal ou inférieur a p, le module du binome a + 65 se
réduit a la différence '
a—br;

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme

(5) a—br+cri4...4gro=t4-hre,

D’autre part, le produit (3), qui croitra en passant d’une valeur
nulle & sa valeur maximum, tandis que r croitra depuis zéro jusqu’a «,
sera toujours positif dans cet intervalle. Done pour 72+, on aura

(6) Cri gt +hrt>br.

Or, il résulte immédiatement de cette derniére formule que, si-I’on
réduit le module »au plus petit des deux nombres p, ¢, la somme (5),
et & plus forte raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures
au module a. Donc le plus petit des modules de Z, correspondant aux
valeurs pg, t,; de 5, sera certainement inféricur au module a.

Corollaire. — 11 est bon d’observer que, si I'on considére le pro-
duit (3) comme fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r
‘quand on fait varier r entre les limites o, ¢, offrira dans cet intervalle
une dérivée toujours positive. Done, pour r<C ¢, on aura toujours

b—ocr—...—(n—1)gr**—nhr*-t>o,
ou, ce qui revient au méme,

hr—acrt—...—(n— l)gr"—"— nhre>o,
puis on en conclura

(7) br—cr*—...—gr*'—hrm>cr*+...+(n—2)gr*'+(n—1)hre,

Or, en vertu de cette derniere formule, qui entraine évidemment
avec elle la condition (6), Ic module a surpassera la somme (5) d’une
quantité supérieure au nombre « déterminé par la formule

(8) a=cri4i..+(n—2)gr*'+(n—=1)hre,
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Done, par suite, le module R de Z deviendra inférieur  la différence
a — o, si I'on pose 5 =r, en prenant pour r le plus petit des deux
nombres, g, ¢; et & plus forte raison si I'on réduit le module R a la
plus petite des deux valeurs qu’il acquiert quand on pose successive-

‘ ment 5 = pa, 5 =1q4.

Ajoutons que le nombre « ne s’évanouira jamais, si ce n’est dans
le cas particulier on, lcs' coefficients ¢, ..., g, £ s’évanouissant tous
simultanément. le polynome Z se trouverait réduit au binome a + bs.
D'ailleurs dans ce cas particulier 'équation algébrique Z = o se ré-
duirait précisément i 'équation binome a + b5 = o, dont la racine

est s = po=— %-

Considérons maintenant le cas ot dans la fonction Z le coefficient
de s s’évanoairait, ou, ce qui revient an méme, supposons cette.fonc-
tion déterminée, non plus par la formule (1), mais par une équation
de la forme ' |

L=a+bs'+ecs™+...+ hzn,

Alors, au théoréme I on pourra substituer la proposition suivante :

Tueorinme 1L, — Sotent .
(9) Z:a+b;1,+cz”‘+...+lz:"

une fonction entiere de la variable 5 =r,, et

a, b, ¢, ..., h
]

les modules des coefficients

a, by C, e en h.

Supposons, d’ailleurs, que les nombres I, m, ..., n _forment une suite
croissante, et que les coefficients a, b n’étant pas nuls, on nomme -

l'une quelconque des racines de l’équation binome

(10) : . a—+bs'=o.
Enfin, soit ¢ la valeur de r, pour laquelle le produit
(ll) rl(b——Cl',’""’l—.,.—]“-n—[)

OFuvres de C. — S. 1, t. 11 fo

1
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devient un maximum, ou, ce qui revient au méme, la racine posttive

unique de l'équation

(12) Ih—merm—!—. . —nhr—!'=o.

Pour rendre le module de la fonction L infeérieur au module de son
premier terme a, i suffira de réduire ce module a la plus petite des deux

valeurs qu’il obtient quand on pose successivement
3= g 5= 1tg.

Démonstration. — Lorsque, ’'argument de s étant égal & w, le module
de 5 est égal ou inféricur a p, le module du binome a + 03’ se réduit

4 la différence
a—Dbri;

par conséquent le module de Z ne surpasse pas la somme
(13) a—Dbri4crmn—4...4hre,

D’autre part, le produit (r¥), qui croitra en passant d’une valeur
nulle a sa valeur maximum, tandis que r croitra depuis zéro jusqu’a ¢,
sera toujours positif dans cet intervalle. Done pour rZ+, on aura

(14) cerma . .+hrr<<hrl,

Or, il résulte immédiatement de cette dernicre formule que, si I'on
réduit le module r au plus petit des deux nombres p, ¢, la somme (13)
et, & plus forte raison, le module de Z offriront des valeurs inférieures
au module a. Donc, le plus petit des modules de Z correspondant aux
valeurs pg, 15 de 5, sera certainement inféricur au module a.

“Corollaire. — 11 est bon d’observer que, si 'on considérc le pro-
duit (11) comme une fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r
quand on fait varier r entre les limites o, ¢, offrira dans cet intervalle

* une dérivée toujours positive. Donc, pour r <<, on aura toujours

(15) Ibri=t—mern=t—_ . —nphr—1>o0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 315

ou, ce quirevient au méme,

Jhol . )
thr merm—,  ——nphrt>o;3

puis on en conclura

(16) brl—c¢rm—, . . —hre> <n—; —1>cr’”+. R <% ——1>hr".

Or, en vertu de cette derniére formule, qui entraine évidemment
avec elle la condition (14), le module a surpassera la somme (13)
d'une quantité supérieure au nombre o déterminé par la formule

(1) a:(’-?—n)cr"‘—i—...—l—<I—;—1>hr".‘

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur 4 la quantité
a— «, si l'on pose z = rg, en prenant pour r le plus petit des deux
nombres g, ¢, et & plus forte raison si I'on réduit le module R & la plus
petite des deux valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement

5= gy 5= tg. Ajoutons que le nombre « ne s’évanouira jamais, sl ce
n’est dans le cas particulicr ot les cqef:ficients ¢y vvey 8 h S'éva-
nouissant tous simultanément, le polynome Z se trouverait réduit au
binome @ + bs'. Dailleurs, dans ce cas particulier I'équation algé- -
. brique Z=o se réduirait précisément  I'équation binome a + bs‘=o,
dont Ies racines se confondent avec les racines de degré / du rapport

— %, P'une d’clles étant ¢.;.

L’npplication du théoréme I ou II aux fonctions entiéres, qui repré-
sentent les premiers membres d’une équation algébrique et de ses
transformées successives, fournit, pdur la résolution de cette équation,
unc méthode et des formules précises qui ne renferment plus de quan-
tités indéterminées et arbitraires, analogues aunombre 6 du paragraphe
précédent. A la vérité, pour déduire cette méthode des principes
exposés dans le paragraphe précédent, il suffit d’attribuer aux indé-
terminées dont il s’agit des valeurs spéciales, en prenant, par exemple,

1 . , . , ey, ' .
0= 5+ Mais, comme ces valeurs spéciales sont précisément celles qui
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font décroitre plus rapidement le module delafonction entiére donnée,

ou du moins certains nombres que ce module ne dépasse point, clles

seront aussi généralement celles qui rendront les approximations.plus
rapides. ' '

Supposons, pour fixer les idées, que I'on applique la nouvelle mé-

~ thode & la formule (23) du paragraphe V, c’est-a;dire a 'équation du

second degré
a—bz+cs=o,

en supposant toujours

_ ac —b*>o.
On trouvera
- __a _1h R
pm-_B-, tu-__’b—; E’ A= Ct*y
puis, en prenant
s=t+{,

et faisant pour abréger a’=a — «, on obtiendra immédiatement la
transformée
a’'+ct?=o,

- dont les deux racines coincident avec les racines carrées du rapport

a e ey, .
— - On retrouvera donc ainsi I'équation (24) du paragraphe V; et ce

qu’il importe de remarquer, on aura été conduit a cette équation, non
plus par la recherche de la limite vers laquellc converge le terme
général d'une série formée avee des valeurs successives de la variable z,
mais par la détermination d'une seule valeur de cettec méme variable.

S'il arrivait que la fonction Z offrit, a la suite de son premier
terme @, un ou plusicurs autres termes dont les coefficients fussent
sensiblement nuls, on pourrait, en se servant du théoréme I ou 1I
pour déterminer un module de Z inféricur i celui de a, faire abstrac-
tion de ces mémes tcfmes, sauf & constater ensuite que le module
trouvé de Z, quand on a égard-aux termes omis, reste inféricur au
module de @. Cette remarque permet d’employer la nouvelle méthode
ala résolution d’une équation numérique donnée, dans le cas méme ou
I'application rigouregse des théorémes I et II aux premiers membres
des transformées de cette équation ferait décroitre trés lentement, apres
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un certain nombre d’opérations, les modules de ces premiers membres.
On sait que I’on peut toujours ramener la résolution d’une équation
algébrique au cas ou cette équation n’offre pas de racines égales.
D’ailleurs, lorsque a I'aide de la nouvelle méthode on sera parvenu
a une valeur trés approchée w d’une racine simple d’'une équation
algébrique, "
(18) Z=o,
alors, en posant -

(19) z=w+{,

on transformera Z en une fonction de  dans laquelle le terme constant |
sera sensiblement nul, tandis que le coefficient de ¢ différera sensible-
ment de zéro. Quant au cocfficient de £”, il se réduira précisément au
coefficient de z* dans la fonction Z. Donc, dans ’hypothése admise on

~

trouvera
(20) Z=a4b8 +c024... 4+ gl 14 h";

a, b, ¢, ..., g désignent de nouveaux coefficients dont le premier a
offrira un module trés petit, tandis que le module de b différera sensi-
blement de zéro. Donc alors, ‘en vertu du théoréme I, il faudra, pour
rendre le module de Z inférieur au module de a, poser

(21) a+-bl=o,
ou, ce qui revient au méme,

22) f=—1

et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple, qui
différait peu de w, sera celle que détermine la formule

-—

=i s

(23) E=w—

Ainsi, la nouvelle methode, appliguée a la résolution d’une équation
algébrique, finira par coincider, aprés un certain nombre d’opérations,

avec la methode linéaire ou newtonienne.
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NOTE II.

REDUCTION DES QUANTITES GEOMETRIQUES A LA FORME 2 -+ iy,

D’aprés ce qui a été dit dans la Note précédente, I'unité a pour
racines quatriémes les deux quantités algébriques

—1, +1,

qui sont en méme temps ses deux racines carrées, ou, ce .qui revient
au méme, les racines de I’équation binome #*=1, et les deux quantités
géométriques

—Iny )

b 2

qui sont en méme temps les racines carrées de — 1, ou, ce qui revient
au méme, les racines de I'équation binome z* = — 1.
La derniére de ces racines, ou 1, est précisément la quantité géomeé-
. 3
trique que 'on désigne par la lettre i. Cela posé, comme on aura
ir=igry=rg, —ir=1 gro=r o,
H 2 ~3 ~3
il est clair que les deux quantités géométriques ir, — ir se mesureront
sur une méme droite perpendlculalre 4 'axe polaire, mais en sens
inverse.

Lorsque la quantité géométrique r, a le pole pour origine, son extré-
mité peut étre censée avoir pour coordonnées polaires les quantités
algébriques r, p, et pour coordonnées rcctqnfrulalres les quantités

algébriques z, y, liées a r, p par les formules

(1) _ & =rcosp, y=rsinp.

Alors aussi, pour arriver & I'extrémité de la longueur r,, il suffit de
porter, a partir de 'extrémité de I'abscisse , et sur une perpendicu-
laire & 'axe polaire pris pour axe des x, I'ordonnée y, représentée en
grandeur et en dircction par la quantité géométrique iy. En d’autres
termes, la quantité géométrique r, est la somme des quantités géomé-
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triques «, iy. On a donc -
(2) 1 rp=ax+iy=r(cosp-+isinp);
puis, en posant 7 =1,
(3) : 1,,::605p+isinp.
On aura, de méme,
(4) | 1_,=cosp —isinp
et, par suite,

1,+1_ . I,—T_
L__"', sinp = P =P,

(5) cosp = = —

Sil'on désigne a I'aide de la seule lettre = la quantité géométrique r,,
- I’équation (2) donnera

(6 s:x»—i-‘iy.

Ainsi toute quantité géométrique s pourra étre reduite a la forme
@ + iy, @, ¥ étant deux quantités algébriques dont la premiére sera
~ce que nous appeilerons la partie algébrique de z.

NOTE III.

SERIES DONT LES TERMES GENERAUX SONT DES QUANTITES GEOMETRIQUES,
FONCTIONS DIVERSES DE CES QUANTITES. ‘

Lesrégles établies pour la convergence des séries, dans mon Aralyse
algebrigue, peuvent étre facilement étendues au cas ol les termes
généraux de ces séries sont des quantités géométriques.

Considérons, pour fixer les idées, une sériec de quantités géomé-
triques '

00 W0 FE& L 5,

vey o

prolongéc indéfiniment dans un seul sens. Le terme z™ correspondant
a I'indice n sera le terme géneral de cette série.-Soit d’ailleurs

stm = 5OV - 5 L 4 5
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la somme de » premiers termes. La série sera dite convergente, lorsque,
pour des valeurs croissantes de 7, la somme s™ convergera vers une
limite fixe s; et alors cette limite s sera ce que nous appellerons la
somme de la série. Dans le cas contraire, la série sera divergente et
n’aura plus de somme. '
Soit maintenant 7™ lc module du terme général =™, ¢t nommons ¢
la limite unique ou la plus grande des limites vers lesquelles converge,
* pour des valeurs croissantes de 7, 'expression
1
(rm)n,
c’est-a-dire la racine ni#e du module de 5. Le nombre ¢ sera ce que .
nous appellerons le module de la séric pr(;posée, et, par des raisonne-
ments semblables 2 ceux dont jai fait usage dans mon Analyse alge-

L]

brigue, on établira sans peine la proposition suivante :

TutoreMe 1. — Une serie de quantites géometriques -

1 - 1 1 1L

prolongee indéfiniment dans un seul sens, est toujours convergente lorsque
son module v est infeérieur a l'unite, towjours divergente lorsque le mo-
dule « surpasse 'unite.

Sile terme général z™ est proportionnel & la ni*™¢ puissance d'une
certaine variable z = r,,, cn sorte qu'on ait

s — a(n):u’

le coefficient a™ pouvant étre une quantité géométrique, alors en
nommant p le module de la série qui a pour terme général @™, on trou-

vera
t=—=pr,

et 'on déduira immédiatement du théoréme I la proposition sui-
vante :
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" Tutoreme II. — La série

a®, allls, a®sz2, .., aPz", ...,

ordonnée suvant les puissances ascendantes de la variable z, est conver-

gente ou divergente suivant que le moduler de = est inférieur ou supérieur

1 , .
a T designant le module de la serie

a®, atl, a®, ..., a®,
JSormée avec les coefficients des puissances successives de z.

Une quantité géométrique est dite fonction de plusieurs autres lors-
qu’elle varie avec elles.

Dans la premiére Nole, nous avons déja considéré diverses fonctions

" de quantités géométriques, spécialement celles que fournissent 'addi-

tion ou la soustraction de ces quantités, leur multiplication ou leur
division, et leur élévation a des puissances entiéres. La formation des
séries convergentes dont les termes généraux renfermeraient une ou
plusieurs quantités géométriques variables, fournira de nouvelles fone-
tions de ces quantités, et parmi ces fonctions on devra distinguer les
sommes de séries convergentes ordonnées suivant les puissances as-
cendantes d’une.seule variable =. '

Considérons, en particulier, la séric

' 5 52

I, = ——»

I 1.2

N

=}

qui a pour terme général ———— et qui ne cesse jamais d’étre con-

vergente. La-somme de cette série sera représentée, si s est algébrique,
par I'exponentielle de e, en sorte qu’on aura dans ce cas

2

1 es—1 f—i—
() 1 T2 T

e étant la base des logarithmes hyperboliques ou népériens. D’ailleurs,

pour que la formule (1) s’étende & tous les cas possibles, il suffira de
OEavres de C. — S. 1, t. 1L 41
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concevoir que l'on se serve de cette formule, lors méme que la va-
riable = est une quantité géométrique, pour définir Pexponentielle ¢*.
Ajoutons que, si I'on pose SN

(2) a =¢e?%

a désignant une quantité algébrique quelconque, on pourra supposer
I'exzponentielle a® généralement définic par la formule

3) = e*3,

Ces counventions étant admises, on prouvera aisément que les pro-
priétés connues des exponenticlles subsistent pour des exposants quel-
conques, méme quand ces exposants sont des quantités géométriques.
D’ailleurs, les exponentielles e?, @ étant définies par les formules (1)
et (2), leur définition entrainera celle des logarithmes pris dans le
systéme qui a pour basc le nombre ¢ ou a, ¢’est-d-dire des exposants
qu’il faut attribuer a cette base, pour obtenir des quantités géomé-
triques données.

Si, dans la formule (1), on réduit & zéro la partie algébrique de 3 si
on pose, par exemple, z = ip, p étant un angle quelconque, alors, en
ayant égard aux formules

cosp—1 P P P L
OSp_l—f:' m—, sinp —=p 1.2.3-{-‘...,
on frouvera ' -
: eP=cosp +1i sinp =1,.
On aura done, par suite,
(&) er—i,, er=1_,,
et les formules (5) de la Note II donneront
(,., ) eip -+ e—ip . eir — e—ip
2 coSp — —— $ _— .
bp 2 ’ Slnp Y

St dans ces dernitres formules on écrit 5 au lieu de p, on obtiendra
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les suivantes

. ei:+ e—is . : ¢ic — e—iu
(6) COSE = ——— sins = ————
2

et pour que coss, sinz, se trouvent définis dans tous les cas possibles,
il suffira d’étendre les équations (6)au cas méme ol la lettre z désigne
une quantité géométrique.

NOTE 1IV.

FONCTIONS CONTINUES DE QUANTITES GEOMETRIQUES.
DIFFERENTIELLES DE CES QUANTITES ET DE CES FONCTIONS.

Soient
s=r, et =R,

deux quantités algébriques, mesurées dans un plan donné, a partir du
pole O, ou plus généralement a partir de deux points fixes pris pour
origines, jusqu’a deux points mobiles A, B. Z sera une fonction de z,
si le mouvement du point A détermine le mouvement du point B; et
cette fonction sera continue, si & un mouvement infiniment petit du
point A correspond toujours un mouvement infiniment petit du point B.
Alors 3 un accroissement infiniment petit As de la variable s corres-
pondra toujours un accroissement infiniment petit AZ de la fonction
clle-méme. Si cette condition .était remplie sculement entre certaines
limites de la variable 5, et pour certaines positions du point mobile A,
par exemple, quand ce point serait compris entre deux lignes données,
la fonction Z ne serait continue qu’entre ces limites.

Désignons maintenant par f(s) la valeur dé Z exprimée en fonction
de z. Si 'on attribue & z un accroissement infiniment petit Az, 'ac-
croissement correspondant

AL="F(s+ Az) —f(s). -

de la fonction f(z) supposée continue sera lui-méme infiniment petit.
Mais le rapport .
A7 f(s+ As) —1(3)

3 As

(1)

s
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conservera généralement une valeur finie. Si, d’ailleurs, on fait con-
verger As vers la limite zéro, il arrivera souvent que le rapport (1)
convergera vers une limite unique et finie. Cette limite, que I'on
nomme la derivée de la fonction Z, s'indique & I'aide de la notation Z’
ou f'(z), ou bien encore & l'aide de la notation D,Z ou D, f(s). Si,

. , , AZ ) .
tandis que As s’approche de zéro, le rapport 3 ne s’approchait pas

_indéfiniment d’une limite unique et finic, la dérivée Z' ou f'(z) devrait
étre censée acquérir une valeur infinie ou multiple ou indéterminée,

. . . . A7 U TI
savoir : une.valeur infinie, si le module du rapport 3 Croissait indéfi-

niment; une valeur multiple ou indéterminée, dans le cas contraire.
* Les dyférentielles ds, dZ de la variable s et de la fonction Z ne sont
autre chose que des quantités géométriques dont le rapport est préci-
sément la limite du rapport entre les accroissements infiniment
petits Az, AZ. En conséquence, dZ est liée & dz par la formule

dz, ' :
(2) . %ZDzZ ou dl=D;Zdz,
dans laquelle la différentielle dz de la variable independante z reste
arbitraire.

En général, les dyferentielles de plusieurs quantités géométriques ne’
sont autre chose que de nouvelles quantités géométriques, dont les
rapports se réduisent aux limites des rapports entre les accroissements
infiniment petits des premiéres.

NOTE V.

SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE L¥S RESIDUS DES FONCTIONS
ET LES INTEGRALES DEFINIES.

Les équations (21), (23), (24) et (25) du paragraphe II sont du
nombre de celles qu'on obtient en cherchant les relations qui existent
entre les résidus des fonctions et les intégrales définies. Ces équations,
qui prennent une forme trés simple quand on fait usage du signe &,
coincident avec quelques-unes de celles que contient le premier Vo-
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lume des Exercices de Mathématiques ('), et sont toutes comprises dans
une formule générale que renferme le Méinoire lithographié a Turin,

en 1831 (?). Dans cette formule, qui se réduit a

(1) - [ f(5)Dezds =2mil( f(2)),
' (e :

5 peut étre censé représenter une quantité géométrique variable r,,
mesurée & partir du pole O jusqu’a un point mobile A, s 'arc mesuré .
sur une courbe fermée LMN, entre une origine fixe C et le point mo-
bile A, et ¢ le. périmetre entier de la courbe. On suppose d’ailleurs
’arc s mesuré dans un sens tel que, cet arc venant a croitre, son ex-
trémité A ait, autour d’un point fixe trés voisin et situé i I'intérieur
du contour LMN, un mouvement de rotation direct, ¢’est-a-dire pareil
au mouvement de rotation qu’indiquerait, pour le rayon m(lbile OA,.
une valeur croissante de I'angle polaire p. Enfin, on suppose que, pour
toutes les valeurs de z auxquelles correspond'ent des points situés a
'intérieur de la courbe LMN, la fonction /(=) et sa dérivée restent
continues, quand elles ne deviennenf pas infinies, et que, dans ce
dernier cas, on‘peut trouver une puissance entié¢re de Az, qui, mul-
tipliée par f(s + Az), fournisse pour produit une fonction de Az qui
reste continue avec sa dérivée. Ajoutons que,‘ dans le second membre
de la formule (1), le résidu intégral indiqué par le signe ¢ s’étend
seulenient 2 celles des racines de 'équation ‘

.

-(2) 75

—o,

:iuxquelles correspondent des points situés a l'intérieur du’ con-
tour LMN. ' .

Il est bon d’observer que la formule (1) s’étend au cas méme ol 4 la
courbe LMN on substituerait un contour fermé quelconque, par
exemple, le contour d’un polygone do_ht les cotés seraient rectilignes
ou curvilignes. Alors Pintégrale que renferme le premier membre de

(1) OEusres de Cauchy, 8. 11, T. VI
(*) 1bid., 5. 11, T. XV.
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I'équation (1) sc trouverait remplacée par la somme de plusieurs inté-
grales correspondant aux divers cotés du polygone.

NOTE VI.

SUR L’ANALOGIE DES PUISSANCES ET DES DIFFERENCES.

Les formules du paragraphe III fournissent un moyen facile d’établir
rigourcusement I'analogie des puissances et des différences, déja si-
gnalée par divers auteurs, et spécialement par M. Brisson. D’ailleurs
ces formules et les applications qu’on peut en faire & I'intégration des
équations différenticlles ou aux dérivées partielles, ont été reproduites
avec de nouveaux développements dans le second Volume des Ewercices
de Mathematiques (). -

NOTE VII.
.
SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

A COEFFICIENTS CONSTANTS.

- Les formules données dans le paragraphe IV, pour l'intégration des
équations différentielles linéaires a cocfficients constants, peuvent étre
aisément réduites a celles que j’ai plus tard établies et démontrées fort
simplement’dans les Exercices de Mathématiques. Ainsi, par exemple,
si on fait usage du signe ¢, et si Pon a égard & I'équation (24) du
paragraphe II, la formule (48) du paragraphe IV, qui représente I'in-
tégrale générale de I’équation linéaire |

(1) ' F(D)u=r(¢)
pourra s’écrire comme il suit

_ o (F(5—F(U) b e 5 I
(2) ) u._.é/[W —[ el )f(f)dh]m,

v o

'

les diverses puissances de U devant étre remplacées, dans le déve-

loppement de la fonction PLQ;—#, par les quantités

oy, Uy ooy Up_y,

(1) OFEuvres de Cauchy, S. 11, T, IL.
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qui expriment les valeurs particuliéres de
u, Dju, ..., DFlu

-correspondant i une valeur nulle de U.

NOTE VIII.

SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAI_RIES AUX DERIVEES PARTIELLES.

Les formules qui sont renfermées dans les paragraphes V, VI, VII |
et qui se rapportent & I'intégration des équations linéaires sous des -
conditions données, ont été plus tard reproduites en partie, souvent
démontrées d’une autre maniére, dans divers Mémoires, et spéciale-
ment dans celui qui a pour objet I’ Application du calcul des résidus auz
questions de Physique mathematique. Parmi ces formules, il en est
quelques-unes qui, au premier abord, peuvent laisser au lecteur des
doutes sur la question de savoir si elles s’accordent entre clles. Il est
bon d’éclaircir cette difficulté et de prouver, en particulier, que les
résultats obtenus dams le paragraphe VI s’accordent avec ceux que
I'on a déduits de la formule (20) du paragraphe VII. On y parviendra
de la maniére suivante : _ - .

Je commencerai par observer que, dans la formule (20) du para-
graphe VII, le signe du second membre doit étre choisi, non pas arbi-
trairement, mais de maniére que la valeur de Q soit positive et que,
en conséquence, Q représente; comme il est dit 4 la page 272, la valeur
numérique de ¢'(pi) correspondant a une racine réelle de 'équation

o(pi)=1.
Il en résulte que, si I'on posc

o (@) = e,

a étant positif, &n aura Q = 24, et que, par suite, I'équation (3()) du
paragraphe VII entrainera la formule (43), entiérement semblable 3
la formule (131) du paragraphe VI.
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Il reste & faire voir que 'équation (54) du paragraphe VII s’accorde
pareillement avec la formule (87) du paragraphe VI. Pour y parvenir,
il suffit de prouver que, dans la formule (54) du paragraphe VII, la
valeur de R .peut étre réduite a . '

(1) | R =D, [(AB -+ p?) sinap — (B — A)p cosap],

p étant une quantité algébrique et en méme temps une racine de
I’équation '

(2) . (AB +p?)sinap — (B—A)pcosap=o,

ou, ce qui revient au méme, de I’équation
(3) (A—pi)(B+pi)e*i=(A +pi)(B—pi)eari,

Or, effectivement, la valeur de R que détermine ’équation (1) peut
étre présentée sous la forme

R=— %f [(A—pi)erti— (A +pile-PH][(B—pi) ePB—2i— (B +pi)efle~Wi] dp,
0 .

et, en vertu de la formule (3), elle peut étre réduite a

— Y(pi) 1 "[(A—Pi)t"’“"—(z\+pi)e—r>m :
(4) B_A2+P22v/0\ l ] d(,}.,

- la valeur de ¢(«) étant

(3) $(a) = (A —2a)(B + a)ew.

2R
$(pi)

demment positif et, par suite, la formule (49) du paragraphe VII,

D’ailleurs, en vertu de la formule (4), le rapport sera évi-

dans laquelle Q désigne une quantité positive, devra étre réduite a

2R

(6) Q:W’

d’ou I'on conclura que la valeur de f(x) peut étre censée déterminée
par I'équation (54) du paragraphe VII, jointe & la formule (1).
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SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES DIFFERENTIELLES

DERIVEES PARTIELLES, A COEFFICIENTS PERIODIQUES

v ET SUR LES

INTEGRALES ELEMENTAIRES DE CES MEMES EQUATIONS (!).

Mémoires de U’ dcadémie des Sciences, t. XXII, p. 587; 1850.

—_————lOR——

Je viens aujourd’hui appeler Pattention des géométres sur une
nouvelle branche de Calcul intégral qui me parait devoir contribuer
aux progrés de la Mécanique moléculaire, et qui a pour objet I'intégra-
tion des équations linéaires a cocfficients périodiques.

Vappellerai fonction periodiqgue d’'unc ou plusieurs variables indeé-
pendantes «, ¥, 5, ... celle qui ne sera point altérée quand on fera
croitre ou décroitre ces variables de quantités représentées par des
multiples de certains parameétres a, b, ¢, ... en faisant varier x d’un
multiple de @, y d’un multiple de 6, 5 d’'un multiple de ¢, .... Des
équations linéaires a coefficients periodiques ne seront autre chose que
des équations linéaires différentielles ou aux dérivées particlles, dans
lesquelles les diverses dérivées des inconnues auront pour coefficients
des fonctions périodiques des variables x, y, =z, ... ou de variables re-
présentées par des fonctions linéaires de @, y, z,”. .. Enfin, j'appelle-
rai paramélres trigonometriques les quotients «, 6, v, qu’on obtiendra
en divisant la circonférence 2w par les parameétres donnés a, b, ¢, .. ..

Dans les équations linéaires et & coefficients périodiques auxquelles

(1) Présenté dans la séance du 10 décombre 1849.

OFuvres de C. — S. I, t. 1. 42
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on se trouve conduit par la Mécanique moléculaire, les coefficients
sont, en général, fonctions des coordonnées, mais indépendants du
temps't; ct alors on peut obtenir des intégrales particuliéres qui four-
nissent pour les inconnues des valeurs représentées par des produits
dont un seul facteur renferme le temps, ce facteur étant une exponen-
tielle dont I'exposant est proportionnel & ¢. Lorsque l'exponentielle
dont il s’agit sera unc exponenticlle trigonométrique, les intégrales
trouvées deviendront isochrones, ¢’est-a-dire qu’elles fourniront, pour
valeurs des inconnues, des fonctions périodiques du temps.

Les intégrales particuliéres dont nous venons de parler seront géné-
ralement imaginaires ou symboliques, mais clles ne cesseront pas pour
cela d’étre applicables & la solution des problémes de Mécanique ou de
Physique; car, sil’on réduit les valeurs symboliques des inconnues a
leurs parties réelles, ces parties réclles satisferont encore aux équa-
tions données. . ' '

Une propriété remarquable d’une fonction périodique de 2, y, 5, ...
c’est qu'elle peut étre développée en une séric ordonnée suivant les
puissances ascendantes et descendantes des exponentielles trigonomé-
triques dont chacune a pour argument le produit d’une variable par le
paramétre trigonométrique correspondant. Dans chaque terme de la
série, le facteur constant est représenté par une intégrale définie mul-
tiple, les intégrations étant cffectuées entre les limites x = 0, x = a;
y=o0,y=b;zs=0,5=c;.... Le terme constant de la série est.a
valeur moyenne de la fonction entre ces limites. D’ailleurs, il est im-
portant d’observer que si une fonction périodique u renferme avee les
variables indépendantes x, y, 5, ... d’autres quantités &, £, .. . la valeur
moyenne de u, considérée comme fonction de 4, £, ... pourra changer
de forme quand on changera les valeurs de 2, £ (*).

(1) Ainsi, par exemple, la fonction périodique

hexxt
ke = heoxi
a pour valeur moyenne zéro, ou l'unilé, suivant que le module de & est supérieur ou
inférieur au module de 4.

“«
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Ces principes étant admis, concevons d’abord que, dans les équa-
tions linéaires données, les coefficients cessent d’étre périodiques
et deviennent constants. Alors, on pourra satisfaire aux équations
données en supposant les valcurs des diverses inconnues proportion-
nelles & une scule exponenticlle dont I'exposant sera représenté par
une fonction linéaire des variables indépendantes. Cette exponentielle,
que jappellerai Vexponentielle caractéristique, se trouvera d’ailleurs
multipliée dans les diverses inconnues par des cocfficients divers dont
les équations linéaires données feront généralement connaitre l¢s rap-
ports. ) . '
En opérant comme je viens de le dire, on obtient seulement des
intégrales particulicres d’un systéme donné d’équations linéaires et a
coefficients constants. Ces intégrales, qu’on peut appeler élementaires,
représentent, en effet, dans les questions de Mécanique moléculaire,
les mouvements élémentaires, ou, en d’autres termes, les mouvements
simples et par ondes planes. Ajoutons que I'exponentielle caractéristique
correspondant i un systtme quelconque d’intégrales élémentaires
peut se déduire directement de 1'équation caractéristique a laquelle on
parvient en éliminant entre les équations données toutes les inconnues,
a Pexception d’une’ seule. . - .

Concevons maintenant que, dans un systéme d’équations linéaires,
les cocfficients redeviennent périodiques, mais différent peu de leurs
valeurs moyennes. Aprés avoir développé ces cocfficients en séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes ct descendantes des ex-
ponentielles trigonométriques ci-dessus mentionnées, on pourra sub- .
stituer aux inconnues des développements de méme forme, puis égaler
entre cux, dans les deux membres de chaque équation, les coefficients
des puissances semblables de ces exponentielles. On obtiendra ainsi
des équalions auxiliaires qui seront encore linéaires, mais a_coeffi-
cients constants, et qui serviront & déterminer les divers termes des
développements des inconnues, ou plutot les coefficients des exponen-
ticlles trigonométriques dans ces divers termes. Dans I'hypothése
admise, c’est-a-dire lorsque les coefficients périodiques renfermés dans
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les équations données différeront peu de leurs valeurs moyennes, les
séries qui représenteront les développements des inconnues seront
ordinairement convergentes, et I'on pourra exprimer les valeurs des
diverses inconnues par des produits de deux facteurs, dont I'un sera
une exponentielle caractéristique propre & vérifier le systeme des équa-
tions auxiliaires, I'autre facteur de chaque produit étant un coefficient
périodique. ,

Ltant donné un systéme quelconque d’équations linéaires a coeffi- -
cients périodiques, les intégrales particuliéres qui fourniront pour les
inconnues des valeurs représentées par des produits de cette sorte,
seront celles que je désignerai spécialement sous le nom d’intégrales
élémentaires. ' ‘

1l est important d’observer que, dans un §ystéme d’intégrales élé-
mentaires d’équations a coefficients périodiques, 'exponentielle carac-
téristique offre ordinairement une valeur différente de celle qu’on
obtiendrait si I'on réduisait chaque coefficient périodique a sa valeur -
moyenne. Cette observation est surtout utile lorsque les équations
données se rapportent & une question de Mécanique ou de Physique,
spécialement & la théorie du son ou & celle de la lumiére.

ANALYSE.

Pour montrer une application treés simple des principes exposés
dans ce Mémoire, concevons que I'inconnue & doive vérifier 'équation

linéaire aux dérivées partielles
(1) s =KD,

K étant une fonction périodique de z, qui ne soit pas altérée quand on
fait croitre ou décroitre la variable @, supposée réelle, d’un multiple
du paramétre a, Posons d’ailleurs

a4 = —>
a

Enfin, nommons £, la valeur moyenne de la fonction K, en sorte

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LINEAIRES DIFFERENTiELLES,ETC; 333

1 [(}
ko= 2[ K dz,

" ot soit pareillement]cn la valeur moyenne du produit Ke™**, n étant

qu’on ait

une quantité entiére quelconque, positive ou négative. La formule
(2) K= ko4 ke kyerorip | -k e=o%lq k_ e |

fournira le développement de la fonction K en une série ordonnée
suivant les puissances entiéres ascendantes et descendantes de I'expo-
nentielle ¢**, 8i, d’ailleurs, la fonction K difféerc peu de sa valeur
moyenne £,, on pourra, dans une premiéré approximation, réduire K
a k,, et la formule (1) & 'équation '

(3) Dys = oDyt
Or, cette derniére équation, linéaire et a coefficients constants, sera

vérifiée, si l'on pose '

(4) - 8= Aenrst,

u, s, A désignant trois cohstantes dont les deux premiéres soient liées

entre elles par la formule

(5) : s =kou;

et la valeur que I'équation (4) fournira pour I'inconnue & représen-

tera non sculement ce que nous appelons une intégrale elémentaire de

I’équation (3), mais encore une intégrale approchée de I'équation (1).
Si, maintenant, on veut obtenir, non plus une intégrale approchée,

mais une intégrale exacte de I’équation (1), on pourra supposer la

fonction & développée aussi bien que la fonction K en une série or-

donnée suivant les puissances ascendantes et descendantes de I'expo-
nentielle ¢<i, Faisons, en conséquence,

(6) 8 =8, 8, €%% 4 8, @20 -y eIy et |

L’équation (1) sera vérifiée si, aprés y avoir substitué les valeurs
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de K et s, tirées des formules (2) et (6), on égale entre eux les coeffi-
cients des puissances semblables de I'exponentielle e**, renfermés
dans les deux membres. On obtiendra ainsi les équations auwxiliaires

(Dy— koD2)go=k_(Dp=4ai)g,+...4+ & (De— i) +...,
[D,— ko(Dp=+ i), = k_ (D4 2ai)8y~+. ..+ k1 Dase+. ..,

...........................................................

Or, ces équations, toutes linéaires et i coefficients constants, seront
vérifices, sil'on suppose les inconnues

8oy B1, By ...y By, 8o,

toutes proportionnelles & une seule exponentielle caractéristique de la

forme
eu"l‘-l-.\'t,
en sorté qu’on ait
(8) 8y = Ao eux+st’ 8, = Aleux—wl’ ey 8_ = A_1 eux+.\'l’ vy

et si, d’ailleurs, on assujettit les constantes

w, S, Ag Ay, ..., A,

a vérifier les équations
(9) . . s = ku,

ai Cai
(/.»_A»(,)Ao:/c_1<1+ 7>A,+...+/q<1— %‘)A_1+_ .

- OC.i 2(7.i )
["”""o('w)]f"—"-'(‘““T)Aﬁf‘“*’“ﬂ‘ﬁ--»

o i B ro
!_/\ /ro<|— - >:IA_1_/¢_,A0+...+ /q(l\ "\1>A‘.2+__‘,

.............................................
......
......

(10)

Alors aussi, en posant pour abréger

(I l) [\ = I\o+ Al e“’i+ AgeZQ(-Z‘i+. s o A_‘e“"l-i- f\_ge~:'a.l‘i +

“ ey
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on tirera des formules (6) et (8)

(12) . 8:[&6”"”4-5‘-

Cette derniére est semblable & la formule (4), mais avec cette
différence que le coefficient A, constant dans la premiére, devient pé-
riodique dans la seconde. Ajoutons que la valeur de la constante s, dé-
terminée dans I'équation (4) par la formule (5), se déduira, dans I’équa-
tion (12), de la formule (g), dans laquelle on devra substitucr la valeur
de % tirée des équations (10). Remarquons enfin que la formule (12)
est ici tirée d'une méthoddqui supposc la série (11) convergente et,
par suite, la valeur de K généralement peu différente de sa valgur
moyenne k,. Gette supposition étant admise, le calcul des valeurs de

/(‘, AO’ ‘Al’ f\g, ceey

déterminées par les formules (1o0), pourra s’exécuter comme il suit :

Concevons que, n étant un nombre entier quelconque, on néglige.
dans les seconds membres des formules (10) tous les termes qui ren-
ferment les quantités’ .

An+1’ Appey ooy . A—(n+1)’ ‘ 1‘-—(11-&-2)’ e

Alors on obtiendra 22 + 1 équations qui détermineront, avec l'in-

cohnue £, les rapports des inconnues
Aoy Ay Ay ey Aus A, AL, .., AL,

Toutefois les valeurs ainsi trouvées, pour ces rapports et pour la
constante £, seront seulement approximatives. Mais, si 2 vient a croitre
indéfiniment, ces valeurs approximatives convergeront vers des limites
qui seront les valeurs exactes de l'inconnue % et de ces rapports.

Il est important d’observer que, le nombre enticr ~ venant i croitre,
le degré de 'équation en £, toujours représenté par le nombre 27 +1, .
croitra également. Mais, parmi les 2n +- 1 racines de cette équation,
on devra choisir ¢videmment celle qui aura'pour valeur approchée £,.
D’ailleurs a cette racine, prise pour valeur de %, correspondra un
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systéme unique de valeurs des rapports

A A A AL AL A,

LA TR AT AT T AT
La méthode d’intégration que nous venons d’appliquer & I'équa-
tion (1) s’appliquerait pareillement a une équation de la forme

(13) ' : Dis =KDy,

K étant toujours une fonction périodique de @, et généralement aux
systémes d’équations linéaires a coefficients périodiques auxquels on
sc trouve conduit par les problémes de Mécanique ou de Physique.
Dahs le cas ol les coefficients périodiques différeront peu de leurs va-
leurs moyennes, on obticndra, en opérant comme on vient de le dire,
des intégrales particuliéres, en vertu desquelles les inconnues se trou-
veront représentées par des produits de deux facteurs dont I'un sera
une exponentielle caractéristique déterminée de maniére & vérifier un
certain systéme d’équations auxiliaires a coefficients constants. Quant
a 'autre facteur, il se réduira simplement & un coefficient périodique.
Ces intégrales particuliéres seront celles que nous désignerons sous le
nom d’intégrales élémentaires. La méthode que nous venons d’indiquer
fournira les intégrales élémentaires développées en séries, clle sup-
pose d’ailleurs que les développements trouvés sont convergents.
Dans certains cas spéciaux, on pourra obtenir ces intégrales élémen-
taires en termes finis. C’est ce qui arrive, par exemple, pour 1'équa-
tion (1), ainsi qu’on va le faire voir.

Les quantités s, « étant deux constantes et A une fonction de z, il
est clair qu’on pourra toujours satisfaire 4 'équation (1) par une va-
leur de ¢ de la forme

s — A eux+st,

(14)

car, si I'on substitue cette valeur de & dans P'équation (1) et si 'on
pose, pour abréger,

(15) . H:u—%,
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on obtiendra la formule

(16) v ‘DZA:—H,
que l'on vérifie en posant
(17) A = ez,

Si, maintenant, K est une fonction périodique de x, qui ne varie pas
quand on y fait croitre = de a, il en sera de méme de la fonction H, qui
pourra étre développée en une séric ordonnée suivant les puissances

LEY)

ascendantes ct descendantes de 'exponentielle trigonométrique ¢**,
; 27 .
la valeur de « étant —; ‘et alors, en posant

H=/y+ he*i4-. . .+ h_je=%xiqp |
“y
on trouvera )

fH dox = hyx + -o:—i (hye®ig. . . —h_je%*i— )4 const.

Par suite A se réduira simplement & une fonction périodique de ,
si l'on choisit s de maniére que 4, s’évanouisse. Or, 4, étant la valeur
moyenne de H, la condition énoncée sera remplie si I’on pose

s=ku,
) .. . : ko, .
k étant choisi de maniére que la valeur moyenne de 1 — K § évanouisse,
"ou, ce qui revient au méme, si 'on détermine s et £ 4 I'aide des for-
mules '
a
1 1 [%dx
18 s=ku == —
(18) =) X

D’ailleurs, on reconnaitra facilement que l'intégrale élémentaire
fournic par 'équation (14) jointe aux formules (15), (17) et (18),
coincide avec I'intégrale que donne le développement en série, effectué
a I'aide de la méthode ci-dessus indiquée dans le cas ou la fonction
périodique K différe peu de sa valeur moyenne %,.

—m O ————

OEuvres de C.— S. 1, t. II. 43
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MEMOIRE SUR LES VIBRATIONS
D'UN DOUBLE SYSTEME DE MOLECULES

ET DE L’ETHER

CONTENU DANS UN CORPS CRISTALLISE (')

. Mémoires de l'Académie des Sciences, t. XXII, p. 599 ; 1850.

—— T O ——

Dans ce Mémoire, aprés avoir reproduit les équations qui repré-
sentent les mouvements finis ou infiniment petits d’un double systéme
de molécules, je considére, en particulier, le cas ol les équations dont
il s’agit sont linéaires et & coeflicients périodiques, ct je fais voir
comment de celles-ci on peut déduire d’autres équations linéaires,
mais a coefficicnts constants. Ces derniéres équations, que je nomme
auziliaires, peuvent d’ailleurs étre censées déterminer les valeurs
moyennes des inconnues que renferment les équations primitives.
Mais, comme j'en fais la remarque, elles sont généralement distinctes
de celles auxquelles on parviendrait, si dans les équations primitives
on remplacait chaque coefficient périodique par sa valeur moyenne.
Cette observation, trés importante dans la Physique mathématique,
explique a elle seule un grand nombre de phénoménes relatifs aux
théories du son etde la lumiére; par exemple, les singuli¢res.influences
des milieux cristallisés sur les vibrations de 1'éther. Elle montre
comment il arrive que ces milieux peuvent tantot éteindre la lumiére,
tantot produire les divers phénomeénes lumineux et, en particulier, la
polarisation chromatique. C’est, au reste, ce que jexpliquerai plus en

(') Présenté dans la séance du 17 décembre 1849.
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détail dans de nouveaux Mémoires qui offriront le développement des

prineipes posés dans celui-ci.

ANALYSE.

§ 1. — Equations de !’équilibre d'un double systé‘me de molécules.”

Considérons deux systémes de molécules qui- coexistent dans une
portion donnée de I’espace. Rapportons d’ailleurs les positions des
atomes dont se composent ces- molécules & trois axes coordonnés rec-
tangulaires; et soient, dans un premier instant, 2, y, 5 les coordonnées
d’un atome m appartenant au premier systéme, ou d’'un atome m, appar-
tenant au second systéme; X, Y, Z les projections algébriques de la
force accélératrice qui sollicite I'atome m sur les axes coordonnés.
Ces projections devront s’évanouir, avee la force dont il s’agit, s’il ya
équilibre; en d’autres termes, les conditions d’équ'ilibre de I'atome m
seront |
(1) X =o, Y=o, Z—=o.

Pareillement, si I'on nomme X,, Y,, Z, les projections algébriques
de la force accélératrice qui sollicite, au premier instant, non plus
I'atome m, mais I'atome m,, les équations d’équilibre de ce dernier

afome seront

(2) X,=o, Y =—o, Z,=o.

f

Considérons, en particulier, le cas ol la force accélératrice appliquée

a I'atome m ou m,, qui est censé coincider avec le point (x, y, 5), ré-

sulte uniquement d’actions exercées sur cet atome par tous les autres.

_Supposons, d’ailleurs, que 'action mutuelle de deux atomes soit pro-
portionnelle & leurs masses et 4 une cértaine fonction de leur distance.

Enfin, nommons :

m, m, les masses de deux atomes distincts de m; et apparténant, 'un
au premier systeme de molécules, P'autre au second;

r, r, les distances qui séparent, au premier instant, latome m des
atomes m et m,;
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wmmr f(r), mmr, f(r) les actions exercées sur Patome m par les
atomes m et m,, chacune des fonctions f(r), f(r,) étant positive ou

négative, suivant que I'atome m est attiré ou repoussé;
X, Y, z les projections alﬂebrlquos de la distance r sur les axes coor-

donnés;
X,, ¥,» 2, les projections algébriques de la distance r, sur les mémes

axes.
~ On aura non sculement
(3) r* = x% -+ y? + z¢,
(%) : "?:X?-*-y,“i-z,’,

mais cncore

X= bmvf 4+ Smx [(r),

(3) ' A Y =8Smyf(r) <+ Sm,y, f(r,),
L =Smzfl)+Smz((r),
[a sommation qu mdlque chaque Sl"ne S s’étendant a tous les

atomes m, ... distincts de m, qui composent les molécules du premier
systeme, ou & tous les atomes m, qui composent les molécules du

second systéme. Ajoutons que les valeurs de X, Y, Z se trouveront &
leur tour déterminées par trois équations semblables aux formules (5).

§ 1I. — Equation du mouvement d’un double systéme de molecules.

Concevons a présent que le double systéme de molécules passe de
I’état d’équilibre 4 I'état de mouvement, et soient, au bout du temps ¢,
£, 1. ( les déplacements de I'atome m mesurés parallélement aux axes
coordonnés; ¥,3, 3les projections algébriques de la force accélératrice
qui sollicite 'atome m. Les équations du mouvement de cet atome

seront de la forme
(1) D=3, Din=1Y, D}¢=23.

Si, d’ailleurs, on nomme &, v,, ¢, &, 9,, 3, ce que devicnnent &,
7, ¢, X, 9, 3, quand on substitue 'atome m, 4 'atome m, on aura

(2) D}t=1%, n=9, D=3,

“ '
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Soient, maintenant, r -+ p, r, -+ p, ce que deviennent, au bout du

’

temps ¢ et dans I'état de mouvement, les distances r, r, qui dans I’état
d’équilibre séparaient I'atome mw des atomes m et m . Supposons, de
plus, qu’on indique, & I'aide de la lettre caractéristique A ou A, les
accroissements que regoivent &, v, L ou &, v, {, quand on passe de
I'atome m ou m, & ’'atome m ousm . La longueur r + p aura évidemment

pour extrémités les deux points dont les coordonnées respectives

seront )
@ +E y4+n, 544§
ct A
z+xX+E+AL, yH+y+n+An, s+z2+0+AL

pareillement la longueur r, -+ ¢, aura pour extrémités les deux points
dont les coordonnées respectives seront

w+§, ytm s+%

@ x5+ AL, y+y,4+n,+4Am, s4+2z+§+A4AL.

Par suite, les projections algébriques de la loncueur r -+ p sur les
~axes coordonnés seront

X+ Af, y-+An, z+ Ag; -

et les projections algébriques de la longueur r,+ p, sur les mémes

axes seront
X, — E.' -+ E/"—' AIEI’ Yy—n+mn+ Al'n/’ Z,— £+ c/+ A/C/'

Cela posé, lorsqu’on passera de I'état d’équilibre & I'état de mouve-,
ment, les formules (3), (4) du paraoraphe I se trouveront évidem-
ment remplacées par les suivantes

(3) (r -+ P =(x 4 ALY+ (y + An)*+ (z + A%)?,
G (r4+p)=—E+E+AL)+(y,—n+n+A0)+(z,—+C+4,8),

ct les formules (5) du paragraphe I par les suivantes

(3)  E=Sm(x+ AL S(t40) +Sm (X, —E-+&-+AL)F(r,+p,)
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Ajoutons que des équations de méme forme fourniront les valeurs
D
de X, 9, 3,
Supposons, maintenant, que les actions mutuelles des atomes du
premier systéme décroissent, quand la distance augmente, assez rapi-
dement pour que I'on puisse développer, 4 I'aide du théoréme de Taylor,

les différences finies
Af, An, A7

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de X, y, z. Ces
séries pourront étre immédiatement déduites des équations de la forme

' . D +yD+2D,
E+AE:€X +y))+z E.,

par conséquent, de la formule symbolique

XD +yDy+2D,
L]

(6) : 1+A=¢
Si, pour ébréger, I'on suppose

=D, ¢y =Dy, w=0D,,

v=xD.+yDy4zD;,
la formule (6) deviendra
(7) ‘ 1+A=g¢,
et 'on en tirera
(8) . A=et—r1.
Pareillement, si I’on suppose
At, Amn, Ag

développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes
dex,y

vt

z,, alors, en posant, pour abréger,
{,=x,D,4+y,Dy+2zD,,
on pourra déduire ces séries de la formule symbolique

(9) I—i—A/: e,
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§ III. — Mouvements infiniment petits d’un double systéme
de molécules.

Considérons, dans-le double syst¢me de molécules donné, un mou-

* vement vibratoire, cn vertu duquel chaque atome s’écarte trés peu de
la position qu’il occupait dans un état d'équilibre du systéme. St 'on

" cherche les lois du mouvement, cclles du moins qui subsistent,
quelque petite que soit 'étendue des vibrations moléculaires, alors, en

regardant les déplacements
S! n! c; El’ n/) C/,

et leurs différences finies comme des quantités infiniment petites du
premier ordre, on pourra négliger les produits, les carrés et les puis-
sances supérieures, non seulement de ces déplacements ct de leurs
différences, mais aussi des quantités g, p,. Cela posé, les formules (3)
et (4) du paragraphe 11 donneront '
- XAL+y An+2 AL

. r

(2) o= X,(é,—E+A,E,)+y,(n,—n-!—A,‘n,)—I—Z,(C,—C-i—A,C,)
' : T . )

(1)

!
et les formules (2), (5) du méme paragraphe donneront

‘ D} =L +Rn+Q¢+LE+RE +Q,
(3) D}n=RE+Mn+PL+RE+Mn+D2g,
? D} =QE+Pn+N;+Q&+Pm, +Nz2,
les valeurs de ' '
L, M, N, P, Q, R,
L, M, N, P, Q, R,

“étant déterminées par les formules symboliques

L=Sm [f(r) +A"72 J)rf(r)] A"8m, [f(rl') —|— );—'jl),f(r,)],

_—_SmyTZl)rf(r)A—Sm,‘—Y;‘—Zil)r,f(r,), coes
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ot : :

L=sm[te)+ E0 ) |ara)

P, =Sm LD, f(r)(1+4A,),

o el
I"I

maintenant on pose, comme dans le paragraphe précédent,

u="D,, v=10D,, w=—D,,

t=xD+yDy+zD;, =xD.+yDy+2zD;
alors, en ayant égard aux formules symboliques

A=e—1, 1+ A, =et,
et en posant d’ailleurs
‘ =S8mf(r)(et—1)—Sm,{(r,),
(4) ?
|

n
T

2

D sy (e ;> —s2up, 1(r) L,
G,=8m,{(r,)e,

H,=8 2D, f(r,)e,
I‘I

G
H=S
(8)

on aura simplement

(6) L=G-+DH, ..., P=D,D,,
(7) L=6G,+DH, ..., P=DD,H, ..,

ct, par suite, les formules (3) deviepdront

Dif= Gt +D, (D HE +D,Mn .+ D, HE)
+6,E, + Dy (DHE + DU, 0, + Dy ILE),

Din= Gn +D,(D,HE +D,Un +D,HE)

8
(®) + Gm,+D, (D ,HE+DHn +D,HE),

D= G¢ +Du(D,HE +D,Hn +D,HE)
+ 6,8, + Do(D HE + I Hm, + D, HE).

Ajoutons que, si I'on échange entre eux les deux systémes de n
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lécules donnés, on obtiendra, non plus les équations (6), mais trois
équations de méme forme, qui, jointes aux équations (6), pourront

servir A déterminer les valeurs des six inconnues

'

E’ M, & E,, Ty c,’

en fonctions des quatre variables indépendantes x, y, =, ¢.

D’aprés ce qu’on vient de voir, les équations du mouvement d’un
double systtme de molécules sont des équations linéaires. Les coefli-

cients qu'elles renferment sont généralement variables avec les coor-
données z, y; 5. Mais, ces coefficients étant nécessairement récls, il en
résulte qu’on peut considérer.les déplacements cffectifs

E’ 7]5 C; E,n Y),, C,

comme représentant les parties réelles d’inconnues imaginaires qui
satisferaient & ces mémes équations. Ces inconnues imaginaires, que
je désignerai par les notations '

E’ n, C; E/’ ) C,v
sont ce que j'appellerai les deplacements symboliques d’un atome m du
premicr systéme et d’un atome m, du second systéme.

§ IV. — Mouvements infiniment petits d’un systéme de molécules, placé
en présence d’un autre systéme dont chaque molécule reste sensiblement

immobile.

Si les molécules du premicr des systémes donnés, comparées aux
molécules du second, sont bien supérieures en nombre, mais douées
de masses beaucoup plus petites, alors dans un mouvement vibratoire

les déplacements
&, my §

d’un atome du second systéme seront généralement treés petits par

rapport aux déplacements -
: & m &

OFuvres de C. — S. 1, t. 1. [}4
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d’un atome du premicer. Alors aussi, en négligeant £, »,, € vis-a-vis de
&, 7, G, on réduira les équations (3) du paragraphe IIT aux formules

. DIE=LE 4+ R + Q¢ .
(1) D2n=RE+ My + PZ,
D}E=0Qf+ Pn + N,

et les équations (8) du méme paragraphe aux formules

' (D2 —G)E = 1y, (D, 1z + D, + D, HZ),
(2) (D:—G)a =D, (DHE+ D,Hn + D,117),
(D — G = Dy(D IIE+ DU + D, HE):

.

les valeurs de
G, H, L, M, N, P, Q, R

étant fournies par les équations (4) et (G) du paragraphe III.
I est naturel de supposer que les atomes du fluide éthéré, dans
“lequel se propagent les vibrations lumineuses, sont de beaucoup supé-
ricurs en nombre aux molécules des corps, mais doués de masses
beaucoup plus petites. Sil’on admet cette supposilion, la théoric de la
lumiére pourra se déduire complétement du systeme des équations (1),
ou, ce qui revient au méme, du systéme des équations (2).

Ajoutons que, dans le cas ou les systémes de molécules donnés se
réduisent & un seul, on se trouve de nouveau conduit aux équations (1)
et (2). Seulement alors les formules (4) du paragraphe III se réduisent
aux suivantes '

(3 . G=8mf(r)(e—1), n=s2 |)l_f(1=)<en__";>,

T

§ V. — Mouvements vibratoires des corps homogenes.

Lorsque chacun des systémes de molécules donnés est homogéne,
on peut, dans une premiére approximation, réduire les coeflicients
variables que renferment les équations différentielles d’'un mouvement
vibratoire infiniment petit & des quantités constantes. Alors aussi, en
éliminant entre ces équations toutes les inconnues a 'exception d’une
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seule, on obtient une équation définitive que nous avons nommée
I'équation caracteristique. Soient & I'une quelconque des inconnues ct

(1) . Vs=o

.l’équation caractéristique, V étant de la forme

(2) V=F(D,Dg Dy,D.).
Supposons, d’ailleurs, qu’aprés avoir écrit

S, U, ¢, W

au lieu de

Dy Ds Dy D,
on prenne
(3) ' S="F(s,u,v,w).

8, regardé comme fonction de s, sera d’un degré n équivalent au pro-
duit qu'on obtient en multipliant par G le nombre des systemes de
molécules donné, ou plutot le nombre de ceux dont les atomes restent
sensiblement immobiles. Par suite, I'équation linéaire (1) sera du
sixiéme ordre, si 'on fait vibrer un systéme unique de molécules; du
douzi¢me ordre si I'on fait vibrer deux systémes de molécules; cte.
D’ailleurs, comme je I'ai montré dans les Exercices d’Analyse et de
Physique mathématigue, on pourra non seulement exprimer par une
intégrale définie sextuple la fonction principale  assujettic & vérifier,
quel que soit ¢z, 'équation (1), et pour ¢ = o, les conditions

4) 8 = o0, D,;s=o, ceey Dty =o;:

mais encore réduire la détermination des diverses inconnues a I'éva-
luation de la fonction principale, en supposant que I'on connaisse la
position initiale de chaque atome, et sa vitesse initiale.

Au reste, la méthode d’intégration que je viens de rappeler suppose
que les équations linéaires données sont & coefficients constants; mais
cette supposition n’est pas toujours conforme a la réalité. Concevons,
pour fixer les idées, que I'on considere un double systtme de molé-

'
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cules, et que les atomes dont se composent ces molécules appartiennent,
les uns 2 un corps cristallisé, les autres au fluide lumineux ou éthéré
que renferme ce corps. Alors, comme je I'ai remarqué dans un Mémoire
présenté & 'Académic des Sciences le 1% avril 1839, les molécules du
corps, ou plutdt les atomes dont elles se composent, exercant une aitrac-
tion sur les molécules éthérées, ces dernicres se rassembleront en plus
grand nombre dans le voistnage d’un atome du corps et, par suite, la
densité de 'éther pourra varier sensiblement d’un point de ’espace a
Uautre dans un trés petit intervalle. 11y a plus : comme I'ont remarqué
les minéralogistes, les centres de gravité des molécules d’un corps
cristallisé composent un systéme réticulaire divisé en cellules ou alvéoles
par trois systcmes de plans rectangulaires ou obliques, mais paralléles
a trois plans fixes. Un tel systéme jouit de propriétés diverses étudices
avec soin par M. Bravais, et doit étre censé renfermer des molécules
similaires, dont les atomes correspondants occupent, dans les diverses
cellules, des positions scmblables. Par suite aussi, les atomes du fluide
éthéré doivent étre distribués de la méme maniére dans toutes les
cellules. Cela posé, les équations linéaires qui représenteront les mou-
vements vibratoires, infiniment petits et simultanés, d’un cristal
homogéne et du fluide éthéré qu’il renferme, seront évidemment
analogues a celles que j’ai considérées dans le précédent Mémoire; en
d’autres termes, elles seront linéaires, mais a coefticients périodiques.
Si, dans ce cristal, les plans reticulaires divisent I'espace en rhomboides
dont chacun ait pour arétes trois parameétres désignés par a, b, ¢, les
divers cocflicients seront des fonctions périodiques de coordonnées
paralléles a ces arétes, et ces fonctions ne seront point altérées quand
on fera croitre ou décroitre chaque coordonnée d’un multiple du para-
métre qui lui correspond. Si, d’ailleurs, ces coordonnées sont obliques,
rien n’empéchera de prendre pour variables indépendantes, outre le
temps, des coordonnées rectangulaires, dont les coordonnées obliques
seront évidemment fonctions linéaires.

Ces principes étant admis, si 'on veut déduire de I'analyse les lois
des vibrations de I’éther dans un corps cristallisé, on aura évidemment
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& intégrer un systeme d’équations linéaires, non plus a cocfficients
constants, mais & coefficients périodiques. Il en sera de méme, s’il
s'agit de déterminer les vibrations propres de ce corps; et générale-
ment les équations de cette espéce pourront étre appliquées a I'étude
d’un grand nombre de phénoménes en Physique ou en Mécanique.
Cela pusé, considérons un mouvement vibratoire représenté par un
systtme d’équations linéaires & coefticients périodiques. Soient & I'une
quelconque des inconnues ¢t K 'un quelconque des coefficients pé-
riodiques, dans les équations dont il s’agit. K scra une fonction pério-
dique ou des-trois coordonnées rectangulaires , y, z, ou du moins de
trois coordonnées obliques ¥, 1), 3, liées aux coordonnées rectangu-
laires @, y, =, par trois équations du premicr degré, et ne variera pas
quand on fera croitre ou décroitre ¢, 1), 3 de quantités représentées par
des multiples de trois paramétres donnés a, b, c. Si. maintenant, on
pose

(5) o= —, 8=, y=—

la fonction périodique K pourra étre développée en une série ordonnée
suivant les puissances ascendantes des exponentielles trigonomé-

triques
ex¥ B eY3i)

en sorte qu’on aura
(6) K= S]{m‘l,ail”]'e/xxiel’ﬁljiel”ysi,

la sommation qu’indique S s’étendant i toutes les valeurs entiéres,
positives, nulles ou négatives des quantités £, /', £”; et pour satisfaire
aux équations données, il suffira de développer non seulement chaque
coefficient, mais encore chaque inconnue, en une série de méme forme, |

en posant, par exemple,
(7) 8 = Su, 6, pye/*¥iel el 13,

puis d’égaler entre cux, dans les deux membres de chacune des équa-
tions obtenues, les coefficients des puissances semblables des exponen-
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tielles
el eél)i’ eY3i,

En opérant comme on vient de le dire, et supposant que dans les
développements des inconnues on néglige les termes ol la somme des
valeurs numériques des trois quantités

;, U, )4

surpasse un nombre donné N, on obtiendra un nombre fini d’équations
auxiliaires qui renfermeront, & la place de I'inconnue &, les inconnues

8y, Bay 88y, 8By, Bax, 818, Bayy .-.y Bufy .y

dont la premiére, g,, représentera précisément la valeur moyenne de s,
considéré comme fonction de ¥, 1), 3; puis, en éliminant de ces équa-
tions toutes les inconnues, a I'exception d’une seule, on formera une

équation caracteéristique \
(8) Os,=o.

Ajoutons qu’on pourra, sil’on veut, & 'aide d’éliminations, réduire
les équations auxiliaires 3 ne contenir d’autres inconnues que celles
qui sont analogues a s,, par conséquent, celles qui représentent les
valeurs moyennes des divers déplacements atomiques.

Il importe d’observer que les équations auxiliaires ainsi obtenues
différeront, en général, méme pour une valeur infinie du nombre N,
de celles auxquelles se réduiraient les équations proposées, si 'on y
remplacait chaque coefficient périodique par sa valeur moyenne.
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DE POINTS MATERIELS (1).

'

Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. XXII, p. 615; 1850.

Dans le Mémoire lithographié, sous la date d'aott 1836, et dans celui
que j’ai présenté a ’Académie, le 17 juin 1839 (*), j'ai recherché ce
que deviennent les équations des mouvements infiniment petits d’'un
ou méme de deux systémes homogénes de points matéricls, quand
elles acquitrent la propriété de ne pouvoir étre altérées, tandis que I'on
fait tourner les axes coordonnés autour de l'origine, c’est-a-dire, en
d’autres termes, quand les systémes donnés deviennent isotropes.
Mais, dans cette recherche, les coefficients que renfermaient les équa-
tions linéaires données étaient supposés réduits 4 des quantités con-
stantes; et, comme j’en ai fait la remarque, cette supposition n’est pas
toujours conforme & la réalité. Dans un grand nombre de problémes
de Physique ct de Mécanique, les équations linéaires auxquelles on se
trouve conduit renferment des coelficients, non plus constants, mais
périodiques. Il est vrai qu’alors I'intégration de ces équations linéaires
et & coefficients périodiques peut étre ramenée a I'intégration d’autres
équations linéaires, a coefficients constants, savoir, de celles que jai

() Présenté dans la séance du 25 décembre 1849.
(21 Poir le Tome VIl des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, et
1e Tome [ des Exercices d’Analyse et de Physique mathématique. (OEuvres de Cauchy,
S. I, T.1V, et S. I, T. XI.)
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désignées sous le nom d’éguations auxiliaires, et qui déterminent les
valeurs moyennes des inconnues. Mais, la forme de ces équations
auxiliaires étant plus générale que celle des équations primitives, il
devient nécessaire de généraliser les formules qui s’en déduisent, et
spécialement celles qui représentent les mouvements infiniment petits '
des systémes isotropes. Ajoutons qu’on peut obtenir aisément ces dér-
niéres formules, sans le secours du Calcul intégral, en s’appuyant sur
quelques théorémes fondamentaux relatifs aux fonctions isotropes de
coordonnées rectilignes, c’est-h-dire aux fonctions qui ne sont pas
altérées quand on fait tourner les axes coordonnés autour de I'origine.
Parmi ces théorémes nous nous bornerons & citer le suivant :

Tutorknk. — Une fonction isotrope des coordonnées rectilignes de
trots poir'zls depend uniquement des distances de ces pounts a Uorigine, de
leurs distances mutuelles et de la somme alternée dont la siwicme partie
représente, au signe pres, le volume du tetraedre dont ces distances sont

les arétes.

Remarquons, d’ailleurs, que le carré du volume d'un tétraedre étant
une fonction entiére des carrés des six arétes, on pourra réduire toute
fonction isotrope des coordonnées rectilignes de trois points & une
fonction de six quantités variables. Ajoutons qu'une telle fonction
deviendra Aémitrope, si clle change de signe avec les coordonnées
clles-mémes.

Quand on veut appliquer le théoréme que nous venons d’énoncer i
la recherche des conditions d’isotropie d’un systtme de points maté-
riels, il convient de remplacer les trois ¢quations qui déterminent les
déplacements d’un point, mesurés parallélement aux axes coordonnés,
par I'équation unique qui détermine, pour e méme point, le déplace-
ment mesuré parallelement & un quatriéme axe, arbitrairement choisi.
En opérant ainsi,on se trouve immédiatement conduit aux équations
que j’ai mentionnées dans la séance du 14 novembre 1842, et qui re-
présentent avec tant de précision les phénomeénes de polarisation cir-
culaire produits par I'huile de térébenthine, I'acide tartrique, cte.
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ANALYSE.

Ier, — Caracteres el propriétes d’une fonction isotrope
prop p

des coordonnces rectilignes de divers points. : .

Soient
x; .7’ <5 xl’ y/’ Z/; x//’ -}/I/’ z//;

les coordonnées de divers points P, P, P, ... mesurées parallélement

o
a trois axes rectangulaires ou obliques. Une fonction de ces coor-
données sera dite isozrope, si on ne l'altére pas en faisant subir 4 ces
mémes coordonnées les changements de valeurs qui résultent d’un
mouvement de rotation quelconque imprimé aux axes autour de I'ori-
‘gine O. Les fonctions de cette espéce se trouvant naturellement intro-
duites dans le calcul par certaines questions de Physique ou de Méca-
nique, il importe de rechercher leur forme générale et leurs propriétés
principales. Tel est l’objct dont nous allons ici nous occuper.

D’abord, toute quantité variable qui ne dépendra que des positions
relatives des points donnés P,P,, P,, ... et de I'origine O, sera évidem-
ment une fonction isotrope des coordonnées de ces points. Telles
seront, en particulier, les fonctions qui exprimeront les’rayons vec-
teurs '

ry Ty Ty

“menés de Vorigine aux points P, P,, P, ...; les sinus et cosinus des
angles

: (ryr)), (ryr))y vy (Pyry)y ooos

compris entre ces rayons vecteurs; les distances mutuclles des points
donnés; enfin, le volume du tétra¢dre qui aura pour sommets trois de
ces points ct I'origine. Si, pour fixer les idées, on suppose que les

o

points donnés se réduisent & trois P, P, P, alors, en désignant par

.

les six distances

. ’ OP! OP/? OP//; P/p//’ P//Pz PP:’ .
OFuvresde C. — S. 1, t. 11, 45
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c¢’est-a-dire, en d’autres termes, les six-arétes du tétratdre qui aura
pour sommet le point O, et pour base le triangle PP P , on obtiendra
_pourr,r, r,it, v, v, des fonctions isotropes des coordonnées x, y, 53
T Y, 5,5, ¥, 7,5 ot Pon pourra en dire autant de la somme alternée
dont la sixiéme partic représentera, au signe prés, le volume du
T
6 .
le signe —, suivant que le mouvement de rotation d’un rayon vecteur

tétraédre OPP,P,. Nommons 7 ce volume pris avec le signe -+ ou avec

mobile, assujetti & parcourir successivement les trois faces latérales du
tétraédre, de manitre 4 passer de la position OP 4 la position OP,, puis
de la positiori OP, & la position OP,, pour revenir ensuite de colle-ci &
la position OP, scra ou ne sera pas un mouvement de rotation de méme
nature que celui qu’on obtiendrait en substituant aux droites OP, OP,,
OP les demi-axes des @, y et z positives. Si, d’ailleurs, pour plus de
simplicité, on suppose les axes coordonnés rectangulaires entre eux,
on trouvera ' . : , ! ‘

r=xt4yr 435, = (2,—2,)+(r,—2)+ (5 —2)%

(1) ’./2 :.’L’? +J’/2 + z/z’ 1/2 - (x”—x)‘-’ .+ (./V// —J’)z -+ ('GII - z)g’
7'3:.%3--}—3’3—{—23, 3:(‘23 _‘1”/)2—"_(}/ —.}/1)2+(5 —z/)z

et .

(2) T=ZY,8,— XY, 5+ X,Y,5 — X, Y5,+Z,Y5,—2,¥,5,

ou, ce qui revient au méme, ]

(3) ' t=8(xzy,5,).

Doiic, les axes étant supposés rectangulaires, les seconds membres
des formules (1) et (2) seront des fonclions isotropes des coordonnées
des trois points P, P, P,. C’est, au reste, ce qu’on peut aisément véri-
fier a posteriori, en transformant ces scconds membres, & l'aide des
équations linéaires auxquelles on doit recourir pour passer d’un sys-
téme de coordonnées rectangulaires & un autre systéme de coordonnées
rectangulaires.

Ajoutons que le carré de < sera lié aux carrés de r, 1, 1,5, ¢, ¢, par
une équation qu'il est facile d’obtenir.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE POINTS MATERIELS.‘ 355

Les quantités variables

. .
rs Iy Tys Vs Ty Ty )

étant des fonctions isotropes des coordonnées des trois pointsP, P, P |
on pourra en dire encore autant d’une fonction quelconque de ces
mémes quantités. Ajoutons que, sil’on pose pour abréger

2 .2 2
A, —

p=r%h § = t———— =nr1,c08(r,r,),
J S B
(&) . p,=r}, g, = —”——3“’ = r,rcos(r,r),

rra-ri— 2
— 2 — / _ 3 < r
,Pll_rl!’ g//"— o L= 77‘,005(7,1‘,),

toute fonction des six quantités r, r,, r ;«, ¢, ¢, pourra étre considérée

comme une fonction des six quantités g, p,, ¢, S, G,» §,» 116eS aux

coordonnées x, y, 53 &,.¥,, 5,5 T, ¥, 3,, par les formules

A

S p :x2+y2+22" s :_w/x//"_y/y//‘*"z/z//’
(5)

— 2 2 2 j— 4
Pl_xl +.y/ 'J'_z/’ §, =,z +}’”}’ -+ %2,%,

—_ 2 2 2 —_ ; .
pp=2,+Y,+ 5, Sy=xx, +Yyy, + 333

et que la quantité variable v sera liée aux six quantités p, ¢,, 2,56, S,
¢,» par la formule .

(6) T“):PP/P”'— pgz—p/g?—Pllg/?_i”zgglcﬂ'

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : |

Tutorime I. — Pour obtenir une fonction isotrope des coordonnées
rectangulaires ' '

~ PN
Zy, Yy X3 Zy Yo s xll”yll’ Zys

de trois points P, P, P, il suffit de prendre une fonction quelconque des
sept quantulés . >
<P P Pus S 6yl Syt Ty

déterminces par les équations (5) et (2), et lies entre elles par la for-

'
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mule (G).qui permet d’éliminer de la fonction dont il s’agit l'une des

trois quantites p, ¢, 9,

Il'y a plus; la forme ici indiquée d’une fonction isotrope des coor-
données rectangulaires de trois points est la plus générale possible, -
et I'on établira atsément la proposition suivante : '

Tatortme II. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectan-
gulaires
: &y y’ Z; xl’ .7/" ‘:/: xll, y//’ Z”,
de trois points P, P, P, peut étre réduite a une jfonction des sept
quantites

'P’ P,, P,,; Sy g,, g[/; Ty
determinées par les équations (5) et (2), ou, ce qui revient au méme, a
une fonction de , g,, <,, %, et de deux des trois quantités ¢, p,, p,, lices

as, s, G, T par la formule (G)..

Démonstration. — En effet, soit
(7) o=1f(z,y, s; .'z:,,y,,.z,; Ty ¥y 5y)
une fonction isotrope des coordonnées rectangulaires
. Zy Yy By Xy Ny B3 Ly Y By

La valeur de » demeurant invariable, tandis que I'on imprimera aux.
axes coordonnés un mouvement de rotation quelconque autour de
Porigine O, il sera permis de concevoir qu’a Paide d’un tel mouve-
ment on a fait coincider le demi-axe des x positives avec la droite OP
dirigée de O vers P. Cette coincidence étant admise, on aura

(8) x:r:p%,' ‘y:o, s5=o.

Si, d’ailleurs, les points P, P, sont situés sur la droite OP, indéfi-
niment prolongée dans les deux sens, y,, 5,,y,, 5, $’évanouiront ainsi

que y, 3; et comme alors les formules (5)donneront

X, g”—_—.zx,,
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on aura encore ‘

Sy

4 1
—_ — 2 —_ o —
A sx/—F—P Sns Y =0, 8 =0,
(9) .
s 2 _ —
(‘T//:—’ =P “s» Yr=20s % =0.

’ r

Or, en vertu des formules (8) et (9); les coordonnées

z, y’ %5 .Z',,. Yo %5 Zys :Vl/? Sy
se réduairont a des fonctions des trois quantités
Ps S Sy

. Donc, dans I'hypothése adoptée, c’est-a-dire lorsque les points P,
P, seront situés sur la droite OP, la fonction isotrope

m:l"(x,y,‘z; ZyYir 55 Xy Vs z//)
" pourra étre réduite elle-méme i une fonction des seules quantités
s Py S Sy

Supposons maintenant que la condition énoncée ne soit pas remplie,
en sorte que I'un des points P, P, lc premier par exemple, se trouve
situé hors de la droite OP. On pourra, dans ce cas, en faisant tourner,
s’'il est nécessaire, les axes coordonnés autour de P'origine O, faire
coincider non seulement le demi-axe des @ positives avee ladroite OP,
mais encore le demi-axe des y positives avec la perpendiculaire élevée
par le point O sur la droite OP, dans le plan OPP, et du méme coté
que le point P .. Alors on aura non sculement

' ¥, >0, 5,=— 0, -
mais encore, en vertu des formules (5) et (2),
— 2z — 21 2
g// - x'zl’ PI - x/ +}l

ct
g/:x//x’ g:x,x”—i—y,y,,,. T:xylzll;
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puis on en conclura .
-1 1
z, =p *s, yi=(p, —pteH? 3 =0,
i
10 B _1
(r0) -3 s—ples __ et

AN —_
xll’_‘p Sio y//—'

1
2

(p—pte)* e
Or, en vertu des formules (8), (10), les coordonnées

~e ~ . -
Zy Yy %3 Ty Y B Zys Yur Sy

se réduiront évidemment a des fonctions des six quantités
By P S Sp S5 T
'e?; 'on pourra en dire autant de la fonction
w="I(2,¥,8; Z,¥,3,; ,s¥,55,)

Donc le théoréme Il se trouvera encore vérifié, quand T'un des
points P, P, sera situé hors de la droite OP; donc, il se vérificra dans
tous les cas possibles. | . :

Il est bon d’observer qu’en vertu des formules (4) ¢, g,, ¢, sont des
fonctions entiéres de . '

.
Tys [2YR ST

Donc toute fonction des quantités
Pr P Prs S Sp Sy T
pourra étre réduite a une fonction des quantités

r, r, ., Yy Y, ¢, Ty

et le théoréme II entrainera la proposition suivante :

TutoreMe III. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectangu-
latres de trois points P, P,, P, peut étre réduite a une fonction des dis-
tances de ces points a l’brigine, de leurs distances mutuelles et de la

quantité dont la siciéme partie représente, au signe pres, le volume du
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tétraédre dont ces distances sont les arétes. Ajoutons que le carré de ce

volume sera lié aux carrés des six arétes par une formule qui se-déduira
immeédiatement des équations (4) et (6).

Ce n’est pas tout; si 'on rapporte les positions de trois points- P,
P,P
partant de la méme origine, une fonction des coordonnées rectangu-

d’abord & trois axes rectangulaires, puis a trois axes obliques

"

s

laires des points dont il s’agit pourra étre, & l'aide de formules -
connues, transformée en une fonction des coordonnées obliques. Or,
si 'on suppose, comme il est permis de le faire, les deux systémes
d’axes liés invariablement I'un & l'autre, ils ne pourront tourner I'un
sans 'autre autour de l’origin‘e et, par suite, une fonction isotrope des
coordonnées obliques ne pourra étre qu’unc fonction isotrope des
coordonnées rectangulaires. Done, le troisitme théoréme cntrainera
encore la proposition suivante :

Tmiorime IV. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectilignes
de trois points P, P, P, peut éire réduite a une fonction des distances de
ces points al ’brigine, de leurs distances mutuelles el de la somme alternce
dont la sixiéme partie représente, au signe pres, le volume du teétraédre
dont ces distances sont les aréles.

Jusqu’ici nous avons supposé que le nombre des points donnés se
réduisait a trois. Mais les mémes raisonnements pourraient étre
appliqués au cas ot 'on considérerait une fonctior isotrope des coor-
données rectangulaires ou obliques de divers points matériels, quel
que fat le nombre de ces points, et 'on se trouverait alors conduit
aux propositions suivantes : '

TutoriMe V. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectilignes de
divers points peut étre réduite a une fonction de leurs distances al’origine,
de leurs distances mutuelles et des quantités dont ['une quelconque, di-
visée par 6, représente, au signe pres, le volume d’un tétraédre que ’on

- forme en prenant pour sommets l'origine et trots de ces mémes points.
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Tutorime VI. — Etant donnés divers poinis P,, P,, P;, ... si, en

f'lommant
Zny Yur Zn

les coordonnées rectangulaires du point P, on pose genéralement

—_— 2 2 ~2
(II) . Pn—xn_'_‘yn—k“n’
(12) Smn =TTy t+YmYnt 5m3ns

(13) Ttmn=Z1Ym%n— Z1Yp3m+ T YnS5t1— Y150+ ZpY18m— ZnY m%1»

toute fonction tsotrope des coordonnées des diers points pourra étre re-

duite a une fonction des quantités de la _forme
Prs  Smys  Timn

qui representent les carres des rayons‘vecleurs menes de Uorigine aux
points donnés, les produits que Uon forme en mulipliant deux quel-
conques de ces rayons vecteurs par le cosinus de U'angle compris entre
eux, ou, ce qui revient au méme, en mullipliant le premier de ces deux
rayons par la projection algebrique du second sur le premier, et enfin,
aux signes Pres; les volumes des parallelépipédes dont l'un quelconque a
pour arétes non paralleles les rayons vecteurs menes de l'origine a trois

de ces mémes points.

Ajoutons que, dans le cas particulier oli tous les points donnés sont
situés sur la droite OP,, indéfiniment prolongée dans les deux sens,
la fonction isotrope w peut étre réduite & une fonction de p, ct des
quantités de la forme g, ,, ou, ce qui revient au méme, & une fonc-
tion des distances qui séparent le point P, de 'origine O ct des autres
points P,, P,, .... '

Dans le cas contraire, si 'on nomme P, un des points situés en
dehors de la droite OP,, la fonction isotrope ® pourra étre réduite a
une fonction de p,, p, et des quantités de la forme

S,y Sens Ti2,ns

ou, ce qui revient au méme, 4 une fonction des distances OP,, OP, °
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qut séparent les points P,, P, de 'origine, des projections algébriques
que l'on obtient quand Ion projette sur OP, et sur OP, les rayons
vecteurs de I'origine aux autres points, et des quantités équivalentes
(aux signes prés) aux volumes ‘des tétraédres qui ont pour sommets
ces autres points et pour base le triangle OP, P,. '
Pour vérifier, sur un exemple trés simple, 'exactitude des principes
que nous venons d’établir, considérons un systtme de points ma-
tériels liés invariablement les uns aux autres et 2 un point fixe O.
Nommons m la masse de I'un quelconque des points matériels donnés,
z, y, 5 ses coordonnées relatives i trois axes rectangulaires menés
par le point O ct K le moment d’inertic du systéme par rapport a un
certain axe OA, qui passe par le méme point. On aura, en prenant
I'axe OA pour axe des z,

(14) . K=8m(y*+ 2%),

la sommation qu’indique le signe S s’étendant & tous les points du
systéme. Supposons maintenant que le moment d’inertie K offre une

valeur indépendante de la direction de I'axe OA. Alors, la somme
Sm(y*+5%).

devra étre une fonction isotrope des coordonnées des divers points.
En d’autres termes, cette fonction ne devra pas étre altérée quand on
fera tourner les axes des «, y, s d’'une maniére quelconque autour de
Iorigine. Done, clle ne devra pas étre altérée quand on fera coincider
I'axe OA, non plus avec I'axe des o, mais avec 'axe des y, ou avec
I'axe des 5; ct, dans I'hypothése admise, 'équation (14) entrainera les
deux suivantes : '

'(15) ' K =Sm(zs*+ x?),
(16) ' K =Sm(2*+ y?).

Par suite aussi, K sera équivalent & la moyenne arithmétique entre

les sommes que renferment les équations (14), (15), (16), et I'on

()]mt;rec de €. — S.1,t. 11, ' 46
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(17) K:%Sm(x*—l—yz—t—z’),

ou, cc qui revient au méme,

(18) K=

r étant la distance du point (@, y, z) 4 l'origine des coordonnées. Or,
en vertu de la formule (18), K se trouve réduit & une fonction des dis-
tances qui séparent les points matéricls donnés de l'origine, ce qui
s’accorde avec le théoréme V. '

Remarquons encore que les formules (14), (15), (16) entrainent-
toujours avec elles la formule (18). Donc, pour que la fonction K soit

- " isotrope, ou, en d’autres termes, pour que le moment d’inertie du

systéme donné devienne indépendant de la direction de I'axe OA, il
suffira que les moments d’inertie du systéme autour de trois axes rec-
tangulaires soient égaux entre eux.

»

§ II. — Sur les conditions analytiques auxquelles doit satisfaire
une fonction isotrope des coordonnées rectilignes de divers
points.

Soient
Z,y y’ 35 L)y y/’ %3 xll’ YI/’ Sy

les coordonnées de divers points P, P,, P,, ... mesurées parallelement
a trois axes rectangulaires ou obliques; et soit encore
(1) . m:f(x,y,z; Zp ¥ 505 Ty YyrByi one)

une fonction déterminée des coordonnées dont il s’agit. Soient enfin

.

X, .Y, Zs X,) yn Z,; X1/! -YI/’ zl/;

les valeurs nouvelles qu'acquerront les coordonnées des points P, P,
P,, ... lorsqu’on aura déplacé les axes coordonnés en leur imprimant
un mouvement de rotation quelconque autour de l'origine O. Les
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nouvelles coordonnées X, y, z se trouveront liées aux coordonnées
primitives @, ¥, 5 par trois équations linéaires de la forme

(2) x=ax+8y+vys, y=do+€6y+yz z=a'xz48y+ "z

a, 6, v; o, 6,7 «", 6, v étant neuf coefficients qui ne changeront
pas de valeurs quand on remplacera les coordonnées du point P par
celles du point P, ou P, ...; et ces neuf coefficients pourront étre ré-
duits & des fonctions déterminées de trois angles pdlaires, par exemple
de I'angle o que formera le demi-axe des x positives avec le demi-axe
des @ positives, et des angles ¥, ¢ que formera le plan mené par ces
deux demi-axes avec les plans des z, y et des x, y. Cela posé, si w est
une fonction isotrope des coordonnées rectilignes des points P, P,

P, ... Péquation (1) entrainera la suivante :
(3) ' W=0(%,7,2; X3 Y23 X Yy B3 -« )r

et, par suite, en supposant les valeurs de x, vy, z; X, v,. 2; X,, 3,
z,; ..., déterminées par les équations (2), on aura identiquement

(4) ) f(X, ¥, 23 X 02,5 o) =0(2, 0,85 X,y ¥ 5,5 v on)e

En d’autres termes, on aura

) f(ax +8y+vyz,dx+8y+y's, a”x+6”y—|;y”z, ax,+8y,+y5,;5 ...)
o \

=f(z, 5,585 Zp¥p 55 «- )

quelles que soicnt les valeurs attribuées aux trois angles polaires o,

L b

Si les points donnés se réduisent 3 un seul P, la formule (5) de-
viendra ' .

(6) flaz+8y+ys,a'z+8y+ys,a’c+86y+y's)=I[(2y,s)

Pour micux fixer les idées, considérons, en particulier, le cas ou les
axes coordonnés sont rectangulaires. Dans ce cas, les cocflicients e,
6, v; «, &, ¥'; «’, €/, ¥ pourront étre exprimés en fonction des
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angles polaires ¢, ¥, ¥ par des équations de la forme

Ty

| & = cosog,

a'= singcosy,
a'=sing siny,
€ = sino éosx,

(7) { 8 =—siny siny — cosg cosy cosy,
8"=sinycosdy — cosg cosy siny,
Y = sineg siny, -
y' = cosy siny — cos ¢ siny cosy,
y’=— cosy cosd — coso siny sind.

. Dong, laformule (6) ou (5) devra se transformer en une équation iden-

tique lorsqu’en prenant pour f(x, y, 5), ou pour f(z,y, 532, ¥,, 5,5 ...)
une fonction isotrope, on supposera les coefficients o, €, v; ', 6, v';
«’, 6”, ¥ déterminés par les équations (7). Par conséquent, I'équa-
tion (G) deviendra identique, lorsqu’on réduira f(z, y, ) a la fonction
isotrope «®+ y*+ =%, On aura donc identiquement, quels que soient
d’ailleurs x, y, z, ' ‘

(8) (am+8y+yz)2+ (d'x+8'y+y'z)0+ ("2 +8y +y 5 =2+ y 4+ 5%,
et, par suite,

af 4 o't 4o =1, B 4 €14 6" =1, 9 ¢yt Y=,

(9) :
’ 8y + 8y +6y'=o0, ya+ydod+ya"=o0, ad-+ a6 +a'6'=o0.

Pareillement, I’équation (5) deviendra identique, lorsqu’on prendra
pour f(@,y,5; 2, ¥, 35,; x,,¥, 5,) la fonction isotrope
S(xay,5,)=ay5,—2y,s+2),5—2,y5,+2,Y5,—2,Y,5
On aura donc identiquement, quels-que soient d’ailleurs x, ¥» =3
LY 3,5 Ly Y :’ll’ '

(o) | STE a2+ 8y +ys)(«'z,+ 8y, +7'5) (o 2, + 8y, +7'5,)]

=8(=xzy,z,), .
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et, par suite,
(r1) ' S(=ab'y’) =1,

ou, ce qul revient au méme,

(12) aslyll_ aé’l/yl_‘_ alé/!,y —_ aléyl/_'_ allg.yl__ ar/@/}" —1.

Il est, au reste, facile de s’assarer que les valeurs de «, 6,'y; o, &,
Y'; ', 67, ¥ fournies par les équations (7) satisfont effectivement aux
conditions (g) et (r2). Ajoutons que les trois derniéres des for-
mules (9), jointes & 'équation (12), donneront
o o e’ at+ o't 4 of?

13) 6171/_7_81/)/1:61/}/__67”26}’/__6/}/ P

ou, ce qui revient au méme,

o = 6/}/” . 6”7', g8 — ylal/ — e, y=o g __ o8,
(x4) ol — 6”’)/ . 6)/”, g — },//a — o, Y= a6 — b,

( @' = 8y —8&y, g — yot! —Vla,’ Coy= a8 — a8,

1l ‘est bon d’observer que des formules (14), jointes a I'équa-
tion (12), on tirera immédiatement

. at + 6 + ¥ =1, T + 6% + y* =1, a”2.+6”2+y”2: i,
(3) |

oo+ B8 - yly' =0, a"a-+88+y"y=o, ' oo+ 68"+ yy'=o.

On pourra de ces diverses formules déduire les valeurs de six des
coeflicients «, 6, y; ', &', ¥'; «”, 67, ¥” exprimées en fonction des trois
autres. Ainsi, par exemple, aprés avoir choisi arbitrairement les va- -
leurs de «, €, ', on pourra déduire y et «” des deux équations

a4 824 yi=1, g =1,

auxquelles on satisfait en prenant
(16) =i =8, a=x\/i—iay,
puis 6" et ¥' des deux équations

1

88 + yy =—aa, 8y —6y=a’,

'
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auxquelles on satisfait cn prenant |

oot 8 + oty s oo’y —a'b
geerT I, = 7T

>

(17) 61:‘_ 1— o? L1 — ot
puis enfin, 6” et v des formules
(18) &' =ya' —y a, Y =af —a'6,

Cela posé, en admettant, comme ci-dessus, que la fonction
f(z,v,552,y, 5, ...) soit isotrope, I'équation (5) devra évidemment
devenir identique, non seulement. quand on y substituera les valeurs
de o, 6, y; &, €, ¥'; a”, 67, ¥" exprimées cn fonction des angles po-

“laires o, %, ¢ A I'aide des formules (7), mais encore quand on y sub-

stituera les valeurs de
7;. ’ GI, }’I; all, 8//’ }l”,

exprimées en fonetion de «, 6, o', & 'aide des formules (16), (17) et
(18), quels que soient d’ailleurs les signes adoptés dans les seconds
membres des équations (16).

Réciproquement, la fonction f(z,y, s;,,%,, 5, ...) sera isotrope,
si, pour transformer la formule (5) en une équation identique, il suffit
d’y substituer les valeurs de «, 6, v; ', €, ¥'; 27, 6”7, ¥ exprimées en
fonction des angles polaires o, 3, ¢ & l'aide des formules (7), ou les
valeurs de

' ! s v y "
) 8, Y &y 6’ )

exprimées en fonction de o, 6, « 3 T'aide des f§rmules (16), (17), (18).

§ IIl. — Formes spéciales de fonctions isotropes assujeities
\ @ certaines conditions.

Les fonctions isotropes acqitiérent des formes spéciales et dignes
de remarque, lorsqu’on les assujettit a certaines conditions.

Ainsi, en particulier, il arrive souvent qu'une fonction ‘isotrope
des coordonnées rectilignes de divers points change de signé sans
changer de valeur numérique, quand on changq les signes des coor-
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données paralléles & un seul axe. Alors cette fonction isotrope devient
ce que nous appellerons une fonction Aémitrope. Telles sont, par
exemple, les fonctions 7 et 7, ,, déteriminées, dans le paragraphe Ier,
par les équations (2) et (13), c’est-a-dire les sommes alternées dont
chacune, divisée par G, représente, au signe prés, le volume d’un
tétraédre que 'on construit en prenant pour sommets trois points
quelconques et T'origine des coordonnées. 1l résulte d’ailleurs de la
définition précédente qu’une fonction hémitrope n’est point altérée,
quand on changé a la fois les signes des coordonnées paralléles &
deux axes, et qu’clle change de signe sans changer de valeur numé-
rique, quand on change les signes de toutes les coordonnées. 1l est
encore évident que le rapport de deux fonctions hémitropes sera une
fonction isotrope, mais non hémitrope, qui conservera la méme valeur
et le méme signe, quand on changera le signe des coordonnées pa-
ralléles & un méme-axe. ‘

Imaginons maintenant qu’une fonction isotrope w des coordonnées
rectilignes de divers points doive étre en méme temps une fonction
linéairve de quelques-unes d’entre elles. On déduiraaisément, des prin-
cipes établis dans le paragraphe I°", la forme particuliére que devra
prendre cette fonction isotrope. ‘

Concevons, pour fixer les idées, que les points donnés se réduisent
atroisP,P, P , et que o doive étre non seulement une fonction iso-
trope de leurs coordonnées o

Z, .y’ 33 x/’ .}’/’ z/; x//’ y//’ zll

supposées rectangulaires, mais encore une fonction linéaire des coor-
données de chacun des points P, P,. Supposons d’ailleurs que w soit
assujetti 2 s’évanouir quand on fait coincider I'un des points P, P,
avec l'origine. En vertu des principes établis dans le paragraphe Ier,
o devra étre une fonction des quantités

(1) p= 2 + y* +2% p=x} + ¥} 5, p=a 4y + el
(2) g:$l$/l+ylyll+_zlzll’ g,:xl,a;+y,,y+z”z, g//:‘1"'x/_I_.y.)//_*_z"zn
(3) r:xy,z;,-—x)’,,z,-i--”,)’,,z—xl.}’Z”"‘xu}’z/"'x”)’/z-
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Parmi ces quantités, trois seulement, savoir

Sy S O

sont fonctions lmealres des coordonnées Xy Y0 5,y QVEC Icsquellcs elles

s’évanouissent; trois aussi, savoir
6 S 0

sont fonctions linéaires des coordonnées @, y,y 5, avec Jesquelles elles

s’évanouissent. Cela posé¢, pour que w soit cn méme temps une fone-
tion linéaire de 2, y,, 5, assujettie & s’évanouir quand x,, y,, 5, s'éva-
nouissent, et une fonction linéaire de ,,'y,. 5, assujettie 4 s’évanouir
quand z,, y,, 5, s’évanouissent, il sera évidemment nécessaire que ®
soit non seulement une fonction linéaire de

Sy Sy T

- dans laquelle les coefficients de ¢, ¢,, 7 restent indépendants de =, y,,
3,, mais encore une fonction linéaire de

Sy €, T

dans laquelleles coefficients de ¢, ¢,, T restentindépendantsdex,, y,, 5,
Done, dans la fonction w, g et T devront se trouver multipliés par des

facteurs indépendants des coordonnées x,, y,, 5,5 ,, ¥,, 5,5 ot, de pllis,
la partie de ® indépendante de ¢ et = devra étre proportionnelle &
chacune des quantités ¢, ¢,, par conséquent au produit ¢¢,, ct se
réduire a ce produit multiplié pur un factcur indépendant de z,, y,, 5,
x,, y, %, Donc,en définitive, w devra étre déterminé par une équa-
tion de la forme ' ‘ .

(4) * . (‘):pg_l-QG/G//_‘—I{T’

P, Q, R étant indépendants de =z, y,, 5,5 %,, ¥,, 5,. Mais parmi les

quantités
P’.PI’ Prs S S Sy T

dont w doit étre fonction, une seule, savoir p, est indépendante de z,
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Yo %5 %, ¥, 5, Donc, dans la formule (4), les facteurs P, Q, R
doivent se réduire a des fonctions de p; et 'on doit avoir

’

(5) w==s0(p) +55%(p) +T(p),

2(p), 2.(p), ¥(p) étant des fonctions de la seule quantité p, ou, ce qui
revient au méme,

(6) © =59 (r?) 5,5, x(7?) + T ().

En d’autres termes, dans I’hypothése admise, la fonetion w sera de

la forme

( ) ®= (xl x”+-ylnyll+slzll) ?("2) + (wx/_'_.).f-);/ -+ zz/)(xxll_'_y-yl/ -+ ::II) x("’)
7 + (wylzll——xyllzl_,_ wly”s - xlyzll+ ‘xllyzl_ (L'”ylz)\P.(’d).

§ IV. — Sur les fonctions isotropes et symboligues

des coordonnées rectilignes de divers points.

Nous appellerons fonction symbolique de diverses variables une -
fonction qu; renfermera, non seulement.ces variables, mais cncore
des lettres symboliques indiquant des dérivées prises par rapport
quclques-unes de ces variables.

Une fonction symbolique qui dépendra uniquement des coordonnées
rectilignes de divers points sera isotrope, si 'on n’altére pas sa valeur
en imprimant aux axes coordonnés un mouvement de rotation quel-
conque autour de I'origine. .

Concevons, pour fixer les idées, que I'on nomme x, y, 5 les coor-

~ données rectangulaires d’un point mobile P; &, x, { les coordonnées
rectangulaires d’un autre point mobile Q, dont la position dépeﬁde de
celle du premier, et a, b, ¢ les coordonnées rectaﬁgulaires d’un pointR,
arbitrairement choisi.

Soit, de plus,

(1) w=1{(a, b, c; DmDy,Dz: i;ﬂ’C)

une fonction symbolique des coordonnées a, b, ¢, &, 1, ¢, et des lettres

OFuvresde C — S. T, . 11 . 47
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caractéristiques D,;, Dy, D,; ¢’est-d-dire une fonction des coordonnées
a, b, ¢, des coordonnées &, 7, { et des dérivées des divers ordres de &,
1, & différentiés par rapport i m:y, 3. Soient enfin

a, b, e; %,y z & =m &
et ‘

(2) o_):l'<a,]),c; Dy Dy, D E,n,C) "
ce que deviendront les coordonnées
a, b, ¢; x, Y, %3 E’ n, ¢

des points R, P, Q, et la fonction w, si 'on déplace les axes coordonnés
en leur imprimant un mouvement de rotation quclconque autour de
Iorigine. La fonction symbolique w sera isotrope, si elle n’est pas
altérée par le déplacement des axes, c’est-a-dire si 'on a identique-
ment '

(3) . =]

et réciproquement si la fonction w est isotrope, I'équation (3) devra
étre unc équation identique. D'ailleurs les coordonnées nouvelles des
points P, Q, R scront liées & leurs coordonnées primitives par des
équations semblables aux formules (2) du paragraphe 1I, cn sorte
qu’on aura '

‘(4) Xx=az+6y +y5, y=odx+8y+vys t=a'x+68"y+y'sz,
(5) E=of 4-6n+7y8 =o'l +8n+yL  {=a'f -804y,
(6) a=oaa-+8b+vye, b=da+80b+7yec, c=a"a+8€b-+y"c,
les coefficients o, 6, y; o, €, y'; o, 67, ¥ pouvant étre réduits i trois,
ou exprimés en fonction de trois angles polaires g, v, ¢ en vertu des
formules (7) du paragraphe II; et c’est cu égard & ces derniéres for-
mules et a la réduction dont il s’agit que I'équation (3) devra étre
identique. En d’autres termes, si la fonction w est isotrope, équa-
tion (3) devra subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux
trois angles polaires ¢, y, ¢. .
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Supposons maintenant que les coordonnées &, 1, ¢ du point Q soicnt
liées aux coordonnées x, y, 5 du point P par des équations de la forme

(7) gz A eux+vy+w:, n = Beu.z‘+vy+ws’ s C — Ceuz‘+vy+wz’

u, ¢, wet A, B, G étant les coordonnées rectangulaires de fleux
points fixes S, T. Si I’on pose, pour abréger,

(8) ® == EUEFOYHWI
on aura non seulement
(9) ‘ Dyx=ux, Dyx=vex, Dax=wx, .

mais encore
D& = ué, D, ¢ =v§, Dt =wi,
(10) ' D.n=un, Dyn=vmu, D:n=wn,
? D8 =ut, D, ¢ =vg, DX =i

et, par suite, dans la valeur de © déterminée dans la formule (1), on
pourra substituer aux lettres caractéristiques D,, Dy, D, les quantités
u, v, w. Er conséquence, on aura, dans I’hypothése admise,

(11) w="{(a,b,¢;5 u,v,w; §1,0),
ou, ce qui revient au méme,
(12) w="_(a.b,c; u,v,w; Ax, Bx, Cz).

D’autre part, si la fonction w est isotrope, I'équation (3) sera iden-
tique et ne cesscra pas de I’étre quand on’ attribuera aux coordonnées
& 1, ¢ du point Q les valeurs. particuliéres que fournissent les équa-
tions (7). Mais alors w scra précisément ce que devient la valeur de o -
déterminée par I'équation (12) quand on substitue aux coordonnées
primitives

a b, ¢; wu, v, wij A, B, C; x y, 3

des trois points fixes R, S, T, et du point mobile P, les coordonnées

a, b, c; u, v, Ww; A, B, G X, Y, %
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de ces mémes points, mesurées parallélement aux directions nouvelles
que prennent les axes des «, y, z, en vertu de leurs déplacements. En

effet, les nouvelles coordonnées étant liées aux coordonnées primitives
~ par les formules i

a=aa +8b+yc, b=da-+60b +vy'e, c=a'a+8b+7y'c,
(13) ‘

u=au+80 +yw, v=ou-+8y +y'w, w=a"u -+ 8 +y"w,
A=ad+8B+yC, B=ad'A+€8B+y'C, C=a"Ad+8B+y'C,

et la fonction ux + ¢y + ws étant isotrope, on aura non sculoment
(14) UZ 4 vy +~wz=—uX+Vy -+ Wz

et, par suite,

(13) ) ® o= WYY

majs encore

(16) 'é —A QUIHVIHFWE .’_] — B eux+vy+wz E = ( eux+vy+wz,

En conséquence, la fonction w, déterminée par I'équation (2),
pourra étre réduite i la forme '

(17) w=f(a,b, c; u,v,w; Az, Bx, Cx).

Or, 'pour obtenir le second membre de I'équation (17), il suffira
évidemment de remplacer dans de second membre de I'équation (12)
les coortonnées primitives des points fixes R, S, T par leurs coor-
données nouvelles, sans altérer la valeur de. %, qui reste d’ailleurs in-
variable, tandis qu’aux coordonnées primitives-du point fixe R et du -
point mobile P on substitue leurs coordonnées nouvelles. Done, si la
quantité w, déterminée par I'équation (1), est une fonction symbo-
lique et isotrope des coordonnées du point fixe R et des points mo-
biles P, Q, la valeur particuliere de w, déterminée par la formule (12),
sera elle-méme une fonction isotrope des coordonnées du point mo-
bile P et des points fixes R, S, T.
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Concevons maintenant que la quantité o, déterminée par I'équa-
tion (1), soit une fonction linéaire et homogéne, non seulement des
coordonnées a, b, ¢ du po‘int fixe R, mais encore des coordonnées &,
1, C du point mobile P et de leurs dérivées des divers ordres, prlbes
par rapport aux variables x, y, 5; I’équation (12) donnera

(18) ' ‘ w=x,
la valeur de Q étant
(19) Q="((a,b,¢; u,v,w; 4,B,C);

et ’équation (17) donnera pareillement

(20) »= 2
la valeur de Q étant
(21) ’ . C Q=I(a,b,c; u, v, W; A, B,C).

Cela posé, _1:; condition (3) entrainer;a évidemment la suivante :
(22) Q=Q. |

D'ailleurs Q sera précisément ce que devient Q quand, aux coor-
données primitives des points fixes R, S, T, on substitue leurs coor-
données nouvelles. Done, dans l’hypothésé admise, l'isotropie: de la
fonction symbolique w entrainera l'isotropie de la fonction Q, qui sera
une fonction linéaire et homogéne, non seulement des coordonnées a,
b, ¢ du point R, mais encore des coordonnées A, B, C du point fixe T.
Si, d’ailleurs, I'isotropic doit subsister, quelles que soient les posi-
tions attribuées aux points fixes et aux points mobiles, alors, en vertu
de la formule (7) du paragraphe III, Q devra étre de la forme qu in-
dique I'équation

s Q=(ad +bB+cC)o(k")
(23) +(at+bv + cw)(uAd + ¢ B+ wC) y(k?)
+[a(wB—0C)+ b(uC—wd) +c(vA —uB)]Y(A?),
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la valeur de £2 étant '

(24) /c.’:ug—i—v’—l—w%
Donc, puisque, pour déduire w de Q, il suffit de remplacer

u, o, w par Dy, Dy, D,
et
4, B, ¢ par  E o, ¢,
la fonction symbolique w devra, dans I'hypothése admise, étre de la

forme indiquée par I’équation

w=E(at+ bn+c)
(25) +F(aDg+ 0D, + ¢D,) (D€ -+ Dyn + D,Z)
+K[a(D;n—D,t) + b(D.L — D.E) + ¢(D,E— Dyn)],

+
E, F, K désignant trois fonctions entiéres du trinome
Di+Di+ D2
Il est, au reste, facile de s’assurer a posteriori que la valeur de Q,

déterminée par I'équation (25), est toujours une fonction.isotrope des

coordonnées ,
Ca byes oz, p, 5 &, L,

du point fixe R et des points mobiles P, Q. En effet, des équations (4)
jointes aux formules (g) du paragraphe II, on tire

(26)  x=ax+ay+a'z, y=8x-+8y+81% s=yx-+y'y+yz

par conséquent ‘
- Dy—a D+ 8 Dy+vy D,

(27) Dy=a'De+ 6 Dy+9y' Dy,
Di=a'Dz+6"Dy+y"Dse .

D’ailleurs, des formules (27), jointes aux équations (5), (6) et
aux formules (12) et (15) du paragraphe I, on tircra non seulement

(28) ‘ af + b7 + ¢l = akt + bn + ¢l,
(29) Di~+Dj+Di=Di+D;+DZ, .
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mais encore .
' aDy+ bD, +cD,=aD,~+ 6Dy + cDz

Dy +Dyn + DL =Dt +Dyn + D6
par conséquent

3 * (aDy +bD, +¢D,)(D,E-+ D7 + D,2)

(30) _
| = (aDy+ 6Dy + eD;)(Dgf + Dy + Dst)
et ' _
an aD,n —aD,{ +bDL —bD,E+ceD,E—cDen
1 v

=aD;n —aDyl + 0Dal — 6D E+ Dy —cDem.

Donec, les fonctions
ak+ bn+ct,
(@aDy+ bDy+ cD;) (Do + Dyn + D.%),
aDyn — aDyl 4 bDuL — bD,E + cDyE — cDgn

et la fonction symbolique

Di+D;+ D2

sont toutes isotropes, et 1’on pourra en dire autant de la valeur de
fournie par I’équation (_25), dans laquelle E, F, K désignent, comme
on I'a dit, trois fonctions entiéres de la somme D;+ Dj—+ D, ces
trois derniéres fonctions pouvant d’ailleurs étre composées ou d’un
nombre fini ou d’un nombre infini'de termes. ‘ '

Nous remarquerons, cn finissant, qu’il n’est pas absolument néces-
saire de supposer, dans les formules (1), (2) et (25), les coordonnées
g, m, Cet £ ﬁ, ¢ comptées a partir de la méme origine que toutes les
autres. On pourrait, sans inconvénient, supposer que, dans les for-
mules dont il s’agit, &, v, L représentent ou des coordonnées mesurées.
a partir d’une origine distincte de celle a laquelle se rapportent les
coordonnées des points R et P, ou méme des déplacements quel--
conques subis par le point mobile P au bout d’un temps plus ou
moins considérable. ‘
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8. V. — Sur les mouvements vibratoires et infiniment petits d’un

ou de plusieurs systémes isotropes de poinis matériels.

Considérons -les mouvements vibratoires et infiniment petits d’un
ou de plusieurs systémes de points matériels. Ces mouvements seront
généralement représentés par des équations aux différences mélées,

- qui renfermeront avec les dérivées des inconnues différentiées deux
fois par rapport au temps, leurs diﬂércnqes finies, prises par rapport
aux coordonnées; et il suftira de développer ces différences cn séries
pour transformer les équations d’abord obtenues en équations aux
dérivées partielles. D’ailleurs, les coefticients des dérivées prises par
rapport aux coordonnées seront quelquefois constants, plus souvent
périodiques et, dans ce dernier cas, l'intégration des équations li-
néaires trouvées pourra étre ramenée a I'intégration d’autres équations
qui seront encore lin.éaires, mais 2 cocefficients constants, savoir, de
celles que nous avons nommées équations auxiliaires, et qui peuvent
étre censées déterminer les valeurs moyennes des inconnues.

Dans tous les cas, les équations trouvées, ou les équations auxiliaires,
seront dites Isotropes, si on ne les altére pas en faisant subir aux axes
coordonnés un déplacement qui résulte d’un mouvement de rotation
imprimé & ces axes autour de l'origine. Les systemes de points ma-
tériels dont les mouvements vibratoires se trouveront représentés par
des équations isotropes, seront appé]és eux-meémes sysiémes isolropes.
Il résulte de cette définition que les systtmes isotropes sont ceux ol
les mouvements vibratoires se propagcAnt en tous sens suivant les
mémes lois. Lorsque les vibrations propagées seront celles de I'éther,
ou, en d’autres termes, du fluide lumineui, le mot isotrope 'sera rem-
placé par le mot isophane. En conséquence, un corps isophane sera
celui qui aura la propriété de propager de la méme maniére en tous
sens les vibrations Jumincuses.

Les principes établis dans les paragraphes précédents s’appliquent
naturellement a la recherche-des formes que prennent les équations
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des mouvements infiniment petits d’un ou de plusieurs systémes de
points matériels, quand ces équations deviennent isotropes.
Considérons, pour fixer les idées, un systéme homogéne de points
matériels dans lequel se propage un mouvement vibratoire infiniment
petit. Supposons d’ailleurs ce systéme renfermé dans une certaine
portion de 'espace, ou & I'état d’isolement, ou avee un second systéme
pareillement homogéne, mais dont les molécules subissent des dépla-
cements beaucoup plus petits que I'on puisse négliger sans erreur

sensible. Soicent : . v

m la masse d'un atome appartenant au premicr systéme;

x, vy, = les coordonnées initiales de cet atome, relatives i trois axes
rectangulaires;

x+8, ¥+, s+ Cles coordonnées du méme atome, au bout du temps 2.

Enfin, supposons que les atomes des deux systémes soient unique-
ment sollicités par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Les déplaccments &, v, { d’'un atome du premier systéme, mesurés au
bout du temps ¢, parallélement aux axes coordonnés, seront déter-
minés par trois équations de la forme

(1) . ) D2E=X, Din=1Y, D}{=3,

X,9, 3 étant des fonctions linéaires homogénes des mconnues £, , {,
et des dérivées de divers ordres de &, 7, {, différentiés par rapport i =,
¥, 3. Ajoutons que, si le premier systéme est & 'état d’isolement, les
coclficients des inconnues ct de lears dérivées pourront se réduire &
des quantités constantes, c’est-d-dire indépendantes de x, y, z; et
que, dans le cas contraire, pour obtenir des valeurs trés approchées
desinconnues, il suffira-souvent d’intégrer, a la place des équations (1),
d’autres ¢quations linéaires qui seront de méme forme et & coefficients
constants. o . '
Cela posé, concevons que les quantités X, Y, 3 se réduisent effec-
tivement & des fonctions linéaires de &, v, C, qui soient en méme
temps des fonctions symboliques entiéres de D,, D,, D,, les divers
cocfficients étant des quantités constantes, ¢’est-a-dire indépendantes

. 48

OFuvres de C. — S. 1, t. 11,
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+ de x, y, 5. Pour déterminer les formes particuliérés que pourront
prendre les fonctions X, ¥, 3, quand les équations (1) deviendront
isotropes, on devra commencer par substituer aux trois formules (1)
une équation unique, qui détermine, non plus les dérivées secondes

D¢, Din, Dig

des déplacements &, v, {, de I'atome m, mesurés parallélement aux axes

des x, y, 5, mais la dérivée scconde
: , Dis

d’un déplacement g, mesuré paralltlement & une direction quelconque.
En supposant que cette direction soit celle d’un rayon vecteur, équiva-
lant & I'unité de longucur, et mené de 'origine a un pomt fixe R, dont
les coordonnéess soient a, b, ¢, on aura

(2) 8= af -+ bn +cf;
et de cette derniére formule, jointe aux équations (1), on tirera

(3) Dis=aX+ bY+c3.

D'ailleurs, si les équations (1) sont isotropes, I'équation (3) devra
rester inaltérée, quand on déplacera les axes coordonnés, & l'aide
d’un mouvement de rotation quelconque imprimé a ces axes autour de
Iorigine; et cette condition devra étre remplic, quelle que soit la posi-
tion attribuée au point fixe R. Donc alors le second membre de la for-
mule (3) devra étre une fonction symbolique isotrope des coordonnées
a, b, ¢, des déplacements &, v, { et des lettres caractéristiques D,, D,,
D,. Mais, d’autre part, le second membre de la formule (3) sera en
~méme temps une fonction linéaire homogéne des coordonnées a, b, c,
ct une fonction linéaire homogéne de £, v, {. Done, ce second membre
devra étre de la forme de la fonction représentée par w dans lequ‘l-
tion (25)du paragraphe IV, en sorte qu’on aura

a1+bt)+c =E(at+ bn+ck)
+F(aDy=+ bDy—i— eDY(DzE + Dyn + DY)

&)
( + K[aDsn— D,0)+ b(Dz8—D:E) + ¢ (DyE— Dym)],
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i, F, K désignant trois fonctions entiéres du trinome
DeDiiDL
Enfin, la formule (4) devant subsister quelle que soit la position
attribuée au point fixe R situé 3 l'unité de distance de l’origine, on
pourra, dans cette formule, réduire I'une quelconque des trois coor-
données de ce point R & I'unité, les deux autres a zéro. On pourra done
égaler séparément entre eux, dans les deux membres de la formule (4),
les coefficients des trois coordonnées @, b, c. En opérant ainsi, et en
posant pour abréger :

(5) v =D,E + Dyn+ DL,
on obtiendra immédiatement les trois formules

s T=EE -+ FDv +K(D;0—D, ),
(6) 'ﬂ):_En—|—Fl)yv—|—K(DxC—ng.),
3=E{ + FD,v + K(D,5—D,n),

en vertu desquelles les équations (1) seront réduites aux suivantes :

D¢ =EE + FD,v +K(D;n — D,b),
(7) . Din=En -+ FD,u + K (D,{ — D:),
D¢ =Ef -+ FD,u -+ K(D,& — Dyn).

Telle est la forme a laquelle se réduiront les équations (1), quand
ellés seront isotropes, si d’ailleurs les fonctions de | '

5,0, ¢ etde D, D, D,

représentées par :
I, . 3,

sont non seulement linéaires par rapport aux déplacements &, v, et
a leurs dérivées des divers ordres, mais aussi homogeénes et & coeffi-

.

cients constants.

On ne doit pas oublier que, dans les formules (7), les coefficients

symboliques
' . E, F, K
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représentent des fonctions entiéres du trinome

D2+ Di+ D2

Ajoutons que la variable v, détermingée par I'équation (5), est preé-
cisément la dilatation de volume du systéme des points matériels
donnés autour da point (x, y, 5).

[y

§ VI. — Sur les coefficients symboliques renfermés dans les équations

linéaires et isotropes qui représentent les mouvements infiniment petits

d’'un systéme unique et homogene de points matcriels.

Lorsque les systémes de molécules donnés se réduisent & un systéme
unique de points matériels, uniquement soumis & des forces d'attrac-
tion ou de répulsion mutuelle, alors, comme on I’a vu dans le Mémoire
précédent, les équations (1) du paragraphe V peuvent étre présentées

sous une forme digne de remarque; et, en posant pour abréger

u="Dy,, =Dy, w=0D_,

on réduil ces équations aux suivantes :

U DEE=GE 4+ D, (D HE+ l)VI{'n+[)‘.,}IC),
(1) D2n=Gn -+ De(D JE + D, Hn + D, HY),
D2 =G + Dp(D,HE+ DHn+ D IY),

G, H étant des fonctions entitres de u, ¢, w.
Si d'ailleurs on nomme :

m la nasse du point matéricl ou de 'atome qui, dans 1'état d’équilibre,
avait pour coordonnées recta‘ngulaircs Z,y, 5;

m 1a' masse d’un sccond atome; ‘

r la distance qui séparait, dans l'état d’équilibre, Patome m de
I'atome m; .

X, y, z les projections algébriques de la distance r sur les axes coor-
donnés; :

mmr f(r) action excrcée sur 'atome m par I'atomcwn, placé a la dis-
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tance r, la fonction f(r) étant positive ou négative, suivant que
I’atome m est attiré ou repoussé. '

Alors, en posant, pour abréger,

[

(2) L‘:XDx;Fyl)y—i-ZDz, U= XUu—+yv+zw,
on aura
(3) | G:'Smf(r)(et—l),
' m _ . 2\
() H— S?Drf(r)<e _;) ’

la sommation qu’indique chaque signe S s’étendant & tous les atomes m
distincts de I'atome m. Ajoutons que V'on pourra, sans inconvénient,

. ! : 1 2
dans le second membre de la formule (4), remplacer le rapport — par
le trinome- ' .

.2
I+L+;’

¢’est-a-dire par la somme des trois premiers termes du développement
de ¢, et supposer en conséquence la valear de H déterminée, non plus
par I'équation (4), mais par la formule
N —Q7y rey(emr i — ).
. (5) H_er,,f(l)<e 1 L 2>
En effet,

V=XU+ YO+ Iw

~ étant une fonction linéaire de u, ¢, w, les valeurs de

DU, D:H, D:H, D,D,H, D,D.H, D,D,H,

tirées des formules (4) et (5), seront les mémes et, par conséquent, on
n’altere pas les équations (1) en substituant la formule (5) a la for-
mule (4).

Supposons maintenant que le systéme de molécules donné soit
homogene. Alors, dans les seconds membres des formules (4) et (5),
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développés suivant les puissances ascendantes et entiéres des lettres
caractéristiques u, ¢, w, les coefficients que renfermeront les divers °
termes pourront devenir indépendants des coordonnées =, y, 5, et se
réduire ainsi & des quantités constantes. C’est ce qui arrivera, en parti-
culier, si les divers atomes ou points matéricls, étant doués de masses
égales, coincident avec les nauds d’'un systéme reticulaire, ¢’est-a-dire
avec les points d’intersection de trois systémes de plans équidistants
ct paralleles a trois plans fixes. D’aillcurs lorsque, dans les développe-
ments de G et de H, les coefficients des divers termes se réduiront a
des constantes, les seconds membres des formules (1), ¢’est-a-dire les
valeurs des quantités représentées par X, Y, 3 dans les équations (1)
du paragraphe précédent, se rédﬁirqnt a des fonctions linéaires de &,
1, { qui seront en méme temps.fonctions explicites, non pas des coor-
données x, y, 5, mais seulement des lettres symboliques D,, Dy, D;.
D’autre part, lorsque, dans les équations (1)-du paragraphe V, les
seconds membres X, 1), 3 se réduisent & des fonctions linéaires de &,
"1, { qui sont en méme temps fonctions symboliques de D,, D,, D,, ces
équations ne peuvent, quand les coefficients demeurent constants,
devenir isotropes sais coincider avec les formules

‘ D =EE + FDv +K(Dyn—D,0),
(6) { Din=En+FD,v + K(1),{ —D.£),
( D¢ =EZ +FD,v + K(D,£ — Dzn),

la valeur de v étant
(7) | =D Dyn Dt
et les exprcssioﬁs symboliques
E, I, K
étant des fonctions entiéres du trinome
Dz+ D3+ DZ.

Enfin, si dans les formules (6), (7) on remplace les lettres symbo-
liques D, D,, D, par les lettres u, ¢, w et si, d’ailleurs, on pose pour
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abréger

: w0t
(8) : /L:-—-z_—,

on trouvera, non.sculement

(9) . ‘ v=uk 4 vn + wi,
mais encore

‘ D}t =EE +F u(ul+on+wl) +K(wn—ol),
(10) D2n=En~+F o(uvf+vn+wl)+K(ul —wf),
'?.‘])EC =E{ +Fw(ui+on+wl)+ Kk — un),

E, F, K étant trois fonctions entiéres'de k. Donc, lorsque les équa-
tions (1) seront isotropes, mais a coefficients constants, elles se con-
fondront avec les équations (10), en sorte que les seconds membres
des unes et des autres devront étre identiquement égaux. Donc alors,
les fonctions de «, v, w, qui représenteront les coefficients symboliques
des déplacements &, v, {, dans les seconds membres des équations (1),
devront se- confondre avec les coefficients symboliques de ces mémes
déplacements dans les seconds membres ‘des équations (10); et,
puisque le coefficient symbolique de % dans la seconde des équa- |
tions (1) ne différe pas du coefficient symbolique de n dans la pre-
miére, les coefficients de & dans la seconde des équations (10) et de
dans la premiére devront encore étre égaux entre eux. En d’autres
termes, il faudra que I'on ait, dans les équations (10),

. K :_—'K,
par conséquent

(11) . K =o.

-

De plus, cette condition étant remplie, et les équations (10) étant
ainsi réduites aux formules

D}t =Ef + T u(ul + on 4 wl),
Din=En-+F ¢(uf+ vn+wl),
D¢ =EL + Fw(uf+ vn+ wl),

(12)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



384 MEMOIRE SUR LES SYSTEMES ISOTROPES

les seconds membres de ces formules devront coincider eux-mémes
avec les seconds membres des équations (1). Or, cette coincidence en-

traincra les six conditions

{ G+DIH=E+Fu?, G+DH=E+F¢, G+D H=E-Fo?
| DD, H=Fpm, DD H=Fwa, DD, H=Fur.

[

(13

- Il reste & examiner quelle est la forme que devront prendre les fone-
tions G, H pour satisfaire aux conditions (13).
Jobserverai d’abord que, B, F étant par hypothese des fonctions du

trinome
Ut ot

ou, ce qui revient au méme, des fonctions de 2, il sdfﬁra, pour satis-

faire aux conditions (13), de supposer les fonctions symboliques G, 11,
- réduites clles-mémes & des fonctions de A. En effet, dans cette hypo-
¢ these, les conditions (13), jointes a la formule (8), donneront

G 4) DIH=F,
(13) G+D,H=E

»

et se trouveronl toutes vérifiées si G, H vérifient les formules (14)

et (15) D’ailleurs, la valeur de H fournie par I'équation (5) s’évanouit
avee ses dérivées de premier ordre D, H, D,1I, D H, lorsque u, ¢, w et,
par suite, ¢ s’évanouissent; et Pon satisfait & cette équation en méme
temps qu’'d Péquation (14) lorsqu’on’prend

(16) : H=/[Fdn,
chaque intégration étant cffectuée a partir de la limite A = o. Enfin, °

en supposant la valeur de 11 déterminée par la formule (16), on tirera
de I’équation (15) ‘

(17) ‘G.:F—D;,H:F—/'F(//z,

I'intégration étant encore effectuée a partir de £ = 6.
Ce n’est pas tout; H devant, en vertu de la formule (15), s’évanouir
avec ses dérivées de premier ordre, pour des valeurs nulles de u, ¢, w,
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les valeurs les.plus générales de G et H qui satisferont en méme temps
a celte condition et aux formules (13) ne pourront différer des valeurs

~ fournies par les équations (16) et (17). Car, si I'on nomme g, § les
accroissements qu'on devra fairc subir & ces derniéres valeurb pour.
passer aux valeurs générales de G et H, il faudra pour satisfaire aux
formules (13), poser '

(J‘—i—l)f;g)’:o, {,+DV,)_0," G-+Dy5=o,

(18) : .
DDy5 =0, Dy Db =o, D.D,§=0o,

et de plus 5 devra s’évanouir avec ses dérivéés de premier ordre D, 5,
D, 5, D, 5 pour des valeurs nulles de «, ¢, w. Or, pour vérifier en méme
temps cette derniére condition et les formules (18), il est nécessaire
de supposcr '

. (19) §=0, fH=o.

En résumé, si, dans les équations (1), ¢’est-a-dire dans les équa-
tions Jinéaires ct aux dérivées partielles qui représentent les mouve-
ments infiniment petits d’un systéme unique de molécules, les coeffi-
cients des dérivées des divers ordres sc réduisent i des quantités
constantes; alors,‘ pour que ces équations deviennent isotropes, il serd
nécessaire ot il suffira que Ies fonctions symboliques G, 1, déter-
minées par les formules (3) et (5), se réduisent & des fonctions de la

lettre symbolique
' w4 02 - o?
—_—

2

h =

ou, c¢ qui revient au méme, & des fonctions symboliques du trinome
et =D2+ DI+ D2
D’ailleurs, cette condition étant supposée remplie, il suffira de

poser

I3

(20) E=G+D,H, . F=DiH

_pour réduire les ¢quations (1) aux formules (1 2).
OFuores de C.—S. I t. IL
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Appliquées a la théorie de la lumiere, les équatioﬁs (12) repré-
sentent les mouvements infiniment petits de ’éther dans ceux des
corps isophancs qui ne produisent pas le phénomeéne de la polarisation
chromatique. Dans les corps qui produisént ce remarquable phéno-
‘méne, les vibrations de I'éther se trouvent représentées non plus par
les formules (12), mais par les formules (10). Je montrerai, dans un
autre Mémoire, comment ces derniéres formules se déduisent des
“équations a cocfficients périodiques qui représentent les mouvements
vibratoires de deux systémes de molécules ou de 'un d’eux seulement.

FIN DU TOME II DE LA PREMIERE SERIE.
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