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DISSOLUTIONS ET MELANGES.

PREMIER MLEMOIRE.

L’EQUILI.BHE ET LE MOUVEMENT DES FLUIDES MELANGES,

Par M. P. DUHEM,

Chargé d’'un Cours complémentaire de Physique mathématique
et de Cristallographie a la Faculté des Sciences de Lilie.

SINTRODUCTION HISTORIQUE.

Dans une suite de travaux, publiés depuis quelques années,
nous avons entrepris de passer en revue les principes de la Ther-
modynamique et les applications de cctte science aux diverses
branches de la Physique, pour metire clairement en lumiére I'en-
chainement des découverles accumulées depuis vingl ans.

Nous voici parvenu, dans accomplissement de cette tiche, a
Pexposé d’une théorie, récente encore, et qui cependant a déja
fait I'objet d’innombrables publications, la théorie des dissolu-
tions et des mélanges.

Avant d’aborder I’étude des changements d’état ou intervien-
nent des mélanges fluides (dissolution des solides et des gaz, con-
gélation des dissolvants, vaporisation des dissolutions et des mé-
langes), il importe d’étre exactement renseigné sur les lois
mécaniques qui réglent Péquilibre el le mouvement d’un mélange
fluide; de méme qu’avant d’aborder 'élude de la vaporisation, il
est indispcnsable d'avoir étudié I'Hydrostatique, qui traite de
’équilibre d'un fluide unique. C'est a cetle étude mécanique de
I'équilibre et du mouvement des fluides qu’est consacré le présent
travail. I

Fac. de Lille. Tome HI. — B.1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2 . P. DUHEM.

L’ordre que nous suivons dans notre exposition, ordre imposé
par la logique, n’est pas conforme a la marche historique des dé-
couvertes; lorsque Kirchhoff, en 1858, aborda, le premier, I'étude
thermodynamique des dissolutions, c¢’est au phénoméne de la va-
porisation d’un corps volatil mélé & un composé non volatil qu’il
s’adressa tout d’abord; e’est par des cycles d’opérations imposées
a4 la vapeur qu'il parvint & établir une formule fondamentale sur
la chaleur de dissolution.

Mais, bien que le phénomeéne de la vaporisation des dissolvants
ait été le point de départ de I'étude théorique des dissolutions, il
y a tout intérét anjourd’hui i reléguer la théorie de ce phéno-
méne au rang secondaire qu’elle doit logiquement occuper; cette
théorie méme y gagne, car on comprend mieux alors pourquoi
elle joue un réle si important dans 'examen des propriéiés des
dissolutions; elle apparait comme le moyen expérimental de dé-
terminer d'une maniére approchée les fonctions qui jouent, dans
cet examen, le rdle essentiel.

L’étude directe des dissolutions n’est devenue possible que par
Pintroduction dans la Thermodynamique de méthodes nouvelles,
plus analytiques, plus générales que celles dont Kirchhofl availt
fait usage; ces méthodes, on le sait, sont dues & M. J. Willard
Gibbs; c’est dans son immortel Ouvrage Sur ’équilibre des
substances hétérogénes (1) que les principes fondamentaux de la
théoric des mélanges [luides sont posés pour la premiére fois.

Mais il est un point qu’il est essentiel de ne pas perdre de vue
si 'on veut débrouiller le fil historique qui unit entre elles les
innombrables recherches dont la théorie des dissolutions a fait
I'objet; c’est que, pendant trés longtemps, 'ocuvre de M. J. Wil-
lard Gibbs est restée & peu prés inconnue, en sorte que des lois
fondamentales qui y étatent démontrées ont dit étre inventées de
noaveau,

Cette ignorance dont, pendant longtemps, a été entouré I'Ou-
vrage de l'illustre professeur de New-llawen, tient & deux causes.

En premier lieu, publié dens une Revue a pea prés introuvable

A

dans nos bibliothéques européennes, il n’arrivait 4 la connais-
P

(*) On the equilibrium of heterogeneous substances ( Transactions of the
Academy of Arts and Sciences of Connecticut, vol. 111; 1873-1876).
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. -3

sance de ceux qu’il intéressait que par les comptes rendus extré-
mement écourtés des recueils bibliographiques, ou par les extraits
que renfermaient quelques Ouvrages ; nous-méme, qui avons
cherché a répandre en France les principes et les méthodes de
M. Gibbs, nous avons di, pendant plusieurs années, nous con-
tenter de cette connaissance incompléte et détournée de son
ccuvre; aussi, bien souvent, en croyant la continuer et la complé-
ter, nous n’avons fait que la recopier a notre insu.

M. W. Ostwald, dont 'infatigable activité rend de si grands
services 4 la Chimie générale, a mis désormais les chercheurs a
méme de lire et d’¢tudier 'ceuvre de M. J. Willard Gibbs; la tra-
duction (') qu'il en a donnée sera hientdt dans toutes les hiblio-
théques.

Mais ce n’est pas seulement la rareté du Livre qui les contenait
qui a longtemps caché les lois découvertes par M. Gibbs : la con-
cision, la condensation exiréme de 'exposition adoptée par l'il-
lustre professeur ont souvent fait méconnaitre sa pensée; souvent,
dans son Mémoire, un théoréme de premiére importance n’est
représenté que par une courte formule; le théoréme n’est méme
pas énoncé; souvent, aussi, unc loi qui a pour la Physique ou la
Chimie une grande portée y garde une forme purement algé-
brique; son application concréte n’est pas indiquée. On com-
prend donc que bien des résultats aient pu passer inapergus du
lecteur pressé, et aussi de celui dont I'attention s’éveille plus aisé-
ment aux résultats concrets qu’aux considérations abstraites. C'est
ce qui explique pourquoi, dans I'historique que V'on va lire, nous
mentionnerons bien des écrits postérieurs 4 celui de M. Gibbs,
écrits qui auraient pu étre abrégés ou supprimés, si les doctrines
de I'illustre professcur de New-Hawen avaient été mieux connues.

I.

La premiére question que l'on ait & traiter, lorsque I'on veul
étadier dans un ordre logique les propriétés des dissolutions et
des mélanges, c’est le probléme de 'équilibre d’un nombre quel- -

(') J.-WiLLARD GiBBS, Thermodynamische Studien, traduit par W. Ostwald.
Leipzig, 1893.
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4 P. DUHEM.

conque de fluides mélangés soumis & des forces quelconques.
Cette belle généralisation du probléme fondamental de 'Hydro-
stalique échappe aux prises de la Mécanique classique, et rien,
peut-étre, ne marque mieux la puissance nouvelle communiquée
aux anciennes méthodes de la Statique par les principes de la
Thermodynamique que la facilité avec laquelle cette question
Pe]lt étre ;lujourd’hlli réSOer.

Clest M. Gibbs (1) qui I’a, le premier, abordée; il a borné son
analyse au cas ol les forces extérieures agissantes se réduisent &
la pesanteur; mais cette restriction diminue a peine la généralité
des deux méthodes qu'il a employées; il a donné les conditions
qui doivent, pour assurer I’équilibre d’un mélange de plusieurs
Hluides, étre jointes aux conditions qu’indique I'Hydrostatique
classique.

Si cette partie du Mémoire de M. Gibbs n’avait pas passé ina-
percue, MM. Gouy et Chaperon (?) auraient pu déduire immé-
diatement des formules de l'illustre professeur de New-Hawen la
relation que, par une ingénieuse application du principe de Car-
not & un cycle fermé, ils ont établie entre la loi de vaporisation
d’une dissolution et la variation que la pesanteur fait éprouver &
la concentration; toutefois, de cette relation, MM. Gouy et Cha-
peron ont fait sortir une remarque importante sur laquelle nous
reviendrons plus loin.

Nous aurions pu également déduire des équations données par
M. Gibbs la loi qui détermine I'action de la pesanteur sur un mé-
lange de deux substances, loi que nous avons retrouvée par un
raisonnement direct (3); cependant, ce raisonnement direct a
I'avantage de reposer sur des considérations tout élémentaires,
tandis que les deux méthodes indiquées par M. J. Willard Gibbs

exigent P'emplol du calcul des variations.

(') J.-W. GiBs, On the equilibrium, elc., p. 203-210; Thermodynamische
Studien, p- 17:-178.

() Gouy et CHAPERON, L’eéquilibre osmotique et la concentration des disso-
lutions par la pesanteur (Comptes rendus, t. GV, p. r17; 1887); Sur la con-
centration des dissolutions par la pesanteur (Annales de Chimie et de Phy-
sique, 6° série, t. XII, p. 384; 1885).

(*) P. Dunem, Sur l’influence de la pesanteur sur les dissolutions salines
(Journal de Pliysique, 2° série, t. VII, p. 3g1; 1888).
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DHSSOLUTIONS ET MELANGES. 5

Dans un Mémoire ultérieur (*), nous avons examiné les condi-
tions d’¢quilibre de la dissolution d’un sel magnétique soumise a
l'action de forces extérieures et d’aimants; bien que cetle re-
cherche se relie 4 celles que nous exposons ici, elle est en dehors
du domaine auquel se limite le présent Mémoire., A

Au Chapitre IT do travail que 1’on va lire, par une analyse dif-
férente de celle de M. Gibbs, et qui, pensons-nous, est plus ri-
goureuse et plus compléte, nous avons traité dans son entiére
généralité le probléme de I'Hydrostatique pour un nommbre quel-
conque de fluides mélangés.

II.

L’établissement des conditions d’équilibre d’un mélange de
fluides est un probléme qui en appelle logiquement un autre :
I'examen des condilions de stabilité de cet équilibre; dans ce do-
mainc, si nous cxceptons quelques indications succinctes et par-
fois inexactes (?) dues & M. Gibbs (?), nous ne connaissons au-
cune recherche que celles dont nous allons faire mention.

Nous avons traité, cn premier lien (%), la stabilité de Péqui-
libre d’un fluide incompressible, en supposant que les forces agis-
sant sur ses divers éléments admettaient une fonction potentielle,
et cn admettant, en outre, que sa surface déformable n’était sov-
mise i aucune pression.

Plus tard (®), nous avons adjoint & ce probléme I'étude de la
stabilité de l'équilibre d’on fluide compressible dont les divers
éléments de masse ne sont soumis & aucune force.

Ces diverses recherches ne sont que des ébauches du Cha-
pitre IV du présent Mémoire, ot nous avons traité dans toute sa
généralité la stabilité de I’équilibre d’un nombre quelconque de

(') P. Dunem, Sur les dissolutions d’un sel magnetiqgue (Annales de U’E-
cole Normale, 3° séric, t. VII, p. 28g; 1890).

(?) Voir plus loin, Chap. V, § V.

(*) J.-W. Giess, Or the equilibrium, etc., p. 156-172; Thermodynamische
Studien, p. 119-137.

(%) P. Dunem, Sur. les principes fondumentauz de U'Hydrostatique (An-
nales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. IV, p. G.18).

(*) P. DumeM, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustigue, t. II, Livee I,
Chap. II. Paris, 1891+
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6 P. DUHEM.

fluides mélangés, en supposant seulement les divers éléments de
masse du mélange soumis i des forces dérivant d’une fonction
potentielle unique et la surface déformable du fluide soumise &
une pression uniforme et conslante.

III.

Si I'on admet qu’un mélange dont les diverses masses élémen-
taires ne sont soumises 4 aucune force est en équilibre stable
lorsqu’il est homogéne, on est conduit & une inégalité qui a, pour
la théorie des dissolutions, d’importantes conséquences; conten-
tons-nous d’énoncer ici des inégalités que I'on déduit de celles-1a
lorsqu’on l'applique & un mélange de deux substances.

Sous la pression constante II, a la température T, le mélange
homogéne que forment des masses M,, M, de deux fluides 1, 2

-admet un potentiel thermodynamique total §(M,, M,, II, T). Ce
potentiel est une fonction homogéne et du premier degré des

. - M
masses My, M;; il en résulte que, sil'on pose s = M27 on pourra
1

écrire
2 o
OI)(M“ M., 1I, T)=F (s, O, T),
. oMy )
/]
— 8 — T).
01\12 o)(l\thh H: T) F2(57 H: )

Les inégalités dont nous voulons parler sont les suivantes :

14 dFl(S, H, T) <0,
Js

ng(S, H, T) > o.
os

(n

Ces inégalités, nous 'avons dit, sont, pour la théorie des disso-
lutions, fécondes en conséquences; on en déduit la stabilité de
I'équilibre d’un sel solide en présence de sa dissolution saturée;
le sens dauns lequel se déplace cet équilibre lorsqu’on fait varier la
pression ou la température; I'abaisscment du point de congélation
d’un liquide employé comme dissolvant; 'abaissement de la ten-
sion de vapeur d'un liquide volatil qui dissout un corps non vo-
latil; ete.
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. )

Nous avons, pour la premiére fois, donné ces inégalités fonda-
mentales en 1886 (1); nous les avons démontrées, a cetie époque,
par un raisonnement trés simple, mais dont la rigueur laissait
peut-éire & désirer; nous pensons que la généralité et la rigueur
des considérations par lesquelles nous les avons établies au Cha-
pitre V du présent Mémoire ne préteront plus & ancune critique.

1V.

Nous avons dit que MM. Gouy el Chaperon avaient relié les
variations de densité que la pesanteur fait éprouver i une dissolu-
tion et la lot de la vaporisation du dissolvant; de cette relation,
qu’on Ellll'}lit pu dédlli[‘e d(‘!S fOI‘nllllCS dOIlIléeS pﬂ[‘ ]\’[. Gil]bs et
du fait que la tension de vapear du dissolvant diminue lorsqu’on
augmente la concentration de la dissolution, ils ont conclu (2)
une inléressante conséquence : sila densité de la dissolution aug-
mente en méme temps que la concentration, la concentration
croit dans le méme sens que la pression au sein de la dissolution;
I'inverse a lieu si la densité de la dissolulion diminue tandis que
la concentration augmente.

Cette conclusion n'avait €16 établie par MM. Gouy et Chaperon
qu’en supposant négligeable la compressibilité de la dissolution;
d’ailleurs, pour l'obtenir, ils avaient dii recourir 4 une loi inter-
médiaire, I'abaissement de la tension de vapear d’une dissolution
dont on augmente la concentration. 1l semblait plus naturel de se
passer de cet intermédiaire et de demander la démonstration de la
proposilion en question aux inégalités (2), dont I'abaissement de
Ia tension de vapeur est une (:(mséqlleuce. Clest ce que mous
avons fait (3), et nous avons pu débarrasser la proposition de

(') P. DuneM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p. 34.
Paris, 1880.

(*) Gouy et Cuarenon, L'équilibre osmotique et la concentration des disso-
lutions par la pesanteur ( Comptes rendus, t. CV, p. 117; 1887); Sur la con-
centration des dissolutions par la pesanleur (Annales de Chimie et de Phy-
sique, 6 série, t. XII, p. 384; 1887).

(*) P. DuneM, De U’influence de la pesanteur sur les dissolulions (Journal
de Physique, 2® série, t. VII, p. 3g1; 1888).
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8 P. DUHEM.

MM. Gouy et Chaperon de toute restriction relative a la compres-
sibilité de la dissolution.

Dans le présent Mémoire, on trouvera la démonstration de la
proposition de MM. Gouy et Chaperon pour un mélange d'un
nombre quelconque de substances.

V.

Les phénoménes d’osmose sont connus depuis longtemps; tout
le monde connait la célébre expérience de Dutrochet.

On sait que Graham a divisé en deux catégories les corps solu-
bles dans Ieau : les uns, les corps eristalloides, passent au tra-—
vers des membranes animales et végétales; aux autres, aux corps
colloides, les membranes animales et végétales opposent un ob-
stacle infranchissable.

Cette distinction en corps colloides et corps cristalloides n’a
rien d’absolu; elle est relative a la nature de la cloison au travers
de laquelle se produit 1'échange osmotique; on peut se procurer
des membranes perméables & 'eau et imperméables aux corps
cristalloides. Telles sont les membranes précipitées que M. Traube
et M. Pfeffer ont obtenues par le contact ménagé de deux disso-
lations métalliques. Si, par exemple, un vase poreux, semblable
4 ceux dont on fait usage pour la construction des piles 4 deux
liquides, est plongé dans une solution de ferrocyanure potassique
et rempli d’une solution de sulfate cuivrique, les deux solutions,
se rencontrant dans les interstices de la paroi, y forment un dépot
de ferrocyanure de cuivre. l.e vase ainsi préparé reste perméable
pour I'eau, tandis qu'il est imperméable pour les substances dis-
soutes. Ou peut méme se procurer, par des procédés de ce genre,
des membranes perméables A certains sels dissous et imperméa-
bles 4 d'autres.

Une membrane semi-perméable, ¢’est-a-dire perméable au dis-
solvant et imperméable 4 la substance dissoule, sépare deux capa-
cités : 'une renferme le dissolvant pur, 'autre une dissolution; a
quelle condition y aura-t-il équilibre? & quelle condition le dissol-
vant cessera-t-il de traverser soit dans un sens, soit dans l'autre,
la cloison semi-perméable?

Ce probléme, généralisé, étendu a des mélanges d un nombre
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. [¢]

quelconque de corps, a été traité par M. Gibbs ('), du moins
dans le cas ou les divers éléments de volume des corps mélangés
ne sont soumis a4 aucune force. M. Gibbs a obtenu d’une manidre
trés simple les conditions de I’équilibre osmotique.

Mais, selon sa coutume. M. Gibbs a laissé a ces conditions leur
forme analytique la plus générale, négligeant de les éclairer par
des apphications physiques; aussi sont-elles demeurées &4 ce point
inapergues des physiciens et des chimistes que, parmi les nom-
brenx écrits consaerés, dans ces derniéres années, aux phéno-
ménes d’osmose, celui-ci est peut-étre le premier a citer les résul-
tats obtenus par l'illustre professeur de New-ITawen.

Pour metire en lumiére U'importance des phénoménes d’osmose
dans I'étude des dissolutions, il fallut I'apparition d’un.Mé-
moire (%) publié, en 1885, par M. J.-H. Van vHofl, a I'insu des
recherches de M. Gibbs. Dans ce travail capital, par des raison-
nements appuyés sur le cycle de Carnot, M. J.-H. Van t'Hoff
montrail que la pression osmaotique pouvait étre reliée ala plu-
part des propriétés physiques d’une dissolution : abaissement de
la tension de vapeur, abaissement du point de congélation, etc.
Plus tard, M. J.-H. Van t'Hofl (3) devail introduire la pression os-
motique dans Uénoncé de sa loi de Mariotte et de Gay-Lussac
étendue aux dissolutions.

MM. Gouy et Chaperon (*) ont compléié en quelques points la
relation, indiquée par M. Van t'Hoff, entre la pression osmotique
et la tension de vapeur de la dissolution. Vers la méme époque,

(*) J.-W. Giess, On the equilibrium, etc., p. 138-140; Thermodynamische
Studien, p. 99-102. .

(*) J.-H. Van T'lovr, L'équilibre chimique dans les systemes dissous ou ga-
zeux a l’etat dilue (Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles,
t. XX, p. 23g; 1885).

(') I.-H. VAN T'HorF, Lois de l’équilibre chimique dans [’état gaseuzr ou
dissous, Mémoire présenté & ’Académie des Sciences de Stockholm le 14 octobre
1885 (Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Bandet XXI, n° 17,
1886); Die Rolle des osmotischen Druckes in der Analogie zwischen Lisungen
und Gasen (Zeitschrift fur physikalische Chemie, t. 1, p. g; 1887).

{*) Gouy et CHAPERON, L'équilibre osmotique et la concentration des disso-
lutions par la pesanteur ( Comples rendus, t. CV, p. 117, 11 juillet 1887); Sur
Uéquilibre osmotique ( Annales de Chimie et de Physique, 6 série, t. XIII,
p- 120; 1888).
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10 P. DULENM.

sur 'indication méme de M. J.-H. Van tHoff, nous avons fait
usage (') des méthodes de M. Gibbs pour établir en toute rigueur
les diverses relations indiquées par M. Van t'Hoff\

Dans le présent Mémoire, on ne trouvera pas élude de ces re-
lations, qui dépendent de la théorie des changements d’état des
dissolvants; mais on y trouvera le probléme de I'équilibre osmo-
tique traité sous la forme la plus générale, non seulement pour le
cas o1 les divers éléments de masse da fluide ne sont soumis a au-
cune force, mais encore pour le cas ol ces masses sont soumises a
des forces quelconques.

Celle généralisation permct d’aborder la théorie de la célébre
expérience de Dutrochet, ¢’est-a-dire la théorie de 'équilibre os-
motique dans le cas ot les fluides sont soumis & 'action de la
pesanteur. '

Nous avions, dans un premier Mémoire (*), tenté cette théorie,
sans tenir compte des variations de concentration que la pesanteur
fait naitre aux divers points d’une dissolution; nous avions trouvé
que la hautenr A laquelle la dissolution s'¢léve dans osmomcire
dépendait non seulement de la concentration de la dissolution,
mais encore de la forme de I'osmomeétre et de la profondeur a la-
quelle 1l était immergé.

Celle proposition semblait inadmissible. L'impossibilité du
mouvement perpétuel exige, en effet, qu’entre I'eau que conlient
la cuve et la dissolution qui oceupe le niveau supérieur dans I'os-
mométre existe une différence de tensions de vapenr mesurée par
une colonne de vapeur aussi haute que la colonne liquide soule-
vée dans l'osmometre; la hauteur de cette derniére colonne doit
donc dépendre seulement de la concentration de la dissolution au
sommet de I'osmométre. ’

Cette remarque de MM. Gouy et Chaperon (3) nous a amené 3

(") P. Dunewm, Sur la pression osmotique (Journal de Pliysique, 2" série, t. VI,
p- 397; septembre 1887).

(*) P. Duney, Sur la hauteur osmotique (Journal de Physique, 2° série, . VI,
p- 134; 1887).

() Gouy et CuarrRoN, L’équilibre osmotique et la concentration des disso-
lutions par la pesanteur (Comptes rendus, t.CV, p. y17; 1887); Sur l’équilibre
osmotiqgue (Annales de Chimie et de Physigue, b6° série, t. X1, p. 12n;
1888 ).
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. It

reprendre (*) la théorie de I'expérience de Dutrochet en tenant
compte des variations de la concentration par I'effet de la pesan-
teur. Cette nouvelle étude nous a montré qile la concentration de
la couche la plus élevée contenue dans l'osmomeétre avait bien
avec la hauteur osmotique la relation indiguée par MM. Gouy et
Chaperon; mais il n’en est plus de méme de la concentration
moyenne de la dissolution contenue dans 'osmométre; si l'on
suppose les variations que la concentration subit par I'effet de la
pesanteur non pas nulles, mais seulement trés petites, on trouve
que cette concentration moyeune satisfait précisément i la rela-
tion que nous avions trouvée en supposant la dissolution homo-
géne.

Telle est, retracée briévement, la suite des eflorts qui ont pré-
paré la théorie de I'équilibre et du mouvement des fluides mélan-
gés; nous avons naturellement laissé de c¢6Lé les travaux de se-

" conde main, et aussi ceux qui ne sont pas des applications de la
Mécanique rationnelle et de la Thermodynamique ; c’est ainsi que
nous n’avons pas mentionné les théories de la diffusion fondées
sur des hypolhéses spéciales; ce que nous avons dit ici du mou-
vement des tluides mélangés constitue, croyons-nous, une théorie
nouvelle.

CHAPITRE 1.

DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE p’uN MELANGE FLUIDE.

§ I. — Des variables qui définissent un élément fluide.

Considérons un mélange de n corps distincls, que nous dési-
goerons par les indices 1, 2, ..., n. Autour du point M, décri-
vons un ¢lément de volume de, dont la masse tolale est dm. Cet
élément renferme une masse dmy du corps 1, une masse dm, du
corps 2, ..., une masse dm, du corps n et l'on a

(1) dm =dmy+-dms—+...-+dm,.

(') P. Dvuem, De U’influence de la pesanteur sur les dissolutions salines
(Journal de Physique, 2" série, t. VII, p. 3g1; 1888).
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12 P. DUHEM.
Posons

() _ dm, _dmy L o — ilﬂn
M= dm b= g ’ * dm

Les grandeurs wu, u,, ..., p, définissent la composition du
systéme au point M. ’

Les valeurs que prennent les quantités py, fay « « -y fp au point M
ne sont pas entiérement indépendantes; les égalités (1) et (2) don-
nent, en effet, la relation

(3) i+ ot e+ pa=1,

au moyen de laquelle on peut calculer une quelconque des quan-
tités [y, fa, « -+, Mo, lorsqu’on connait les (rn — 1) autres.
a condition ui doit éire vérifiée en chaque point du mé-

L dit 3), qui doit &1 fi haque point du mé
lange, n'est pas la scule condition & laquelle les quantités p,,
gy «»+, o solent assujetties. Si les corps 1, 2, ..., n ne sont
pas susceptibles de se transformer les uns dans les autres par
des modifications physiques ou par des réactions chimiques, la
masse totale de chacun de ces corps existant dans le mélange de-

totale de ch d tant d I 1 d

vra étre constante.

Désignons par M,, M,, ..., M, ces masses constantes des
COrps 1, 2, ..., 2} NOUS AUrONS

My — [ dm,

4 Mg:j.pgdm

et, par conséquent, dans toutes les madifications que le sysléme
pourra éprouver, nous devrons avoir

(5) afy.idm;o, Sfpzdm:o, ey Sfp,,d/n:o.

Ces conditions seraient modifiées si quelques-uns des corps 1,
2, ..., n pouvaient se transformer les uns dans les autres.
Nous admettrons que les propriétés d’un mélange de fluides
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. 13

sont définies si {’on connait, en chaque point, les variables
NORMALES suivantes :

1° La température absolue T;

2° La densité p;

3° Les grandeurs py, s, ..., fa; ces derniéres variables ne
sont pas entiérement indépendantes : elles sont liées par les con-

ditions (3) et (5).

§ II. — Le potentiel thermodynamique interne d’'un mélange
de fluides.

L'existence d’un potentiel thermodynamique interne d'un sys-
teme formé de parties indépendantes, dont chacune a une tempé-
rature uniforme, est démontrée ('), et cela méme dans le cas ou
chacune des parties serait un mélange. L’existence de ce poten-
tiel est encore démontrée (2) dans le cas ou les diverses parties,
au licu d’étre indépendantes, sont en contact; mais, dans ce cas,
il faut supposer qu'aucune des masses qui composent une de ces
parties ne peut la quilter pour se mélanger 4 une autre partic.
Supposer qu’il existe un potentiel thermodynamique interne
pour un systéme dont les diverses parties, au contact, sont
portées & des températures différentes, alors gu’entre ces par-
ties peuvent s'effectuer des échanges de matiére, c’esl faire une
nyroruise; cetlc hypothése, nous la ferons et nous Uétendrons
méme au cas ot la température du systéme varie d’une ma-
niére continue.

Cette hypothése admise, et I'existence du potentiel thermody-
namique interne § d'un mélange étant assurée dans le cas le plus
général, proposons-nous de rechercherla forme de cette fonction.

Voici la remarque sur laquelle nous fonderons cetie recherche.

Imaginons qu’en chaque point on ait

(6) @1 = coanst., g = const., . 4. = const.

Il est facile de voir que I'on peut alors appliquer au systéme

(') P. DuusM, Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 4" série,
t. IX, 3° Partie, Chap. II (Journal de Mathématiques pures et appliquees,
fasc. 3; 1893). '

(*) Ibid., Chap. IIL.
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14 P. DUHEM.

les considérations que nous avons développées ailleurs (') et qui
permettent d’écrire le potentiel thermodynamique interne sous la
forme )

7) .‘f’:/‘GdV—f—gfdeVdV';

G dépend de la nature de 1'élément dV et des vartables qui fixent
Iétat de la mati¢re en un point de cet élément. Or la nature de
I'élément dV est connue st 'on connait la nature des corps 1,
2, ..., netles quantités uy, W, ..., tp; cetle nature connue, les

propriéiés de la matiére en un point de I'élément dV ne dépen-
dent plus que des denx variables o et T; on a donc

G = G(Hly Pay o ooy My Py T)‘
On a de méme

F= F(P‘l: May «eey Bny 2y P,u P-lzy ey H:n P’1 r),

r étant la distance d’un point de I'élément 4V a un point de I'élé-
ment dV’'.

Nous aurons done
Sj'— 33’ — o0 *

toutes les fois que les égalités (6) seront vérifides, c'est-a-dire
toutes les fois que nous aurons, en tout point du systéme,

S = o, Spa=o, Sun = 0.

Les principes du calcul des varialions nous enseignent que,
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il saffit qu’il existe n quantités
©yy P2y + .. ©p, variables d’'une maniére continue d’un point ma-
tériel du systéme & l'autre, telles que Von ait identiquement

(8) 3F — 8j+f(<pl81.11—}-923p2+...+<pn8p,l)dm:o;

en disant « identiquement », nous entendons dire « quelles que
soient les quantités 8wy, Opz, ..., Oprp », sans méme supposer

(*) P. Duuexs, Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique,
Chap. 1 et 11 (Annales de I’Ecole Normale, 3° série, t. X ; 1893 ).
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entre ces quantités 1'égalité
Sy + Sa—+. ..+ Spy = 0,
qui résulterait de la relation (3).

Mais I'égalité (8) nous montre que
/(?1 Syt Py g .o+ 9, 8py) din

doit étre la variation d’une fonction de U'état du systéme; il est
évident que cette fonction ne peut étre que de la forme

fn(p,. Ly, - ey ) di.

Les égalités (7) et (8) montrent alors que I'on pourra écrire

§=f(G+pu)dV+ gffb‘a’VdV’,

ou bien, en posant

G .
(9) F‘*‘H:C({J’lv‘uﬂa'--erP;T)v
EF P .o
('0) W =4‘(Hlyp~2y"-y{J-IL:PaP‘Hflzy---)l““n”o:r)’

j=f§(w, oy - ey s 0, T)dm

(1))
I ’ I s v 1
-+ ;“/:[“P(l‘lb Hoy owug Bay Py 1y Pas oo vy l“mP:")d’n_dm"

Ce n’est pas de cette forme générale qu'il sera fait usage dans
ce Mémoire; nous ferons une hypothese simplificatrice qui est la
suivante :

Iyrornise siveLiricarnice. — La fonction § est négligeable.
Nous poserons donc
(12) Gty Bay e ny P Py BYs Ry v voy Bia 95 7) =0

ct le potentiel thermodynamique interne du mélange prendra la
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16 P. DUHEM.

forme simple
(13) F= [Tl ity ooy g, Ty dm,

Nous ne devrons pas oublier que cette hypothése simplifica-
trice esk enli¢rement arbitraire, et, par conséquent, nous ne de-
vrons pas nous étonner si les conséquences que nous en dédui-
rons sont parfols en contradiction avec 'expérience.

§ III. — Cas des gaz parfaits.

Nous allons nous proposer, a titre d'exemple, de déterminer la
forme de la fonction {(y, fa; - -, fa, 3 T) pour un mélange de
gaz parfﬂits.

Supposons que les variables gy, (o, « oy My 8, T aient la méme
valeur en tout point, de telle facon que le mélange soit homo-
géne. Désignons par M la masse totale de ce mélange. D’aprés
égalité (13), le potentiel thermodynamique interne de ce mé-
lange aura pour valeur

(14) S?ZMK(}H; gy = =e) IJ.,,,p,T).

D’autre part, soit M, la masse du gaz 1 que le systéme ren-
ferme; soit &, son volume spécifique dans les conditions normales
de température et de pression; soit p, sa densité, c’est-a-dire le
rapport de la masse M, au volume du mélange; soit v, (T) une
certaine fonction de la température dont la forme dépend de la
température du gaz; soit I une conslante. Adoplons pour les
gaz 2, ..., n des notations analogues. Le potenticl thermodyna-
mique interne du mélange aura pour valeur (')

F= M;RTalogpy + My, (T)
(15) S + M, RTo; logps + My 32 (T)

—+
( + M, RTo,logpn+ Muya(T).
Mais on a

M, = (M, M, = w, M, veey M,=u,M.

(*) P. DuneyM, Sur la dissociation dans les systémes qui renferment un
melange de gaz parfaits, Chap. Il (Travaur et Memoires des Fucultes de
Lille, 18qg2).
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On a aussi

M,

Y B
M,

Pe = M = pepy

............... N
M,

L'égalité (15) peut donc s’écrire
(6) § = M[BRT(pi0;logpyp—+ paoplogpsp +.. .+ uaasloguap)
A 1Y (T) + paye{T) +. oo+ oy (T)]

La comparaison des égalités (15) et (16) nous montre que, pour
un mélange de gaz parfaits, on a

L1y ey - -5 Hmy p, T)
(17) = RT (o1 logmip + weoalogpap 4. ..+ ppop log pap)
(D) + e Ty 4o o o= wayan(T).

Cette formule nous sera d'un fréquent usage.

§ IV. — Formules relatives aux mélanges de deux substances.
Les variables @y, pa, ..., g, sont lides par la relation
(3) Py Mt =1

Dans le cas d'un systéme formé seulement par un mélange de
deux substances, 1l est souvent commode de substituer aux deux
variables p, el . la variable

(18) s= Tr.

L’égalité (18), Jjointe a Pégalié

(3 bis) B+ P =1,
donne
T
M=
t
(19) s
2= T s
Fac. de Lille. Tome III. — B.2
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18 P. DUHEM.

et, par conséquent,
ds

{20) d#‘lz—(lez—(T+;)§'

La fonction (@, ws, 3, T) peut s’exprimer cn fonction de s,
2 T.

Posons
(21) (i, payp, TY=12(s,2, T)

Nous aurons

ot oL ds oz

—_— = —— = — 2,

s gy ds duq (19 ds

(22) ( oL o oL
dus  0s dpy RS s

Dans les applications, nous rencontrerons ces diverses formules.

§ V. — Autre systéme de variables propres a définir
P’état d'un mélange.

Les variables py, (s, +.., s, p, T se présentent trés naturellement
pour définir I'état d’un mélange en un point; elles en indiquent la
composition cenlésimale, la densité Lotale et la température ; mais
clles ont 'inconvénient de n'étre pas absolument indépendantes;
elles sont liées par la relation

(3) Myt et Py =1

Dans certains cas, nous aurons intérét & définir ’état du mé-
lange au moyen de certaines variables complétement indépen-
dantes que nous allons définir.

Soient

(23) P1= 1, P2 = P20, Pn= tnf

les densités partielles qu’ont, aun point (z,y,s), les divers
fluides mélangés; I'état du systéme au point (z, y, 3) pourra élre
défini par le systéme des (n + 1) variables complétement indé-
pendantes

s1, 93, «--» Par T.
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Les égalités

(24) P1 P2t 0 =P,
1 _
Sl Pat .o, D
(25) {P1Pat aan i Pa — P
Pn

\ Pr+pP2+...+Pn -

’

qui résultent des égalités (23), nous montrent que la fonction

Lps v oy - s T)
peut s’exprimer en fonction des variables gy, gy, - .., a4, 1. Po-
sons
(26) C(P My Bg, -~ - Has, )—E(Ph B, "'JP’HT)'

Nous aurons

OF J dp L dwy O Oy 0% duy

Z’loi dp 0pg t Ou1 9g1 | Opg O3y Foee dit, 00y’

égalité qui deviendra, en verlu des égalités (24) et (25), la pre-
miére des égalités

1 oL { or or Ple J
— = = —_— —. —y — —. .. — Ma |
dor  dp e | UG 2 o, " du,
3 g 1 e a8 07 :|
(27) (dos g +5[ T gy G, T
R 7 Pl P J
el ] B e N OF
Ces égalités peuvent s’écrire
[ oz oz Pl 05
Pdﬁt p‘TP T(I_}‘t)tm e ous Hnd'flu,
o 0% 9 9 9%
(27 bis) PE "rﬁp — Mt @ + (1 .‘Lz)dm H"dp,,
% K i 9% NS
P()O,. :P(’_; - Mt TI — W2 ')lu*l e +(I H‘/I)d
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20 P. DUHEM.

Multiplions la premiére de ces égalités (25 bis) par 5, la
deuxiéme par g, ..., la derniére par gn, et ajoutons membre a
membre les résultats obtenus en tenant compte des égalités (24)
et (23); nous trouverons I'égalité

, 43 3 9\ _ ,9¢
(28) 9(910—9—1—}—920—?2 +...+p,,§9;>792_,

dont nous aurous i faire usage duns la suite de ce travail.
g

CHAPITRE IL.

EQUILIBRE D'UN MELANGE FLUIDE SOUS L’'ACTION
DE FORCFES EXTERIEURES.

§ I. — Equilibre d’un mélange fluide sous laction
de forces extérieures.

Nous traiterons tout d’abord le probléme de I'Hydrostatique
pour un mélange de fluides.

Les conditions d'équilibre d’un mélange de fluides s’exprime-
ront en écrivant que, pour loute modification virtuelle imposée
au systéme, on a

(1) 3% — dG.2o0,
d&,. étant le travail virtuel des forces extérieures.

Relativement a ce travail, nous ferons ’hypothése trés simple
que voici :

On a

dé,— S Plcos(P, z) 8z + cos{P, y) oy + cos(P, 3)82]dS

(2)
( —0 fV(z,_y,z)dm,
dS élant un élément de la surface déformable du fluide;
3z, 8y, 8z élant les composantes du déplacement d’'un point de
cet élément, la premiére s’étendant & tous les éléments de la
surface déformable;
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(2, ¥, z) étant un point de I'élément de masse dn;
V(z, y,3) étant une fonction de zx, y, 3, qui, dans la région oc-
cupée par le fluide, est uniforme, finie et continue,

la seconde 1ntégralion s’étendant & la masse entiére du {luide.

Nous commencerons par appliquer la condition (1) 4 des modi-
fications qui laissent invariables la composition et la densité de
chacun des éléments de masse du fluide; ces modifications ne
font pas varicr le potentiel thermodynamique interne du fluide,
en sorte que, pour clles, la condition (1) se réduira &

(3) de,Zo.

Cette condilion (3), traitée soil par la méthode de Clairant (1),
soit par la méthode de lLagrange (?), nous donnera les résultats
sutvants ;

1l existe une fonction U(x, y, s), uniforme, finie et continue
& Dintérieur du fluide, telle que Uon ait

ov Ay 2%
p(deA—@d_y-k—d«;dz) + dll = e.

Cette fonction n'est jamais négative.
En tout point de la surface déformable du fluide, on a

; P cos(P;-’L‘) = Ml cos(ny,H ),
(5) ,

v P cos(P, 2) =M cos(ni, 5),

P cos(P, y) — Wcos(reg ¥ )y

n; étant la normale ¢ la surface déformable, dirigée vers
Uintérieur du fluide.

Ces résultats obtenus, nous allons imposer au fluide une modi-
ficalion quelconque; voici comment nous opérerons pour calculer
les valeurs correspondantes de d@, et de S5 :

(') P. Dunkey, Sur les principes fondamentaur de l’Hydrostatique (Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV, p. C.1).

() P. DuusM, Hydredynamique, Elasticité, Acoustique, Cours professé a la
Faculté des Sciences de Lille ¢cn 1890-18qr, Livre II, Chap. L.
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22 P. DUHEM.

Au commencement de la modification, que, pour simplifier,
nous supposerons renversable, le fluide est limité par la sur-
face S (fig. 1), et occupe l'espace E; 4 la fin de la modification,

il est limité par la surface S’ et occupe I'espace E'; soit U la ré-
gion commune aux deux espaces E et E'; soit U, la région qui
appartient & I'espace E/, sans appartenir 3 I'espace E; soit U, la
région qui appartient i 'espace E, sans appartenir a 'espace E/;
soit 8, la partie de la surface S qui confine & la région Uy ; soit S,
la partie de la surface S qui confine a la région U,.

Nous diviserons Vespace en éléments de volume v qui demeu-
rent invariables; seulement, chacun de ces éléments ne renferme
pas la méme masse fluide an début de la modification et & la fin;
en particulier, les éléments de I'espace U, sont vides au début de
la modification et remplis de fluide a la fin, tandis que les élé-
ments de la région U, sont pleins au début de la modification et
vides a la fin.

On voit sans peine que 'on aura

afpvdu :fvspdv +f o Vo —fdeu.
U U, U.

D'ailleurs, il est clair que

/‘dev.:-—Ss pV{cos(n;, z) 8z + cos(n;, y) 3y + cos(n;, 2) 63] dSy,
/1, 1

fi;'Vdv”: SS pV][cos(n;, x) 8z + cos(ny, ¥) 3y + cos(n;, 5)8z] dS;,
Ju 2
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en sorte que ’égalité précédente devient

Sfp\’dv:fVapdu

/
(6) )
{ ‘SSPV[COS(’LAQ)SZ*%"'05("1',}’)?{}’+cos(nl~,z)3,z]ds_

D'avtre part, les égalités (5) permettent d’écrire

‘ SSP[COS(P7 z) 2@ +cos(P, y) 8y 4 cos(P, z) 8z] dS
(7) E

\ . N
= bsﬂlcos(m, )8z + cos(ny, y) Sy + cos(n;, 3)82]dS.

Les égalités (2), (6) et (7) donnent

. vYE

“d@'e:_ fvapdv
(8) «
’ ‘ +SS(I]+p\7)[COS(n1-’ x) 0%~ coq(llf,y)8y+(;05(,l[, z)8z]dS.

D’autre part, nous aurons

35:f3(95)d0+fp’;1k—/p’;c{v.
U u, Ju,

Mazis il est clair que
R . X
V{:‘ el dv :*bSlFC[Cos(ﬂ;, Z) 8x + cos(ng, y)dy -+ cos(n;, 5) 2] dS,,

) Al a
[otds = § ptlcostnn @) cos(rs, )y + cos (ny, 3)35] dS,.

.

On a donec
foi 9N & L9 ot gt .
s o4 —!/F [(C 40 (TP)O? +p dau; Oy 0 s Cldy -t p dT OHn] dv
(9) ‘ ) *

A o .
— bspc[cos(m,z) 0z +cos{n y) B_y +cos{n;, z) BzJ AS.

La condition (1) devient

[ dtj R o7 o a7 oz
¥ s —18 [y P e B - A B
5 l[[(V-*--ﬁ-rd?/ P-f‘Pd{Al Ok Vd512°M2+-.-+r0:L,L o,u,,J i
Al . ’ N
( _SJ‘” + pL+ W) [eos{n;, )3z + cos(n,, y)Ay -+ cos{ny, 2)82]dS —
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24 P. DUHEM.

Cette égalité ne doit pas avoir lieu d’une maniére incondi-
tionnée :

1° En vertu de I'égalité (3) da Chapitre I, on doit avoir en
chaque point
(XI) 0}11—*—0{&4*%...-%811."':0.

2° Les masses M, M,, ..., M, de chacun des corps 1, 2, ..., n
que le systéme renferme doivent demeurer constantes, ce qu’ex-
priment les égalités (5) du Chapitre J.

Orl'on a

pr.ldmzf(_u.lap—k—papl)dv+fppldu—[pplclv,
. U Uy ~/u,

ct aussi

Q ~ ~ o
fpp.‘ dv:—b piilcos(ny, @) 8z + cos(ny, ¥ ) 8y —+ cos(ny, 3)33]dS,,
U, St
fPPLth: S pui[cos(ni, z)8x + cos(ny, ¥) 8y + cos(ny,y 3) 85] dS,,
Us 82

cn sorte que la premiére égalité (5) du Chapitre I devient la pre-

miere des égalités

f(p.lap ~-pdu) dv—S o [cos (s, z) 8z~ cos(n;, y)oy +cos(n,, 3)8s5]dS =o,
= s

(12) 4 f(“iag ~+pBus) dv—S o [cos(n;, )8z -+ cos(n;, )8y + cos(n;,z)83]dS =o,
12 & s

1 [(}L,,BP—FPSH,L)dU—S pin[cos(n;, z)8z --cos(ny, y)8y +cos(n;, 5)85]dS=0.
v S

3° La masse totale du svstéme doit demeurer constante, ce

(]n’exprime Uégalite
P /‘p dv — o.

3/9(1&'::rapd“%—[pdr——-/‘;:r{r

1 u, <,

Or
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et

f odv :—S s[cos(niy &) 8x 4 cos(ny, ¥) 8y + cos(n;, 5)82]dS,,
U, 5,
A N [y ~
gdv= b plcos(nri, x)6x + cos(n;, y) 8y + cos(ni 5) 03] dS,.
Us S:

La condition précédente devient donc
(12 bis) /dev—S plcos(n;,z)dx+cos(n;, y) oy + cos(n;, 2)8z]dS —o.
JE S

Ainsi, pour que 'égalité (10) ait lieu, il faut et il suffit que les
conditions (11), (12) el (12 bis) solent vérifiées; dés lors, en

vertu des principes du caleul des variations, il doit exister :

1° Une fonction ¢(z, ¥, z), uniforme, finie et continue en tout
point de l'espace E;

2° n constantes Gy, C,, ..., Cy;

3° Une constante T,

H

telles que Uon ait identiquement I'égalité suivante :

J7 N
f[(V+C+Pa§ + Crpy+ Copag+ .o+ Cppn+ l‘) o2
E /
7 d

0! . o e N
+(p():1 ’f‘F(‘j’\‘?) 0H1+(Pa;; +ng+g> Oty
a

I)H- "

(13) ¢«

R (p +pCr+ gn) S}Aqu(’

— Ss[p(V+>;+C,p,—+— Cougt+...+Cpu,+T)+ 1]

= [cos(n;, z) 8x + cos{ny, ¥)8y +cos(n;, 5)82] dS =o.

Cette égalité devant avoir lieu identiquement, on voit que L'on
doit acoir :

1° f'n towt point de la surface déformable du fluide,
) (VA4 L4 G+ Coptg 4+ v Cupn+T)+ N =0;

2° K'n tout point du fluide,

(15) Vil +0m+Copat.o .4+ Chppy+T =01

s
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3° En tout point du fluide,

o s
(16) ‘°<b?z+c‘l>+*'°’

Ces conditions, jointes aux conditions (4) et (5), représentent
I’cnsemble des conditions qui sont nécessaires et suffisantes pour
I'équilibre du fluide.

Nous allons transformer ces équations.

égalité (15), différentiée et multipliée par g, donne I"égalité

¢ o[ o
Pdv—*‘F%dP“FP (Pd—;> dp

5
02¢ Prie
- 9
(l/) +p [dpdpldw-}_

d P
()‘D ()‘J.Z [J-g—F...—f—UP ()}J.,, Br
o 0%

+ e [(df’l +C1> duy + <,

()Y
d:; + C:.> dus ...+ (—‘» + C,,> d;x,,:l = 0.

Oty
Multiplions les deux membres de la premiére égalité (16) par
dyuy, les deux membres de la scconde par dy.,

.., les deux mem-
bres de la derniére par dp,, et ajoutons membre 3 membre les ré-

sultats obtenus, en observant que

duy+ dus +.. .+ dpy = o.
Nous aurons

49 U8 o7 . _
(18) 2] [(H —+ Cl) d}l~1‘+‘ <@—2 —+ C2> d‘u.2+ M (\arl-,; —+ (Jll> dfl,l] = 0.

Sil'on observe que

% a2 24 _ a% 2()2: J 2(3?;
(e (ro) = e e = (7 R):

on voit quen vertu de I'égalité (17), I'égalité (18) pourra s'écrire

9
P(iv+d<92(j—9> = o,
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ou bien, en vertu de I'égalité (4),

9
dH—d(pzd—P> == 0.
Cette égalité nous montre que <H— ng—g) a la méme valeur en
tous Jes points du fluide.

Cette valeur est alsée & déterminer.

L’égalité (14) a Iien en touns les points de la surface du fluide.

L’égalité (15) a lien en tous les points du fluide et, par consé-
quent, en tous les points de sa surface.

Si l'on retranche membre 8 membre ces deux égalités 'une de
Pautre, aprés avoir multiplié par p les deux membres de la se-
conde, on 1rouve que 1'on doit avoir, en tous les points de Ja sur-
face du fluide,

Ce résultal, joint au précédent, nous donne Ja proposition sul-
vante : )
En tous les potints de la masse fluide, on a I'égalité
or

— 52 =,
(19) T=e*5

Considérons maintenant les égalités (16); multiplions les deux
membres de la premiére par u;, les deux membres de la seconde
par pu, ..., les deux membres de la derniére par pg; ajoutons
membre & membre les résultats obtenus, en observant que

Wy LS Rp=1,

et nous trouverons 'égalité

(o Bt )
Plom Mt g g e

+—p(Cipy+ Copg+. ..+ Crpp) + 5 =o.

(20)

D’autre part, I'égalité (15) donne

0 .
P(V._L:—}—P;,—E +]‘>+P(C1H1+Czyg+...+cnp,”):(),

\
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28 P. DUHEM.
ou, en tenant compte de 'égalité (19),
(21) I+ p(V+L+T)+p(Cru+ Coua+...+ Critg) = 0.

Les égalités (20) et (21) donnent

(22) 1]4.,_ (V+L+T)—> kL % s —d—c—>~o
g . P-la; sz}*'z {"dp.,, = 9.

En vertu de cette égalité (22), et en posant
Cy +T =y,

(23) {Grt=r

les égalités (16) deviendront

f I aC a% V16 . _

F+([ ‘J.i)m — M2 d—(J.-zg..'““.VMu m+c+\+{1—(),

n o t o
(25) —P—' — 2y ryﬂ—f—(l ‘12)0——-— — ()H/;+C+\+ 3 = O,

I 4 d

VB TE Gy gy U gt Vet

égalités dont la fonction arbitraire g est éliminée.
Les égalités (23), joinles & I'égalité
My ade. o Pp=1,
permettent d’écrire I'égalité (15)
(15 bis) V+C+p%+‘(1&11+~(2112+...+7,1;L,,:o.

Mais il est aisé de voir que cetle égalité (15 bis) est une consé-
quence des égalités (25) et (19). Multiplions, en effet, Ja premiére
des égalités (25) par v, la deuxiéme par y,, ..., la derniére par
r, el ajoutons membre & membre les résultats obtenus; nous
trouvons, en observant que Ly —+ o+ ... Uy =1,

. 11 .
(21 bis) ;4—\ + LY Y Yotk =0,

égalité qui, en vertu de P'égalité (19), reproduit Uégalits (15 bis).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DISSOLUTIONS ET MELANGES. 29

Quant a I’égalité (14), elle résulte des égalités (13) ct (1g).
Les conditions d'équilibre d’un mélange liquide sont donc défi-
nies par les égalités (4), (5), (19) et (25); ces conditions ren-
ferment n constantes Yy, Ya, ..., Yu; pOUr déterminer ces
constantes, on aura a faire usage des égalités [Chapitre 1, égali-

tes (4)]
f}Li e do = N[h

Les égalités que nous venons d’obtenir peuvent étre immédiate-
menl employées & démontrer plusieurs théorémes importants.

L’égalité (4) nous montre que dII est nul en méme temps que
dV; en sorte que les surfaces équipotentielles sont des surfaces
d’égale pression.

La densité p et I'unité sont deux facteurs intégrants de lexpres-
sion dV; p est donc tout 'espace occupé par le fluide, exprimable
en fonction uniforme de V, en sorte que les surfaces équipoten-
tielles sont des surfaces d’égale densité.

Aux divers points d’une surface équipotentielle, (% +V> a,

d’aprés ce qui précéde, une méme valeur; les égalités (25) mon-
trent alors qu’en ces divers points les varables wy, p2, - .., w200t
respectivement la méme valeur; les surfaces équipotentielles
sont le lieu des points ot le mélange fluide a la méme compo-
sition.

§ 1I. — Cas d’un mélange de deux substances.

Danpbs ce cas, les résultats précédents se simplifient heaucoup.

Posons [Chapitre I, égalité (21)]
L(uy, 22,8, T) =Z(s,p, T).
I égalité (4) gardera la forme

(4 &is) pdV 4+ dll = o.
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L’égalité (19) deviendra

,0Z%(s,0, T)
dp

(19 bis) o=

Les égalités (25) doivent étre remplacées par une égalilé
unique; il suffit, pour obtenir cette égalité, de remarquer que les
deux égalités auxquelles se réduisent alors les égalités (23), re-
tranchées membre & membre, donnent

L4

d}.l.i dp‘l T1— Y= 0,

on bien, en vertu des égalités (2').) du Chapitre T,

(26) (l—+—s)2 == —
égalité qui peut cncore s’écrire

26 bi 2z 1a d
(2 s) 25 (1+s)d s-+—(l+s)dsdp p=—=

Ces divers résultats ont été déduits de 'étude de ['équilibre
d’un mélange de n substances, et cette étude nécessite des calculs
compliqués; nous allons nous proposer d’élablir directement les
conditions d’équilibre d’un mélange de deux substances.

Considérons un mélange de deux substances. Donnons-lui d’a—
bord une modification isothermique virtuelle qui laisse invariable,
pour chacun des éléments de masse qui composent ce mélange,
les deux grandeurs s et T. Le potentiel thermodynamique interne

3’=IZ(s, 0, T)dm

demeurera invariable, et la condition d’équilibre se réduira a
d&,<o.

Cette condition, traitée soit par la méthode de Clairaut, soit
par la méthode de Lagrange, donunera les égalités (4) et (5).

Nous considérerons ensuite une modification virtuelle renver-
sable quelconque.

Dans cette modification, le travail externe sera encore donné
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par Iégalité
‘dc@:;fv 3p dv
E

(8) |
( -+ S (T+pV)[cos(n;, ) 8x + cos(ng, y )3y +cos(ny, 2)53]dS.
s

La variation du potentiel thermodynamique interne sera don-

née non par I'égalité (9), mais par ’égalité

AN FYANE
OJF;‘/}:‘[(ZTP()P)opﬂ—pEJsV

— S‘pZ[cos(n,-,x)&z-+ cos(ny, )8y + cos(ny, 5) 083 |dS.
3

dv

(27)

Ea vertu des égalités (8) et (27), la condition (1) deviendra

2 o7z, Y AN
gfn[(\V+Z+pJ;>Sp+pgos]dv

(28)
( —SS (V+ Z —+—%I>p[cos(_n,-, )8z + cos(ny;, ¥ )8y + cos(ny, 5)82] dS = o.

Cette égalité ne doit pas avoir licu d'une maniére ineondi-

tionnde :

1° La masse totale du systéme doit dewneurer invariable, ce

/p dv = const.
ou

(29) fﬁp dv——S pleos(ny, ®)3x-+cos(n;, ¥) 8y +cos(ny, 3)8z]dS=0;
E $

qui donne la condition

2° La masse totale du corps 1 doit demeurer invariable; cetle

condition s’exprime par l'égalité

fy,p dv = const.,

qui peut encore s'écrire [Chapitre 1, égalité (1g9)]

f ° o= const.,
L+ s
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32 P. DUHEM,

ou hien
{ 1 N o] - 7
\f<l+s°9*m°‘) dv
(3o) 1 7F
( — Ss e s[cos(n,, x)0£+cos(lz,,y)o_}'+c05(n,, z)8z]dS = o.

Il est inutile d’exprimer que la masse du corps 2 demeare con-
stante, car cela résulte des deux conditions précédentes.

L’égalité (28) devant éire vérifiée moyennant les conditions (29)
et (30), il doit exister deux constantes C et Cf telles que 1'on ait

identiquement D'égalité
YA o ' .
[[<V+Z+9L+C+ (7)Sp+p<?z—f ¢ >os]dv
JE 1-4-§ ds (1-+s8)*

—S <V+ +Z+C+ - G s>
= p[cos(n,-,x)8x+cos(n,-,_y)ﬁ_y—'f-COS(n,-,z)Ez] dS = o.

On doit donc avoir :
1° En tout point de la surface du fluide

) S '
30 —9—+V+L+b-+— C = 0;

1+ 8

2° En tout point de la masse du fluide

YA (04
(3‘2) V—*—Z—‘P(;;TCﬁ—’I’Ts:O,
o7,
2 9 o
(33) (1+ ) ds_C'

.

Cette égalité (33) n’est autre chose que I'égalité (26), ol la
constante 1*— Y2 est maintenant nommée C'.

L’égalite (32), différentiée, donne

aZ 027 ' o7. 027
dV+[ +pdsdp (l_*_—s)z](l.s+(zgp—+p;§—i)dp_o.

Multiplions les deax membres de cette égalité par o, tenons

compte de égalité (33) et de P'égalité (4), observons enfin que

I'on a
02 g2
< )*p[(——*—o Z‘)dp-{pd:ds] .
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oZ
—n? p—
d(H de>_o

et nous trouverons

ou

Cette égalité a licu dans toute la masse du fluide; mais, a la
surface, on a, en vertu des égalités (31) et (32),

1)7
dp

m—p% —

On a donc, dans toute la masse du {luide, I'égalité

. 0z
(19 bis) n—p’ = o.
dp
Nous avons ainsi retrouvé les conditions nécessaires et suffisantes

pour l’e’quilibre d’un mélange de deux fluides.

§ III. — Application des formules précédentes aux mélanges
de gaz parfaits.

Reprenons les lois de 1’équilibre d’un mélange de n subatances
et appliquons-les & un mélange de gaz parfaits.
Pour un semblable mélange, nous aurons, en vertu de I’éga-

lité (17) du Chapitre I,

oL RT

(34) 5; e (p101-+ PaTs + PaTa ),
()Y
ﬂ —RT61(1+10{.’;P~|)+X1(T):
ag

(35) P = RTay (1+ logus )+ 2 (T),

()V
\, o = = RTa,(1+logus) + yau(T).
7

Les conditions d’équilibre du mélange seront :
1° L'égalité

(@)) pdV+dll =o;
Fac. de Lille. Tome III. — B.3
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2¢ L'égalité (19) qui, en vertu de 'égalité (34), devient
(36) M= RT p(191+ Mady+... HnTp).

3° Les égalités (25) qui, en vertu de Iégalité (17) du Cha-
pitre I et des égalités (35) deviennent

I
RT oy loguy + RT[(1+ @) o1+ ooy ...+ a3, ] logo + = + V= o,

. 11
(37) RTap logps + RT[puoy+ (1 1-pa)oe+... 4 paa,] logo + e + V4 =0,

I
RTe,logus + RT [y @+ 20s- o ..+ (1+ pp)o, ] logo + —P— + VY- yp=o.

En vertu de I'égalité (36), ces égalités (37) deviennent

‘ RTo;, logu g+ V4 vy =0,

(38) ) RTo, logpsp+ V41, =o,

RTo, logu,z+-V+ yr=o.
Posons
(39) Pr=puPy P27 P28 --uy - P Maf
Ces quantités g4, g2, - - -, pa ONL une signification simple; 1é-
lément de volume dv renlerme une masse ppy do = p, dvdu gazi;
o+ est donc la densilé qu’a le gaz 1, dans le mélange, en un point

de I'élément de volume dy.
En vertu des égalilés (3g) et de I'identité

et Hp=1T,

on Lrouve

(jo) p=pt+Pat+...+ Pa-

8]

L’égalité (4) peut donc s’écerire, en vertu de I'égalité (4o0),
(41 (pr—+pa+...4gn)dV +dll = 0.
1’égalité (36) peut s’écrive, en vertu des égalités (3g),

(42) T RT (g1 0300+ ..+ Pp,).
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Les égalités (38) deviennent, en vertu des égalités (39),

RTo; logpy + V + 74 = 0,
RToy logp, +V + 43 = o,

RTa,loggr+ V 4+ 1p=o.

Les densités gy, p2y « -+, pr Seront déterminées respectivement
par la premiére, la deuxiéme, ..., la ni*m® égalité (43), pourvu
que I'on joigne a ehacune de ces égalités celle des égalités

!L/‘pl dy = My,
(44) fp“[”i M

qui lui correspond ; la pression IT sera déterminée ensuite par 1'é-
galité (42). L’égalité (41) résultant ici des égalités (42) et (43), il
sera inutile d’en faire usage.

Or imaginons que la masse M, du gaz 1 soit répandue seule
dans le volume occupé par le mélange précédent, ses divers élé-
ments de masse étant encore soumis & la force extérieure dont V
est la fonction potentielle. Sa densité serait déterminée par les
équations

RTa Jogoi+ V+11=0,

‘/‘pi dv = M,.

La pression serait donnée par I'égalité
I, = RT pyo;.

Les gaz 2, ..., n donnent lieu & des remarques analognes. Ces
remarques conduisent au théoréme suivant :

Des masses My, M,, ..., M, de gas parfaits 1, 2, ..., nsont
distribuées dans un certain volume sous Uaction de forces ex-
térieures qui admettent une fonction potentielle V. Chacune
de ces masses se distribue comme si elle occupait seufe le méme
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volume sous 'action de forces admetiant la méme fonciion
potentielle. La pression en un point du mélange est égale ¢ la
somme des pressions au méme point de chacun des gas mélan-
gés, isolément considéré.

Soient Py, Py, ..., P, les valeurs de gy, P2y +++s pu, €n un
point, arbitrairement choisi, ot la fonction potentielle a la va-
leur U. Les équations (43) donneront

u—Vv
=D efTa,
LV
(43) P2 == Py eBT0:,
............ s
u-v-

tandis que égalité (42) deviendra

u—v vy u-v
(46) II = RT (P1 eBT o, PEERTGE—F. . Pnel{l'o',l)_

Ces formules (45) et (46) permettent de déterminer la densité
et la composition de I'atmospheére & diverses hauteurs. '

Ces formules sont admises depuis longtemps; nous les avons
icl déduites de la définition, donnée par M. J. Willard Gibbs,
d’un mélange de gaz parfaits; souvent, au contraire, elles ont été
prises comme hypothéses fondamentales propres a établir les pro-
priétés d’un mélange de gaz parfaits ().

§ IV. — Autre solution du probléme de 1’é6quilibre
d’un mélange de fluides.

[y

Lorsque, dans un Chapitre ultéricur, nous chercherons a.éta-
blir les équations du mouvement d'un systéme formé de plusicurs

fluides mélangés, il nous sera nécessaire de faire usage non pas

(') Lord RayrEicu, On the work that may be gained during the mixing
of gases ( Philosophical Magaszine, 4° série, t. XLIX, p. 3115 1875). — Canu
NEUNANN, Bemerkungen zur mechanischen Theorie der Wdrme, § 15 : Ueber
die Vertheilung eines Gasgemenges unter dem Einflus der Scluvere oder dhn-
licher Krdfte (Berichte der math.-phys. Classe der Kdénigl. Sdchs. Gesell-
schaft der Wissenschaften zu Leipzig, p. 126 18q1).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DISSOLUTIONS ET MELANGES. 37

des variables
[ I o ER T S L VTR )
mais des variables
P1, P2y «-+3 Pn

que nous avons introduites au § V du Chapitre I; nous allons dés
maintenant nous proposer d’étudier le probléme de I'équilibre
d’un mélange de fluides en adoptant ce systéme de variables indé-
pendantes; ce systéme de variables nous permettra d’ailleurs de
donner plus de¢ généralité & nos hypothéses sur les forces exté-
ricurcs.

Soient donc py, p2, ..., po les densités partielles que les n
fluides mélangés ont au poiut (z, ¥y, z), densités dont la somme
reproduit p. ‘

Au point (z, ¥, z) se trouve un point matériel de chacun des
n {luides mélangés; dans une modification virtuelle du systéme,
chacun de ces n points éprouve un déplacement virtuel, et ces n
déplacements virtuels ne sont pas forcément identiques enlre eux.
Désignons ces n déplacements virtuels par

(G2, 81y, 8:5), (8:2,8:5,8:8), ..., (Buz,Bny,3n2)

Ces déplacements seront assujeltis a une seule condition; la
surface qui est, avant le déplacement, la limite du mélange, se
déforme dans la modification virtuelle, mais ’ensemble des n
fluides continue 3 étre limité par une surface unique; aucune
portion d’aucun de ces n fluides ne cesse d’étre mélangée avec
chacun des (7 — 1) autres fluides; cette condilion exige qu’en
tout point de la surface limite les n quantités

cos(n;, &) 8y & + cos(ny, y) 81y + cos(ny, 2) 9 5,

cos(n;, x) Sy z +cos(n;, y) Sy ¥y + cos(ng, 2) 6y 4,

cos(n;, &) 8z 4 cos(ng, ) 85y +-cos(n;, 5) 8,3
aient une méme valeur que nous désignerons par
cos(ng, ) 8y + cos(n;, ) 8y -+ cos(n;, 2) 63,

Nous admettrous que le travail virtuel des forces extéricures
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all pour expression
dt,. = S P [cos(P, ) tx + cos(P, ¥) 8y + cos (P, 3) 3] dS
+fp,(x, Sia - Y 8y T d ) de
+/Pz(xz 8+ Y8+ ZLady3)dv
e eaea et
+an(Xnaux - Yn.an_y ~+ Znauz)d"-

Nous retrouverions le cas traité an § I si nous supposions que
on ait

dy'
Xi=X,=...=X,= *'17

or

oV

(48) YILY‘A4---4Y1L;—(’);’
. A%

| 7y =2 ==Ly = —

Ici, nous ne ferons pas cette hypothése; nous supposerons scu-
lement que les 3 n quantiiés

X, Xa ..., X,
Y, Ya ..., Ya,
L, Zsy ooy Ly

sont des fonctions déterminées de x, y, 5.

Nous commencerons par considérer une modification virtuelle
ou chaque élément de volume se déplace en gardant sa densité ct

sa composition, et par exprimer que, pour une telle modification
virtuelle, on doit avoir

dG. < o.
Cette condition, traitée soit par la méthode de Clairaut, soit par

la méthode de Lagrange, nous conduira aux propositions sui-
vanles :

Il doit exister une fonction IN(r, 3, 3). qui est unifornice,
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finie et continue; qui, en outre, n'est jamais négative, dans
Uespace accupé par le fluide; qui, enfin, est telle que Uon ait :

1° E'n tout point de la surface du fluide,

5 P cos(P, z) = Il cos(n;, x).

(49) P cos(P, y) = I cos (ns, ),
( P cos(P, z) =l cos(ny,y 2);

2° En tout point du fluide,

. oll

[ P‘X1+szi+"'+fjn.xu:§§!

5 Ja1l
(30) P:YIw-ngg+...+‘o,LY,L:d7,
on
T A —_+—|02Z, Gt pndy = ="

Nous considérerons cnsuite la modification virtuelle la plus
générale et nous exprimerons que, pour une telle modification,
on a

(51) » d¢, — 33 =o.

Proposons-nous de former 'expression de 3F.
En vertu de I'égalité (13) du Chapitre I, nous aurons

j:/-(pl+9,4—...+p,,)idu.

En raisonnant comme au § [, nous trouverons

oF ffS[(Pl—f—pz—#—...-Fp,,,)Eldv

— S(‘al+p2+...+pn) £ [cos(ny, &) 8xr+cos(n;. y) oy -+cos(ng 5)06z|dS.

Nous avons évidemment

say N af \ o N o ot \ .
(53) 3[(ay+ 22 4. +pa)E]= <5 +‘od—é’-l-> Sm+ (E +0- "—)apg TR <E +0- )op,,,;
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etl, d'autre part, des formules bien connues nous donnent

o doy doy o oy 0%z 08y do,z
opl_—[(—)z-‘ol.t—kb‘;o,yﬂ—dzolz—i—p. 9z -+ dy-—+— oz >]
a ()Pie\ Y d,oz 062-2' . ‘)02}’ do,z
(54) 022 —[Ir—oz + 50 —*—jz*azz—"Pz( oz TT)},—~+ 0 ):I;
O0n ~ ‘)Pu I 0\911 do,x d CnYy /] 8,, z
Opp—— I:?); Cp d}’ Spy + Y OpB —+ Pu (‘_dx d}'_ 7&3‘)]

La premiére des égalités (54) nous permet d’écrire

f<E+p E)apldvz— <E+P%)[‘N—P#+~P—dy )+d—*°gL)].

Une intégration par parties et I'égalité

cos(n;, )8 x 4+ cos(n;, ¥y) 81y +cos(ny, 2) 8, 5

= cos(n;,z)8x —+ cos(n;, y)8y -+ cos(n; z)3z

tr ansformenl I’égalité précédente en

£
f(E#—pdT’)Sp,dv .
0 of \ . d J
~folZreds) e g lrei) oo 5 (e gy ) ns] e

+ S o1 (E —+ .o(,—;) [cos(ny, 2) 8z + cos(ny, y) 8y -+ cos(ny, 2) 85] dS.

Des démonstrations analogues permettent d’éerire

’f r+odE 83+ ;—4- l)g o+ -+ E_+_ _’E 3 di
! 5 1091 et Pd?z 2 T pd?n Pn v
|
! 9 P J o P o
— 9 LT 9 [ 9 YA 9 (r_ S 2
B B )
"9 GE\ . P O\ . 0 o N
I I A e e A G ) e A (R LN
e
p OEN . d ok d o
I 4 —2 _—— (F — )0 - E e F4
+fPu[£(\,‘*‘Pol“) 0"1' l ()_}’ <;+Pd9n> oll,}’_*_()_y <’+Pdp,,) 8u ]th
ot ot ot
\ + Sp <§~ p‘UTO; -+ lzd,?z o ‘a"dlo,)
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Les égalités (47), (49), (31}, (5§2), (53) et (35) donnent I'éga-
lité suivante

O 0N x s 0 (oY v 15
| EXGT VR PO FT O SR
| 0 0% 2 )
aall I E+pdi)—Z,]olz§dv
oz . 0 ot '
_ bl _ — (&5 I N 4 Py
+fpz%[d <E+9097> X2]°z$+[d},<-ﬁ‘9092) \2}029’
0 o% v s )
_+[d—z<£+papz—)-llzlozz§a’v
(36) [,

ok 3 % o
= S (e e )
[

< [eos(ns, x) 8z + cos(ny, y) 8y + cos(ny, 3) 821 dS = o.

Or les quantités

ont des valeurs arbitraives en tout point du fluide; la quantité
cos(ng, ) 3z 4+ cos(ng, y) Oy - cos(ng, 3) 0z

a une valeur arbilraire en tout point de la surface du flude. Dés
lors, d'apres Uégalité (36), &l faut que Uon ait :

1° Kn tout point de la masse fluide,

(] dt d ok 2 9F
(£ = =X -— [ - =Y -k o = 4
0I<5+9091) Xl! d‘}/'(’ ! P Pl) ‘11 dz (5+Pd‘01) 717
d ok d ot d ok

Pg 3 ) = RS- 5 — RS- 5 ) —17,
(37) 4 oz < ‘ 092) A dy <’+‘3692> Yo dz ( +Pd?z> “
................... s e are ey F N
Jd /. z i o7 . J o%
~ (% 2} = — (¢t =) = I - ) =1Z
‘,'ﬁ <’+P(}9n> Xar v <’+‘o').3’r,> Yo d3 <s+9()9") “
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2" E'n tout point de la surface du fluide,

of ot :
5 G 2. = .
(38) .0(91 901 + 92692+ + pa .)

Dans ces équations, on doil se souvenir que
F=p1+ pat. ..t pu:
Les trois premiéres équations (16) donnent
oF
prd (E “+p ;,9"-) =0 (Xsdr +Y, dy + 1, dz)

on
pdi:+d —E\; —Ea’ = X, de + Yy dy — Ly ds)
1 dZ Pt Pi) o o 2= o (X,dr v dy — Ly ds).

Ou a de méme

o ot
P2 de'“d(PPz ~jz) —pgmdn=pnXede+ Yady+Z4 dz),

" 0% ot
pnd:+d (PP"FC,) — pfi"dpu =on(Xpdr +Y,dy +1L,da).

Ajoutons membre 4 membre ces égalitds, en tenant compte de
I'égalité (50), et nous trouvons que I'on doit avoir, en tout point

a l'intérieur du fluide,

odi—p —d—E—dp—i—‘dvE—do +..+ Eda)
i - dFl 1 sz ‘2 I

d% o g\ _
—d [p <pl —‘E +p,d—P; T pné;n)] = dlII.
Mais on a

o o o
di = ("_Pi doy + (Ed92+-"+ 4) dgn.
On a donge, en tout point intérieur an fluide,

d dE o dE 11
¢ [P(Plbl;t-f—'Pgd?; + ...+an)i .]*0.

Si l'on observe, en outre, que I'égalité (58) est vénfiée en tout
point de la surface du fluide, on voit que ’égalité (38) doit éire
vérifice en tout point du fluide ou de la surface qui le limite.
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Les équations (57) ne peuvent étre vérifiées si 'on n’a

v, /s
(59) Xe=m— ey Vg Y

oz’

Moyennant ces égalités, les équations (57) s’intégrent immédia-
tement; on voit alors que les conditions qui doivent étre véri-
fices en tous les points d'un mélange fluide en équilibre sont les
suivantes

(30 bis) p1 dVi+ padVe—+.. .+ ppdVp+ dll = o,
- ok o o
(JS blS) (91+Pz+..-+pn) FIE-Q—P;E—%—...%F”EP—” —II = o,

i ,
E—P(F(—%‘Pg—*—...%—PM)TPI + V4 =0,

143
(57 bis) E+(py+pai...+ Pn)d_lg‘ -+ Vyg4-y2 =0,
Et-(pr+pate..+ p,,)d; +~Vp+yn=o0,
Yi; Y2, - -+, Ya €tant n constantes.
Si 'on suppose que I’on ait
V1=V3:...-'—_- V,,: V,

et si 'on tient compte des égalités (27) et (28) du Chapitre I, on
retrouve les conditions d’équilibre (4), (19) et (25).

En général, dans un mélange fluide soumis a des forces exté-
rieures telles que celles que nous venons de considérer, les sur-
faces d’égalc pression ne sont plus sorfaces d’égale densité ni sur-
faces d’égale composition; il y a toutefois une exception : elle se
présente dans le cas oi les lorces (X,-, Y, Z;) admetlent Loutes les
mémes surfaces de niveau; o, en d'autres termes, les fonc-
tions V,, Vo, ..., V, sont Loutes des fonctions d'une méme fonc-
tionUde 2z, y, 5 :

(60) Vl:Gl(U)y V2:G2(U)a RS Vn:Gn(U)-

Dans ce cas, les surfaces

U == const.
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sont non sculement caractérisées par ce fait qu’elles sont surfaces
équipotentielles pour toutes les forces extérieures qui agissent sur
les diverses parties du fluide, mais encore elles sont surfaces d’é-
gale pression, el aussi surfaces d'égales densités partielles des
divers fluides, c’est-a-dire d'égale densité et d’égale composition
pour le mélange.

CHAPITRE IIIL.

LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE SOUS PRESSION CONSTANTE.

§ I. — Cas ol les forces extérieures se réduisent
aux pressions extérisures.

Nous allons examiner, dans le préscent Chapitre, un cas particu-
lier du probléme traité au Chapitre précédent. Imaginons que
les forces appliquées & un mélange fluide se réduisent aux pres-
sions exlérieures appliquées aux divers points de la surface de
ce mélange; la fonction potenticlle V aura, dans toute I’étendue
du mélange, une valeur constante que nous pouvons prendre
égale a zéro.

" Légalité (4) du Chapitre 1] se réduit alors &

dll = o,

et nous apprend que la pression doit avoir la méme valeur en
tout point pris a U'intérieur du mélange ou @ sa surface.

Les égalités (19) et (25) da Chapitre 1l deviennent alors
(n 1) égalités entre les (n —+ 1) inconnues p, Py, Kay «+., Uy €l
les (n =+ 1) constantes II, vy, Ya, ..., Ye; elles nous donnent des
égalités de la forme

p = const., 1 = const., Mg == const., PR Hn = cODSst.,

et nous apprennent que le mélange a, en tout point, méme den-
sité et méme composition.
I.a composition de ce mélange homogéne est Immédiatement
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donnée par les égalités

S My =y (My+- M, +., .+ M,),

0 My = py (My— My +. ..+ M),

Uiy fhay -~ .y Uy 6lant ainsi déierminés, la densité g est donnée en

fonction de la pression IT par I'égalité (19) du Chapitre 11

dt(P, F‘i! Pia “ery P-n) —
(2) pr—"n % = Il

Cette équation est 'équation de compressibilité d’une dissolu-
tion de composition (W, gas «« +y fu)e

§ II. — Potentiel thermodynamique sous la pression constante II.

Considérans le systéme soumis 4 la pression normale, uniforme
et constanle IT; il admettra un potentiel thermodynamique total

‘5:f§pdv+llfdv

(3) { -
( — (c + F) (M Myt o oo M)

Les équations (1) et (2) du présenl Chapilre permetlant d’éva-
luer wy, o, ..., u, et 3 en fonction de M, M,, ..., M, et II,
4 pourra s’exprimer en fonclion de ces derniéres variables

) §5=58(M;, My, ..., M, ).

Way « vy Puj
Wiy 2y «» oy o sont, d’apres les égalités (1), des fonctions homo-
génes et du degré zéro de M,, M., ..., M,; donc, d'aprés I'éga-
lité (2), § est une fonction homogéne et du premier degré des
variables M;, My, ..., M,.

Si donc on pose

L et ¢ ne dépendent de My, My, ..., M, que par g,

5 . 95 . 95 i 955
(3) ij-mqy rz—m7 ey F“,,m,
on aura

(6) My Fy+ M Fy L+ M, T, = 4.
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En outre, les fonctions ¥, Fyy - - .
mogenes el du degré zéro de M, M., ..

aura
(’F1 ()}‘1 dFl

Y PRCAL IR ¥ S Al G
¥ oM, +Ma 5, " oM,
oF, [2) 0P} JdF,

il g e~ M, =% =
(7) NIi dhll +1\12 (ﬂ“g nl)}In
oF, dF, oF,

-~ —Z 4+ ... +-M =
Mioa, *+ Meom, =W o,

En vertu des identités
OF; _ OF,
oM ; ()\1

, I, seront des fonctions ho-
., M,, en sorte que l'on

qui résultent des définitions (5) des fonctions F;; Fj, les égali-

tés (7) penvent encore s’éerire

[ I\LS\FI‘ M“’:Tyr;ij + ..+M,,(‘;%
(8) ‘M’%—f— ESTF; i M,,g% =0
PE R
Ces égalités ont de fréquentes applications.
Cherchons de quelle maniére les fonctions IFy, Fay - .1,

reliées 2 la fonction &.

L’égalité (3), jointe a I'égalité (2), permet d’écrire

d(<>C)

B o= (Mg My+...—- M)

De 14, nous déduisons

F, = 99 _ 9D
oM, do
0% (p L) (9% dwm ds 0Ug
M My + M, ) L e e
(M + M.+ M) 0 (dP-l dMl i oM,
£y o 02(s7) Oia
+ (M My, N, “leg) dpa | 2(p3)
(My+ My " )[ dH oM, 05 Ops JM,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Mais les égalités (1) donnent
d}l.1-77 7¥|'77 . [ — 1\11
oM;  (My+ My—t-...~— M,) M; = My—+... ;-M,,)'
dus M,
oM, T (M My M, )2’
d'fln _ M,
oMy (Mg+ My+ ..+ M,)?’
ou encore
du
I\Il—{—— ‘Ig+ +1\Iu o‘“l =1— [y,
Oty
(10) ) (My+ Mg+...+ M,,)d“ = — U,
e, ,
(M4 Myt 2o M) 0P =
1 2 . n (9\1 == K-
D’autre part, I'égalité (2) donne
d oL dp d[.ll 92 Oy 9p O,
_ . 2 R - g
ap< dp) (du.l oM, " duy oM, T i, oM )
e 9L f’ﬂ+ Y dp.g Y 92L duw, N\
T\ 0p 0py O T Op dus OM; T Gp o, oM,
égalité qui transforme 1'égalité (g) en
2 (2 . 97 duy 0L Oy, 0% du
Fi= 22 M M M Pl v Ik Bt el )
1= g (Mt Moo Mr) (o,.‘n1 oy s L T o mt)

ce qui, en vertu des égalités (10), devient la premicre des éga-
lités

v or or or
—_7r ] — I T Rk I _ e,
F'~*+Pag (1 Hl)d(’-l ygdu F"l)[dn
. il at ) or 0%
(11} Fa=trp g IS (1= ”2)875 R
or or or at
¢ =7 i B = [t S .. — =,
Fao=C +p 7 1 s 4 s =+ (1 F")d}ln

Les autres s’obtiennent de méme.

Ces égalités nous montrent que les fonctions ¥y, Fyy o0, I
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peuvent s’exprimer en fonction de p, gy, pa, ..., fu; ce sont
donc bien des fonctions homogénes et du degré zéro de M,,
M,, ..., M,.

En vertu des égaliiés (27 04s) du Chapitre [, les égalités (11)
peuvent encore s écrire

(12) P N
............. ,

ot
l,l~E+p(}—P’—l;,

ce qui donne immédiatement I’expression des fonctions Iy,
¥, ..., F, en fonction des variables pi, pay + .., 2oy T-
Considérons le cas d'un mélange homogeéne de deuz sub-
stances.
Les égalités (11), jointes aux égalités (19), (21) et (22) du Cha-
pitre I, donneront

S F'=Z(S’P’T)+P()L(;’—;‘T’+ze(;+ )aZ(J;s 2T,
(13)
(F,:zu, p,T)_*_de(s(;:;'I‘)_*_z([_*_s) 0Z(s-(;sl T).

Ces égalités, jointes & I'égalité (1g bis) du Chapitre I, permet-
tent d’exprimer F, et F; en fonction de s, de IT et de T. Elles
donneront

Les égalités

oF, p) 0Z(s,p,T) 9Z(s,p,T)] op
s «Tp[Z(-"P:THP*ﬁﬁ—“““)ﬁ—i
() k
(E[Z(s o) +pt HER Ty 2R T) )]’
(14)
oy 0 dL(s P dZ(s. 0. TY) dp
Tl [Z(s,p,T)+ —+— 2(1-+5) g ]—s
3 dZ(s p,T) dZ(s,p, T)
d [Z(s p, T)+p o +2(1-+-§) s ]
(13

) et (14) donnent

(15) F,+sF2:([+5)[Z(S NESIRLLIC) p,T)]’
p
(16) OF (s, L T) | o (s 0, T)
0s 0s
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1.’¢galité (15) est une auire forme, propre aux mélanges de deux
substances, de I'égalité (6); 'égalité (16) cst une autre forme des
égalités (7) et (8); cette égalité (16) a de nombreuses applica-
tions. '

§ VI. — Nouvelle forme des conditions d’équilibre.

Nous avons introduit les fonctions Fy, Fa, ..., F, parla consi-
dération d'un mélange homogeéne; mais nous pouvons former la
valeur de la fonction F; en tout point (z, y, 2) d’un mélange hé-
térogéne; elle y sera définie par I'une des égalités (11). Si l'on
formait un mélange homogéne qui ait méme composilion que
le mélange considéré au point (z, ¥, 5), et qui soit en équilibre
sous une pression normale et uniforme Il égale A la pression au
point (z, ¥, ) du mélange considéré, ce mélange homogéne aurait,
sous la pression constante II, un potentiel thermodynamique 5;
de plus, on aurait I'égalité

95

M = Fy(=z, y, %)

L'iniroduction de ces fonctions F;{z, ¥, ) permet de donner
une nouvelle forme aux conditions d’équilibre (25)'du Cha-
pitre II. Si I’on observe, en eflet, que l'on a, en vertu de 'éga-
lité (1g) du méme Chapitre,

m_,%

e Pop
les égalités (11) permettront de remplacer les égalités (25) du
Chapitre II par les égalités

s V+Fi+v,=o0,
: V+Fy+ve=o0,
(17) .
( V+Fpt+v,=o.

C’est sous cette forme que les a obtenues M. J. Willard Gibbs ().

(*) J.-W. Giess, On the equilibrium of heterogeneous substances. The con-
ditions of equilibrium for heterogeneous masses under the influence of gra-
vity, égalités (234) (Transactions of Academy of Connecticut, t. 111, p. 203;
février 1876).

Fac. de Lille. Tome IIT. — B4
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Dans ces égalités, les fonctions I, F,, ..., I, jouent un réle
tout a fait analogue a la fonction potentielle V des forces exté-
rieures; cette analogie justifie le nom de fonction potenticlle du
corps i au sein du mélange que M. Gibbs donne & la fonc-
tion ¥;.

Celte analogie est encore plus frappante sI, au moyen des éga-
lités (12) du présent Chapitre, on transforme les égalités (57) du
Chapitre précédent, qui deviennent

oF;

dF; oF;
=X, oy, Yo
(18) S

ay dz Zs-

CHAPITRE 1V.

STABILITE: DE L’ EQUILIBRE D'UN MELANGE FLUIDE.

§ I. — Variation seconde du potentiel thermodynamique
d’un mélange fluide & surface libre.

Le potentiel thermodynamique interne d’un mélange fluide a
pour expression

j:fPC(P,H-l, tay +vey Rn)do,

I'intégration s’étendant au volume entier du mélange. Les forces
cxtérieures appliquées a ce mélange se partagent en deux catégo-
ries. La premiére catégorie se compose des forces appliquées aux
différentes masses élémentaires du systéme; les forces de cette ca- .
tégorie admellent un potentiel

Q4 :pr dy.

La seconde catégorie se compose des pressions appliquées a la
partic déformable de la surface du mélange; ces forces n'admet-
tent pas, en général, de potentiel; elles n’en admetient que dans
le cas particulier ol la pression a la méme valeur en tous les
points de la surface déformable du fluide et od cette valeur de-
meure invariable dans toutes les modifications du systéme. Si

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



~

DISSOLUTIONS ET MELANGES. o1

nous désignons par P, celte valeur uniforme et constante, le po-
tentiel de la pression extérieure a pour valeur

Q) — Pofdv.

Dans ce cas, que nous nommerons le cas des fluides & surface
libre, le systéme fluide admet un potentiel thermodynamique total

(1) 4‘=§+Ql+92:f(Po+pV+p’;)dv.

Nous allons chercher I'expression générale de la variation se-
conde de ce potentiel.
La varialion premiére de ce potenliel, obtenue par les mé-

thodes que nous avons indiquées au § I du Chapitre précédent, a
pour valeur

_ (o))~ 9(pL), a(pl) d(pZ) X
‘ 8o —f3 I:VAL——dlc —] og + - o Sy + s Sty oy - d—Hu—Sp,, de

— S(Pn +pV+ pg)[cos(n;, x) 8z + cos(n, ¥) 8y + cos(n;, z) 62 dS.
Pour caleuler 82®, nous allous calculer successivement la va-

riation de chacun des deux termes dont la différence forme S®.
Nous aurons, en premier lieu,

. a@t\] . 9(p0) o 9(el) & 0(pl) s |
f?[\+ S £+ Sy + - Stk T }.lngdv

Oty O -
=f§ [v+ﬂ%{')] a’p—*-d;—:i?a?p.1+ %&?8=zxz+...+ﬂéﬁc’ 2dv
R e SR DL
g%ﬁ St (p \(g D <pc>(wn)ﬁ+2§~; (S;) SHsaxledv
-S% [V—+— %%Q] 8p + 0(;:1?)851.+ d—éﬁ%&m—%...—;— d;i? a.u.ni

[ros(’”’ x) 8z + cos(n;, y) 8y -+ cos(n,, 3) 837 dS.
\ xX | ¢
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Nous aurons, en second lieu,

& S(Po+pV+ 0%) [cos (ns, ) 32 —+ cos(ns; ¥) 3y + cos(ny 2) 32]dS

= ﬁ 3+ é‘_/ 3}’+ i‘i 0z> [cos(ny, @) 3z + cos(ny ¥) 3y + cos (i, 2) 82} dS

| : 0 2ol 5 3(et)
Sy +S V+ (PC)]89+ —%8}11—% ’(S%DP2+"'+ O Spn%
x [cos(ng, o) 8z + cos(ni YY) 3y —+ cos(ns, 2)8z]dS

-+ S(Po+ pV + P:)SS[CO:(YLI z) 3z + cos(ni ¥) 8y -+ cos(ny, 2) 8] as|.

Les égalités (2), (3), (4) nous donnent  *

Sa a2 (ef)
‘ c—dl—f[—d(%—Spi
|

02(p%)

0? N
dP< . 8p Bua-to2 dP(gy.cz) 8p 8.2 dp O, 89 SHH
9 0? d ( 5) 2(p8) ]
a(,PE) Guyr+ (lf? T T L ")"*'2209 R

W e . OB s . HeDgpo 96D Vg,
+f§[v+79—}829+7m“82”‘+ B ST O %

9(pt) 9(el) o(2%) 9Pl s,
—'zss[v-*— opp ]69+ 0&1 8}11+TH2—8P-2+...—»— i S E
< [cos(ny, z) 8z + cos(ni, ¥) 3y + cos(n;, 3) 82] das

—QPo+p v+ poaf [cos (ny, ) 8 + cos(ny, ¥) By -+ cos(ns, ) 82) dS |

oV
\ —S ( & + 5 8_y—+—E0z>

> [cos{ ny, @) 8 + cos(n;, ¥) 8y —+ cos(ny, 3) 3z]dS.

®

Cette expression de 32® est générale; elle ne suppose pas que

I'on ait
3P = o,

¢’est-d-dire que ’état initial du systéme soit un étal d’equlllbrc
Nous allons maintenant faire cette hypothése et nous servir des
conditions d’équilibre établies précédemment pour modifier I'ex-
pression de 82@.

Nous savons que U'on a identiguement, en tonl point du sys-
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leme,

(6) B+ .u.-,+...+p,,:1,
et, par conséquent,

(7) Sy + 3y ...+ 8y, =o,

(8) 2+ 8%yt .- S2p, =0,

Considérons les égalités (25) du Chapitre II; multiplions la
premicre par 3., la seconde par 8, ..., la derniére par Su,, et
ajoutons membre 3 membre les résultats obtenus; en tenant
compte de I'égalité (7), nous trouvons

o ag oL o o
(9) ‘EBHI+‘EBILE+'.'+ EOHn+YI°Fi+Tza.“!+“-‘*‘Yns}lrz:o-

Reprenons les mémes égalités (25); multiplions la premiére
par 82y, la seconde par 82py, ..., la derniére par 62u,; ajou-

tons membre 4 membre les résultats obtenus; en tenant compte
de I'égalité (8), nous trouvons

(10) oy

Nous avons également (Chapitre II, égalité (15 bis)]
d .
(11) V+ {,%Q+Yuh+npz+--.—+—ynpn:o.

Ces égalités (9), (10), (11) sont exactes en tout point du fluide et
de la surface qui le limite.

En outre, en tout point de la surface qui limite le fluide, on a
[Chapitre 1I, égalité (21 bis)] !
(12) Po+pV-+pl+p(Y1t1+ Yalsvoo Yauftn) = 0.

En vertu de ces égalités (g), (10), (11), (12), nous pouvons
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écrire
| /3[V+ a(p;)]829+ (PC)“’H+ (95)52 _+%@3,Hn
“n

_ZS%[V+ (L(:EQJSP +%ffc‘)5m +d(p’)8 -+ ..+da‘(L:)8pn
1 {"'"-

= [cos{n;, z) 8z + cos(n,, ¥) 8 +cos(n;, 2) 82]dS

— S [Po+pV+pt]d z [cos(n; ) 32z + cos(n;, ¥) 8y + cos(n;, 3) Sz]dsl

(13)
:—‘f[‘h(fli 820+ p 8% )+ va (M2 820 +p 3 a) +. . .7 (pn 320 +p 82u,)] 4
+2 S[Yx(m 8p +p 8itg) + Y2 (Ha 8p -+ p 8pta) + .. o Ya(tn 8p + p8 pa)]
—+ S B (Y1 + Yaltgto oo Yo lin)
\ > 8 g [cos(niy x) 82 4 cos(ng, ¥) By + cos(n;, 2) 82 dS -
Considérons 'égalité [Chapitre I, égalité (4)]
fp‘p dv = I“i
La masse M, du courps 1 que le systéme renferme étant essen-
tiellement invariable, nous devons avoir
(14) prtﬂzdv:o,
(15) & [ wpdv =o.
Or nous trouverons sans peine
f
s Sfmpd0=[(m 8p + p Suy ) v
(16) ’
? —_ S p [ cos(n;, ) 8o < cos(n;, ¥) 8y + cos(ny, z) 82] dS.

Les égalités (14) et (16) nous dounent la premiére des égalités
f(p, Sp+pluy)dv— S Pty [cos (ny, o) 3z —+ cos(r;, ¥) 8y + cos(n;, 5)8s]dS =0,

(17) f(p., Sp+p‘o‘p.z)d0HSpp.i [cos(n;, z) 8z +cos(ny, ¥y 8y —+ cos(n, 3)3z]dS =0,

............................................ R RN

f(pL,, 8o +p S‘u,,)db“Span[cos(n,-, )8z + cos(n;, ¥) 8y + cos(n;, z)82]dS=o;
\

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DISSOLUTIONS . ET MELANGES. 55

Les égalités suivantes s’établissent d'une maniére analogue.
Nous aurons ensuite

Sf(y., 3 + p dpy) dv
(18) ¢ =f(p:5’p+pa’m-+—2898m)du

— S(y.l 8p + p 8y ) [cos(ny, ) 8z + cos(n;, y) 8y + cos(ny 5) 85 dS,

s SSpp.,[cos(ni, @) 8z + cos(ny, ¥) 8y -+ cos(n;, 2) 821 dS
(r9) + = S(m 8o + p 8py) [cos(ny, ) 3 +- cos(ny, ¥) By +- cos(n, 2) 82] dS

‘ + S Py 82[c05(n,—,z‘) 82 + cos(n;, ) Sy + cos(ny, 5)3z] dS}.

Les égalités (15), (16), (18) et (19) donnent la premiere des
égalités
/f(#1329+952w+2393m)dv
-—zS(p., 8o + p Sy ) [cos(ny, )8z + cos(ng, ¥) Sy + cos(a;, 5)8z] dS
—S pip 8 g[cos(n,-, z) 3z + cos(ny, y) 8y + cos(ny, 3) 85] dS; =o,
[(H28’P+P8’Fz+259 Siae) dv
—QS(p, 82 + p S2g) [cos(ny, )8z + cos(ny, )8y + cos(ny, 5)82] dS

— S Bap 8 z [cos(ni, x) 8z + cos(ny, ¥) 8y + cos(ny, 2) 8z dS% A o,

f(pn819+98=pn+zapapn)dv

=12 S (1a 3 -+ p 3pa)[cos(ny, )32 -+ cos(n;, ¥ )3y + cos{n;, z)dz] dS

| — S Bnpd i [cos(ns, @) 8 + cos(ny, y) 8y + cos(n, z)SZ]dS} = 0.

Les autres s’établissent d’'une maniére analogue.
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En vertu des égalités (25), nous pouvons écrire

f[Yi(Fi 52P+Pai H1)+Y2(H262P+Paz P~2)+- . .+'Yu(p.,,62p+932 Hn)]dv

‘—“S[Yx(H:BP +pdy) +y2(uadp +pa) o+ Ya(alp +-p31,)]

x [cos(ny, z) 8z + cos(ny, ¥) By + cos(n;, 5) 82] dS

(21) ¢
- S(Yi B1Ya s+ Yo fhn)
*x 8 g [cos(nsy 2) 82 + cos(ny, y) &y - cos(ny, 2) 85} dS)
=— zfapm Sy 4+ vz Oue .oy Span) A9
D’autre parl, en vertu de Pégalité (9),
‘ fap(-flap14—-y=8pz~|-...+*(,1 Sy ) dv
(22)
? :—fag( 81.1.,—+— c&p.,—k —i——op,,)dv
Les égalités (13), (21) et (22) nous montrent que, lorsqgue
Uétat initial du systéme est un état d’équilibre, on peut écrire
a(e) 9(p8) , 9(e%) () oy, |
erV—k J P+W82H1* dPﬂz 82}L2+-..—+— dl.l” 02H,,‘d0
9] 9(p0) 9(p%) a(e%)
_2S§ [V+ W] dg —+ Way, —+ dus Stas ..+ dres Sun
(23) < [cos(n;, &) 8z + cos(ny,y) 8y + cos(n;, 5) 8z] dS

S(Po + o V—+pf) Bt[cos(n‘-, ) 8z + cos(n;, ) 8y -+ cos(n;, 5)33) dS;
_ at ag 9L .
\_—2‘/'(0—“‘ Sy + da Sup ++"T’-n SA.L,.> 3p dv.

Si P’état initial du systéme est un état d’équilibre, on a, en
tout point du systéme [ Chap. II, égalité (4)],

= 0.

oV v av i ol oft

0 \;’—idz+5dy+$dz>+—d + G Ay + 55 da
Or, sur la surface déformable du fluide, II a, par hypothése, la

valeur constante P,; V a donc aussi une valeur constante; la sur-

face déformable du fluide est une surface équipotentielle,
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Dés lors, si nous désignons par &/ la valeur absolue du déplace-
ment dont 8z, 8y, 3z sont les composantes, par / sa direction,
nous aurons évidemment

oV . 9V V.. oV
sl—z-oz+@8y+d—z-8z_ d—cos(l n;) 8,
cos(n;, ) 8z + cos(n;,y) 3y + cos(ng, 2) 8z =cos (4, n;) 81

et, par conséquent,

1
Sp(d\ Sz—f—d Sy +3—V8z)
(29) X [cos(ny, x) Sy + cos(ng, ¥) 8y + cos(n;, 5)3z] dS
Jav N
= S o 5, oS (L m) (D)1 dS.

Cette égalité exige encore que I’état initial soit un état d'équi-

libre.
Posons
P C T T

(25) B(py ft, sy - ooy f1n) = p2 ol S; Ma)
et remarquons que 'on a

P(ER) %, #T 108

dp? P dp? o’

2(pg) oL 2% 108

Jodws  Omi  Opous  p o’

92(p%) 0% 9 108

dGpops  Opa | Opops  p O

orpy) 0% L 1
Op0pn  Opa | O0gun  p Opn

Les égalités (5), (23) et (24) nous montreront que, lorsque
Vétat initial est un état d’équilibre, on peut écrire

4 de 2 2 00
SHP—/'[ — (3p )=+p——098;L1+P()HzopSp,+ +———8P~°Pn
a2 b 7
o+ 2B e T e - G o)
1
o . zw -
ooy - /

— S P g—}l cos?(l, n;) (82)2 AS.
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Le théoréme de Lejeune-Dirichlet, généralisé par la Thermo-
dynamique, nous apprend que, pour que 'équilibre du systéme
soit stable, 1l suffit que I’on ait

(27) 32d > 0

dans tout déplacement virtwel du fluide; rous admetirons que
cette condition suffisante est, en méme temps, nécessaire;
nous allons étudier cette condition.

§ II. — Stabilité de équilibre d’un meélange homogeéne.

Supposons que les forces extérieures appliquées au mélange se
réduisent a4 [a pression exlérieure; dans ce cas, nous savons
(Chap. I, § IV) que la pression extérieure scra uniforme si le sys-
téme est en équilibre et que le mélange aura partout la méme
composition et Jla méme densité. Nous admettrons que ['état
d'équilibre ainsi défini est stable si la température et lu pres-
sion extérieure sont maintenues constantes (*).

Dans ce cas, le terme

‘A% .
— S P S cosi( no) (303 dS

disparait de l'expression (26) de S2@ et 'inégalité (27) se ré-

duit a
'f[l"_e(az)+29333 + 298 503 2 98 4.3
o F p oy 0T G g TP Gy, R e
0*(p3) 2 L 92(pl) n 9% (el) 2
(28) -+ ()M*(Sm) +—d}:§‘(ﬁ#2) +---+W(8Hn)

di(yl) Sur By

(') Toutefois nous supposerons exclus les déplacements dans lesquels on aurait
S [eos(n;, x) 8z + cos{n, ) & + cos(n, 2)83]dS = o,
et, en ouire, en chaque point du fluide,
86 = o, 8u, = a, 8y, = o, Ceay &, = o.

Si, par exemple, on déplacait d’une maniére quelconque, firie ou infiniment
petite, chacun des ¢léments de masse du fluide sans altérer la densité et Ia com-
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Cette inégalité doit étre vérifide pour toutes les modifications
virtuelles imposées au systéme.
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Pour que U'inégalité (27) soit vérifiée par toute modification
virtuelle imposée au systéme primitivement homogene, il faut
et il suffit que la forme quadratique

106 2 00 2 08 2 08
Xt S XYy + = — XY, ...+ - -——XY
P dp p Ouy pomy p o, "
92(2%) vq 02(90 . 92(pt) o,
(290 ¢ F ow Yi+ a3 Vi g Vi
"0 v
dU.LUp.j Yo

\‘

dans laquel[e la variable X est entiérement arbitraire, tandis
que les variables Y, Yy, ..., Y, sont liées par la relation

(30) Y; + Y, +...+ Y, =0,
soit une forme déterminée positive.

Que cette condition soit suffisante pour que l'inégalité (28)
soit vérifiée, cela est bien évident, car, au premier membre de
Pinégalité (28), 8u,, Opy, -.., Op, sont liés par la relation
(7) By -+ 8pg +. .o+ By = 0.

Mais il est moins évident que cette condition soit nécessaire,
car les variations &3, 8wy, 8ia, ..., 81, sont liées non seulement

par la relation (), mais encore par les égalités (17); 'homogé-
néité du systéme permet d'écrire celles—ci sous la forme

‘ 1f8p dv+p [ Sy dv— opy S [cos(n;, ) 8z + cos(n;, y )3y + cos(ny;, 2) 82]dS = o,
/ pgfao dv-+ pfSp.g dv — gy S [cos(n;, z) 8z -+ cos(n;, y) 8y + cos (n;, &) 82} dS = o,
\

position d’aucun d’entre eux, le potentiel thermodynamique interne du systéme
demeurerait constant; ses variations de tous les ordres seraient identiquement
nulles; I’équilibre du systéme est toujours indifferent a de tels déplacements.
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Ajoutons ces inégalités (31) membre & membre, en observant

que l'on a
Ryt~ M2 +...4 Rp =1,

Sy~ Sy +. ..+ 8y = 0.

Nous trouvons la condition
. N § Y . .
(32) Spde—p b [cos(n;, ) S —+cos(n;, y) &y + cos(ng, 2)83] S =o.

Cette condition (32) transforme les conditions (31) en

N 'fﬁp.ldv:o,
(33) fapgdvzo,

Les varialions 8y, 8uz, ..., 8itr, Sp sont donc soumises aux
conditions (7), (32), (33).

Cela posé, imaginons que la forme quadratique (29) ne soit pas
une forme déterminée positive. Nous pourrons trouver un systéme
de valeurs non nulles de X, Y,, Y,, ..., Y,, vérifiant I'égalité

(30) Y+ Ys+...+ Y=o
‘et la condition

| 00 2 08 06 2 08

1 .
S — X2+ -~ XY, + 7—XYq—+- o = — XY
p op p o o O o "
P(0L) vy, (5D v, 2(pt) y
(34) + ou? i o Y4t (),J.,L
> 02(pl)
+ 2 Y;Y;Zo.
%‘dwdw

Soit A(#, ¥, 5) une fonction de «, ¥, 5, continue dans Pespace
qu’occupe le fluide, et vérifiant I'égalité

(35) f)\(z‘,_y, z) dv = o.

On peut évidemment former une infinité de telles fonctions,
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Prenons, en chaque point du fluide,

8p =ced(z, ¥, 5)X,
Suy=ed(w, ¥, 3) Yy,

(36) g 8H2 E)\(‘z‘;.}’: z)\m

Sun=ch(z, ¥, 5) Yn,

¢ élant un facteur infiniment petit, positif ou négauf, indépen-
dant de z, 3, z; en outre, posons, en chaque point de la surface
du fluide,

(37) cos(ng, &) 8z + cos{ng ¥) &y + cos(ny, ) 8z =o0,

ce qui revient A ne pas déformer la surface qui limile le fluide.
En vertu des égalités (35) et (37), la variation 8p, donnée par

la premiére égalité (36), vérifiera la condition (32); en vertu de

légalité (35), les variations 8u,, Sity, ..., 818, données par les

égalités (36), vérifieront les conditions (33); en vertu de 'éga-

lité (30), elles vérifieront la condition (7); les égalilés (36) et

(37) définissent donc bien une modification virtuelle du fluide.
Yormons, pour cette modification du fluide, 'expression de 82 .
Le mélange étant homogeéne, les quantités

08 198 1 98
pdp’ pow’ pous R
2e)  Gp) sL)  9(py)
dui T Touk T dpidyy

ont des valcurs indépendantes de z, y, z. Nous pouvons done

écrire, en vertu des égalités (36),

0
azqa:eﬂ[i VlL@Xbrzrde—XY‘q——*‘XY, b 2 28 xy,
pdp p 9 pd g Oin
02(p% Yo (L) oy 92 (FC) > ~ 0? (gQ
+ o3 Y+ 7(5;sz2 et Y; Z Y

f)\’(w,_y, z)dv.

Si I'inégalité (34) était exacte, on aurait, contrairement a 'hy-

potheése,
82b

A

= 0.
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La condition énoncée est donc non seulement suffisante, mais

encore nécessaire.

Celte condition doit étre vérifide pour toute valeur de la
densité et de la composition du mélange.

§ III. — Stabilité de ’équilibre d’un fluide 4 surface libre.

Supposons vérifiée la condition énoncée au paragraphe précé-
dent et revenons au cas général d'un mélange {luide & surfuce
libre; dans quel cas I'équilibre d'un tel mélange sera-t-il stable?

Pourquel’ équilibre d’un fluide dsurface libre soit stable ('),
i faut et il suffit qu’en tout point de la surface qui limite le
fluide on ait

ov
<
(38) ()II,,; =9
Péatite OV L ren d i isolé
ega tle ~——o0 ne pouvant avowr ttew quen espoznts soes.

dﬂi

Que cette condition soit suffisante, cela est bien clair, car, si
elle est vérifiée, le second terme de Pexpression (26) de 82 @ sera
positif, et le premier est déja posiuf en verlu de la condition éLu-
diée au paragraphe précédent; il nous suffit done de démontrer
que cette condition est nécessaire.

Imaginons, en effet, que la condition précédente ne soit pas
vérifide; 1l existerait au moins un certain domaine D, pris sur la
surface S, en tout poinl duquel on aurait
oV

Zo0.
on; ~

(39}

(*) Toutefois, nous supposons exclus de nos recherches les déplacements pour
lesquels on aurait, en tout point de la masse fluide,

8p = o, 8u, = o, Sp, = o, cey Sp, =o
et, en tout point de la surface lerminale,

cos(n, x)8x + cos(n, y) 8y + cos(n,, 5) 8z = o. .

Pour un déplacement qui laisse invariable la forme du fluide, la densité et la
composition du mélange contenn dans chacun des éléments du volume occupé
par le fluide, I’équilibre du systéme est indifférent.
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Aux divers points de la surface D, donnons des déplacements
infiniment petits tels que I'on ait

S 3l cos(l, n;)dD
(40)
= S [cos(n:, x) 6x + cos(n;, y) 8y -+ cos(#n;, 2)8z]dD = o.

En tont autre point de la surface S, imaginons que 'on ait
(43) 8l cos(l, n;) = cos(n;y )8z +cos(n;, y) 8y +cos(n;, )8z = o.

Enfin, en tout point du fluide, posons

~

(42) 8 =0, Buy=o0, €y =0, ..., O4,=o.

En vertu des égalités (42), la condition (7) est vérifige.

La surface libre étant une surface équipotentielle, la densité et
la composition dn mélange sont les mémes [Chap. 1, §1] en
tous les points de cette surface; les conditions (17) peuvent s'é-
crire

/(pti 8o+ p Oy ) dv — puy S [cos(n;, &) &z + cos(n;, y) &y —+ cos(ns, 2)831dS = o,

f(pgﬁp +p 8ty ) dv — pua S [cos(ni, ) 8z + cos(n;, ¥) 8y + cos(n;, 2)85]dS = o,

/\(pnap—k e 8upn) dv—ppa S [cos(ny, ) 8z + cos(n;, ) Sy + cos(n;, 3) 35]dS = o.

En vertu des égalités (40), (41), (42), ces conditions sont vé-
rifides; les égalités (o), (41) (42) définissent done une modifica-
tion virtuelle du fluide.

Or, en vertu de ces égalités, 'expression (26) de 82® se ré-
duit a

g0 — QO (30)2cost(1, i),
()IL;'

Si la condition (39) était vérifiée, on aurait, contrairement a I'hy-
pothése,
82d < o.

La condition énoncée est donc non seulement suffisante, mais
encore nécessaire.
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Cette condition peut s’énoncer en disant que Zout élément
Jluide infiniment voisin de la surface déformable est soumis
& une force dirigée vers {’intérieur du fluide.

Nous n’insislerons pas icl sur la condition nouvelle qui s’intro-
duit Jorsqu’on veut exprimer la stabilité de deux mélanges fluides
différents superposés; on pent répéter textuellement ce que nous
avons dit ailleurs (1) an sujet de la stabilité de deux fluides su-
perposés.

§ IV. — Autre solution du probléme relatif a4 la stabilité
de ’équilibre d’un mélange fluide.

Nous venons de traiter le probléme de la stabilité de I'équi-
libre d’un mélange fluide en prenmant, pour variables propres a
définir I’état du mélange, les variables

Py B, M2y eeey M
Nous allons traiter maintenant le méme probléme en définissant
I’état du mélange au moyen des variables
P1, P2, rerqy Pn.

Nous ferons sur les forces extérieures appliquées aux divers
¢léments fluides qui constituenl le mélange '’hypothése qu’elles
admettent un potentiel de la forme

2 :f(p,vﬁ-pzvfr. ot paVa) do.

En outre, nous supposerons que la surface du fluide est une
surface libre, en sorte que les pressions extérieures admettront

un potentiel
Qy = PO/-dV.

Le systéme admeitra alors un potentiel thermodynamique total

“i':&'v—*—Qﬁ—Qz

43 _
(43) E :f[Po+p,Vl+p,V,+...+p,,V,,+(p,+pz+...+p,,)§] dy.

(') P. Dunem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustigue. Tome I, page go.
Paris, 18gtx.
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La variation premiére de ce potcntie] a pour valeur

aq; —f§ [V d(“‘ Ja 91~ [V2+ !)(P )J Cpa+...+ [V,l+ L:’)Sp,.] %du

W‘) ~Srp o+pm+92‘z+---+9nVn_+PEJ

x [cos(n; @) 8z + cos(n;, ¥) 8y + cos(ny, 2)8z] dS.

Pour calculer 2, calculons successivement la variation de
chacun des deux termes dont la différence forme .
Nous aurons, en premier lieu,

r\ d(p ™ d 3
[ /5 [VHr— ‘(’Pi ]091 [V2+ (S )] Opa ...+ [V,, (:: ]op,, gdv
“f [ d(o ]Bﬂ') [V2+ d(g )] Bopn ot [V”+d(f’)| 30 %dv
(45) +f [d;(Ph NLEE (P’) (Sp2)% -+ (PE) (Bpa)?—+2 ‘?P (zp) pe gP/] dv
- i ¢ 4
d(PG) r (PE) 7 d(p‘ ~
Sy e [ 5 ]69 e [ 8|

> |eos(z;, 2) 82 + cos(ng, ¥) oy + cos{ny, z)82] dS.

Nous aurons, cn second lieu,

ES(})0+91V1+92V2+----*‘annﬂ-PE)

< [eos(n;, x)dz - cos(n,, ¥) 8y + cos(ny, 5)8z] dS

N (uv UACINENN) TR Vs Voy . OVay )
N oizﬂ-woh}/ t E—Ola)—ﬁ-p2 (’(ﬁ.‘°3”+7)j/ 2y —— G3 3

() {

x [cos(n;, x) 8 + cos(ny, y) 8y —+ cos(ny, 3) 82 dS

o(ot o(pE)T o
-+ S% [V,+ dr(" )] dpy + [Vg f)%)] Spp—t-. .. [Vu+ %:3] opué

X [cos{n;, m) 3z -+ cos(n;, ¥) &y + cos(ny, 2)0z]dS

+S(P0+9,V1—+—p;V2+...+p,,V,,_+ 0%

X8 : [cos(n;, ) Sz + vos(n;y ¥) oy + cos(n;, z) 85] dS (

Fac. de Lille. Tome IIT. — B.5
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Les égalités (44), (45) et (46) nous donnent

o S e S [ 8,
—3 b; [V1 dggf)] 8py =+ [V —+—d((}92 ] 39y . [V,.—*r— le;f)] 8as :

X [cos(n;, z) 8z + cos(n;, y) 8y + cos(n;, 3)83]dS

—-S(Pu‘f'P|V’1+PEV2+"'+P"V"+ PE)

(47)< ><6‘[cos(ni,sz')&?%knos(n,—,y)Sy—kcos(ni,z)'o‘z]dSi
(P ) 92 (pf) o2 (0 9?(pf) P(pt) &
4_[[ @)t —goa= (Bpa) om0 (39,1)2+220 09, P j]m
oV oV ov oV, o oV oV
_S[Pl<d—1}lal$+a¢};81y+'§z‘181z>+‘og(Tz'zogth“d—;agy 28,1)

oVa, oV, ¢
dV n_}’+ Ou

ov,
—+. *p,,( 8n& + -

< [eos(ng, x) 6x -+ cos(n;, y) & + cos(n;, z)dz] dS.

Celte expression de ¢2® est absolument générale; supposons
maintenant que Uétat initial du systéme soit un état d’équilibre et
voyons quelles simplifications cette hypothése apportera & Vex-
pression de 32®.

En tout point de la masse fluide, nous aurons [Chap. 11, éga-

litds (57)]

{ ?fﬁ@ -+ 'V, +7y1=o0
UP‘
9(gk) .
(/}8) "op.z V2+(2‘—‘0)
d

Yoy Y2y «++, Yn €tant des constantes.

Multiplions respectivement par gy, ga, -.-, pn les égalités ct
ajoutons membre & membre les résultats obtenus; nous trouvons

3 ot d .
P(Pia*—'?z@ i Pu*E ) +pf o1 Vit Vot i paVy

oY1+ paYate . PR Yn =0,
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Or, en tout point du fluide, on a [ Chap. If, égalités (58))]

.
p(p;%+pg;s2 ...—+—p,,%i>—ﬂ:o,
et, & la surface du fluide, par hypothése,
I =P,
Donc, en tout point de la surface du fluide, on a

P+ PE+ Pl\'1+ szvz—i—. .o ann
(49)

+ 1 Yt+PRaYe oo+ PaYn = 0.

En vertu des égalités (48) et (49), on a

ft[vi*”d(pg)] 8%p, +[V=+d(pf)] 820y +. +[V,.+ 9(pt) ]S’Pu

Pn

_zS{Vi o(e E):I [\r d(:f)] 8op 4. o+ [Vn+ —;g—i)J 39,,,%

t

x [costng x) 8z + cos(n, ¥) 8y + cos(ny, 2)3z] dS
Al
o) — b(Po+in,+pQV2+...+an,,+pE)

> 8 g_[cos(n,-, z) &z + cos(ngy ¥y )8y -+ cos(n;. 3)82]dS {

i=n

:—E‘ﬁ[/‘sz Y, dv——zsap,- [cos(n;, 2) 8r—+cos(n;, ¥)dy-i cos{rs,z)8z]dS

i1

\ — S Pia’[cos(n,-,:r) Sz +cos(n;, ¥) Sy +cos(ny, &) 23] ng) .

Or la masse Nli_—_fp[dv du courps i que le mélange renferme

est essentiellemeént constante; les variations de tous les ordres de
cette masse sont identiquement nulles, ce qui nous donne, en
premier lieu, les égalités

(51 fSpl- dv-—s o:[cos(ny, &) Bz + cos(n;, ¥) 8y -+ cos(n;, 2) 82] dS = o,
et, eu second lieu, les égalités
( /02 o;dv—2 Soo,[cos(n”z)or+ cos(n;, y) 8y + cos (i, 2) 83 dS

(52) ¢
( — Sp,-S ;[cos(n,-,w) 37+ cos(ni,¥) 8y + cos(ng, 5) 8z 5 {=o
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En vertu des égalités (50) et (52), Pexpression (47) de 2@ se
réduil &

aﬂfb:f[o (pE>(b 1)~ d ( E)(s 2)24. . - d (PE)(OOM)2+2 39(553 NPHOJ}dV

Vi  OVie  oVii ) oV th Vs
_.S [Pi (’(ﬁgélx"f“5}7101.}/—7—“&‘015)+92<7?82x+ W°2y+‘foiz>

oV AV, b
I, <dxn8,1x+ dfa'ly_’_jz‘o“)

\ ' = [cos(n:; #) 3z +cos(ng, y)Sy~+cos(n;, 2)3z]dS.

Envisageons d’abord le cas ot le systéme est soustraita I'action
de toute force extéricure autre que la pression normale, uniforme
et conslante qui agit aux divers points de sa surface déformable;
le systéme en équilibre sera alors homogéne; pour que I'équilibre
de ce systéme soit stable, il sera nécessaire et suffisant que I'on
a1t

2(o 02 pE) 02 8 ?(ek) o
(5/.)/[ E)(8 1)2+ d:; (8pa)t+...+ —%—)(opn)l—%z 2 dpispjoggﬁp,-]dv>o,
ij

™~

les quantités a4, 892, -+ ., 00, étant assujellics seulement & véri-
fier les égalités (51).

Soient A(z, ¥, 5) une fonction de z, ¥, 5 vériflant ’égalité

‘f)\(x,_y,z) dv = o.

Posons, en chaque point (z, y, 3),
Spi= e Xy, ¥,35),

X; étant une quantité indépendante de z, y, 5, et de valeur arbi-
traire et € étant un facteur infiniment petit; i cause de 'homogé-
néité du systéme, l'inégalité précédente pourra s’écrire

(gt) oy 92(8E) o, 0%(pt) 0% (gf) .
[09% X S X S X Y xxl f) dv>o,
ou

S 0%(e8) ¢, 92 (p8) o, 0%(pf) 3 J92(0%)

(33) 7()p7';’_)&1+7§;*xf+"‘% 922 X2 Ty d X X;>o.
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Ainsi, pour que 'équilibre d’un mélange de n fluides, sous-
irait a toute force extérieure autre qi’une pression uniforme

et constante, sott un dquilibre stable, il faut et il suffit que la
Jorme quadratique

<
ie
—
0
urr
~
QU
»
~
e
syl
~—r

52(t) S 02(pE)
X2+ ..+ —L2 X 24 Xy
F4+. - P Xi+2 0PLdOJ Xj,

ot les variables X, Xy, «.., X, sont entierement arbitraires,
soit une forme déterminée positive.

C’est 12 une forme nouvelle de la condition trouvée an § 2.

Supposons que la condition que nous venons maintenant d’énon-
cer soil vérifiée pour toutes les valeurs que peuvent prendre les
densités partielles, gy, 6ay - .« pp, des divers fluides mélangés, el
discutons la stabilité du mélange en supposant ses divers éléments
de masse soumis & des forces extérieures. Nous n’aborderons pas
celle discussion dans son enuiére généralité; nous nous limite-
rons au cas que nous avons indiqué en terminant le Chapitre 11;
c¢'est-3-dire que nous supposerons les n fonctions potentielles
Vi, Va, ..., V, exprimables au moyen d’unc méme fonction
U{z,y, 5). La surface libre du fluide sera alors une surface équi-
potentielle pour les n fonctions Vi, Vy, ..., V, eL, de plus, les
densités py, 9y +-., g auront les mémes valeurs en tout point
de cette surface.

Dés lors, comme on a nécessairement, en toul point de la sur-
face déformable,

cos(ni, 2)8 2 + cos(n;,y) 81y +cos(n;, z) 8z
—cos(ng;, &) Sex 4 cos(ny ¥)Sey ~ cos(ng, 2) 8,z
= cos{n;, )8,z <+ cos(ny ¥) 8y =+ cos(ny, 5) 0,z
=—cos{n;,x) 8z -+ cos(n, y)by -+ cos(ny;, z)3ds,

I'expression (53) de 32d pourra s’écrire

aath[" (%) (Ban)2+ 02(‘95)(692)’+~--+02(35)(59:1)“22%;(53?a‘n"a
n z J
i

av. oy
e GERE ALY

x[eos(n;, 7) 3z + cos(ng, ¥) 8y + cos(ny, 2) 8z]2 dS.
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7a P. DUHEM.

La stabilité de I'équilibre s’exprimera en écrivant que celte quan-
Lité est essentiellement positive.

Pour que Uéquilibre du sysiéme soit stable, il est nécessaire
et suffisant d’adjoindre la condition suivante a la condition
précédemment énoncée et que U’on suppose réalisée :

La quantité

av, aV, av,
Fag,, it on A Pa o
n’est positive en aucun point de la surface libre du fluide; elle
n’est nulle qi’en des points isolés de la surface.

Que la nouvelle condition, jointe a4 celle que nous supposons
déja réalisée, suffise & assurer la stabilité de I'équilibre du mélange
fluide, cela est de toute évidence; il est moins évident qu'elle soit
nécessaire; nous allons établir ce dernier point en prouvant que,
si elle n’est pas remplie, il est possible d’imposer au mélange
fluide des déformations correspondant a des valeurs nulles ou né-
gatives de 320, '

Imaginons qu’en un point de la surface libre du fluide on ait
(57) pig%+p,g%+...+p,,%%>o
Par raison de continuité, on pourra, autour de ce point, tracer un
domaive fini D, en tout point duquel Pinégalité (57) soit vérifiée.
51 donc la condition que nous venons d’énopcer n'étatt pas véri-
fiée, on pourrait assurément trouver sur fa surface S un domaine
fini D en tout point duquel on aurait

av, Vs OV

(37 bis) P Gy 08 Gy, e B

0.

Dés lors, donunons au mélange un déplacement caractérisé de la
maniére suivante ;
1° En tout point du mélange, on a ’

Iy N ~
091203 0Dy = 0, ey 05y == O.

2° En tout poiut de la surface libre qui n’appartient pas an do-
maine D, on a

cas{n;, x)8x 4 cos{n; y) 8y -+ cos(n;, 5) 085 = o.
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3% En Lout point du domaine D, la quantité
cos(ny, ) 8x + cos(ny, ) 8y - cos(n;, z) 8z

a des valeurs arbitraires, soumises seulement & la condilion
S [cos(ni, x) 82 + cos(n;, y) &y + cos(ny, 5) 821 dS = o.
D

Un lel déplacement est compatible avec la définition du systéme;
celle-ci, en effet, impose seulement les conditions (51); 8y, g2, -+,
s ayant des valeurs constantes en tout point de la surface défor-
mable, les condilions (51) peuvent s’ écrire

fap,' dv — p,-S [cos(n;, x) 3z + cos(n;,y) Oy + cos(n;, 2)82] dS = o,

et il est évident que ces conditions sont vérifices par la modifica-
tion que nous venons d'imaginer.
Or, pour une semblable déformation, I'expression (56) de 62
se réduit &
Al aVv A% A
EE :*s JALJNIFIAL U cin
D Pldn,- TP ()ﬂl+ P on;

X [cos(n;, &) 8x + cos(n;, ¥) 8y + cos(n;, 3)8z]2 d8,

et, si la condition (57 bis) élait vérilide en tont point du domaine
D, on aurait, pour la modification considérée,

82d < o.

1A

La proposition énoncée est done démontrée.

En verta de 'égalité (50 bis) du Chapitre 11, la condition que
nous venons d'établir peut s’énoncer ainsi :

En tout point de la surface libre du fluide, on a

oIl

Nous retrouvons ainsi la condition que nous avions établie au § 3

dans un cas un peu moins géndéral,
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72 P. NUHKM.

CHAPITRE V.

CONSEQUENCES DE LA STABILITE DE L'EQUILIBRE D UN MELANGE
HOMOGENE.

§ I. — Compressibilité isothermique d’'un mélange homogeéne.

Lorsque les forces extérieures qui agissenl sur un mélange
fluide se réduisent a une pression exlérieure normale el uni-
forme, le fluide en équilibre a, en tout point, méme densité et
méme composition. Nous avons admis que, si la pression exlé-
rieure étail mainlenue constante, cel état d’équilibre était un étal
d’équilibre stable. Nous avons, de cette hypothése, déduit une
condition analytique qui doit étre vérifiée par tout mélange ho-
mogéne; cette condition est donnée, sous deux formes différentes,
aux §§ 1I et IV du Chapitre précédent.

Cette condition analytique entraine un certain nombre de con-
séquences physiques Intéressantes; c’est 3 'examen de ces consé-
quences que va élre consacré {e présent Chapitre.

Prenons d’abord la condition en question sous la forme indi-
quée au § II du Chapitre précédent : la forme quadratique

[Chap. 1V, (29)]

T8xs 299 vyii 2 B xy,v v 2 xy,
0 p op p 9 p Os o doun
1)« ;
92(pl) o, , 9*(20) +, 9%(p%) ¢y 02 (pl)
2 . / EEA TR
-+ Juz Y+ o Yi++... 4+ P 1,,-+—zE ops oy LV

dans laquelle {a variable X est entiérement arbitraire, tandis
que les variables Y,, Y,, ..., Y, sont lides par la relation

(2) Y1 +Yy+...+Y, =0,
est une forme déterminde positive.
En premier licn, nous pouvons poser
Y; = o, Y, =o, cay Y,=o.

lLa condilion précédenle nous montire alors que /’on doft avoir,
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pour tout mélange fluide, en toute circonstance, -
L)
(3) a > o.
Les égalités (19) du Chapitre 1I et (23) da Chapitre IV nous
montrent que la pression extérieure Il qui maintient en équilibre,

a la température T, le mélange homogeéne de densité g et de com-
.. ) T
position uy, wa, ..., kg, est donnée par 'égalité

(4) 8(‘11.1, Has = -0y HmP:T):H-

Sans faire varier la température ni la composition de ce mé-
lange, faisons croitre la pression de dII; la densité croitra alors

e - d| T
d'une quantité que nous désignerons par (anI)r dIl; d’aprés I'éga-
1ité (4), on a

08 /dp\
*) ) (—d_U>T =
et, d’'aprés Uinégaliié (3),
d
(6) (Zilpi>T>o

Ains), la densité d’un mélange homogéne de composition
eonstante et de température constante augmente avec la pres-
sion que supporte ce mélange.

Cette proposition est conforme au principe général du déplace-
ment isothermique de 'équilibre, ’ )

Nous allons I'établir en partant de la forme de la condition de
stabilité que nous avons donnée au § 1V du Chapitre précédent;
nous aurons occasion, au cours de cette nouvelle démonstration,
d'établir quelques formules qui nous seront utiles an Chapitre V1.

Donnons 4 un mélange homogéne de composition fixe une di-
latation uniforme A; les densilés g, pa, - - -, pa éprouveront des
variations 85y, 824, ..., 8p,, et T’on aura

g b )
) oo _Bea B,
[} P2 Pn
Posons '
(. o o 9% \
(8) . I{(PI’PZ"..HP”,T)fP<P1§PT+ !;’_P_g —*—.-.—*‘P"E 3
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74 r. DUHEM.

el aussi

L of 0% ‘ o2k d’(p‘\
(9) Rij=Rii= BF;+ dp, *Pdf’i".of - ‘391 99,

Nous aurons évidemment

JH . ¢
5;; = p1 I\“—i—Pg Ku+-.-+Pu I\Ul)
oH

(10) ! oon =p1 Koy +ps Kos +...+ pn Ko,
dll )
;’P’:PlK/tr+Pintz+--'+P'lK"ﬂ'

La pression II, qui maintient en équilibre le mélange homo-
géne considéré, est donnée par I'égalité [ Chap. 11, égalité (58)]

(tr) Il =H(p1,p2s --+10n, T)-

Supposons qu'a tempéralure constante la pression II croisse de
dIl; les densités py, py, ..., £ éprouvent des variations 8ay, 892, cn
Sgny et 'on a

JH oH

CZII—_OPL+— Pi+

dpy dpa 6‘9"’

dH
dp,,
ou bien, en désignant par A la dilatation uniforme subie par le
meélange et en faisant usage des formules (7),

oH JH oH
(12) dn:*<9159 Pz‘)P + P Pn) A.

Moyennant les égalités (g) et (10), cette égaliLté (12) devient

: o [oreh o ared) 0’(95; d2(pt)
v =[Gt Gt S e B e

S1 nous observons que la forme quadratique [ Clhap. IV, inéga-

lité (55)]

(pt) v, OHpb pt 9*(ph) x
T NI g M SN R g N

n

esl une forme déterminée positive, nous déduisons sans peine de
Iégalité (12 bis) que les quantités dIT el A sont de signe con-
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traire. Donc, lorsqu’on augmente, ¢ température constante, la
pression que supporte un mélange homogéne, le volume de
ce mélange diminue.

§ II. — Compressibilité isentropique d’un mélange homogéne.

Soit M la masse tolale d’'un mélange homogéne, masse qui est
essentiellement constante; son potentiel thermodynamique in-
terne aura pour valeur

F=ME(pypas oo prn T
et son entropie S sera déterminée par I’égalité

oF é
ES =— JoT =-—M FTE(P“PQ’ coey par T

Une modification isentropique qui laisse ce mélange homogeéne
sera donc caractérisée par l’égalité

91t NE ort 928
0-91—0,1,8914— Wop,+...+ EmTSP"+ ﬁaT_o,

ou encore, en désignant par A la dilatation uniforme du mélange
et en faisant usage des égalités (7)),
T g2t NE N, 0%,
(13) (p,m+p,m+...+pnm A“B_T_ior'
D’autre part, I'égalité (11) donne

ol oH oH oH
dll = aapl—f— ESP;—F...—\‘— mopu-i—ﬁ”,

ou, en vertu des égalités (7)),

, dH oH JH JH
(]‘4) dHT——<Pid?+P’—()?;+."+PnE)A+aTaT

Désignons par gA le coefficient de détente isentropique, c’est-
a e 2418 e . . . .
a-dire le rapport — e relatif a une modification isentropique.

Nous aurons, en vertu des égalités (13) et (14),

P Na (oM @f ol ot
(15) Pars A= D (a; aT2 T ot 5;:,-0'1‘)'
=1

Celle égalité peut se meltre sous une autre forme.
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Soit ¢ la chaleur spécifique sous volume constant du mé-
lange considéré; nous aurons

08
= — Mot
ou
T %
6 _ _ 3
(18) C=E ar

Les égalités (g) et (10) nous donnent

ey

o _ 9%(pk) ,  9r(et) ) 2<9,) o' 9 08)
(17) EP!dP 09; P ()Pz 2 . P'L dOl dpjp

i=1

Enfin Pégalité (8) donne

oH 01t 0t o2t
(18) ot — ° (Pi o1 0T T P1gp, 0T T h e dpndT>.
En vertu des égalités (16), (17), (18), I'égalité (15) peut
s’écrire

!E o2k . 0% 2
) - P(P' dps 0T P2 og,0T 7 T Fr G oT)
(19 Te [07(pt) 9 (ps) 62(95) . 32 (k)
+T[W ?+ pg .-.+-TP;1——F,‘L+) ()P()PPP].

Si nous nous sauvenons de la condition de stabilité exprimée
par U'inégalité¢ (55) du Chapitre précédent; si, en outre, nous
admettons le postulatum d’Helmholts : la chaleur spécifique
sous volume constant du mélange est positive, nous déduisons
de I'égalité (19) la proposition suivante :

Le coefficient de détente isentropique d’un mélange homo-
gene est positif.

Ce résultat est en parfaite conformité avec ce que nous avons
éerit ailleurs (1) sur le déplacement isentropique de I'équilibre.
Drailleurs, les divers résultats que nous avons établis dans ce

(*) P. Duuen, Commentaires aux principes de la Thermodynamique,
3= Partie, Chap. IV. { Journal de Matheématiques pures et appliquées, 4* série,
L IX; 18g3.)
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paragruphe et au paragraphe précédent auraient pu s’obtenir plus
'simplement en considérant un mélange homogéne et de composi-
tion constante de plusicurs fluides comme un fluide unique; mais
les formules gque nous avons établies nous seront utiles dans la
suite de ce travail.

§ III.—Variations de densité et de compdsition au sein d’'un mélange
en équilibre sous ’action de forces extérieures.

Reprenons la forme quadratique (1), dans laquelle la variable X
est arbitraire, tandis que fes variables Y, Y, ..., Y, sont lides
par la relation (2); au lieu d’y faire

.y Y,L = 0,
ce qui nous a donné l'inégalité (3), nous pouvons y faire
X =o;

nous obtiendrons alors le résultat suivant :

Pour tout systéeme de valeurs non identiquement nulles de
Yy, Yo, oo, Yy, qui vérifient Uégalité

Yy +Yy+...+ Y, =0,
on a U'inégalité

9(pZ) 9% ( ”)
d ; Y2 0 Pﬁ Y%

(20)

Cette inégalité va nous en fournir une autre qui nous sera
utile.

Considérons un mélange en équilibre sous l'action de forces
quelconques, qui admettent une fonction potenticlle unigue V.
Soit f une fonction queleonque de z, z, que Von alt A consi-

q q Y, & q
dérer dans I'étude de ce mélange; deS] nons dorénavant par le
g g p

symbole df la quantité

of of of
Edz'—f— @ dy + Bzdz;

ou dz, dy, dz sont arbitraires.
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Les équations (25) du Chapitre I, différentiées, donnent

I o7, e o 14
d(; +C+V>4d<plm -+ M2 s T ) d—};—)—#d

or ¥y
d<g+§+v>—d<pld%§-+m S U, d‘)—;—a’fgzov
1 2

ou Opp Oug
u oo % EANT 3
d(;%—c—*—v)—d(pld}“—i—pgmﬂ— N }l”dpn)%—d;}:'»»o

Multiplions la premiére de ces égalités par du,, la seconde
p p g p R

par du.,, ..., la derniére par dyu,; ajoutons membre 3 membre les
résultats obtenus en tenant compte de I'identité

duy + dug +. .o+ du, = o.

Nous trouverons

(21) dyuy d—C +11p-zd—i-+— o du, d == 9% =o.
M1 le-n

Mais nous avons

o2 02 02 2
(22) d:—j;: ¢ dp + d dm—i——tdy..—k...—l-i-dp,,

dp; 0 oy Oy oy Iy Oy dpp
et aussi
)
(23) dwidp P om
cf 1 o? ( )
(24) dwidy;  p Owi o,
Les égalités (21), (22), (23), (24) donnent Pégalité
08 08 08
9(@ duy + @;dp,+...+mdg,,> dp
02(pl) 02( 02
(25) + Tf;—(dp,)w P*) (dy)? ( c n )t
+ 2 E ot (P” dp;=o
\ Os oy Tt i = o
Si nous observons que les quantités
Y, = dlul; Y= d}l.:, L) Y, = d}ln
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vérifient la condition (2), nous voyons que l'on doit avoir

d(PC)(d gt 0D e P8 (g, ye

wl oul

(%) ]
—+—'22‘ FTEITY du;dp; > 0.
]

L’égalité (25) montre done que, dans toute Uétendue d’un
mélange fluide soumis a 'action de forces qui admettent une
Sonction potentielle unique, on doit avoir ['inégalité

g ¢}
(26) ) (d:? duy + dp,—}— St dd}‘t dp,,) dp < o.

(lest I'inégalité annoncée et dont nous verrons dans un instant
Iimportance.
Pourle moment, revenons a I'égalité (4) et différentions-la; nous
tronverons .
08 08 08 08
— — 4, — d I — all.
dp d, dp, e+ dp., 4y + -+ l’{d." dHn. dll
Multiplions les deux membres de cetle égalilé par ! dp et ajon-

tons membre & membre le résultat obtenu et I'égalité (25); nous
trouverons I'égalité :

1 08 2 06 2 08
- 2+___d -+ - dod +.-+— dpdp,
pdp() 5 ni P duy 5 M pdv pdw
L2 0?
(Ps) (d 1)2 (5\,) (d 2)' A _(EEA) (d}ln)!

y' (05) dy; du; = —P dIi d.
i

Or Ie premier membre de cette égalité n’est autre chose que ce
que devient la forme quadratique (1) lorsque 'on prend

X=dp, Yy=dw, Ya=du, .. Y= dps
valeurs qui vérifient I’égalité (2); ce premier membre est donc
positif et I'on peut écrire
(27) dil dp > o,
inégalité qu'énonce le théoréme suivant :

Lorsqi’on passe d’un point & un autre point infiniment vot-
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sin au sein d’un mélange fluide soumis a des forces exté-
ricures qui admeltent une fonction potentielle unigue, la
variation subie par la densité est de méme signe que la va-
riation subie par la pression.

Imaginous un mélangehomogéne de composition (juy, oy «..y fu);
4 la température T, sous la pression I, sa densité a la valeur o
donnée parl'égalité (4); considérons, sous la méme pressionl,
a la méme température T, un mélange de composition

(1 +dpyy, pa-dypey ooy - dia),

dpy, dps, ..., dyu, ayant les mémes valeurs que dans les égalités
précédentes; ce mélange aura une densité (p+ Dp); l'équa-
tion (4), différentide, donnera

08
D — — dpy, =
de D I duy + 3 dypg +...+ PT Br =0,
ce qui pourra encore s’éerire
08 08 08 a0
d’—P* DP dp ~+ <3E d}l-[ -+ d—}ig d(J.g —+ a4 0}1" dHn) dp = Q.

En vertu des égalités (3) et (26), cette égalilé entraine I'iné-

galité
Dp dp > o,

gui, jointe a I'inégalilé (27), donne 'inégalité
(28) Do dll > o.

Cette inégalité conduit au théoréme suivant :

Au sein d’un mélange de fluides en équilibre sous {’action
de forces qui admettent une fonction potentielle unique, pre-
nons un point P ot la pression a une certaine valeur Il et oi
la composition est (i, t2y «- -, Pn); prenons ensuite un second
point V', infiniment voisin du point P, ou la pression ail une
valeur W, supérieure & 115 en ce point, la composition du mé-
lange est (B}, kg - -y )} SOUS la méme pression I, le mélange
de composition (W, Ryy .-y W) aurait une densité plus
grande que le mélange de composition (4, s, -5 fu)-
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(Vest le théoréme fondamental que MM. Gouy et Chaperon
avalent signalé et que nous avions démontré dans des cas moins
étendus que celul qui est traité ici.

§ IV. — Conséquence relative au potentiel thermodynamique
sous pression constante.

.

Imaginons un mélange homogeéne formé de masses M,, M,, ...,
M, des fluides 1, 2, ..., », soumis & la pression II et porté a la
température T; les fluides v, 2, ..., n y ont des densités par-
tielles 84, pa, - -+, Py et J'on a, en désignant par ¢ le volume du
mélange,

(29) M; =9, My = pgv, M,=ppe.

Sans changer la pression TT ni la température T, faisons croitre
les masses My, My, ..., M, de quantités arbitraires 8M,, oMs,, ...
&M,;; les égalités (29) donneront

?

BT\I" =¥ ar'in+ < aVy
égalités qui peuvent encore s’éerire

i M, .

oM, = ¢ 8y + - 8p,

Cousidérons la quantité essenticllement positive

PR ave L (PR o s P2PE) an 1y o § PR 5, 5
Jafdrpf{(opi) +Tpg;(opg) +...+—0§E—(opﬂ) fg Erhy 2i 00
i
qui peat encore s’¢éerive
J — P8 5, P208) gy (et 5 ]891
i 97 P17 Goyops TR doyopa '
02(p) 5 92(pk) & 92(ot) » J "
; - =0, - — ot o CPn | OP2
(31) [092(391 I 01 o7 G200, 0] °F
e e [T
dl(FS)'\ {)Z(OE)'\ . dz(PE)‘ -I <
—* 5 - a b — NG, | 0D
[(39,10101 2 + ()Fndpz Gpa ~r : ;_,’ ¥ 17 n
Fac. de Lille. Tome IIT. — B.0
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Considérous la fonction Fy (M, My, ..., M,, I, T) définie par
la premiére égalité (5) du Chapitre III. Nous avons [Chap. 1],
égalité (12)]

d
Fl(Mla Mi! LR Mln 1, T) = aPi [PE(PH P2s + =y Pus T)]

Les variations 38p,, 832, ..y 0pp des deosités ayant lieu sous
pression constante et & température constante, nous aurons

92 (pl) 5, (R85 92(p€) & dl‘a oFy
.+ Mg+ + b
dpi dp Opn Pz d0,0pn Spn= 8“1 8 T oM, &M,
et, semblablement,
32) dz(PE)‘ L. 9*(pE) f’fﬁ“ _9Fy 9F,
(3] dpador 1 P 8pg +.e 30200 3on = oM, M, + oM, 8M, oM, M,

a2(pt) 02 (pf) o 02 (p&) _dF. 0Fp o oF,
dpndp_1 Op1+ 5n0pn Spa i+~ 8p, = oM, M, + oM, My + ... 4 noM,,.

Les égalités (3o}, (31), (52) permettent d’écrire

()F dF 1
= (e v e o) (v )
ng N dF, | 01“2 L M, .
(33) +<0MI ! oV, My -, .- dM,LS“ > (v SV, — i ov>

n dFﬂ DI 8

. <dM1 By - SU AN, amﬁM,,) ( M — 2 3
Soit §(M,, My, ..., M;, II, T) le potenticl thermodynamique
du mélange considéré, sous la pression constante II, a la tempé-

rature T; nous aurons [Chap. I, égalités (5)]

dc) dJ db
= F ...
F, oM.’ LI B ? Fa - oM,

en sorte que Uégalilé (33) pourra s’écrire, on le voil aisément,

; [0M2( M)+ dM 0\1‘)2 (M7 )2 '”2 omx,onI,a“I"a“ll’]
— :2 [ le}\;’ M, 2 7,1 a4 M, 351 ) 31\11
(34) (Ml oy -+ M, zi; 4 M, jﬂ:) 3M,
B I R T T T T T T Y
+(MloM M, ::;4 e M, ‘;_;f) BM,LJ 30.
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Mais on a [ Chap. IIF, égalités (8)]

oF, oF, oF,
M‘dM + M, oM, M"m =o,

oF oF, oF,
M’d’\l +Mgm+ ..+1\Inm—2—0,

oF, oF, oF,
M Gy, + Magyg + Mo oM,

L'égalité (34) se réduit donc &

! 5 5 M, )2 2 )
I=- [WE(SM P o (BMa) o dw(m 2) +;2 A dM M, EM]

La quantité J étant positive, sauf dans le cas ou 85y =o

8p;=0, ..., 8g, =0, il en est de méme du second membre;
les quantités 8M,, oM,,

..., 8M, étant arbitraires, on arrive
ainsi au théoréme suivant :

La forme quadratique
n) e () 5 “ n) ) 2
(35 G X gy X +ow= .M o dM
west jamais négative; elle n’est égale @ zéro que dans le cas oi

(36) Xl . )&2 Xn

M{T M, T M,

Parmi les conséquences de ce théoréme, nous signalerons par-
liculié¢rement la suivante :

Les quantités

8 9F; . 0rfy  dF, 25  JF,
oM: T e’ oMz~ oM,’ ! oM: ~ oM,

sont toujours positives.

Considérons le cas ot deux substances seulement sont mélan-
gées; la forme (35) pourra s’éerire

25+ 925 925
T e J X3
aMi X 2 GvTon, e G

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



B4 P. DUHEM.

ou ¢ncore
: OF, . [0F, _oF, oF, .,
(37) oﬁx‘+<m+a\1)x“ + oA, Xa
Posons
M,
(38) =3

On sait que les fonctions F, et F, pourront s’exprimer en fonc-
tions des seules variables s, II, T, et 'on aura

oF, _ OF, 0s o¥; _ oF; o5
oM, = os oM.’ oM, ~ 45 oM,
0F,  oF, 9s oFy  OF, o0s

dM; — Tas aM,’ dM, ~ Os oM,
Dailleurs I'égalité (38) donne

as s ds 1

oM, My’ oMy M;~
La forme (37) peut donc s’écrire

s oF, 1 (6F, aFy\ o 1 oFy .,
TG as ( ‘*SW)’“XP“ M, 05 NF

Légalité [Chap. TI, égalité (16)]

oF;  oF,
T g%
s ds

permet de donner de cette forme les deux expressions équiva-
lentes

1 JoF
iy g X Ko
s dFl

N o5 [X5-- X4 sJ2

anf dan cas particulier ot 'on aural
Sauf dauns le particul I t

X, X,
M, T MY’ '
¢’est-a-dire
‘\'24 X1 § =0,
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cette forme doit étre positive; on arrive ainsi au théoréme sui-
vant :

Dans iun mélange de deux substances, de concentration
M,

M,

s = =) la'quantité
9F,(s, 1, T)

ds
est toujours positive; la quantité

0F (s, 1, T)
os
est toujours négative.

Ce théoréme joue un réle fondamental dans la Mécanique chi-
mique; on en déduit la stabilité de I'équilibre d'une dissolution
saturée en présence du sel solide, d'une dissolution en présence
de la vapeur saturée du dissolvant cu au contact du dissolvant
congelé; les divers déplacements d’équilibre qui se rapportent a
ces cas; l'abaissement du point de congélalion d’un liquide, de
la tension de vapeur d'un hquide, par la présence, au sein de ce
liquide, d’un corps dissous; nous avons donné pour la premiére
fois ces inégalités en 1886 (1).

Nous allons faire usage de ces inégalités pour démontrer, dans
le cas d’un mélange de deux substances, la proposition qui a été
établie d'une maniére générale a la fin du paragraphe précédent.

g paragraphe p

Nous avons, en tout point d’'un mélange de deux substances,
soumis a I'action de forces extérieures qui admelttent une fonclion
potenticlle V | Chap. 111, égalités (15)],

Y+ Fy+vy, =o0.
Cette égalité, différentiée, donne

oFy | OFy
(39) dV—*—Wd.s%——dﬁdH_o.

Considérons un mélange formé des masses M,, M, des fluides 1

(') Le potenticl thermodynamique et ses applications, p. 35 et 36. Paris,
1886,
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et 2; sous la pression II, & la température T, il oecupe un vo-

lume ¢, et 'on a
b 2SO0, My, T, T

oIl
et
, dv  OF,
40) oM, = ot

Soit o(s, II, T) le volume spécifique du susdit mélange; nous
aurons
v =(M;+M,;)o

el
dv s Os
oM, = °F M+ Ma) 50 o,
ou, & cause de I'égalité (38),
dv da
(40 m*"‘*‘(i‘*‘s);s‘
Les égalités (3g9), (40) et (41) donnent
oF da
A —d;?ds—k [a'-+ {1+ ) ‘E] dil - o,
Sil'on observe que 'on a
dV + asdll = o,
cetle égalitd sc réduit a
daffy, do -
4 T2y — 7z
(42) s ds (t+s) dsdn'

Cette égalité (42) donne le théoréme suivant :

Si, lorsque la pression est maintenrue constante, le volume
spécifique d’un mélange varic en sens inverse de la concentra-
tions du mélange, d’un point & Uautre du mélange, la concen-
tration varie dans le méme sens que la pression, et vice versa,

Lorsque le corps dissous 2 est un corps non volatil et que le
dissolvanl 1 est un corps volatil, les lois de la vaporisation de la
dissolution permettent, comme nous le verrons daps une autre

. . . oF, .
pattie de ce travail, le calcul approché de RE la relation (42) se
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confond alors avec la relation trouvée par MM. Gouy et Chape-
ron; elle permet de calculer les variations de la concentration au
sein d’une dissolution soumise a I'action de la pesanteur; ces va-
viations sont trés faibles.

MM. Gouy et Chaperon ont calculé les variations de concentra-

tion pour quatre solutions et pour une hauteur de 1oo™; ils ont
trouvé les nombres suivants :

Concentration
au fond. a la surface. Difterence.
fodure de cadmium.. ... 0,166 0,153 0,013
Nitrate de sodium....... 0,20 0,196 0,004
Sel marin............... 0,Ir 0,10g95 0,005
SUCre s covvivinnniinnaan 0,35 0,546 0,004

§ V. — Autre conséquence, analogue & la précédente.
Envisageons les égalités | Chap. 111, égalités (11))

ot ot 0%, 4
F:(Py}lu}*z,---,Hn)=§+95§+(1—~}11)d@1— Hzm*---~ Hnﬁ;’

- iq g o .

(43) Fﬁ(P:r"ivf"'Z:---1(“'")*’E+Pdp (115}1—[“‘(1—}"2)0—“-‘"'—' pnd[»'-n.,
............................................................................. H

0 0 0 o
Fu(M,m,---,an):C-fpd—g— md—il—— sz—i;—---+(l—9")ﬁ'

De la premiére, nous déduisons sans peine

oF oFy oF,
— Sy 8 438
oy 1 O H2 . dtn Un

= LA WL S -+ +-—07;—8
~9(696H1 BT 000, T g ops “")
e oy, S T
e I e L
: L] oy 92 ]
+|0— —— — Uy — —_—e—p——=—1]8
l,( H‘)dmduz FE@H% Hnd}‘-z"i‘u H
e i T P
‘ A S S "_“_C_]a
'T[(I ‘ul)dblldﬁn AT B s |

Les (n — 1) autres égalilés (43) nous fournissent (7 — 1) autres
égalités analogues.
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Considérons ces n égalités. Mulliplions les deux membres de
la premiére par 8y, les deux membres de la seconde par 8y, ...,
les deux membres de la derniére par St €l ajoutons membre &

’

membre les résullals obtenus; nous trouvons sans peine 'égalité

suivante
(552 Bt 2 B 2 ) 2
Dy S G, Stk G Btk ) S
s i+ 25, - 2 S} 8
(0—11.—1 1 ; 2 - d}.L,, hatl) M2
e e e
OF,.  dF oF,
(25 il o Olng
<dm R Sus + + i Hn) Sitn
. 9 . RL \ g .
= 2 (B )i 2 (St o+ o (B )2+ — - 8u; 8
gz )+ 5 (O) oy Cra 2 2 Gy, B o
iy
02 Z; 02 Jey o
+[ <P doops "y B opiop, T @DE) o
. 92y azc 0 02z 3
(oo~ Hamom o T Pra, dfln> fe
o e T T T T T T
‘ 0 0% 227 0?7 N o "
.T—<P dp*dp: i d{J-n. d{J-l ta ()}l-u dll-z T Hnm) 0{1';] (0H1+8H2+..-+6P”
Mais on a identiquement
Suy+ 8y 1o ..+ S, =o0.
1’égalité précédente peut donc s’écrire
aFy o ) oF, . g I, A n
‘ i (Gu:) T g, () dl* " (Bpn)? + Z(dw H;> Susdyy
(44) ¢ o7
[ = i e G5 G W,,)»MZW, s S

Or nous avons vu (Chap. I, §2) que la forme quadralique

bhomogéne
) ), 08
L% 2 90 Xy, + 2 Oy, 2 Oy,
R e i P Ot ? Oitn
12) 02( 0% o2
P2 ya . 22008y, 260y, V 200 y v
( —+ o T+ 3 I+ ..o+ du2 Yl +o a9y ’)~Y Y,

it
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dans laquelle X est une variable arbitraire, tandis que les variables
Y,, Y., ..., Y, sont liées par la relation Yo+ Yy + ...+ Y=o,
est une forme déterminée positive.

Dans cette forme (45), faisons

X =o,
Y, = 6}117 Y= a}i:, Y, = a.u-n,
ce qui est permis, puisque 'on a

S+ Bua 4. . .-+ Bp, = o,

et la forme (45) se réduira a
P P 0 N0
g t —=(0ue)2+. .. — 2 (9 2 - = SO ).
P[d};}(om) -+ 0}1.;( e ). ..+ (}H,!L(o‘x,,) -+ 22“){” oy Bu; OWJ
i

On a done

a2y 02¢ ot . . ar L.
a}%(b#l)"%m(s}-’ﬂ)i%—...%— dHE(OH")2+Z E LTHT;EMLI'OI.L/>O
i

et, par conséquent, en vertu de I'égalité (44),
JFy . oF,

ok O /[ oF: oF,
1 LIRS PP ¢ I el )2 ol LA S Sun s
dm(ap,) -+ dH!(G“g), + Wﬂ(ap )2+ 2 (de + ogi-)°“'8*‘f>°’
i

les quantités 8y, 8, ..., Sp, élant seulement assujetties & véri-
fier I'égalité
Sty 4 Spa 4. .. + S, = O.

D'ol la proposition sulvante :

La forme quadratigue

oF, oF, oF,, O/ dF; ab A
©) Y o ftyio Sty Z il ,) Y.V,
(46) ’)V'l i+ d(J-'L 3+ —+ ()Hn n \')P-j -+ 0}1[ Ly

dans laquelle les variables Y, Ya, ..., Y, sont lides seulement
par la relation

(47 Y+ Yo+ =Y, =

est une forme déterminée positive.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



90 P. DUHEM.

Cette proposition est tout & fait analogue 4 celle que nous avons
obtenue au paragraphe précédent; nous n’en ferons point usage;
elle n’a pour nous qu’un intérét historique et critique.

M. Gibbs a annoncé (*) que la condition de stabilité imposée
a I'équilibre d’'un mélange homogeéne exigeait que I'on eit les
inégalités
oF, ot oF,

—'—2>0, ceey 3 > 0.
i1

(48) T v

Si les variables Yy, Y,, -.., Y, n’étaient pas lides par |'éga-
lité (47), les inégalités (48) découleraient, en effet, de la con-
dition précédente; mais 'existence de I'égalité (47) ne permet pas
cette déduction.

Prenons, par exemple, le cas ou le mélange ne renferme que
deux substances; 1'égalité (47) se réduit alors a

Y1+Y2i0

et la forme (46) devient

2
i-

(dF, oF,  OF, aF,)
oy duz du,  dy

Pour qu’elle soit positive, il faut et il suffit que 'on ait
oF, oF, oF, oF,
N TH i
oy Oy Opg g

il n’est pas nécessaire, pour cela, que 'on ait

oF, OF,

- (o] — > 0.
()P*l> ) dHZ/

Le résultat énoncé par M. J. Willard Gibbs n’est donc pas dé-
montré; c¢'est, sans doute, une des rares inexactitudes que l'on
reléverait dans le bel Ouvrage du savant professeur.

(') J.-W. GiBBS, On the equilibrium, etc., p. 167, inégalités (167), (168), (169);
Thermodynamische Studien, p. 131, mémes inégalités.
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CHAPITRE VI.

LE MOUVEMENT DES FLUIDES MELANGES.

§ I. — Equations du mouvement de fluides mélangés.

Nous allons, dans ce Chapitre, nous occuper des mouvemenlts
que peuvent prendre divers fluides lorsqu'ils sont mélangés entre
eux. Nous ferons usage, pour metire ce probléme en équations,
d’une proposition fondamentale de Thermodynamique, qui con-
stitue une généralisation du principe de d’Alembert, et que nous
avons établie ailleurs (*); nous nous limiterons, d'ailleurs, au cas
ol les frottements sont nuls dans le systéme.

Voici quel est, dans ce cas, I’énoncé de la susdite proposition :

Prenons le systéme avee 1'état, les vitesses, les accélérations
qu’il posséde a Pinstant z; les forces exlérieures, les forces d’iner-
ue, la température en chaque point sont déterminées; donnons
au systéme une modification virtuelle; dans cette modification,
les forces extérieures cffectuent un Lravail d&,; les forces d'inertie
fournissent un travail d=; le potentiel thermodynamique interne
une variation 8¥; entre ces quantités, on a la relation

n dBs—+ dr — 3F = o.

Cette relation suppose essentiellement que, dans la modifi-
cation virtuelle, chaque point matériel, en changeant de place
ou d’état, a gardé une température invariable.

Calculons le travail dt des forces d'inertie.

Au point géométrique (z, ¥, z) se trouve, & I'instant £, un point
matériel de chacun des fluides 1, 2, ..., n. Le point du fluide ¢
qui se lrouve en (Z, ¥, ) & 'instant a une vitesse donl les compo-
santes sont u;, ¢;, w; ¢t une accélération dont les composantes
sont gy hiy ki

Le travail virtuel des forces d'inertie a pour valeur

i=n

N\ ~n ~
(2) d“c:—‘f2p5(5'105$—t-k58,-y—+— k;0:3) dv,

i=1

(') Commentaire aux principes de (o Thermodynamique, 3* Partie.
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On sail d’ailleurs que 'on a

o Owe o, Oue o our o O

\g“ ot TGy TGy TG

0o, ov; ov; oy;
(3) 1/1[:()—;+uzaj-+—v,-d—y’+wid?’,
( b= Ows ; . dw; U_dwl' N W_dw,-

VT e ox T oy ! 9z

Les égalités (2) et (3) donnent

] i=n

\ du; duy die; du;

de = . (; Oui O oun

\ f"“).?[ ot T %o +"‘oy+“"oz>°‘”
=1

. 0t ‘oz Loy ‘dz) ¢

dwi 0(Vi+ IdWi+ .Z’W,' -
—+ Wﬁ—u;*dx Vi d_)f Wy d; (3 |-

y

L'expression de ¢ diffitre légérement de l'expression donnée
au § IV da Chapitre 1T; en effet, en chague point, la fonction §
dépend de la température I' au méme point; dans les questions
d’équilibre, la température étant uniforme et constante, nous
avions pu laisser de coté cetle variable; il n'en est plus de méme
dans les questions relatives au mouvement.

L’égalité (53) du Chapitre 1l devra étre remplacée par I'égalité

~ 3 . / ()E dE ~ N
3 I:(p1+§>g+...+ p,,)%} — (E—e—pdjp—l) Bp1 + (5»;}0—92) Bpg+.ne
(3) ’

0%\ 4 ok o
+(£ ?'Pr)p )op,ﬁ—pﬁoT.

n
Mais, au point (z, ¥, z) ol, a U'instant inal de la modification
virtuelle, la température est (T - &T), se trouve un point matériel
de chacun des fluides 1, 2, ..., n. Chacun d’eux a, par hypo-
thése, été déplacé sans variation de température. Or le point ma-
tériel appartenant au fluide 7 avait, avant le déplacement, les
coordonnées

N o I
r—o;x, yYy—oy, &—0,3,

et sa lempérature ¢lait

T (“?x*{FB- BRLAS
T\ oy YT 57 %
Ou a donc
T. JT
r]T;—(EYFS,.I d—a, + lO‘:)
d ) 33
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Cette égalité doit avoir lieu quel que soil I'indice ¢; les déplace-
ments virtuels (8, z, 8, ¥, 8,3), (322, 82 ¥, 825), ..., (Bn 2, 8y, 6, %)

ne peuvent donc pas élre quelconques; ils doivent étre tels que
I'on ail en tout point

JT oT o JT
i o,x+6-c,_y+d—81z
= 821:4—‘31102}/—;—(”
(6) oz oy 03
oT o T
| = g OnT Sy z

Moycnnant ces conditions (6), I'égalité (5) peut s’écrire

»

. 0z . ot dT oT Jr
lprtoz b+ o)l = (‘EjLPdP;)Sﬂﬂ“de‘T\ F@"i}’-**d 015)

AW T , oT . 4T
T o, ‘°2+Pzﬁ P RV L P

Cette égalité, jointe aux égalités (54) du Chapitre 1I, permet

d'écrire
i=n
" ~ o% d(pid;x) d(p:S;¥)  0(p;8;m)
c¥F ———fdvz <E -+ 5;) [77% -+ “ay + \—‘-’T—J
i=1

ot (dTo. 0T, 9T, \|
+ Pi g ‘x-*—iiyo‘y+d; ,z)é
— S ek lcos(n;, 2) 8z + cos(ng, y) & + cos(ny, 2) 3z2) dS.

Une inlégration par parties transforme celle égalilé en
i=n

YRS ey o O 9 T,
7= ”’Z?"( o \" T Pag,) Tt aw | %7

: - 2/, , t gt oT Sov
gy \* " Pop; ) T 0T oy |V

_[2q 5y ot OT )

d3 *PJ;,}) JT a2 | %%

+S ot ot ‘ of
P .1()3 +‘idp +--.—1—Pn09’l‘)

0

\ < [cos(n;, z) 8z + cos(n;, y) 3y + cos(ng, 5) 53] dS.
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94 P. DUAEM.

En vertu des égalités (4), (7) et de Dégalité (47) du Chapitre II,
I’égalité (1) deviendra

-~ dE) o8 0T  duy s du; du; Oug
2 S A R T i s 'a’z’] %z
i=
05y , ot oT 9v; dv; dv; 60, .
+ Y- ( Pdo) daT oy ~ ot pu'@ B vid; —Wid—z—]oi-y
B} ot 0T odw; Ow; oy ow; j
+[Z‘ (E+Pdp>+ﬁ?§_—d?7u‘dz‘V'_dz—_wlﬁ_}a""g

ok 9% of
=Slrme g wodg o)
X [eos(n;, ) 8z + cos(nz y) By + cos(ny, 2)82] dS =y,
Dans cctte égalité, les quantités 3,2, 8y, 8,5 ne sont pas arbi-

traires; elles vérifient, en tout point du fluide, les égalités (6),
que 'on peut encore écrire

/dTS —+—dT8 +0Ta de 3 dTo

9z 1z T}’ 1y 9z 1% T gz uz——— nY — 5= 0al =0

d—TS x + ()TS , +6T8 d&TS x d——T‘o‘ 0T8 z=0
(6 bis) { oz ? oy 27 0z 2% T oz T Tyt T g T

AN TNPNELE SN CF SR L SRR L VI L S

gz 071 Won—l_)/ o5 Prm1E T oo n Ad; n,)’—gg nd =0

Dés lors, le calcul des variations nous apprend qu’il doit exis-
ter, & chaque instant ¢, (n — 1) fonctions de x, ¥, 5, diy day ooty
©n_1, telles que égalité (8) ait lieu identiquement aprés que 'on

a ajouté au premicr membre la quantité

i=n—1

oT oT 5 OT oT . T, JT
fdvzl{/i(ﬂsix—!:—d—folvv—f—gz&-z—d—xo,,x_7o,,_y d—v'a"z)

i=1

Ce théoréme, on le voit sans peine, peut cncore s’énoncer de la
maniére suivante :

7

1l doit exister n fonctions de x, y, 5, t, Yyy Yay «.., by lices
par la relation

(9) Y1+ da+...+ =0,

telles que I'égalité (8) ait lieu identiquement si I’on ajoute au
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. 09

premier membre la quantité

i=n
aT oT oT
(10) fdvKJ,-(E; o,-x—+—(5,~ J—»——Sz)
i=1
Ce théoréme entraine les propositions suivanles :

Dans un mélange de n fluides en mouvement, on a
1° En tout point de la surface du fluide,

dE o* - ()E N
) P (P’ Gp1 PO PGy, ) =
2° En tout point de la masse du fluide,
0 3 4 oT Odu; duy Ouy du;
Xi~ <5+ aﬁ*(n p,“f Pty i O il L

] d ot ot L oT  odv; 0v; dv; doy
(12) ¢ Y;—@<E+pb?i>+(ﬁ+—¢,>~—.7t — Ui 5= i a;-w,-—d—z

Ces égalités (12) vont nous conduire la définition de la pression
en un point pris & I'intérieur d’un mélange fluide en monvement.
Multiplions la premiére des égalités (r2) par p;dz, la seconde
par p;dy, la troisiéme par p;dz; répélons la méme opération
pour toutes-les valeurs 1, 2, ..., n de l'indice 7, et ajoutons
membre & membre loutes les égalités obtenues; nous trouvons

le résultat suivant

bl ()u, 0u; du; ou;
S (X s B — 0 — 2
=1
i=n
do; dv; dv; ov;
—J—d_yEp,-(Y,-/E—utE va——wl'd—z-)
i=1
e dw; ow; ow
+dz2‘p;< i"*"—‘lz dxl4via—yl—wi;—z')
(13) i=1

:n

ot T _g( d&)

B dm[Pﬁsg*EP‘m P op:
i—=1

]
v [ S (e i)
L --ds [Pji +Eoldz( dd%z)]
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96 P. DUHEM.
Posans [ Chap. V, égalité (8)],

ot ok oF
(14)  H(pq, ¢ ---,FMT):P(M 50 +P2j+---+an)'

Nous aurons évidemment

B 0T N 0 oz oH
EoT ox Zpldx< ‘dp,-)id;c’
i=1
0T '~ oF\ ol
5 9 £ %8
(13) ‘ pz)T EP: dy(s—kpdp,-) dy’

O 0T o 0 o on
2 T ;— (£ - = -
| P T vz + i g <’+ e dp:-) Jz
i=1

D’aprés I'égalité (11), en tout point de la surface du fluide, Ja
quantité H est égale a la pression; dés lors, nommons pression
en un point (x, v, z) de la masse du fluide la quantité I définie
par I'égalité .
(11 bis) 0= H(g1,pay++eypar T,

et les égalités (13) et (15) nous donneront les égalités

L= .
or - (x. du; e du; o ou; . Ou;
iz Pi PTG T M G 15;—“/1 P ’

i=1
O N 0 9 0 6

ua _ % ) . 0; . [ s v . v
(16) B;—Z pL<YLvW uz;; 7] W_WI d7>’
=1

1:7!
a1l N\ ow; dw; dw; dow;
9 = 2 F (Z TEE T Mgy Vg, Wil )

l*l

Revenons aux égalités (12).

Posons [ Chap. V, égalités (8)],

oz E3 02t
dor ~ dp;  © Opiog;”

(17) K=K =

Nous aurons

0] kN a2y dpg | e of 9*k \ dT
d—z—‘<£+ldp>—K“5£+Kmb;++K7—{—<f-—+—3 >———:

) oT =~ 7 9p,0T /) dz

oF dpy dpsy oo of 02t \ 0T

+ = Ky P Ky PP K, % : ) bt
(E P ) R Rt Ll i (dT Pap,-0T> oz

0 £\ 924 dpg 0o, of 0 \oT,
iz <‘E F .°i> =Ky PR K <JT+ Jps dT> s
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. q7

Moyennant ces égalités, les égalités (12) deviendront

_ doq 'dpz a8, 02k N\ aT
X'WK“%“—FKZL dz‘ +K/u-% ( Y — Pm)a
L L L
ot Mir Vg, TG
024 2 9on ( 1 02 )dT
Yi=Kpu-- +Kgi—— ...+ Ky | ° — — ) =
(1) ¢ : Yoy 2y ™ gy o ¥ do; 0T / dy
do; ov; duy '0();
gt T Miay TG ‘9
! 09:, 9o, /1 92f \ oT
I\u d +I\21 +.oo+ Kpr == c)z <P d— de;()T) 9z
dwi _dw; .d(»VL' .dwi
O T Ty TWIG

A ces Jn équations, joignons les n équations de continuité

dPL Pl 601 dPl - o(% T! d(VL'> =
- il

(19) -7 +uy-— +v LWy ow oy g

gt oz ‘oy "oz
et nous aurons un systéme de An équations anx dérivées par-
tielles du premier ordre entre les (4n 1) fonctions inconnues
piy Uiy viy wiy, T. Ce systéeme dépend, en outre, de n fonctions
. - ' ')’ - -
auziliaires 4y 4o, .. ., by, lides seulement par lo relation

(9) ¢1+q)2+...+¢n:0.

Pour achever la mise en équations du probléme, il faudra,
par des hypothéses accessoires :

1° Sedonner la forme de (n—1)des fonctions §y, by ooy s
2° Se donner une relation nouvelle entre les variables 04y U,
vi, wi, T,

§ II. — Cas ou la température du mélange est uniforme
ot constante.

L'ignorance o1 nous sommes relativement aux propriétés des
fonctions Yy, 42, ..., ¥, rend impossible, pour le moment, I'étude
générale des équations que nous venons d’oblenic. Cette étude, au
contraire, peut se poursuivre trés complétement dans le cas o les
mouvements des divers corps mélangés sont assez lents pour que
la température soit uniforme et constante.

Fac. de Lille. Tome III. — B.7
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98 r. DUHEM.

Si nous faisons cette hypothése et si nous supposons, en outre,
que la force X;, Y;, Z; admette une fonction potentielle V;, les
équations (12) prendront la forme

dui_f_u-‘iﬂ_{_ 'du,- W-du"* [/} : v,) —
ot b oz Py T Taa\F TPy, TV T
avy 0oy 00; do; a 3 .
(20) -d?+u,a+v,-}j4 w,()—z+ay(5+pf?i+vz);o,
ow; Owy 0wy owy 9 L3 A
;r—%lh;;*h;};—k o +dz( +p +\>—

ou encore, en vertu des égalités (12) du Chapitre 1II,

du; ou; du; a
%+u[d—u;+v,~d;+ ,(;;’—+——(F,+V)_o
do; av; dv; do; 9

(21) £+u;£+vi§;+wid—2'+—(F;+Vi)=0,
d ow; ow; 7}
—;—Vt—i+u,- ()Z’+v,-§ + o :V (F,+V,)—o

Ces équations ont exactement la méme forme que les équations
de 'Hydrodynamique d’un fluide unique, telles que les a don-
nées Euler; elles peuvent se traiter d'une maniére analogue; en
particulier, on pourra leur appliquer des transformations toutes
semblables a celles par lesquelles Sir W. Thomson démontre le
théoréme de Lagrange; on sera alors conduit & la proposition sui-
vante :

Unr certain espace est occupé par un mélange de fluides dont
chacun est en mouvement; chacun d’eux est soumis & un en-
semble de forces extérieures admettant une fonction poten-
tielle; les actions intérieures et les frottements sont nuls; en-
Jin LES MOUVEMENTS SONT ASSEZ LENTS POUR QUE LA TEMPERATURE
DU SYSTEME DEMEURE UNIFORME ET CONSTANTE.

Dans ces conditions, si les vitesses de l'un quelconque des
Sluides mélangés admettent un potentiel & un instant quel-
conque du mouvement, elles en admettent un pendant toute la
durée du mouvement; et cela, lors méme que les vitesses de
quelques-uns ou de tous les autres fluides n’en admettraient
pas.

Ainsi, un fluide dont les masses élémentaires sont anmimées de
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. 99

mouvements de rotation ne peut, en se diffusant dans un autre
fluide dont les masses élémentaires sont privées de mouvements
de rotation, communiquer de tels mouvements & ces derniéres.
Les équations (20) ont la méme forme que les équations hydro-
dynamiques d’Euler; il est aisé dc les transformer de maniére &
leur donnerla forme des équations hydrodynamiques de Lagrange.
A linstant initial £, un point matéricl apparienant an fluide ¢
se trouvait au point géométrique (a, b, ¢); a'instant ¢, il se trouve
au point géomeétrique (&, ¥y ;) et sa densité est p;; pour que les
lois du mouvement du systéme de température constante et uni-
forme soient connues, il faut et il suffit que 'on puisse, étant
donnés I'indice 7 du fluide, les coordonnées initiales a, &, ¢ et
I'instant ¢, calculer les coordonnées x;, ¥, 2; et la densité p;; les
intégrales des équations du mouvement doivent done étre de la
forme

z;= a;(a, b,c, t),

‘ yi=Bi(a, b, e, 1),

1 3 —Yi(a, b, c, ),

( or=Ri(a, b,c, t).

(22)

Les équations (20) se transforment aisément en

0%a; da; 02 3,‘ dﬁi dg“{i av; [} 0t
0t 9o " o2 da ot a(ﬁa(“?aa*“)
d’a,- (39!5 i p,' dgt dﬂyi d“{l /] dE
o o6 "o o6 T o b T ok (5 P,
d0la; da;  0%B; 93; | 0%y; ov; 0 ( ok
o7 3o T ar oo T o a5 Taw \E TP

I
o

(23) +V;

~
Il
)

+V;

~—
I
[

Sil'on observe que l'on a

0 0 oR oR R,
f—<g+p—_)=K,-r—1+K 4 K, O,

da 0p; da  9a " da
9 o oR, oR, oR
+ = Ky ot + Kig ooz ook K 2
(24) ()b (E Psz) 3 | db I\m ()b . K[n. db ’
0 0% oR, oRs R,
| a'c(5’*Pa)-““a—c‘+K“W+-'-*KMW’

on voit que les équations (23) nous fournissent 3n équations
aux dérivées partielles du second ordre entre les 42 fonctions in-
connues =;, 3;, v, B;; pour achever de déterminer ces fonctions,
nous adjoindrons aux équations (23) les n équations de con-
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100 P. DUHEX,

tinuité
d(p: Diy
(25) T T
dans lesquelles
(’11' de t)'lli
da da da
| om 0B oy
(26) Pi=\ G o6 b
da; L?a, av;
dc oec  oc

Nous aurons ainsi les équations de la diffusion isothérmique sous
une forme analogue 4 celle que Lagrange a donnée aux équations
de 'Hydrodynamique.

Il n’est plus possible d’appliquer une semblable transformation
aux équations de la diffusion dans le cas général ou la température
n’est pas uniforme et constante. 1l est bien vrai encore, dans ce
cas, que si ’on se donne I'indice ¢ d’un fluide et les coordonnées
@, b, ¢ d'un point de ce fluide 3 Uinstant initial, les lois du mou-
vement devront faire connaitre 'état de ce point a P'instant ¢, et,
en particulier,-sa température ; mais, si nous voulons exprimer ce
fait par une équation de la forme

T = 0;(a, b,c,t),
il faudra imposcr & nos fonctions §; la condition suivante :

Quels que soient lesindicesiet j, on a
9;(a,b,c,)=0;(a,b,c,t)
toutes les fois que l'on a
a;(a,b,c,t)y=a;(a,b,c,t),

31-(11, b, c,t)y= pj(“'; b, ¢, L),
vi(e, b,c,t)= Yj(a’: &, C', £).

Cette condition, qui exprime simplement que, en chaque point
géométrique (z, ¥, z), & chaque instant £, la température a une
valeur unique, parait fort difficile 4 introduire dans les calculs.

Si nous considérons les trois équations (24 ) relatives & 'un des
flaades que nous étudions, et I'équation (25) correspondante,
nous pourrons, par la méthode de Cauchy, en donner un systéme
d'intégrales premiéres; les résultats obtenus conduiront, suivant
la voie indiquée par G. Kirchhoff, aux théorémes fondamentaux
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DISSOLUTIONS ET MELANGES. 101

de M. H. von Helmholtz surla conservation des mouvements Lour-
billonnaires. Nous pourrons donc énoncer la proposition fonda-
mentale que voici :

Un certain espace est accupé par un mélange de fluides
dont chacun est en mouvement; chacun d’eux est soumis & un
ensemble de forces extérieures udmettant une fonciion poten-
tielle; les actions intérieures et les frottements sont nuls; en-
ﬁﬂ, LES MOUYVEMENTS SONT ASSEZ LENTS POUR QUE LA TEMPERATUHRE
DU SYSTEME DEMEURE UNIFORME ET CONSTANTE. Duns ces condi-
tions, on peut appliquer tous les théorémes sur la conservation
des mouvements tourbillonnaires au mouvement de chacunr des
fluides considéré isolément.

§ III. — Cas des gaz parfaits,

Dans les cas particuliers o1 les fluides mélangés sont des gaz
parfaits, I'indépendance des mouvements des divers fluides est
encore plus grande.

Dans ce cas, I'égalité (15) du Chapitre I nous donne immédia-
tement _

i=n
E= é.; o:[RTadog s+ 1:(T)l.
De 13 nous déduisons

i=n

0
ﬁi - 5152 p: [RTo;logp;:+ y:( T

i—1

— é [RT a:(1 +logp;) + . (T),
" N i=n
== 5 X el RTalogpee 1,(T)
b i=1
), RTa;
_Flz [RTG’l‘(I +loge:) + Xi(T)] -+ ?P—l— ’

025 N l:‘ﬂ
foge, = 5 D e [RTslogpit 0i(T))

i—1

— S TR logp) & ys(T) -+ KT+ Toge) & 1,(T)1

Dés lors, d’aprés la formule (17),

& o RTs % PR o Gz
= TP = e KT Ty ® Gpu00;
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102 P. DUHEM.
Les égalités (20) deviennent

%%—l—u;%—kv[%-&—wf%-%%{gg% f)“z]_i:o,

() | O O O v BT oo 0V,
ot oz oy 0z pi Oy oy ’
?—W—i—kuigﬂ—&—wi‘f[-{—wid—%' BTUiQ&—&—-%:O
ot oz ay 03 pr 03 03

Or les équations (27) sont précisément celles qui régleraient la
délente isothermique du gaz £, s'il existait seul a la place du
mélange. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Ur certain espace est occupé par un mélange de gaz par-
faits dont chacun est en mouvement; les actions intérieures et
les fl'ottements sont nuls; LES MOUVEMENTS SONT ASSEZ LENTS POUR
QUE LA TEMPERATURE DU SYSTEME DEMEURE UNIFORME ET CONSTANTE;
dans ces conditions, chacun des gaz se meut suivant les mémes
lois que s'il était isolé des auires.

§IV, — Propagation du son dans un mélange fluide.

La proposition que nous venons d’obtenir entraine la consé-
quence suivante :

St le son se propageait dans un mélange gazeux sans varia-
tion de température, chacun des gaz propagerait le son comme
s'll existail seul; en sorte que, & partir d'un centre d’ébranlement
unique, on ohserverait n ondes, dont chacune se propagerait avec
une vitesse particuliére.

L’expérience ne confirme pas cetle conclusion; en particulier,
dans l'air, on observe une seule vilesse de propagation du son, et
non pas deux vitesses, ['uncrelative 4 'oxygéne et I'autre & I'azote;
ce fait prouve, ce que 1'on sait déja étre vrai, que la propagation du
son n’est pas un phénomene isothermque.

Ce fait d’expérience que, dans un mélange d’'un nombre quel-
conque de fluides, le son se propage avec une vitesse unique, nous
améne 3 examiner une question dont nous allons,. tout d’abord,
indiquer I'énoncé :

Nous dirons que les n fluides qui forment un mélange sont ani-
més d’un mouvement commun lorsque nous aurons, en tout point
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DISSOLUTIONS BT MELANGES. 103

et @ toul instant,

Uy = Uy = o. = Up,
V1 = Vp = = Vg,
W= Wy=—...=W,.

Dans un tel mouvement, les points matériels des fluides
1, 2, +.sy Ity qui, & un instant donné ¢,, sont unis ensemble en un
méme point géométrique, sont aussi unis ensemble, A tout
instant £, en un méme poiat géométrique.

Dans un pareil mouvement, on peut considérer le systéme
découpé en éléments, chaque élément étant, pour toute la durée
du mouvement, formé par les mémes masses des fluides 1, 2, ..., n.
On peut alors parler de la quantité de chaleur dégagée, pendant
un élément de temps, par I'un dec ces éléments du systéme, tandis
que celte expression n’aurail aucum sens si les divers fluides
mélangés n’étaient pas animés d’un mouvement commun.

En particulier, on pourra admeltre que la quantité de chaleur
dégagée pendant chaque élément de temps par chacun des systémes
élémentaires est égale 4 zéro. Les fluides qui forment le mélange
seront alors animés d'un mouvement commun et adiabatique.

Nous allons prendre un fluide mixte dont les divers éléments
soient soustrails a 'action de toute force extérieure; ’élat naturel
de ce {luide sera alors un élat homogéne; noussupposerons qunne
perturbation quelconque y engendre un mouvement infiniment
petit et rous allons nous demander si les fluides mélangés
pourront étre animés d’un mouvement commun et adiabatique,
infiniment petit.

St un fluide, primitivement homogéne, éprouve un mouvement
infiniment petit, les quantités
ou; ou; du; ou;
oz’ 9y’ 9z’ 9’

dv[ dvi dv; dvt
9z’ ay’ 9z’ ar’

Wiy

Yy

ow; ow; ow; ow;
Wi, o=y

oz oy 0z’ ot
dPi 00i l)pl d?[

0.2" E! ;);7 *07’
oT 0T oT 4T

?

oz d__}; ez’ ot
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104 P. DUHEM.
ont des valeurs infiniment petites et nous pourrons, dans les équa-
tions, négliger les termes ou figure le carré de 'une de ces quan-
tités ou le produit de deux d’entre elles.

Les équations (12), ol nous supposons

X:=o, Y;=o, Z;=o,

euvent alors s'écrire
P

02f &\ 0T du;
Ky 2 Ky, =22 ., Rl R ) il L
g R G e Rt (f’ dp: OT pl) oz or O

dpl t)p ()26 q; oT oy
8 Ky~ K, Ky + =
(2 ) 1 ,}’ 2% T d_)/ -+ -+ d] +< P oT >d_}’ ot o,
p d 9 o2t q, dT duy
K,,M-f—Kiﬂ ‘.ﬁ = t =
! g T K g e (05T T o~ °
Les équations (1g) peuvent s’écrire
(20) dps o duy  do; | dwi\
ot TP\ Ty e )T

Les égalités (28), différentiées par rapport & ¢, nous dounent,
aprés suppression des termes infiniment petits du sccond ordre,

()2Pl d’p 020 dzE 4, o2 T 02 u;
K . on L2 Wil I
arar T K¥ ggar et K (odp,dT pl>d.z*dt+ at

. 9% py 9% py P pn PE G\ T ey
28 6 ¢ Ky; -+ ; i LR, _ T g
(28 bis) ¥ 5y ot %5 o “+..+ Ky {7 o (o Pi>t)_}”’f o

o2 02
K20 Lk, 2P 4K -(—)—Ef-f—(p

oz ot * 9z ot "oz o op:0T g

De méme, les égalités (29), différentiées par rapport a z, a y
ou a z donnent

o2p; 2 (()ui dv; dwi>
o e Al

ozor T o d_y+dz

. 0% p; 7 [ ou; de; ow;

(29 655) dydl_%olc?y(dx_’—@_{‘ufz')_‘o’
020; 0 [ou; op; oy

0z ot P’dz(d +@-+E)”°‘

Nous avons supposé seulement, jusqu'ici, que le mouvement
était Infiniment petil; suppoesons-le maintenant commun aux
divers fluides; les quantités w;, ¢;, w; auront des valeurs indé-
pendantes de l'indice 7; représentons ces valcurs par u, ¢, w.
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Les équations (28 bis) et (29 bis) nous donmeront alors les

équations

du  0dv dw
(p1 Kz pa Kgii-. +Pnan) d_,r‘*_"*‘;z‘ -+

oy

du  Odv dw
(30) (p1Kii+ paKoi+...+pn m) 0z+—+52 +(»—_

oy

du  de ow
(PiKu*T“P‘zKQL’*‘ = Pa m) (dz‘—i—_—‘—E)—*—(

a9y

Cherchons a introduire dans ces équations (30) la troisiéme
condition imposée au mouvemeni du mélange, celle d’étre adia-

batique.

Soit A la dilatation commune éprouvée, pendant le temps di,
par tous les fluides qui composent la masse dm du mélange. Soit
¢T la variation éprouvée, pendant le méme temps, par la tempé-
rature de la masse dm du mélange. Si la modification est adia-

batique, nous aurons [ Chap. V, égalité (13)]

02 02t

¢ B
3 Sm Py T s P g
G0 (p‘ dp 0T T PR ge T T T PR G T

= o

Mais nous aurons aussi | Chap. V, égalités (7)]

Por _8pa_  _ on

P1 2 Pr
en sorte que I'égalité (31) pourra s’écrire

ot 02t

. 02§
(32) m&l P Jm; 0T CP2+-- 5 dT +8on

Nous aurous, d'ailleurs,

oT?

N do; . .
ops = (—‘o—+u% +vdpf+wd»&) dt,

at oz oy

AT — <6T+uoT+ o .,
dat ox  Cdy

)dt

$; 02f
or P 00;0T
¥ 0%¢
or P opioT
[y 02
o P Gpi ot

’BT

;———EBT—O.

)
)3
)

ou, en négligeantles infiniment petits du troisiéme ordre,

do;
Qo= "%
Or‘l’— ot d[1
ST:d_T\dz
Jat
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02T
dy dy 6t
02T

dzdt

o?u
o
o%¢

0z T

02w

:0’

dez
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L’égalité (32) devient done

33 02t opy " a2t 92, 928 don 92t oT .
(33) 0p10T 0t 0pgoT ot 7T 0p, 0T ot ' dT% of
ou bien, en vertu des égalités (29),
of L, 9% o o Ju  ov  ow
30 100, 0T — P2 0g0T © P ot ) oz T oy T
! ( gt oT
oT? ot

Différentions cette égalité (34) par rapport & , ¥ ou z, en né-
gligeant les infiniment petits du second ordre, el nous trouverons

les égalités

ok N o2 . o2 o /ou ov ow 02 T
Pldp,dT> Pzdpng "'+p”dpndT, oz 8x+75’+52 T OT oot
(35 02t - g2t 4o 02 0 /ou oy ow gﬁE ()’T_
) (P apaT TPt T ot ) oy \Gs T ey T e ) Tom e
@r b BL \ 0 fou dp  dw\ o T
P op 0T P25, 0T On 96, 0T ) 9z \ox oy © dz) o1 gzoi "
Posons
Y o ( ot ot o )
Kot py Kart oo il w0 2 L, P
(36) prlpc Kt palurs +P"}‘"‘)a'1‘2+(99109,-d'r 4") P opsdT 2000 T Prge 1) |
02§ B
JT
et les équations (30) deviendront
A 2 [ou dv dw L 0%u
Rior\ox oy ez) oo
d /du do dw d2y
(37) reg (G iy v )~ =0
d (()u de ow NAw .
"5z \oz ay ' oz P2

Pour que de semblables égalités puissent avoir liew, ( faut
et ¢l suffit que A; ait une valeur indépendante de [’indice i.

Nous allons voir que cette condition, jointe 3 I'égalité

(9)

détermine |

1+ do+. ..+ dp=o0,

es fonctions ¢,
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Désignons par A la valeur, indépendante, ¢ de A;. Posons
ok 0 0
(14)  H{p,pae-pn T)=p (P‘T;i +925:—2 Hek P"o?i) .

En remplagant, dans les égalilés (36), les quantités K;; par
leurs valeurs déduites des égalités (17), on voit sans peine que
ces égalités (36) peuvent s’écrire

oH 9t oH o022 02t

1, dH
(38) P g 9T2 T OT GooT — 5 ¥ ar TP A g

Ajoutons membre & membre ces n égalités (38), en tenant
compte de I'égalité (9), et mous trouverons

gt N0 (ol 02 OH ot
(39) P o “EP’<0?,-W ﬁrmo'r)
i_:1

A élant déterminé par celte ¢égalité, les dgalités (38) nous font
connailtre les fonctions ¢y, $a, ..., 4,5 si nous posons

oH 0°t  OH o
r = (8 TS o
(4o) <dp; o T T dpidT>’

nous aurons
1 6H |
(41) o aT W= pr(Ji—3y) 4+ pa(di—1y) 4o v pa(Js— 10).

Sous cette forme, on voit clairement que
(9) ) R ]

Les égalités (41) déterminent donc la forme que doivent
avoir les fonctions Uy, Gy, «.., Yy, pour que les n fluides mé-

langés puissent étre animés d’un mouvement commun, infini-
ment petit et adiabatique.

Les équations qui déterminent les composantes d’un pareil
mouvement sont les équations (37), ot A; doit éire remplacé

par A.
Dans le cas ot il existe un potentiel desvitesses, @ (z, ¥, 3, t),
on a
oa 0o o
Ue=—-L, $=— = =— I
ox oy 03
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108 P. DUNRM.

et les égalités (37), 01 A; a une valeur indépendante de z, ¥, 7, ¢,
peuvent s'écrire

0 @2 9 g a pe
A — o — — L — — . _ T — . — 1) =
(42) 52 (AA or ) R (AA“? azz> = oz (AACP dtﬂ)

Si le fluide est en repos a 'infini, ces équations se transfor-
ment cn

(43) Adp— 2 =0

Nous avons vu (Chap. V, § II) que A, quantité cssenticl-
lement positive, était le quotient du coefficicnt de détente
adiabatique du mélange par la densité totale de ce mélange. L'éga-
lité (43) reproduit done I’équation bien connue des petits mou-
vements adiabatiques d’un fluide unique.

§ V. — Détermination des fonctions ;.

L’intérét de I'étude précédente consiste surtout en ce qu'elle
nous conduit & une hypothtése propre a déterminer les fone-
tions ({J[.

Nous avons vu que, pour qu'un mélange fluide piit présenter
un mouvement commun, infiniment petit et adiabatique, il fallait
que les fonctions §; eussent les valeurs déterminées par les éga-
Lités (40) et (41); nous sommes alors conduits & formuler I'mvro-
THESE suivante ;

Dans un mouvement quelcongue du mélange fluide, les

Jonctions &; sont déterminées par les égalités (40) et (41).

Dans les équations de¢ la diffusion, ¢; figure seulement dans
I’expression
W
ge " 09; 0T
Les égalités (40) et (41) nous donnent
oH /4y ot ) 62f /ol
4 _— —n =} = — = — — .
(49 oT (Pi P 0T ) = P g1 (dFi A>

Moyennant ces égalités (44), les équations (38); qui définis-
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sent d'ane manic¢re générale le mouvement de n fluides mélangés,

deviennent

/ 928
021 o, don JT? oll\ 0T
= j—— ;S e Ky == —_— —_—a— =
X; K“dw -+ Ky o e By pry +p ‘)l{ (A ()Pi)d-z'

oT

N du; duy - duy du

T or ' oz v gy R

92%

. 0% 3o, 0en o1z JH\ 9T
Y= Ky ot + Koy 22 4., ;e S (A— )
i O PR (A dp,-) Iy

(i8) 5T
L S AL L

di ‘o toy Oz’

otk

. 9p1 dps 0 or2 JH\ oT
Zy =Ky 52 4 Ky 522 L : — )=
e = Rugs Ka b K G+ 05 (A ()pi> %

aT
Owi 0% 0w Owi
‘ ot tow gy TG
avel
4 £
(17) Ky=Kg= 2o %, 0

i = 40
T 0p " 0py F opaopy’

ot of or
4 H cee = -2 = 3
(L}) (Ply P2, s Prs T) ¢l (P1 V)P‘ —+ p2 092 R ali <7 ) )1

Opn
i=n
o2k oIl a2t OH ot
3 R T R N\ (i el
(39) e opr A EP‘ (d\oi ot T o d’l‘)

i1

A ces équations, si 'on joint les équations de continuité

da; J ] J Ny 9 N
(19) ‘(;;+%(Put)+@(99z)+£(PWz)—0:

on aura un systéme de 42 équalions aux dérivées partielles du
premier ordre entre les ({2+ 1) fonctions inconnues de 2z, y,
3t

un Vi, wig o g L.

Pour achever la mise en équations du probléme, il faudra tou-
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110 P. DUHEM.

jours invoquer une nouvelle relation qui ne peut éire fournie par
la Thermodynamique.

Pour se rendre un compte exact de la portée des théories expo-
sées dans ce Chapitre, il est essenticl de se souvenir que Uon a
fait I'hypothése simplificatrice représentée par 1'égalité (12) du
Chapitre I, hypothése qui supprime les aclions inlérieures, et
qu’en outre on a suppos¢ nuls les frottements intéricurs. Ces hy-
pothéses ne sont certaincment pas toujours justifiées; elles ne le
sont sans doute pas dans le probleme classique de la diffusion des
sels dans un dissolvant.

CHAPITRE VII.
LES PHENOMENES D OSMOSE.
§ I. — Condition générale de 1’équilibre osmotique.

Deux volumes fluides ¢ et ¢/ sont séparés par une cloison C
(fig. 2). Le volume ¢ renferme certains fluides @, ..., /, pour

lesquels la cloison C est rigoureusement imperméable, et d’autres
fluides 1, ..., n pour lesquels la cloison C est perméable; de
méme, le volume ¢ renferme, outre les fluides 1, ..., n, cerlains
fluides o, ..., h pour lesquels la cloison C est imperméable.
Saient Mg, ..., M; les masses des fluides @, ..., { contenues
dans le volume ¢; soient My, ..., My les masses des fluides 2, ...,
) contenues dans le volume ¢’ ; sotent M, ..., M, les masses des
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corps 1, ..., n contenues dans le volume v; soient enfin M/,
M,, ..., M, les masses des mémes corps, contenues dans le vo-
lume ¢'; dans toute modification virtuelle du systéme, les égalités
suivantes devront éire respectées :

M, = const., ceey M; = const.,

(1) My = coust., o My = const,,

M; + M| = counst., - M, -+ M, = const.

Ces égalités peuvent encore s’éerire, en employant la notation

définie au Chapitre [, § V|

[ Pa dv = const., ..., f p; dv = const.,
e 4 .
(2) szx dv' = const., ... , / ox dv' = const.,
v oS

l/‘pldv—*—fp', do’' = const., ..., fpndv +fp',,dv’:const.,
o [4 4 v’

ou bien encore

I
°

f&pa dv — SsPa[cos(ni, z) 8z + cos(ng, y) 8y — cos(ny, 2) 82| dS

fam dv — Ss i [eas(n,, #) 3z + cos(ny, y) Sy +cos(ng, 3)82]dS =0,

14
fspa dv'— Ss,Pa[cos(n}, 2)% & + cos(nj, ¥)3 ¥ + cos(nj, 2)8' 5] dS' = q,
) ! 1 r r ’ 14 r__
fOPl dv' — bg?l lcos(n}, z) ¥z + cos(nj, y) 8 ¥+ cos(ny, 5)8' 2] d5'= o,

fam dv — Sspl [cos (n;, x) 8z —+ cos(ny, y) 8y —+ cos(ny, 2)8z]dS

+ | 89, dV'-S S,Pl [cos(n}, z)8'z + cos(ni, y) 8y 4 cos(n, z)8'z]d5" = o,
o

fapn dv — Ss 8 [cos (ny, @) 82 - cos(ni, ) 8y + cos(ny, 5) 82] dS

-+ /aFln dv'— SS'P'” [cos(n, ) @ + cos(n,y) 8y 4-cos(n}, 2)8'5] d8" = o.
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Nous supposerons que chacun des éléments dS de la surface $
est soumis & une force dont les compasantes sont

Pcos(P,z)dS, Pcos(P,y)dS, Pcos(P,z)dS;

que chacun des ¢léments d5 de la surface S’ est soumis a une
force dont les composantes sont
p

P'oos(P', 2)dS', Pcos(P,y)dS', Pleos(P’,z)dS’;

enfin, que chaque ¢lément de masse dM; du fluide 7 est soumis a
une force cxtéricure dont les composantes sont

X;dM;, Y:dM;, Z;dM,.

Ces hypothéses faites, nous allons chercher les conditions
d’équilibre du systtme.

Nous pourrons, en premier licu, imposer au systéme une mo-
dification virtuelle dans laquelle le volame ¢' demeure inaltéré
avec tous les fluides qu’il renferme; la considération d'une sem-
blable modification conduira & celle couclusion que le volume ¢
doit étre en équilibre de lui-méme. Reportons-nous & ce quia été
dit au Chapitre 1V, § II, et nous pourrons énoncer les proposi-

tions suivantes :

1° 1l existe des fonctions potentielles Vg, ..y Vg, Vi, o00,
V., telles que Uon ait, en tout point du volume ¢,

(6) X; dz + Yy dy + Zedz —— dV..
2° Il existe une quantité 11, jamais négative, uniforme, fi-
nie et continue en toul point du volume o, telle que lon ait
(7) padVa-t...pidVi+ 01 dVi .. .+ ppdVa—-dll = o.
3° Kn tout point de la surface S, on a

Peas(P, x)= M cos(n; x),
(8) Pcos(P,y)= Mcos(n;¥),
Pcos(P, 5)= W cos(ny, 5).

4° En tout point de la masse du fluide qui remplit le vo-
lume v, on a

ok 0% ok 0%
u—= —2 .. -2 RIS by -
(9) (p: doy T Pe g+ Pa o -+ Pldo,)
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5o En tout point de la masse du fluide qui remplit le vo-
lume v, on a

r r

. 0% ot
(10) Va+s+9(70 +Va= 0, cay \71‘*‘5*%?%;*-'71:0,
“a
. 0% . of
(r V1+E+FE + Y1 =0, N \,L»FE—kpaF—»ky,,zo,
b fn
Yay -+ -y Y03 Yis -« -y Ya €tant des constantes.

De méme, le volume ¢ doit étre en équilibre de lui-méme, ce

qui donne les conditions suivantes :

1° 1] existe des fonctions potentielles Vo, vy Vo, Vi, oon,y
V., telles que Uon ait, en tout point du volume ¢/,

(0 bus) Xide +Yidy +2;ds =—dV;.

2° Il existe une quancité I, jamais négative, uniforme, fi-
nrie el continue en lout point du volume o', telle que {’on ait

(7618) padVy+...--ppdVy+ o1 dV -+...+p,dV,+ dll'= o.
3 En tout pocnt de la surface S', on a

P'cos(P', z)=N"cos(n;, 2),
(8 bis) P cos(P', y)— II' cos(ni, ¥ ),
P’ cos(P’', )= 1l"cos(n;}, 2)-

4° E'n tout point du volume v, on u

(g bis) I'=2o' (o} oF d o 3 o oF
9 lb) =0 Pldp; +...+‘~J"(—)"c;+‘gd; —r—‘)\d‘gx

5 Ln tout point du volume ¢/, on a

. oF" , oF"
(10 bis) Vy+i+p'=> 4+ vy=o0, . V)\-+—E'—~p'*gf + =0,
Opg o),
. o L e
(1t bis) V,+E’%p'~s,— +yi=o, A Vot +o0 ,—E,~+~{;,,:o,
. ()Fl Ui’;n
Yy -1 Yiy Yor - -0 Yn €tant des constantes.

Ces résuliats obtenus, considérons Ia modification virtuelle la
plus générale du systéme, modificalion assunjettie seulement aux
conditions (3), (4) et (5); les conditions d’équilibre s’obtiendront

Fac. de Lille. Tome IIT. — B.8
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en exprimant que, pour une semblable modification, on a
(12) dE,— 85 — o.

Les égalités (6), (8), (6 bis) et (8 bis) montrent que le travail
dG, des forces extéricures peut s'exprimer de la maniére suivante ;

dcsp—f(va Som-t. vt Vgt Vi dai4 . Vadon)dy

+Sg(pa\’a+. Vit Vi 0,V — 1)

(s3) X [cos(ng, z) 8x + cos(ng, ) 8y + cos(n;, 5)8z] dS

1

—[(V18px+...——V)\7}p)\+ Vi 80 .V Bol) o’
Ay

+Sg-(p“V“+' e Vi o+ e, V.— 1)

x|cos(n),z) 8w +cos(n},y)8y +cos(n;,3)8z]ds.

D’autre part, on a

—S o [cos(ng, &) 82 + cos(n;, y) 8y + cos(n;, 3) 65 | dS
s

+/[d(p5)a%+“_+ ey, "(\",5)ap;+.__+’)(?,5’ag,',]dw
S doa dpy ' gy

— S o' eos(n}, #) 8>+ cos(n},y) ¥y -+cos(n},s)d's]ds.
.
Si 'on tient compte des égalités (g), (10), (11), (g bis), (10 bis),
(11 bis), on voit sans peine que les égalités (13) et (14) donnent

dGe— 8% = [(Yu 8oa—+...4 Y188/ Y10p1+. ..+ Yn Opa) dv

_,Ss(‘\{apa—}—_ . Y/P!+ Y1 1.t '{n‘sn)
x| cos(ng x) 8o + cos(ng y) 6y + cos(n, 2)85] dS
—6—‘/-(‘{1 Opa ..ot yx Spa—+ vy Bp) .. oY Bpn ) AV
o

—SSI(“{aPa—%- N YR A Ynen)

= [cas (), ) 8@+ cos(n}, y) 8 ¥ +cos(n}, 5) 8 a]d>
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ou bien, en vertu des égalités (3) et (4),
dBe— 33 zf(*(i 8p1 .. Yndga) dv

—Ss(z'1p1+...+ Ynln)

= [cos(n;, z) 3z + cos(ny, y) &y + cos(ny, 5) 851 dS

+f<~(a 85y eyl Bph)
;

=S, (vipiere el

< [cos(n}, )3z +cos(n},y) 'y + cos(n}, z)8'z]d8".

D’apreés I'égalité (12), cetle quantité doit 8tre égale & zéro, non
pas identiquement, mais seulement sous la condition que les éga-
lités (5) soient vérifiées; il doit donc exister n conslantes Gy, ...,
C,, telles que L'on ait identiquement

-/‘[(*{1—-(]1) 891 .. .+("{,1-—— C,,) Bpn] dv

v

—_SS[(Yl‘— Cl)Pi+- . +('Yn“‘ Cn)Fn]

< [cos(ng, ) 82 + cos(ng, ¥) 8y + cos(n;, 5)83] dS

+ [[<Y;~ C1) 8p4 4. +(vh— Ca) 3p, ] o’

— S, [ = Cps - — s

< [cos(n;, )8z +cos(n},y) 8y +cos(n},s)82]1dS" = o.

Pour que cette condition soit vérifige, il faut et il suffit que 'on
ait :

1° En tout point du volume v,
v1— Ciy, . Y= Cu;
2° En tout point du volume ¢/,
']’;: Cl, ey ‘Y,'.L: C,,.
Ces conditions peuvent encore s’¢écerire

,
(15) 1=, N Yu="au-
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Nous sommes ainsi amené & énoncer, de la maniére suivante, /a

condition générale de [’équilibre osmotique :

Soit ¢ Uindice de {’un des fluides pour lesquels la cloison
est perméable; d’un cété de la cloison, la quantité

. e
V,—+—E+p£
{

a, d'aprés les lois de {’équilibre des mélanges, une valeur
constante (

Yi); de Uawtre ¢été de la cloison, la quantité

a dgalement une valeur constante (—v;); ces deux valeurs
sont égales entre elles.

Telle est la condition qu'il esL nécessaire et suffisant de joindre
aux conditions qui expriment que les deux mélanges séparés par
la paroi sont isolément en équilibre, pour exprimer les conditions

. nécessaires ct suffisantes de 'équilibre du systeme.

De part et d’autre de la paroi peut se trouver un méme fluide
pour lequel la paroi ne soit pas perméable; par exemple, le fluide
« peut étre le méme que le fluide ¢; dans ce cas, les deux quanti-
Lés

of

I3
4

b

R

a &

. 4
Vot g oo

2~

auront bien deux valcurs constantes, (—~.), (—v,); mals ces
deux valeurs ne seront pas nécessairement égales entre elles.

Par des raisonnements semblables & ceux que nous avons expo-
sés au § IV du Chapilre 1V, on peut trailer aisément la stabilité
de I'équilibre de deux mélanges fluides séparés par une cloison
semi-perméable, du moins, dans le cas ol les parties déformables
des deux sorfaces S et S sont des surfaces libres; on ne trouve
pas d’autre condition que celles qui expriment la stabilité de
U’équilibre de chacun des deux mélanges que la cloison sépare,
ceux-ct étant constdérés tsolément,
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§ II. — Cas o les forces extérieures se réduisent
aux pressions extérieures.

Supposons que les diverses fonctions potentielles V; se rédui-
sent & des constantes que nous pourrons prendre égales 4 zéro. La
formule (7) nous montre que, dans toute I’étendue de la surface S
et du volume ¢, la pression IT a une méme valeur; les formules
(10) et (11) nous apprennent que, en tout point du volume v, le
mélange a la méme densité et la méme composition. De méme, In
formule (7 bis) nous montre que, dans toute ’étendue de la sur-
face §' et du volume ¢', la pression I a la méme valenr (qui peut
étre différente de II); les formules (10 bis) et (11 bis) nous ap-
prennent que, en tout point du volume ¢, le mélange a la méme
densité el la méme composition.

Les égalités (11), (x1 bis) et (15) nous montrent que I'on doit
avoir, dans ce cas,

ok ot

I 11 ,
e oo T F e

(6)y e s
|4 , div

Ces égalilés peuvent encore se metlre sous une autre forme. Les
D

égalités (12) du Chapitre I1I donnent

! d
E+o ac% =F; (Mg, ..., My My, ..., M, T, T),
60/ T S e R ,
ok
E+ lo d; :Fﬂ(l“a, vy ]“17 1\’11, . ',MI‘H H: T)
n
et aussi
ot ; ; 17 ’ *
B P'(FE'; = (Mg, .15 My, My, ..., Mg, I, T),
(13 BES)  § veeeeamn e s
i ar . ’ r i
i g pf 5:7 — F (Mg, *. -, My, MYy, ..., M, U, T),
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Dés lors, les égalités (16) peuvent s’écrire

| T3 (Ma cesy My My ety Mo T T = (Mot oy Mo MYy ML LT,

Fou( Mg, ooy Mz, My, ooy My, 11, T ) == 65 (Mo, .0y My, M5, .0y M), I, T).

De part et d’autre de la cloison, une substance pour laguelle
la cloison est perméable doit avoir des fonctions polentielles
thermodynamiques de méme valeur. Clest sous cette forme que
M. Gibbs (*) a donné les conditions de ’équilibre osmotique.

L'importance de ces conditions est telle, que nous allons en
donner une démonstration directe.

Le volume ¢ renferme un mélange homogéne composé des
masses Mg, ..., My, My, ..., M, des luides @, ooy £, 1, oouy 15
il est soumis & la pression extérieure II qui en assure I'équilibre
hydrostatique; le volume ¢’ renferme un mélange homogéne com-
posé des masses My, ..., My, M, ..., M des [luides a, ..., &, 1, ...,
n; il est soumis & la pression extérieure I’ qui en assure I'équi-
Libre hydrostatique.

Si 'homogénéité des deux mél;mges est maintenue, si les denx
pressions Il et II sont constantes, le systéme admettra un poten-
tiel thermodynamique total

(19) o =F+F Uy W
Mais on a, d’aprés les définitions posées au Chapitre III,

Foallo =5(Mg,....,M, M, ...,M,, 1T
L) 9 Y ? 7 7,

(’ZO) I & . 3
[ §a- U =5 (Mg, o.., My, M, ..., M, T, T).

Ces égalités (1g) et (20) donnent

(= 5M,, ..., M, M, ..., M, 1, T)

(21) 1 8 (M e, My, M}, .., ML, U, T).

Imaginons que des masses infiniment petites des corps 1, ..

"y
n traversent la cloison; cherchons la variation subic par ®; cette
variation A® aura pour valeur

(22) AP = 8P+ - 32 ...,

N

(*) 1.-W. GiBBS, On the equilibrium of heterogeneous substances, p. 138.
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avec
(23) b= %;-1 SMy ..+ 5\’1)',, M, - %‘%am; +. 0\1)' M,

[ S0~ S:ﬁ(am,)ﬁ+ *o;?;z(éM,,)ﬂjw ()1\;} ;)M M, 3M;
(0 +§;1‘?2’(a‘\1;)2f. dM,,,(o\I Yo Zm et BN BM

\
Mais on a nécessairement

M, + 8M}| = o,

M, + oM;, = o;

on a, en outre, par définition,

o5 a3

Fr= “_," P F— <
YToem, T Fa oM,
a8 : %'
Fr — Z¢ - O L
1T oMy’ © Y=

Les égalités (23) et (24) peuvent done s’écrire
(23 bis) 3 — (Fy— F,)8M; - .. (Fp— F,)3M,,

02 5 0 a2 5 oz 85
82 = 2 ? (% AW
* <0W - 0\1’2) A v oz ) M)

4 2K N e s
w2 24 ( oM, oM, oM, d\l’)OM‘ M-

Nous obtiendrons les condilions d’équilibre du systéme en écri-
vant que 8 cst égal & zéro, quelles que soient les quantités
oMy, ..., 8M,,; nous retrouvons ainsi les conditions (18).

Pour que I'équilibre du systéme soit stable, il faut et il suffit
que 8*® soit positif quels que soient &M, ..., sM, (du moins
tant que 'on considére sculement des modifications qui conser-
vent Chomogénéité et la densité des denx mélanges); nous obte-
noas donc cette condition de stabilité : -

(24 bis)

La forme quadratique
Fors o% 25 0k
T 90 NXe 4 (O Ty xe
‘ (am; - o»;z> L (dM,‘i - oMLZ) "

(23) < o I
.. 1( 02‘)7 , ,,di‘)_,>\',-‘{-
o ;2‘ VoM oM; T oMy aMy ) T
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ot la somme E s'étend & toutes les combinaisons distincles des

q
indices 1, ..., n, deuzx & deuz, est une forme définic posi-

tive.

Il est aisé de voir que cetle condilion est réaliséc lorsque la
stabilité de chacun des deux mélanges ¢ et ¢’ est isolément as-
surée.

En effet, la stabilité du mélange ¢ exige (Chap. V, §IV) que lu
forme quadratique

T x4 2D xe ‘) 2
oMz 2+ -+ X} + X +.

1y 5 92
oM} oM

26 s
(26) 025

O 02h
g2 X 2‘ I XX,
FOMz T o oM TR
\ i

ot la sommez s’étend A toutes les combinaisons distinctes des
i

indices @, ..., I, 1, ..., n, deux & deux, soit une forme défi-

nie positive. La stabilité du mélange ¢’ exige que la forme qua-

dratique

2 8 ey 5 2 285

oM3 Xat PN oM

(‘) 9 02‘ .
"“d\"’X -2 211)'\] ang; i X

X3

(26 bis) “:

ou la somme}: s’étend & toutes les combinaisons distinctes des
i

indices &, ..., &, 1, ..., n, deux a deux, soit une forme définie

positive.

Or, il suffit, dans la forme (26), de faire
Xa=o0, P X;=o0;
duns la forme (27), de faire
Xy = 0, . Xp=o,

et d’ajouter ensemble les résultats obtenus, pour reproduire la
forme (25), qui ne peut ainsi manquer d'éire une forme définie
positive.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DISSOLUTIONS ET MELANGES. 1921

La condition relalive a la forme (25), que nous venons d’énon-
cer, offre un intérét; elle permet d’établir la condition impor-
tanle, relative & un mélange homogeéne, que nous avons donnée
au § IV du Chapitre V, sans qu’il soit nécessaire de passer par les
théorémes que nous avons établis au Chapitre 1V.

Considérons, en eflct, deux mélanges identiques formés par les
fluides 1, 2, ..., n; chacun d’cux renferme les masses M,, M,, ...,
M, des fluides 1, 2, ..., n; chacun d’eux est en équilibre sous la
pression 11, & la température T. Ces deux mélanges sont séparés
par une cloison perméable & tous les fluides 1, 2, ..., n; 1l est
évident, soit @ priori, soit d'aprés les égalités (18), qu’un sem-
blable systéme est en équilibre ; admetions que cel équilibre est
siable; alors la forme (23) scra une forme définie positive; mais,
dans le cas qul nous occupe, nous avons

5 = 5’ - 5(1\11) y[‘A‘.v SRR 1\’1,‘, IT, T)

La forme (23) devient doune

()2f) dr) . d() dzl ,-
’[owx*dw"\* omz X +Eamdm "Jv

et nous obtenons cette condition :

La forme quadratique

9B o Dy, *5 < M xox.
g M oMy Xi+ o+ i *\'””2 oM, N
i

est une forme définie positive.

C'est la condition établie au § IV du Chapitre V.

§ III. — Probléme de M. J.-H. Van’t Hoff,

Au lieu de considérer, comme M. J. Willard Gibbs, le probléme
général que nous avons examiné au paragraphe précédent, M. Van't
Hoft' s’cst borné a examen d’un cas plus particulier de Péqui-
libre osmotique, mais ce cas particulier a une grande imporiance
pour la théorte des dissolutlions.

Le volume ¢’ ne renferme qu’un seul fluide 1 (nous le nomme-
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rons le dissolvant); le volume v renferme, outre le fluide 1, un
autre fluide 2 (nous le nommerans le corps dissous); la cloison
qui sépare ces deux volumes, perméable pour le fluide 1, est im-
perméable pour le fluide ».

La fonection F', ne dépend que des variables H’et T; désignons-
la conformement la notation que nous avons adoptee dans de

o R , . M, :
précédents Mémoires, par W', (I, T); posons s = M, Les condi-
tions (18) se réduiront ici & la seule égalité
(27) Fo(s, U, T) = W', (11, T).

Cherchons & bien marquer le sens physique de cette égalité.
Un vase (fig. 3) est partagé en deux capacités, ¢ et ¢/, par une

Fig. 3.

cloison MM, perméable a I'eau, mais imperméable & un certain
el; la capacité o' est remplic d’ean pure; la capacité ¢ est rem-
plie d’une dissolution du sel considéré. Chacune des capacités ¢
el ¢ est, en outre, fermée par un piston: P} pour la capacité v,
P pour la capacité ¢'. L’expérience montre que le piston PQ
étant soumis, en chaque point, a la pression H, I"équilibre n’est
établi entre 'can pure et la dissolution que lersque 'on applique
en chaque point du piston P'Q’ une pression I, différente de II.
Il résulte de Pégalité (27) que la pression U dépend de la
presston U, de la température, de la nature du sel dissous, de
la concentration de la dissolution, mais qu’elle est indépen-
dante de la forme du vase, de la forme et de la nature du
diaphragme. :
La pression W qu’il faut faire subir @ {’eaw pure pour la
maintenir en équilibre osmotique o la température 'l avec une
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dissolution soumise & lapression West la pression pour laquelle
la fonction potentielle de U'eau pure devient égale & la fonc-
tion potentielle de Ueau au sein de la dissolution.

L’égalité (27) peut s’éerire

' oW, (=, T)
(28) W (I, T) —F, (s, “’T):Lfn, I()l’ﬂ' dw
Or une propriété bien connue du potentiel thermodynamique

donne
W, (3, T)

- =u(w,T),

u(w, T) étant le volume spécifique de ’eau pure sous la pression
w, & la température T ; I'égalité (28) pourra donc s’écrire

)i
(29) U, (I, T — Fy (s, 11, 1‘):f u(w, T) dw.
1

Lorsque la concentration s se réduit a zéro, la dissolution de-
vient identique au dissolvant pur; en sorte que I'on a

‘Fyl (Hr T) = Fl (01 1, T)

et que I'égalité (29) peut s’derire

. 1T
f 9k (S I, T) ds ‘—‘f/‘ u(w, T) dw.
JIL

Or nous savons (Chap. V, §1V) que la quantité % est essen-

tiellement négative; le premier membre est donc essentiellement
positif et croissant avec s; pour qu’il en soit de méme du second,
ol u(w, T) est essentiellement positif, il faut que II soit supéricur
a ' et croisse avece s; alnsi done la pression W a lagquelle il faut
soumetire une dissolution saline pour la maintenir en équi-~
libre avec eau pure est toujours supérieure a la pression IV
que supporte Ueauw pure; elle croit avec la concentration de la
dissolution.

Toutes les formules qui précédent sont des formules rigou-
reuses ; négligeons maintenant la compressibilité de 1’eau, et nous
parviendrons 4 un résultat intéressant.

Dauns ce cas, cn eflet, nous pourrons, dans l'intégrale gui ren-
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ferme 1'égalité (29), regarder u(w, T') comme une quantité indé-
pendante de ©; nous la désignerons par «(T), u(T) élant ainsi
le volume spécifique de I'eau pure a la température T ; I'égalité (29)
deviendra

(30) w(TY(Il — ') — W, (I, T)— Fy(s, 0, T}.

La différence (IT — ') est ce que M. J.-H. Van’t Hoff nomme la
pression osmotique; Uégalité (30) peut s’énoncer ainsi :

La pression osmotique, évalude en colonne d’eaw a la lem-
pérature de Uexpérience et multipliée par Uintensité de la pe-
santeur, mesure la différence qui existe, & cette température,
enire la fonction polentielle de Ueaw pure et la fonction po-
tentielle de ['eau au sein de la dissolution, toutes deux étant
prises sous la pression que supporte la dissolution.

L’eau pure, élant, dans deux expériences, soumise a la pres-
sion II', se trouve en équilibre, dans ces deux expériences, avee
deux dissolutions aqueuses de deux sels différents; s élant la
concentration de la premiére et § la concentration de la seconde,
on trouve que, pour les maintenir en équilibre avec I'eau pure,
on lear doit appliquer une méme pression 11; deux telles disso-
Iutions sont dites dissolutions isotoniques.

Désignons par Iy (s, I, T) la fonction potentielle de 'eau au
scin de la premiére dissolution et par &, (8, 11, 1) lu fonction po-
tentielle de ’eau au sein de la seconde dissolution. Nous aurons,
en vertu de I'égalité (27),

FI(S, 1I, T): IIJ‘"(H" T)! ”ifl(sv I, T): 1[_911(”77 T)r
el, par conséquent,
(31) Fi(s, U, T)=F;(8, 1, T}

Alnsi, au sein de deux dissolutions isotonigues, sous la pres-
sion commune qu’elles supportent, la fonction potentielle du
dissolvant commun a la méme valeur.

Ces divers théoré¢mes montrent & quel point 'étude des pres-
sions qui assurent U'équilibre osmotique entre unc dissolulion et
un dissolvant pur, séparés par une cloison semi-pcrméable, don-
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nent un sens concret aux fonctions polentielles thermodyna-
miques; ils sont le lien entre la proposition générale donnée par
M. Gibbs et rappelée au paragraphe précédent, et les nombreuses
applications imaginées par M. J.-H. Van’t Hoff; nous examine-

rons ces applicalions dans un autre Mémoire.

§ IV. — L'expérience de Dutrochet.

Nous terminerons cette étude des phénomeénes d'osmose par
I'étude de la célébre expérience de Dutrochet.
Une cuve V (fig. 4) renferme le dissolvant pur; un osmomdtre

H H'

O renferme une dissolution; il est ferm¢é par un diaphragme MM’
perméable au dissolvant, mais imperméable au corps dissous.
Pour que 'équilibre s’établisse, il faut que le liquide atteigne dans
losmométre un niveau AB différent du niveau CD du dissolvant
pur que renferme la cuve; quelles sont les lois qui réglent cette
différence de niveau? CVest ce que nous nous proposons de re-
chercher ici.

Les formules générales établies au § I nous fournissent avec
une remarquable simplicité la solution de cette question.

SoiL V la fonction potenticlle des forces agissantes; au sein du
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dissolvant pur, nous aurons

(32) VA+Ti(ow,T)+y1=o0,

et au sein de la dissolulion, nous aurons

(33) V+Fi(s,w, T)+y1=o0,

v: représentant, dans les denx cas, la méme constante.

Soit z la distance d'un poinl & un plan horizontal arbitraire HH
(fig- 4); soit g Vintensité de la pesanteur; au point considérg,
nous pourrons prendre

(3{) V—=ga.

Soit 7' la distance du nivean AB de 1’cau dans la cuve au plan HIT;
soit I la pression extérieure en chaque point de la surface AB;
Pégalité (32), appliquée & un point de la surface AB, donnera

(32 bir) gL+ Wi (II', T)+ v; = 0.

Scit Z la distance du niveau CD de la dissolution dans 'osmo-
métre au plan HI; soit S la concentration de la dissolution en un
point du niveau CD; soit Il la pression extérieure cn un point de
la surface CD; Dégalité (33), appliquée en un point de la sur
face CD, donnera

(33 bis) gL+ Fi(S, 1, T)+ y; = o.
Des égalités (32 bis) et (33 bis), on déduit
30 g —Z2Yy="9(I', T)— F(S, 0, T)

La différence des niveaur dans ’osmométre et dans la cuve,
multipliée par Uintensité de la pesanteur, mesure Uexcés de la
Jonction potenticlle de Ueaw pure & la surface de la cuve sur
la fonction potentielle de Uecau, dans la dissolution, au point
le plus élevé de ['osmométre.

Dans le cas ol 'expérience est faite dans lair, la différence
(11— 1I") est peu considérable; Pégalité (34) peut s'écrire sensi-

blement
g(z - Z’): lI}‘/l(rrl 1‘)_~ FI(S’ I, 'F)s
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ou, en remarquant que

1If’l(Ha T): F1(07 o, T),

ds.

§
, "2 oFy (s, 1, T
(L —71)=— / 1(69,'_)

g

JF . P .
Or nous savons que d—’ est essentiellement négauf; s¢ done la
§

pression extérieure a sensiblement la méme valeur au niveau
du liguide dans la cuve et au niveau du liguide dans 'osmo-
métre, le liquide sera moins élevé dans la cuve que dans [’osmo-
mélre.

Plus généralement, les deux pressions 11 et 11’ étant quelconques,

I'égalité (34) pourra s’écrire
m

g (% — z');f u(m, T) dw = W, (II, T)— Fy(S, I, T)
(35) . )
:_[ oF, (S‘,H T)ds‘.
Side la différence des niveaux du liquide dans ['osmométre
et dans la cuve, on retranche la hauteur de la colonne du dis-
solvant qui mesure l'excés de la pression a la surface de la
cuve sur la pression au point oit le liguide affleure dans {’os-
mométre, on obtient une différence toujours positive.

Cette différence, multiplide par Uintensité de la pesanteur,
mesure, sous la pression qui régne au sommet de l’osmométre,
Pexces de la fonction potentielle de l'eau pure sur la fonction
potentielle de [’eau dans une dissolution aussi concenlrée que
celle qui forme la couche supérieure de 'osmométre.

St lon néglige la compressibilité du dissolvant pur, cette
différence repréesente la pression osmotique relative & la dis-
solution qui forme la couche la plus élevée dans {’osmomeétre

Si I'on négligeait la variation que la concentration de la disso-
lution éprouve par 'effet de la pesanteur, S pourrait étre regardé
comme la valear de la concentration en un point guelconque de
Posmométre. Nous verrons, dans un prochain Mémoire, que I'on
peut déterminer, au moius d’'une maniére approximative, la va-

oF o~
leur de - ' eL, partant, au moyen de la formule (35), calculer la
ds Y
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hauteur & laquelle la dissolution monte dans 'osmométre lors-
qu'on s¢ donne la nature de la dissolution et sa concentration S
au mveau supériear; pour les dissolutions de moyenne concentra-
tion, cette hauteur est extrémement grande; dés lors, on est en
droit de se demander s'il est permis de négliger I'action que la pe-
santcur exerce sur la concentration de la dissolution.

Pour éclaircir ce point, nous allons chercher la relation qui
existe entre la concentration S au point d’affleurement dans I'osmo-
mélre et la concentration moyenne X de la dissolution. Cette
derniére est définic comme le rapport de la masse totale M, de sel
a la masse totale M, d’ean que renferme 'osmomeéire.

Au point (z, ¥, 5) se trouve, dans 'osmométre, un élément de
volnme dy et de masse totale g dv; il renferme une masse d’eau

€l une masse (18 sel

On a done

€l, par conséquent,

(38) g:vl,l—g__
], —edv
NAREK)

Nous supposerons que la concentration varie assez lentement
lorsqu’on s’¢léve dans la dissolution pour que le développement
en série de s par rapport i z puisse sc limiler au premier terme;

. . ds
au méme degré d’approximation, - aura une valeur constante;

cette valeur constante, qui doit étre négative (Chap. V,§1V), sera
désignée par (— K); en outre, nous supposerons négligeables Tes
termes de Vordre de K2 ou de I'ordre du produit de K par la com-
pressibilité de la dissolution.

NO“S aurons

(37) s= 8+ K(Z—=z).
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Moyennant l'égalité (37) et les approximations admises, nous

f]ﬁj—-iq ols,w, T)do = S[
+KZJ. I—T—Sp(s,m,T)dv

-
— Kfz

Cette égalité, comparée & I'égalité (36), donne

: fﬁ(*‘;jf)dv
=8+ KL—K .

fpis'“’v%:'
I+ S

Mais les approximations admises nous permettent d’écrire

/'P“H’j T ae K'/.zdv

{39) '[D(ijsr)d = TZ

C étant Ja hautear, au-dessus du niveau origine HH’, du centre de
’ 8 s

aurons

! < g(s,w, T)dv

[

! 5 o(s,w, T)do.

(38)

— Kr
= K,

gravité du volume oceupé par la dissolution.
Les égalités (38) et (3g) donnent
(40} I +8+K(Z—-0).

Cette ¢égalité (40) nous apprend en premier licu qu'au degré
d'approximation employé ici, le niveau oi le liqguide a la con-
traction moyenne ¥ est le niveau du centre de gravité du vo-
lume que la dissolution occupe dans Losmométre.

Nous avons vu (Chap. V, § IV) que 'on pouvait calculer ap-

. . ' ds .
proximativement la valenr de K = —- =. Cette valeur est, en gé-

dz
néral, fort petite; mais, ici, clle est multipliée par la différence
7 — 7 qui est, en général, trés grande; aussi la différence (2 — §)
n’est-elle pas négligeable.
Cherchons la relation qui existe entre (Z — Z/) el la concentra-
tion moyenne X. _
Fac. de Lille. Tome IIT. — B.g
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Nous avons [ Chap. 111, égalité (16)],

O, T) | Ok m, T)

ds os o

Nous avons aussi [Chap. V, égalité (42)]

dF,(s,w,T) ds = — (14 5) ig(ci{’l) All.
ds os

Nous avons enfin
1

dll = — QT(T,‘G?Tj gdz
Ces wrois ¢galités donnent
¢ do (s, , T)
OF (s, m,T) ,° s )
(41) e ds =— gs(1+s) “ale @, T) ds.
Or Végalité (34) peut s’éerire
S OF (5,1, T)
gL —12')=— f S s = W (N, T — Fy(3, 1L, T)
/3

ou bien, en vertu de I'égalité (41),
¥4

g(L —1") :g[ s(145) %logc(s,m, T)dz-+ W, (', T) —-F, (Z,1, T).

S

g 0 e . .
La quantité s(1+4-s) s logs(s,m,T) a un signe constant; 1l
existe donc une valeur ' de s, comprise enire X et S, telle que
I'on ait
z

./. s(i1+s) % loga(s,m, T)ds =(Z —7)X 1+ X') 5;1, loga(2, &, T).
4 33

La compressibilité du liquide élant aégligée, nous pouvons,
dans l'expression de (%, », T), laisser de coté la variable w; alors
I'ecnsemble des deux égalités précédentes donnera

J .
g (=) 20Ty g e, T)

= W, (I, T)— F (X, 1, T).
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Le terme
J

oz’

gL—020 -+ 5" logs(2, T)
peut étre, sans erreur sensible, remplacé par
0 .
§(L—UT(+3) S loga(2, T)
et nous trouvons alors la relation suivante enlre la hauteur Z que

ladissolution atteint dans I'osmomeétre et la concentration moyenne
¥ de la dissolution.

2
g[Z—Z')+(Z g).\_l(l%-.l)ﬁloga(z,T)J

(42)
=W, (Il', T) — F, (£, 11, T).

La hauteur a laguelle monte, dans un osmométre, une dis-
solution de concentration movexye donnée ne dépend pas seu-
lement de cette concentration et des pressions exercées sur le
liguide dans "osmométre et dans la cuve; elle dépend encore,
par la variable 3, de la forme de osmomeétre et de la profon-
deur a laquelle il est immergé.

On parviendrait immédiatement & la relation (42), sil'on cher-
chait la condition d’égqnilibre entre le liquide de la cuve et le
liquide de Posmométre, en négligeant la compressibilité de ces
liguides et en supposant que la dissolution contenue dans ’osmo-
melre est hom()g(‘ene.

Dans ce cas, en effet, on voit sans peine que le systéme admet,
pour potentiel thermedynamique total, la quantité

® = M [W, (1, T)+ g2 T+ H(My, My I, T) - (M; + My) g2,

' étant la hautenr au-dessus du plan HH' du centre de gravité du

volame que 'eau occupe dans la cuve.

St une masse d’eau &M, passe de la cuve dans I'osmométre, @

. .o - .
¢prouve une varialion od; si I'on remarque que

J .
Fu(z, i, 1) = - SO0, My, 1, T),
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on trouve sans peinc

(43) 30 = [T (5,1, T)— Wi (I, T) — g(L'— )] 8M; + (M, + My) g 3L,

vC:fzdv

(44) b oL = (Z—7)dv

Mais I'égalité

nous donne

D’autre part,
v (M + My)a(2, T),
en sorte que

. ‘ J s T % o
Sov;‘ [s(z,T)+(le+Mz> T )om ] T

(43) ( - [5(Z,T)——2(1+2) dq(ﬁ—‘l M.

Les égalités (44) et (45) donnent

(M, + M,) 32 = (Z —~t_)|:1— 2(14 %)
Moyennant cette égalité, 1’égalité (43) devient

[ 20— [w, 1) W (I, T) + g(Z— Z')
SR dlogo(x,T
g(L—T)u(1+x) 08 "‘“"( )] 3M,.

On obtiendra la condition d’équilibre en égalant cette quantité

a »éro, ce qui redonnera, comme nous l'avions annoncé, I'éga-

lité (42).

ERRATA.

Page 52, égalité (4); ajouter au second membre le terme

e Qv Ao [y % 2y [V 22 4

0 d ) iz 0%
Y '
Page 52, égalité (3); retrancher le méme terme au second membre.

x [ cos(ng @) 8z + cos{ng, y) 8y + cos{ g, z) 82 ) dS.
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Page 54, égalité (13); retrancher le méme terme au premier
membre ; ajouter au second membre le terme

§ 9(pit1) d(pp) o d(pm1) 5
+3 Yi[’aT’BHST’)V+%°=}

P .
-+ Y2 [d(pﬁ-z) Sz + (S;E) gy + 0(5;2) Oz]

dJd
i b et terraa et m et n s
d( lJ-n)m 0 Y )a d( a)n
-f—*(,L[fSTOI—*——(S;‘)oy—%— —%—lcz]

x [cos(n;, ) 8z + cos(ny, ¥) 8y + cos(n;, &) 8z dS.
Page 53, égalité (19); ajouter au second membre le terme
Y [d(gin)y (o) 4 A{puy)
RN LAY LN LR NN .
+b[ o z —+ oy ay - 0s 03z
" x [vos(ni, ) 8z + cos(ns, ¥) 8y + cos(ny, 2) 33 ] dS.
Page 53, égalités (20); ajouter au second terme de la premiére de

ces égalités le terme précédent, et au second membre de chacune des
autres tn terme analogue.

Page 56, égalité (21); du premier membre, retrancher le terme
précédert.

Page %, égalilé (23); au premier membre, ajouter le terme
YTy 9p 6(p!)l ) F0p 9(p0)] 5 90 9(p)] s
S o o (e I
x [os(ng, ) 3% + cos(ng,y) 8y -+ cos(ng, 2) 85| dS.
Page 65, 6galité (46); ajouter au second membre le terme
S , d(eE)] [/ dp J91 o 091 o
S! [\1+ 091]<H8z+aoy+ﬁoz>

d(pk 9 g
“+ [ [y + i“(J‘):I <—d‘3: Sz v 9% 8y + 922 3)

dps dr ay - s )

T ettt eie et i e,
v d( ok 09, o 00, 005 &
- t\’ﬂ+ —;;;)jl (535, -+ -dif Y+ dﬁzﬁ oz)

x [os(n, )8z -t-cos(ng y) 8y + cos(ng, 5)8z]dS.

5 L .
Page 66, égailé (47); retrancher du second membre le méme
terme,

Page 67, égalié (50); retrancher du premier membre le méme
lterme; ajouter aufacteur entre [}, qui figure au second membre, le
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terme
~ /09 o 0G; o 09¢ >
— ' oy 4+ - — 03
b (d.z: oF+ ay v 03

. < [cos (s, &) 82 -+ cos{ng, ) By -~ cos(ny, z)8s] dS.

Page 67, égalité (52); ajouter au premier membre le terme précé-

dent.

= gRe—
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