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AVANT-PROPOS 

Ces leçons ont pour but d'initier les curieux de choses 

savantes à l'étude du Calcul des Probabilites et de leurs 

applications. 

Elles ne prétendent point épuiser le sujet, mais simplement 

permettre l'ktude des grands Ouvrages. 

Parmi ces Ouvrages, j'ai indiqué, à la fin de chaque Cha- 
pitre, ceux dont la lecture me parait pouvoir conduire le plus 

rapidenicnt au dela de ces leçons. 

On trouvera la liste des principaux Mémoires originaux 

concernant le Calcul des Probabilités dans l'édition fran- 

çaise de I'EncycZop~die des Sciences mathématiques. 

J'ai donc touché A tout, et plutôt lègèrement, cherchant 

surtout la clarté, nie bornant le plus souvent refondre les 

O u ~ r a g e s  des nombreux auteurs qui ont écrit sur le sujet, 

énoncant parfois les résultats sans les dhmontrer. 

QI et  lii, cependant, j'ai développé quelques apercus per- 

sonnels, dont la plupart ont fait l'objet d'études spèciales, 

publièes soit dans les revues mathérriatiyues, soit dans les 

revues de Philosophie. 

Car le Calcul des Prohabilités louche par ses bases à la 

Philosopliie pure, comme chacune des branches des Matlié- 

matiques. 

Le mathbmaticien, pliilosophe A ses h~ i i res ,  définit, con- 

forniément au sens commun, le hasard et la pro1)abilité; e t  
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V I  AVANT-PIIOPOS. 

par les maycns qui lui sont propres, il étudie la probabilitib, 

ce que ne saurait faire le pliilosophe. 

Celui-ci, à son tour, partira des résu1l;its acquis par le 

mathCiiiaticicn pour d i f i e r  ilne t l ih r i e  logique du hasard .. . . 
Ainsi s'entr'aident, et  sans allusion de ma part 1 l 'alkgoric 

de l'avcuglc e t  du  paralytique, les diverses cat6goiies de  

penseurs qui se sont donrié cornme but de nous révbler 

l'Arne liumainc et en elle-rnilme e t  dans ses relations avec le 

iiionde extérieur. 
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LEÇONS ELEMENTAIRES 
SUR LE 

CALCUL DES PROBABILITÉS. 

INTRODUCTION. 

DEFINITION LOGIQUE D U  HASARD ( '). 

1.  J7ai donné, au Congrès de Philosophie de Genève de 1904, 
une définition d u  hasard qui me parait a la fois logique et  nou- 
velle. 

Une théorie du hasard, très en faveur autrefois, mais désuète 
aujourd'hui, veut que le liasard ne soit qu'un m o t  dû à riotre igno- 

rance. Elle se trouve en germe dans les écrits de Laplace. Elle 
confère au hasard un c;iractère purement subjectif, elle le nie : 
c'est, pourrail-on dire, une théorie facile du sujet. 

Une autre théorie, qui a trouvé son expression la plus nette 
dans les écrits de  Renouvier, fait dériver le hasard de I'interven- 
tion des Commencements absolrrs dans la chaîne des événements 
autrement soumis au déterminisme. Cette théorie est en contra- 
diction absolue avec celle de Cournot, qui a voulu concilier le 
hasard et le détermiriisrne. 

A mon sens, ces théories, comme la plupart des théories philo- 
sophiques anciennes, ont le tort de s'appuyer sur des idées géné- 
rales a priori, pliit6t que sur des faits. 

Les faits qne nous ne po~ivons rattacher par voie de causalité à 
d'autres faits bien dhfinis éveillent en nous le septirnent do 

( 1 )  Voir divers articles de  M .  R.  DE M O N T E S S U S  : IP Congrès international de 
Philosophie, Genève, 1904, p .  688 ( e t ,  A c e  propos, Encyclopédie des Sciences 
mathémntiques, t .  1, vol. IV, fasc. 1, p. 1, Paris, 1906, et Revue de  Me'taphy- 
sique et de Morale, 1905, p. 109). - Revue de Lille, 1906. - Revue du  Mois, 
I9'37. 

DE M. I 
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hasard. Ce s e n t i m e ~ t  disparaît. ou siibsisle selon q u e  certains 
faits apparaissent ou non comme antécédents d e  ceux-ci. 

Voici une  urne ne renfermant q u e  des boules noires. Vais-je 
tirer une boiile noire ou une boule blanche? dis-je à un spectateur 
persuadé que l 'urne renferme des boules noires e t  des boules 
blanches. J e  tire une boule, elle est noire; elle ne peut être que  
noire, et c e p e n d a n ~  le spectateur bprouve le sentiment du  hasard. 
Ce sentiment disparaît. si je lui montre que  l'urne n e  renferme que 

des boules noires. Si l'urne renferme des boules blanches et des 
boules noires, identiques sauf quant  à la couleur, qu'un aveugle 
tire une boiile blanche, le sentiment du hasard s'éveille encore, et  

ici il subsiste, quoi qiie je puisse faire. 
L e  sentiment d e  hasard est complexe. O n  l'a confondu avec 

d'autres sentiments, l'étonnement par  exemple. O n  a voulu à tort 
le faire dériver de l'ignorance. C'est qu'on a perdu d e  vue ce prin- 
cipe, qui  doit être la base de  toute é tude  du  hasard : le hasard 
concernant les événements, son étude doit ê t re  hasée sur  l'étude 
expérimentale des événemenis, et  non su r  des idées a priori. 

Ici, comme ailleurs, la  Métaphysiqiie ne  peut aller que  de  la 

réalité aux  concepts, e t  non pas des concepts à la réalité. 
Partant  d e  ce  principe, je me demanderai tout d'abord quels 

sont les caraclères expérimentaux immédiats des événements dus 

a u  hasard ; de là, je conclurai à la nature métaphysique des évé- 
nements dus au  hasard : j e  pourrai alors donner une définition 

logique di1 hasard. 

2. Voici une urne renfermant I O O  boules blanches e t  roo boules 
noires mélangées; sauf la couleur, ces boules sont e n  tout  seni- 
blahles. U n  aveugle tire une boule, la remet, mélange les boules, 
tire une  nouvelle boule, la remet, mélange encore les boules, e t  

ainsi de suite. 
E h  bien,  c'est un  fait d'expérience, le rapport du  nombre tolal 

des boules tirées au nombre  des boules blanches exlraites de I'urne 
diffère d'autant moins, en  général, d u  nombre deux que le 

nombre des tirages est pliis grand.  A chaque nouveau t.irage, ce 
rapport  se rapproche pour l'ordinaire du  nombre deux, les cas où 
il s'en éloigne étant  de  beaucoup les moins nombreux. 
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INTRODUCTION. - DÉFINITION LOGIQUE D U  HASARD. 3 

Autrement dit ,  le rapport   end vers deux quand le nombre des 
tirages croit, mais il tend irrégulièrement vers deux.  

J'examine la statislique d e  la population des 36000 communes 
d e  France et, dans cette statistique, j e  considère les cliiffres de  
dizaines. J e  constate ici encore que  le rapport d u  nombre de ces 
chig'res au nombre de ceux d'entre eux qui sont pairs tend 
vers deux à mesure que j'avance dans d'étude de la statis- 
tique. 

J e  me promène à Paris, moi, provincial. J e  rencontre sur  le 
boulevard un ancien camarade d e  collège, provincial lui-même. 
Quel hasard! Puis-je m e  considérer comme étant dans les condi- 
tions de  tout à l 'heure, bien qu'ayant en  vue un seul événemeii t e t  
n o n  pas une  collection d'événements? Sans doute, e t  je  m'ex- 
plique. 

Deux personnes habitent la même maison e t  traversent l'une 
e t  l'autre un grand nombre  d e  fois chaque jour la même pièce. 

C'est un fait d'expérience que  sur  I an, 2 ans d'observation, 
le rapport  d u  nombre des traversées au nombre des rencontres 
non préméditées tend vers uiie limite, irrégulière men^ d'ail- 

leurs. 
Si deux individus h a b i t e n ~  la même commune, mais en 'dehors  

d u  boiirg, le rapport d u  nombre de leurs voyages au bourg a u  
nombre de  leurs rencont,res non préméditées au bourg tendra 
aussi  vers une limite, irrégulièrement encore, pourvu qu'un 
nombre d'années assez grand entre en jeu. 

Si le chiffre de la vie moyenne n e  suffisait pas à vérifier la loi, 
b'examen du nombre de  rencontres mutuelles de IOO individus 
habitant  la coinmune, ayant à peu près la même condition sociale, 
al lant  fréquemment au bourg, la justifierait. 

Ainsi, dans ces suites d'événements, certain rapport  tend irré- 
gulièrement vers certaine limite. Cette limite était de z ans dans 
les deux premiers exemples. Si l'urne avait renfermé I O ooo boules 
blanches, 10000 boules rouges e t  ~ o o o o  noires, le rapport  d u  
nombre  total des boules tirées au  nombre  des boules blanches 
extraites d e  l'urne eû t  lendu irrégulièrement vers le nombre trois. 

Si  l'on regarde les tirages comme constituant une  classe d'6vé- 
nements ,  e t  l'arrivée d e  boules blanches, noires, rouges, comme 
constituant des catégories d'événements, on  constate ainsi que  l e  
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rapport  du nombre total d'événements d e  la classe (nombre  des 
boules ~ i r é e s )  au nombre d'événements de  l'une des catégories 
(nombre  d e  houles blanches extrailes de  l 'urne) tend irrégulière- 
ment  vers une limite. D e  même pour la statistique des popula- 
tions, où la classe des chiffres comprendra la categorie des chiffres 
pairs e t  la catégorie des chiffres impairs, d e  même encore pour  les 

rencontres non préméditées des deux amis, la catégorie des ren- 
contres et  la catégorie des non-rencontres formant ensemble une 
classe. 

3. L e  fait d'expérience en  question s'énoncera : 

Certains événements ciyanb u n  cnrnctère commun et, pour 
cette raison, constituant une claose, mais d i 'drant  à certains 
points de vue, ce qui permet de les partager en catégories 
bien déjnies, donnent lieu à cette remarque que le rapport du  
nombre total d'événements de l'une des catégories tend irré- 
gulièrement vers une limite déterminée q uand le nombre 
d'événements considérés devient de plus en plus grand. 

D e  tels événements, considérés comme dé6nis par leur classc e t  

leur catégorie, sont dits procéder d u  hasard. 

Ces événements éveillent en. nous le sentiment de hasard, et 
rien ne peut faire disparattre le sentiment de hasard qu'ils 
éveillent en nous : c'est un fait d'expérience. 

C'est un fait d'expérience aussi que  tout événement éveillant en 
nous l e  sentiment de  hasard donne lieu a la remarque en q~ ies t ion  
s'il ne  peut ètre rattaché par voie d e  causalité à quelqiie fait bien 
défini. 

Nous voici donc en possession des caractères expérimentaux 
iiiimédiats, des événemen~s dns au hasard. 

II. 

4. J e  vais nie poser ici deux questions : 
Ponrquoi le rapport  du noinhre d'événements d e  la classe au  

nombre d'événements d e  la catégorie tend-il vers une  limite? 
I'ourqiioi tend-il irrégulièrement vers la l imite? 
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J e  conclurai de là a la nature métaphysique des événements 
dus au hasard. 

Revenons à 17iirne où sont en nombre égal les boules blanches 
et les bonles noires et ou, aprés chaque tirage, on remet la boule 
tirée. La question de la couleur n'est rien à L'aveugle qui tire les 
boules; blanche ou noire, c'est tout un pour lui. II n'y a donc 
aucnne relation entre les causes qui font tomber sur telle ou telle 
boule la main de l'aveugle et la couleur de cette boule. 

Pour  les chiffres de la colonne des dizaines des populations des 
communes de France, il n'y a aucune relation entre la place 
qu'occupe telle commune dans la statistique et la qiiestiori de 
parité ou de non-parité di1 chiffre des dizaines de  sa population. 

Semblablement aussi pour la question des rencontres : la ren- 
contre est non prémkditée, c'est entendu; elle n'a rien à voir avec 
le motif ayant déterminé le voyage. 

Ici e t  là ,  nous sommes en présence de  classes de phénomènes, 
boules blanches et  noires, chiffres pairs et impairs, rencontres ou 

non-rencontres, divisées en catPgories : catégorie de boules 
blanches e t  catégorie de boules noires, catégorie de chiffres pairs 
ou impairs, catégorie des rencontres et catkgorie des non-ren- 
coi] tres. 

Ici e t  là, les causes rangeant tel événement dans telle catégorie, 
geste de l'aveugle, question d'ordre, motit'propre du voyage, sont 
saiis relations aucunes avec les caractères dislinctif's de cette caté- 
gorie. 

C'est en vertu de l'absence de telles relations que le rapport du 
nombre total d'événements de la classe au nombre d'événements 
de l'une des catégories tend vers une limite délerminée e t  que 
réciproquement, si le même rapport tend vers une limite déter- 
minée, il y a absence de telles relations. Je n'énonce pas un apho- 
risme, je fais une constatation. Je  sais en effet, par expérience, que 
deux cas seulement peuvent se présenter : ou bien le rapport 
tend vers une limite déterminée, ou bien il a une valeur immuable. 
E t  ce second cas est toujours l'indice assuré d'une relation bien 
définie enlre les causes rangeant tel événement dans telle catégorie 
et les caractères distinctifs de cette catégorie. 

Cons~atation encore en ce qui concerne la seconde question : 
pourquoi le rapport du nombre total d'événements de certaines 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



classes au nombre d'événements dt: l 'une de.< catégories tend-iI 
irrégulièrement vers la l imite? 

Parce que  l'ordre d'apparition des événements n'a pas d'in- 
fliience immédiate sur  le genre de  leurs catégories. 

L'aveugle a tiré un cerlain nombre de  boules blanches e t  u n  
certain nombre de  boules noires d e  I'uriie e t ,  aussitôt tirées, les 
a remises dans I'iiriie : le rapport dii nombre total des boules 
tirées au nombre des boules blanches extraites de l'urne est sans 
influence immédiate sui. le tirage siiiv9nt. 

J e  calcule, pour  la population des mille premières communes d e  
France, le rapport  du nombre iooo ail nombre des chiffres pairs 
de  la colonne des diziiiies : ce r,ipport n 'a aucune influen :e iiiiiné- 

diate su r  la population de  la coinmiine qlii vient au rang ioo i  d e  
la slat;stique. 

Semblablement pour les rencontres : les rencontres effectuées 
snnt, sau.prémédi t~t ion,  sans influence sur  les rencontres à 
venlr. 

Dans aucun des cas é~i id iés ,  il n'exisie donc de relation iininé- 
diate ent re  les rapports successifs du  nombre d'évdnements d e  la 
classe au nomhre d'événements d e  telle ou telle c a l é p r i e  de  la 
classe. 

Ainsi, d'une part, dans les événements dus  ail hasard, l ' o rd re  
d'apparition des événements d'une niêine classe n'a aucune  
influence immédiate sur  le genre de  leurs catégories, e t ,  d'aiitre 
part, il n'y-a ancune relation entre les caractères distinctif's d e  la 

catégorie e t  les causes détermiriantes de la cat6gorie. 

III. 

8. L e  signe dis t inc~if  immédiat d'événements dus au hasard'est 

que : de tels événemrnts étant parta,gés en classrs et ces classrs 
en catégories, le rwpport du nombre totul d'événenzents de la 
classe au nom b1.e total d'éuénernent.~ de I' unr quelconque des 
cnkgories tende irrégulièrement vers une litnite dc'~c~.nzinée, 
quand le n o m b r ~  d'événem~nts corzsidérk drvient de plus en 
D lz~s grand. 

J'ai choisi à dessein l'exemple t,ypique de  la slii~istiqiie de  la 
population des communes d e  France.  
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6. M. Lechalas me demande ( l )  si, à mon sens, les chiffres 
3 1 4  r 59265, du nombre TC, se succèdent au hasard? 

Je n'en sais rien. Ils ont le caractère de chiffres se succédant au 
hasard, M. 1,echalas l'a montré, mais i l  se peut que ce caractére 
ne  rdponde pas à la réalité. II se peut qu'il existe une loi faisan1 
dépendre chaque chiffre di1 précédent ou des précédents. 

A propos de faits déterminés, il sera donc des cas où l'on 
pourra afirmer le hasard (statistique des communes) ou seule- 
ment le supposer (chiffres du nombre x ) .  Mais il nous suffit pour 
définir le hasard en soi, conirne je vais le faire, de savoir qu'il 
existe des cas où le signe distinctif immédiat ou nécessaire du 
hasard correspond à ce sentiment de hasard que tous nous con- 
naissons e t  à u n  sentiment de hasard que rien ne peut faire dispa- 
raître. 

Je  reviens au signe dis~inctif  immédiat indiqué plus haut, signe 
distinctif qui caractérise le hasard, signe qui d'ailleurs n'est pas 
absolu. 

La raison d'étre d'un tel caractère est que, dans les événements 
dus au hasard, il n'y a aucune relation bien d6finie entre les carac- 
tères distinctifs de la catégorie et  la cause déterminant la caté- 
gorie; aucun lien bien défini, non pliis, entre les caractères dis- 
tinctik des catégories e t  l'ordre d'apparition des événements. 

E t  c'est ici le lieu de  nous demander : Qu'est-ce que le 
hasard ? 

La réponse est prévue : 

Étant donné que certains événements ont un caractère 
commun et, pour cette raison, constituent une classe, mais 
diflèrent à certains points de vue, ce qui permet de les ranger 
en catégories bien dé$nies, le hasard consiste dans l'absence 
de relations bien définies entre les causes rangeant tel événe- 
ment de telle classe dans telle catégorie et les caractères dis- 
tinctifs de cette catégorie. 

7. Le Calcul des Probabilités a pour objet l'étude de la fré- 
quence relative des événements dont l'arrivée dépend d u  hasard. 

Le Calcul des Probabilités, tel que nous l'exposons ici, ne 

( '  ) Revue de Métaphysique e t  de Mor.ale ([oc. c i t . ) .  
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nécessite pas des connaissaiices maihématiques très Ctendues. 
Sauf quelques points, en très petit nombre, les Mathématiques 
spéciales suffisent au lecteur. A supposer même qu'il  connaisse 
seulement les MathCrnatiques élémentaires, le rappel que  iiotis 
allons faire de  c e r ~ a i n e s  notions suppléeront à son défaut d'érudi- 

t ion .  Il n'aura plus qu'à admettre çà e t  là qiielques résultats. 

A consulter : Revue d e  Métaphys ique e t  d e  Morale ,  no\enibre 190% 
et janvier 1906. 
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RAPPEL DE NOTIONS GÉNÉRALES. 

1. - ANALYSE COMBINATOIRE. 

8. Arrangements, permutations simples, combinaisons. - 
i U  Soient m objels a ,  6 ,  c, . .., 1, différents les uns des autres. 
Considérons l'ensemble des groupes formés avec p qnelconques de 
ces objets, chaque objet figurant une fois seulement dans chaque 
groupe. 

Ces groupes, qui peuvent différer entre eux soit par la nature, 
soit par l'ordre des objets (ainsi trois objets a, b, c donnent lieu 
aux groupes deux à deux ab ,  bu, ac ,  C a ,  bc, cb), s'appellent 
arrangements  p à p  des m objets. 

Le nombre A:, des arrangements de m objets p à p est donné 
par la formule 

au  Les arrangeincnts de m objets m à m s'appellent permuta-  
tions (pei.mutatioris de trois objets a, b, c : abc, acb, cba, cab, 
bca, bac). 

Le uombre P m  des permiitations de m objets est donné par la 
forinule 

P , , , = m ( m - i )  ... 3.2 .1 .  

ivota. - On éciit souvent 

1.2.3 ...( m - i ) m = m !  (on remplace O! par 1 ) ;  

dans ces conditions 
Pm= m ! .  

3" Les groupes formés avec rn objets p à p, abstraction faite 
d e  l 'ordre de  leurs lettres (par exemple ab ,  ac ,  cb, où ba est 
éliminé comme identique à ab ,  de mème ca,  cb comme respecti- 
vement identiques à ac ,  bc), s'appellent combinaisons de m ob- 
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jets p à p. Ces combinaisons sont  en  nombre 

m(m-1) (m-  2 )  ...( m - p  + I )  - - m !  

P! P ! ( m - p ) ! '  

9. Si, dans les arrangements, per~nii tal ions,  conibinaisons, les 
mênies lettres peuvent figurer plusieurs fois (exemple : a u ,  a b ,  
b a ,  66, . . .), les groupes considérés prennent respectivement les 
noms d7ar ra l zgement s  avec répéti t ion,  p e r m u t a t i o n s  avec  répé- 
ti t ion,  combinaisons  avec  répét i t ion .  

Les nombres A:: d'arrangements avec répétition, P',,, d e  perinu- 
tations avec répétition, Cg de combinaisons avec répétition, sont 

10. NOUS rencontrerons souvent le produit des m premiers 
nombres entiers. 011 peul soit le calculer directement (cela devient 
impraticable dès que m dépasse IO) ,  soit l'évaluer au moyen des 

Tables de la fonction r [r(m + 1) = m! pour  m entier], soit se 

baser su r  la double inégalité 
-Pm+ 2- 

\/L7Cmmnze-fn<m!<)/21rmmfne '2m, 

où .ir = 3 ,  14 I 59.. . designe le rapport de  la circonférence à son 

diamètre, le = 2,7  i S... repr4senie la base des logarithmes népé- 
riens. 

Cette double inégalité permet d'écrire : 

1CI tendant vers I qiiand m croil indéfiniment;  
- 

m! N (tend vers) 4 2  x m mrn e-rll, 

quand m croît indéfiniment. 
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III. - INTEGRALES DEPINIES SIMPLES. 

11. Considérons une courbe (C) e t  deux axes rectaiigulaires O z l  
O y  tracés dans son plan. Entre l'abscisse OA= x e l  I'or- 

Fig. I 

donnée AB =y  d'un point qnelconqiie B de la courbe existe une 

qui est l 'équation de la courbe. Par  eremplé, si O z  est l'axe 
d'une parabole et si Oy  est la tangente au sommet de  cette courbe, 

P la relation est y2= 2px1 où - est la dislance du sommet au foyer. 

Avant divisé PQ en lin certain nombre de parties égales PP,, 
PI P,, . . ., et mené les ordonnées P, M i ,  P2M2, . . ., l'aire MNPQ 
est la limite de la somme des trapèzes PMM, P I ,  P, M,M2P2,  
P,M,NQ quand le uoinbredes points de  division P,, Pz, . . . croit 

indéfiniment. 
Si PP, = P, P, =. . .= Ax, la somme d e  ces trapèzes a pour 

expression 

O 11 

( P M  x P P l + P 1 M 1 x  P I P p +  ...)+( M M l H , + M l M t H q +  ...), 

ce qu'on écrit 
s = O P  

Z y A z + ( M M l H i + M l M 2 H i + .  .) 
x = OP, 
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12 CALCUL DES PROBABILLTES. 

Quand le nombre des divisions d e  PQ croît indéfinimenl, la 

somme des lriangles MM, HI, Ml M2H2, . . . terid vers zéro, OP,, 
OP 

tend vers OQ, et  la soniine des trapèzes y A x  tend vers une 2 
op, 

limite qu'on écrit 

e t  que les règles du Calcul intégral permeltent de  calculer. 
Ce tle limite est une intégrale définie simple. 
Dans l e  cas d e  la parabole (y2= zpx), 

12. L'aire PMBA(0A = x) a pour expression 

c'est une  fonction y(x) de x qu'on appelle l'intégrale indejînie 

d e  f (3). 
A son tour,  f (x) est  la dérivie de  p(x). On démontre qne  

f (x) est la liiiiite dl1 rapport  

quand Ax tend vers zéro. 
0 1 1  peut toujours calculer une fonction dérivée. O n  ne  peut pas 

loujours calculer une  fonction intégrale. Quand on  ne  peut pas 

calculer la fonction intégrale F ( x )  d e  f (x), on écrit 
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RAPPEL DE NOTIONS GENÉRALEG. 

e t  l'on calcule les valeurs de F(x) pour 

Par exemple, I'intkgrale indéfinie de y = \lF a pour expres- 

au coniraire, on ne connaît pas L'intGgrale indéfinie 8 ( u )  de -&lue-< dt -& l u e 4 ' d x ,  ce qui est la meme chose ; on 1 
y, supplée alors par la Table nuinérique de la page 44,  que des 
procédés particuliers permettent de construire. 

Note .  - L'intégrale indéfinie F(x) d'une fonction f (x) s'ap- 

pelle aussi fonction primitive de f (a). 

13. Nous avons dit ce qu'on doit entendre par dérivée d'iine 
fonction f (x). Considérons la courbe y = f (x) et un point H l  
d'a1)scisse OA = a, de la courbe. 

14. On démontre que la valeur de la dérivée f (x) pour x = a 
est tang a, a Ctant l'angle de la paralléle HH' h O x  avec la tan- 
gente HT à la courbe : 

tang a =?(a). 

La figure montre qu'en M, où x = 6, la fonction y [ou f (x)] 

Fig. 2. 

passe par un  maeimum, et eu P, où x = c, la fonction y passe par 
un minimiun; de H à M, c'est-&dire quand x varie de OA = a 
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à OB= b, la fonction y croit et sa dérivée tang a est positive; 
de M à P, c'est-à-dire quand x varie de OB = b à OC = c,  la 
fonction y décroît et sa dérivée tang a'est négative; au delà de P, 

da dérivée tang a" redevient positive. En M et P ,  la dérivée 
s'annule. 

Le signe de la dérivée indique donc si l a  fonclion croit ou 
décroît, passe par un maximum ou un mznimum : 

Si  la dérivée est positive, la fonction croit; 
S i  la dérivée est négative, la fonction décrott; 
S i  la dériuée s'annule et change de signe pour x = h ,  la 

fonclion présente un maximum ou un minimum pour x = h ;  
C'est u n  maximum (exemple x = OB = b )  si la dérivée est 

positrve pour x < h et négative pour x > h ; 
C'est un minimum (exemple x = OC = c )  si la dériude est 

négative pour x < h et positive pour x > h ;  
Si la dérivée s'annule sans changer de signe pour x = h ,  il 

n'y a n i  maximum n i  minimum au point d'abscisse h.  

A consulter : E. PRUVOST et D. PIÉRON, Lecon d'algèbre. Paris, 
P.  Dupont, 1893. 
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CHAPITRE 1. 
PRINCIPES ET DEFINITIONS. 

15. Le C a l c u l  des  Probabili tés est d'origine toute moderne. 
L e  plus ancienlexemple connu de l'emploi de la notion deprobabi- 

l i té dans un problème déterminé se trouve dans un commentaire 
de la Divine Comédie de D a n t e  Alighieri ,  imprimé à Venise, en 
1477.  Pascal ,  puis Fermat ,  au XVII" siècle, se sont posé quelques 
questions concernanl la théorie des jeux, questions qui trouvent 
leur place dans le C a l c u l  des Probabili tés.  Nous citerons ensuite 
Jacques  Bernoul l i  e t  son Livre célèbre : A r s  conjectandi,  
imprimé après sa mort en I 7 I 3. Nous parlerons dans la suite des 
Ouvrages modernes. 

1. - DE~INITION DE LA PROBABILITE MATHÉMATIQUE. 
PROBLEMES SIMPLES. 

16. Loi de Bernoulli. - J'ai en main un jeu de 32 cartes. J e  
tire au hasard une carte. Je répète un grand nombre de fois l1opé- 
ration. Q u a n d  il s o r t  z u t  roi, je le nole. Quand la carte tirée 
n'est pas un roi, je ne note rien : les rois seuls in'inléressent. 

Après iooo, ~ o o o o  exercices de ce genre, j e  constate que le 
rapport du nombre des rois au nombre des expériences est à très 
peu près $ e t  que ce rapport se rapproche d'autant plus de que le 
nombre d'expériences est plus graiid. Chacun peut le vérifier. 

Je ne dis pas que j'aurai tiré environ i z rois dans les I oo pre- 
miers coups, 125 dans les 1000 premiers coups, et que le nombre 
des rois diffère de moins en moins de  la h u i t i h e  partie d u  nombre 
des expériences, non. Je dis que le rapport  d e  l 'un des nombres 
à l ' autre  t e n d  vers $, e t  cela est bien diffkrent. 
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16 GALCUL DES PROBABILITÉS. 

sont les de 

s'éloignent progressivement des nombres ( 1 )  : cependant les 
rapporls 

se rapprochent progressivement de i. 
E n  général, e t  su r  u n  grand nombre d'épreuves, le rapport  d u  

nombre d'arrivdes d 'un  évdnement a u  nombre d'épreuves tend, 
à mesure que croit l e  nombre d'épreuves, vers b rapport du 
nombre des cas favorables a u  nombre des ca.9 possibles. 

C'est le cas ici. Le nombre des rois (cas favorables) est  4 ;  l e  
nombre des cartes (cas possibles) est 32. Le rappor l  du nombre 
des cas favorables au  riombre des cas poss ib leses tA ou 8 .  J'ajoute 

qiie les cas possibles doivent ê ~ r e  également possibles. Cetle 
restriction est nécessaire : nous le verrons bientôt. 

La proposition que je viens d'énoncer est connue sous le nom 
de loi de Bernoulli .  Elle est  purement expérimentale; non pas 
qu'on en ait poussé très loin la vérification (Gauss a cependant 
complé le nombre d'as que  le sort  lui attribuait dans ses quoti- 
diennes parties de whisl), niais pliitôt qiie ses coiiséquences en fonl 
une loi vérifiée à chaque instant. Telles sont les lois d e  la Méca- 
nique rationnelle. 

S u r  cette loi, une fois admise,  sont  fondés la définition de  l a  
Probabili té malhématique e t  le Calcul des Probabilités tout 
entier. 

J'ajoute que,  comme il est naturel,  la loi de  Bernoulli devient 
une conséquence de la définition de  la Probabilité inatliématique 
e t  qn'on peut la démontrer en parlant de  cette définition. Nous le 
ferons pliis loin. 

I I .  O n  peut, dans une certaine mesiire, justifier a priori la loi 

de  Bernoiilli. 
J e  prends une Table statistiqne, la populalion des coinniunes de  

France, par exemple, e t  dans cetie Table la colonne des dizaines. 
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CHAPITRE 1. - PRINCIPES ET DEFINITIONS. '7 

11 est aisé de  constater que,  dans cette colonne, l e  rapport  dit 

nombre des chiffres pairs au nombre total des chiffres tend vers I .  
O n  peut dire qu'il n 'y  a pas d e  raison I)oiir qu'il en soit autre- 
ment, qu'il sortira évidemment à peu près autant de  chiffres pairs 
qiie de  chiffres impairs, mais mieux vaut regarder le fait coinine 
expérimental. Le principe de raison sufisante  ne saurait  être 
ici une base sûre, car nous n e  connaissons rien des ultimes lois 
du inonde physique. Nous rie savons même pas s'il existe de  telles 
lois. 

Ainsi nous admettrons que  dans le cas de deux  évgnements 
contraires, également possibles (chiffre pair, chiffre impair), le 
rapport du  nombre d'arrivées de  I'un des deux événements au  

noinbre d'épreuves tend vers ! ou,  ce qui  est la même chose, que  

le rapport  du nombre d'arrivées rie l'un des deux événements au 
nombre d'arrivées de l'autre événement lend vers un. 

1)e là, nous allons dtidiiire la loi de  Bernoiilli. 
Considéro~is,  en  effet, des ivéneinents contradictoires (I'un 

excluant les autres) ,  E,, E,, E,, tels qu'il n'y a i t  pas de  raison 
pour  quel'un se produise plutôt quel 'autre.Faisant abstraction des 
événements Ea, qui n'influent pas sur  les événements E,, j e  sais, 
d'après le cas particulier déjà étudié, que la différence entre l'iiiiité 
e t  le rapport  du  nombre des arrivées des événements E2 au nombre 
des arrivées des événements E, tend vers zéro. De  rnêine, la 
différeiice entre l'unité et  le rapport  du nombre des événements E, 
au nombre des événements E,  tend vers zéro. Donc,  la diffërence 
entre a fois I'uriité e t  le rappor t  d u  nombre des événements E2 
et  E, a u  nombre des événements E, lend vers zéro, e t  la diff'érence 
entre 3 fois l'unité e t  le  rapport  du  nombre total des événements 
au noinbre d'arrivées de l'événement E, tend vers zéro. Autre- 
ment  dit, si les nombres d'arrivées des événements E l ,  E*, ED sont 

1 13 
respeclivement I I ,  12, 1 3 ,  de ce que 1-2, I - - tend vers zéro, 

11 Il 

22 + l 3  2, + 1 2  + l3 je conclus que  z - - ou 3-  ~ e u d  aussi vers zéro e t  
I 4 

enfin q u e  l1 tend vers f . le rapport du nombre d'arriur'es 
L i +  l % + L 3  3 ' 

de l'événement E, au nombre total des événements tend 
I vers - 
3 

DE M.  2 
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Nous sommes donc fondé à dire : Si des événements contra- 
dictoires E,, E,, . .., En sont en présence, e t  s'il n'y a pas d e  
raison pour que l'un se produise plus souvent qiie les autres ( les 

chiffres O ,  i , . . ., q de la siatistique par exemple), le rapport, dans 
u n  nombre donné d'épreuves, d u  nombre d'arrivées de l 'un  quel- 
conque d'entre eux  au  nombre total des événements d i f é rera  

d 'autant  moins de la fraction 1 que le nombre d'épreuves 
n 

sera plus considérable. 
Dernière exiension logique qii'on déinoiitrerait toiil sembla- 

blernen t : Élant  donnés des événements contradictoires E,, 
E,, .. . , En, si les  événement.^ E, peuvent être partagés e n  
classes El , ,  E, ,, . . . , E l p  contradictoires et ayant  égale chance 
de se produire, si les événements E, peuvent, à leur tour, être 
partagés en classes E,, , E,,, . . ., EZg, contradictoires aussi et 
ayant égales chances encore de se produire e t  ainsi des autres, 
les événements En se partageant en classes El,, , E ,,,, . . . , En, de 
même nature, si, de plus, les événements partiels E, , , E, ,, . . . , 
EIPl  E2, , EZ2, . . ., Ezq1 . . ., E R , ,  E I l B 1  . . ., qu i  sont contrn- 
dictoires, ont égale chance de se produire, le rapport, dans 
un  nombre donné d'épreuves, d u  nombre d'arric~ées de 
l'événement E ,  au  izombre total des événements diJérera 

d'autant  moins de la fraction P que le nombre p + q +  ...+ s 

des épreuves sera plus grand, et ainsi des autres événe- 
ments E,, Ea ,  . .., pour lesquels il faudra considérer les 

Q n rapports 9 ..., : c'est la loi de Ber- 
p + q + .  . . + s  p + q +  ...+ s 

noolli dans toute sa généralité. 

18. Définition de la probabilité mathdmatique. - O n  extwime 
le fait. d'expérience révélé par la loi de Bernoulli en définissant 
la probabilité mathématique comme le rapport du  nombre des 
cas favorables au nombre des cas possibles, étaiit admis que  les 
cas envisagés sont tous également possibles. 

Ce  mot probabilité indique seulement que ,  su r  un grand 
nombre d'ét)reiives, le rapport  du nombre d'arrivées d 'un événe- 
men1 au nombre d'expériences iendra précisément vers le rapport  
du  nombre des cas favorables au  nombre des cas possibles : e t  

rien de phlus. 
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CHAPlTRE 1. - PRINCIPES ET DÉFINITIONS. ' 9  

Calculer une probabilité mathématique, c'est donc simple- 
ment chercher le r~lpport du nombre des cas favorables a u  
nombre des cas possibles. 

19. Problbme. - Probabilité, en jetant deux dés, d'amener 
un point donné. 

Le nombre des cas où l'on amène le point 2 (combinaison 
I et 1) est 1. 

Le nombre des cas où l'on amène le point 3 (coinbinaison I et 2, 

2 et 1) est 2 ,  etc. 
Or,  les cas possibles sont au nombre de 36. 
Les probabilités des points 

sont donc respectivement (par dé$nit~on) : 

Cette divergence dans la probabilité des divers points explique 
la modération apparente du tenancier d'un petit jeu que les ama- 
teurs de courses ont vu souvent pratiquer sur les hippodromes. 

Dans un coin de la pelouse, loin de l'œil des agents (les jeux 
publics de hasard sont in te rd i~s  e n  France),  un individu installe 
une table pliante, sur laquelle figurent en deux colonnes les 
nombres z ,  3, 4, 5, 6 et 8, 9, IO ,  I I ,  12;llenuniéro 7 étant, l u i ,  
placé au milieu. 

Le ponte met un en,jeu sur l'une des colonnes A ou B, A par 
exemple, et  I'on jette les deux dés sur le tapis. 

Si I'on des numéros de la colonne A sort ,  le ponte gagne I fois 
sa mise : on lui double la somme jouée. Si i'un des nuinéros de 
la colonne B ou le numéro 7 sort, le tenancier empoche l'enjeu 
déposé sur le Tableau A. 
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20 CALCUL DES PROBABILITÉS. 

Instinctivement, l e  ponte se fait le raisonnement q u e  voici : 

(( J'ai pour  moi les numéros 2 ,  3, 4,  5, 6, contre moi les numéros 
7,  8, g, I O ,  I I ,  12.  J'ai donc 5 chances su r  i I d e  gagner. Si j e  

Fig. 3. 

gagne je devrais ret irer  les de  mon enjeu,  soit un  peu plus du 

double. Mais il faut que  le banquier vive e t  je consens une  petite 
concession. Un peu de chance e t  je serai en gain. )) 

L e  ponte fait un raisonrieinentfaux. Il n'a pas 5 chances sur I I  

de  gagner. II a,  e n  effet, pour lui les numéros 2 ,  3, 4 ,  5, 6 qui 
figurent I + 2 + 3 + 4 + 5 = 1 5  lois dans le Tableau (T), tandis 
que  le nombre des numéros pouvan1 sortir, des cas possil)les, 
est 36. Il a donc seulement 1 5  chances de  gain s u r 3 6  ou 5 chances 
s u r  12. 

Le  banquier donne I fois la mise. Piiisque les chances du ponte  

sont représentées par la fraction 3, il devrait donner  la mise niiil- 
12 

12 
tipliée par -, soit I fois la mise plus les 5 de la mise. Le ponte 

5 
qui  a joué if' devrait retirer, s'il gagne, non pas 2fr, mais 

Quel est le gain moyen du banquier? Le ponte a 5 cliances, 
le banquier 7 ;  5 d e  ces 7 chances équilibrent les 5 chances du  
ponte. 11 reste donc 2 ctiaiices sur 1 2  au banquier. S u r  1 2  coups, 
le banquier en gagnera 5, le ponte en  gagnera 5 aussi, le ban- 
quier en gagnera encore 2. Le banquier aura,  comme bénéjice, 
2 coups sur  I 2 ou  I coup su r  6 et, si toutes les mises sont égales, 
i l  gagnera la sixième partie dcs inisrs. Une mise double, triple, 
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équivalant à 2, 3 mises simples, le tenancier du petit jeu gagnera, 
en moyenne, le des sommes engagées. 

S'il n d e  /cc chance, il gagnera plus du + des sommes engagées. 
S'il  a de la  ddueine il gagnera moins, il perdra peut-être. Or, 
I'e.zpérience nous appr-endque sur un grand  nombre de coups 
chance e t  déueine se neutralisent. C'est la  loi de Ber-noulli. Les 
gens qui jouent, tous les jours, au café, le même jeu ne savent-ils 
pas que, en moyenne, ils paient leur petite dépense quotidienne ? 
A la fin de la « saison n7 le tenancier du petit jeu aura donc réalisé 
u n  bénéfice assuré. S'il n'en était pas convaincu par l'expérience, 
i l  tournerait ses vues ailleurs. 

Il connaît, à sa rnanièr-e, la loi deBernoulli .  

90. Supposons qu'il s'agisse d'amener le point k avec n dés 

ai, a27 .-., X I > .  

Chacun des nombres a peut recevoir 6 valeurs ; donc le nombre 
des combinaisons possibles est celui des combinaisons avec rép& 
tilions de 6 lettres n à n ,  soit 6 n .  

Calculons maintenant le nombre N des combinaisons ai. a,, . . ., 
a, où la condition 

a i + a t + . . .  + a n = k  

est vérifiée; pour cela, considérons l'identité 

le signe 2 désignant la somme de tous les monomes obtenus en 

donnant aux différents nombres a les valeurs 1 ,  2 ,  3, . . ., n .  

Si l'on suppose 
t 1 = t 2 =  ... = t,= t 

I'identi th  devient 

e t  le coefficient de tk dans le second nombre sera le nombre N. La 
N probabilité cherchée sera G .  
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Exemple. - Qiielle est la probabili~é d'amener le point 7 avec 

3 dés ? 
Le second membre a pour expression 

3 3 . 4  3 . 4 . 5  ( t -  t 7 ) 3  x ( 1 - t ) - 3 = ( t 3 - 3 1 9 + 3  t ' 5 - t 2 '  I +- t + - tP+ - ( 1 1.2 1.2.3 
13+ ... , ) 

et t7 y a pour coefficient 

la probabilité est donc 
1 5  5 -- - -. 
63 72 

21. Problbme. - Une urne contient N boules numérotées 
de I à N ;  on tire n boules. Quelle est la probabilité pour que, 
dans ces n boules, se trouvent k boules de numéros donnés 
d'avance? 

N! 
Le nombre des cas possibles est celui des combinai- n! ( N  - n)! 

sons de N objets n à n. 
Le nombre des cas favorables est celui des combinaisons ou 

entrent les k boules désignées. Enlevons ces boules de l'urne el  à 
chacune des combinaisons N-k boules restantes mélangeons 
les k houles enlevées; nous aurons ainsi les combinaisons où 
entrent les k boules désignées; comme il resle, après cette suppres- 

sion, N - k boules dans l'urne. le nombre H de ces combinaisons 
est celui des combinaisons N-k lettres n - k à n - k ,  ou 

( N  - k)! 
( N - n ) ! ( n -  k)!' 

de sorte que la probabilité est 

Exemple : 
N = r o .  n = 4 ,  k = z ;  

II faut que tous les cas envisagés soient également probables. 
Voici deux problèmes où une erreur, concernant l'égale probahi- 

lité, pourrait se glisser (tout comme dans le jeu dérivé du jeu de 
dés et usité sur les champs de courses) e t  entaclier les résultats. 
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22. Problhme des trois coffrets. - Trois co fre ts  identiques A, 
B, C ont chacun deux  tiroirs. Dans chacun des tiroirs de A est 
une pièce d 'or ,  dans chacun des tiroirs de B est ulie pièce d 'ar-  

gent,  dans l 'un des tiroirs de C est une pièce d'or, dans l 'autre 
une pièce d ' a ~ . ~ e n t ;  quelle est la probabilité pour qu'en ouvrant 
l ' u n  des tiroirs d ' u n  des co,fiets,  on y rencontre une pièce 
d 'or?  (BERTRAND.)  

Six cas sont également probables : 

Les trois premiers cas sont favorables. La probabilité est donc 
3 1 -, O i i  z 

J'ouvre au hasard un des six tiroirs, j'y trouve une pièce d'or; 
quelle est la probabilité pour que  la pièce du deuxième tiroir soit 
eii argent ? 

Trois cas sont également probables : 

j'ouvre Az, puis AS, j'ouvre C E ,  puis Cr, ,  
n hp, u Au, 

e l  un seul cas est favorable : I n  probahilité est donc 
3 

II faudrait se  garder de dire : N OU bien je suis tombé sur  A, ou 
bien j e  s u i s  tombé su r  C. N Dans le premier cas, la deuxième 
médaille sera en  or ,  dans le deuxième elle sera e n  argent;  la pro- 

babilité est donc 1. 
a 

23. Problbme sur le jeu de boules. - D e u z  joueurs égalenzent 
adroits, Pierre et Pau l ,  jouent a u x  boules; Pierre a deux  
boules, A, B ,  à lancer, Pau l  une, B, et la  victoire appartient à 
celui des deux  dont l 'une des boules approchera le plus près 
d u  but. Quelle est la probabilité pour que Pau l  gagne? 

Six cas possibles, e n  rangeant les boules suivant leur ordre de 
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distarice au biit O : 

OABC, OACB, OBAC, 
OBCA, OCAB, OCBA; 

les deux derniers sont favorables à Paul, donc la probal~ilité est 

O n  raisonnerait mal en disant : 
A est plus éloignée d u  but que C, ou bien C l'est pliis que A : 

donc quatre cas possibles, 

ou 

OU 

avec 
>> 

1) 

1) 

OA < OC, 

OB< OC; 

OB > OC, 
OB > OC, 
OB < OC, 

OB < OC. 

U n  seul cas, le premier, étanl favorable à Paiil, sa chance est '. 
4' 

or, ces cas ne sont pas également probables, car 

OA > OC avec OB > OC correspond à deux combinaisons OCAB, OCBA, 
OA<OC v OB>OC n une combinaison OACB, 

OA> OC n OB <OC N u n e  )I OBCA, 
OA<OC r OB<OC 1) deux combinaisons OABC, OBAC. 

24. kv6nernents &galement probables. - J 'a i  parlé d'événe- 
menls également probables. Q u e  doit-on entendre ainsi?N'est-ce 
pas préjuger la question? 

Les cas du Tableau (T) du jeu de dés sont en théorie également 
probables. Ils ne le sont plus si les dés sont pipés. 

Le Calcul des probabilités ne  s'inquiète pas plus de ces acci- 
dents que le géomètre ne se préoccupe de tracer une droite sans 
épaisseiir. 

En fait, les cas à étudier sont des cas tout dlabslraction comme 
le sont les nombres de l'Algèbre et les figures de la Géométrie. II 
est vrai que la réalité correspond dans une large mesure à ces 

abstractions : sinon, les sciences mathématiques n'auraient 
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aucune raison d'être. Ce n e  serait plus que vains jeux de  

llespri t. 

25. Valeur objective du Calcul des probabilit6s. - Les ques- 
tions de probabilité n'ont de  raison d'être yu'autant qu'elles 
se rapportent à des épreuves répétées. 

Q u e  conclure d e  leur  ol)jectivité? de leur valeur praliqne? 
J e  joue tous les soirs au baccarat. J'ai intérêt à connaître les 

résultais que  m e  donne le Calcul des probabilités quant  à l1oppor- 
tunité de  tirer à 7 ou  à 8, et  encore dois-je combiner ces résultats 
avec la manière de jouer de mon parlenaire; mais si, égaré par  

hasard dans une salle d e  jeu, je joue pour  la première fois, étant  
décidC d'ailleurs a ne  plus jamais prendre une carte en mains? 
Tous les coups ne  sont-ils pas d'égale valeur, puisque le Calcul 
des probabilités ne  s'applique qu'aux suites étendues d'événe- 
ments? 

1,a queslion est oiseuse. Mille événemenls se rencontrent où  la 
loi de Bernoiilli intervient, e t  ces événements sont, dans une  
certaine mesure, comparables les uns  aux autres. L e  joueur qui, 
chaque jour, jouerait à on jeu différent, aurait intérêt à jouer 
chaque jour  les coups que la théorie donne comme les plus favo- 
raides : son gain serait la moyenne des gains moyens relatifs à 
chaque coup. 

PRATIQUEMENT, une suite relative à deux événements contra- 
dictoires tombe sous la loi de Bernoulli quand le nombre 
d'épreuves atteint 40. O n  dit  qu'à Monaco la série de  30 rouges 
ou  30 noires consécutives n'est jamais sortie. D e  fait, la proba- 

bilité de l'événement est 2- = 1 
e t  il y a peu de  chances 

I 073741 824 ' 
qu'il se produise avant qu'on ait  joué un nombre de  coups coin- 
parable au  quotient d u  chiffre I 073741 824 d u  dénominateur 
par  40. 

26. Probabilit4 nulle. Certitude. - La probabilité mathéma- 
tique est une  fraclion moindre que un, car le nombre des cas 
favorables ne  peut être supérieur au  nombre des cas possibles. 

S i  tous les cas sont défavorables, le numérateur de la fraction 
est  nul ,  la probabilité est nulle, l'événement est impossible. 
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2 6 CALCUL DES PROBABILITES. 

Si tous les cas sont favorables, les deux termes d e  la fraction 
sont égaux, la probabilité est un, I'évCnement est certain. 

Exemple : Probabilité de tirer un six » d'un jeu de 

32 cartes : 2. impossible. 
32 ' 

Probabilité de tirer une boule noire d'une urne renfermant 
100 

I O O  boules noires : - ou I : certitude. 
100 

27. Problbme de la loterie. - L a  loterie rovale, établie sous 
l'ancien régime, supprimée en 1793, rétablie en 1797 et 
supprimée déjnitivement en i 839, se composait de go numéros 
dont on tirait. 5 au sort; on pouvait désigner 1 ,  2 ,  3 ou 4 nu- 
méros à l'avance et miser sur la combinaison choisie; on 
appelait cela jouer I'extrait, l'ambe, le terne, le quaterne. Le 
quine ( 5  numéros) était interdit; de plus, on ne pouvait 
dépasser i 2 francs pour le quaterne. 

Les joueurs gagnant l'extrait, l'anzbe, le terne, le quaterne 
receuaient respectivement r 5 fois, 270 fois, 5300 fois, 75000 fois 
leurs mises. 

Quelles l)robabilités avaient les joueurs de gagner L'extrait, 
l'ambe, le terne, le qua tern~?  

r o  Probabilité de l'extrait simple? 
Le nombre  des cas possibles est Ci,,  car on  peut tirer une  

quelconque des combinaisons des go  numéros 5 à 5. Le nombre  
des cas favorables est celui des combinaisons de  go  ohjets pris  
5 à 5 dans lesquelles un des objets désignés à l'avance se 
trouve compris; Gtons cet o l ~ j e t ;  on aiira les combinaisons ( e t  

toutes les combinaisons) d e  89 objets 4 à 4 ;  donc,  la probabi1it.é 
cherchée est 

2'' Probabilités de l'ambe, d u  terne, du  grcalerne, du 
quine? 

Cherchons la prolx~bilitb de  lirer sr niimt!ros désignés a l'avance. 

Le nombre des cas possibles est encore Çt,. Nous aurons le 
nombre des cas favorables en  obse rvan~  que ceux-ci sont les 
combinaisons de  go numéros pris 5 à 5 oh enirent  a numéros 
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désignés; supprimons ces numéros;  nous aurons des conilinaisons 

de  go  - a objets pris 5 -a à 5 - a. (Nous aurons toutes les 
coinbiiiaisons de  cette nature,  car,  en ajoutant aux coml>inaisons 
(les g o  - a  numéros pris 5 - a à 5 - a les numéros ôtés d'abord, 
on retrouvera des résultats qui seront des coinbinaisons d e  
go  numéros pris 5 à 5. Enfin les résultats considérés seront 
distincts, car s'ils ne  l'étaient pas, en  y remettant les lettres ôtées, 
on  ob~ iendra i t  des cas favorables qu i  ne seraient pas distincts non 
plos.) La pobab i l i t é  cherchée est donc 

Faisant a = 2, 3, 4, 5, on trouve, pour  les d e  
I'ambe, du terne, du quaterne, du quine, 

Nous verrons plus loin que,  dans un jeu équitable, le gain doit 
être proportionné A la pobabi l i té .   état aurait donc  dû  donner 
18 fois, 801 fois, I J 748 fois, 5 1  I 038 fois la mise au lieu d e  I 5 fois, 
270 fois, 5500 fois, 75000 fois. 

28. Problème du jeu de rencontre. - Quelle est la  proba- 
bilité pour qu'en tirant n boules de  suite dans une urne qui  en 
contient y., marquées I ,  2, 3, . . ., p, ET REMETTANT L A  ROULE 

SORTIE APRÈS CHAQUE TIRAGE, k numéros désignés sortent au  
moins une fois? 

r 0  S i  k = 1 ,  uii seul numéro étant  désigné, le nombre des com- 
binaisons qu i  le con t i ennex  est 

car il faut retrancher du nombre total pn des combinaisons le 
nombre des combinaisons qui reslent possibles quand le numéro 
désigné est laissé en dehors. 

2 O  Pour  avoir le iiombre des combinaisons qui  contiennent 
deux numéros désignés, i l  faut retrancher do résullat précédent 
le nombre des combinaisons qui, ne  contenant pas le second 
numéro,  contiennent le premier, c'esl-à-dire 
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a8 CALCUL DES PROBABILITÉB. 

d'où 
pn- 2 ( p  - I)"+ ( p - 2)"; 

de même, on aura le nombre des coml>inaisons contenant 3 nu- 
méros désignés en retranchant d e  ce  résultat le nombre 

des combiriaisons qui, n e  contenant pas le troisième iiuinéro, 
contiennent les deux premiers; d'où, comme résultat, 

3" La méthode est  $nérale; le nombre des combiiiaisons qui 
contiennent k numéros désignés est  (ce sont les coefficients d u  
binome y ui interviennent) 

k ( k - 1 )  
p."- k ( p  - I)"+ - (p-2)"-.. .f ( p -  k ) " ;  

1 .2  

en divisant ce  nombre par pn, nombre des coiribinaisons possibles, 
on aura la probabilité demandée. 

29. Probldme des partis. - Jean et Paul sont soumis à un 
scrutin de ballottage; l'urne contzent j bulletins portant le 
nom de Jean et p portant le nom de Paul; j est plus grand 
que p et Jean sera élu. Quelle est la probabilité pour que, 
pendant le dépouillement du  scrutin, les bulletins sortent 
dans un ordre tel que Jean ne cesse pas un seul instant d'avoir 
l'avantage? 

Voici la solution d e  M. André : 
1" Le nombre des cas possibles est  celui des arraugemeiits de 

j + p lettres où  j (représentant le nom de Jean)  sont semblables 
entre elles e t p  (représentant le nom d e  Paul)  sont également seni- 
blables eritre elles; ce nombre est  

2" NOUS allons partager ces cas possibles en  trois groupes : 
ceux, en nombre N I ,  où Jean a la majorité au  début  e t  la conserve 
tout l e  temps, cas favorables; ceux, e n  nombre N2, où le premier 
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CHAPITRE 1. - PRINCIPES ET DEFINITIONS. 29 

bulletin est  a u  nom de Paul, cas dCfavorables, pnisqiie pour  
ceux-ci Jean perd la majorité au  débu t ;  ceux enfin, en nombre 
N3, où Jean a la majorité au début mais la perd e n s u i ~ e ;  d'après 
l'énoncé, il retrouve la majorité à la fin d e  ces cas ;  néanmoins, 
ceux-ci sont encore défavorables. O n  a 

e t  il s'agit de  calculer 

. 
N i +  N2+  N3 

Évaluons NP : Je premier bulletin dépouillé porte le nom de 
Paul;  supprimons-Je; il reste j bulletins Jean et  p - I bulletins 
Paul ;  le  nombre des cas possibles est 

( ~ + P - I ) ! .  
j !  ( p - I ) !  ' 

c'est N,. 

Considérons une combinaison y du troisième groupe N, (où 
Jean a eu la majorité au début, mais la perd ensuite avant d e  la 
retrouver à la fin) : 

(Y)  JJPJP 1 PJPJJ 11. 

Jean a la majnrité jiisqu'ao trait, puis la perd au bulletin suivaiil 
pour la pi.emière fois; à gauche du trait, s'il y a q b u l l e ~ i n s  J, i l  y 
a q - i bulletins P, soit en  tout 2 9  - r bulletins. 

Formons I'arrangemen t 

(13 > 1 PJPJJ 11 JJPJP, 

déduit du précédent en en transposant les deux parties, et  appe- 
lons-le dérivé du premier. Le 29" bulletin étant, par définition, 
le premier fait perdre à Jean sa majorité, chaque arrnnge- 
ment a un dérivé, e t  un seul. 

L'arrangement ($ )  appartient a u  second groupe et ,  en verlu dc 
la reniaryue en italique, l'ensemble des arrangements (P) n'est 
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30 CALCUL DES PROBABILITES. 

autre que  le groupe Na. Donc N2 = N, e t  

Par suite, 

30. Probabilitb totale. - S i  les cas favorables à un évu'ne- 

ment se partagent  en plusieurs groupes, les groupes réiiriis 
contenarit tous les cas favorables, et  chacun des cas favorables 
f igurant une seule fois dans  17ensemble des groupes, la proba- 
bilité de  l'événement, dite ici probabililé totale, sera la  somme 
des probabilités pour qu'il appartienne à chnque groupe. 

E n  eKet, les partielles, relatives à chaque groupe, 

sont des fractions de  même dénominateur 

e t  la probabilité toiale est évidemment 

31. Problbme. - Probabilité e n  je tant  deux d i s  d'antener 
U I L  point supérieur à 8. 

4 La p-obabilité d'amener le point g est %, 

3 
)) )) I O  est (Cf. l iO 19)> 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
La probaldi té  cherchée est  dooc 
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CH4PITRE 1. - PRINCIPES ET DEFINITIONS. 3 1 

32. Probabilit6 compos6e. - Quelle est la probabilité que  je 
tirerai un roi d'un jeu  de  3a caries et, qu'ayant tiré un roi, j'amé- 
nerai ensuite le point 7 avec deux dés? 

Cafpossibles. - A chacune des 32 cartes du jeu correspond 
I'un quelconque des 36 cas possibles des dés. Il y a donc 32 x 36 
cas possibles. 

Cas favorables. - A I'un quelconque des 4 rois correspond 
l ' m e  cluelconque des six manières d'amener le point 7 : donc 
4 x 6 cas favorables. 

L a  probabilité est donc 

c'est-à-dire le produit des deux  probabilités ou - f- - 
48 

Un événement composé est défini par le concours de plusieurs 
événements sinil,les que  le hasard doit  produire siiccessivement. 

L e  nombre N des cas possibles, LORSQUE LES Ç V ~ N E M E N T S  

SIMPLES SONT I N D ~ P E N D A N T S ,  est  le produit des nombres de  cas 
possibles n , ,  n,, . . ., n,  ,de chacune des catégories d'événements 
simples. 

Le nomlwe A des cas favorables est lui-même le produit  di1 
nombre des cas favorables a , ,  a,, . . . , a, de chaque catégorie. 

A L a  probabilité composée est donc le produit 

des probabilités simples. 

33. Applications 1. - Probabilité d'amener une fois le 
point 1, et une jois seulement, en jetant quatre dés. 

La probabilité qu'un d é  déterminé amènera l e  point un  est L; 
6 

la probabilité que  I'un quelconque des trois autres dés n'amènera 
5 pas le point i est -; la probabilité qu'un d é  déterminé et celui-là 
6 

seul amènera le point I est  donc 
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32 CALCbL DES PROBABILITÉS. 

La  probabilité cherchée,  n u  le d é  amenaiit le point un n'est 
plus dksigné, est 4 fois plus grande, soi1 

34. Problème de l a  poule. - Trois joueurs, A, B, C, jouent 
aux  conditions suivantes. Deux d'entre eux,  A et B ,  jouent 
ensemble, C ne joue pas. Après la partie A, B ,  le perdant sort 
et il est remplacé par C .  Et ainsi de suile, le perdant de 
chaque partie étant remldacé par le troisième joueur. Le  jeu 
prend $fin quand un joueur- gagne deux fois de suite. Quelles 
sont les probabilités pour chaque joueur de gagner? 

r 0  A a gagné la première partie. Quelle est alors la probabilité 
pour chacun des joueurs B, C de  gagner? 

Si A gagne la deuxième partie, il est gagnant définitif; la pro- 

habilité qu'il la gagnera est !; s'il la perd,  il peut encore gagner, 
2 

mais i l  faut pour  cela que  C gagne la ~ ro i s i ème  partie, d'où plu- 
sieurs hypothèses comprises dans le Tableau suivant : 

1"' partie . . . . 
2e 1) . . . .  
3" » . . . 
4' 31 . . . .  
je n . . . .  
6e » .... 
7' " . . . .  
ge n .... 

I" hypothèse. ae hypothèse. 30 hypothèse. 

A gagne A gagne A gagne 
A » B )) B v 

C )) C 
A » A u 

h u B >> 

C v 

A IJ 

A )) 

La probabilité de  la hypothèse est 
I 1 gagner au  lieu de A;  celle d e  la seconde est = -; celle de  la 

l u  24 

troisième es1 4; celle d e  la qiiatriénle est -!-, . . .; donc, la pro- 
2'0 

babilité que  A gagnera la poule après avoir gagné la partie est 

En dressant un Tableaii analogue au précédeiit, on verrait que,  
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CtlAPlTRE 1. - PRINCIPES ET DÉFINITIONS. 3 3 

A ayant gagné la première parlie, B a coninle chances de gagner 
4 2 1  la poule 2- par suite, C aura comme chances 1 - - - - = 

7 '  7 7 7 '  
car la somme des chances est i ,  I représentant la certitude. 

2" Rejetons cette hypothèse que A a gagné la première partie. 
Deux hypothèses : A gagnera ou B gagnera. Si A gagne, 

B sort, C entre et  les probabilités pour chacun deviennent 

Si B gagne, elles deviennent 

A peut gagner la poule soit en gagnant la première partie, soit 
4 1 en la perdant. La probabilité de la première hypothèse est ; x ;; 

la proliabilité de la seconde hypotlièse est x :; la probabilité 
7 

tolale que A gagnera la poule est donc 

5 
de même, la probabilité que B gagnera la poule est -; la proba- 

14 
l i l i té que C gagnera la poule est donc 

Nota. - O n  peut envisager le problèine sous d'autres aspects, 
par exemple calculer la probabilité que la poule sera gagnée après 
la ,tièrne partie ('). 

A consulter : H. POINCARÉ, Cnlcul des  p robab i l i t é s ;  Paris, 1896. - 
J. BERTRLND, Calcul d e s  p robab i l i t é s ;  Paris, 1907.- H .  LAURENT, T r a i t é  
d u  C a l c z ~ l  des p robab i l i t é s ;  Paris, 1873. 

( 1 )  Cf. B~<n.inarrr>,  Calcul des prohnbilites, p. 4 2  

-- 
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CHAPITRE II. 
ÉTUDE DES P H E N O M ~ N E S  Q U I  SE  P R E S E T T E N T  

DANS LA HEPETITION DES MJ?MEs ÉPHEUVES. 

3.3. L a  méthode directe, que  nous avons employée jiisqii'ici, 
fu t  tout d'abord le seul moyen qu'on appliquait à la recherche de 

l a  probabilité d'un Cvénement. 
Laplace sut  dégager des quelqiies règles formiilCes avant liii 

deux priiicipes précis, ce!iii de  la probabilitb lotale e t  celiii de la 

composée, qui  perinetten t d e  résoudre les prol~lèines 
plus simplement que  par l'évaluation directe des cliaiices. 

Ces deux principes peuvent, coinme l'a montré 111. Poincare, mais 
notre Ctiide n'ira pas jusqiie-lii, être déduits d'iine formiile iinique. 

1. - PROBABILITÉ DES ÉVENEMENTS COMPOSÉS DES MBMES É V ~ ~ M E N T S  
SIMPLES. 

36. Notation. - Dans ce qui  va suivre, le signe = indiqiie une 
égalité approximative. 

37. Nous nous sommes proposé d e  rechercher la probal)ilité 
poiir qu'ayant tiré un roi d'lin jeu de 32 cartes nous amenioiis en- 

suite le point 7 avec deux dés (cf. 11~92) .  On peut de  inéine calciiler 
la probabilité pour qii'ayanl tiré ilne premiére fois un roi e t  que, 

ayant remis ce roi dans le jeii, on tire eiicore iin roi ii la seconde 
épreuve, un roi à la  troisièiiie é~)reiive,  etc., oii, 1)liis générale- 
nient, la probabilité pour qiie sur  rn épreuves on  lire a Ibis le roi. 

La  soliitioo des qiiestions de  cett? iiatiire est dnnnée par les pro- 
positions que  voici : 

38. Théoréme 1. - Les probabilités respectives d e  deux éoé- 
~lements  conlrndictoires E ,  E' &tant p et  q ,  la probabilité vice 
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CHAPITRE II. - R E P ~ T I T I O N  DES MEMES ,EPRILUVES. 35 

l'événement E se produira aJoi.9 da.ns une série de m épreuves 
(e t  que l'événement Et se produira rn - a fois) est 

La probabilité que la première épreuve amènera l'événement E 
est y ;  le théorème des probabilités composées montre ensuitc que 
la Pi-obabilité de l'événement E suivi de l'événement E' est pq;  
de même la probabilité de la suite d'dvénements E, Et, E est pqp, 
et, en général, la probabilité d'amener or fois l'événement E et 
rn - a fois I'bvénement Et e ~ t p U q ~ - ~ ,  cela en supposant que les 
ordres respectifs d'arrivées des événements E,  E' aient été fixés 
à l'avance. 

Si l'on ne suppose rien quant à cet ordre, le nombre des cas 
possibles, c'est-à-dire des suiles de m événements dont a sont de 

m! 
genre E e t  m - a  de genre Et, éLant , on voit que la 

a ! ( m - a ) !  
probabilité çl~erchée sera 

Si p = q,  la probabilité devient, vu la relationp + g = 1 ,  

m! ln 

a i < m  - c c > !  (t) 
39. Application. - Probabilités sur 2, 4, 6, 8, IO coups joués 

à la roulette d'amener aussi souvent la rouge que la noire. 
Ces probabilités sont 

Ainsi, la probabilité décroît quand le nombre d'épreuves croît. 

40. Le nombre ,yyésentunt la probabilité de l'événement 
est le terme en pagm-a d u  développement de ( p  + q)". 

3. 
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41. Ce résultat peut être généralisé : 
Les probabilités respectives de n Cvéiieinents contradictoires E,, 

E,, ..., En étant p,,pz, .. . , p ,  (pl +pz+.  . .+p,,= I ) ,  la proba- 
bilité que dans une suite de m Cpreuves E, se produira a, fois, 
E2 : r2  fois, . . ., En : a,, fois ( r ,  + a,+. . .+a,= m )  est reprC- 
sentée par le terme en pjlp?. . .pin du divelopl~einen t de  

42. Th6orBrne II. - A u cas d e  deux e'iv3nements contradic- 
toires E, E' d e  probabililés respectives p et q, le nombre d'a+ 
rivées le plus probable de I'événemenr E dans  une série de 
m épreuves sera l'entier d e  l a  forme 

Si a < p ( m  + I ) ,  Ta croit avec a ;  en effet, 

s'écrit 

Ta+! Si a > (m + i)p - 1 ,  Ta decroit quand r croit, car -- < I 
Ta 

s'écrit 
m - a  p -- 
a + ~  q < 1 ,  

Si donc l'entier a est compris entre les limites 

Ta sera plus grand que Ta-, et par suite que Tu ,, etc., et plils 
grand aussi que Tu+, et par suite qiie Ta+2, etc. 

Ainsi le maximum de Ta répond au  cas oii l'entier r est compri3 

entre les limites assignées, c'est-à-dire est de la forme 
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Si les nombres (m + i)p - I e t  (nt  + i ) p  sont entiers, 

T(,,+i p = T(l>,+l,p-l 

sont l'un e t  I ' au~re  plus grands q u e  les nombres Tu, où a diffère de 
( m  + i)p et d e  (nz + i)p - 1 .  Ils correspondront 'au maximum 

cherché. Ici, I .  = O oit r = 1 .  Si p = q = 1 7  a, étant de la forme 
2 

selon que m est  pair ( m  = 2 ml) ou impair ( 2  mu + I ) ,  sera égal 
dans le premier cas à nz' e t  dans le second à m"+ 1.  

43. Dans  ilne série d e  I O  coiips joiiés a la roulette, quel  est le 
nombre d'arrivées le plns probable de  la rouge? 

Ce nombre sera representé par I ' en~ ie r  de  la forme 

1 - -  ( 0 < r < 1 ) ,  
2 

c'est-à-dire 5. 
Cependant la probabi1it.é d'amener 5 fois la rouge dans une série 

252 6s 
d e  1 O coups est  seulement - ou -- Il est vrai que  les probabi- 

1024 256 

210 lités d'amener 4, 3, 2, 1 fois la rouge, soit respectivement -7 
1024 

120 $5 10 - y - , - seraient moindres, comme le faisait prévoir la 
1024 1024 1024 

théorie. 

m !  44. Ao cas où l'expression Tu= m-a se rapporte . * ! ( l n - . * ) ! P  4 
à de grands nombres m, a ,  à m z  I O ?  a 2 5 ,  il est  
avantageux d e  remplacer les expressions h! par  leurs valeurs ap- 

prochées 
e- iahh m. 

Dans ces conditions, 

le signe r indiquant, on l'a dit, one  égalilé approximative. 
11 est parfois nécessaire d e  connaître deux limites approchées 

d e  Ta. On peut former ces limites comme ii'suit. O n  a 
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3 8 CALCUL DES P R O B A B I L I T ~ S .  

donc 

45. Probabilitb de la combinaison la plus probable. - S u r  iiiic 

série de m épreiives, la combinaison probable étant  celle où le 
nombre d'arrivées du premier événement est l'entier de  la forme 

e t  où le noinL>re d'arrivées du  second e v h e m e n t  es1 

nt-(nt  + r)p + r. ou (nz + r ) q -  (1- 1-), 

la probabilil6 de  la coinbinaison la pliis probable sera (cf. no 38) 

si m est  suIfisamnien~ grand, on peut preiidre salis erreur sensible 

la valeur approchée 

qui représente la probabilité de  la combinaison la plus probal,lc 
au cas où  mp est un nombre eniier. 

La valeur ap/~rochée de ceLie expres3ioii ( q !  e 9ql 
a la forme par~iculièreinent siinple 

I 
La présence du facteur - permet d'énoncer ce corollaire : 

Jii 

La probabilité de la combinaison la plus probable tend vers 
zéro quand le nombre d'épreuves rn lend vers I'ilajni. 
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Cette dCmoiis~i~a~ioi i ,  basée sur  une  valeur approchée, pouvant 
prêter au  doute, nous observerons qu'on pcut la justifier comme 

il  suit. 
O n  peut écrire ('cf. no 10) 

où M tend vers l m  quand n croît indéfiniment. Dans ces condi- 
tions, l'expression (1) s'écrit 

où M l ,  M,, nI,, relat.ifs aux facteurs 

m ! ,  nip!,  r r z q ! ,  

lendent vers un. L'expression ( r )  tend donc bien vers zéro quand 
le noiiil)re d'épreuves m tend vers I'iiifini. 

46. Notations. - Dans ce qui suit, le signe = iiidiqne comme 
précédemment une  égalité approximative e t  le signe - est mis 
l'Our les mots tend vers (cf. no 10). 

47. La probabilité que  I'événemerit E se  produira un nombre 
de  fois s'écartant au pliis d e  'h de la coinbinaisori où il se  produit 
I fois ou,  si l'on vent, que  l'événernerit E se produira I I I I  nombre 
de fois coiiil)ris ent re  .! - 1 - I e t  I -+ A + I sera 

O n  peut dire que  Gl,1.est la probabilité de I'écart h relalif à 
la combinaison où d'événement E se  pl-odrrit I fois. 

Si I = nzp, valeur trbs voisine, sinon valeur même du n o n h r e  
d'arrivées l e  plus probable de l'événement E, on est e n  droit de  
dk igne r  la que  I'événeiiieiit E se prodnira un nombre 
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b0 CALCUL DES P R O I I A B I L I T I ~ .  

d e  fois compris enire ntp -1 - 1 e t  mp + l, + 1 ,  c'est-A-dire 

par  le nom de p~.obabilité de l'écart 1. Fmp,1  ebt e n  ell'et iine 
expression approchée de  la probabilitd de  1'Ccai.t À relalif à la com- 
binaison la p l ~ ~ s  probable. 

48. Expression approchee de F,,,,,,x. - Cel ie  expression iinpor- 
tanie se prêie mal ail calctil. Notis allons eii donner  une expression 
approchee. 

E n  prenzier lieu, thaluons approxiinati\emeii t 

en nous basant su r  la formule 

où  M tend vers I quand I I  croil irid6liiiiiiieiit. On aiirai 

( ' )  Le lecteur pourra admettre cette formule sans démonstration. Le logaritlime 
indiqué est celui qui  a pour base le nombre e :  loge r ,  log r o.  
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( s i  1 x ( < 1 ,  c'est-à-dire si x est en valeur absolue moindre que u n ) ;  

donc, si  

k-)r k - h  

Si k - A ne tend pas vers I1w, tous les termes écrits tendent 
vers zéro et, logH tendant vers zéro, H tend vers 1.  Alors 

Si k - X tend sers l'infini avec m, les termes du développement . . 
( k  - 1)s 

précédent iie resteront finis que si le premier d'entre eux, -> 
mP 

reste lui-même fini; cela exige que k e t  h soient de l a  forme 

où *), f@I tendent vers zéro quand m croît indéfiniment; en \/m ,Li 
ce cas. 

( loge = I ) ,  

( M N  I ,  quand no croît indéfiniment), 
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formule eracle si a et a' son1 nuls, car, si k - 1 ne  end pas vers 
l'infini, tous les lermes du développement de logH tendent vevs 
zéro et  H tend vers 1 ,  tout cornnie si l'on fait a =  a '=o  dans la 
for mi^ le 

1- 

H - e  21'4 . 
Noiis écrirons donc 

) . -h9 

en nous rappelant que h el  k doivent avoir la forme 

( ~ ( n z )  ~ ' ( n z )  
où-,- tendent vers zéro lorsque m croît indéfiniment. 
fi 4% 

Dans ces conditions, e t  toiijours approxinzativenzent, 

Avec une nouvelle ctpproxinzation, qui consisle à substi- 
tuer l'aire curviligne ABCD à la soinine des trapèzes recti- 
lignes AA'DD' ( l ) ,  

posant k - h = x, dk = dx, puisque k seul es1 variable, 

( ' )  Le lecteur pourra admettre sans dénionsiration ces diverses transformations 
d'in~égrales. 
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C H A P l T R l C  I I .  - R ~ ~ P ~ T I T I O N  DES M ~ Y E B  ÉPREUVRS. d 3  

Si l'on pose enfiii 

1 
Cette foriniile suppose que - tende vers une liinile finie 

c/n; 

Fig. .ï. 

A 
quand m croit indéfiniment. En effet, si - tend vers zéro, I'in- 

4; 
A 

iégrale tend vers zéro, et, si - tend vers l'infini, l'intégrale tend 
J;n 

4; vers -, lend vers 1, vers la certitiide. 

En 'h peut avoir l'une des formes 

oh a est ilne conslante queiconyue e t  b un entier positif. 

Telle est, APPIIOX[MATIVBMENT, la  probabilité que l'&&ne- 
ment E se produira un nombre de fois s'écartant a u  plus de h 
du n o m 6 1 ~  d'arrivées le plus probable de l'événement E ou, 
comme l'on dit souvent, telle est la  probabilité APPROCHBE de 
l'écart 1,. 

De même, la probabilil& approcltée d7uii écart A d 'un  sens 
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déterminé, soit en plus, soit en moins, serait 

49. Nons ignorons forcéinent le degré d'approxiination que 
donne cette formule. 

Une application nous fera pressentir qu'elle est exacte pour de 
grandes valeurs de A. 

II est nécessaire que la soliinle 

des probabilités de tous les écarts possil,les représente la certi- 
tude. On doit donc avoir 

il en est bien ainsi, comme le moiiire la tlihorie des intbgrales 
eulériennes ( l ) .  

K L1t!preuve réussit mieux qii'on n'était en droit de l'esperer; 
lotite formule approcliée doit en effet laisser craindre une erreur. 
Le résul~at,  ici, est rigoiireusernent exact D, bit J. Bertrand. 

50. Voici le Tableau des valeiirs nuinériqiics les 1,111s usuelles 
de la fonction 

( ' )  Le lecteur pourra admeure ce rtsuliaL s,iiis denionskaiion. 
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il 36 .... o. 9726281 
1. 07 .... o. 9736026 
1.08 .... 0. 9745570 

.... 1159 o. 9754620 
1. 60 .... o. 9763484 

.... 1.61 o. 9772069 

.... 1.69 o. 9780381 
1. 63 .... O. 9788429 

.... 1.64 o. 9796218 . .... 1.65 O 9803756 
1.66 .... o. y811oig 
1.67 .... o. 9818104 

.... 1.68 o1g82Jg28 

.... 1.69 o. $331526 

.... 1.70 o. 9837904 
1.71 .... o. g814070 

.... 1.72 o1g85oo28 

.... 1.73 o. 98357% 

.... 2.74 o. 9861346 
1.75 .... o. 9866717 
1. 76 .... o. 9871903 

.... 1.77 01g876gro 
1.78 .... o. 9881742 
1.79 .... o. 9886406 
1. 80 .... o. 9890905 
1.81 .... o. 9895245 
1.82 .... o. g8ggi31 
1. 83 .... o. 9903467 
1. 84 .... o. 9907359 
1. 85 .... o. 9911 iro 
1.86 .... O. 9914725 
1.87 .... 0. 9918207 
i188 .... O. 9921562 
1. 89 .... 0~9924793 
1. 90 .... 0. 9927904 
1. 91 .... o. 9930899 
1.99 .... o. 9933782 
1. 93 .... o. 9936557 
1.94 .... O. 9939226 
1. 95 .... o. 994 179; 
1.96 .... O. 9944263 
1. 97 .... 0. 9946637 
1.98 S... 0. 9948920 
1.99 .... 0. 9951 111 
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48 CALCUL DES PBOBABILITÉB. 

54. Ce Tableau permet de résoudre appr~oxima~ivement  plii- 
sieurs questions importantes se rapportant au Calcul  des proba- 
bilités. Laplace a monlré comment on pouvait le calculer à l'aide 
de séries appropriées. 

EXEMPLE. - L a  probabilité d'un événement est 0,45  et la 
probnbilité de  l'éoénenzent contraire est O ,  5 5 .  O n  fa i t  entre 
eux 20000 épreuves; quelle est la  probabililé que l'écart 
dépassera r ooo en Javeur d e  l'événement le moins probable? 

La probabilité d'un écart de sens donné inférieur à 1000 est 
approximativement 

D'autre part, si nz ei t  très graiid, la probabilité que l 'kar t  sera 

compris entre O el nlp est, à ~rZs  peii près, I, puisqiie mp est une 
2 

valeur très voisine, sinon la valeur même du nombre d'arrivées le 
plus probable de l'événement de probabilité p. 

La Iwobabilité c l ierché~ 

est si voisine de zéro que l'éYénement doit être regardé comme à 
peu prés impossilile. 

.?l. - h a r t  probable. - 0 II  a 

L'écarl a,  déliiii par l'équation 

a donc pobabilité égale d'être ou de ne pas &tre dé1)assé. 

Exenzple. - A la roulette, l'écart ~ r o b a b l e  relatil à une série 
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CHAPITRE II. - RÉPETITION DES MÊMES ÉPREUVES. 

de  32 coups sur rouge e t  noire est 

ou deux. 
Siir 32 coups, la différence entre les nombres de rouges et  de 

noires sera donc leplus souvent 4. 

83. h a r t  moyen. - O n  nonilne ainsi la valeur probable de 
l'écart ou l'expression 

A la roulette, l'écart moyen relatif à une série de 32 COUPS est 

ce nombre sera l a  moyenne des écarts. 

34. L'écart probable et  l'écart moyen sont l'un et l'autre pro- 
portionnels à la racine carrée du nombre des épreuves. Leiir rap- 
porl est O ,8463. . . . 

35. Nombre probable d7arriv6es de 176v6nement de probabilitti p. 

- On peut représeii lei. ce nombre par 

" z ~ - i ) v G G '  

oh p est un facteur indépendant de nz, p, q. 
La probabilité pour que le nombre d'arrivées soit compris entre 

les limites iiidiquees par cette formule, soit 

est l in  nombre fixe indépendant de ml pl q .  
Ainsi, de ce que 

on conclut que, daus iiiie série quelconque de  m épreuves, il y a 

respectivement I à parier contre 1 ,  9 à parier conlre 1; rooo à 

DE M. 4 
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p r i e r  contre I qiic l'événement de  probabi l i~é  p ne sortira pas de3 
liiniies 

56. &art absolu, hart relatif. - L'écccrt absolu ii'est aiilre 
l'écart, dé-jà défini. 

L'écart relatif es1 le qlioiient d e  l'écart absolu par Ic noiiibre m 
d'épreiives. 

L'écart absolu probable crolt indé$nintent arec le nonzbre 
(les épr.euves. L'écart relatif probable, qiiotient d e  I'écait 
übsolii p o b a b l e  par le noiiil>i.e des éprciives, tendlm vers ;&-o. 

E n  effet, l'écart absolii probable a polir expression 

CI I7écarL relalif probable a pour expression 

Seii iblablemen~, 1 'kcart moyen crolt indéjinint~ni, el son 
q~~ot ien t  par le nombre des épreuves tend vers zéro. 

III. - THEOR~MES DE BEBlOULLI ET DE POISSON. 

57. Nous énonçons, d7aprCs Couriiot ( ' ) ,  les théoi,émes de 
.1. Bei*noulli ( 2 )  : 

1 .  Qc~anil 1'mï.ii.ée de l'kvknenzel~t A ou de I'érGnement II. 
dbpend d'une épreuve aléatoire el qu'on rdpète l,lrlsietrr.s fois 
l'kpreuve, la réparlition qui oJre la plus grande /)robabili~é 
est celle pour laquelle le rapl)ort du nonl61.e des éi.énenze~~is 1 
au nonz61.e drs éuénernen~s B esl égal nu rwppori de la proba- 
hilild de A à I B  probabilité de B, ou en d<(jerr le moins  OS- 
sible. Les pl-oBa6ilités des autres r.épar~titions vont en dimi- 
nuant ic mesisre que le rapporl t ir1  1tornb1.e ~ P S  ( ; V I ~ I ~ P I I ~ S  A 

( ' )  Couaxor, L'xposition de la tlcéoiie des chances, p. 54. 
(') Ces tliéorèmes ont été indiqués par Jacques Bernoulli dans In qualrième 

Partie de son Livre Ars conjeclandi, imprimt après sa morl, en 1;i3. 
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ci celui des hénernents B s'écnrle davanluge du rapport de ln 
probnbililé de A à celle de B.  

Soient p et  y les probabilités respectives des événements con- 
~radictoires A, B. On fait nz Cpreuves. 

La réparlition la plus probable est celle oii le nombre d'arri- 
vées d e  l'événeinenl A es t  I'entier 

le nombre d'arrivées d e  B éiaiit l'entier 

( + ) - ( 1 - j  (cf. n 0 4 8 ) .  

Le rapport de ces deiix nombres es t  

La répartilion qui,  après celle-ci, est la $us probable [le 
noinbre d'arrivées de  I'événemerit A étant dimiiiuC : le cas où il 
serait auginenté donnerait lieu au même raisorinenieiit ( c f .  nu 42)]  
est celle: où  le noinbre d'arrivées d e  A est l'entier 

le nonibre d'arrivées de  B é lant  

'I', croît, en  effet, avec a quand a <p(nz i- 1) (c f .  n u  42). 
Le rapport de ces deiix noinbiw est  

Seml~Lableinent, pour la répartition la après celle- 
ci ( le noiiibre des événements A ayant diminué), le rapport  prend 

Ainsi, les rapports ( I ) ,  ( a ) ,  (3) vont en  diininliant, puisque 
leurs nuinérateiirs ditninuerit 1 chaque fois d'une unité et puisque 
leurs déiiominateurs croissent a u  contraire à chaque fois d'une 
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unité. Donc  ces rapports s'éloignent du  rapport  P d e  la probabilité 
4 

de I'événement A à la probabilité de 1'Cvhement B. 
11 en est  de  même dans l e  cas où  l e  nombre d'arrivées d e  1'Cvé- 

nement A dépasse la répartition la plus probable. 

58. I I .  A mesure qu'on multiplie les épreuves, le nombre 
des répartitions possibles augmentant, la probabilité de 
chaque valeur, pour le rapport du  nombre des événements A 
à celui des événements B, va en dintinuant, mais d'autant 
plus rapidement que le rapport en question s'écarte plus du  
rapport entre les probabililés de A et de B ,  et d'arrtant plus 
lentement g'u'il s'en rapproche davantage. 

La probal>ili~é qiie su r  m épreuves l'événement A se produira 
ma fois ( O  < z < 1) est donnée pa r  l'expression approchée 
( c j .  no 44) 

nt fi ,,ma q t t ~  rn 2,  
*ma= ( n l g ) " ' I  ( 1 ) ~  - m l ) , , ,  ttia 4 % ~  n i z t  ln - n t ? )  

Ici, l'événement B se prodiiit nt - nzz fois e t  le rapport  du 

nombre d'arrivées des deiiu événements est -!- - 
1 - 2  

Faisons m + lc épreuves. Si l'événeiiient A se prodiiit 
( m  +- k) p fois, l'événeiiient B se  prod~i i ra  (m + A-) - rn + h )  9 fois 

1  e t  le nombre des deux événements sera -. 
1 

I - ?  

Les rapports -, 4 lie poii imnt 6lre égniix qiie si a = S ;  
1-a 1 - p  

ma étant un  entier e t  ( m  + k) 9 = ( l n  + X)z élant Iiii-même lin 
enlier, k a  devrii être un enlicr. 

Si k est le pliis petit enlier ~ e l  qiie k a  soit entier ,  a k a ,  
3 k a ,  . .. seront eux-inêines des eniiers, e t  ce seront d'ailleiirs les 
seuls d e  la forme H 1 ,  o ù  H est un noiiibre eniiei. 

Les séries coinposées d e  n t ,  m + k, na + 2k, + 3 k 1  . . . 
épreuves seront donc les seilles oh l'on poiirra renconlrer les 
répartitions 

nz 2 événements A et ln - r n z  hénements R ,  
( m  + k ) z  n 1 et m + h - ( r n + X ) z  II B, 
( m + z k ) a  n A et m i - z k  ( n ~ + z k ) r  1) B, 
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ÇHAPITHE II .  - R ~ P ~ T I T I O N  DES MÊMES ÉPREUVES, 

où le rapport du nombre d'arrivées de l'tivéneinent A 

d'arrivées de l'événement B est constamment 
1 - a  

O r ,  

53 

a u  nombre 

donc 

Étudions la fonclion d e  p 

1 

a*( 1 - ? ) ' - A  
P ~ ( ~ - P ) ~ - ~ ,  

dont la dérivée est 

Quand p < a, la dérivée étant positive, la fonction croit; quand 

p > a, la d6rivée étant négalive, la fonction décroît (cf. no 14); 
la fonction est donc maximum pour  p = a. Or, pour p = a, la 
fonction prend la valeur 1.  Donc 1 est u n  maximum et 

1 
pU(1 - p ) l - a g ~ .  a & ( [  - aJ1-a  

Par snite, 

donc, l a  probnbilité que le rapport d u  nombre d'événements A 

a u  nombre d'événements B sera 5 
1 - a  

décrott quand le nombre 

d'épreuves passe d e  m à m + k. 
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De nzBnze yuand on passe de n2 + k à nz + 2 k épreuves, et 
ainsi de suite. 

1.a fonction 

étant  d'aulnnt rnoiiidre que  p est P I U S  éloigiié de r ,  ou,  ce qiii est 

la même chose, que  a esi  plus éloigné de p ,  la probabilité que 
le rapport du nombre cl'événemenls A au nont61.e d'tvéne- 

nzents B sera 2- de'croît d'autant plus vite, quand le noinlire 
I - a  

des épreuves croit, que a s'écarte plus de la probabilité p de 

l'événement A ou que le rapport 5 du  nonzbre d'arnvkes 
1 -  a 

de l'événement A a u  nombre d 'ar~ivées  de l'événenzent B 

s'écarte davantage du   apport cles probabilités re.spectic.es 
Q 

des événements A, B. 

59. 111. OIL a une probabililk torljours croissnnle que le 
rapport du nombre des éuéltenzents A à celui des écénenwnts B 
ne s'écartera pas du r.aj~por.t de leurs probabilités respec~ives 
pl q ou delà de cerlaines limites donnb~s; et, quelque rasse/*- 
rées qu'on prenne ces limites, la probabilité dont il s'agit 
pourra approcher de l'unité autant qu'on le voridra, pourvu 
qu'on augmente su@amnzer~~ le nombre des bpreuves. 

Cetteproposition est la base du C ~ L C U L  DES PROBABILITÉS, car8, 
en la regardant comme un fait d'expérience, nous avons 
deyni & Son aide la P H O B A U I L I T ~  M A T H ~ V A T I Q U E .  Il eSt bon de 
constater, comme nous allons le faire, yu'elle est une consé- 
quence de ln di:Jinition de la Probabilité. 

Soient p et  q = I - p  les de  d e u x  événements con- 

tradictoires A, B. La piobaI,ilité qiie siir nl épreiives successives B 
se présentera a fois e l  A ,  »z - a fois, est représentée par le terme 

en prn-llqU d u  d é ~ e l o p ~ e i n e n t  du linoiiie ( p  + q)" e t  est donnée 
par la formule 

I?L ! 
Tu = 

~ ! ( m - a )  ! PM'-" ga  (rf. no 38). 
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0 i i  en déduit 

rapporl > i oii < I selon que 

Le pllis grand terme sera donc T,, n étant  le pliis grand entier 
contenu dans ( m  + 1 )  q. Ce  nombre n sera > ( m  + I )  q - 1 ,  

niais 5 (nz + 1) q.  
Cela posé, nous allons é ~ i i d i e r  la soninie 

1, Qiant un entier  fixe oii variable, dont nous donnerons la forme 
pliis loin. 

Nous allons montrer que 

tend vers O quand m croit indéliiiiiiien~; ( p  + i n '  élan1 
égal à 1 ,  il en  résultera que  S tend vers I quand m croit iodéfi- 
niment, e t  le  théorhme précédemment énoncé sera démontré. 

n est l'entier immédiatement supérieur à ( m  + 1 )  q - 1  oii 
nzq - ( I  - q )  = ntq - p  ; o n  peut donc poser 

d'où 
n = nry - p + ~ ,  

n t - n = ( m + r ) p - E ,  

I L + I  = ( m + ~ ) q + z .  

II vient alors ( 1 )  

n t - n  q 
Tn+, = T, ,  - - = Tl, ( l n +  1 ) ~ - E  -9 

I I  y ( t n + r ) q + ~  p 
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Mdtiplions ces inégalités membre à membre; i l  vient a Jor- 
tiori, en négligeant e , 

= = A  
1 

9 x 
. r=1  l+ 

( m  + I ) P 9  

ou, ce qui est la même chose, 

Multiplions ces deux inégalités membre A membre, facteur par 
facteur, et extrayons la racine carrée; comme 

il vient a fortiori (T,,< 1) 

i i 

Celte inégalité est symélrique en p, q. On en conclut que tout 
terme à une distance srlpériertre à A d u  terme T ,  est rnoind1.e 

que 
1 

donc, la somme de ious ces termes (dont le nombre es1 < n a )  est 
moindre que 
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CHAPITRE II. - RÉPETITION DES M Ê ~ S  ÉPREUVES. 

c'est-à-dire 

Ce résultat acquis, soit I u n  nombre fixe aussi petit qu'on veut. 
Prenons A supérieur à l ( m  + 1 ) ;  on  aura 

Quand m croit indéfiniment, le dénominateur croit comme une  
exponentielle et est  infiniment grand par  rapport à m ;  le quotient 
tend donc vers zéro et  S tend vers U N  ( I ) .  

Nota. - O n  a donné des déinonstrations des théorèmes de  
Bernoulli basées sur  l'expression approchée de  Tu. Ces démon- 
strations n 'ont  aucune valeur. 

60. E n  d e  beaux travaux, M M .  Maiision ( 2 )  e t  de  la Vallée- 
Poussin ( 3 )  ont  donné des limites inférieures de  la probabilité 
d'on écart déterminé. 

La limite indiquée par M. d e  la Vallée-Poussin est  plus resserrée 
que celle indiquée par M. Mansion., 

61. Le cas d'un écart d e  la forme 

est par~iculièrement intéressant. La probabilité qu'il n e  soit pas 
dépassé est  en  effet 

Cette probabilité  end rapidement vers la certitude quand le 

( ' )  Démonstration communiquée par hl .  de la Vallée-Poussin. - Cf. aussi 
JORDAN, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, t. I I ,  no 183 et suivants, et 
GOEDSEELS, Annales de  la Société scientifique de Bruxelles, t. XVII, p. 8. 

(') Annales de la Société scientifique dc  Bruxelles, t. XXVI, 2' Partie, 
p. 191. 

( 3 )  Même Ouvrage, t. XXXI, 2' Partie, p. 219. 
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58 CALCUL DES PROBABILITES. 

nonibre p croil. E n  effet, 

Prat iquement ,  on peut regarder l'écart 2 4 2  ntpq cornnie 

n'étant presque jamais dépassé. 
I 

Pour  na = 3a,  nh = 50, m = 7 1 ,  n2 = 98, e t  des probabiliiés ;, 
les écarts correspondants sont 

A la roiiletle, il n'y a donc qu'iine Lrès faible chance pour que 
siir 32, 50, 72, 98 coups l'une des billes sorte respectivement 
iiioins de 8 fois e t  pliis d e  24 fois, inoins de  15 rois e t  plus de 
35 fois, moins d e  2 4  fois e t  pliis d e  48 fois, moins d e  3 3  fois et 

plus d e  63 fois. 
II y a e n  effet 995 à pariw contre 5 a u  moins (199 contre i )  

que  ces Ccarts ne  seront pas dépassés. 

II y aurait plus de 33 332 A parier contre 1 que  les écarts 

n e  seraient pas dépassés. 

I l  y a cependnnt lieu de se rtrppeler que ces résultats sont 
approrimati fs ,  conzme l a j o r m u l e  qui leur sert de base. 

On remarquera que,  si le rappor t  d u  nonibre d'arrivées de 

I'événement A au iioml,re d'arrivées d e  I'événement B lend vers le 

rapport  1 des pi,obabilités respectives des événeineiits A, 13, 
4 

l'écart moyen 

croit indéfiniment avec n2. 
Les  limites moyennes di1 nombre  d'arrivCes d e  I'évéiieineiit. A. 

qui  sont 

difThrent de  plus en  plus l 'une d e  l ' a u ~ i e .  
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62. ThéorBrne de Poisson (d6moiitrC par M. Aiansion) ( l ) .  - 

Dans les applications du Calcul des probabilités aux  sciences 
d'observation, on ne peut presque jamais appliquer directe- 
ment le troisième théorème de Bernoulli. La probabilité des 
événements en jeu est, en eflet, variable d'ordinaire d'une 
série d'épreuves à l'autre. 

Posons 

où m et T sont constants et  où 1, I l ,  l2 sont des fractions respecti- 
vement inférieures à p  e t  q ,  pl et q,,p2 et q2. 

L'expression p - l croît ou décroît en même temps que pl 
car 

L'expression 
p + z =  1 - ( 9 - l )  

croît aussi avec p ;  en effet, si p croit, q = I - 1 )  décroît, et  il e n  
est de même de  q- l ;  donc p + 1 croit. 

11 résulte de la que 

Donc, lorsque p varie de p,  à pz,  l'intervalle 

est toujours compris dans Z'inte~valle 1  lus grand 

Or, M. Mansion a montré ceci : la probabilité que, su r  nz 
- - -  

( 1 )  Loc. ri t .  
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60 CALCUL DE8  PROBABILITES. 

épreuves, le nombre d'arrivkes de l'événement A sera compris 
dans l'in tervalle 

m ( p  - 1)' nz ( p  + I )  

dépassera l'expression 

o ù p 3 q 3  est le plus petit des produits p,  q l ,  p,  q,, pollrvu que  : 
I I I  

10 1 soit inférieur à la plus petite des 2p,, ~ q l ,  ;pzr 

2" m soit au moins égal i I O  e t  à la plus grande d e i  rju i i i t i l i i  

La probabilitd que, sur m Cpreuves, le nombre des répClilions 
de l'événement A sera compris dans l'intervalle 

surpassera évidemment P', c'est-à-dirc sera de  In forme 

Supposons donc qu'un certain événement A soit soumis, 
ainsi que son contraire, à m epreuves répétées, et cela k fois. 
Supposons que sa probabililé p v a r ~ e  d'une épreuve à l'autre 
dans les limires p ,  5 p < pz, la probabilité étant invariable lors 
de chaque épreuve : 

DANS CHACUIVE DE CES SÉRIES D ' ~ P ~ F U V E S ,  L A  P R O B ~ B I L I T ~  QUE LE 

NOMBRE D'APPARITIONS D E  L ' ~ V $ N E ~ I F Y T  S F R A  COMPRIS DANS L'IN- 

TERVALLE 1?2 ( P ,  - I l ) ,  m ( p z $ -  1 2 )  SUKPAS5F: L ~ E K P R E S ~ I O N  

A ronsiilter : II. POINC~RE, Calcul  des probabilités; Paris, 1896. - 
LAPLACE, Théorie a n a l y t i p e  d u  Calcul  des probabilités; Paris, 1812, ou 
éditions suivantes. 
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CHAPITRE III. 
LES JEUX DE HASARD ET L'ESPEKANCE MATH~MATIQUE. 

63. L'étude des jeux de  hasard a donné naissance au Calcul 
des probabilités. C'est une de ses plus intéressantes applica~ions.  

11 est &vident que,  Pierre et  Paul jouant une  partie d'un jeu 
déterminé, si  Pierre a p chances de  gagner e t  Paul q chances d e  
gagner, l'enjeu de  Pierre doit être np e t  celui d e  Paul nq. E n  
effet, si l'on joue p + q parties, Pierre en  gagnera p, il gagnera 
p fois l'enjeu d e  Paul, il gagnera p x nq ; P a u l  gagnera de même 
q x np; ces deux nombres sont dgaux, comme le veut la justice. 

1. - JEUX DE PUR BASARD. 

64. Jeux de dés. - Nous avons par16 de  ce jeu précédemment. 
O n  peut  se poser à son sujet diverses qaestions que  le lecteur 
pourra résoudre sans peine. 

65.  eu de la roulette. - Nous examinerons seulement le jeu 
de rouge et  noire. Encore adme~trons-nous que la roulette n'a 
pas de  zéro (on  sait hlonaco la roulette porte 18 numéros 
rouges, 18 noirs e t  un zéro; quand un numéro rouge, pa r  exemple, 
sort, les joueurs qui  ont  misé su r  la couleur rouge voient leur  
enjeu doublé,  les joueurs qui  on t  misé su r  la couleor noire se  
voient prendre leur  mise; si le zéro sort, les mises s u r  rouge e t  les 
mises su r  noir sont  emprisonnées : les joueurs n'y peuvent plus 
toucher ('). Au coup suivant, les joueurs dont la couleur sort  
retirent leur enjeu tel quel, les autres le perdent). Slipposer 

( ' )  La banque prend les enjeux des joueurs ayant misé sur un numéro parli- 
culier. 
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62 CALCUL DES PROBABILITES. 

l'absence d e  zéro revient A accroître Iégèremenl les chances des 
joueurs. 

Examinons les coups qui  peuvent avoir lieu, en supposanl le 
I r en i i e r  coup noir. 

Premier coup : 
N. 

Ensembb du premier et d u  deuxième coups : 

NY, NR. 

Ensentble des trois premiers coups : 

NYN, N N R ,  NRN, NRR. 

Ensemble des quatre prenziers coups : 

NNNN, NNNR, N N R N ,  NNRR, NRYN, RRIR, NRRV, N R R R .  

Ici, nous avons i coup d e  4 noires, 3 coups de 3 noires, 3 c o u p  
d e  2 noires, i coiip d e  I noire. 

E n  adjoignant à ces coups ceux qui commencent p a r u n e  rouge, 
iious aiirions en  plus : 

i coup d e  4 rouges, 3 coiil)s de 3 rouges, 3 coiips d e  2 rouges, 

I cou 1) da i roiige, ce qui équivaut à : 
i conp d e  O noire, 3 coups d e  i noire, 3 coups d e  2 noire.-, 

i coiip de  3 noires; donc, pour les 16 coinlinaisoiis lgalenieiil 

possibles que peuvent donner  4 coups  coiistkii~ifs : 
I coup d e  4 noires, 4 coiips d e  3 noires, 6 coups de z noires, 

4 coups de i noire, i coiip d e  O noire. 
Ainsi, comme on l'a d i t  plus Iiaiit (cf. nos 42. 43), i l  y a plus de 

chances d'ainener u n  coup compozé de  z iioires e t  a rouges qu'ull 
coup composé de  I noire e t  3 rouges oii 3 noires e t  I rouge ... 

Pour I coup de (i noires, l'écarl e s t . .  . . nip - - 4 
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Nous avons donc 

I coup avec I'écart - .r e t  I avec I'écart 2 

d II u - ! e t 4  » 1 

6 n )) O 

II y a 6 à parier contre I O  q u e  I'écart sera nul, 8 à parier 
contre 8 qu'il sera I ou - i ,  1 4  coiiire 2 à paricr qiie l'écart sera 
coinpris entre - 2 et 2, etc. 

66. Problbme. - Pierre s'assied à une table de roulette; 
peul-il jouer sur l'écart de 4 coups à venir avec quelques 
chances cle gain? 

Si Pierre pouvait parier que l'écart O est le plus probable, qiie 
I'écart sera compris entre 2 et - 2, il pourrait joiier sur l'écart 
avec qiielque chance de gain; cela dipendrait des conditions du 
jcii, c'est évident. Mais Pierre ne peut que joiier rouge ou joiier 
~ioire.  

Supposons qiie noire sorle au  premier coup. 
Laparfie portera sur l 'une des 8 combinaisons : 

N N N N ,  NNNR, NNRN, NNRR, NRNN, N R N R ,  NRRN, NRRR. 

Siipposons que la coinbiiiaiso~i NNKN sorte. 
Pierre joue i conibler I'écart. Il joue donc, comme il est 

indiqué en leltres minuscules : 

N N R N  
r r 1, 

e t  perd I mise. 
De niênie pour les autres coups, sauf si rouge sort ail second 

coup; alors il s'arrête, car il n'y a plus d'écart à combler : 

N N N N  NNNR NNRN NNRR NRNN NRNR NRRN NRKR 
r 1 J I  r I -  r I-  

- 3  - 1  - 1  i l  + l  + I  +I  + I  

En dessou.i de cliaque combinaison, on a indiqué le gain (+) 
oii la perte (-). 

Qiie rés~il~c-L-il  de ce Tableau? Que les chances de perte e l  de 
gain se balancent. 

Donc : Pierre ne peut pas jouer sur l'écart de 4 coups à 
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64 CALCUL DES PROBABILITCS. 

venir avec quelque chance de gain. La prdsence du zéro fait 
même qu'il est assur.é de perdre. 

Ce qui est vrai de l'écart de 4 l'est de l'écart de 5 ,  de celui 
de 6, etc. 

67. Avantage du banquier A la roulette (d'apris les régies de 
jeu de Monaco). - Quand le zéro sort, persoriiie ne touche aux 
mises. 

Si rouge sort après le zéro, le banquier rend les mises rouges 
et  prend les inises noires. 11 gagne les mism noiies, sans rien 
perdre sur les rouges. 

Be même si noire sort après le zéro. 
Le banqiiier g a p e  donc, en moyenne, la moitié des mises 

chaque fois que le zero sort. 
Le zéro sortant en  moyenne une fois sur 37 fois, le banquier 

1 I 
gagne en moyenne la moitié du - des eiijeuu, soit le - des 

3 7 7 4 
enjeux. 

68. Petits chevaux. - Le jeu des petits clie\aur peut tout 
à fait se comparer au jeu de roulette, sauf que le zéro a ici plus 
d'importance : on donne en effet sept fois la mise et le nombre des 
chevaux est 8. On peut jouer quaire nuinCros à la fois, ce qui 
revient à jouer à rouge et noire. 

11 est à reniarquer que, dans la pl i~part  des jeux de petits che- 
vaux, un, deux, trois numéros sortent de préf~;rence aux autres, 
ces numéros v#iriant d'ailleurs d'un jour A I'aiiire. Cela tient soit 
un défaut de l'appareil, soi1 a i l  coup de niain du I)anqiiier. Reniai*- 
quer ces numéros peut conduire à un gain, que le Calcul des pro- 
babili tés ne prévoit pas. 

69. Trente et quarante. - Le trente cl c/riaranle se joue, 
comme la roulette et les petits ch eu au.^, prttre un banqrrier et 
un nonzbre indéterniin6 de pontes. OnJ. ettipioie G jeux complets 
qu'on a nzêl6s ensenzble. /,es Jignres vcrl(1nt diz points; les 
autres cartes, ycompris l'as qui conzpteporrr un poittt, comptenl 
pour /es points qu'elles rrtntytrent. Lc ( v i s  porte deux 
cartons, un rouge et un noir. Les p o ~ ~ f e o  placent leur mise 
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CHAPITRE III. - JEUX DE HASARD ET EGPERANCE MATHEMATIQUB. 65 

sur la couleur qui leur convient. Cela fait, le banquier tire 
une à une les cartes du jeu et les étale sur le tapis, les unes à 
côté des autres. I l  s'arrête quand la somme des points que 
marquent les cartes dépasse 40, après avoir atteint 3 I ; i l  com- 
mence alors une nouvelle rangée, le nombre de points de ln 
première n'étant pas inférieur à 31, ni  supérieur à 40, et 
termine la seconde rangée comme i l  a terminé la première. 

La première rangée correspond à la couleur noire et la 
seconde à la couleur ronge. 

S i  les rangées ont chacune 31 points, le banquier prend la 
moilié de chacun des enjeux. 

Si les rangées ont même nombre de points, sau,f 31,  le coup 
est nul; on dit qu'il y a refait. 

Si  le nombre de points de la première rangée est plzts 
proche de 31 que le nombre de points de la seconde rangée, 
les noirs gagnent et les rouges perdent; le banquier double les 
enjeux du tableau noir et prend les enjeux du  tableau rouge. 
Les rouges gagnent dans le cas contraire. 

Quelle est la probabilité du  r-efait de 3 1, autrement dit,  
quelle est la chance du banquier? 

Poisson a trouvé pour  valeur approchée du refait 31  l e  nombre 

II suppose qu'on ait rPiini 8 jeux. 
Noiis allons trailer le probkine  ( ') en négligeant l'influence des 

cartes s o r ~ i e s  su r  les probabilités des divers points. Nous trouve- 
rons un nombre sensiblement égal à celui de Poisson. 

Soit P,  la probabilité pour que,  en  abattant successivement les 
cartes, la somme prenne à un certain moment la valeur n. 

La somme I ne peut  se produire qu'au premier coup, si  l'on 

abat un as. La  probabilit.6 pour cela est A; on a 

La somme 2 peut se produire de deux manières : 2 a u  premier 

( ' )  B E R T R A N D ,  Calcul des probabilités, p. 35. 

DE M. 
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66 CALCUL DE8 YROB~BILITÉS. 

coup;  as au premier, as  au  second. On a 

La soiiiine 3 peut se  produire de  trois manières : 3 au premier 
coup ;  2 e t  a s ;  a s  e t  a ;  3 as;  d'oii 

O n  a, en général, tant qiie n est iiif6rieur à I O ,  

O n  Lrouve ainsi 

A partir du point I O ,  les conditions changent ;  4 cartes diK& 
rentes, en effet, les dix e t  3 figures, peuvent amener I O  points. 

O n  a 

Au-dessus de n = I O ,  la formule évidente 

I 4 P,= -(Pm-,+ P, -,+...+ P, ,)= - P  
13 ,3 " 1" 

donne 

La probabililé d'obtenir 3 1  élant P 3 ( ,  celle d e  l'obtenir a fois 
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CHAPITRE I l l .  - J E U X  DE HASARD ET ESPERANCE YATHÉ.MATIQUE. 67 

est ( P,, )a, soit 
0,0219686. 

Ce nombre diffthe peu de celui donné par Poisson. On peut 
donc admettre que le banquier a 2 2  chances sur 1000 qu'il 

22 
gagnera la - ~ a r t i e  des enjeux ou uii peu plus du I .  

rooo 50 
1 A la roulette (rouge et noire) le banquier gagne le - des enjeux, 

7 4  
ri 

soit les -; le ponte a donc avantage à jouer à la roulette (rouge 
1000 

ou noire) p l u ~ ô t  qu'au trente et  quarante. 

70. Baccara. - Le jeu de baccarase joue entre un banyuier 
d'une part et des pontes formant un ou deux tableaux. Le 
banquier a devant lu i  plusieurs jeux de 5 2  cartes, mêlés, et i l  
taille, il distribue les cartes. A chaque coup, il donne deux cartes 
par tableau et en prend deux pour lui-même en les distribuant 
une par une. Chacun dissimule son jeu. Cela fait, i l  addi- 
tionne les points marqués sur ses cartes, l'as comptant pour un, 
les basses cartes pour les points qu'elles marquent, les Jigures 
pour zéro. Toutes les fois que les points additionnés donnent IO,  
on retranche ce nombre. Le maximum possible est donc 9. L'ad- 
dition Jnile, deux hypo~hèses peuvent se présenter : ou bien le 
total des points du banquier est 8 ou 9, ou bien i l  est inférieur 
à ce ch i ' re .  Dans la première, le banquier abat son jeu. I l  
gagne les enjeux de l'un des tableaux si le point de ce tableau 
est inférieur à 8 ; le coup avec ce tableau est nul si le point d u  
tableau est 8 ;  ce tableau gagne si son point est 9; en ce cas le 
banquier double les enjeux du  tableau; de rnêrneporrt- l ' a u ~ r e  
tableau, qui est indépendant d u  premier. Dans la seconde 
hypothèse le banquier est obligé d'o.ft.ir une carte; l'adversaire 
abat s'il a 8 ou g et le banquier double les enjeux du rabbau; 
si l'atlversaire n'a pas 8 ou 9, i l  accepte ou refuse la carte, ù 
son idée : son jeu est de s'approcher de 9, sans le dépasser. Le 
banquier, s ' i l  n 'apas 8 ou 9, peut tocljours prendre une carte, 
on dit : tirer. Ces opérations $nies, banquiers et pontes 
abattent leurs jeux.  Le banquier gagne et prend les mises si 
son point est leplus fort ( i l  n e  doit pas d6passer 9,  on retranche 
I O  autant qu'il est p s s i b l e ) ;  i lperd et double lesmises si son 
point est le plus faible. 
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Yoiis traiterons la seule queslion (lue voici : 

Est-il avantageux pour le ponte ou pour le banquier de 
d ~ m a n d e r  une carte quand i l  a le poinl5 ( l  ) ? 

Le ponte recoit. deux cartes, le banquier eii prend deux. Le  ponte 

a le droit d e  demander une carte qui  s'adjoint aux tleiix premières 
oii d e  s'y tenir en gardant son jeu .  

Le  banqiiier a les mêmes droits, mais il a I1avan~age,  avaiii de 
prendre  sa décision, de  savoir si I'adver3aire a deniaiidé une carte 

e t  d e  connaiire celle qu'il a reciie. 
Tous  les poiiiis saclJ' I O  (oii zero) ont cornine prol)abilit6, quand 

i 6 
on donne les cartes, - = O ,  1 ~ ~ 4 6 7  ; i O a coniine probabilitC 

169 
2J 
- = 0, 1479 : il est aisé d e  le voir. 
'69 

Quand un joueur deinande une carte, quel  q u e  soit le  oint 
~ ~ u ' i l  air, il a la prol>abiliid de  le conserver en recevant un  dix 

13 
1 

e l  la probabililé - d e  le changer pour i i r i  qiielconqiie des autres 
13 

poinls, qui dt~vieiiiieiit ~ o u s  également probable5. 
A p r o p o ~ d u  la ~ ~ ~ i e s t i o n  posée, il faut rCsoiidre quatre I)robli~ines : 

3. Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle 
est pour lzri ln probabilité de gagner et q u ~ l l e  est celle de faire 
coup nul, lorsque le banquier, ignorant yic'il a le point 5 ,  sait 
qu'il a l'habitude, quand il a cepoint, de denmnder une carte? 

p. Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, ~lrcelles 
sont pour lui  les p~*oOabilirds de gagner ou de foire coup nul, 
lorsque le banquier, ignorant qu'il n le point 5 ,  croit qu'il a 
l'habitude, quand i l  a ce point, de demander une carte? 

y. Le ponte ayant 5 C L  demandunt une carte, quelles sont 
pour lui  les probc16ilitPs de gagner ou de faire coup nul, 
lorsque le banquier cotrnait son habitude de demander. une 
curie dans celte circonstance, ou 

6 .  Lorsqu'il croit savoir qu'il n'en demande pas? 

Résolvons l e  premier problème. 
L e  ponte a 5. Le banqiiier l'ignore. Eri le voyant s'y lenit', il 

( ' ) BtiR~iirnn, Calcul des probabilrtes, p .  38. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



apprend qu'il a 5, 6 ou 7. Ces trois cas ont  chacun pour  proba- 
1 

bilité -. Hui t  suppositions peuvent être faites : le banquier peut 
3 

avoir O, 1 ,  2 ,  3, 4,  5 ,  6 ,  7. Les probabilités des huit  hypothèses 
2 5 I 6 

étaient pour le O e t  - pour les autres, au moment o ù  
1 hg 169 

les cartes on t  Bté données. Mais on n'a pas abattu. Les points 8 e l  9 
ne  sont pas possibles. Les probabilités deviennent 

Qiie fera le banqiiier? S'il a O, 1 ,  2, 3 ou 4,  il prendra une 
carte. II pourra hésiter s'il a 5 ou 6, et  il faut résoudre celte qiies- 
tion incidente : dans les circonstances supposées, c'est-à-dire le 

ponte étant  tenu e l  ayani l'habitude de  ne pas t irer  à 5, le ban- 
quier doit-il tirer à 6, doit-il tirer à 5 ?  

Nous ferons le calcul pour le cas où  le banquier a l e  point 6 ;  
il se  compose de deux autres : 

Quelle est la  probabilité de gagner pour le banquier yui, 
ayant 6 ,  demande une carte dans les conditions supposées ? 

Quelle est la probabilité s'il ne demande pas de carte ? 

Si le banquier ayant 6 ne  tire pas, il a la probabilité de  perdre 
3 

1 1 
le ponte ayant 7 ,  de  gagner le ponte ayant 5, de  fairecoup nul. 

Si le banquier ayant 6 prend one carte, il acquiert la proba- 
1 4 

Lili té - d'avoir chacun des' g points autres que  6 e t  - d'avoir 
I 3 13 

celui-là. 
La probali l i té  d e  perdre contre lladvevsaire dont  le point  est  5 :  

6, 7 doit  s'évaluer par l 'énumération des cas : 
5 11 a la probabilité - de perdre avec les poinls O ,  i l  2 ,  3, 4 ;  la 

I 3 

probabilité 2. pour  avoir, avec le point 5, probabilité ' d e  faire 
1 3 3 

4 coup nul  e t  2 d e  perdre;  la probabilité 7 pour  avoir, avec le 
3 1 3  

I 1 point 6, probabilité - de gagner, - de faire coup nul et  A de  perdre;  
3 3 3 

probabilité 4 pour acquérir, avec l e  point  7, probabilité d e  
13 
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1 1 
gagner, d e  faire coup nul  ; probabilité - enfin,  de  gagner avec 

3 1 3 
le point 8 ou avec le point g. 

La probabililé de gagner est, d'après cette énumération,  

celle d e  faire coup nul,  

1 4 
La probabilité de gagner éiait -; elle devient - : elle a diiniiiiié. 

3 1 3 
Celle de  faire coup niil a également diminuC; Ie Danyuier. dans 
(es conditions supposées ne doi t  pas  t i rer  à 6 ,  mais  i l  doit tirer- 
à 5 ,  comme le moritre un calcul tout semblable. 

D e  même, si le  ponte se  tient à 5, le banquier sachaiit qu'il a 

cette habitude, le ponte a commeproba6i l i tés  : 

...................... De gagner. 0,44 i69i 
................ De faire coup nul o,o8ig07 

De perdre.. .................... 0,469400 

D e  même encore, si le 1)onte qui a 5 deniande une carte, le ban- 
quier sachant qii7il a cette habitude, l e p o n t e  a comme probubi- 
lités : 

De gagner.. ..................... o14ii3i8 
De faire coup niil.. . . . . . . . . . . . . . .  O ,  120935 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  De perdre.. 0,43171? 

Si le ponte qui a 5 s'y tient, faisant croire au I>anqiiier a 

17habitiide d e  demander des cartes, lesprobnbili tks en faveur du 
ponte sont : 

De gagner.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  O ,  489612 
De faire coup nul . . . . . . . . . . . . . . .  010g~8go 
De perdre ....................... o14i5ig7 

Si  le ponte a ~ a n t  5 demande urie carte eii faisant croire au han- 

quier  qu'il a 171iabi~iide d e  tenir ,  les probabilités en sa faveur 
sont : 

De gagner. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  01;4;ii3 
De faire coiip nul . .  .............. 0,120i63 
De perdre.. .................... o,;26j24 
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Le lecteur pourra faire, à t i t re d'exercices, les calciils qui  con- 
duisent à ces résuliats, e t  qui sont en tout semblables à ceux indi- 
qués au début.  

E t  si le banquier ignore ce  que  fait le  ponte quand il a 3 ?  On 
ne peut rien dire. O n  ne  peul calciiler la chance du ponte qui  a 5 ,  
car elle dépciitl d e  la chance incalculable que  le ponte a de  tirer 

à 5 .  
E n  résuiné : 
Si, sans jouer au plus fin, dhs le début de  la partie, l e  ponle 

déclare franchement ses hal)itiides, il doit  tirer a 5 ;  
Si les conven~ions  du jeu permettent la riise, il doit se tenir à 5, 

faisan1 croire au banquier,  s'il le peut, qu'il a l'habitude de  tirer. 
Voici qiielques indications coinplémentaires concernant le jeii 

propre du  banquier; nous les donnons sans démonstration. 

E n  aucun cas, le banquier ne doit s'y tenir à moins de 3, n i  
tirer à 7 .  

Dans le cas d'un ponte ne tirant pas à 5 ,  le banquier doit 
s'y ter1 ir  : 

Seulenient à 3 s'il donne un 8 ou u n  9, seulement à 4 s'il 
donne un I O  ou u n  as, seulement à 5 s'il donne un 2 ou un 3. 

I l  doit indifléremment s'y tenir ou tirer à 5 s'il donne un 4 .  
I l  doit tirer seulement à 6 s'il donne un 5 ou si le ponte s'y 

est tenu, et seukment à 7 s'il donne un 6 ou un 7 .  
Quand on a a fa i re  à un ponte qui a l'habilurie de tirer à 5 ,  

le banqvier doit s'y tenir : 
Seulement à. 3 s'il donne un 8 ,  seulement à 4 s'il donne u n  9 

ou un I O ,  seulement à 5 s'il donne un as, un 2,  un 3, seulement 
à 6 s'il donne un 4 ,  un 5 ,  u n  6 ,  seulement à 7 s'il donne un 7 
OU si le ponte s'y est tenu. 

Dans le cas d'un ponte douteux, c'est-&dire s'y tenant ou 
tirant indi$éremment à 5 ,  le banquier doit s'y tenir seirlement 

3 s'il donne un 8 ,  indijéremment s'y tenir ou tirer à 3 s'il 
donne u n  y ,  s 'y tenir seulement à 4 s'il donne u n  ro ou un a s ,  
seulement à 5 s'il donne un 2 OU u n  3, seulement à 6 s'il donne 
un 4 ou un 5 ou si le ponte s'y est tenir, seulement à 7 s'il 
donne un 6 ou un 7 ( l ) .  

( ' ) E.  DORMOY. Théorle mathématique du jeu de baccara. 
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CALCUL DbS PROB4BILlIhS.  

II. - PARADOXE DE SAINT-PÉTERSBOURG. RUINE DES JOUEURS. 

'il. Probléme. - Pierre et ~ a u l  jou'ent a u z  conditiotis sui- 
vantes : on jette une pièce de monnaie en l'air. Si  elle montre 
face, Pierre donne 1 franc à Paul. Si  elfe montre pile, la 
p~èce est jetée de nouveau; si face arrive à ce second coup, 
Pierre donne a francs à Paul; si la pièce montre pile, elle est 
lancée à nouveau et ainsi de suite. La partie est terniinée, soit 
après n coups ( n  est un n o m b r e j x é  a11 d ibu t )  si face ne s'est 
pas montrée, soit dès que face se montre; si cela a lieu au 
pi"" coup, Pierre donne ap- '  francs à Paul. Quel sera le gain 
moyen de Paul? 

Au premier coup, pile et  face o n t  égale chance de  se montrer, 
I 1 

soit -; le gain moyen de  Paul pour le premier coup est --  

Au second coup. qui a une chance sur  deux d'être joué, pile et 
1 

face ont  égale chance de se inonlrer, soit encore ;; pile et Iàce ont 

donc chacune 

chance de  se montrer aii second coiip; Pierre payant 2fr si face 
arrive, le gai11 moyen d e  Paul a u  second coiip est  

De même, ail troisicme coup le gain mojen  de Paul sera 

I I I  - X - X - X ..kt= I .  
2 2 2  2 

Et  ainsi de suite. 

Le gain moyen d e  Paul sera 

où 1 est répété n Iois, soit 
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CHAPITRE III. - JEUX DE HASARD ET ESPERANCE MATH~MATIQUE.  73 

Si donc Pierre et Paul jouent un jeu équitable, Paul devra 

donner à Pierre francs quand pile se montrera. 

S i  n = 3 ,  Paul doit donner  i fc ,  50. Cela ne choque pas le bon 
sens. 11 peut gagner tout aii plu:. z2=  hfr. 

S i n =  6, Paiil doit doniier 3fr. II peut gagner cependant 2 5 =  hfr. 
Cela prête d{jà à réflexion. Sans doute, en  jouant souvent à cejeu ,  
i l  gagnera hien raremen1 32fr. Mais, si Pierre dispose seulement 
de 500'' par moi-, polir ses plaisirs, cette perte l u i  serasensible. 

Pour n = r 4 ,  Paul peut gagner z i 3  = 8192~' et n'en perdra 

que 7. 
Pour  n = 32, Pierre n e  pourrait payer, quelque riche qii'il soit, 

les z 1 4 ~ 4 8 3 6 4 8 ~ ~  qu'il pourrait perdre: du moins dans l'état actuel 
de nos fortlines. linpossible donc d e  jouer en supposant n= 32, 
bien que Paul n'ait alors que  ifif= à payer au cas o ù  il perdrait. 

Bien plus impossible encore de  jouer si  l'on ne  limite pas n. 
Le cas d'ailleurs devient bizarre. 
S i  l'on ne limite pas le nombre de coups, si n est infini, l'enjeu 

de Paul, qiii e s t ? ,  devient lui-même infini e t  Paul doit payer 

une somme inJinie ci Pierre quand la pièce montre pile. 
On a I>eaiicoup épilogué su r  cette question, appelée PARADOXE 

DE SAINT-PÉTERSBOURG. 
La inanirre dont nous l'exposons éclaircira peut-être les idées 

qu'on se fait coinmunéiiient à son sujet. 

73. ProblBme ( l  ). - Pierre et Paul font un nombre illimité 
de parties à zm jeu dont les conditions sont équitables; lezw 
fortunes sont m et n. Quelle est, pour chacun d 'eux,  la proba- 
bilité de ruiner l 'aulre? 

Le jeu devant se pi.olonger jusqu'à la ruine de l'un des joueurs 
petil êlre assiinil6 à une seule partie dans laqiielle celui qui 
risque m. francs devraii, s'il est vainqueur, en ohtenir  m + n. La 

te que  Pierre ruinera adversaire est donc 

( l )  BERTHAND, Calcul des probabilités, p. r 15. 
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74 CALCUL DES PHOBABILITEB. 

O n  peut faire directemenl le calcul. 

S o i t y ,  la  prohabilité pour q u e  Pierre ru ine  Paul au moment 
où il possède x francs e t  où Paul, par conséqiient, en possède 

rn + n - x. On pourra Ccrire 

Lorsque Pierre,  e n  effet, possède x francs, il peut, à la fin dela 
partie suivante, selon qu'il la gagne ou qu'il la perd,  posséder 
x + b ou x - a francs;  i l  y a donc probal>i l i tép  pour  que y, se 
change en y,+ e t  p robab i l i~é  q pour  qu'il devienne x - a ;  l';qua- 

tion e n  est  la conséquence. 
pb étant égal A q a ,  car le jeu est é q u i ~ a l l e ,  la solution générale 

de (1) est d e  la forme 

y = an+ p. 

On a, pour déterminer les constantes, 

74. Corollaire. - RUINE DES JouFuns. - S i  Paul est J O U E U R ,  il 
joue contre des adversair~s en nombre très grand, disposant 
a eux tous d'un enjeu n tr6s grand.  Ln probctbilité 

m 
m t n  

qu'il sera jnalement ruiné est donc très voisine de un, c'est- 
a-clire de la certitude. Ainsi, TOUT J O U E U R  FINIT P A R  SE RUINER,  

même s'il joue un jeu équitable, un  jeu oii le banquier n'ait nul 

avanlage. Si  le banquier a un avantage, ' . coiiirne à la roulette, par 
7 8  

exemple, le joueur perd en moyenne 1 (le, soiniiies mises en jeuet 
78 

se ruine, en moyenne, quand 78 f o i r  sa fortune a passé sur le tapis 

vert. Les coups d e  tète font q u e  sa ruine est d'ordinaire plus 
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CHAPITHE III. - J E U X  DE HASARD ET ESPÉRANCE MATH~~MATIQUE.  75 

rapide. Ce sont, à notre avis, les coups d e  tête qui, dans un jeu 
Cquitable, ruinent les joueurs. Nul n e  s'est jamais ruiné à jouer 
constamment a u  whist à 1 centime la fiche. 

75. On appelle espérance matRématique d'un bénéfice 6venluel 
le produit de  ce bénéfice par la probabilité correspondante. L'espé- 
rance mathématiqrce totale d'un joueur sera la somnie des pro- 
duits des béiiéflces éventuels pa r  les probabilités correspondantes. 
II est évident qu'un joueur ne  sera ni avanlagé ni lésé si son espé- 
rance ina~hé in i i t i~ue  totale est nulle. 

O n  dit  alors que  le jeu est équitable. 
Les jeux de  hasard ne sont pas équitables, car les pontes jouent 

avec une espérance math6rnatiquc totale négative. L'espérance 
mathématique nous indique si un jeu est avantageux ou n o n ;  elle 
apprend ce q u e  le jeu doit  logiquement faire gagner (pa r  exemple, 
avantage d u  banquier au jeu de  roulette); mais elle ne  donne pas 
un coefficient représentant,  en quelque sorte, la valeur intrinsèque 
du jeu. 

M. Bachelier( ' )  introduit. ici la notion de  l'avantage mathé- 
matique, est  le rapport  d e  son espérance positive a la  somme 
arithmétique de  ses espérances positive et  négative. L'avantage 
mathématique varie, comme la probabilité, d e  zéro a un. 11 est 

égal à A quand le jeu est équitable. 
2 

IV. - APERÇU SUR QUELQUES JEUX SAVANTS. 

LB WEIST. 

76. Le whist se joue à deux contre deux, avec un jeu de 
52 cartes. Les joueurs placés en face l'un de l'autre jouent 
ensemble contre les deux autres. (Parfois  l'un des qzratre par- 
lenaires est remplacépar. un jeu, dit mort, étalé sur la table. 
Nous ne nous occuperons pas de ce jeu particulier.) 

( 1 )  Loc. cil.,  infra 
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76 CALCUL DES PROBABILITES. 

L'as est la plus forte carle; viennent ensuite roi, dume, 
valet, d ix ,  neuf, etc. 

Le donneur distribue les cartes une à une (de  gauche à 
droite et non pas de droite ci gauche comme dans la plupart 
des autres jeux) .  I l  retourne Ia dernière, qui est l'atout, et la 
met dans son jeu (quand sotz voisin de gauche a joué sa pre- 
mière carte). 

Le premier à jouer, celui qui est à gauche du donneur, joue 
une carte, le joueur en face du  donneur, son partenaire, joue 
ensuite, le troisième joueur après celui-ci, e n j n  le donneur. 
Celui qui a jeté ln plus forle carte de la couleur jouée par le 
premier à jouer ou, de ppr-éférerzce, le joueur qui a coupé (on 
doit fournir de la couleur jouée par le premier joueur, s i  l'on 
en a ;  si L'on n'en a pas, on peut coulier ou jouer une carte 
quelconque; jouer, en ce cas, une carte quelconque, ne pas 
couper, s'appelle se dé fo s se r )  ramasse la levée et la passe à son 
partenuire qui la met devant lui. 

Le joueur qui a fait la levie joue ensuite le premier et les 
trois autres joueurs jouent comme au prenrier tour, torgours 
de gauche ù droite. 

Les levées vont s'accunzulant devant un joueur de l 'un et  
l 'autre parti. Une fois les car les épuiskes, on compte les levées 
de chaque parti. Le pnrli qui  a 7 levées coml,te I point (on 
dit qu'il fait le tr-ick), celui qui en a 8 conzptp 2 points, etc., 
celui gui en a I 2 compte 6 points, celui qui  les a toutes compte 
8 points; on dit qu'il fait sclielem. A u  tvhist, les points 
prennent le nom spécial de fiches. I O  poinrs font gagner la 
partie. 

L'as, le roi, la dame et le valet d'atout s'appellent hon- 
neurs.  

Avant que In dernière carte soit retournée, le jeu com- 
prend 16 cartes susc~ptibles de devenir dcs honneurs et 36 qui 
ne le sont pas. Après que l n  derni6t.e carte a 4té retournée, le 
jeu se compose de 4 honneurs et de 48 autres cartes. 

Lorsque deux partenaires  or,^ ensenible 3 honneurs, ils 
marquent 2 points; lorsqu'ils ont 4 honncrtrs, ils marquent 
4 points. 

S i  deux partenaires ont 8 points et qu'ils se trouvent avoir 
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3 ou 4 honneurs dans leur jeu, ils gagnent lapart ie  sans jouer, 
par le fai t  même qu3iIs ont les honneurs. 

A g points les honneurs ne comptent plus et l 'on ne peut 
gagner la partie que par les levées. 

I 6 
La probabilité de  retourner u n  honneur a pour  expression - 

5 2 

4 36 g ou -; celle de  retourner une carie non marquante es1 ou -. 
i 3 oz 1 3  

Lorsque la retonrne est un Iionnenr, la probabilité qu'une autre 
3 1 

carte du  jeu est on  Iionneiir es1 - ou -; la probabilité qu'elle 
5 1  17 

48 16 
ii'est pas un honneur est ou  -- 

r 17 
Lorsque la retourne est une basse carte ( z  à IO inclus), la pro- 

babiliié qii'iiiie auire carie du  jeu est un  honneur est i e  la pro- 
5 1 '  

4 7 habilité ne l'est pas est -. 
5 r 

Désignons par  A I'enseinl~le des deux partenaires don t  L'un a 

donné les cartes. par B l'autre I ~ a r t i .  
Supposons que A a i t  reloiiriié une carte marquante. En vertu 

du théoi4me des probabilités composées, la probabilité pour A 
d'avoir un  second honneur (une  seconde carte marquante) dans 
ses 25 autres caries est  

Si A a relouriié une carie non inarqiiante, la probabilité qu'il a 
I honneur dans ses 2 5  aulres cartes est  

Pour B, ces probabiliiés sont, dans le premier cas, 

De même, les probabilités pour A e t  B d'avoir dans leurs jeux 
2 honneurs sont,  dans le premier cas, 
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78 CALCUL 

et ,  dails le deuxième cas, 

La probabilité d e  3 cartes marquantes s'obiiendrait e n  multi- 
23 24 23 24 

pliant les chiffres ci-dessus respectivement par 7 ,  71 - 1 3  1 -. 
Enfin la probabilité d e  4 cartes marquantes, par distribution de  

cartes, serait pour A 

Problème 1. - Déterminer les probabilités qu'a A d'avoir 
dans son jeu  1 ,  2, 3 ,  4 honneurs, de ne pas erz avoir.  

Si la retourne est un horineur, A a I honneur. La probabilité 

pour qu'il en soit ainsi se calculera en remarqualit que le jeu se 
composera de cetle retourne et  d e  25 cartes non marquantes; la 
probabilité d'une telle composition de  jeu est  

Si la retourne n'est pas un Iionneur, le jeu se composera de 
cetle retourne,  d'une carte marquante e t  d e  2 4  cartes non mai,- 
quanies;  la probabilitb : 

La probabilité pour  h d'avoir dans son jeu I honneur et  un 
i 89 

seul est la sonirne d e  ces deux probabililés, soit 8j3- 
325 

O n  trouve de  même que la probal,ilité de  2 honneurs est 833' - 
23 1 I 1-27 

que celle de  3 honiieurs est - > ue celle d e  4 honneurs est - 
833 13 x 833 

et. qiie celle de  n'avoir pas d'honneurs es1 69 . 2 . 8 3 3  
La probabilité la plus grande est donc que A aiiia a honneurs. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRR III. - JEUX DE HASAHD HT E S P ~ R A N C E  MATHÉMATIQUE. 79 

Problème II. - Déterminer les probabilités que B aura dans 
son jeu I, 2 ,  3, 4 honneurs ou pas du tout. 

234 225 182 
Ces probabilités sont -, - , T., -69d A. 

833 833 833 2.833' 13 x 833 
On lera le calcul comme dans le problème précédent. 

Corollaire. - A, par le fait même qu'il donne, a pllis de chances 
que B pour les honneurs. 

Corollaire. - O n  peut déduire aisément les résultats du pro- 
blème II de ceux du problème 1. 

325 En effet, E3 est pour A comme pour B la probabilité d'avoir 

2 honneurs dans leur jeu;  

son jeu 3 hounetirs e t  
neur, etc. 

Problème III. - Déter 

234 - est A la probabilité d'avoir dans 
833 
est aussi celle qu'a B d'avoir I hon- 

miner la  probabilité pour les tricks, 
au moment où l'on commence à distribuer les cartes. 

La probabililé de laire dans LIII coup un ou plusieurs tricks est f 

pour A comme pour B. 
Dans un coup, il se fait de part et d'autre 1 3  iiiains. Élevons 

a + b à la puissance 13. Toules les combinaisons de 2 lettres 
seront représentées par les termes de cette puissance : 

Le nombre de toutes les permutations a pour expression 

la probabilité, soit pour A, soit pour B, de faire un seul trick a 
1716 pour expression -. celledefaire plusieurs tricksapourexpression 
8192 

(t d t m ~  la probabilité de faire un ou plusieurs tricks 
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II y a donc plus de  chances de  Caire plusieurs tricks que d'en 
faire un seul. 

Problème IV. - Probabilités des tricks une fois les cartes 
données. 

Ces probabilités dépendent de  la répartition des honneurs. 
S i  B se trouve avoir 4 honneurs dans les cartes qui  lui on t  éié  

dis~r ibuées ,  A, pour  laire un ou  plusieurs tricks, n'a plus les 
chances que  lui donneraient toutes les coinpositions de  jeu dans 
lesquelles il entre quelque honneur ;  il n'a donc plus que  celles 
où il n'entre point d'honneurs. O r ,  les chances de  B pour  avoir 

4 honneurs,  comme celles d e  A pour n'avoir poiiitd'honneurs, sont 
69 (cf. p. 79) m; dans ce cas, la probabilité pour A d e  faire un ou 

1 
plusieurs tricks est  3 x -. 

1666 2 

La probabilité de faire plusieurs iricks sera 

et celle d e  faire un seul trick sera 

Si B se trouve avoir 3 Iionneurs dans les cartes qui lui ont  été 
distribuées, A n'a plus que  les compositions de  jeu où il n'entre 

que  1 honneur.  Or, les chances de  13 pour avoir 3 honneurs sont 
182 -. Dans ce cas parliculier, la proba11ilit.é pour A d e  faire un ou 
833 
plusieurs tricks a pour  expression 

La probabi l i~é  d e  faire plusieurs tricks sera 

e t  celle de  faire un seul trick sera 
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Si par la distribution des cartes les honneurs sont également par- 
iagPs entre A et B, les probabilités de faire un 011 plusieurs tricks, 
de faire plusieurs tricks, un seul trick, seront 

Si A se trouve avoir 4 honneurs dans les cartes qui lui ont été 
distribuées, B n'a plus pour les tricks que les compositions de jeu 
dans lesquelles i l  n'entre point d'honneurs. Or ( c j .  p. 78), les 

1127 . 
chances de A pour avoir 4 honneurs sont - les probabilités 

10829' 

pour B de faire un ou plusieurs tricks, plusieurs tricks, un seul 
trick, seront respectivement 

Admettons maintenant que A ait 3 honneurs dans son jeu. B n'a 
plus pour les tricks que les compositions de jeil dans lesquelles il 
n'entre que I honneur. O r  ( c f .  p. 78), les chances de A pour 

234 
avoir 3 honneurs étant -, la probabilité pour B de faire un ou 

833 

plusieurs tricks sera g4 x I .  Les probabilités de faire plusieurs 
833 z 

tricks, un seul trick, seront enfin 

Problbme V .  - On suppose que A a 8 points et B 9;  on 
demande quelles sont pour A et pour B les chances respectives 
de gagner la partie. 

La probabilité pour A d'avoir 3 honneurs dans son jeu est 3 
833' 

r 127 
celle d'en avoir 4 est -- Ainsi, la probabilité que A gagnera 

13 X 833 
la partie sans jouer, en comptant les seuls honneurs, est 

La probabilité que A ne gagnera pas la partie par les seuls hon- 

DE M .  6 
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neurs est  

4169 6660 
I - - = - (certitude = 1). 

10829 10829 

Examinons mainteiiant les hypohèses  que  voici : A fail plusieurs 
tricks dans le coup engagé, ce qui lui fait gagner la partie, A fait un 

~ r i c k  dans le coup engagé e t  un trick (ou plus) dans le coup suivanl, 
c e  qui lui fait encore gagner la parlie, e l  clierchoiis les probabi- 

lités relatives à ces hypothèses. 
A ,  n e  comptant pas les honneurs, en a,  d'apr&s les rkgles du jeu, 

O, I ou 2. B en a 4, 3 ou 2. La probabilité d e  cette éventualité est 

Pour  A, la probabilité d e  n e  pas compter les honneurs est 
2380 !??'' e t  celle de  faire plusieurs triçks eri  -. 

r 0829 8192 
La probabilité du  concours d e  ces trois éventualitQs est  

La probabilité que  A n e  compte pas les honneurs, que B ait 

dans son jeu 4, 3 ou  2 honneurs, que  A fdsse un seul trick dans le 
coup qui se  joue, que  le coup suivani il fasse un  ou plusieurs 
tricks, a pour expression 

6660 roor 1716 I -- x - X - X - = 0,043. 
10829 1666 8196 a 

La probal~il i té pour  A de gagner la partie, sonilne des  rois 
probabilités que  l'on vient d e  déterminer, est  donc 

Cherchons maintenant les chances qu'a B de  gagner l a  partie, 
ce qu'il n e  peut faire q u e  si A n e  l'a pas lui-même gagnée en 
comptant les honneurs. 

B gagnera la partie si, dans le coup qui qe joue, il fait un ou 
plusieurs tricks (à g points les honneurs ne comptent plus), ou si 
A ne comptant pas d'honneurs, mais faisant un trick dans le coup 
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qni se joue, ce qui le met à 9, comme B, B fait un ou plusieurs 
iricks dans le coup qui suivra celui qu'on joue. 

Au premier de ces deux coiips, B a au moins 2 honneurs, sinon 
A gagnerait. A ayant comme probabilité de faire un ou plusieurs 

tricks 

B aura comme probabili~é de faire un ou plusieurs tricks 

La probabilité du concours de ces deux éventualités sera 

A n'ayant pas compté les honneurs et nlayaiit fait qu'un seul 
tvick pendant le coup qui se joue, A et B seront l'un et l'autre à 9 
à la fin de ce coup et  auront chance égale de gagner la partie. 
Cette probabilité, nous venons de le voir pour A, est 0,043. Or, 
la probabilité pour B de gagner la partie est la somme des deux 
probabilités qu70n vient de calculer, soit 

Donc, dans la position de la partie où A est à 8 et B à 9, les 
probabilités du gain de la partie pour A et  pour B sont respective- 
ment 0,535 et 0,473. 

Corollaire. - Aprés que les cartes ont éth distribuées, si A n'a 
poiii t les honneurs (3 ou 4 ) ,  les probabilités do gain de la partie 
seront O ,  150 pour A et 0,473 pour B. 

Problème VI. - Dans l a  position de la partie où B est à 8 
et  où A est à 9, quelles sont les probabilités pour H et  A d e  
gagner la partie? 

Les mêmes éventualitds q u i ,  dans le probléme précédent, ont 
doiiné le gain de la partie à A, le donneront ici à B ;  mais les pro- 
babilités de ces évenlualités a l'égard de B ne sont pas les même 
qu'à l'égard de A. 
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84 CALCUL DES PROBABILIT~?~ .  

Ainsi, pour B, ]a prol>al>;Iité d'avoir ou 4 ou 3 honneurs étant 
69 I 82 

863 + 8x, la probabilité pour B de gagner la ~ a r t i e  par  les 

433 Iionneurs sans jouer Ie coup est  - = 0,260. 
i 666 

La probabilité que  B ne gagnera pas la parlie par les honneurs 
i 233 sans jouer  le coup est  -. 
I 666 

La probabilild pour  A d'avoir dans son jeu 4 ,  3 ou a honneurs 
1127 234 323 estp+,+,-- 7391 , e t  le nonihre des compositions 

10 829 8 3 3  833 - I O  8.29 
d e  jeu dans lesquelles A aura ou 4,  oii 3, ou 2 Iionneurs est au 
nombre total d e  toules les compositions d e  jeu possibles dans le 
rappor t  de  7394 à i 0829. 

La probabilité ponr B de  gagner la partie sans compter les Iion- 
neurs,  en faisant au cours du  coup qui se joue plusieurs tricks, aura 
pour expression 

Ca probabilité pour U d e  gagner la partie sans comliler les hon- 
neurs, en Iàisaat un trick au cours d o  coiip qiii se joue et en faisant 

un ou plusieurs tricks, a pour expressiori 

La  probabilité pour B de gagner la partie est la soiiinie de ces 
trois probal>ilités, soit 0,460. 

Deux éventi ial i~és seiiil~lal,les à celles qui,  d,ins lz probléme 

précédent, ont donné le gain3 de  la ~jart ie A B, le  doiiiieront 
ici à A. 

B n'ayant pas compté les Iionneurs, la prol>abilité poiir lui de 
fkiire pendant le coup qiii se jolie un ou  plusiciirs tricks est 

- 7391 x f .  La Ixobal>i l i~é  pour A de faire un ou plusieurs iricks 
IO  824 " 

7394 i 1 4  ,164 sera 1 - - x - = -  et  le concours de ces deux éventua- 
I O  829 2 2 1  658 

lités, que  B ne coiiipie pas les Iiorineiirs e l  que  A fasse un ou plu- 
sieurs tricks, a pour expression 
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La probabilité que B ne compte pas les honneurs, que pendant 
le coup qui se joue i l  ne fasse qu'un trick et  que le coup suivant 
A fasse un 011 plusieurs tricks esto'o53, expression de la probabilith 
pour B nous venons de  déterininec dans le concours des mêmes 
éventuaii tés. 

Or ,  la probabilité pour A de gagner la partie dans la position 
donnée est la somme de ces deux probabilités, soi1 

Donc, dans la position de la partie où B est à 8, e t  où A est h 9, 
les probabilités d u  gain de la partie pour B et pour A sont dans 
le rapport de 460 à 540. 

Corollaire. - L'avantage est toujours du cbté qui donne, qu ' i l  
soit à 8 ou à 9. 

LE JEU DE PIQUET. 

77. Le piquet se joue avec 32 cartes entre deuxjoueurs : l 'un  
est premier et donne les cartes (deux par deux ou trois par 
trois) et l'autre est dernier. Chacun a I z cartes. I l  reste un 
talon de 8 cartes. 

Le premier choisit dans son jeu 5 cartes, ou moins, qu'il met 
à l'écart, et les remplace par le même nombre de cartes qu'il 
prend parmi les premières d u  talon. 

Le second écarte 3 cartes, ou moins, et les remplace de 
même. 

On peut ne pas écarter. 
Le second annonce ensuite son poznt, yuz est la plus forte 

somme des points réalisés dans son jeu par les cartes d'une 
même couleur (l 'as compte I 1 ,  les $gures I O ,  les basses cartes 
pour le nombre de points qulellesjgur.ent) ; le premier répond 
qu'il est satisfait s'il n'a pas un nombre de points équivalent, 
que le point est payé s'il a même nombre de points, que le 
nombre de points ne vaut pas s'il a un nombre de points supé- 
rieur. Le joueur qui  a le point compte autant depoints qu'il 
a de cartes lui  donnant le point. 

Le second annonce ensuite les quatorze (quatre as, rois, 
dames, valets ou d i x )  qu'ilpeut avoir; le 14  d'as chez l ' u n  des 
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deux joueurs ,lui permet de compter les autres I 4 qu'il peut 
avoir, mais empêche son adversaire de compter les siens; 
le I 4 de rois chez l'un des deux joueurs lui  permet de compter 
des autres 14 qu'ilpeut avoir, mais empêche son adversaire de 
compler les 14 inférieurs (de  dames, valets, d i x )  qu'il peut 
avoir; de m&me pour les 1 4  de dames, de valets. 

Le joueur qui compte un r 4 se compte I 4points. 
De même pour 3 as, 3 rois, 3 dames, 3 valets, 3 dix.  Mais 

u n  1 4  empéche l'adversaire de compter les 3 points aférents 
à chacune de ces collections de cartes. 

Aprds cela le second annonce sa plus forte suite de cartes 
d'une même couleur (8 cartes s'appellent une dix-huitième 
et comptent 18; 7 cartes une dix-septième et comptent r 7 ; 6 et 
5 carres une seizième, une quinte et comptent 16, 1 5 ;  4 et 
3 cartes une quatrième, une tierce et comptent 4 et 3points) 
et compte les points que lui valent cette suite. 

Une seizième est plus belle qu'une quinte, quarte, etc. Une 
quinte à l 'as (on dit majeure) est plus belle qu'une quinte au 
roi'ou a u  valet, etc. 

Le  second compte le nombre de points n férent  à sa plus 
forte suite, sauf si le premier a une suite équivalente (par 
exemple, l 'un et l'autre ont une quinte a u  roi), en ce cas le 
premier répond : (< Payé D, ou une suite plus forte, en ce cas le 
premier répond : a Elle ne vaut pas ) p .  

Bans le cas du  payé, le second énonce la suite de son jeu qui 
vient comme équivalence après la plus belle, et le dialogue 
s'engage sur cette suite comme sur la première. 

Le possesseur de la plus belle suite, en dehors des payés, 
compte pour leurs points toutes les autres suites qu'il a dans 
son jeu. 

Le second montre son point, s'il l'a ou s'il est payé, ses qua- 
torze, ses dix-huitième, dix-septième, etc., fait le total de ses 
points et joue sa première carte en comptant un point supplé- 
mentaire pour cette carte. 

Le joueur qui joue une carte compte d'ailleurs toujours un 
point supplémentaire en jouant. 

Le  premier montre alors son point, s'il l ' a  ou s'il est payé, 
ses quatorze, etc., et joue une carte de la couleur, s'il enpos- 
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sède. S i  la carte est plus forte que celle jouée, il prend et joue 
d son tour S'il n'a pas de couleur il perd la levée. 

La dernière levée compte pour 2 points. 
Lorsque le joueur premier en cartes compte 30 avant que la 

première carte soit jouée et yue le donneur ait compté un seul 
point, il ajoute 60 points à son actif. 

Lorsque l'un des deux joueurs compte 30 avant que l'autre 
ait conzpté un seul point, qu'il y ait eu ou non des cartes 
jouées, il compte 30 points supplémentaires. 

Le joueur qu i ja i t  toutes les levées compte 40 de capot. 
Si l'un des deux joueurs, avant de Jaire son écart, n 'apas 

une seule j g u r e ,  il annonce cartes blanches et compte I O ,  

dit I O  de blanc. 

Nous supposerons que les joueurs écartent comme s'ils connais- 
saient leurs écarts. Cette supposition simplifie l'étude mathéma- 
tique du piquet, qui est des plus compliquées, e t  donne des résul- 
tats très approchés des résultats vrais. 

Pour nous, le premier aura donc dans son jeu 17 cartes et il en 
écartera 5 ,  et le second aura dans son jeu 1 5  cartes, dont il écar- 
tera 3. 

Si le premier a 8 cartes d'une meme couleur, le second en a 
zéro; si le premier a 7 cartes, le second a I ,  elc.; ce qu'on peut 
écrire 

d'une manière générale, on peut avoir  la composition de jeux que 
voici : 

Premier 
joueur. 

8 8 1 0  
8 7 2 0  
8 7 1 1  
8 6 3 0  
8 6 2 1  
8 5 4 0  
8 5 3 1  
8 5 2 2  
8 4 4 1  
9 4 3 2  
8 3 3 3  

Deuxième 
joueur. 

8 7 0 0  
8 6 1 0  

7 7 "  
8 5 2 0  
7 6 2 0  
8 4 3 0  
7  5 3  O 

6 6 3 0  
7 4 4 0  
6  5  4 O 

5 5  5  O 

Ces jeor 
sont au nombre 

de 

96 
5 376 
6  144 

37 632 
75 2G4 

940 080 
602 112 
526 848 
470 400 

2 634 240 
'702 461 

Premier 
joueur. 

7 7 3 0  
7 7 2 1  
7 6 4 0  
7 6 3 1  
7 6 a 2  
7 5 5 0  
7 5 4 1  
7 5 3 2  
7 4 4 2  
7  4 3 3  

Deuxième 
joueur. 

8 5 1 1  
7 6  I I 

8 4 2 1  
7 5 2 1  
6 6 a 1  
8 3 3 1  
7 4 3 1  
6 5 3 1  
6 4 4 1  
5 5 5 1  

Ces jeux 
nont au nombre 

de 

43 008 
172 032 
37 620 

2 408 448 
2 107 392 

300 816 
6021 120 

16 859 136 
13 171 200 
21 073 920 

Premier 
joueur. 

6 6 5 0  
6 6 4 1  
6 6 3 2  
6 5 5 1  
6 5 4 2  
6 5 3 3  
6 4 4 3  
5 5 5 2  
5  5  4 3  
5  4 4  4 

Deuxihe 
joueur. 

8 3 2 a  
7 4 2 2  
6 0 2 a  
7  3  3  2 

6 4 3 a  
55 .32  
5  4 4 a  
6 3 3 3  
5 4 3 3  
4 4 4 3  

Ces jeux 
sont au nombrn 

de 

526 848 
5  268 480 

14 751 744 
8  422 848 

73 758 720 
59 006 976 
92 198 400 
19 668 '392 

147517440 
76 832 O00 
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Nous avons là 31 jeux différents. Mais le nombre  d e  jeux diffé- 
rents possibles est  beaucoup plus élevé. II s'élève à 566 600 i r a .  
E n  effet, par exemple, la coniposi~ion de  jeu 

suppose que  8 carreaux e t  8 piques ou  8 trèfles ou 8 cœurs sont 
dans la même main, ou encore 8 trèfles e t  8 piques ou 8 coeurs, 011 

encore 8 piques e t  8 cœurs, ce qui donne 6 jeux différents; à 
chacun de  ces jeux il faudra ad,joindre I carle d e  chaque autre 

couleur, ce  qui donne 8 T, 8 P, r C, 8T, 8P, I Q,  . . . ou, en tout, 
1 2  combinaisons; mais le cœur ( o u  le carreau) qui figure dans ces 
combinaisons peut être l'un des 8 cœurs ou l'un des 8 carreaux, 
ce q u i  donne Ia  x 8 =  96 jeux différents. E t  ainsi des au~i-es.  Iles 
nombres de  jeux différents afférents à chaque cas sont inscrits plus 
haut  e n  chiffres gras. 

Problème 1. - Probabilité d u  point. 

La probabilité d u  point égal (en  ce cas aucun des joueurs ne 

compte le point)  es t  le rapport  du nombre des cornPosilions de 
cartes où deux chiffres ont  poiir soinirie 8 ( p a r  exemple, S I  I O ,  

8 + O = 8 ;  8720, 8 + o = 8, . . .) a u  nombre total des jeux pos- 
' '  ' 6  5 

sibles, soit iï12. 

E n  consultant le Tableau, on voit imniédiaternentque le premier 
469 565 721 72 559 716 

a .. de faire le point, et  le dernier 
366 600 I 12 566 600 I I 2 

Problème 11. - Probabilité d'une dix-huitième. 

8 cartes d 'une niêine couleiir sont néc:es,aires e t  suffisantes. 
Les jeux du premier soumis à celte condition sont au nombre 

(voir  le Tableau) d e  

La probabilité concernant le celui qui recoit les cartes, 

est doiic i56654 . O n  calculerait de  même la probabilité pour 
566 600 I I  2 

celui qui donne les cartes. 
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Problème III. - Probabilité d'une dix-septième. 

Le calcul se  fera semblablcnieiit. Mais on o b ~ e r v e r a  que  les 
7 c:wtes doivent se  suivre. S'il manque le 8, le 7, le I O ,  le  valet, 
la dame, le roi ,  soit 6 cas S L I ~  8 po3sililes, ce n'est pas une  dix- 
septième. O n  devra donc diviser les somiiies 5376 + 6144 +. . ., 
g(i + 6144 +. . . d u  Tableau par 6. 

Problème IV. - Probabilité d'une seizième, d'une quinte, 
d'une quatrième, d'une tierce. 

On fera le calcul seinl)lal>leineiit. 011 trouvera, par exemple, 
183 923 313 

que la probabilitit du premier d'avoir une  est 
566 600 i I a 

I ia 106 -39 
et  que celle du  second est 566 ,joo i12. 

Problème V. - Probabilité pour le premier et le dernier 
d'avoir un quatorze. 

La probabilité d'avoir 4 cartes désignées ( les rois, par exemple) 
d'un jet1 de  32 cartes est, pour le premier qu i  a 1 7  cartes, 

La probabilité de  n e  pas les avoir est 

[ - = -  '19 i679 (1 = certi tude).  
'798 1798 

Il y a c inq quatorze. On suppose que dans cinq coups on  prend 
siiccessivement pour  cartes désignées les quatre cartes formant 
un de ces cinq quatorze. La  probabilité de  n'avoir point le qua- 
torze désigné dans aucun de  ces cinq coups est  la mêine q u e  celle 
de n'avoir aucun d e  ces cinq quatorze en un seul coup. O r  cette 
probabilité est  

La probal~il i  té d'avoir 
donc, pour l e  premier,  

dans un coup iin des cinq quatorze es t  
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On trouvera de même que, pour le second, elle est O, 1 /65.  

Corollaire. - La prohabililé (composée) pour le  premier 
d'avoir quinte, quatorze et le point est 

La probabilité pour le  second est, de même, 0,00726. 

Problbme VI. - Probabilité d'avoir 3 as. 

255 1547 Pour le premier -; pour le  second, -. ' 899 28 768 

Problbme VIL - Probabilité que chacun aura 2 as. 

357 Pour l'un et l'autre -. 
899 

LE JEU D ' ~ C A R T ~ .  

78. L'écarté se joue avec u n  jeu de 32 cartes et ordinaire- 
ment en 5 ou 7 points. On tire la main au sort en coupant le jeu 
et en découvrant la  coupe. C'est celui qui  a la plus forte carte 
qui a la main. L a  valeur des cartes est, par ordre de décrois- 
sance, roi, dame, valet, as, dix,  neuf, huit, sept. 

Celui qui a la main distribue 5 cartes en deux .fois. La 
onzième forme la retourne ou atout et se place à découvert 
sous le talon. Le joueur qui tourne u n  roi marque un point; 
celui qui a dans son jeu le roi d'atout marque un point (mais 
i l  doit l'annoncer avant de jouer; on peut encore annoncer le 
roi en le jouant, mais à la condition qu'il soit joué en pre- 
mier). 

Celui qui n reçu les carles joue le premier. 
Lorsque le premier à jouer n'est pas satisfait de son jeu, il 

demande des cartes en disant : (( Je propose. D Si celui qui 
donne est dans les mêmes conditions, il accepte et demande: 
(( Combien? M, donne à son adversaire autant de cartes qu'il 
en désire et en prend pour lui-même aulant qu'il souhaite, 
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jusqu'à concurrence de 5 cartes. On peut demander de nou- 
velles cartes dans les mémes conditions, jusqu'à épuisement 
du talon. Le donneur a droit de refuser des cartes à l'adver- 
saire, ce qu'il fait quand il a un jeu suffisant. 

On est tenu de fournir de la couleur, ou de couper si l 'on 
n'en a pas. 

Le joueur qui fait 3 ou 4 levées marque un point; il  en 
marque deux s'il fait les 5 levées. 

Le joueur qui a donné les cartes et en a refusé à la pre- 
midre demande perd un point supplémentaire s'il fait moins 
de trois levées. 

Le joueur qui  a reçu les cartes et n'en a pas demandé perd 
également u n  point supplémentaire s'il fait moins de trois 
levdes. 

Trois questions se posent au jeu de l'écarté : 

1. Avec un jeu déterminé, le premier en cartes doit-il jouer 
d'autori~é, ou bien doit-il user de la faculté qui lui appartient de 
demander des cartes ? 

II. Le second, de son c8té, doit-il, avec un jeu déterminé, 
accepter ou refuser la proposition d'écart qui l u i  est faite? 

III. Les écarts étant fi&, de quelle manikre chacun doit-il 
jouer ses cartes (') ? 

Nous nous bornerons à donner un très court aperçu de la 
théorie de ce jeu, qui, fort longue, n'offre aucune difficulté. 

31 objets pris 5 à 5 peuvent se c o m l h e r  de 

31 .30 .29 .28 .27  
= 169911 manieres différentes. 

1 . 2 . 3 . 4 . 5  

C'est le nombre de jeux que peut avoir le premier. Eu égard à 
l'identité pratique des couleurs q u i  ne sont pas de l'atout, ces jeux 
sont seulement au nombre de 53851 .  

Le second peut avoir, avec 

32 cartes - i carte qui tourne - les 5 cartes du premier = 26 cartes, 
- -  - - - -- 

( l )  E .  DORMOY, Traité mathématique du jeu de l'écarté. 
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un nombre d e  jeux égal à 

Quel est le nombre de  formes que le jeu d u  premier peut 
p~.ésenter ? 

II y a dans  le jeu quatre familles de  cartes, quatre couleurs; la 

famille d'atout contient 7 cartes, puisque I atout  forme la re- 
tourne;  les trois autres familles contiennent chacune 8 cartes. 

Donc le nombre d e  groupes, ou jeiix d e  3 carles, qui  contiennent, 
par exemple, I atout, a carreaux, I pique ou  1 trèfle, sera donné 

par la formule 

Ces questions résolues, nous allons seidement indiquer quelques 

résultats qui découlent d e  la lliéorie. 
Il est  facile d e  calculer qu'il existe : 

21 jeux ayant 5 atouts, 
8 10 n 4 . 

9 660 r 3 9  

42504 u 2 n 

74382 u I II 

42504 jeux sans atouts, 

e t  qu'il n'existe que  980 jeux réellement différents. 
Quand  on  est  O p o i n ~  à O point, l'avantage de  jouer le premier 

compense exactement l'avantage d e  la donne. 
Le premier a o,54 chance de fairr l e  point e t  le second 0'46. 
Les cartes distribuées, mais la retourne non  effectuée, il y a 

une  probabilité de : 

O ,  125 que le roi tournera, 
O ,  i y  qu'il est dans le jeu d u  premier, 
O,*9 » du second, 
0,495 n resté au talon. 

Probabilité pour  le premier d'avoir dans son jeu : 

O atout. . 25 pour LOO 3 atouts.. . 6 pour roo 
1 n ... 44 4 n . . .  2 0 0  l 

2 v . . .  25 5 » . . .  2 8 0 0 0  
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T a b l e a u  d e s  jeux a v e c  l e s q u e l s  o n  d o i t  j o u e r  d ' a u t o r i t é .  

LE 

PREMIER 

A 

LN ATOUT : 

Pas 
d'atout. 

r petit 
atout.. 

2 petits 
atouts. 

3 petits 
atouts. 

LE PREMIER A EN MAIN, INDÉPENDAMMENT DES ATOUTS : 

Ces jeux ne sont jamais de règle. 

A 

I l  faut que la cou- 
leur unique com- 
mence par roi  e t  
dame. 

1 COULEUR. 

Ces jeux sont tou- 
joursderègle,sauf 
s'ils remplissent 
les conditions ci- 
contre. 

2 COULEURS. 

i0 Une carte troi- 
sième et une carte 
seule assez forte 
pour servir de ren- 
Lrée ; 

20 Cartes secondes : 
A. a rois seconds, 

plus I as ;  
B. I roi second, 

I dame seconde, 
plus I valet; 

C. 2 dames se- 
condes, plus I va- 
let et r as. 

11 faut que le total 
des points, en de- 
hors des atouts, 
fasse au moins 32, 
en comptant : 

Valet = 12, 

Dame = 15,  
Roi = 18. 

Ces jeux sont de 
règle, pourvu que 
lesdeux cartes iso- 
lées dépassent la 
force de 2 huit,. 

3 COULEURS. 

I O  Dans chaque cou- 
leur, le roi ou le 
petit mariage; 

2' Les 3 rois et r as; 
30 Deux fois roi e t  

valet,plus I dame. 

i o  3 rois; 
20 a rois, dont I par 

l'as ; 
3 2 rois seuls, plus 

huit  e t  neuf dans 
la troisième cou- 
leur ;  

4 9  S'il n'y a pas plus 
de r roi, la limite 
minimum est la 
m&me qu'avec a 
atouts e t  3 cou- 
leurs (cf. ci-des- 
sous). 

- 

Il faut avoir quatre 
cartes majeures : 
atouts, rois ou 
damea. Toutefois, 
2 valets comptent 
pour une, et 3 va- 
lets pour deux 
cartes majeures. 

NOTA. - Jeu de règle signifie qu'on doit jouer sans écarter quand la partie 
commence, mais que ces jeun sont insuffisants quand on est 3 3. 
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L'un et l'autre joueur ont : 

I chance sur iooo d'avoir 5 cartes de même couleur, 
3 U I O 0  U 4 U 

3 I J) ioo n 3 B 

66 D 100 J) 2 JI 

Quand on est 4 à 4 points, le premier ne peut gagner que s'il a le 
roi ou le   oint; ses chances sont représenlées par : o , ~ g ,  probabi- 
lité a le roi, 0,495 x 0,54 = 0 ~ 2 7 ,  probabilité que le roi est 
au talon et qu'il lait le  point. En tout, 0 ~ 4 6 .  

Avec 4 ou 5 atouts, on doil toujours jouer d'autorilé. 

79. Les jeux de hasard dans les cercles, les jeux 

savants, n'épuisent pas la question du jeu. 
Les spéculations de Bourse sont des jeux, e t  des jeux qui portent 

sur des chiffres bien plus élevés que les jeux ordinaires. 

Nous ne citerons qoe pour mémoire les opPrations fermes. 
Acheter une valeur, la payer, la mettre en por~efeuille, n'est pas 
jouer. C'est faire un placement, bon ou mauvais. 

Jouer, c'est opérer dans les conditions suivantes, ce qu'on peut 
faire sur un ensemble de valeurs très en vue, dont la Rente. 

On peut lire dans les carnets des financiers des indications telles 
que celles-ci : Ach. 3ooofr Rente 3 O / ,  à g5,50/25, ce qu'on lit : 
Acheté 3ooofr de rente 3 pour ioo à 96,50 dont 2 5  centimes. 

Cela veut dire que le financier a acheté rooooofr de rente 
3 pour ioo, valeur nominale, qui rapporlent 3ooofr, au prix de 
9Sfr,50 les 3" de rente, c'est-à-dire au prix de 95500fr, et que 
l'avant-dernier jour du mois, à zh, il payera son achat e t  prendra 

possession des t i~res ,  les Ikvera ou, s'il le prél%re, résiliera le mar- 
ché en payant 1000 fois ofr,25 (dont 25 centimes). 

S'il avait acheté 1500" de rente (c'est le minimum de rente 

qu'on puisse acheter dans ces marchés à terme), il aurait pu 
résilier en payant 500 fois of', 25. 

Les orr, 25 en question s'appellent prime. 
Voici le mécanisme du contrat. 

La prime dont /2se est coiée tous les jours à la Bourse. Dans 
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CHAPITRE 111. - JEUX DE HASrRD ET ESPERANCE MATHEMATIQUE. 95 

17exeinple précédent, elle élai t  cotée 95fr, 50. Le cornplant es t  
lui-même col6 (ordinairement moins cher que  la prime /25=). Si 
l'avant-dernier jour  du  inois l e  comptant est  supérieur à gVr,50,  

s'il est à g5,65 par exemplr,  nol re  acheteur prendra livraison de  
ses 3ooofr de rente e t  les payera 95500fr. Au comptant, il les 
payerait 95650''. Il aiira donc gagné i50fr, qu'il peut d'ailleurs 
réaliser en revendant imm4diateinent ses titres au comptant, pour 
la somme de  g5650fr. 

Siipposons maintenant que ,  l'avant-dernier jour du mois, l e  
complant soit compris ent re  95", 50 et  gj", 23, soit à 95*',40 par  
exemple. Si not re  acheteur achetait 3ooofr d e  rente,  il les payerait 
95400fr; il preiid livraison, à ce  jour,  des titres achelés avec prime 
el les Ibaye g5joorr ,  ou bien il donne 100" à son vendeur;  de  
toute façon, il perd ioorr. 

S~ipposons  enfin, et c'est le cas le plus intéressant, qiie,l'avant- 
dernier jour du  mois, le  comptant  soit en dessous de  g j r r ,25 ,  qu'il 
soi1 par exemple à 95", 1 3  ; à ce  cours, 3ooofr d e  rente coûtent 
95 150"; noire acheteur avec prime a promis de  les payer 95  500rr; 
il perd 350". Mais il a le droit de résilier le marché et  il payera 
iooo fois ofr,25, soit 250Fr. Sa  perte est donc limitée, quelque bas 
que soit le cours,  à 250fr. O n  dit  que  95",50 est  le cours d e  la 
prime /25=. La différence gSfr, 50 - ofr, 25, soit g5fr ,25,  est le pied 
de la prime : au-dessous du  pied, on abandonne la prime. La 
différence ent re  le comptant e t  le cours d e  la prime est l'écart de  
la 

Ajoutons, pour compléter ces notions, que,  le jour  où se dé- 
tache le coupon, l'acheteur en  reçoit le  niontant du  vendeur. E n  
même temps, l e  cours du comptant e t  le cours de la prime baissent 
du montant du coupon. Acheleur e t  vendeur à prime se trouvent 
donc, avant et  après l e  détachement du  coupon, dans la même 
situation respective qu'auparavant. 

O n  négocie trois sorles d e  primes sur  les valeurs : les primes 
/50°, /25', / ioC,  chacune dite plus importante que  les suivantes. 
Ces primes on t  leur réponse l'avant-dernier jour du mois. Leur  
liquidation a lieu le dernier jou r  du  mois. 

O n  traite des primes fin prochain, dont la réponse a lieu l'avant- 
dernier jour  d u  mois qui suit  le mois en cours. 

O n  traite encore des primes / ioc  et  /5C pour  le lendemain. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A chaque correspond un cours spéciall dont l'écart avec 
le cornplant est d'autant plus grand que la prime est plus faible, 
comme il va de soi. Une prime /50C doil coûter plus cher qu'une 
prime 125'. 

L'écart d'une prime doit  décroître depuis le comiiienceinent du 
mois jusqu7au jour de la réponse, cela sauf événement imprévu 
faisant hausser ou baisser les cours, car le dernier jour di1 mois 
comptant et terme sont au même taux, puisque terme est syno- 
nyme de comptant. 

Nous avons encore à définir les reports et les déports. Le mot 
report est synonyme d'intérêt. L'acheleur à terme qui veut main- 
tenir plusieurs mois consécutifs sa posiiion d'acheteiir, parce qu'il 
croit à un mouvement futur de hausse, et qui n'a pas l'argent 
nécessaire pour prendre livraison des titres le jour de la liquida- 
lion, si celte prise de livraison lui est a\aritageuscB (supra) ,  a 
recours à un capilaliste qui, iiioyennant un prix dbbattu variable 
avec les besoins de la place, vient à son aide à chaque liquidation 
en prenant livraison des titres en ses lieu et place. Cela s'appelle 
se faire reporter. Le p i x  clél~attu s'appelle report. Lorsqiie la 
cote indique ofr,05 de report sur la Rrnie, oar exemple, l'acheteur 
qui se fait reporter doit pajer orr,05 par 3fr de renle. L'acheteur 
de 3ooofr de rente doit donc payer rooo fois of',05, c'est-à- 
dire 5ofp. 

Acheter et se faire reporter sont des opérations à la hausse. 
Vendre est une opération à la baisse, qui suppose une baisse 
I'uture. Elle conduit au d6poi.t. 

Il arrive presque totijoiirs, en effet, clue le vendeur de tilres n'a 
pas en mains les titres qu'il a vendus. Il est dit alors vendeur à 
découvert. Que va-t-il faire si, à la liquidalion, l'acheteur exige la 
livraison des t i ~ r e s ?  Si l'on a beaucoup vendu à dkcouvert, si l'on 
a vendu à découvert plus qu'il n'est possible de livrer de titres, 
la chasse aux titres qui se produit en f i t  inonler le prix et  tend à 
accroilre la perle du vendeur. Alors le vendeur cherche à s'en- 
tendre avecl'ache~eur et à se dispeiiser, moyennant une irideiiinité 
qui s'appelle déport, de la livraison des titres. Le déport a un 
cours qui s';iidiqiie par Id l e l ~ i c  U (Oe'lldjice). 

Dans ce qui siiit, nous nous rLîCrerons constaininent au Cha- 
pitre 11. 
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80. Désignons parp, , ldx la probabilitC pour  qu'à I 'époq~ie t le 
cours de  la rente  se trouve compris dans l'intervalle x, x + dx. 
Quelle sera la p rob~b i l i t é  pour que  : le cours à l'époque t, ayant 
étt! x ,  le  cours à l 'époque t ,  + t, soit z? 

Cetle probabilité est composée. Elle a donc pour expression 

L e  cours pouvant se troovcr à l'époque t l  dans tous les inter- 
valles dx cornpris ent re  - a, et  + co, la pour  qu'à 

l'époque &, + 1.) le coiirs soit  a, sera 

et ,  par  suite, 

Un calcul piirement analYtiqiie (cJ: Chap. I I ,  Ej II) montre que p 
est de la forme 

H -"- 
p = - e  t 

dt 

où H est une constante, oh L désigne l'époqiie, où TC est le rapport  
de  la circonférenre à son diamètre. 

L'esl~ércince correspondant a u  cours z a pour  expression, 
p a r  ddéliiiition (cf. no 75), 

I'es/~érnnce totale est  doitc (cf. no 75) 

D E  RI. 
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98 CALCUL DES P R O B ~ B I L I I R S .  

M. Bachelier prend pour  constante l'espérance inathéinaliqiie k 
q u i  correspond à t = 1 ,  en sorte qne  

Avec ces notations, les expressions dLfinilives de  la probabililC 
e t  de  I'espérance mathématique sont : 

1 -- probabilité = p = - e cn r t t ,  
2 k x f i  

espérance ntatliématique = 

L e  coef&cient k est le coef$cient d'ins~abilité oii de nervo- 
s i t é  de la valeur considérée. Pour le Rio, i l  est beaucoup 
élevé que  pour la Rente. II dépend des événements en cours. S'il 
e s t  élevé, le niarché est  inquiel. S'il est faible. le inarché est caline. 

Nous l e  calculerons plus loin. 
La foncl ionp est d e  la fornie 

e t  peut se  représenier par  la courbe 

analogue à rine courbe que nous rencontrerons p l ~ ~ s  loin (</'. 
Jg. 9, p. 1 2 3 ) ;  nous avons deux  joints d'inflexion pour 

Ces mêmes ~ a l e i i r s  de  x sont aussi les abscisses des iiiaxiina e t  
tniniinn des conrbes d'espérance mathéniatique, dont I'équalion 

e s t  
y = + p z  = + p u ~ e - " P * a J 3 .  

La probabilité du cours I est une fonction de  t ;  elle croil jus- 

+ ,qu'à une ceriaine époque et  décroît vrisiiiie. La dérivbe - est 
dt 

xf 
mulle quand t = -. La prol~abi l i~C di1 coiii.s z est donc maxima ,axk' 
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ce coiirs correspoiid au point d'inflexion d e  la courbe des 

prolabiliiés. 
La dans un intervalle donné x a pour expression, 

en raison d e  l'expression qu'on a trouvée de  la probabilité dans 

l'intervalle Cléinentaire dx (cf. supra), 

O n  la calcule à l'aide des tables de  la fonction 

(cf. no 50 et p. 4 3 ) .  

On aura évidenimeiii 

pour que  le cours soit atteint ou dépassé à l'époque t, croît cor]- 

stamment avec le temps. Si t était infini, elle serait égale à !; c'est 

d'ailleurs évident. 
La prol>abilité que  le cours se trouve compris A I7é,poque 1 dans 

l'intervalle x i ,  x2 a pour expression 

elle est nulle pour  t = O e t  t = m. Elle est maxima lorsque 

ou, approximativement, si l';il tervalle cl,  x, est très peti t, lorsque 
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81. h a r t  probable. - Nous appellerons ainsi I ' in~ervallc 4 cr.  el 
que, au bout d u  temps t ,  le cours aii autant  de chances de resler 

compris dans cet  intervalle que de  chances d e  le dépasser. 

on eii conclut (cf. p. 44)  

a = z x 0 , 4 ~ 6 ~ k d < d i  = r,6884;, 

donc a est proportionnel à la racine carrCe du teiiips. 
Plus généralement, soit C s  un intervalle quelconque; soit u la 

probal)ilité que  l e  cours, à l'époque t, sera coiiipris dans cet in- 
iervalle. O n  aura 

s est. donc proportionnel à la racine carrée dii temps. 

82. Cours equivalents, coursvrais.  - Tous les trois niois, le  por- 
teur d e  3fr d e  rente d é ~ a c h e  uii coupon de ofr, 75. L e  cours baisse 
alors d e  orr,75. II remoute peu après de  ofr,75 pendant les lrois 
mois qui suivent, sauf variations dues à des causes spéciales, ilne 
guerre par exemple. 

L e  cours doit doncinonter de  ofr ,z5  e n  30 ou 3 I joiirs, de or', I 23 

en 15 jours! ctc. M. Bachelier considére tous ces coiirs comme 

éq~tivnlents les uns aiix autres, e t  il appelle cours vrai correspon- 
dant à iine époque l e  coiirs éqnivaleri~ correspondant a celle 
époque. 

Dans les trois niois, go joiirs à peu près, q u i  séparent l'époque 
où l'on a détaché un coupon de la veille d u  jour  où l 'on d6tacliei.a 
l e  suivant, la rente  doit monter de  ofr ,75;  en  un joiir, elle inon- 

,y,. - 7 

tera d e  2 = O", 0083. 
90 
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Et le terme? De  qiielle quantité b doit-il logiqiiement varier e u  
un jour? 

Le ierine est plus cher  que  le comptant de  la quantité C, sauf 
le jour de  la l i~~i i ida t ion,  oii ces deux cours sont  égaux. Si n jours 
nous séparent de  la liquidation, le ternie doit donc,  pendant 
ces n jours, monter de  l a  quanlité 

e t  pendant un jou r  d e  

La moyeiine de  b est oir, 00264. 
O n  aura donc le cours vrai d u  con~p tan t  dans p jours  en ajou- 

73p tant au  cours actuel la somme - et  en retranchant de cette 
90 

somme les 0 " ' , ~ 5  du coupon si le coupon tombe dans l'inlervalle. 
O n  aura le cours vrai du Lerme d a n s p  jours en  a jou tan tpb  au 

cours do jour,  pourvu qu'on tienne conipte du coupon, comme 
précédemment, et que  p conduise à une époque n o n  située au 
delà du derniei. jour du  mois. 

83. Theoreme d e  Bachelier. - L'espérance mathématique du 
spéculateur est nulle. 

L'espérance ma~hémat iq i ie  de l'acheteur au comptant est posi- 
sitive, en  raison des coupons. Un achat à terme avec report  nul 
serait assimilable, comme résultat, à un achat a u  comptant, 
puisque, dans ces conditions, l'acheleur à terme pourrait  con- 
server sa position sans bourse &lier. 

Considéruns un  achat à terme avec report  d e  of', 25. A chaque 
liquidation, l'acheteur paie ofr ,25 d e  report;  mais, enLre temps, il 
touche ofr ,75 de  coupons tous les trois niois, c'est-à-dire e n  
moyenne orr,z5 tous les mois, qui  équivalent au report .  

Or ,  on peut toujours considérer le report  comme étant  de or*, 25 
a la condition d e  reinplacer le cours coté par l e  cours  vra i :  nous 
admettrons ce principe essentiel. 11 en résulie q u e  : les espé- 
rances inaihématiques d e  l'acheteur et dn  vendeur sont toutes 
deux nulles. c. Q. F .  D .  
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LOI DKS kCARTS DE PHIMLS. 

84. Noils allons appliquer A l'acheteur d e  priiiies le p r i~ ic i~ ie  
prCcédernment démontr6, à savoir que  son espérance nzathéma- 
t ique est nulle.  

Soit  p la ~wobabil i té pour que,  lors de la réponse des primes, le 
cours soit d e  +x ail-dessus (111 cours vrai t l i i  ferme ou de  - x  
au-dessous d e  ce  même coiirs. 

Soi t  nt + h l'écart vrai de  la prime dont  h. 
Exprimons que  l'espérance ma~hémat iq i ie  tolale, c'est-à-dire 

di1 cours -oc> au cours  + w, est iiulle. 
Evaliions cetle espérance pour  les cours compris enlre -CO 

e t  + m ,  entre nt e t  m + IL, enl re  m + h e t  +m. 

1" Pour toiis les cours compris entre -KI e t  nz, la prime est 
abandonnée, l'acheteiir subit ilne perte h. Son espérance mathé- 
matique pour  un cours compris cldns I'iiilervalle donné est 
donc -ph  e t  poiir tout I'inlervalle 

20 P o u r  lin cours x coinpris entre nz et nz + hl la perle de 
l'acheteur sera m + h - x; l'espérance mathématique correspon- 
dante sera - p ( m  + IL - x) e l  pour l'intervalle entier  

rn+h 
p ( m  + h -2) dx. 

30 Pour  lin coiirs x compris entre nt + /i e t  + cro, le bénélice 
d e  l'aclieteur sera x - nt - h ;  l'espérance matliématiqiie corres- 
pondante sera p ( x  - ln -- h )  e t  pour  out l'intervalle 

p(x-rtt- h ) d x .  

Donc 
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rela~ion entre les prol)abilil&, les écarts de  primes et  leur iinpor- 
tance. 

Le  cas le plus simple est celui oh nz = O ,  c'est-à-dire celui oh 
l'importance de  la priine est  bgale à son écart. On appelleprinze 
sUt~ple cette sorte de prime. 

Soit  a la valeur d e  la prime simple. Faisons nz = O dans l7équa- 
tion ci-dessus. II vient 

D e  a = pxdx, on conclut qne la prime simple est égale à Lm 
l'espérance positive de l'acheteiir ferme. 

D e  a = /rd;, on déduit ce principe que  la valeur de la prime 
simple doit être proportionnelle i la racine carrée di1 temps. 

Nous n'introduisons ici le principe simple a que pour énoncer 
le résultat siiivant, qu'on dédni t  d e  l'équation ( a ) ;  l'équation 
équivant à celle-ci : 

E n  admettant la forme approchée 

il vient 

OPhRATIOflS PERMES. 

85. Dans les formulcs générales interviennent deuxcoefh ien t s  I I ,  
e t  k don t  on doit demander la valeur à l'expérience. C'est un fait 

que 
I )  = 0,264 centime: k = 5 jours. 
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Il en résulte que  
a = 5 J t  

a les valeurs que  voici : 

pour 55  jours.. . . . a = 33'54 pour 20 jours.. . . . a - 22'36 
pour 30 jours.. . . . a = 2 7 , S  pour I O  jours.. . . . a - 16,13 

Calculons a pour un jour. On n e  peut prendre n = !id;= 5, 
car il n'y a pas 365 jours de  bourse dans l'année, niais 307. Le 

365 
jour  moyen de  bourse est donc, e n  fraction d'année, - et ,  pour 

307 

86. Éoart probable. - Quel  cst  I'iiiler\alle de cours -LX, + a 

tel que, au b o ~ i t  d'un mois, la renle ai l  autant  d e  chances de se 
trouver dans cet  intervalle y e ' d e  chances d e  se trouver au dehors? 

O n  devra avoir 
1 

p d x =  4 ;  
on  e n  déduit 

O n  remarquera qu'il s'agit de  cours vrais et  non de  cours cotés. 

Si n est  le nombre de  jours séparant d e  l'échéance, le cours coté 
e s t  inférieur au  cours vrai de la quantité I I / ) .  Mais i l  est  loiijours 

facile de passer du cours coté au cours vrai, e t  réciproquement. 

87. Probabilite de  l a  hausse pour une p6riode de n jours. - 
Si nD est l'écart du  cours vrai au  cours colé, cette probabilité est 

La probabilité de  la baisse sera 

1 JI dx (1 = certitude). 
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88. Problbme. - Quelle es t  la probab i l i t é  d e  réussite d 'un  
achat a u  comptan t  des t iné  à ê t r e  revendu d a n s  30 j o u r s ?  

Ici, n b  - 2!ic, comme on l'a vi l .  

Il fatil remplacer nO par 2 5  dans la formule prkcédente et  l'on 
trouve que la probabilité est 

0 '64 .  

L'opération a deux chances sur  trois de  rcussir. 
Pour lin an ,  i l  faut remplacer n b  par 300 e t  l'on trouve que la 

probabilité est O ,  89 : nelcffois SUI. dix, u n  a c h a t  d e  r e n t e  a u  
c o m p / a n t p ~ - o d u i t  un br 'né jce  a u  bout d ' u n  a n .  

89. Problème. - Quelle es t  l n  p robab i l i t é  d e  Jaire u n  bénéfice 
g u n n d  on efectue u n  a c h a t  f e rme  a u  début d ' u n  mois e t  
qu'on revend u n  a n  a p r è s ?  

OPORATIONS A PRIMES. 

90. Écart des primes. - Connaissant la valeur d e  a pour  une 
époque donnée,  on calcule facilement l'écart vrai par la formule 

De  l'écart vrai, on déduit l'écart coté en ajoutant n b  à I 'Qcar~  
vrai, où n est le nonibre d e  jours qu i  séparent d e  la réponse. 
Dans le cas d'une prime fin prochain, on ajoiite 25 3- ( n  - 30) 8.  
O n  arrive ainsi aux rdsultats que  voici: 

Primes dont 50. Primes dont 25. Primes dont 10. - --, - - 
&art coté. Ecart cotC. Écart cote. 

à 45 jours. .  . 50,or à 45 jouis.. . 72,;o à 30 jours.. . 66,r9 
à 30 » . . . 20'69 à 30 n .. . 37,78 à 20 )) .. . 48,62 
à 2 0  u ... 13'23 à 2 0  n ... 25,17 à 1 0  ü ... 26,9r 

à ro )) .. . 12 '24  

Pour la prime dont  jC pour le lendemain, nous avons : 

h = 5 ,  n = 5,45 ,  d'où m = o,81; 
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365 
l'écart vrai est donc 5,s 1 ; e n  y ajouiant b ,  = - 6 = O, 3 1 ,  on 

307 
obtient l'écart calciilé 6, I 2. Ces écarts calculés concordent sensi- 
blement avec la moyenne des écarts observés. 

91. Probabilite de levee des primes. - Pour qu'iine prime soit 
IevPe, il faut  que  le coiirs d e  la réponse des primes soit supérieur 
au conrs dii pied de  la prime; la probabilité d e  levée es t  donc 
exprimée p a r  l'intégrale . 

E étant le cours vrai d u  pied de  la prime. 
L e  calcul, facile d'après ce  qu i  a été dit ,  donne 

Probabilitd de levée Probabilité de levée Probabilité de levée 
des primes dont 500. des primes dont 2 j 0 .  des primes dont roe. 

A - A- 

à 45 j o u r s . .  . 0,63 à 45 j o u r ~ . .  . o,<r  à 30 j o u r s . .  . 0'25 
à 30 u ... o , 7 r  à 3 0  )) ... 0,47 à 2 0  n ... o,28 
à 20 » ... 0'77 à z o  » . . .  0'33 à i o  n ... 0,36 

à I O  0 .. . 0'65 

La probabilité d c  la levée de  la prime dont  5' pour  le lende- 
main est, d e  même, 0 ' 4 8 .  

92. Probabilite de bén6fice des primes. - p o u r  qii'une prime 
donne u n  bénéfice à son acheteur, il (au1 que  I n  réponse des primes 
se fasse à un cours supérieur à celui d e  la priine. La probabi- 
lité d e  béiiéfice est  donc 

E ,  étant le cours d e  la prime. 
L e  calcul de  cette intégrale conduit  aux résultats que  voici : 

Probabilité de bénéfice Probabilité de bénéfice Probabilité de bénéfice 
des primes /50° ( l ) .  des primes 125'. des primes /IO'. -- -y- 

à 45 j o u r s . .  . o,40 à 45 jo i ir î . .  . o,30 à 30 jours .  .. o,so 
à 30 r . . . o,43 à 30 n . . . 0,33 à 20 a . . . o,za 

( ' ) Le signe / s'énonce dont (supra). 
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C H A P I I R E  I I I .  - JEUX DE HASUID I..T ESPERANCE MATRENATIQUE. 107 

La probabilité de  rdussite de  la priiiie /je pour  le lendemain 

est O, 34. 
Ces iiotions présentent un réel interêt, c t  les approfondir pour- 

rait donner des résiiltals kclairant d'iin joiir très particulier les 
sPécola~ioris d e  Boiirse. Contentons-nous de  citer ce fait, concer- 
nant les primps, énoncé par RI. Bachelier : 

L'opération siiivante : 

....... Achat d'une unité . .  I r f r  
.. Vente de quatre uni l i s . .  /50c 

Achat de trois unités..  .... 125' 

donnerait un béné'ce à tous les COZLI-s,  pourvu que  l'écart dii 
/2sc au / soc  soit a11 plus l e  tiers d e  l'écart di1 /50c au ifr, ce qui, 

pratiquemenl, est  toujours réalisé. 

A consulter : R A C H E I ~ I E R ,  Théorie de la  spéculation. Gauthier- 
Villars, 1900. 
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CHAPITRE IV. 
PROBAB~LITE GEOMETRIQUE. 

93. Jusqu'ici nous avons envisagé les seules questions de pro- 
' 

babiliié oii les événements peuvent se prCsenter un nombre fini 
de fois. 

Dans d ' au~res  questions telles que celle-ci, proposée par Buffon : 
(( On jette une aiguille siir une table, sur laquelle on a tracé des . 
parallèles équidistantes; quelle est la probabilité pour que l'ai- 
guille rencontre l 'une des parallèles », il y a lieu d'étudier des 
cas favorables en nombre infini et  des cas ~ o s s i b i e s  en nombre 

I 

également infini oii plutAt le rapporl de  ces infinis; cela c o n d u i ~ à  
comparer des variétés continiie.i de 1 ,  2, . . ., x dimcnsions. 

De  tels problèmes, s ' i ls  sont bienposés, ne présentent pas en 
eux-mêmes de difficiiltés spéciales. Voici, pour donner une idée 
de ce qu'ils sont, la solution du problème de l'aiguille. 

94. Soient e l'écartement des lignes parailbies, 1 ( 1 <  e )  la lon- 
geur de l'aiguille. 

Concevons le plancher divisé en bandes infinitésimales perpen- 

Fig .  6. 

diculaires aux traits. L'exiréinité inférieure ( sur  notre dessin) de 
l'aiguille a autant de chances de tomber dans iine l ande  que dans 
l'aiitre. Supposons qu'elle toiiibe dans iine bande déterminée. 
Quelle est la probabililé pour cpe I'aigiiille coupe le trait supé- 
r ieur?  
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Divi5ons la la i ide  en  r e c ~ a n ~ l e s  infinitésiinaux. L a  probabilité 
pour qne  l 'extrémité inférieure soit comprise, dans le comparti- 

CIV ment où elle tombe, enire les ordonnées y e t  y + dy, est 

Soit A l e  point où elle toiiibc~; divisoiis le plan aulour d e  A en 
secteurs infinitésimaux; la probabilité pour que  l'aiguille AB 

d z  
prenne un azimiit compris entre a et a + d a  sera -, puisque B, 

?T 

éiant au-dessus de  A, a n e  peut varier q u e  d e  O à n; la probabi- 
lité de  chute dans ces conditions simultanées sera 

et la condilion d e  rencontre est 

e - y  <.lsinz. 

La probabilité de  rencontre,  soinme des probabilités part,ielles, 
sera 

Un astronome de  Zurich a voiilu wkrifier expérimentalement le 
résultat précédent, en  prenant le = 45"'"', 1 = 36""', ce qui  cor- 
respond à 

P = 0,5093. 

11 fit 5000 expériences : l'aiguille rencontra 2532 fois, Ce qui 
coiiduisit à la prol~abil i té 

Pr=  0,5064, 

Le faible écarl ent re  P e t  1" peut  étre regardé comme une véri- 
fication du théorème d e  Bernoulli. 

II arrive, dans des problèmes d e  ce genre, que  l'énoncé prête à 
confusion. Telle est  la question suivante : 

93. Dans son Traité d u  Calcul despr~obabilités, J .  Bertrand s e  
propose de  reclierclierlaprobabilitépourqu'uneco~~dequelconque 
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( l 'un cercle soit plus grande que le cdti du  triangle éqiiilatérol 
inscrit et,  à ce propos, i l  résout les trois problèmes particuliers 
(lue voici : 

1. D ' u n  point qiickongue A, pris a ~ ' i ~ t t é r i r u r  ~ ' L L ? ~ ~ c ~ I . c o R -  

férence O et sur u n  diamètre déterminé x O y ,  on mène une 
corde perperidiculaire à ce diamètre Quelle est la yrobabrlitd 
pour que cette corde soit plus grande que le côté d u  triarzgle 
Cguilaiérd inscrit clarzs la cil-co~tfirence? 

1 
Réponse : -. 

a 

I I .  D'lin poiut queIco~~que B, /)ris S U I '  une circonférence, on 
nzène une corde quelconque. Quelle est la pro6nbilitépou1. que 
cette corde soit plus grandr queie côte; du triangle éqti i laré~d 
inscril ? 

Képonse : 1. 
3 

11 1. D'un point quelconque C ,  int<:rieur à une cil-conférence, 
on mène une corde perpendiculaire au rayon OC. Quelle est la 
probabilité pour que cette corde soit plus gronde que fe côté 
du  triangle équilatéral inscrit ? 

Réponse : f- 
4 

De  l a  divergence de ces réponses, J. Bertrand conclut que le 
problème de la probabilil6 pour qu'une corde qiielconqoe d'un 
cercle soit plus grande que le côté d u  lriangle équilatéral inscrit 
est une question K mal posée D ;  M. H. Poincaré dirait pluiôt que 
(( le bon sens ne suffi1 pas ici pour nous apprendre quelle conven- 
tion il faut faire D. 

Nous faisons, en ell'el, une coiivenlion cm disant qiie le problème 
de Bertrand est idenLique à l'lin des trois proll&mes résolus au 
début. Nous convenoiis qiie les cordes dont on compare les; lon- 
gueurs sont conitriiites d'une facon déterminée : et il se trouve 
que la solution du proldème dépend de  ce mode de conslr~iction. 

Eii quoi la soliitioii du 1 1 r o b l h e  de Bertrand d6l)end-elle du 

mode de  construction? En ce qii'il n'est pas de conipnrnisorz pos- 
sible entre les évaluations des nombres de  cordes résultant de pro- 
cddés de constructioii diferents.  Cette impossibilité, évidente s'il 
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CHAPITRE IV. I~ROBABILITL GÉOUÉTRIQUP,. I I I  

s'agit d'un no iu l r e  de  cordes limité, s'étend d'elle-même au cas 
d'un nonibre de  cordes illimité. 

Tout au plus petit-oii prendre des conventioiis plus larges que 
celles admises dans les lrois probléines traités au début : chercher, 
par exemple, la probabilité pour  qu'une corde iiience d'un point 
quelconqiie d'un dinniètre déterminé x O y  d'une circonfirence O 
soit plns grande que le c U ~ é  du  triangle équilatéral inscrit ou, 
mieux encore, la probabiliié pour qu'une corde nienée d'un point 
quelconque du plan de  la circonférence vérifie la condition 
imposée. 

Ces problèmes sont faciles à traiter. Nous y trouverons lieu de 
confirmer I 'indéiermiiia~ion d u  problème d e  Bertrand ('). 

I 'ROBL~ME 1. - D'un point quelconque M situé sur un dia- 
~nètre déterminé et indé jn i  x O y  d'un cercle O de rayon 1 ,  

on mène une corde quelconque; quelle est la probabilite pour 
que celte corde soit plus grande que le cdté du triangle équi- 
laléral inscrit dcrns le cercle? 

Le point M peut se trouver soit entre les points 0 e t  H, 
H iiiilieu dii rayon OA, soit entre les points H e t  A, soit au  delà 
du point A. 

Dans le deuxième cas, les cordes menées de 11, sont pliis 
grandes que  l e  côté d u  triangle équi la~éra l  si elles tombent dans 

( 1 )  R. ne Mo~~sssus, Nouvelles Annales de Mathématiques, jauvier 1903. 
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l'un des angles PM,O,  RM,A définis par les cordes PM,Q, 
RM,S égales au cdté d u  triangle équilatdral. Au contraire, les 
cordes qu'il est possible de mener de O tombent dans l'un des 
angles PM,x, RM2 P, yM2R. Ici, le nombre des cas favorables est 

reprdsenté par la somme d'angles 

et le nombre des cas possibles par 

Soit OM, = x;  le triangle O M , Q  donne 

I -  - x 
/ \  

sin0 M,Q siné (ou f )  

On remarquera que l'angle 0 M 2 Q  est obtus; si donc on prend 
71 

pour arc sin la déterminalion comprise entre O et -, on devra 

écrire 
. I 

OMzQ=.rr-arcs in  -. 
2x 

II en résulte q u e  le nonihre des cas favorables est ceprésenlé par 

Dans le  prenzier cas, toules Ics cordes vérifient la condilion 
imposke; le nomlre  des cas possibles élant représenté par 7;, 

comme précedeminent, le nombre des cas favorables sera égdle- 
ment représenté par 5 ~ .  

Dans le troisième cas, où  l'on prendra ON, = y ,  si M,T, 
MIKL sont r e ~ ~ e c ~ i v e m e i i t  la tangente et  la corde &gale au côtédii 
[riangle équilatéral inenécs de M,, les nombres des cas favorables 

n~ 
ct possibles seront représentés par les angles O M3 K, TRI, O. Le 
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CIIAPITRE LV. - PROBABILITE G E O M ~ T R I Q U E .  

triangle 0 K M 3  dorme 

d'où 

sin 011,  R - 
.Y 

donc 
n I 
O  M,K = arc sin -; 

%Y 
de plus, 

n A 
0 T = O \ 1 3 s i n T M 3 0  et T R l , O  =arcsin 1. 

Y 

Ainsi,  pour u n  point hl,, situé à la distance .z: du  centre, ' < x < I ,  ln p~.obnbilité d ' m e  corde plus grande que le côté 
2 

du triangle éq uilalérnl sera 

pour un point M3, situé iç la dislance y du centre, Zaprobabi- 
lit4 sera 

arc sin - 
I 

arc  sin - a r c  sin - 
Y 

LA P R O B A B I L ~ T E  EST DONC FONCTION DE L A  DISTANCE DU POINT M 
AU CENTRE. 

Revenons a u  calcul de  la probabilité pour on  point M occupanL 
une  quelconque sur u n  segment OP = a  de la droite 
xoy .  

Partageons OH en n parties égales par  les points H, ,  Hz, . . . ?  

H,-, , situés aux distances 

du po in t  O et prolongeons celte division jusqu ' au  point A par les 

Ds M 8 
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1 1 4  CALCUL DES P R O B A B I L I T ~ S .  

poinis Hl,+, , HM+,, ..., H,-, , d'abscisses 

I n - i  
Z2,,-1= - + - 9  

2 2 n  

.... et, enfin, jiisqulau point P par les  oints A i ,  A2, Ap d'ab- 
scisses 

1 
Ysn+i=l+ - 9  

2 n 

L'ensemble des cas favorables sera polir les points x,, ..., x,,-~ 

( n  - i ) ~ ;  

pour les points x,+I, ir,,+,, ..., x,~,-, : 

2 =arc sin -!-; 
2 xi 

pour les points Y211+4, Y ~ I I + ~ ,  ..., ym+p : 

2 arc sin ' ; 
j = z n + l  

2 Y ~  

tandis que les ensembles des cas possibles seront respectivement 

1 
(n:- I ) X ,  ( n  - I ) X ,  2 arc sin -. 

1 - t n + i  
Y j  

La polir l'ensemble des points considérés sera donc 

1 
(n- i ) ?c  + z %arc sin + arc sin - 

rx i  4 3 Y i  

z ( n  - I ) ~ T  + 2 arc  sin. 

j = s n + i  
Y i  
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écrivant l'expression précédente comme suit : 

L ( I -  !-) TC + 2 2 arc sin ' ( x ~ + I - x ~ )  + y -!-(yj+1-y,) 
2 X' 

1 n+l  
'' 2Yi 

j = 2 n + l  
2 n c I  

(1  - i) + ~ arc sin - 
j - i n + l  

YI 

i l  résulte, en faisant croîlre 12 indkfiniment, que la formule 

représente la probabilit.é pour qu'uiie corde quelconque menée 
d'un point pris au liasard sur  le segment 

soit plus grande que le c61é du triangle éqiiilatéral inscrit. 
Si l'on ohserve que 

on pourra écrire 

Si a iend vers l'infini, a arcsin a une  limite finie et P a par 

siiile inCnie limite que 
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1 
Ainsi, -est la probabilité pour qu'une corde ntenée à un 

cercle d'unpoint qtielconque d'une droite indéjnie, ddterrninée 
e t  homogène passant par son cenlr-e, soit plus grande que le 
côté du triangle équila/érat inscrit dans ce cercle. 

PROBLÈME I I .  - D'unpoint quelconque du plan d'un cercle O 
de rayon I ?  on mène une corde quelconque à ce cercle; quelle 
est ln probabilité que cette corde soit plus grande que le côté 
du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle? 

Aux chances 1, et  p troiivées tout à l'lieure pour un  point situé 
sur ladroi te  x O y  e l  à la distance d du  centre d e  la circonférence, 
il laudra substituer les chances h.2nd,  p. 2nd de l'ensemble des 
points dorit la distance a u  cenlre de  celte même circoiilererice est 

d. 
011 obiiendra ainsi les expressions 

Si l'on observe que 

on trou 1 era que la probnbilité pour qdune  corde guelconqzie 
nlenke d'unpoint quelconque intérieur à un cercle de rayon a 
( a  > 1), concentrique au cercle 0, soit plus grande que le 
cÔ!é du triangle équilatéral inscrit est 
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LA P R O B A B I L ~ T ~  EST ENCORE U N E  FONCTION DU NOMBRE a. 

La limite de  celte expression, quand a tend vers l'infini, est 5 : 
2 

La probabilité pour qu'une corde quelconque menée d'un point 
quelconque du plan soit plus grande que le côté d u  triangle 

1 équilatéral est encore - a  

2 

Quoi qu'il en soit, le probl2nze dépend d'une convention arbi- 
traire et, pour celte raison, i l  admet une IRFINITÉ de solutions. 

Aii  fait, conzidCrons, par exeiiil~le, les deux opérations sui- 
vantes qui cliaciiiie ntatérialisent le problèinc de  Bertrand : 

a.  On lance une bille dans un cnnnl creusé le long d'une 
circonfe'rence; on laJixe en son point d'arrêt; on lui adaple un 
index rectiligne qu'on lance autour de ce point comme pivot. 

b. On lance m e  bille sur. le plan d'un cercle limité h in cir- 
conférence du cercle par. un rebord; onJixe la bille en son 
point d'arrkt et on lui adapte ZI IL  index rectiligne; on fait 
tourner l ' index autour de ln bille. 

Dans l 'une et  l'autre de  ces oliérations, l'index, une  fois arrêté, 
d9termirie dans le cercle une  corde tantôt l)liis grande, tantôt plus 
petite que  le côté du triangle éqiiilatéral inscrit. Cela posé, répé- 
tons llopbi.ation n un trés graiid nombre de fois et soit a le rap- 
port du  noinhre des cordes plus grandes que  le côté du  triangle 

équilatéial inscrit ail nombre  des cordes plus petites que ce même 
côlé;  puis, reprenons l'opération b et  calculoiis ici encore le rap- 
port du  nombre  des cordes de la première catégorie au  nombre 

des cordes de  la seconde catégorie : on trouvera que les 
nombres a ,  p tendent vers des limites N O N  IDEETIQUES quand le 
nombre des expériences s'accroît de plus en plrrs. 

Nous ne  saui,ions nous en  étonner,  car, dans chacune de ces 
deiix catégories d'expériences, le probléme de  Bertrand se trouve 
matérialisé ail prix d'une C O N V E N T I O N  sl)éciale, portant siIr la ma- 
nière de lancer la bille qui sert de  pivot à l'index. 

En derniére analjse, L A  SOLUTION DU PROBLÈME DÉPEND D'UNE 

C O N V E N T I O N .  J. Berirand le savait, car, noiis dit M. Darboux dans 
son bel éloge acadkn~iqiie : « Cette q u e s ~ i o n  l'a préoccupé; il e n  
avait trouvé la solution, mais il la laisse chercher à son lecteur P. 
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CHAPITRE V. 
PKOBABILITE DES CAUSES. 

1. - PROPOSITIONS FONDAMENTALES, 

96. T o u t  calciil renferme sa contre-partie. A toute opération 
correspond une opération inverse. La soustraction et la division 

sont l'inverse d e  l'addition e t  de  la multiplication. Le  calcul des 
intégrales indéfinies est  l'inverse di1 calciil des dérivées. D e  même 
dans le Calcul des probabilités, nous allons le voir. 

97. Théoréme de Bayes. - U n  événement. A peut être le fail 

de  l'une qiielconqiie des causes CI ,  C2, . . ., C,l. La probabil i~é 
q u e  la cause Ci produira l'événement A es tp i .  La probabilité que 
la caiise Ci soit mise en  jeu est  ai. L'événement A a e u  lieu. 012 

demande la probabilité que ce soit ln cause Ci qui l'aitproduit. 
La probabilité que  la cause ai t  été mise en jeu était wi,  la pro- 

babilité qiie mise en jeu elle ai t  protliiil l'événement A é tan tp i ,  la 

probabilité que  la cause Ci sera mise en jeu et  prodoira L'événe- 
ment A est la probabilité conzposée wjpi .  

D'autre part, la probabilité que  l'événement se produira est 

par  suite, x é ~ a n t  la probabilité pour  qu'une fois produit il soit d û  
à la caiise Ci, 

x ( ( ~ l p l +  wzp2 +. . .+ wnpn)  

sera la probabilité : I O  que  la cause sera mise en jeu et no qu'elle 
produira l'événement A. Donc 
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CHAPITRE V. - PROB ~ B I L I T E  D H S  CAUSES. "9 

L'expression donnée d e  la probiil)ilité x constitue le théorème 
de Bayes. 

On peut donner d e  ce tliéorèine une déinons~ration d'apparence 

ob,jective. 
hl iirnes contenant cliacune Q boules sont réparties en  calégo- 

ries C, ,  Cs, . . ., Clr. Les urnes de  la catégorie CI sont au  nombre 
de o, h l ;  les urnes d e  la catégorie CPl  a u  nombre de  o, M l  etc. 
La probabilitk qiie la cause Ci ebt e n  jeu e s t  

Dans les iirnes d e  catégorie C l  i l  y a Q boules e t  pl C) bonles 

blanches; dans les urnes C2 il y a Q boules e t  p2Q boules 
blanches, etc. 

O n  a liré iiiie I~ou le  blanche. Quelle est la probabilité que l 'urne 
choisie appartiendra à la catégorie Ci ? 

Le nombre des cas favorables est le nombre des boules blanches 
de  la catégorie Ci, so i twipiMQ. Le nombre total des cas possibles 
est celui des boiiles blanches, soit 

L e  problème principal qui se pose ici est  de chercher la proba- 
bilité pour qu'un événement E se  produise m fois dans m + n 
épreuves, élant  donné qu'il s'est p fois dans p + q 
épreuves. 

98. Laplace encore ( 4 )  préseiiie la qiiestion sous forme objec- 
tive, comme siiit : 

Supposons qu'on ait observé que, sur  p + q enfants, il est n é  
p garcons e t  q filles, e t  que l'on cherche la probabilité P qiie, sur  
m + n enfants q u i  doivent naître, il y aura m garçons et  IL  tilles ; 
si l'on nomme x la probabilité qii'un enfant qiii doit naître sera 
un garçon e l  I - x celle qu'il sera fille, 

( 1 )  LAPLACE, m u o r e s  : Mémoire  sur l e s  probabi l i tés ,  t .  lx, p. 419.  
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sera la probabilité polir que, sur p + q enfants, il y ait p carcons 
et q filles; ce sera le nombre des cas favorables. la proljabilité 

étant x. 
Pl, est fonction de x; marqiions en ordonltées AB, CI), EF, ... 

les différentes valeurs de Pl,, correspondant à x = OA, x = OC, 

x = OE, . . . ; imaginons qu'on donne à x tootes les valeiirs pos- 
sibles (de o à 1, car n est une probabililé); les points B, D, F, . . . 
dessineront une conrbe dont l'aire 

reprdsentera l'ensemble des cas favorables. 
De inème 

sera la probabilité que, sur p + q enfants qui nailront d'abord, i l  
y aura p garçons et q filles, et que sur nz + n enlants qui naîtront 
ensuite, i l  y aura m garçons et n filles; c'es1 le nombre des cas 
possibles, étant donné que la probabililé est x; llensenzOle des 
cas possibles sera cornme précédemment 

Or, 
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on en déduit : probabilité demandée 

99. Application. - D ~ n x  joueurs d'échecs ont joué a+ bpar- 
ties; le premier e n  a gagné  a ,  le second b.  Quelle est la pro- 
babilité que le premier joueur gagnera la ( a  + b + 
partie ? 

Faisons m = I ,  n = O dans la formiile précédente que  nous 

écrirons 

il vient 

ici p = a ,  q = b ;  la probabilité cherchée est donc 

II. - THEORIE DES ERREURS. 

100. Erreurs  syst6matiques e t  accidentelles. - Dans les sciences 
d 'observa~ion,  astronomie et. autres, il est nécessaire d'étudier les 
erreurs dont les observations peuvent être affectées. C'est le seul 
moyen de se fàire iine idée de la précision des ohervntions.  

Les erreurs peuvent ici se classer en deiix catégories bien défi- 
nies : les erreurs systématiques e t  les erreurs accidentelles. 

Les erreurs systématiques sont dites instrumentales, person- 
nelles ou théoriques suivant qu'elles proviennent du défaut de 
l ' instrument employé, de l'inhabileté de l'ol>servat.e~w O N  de  cer- 
taines causes dont les effets peuvent se calculer à l'avaiice. 

Unexemple  t j p e  d'erreur systématique est celui-ci : usage pour  
une série de  mesures de  longueur d 'un mètre t rop long. II s'agit 
dans ce cas d'une erreur instrumentale. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



II n'y a pas lieu d'insister ici su r  les erreurs sj~téinaticiues,  le 
calcul des probabilités ne concernant que les erreurs acci- 
dentelles. 

D'après M .  Gruey, (( l'expérience prouve que les diverses 
mesures d'une même grandeur, lai tes soigneujeinen t avec toute 
la précision dont la méthode employée est susceplihle et  purgées 
d e  toutes les erreurs systématiques, présc.riteiit encore de petites 

diffircnces. Ces écarts sont dos à des causes irrégulières ou acci- 
dentelles et ont  reçu l e  nom d'erreurs ACCIDENTELLES.  

)) Les erreurs acciden~elles ne  sont liées par aucune loi aux 
observations e t  ne  peuvenl être calculées a priori. N'étant pas 
calculables n priori, à cause de  la nature capricieuse et  irrégulihre 

des causes qui les produisent, elles tombent dans le domaine du 
Calczd des probabilités car elles offrent, par définition méme, les 
caractères suivants : 

)) 1" Les erreurs positives ou  négatives, d'kgale valeur absolue, 
sont également probables el ,  sur  un grand nombre d'observations 
d'une niême qiian~iié,  également fréquenles ; 

)) 2" Tolites les erreurs sont comprises ent re  des limiles - b 
e t  + b, limites variables avec l'espèce d'observation. 

)) 3" Les erreurs ne  sont pas distribuées unil'orinément entre les 
limites - b et + b ;  les plus sont les plus fréquentes. )) 

101. Loi des erreurs accidentelles d'observation. - B r a d k y  a 
mesuré 470 fois le même intervalle d e  temps, avec toute la pré- 
cision que coin}iortaient ses instruments. 

Regardan1 comme mesure exacte la moyenne aritliinétique n,, 
des 470 nombres obtenus, regardant en  conséqiience la différence 

up= no - np, prise avec son signe comme l'erreiir dont  la mesure 
np est affectée, il s e  trouve que,  conformément au Tableau ci-après, 

47 erreurs sont comprises entre oS,o e t  +os ,  I ;  47 aussi entre o S , o  
et - O" 1; etc. lhatlley a trouvé : 

Y. x. x + Ax. 
S S 

( 47 entre o,o e t  + O , I  94 erreurs dont sensiblement.. . . 
i 4;. 0,o -0 , I  
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1 29 entre + o , 3  + o , 4  
58 erreurs dont sensiblement.. . . 

1 29 -0,s -0,4 

en plus, 8 erreurs,  tant positives que  négatives, sont u n  peu supé- 
rieures à 1'. 

Si l'on por le  e n  abscisses les nombres X ,  x + Ax, . . . et en 

Fig. 9. 

ordonnées les nombres & ou, ici, I O  y, on obtient  la figure g, oh 

les aires A x C B  = 47,  AxEF = 44,  . . . représentent les nombres 
d'erreurs conipris entre O et  A X  (0-et + os, i ) ,  A x  et 2 AX (+ os, I 

et os,2), . . . 
Or, les sommets B, E, G ,  . . . se trouvent à très peu prés s u r  

la courbe 
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comme le montrent les résultais suivants : 

Erreur. 

=Y 

calculé 
au rnojen de ( 1 ) .  observé. 

Eii général, l'expérience nzontr-e qu'ci rute série quelconque 
d'obse~vnt ions,  faites avec toule In pr&ision que corn/~or.tent 
les inst~~umer!ts  emnp/oyis, répond une relation de tn~forme 

où y A z  désigne le noiiil>re d'erreurs comprises eiiire les inier- 
riilles x e t  x + Ax; y o a e t  h2 sont des constantes al)prupriées à la 

série d'expérieiices en jeu. O n  évaliie les erreurs, coirirne il a été 
dit, eii partant de la rnojenne no des chiffres iroiivés. 

102. Calcul des constantes y, et hz. - Soii  y ,  le nombre d'er- 
reurs comprises dans I'iniervalle O, + Ax;  on aiira, e n  fa isantx  = O 

dans la forrniile ( 1  )! 
Yi =y07 

ce qui déterminera y,. 
La formule donnera erisuiie 

si y * ,  y3,  y4, . . . d4signent les nombres d'el rpiirs coinprises dans 
l e s in ie rva l l e s+Ax,+zAx;  + 2 A x l - + 3 A x ;  + 3 A x ,  + ~ A x ,  ... 
il viendra 
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où les nombres h i ,  hl ,  IlJ, . . . sont peu différents les uns des 
autres. 0 1 1  prendra pour  h la moyenne arithmétique de  h i ,  

h2,  h 3 ,  ... 
Revenanl à l a  formule 

y = y o e  h'"', 

où l 'oh attribue h h Zn valeut. calcul&e comme il a été dit,  on  
reprendra le calciil de  y, en calculant 

et  en prenant pour 3.0 la inoyenne arillimétique d e  y,,, y,,, 
y 0 3 ,  - - 

Ce niode de  caleiil,  out schéinatiqiie, donne une idée des mé- 
thodes don t  on  se  sert  usiielleinent pour  calculer les constantes 
y, et  h. En réalité, on  prend ordinairement pour  h la valeur que  

I'on \ a  t rouver ci-apr2s et  I'on en déduit y, conime il été dit. 

Nontbre des et.reurs comprises dans un intetvalle x,x,. - 
Les noinbres d'erreurs comprises dans les intervalles Ax; Ax, 2Ax; 
z Ax, 3 A x ;  . . . sont représentés pa r  les aires des rectangles 

Fig. IO. 

OABC, CDEF, . . . figurant la courbe A'BE . . . o o y  = yoe-h'*.l; 

il est coiniiiode de regarder ces iioinbres d'erreurs comme repré- 
sentés par les aires cut-vilignes OA'BC,  OBEF, . . . D e  la sorte, 
les aires curvilignes OA'BC, O A ' B E F ,  . . . représenteront les 
nombres d'erreurs posilives inferieiires ou  au pliis égales à As, 
~ A z ,  . . . . Plils généralenient, l'aire O A ' M P  représenlera le nombre 
d'erreurs ps i t ives  inf'érieures ou au plus égales à O P  e t  une  
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aire PMRS reprdsen~era le nombre d'erreurs positives comprises 
entre OS, OP ou égales à OS, OP.  

103. O n  consiate expérimentalement q u e  ces aires curvilignes 

représentent bien les nombres d'erreurs comprises entre x, e t  xq 
pourvu qu'on attribue aux constanles y, et  h des valeurs appro- 
priées qui ne sont plus les mêmes que prbcédemment. Cette 
distinction se concoit puisqii'on substitue les aires curvilignes 
O A'BC, CBEF, . . . aux rec~angles  OABC, CDEF, . . . et puisque, 
si Nha est la plus grande erreiir positive, on  ajoute aux erreurs 

conslatées des erreurs hypothétiques en nombre y,  dx . 
E n  effet, la courbe y =yo  eëh'""dx est asymptote à Or, S 

.tandis que,  dans les expériences, les erreurs ne dépassent jamais 
un maximum NAx. Rlais si l 'on considère que  l'aire supplémen- 

taire y, e -  h's2dx tend très rapidement vers zéro quand NAx L: 
croit ,  on se rend compte qu'elle ne puisse guére fausser les résultats 
d c  quantités appréciables, les erreurs étant elles-mêmes ap- 

104. Calcul des constantes y0 et h.  - Le nombre ,total des 
x A s  

erreurs positives est y,  e-"2x2dx, N étant  le nombre total 

des observalions donnant lieu à des erreurs positives. Or ,  nons 

l'avons dit, à cette intégrale on  peut substitiier, sans erreiir sen- 
sible, l'intégrale 

D e  même, l e  nombre total des erreurs négatives est  sensible- 

s i  m cst le nombre iota1 des observations, on aura en ment  -- 
z h  
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d'où 

dt . Posant h x  = t ,  d'oii dx = -, i l  viendra 
IL 

e t  1'011 dé~ermine  h en donnant a y et a deux valeurs correspon- 

dariles. 
Par exemple, pour  les observations de  Bradley, m = 470, et  

p o i i r y = 4 7 ,  X = O , I ,  on a 

Les Tables d e  1s fonction @ ( L )  = 2 ~ ' e - ~ '  dl donnau t 
fi 0 

on aura 

d'où 

A dire vrai, si l'on subs i i~ue  à y et  x plilsieurs systèmes d e  
vnleiirs correspondantes, oii ne trouve pas pour fz des valeurs 
identiques; ainsi, pour l'in ~erval le  os- I~ des observatioiis de 
IIradley, oii aurait 

d'où 
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En conséquence, on préfére iie pas donner  A h la valeur se 

rapportant  à le1 ou tel système de valeurs correspondantes de  y 
e t  x, mais plutôt  I n  moyenne des valeurs que  les difUrents sys- 
tèmes (y, x) donuent à h. Ici, cette moyenne est  h = I ,764, e t  

la forniille 
1,764.r jr e-f2 dt y = 7.35 x - 

4; 
représente convenablement la série des mesiires. 

Pour  x, = O ,  I ,  x2= O ,  2 ,  x 3 =  0 , 3 ,  cetie formule donne 

les nombres observés étant  respertiveinen t 47, g i , I 30. 

J'ajoiite, comme Ix-écédeminent, que  ce mode de  calcul de  la 
constante IL est eiicore scliéniatiqiie e t  donne seulement une  idée 
de  ce qui  se fait pratiq~ieinent.  Nous verrons un peu loin 
comment on calcule effectiveinenl IL (cf. il0 113). 

PROBABILITB D'UNE ERREUR DOXNBF. 

103. Probabilité pour que l'erreur tombe ent re  x e t  x+ dx. - 
Par definilion, cctie probaliliiti est  le r a p l ~ o r t  dit noinbre dy des 

cas où l'erreur tombe dans cet iii~erviille au nombre total m des 

cas, c'est-à-dire 9. Disignant cette probabilité, qu i  iend vers 
112 

zéro avec dx, par dp, 

dl) SC riomnie proOabilitt! de i'e~wrrr x. 

106. Probabilité pour que l 'erreur tombe entre O e t  Z. - Cette 
prol)abilité est Cvidemment 
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107. Probabilit6 pour que l'erreur tombe entre - z et a : 

Cette peut se calculer a u  moyen des Tables d e  la 
fonction 8( t ) .  On peul aiissi Ccrire 

d'où, remplaçant t par - 1-1 intégrant dans les limites O à hx,  

série convergente, quel que  soit hx.  

E r r e u r  proba6le .  - Si nous voulons calculer pour quelle 

valeur t ,  d e  t ou x, de r la probabilité P est f i  nous avons à 

résoudre l'équation 

qui donne, par  appi.oxiii-iations siiccessives, 

L'erreur x i ,  qu'on écrit ordinairement r, se nomme l ' e r r eu r  
p~.oOable. 11 p a autant d e  chances pour q u ' m e  erreur tombe 
entre - 1- e t  + r qu'en dehors de cet  intervalle. S i  l'on rangeait 
les erreiirs par ordre  de grandeur absolue, e n  les répéiant autarit 
de  fois qu'elles se présentent, r occuperait théoriyuement le 
milieu de  la série ainsi formée. 

108. Moyenne des erreurs. - On nomme ainsi le quotient de l a  
soiriine des erreurs,  pr ises  e n  va leu r s  absolues, pa r  leur  nombre 
i o ~ a l  m. 

!,es erreiirs coinprises entre x e t  x + dx sont e n  noiiibre 
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ct. chacune étantégale, à uninfiniment petit près, à x, leur s ,inme 

a pour expression 

La somme totale des erreurs sera donc 

ct leur moyenne 
I 

q=- 
h d;  

C'est un fait d'expérience que la mojcnne des erreurs différe 
peu de la moyenne arithmétique de la somme algébrique 

des résidus 

109. Moyennes des carrbs, cubes, etc., des erreurs ou quotients 
des sommes des carrbs, cubes, etc., des erreurs par leur nombre 
total m.  - Les erreiirs comprises entre x et  x + dx sont en 

il 
nombre - e-h'x'dx, et, cliacone 6tant égale, à I I I I  infiniment petit 

4. 
près, à x, les sommes de leurs carrés, ciibes, etc., ont pour 
expressions 

Les sommes des carrés, cubes, etc., des erreiirs sont, par suite, 

e t  les moyennes des carres, cubes, etc., des erreiirs sonk 
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On déduit de 1: des relations reniarqiiablej. S I ,  S.,, S:,, S b  dési- 
gnaiit la soinnie algébriqiie des rdsidus, dcs carrés des résidus, 

des cubes des résidus, des qiiatrièines puissances des résidus, c'est 
un fait d'expérience q u e  I'on a sensibleineiit, nous l'avons déjà 

dit, 

Ces formules singulières inériteiit uiie telle confiance que,  si 
elles se ~ r o u v e n t  en défaut, i l  y a grande présomption que les 
résultats iminédials d e  l'expérience ont  été allérés. 

111. Erreur moyenne Ê. - Soient x', x", x", . .. les erreurs 
coiiiinises siir les nombres d, nl', nt", . . . , donnés par I'observa- 
tion de n. 011 appelle erreur moyenne e la racine carrée de  la 
somme des carrés des erreurs préalablement divisée par l eu r  
nombre m. 

Le nombre des erreurs tombant enl re  x et  x + (lx é ~ a n t  dy, 
la soinine des carrés de  ces erreurs sera, B un infiniment petit dii 
deuxième ordre pr&s, 

et  I'on aura  

IL '+- 

dx = J-; 1 .T. e-:1'x3 ds. 
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différentiaiit par  rappor t  à h,  

d'où 

ce qui donne,  pour  les 470 observaiions d e  Bradley, 

L'erreur moyenne E diffère peu d u  résidu moyen p, 

Pour  les observations d e  Bradley, 

O n  peut donc s u b s t i ~ u e r  l'erreur moyenne E au ~-ésidct moyen p ,  
ce qui confirme la légitimité d e  l'emploi de  la fonction 

Égalant à zéro la dérivée seconde de  la fonction 

i l  vient 

Le point d'inflexion de Ia cour-be des e r ~ ~ c s r s  correspond donc 
& la valerrr de I'errectr moyenne. C'est 1:) un  fait. remarquable. 

112. Prbcision d'une série d'observations. - Lorsqu'il y a 
même probabilité pour que  dans deux séries d'observations I'er- 
reur tombe entre les mêmes limites -x e t  + x, on dit que ccs 

deux séries sont égalemeri t précises. 
Si la probabilité P pour que  l 'erreur, daris une p e m i è r e  série, 

tombe entre - x  et +x, est égale à la probabilité Pl pour que 
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l'erreur, dans une deuxième série, lombe entre -2' et + x', on 
dit que les précisions w et w' des deux séries sont inversement 
proportionnelles à x et  x', de  sorte que, par définilion, 

h et h' étant les paramètres respectifs des deux séries d'observa- 
tions. Pour que P = Pr, il fant et surfit que izx = h'z'; donc 

Si h", hW, . . . sont les paramètres d'une lroisièine, d'une qua- 
trième série d'observations P", Pr", . . ., 

Les paramètres h sont donc proportionnels aux précisions w, et  
l'on peut représenter les précisions w par les paramètres h. 

Nous écrirons en conséqirence w = h. 

Remarquer que, tout comme h, E = I_ caractérise la précision 
IL J2 

de la série d'observalions correspondaiite P. 

113. Relations fondamentales. - Écrivant h 8  = I ,  et  joignant 
cette relation à celles-ci, déjà trouvées, 

on voit des six quantités h, 6 ,  r ,  E ,  3 ,  w étant donnée, les 
cinq autres s'en déduisent par le calcul. 

En  particulier, 

= O ,6744897.. . . 

Ordinairement, on calcule E à l'aide de la série des résidus des 
observalions et  l'on en déduit h ,  6, r ,  o r , ,  w au moyen des formules 
précédentes. 
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Inverseinerit, si I'on donne E,  on  peut calciiler h, puis, siir 
rn observations, le nombre y d'erreiirs tonil>ant entre x e t  x + Ax, 
ce  qui  permet, en fixant Ax e t  en faisant varier x, de  reconstituer 
la série des erreurs XI, x", x"', . . ., avec iine approxiniaiion d'aii- 
tant  plus grande que  m est plus considérable. 

Ainsi, donner  la série des erreiirs, c'est donner  E,  e t  récipro- 

quement.  L e  plus simple est de  donner E ,  qu'on peut regarder 
comme iine constante caractéristiqiie d e  la série correspondante 
d'observations. 

Inscr ivons~ c l ~ a c ~ i n e  siir iine boule, les mesures n', n", n"', . . . 
d e  B et  plaçons les m boules dans une iirne. Cette iirne représeii- 
tera la série des observations et  I'on sera tenté d'inscrire sur sa 

surface externe l'erreur moyenne E qui caractérise la précision de 
l a  série ou de la méthode suivie pour  observer. Faire iine obser- 
vation dans cette méthode, c'est tirer au hasard iine boule de 
l'iirne e t  adopter comme niesure le nombre inscrit sur  cette boule. 
O n  ne  connaît pas l 'erreur vraie de  cette o b s e r v d o r ~  isol6e; elle 
peut être également, mais avec des dimérenies, l'un 
qiielconque des termes de  la série XI, x", xm, . . ., qui se déduit 

de S. C'est ce qu'on exprime en disant q u e  I ' e w e u r  moyenne de 
cetre obsel-vation est E .  

Lorsqii'il s'agit d'introdnire dans un calcul uii nombre erroné a, 
obtenu d'ailleurs par  un pioc6dt: d'observation, et 
de  se  faire une idée d e  la précision du rPsriltat, ce qu'il importe 
d e  connaître, à défaut d e  l'erreur vraie d e  a qui  Ccliappe toujours, 
c'est l'erreur moyenne E de ce noinl~re ,  c'est-à-dire la série des 
erreiirs foriuites qui  peuvent affectei. a, mais avec des probabilités 

différentes régies par la formule 

114. Erreur  moyenne et probable d'une fonction. - Soient 
F ( X Y Z )  une fonction de  qiiantités inconnues X ,  Y,  Z, Xo, Yo, 

Zo, des valeiirs approchées connues de XYZ, e t  X = Xo+ XI, 
Y = Y 0 + Y 1 ,  Z=Z,+Zf ;  on aura 

O F .  dP d F  F ( X Y Z ) =  F ( X o Y o Z o ) +  - A'+  - Y 1 +  - Z ' + . . . ,  
d X o  dYo  dLo 
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et, si X',YJ, L'sont assez petits pour que leurs carrés, cubes, etc., 
soie31 t  négligeable^, F(XYZ) diffère peu de 

Soient X:, Y:, Z: des valeiirs de X', Y', Z' données par l'ob- 
serlation et x' y', 5' les erreurs 

la valeur de , f coirespondant à X:, Y', , Z: Seri1 

Fa+ nX: + b Y i +  cZ', = Po+ aX'+ bY1+cZ1 

+ a ( X i - X r ) +  b ( Y ' , - Y f ) + c ( Z ; - Z r )  

= \ aleur vraie de f + OP'+ hy'+ c d ,  

en sorte que l'erreur commise sur f  sera 

Considérons actuellement un système de valeiirs de XI, Y', Z' 
donne par l'observation, et soient E,, sZ les erreurs moyennes 
coinmises sur XI, Y', Z'; soit encore ~f l'erreur moyenne dont est 
par suite entaché f. 

A m systèmes de valeurs observées répondent m erreurs 
vraies de f, dont la somme des carrés est, en la désignant par 

[fYS = X f  Y', 
[ f ' f  '1 = a"x'xr] + b2 [ y ' y  ] + cz [ z l z ' ]  

+ z a b [ x t y 7  + zac [ . z ' z l ]  -+ z  bc [y l z ' ]  

= a2 [ x r x ' ]  + bz [ y ' y ' ]  i c 2 [ z ' s 1 ] ,  

car [x'y'] = [T'z'] = [y's'] = O si le nombre rn des observations 
est très p n d .  En effet, les termes alors sont sensiblement deux à 
deiix égaux et de signes contraires dans la série des valeiirs de z' 
répondant à E,, dans celle des valeurs de rdpondant à dans 
celle des valeurs de Z' répondant à E,, de sorte qu'il en est de 
méme dans la série des valeurs de x'y', x'z', y'd. 

Mais, lorsqiie m est très grand, 
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115. Erreur moyenne E d6duite des observations. - Le résidu 
moyen d'une série d'observations est une valeur approchée de 
l'erreur mojenne E ;  niais on peut tirer des résidus iine valeur plus 
exacte de cette erreur moyenne. 

Soient : 

hl, n", nf'', . . ., n m  les mesures, en nombre m, d'une même quari- 
tité n ; 

no leur moyenne arithmétique; 
u', u", IL"', . . ., Um les résidus correspondants ; 
x', d', x"~, . . ., x, et x, les erreurs réelles des mesures et de n o .  

On a 
n = n o + x o = n ' + x ' = n " + x " =  ... = n , , + x , , ,  

no= n' + u' = n"+ d= n"+ur"=. . .= n,,,+ u,,,, 

d'où 
xo = - =dl- = xlll- = . . . = X l l l f  U l l l ,  

c'est-à-dire 
2' = U' +xo, 

xl' = un + x,,, 
XI" = u"' + x,,, 
............., 
XII'= Ull,+X0. 

La somme, membre à membre, de ces équations élevées au carré 
donne 

[ x x ]  = [ u u ]  + 2 x 0 [ u ]  + mx; 

Par définition de l'erreur moyenne E d'une observation, 
[xx] = me2 et, par définition des résidus, [u] = O ;  d'ailleiirs, 
x, étant inconnu, on ne petit faire mieux que de lui subslitiier la 

I 
valeur moyenne 011 Donc l'équa~ion précédente donnera 

4E I 

116. Poids des observations. - Soient e', E", E"', . . . les erreurs 
moyennes respectives de pliisieurs séries d'observations, SI, Sv, 
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Srtr, . , ., de iiiêiiie genre, niais de précisions inégales. Comme 
terme de comparaison, imaginons une série fictive S d'observa- 
tions de m h e  genre et  d'erreur moyenne E.  

On p e u t  adn le t t re  qu'une seule ohservation d e l l e  de la série S' 
est aussi bonne oii de la même importance (lue pr observations 
assujetlies à l a  seule conditioii que leur moyenne arithmétique ait, 
comme l'observation de la série SI, E' pour erreur moyenne. 

Appelons poids  d'une observation de la série S' le nombre p 
ddfini par la relation 

L = g', 

J7 . . 
en sorte que 

E = 

et, si p", pl", . . . sont les poids des séries S", SI", . . ., 

O n  remarquera : 
i 0  Que cette suite d'égalités suppose que le poids des observa- 

tions de la &rie S est I ; 
z0 Que 

P' = P" - 
2 - . . . l  

d'ou 

Les poids  des  obse~.vations sont inversement proportionnels 
aux car rés  d e  lerrrs e r r e u r s  moyennes e t  directement propor- 
tionnels a u x  carrés de leurs précisions. 

Cela posé, prol)osons-nous de résoudre le probléme que voici : 

Trorrver ln va leur  la p l u s  probable  d e  plirsieurs mesures 
directes de p o i d s  d i p r e n t s .  

Soient : 

nl, nr', n'", . . . les valeurs ol,servées d'une grandeur X ;  
p'", . . . les poids respectifs de ces observations; 

x', dl, xrl', . . . les erreurs vraies de n', n", n'Ir, . . . ; 
e', di, É1', . . . les erreurs moyennes des mêmes quantilés. 
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O n  peut regarder : 

n' comme la moyenne de p' observations de poids 1 dont la somme 
serait n'p'; 

n" comme la moyenne d e p "  observations de poids 1 dont la somme 
serait n"pr1; 

IL'" comme la moyenne de  p'" observalions de poids 1 dont la somme 
serait n'"p'ff. 

Il est donc permis de remplacer la série d'observations réelles n', 
IL", n"', . . . de poids différents par une série d'observations fictives 
de poids 1 e l  en nombre p'+p"+pfl'+. . .; la niopenne ari~liinC- 
tique X, de ces observations fictives sera 

Elle se nomme la moyenne gétrérale ou la moyenne probable,  
ou encore la moyenne par poids  des valeurs observées n', r i " ,  

n"', . ... Le poids de Xo, rapporté à la même iinité que /,", 
pl", . . . , est évidemment 

p'+p"+p"'+. . . = [ p l ,  

e t  son errenr moyenne E, est 

E désignant l'erreur moyenne des observations ficlives de poids 1. 
Si E n'est pas connu, on peut le tirer comme i l  suit des obser- 

vations elles-inhes.  Appelons résidus les différences X,- n', 
Xo-n", Xo-n"', ..., e t  désignons-les par ZL', urf, u'", .... O n  aura 

X -- n' = x', Xe- ta' = ut, 
X - n" = x", Xo - n" = IL", 

x - /p  = x"' X ,, - nui = u"', 

et, multipliant par 47, dp, @, . . ., 

Elles monment que z'(j est l'erreur vraie commise sur  n'd?, 

pris pour valeur de x ~ T ,  et que ul\l;;i est le résidu correspon- 
dant. Mais l'erreur moyenne de n'élant dl  celle de n ' O  est E'@ 
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ou E. Donc 2 ' 0  peut être considérd comme u n  terme d'une 

série d'erreurs caractérisées pa r  l'erreur moyenne E. Le même 

raisonnement montre que  r"42, ra@, . . . son1 d'autres termes 

de  la même série. Donc,  s i  nz est le nombre de  ces termes 011 des 

qiianti~és ol)servées nt, n", n"', . . . , on aiira 

117. Application des formules prbcbdentes. - O n  trouve, dans 

les OEiitres de  Bessel, les 40 mesures suivanles du diamètre 7i de 

Saturne, réduites d e  façon à être comparables : 

En les considérant comme également précises : 

[ u u ]  = I ,5884, no= 39:308, 

E = 2 oU,202, Eo = k 0,032, 

Groupant ces 40 o l s e r v a ~ i o n s  d e  manière à les rdduire à I O  de 
poids différent : 

39:179 sera la moyenne de 7 observations 
39,285 ~l 4 n 

39,291 )> 5 D 

39,407 7) 4 U 

39,410 )7 I D 

39,320 7) 3 )) 

39,379 J 3 )7 

39,3 1 0  n 4 7) 

39,127 n 3 Il 

39,448 Ll 6 U 
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Ici, 

C'es1 en raison du petit nombre d'observations q u e  E e t  E, con- 
cordent mal. 

A consulter : GRUEY, Lecons d'Astronomie. Paris, Hermann. - 
BERTRAND, Calcul  des probabilités. Paris, Gauthier-Villars, 1907. 

Mêmes auteurs à consulter pour le paragraphe qui suit. 

III. - COMBINAISON DES OBSERVATIONS. 

118. Une grandeur a a été mesurée plusieurs fois. 

Premier  cas. - Les mesures prises, n , ,  n 2 ,  . . ., n,,  sont indé- 
pendantes les unes des autres et inspirent le même degré de 
confiance. 

Alors, avons-nous dit, la valeur la probable de n est 

119. Second cas. - Les mesures prises, n ,  , n?,  . . ., n,, sont 
encore indépendantes les unes des anlres, mais n'inspirent pas le 
même degré de confiance. Leurs poids sont respectivenient 

alors, 
pi, pz, . - 1  p1n; 

est la valeur la plus probable de a. Nous l'avons encore dit. 

120. Nous avons étudié en détail toiiles les questions se 
rapportent au problème de L'évaluation d'une grandeur. 

Il nous faut passer au problème plus général que voici : 

On a fait pour délerminer n grandeurs inconnues n + p 
mesures; mesures et  grand en^.^ se rattachent p a r  des équations 
nécessaires. E n  raison des erreurs conzrnises sur les mesures, 
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les équations donnent, selon la manière dont on les combine, 
des valeurs diflérentes pour les grandeurs. Quel est le meilleur 
système de valeurs à adopter ? 

Ce problbme est fort complexe. Nous donnerons seulement un 
aperçu des solutions qu'on peut lui apporter. 

121. Tout d'abord, on peut admettre que les équations de con- 
ditions sont linéaires. Car, si A, B, C ,  .. . sont les grandeurs 
inconnues, on eii connaît pratiquement toujours des valeurs 
approchées Ar, Br, Cr, . . . telles que les carrés, cubes, etc., des 
différences 

A-A', B-Br, ... 
soient négligeables. 

Tolite relaiion 

f (A, B, C, . . .) = N ou f(A1+A-Af,B'+B-B', ...) = N ,  

A-A' 2 d 2 . 1  +(--) =+...=IV, 

pourra donc s'écrire, sans erreur sensible, 

e t  prendra la forme linéaire 

xt., y, . . . reprCsentant les différences A - -4" B-Br, . . .. 

422. Le se pose donc ainsi : 

ngrnndeurs inconnues x, y, . . . sont liées par n + p  équa- 
tions linéaires 

ai x + b i  y + c i  z + . . . = n l ,  

(1)  
as z+ 6, y + c 2  z + . . . =  nl, 
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  

a n + p x  + 6 n + p ~  + CIL+,> z + . . . = n~i+p ; 
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en raison des erreurs commises sur les seconds membres n , ,  
122, . . ., nn+p, ces équa t io~s  donnent, selon la manière dont on 
les combine, des valeurs di 'érenles pour x, y, . . . ; quel est le 
meilleur système de valeurs & adopter pour x, y,  . . . ? 

123. Un premier procédé, longtemps employ6, et qui a donné 
de bons résultats, est le suivant. On choisit, dans le système, les 
équations où le coefficient de x est le plus élevé. On ajoute ces 
équations; soit 

A x + B y +  ... = N  

l'équation obtenue. 
On fait de même pour les autres inconnues. 
On obtient ainsi un système, qu'on résoiil par rapport aux 

inconnues. 
Ce procédé se justifie par cette remarque que, y, . . . élant sup- 

posés connus, l'erreur commise en calculoii~ x d'après I'équatioii 

est d'autant moindre que A est plus grand. 
Ce procédé a le défaut d'être irrégulier, de laisser une lalitude 

trop grande au calculatetir. Il a été perfectionné par Cauchj et 
Yvon Villarceau. Nous ne nous y arrêterons pas. 

124. MBthode des moindres carr6s. - Le principe de la méthode 
des moindres carrés est celui-ci. On cherche, parmi les différenls 
systèmes de valeurs de x, y, . . . qui donnent les équalions ( I ) ,  

celui qui rend minimum l'expression 

Cette condition est aisée à remplir. 
Il suffit qu'on donne à x, y, a ,  . . . des valeurs annulant les 

dérivées partielles de H : 
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Ces équations sont linéaires en  x, y, . . . e t  e n  nombre n, comme 
les inconnues. Elles donnent  les valeurs les plus exactes pour  les 

inconnues. 
Pourquoi? 
Tout  d'abord, et  siirtout, c'est nn fait d'expérience. Il résulte, d e  

pliis, d'un exposé historique e t  critique de  la in6lhode desmoindres 
carrés, fait par M. Mansion ( '), q u e  la méthode des moindres 

carrés es1 difficile à exposer avec rigueur, quand on y fait interve- 
nir la loi de  probabilitd supposée inconnue des erreurs accidentelles; 
les essais successifs des deux grands théoriciens d e  la méthode, 
Gauss e t  Laplace, le prouvent. O n  en induit  que  le mieux est 
d'essayer d'établir la théorie des erreurs par l'Algèbre seule, conime 
l'a fait récemment M. Goedseels. 

M. Goedseels admet deux postulats : 

a. Qu'on sache coter 011 peser l e  degré de  confiance que  mérite 
iiiie valenr observée, de  même qn'on sait coter l e  mérite d 'une 
composition ou  d'un exairien ; 

6 .  Qu'on sache coter les fonctions d e  valeurs observées e n  
fonction du  poids des variables; il examine les conditions q u e  
doit remplir la formule à l'aide de  laquelle o n  détermine les poids 

des fonctions. 

M. Goedseels considère l a  formiile usitée à cette fin, en montre 
les avantages e t  les inconvénients,: et  conslate e n  dernière analyse 
qne cette formiile ne répond pas à loutes les conditions requises, 
inais qu'on n'en connaît pas de meilleure. 

11 moiitre enfin qiie, si l'on admet cette formule, on peu t  dé- 
montrer rigoureiisement que  la méthode des moindres carrés et  
les méthodes d e  la moyenne arithmétique e t  d e  la moyenne p a r  
poids, qui  en sont des cas particuliers, fournissent les solutions 
di1 poids le pliis élevé. 

M. Mansion observe, à ce propos, qu'il est  plus simple encore 
de  prendre pour postulat la méthode des moindres carrés 
elle-même, comme l'a fait Legendre ( 2 ) .  

( ' )  Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXX, ire Partie, 1906, 
p. 169-174. 

(2) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, ~goa-1903, p. 64. 
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IV. - RECHERCHES DES LOIS DES PHÉMOMEIPES. 

125. Soit  y e t  x deux variables liées par une relation in- 
connue. 

A des valeurs x i ,  x2, . . ., x,, . . . de  x correspoiident des 
valeurs meszrrées Mi P,, M, P,, . . . de y, que nous représenterons 

Par YI,  yz, - m . ,  Yn- 
Fig. I r .  

Figurons xl ,  8 2 ,  . . ., zn, . . . ,yl ,  yZ, . . ., y,,, . . . en abscisses 
et  ordonnées. Si l'on a calculé les erreurs PI B i ,  Pi A l ,  P2B2, 
P2A2, . . ., PIL Bn, P,A,, . . . dont peuvent ê ~ r e  atrectés en plus 
011 en moins yl ,  y,, . . ., y,, . . ., figurons-les également. 

11 est clair que tolite courbe, telle que C, ou C,, qui rencontre 
les segments A, B I ,  A, R,, . . . , A,, B,t, . . ., représentera la relation 
liant y et x, dans les limites mèmes de I'exacti tude des mesures 
faites. 

Une représentation graphique, faite avec soin, permet de voir  
l'alliire générale des courbes C s i ~ s c e ~ t i b l e s  de représenter la loi 
du phénomène. Avec un peu d'habitude de  la Géométrie analyiique, 
on écrit d'ordinaire, sans trop de tâtonnements, l'équation qui 
représente l'une de ces courbes. 

On peut aussi chercher, par les méthodes algébriques d'inter- 
polation, l'équation dc la parabole y = f ( x )  unissant entre eux 
les points Al ,  A*, . . ., A,,, puis l'équation de la ~ a r a b o l e  y = y (x) 
unissant les points B I ,  B2, . . . , Bn e t  prendre  comme courbe C 

une des paraboles y = + (1, p > O ,  toiiies les  ordon- 
A+ll 

nées M n  A,, M n  B, positives), où 1, p son1 des constantes conve- 
nablement choisies. Le mot convenablement ne peut être p rk i sé  
ici. Il a un sens attaché au phénoiiiène 4tridiC. On peut encore se 
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borner à chercher algébriquement l'équation de la parabole 

passant par les points P, ,  P,, . . ., P,. 
Le calriil de  la relation liant y e t  x permet de calculer la valeur 

de y corre~pondant  à une valeur quelconque de x. L'erreur 
commise sera in~ermédiaire entre j(x) e t  cp(x). O n  peut se 
demander qiielle est l'erreur probable, c'est-à-dire l'erreur q u i  a 

chance égale d'être ou non dépassée, e t  la calculer. Cela serait 
sans objet ici. Nous avons en vue les seules lois de mortalité e t  
nous n'aurons A faire à leur sujet aucun calcul dc ce genre. 

196. Statistiques. - C'est par les principes précédemment 
indiqués qu'on peut tirer partie des statistiques. L'exemple le 
plus probant est celui que donne les Tables de niortalitd et  leur 
usage par les Compagnies d'assurances. Nous en parlerons bientôt. 

Auparavant, il ne sera pas inutile de réduire à ses justes limites 
le rôle de la statistique, méthode d'observation dont on a voulu 
tirer beaucoup plus qu'il ne  coiivenait. 

Toute étude physique, toute étude sociale repose sur des sta- 
tistiques, c'est-à-dire sur un ensemble de documents concernant 
des faits observés. 

Les statistiques concernant les faits mathématiques, qui sont 
pures abhtiactioiis, sont relativement aisées à interpréter; entre 
les mains des Égyptiens, l'arpentage devint promptenient géomé- 
trie, au moins la tradition le veut ainsi. Les lois de  la mécanique 
céleste, décliiiles de l'observation, sont peut-être un appui plus 
probant à ce dire. 

Plus; complexes dé,$ sont les s~atistiques des physiciens : à tel 
point qu'il est arrivé à celles-ci de ne pouvoir être traduites en 
lois; telles sont les statistiques inétéorologiques. Certains obser- 
vatoires renoncent a enregistrer les variations atmosph6riques7 
l 'accumulatio~~ des documents enregistrés n'ayant doriiié lieu jus- 
qu'ici à aucun résultat. 

E t  que dire des statistiques sociales dont les Darius e t  les César 
de l'antiqiiit8 étayaient, comme nous-mêmes, leurs budgets ? 
N'avons-nniis pas vil nos ministres des finances conclure, chiffres 
en mains, à la plus-value des recettes futures, au lieu qu'à l'aidc 
des mèines chill'res, les orateurs de  l'opposition démolissaient 
l'échafaudage et prédisaient, eux, le déficit ? 

DE M. I O 
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C'est que l'art de tirer de la statistique des concliisions vraies 
est plutôtmalaisé, comme l'ont prouvé de rCcentes études critiques 
fort remarquées ('). Et ruiner la confiance fort mal c lacée que 
d'aucuns ont dans les « chiffres 1) doit être le  but de tout homme 
éclairé. 

S'il faut voir dans la Science un admirable monument de l'esprit 
humain, il faut se convaincre que ce monument, poor cette raison 
qu'il porte en lui la marque de l'homme, est loin d'avoir la per- 
fection que telle école voudrait lui assigner. 

127. On peut en général donner créance aux statistiques phy- 
siques. 

Les savants sont gens consciencieux et  désintiressés. 
O n  peut souvent, non pas toujours, se fier aux statistiques 

économiques. U n  exemple : les Tables de mortalité des Compa- 
gnies d'assurances. Aussi : les recensements monétaires faits à 
diverses reprises par M. de Foville. Les employés de l'État, au 
nombre de 20000, recevaient l'ordre de faire à jour dit, à heure 
dite, le recensement des monnaies figurant dans leurs caisses, en 
particulier d'en inscrire les inillésimes. Cette remarque ingénieuse, 
que la Monnaie ne  frappe point chaque ann6e la série entière des 
pièces en circulation, permettait de surprendre les employés ins- 
crivant au hasard les chiffres voulus, les millésinies en particulier: 
ils furent en nombre infime. 

Par  contre, d'après les statistiques françaises, les exportations 
de France en Angleterre, en 1900, furent de 6og228000fr, 
tandis que, d'après les statistiques anglaises, elles se réduis ai en^ 
à 509 5 1 ~ 6 6 0 ~ ' .  Semblablement les importations étaient évaluées 
à I 23883gooofr e t  I 3538g4940fr. 

Si l'intérêt contraint les Compagnies d'assurances à Ctablir des 
Tables de mortalité exactes, l'intérêt, qui prend alors la forme 
de fraude, fausse les statistiques douaniéres. 

Autre cause d'erreur : le mode de transport. Les colis postaux, 
par exemple, échappent aux s t a t i s ~ i ~ u e s  officielles. La destination 
indiquée des produits n'est, elle aussi, bien moins que certaine; 
une bonne part des expéditions dirigée sur l'Angleterre ne fait 

( ')  J'ai principalement en vue ici l'Ouvrage de  M.  A.  Liesse : La Statistique. 
Paris, Alcan, 1905. 
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que toucher barre à Londres oii à Liverpool et s'en va en Ainé- 
rique. 

Enfin, il faut compter avec la faiblesse ou la maladresse des 
employés chargés des statistiques. 

D'après M. Sembat, rapporteur en 1904 du budget relatif au 
service des postes, télégraphes et  téléphones, l'administration 
dresse des statistiques qui peuvent se partager en trois catégories : 
I O  les statistiques extraites des registres de  comptabi1it.é des bu- 
reaux ou qui ressortent des documents d'organisation de services, 
de constructions de lignes, etc. : elles offrent un trés grand degré 
d'exactitude; a0 les statistiques établies sur les registres d'inscrip- 
tion de lettres recommandées ou chargées, des objets recom- 
mandés, des envois de valeurs à recouvrer ou des recouvrements 
ou remboursements effectués : ces données ne sont pas suffisam- 
meni contrôlées, mais surveillées, elles présenter encore 
une certitude relative; 3" en dernier lieu, les statistiques dressées 
après un comptage des objets de correspondances postales : à part 
certaines parties, celles-ci n'ont aucune valeur, elles sont faites au 
jugé; les comptes ne peuvent être exécutés sérieusement, parce 

u'ils doivent être faits dans les bureaux au moment où le public 
afflue et  ou le service est le plus intense. 

Une science profonde des faits permet de distinguer, souvent à 
première vue, une statistique exacte d'une stalistique fausse, tout 
aussi bien qu'un simple coup d'œil permet à un homme de science 
de juger la valeur d'un Ouvrage se rapportant à ses propres 
études. 

Le profane, au contraire, ne peut que laisser surprendre sa 
bonne foi, heureux si ses conclusions erronées restent dans le 
domaine de la pure spéculation, s'il ne vient pas à s'imaginer que, 
la statistique aidant, les réformes sociales et autres, propres à 
faire le bonheur de l'humanité, voient leur avènement retardé par 
la simple mauvaise volonté des pouvoirs existants. . 

128. J e  suppose dix, cent, mille statistiques établies comme 
il convient. De telles statistiques existent, les Tables de mortalité 
des Compagnies d'assurances en font foi. Qu'en conclure? - Ce 
qu'on en doit conclure, sans plus. Ce n'est pas là vérité banale. 
En économie politique on a voulu tirer mille choses et plus encore 
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des statistiques : au que d'aucuns veulent faire aiijourd'hui 
avec Wal ras  une économie politique inathéniali y lie. L e  mouveinen t 
a 6té réduit  en formules : polirquoi non la théorie des richesses, 
la théorie des échanges? J'y reviendrai quelque jour. 

. . 

Sans  doute o n  peut faire coinme M. Pareto la statistique des 
revenus d e  ioo,  aoo, 300, . . . , iooo livres sterling des habitants 
de la Grande-Bretagne et  d e  l'Irlande e t  vérifier qu'il existe dans 
les deux pays une même relation entre les chiffres de  reveiiiis et  
les nonibres de  personnes possédant ces revenus;  on  peut vérifier 

qiie la relation s'étend à la Prusse,  au Pérou, etc., e t  réduire ces 
résultats en une loi : c'est là d e  I~oi ine  besogiie. Cette loi, qui 
s'applique à des peuples d e  iiiœurs très dissemblables, paraît &tre 
caractéristique des pays civilisés don t  la cons~it i i t ion sociale a 
pour  base la concurrence plus ou moins largement appliqiiée. 

O n  peut aussi construire avec Gallon la pyramide sociale »: 

représentant les proportions respectives d'hommes d e  génie, 
d'homines d e  talent, d'hommes médiocres, d'lionirnes faibles, 
d'hommes à la charge de  leurs semblables; on  peut dessiner à ce 

propos une courbe en forme de  toupie et... se  garder d e  rien con- 
clure. Peut-être les comparaisons des (( toiipies » babyloniennes, 
égyptiennes, grecques, roiiiaiiies e t  actuelles donneraieni-elles un  
moyen de  comparer la civilisation d'autrefois à la civilisation 
actuelle? O n  n'a point encore fait cette étude. 

Mais que  dire du procédé q u i  consiste à dé'nir matériellement 
l e  bien-être, et  à réunir  les données par lesquelles se  iiianifesic ou 

soi-disant cet état, recettes e t  tonnage des chemins de fer et  de  la 
navigation, production et consoriiniatioii d e  la houille, rendement 
d e  divers imphis, moaveriient des banqiics, émissions de valeurs, 
ventes d'immeubles, faillites, engagemenls au  Mont-de-Piété, 
suicides? 

D'une part le bien-être ne dépend que d e  loin des conditions 
matérielles de l'existence, il tient tout aiitant de  I'irnagiiia~ioo et  
d e  l'habitude que des faits observables; puis les stalistiques en  

jeu sont trop coniplexes pour  que  l'esprit le plus sagace parvieme 
à s'y reconnaître; enfin, leur complexité même les rend sujettes à 

caution. 
11 se peut que  dans l'avenir les deux dernières causes d'erreurs 

q u e  j'ai citées disparaissent ; il se peut qiie daiis l'averiir on puisse 
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préciser d e  pliis la part que  la richesse a au bien-être et  ainsi 
tarilér inatériellement celui-ci. Pour  l'heure, cela ne se peut e t  là 
les écoiiomistes ne  feront pas meilleur usage des statistiqiies dres- 
sées à grand'peine que les météorologistes n'ont fait jusqu'ici des 
innoml>rables observations enregistrées depuis 30 ans dans leurs 

iiinombrables observatoires. 
Chaque chose e n  son temps. L'art de la statistique est encore à 

ses débuts; ne lui demandons pas ce qu'il ne petit encore donner. 

129. D u  moiiis, les statistiques les pliis rudimentaires mettent- 
elles en  évidence iin fait qui  seiiible paradoxal et  qu'il importe de 
connaître. 

Süssniilch, pasleur an x v m e  siècle d'une paroisse d e  Berlin, 

coiis~atait  alors que ,  chaque aunée, les nombres de  mariages, de  
naissances et de  décès étaient sensiblement égaux, cela dans un  
grouptb social assez éiendu. 

Quételet ,  un peu plus tard, é n o n p i t  cet axiome : que le budget 

des prisons se répétait, d'une année à l'autre, avec une effrayante 
ri.gularité. II essayait aussitôt de  baser sur  cetle donnée, e t  d'autres 
semblables, son (( homme moyen )I ~ a r a c t é r i s t i ~ i i e  d'une époque, 
sujet à des varialior~s lentes. D e  nos jours, on  parle volontiers d e  
I'« âme des foules ». 

Assuréinent, e t  ce n'est pas un des moindres résultats de la 
statisiiqiie, 1'(( horniiie moyen » n'est pas iine fiction, I'homine 
moyen existe et c'est par I'homine moyen que l'économie poli- 

tique sera un jour  une science a u  strict sens di1 mot : elle en 
viendra àpm'voir les modifications générales des faits qui I'intk- 
ressent, à établir des lois portant su r  l'avenir comme sur  le passé. 
Non pas des lois immuables comme les lois physiques, mais des 
lois lais5ant une certaine place à un large imprévu, comme serait 
la loi, jusilii'ici cherchée en vain, liant la d u  blé à la 
frécluence des taches solaires, étant  supposé ( e l  il en est sans 
doute ainsi) que l'apparition des taches solaires est un phéno- 
rnènc. impossible à prévoir. Rien d'hypothétique en cela : on  ne  
peut pré,iiiger de  l'abondance des pluies d'un hiver à venir; mais, 
une  lois observée la quantité d'eau tombPe en Iiiver, on en conclut 
à coup sûr  que  telle ou telle source tarira ou  ne  tarira pas l'été 

suivant. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ainsi, l'étude d e  1' (< homme moyen a ,  sur  lequel la volonté hu- 
maine n'a, sauf cas exceptionnels, aiicune prise immédiate, doit  

être un b u t  d e  l'économie politique. 
Là, point de ces slatistiques à fluctuations déconcertantes, dont  

les relevés quotidiens de  la Bourse son1 l'image parfaite, mais des 
statistiques à variations lentes qui permettent  au  chercheur de  n e  
pas perdre pied, d e  garder l'indépendance d'esprit q u e  M. E. Le- 

vasseur assure étre si nécessaiie en  l'occasion, stalistiques qui  
resselnblen t étrangement aux relevés d'expériences des physiciens. 

Si ceux-ci ont  pu édifier une cosmogonie d u  monde matériel, il 
est  à croire que les économisles sauront eux-mêmes édifier une 
science avec les matériaux dont ils disposent. 

Sans doute, leur tâche sera plus ardue; mais peut-on croire que 
l'intérêt qui  s'attache à la colleclivité humaine est inférieur à I'in- 

térêt que  nous nous sentons pour l'univers des êtres inconscients? 
A u x  statistiques bien faites, à celles-là seiiles, on  peut, on 

pourra appliquer le Calcul des probabilités, en  se  basant sur  la loi 
des grands nombres. Nous allons en  donner un exemple dans les 
Chapitres qui suivent. 
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CHAPlTRE VI. 
APPLlCATION D U  CALCUL DES PROBABILIT&S 

AU TIR DES ARMES A FEU. 

1. - TIR AU CANON. 

130. Soi1 propos6 d'atteindre un bu1 en vue. 
O n  commence par  é ~ a l i i e r  la dislance du but.  A cette distance 

correspond un angle a qui se  trouve dans desTables construites 
empiriquement. O n  détermine ensuile l'angle d e  site P, c'est-à- 

dire l'angle qui fait la ligne d e  mire avec l'horizon. 
Ces données sont dites initiales. 
Le pointeur donne à la pièce la direction lat6rale voulue e t  l'in- 

cliiie su r  l'horizon de  l'angle x + 13. 
Si l'on lire un grand nombre de coups avec les données initiales, 

on constate : 
r 0  Que les points d'impact des projectiles diffèrent les uns  des 

autres ; 
zu Q u e  le point d'impact moyen diffkre du  but (ordinairement). 
L'art i l le~ir  doit  modifier les données initiales d e  facon que  le 

point d'impact moyen se confonde avec le but. II doit régler l e  
tir. 

Ce fait, que  les points d'impact d e  projectiles tirés dans des con- 
dilions identiques diffèrent les u n s  des autres, apporte quelques 
difficultés à ce rbglage. O n  ne peut le faire qu'une fois connus : 

I O  L ' h a r t  probable de la pièce en portée;  
2 O  L'écart probable de la pièce e n  direction. 

131. Voici les délinitions de  ces deux écarts. 
Soi t  TC le plan horizontal passant par  La pièce d e  canon H. 

Soient HX, HY deux d r o i t ~ s  qiielconques tracées dans le plan TC. 
Soient AA', AA" les coordonnées d 'un poiiit d'iitipacl A, x, I n  
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moyenne arithinéiiqiie des abscisses d'un très grand nombre de 
points d ' impact A résuliant de  tirs raits dans les rnSiiies conditions, 

y, la moyenne a r i t h n i é ~ i ~ u e  des ordonnées des m6nit.s poilils 

d'impact. Le  point O, de  coordonnées .x,. y ,  par rapporl  aux axes 
HX, HY, c~st di t p o i n l  moyen d ' impac t .  

Traqons la droite H0.y' O z  perpendiciilaire à celle-ci; l'or- 
donnée BA du point d'impact A dans le nouveau systémes d'axes 
Ox, Oy sera l ' écar t  en  longuetcr du conp A ,  son abscisse CA 
sera l 'écart  e n  direction.  

L 'écar t  p r o b a b l e  e n  p o r t é e  est I'écait en portée qui a chance 
égale d'être ou non dépassé : sur  un p.and nombre d e  conps, la 
moitié ont un écart siipérieur d l'écart probable eu oortée. De 
niême l 'écart  pr-obable e n  directron.  

Ces écarts sont des constantes qui s e  déterminent une fois pour 
louies, expérirrientalement, pour toutes les pièce.i d'un même sys- 

k m e .  Une pièce étant établie et  ses propriélbs balisliqiies déter- 
minées, les autres pièces ne sont iiiises en service qu'après que la 
commission de  réception Ies a jugkes coii~parables A la  première. 

L ' é c a r ~  piol)able es1 donc le mPine pour tolites les piPces d'un 
niatériel déterminé. 

Les éca r t s  BA et  CA sont accidentels e t  sont en tous points 
assimilables aux erreurs d'une série d 'observat ioo~ (cf. no"& el  
suivants). O n  petil donc déduire les écarts prol)ables des écarts 
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CHAPITRE VI. - APPLICATION AU TIR DES ARMES A FEU. I 53 

moyens : c'est c e  qu'on fait pratiqriement en se basant su r  ce  que  

le rapport d e  ces deux écarts est (cj ' .  no 54) 

0,8463 ... : 
écart probable = écart moyen x O , 8 4 6 3 . .  . . 

132. La probabiliié d 'un écart (ou d'une erreur)  compris 

entre -.x e t  x est  (cf. no 107) 

h étant lié à l'écart 2, d e  probabilité f- par la relation (cf. no 107) 
2 

En vertu de  celte formule, la probabilité d'un écart nz, est 

expression calculable, puisque hx, est nuniériquement connu 

( h z l  = 0,4769363. .  . ). 
On lrouve ainsi 

La iiioitié des coups portant à droite de  O aura donc l'écart 
probable x i  , les 82 pour  100 I'écari 2z,, 96 pour  100 l'écart 3 ~ ,  , 
en sorte que ,  divisanl Ox (ou O y )  en zone 

on aura, conformément au Tableau suivant, 2.5 pour 100, 16 pour  
roo,  etc., des coups tirés dans ces diverses zones. 

La probabilité de  l'arrivée d'un coup dans la zone d e  rang n 
(CD cst la zone de  rayon 4 )  est 

O n  remarquera que  gg pour ioo  des coups tombent dans une 
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154  CALCUL DES PROBABILITES. 

bande mesurée par 8 fois I'écart probable, qu'on vérifie sans peine 
être un peu moins de 7 fois l'écart moyen, souvent le seul calculé 

el  le seul qui figure dans les Tables de ~ i r .  Dans les tirs d'expé- 

Fig. 13. 

rience, les écarts extrêmes devront s'écarter au plus de 7 fois I'écart 
moyen. 

II est bon de connaître la probabilité d'un écart égal à n fois 
I'écart probable, n étant fraclionnaire. Cette probabilité est donnée 
par le Tableau suivant : 

Probabilith Probabilit6 
Valeurs de n. de I'écart nx,. Valeurs de n. de l'kart nxl 

La probabilité d'un écart intermédiaire se calculera par interpo- 
lation simple, comme on fait dans les calculs logari~hmiques. 

Exemple : la probabilil6 d'un écart 3,2 est 

133. Densite moyenne des points de chute dans une zone 
dom& : c'est le rapport du nombre de projectiles qui y tombent 
à la longueur (ou largeur) de la zone exprimée en mètres. 

Dans les tirs, on estime d'ordinaire la densité nécessaire à la 
des~ruction d'un ouvrage, et l'on calcule à l'aide de cette donnée 
et des principes précédeiits le nombre de coups qu'il faut tirer. 
Une applicatiou fera cornpendre le mécanisiiie de ces calculs. 

Une batterie est chargée de détruire un ouvrage de 30" de 
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profondeur. On estime qu'zrne densité moyenne de 4 coups 
su$t à cela. On demande le nombre de coups qu'il faut tirer, 
étant donné qu'à la distance du  but l'écartprobable est de I 5". 

h a n t  donné que 50 pour I O O  des coups doivent tomber dans la 
Lande (bande = 2 fois l'écart probable), le nombre x de projec- 
tiles est donné par la formnle 

O , ~ O  x x densité moyenne = - 
30" ' 

o,50 x x 4 = -  3o , x = 240 : 

240 COLIPS suffiront probablement. 

134. Réglage du tir en port&. - Cette queslion revient à la 
solution di1 problème que voici : 

Élant donnée la proportion observée N des c o u ~ s  longs (ou 
courts), en déduire la position du point moyen d'impact par 
rapport au but. 

Soient H x  la ligne de tir, B le but, M le point moyen d'impact, 
situé à la disiance connue a du but. 

Fig. 14. 

Le nombre de coiips longs sera formé : I O  des coups tombant 
ai1 delà de M, soit 50 pour ioo  des coups tirés, puisque M est le 
poinl nioyei, d'impact; 2" des coups tombant entre B et M qni 
sont la moiti6 de ceux tombant entre B et K, BK = 2a, toujours 
pour cette raison que M est le point moyen d'impact. 

Si r désigne l'écart probable en portée, si P désigne le pour (3 
cent des coups tombant sur une profondeur - [P(:) est donné 

r - 
par les Tables de tir en foiiction de a et r 1, 

nombre de coups longs 
nombre de coups tirés 

N e t  I .  sorit 
des TaLIcs. 

connus; on peut donc calculer a ,  qui est donné par 
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En pratique il s'agit de  régler promptement le tir, e t  l'on pro- 
c&de enipiriq[iemen t comme i l  suit. 

r 0  O n  tire avec les données initiales, on raccourcit ou  l'on allonge 
de  8 écarts p o b a b l e s  jiisqii'à ce  qu'on ait encadré l e  coup entre 

deux angles sr e t  a'; on resserre l'encadrement à 4 écarts pro- 
bables. Soient a i ,  az les deux angles ayant donné I coup court, 
1 cotip long. On tire alors une salve de  plusieiirs coups avec 

al+ a2 l'angle -. Le résiillat de  cette salve donnera la hausse di1 hut. 

E n  effet, il rdsulte de  ce  qui précède qu'on petit dt:diiiie de  la 
des  coups longs e l  courts la distance probal~le  du but 

au point défini coinme milieu d e  la zone conienant 993 coups 
sur  iooo. Cette distance, exprimée en  écarts probables, est donnée 
par le Tableau suivant (où il est qiiestion d e  salves e t  non de  coups 

successifs, car,  d'ordinaire, les I ~ a l ~ e r i e s  étant co inposks  de plu- 
sieurs pièces, on substiLiie une salve générale, tirée avec les 
mêmes données, à des coups successifs, ce qui fait gagner du 

temps) : 

Salve de 7 coups. 
/ A 

Distance 
probable. 

......... 7 courts.. 1 .......... * 2,89 
7 longs.. 
6 courts, I long.. .. I .. c 1,57 
6 longs, I court.. 

. .  5 courts, 2 longs. ) 
. 5 longs, z courts.. \ ' j 8 '  

4 courts, 3 longs.. . 
. .  4 longs, 3 courts. T 0,%4 

Salve de 6 coups. - 
Distance 
probable. 

6 c0ui. t~.  . . . . . . . . . .  ! .......... y 2'28 6 longs.. 
5 courts, i long.. .. ) 
5 lu i ip ,  i court.. .. / 9 ' l X 3  

4 courts, a longs.. . 
T 0,56 4 longs, 2 Courts.. . 

3 courts, 3 longs ... O 

L'exairien de ce Tableau indique de  suile la llioclification à faire 
subir  à l'angle de  ~ i r  sous l q i i e l  or1 a 1ii.k la salve. 

Le  procédé indiqiié n'a d'ailleurs rien dl:~lsolu. Quand i l  faut 

régler irès promptement le lir : i U  on tire a j ec  les données ini- 
tiales et l'on raccourcil ou alloiige de 8 éc"tS i fois, 

2 fois,  elc., jiisqu3A ce qu'on iiit encadré le coup enlre deux 
h + - h  

hausses h l ,  h, ; avec la hausse on lire 4 coiips. 

Si les 4 coups sont courts,  011 auginente la baiisse de  2 écarts 

probables (l'écart probiille est  donilé par  les 'r,ibles) ; 
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C H i P I T R E  VI. - APPLICATION AU TIR DES ARMES A FEU. 1 ~ 7  

Si 3 coups son t  courts e t  i long, on augmente d e  I écart pro- 
bable ; 

Si z coups son t  courts e t  2 longs, on conserve la hausse. 

De inêine si les coups longs sont plus noinbreux que les coups 
courts. 

Ce procédé donne  d e  bons résiiltals. 

135. Reglage du tir en direction. - Les mêmes s'ap- 

p l i q u e ~ ~  t. 

136. Repartition des points de chute autour du point moyen. - 
Soient (cf. no 105) 

K e-k'r'dx 
4; 

la probabilité d'un écart eii direction compris entre x et x + dx, e t  

la probabilit6 d 'un  écart en portée compris entre y et y + dy ; la 
probabilité q u e  l'écart sera compris entre 

x et a+ dx et  aussi y et y + dy, 

ou que le rectangle de  coordonnées x, y et de  dimension dx, dy 
sera alleilit, es t ,  en  vertu du théorème des probabilités composées, 

TOLIS le.; points situés sur  l'ellipse 

oiit niêii-ie cliaiice d'être atteints. La probabilité d'atteindre one 
petite surface détermiiiée reste la même lorsque le centre de  cette 
surface se déplace s u r  l'ellipse. 

Le  plan des axes coordonnés élarit siipposé horizontal, élevons 
en chacun de  ses points une perpendiculaire dont la longueur soit 
proportionnellt. à la probaljilité d'atieiodre un rectangle d x d y  
ayant son centre sur  ce point. Les extrémités d e  ces perpendi- 
culaires définiront iirie surface don1 la section par le plan a O x  aura, 
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1 58 C A L C ~ L  DES PROBABILITES. 

ainsi que  la section par  le plan z O y ,  la forme de  la courbe d e  la 
figure 15; les sections horizontales d e  cette surface étant des 
ellipses 

K z x z +  K'zyz= C, 

o ù  seule la constance C varie, il est clair que  l a  surface aura la 

Fig. 15. 

forme ci-contre : elle possède un  sommet situé au-dessus du  point 
moyen d'impact 0, elle a une  nappe asymptotique au planx Oy, au- 
dessus d'une certaine ellipse ï sa convexité est tournCe vers le haut, 
au-dessous d e  cette ellipse sa convexité est  tournée vers le bas. 

Celte surface es1 semblable à celle qu'on obtiendrait en plaçant 
l'un au-dessus de  l'autre tous les projectiles tombés aux différents 
points. 

La  probabilité d'atteindre une  aire S du plan x O y  est donnée par 
le vollime d u  cylindre ayant pour base S e t  limité à la surface e n  
question. Ce volume est calculable une fois connues les con- 
stantes K, K', qui  dépendent d e  chaque pièce o u  d e  chaque série 
d e  pièces. 

Enfin, connaissant le pour  I O O  des coups atteignant des 
bandes OA, OB, ... siluées su r  O z  ( j ig.  16), connaissant d e  
mème le pour ioo  des coups atteignant des bandes Oa, OP, . . . 
situées sur O y ,  il est facile de  calculer le pour ioo  des coups 
atteignant les rectangles OANa, OBRP,  . . . construits sur ces 
bandes e t  d e  fixer le nombre  des coups à t i rer  s u r  un  ouvrage que 
n coups sont estimés devoir détruire. 
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Le théoréme des probabilités composées donne la solution d u  

En effet, si r ,  est la probabilité d'avoir un écart en portée infé- 

rieur à q fois l'écart probable en portée et si ra est la probabilité 
d'avoir un écart inférieur à gr fois l 'écar~ probable en direction 

Fig. 16. 

( r i  et r ,  sont calculables une fois connus les écarts probables en 
porlée et direction), le produit r i  ri représente la probabilité d'a- 
voir un coup dans un rectangle ayant son centre au point moyen 
et ayant pour base 2q' fois l'écart probable en direction et z q  fois 
l'écart probable en portée. C'est à l'aide de ces données qu'a été 
construit le Tableau suivant, où les valeurs de q sont inscrites 
dans la première ligne horizontale et les valeurs de y' dans la pre- 
mière ligne verticale : 

II. - TIR DES FUSILS DE CHASSE. 

137. Un coup de fusil chargé à plombs donne sur une cible ver- 
ticale un ensemble de points d'impact assimilable à l'ensemble de 
points de chute de coups de canon tirés sur une aire horizontale. 

Le Frobièiiie qui se pose ici est celui dela  dispersion des plombs. 
On concoit que cette dispersion peut être mesurée de telle sorte 
que, restant la inème dans de mêmes conditions, elle puisse servir 
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à comparer entre elles diverses armes et  à comparer entre eux 
divers modes de chargement. 

La dispersion des plombs peut ê t re  caractdrisée : 
I O  Par les écarts probables du groupement;  
a" Par  le rayon ou  le diamètre du  cercle contenant 50 pour roo 

des plombs; 
3" Par  le pour I O O  d e  plombs contenus dans un  cercle de  rayon 

déterminé et  constant; 
40 Par l e  nombre moyen de  plombs par  déciinèlre carré au centre 

di1 groupement. 

138. doart probable. - L'écart probable est  égal à la inoitid de 
la largeur de  la bande indéfinie soit en  hauteur, soit en  largeur, qui 

contient la moitié des empreintes faites su r  une  cible verticale. 
On distingue l'écart probable vcrlical d e  I'écart p o b a b l e  hori- 

zontal. 
Ils sont sensiblement identiques. Quand on  parle de  l'écart pro- 

bable, on entend la demi-sornrne des deux préc6deiits. 
On détermine 17écart comme il siiit: 
011 trace la ligne ab  laissant $ des empreintes au-dessns d'elle- 

même, la ligne cd e n  laissant + en dessous, e,f en laissant + à gauche, 
gh e n  laissant $ à droite ; eg, b d  sont  les deux écarls probables. 
L e  point de rencontre des deux diagonales est regardé comme étant 
l e p o i n t  moyen. Le point moyen déterinin&, on peut  dessiner le 
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CIIAPITRE VI. - APPLICATION A U  TIR DES ARYES A FEU. 161 

cercle qui a pour  centre ce  point et qui contient 50 pour i o o  des 
empreintes. Un calcul analogue à celui que  nous avons fait pour  
le t ir  au canon permet de  déterminer,  une  fois connu le rayon di1 
cercle contenant 50  pour  ioo  des ploinbs, le pour roo de  
conlenu dans un cercle d e  rayon déierminé ayant son centre au  
point moyen et le pour  ioo  de  ploinbs ayant atteint lin carré d e  
idm d e  calé don t  le centre coïncide avec le point moyen. 

139. A titre d'indication, nous donnons le Tableau sui- 
vant ( ' )  : 

Table du pour i o o  contenu dans des cercles ayant  leur centre a u  
point moyen, en fonction d u  rapport du rayon r de ces cercles a u  
rayon Rra du cercle contenant 50 pour i o o  des coups. 

140. Ces principes oiit permis çle construire des Tableailx tels 
que celui-ci, où E p  désigne l'écart probable, R J 0  le  rayon du cercle 
conienant 30 pour i o o  des empreinles, Dg,, le diai i iè~re du cercle 
conienan t 98 pour  i oo des coups ( 1 )  : 

(1)  JOURKEE, Tir du fusil de cl~nsse. Paris, Gautliier-Villars. 

DE M. I I  

-- 
0,03 0,34 7 , i o  
» , I I  0.36 8 , j g  
0 , 2 j  0,38 9,53 
0,44 0 ,4010 ,50  
0,69 0 , 4 2  11,5r 
o,g9 o , { ( i î , 5 5  
1,35 0.46 13,6$ 

1,76 0,4R 14,76 
2 , 2 2  o , j o  15,gt  
2,;3 0 , k  17,og 
3,30 0 ,5418 ,zg  
3,gr 0,56 1g,5$ 
4,58 o , % z o , 8 0  
j,,g 0,60 2a,o8 
6,05 0,6223,39 
6,85 o,64 24,72 

l 

POUR 
100. 

1 ,306g ,o r  
1 ,3270 , l r  
1 , 3 4 7 1 ~ 1 9  
1 , 3 6 7 q 2 5  

73,2g 
1,4074,30 

75,2g 
76,z4 
77,18 
78,09 

1,5078,g8 
81,og 

1,6083,04 
84,85 

1 , 7 0 8 6 ~ 5 1  
88,03 

r 
11;. 

0,74 

0,78 
0,80 
0,82 

o,8{ 

0,88 

o,gz 

0,gti 

r 
H;o' 

1,80 
1,85 

r igo 
r,g5 
z,oo 
2,1o 
a,ao 
2,30 
2 , 4 0  

2,5o 
2.60 
2,70 
a,80 

2,go 
3,oo 
3,50 

-------- 

POUR 
100. 

89,4a 
90,67 
9 1 ~ 8 1  
92,83 
93,75 
g3,30 
g6,51 
97,44 
98,iG 
98,69 
99,08 
gg,36 
gg,56 
gg,71 
99,80 
93,98 

R,, 

1,38 

1,4a 
1,44 
1,46 
1,48 

1,53 

r,65 

1,75 

POUR 

100. 

o , M a 6 , 2 6  
0,6827,42 
0 ,7028 ,80  
0,7230,18 

31,58 

0,7652,gg 
34,40 
35,83 

37 ,2 j  
38,68 

0 , 8 6 4 0 , i i  
41,5$ 

o,go42,96 
4$,38 

0 ,9{4 j180  
47," 

I' -. 
Hi, 

O 

r , r o  
1,12 

r,14 
r , i 6  

r,zo 

r ,a$ 

[ ,a8 

POUR 

100. 

o,g8$8,61 
i ,oo50,00 
1 ,0251 ,38  
r ,o452,75 

I I  

1 ,0855,45 

56,77 
j8,08 

Sg,37 
60,65 

1,1861,go 
6 3 , i i  

1 , 2 2 6 4 ~ 3 6  
65,55 

r , z666 ,73  

67,88 
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162 CALCUL DES P R O B A B I L I T ~ S .  

Dispers ion du tir à p l o m b s  d a n s  d e  bons fus i l s  d e  chasse.  

..... 
.... 

Dureté. 

... 
, Poids du grain 

PORTEES. 

Cliilled shot. 
6 (anglais). 

P m ,  6. 
O e , I O j .  

--- 
El. 1 1;. 1 YI. 
--- 

Durci. 
1. 

3mm,9. 
OB, 375. 

--.- 

Durci. 
Chevrotines. 
5- A P m .  

0 ~ , 7  28,O. 

__C- 

Mou. 
I O .  

Imm, 9. 
Us, 037. -- 

Canons clcoke bored ordinaires. 

Canons cylindriques. 

Canons choke bored donnant le t ir  le plus serré. 

141. Ce Tableau a permis de calciller les chilt'res qui figiireril 
dans le Tableaii sriivant ( 1 )  : 

( ' )  J O U R N B K ,  Tir d u  fusil de cliarse. Paris, Güuhier-Villars. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pour IOO et nombre N absolu de grains mis dans une cible circulaire de om, 75 de diamètre 
en tirant du plomb durci dont le prnin a 2"Im,6 e t  pèse o&io5. 

.... Poids du plomb. .  
Nombre de grains .... 

CANONS 

0 

cm 

'797 
2 1 , s  

26,3 
3 1 , 3  

POUR 
100. 

POUR 

100. N. 

--- 

93,55 2x9 

87,08 zoo 

73,47 173 

6 z 1 g 5  1 4 4  
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142. On voil de quelle imporlance sont pour l'appréciation d'une 
arme les résul~ats ci-dessus consignés. Noils croyons ino~ i l e  de 
nolis é~endre  sur les queslions ihéoriqiies que soiilèvent les études 
de ce genre. 
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CHAPlTRE VII. 
APPLICATION DU CALCUL DES PKOBABILIT~S 

A LA T H ~ O R I E  DES ASSURANCES. 

143. Les  Compagnies d'assurances on1 à résoudre divers pro- 
blèmes q u i  tous sont  basés su r  celui-ci : Quelle est laprobabilité 
pour qu'un individu d'bge donné vive jusqu'à un autre âge 
donné? 

Cela revient à déterminer la loi lie l'exislence humaine au  

temps. 
Cette loi est variable avec les circonstances. Elle n'est pas la 

même e n  France  e t  au  Brésil ( j ) ,  elle diffère actuellement en F rance  
d e  ce q~i 'e l le  était au xvme siècle. 

D'après les statistiques sut!doises, qui embrassent le xlxe siécle 
et la seconde moitié di1 XVIII", la mortalité tendrait à diminuer. 

( 1 )  A titre d'indications, voici deux Tables mettant en comparaison les moyennes 
de vie des populations italiennes e t  allemandes, hommes et  femmes : 

Population allomande Popiilalion italienne 
de r87r à 1881. d e  le76 A 1881. 

A - 
Nombre de survivants. Nomhre de survivants. 

--- 
Age. 

o . . . . . .  
I . . . . . .  

5 . . . . . .  
I O . . . . . .  

13...... 

27 ...... 
h... ... 
35. . .  ... 
40 ...... 
50 ...... 
60 ...... 
70 ...... 

Ilommes. 
100 000 

74627 
65 997 
62 089 
6 0 8 ~ 2  
55 927 
54 454 
51 815 

48 775 
41 228 
31 1-24 

17 750 

Femmes. 
100 000 

78 260 
69 295 
65 237 
63 878 

59 170 
57566 
54685 
51 5j6 
45 245 
26 293 
21901 

Age. Bommeri. 
0.. .... IO0000 

I . . . . . .  78690 
5. . . . . .  62863 

I O . .  .... 59410 
15.. .... 57914 
27. ..", 52  797 
30 ...... 51473 
35.. .... 49321 
40 ...... 46902 
50 ...... 40831 
60 ...... 32319 
70.. .... '9797 

Femmes. 
100 000 

80 670 
64 273 
60518 
58 7.59 
53 332 
51 766 
49 178 
46 439 
40 908 
33 229 
a0031 
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i 66 CILCUL DES PROB~BILITÉS. 

Elle diminuerait bien 1)lus encore si l'on réussissait à assainir les 
grands centres industriels e t  à enrayer I'alcoolisme. I l  n'est d'ail- 
leurs pas douleux q u e  la mortalité des enfants diminue; il en  est  
vraisemblablement d e  même pour  les jeunes gens;  mais i l  y a 
aggravation pour  les personnes âgées d e  plus d e  50  ans, au  moins 
dans la population ouvrière. 

O n  peut d i s~ inguer  les m e s  des autres : 

La  Table de mortalité de la  population de la France d'après 
/es résiillnts du recenwment d u  24 mars 1 go I combinés avec les 
résultats de l 'état civil de 1898 à 1903, qui  donne la survivance 
d e  la population francaise d'aprés les docuinents les plus r tkenls;  

La  Table C.  R. de la Caisse nationale des retraites, résultani 

des faits observés les rentiers entrés en jouissance d e  leur 
pension e t  les déposants à capital réservé; 

L a  Table Hm des vingt Compagnies anglaises, dressde en 
1862-1863 par  l ' lns i i~ i i t  des Actuaires d e  Londres,  d'après les ob- 
servations faites dans les ving.1 principales Compagnies d'assurances 
su r  la vie; établie avec grand soin, cette Table donne la niortalité 

des assurés observés (ho  rnmes seuleinent), c'es[-à-dire d'un groupe 
assez liomogène ; 

L a  Table des vingt-trois Conzpagnies allemandes, établie 
d'aprés les observa~ions  faiies jusqu'aa 3 1  décembre 1875 sur le 
nombre important  de 546 084 contrats d'assurances placés dans 
des conditions ideniiques au point de  vue de  la sélecliori; s'ap- 
plique, cornnie la précédente, à un groupe assez homogène; 

L a  Table d'expérience américaine (1 868)' dite aussi Table 
de Hoomans; c'est la plus répandue e n  Ain6rique; elle sert  de 
base aux larifs de  la plupart des Compagnies d'assiirances sur la 
vie, e n  Amérique; 

L a  Table A. F.  (assurés français) et la Table R. F .  (rentiers 
français), conslruites récemment par u n  groiipe des principales 
Compagnies françaises e t  assimilables pour  l'exactitude aux Tables 
anglaises, américaines e t  allemandes; comme celles-ci, elles s'ap- 
pliquent à des groupes assez homogènes; 

La Table de mortalité des pensionnaires civils de l 'État, 
construile par M M .  Charlon et  Achard su r  les faits observés 
jusqii'au 31 octobre 1877 ; 
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m - - - 
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La Table de Deparcieus, construite au xv111~ siècle e t  qui ne  
représente plus la loi d e  la morlaliié, mais offre un intérêt histo- 
rique. 

Nous donnons ici, à titre d'exemple, deux des Tables citées ( 4 ) .  

144. Problbme. - Quelle probabilité a un individu de 37 ans 
de vivre jusy u'à 45  ans ? 

Soient a le nombre des vivants de 37 ans qu'indique une Table, 
b le nombre des vivants de 45 ans que donne la même Table. Dc 
I'âge 37 ans à l'âge 4 5  ans, a- b individus sur a disparaissent; 

a - 0  
la probabilité de  disparition entre 37 et 43 ans est donc -- 

a '  
b 

d'autre part, b survivent; la probabilité de survie est donc -- 
a 

La somme de ces deux pro1)abilités est 1 ,  comme il fallait s'y 
attendre. Cela veut dire simplement qu'on est certain, soit de  
vivre, soit de  mourir, entre 37 e t  45 ans. 

Avec les diverses Tables dont on a donné la liste plus haut, on 
trouve 

Nous avons omis la Table de inorlalité des pensionnaires civils 
de l'&Lat, qui débute à l'âge 40 ans. 

145. Problbme. - A quel âge a leplzis de chances de mourir 
un individu dgé de 37 ans ? 

Soit Acet  âge; soient a le nombre des vivants de 3 7  ans qii'indique 
nne Table, b le nombre des vivants de  l'âge A qu'indique l a  mérne 
Table. De l'âge 37 ans à l'âge A, la probabilité de disparition est 
a - b  

a 
-, ci la probabilité de survie est 5. Si l'individu devait vivre 

b 
a - b  b jusqu'à un âge A tel que  - 
a 

> - 9  sa probabilité de vie serait 
a 

plus grande que sa probabilité de disparition ; toiit le conlraire, si 

(') On t rouvera  toutes les Tables citées dans l'Annuaire du Bureau des LOIZ- 
gitudes pour l'an 1907. Paris, Gauiliier-Villars. 
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a - b  b - < -- II devra donc ~ r o b a b l e m e n t  vivre jusqu'à u n  âge tel 
a a 

a - b  b 
que - - - - O U  a = a b .  

a a 

Danî  le cas présent, suivant les Tables, 

on aura donc A e n  prenant pour  b les moitiés d e  ces chiffres, soit 

et ,  e n  cherchant à quel âge les vivants sont réduils à ces nombres,  
on  trouve 

70, 71, 70, 68, 70, 69, 721 70, 

soit, en iiioyenne, 70  ans. 

146. Problbme. - Quelle somme doit verser actuellement 
un individu 6gé de 37 ans pour assurer à ses héritiers la somme 
de iooooof' le jour où il viendra à décéder? Le taux de cap& 
taha t ion  est 3 pour I 00. 

Prenons 70 ans  comme âge probable où adviendra le décès. 
Q u e  valent actuellement ces iooooofr?  Autrement dit ,  quelle est 

la somme qui, placée à 3 pour  100, à intérêts composés, devient 
iooooor' après 70 - 37 = 33 annbes ? Nous n'avons pas à le 
calculer. Nous prendrons le résultat dans une  Table quelconque 
d'intérêts e l  nous Lro~iverons 37 702~', 60. 

Si l'assuré meurt  avant d'avoir alleint 70 ails,. l'assureur perdra 
à la  combinaison, pour  autant qu'il aura placé les fonds versés à 
3 pour  I O O .  (:'est l e  con~ra i r e  si l'assuré meurt  après avoir atteint 

70 ans. 
S u r  un grand nombre d'assurances, 1000 par exemple, la loi d e  

Bernoulli inlervient. Les assurés nieurent, en moyenne, aux âges 
assignés par  les Tables;  les Compagnies d'assurances payent, en 
moyenne, les sonimes versées plus les intérêts, sauf une  din'é- 
rence provenant d e  ce  qu'elles placent les fonds à un Laux supé- 
rieur à celui calculé pour  leurs clients. Elles calculeront, pa r  
exemple, sur le taux de  3 pour roo pour leurs c l i en~s ,  faisant ver- 
ser 37702fr ,60 à- nn client âgé de  37 ans e t  s7engageaiit à verser 
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170 CALCUL DES PROBABILITES. 

iooooofr à ses 11Critiers le jour de son décès ; d'autre pari, elles 
placeront les 37000ir, non à 3 pour 100 ,  rnais à 3,s pour ioo. 

147. Les Tables de mortalité permettent de calculer la fonction 
f (x) q u i  désigne le nombre des vivants d'âge x. Par exemple, 
Gompertz a indiqué la fonclion 

où f ( O )  est le nombre d'individus de l'âge zéro indiqué dans la 
Table, e t  G, q des constantes convenablement clioisies. 

Makenliam a indiqué une formule qui parait plus exacte. 

148. Il est facile de voir que 

es t  la probabilité qu'une personne d'âge a arrivera à l'âgc a ;  que 

est la probabilité que deux personnes d'âges a et b  on^ de vivre 
encore ensemble n années ; que 

est la que trois personnes d'âges a, b ,  c ont de  vivre 

encore ensemble n années ; q u e  

es1 la probabilité personne d'âge a mourra avant n années; 
que 

f ( a ) - f ( n + n )  x f ( b ) - f ( b + n )  
f (a) f ( b )  

est la probabilité que deux personnes d'âges a et  b mourront toutes 
denx avant n années ; que 
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es t  la prolaLil i té que  la personne d'âge b survivra après n années 

à celle d'âge a ;  que  

e s t  la prolaliiliié qiie l'une des deux personnes d'âges a e t  b sera  
morte dans n années e t  l'autre e n  vie;  que  

e s t  la probabilité que  l'une des deux personnes d'âges a et b ail 
moins sera morte dans  n années. 

Nous a d m e ~ t r o n s  d e  plus, dans ce qu i  suit, qu'on connaît la 

valeur a c ~ ~ i e l l e  de  i f r  payable dans n années, le taux de  capitali- 
sation étant donné,  et, d'une manière générale, tout ce qui con- 

.cerne les anniiités. 
Ainsi, noiis admet.ions qu'on sache calculer la somme qui, 

versée cliaque année pendant 33 ans,  équivaut à un versement 

actuel d e  37702r1',60, 3 pour 100, e t l  par suite, la somme que 
devra verser lin individu (no 146) âgé de 37 ans pour qu'on paye 
~ o o o o o ' ~  à ses héritiers le jour  d e  son décès. 

II. - ASSUFUNCES EN CAS DE VIE. 

ASSrRARCES DE RENTES VIAGÈRES. 

149. Problème. - Une personne est âgée de n années. Elle 
donne à une Compagnie d'assurances la somtne de A francs, à 
charge par celle-ci de lu i  servir, sa vie durant, et chaque 
année, une sonznzejxe que celle-ci calculera d'après l'époque 

présumée de sa mort. Quelle sera cetle somme fixe? 

Soit x la somme en queslion. 
La Compagnie payera x dans I an,  x dans 2 ans, x dans 

3 ans, . . . , x dansp, ,  années, p ,  é tant  la date probable d u  décès 
d e  l'assuré. 

Toutes ces soinines peuvent être réduites, au moyen des Tables 
d'intérêt, à leurs va1eiii.s actiielles. 
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Ces valeurs devroii t égaler ensemble la soin ine A. O n  aura ainsi 
une  éclualion periiiettaiit d e  calculer x. 

130. Problbme. - Les conditions sont les mêmes que précé- 
demnzent, saclj que ln rente doit éfrepayée sezslement pendant 
un nomblv d'années dkternziné, 5 par exemple, si 17nssuré vit 
plus de 5 ans et s'éteindre, comme précédemment, si I'assur& 
meurt avant 5 ans. Quelle sonzme lui  payera chaque année la 
Compagnie ? 

Soit y = f(x) la loi de mortalité. 
L'assuré fait partie d'un groupe d'individus actuellement vivaiils 

au noinbre de  f ( n )  ; dans 3 années, ce groupe sera réduit  à 

J ( n  + 5 ) -  
Si tous les individus e n  nombre f ( n )  s'assoraient aux coiidi- 

tions précédenles, l a  Compagnie pajerait  

au bout  d e  la première année, 

au bout d e  la deuxième, . . ., 

au bout de la cinquiéme. Si x , ,  x2, . . . , x 5  s o n t  ces sommes 
réduiles a leurs valciirs actiielles, 

devra êlre égal à la somme tolale que recevrait la Compagnie d e  
ses f ( n )  assurés ; donc 

doit é ~ r e  égal à la sonime A qiie verse l'un d'eux, d'où une  Bqua- 

tion permettant d e  calculer x. 

EXEMPLE.  - L'assuré a g o  ans. Le taux est 3,5. 

La Table R .  F. indique cllie, su r  2o;gr personnes Agies de  
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90 a b ,  i l  n'en exibte plus que  

rd874 après r an ,  
10296 » z a n s ,  
6873 » 3 ans, 
4408 » 4 ans, 
2706 » 5 ans; 

"ne Compagnie payant r f r  aux 14874  personnes siirvivant après 

1 a n  payera donc 14874'r dans I an dont la valeur actuelle 
est 1 4 3 ~ 1 ' ~ ,  10296'~ dans 2 ans dont  la valeur actuelle est 
961 irr,43, . . ., soit des sommes don t  la valeur actuelle est 

14371", 961ifr,@, Giggf",05, 38jrf',32, 22;8"',38, 
soit 

3630irr.i8. 

Celte somme, divisSe par le nombre des vivants à l'âge de 
90 ans, 20791, donne i f r ,  ~ 4 6  ; telle es1 la somme que doit payer 
I'asstlré pour obtenir  de reiiie pendant 5 ans. S'il pa'e h francs, 

h i l  aura francs de  rente, dans les conditioiis in~lic~iiées. 
i , -6b 

151. Le calcul d'une rente  viagère difBr6e peiit se faire tout 
aussi facilement. D'après la Table de  mortalité, sur  207gt per- 
soiines âgées de 90 ans, il n'en existe plus que  1583, 878, .. . 
après 6 ans, 7 ans, . . . ; 1 5 8 3 ~ ~  dans 6 ans valent actzlellemenl 
1 2 8 ~ f r . ~ ~ ,  877fr payY" dans 7 ans valeiit actuellement 690"',1o,. . .; 

représenlerait actuellement la soinme q u i  sera pajée  par annuités 
aux 20791 a~si i rés .  A l'un d'eux oii payera le cliiotient de  celte 
soinme par  20791.  

102. Dotation d'enfants. - Cette qoeslion rentre dans celle-ci, 
plus générale : assurance de  capitaux différés. Un exemple fcra 
comprendre comment on peiit irai ter ce genre d e  c~iies~ions.  

Une personne dg& de 2 0  arts d&.e rrcevoir iFr dans 20 ans,  
s i  elle v i t  encore. En cas d e  cléc@s avant l 'expiration des v ingt  
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ans, r i en  ne lui est payé .  Quelle somme doit-elle donner à ln  
Conzpagnie d'assurances ? 

La Table K. F. nous indique que,  su r  824 159 personnes âgées 

d e  z o  ans, il n'en existe plus que  717338  à l'âge d e  40 ans ;  par  
siiite, le prix d e  cette assurance d e  I" faite pour les Ba4 139 per- 
sonnes âgées d e  20  ans sera d e  7~7338rr  payables dans  zo  ans, 

don t  la valeur actuelle est 36050gfr,66. Donc, le prix d e  l'assu- 
rance d e  l f r  pour  I seule personne âgée d e  20 ans  sera 

Ainsi, e n  versant actuellemetit 4374Yr, l'assuré toucherait, e n  cas 
d e  vie, iooooorr dans 20  ans, satif l e  cas où il viendrait à décéder 
d'ici là. 

III. - ASSURANCES EN CAS DE D ~ C E S .  

153. Assurance temporaire. - u n e  Conzpag~zre s'engage ci 
payer  aux ayants  droit d ' u n  individu d,yé actuellement d e  
20 ans une sonzme de r r r  si  cet individu décède d'ici ao ans. 
Que doit lui payer  l'assiwci' ? 

Nous nous servirons d e  la Table A. F. 
L a  Table indiq lie 771 07.5 personnes âgées de 30 ans ;  il e n  meurt 

5385 pendant la preiniére année,  5487 pendant la deiixiéine, . . . ; 
si  la Compagnie assure 771 075 personnes, elle aura donc à payer 
5385" pendant la preinikre année, et  nous slipposerons qii'elle les 

paye au  bout de la premiére année;  la valeur aclrrelle de cette 
sotntne~est  5zoz f r ,go ;  de  m h e  la Compagnie payera 5487'' ati 

bout  d e  ladeuxikme annéeldon t lavaleur actuelle est 5 I ~ 2 ~ ~ , 2 o , e l c .  
On trouve ainsi qu'elle payera, pour 771 075 assiirés, 9753ir' ,16, 
valeur actuelle. Donc, pour i assor6, elle payera, e n  moyenne, 
c) 5 3  if'! i 5 : 77 1 0 7 5 ,  soi1 or', 1 2 6 4 3 ~ 2  : c'est le prix d e  I'assii- 
rance (1). 

( ' )  T o u s  ces e x e m p l e s  s o n t  e x t r a i l s  du C n l c d  des prinies de M. bloraiid de 
Iü Perelle. Paris, Larose, 1 9 0 1 .  
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CHAPITRE V11. - APPLICATION A LA T I ~ E O R I E  DES ASSURANCES. 175 

194. Assurance vie entibre. - C'est un  conlrat par lequel une  
Compagnie s'engage à payer une soinme délemninée, lors du  décès 
d'une personne désignée, aux ayants droit  de  cette personne. 

Cette combinaison est  une assiirance temporaire dont la du rée  
est prolongde jusqu7à la limite de la vie Iiumaine, indiquée par le 

Table d e  morlalité. 

155. Assurance mixte. - C'est un contrat par lequel une  
Compagnie s'engage à payer une somme déterminée à une per- 

sonne désignée, lors de  son décès, ou  au plus tard à la fin d'un 
nombre donné d'années, 2 0  par exemple. 

Cette combinaison est  à la fois : 1" une  assiirailce temporaire 
de  20 ans ;  20 une assurance de  l a  mêine somme différée d e  20 ans. 
Noiis savons calculer le prix d e  chacune d e  ces assurances. EII 
ajoutant ces prix, on  aura celui de  l'assurance e n  question. 

IV. - PUELPUES DEVELOPPEMENTS. 

136. Le probkiiie fondaiiieotal de lascier~cedesactuairescoi~sistc 
à déterminer la valeur d'un payement d e  montant S, q u i  doit avoir. 
lie11 après lin temps n si  nn ou plusieurs individus sont vivants i 

ce moment, ou bien encore si uii ou plusieurs individiis sont morts 
à ce moment, ou enfin si, parmi les membres d'un groupe donné, 
les uns, dé~ermii iés  ou non, sont morts ou les autres vivants.. 

Toiite opération susceptible d'êlre soumise au calcul précédent 
est une assurance. Les  assurés ou têtes sont les individus don t  Iü 

mort ou la vie à u n  certain moment entraîne le payement. de  Iib 

soinine. L'assiireur est l'individii tenu au payement de  la soninie S. 
Les données se  résument à celle-ci : on connaît p a r  une T a b l e  

de innrtali té appropriée le nombre I, des vivants à un âge x expriiiik 
par un nombre entier d'années, et  l'on connaît le nombre do des  
iiouveaii-nés correspondant à 1,. 

Cetie donnée ne suffit pas tou~joiirs, comme on va le voir. 
Soit en effet un groupe composé de  deux individus : a, d'âge x. 

ny d'âge y, a e t  y enliers. Supposons que  le capital S doive Cire 
payé à la fin de  la premiére année si, à la T i t i  de  cetie année, cl, 
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176 CALCUL DES P ~ O B A B I I . I T ~ S .  

est  vivant e t  ay mort, ou encore si, tous les deux éiant  morts au 
cours d e  l'année, le décès d e  ay a précédé celui de  a,. 

L a  probabilité pour que  a, soit en vie à l'âge z + i e t  la proba- 
bilité pour  q u e  y meure avant d'asoir atteint l'âge y + I sont 
respectivemen t 

L+l pz= - 9  
d y  

Y U =  ï; (on pose 1,- ly+l = dy). 
1, 

Les probabilités é tant  supposées indépendantes, la  probabilité 
correspondant à la première des évenlualiiés de  l'énoncé sera 

157. O n  l'obtient rigoureusement à l'aide d'une Table  de  siirvie. 
11 en est  aiilrenient pour la probabilité correspondant à la 

deuxième éven~ual i té  d e  l'énonc6 : on peut seulement fixer des 
limites entre lesquelles cetLe probal)ilité est  coinprise. O n  siippo- 
sera d'abord que  ay meore au conimencement de l 'année; cela 
revient à supposer que  les denx individus ineureiit tous deux au 
cours d e  l'année, leur ordre d e  décès devenant indifl'érent; cetle 
probabilit4 a pour  expression 

O n  suppose ensuite que ay meure à l a  fin d e  I'année; la possi- 
biliié que  a, meure au cours d e  l'année e t  aprLs ny est  dès lors 
exclue e t  la probabililé d e  l'ensemble est  z é ro ;  zéro eL q,qy sont 
deux l imi~es  de  la probabilité. 

On remarquera que,  a,, a.,. n'ayant pas niême âge, i l  n'y a pas 

probal>ilité f. que  I'IIII des deux mourra le peii i ier .  

158. O n  obtiendra une solution exacle, autant qu'il es t  1,os- 
sible, du  problème en se servanl d e  Tables in~erpolées ,  c'est-à-dire 
d'une fonciion continue I,  concordant avec la Table de nioi.iaii~é 
pour  loutes les ~ a l e n r s  entières de  x. II existe iine infinité de fonc- 
tionsremplissant celte condition. O n  prendra l'une des plus siniples. 
Les pobabi l i tés  à calculer se rarnénent alors à des intégrations. 

Notons A ce  propos un résultat fundanlental d e  la théorie 
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nous occiille : i l  est possible de remplacet- un groupe de t ê ~ e s  
d'&es d i f ' r e n t s  par une t&ce unique dont l'âge est fonction, 
calcula ble, des Rges réels des têtes du groupe. Nous ne démon- 
trerons pas ce ré-iiltat. Mais nous remarquerons qu'il permet d e  
remplacer les Tables fort compliqiiées qui correspondraient aux 
diverses coiiit~inaisons des âges par  les Tables ordiriairee dont  nous 

avons déjà 
Donnons maintenant qiielques explications sur le fonctionne- 

ment  des Coiiil)agnies d'assurances. 

Une  prime pure est la somme que l'assuré serait tenu de verser 

clans I'hj pothése où  l 'assureur renoiicerait à faire tout Bénéfice 
sur  l 'opération; ce qiii n'est presque jamais le cas. 

L'assuré paye en fait uneprime chargée ou  industrielle ou une 

prime d u  tar i f ;  le chargenient est la diff'érence entre ceite prime 
et  la priiiie pure.  Les  fonds purs e t  industriels son1 les fonds 
constitués par  I'accuiniilation des primes pures e t  industrielles. 

L'introdiiclioii des chargemenls se justifie par les raisons que  
voici : l 'assureur doit se corivrir d e  ses frais généraux (location 

d'immeubles, payement de  ses agents, enlretien de  ses locaux, 
correspondance, elc.); il doil  prévoir les écarts entre la mortalité 
ihéorique e t  la mortalitC vraie de ses clients e n  constituant un 
fonds spécial de  garantie; enfin son entreprise a un caractère capi- 
taliste qui justifie des 1)énéfices. 

Nais, si l'assureur a tendance à charger le plus possible les 
primes, la loi d e  l'offre e t  de  la demande limite ses exigences. 

La limite inférieure ne dépend que des frais que  subit effective- 
ment l'assureur. 

La liiriite suptirieure se calcule en examinanl séparément les 
divers possibles concernant une  opéralion dorinée e t  en  calculant 
la valeur de la prime pure pour ces cas. O n  ajoute à chaque prime 
pure la part de  [.rais convenable. Le total le plus for1 parmi ceux-ci 
est la l i i n i ~ e  supérieure. 

Soit  A la valeur probable, rapportée ail début de  l'opération des 
engagements pris par l'assurance à propos d'un contrat. Soit  P la 

DE M. 12 
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1 78 CALCUL DES PROBABILITES. 

prime pure que  doit payer annuellement l'assuré Posons 

L e  nombre a,  déterminé par cette relation, dépend d e  P e t  de A, 
qui sont connus. 

Quand  cette équation est  vérifiée, 

Supposons qu'il se  soit écoulé m années depuis le début de 
l'opération, e t  soien1 A, et  Pa, les valeurs probables des engage- 
ments de 17assureur e t  d e  l'assuré pour la période de  vigueur qui 
reste à s'écouler. L'égalité 

définit le montant V m  de la J-éserve a u  moment considéré. Si 
Pam= O, 

A, = V,,. 

La réserve coïncide donc avec la valeur probable actuelle des 
engagements de  l'assureur quand l'assuré n'a plus aucune prime à 
verser après la période d e  vigueur de l'opération. Dans le cas 
d'one prime unique versée au début,  ceci se produit  quel  que soit m. 

U n  contrat portant sur  un groupe d e  têles peut  donner lieu à 
des primes négatives, à des créances morales de  l'assureur envers 
l'assuré. O n  les compte pour zéro dans les bilans. 

L a  réserve d 'une Compagnie est l'ensemble des réserves relatives 
à ciiaqiie contrat ,  à une époque donnée. 

L e  calcul des réserves se fait généralement l e  31 décembre. 
A11 contraire, les diverses opérations commencent à des moments 
qiielconques de  l'année. La durée d e  I'opéretion n'est donc pas un 
nombre enlier  d'années quand on calcule la réserve. 

Pour  éviter les longs calculs que nécessiterait I'introduction de 
fractions d'années on admet que, pour  une année donnée, les 
opérations commencées pendant le premier semestre l'ont été au 
l e r  janvier e t  que  celles commencées pendant le second semestre 
l'ont é ~ é  au 3 1  décembre. 

Problème. - Quand un assuré fa i t  abandon de son assurance, 
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CHAPITRE V i l .  - APPLICATIOX A LA THEORIE DES ASSURANCES. 179 

sans qu'il y a i t  préjudice pour d'assureur, la totalité de  l a  
réserve le concernant doit-elle lui  être attribuée? 

O n  ne peut lui at tr ibuer la totalité d e  la réserve. E n  effet, 
l'affirmation conduirait à considPrer l'assurance comme u n  pari  
liant l'assureur e t  non I'assiiré, ce qui conduirait l'assuré à 

demander la résilialion dii contrat toutes les fois que, par suite 
d'une modification dans les risques, le maintien du contrat lui 
serait désavantageux et  serait, au contraire, favorable à l'assureur. 

En pratiqiie, les assureurs n'accordent une compensation, un  

rachat, que  s'il s'agit d'une opération en cas d e  i m r t  et  l a  fixent 
aux $ de la réserve. C'est une  règle empirique. 

Les assureurs accordent aussi, e t  en  cas de  mort  comme en cas 
d e  vie, une  réduction d e  la police; ils libèrent l'assuré du paye- 
ment  des primes à v ~ n i r ,  mais n e  l ' assuren~ plus que  pour  une 

certaine valeur déterminée d'après la somme que I 'ass~ireur doit 
comme prime unique de  la police réduite. 

PROFITS ET PERTES. 

Le conipte d e p r o j r s  et pertes généraux de la Compagnie pour  
donnGe est  la différence pour  celte période : 

i 0  Entre a somme des réserves existant au d&but de  l'exercice, u n e  périodf 
les primes encaissées pendant l'exercice, les intérêts produits par  
4'accumulation des capitaux; 

2" Et la somme dcs capitaux payés aux assurés en  exécution 
-des contrats, les frais généraux, les commissions payées aux agents 

et  les réserves existant à la fin d e  l'exercice. 
L e  compte des p r o j t s  et pertes des fonds nets est  la différence : 
I O  Entre  la somine des réserves existant au  début  d e  l'exercice, 

les primes pures encaissées pendant l'exercice, les i n ~ é r & t s  produits 
par les capitaux assurés; 

2" Et la soinme des capitaux payés aux assurés au cours de  
l'exercice e t  d e  la réserve existant A la fin de  cet exercice. 

L e  solde du premier compte représente le bénéfice, ou la perte, 
provenant pour la Compagnie de la geslion industrielle prise dans 
son ensemlile ; le solde du  second compte représenle le bénéfice, 
o u  la perte, provenant seulement des écarts entre les privisions 
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adoptées pour le calcul (taux de l'intérêt el  Tables de survie) e t  la 
rCali té. 

Ce qui nous intéresse à ce siijet c'est cette remarque : que, 
d'ordinaire, les Compagnies d'assurances bien gérées font d'excel- 
lentes affaires, sans cependant exiger des chargements de primes 
exagérées. C'est donc que la loi de Bernoulli, qui sert de base à 
leurs calculs, se vérifie. Là est peut-être la meilleure vérification 
p ra~ ique  d e  ce principe. Nous allons y revenir à propos du risque 
et de  la stabilité. 

RISQUE. 

Soient pl ,  p2 ,  . . . , pR les probabilités d'apparition de certains 
événements l,, &, . . . , l,a; supposons que l'apparition de I'événe- 
inenteientraîne l'obligation pour un joueur J I  de payer la somme Ai 
à un autre joueur J2 et l'obligation poiir J, de payer la somme Ei 
à Ai. 

Si les évbernents considérés s'excliient niutuellement, si de  lus 
ils sont tels qu'un et  un seul d'entre eux doivent se produire, 

On définit les quantités A, E, 

comme étant les valeurs probables des espérances (les espérances 
mathématiqiies) des joiieirrs J I ,  J2. 

Le jeu est dit équitable si 

A = E, 
ce qui suppose 

Considdrons les différences Ai-Ei qui sont positives e t  soit D, 
défini par la relation 

celte qiiantité D, s'appelle risque mnt/tématiqcle de JI  par- 
rapport à J2. 
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Considérons maintenant les différences Eh- A h  qui sont posi- 
tives; la quanti té D2 définie par la relation 

s'appelle risque mathématique de J, par rapport à J ,  . 
O n  conçoit que ces définitions des risques puissent correspondre 

à la notion ordinaire du risque. O n  c o n ç o i ~  aussi qu'on puisse les 

appliqiier à iin contrat d7assiirance, l'assuré e t  la Compagnie étant  
regardés comme deux joueurs, qui  fondent leurs espérances siir la 
réalisation d'une loi d e  survie déterminée. 

Lcs  actuaires on t  déduit  des considérations qui se  rapportent  à 
ces  notions du  risque d'importants résultats que  nous allons faire 
pressen tir. 

L'assureur qui n'encaisserait comme primes que les primes 
pures correspondant à une  évaluation exacte de la mortalité e t  du 

taux d e  capitalisation, et qui  n'ajouterait à ces primes que les 
chargements strictement suffisants pour couvrir les dépenses d e  
l'exploitation, encourrait des risques exagérés : i l  ne  serait pas 
garanti  contre les conséquences financières d e  l'apparition d'évé- 
nements défavorables. II jouerait, au sens strict d u  mot, e t  sa 
ruine,  comme celle d u  joueur, serait certaine. 

II  n e  peut d'autre part charger ses primes d e  telle sorte qu'il 
soit  complè~ement  à couvert des év6nements les plus défavorables 

qui  arriver, cela est évident. Il Iiii faudra donc, soit à 
l'aide de  la théorie d u  risque, soit en suivant les enseignements d e  
la pratique, parer aux seules éventiialités qu'il juge possibles e t  
q u i  dépendront. pour une grande part d u  nombre de têtes qu'il a 
assurées; c'est là que se trouve intervenir à nouveau l e  théorème 
d e  Beriioiilli. 

Concevons en effet une Compagnie ayant pour clients 50 indi- 
vidus âgés chacun de 30 ans, e t  pas d'aiitres. A 30 ans, la proba- 
bilité d e  décès dans le délai de 1 an est de a pour  ioo.  U n  seul 
assuré doit  donc niourir dans l'année. S'il e n  meur t  deux,  la 
mortalité réelle devient double de la mortalité ~héoriqiie.  ALI con- 
traire, si la Compagiiie a assuré 500 têtes d e  30 ans ,  u n  décès 

supplémentaire dans l'année augmente seulement de la morta- 

li té théorique. 
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C'est précisdment ce chiffre de 500 que  l'on considère dans la 
pratique comme le minimum d e  tètes qu'une Compagnie puisse 
assurer. 

NOTIONS PRATIQUBS. 

Ajoutons, pour sortir du  domaine de la théorie piire : 
I O  Q u e  le chargement des primes est en moyenne de  g pour  100; 

2' Q u e  les Compagnies choisissent entre les d i rérentes  Tables 
d e  mortalité celles qui leur assurent, dans  chaque cas, le niaximiiin 
d'avantages ; 

3" Q u e  les Compagnies s'inquiètent beaucoup, sous le noin de 
plein, de  la somme maxima qu'elles peuvent accepler su r  des  
risques donnés. 

A consulter: BROGGI, Traité des assurances sur la  vie. Hermann, I 907. 
- H. LAURENT, Théorie et pratique des assurances sur. la vie. Gauthier- 
Villars. 
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CBAPlTRE VIII. 
APPLICATIONS DU CALCUL DES PROBABILITES 

AUX SCIENCES MORALES ET ECONOM~QUES. 

i59. 1,eCalcul des probabilités confine en beaucoup de  p i n t s  à 
la Philosopliie. Nous l'avons montré à propos d e  la définition d u  
hasard, de  la définition de la probabililé, d e  I'nsage des statis- 

tiques. 
Nous allons encore le montrer à propos de son application aux 

sciences morales. 

Posons-nous cette sinitile question : 
D e  même qu'il existe des Compagnies d'assurances sur  la vie, 

contre l'incendie, contre le vol, pourrait-il exister des Compagnies 
d'assurances contre le divorce, contre les condainnations judi- 
ciaires ? 

160. Pierre n'apas de fortune. II épouse Jeanne qui a une 
fortune A.  Une Compagnie d'assurances pourrait-elle lui 
garantir, et sous certaines réserves, qu'elle lui payera l a  
somme 13 en cas de divorce? 

Admettons que  les réserves soient telles que  la moralité d u  
contrat soit garantie, que  nulle intention de  divorce n'ait lieu 
lors du mariage. 

La Compagnie sait que,  su r  a mariages, il y a a ,  divorces a u  

bout d e  I an,  a* au bout de 2 ans, a3 au bout d e  3 ans, . . .. 
Remplacons les mots mariage e t  divorce par naissance e t  décès: 
il est clair qu'on obtient une sorte de TaIlle d e  mortalité et  qu'on 
peut avec son aide constituer des contrats analogues à ceux qui 
concernent la vie et  la mort. 

La soliit.ion pratique d u  problème dépend de la construction de  
Tables appropriées. 11 semble que  cetle cons~ruct ion n'ait d'autre 
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difficulté que le pelit nombre  d'éléments actuellement connus, la 
loi instituant le divorce étant  récente. Il serait, pa r  contre,  actuel- 
lenient possible de  construire des Tahles concernanl I ' éven~i ia l i~é  
d'une séparation de  biens e t  d'assurer contre cet  événenient. 

Pierre engage un procès commercial. Une Compagnie d'as- 
surances pourrait-elle lui  garant ir  qu'au cas où i l  le per- 
drai t ,  elle lui payera l a  sonznze A ? 

1.a Compagnie a fait, nous le supposons, la sialistique de toiis 

les procès commerciaux engagés e t  perdus depuis de longues 
années. Elle connaît le rapporl  de  ces deux nombres.  Elle a une 
Lase d'appréciation. Pierre a lant p u r  ioo  de  chances de perte. 

Elle peut calculer le prix d e  son contrat, si  elle parvient à en 
garant ir  ln  moralité, si le contral  est tel que  Pierre ne désire 

pas perdre son procès. S'il est stipulé dans le contrat q u e  la Com- 
pagnie payera à Pierre les: des frais totaux qu ' cn~ra ine  l e  procès, 
le contrat sera moral. J 'ajoute qiie, pratiquement, il serait fai- 
sable. 

Pierre est accusé d 'un  délit  ou d'un crime. II peut être 
acquitté ou condamné à diverses peines.  Une Compagnie 
peut-elle lui garant i r  qu'en cas de condamnation elle lui 
payera une sonzme A ? 

L e  contrat, hors des cas exceptionnels, ne  peut être moral. La 
Compagnie ignore en effet si, e n  échange d 'une soinme déter- 
minée, l'accusé ne  chercherait pas à être condaniné. 

Supposons quc la Compagiiic ait l'assurance que le contral 
sera moral, que  quelle qiie soit l'indemnité versée en cas de con- 

damnation l'accusé préférera I'ac~qiiittement. 
Pcut-elle construire une Table?  Oui. Tarit d'accusés, tant de 

condamnés : les statisiiqiies existent. 

On peut disserter longueinent su r  c e  sujet. Nous le donnons 
comme introduction à cette question plus délicate : 

161. Q~ic l l e s  chances n un innocent d'ètre condainnS? 
Laplace, Condorcet, Poisson, Bertrand ont  examiné la qiiestion 

et  ont  Scrit de  loiigs hlémoires à ce siijet. 
T o u t  d'abord, eii quoi peut-on reconnaître qu'un innocent a été 
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condamné? Comment peut-on dresser une  statistique des juge- 
ments erronés? Le seul procédé est de  compter le nombre des 
jiigeinents des tr ibiina~ix ordinaires que  les Cours d'appel e t  de 
cassalion ont  réformés. Sera répiité mauvais tout  jugement ainsi 
réform6. Adniettons que  la statislique soit construite d'aprés ces 
données, que  le rapporl  du nombre  des jugements réformés au 

a 
nombre  total des jiigeinents soi1 - ' pourra-t-on en  conclure 

b '  
a 

qu'un innocent a - chances d'être condamné e n  première instance b 
et, étendant le résultat à tous les tribunaux, qu'un innocent a 
a 
- chances d'êlre condamné? 
b 

Pour  conclure ainsi, il faudrait ê t re  assuré que  les Cours 
d'appel e t  d e  cassation sont infaillibles, qu'elles n'ont innocenté 
qiie des innocents et condamné que  des coupables : or ,  on n e  le 
peut. 

Telles sont en  quelques mots, e t  sans raisonnements sybillins, 
tels ceux d e  certains auteurs,  et  non des moins connus, les 
réflexions que  peut inspirer le sujet. 

En résumé, le Calcul des probabilités peut  ê t re  appliqué aux 
sciences inorales e t  politiques, en tant  que  celles-ci sont basées 
sur  des statistiques convenablement faites, e t  nous renvoyons le 
lecteur à ce que  nous avons d i t  à ce propos. 

FIN. 
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