Scientia

(vf;«/

E. CARVALLO

L’Electricité
déduite de IExpérience

et ramenée au principe des travaux virtuels

S————————

DEUXIEME EDITION

A9 GAUTHIERVILLARS et C%, Editeurs

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SCIENTIA PHYS. MATHEMATIQUE

Juin 1g07. n" 49.

L’ELECTRICITE

DEDUITE DE L'EXPERIENCE
ET RAMENEE ‘AU PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

PAR

E. CARVYALLO

DOCTEUR ES SCIENCES,
AGRECE DE L’UNIVERSITE,
EXAMINATEUR DE NEGANIQUE A L'ECOLE POLYTECHNIQUE,
PROFESSEUR D’ELECTHICITE A L'ECOLE PRATIQUE D’ELECTRICITE INDUSTRIELLE.

DEUXIEME EDITION.

Scientia, n* 19.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREFACE...... .

TABLE DES MATIERES.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE DES COUKANTS D'ENDUCTION D’APRES HELMHOLTZ

1.

ET MAXWELL.

Introduction....cooveucnoa.t.

P L L L LT S NI

CrapiTRe I. — Théorie d'Helmholtz.

§ 1. Fonction des forces €leciromagndtigues. Induction magne-

tigue.

AR 118 o G301 470 1« NP
3. Loi du flux de la force magndtique..........

4. Fonction des forces électromagnétiques. .

5. Induction MagNALiQUeee. wa ver nesrramenons e

6. Conclusions....... R

§ 2. Equation de Uénergie. Force eélectromatrice irduite.

: Setfinduction.

7. Introduction.,.......oenus s e enar s
8. Kquation de énergie d’aprés Helmholtz. .......... [
" 9. Inertie propre d’'un courant. Selfinduction................
0. Force électromotrice induite. ..

. Force électromotrice de selfinduction.....
. Conclusions...... Vena

§ 3. Courants en régime variable. Interprétation mecanique.

13.
14.

15.
16.

17.

Introduction..... Pereaieae e P e rmeammarsrane e,
Equation du courant indurt dans un ciremdt sams pile.

Kxpériences indépendantes de la selfinductiom. cvon.. ...
Courants des piles en régime variable............c.0vvvus
Interprétation mécanique. Principes de Iénergie et des

travaux virtuels..ocovovne,
Cohclusions. .....

R e L

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

19 ¢

14
15
16
17
18



4 TABLE DES MATIERES.
Cuapithe 1. — Equation générale de la Dynamique.

§ 1. Theéoréme des travauzx virtuels. Pages.
18. Introduction, .... Ceeaeees et veeeaas 29
19. Théoré¢me des travaux virtuels. Equation gmérdle de la

Dynamigue.. cuss v reirvnson nnnenserssseansonsonnnans 3o
20. Extension de I'idée de force, déduite de la nonon d énergie.

Force électromotrice. . .. oivniiiiniienneiiinenennnn 31
21. Coneclusions......... e e e 32

§ 2. Travail des forces d’inertie. Equations de Lagrange.

22, IntroduCtion. . .ou. ot i i e i e aean 32
23. Expression de Lagrange pour le travail des forces d’inertie. 33
24. Théoréme des forces Vives. ... oeiiie i eienaraes 35
25, Modification des équations de Lagrange quand les para-
meétres de mobilité ne sont pas des coordonnées pro-
prement dites......... . ... e e 36
26. Conclusions..evveeieninanen o PRI e, 3y
Cuarirre III, — Théorie de Maxwell.
§ 1. Les courants induits d’aprés Maxwell.
27, Introduction... ..ot 38
28. Theorie de Maxwell 39
29. Equations de Lagrange pour les circuits filiformes, mobiles
et de forme invariable................ ... e e 39
30. Comparaison des équations de Lagrange avee U'expéricnce.  4r
31. Equations de Lagrange pour les circuits filiformes ct dé-
formables. .......... e re e r ey e, 42
32. Conclusions.......... ettt e aeir e 43
§ 2. Recherches de Mazwell sur U'énergie cinétique des cou-
rants a conducteurs mobiles.
33, Introduction. ..oovcveevevann.a. e . 1A
34. Forces d’inerlie calculées par lcs équanons de Lagrange 44
35. Force électromotrice. .....viuiiiviiiiiainaian, e 45
36. Force pondéromotrice. ................ e 45
7. Comclusion. v et i e e e, 46
§ 3. — Du réle des aimants dans la theorie de Mazwell,
d’aprés Sarrau.
38. Iatroduction........ S 46
39. Hypothése d’Ampére. ... . i 47
40. Approche d'un circuit vers un aimant permanent 3
41. Remarque rclative & Vénergie........ovuiieoinn : 48
4. Force coercitive de Paimant............. e e b
43. Conclusions,......... PR PO 50
CONCLUSIONS DE LA PREMIERE PARTIE.
44. Lesfurces électromagnétiques et magnétiques sont desforces
d’inertie, comme les [orces électromotrices d’induction.. 51

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TABLE DES MATIERES. 5
DEUXIEME PARTIL.
L’ELECTRICITE RAMENEE AU PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS.
Pages.
45. Introduclion . .veesviierieninaenennns Gerrereeneranen oe. 0D
CuariTRE I. — Théorie de YVélectricité dans les corps en
repos.
§ 1. Extension des lois de Kirchholff aux conducteurs & trois
dimensions.
46, Tntroduction. ... ... ueiii i iiiar e 58
47. Expérience de la plaque de Klrchhnﬁ" ................ ve... 08
48. Le vecteur courant et son flux ..ooooiuinn i iiin i ann 59
49. Exlension de la premiére loi de Kirchhoff............ cies 99
50. Korce contrc-électromolrice de 'effet Joule.......... vov.. 6o
51. Force électromotrice de I'effet Peltier. oo oviivvennnnn 61
52. Extension de la deuxiéme loi de Kivchhoff. ............. . 62
53. Conclusions, .. ettt i e e 62
§ 2. Extension des lois de Kirchhoff au régime variable et aux
diéelectriques,
54. Introduction...... et . Sereeeas 62
55. Charge d’un condensateur par le counrant d’uuL pile. ..... 63
56. Extension de la premiére loi de Kirchhoff. ... oot 64
57. Extension de la deuxiéme loi de Kirchhoff...... vereeian. 65
58. V¢rifications cxpérimentales des lois de Kirchhoft gene1a~
lisées ....... e ereiieanans et .. 66
53. Champ cIechostallque créé par les courants...,...oeu.... 66
B0, Conclusions..... iy i iii it e . 67
§ 3. Equations générales de 1’électricité dans les corps en
repos.
61. Introduction..e.vviviiinniiaiinnnann. e i e.... 68
62, Interprt,Latmn mecamque des deux lois fondamentales..... 68
63." Equations indéfinies dans un milieu continu (1 et Il) 69
64. Equations a la surface de séparation de deux milieux (II[). 71
65. Equivalence des deux lois fondamentales avec le systéme
des équations (1), (II) et (IIT) .......covviiiiiiinioe, 7t
66. Comparaison de nolre Lhéoric avec celle de Maxwell...... 72
67, ConClusions. uver it eiinine ittt o s cinarearaaiaareanes 72
§ 4. Le probleme de Uclectromagnétisme et L’délectro-optique.
68, Inlroducuion. .o euierinneanan, et e 73
69. Loi de Biot et Savart.. e e e e v h
70. KEquations du courant de conduction et de la force élec-
lrlqllL ................................................ 75

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TABLE DES MATIERES.

71. Détermination du probléme de I'électromagnétisme. ... .. - 76
72. Rapprochement avec }a lumiére. Constitution des diélec~
L3 T L P - 78
73, Conclusions, . e.eeiseerensevinnnrancanns Beririereraasaent 77
§ 5. Energie electrigue.
T4, Introduction. ..ot it et 77
75. Equation de L'6nergie. « cauuaseeyinm s rcommaresnaranaeasas 78
76. Diverses espéces d’énergie élcctnquc. e eraiaaterenarn et 79
77. Travail des forces appliquées. Puissance des générateurs;
£nergie polentielie du ditlectrique. .o oeniiiil L biY]
78. Travail des forces d’inertie. Energie électrocinétique...... 8o
79, ConCluSIONS . ot ue e e te e ean e tieae e iaraeaane 81

CamariTrE 1I. — Théorie de l'dlectricité dans les corps en

mouvement, .

8§ 1. La théorie de Muzxwell et la roue de Barlow.
80. INLrodUChiOma s eu e et ittt ne it eaiiaaanes
81. Les équations de Lagrange mises en défaut par la roue de
Barlow..... e e
82. Vérrtables équations de la roue de Barlow...............
83. Adaptation de la théorie de Maxwell & la roue de Barlow.
B4, Conclusions . ....u i ioiiiiineeiants saenrenianannna

§ 2. Lois de ’inertie €lectrique.

B3, Introduction. ....ciceviiiivereiinriiiiininann e,
86. Examen -oritique des énoncés de Maxwell, Deux forccs
électromotrices dinduclion .. .ovevvees cacnarinnnr i
87. Trois lois de l'inertie électrique . ......oovvvn oo, .
88. Vérifications expérimentales........ e,
89. Conclusions. . c.v.vier it e e e e,

§ 3. Electromagnétisme des corps en mouvement
90, IntroduChion ... .. c..iir i o iritar e s aaiia e, .
91. Les deux lots fondamentales érendues aux corps en mou-
5L RN .
92. Equations de Pélectromagnétisme pour les corps en snon-
'vmnent ................................................
93. Equation de énergie. ...y,
B4, ComCluSIONS. o\ ve e e e,

CONCLUFION ‘GENERALE.

95,

Ma conclusion est 'idée méme de ce livre.............. ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

8g

89
90
gl
92



L’ELECTRICITE

DEDUITE DE L' EXPERIENCE
ET RAMENEE AU PRINCIPE DES TRAVAUX VIARTURLS.

PREFACE.

L’idée de ce livre est dans le titre : mon but est I'étude des
états électriques fixes ou variables, ma méthode est D'inter-
prétation mécanique des lois expérimentales; ma principale
conclusion, c’est ’énoncé de deux lois fondamentales, géné-
ralisations des deux lois de Kirchhoff et qui fontd’un champ
électrique un systéme a liaisons obéissant au principe des
travaux virtuels.

Sur la nécessité d’améliorer la théorie de 'électricite, tous
les physiciens sont d'accord car, si I'ceuvre de Maxwell a lear
légitime admiration, ils reconnaissent cependant qu’elie est
obscure et que ses commentateurs ne 'ont pas suffisamment
élucidée.

Or, dans Veeuvre du mailre, une théorie se dégage qui a
mon admiration sans réserve, c'est celle des gourants induits
traités par les équations de Lagrange, C'est une des trop rares
théories dont on peut dire qu'elle ne contient pas d’aulre
hypothése que 'interprétation mécanique des lois expérimen-
tales. Un systéme de circuits électriques est assimilé a un
systéme 2 lisisons dent les coordonnées sont de deux sorles :
d’une part les coordonnées géométriques qui fixent la forme
et la position des circuits et, d’autre part, les quantités d’élec-
tricité débitées par chacun d'enx. Les équations de Lagrange
appliquées a ce sysiéme donnent, dans tous les cas, les équa-
tions, en nombre égal a celui des coordonnées, qui déter-
minent le systéme en fonction du temps. Voila Ja théorie
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8 PREFACE.

Eile est satisfaisante, mais limitée au cas particulier des
conducteurs filiformes plongés dans un diélectrique homogéne.
Peut-elle étre étendue aux manifestations électriques d’un
systéme quelconque?

Dans la recherche de ce probléme, voici les idées qui
m’ont conduil :

Les phénomeénes électriques satisfont-ils & une loi générale
de liaison? C’est la premiére question qui se pose el Maxwell
Pa résolue par affirmative, quoique d’une facon indirecte et
quelque peu confuse olt 1'on distingue mal les parts respec-
tives de l'observation, du calcul et de ’hypothése. La liaison
réside dans la lot du flux du courant total, analogue & la
liaison d'incompressibilité de I’hydrodynamique. Peut-on
Pemprunter simplement 4 l'expérience? Je montrerai que
oul. Cest la premiére loi de Kirchhoff généralisée.

Et maintenantle principe des travaux virtuels s’applique-t-il
au systéme a liaisons que forme désormais le champ élec-
trique? Deuxiéme question & laquelle I'expérience répond
encore oui. (C'est la deuxiéme loi de Kirchhoff généralisée.

La base de la théorie est posée. Que dis-je? La théorie est
faite, car il ne reste plus qu'a en donner les développements
mathématiques. On le voit, elle est empruntée exclusivement
a l'observation, sans autre hypothése que l'interprétation
mécanique des résultats observés. C'est le maximum de cer-
titude qu'on puisse demander dans les sciences physiques.

Le plan du livre résulte de ce qu’on vient de lire. Il con-
tient deux Parties. Dans la premiére, j'expose la Lhéorie
connue des phénoménes d'induction présentés par les conduc-
teurs filiformes. Dans la deuxiéme Partie, j’étends mon ¢tude
a toutes les manifestations électriques d’un systéme quel-
conque. Dans les deux Parties la méthode d’exposition est la
méme : jobserve, j'énonce les lois expérimentales et j'en
donne Dinterprétation dans le langage de ]a Mécanique ration-
nelle. Si l'observation vient 3 manquer dans des cas diffi-
ciles, l'interprétation mécanique fait connaitre la généralisa-
tion qui s'impose pour la loi observée dans les cas simples.

Quelques mots encore sur des détails d’exposition, parce
qu'ils ont leur importance. Ce qui obscurcit I'cuvre de Max-
well, c’est la multiplicité des théories et des points de vue,
I'absence d’unité dans les définitions, enfin le défaut de dis~
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PREFACE. 9

tinction entre les vérités purement expérimentales et celles
qu'on en déduit par Ia théorie. Ma principale préoccupation
a é1é d’éviler cette obscurité. Dans ce but, j'ai isolé chaque
partie du sujet dans un paragraphe spécial; chaque para-
graphe a élé précédé d'une introduction et suivi de conclu-
sions oit l'on enregistre les résultats obtenus. D'un aulre
cOté, chaque notion a été définie avec précision et d'une
facon unique. Cela m’a quelquefols entrainé a reproduire des
choses que le lecteur connait bien; il pourra les passer muais
il pourra s’y reporter si la suite des idées lui parait I'exiger.
En principe, j'admets que 'on connait le magnétisme, 1'élec-
trostatique et les lois élémentaires des courants (lois d’Ohm).
Cependant je n’ai pas hésité & reprendre certains points de
ces théories quand la clarté m’a paru I'exiger, nolamment en
ce (ui concerne les flux.

Pour les notations, comme pour les conventions de sens et
de signes, j'al adopté celles de Maxwell. Toutefois, pour sim-
plifier Pécriture et alléger la mémoire, j'emploie pour dési-
goer chaque vecteur la méme lettre qui sert a désigner aussi
sa premiére composante. C'est ainsi que « désigne la force
magnélique, comme la premiére de ses composantes a, 3, y.
Il n’en résulte aucune confusion possible. J'ai aussi remplacé
la notation des qualernions par celle de Grassmann qui est
plus avantageuse. 1l n’en résultera, je pense, pour le lecteur
qu'une facilité plus grande.

Mars 1902.

Depuis 1go3 les idées qu'on vient de lire servent de base
aux lecons que je professe a I'Ecole pratique d'Electricité
industrielle de M. Charliat et que j'ai fixées dans un livre
publié en 1904 (). Elles sont ainsi passées du domaine dela
Science a celui de 'enseignement élémentaire et pratigue.

Mars 1g907.

(1) E. CARVALLO, Legons d’Electricité. Paris, Béranger, 1g04.
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PREMIERE PARTIE.

Théoris des courants d’induction d’aprés Helmholtz
ot Maxwell

INTRODUCTION.

1. La théerie généralement adoptée pourles courants d’in-
duction est celle d’'Helmholtz. Trés simple dans le cas du
déplacement relatif d'un aimant permanent et d’un circuit
sans pile, le développement en devient d’ordinaire obscar,
quelquefois erroné, toujours peu satisfaisant, pour les cas plus
complexes oit les circuits contiennent des piles. Une autre
théorie existe qui a mon admiration sans réserve, celle de
Maxwell. Pourtant elle est peu counue, encore moins appré-
ciée, accusée méme mais & tort d'inexactitude (!). Les deux
théories sont si différentes qu’elles paraissent opposées au
premier abord, les auteurs qui ont suivi Helmholtz regardant
en général 1'énergie intrinséque des courants comme une
énergie potentielle Landis que Maxwellla considére comme une
énergie cinétique. L'opposition n’est quapparente. La preuve
est daas le fait que je prends la théorie d’ilelmholiz comme
introduction a la théorie de Maxwell; c’est qu'en réalité la
méthode d’Helmholtz, correctement exposée, ne comporte
pas d’hypothése sur la nature de'énergie en question. Avan-
tage, dira-t-on? Comme point de départ, oul certes, et telle
est la raison qui m’a fait prendre la méthode d'Helmholtz

1) Vaschy { Théorie de I"Elevtricité, Baudry, 18y, p. x11 de I'Intro-
duclion) déciare imsuffisantes Jes explications de Maxwaell (L. 11, § 573).
J'ad signalé cette errcur des auteurs gui ont suivi Helmboltz dans ma
théoric du monocycle et de la bicyclette (Journal de U'Ecole Poly-
technigue, 2° série, VI® et VII®* Cahiers). Elle résulte clairement de
deux Articles de Sarrau ( Comptes rendus des scances de {’Académie
des Sciences, t. CXXXI1II, p. 402 et 421; aoUt-septembre 1gox).
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12 INTRODUCTION.

comme introduction a celle de Maxwell; mais comme point
d'arrivée, je ne le pense pas. Le but du physicien n'est-il pas
de pénétrer la nalure des choses par tous les moyens, expé-
rience, raisonnementinductifet déductif? La méthode d'Helm-
hollz consisle a ¢écrire seulement I'équation de l'énergie,
méthode consacrée, mais insuffisante, parce qu’elle ne donne
qu'une équalion du probléme alors qu'il en faut plusicurs.
C’est par une suite d’hypothéses, souvent dissimulées par de
mauvals raisonnements, qu'on arrive a développer la théorie.
Encore ne donne-t-elle pas une solution générale compléte,
nettement formulée; ou plutét, cette solution est celle de
Maxwell. C’esl ainsi que j'arrive a présenter la théorie de
Maxwell comme le complément, le couronnement de la théorie
d'Helmholtz. C’est, je pense, un c¢oté intéressant de notre
exposition de montrer comment, étant parti sans hypothése
dans la voie d'llelmholtz, on est conduit par les faits et
I'aspect des formules a préciser dans les conclusions que voici
la nature des forces et des énergies mises en jeu :

L’énergie intrinséque des courants est une énergie ciné-
tigue. Les forces électromotrices d’induction, les forces
électrodynamiques, électromagnétiques et magnétiques
sont des forces d’inertie.

Ces fails établis, la théorie de Maxwell se développe sans
hypothése : c'est la simple application des équations de
Lagrange. Tout y devient clair, toutes les formules y appa-
raissent comme nécessaires, tandis que tout est inexplicable
dans la théorie d’'Helmholiz, quand on regarde I’énergie des
courants comme potentielle.

Prenez méme le cas le plus simple, I'induction par l'ap-
proche d'un aimant permanent et d’un circuit sans pile.
L’équation de I'énergie donne bien la quantité totale d'élec-
tricité induite, mais pas autre chose. Il faut une hypothése
pour trouver la force électromotrice induile. Question plus
grave : Pourquoi le courant nait-il dans le circuit? C'est un
plhiénoméne que, non seulement la théorie n’explique pas,
mais qui demeure incompréhensible avec I'idée de 'énergie
potentielle. Dans la théorie de Maxwell, il devient aussi
naturel que les effets de la force centrifuge dans la Mécanique
rationnelle.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTRODUCTION. 13

Je I'ai dit, les équations de Lagrange sont la base de cette
théorie. Pour étre clair, il m’a paru nécessaire de les rappeler
avant d’aborder la théorie de Maxwell. I'en a1 réduit I'expc-
sition a ce qu'il y a de plus essentiel et de mieux approprié
a4 mon but. Il en est résulté une forme assez personnelle et
suggestive qui, j'espére, ne manquera pas d'intérét pour le
lecteur,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE I.

THEORIE D'HELMHOLTZ.

§ 1. — Fonction des forces électromagnétiques.
Induction magnétique.

2. Introduction. — L’expérience montre que I'aiguille
aimantée est soumise 4 un couple directeur; si elle est trés
petite, le couple dépend seulement de deux vecteurs : le
moment magnétique attaché a I'aiguille et la force magné-
tique déterminée en chaque point de P'éspace par les courants
ou aimants environnants,

L’expérience de I'aimant brisé montre que I'aimantation
est une propriété des parllcules comme la gravité, de sorte
que le moment magnétique de I'aiguille est la résultante des
moments magnétiques de ses éléments. Divisez le moment
magnétique d’'un élément par son volume, vous aurez le vec-
teur aimantation A au point de la matiére ol est pris cet
élément.

La force magnétique a caractérise le champ ou se meut
I'aiguille.

Le vecleur « suffit & définir Paction du champ, non seule-
ment sur l'aiguille aimanlée, mais aussi sur un élément
conducteur qui est le siége d’un courant. La loi a été décou-
verte par Laplace pour les champs dus aux aimants, par
Ampére pour les champs dus aux courants. Maxwell I'a
énoncée dans sa généralité sous la forme suivante :

Un élément dz de circuit o Uintensité du courant est i
et lo force magnétique a subit une force appelée force
électromagnétique. Elle est représentée par le méme vec-
teur que l’aire orientée du paralle'logramme construit sur
les deux vecteurs idx et a; ]e la désigne par | [{dza}, con-
formément 4 la notation .
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INDUETION MAGNETIQER. 15

De cette loi on déduit I'expression du travail élémentaire
des forces électromagnétiques pour un déplacement du cir-
cuit, avec or sans déformation. C’est la différentielle exacte
d’une fonction dite fonction des forces et que nous allons
établir. Mais auparavact, il nous faut rappeler quelques
notions indispensables.

3. Loi du flux de Ia fort$ magnétique. — La distribution du
vecteur a dépend des aimmants et des courants en présence;
par le choix de ces éléments on peat faire varier cette distri-
bution, mais pas d’une facon tout 4 fait arbitraire ; elle obéit
a la loi fondamentale que voici :

Le flux du vecteur « est nul d travers toute surface
fermée ne rencontrant pas d’aimant.

Je vais en préciser la signification : Considérez un élément
superficiel dS et le vecteur a au point ol se trouve I'élé-
ment dS, puis construisez le cylindre qui a pour base dS et
pour génératrice a. Ge cylindre est le flux de « a travers dS. -
Il y a intérét 4 faire connaitre, non seulement la grandeur de
ce cylindre, mais le cdté de la surface o1 il se trouve. Pour
cela, on donne un sensa [a surface et un signe au flux, comme
je vais Pexpliquer: Le sens de Pélément dS est celui dans
lequel on convient de parcourir son contour; ce contour avec
son sens est ce que j'appellerai le circuit de I'élément dS.
Avec Maxwell, je conviens de porter la normale v & cet élé-
ment dans un sens tel qu'un observateur placé les pieds sur dS
et Ia téte vers le point v voie son circuit parcouru de droite
4 gauche. Le flux du vecteur a a travers dS sera le volume
du cylindre | dS, a] précédé du signe + si le cylindre est
du méme cété que la normale v & Uélément dS, précédé du
signe — dans le cas contraire. En d’autres termes, le flux
du vecteur « est le produit de dS par la prejection de zsurv,
Je le désignerai par [dS.a]. Le flux de a & travers une sur-

face finie est 'intégrale du flux élémentaire f[dS.a].

Quand on considére une surface fermée S (fig. 1) la con-
tinuité conduit 4 porter la normale toujours du méme cote
de la surface. Si la normale est dirigée vers l'intérieur du
volume compris dans la surface, I'intégrale représente le flux
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16 THEORIE D 'UELMHOLTZ.

entrant; c'est au contraire le flux sortant, si la normale est
dirigée vers I’extérieur.

Quand on considére deux surfaces S et S;, limilées 4 un
méme circuit G (fig. 2), le sens des surfaces est déterminé
par celui du circuit, de sorte que, si ]Ja normale v a la pre-
miére est intérieure au volume enfermé par S et Sy, la nor-
male v, & la deuxiéme est extérieure au méme volume. Le
flux ® qui sort du volume limité par SS, est égal a I'excés
¢1— ¢ du flux a travers 8, sur le flux & travers S. Si le vee-
teur considéré est la force magnétique «, & ‘est nul, c'est la

Fig. 1. Fig. 2.

s c
Cp,S1 v

) )

loi. Autrement dit, ¢y = ¢ : le flux de la force magnétique
est le méme & travers toutes les surfaces limitées par le
méme circuit, Cet invariant, nous pouvons l'appeler fluz de
la force magnétique a travers le circuit. C’est justement la
fonction des forces électromagnéliques comme je vais I'ex-

pliquer.

h. Fonction des forces électromagnétiques. — Les forces
électromagnétiques étant proportionnelles a I'intensité (n° 2),
il suffit de traiter le cas d’un circult parcouru par le cou-
rant { —=1. G’est ce que J'entends par circuit électrique dans
les énoncés suivants, conséquences de la loi élémentaire des
actions électromagnétiques () (n° 2).

1° SiI’¢lément da d’un circuit électrique subit le dépla-
¢cemenl infiniment petit &, le travail de la force électromagné-
tique est égal au volume du parallélépipéde (de.a8) == (8dz.2),
C’est, d’aprés notre définition du ne 3, le flux du vecteur « &
travers la surface (8 dx) balayée par 'élément dx.

(1) Les démonstrations sont classiques; elles ont un caractére pure.
ment géométrique, de sorte que le lectcur pent & son gré les établir
ou en admettre les résultats sans nuire pour lui 3 la clarté du sujet.
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INDUCTION MAGNETIQUE. 17

2° Pour un déplaéement infiniment petit du circuit, avec
ou sans déformation, le travail des forces électromagnétiques
est égal au flux du vecteur « a travers l'aire balayée par le
contour du circuit,

3o Clest, en conséquence des propriétés du flux de la force
magnétique étudides au n° 3, la différentielle du flux de « &
travers le circuil.

Aipsi, le flux de la force magnétique a travers le circuit,
voila bien la fonction des forces électromagnéliques que
les aimants et courants voisins exercent sur le circuit élec-
trique.

5. Induction magnétique. Les surfaces envisagées dans
Iétude du flux magnétique & travers un circuit ne doivent
pas rencontrer d’aimant, car il faut que le vecteur « s’y trouve
défini. Il importe de lever celte restriction qui peut étre gé-
nante, notamment si I'aimant a la forme d'un anneau et si le
circuit et I'aimant sont placés comme deux anneaux consé-
cutifs d’une chaine. Supposons donc qu’une surface coupe
I'aimant. Le long de la section géométrique, imaginez qu'une
coupure infiniment mince soit faite matériellement, mais
sans changer 'aimantation des deux parties restantes del'ai~
mant. Les forces électromagnétiques ne sont pas changées
par cette suppression infiniment petite de matiére aimantce,
Désormais, « est défini dans Ja coupure. L'inconvénient du
vecteur z ainsi défini, c’est qu'il est variable avec 'obliquité
de la coupure par rapport 4 I'aimantation; le vecteur a qui
correspond & une coupure normale & ’aimantation est au
contraire un invariant. Or, il fournit le méme résultat pour
le flux, on peut le démontrer. Il y a tout avantage a intro-
duire le vecteur a de préférence aux autres.

Imaginez donc un vecteur a égal, en dehors de 'aimant, a
la force magnétique existante =; mais égal, au sein de l'ai-
mant, & la force magnétique qu'on observerait dans une cou-
pure infiniment mince normale & I'aimantation. C'est le vec-
teur induction magnétique de Maxwell. D’aprés sa définition
il satisfait & la méme loi que %, savoir : le flux de {’induction
magnétique est nul @ travers toute surface fermée. Mais
tandis que, pour «, il faut considérer seulement des surfaces
ne coupant pas les aimants, la lois’applique, pour a, a toutes

Scientia, n° 19, 2
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18 TUEORIE D'HELMHOLTZ.

les surfaces sans restriction. l.e nouveau vecteur permet
d’énoncer la loi de Laplace sous cette forme:

La fonction des forces électromagnétiques exercées sur
un circuit électrique est égale au flux de 'induction ma-
gnétique a travers le circuit.

6. Conclusions. — 1°J’ai rappelé les définitions de moment
magnétique, d’aimantation, de force magnétique, la loi élé-
mentaire des actions électromagnétiques sous la forme donnée
par Maxwell, les définitions relatives aux flux et la propriété
fondamentale des flux magnétiques.

2° De la loi élémentaire j'ai conclu la fonction des forces
électromagnétiques qui agissent sur un circuit électrique.

3° La généralisation de I’expression trouvée m’a conduit a
la notion de 'induction magnétique de Maxwell. La loi fon-
damentale de ce vecteur est que son flux a travers toute sur-
face fermée est nul. Elle permet d’énoncer la deuxieme de
nos conclusions ainsi :

4° La fonction des forces électromagnétiques qui s’exercent
sur un circuit parcouru par un courant est égale & 'intensité
du courant multipliée par le flux de I'induction magnétique
& travers le circuit.

§ 2. — Equation de l'énergie. Force électromotrice indulite.
Selfinduction.

7. Introduction. — Quand un observateur déplace un cir-
cuit G, conducteur, filiforme et sans pile dans le champ d'un
aimant A, un courant { se manifeste dans le circuit pendant
la durée du mouvement. Il est nul avant et aprés. C'est le
courant d’induction, objet du présent Chapitre. Il est
soumis, comme tout courant, & deux lois d'énergie :

Premiere loi. — Lafonction des forces électromagnétiques
qui s’exercent sur le circuit est le produit {® de 'intensité
du courant par le flux de l'induction magnétique a travers
le circuit. C'est la loi énoncée au précédent paragraphe.

Deuxiéme loi. — Dans un circuit de résistance r parcouru
par un courant 7, de la chaleur se dégage appelée chaleur de
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Joule. Elle est égale & ri? par unité de temps. Clest la loi de
Joule.

De plus, le courant induit satisfait & une loi qualitative
qui lui est propre: le sens du courant est toujours tel que
les forces électromagnétiques s’opposent au mouvement que
I'observateur imprime au circuit. C'est la loi de Lenz.

Voila trois énergies en présence, le travail fourni par I'ob-
servateur, celuides forces électromagnétiques quilui résistent,
la chaleur de Joule. En outre, il y a la force vive du con-
ducteur et nous verrons que le courant posséde une énergie
propre analogue a la force vive; mais ces deux énergies sont
nulles quand le circuit est au repos et qu'il n’est plus par-
couru par aucun courant.

Telles sont les énergies que 'expérience révéle. Si I'on
admet que ce sont les seules, on peut appliquer au systéme:
d’une part le théoréme des forces vives de la Mécanique ra-
tionnelle et d’autre part le principe plus général de I'énergie.
En éliminant, entre les deux équations obtenues, le travail
de I'observateur, nous obtiendrons une relation entre la cha-
lear de Joule et le travail des forces électromagnétiques.
Clest 'équation d’Helmholts.

8. Equation de I'énergie, d'aprés Helmholtz. — Je considére
le systéme formé par l'aimant et le conducteur, Il part du
repos et arrive au repos. La force vive n’a pas changé. Donc
la somme des travaux des forces appliquées au systéme est
nulle. Ce sont le travail des forces électromagnétiques & et
celui de 'observateur &, :

(1) €46 =o.

Je laisse dissiper la chaleur de Joule; le systéme revieat a
la température initiale; son énergie dés lors n’a pas changé.
Donc la somme des énergies fournics au systéme est nulle.
Ce sont le travail de 'observateur &, et la chaleur de Joule
changée de signe — J. Quant au travail des forces électroma-
gnétiques, il ne doit pas entrer en compte, puisque ces forces
sont des forces intérieures qui s’exercent entre I'aimant etde
circuit :

(2) 61——.]:0.
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20 THEORIE D'HELMHOLTZ.

Qu’'on retranche membre 4 membre I’équation (2) de I'é-
quation (1), on obtient:

(3) © +J=o.

Les valeurs de & et J sont définies par les deux lois énoncées
au n° 7; ce sont

sz;(w, J.—_-friidt.

L'équation (3) s’écrit donc

(4) fid¢+f"i2dt=o.

C'est V'équation d’Helmholtz; elle montre que fid‘!‘ est

négatif. En d’autres termes, les forces électromagnétiques
s’opposent au mouvement; c’est la loi de Lenz.

De ce que les deux intégrales de Péquation (4) sont égales
au signe prés, rien n’autorise a conclure que les éléments
correspondants des intégrales soient égaux. De fait, ils ne le
sont pas, parce que le courant / est doué d’une sorte d'inertie;
au début le travail de I'opérateur est en parlie dépensé a
vaincre cette inertie, il est pour cette raison supérieur & la
chaleur de Joule; a la fin I'énergie emmagasinée se dépense
en chaleur de Joule qui 'emporte & son tour sur le travail
fourni par l'opérateur.

9. Inertie propre d'un courant. Selfinduction. — Elle est
mise en évidence par V'expérience suivante (1):

Un double circuit ANBCRDA (fig. 3) a sa branche ANB
formée d’une clef mobile autour du point N et qui permet
d’établir le courant soit en A, soit en B. Les trais branches
paralléles contiennenl respectivement :

BC, une pile P,

NR, une bobine de fil 5,

AD, un galvanométre G.

(1) Cette forme de Vexpérience de Faraday est due a Cornu. Elle
a provoqué les critiques de Potier. Il eat été facile de Iui substituerla
forme de Faraday que préférait Potier; c’est ce que j’at fait dans mes
Legons d’Electricité. Mais a cause du caractére schématique de cet opus-
cule, il m’a paru préférable de conserver ici la forme plus intuitive de
Cornu.
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FORCE ELECTROMOTRICE INDUITE. 21

On établit le courant dans le eircuit de droite, puis on
abaisse la clef A, de fagon a couper le circuit de droite et &
établir celui de gauche. On constate dans le galvanométre G

Fig. 3.

A T e B

'3

G« gb P
N’ _J
D R c

une impulsion qui est de sens contraire i la déviation que le
galvanométre recevrait de la pile siles contacts étaient établis
simultanément en A et en B. Cette impulsion montre que le
courant, dans la bobine &, a conlinué quelque temps aprés
que la pile P a cessé d’agir. La grandeur de 'impulsion dé-
pend de la constitution de la bobine b; si elle est enroulée ala
facon naturelle, de son extrémité N & son extrémité N/, la
déviation est d’autant plus grande que la bobine présente
plus de tours; de plus, I'elfet est augmenté si I'on arme la
bobine d'un noyau de fer doux; mais qu'on enroule le fil en
double & partir de son milieu M ( fig. 4) et de facon que les

Fig. 4.
M

720

N
deux extrémités N et N’ soient au méme bout de la bobine,
alors la déviation de G sera nulle. On apercoit ainsi que
I'inertie du courant dépend du flux d’induction qui traverse

son circuit en raison du courant lul-méme. C'est la selfin-
duction.
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10. Force électromotrice induite. — L’espéce d'inertie que
nous venons de constater s’oppose a l'égalité des éléments
correspondants des intégrales de P'équation d’Helmholtz;
mais si, & un moment donné, le régime est établi, 4 ce mo-
ment les éléments sont égaux et I'on a

(1) — idd = rirde,
d’ou l'on tire

dod .
(2) - = re.

Si I'on se rappelle la formule d’Ohm e = rZ, on voit que
celte quantité (2) est une force électromotrice. C'est la force
électromotrice induite. Flle a été calculée en supposant le
courant ¢ établi; mais elle existe indépendamment de lui. On
peut le démontrer au moyen d’une dynamo en circuit ouvert,
en réunissant les deux podles a un électrométre; ou, plus pra-
tiquement, en opposant & la dynamo, en circuit fermé, une
batterie d’accumulateurs. La derniére expérience montre de
plus que la force électromotrice induite estindépendante des
autres forces électromotrices qui peuvent se trouver dans le
méme circuit; les vérifications expérimentales abondent. La
loi exprimée par la formule
(3) e = — ﬁ

dt

a donc un degré de généralité supérieur a celui de la démons-
tration. On peut, dans une autre voie, constater sa généralité
ainsi: au lieu d’approcher du circuit induit un aimant per-
manent depuis une position trés éloignée, on crée sur place
un électro-aimant équivalent par le passage d'un courant.

L'impulsion totale | edt = [ ridt est la méme. On peut le

vérifier & I'aide d’un galvanométre balistique; il donne la
méme déviation dans les deux cas. Ainsi, 'impulsion totale
d'induction dépend seulement de la variation du flux d’induc-
tion Py comme le veut la formule (3).

11.. Forge électromotrice de selfinduction. — Si 'on admet
la compléte généralité de la formule (3), on en peut. déduire
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la force électromotrice due 3 I'induction d’un courant sur
lui-méme, ainsi: soit L le flux d’induction venant du courant
lui-méme et qui traverse son circuit quand DIintensité est
égale & —+1; c'est le coefficient de selfinduction; sa valeur
ne dépend que de la forme du circuit; de plus il est essen-
tiellement positif, c’est une conséquence de la régle du
bonhomme d’Ampére sur le sens du champ magnétique da a
un courant et de nos conventions de sens et de signe sur le
flux d’induction magnétique (n° 3). Pour I'intensité £, le flux
est & = Li. La force électromotrice due a la variation de ¢
est donc, si I'on admet la généralité de la formule (3),
do L dé

e =——— =— L —-

dt dt
, . . .. di
Cette force électromotrice est de signe contraire a Tk elle

s’oppose a I'établissement du courant et & son arrét. En ré-
sumé, elle se comporte comme une force d’inertie.

Telle est la force électromotrice de selfinduction i laquelle
conduit la formule (3) quand on attribue a celle-ci une gé-
néralité compléte.

12. Conclusions. — 1° J’ai formé l'équation intégrale de
I'énergie relative au déplacement d’un circuit parti du repos
et ramené au repos en présence d’'un aimant.

2° J'airendu manifeste une propriété des courants analogue
a Pinertie et qu'on appelle selfinduction. Elle s’'oppose 2 la
différentiation de I’équation intégrale en régime variable.

3o La différentiation est permise quand la dérivée de l'in-
tensité est nulle; elle conduit a la notion et a I'expression de
la force électromotrice induite. L'expression, quoique dé-
montrée seulement dans ce cas particulier, est pourtant gé~
nérale. I’expérience en témoigne.

8§ 3. — Courants en régime variable.
Interprétation mécanique.
13. Introduction. — Laloi générale de I'induction, rappelée

dans le paragraphe précédent, s’énonce ainsi : La force élec-
tromotrice induite dans un circuit filiforme est égale a la
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24 THEORIE D HELMHOLTZ.

dérivée changée de signe du flux de Uinduction magné-
tique a travers ce circuit. Comme application, je vais €ta-
blir les équations des courants en régime variable et en
donner 'interprétation dynamique.

1%s. Fquation du courant induit dans un circuit sans pile.
Expériences indépendantes de la selfinduction. — Le flux de
Pinduction magnétique & travers le circuit est la somme de
deux termes : L, venant du courant lui-méme, et ®, venant
des autres causes du champ magnétique. La force électro-
motrice d’induction est la dérivée de cetle somme changée

. di dd , . s o
de signe — L d_: — D’aprés la lIoi d’'Ohm, cette force
électromotrice est égale a ri. L’équation du courant est donc
Ldi_de _
a7

Je suppose que le circuit est déplacé sans déformation; puis
Je considére un instant antérieur au déplacement et un instant
postérieur d’un temps suffisant pour que le courant ait pris
fin; / est nul aux deux limites. Le premier terme disparait
donc dans I'intégration. Il reste

—AD = rl/idt.

Orfi dt, c’est la quantité ¢ d’électricité débitée par le cir-
cuit; — A®, c’est la diminulion du flux d’induction. Donec :

Laguantité totale d’électricité induite égale le quotient,
par la résistance du circuit, de la diminution du flux
d’induction @ travers ce circuit.

Comme le galvanométre balistique enregistre justement ¢,
cette formule donne lieu a des vérifications aisées, notamment
par des expériences de zéro : par exemple, si 'on crée un
flux par I'excitation d'un électro-aimant, puis qu'on I'annule
par le déplacement du circuit ou de I'électro-aimant, le gal-
vanomélire ne bouge pas.

15. Courants des piles en régime variabla. — Conservant
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les notations précédentes, je considére un circuit muni de
piles et d'électrolytes dont la force électromotrice résultante
est E. Il faut y ajouter la force électromotrice due a I'induc-

. A di .
tion du courant sur lui-méme —LE pour avoir la force

, . - di , .
électromotrice totale I‘;—I,‘—év Elle est égale a ri, c'est la
loi d’Ohm. L'équation du courant est done
di .
I E—L —rl =
(I) & ri=o

J’ai supposé le courant isolé de toute variation magnétique
autre que celle qui vient du courant lui-méme.

Soient maintenant deux courants en présence. Je distingue
les données des deux circuits par les indices 1 et 2. Aux
termes qui correspondent a ceux de l'équation (I) 1l faut
ajouter pour chaque courant la force électromotrice induite
par les variations de Pautre courant : soit M, le flux d'in-
duction qui traverse le premier circuit quand le second est
parcouru par le courant i =~ 1. Ce coefficient dépend uni-
quement de la forme de la figure offerte par 'ensemble des
deux circuits. Il est le méme quand on intervertit les roles
des deux circuits (M;;— M,,); c’est une conséquence de
la loi de Laplace relative au champ magnétique d’un cou-
rant, D’aprés cela, la force électromotrice induite par le
deuxiéme courant sur le premier est —M,z%, et la force
électromotrice induite par le premier courant sur le deuxiéme

di R . . .
est — M, — . Les équations simultanées des deux courants

dt
sont donc
{ . di di .
(an \ (1) E,— L4 dtl -M”T{t—’-—rlzl:o,
{
di. di .
t (2) Er—L:d—:——Mm—‘—{%—"zlﬁ:O-

En écrivant de méme les ¢quations relatives & un nombre
quelconque de courants fixes en présence, on a autant d’équa -
tions que d’inconnues. Si les courants sont mobiles et de forme
invariable, les coefficients d’induction mutuelle M sont des
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fonctions des coordonnées de position. Il faudra ajouter aux
équations des courants les termes qui viennent de la variation
de M. D’autre part, il faudra écrire les équations du mouve-
ment des circuits mobiles sous 'action des forces d’inertie,
des forces électromagnétiques et des forces appliquées d’ori-
gine purement mécanique. On aura encore un systéme d’équa-
tions en nombre égal 4 celui des inconnues.

16. Interprétation mécanique. Principes de 1'énergie et

des travaux virtuels — Pour interpréter 1'équation (I), je
dois d’abord choisir la définition la mieux appropriée de
I'intensité {. J'adopte i —= —d—(‘;, vitesse de dissolution du zinc

dans la pile ou de décomposition d'un électrolyte situé dans
le circait. La quantité ¢ sera donc regardée comme la coor-
donnée du circuit; et elle a bien le caractére d'une coor-
donnée, car 'état du circuit est connu guand on donne ¢

d . .
et 73 Trouver ¢ en fonction du temps est le probléme cor-

respondant a celui de trouver la coordonnée # d’une machine
a liaisons complétes. Avec cette Introduction de la coor-
donnée ¢, 'équation (I) s'éerit

dq dyg

h—LW—rm = o.

L’analogie de cette équation avec celle d'une machine simple
est manifeste : E correspond aux forces appliquées, puissance

L. d2q ’ dg
et résistance, — Lﬁﬁ 4 la force d’inertie, — T8 la force

de frottement. Comme en Mécanique, la puissance, la ré-
sistance, la force d’inertie et les résistances passives se font
équilibre. Comme en Mécanique, on formera I'équation de
I’énergie en multipliant les deux membres de l'¢quation
d’équilibre dynamique par la différentielle du déplacement
électrique dg — i d¢, J'obtiens ainsi

2
Edg —d- L( q) —r<%) dt = o.
E dg est I'excés de I'énergie fournie par les générateurs sur
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; . . . 1. fdg\? , .
I’énergie absorbée par les récepteurs; ;L (d_!i) est I’énergie
électrocinétique de Maxwell, analogue a la force vive. Comme

la force vive, elle est proportionnelle au carré de la vi-

d . N
tesse 7(‘:; comme la force vive d'un volant, elle s’oppose 4 la

mise en marche et a 'arrét, s’emmagasinant dans la premiére
période pour se dépenser dans la deuxiéme. Eufin, ri2dt est
I'énergie dépensée en chaleur de Joule par la résistance pas-
sive ri analogue au frottement :

Le travail de la puissance égale celui de la résistance
augmenté de l’accroissement d’énergie cinétique et de
Uénergie dépensée en chaleur par Ueffet des résistances
passives.

Ainsi, un circuit unique, muni d’une seule coordonnée g,
est entiérement assimilé & une machine & liaisons complétes.

De méme, un systéme de deux ou plusieurs circuits fixes
ou mobiles, de forme variable ou invariable, présentant ainsi
un nombre de coordonnées supérieur & 1 est assimilable & un
systéme a liaisons incomplétes. Pour ne pas compliquer les
explications, je me borne 4 examiner le cas, développé au
n° 15, d'un systéme de deux circuits fixes. Les équations (II)
du systéme doivent étre assimilées aux deux équations de
Lagrange qui correspondent aux coordonnées ¢, et g,. Eit, en
effet, elles expriment que le travail total des forces électromo-
trices est nul pour les deux déplacements virtuels 8¢, et 8q,.
Comme en Mécanique, I'équation de I’énergie s’obtient en
multipliant la premiére équation par dg,, la deuxiéme par dg,
et ajoutant, ce qui donne

(3) (By— ryéy) dgy+ (Ea— rai2) dga=dT,
avec
/ dt A, di dt.
“ 5 dT = (L, d_t‘ “+ MHE—;) dg, ~+ (M,,-d—t’ -+ L,—tl) dg,,
{

T= -;-[Liig 4 2Myy iy i3+ La i3 1.

Le premier membre de J'équation (3) représente le travail
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des forces appliquées : puissauces, résistances, résistances
passives; donc 'expression T doit étre assimilée a l'énergie
cinétique, c’esl U’énergie électrocinétique de Maxwell; 'ex-
pression de cetie énergie se trouve étre justement égale a la
fonction des forces électromagnétiques qui s’exercent sur les
particules des deux circuits. 1t en résulte que les forces élec-
tromagnétiques doivent étre assimilées & des forces d’inertie,
aussi bien que les forces électromotrices d'iuduction elles-
mémes.

17. Conclusions. — 1° J'ai montré courment [a loi générale
de Ia force électromotrice induite permet de former les ¢qua-
tions d’un systéme de courants fixes. J’al indiqué qu’elle per-
mettrait de résoudre aussi le probléme des courants mobiles.

2° J’ai donné Pinterprétation dynamique d’un tel systéme :
il est assimilable 4 un systéme a liaisons de la Mécanique
rationnelle, obéissant au principe des travaux virtuels. On
peut lui appliquer les équations de Lagrange moyennant les
interprétations suivantes :

a. Les coordonnées g de Lagrange sont les quantités d’élec-
tricité débitées par les circuits.

b. L'énergie électrocinétique est la fonction des forces élec-
tromagnétiques qui s’exercent sur les particules des circuits.

c. Les forces résultantes appliquées @ de Lagrange sont les
forces électromotrices E — ri résultant des générateurs, des
récepteurs et de la résistance de Joule. Les forces électro-
motrices d'induction et les forces électromagnéliques sont
des forces d’inertie.

Ces principes admis comme point de départ constituent la
théorie de Maxwell. C'est cette théorie que nous devons main-
tenant exposer dans sa généralité; mais il nous faut aupa-
ravant rappeler le principe des travaux virtuels et les équa-
tions de Lagrange.
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CHAPITRE II.

EQUATION GENERALE DE LA DYNAMIQUE.

8 1. — Théoréme des travauzr virtuels.

18. Introduction (!). — Les organes d’une machine réa-
gissent les uns sur les autres; ainsi, un solide poussé par un
autre est déformé par la pression jusqu'a ce que la force
¢lastique due a la déformation équilibre la pression agissante.
Quand la déformation est insensible, le travail de la réac-
tion élastique est aussi insensible. J'appelle :

Forces de liaison les forces élastiques qui limitent les
déformations a des valeurs assez faibles pour que leurs tra-
vaux solent négligeables;

Systéme a liaisons un systéme dont les forces élastiques
sont des forces de liaison;

Déplacements compatibles "avec les liaisons ceux pour
lesquels les déformations qui prodaisent les forces de liaiso
sont nulles. -

Par suite de ces définitions, les travaux des forces de liai-
son sont nuls pour tous les déplacements compatibles avec
les liaisons (1).

Dans un systéme naturel, les points matériels sont innom-
brables; il faut donc renoncer a écrire toutes leurs équations
d’¢quilibre sous l'action des forces appliquées, des forces
d'inertie et des forces élastiques. Le probléme se simplifie si
Pon néglige les déformations des piéces. La position du sys-
téme dépend alors d’un petit nombre de paramétres. Par
exemple, la position d’un solide qui peut ghsser le long d’'un
axe et tourner autour de cet axe dépend de deux paramétres

(') A dessein, j'exclus de mon étude les cas ol les liaisons sont uni-
latérales ou dépendent du temps.
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¢ el g, glissement et rotation; 2 est le degré de liberté du
systéme. Deux équations suffisent pour faire connaitre les
deux paramétres en fonction du temps, pourvu qu’elles ne
contiennent pas les forces inconnues de liaison, mais seule-
ment les forces appliquées au systéme et supposées données.
Ces équations sont fournies par la méthode suivante.

19, Théoréme des travaux virtuels. Equation générale de la
Dynamique. — D’aprés le principe de d’Alembert, chaque
particule du systéme est en équilibre sous I'action de sa force
d'inertie, des forces données qui lui sont appliquées et des
forces élastiques inconnues. Le travail total de ces forces est
donc nul pour tout déplacement arbitraire des particules du
systéeme. Un tel déplacement est dit virtuel, Le travail des
forces de liaison n’est pas nul pour tous ces déplacements,
notammenl pour ceux qui déformeraient les piéces solides; -
mais il est nul pour les déplacements compatibles avec les
liaisons. Donnons donc au systéme le déplacement virtuel
correspondant a I'ensemble de valeurs 87 et 8q, des deux
paramétres choisis pour définir sa position. Le travail total
des forces est de la forme P 8¢ + P, 3g,, J'écris qu’il est nul :

(1) P87+ Py 3¢ =o0.

Cette équation doit étre vérifiée quel que soit le déplacement
arbitraire (8¢, 3q,); elle entraine donc les deux équations né-
cessaires

(2) P=0, P1:0.

Celles-ci ne renferment pas les forces de liaison, puisque
le travail des liaisons est nul, le déplacement (8¢, 8g,) étant
compatible avec les liaisoms. Dés lors, les équations (2) dé-
terminent les coordonnées variables ¢ et ¢, en fonction du
temps. Ce sont donc les équations du mouvement. Ainsi :

Les équations du mouvement s'obtiennent en écrivant
que le travail total des forces appliquées et d’inertie est
nul pour tout déplacement virtuel compatible avec les
liatsons. - - Co

Cest le théoréeme des travaux virtuels. L'équation (1)
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qu'il fournit est I’équation géncérale de la Dynamique. Les
équations (2), écrites sous une forme un peu spéciale, portent
le nom de Lagrange.

Les équations d'équilibre s’en déduisent en faisant

=9 =q=g1=o.

Dans ce cas particulier de I'équilibre, P et P ne dépendent
plus que des forces appliquées.

Nous avons admis que 2 était le degré de liberté du sys-
teme. S1l est n, la méthode donne aussi bien les n équations
qui déterminent les n paramétres ¢ dont dépend la position
du systéme. Pour simplifier les écritures et le langage, nous
continuerons & supposer que 2 est le degré de liberté. Cela
ne nuira pas 4 la généralité des raisonnements et des for-
mules.

20. Extension de l'idée de force deéduite de la notion
d’énergie. Force électromotrice. — Le travail des forces pour
le déplacement 3g est proportionnel & 3¢, savoir P &¢. Les
dimensions du coefficient P par rapport aux grandeurs fon-
damentales (longucur, temps et masse) dépendent des dimen-
sions de la coordonnée ¢ de facon que P 87 ait les dimensions
d’'une énergie. Que g soit une longueur, P sera une force
proprement dite, égale au produit d’une masse par une accé-
lIération. Que g soit un angle, I’ est un moment, 1l a les di-
mensions d'une énergie. Quoique ces deux quantités, force
et moment, n’aient pas les mémes dimensions par rapport
aux grandcurs fondamentales, on ne peut leur refuser une
communauté d’origine et de nature : que P soit une force ou
un moment, c’est le coefficient du déplacement 8¢ dans I'ex-
pression de P'énergie; c’est le quotient de l'énergie par la
variation 8¢ de la coordonnée. Dans les deux cas, P mesure
le poids des forces du systéme (momentum), leur tendance
au déplacement &g. Clest pourquoi les moments jouent le
méme role dans 'élude des rotations que les forces dans
Pétude des translations.

Que maintenant g soit la quantité d'électricité débitée par
un circuit, c'est le déplacement électrochimique de Faraday-
Maxwell, comme on le verra plus loin. Le facteur P mesure
la tendance au déplacement 8¢ de cette coordonnée; il mérite
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32 EQUATION GENERALE DE LA DYNAMIQUE.

donc le nom de force électromotrice. D'aprés cela, la force
¢lectromotrice d'un générateur ou d'un récepteur d'énergie
électrique est bien définie par le coefficient de 3¢ dans I'ex-
pression de l'énergie qu'il fournit ou qu'il absorbe : c'est le
quotient par 8¢ de I'énergie mise en jeu. Cette définition de
Ia force électromotrice nous semble la seule qui ne donne
pas lien a des contradictions et & des difficultés inextricables,
notamment en ce qui concerne les forces électromotrices de
contact et U'effet Peltier (1),

21. Conclusions. — 1° J'ai considéré un systéme & liaisons
comme le cas limite d’un systéme naturel ou les déforma-
tions élastiques donnent lieu & des travaux insensibles.

2? J’en ai déduit le théoréme des travaux virtuels et
I'équation générale de la Dynamique.

3o J'al montré comment Ja notion d’énergie conduit a une
extension de 'idée de force qui comprend la force électro-
molrice.

§ 2. — Travail des forces d’inertic. Equations de Lagrange.

22. Introduction. — Dans le § 1, nons avons vu que I'éqna-
tion générale de la Dynamique a pour premier membre
le travail des forces pour le déplacement (8¢, 8g,), savoir
P8 + P, 3g,. Dans ce travail figure celui de I'inertie qui
mérite une étude spéciale parce qu'il présente souvent de
grandes difficultés. Qu'il s’agisse seulement d’une machine
formée de piéces solides, dont on connait bien la constitu-
tion particulaire, le calcul direct des forces d’inertie par
Pintégrale.de ses éléments est déja trés difficile et peut de-
venir inextricable. Mais qu’il s'agisse de systémes ou I'¢lec-
-tricité entre en jeu, le calcul direct du travail des forces
d'inertie devient impossible 4 cause de notre ignorance sur
la nature de I'électricité, Lagrange a fait sur cet objet une
importante découverte en donnant des formules qui per-
mettent de calculer commodément le travail des forces

(') Congrés de Physigue de 1ygoo. Rapports de MM. Arrhénius,
Christiansen et L. Poincaré.
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d’inertie dés qu’on connait 'expression de la force vive en
fonction des coordonnées du systéme et de leurs vitesses,
sans qu’il soit nécessaire de connaitre autre chose du méca-
nisme étudié. Or c’est justement le cas des courants élec-
triques dans les circuits filiformes. On comprend dés lors
le grand intérét que présentent les équations de Lagrange
dans I'étude de I'électricité. Malheureusement leur applica-
tion comporle une resiriction tout a fait importante (n° 23):
il faut que les paramétres de mobililé soient de véritables
coordonnées permettant de fixer I'état du systéme dés qu’on
connait ces parameélres & I'époque £, Ce n’est pas le cas des
paramétres naturels pour I'étude des roulements en général
et notamment du cerceau. (Ja ne parait pas étre non plus le
cas de Pexpérience de la roue de Barlow (n° 83). Celte
remarque est essentielle dans ce Livre. Elle explique pour-
quoi les équations de Lagrange appliquées & la roue de Bar-
low conduisent a deux résultats contraires aux faits, et elle
rétablit 'acoord de la théorie avec 'expérience.

23. Expression de Lagrange pour le travail des forces d’inertie.
— Soient M une particule du systéme, /n sa masse. Je suppose
que ses coordonnées x, y, s dépendent seulement de deuxr
paramétres q el q;; en d’autres lermes je suppose que Ja
donnée de g et ¢, failt connaitre les positions de tous les
points du systéme.

La variation 8¢ du paramétre ¢ entraine pour le point M

dz
un deéplacement dont les composantes sont ——d‘q, 5(/,
az 5
dg
—~mz", —my", —mz", le travail dt 4 I'inertie de la parli-
cule M pour le déplacement 87 est

g. Comme les composantes de la force d’inertie sont

—m z-i—-+— ”dy—+— rds 3
dq r dq o dq 7
Le travail total des forces d’inertie est la somme des tra-
vaux élendue a loutes les particules du systéme, savoir

dx .y . dz
m 18q = —~m<m E—F_y dq qu>8q

VL)

Scientia, n° 195.
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C'est la présence des accélérations =", y”, 2" qui rend le
calcul difficile et que Lagrange évite par la transformation
suivante; elle consiste dans I'intégration par parties

(2) .z"'dm ,dm)' ,(dx\'
2 =7 =) —a {5 -

dq \ d{] \dq

L’hyypothese est que x est fonction seulement des para-
métres q et q,, lesquels sont fonctions du temps t. Dés lors,
dans le second membre de la formule (2), on peutintecvertir
I'ordre des dérivations par rapport 4 g et par rapport & ¢; le
second terme peut donc étre transformé ainsi :

a2
(3) - dz\’ ,da’ d',z
Y g L
dq> dyg dg
Je vais maintenant montrer que, dans le premier terme,
on peut remplacer 2% par dz’ Pour cela, je remarque que x
P P dq P dql b | arq q

ne dépend de ¢ que par I'intermédiaire de ¢ et ¢,; on a donc

_dx dx

7 ' ax ]
(4) x_dqq_*_dqu“

Cette formule montre que ' est fonction lindaire de ¢’
et gy, et que, au point de vue purement formel, la dérivée

de ' par rapport a ¢' est d_x On a donc bien

dg
dx N dar'
dg — dq’’

Dés lors, dans le second membre de la formule (2), le pre-
mier lerme est la dérivée de

1
d-x'?
L dx’ 2

Tdg T Tdg
et la formule (2) s'écrit

/o ! 1

&d—.’c'z d- 2"
5 od N2 )2
(3) - dq' d(]
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Si l'on fait la méme transformation sur les deux autres
termes de 'expression (1), on obtient

vdo ,dy L ds
dg 7 dq dgq

d%(z’“-&—_y”—{—z'z) d;(z‘"+_y'2+z’2) .
= dyq' o dyg -

1l suffit de multiplier par m pour mettre en évidence, dans
le second membre, la force vive de la particule M. La somme
relative a toutes les particules met donc en évidence ['énergie
cinétique T du systéme; ainsi

6 . dx L ay ,dz\ _ /dT\'" dT
(6) _4m:rd7—+—yd—g—+—zd—q>-—<jgﬁ> dq

(Pest (au signe prés) la forme particuliérement avanta-
geuse que Lagrange a donnée a cette partie de P qui vient de
I'inertie et que j'ai désignée par I]éq. (1)]. Si, avec Lagrange,
1'appelle Q la partie de P qui vient des [orces appliquées,
Jobtiens pour les équations du mouvement [ éq. (2), n® 19]

Q = dT dT
(dq > T dg’

! dT
Q= (dqt)—a?

Ce sont les €quations de Lagrange.

(7) !
4

2. Théoréme des forces wives. ~ Si, dans 'équation des
travaux virtuels,

(N Pig+Pidgi=o,

on remplace le déplacement virtuel arbitraire (3¢, ¢¢,) par
le déplacement réellement pris dg —=¢q'dt, dg,— ¢ dt, le
premier membre représente le travail total des forces appli-

quées et d'inertie. Or, on le sait, le travail des forces d'inertie
est ¢gal a la diminution de la force vive. L'équation

(2) Pdg +Pidg,=o0
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signifie donc que le travail des forces appliquées égale I'ac-
croissement de la force vive.

25. Modification des équations de Lagrange quand les para-
métres de mobilité ne sont pas des coordonnées proprement
dites ('). — Je prends pour exemple le mouvement du cer-
ceau.

Les paramétres de mobilité naturels sont I'angle de chute 8,
P’angle de conversion v et 'angle du roulement o (2). Leurs
vitesses 8/, 4, o suffisent a déierminer la viltesse x' d'une
coordonnée cartésienne d’une particule quelconque du sys-
téme. Pourtant, & ne peut pas étre calculé en fonction de 8,
Y, 5; qu'on vous dise en effet que le cerceau est parti de
Paris avec les angles 0,, 1o, qu’il a roulé de o et que les pre-
miers angles sont devenus 0 et y, vous ne saurez dire si le
cerceau est arrivé 4 Bordeaux, Lyon ou toul autre Leu. Il
faudra qu’on vous fasse savoir en outre quelle a été la suite
des valeurs corrélatives de y et ¢ pour que vous puissiez mar-
quer la trajectoire du point de contact avec le sol et déter-
miner la position actuelle du cerceau. Pour conclure, les
paramétres v et « ne sont pas des coordonnées proprement
dites; z n’est pas fonction seulement de 8, y, o; il est fonc-
tion de 8 et de la suite des valeurs corrélatives de vy et o. En
d’autres termes, I'expression de dz en fonction de db, d-
et do n'est pas intégrable. Reportez-vous au n- 23 et a 'hy-
pothése qu'on y a soulignée. La transformation du dernier

: :
terme de la formule (2) de &' (-Z—';) en x’z—x est encore
permise pour la variable 8, mais non pour les variables y et a;
pour 8, 'équation correspondante de Lagrange est encore
valable; pour y et s, I’équation type de Lagrange doit étre
remplacée par celle-ci :

o= (7)) () ()]

(') E. CarvaLLo, Theorie du monocycle et de la bicyclette, ne* 1

et 72 (Journal de U’Ecole Polytechnique, 2° série, VI*et YII* Cahicrs ).
(%) 8, angle du plan du cerceau avee le sol;

v, angle de la tangente au point le plus bas avec la position initiale de
cette droite; ’

s, angle dont a roulé le cerceau depuis l'origine,.
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Telles sont les modifications qu’il faut apporter aux équa-
tions de Lagrange quand les paramétres de mobilité ne sont
pas des coordonnges proprement dites.

26. Conclusions. — 1° J'ai donné l'expression découverte
par Lagrange pour le travail des forces d'inertie.

2° J'ai montré comment les équations de Lagrange doivent
étre corrigées quand les paramétres ¢ ne sont pas des coor-
données proprement dites.

Nous sommes en mesure maintenant d'aborder I'étude des
courants induits d’aprés Maxwell.
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CHAPITRE II1.

THEORIE DR MAXWELL,

§ 1. — Les courants induits d’aprés Marwell.

27. Introduction. — Au Chapitre 1T j'ai établi Ies équa-
tions de Lagrange. Elles sont en nombre égal a celui des
paramelres g qui définissent le systdme et ont pour type

/dT\" dT
o= ()~
Pour pouvoir les écrire, il faut :

1° Définir les coordonnées ¢ qui fixent la situation du
systéme;

2¢ Connaitre I'expression de I’énergie cinétique T en fonc-
tion des g et des ¢';

3o Connaitre les coefficients Q.

Avec ces donndes, on peut former les équations de La-
grange. Llles déterminent les ¢ en fonction du temps.

Q, je le rappelle, c’est le coefficient de 8¢ dans 'expres-
sion du (ravail fourni au systéme dans le déplacement 3¢}
avec l'extension que j'ai donnée a I'idée de force, c’est la
force résultante appliquée et tendant au déplacement &g
(n°® 20).

. + . A . =g I
Quant a T, c'est I'énergie cinétique ;Emvz; c'est une
fonction homogeéne et du second degré, forme quadratique,
des vitesses ¢'; pour deux variables, c'est une expression de
- 1 r 7l /2
la forme ;(Aq 4-2Bg g+ A q?).

Les coefficients A et B sont des fonctions des ¢, délermi—
nées pour chaque systéme et qui peuvent d'ailleurs se ré-
daire & des constantes.
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- Tels sont Jes résultats relatifs aux équations de Lagrange.
D’autre part, au Chapitre I, j'a1 déduit des lois expérimen-
tales des courants induits les équations simultanées des cou-
rants dans deux circuits fixes en présence, et j'ai reconnu
que ce sont précis¢ment les deux équalions de Lagrange rela-
tives au systéme, moyennant les assimilations que je rappelle
(n° 17).

a. Les coordonnées ¢ sont les deux quantités d’électricité
débitées par les circuits.

b. L'énergie cinétique est la fonction des forces électroma-
gnétiques T = é(L1 242 My 6+ Lyi?).

c. Les forces appliquées QQ sont les forces électromotrices
E — ri résultant des générateurs, des récepteurs et de la
résistance due a I’effet Joule.

Voila pour les circuits fixes. Abordons maintenant les cir-
cuits mobiles.

28. Théorie de Maxwell. — Pour étudier les courants dans
les circuits mobiles, déformables ou non, on pourrait suiyre
la méme marche analytique qu’au Chapitre I : écrire I'ex-
pression des lois expérimentales et constater que les équa-
tions obtenues sont les équations de Lagrange relatives au
systéme. Avec Maxwell, je vais suivre la marche inverse :
Jadmets a priori que les équations de Lagrange sont appli-
cables; je les upplique, puis je compare les formules aux
faits. 8’il y a discordance, la théorie doit étre rejetée; s'il y
a concordance, elle doit étre acceptée.

Comme au Chapitre I, je ne traiterai que les cas les plus
simples. Le raisonnement n'en sera pas moins général; le
langage et 'écriture en seront allégés et 'esprit reposé par
un exemple concret facile 4 concevoir.

29. Equations de Lagrange pour les circuits filiformes mo-
biles de forme invariable. — Comme au n° 13, je considére
deux circuits G; et G, et je conserve les mémes notations;
de plus, je suppose que C; soit mobile d'un mouvement de
translation rectiligne. Quelles sont les grandeurs & consi-
dérer dans les équations de Lagrange?

a. Coordonnées q. - - Ce sont d'abord les coordonnées de
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courant g, et g, (n° 27), puis la coordonnée de mobilité z du
circuit C,.

b. Energie cinétique T. — Quand le circuit C, est immo-
bile, nous avons vu {n°® 16) que l'on doit prendre pour

énergie cinétique T,—= ;[L‘Lf—f—nM,,ztz,—FL,z;]. Clest la

fonction des forces électromagnétiques ; comme cette énergie
est due exclusivement aux mouvements électriques, Maxwell
Pappelle électrocinétique. Dans I'expression T,, les inten-
sités £, et f; sont égales respectivement aux vitesses g} et g,
des déplacements électriques ¢, et g,; L, et L, dépendent
seulement de la forme des circuits, ce sont des constantes.
Le coefficient M,, dépend en outre de la position relative des
circuits, il est fonction de =.

Au terme T,, nous devons ajouter la force vive T,, dela

. e . . . 1 .
matiére du circuit C;; si m est sa masse, c’est ;mx”; soit

au total

1 . .. . -
T=T,,+T. = ;[mz”—+—LIL§+L,L§+2Mul,L,].

Une particularité a frappé Maxwell. L’expression de T
contient bien des termes aux carrés des vitesses 22, 12, i},
puis le produit £, i; des vilesses électriques.

Pourquot ne contiendrait-t-elle pas des termes en z'i,
et z',? Nous reviendrons sur ce point (§ 2).

c. Forces appliquées 3. — Pour les déplacements élec-
triques 8¢, et 8¢, ces forces sont Qu—E;—r i, Qu=E,—ryi;
(n° L7); pour le déplacement matériel 8=, c’est la force F que
la main de I'observateur, par exemple, applique au circuit G,
pour le déplacer. Quant aux forces électromotrices d'induc-
tion d’une part et aux forces électromagnétiques d’autre
part, il n’y a pas lieu de les introduire dans les expressions
des Q, car elles sont regardées comme des forces d’inertie
(n° 17).

D’aprés ces données, on a pour les premiers membres des
équations de Lagrange

Q=F, Q= Ey— ri4y, Qi= Ey— ryia;
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pour les seconds membres,

ﬂ I mzx” ar _ dM”i
dz'] : - dr T Tdp M
dT \’ d . . dT
(m) = E,‘[Ll i+ Mgis), d——q—l._-(.\7
dT \’ d . . dT
(m) :m[ngh—*—];z lg], -;19—, = 0.

Les équations de Lagrange sont, en résumé,

[ (1) F=ma'— T,
. d . .
(1) (2) Ei—rii = —‘—ﬁ[lq L+ M|,

. d . .
(3) Ez—l'zlzzzt[Mmh+Lz lz]-

Veut-on en déduire celle de P'énergie? Il suffira de les
ajouter aprés les avoir multipliées respectivement par duz,
dy,, dg,. On obtient, aprés simplifications,

(ID) Fde+ (Ey— ri))dg,+ (Ey— ryiy) dgy = dT.

30. Comparaison des équations de Lagrange avec l'expé-
rience. — Ainsi les équations (1) satisfont bien au principe
de la conservation de l'énergie; elles déterminent le mouve-
ment du systéme, tant au point de vue purement mécanique
qu’au point de vue de I'électricité, en faisant connaftre les
coordonnées z, gy, g, en fonction du temps. Sont-elles d’ac-
cord avec 'expérience? Qui, car elles donnent la force élec-
tromagnétique et la force électromotrice induite, révélées
par expérience, comme je vais I'expliquer.

1° Force électromagnétique. — L'équation (1) signifie
qu'a la force appliquée F s'ajoutent deux forces qui lui font
dMy,

équilibre, la force d'inertie —m " et la force

= i1, C'est
la dérivée par rapporta z de T,— é [Ly &+ L, +2M,i 8]

Or T, est la fonction des forces électromagnétiques, donc

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



42 THXRORIE DE MAXWELL.

dM
dx
périence et étudiée par Ampére.

[, ; est bien la force électromagnétique donnée par I'ex~

a® Force électromotrice induite, — L'équation (2), par

exemple, signifie qu'a la force électromotrice appliquée

E, — r,i, s'ajoute une force électromotrice qui lui fait équi-~
q q

. { R . , . .

libre — diz [Lidy+ Mpds]. Or LyZy + My d; c’est (no5 1% et 15)

le flux de I'induction magnétique a travers le circuit C,;
d . . . .

—;ﬂ[L1 I+ My, 6] est la dérivée changée de signe de ce

flux. C'est bien la force électromotrice induite vérifiée par
I'expéricnce (n°* 9 et 10).

31. Equations de Lagrange pour les circuits filiformes et défor-
mables. — Considérons encore deux circuits C, et C,; mais,
au liea de supposer le circuit C; mobile et de forme inva-
riable, supposons qu'il soit constitué ainsi : une partie D est
fixe, ouverte et prolongée par deux rails a et 8; un élé-
ment AB fait le pont entre ces deux rails et peut étre déplacé
par une translation paralléle aux rails ( fig. 5). Les notations

seront les mémes qu’au n® 29, sauf que m et x représenteront
la masse et la coordonnée de I’élément mobile AB; F sera la
force que Pobservateur, par exemple, applique a Délé-
ment AB. L'énergie cinétique du systéme est encore

T =Ty Te= - [mx' 4 Ly} + Lyil+ 2Mys iy 4 ]-

!
2
La seule différence est que, maintenant, L, est fonction
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de z, comme M,,. Les trois équations de Lagrange sont

1) Fsmw”-—é[&i%%—zdnlwiﬂ.’z],

dx dx
\ . Cod. _

n (2) Ey—riig= E[Llll+l\llﬂL2],
. . d , ,

! (3) ]4‘2'_"2L2= :l;[l\11211+L2l2].

Comme aux n° 29 et 30, ces équations déterminent les
inconnues &, ¢y, ¢;. Elles conduisent a I'équation de I'énergie
et aux lois expérimentales des forces ¢électromagnétiques et
des forces électromotrices induites.

392, Conclusions. — J’ai précisé les assimilations qui per-
mettent de regarder un systéme de conducteurs filiformes
parcouru par des courants comme un systéme a liaisons de
la Mécanique rationnelle, savoir :

1° Les coordonnées ¢ sont de deux sortes, les coordonnées
géométriques qui fixent la forme et la position des circuits,
puis les quantités d’électricité débitées par chacun d’eux.

2° L'énergie cinétique T contient deux parties, la force
vive des parties mobiles du eircuit, et la fonction des forces
électromagnétiques.

3° Les forces appliquées () sont de deux sortes, les forces
purement mécaniques, comme 'effort de la main de l'obser-
vateur, puis la force électromotrice E — 7/ qui vient des gé-
nérateurs, des récepteurs ct de la résistance de Joule.

4o Avec ces assimilations, j'ai appliqué les équations de
Lagrange aux circuits filiformes mobiles, déformables ou
non.

Elles déterminent le systéme en fonction du temps, satis-
font au principe de I’énergie et sont d'accord avec l'expé-
rience pour donner deux espéces de forces, les forces électro-
magnétiques et les forces électromotrices induites,

Ces forces doivent étre regardées comme des forces
d’inertie.
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§ 2. — Recherches de Mazwell sur Uénergie cinétique
des courants a conducteurs mobiles.

33. Introduction. — Au n° 29 j'ai traité le cas de deux

. . . d
circuits G; et G, parcourus par des courants f,— dqtl’
. d. , e

= —d%z; I'un est fixe, I'autre présente une mobilité dont la

coordonpée est z. J'al admis que ’énergie cinétique T est la
somme de deux termes, la force vive T,, de la matiére du
circuit mobile et la fonction des forces électromagnétiques T,,
soit au total

T = T+ Tezi[mx”—f— Ly i? + Lai} + 2 Myaiy7a].

Cette forme quadratique de z', ¢, ¢, contient bien les
carrés des trois variables et le produit ,/, des intensités.
Pourquoti ne contiendrait-elle pas aussi les termes

Az’ i+ Az’ iy =T,p.

aux produits d'une vitesse par une intensité? Telle est la
(uestion que nous avons posée au n° 29 et que nous allons
maintenant examiner. Bien entendu, j'admettrai que les coef-
ficients A, et A, pcuvent dépendre de x, mais non pas de ¢,
et gs, comme j'al été conduit & Padmettre pour M, (n° 15).
Suivant la méthode de Maxwell, je suppose que les termes
A, z'ii+ A,x'i, existent; des forces d’inertie en résultent
qu’on calcule par les formules de Lagrange. Sont-elles véri-
fiées par expérience? l'existence de T,. sera établie. Si au
contraire les forces d’inertie calculées n’existent pas, clest
que les coefficients A, et A, de T,,. sont nuls, comme nous
Favons admis au § 1.

3%. Forces d’'inertie calculées par les équations de Lagrange
— Les forces d’inertie qui viennent de la partie de ’énergie
cinétique

T”M= Alz"l"-f-‘ Az.’ﬂ'l‘g

sont au nombre de trois, correspondantes aux trois déplace-
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ments &z, 8q,, 8¢,; ce sant, au signe prés,

dT,..\' dT7T, . .., d .. p
(8z) (d_z-"w>_ dx”:(,\(zi—f-Azz,)—-?d—‘;(Alx Ll—r'—Ag.’I{ s},
dT’ ! INT
a0 (%) = (A,
I dTme ! ra
G () — (M),
2

La premiére est une force, au sens ordinaire du mot, force
ponrdéromaotrice; les deux autres sont des forces électromo-
trices; nous allons examiner ces deux espéces de forces.

33. Force électromotrice. — D’aprés son expression
dT,, .\’
8 me — AV
() ~cren.

la force électromotrice est indépendante des intensités et,
par suite, du champ magnétique; elle ne dépend que du
mouvemen! du conducteur. Or, aucun phénoméne d’induc-
tion n’a jamais été observé dans les conducteurs en mouve-
ment en dehors de tout champ magnétique. Il faut done con-
_clure & la non-existence des termes T,,. dans 'expression de
I'énergie. '

Cette preuve expérimentale a une trés grande valeur a
cause de l'extréme sensibilit¢ des galvanométres qui per-
mettent de constater des forces électromotrices extraordi-
nairement petites,

Quoiqu’elle suffise et soit bien supérieure a cclle qui
résulte de la considération de la force pondéromotrice, exa--
minons cependant cette force.

36. Force pondéromotrice. — I)’aprés son expression
s o AT\ dT,p, : . a 0 i
(ex) ( d.zg”>_W=(A”’+A”2)—%(A‘x i -+ A x'ty),

fa force pondéromotrice contient deux parties :
Fo= A8y + Ay,

dA, . dA, ,.) (dA, L. dA, ',,)
F,= Z'h+ -, X)) — (=2 ——2 0y )
x dx x x
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La deuxiéme partie F, se trouve nulle ici, par la réduction
des deux parenthéses, mais cette circonstance particuliére
est due au fait qu'on a pris un systéme doué d'une seule
coordonnée de mobilité 2. S’il y en a plus d’une, la méme
réduction n’a pas lieu; des termes restent qui sont propor-
tionnels a la fois aux vitesses z’ et aux intensités i, Pour
les rendre sensibles, il faut employer & la fois de grandes
vitesses et de grandes intensités. Leur caractére est qu’elles
doivent changer de sens quand on change celul des vitesses
ou des intensités.

La premiére partie F, donne des forces proportionnelles
aux vitesses de variation des intensités; il faut les chercher
a la fermeture et a l'ouverture des circuits. Elles doivent
changer de signe quand on passe de 'une a Pautre de ces
deux opérations. Maxwell a tenlé deux expériences destinées
a meltre en évidence respectivement F, et F,; elles ont donné
un résultat négatif. Comme elles ont un caractére moins pro-
-bant que celles des forces électromolrices (n° 33), 4 cause de
leur difficulté, je me dispenserai de les exposer icl.

37. Conclusion. — L’énergie cinélique d’un systéme de
circuits mobiles, déformables ou non, se compose de la force
vive de la matiére des circuits et de P'énergie électrocinétique
qui est la fonction des forces électromagnétiques appliquées
aux circuits; elle ne contient pas de termes aux produits des
vitesses des circuits par les intensités des courants qui les
parcourent.

§ 3. — Du role des aimants dans la théorie de Mazxwell,
d’aprés Sarrau.

38. Introduction. — De sa théorie des courants induits,
d’aprés les équations de Lagrange, Maxwell a exclu les
aimants, circonstance curieuse, presque paradoxale; car
Iexpérience oit 'on approche un aimant d’un courant a servi
de base a la théorie d’Helmholtz, laquelle a conduit & la
théorie de Maxwell. Comment celle-ci ne comprendrait-elle
pas I'expérience fondamentale ?

Malgré l'apparence, cela n’a rien d'anormal; en effet,
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I'équation de I'énergie appliquée a lexpérience en question
n'a pas établi la loi générale de I'induction; elle a seulement
permis de deviner la Joi par un raisonnement inductif hardi.
La loi gst vérifiée par expérience et pour cette raison nous
’avons admise. C'est fort bien, mais alors elle est empruntée
& des expériences directes, non pas aux conséquences théo-
viques de l'expérience fondamentale. Celle-ci n’a pas & étre
comprise dans la théorie et il serait injuste de reprochgr une
telle lacune & Maxwell,

Pourtant, la question est des plus importantes et mérite
d’étre abordée, sinon résolue; j’examinerai le cas des aimants
permanents et celui des aimants temporaires.

39. Hypothése d’Ampére. — Les champs produits par les
aimants ne se distinguent en rien des champs produits par
les courants (n°® 2); d’autre part, I'aimantation est une pro-
priété particulaire (ne 2). Ces deux lois conduisent a I'2ypo-
thése d’Ampére : chaque particule aimantée est assimilable
4 un petit courant fermé dont le plan est normal au vecteur
aimantation. Dés lors I'énergie électrocinétique d'un systéme
de courants et d’aimants se compose de Lrois partics : la pre-
miére vient des courants seuls, on en connait 'expression; la
deuxiéme vient de la combinaison des courants avec les
aimants; on doit admetire que c’est la somme des produits
des intensités par les flux d'induclion d’origine magnétique
qui les traversent; la troisiéme partie vient des aimants seuls.
Dire qu’un aimant est permanent, c’est dire que les courants
particulaires sont d’intensité constante.

40. Approche d'un circuit vers un aimant permanent. —
Je conserve les notations antérieures (n° 29). En outre, je
désigne par @ le flux d'induction dit 4 Paimant & travers le

circuitet par ~Al'¢nergie électrocinélique de Paimant; d’apres
2

T

Ihypo*” ~<t une constante et ® dépend seulement

é {ue du systéme cst

T = é[mx”“%— Lit+ 2id + Al
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Si E est la force électromotrice de la pile du circuit et Fla
force appliquée par la main de 'observateur, par exemple,
les équations de Lagrange correspondantes & 2z et &g sont
(8z) F=mx”—iﬂ,,

dz
(3q) E—ri=Li{+®'.

Elles déterminent les deux inconnues x et £ en fonction du
temps. Telle est la théorie donnée par Sarrau ().

Les équations (8x) et (8g) sontbien vérifiées par 'expérience:
la premiére donne la force électromagnétique, la deuxiéme
donne la force électromotrice d'induction. A cet égard, la
théorie est satisfaisante; mais une difficulté se présente, rela-
tive a I'énergie et qu'il convient d’étudier.

41. Remarqus relative a I'énergie. — Voici un raisonne-
ment erroné que je crois utile de signaler parce qu'il ser-
vira d'inlroduction au raisonnement exact du numéro suivant
qui met en évidence certains caractéres des aimants perma-
nents, notamment la force coercitive :

Les équations (82) et (3¢) du n° 40 forment le systéme des
deux équations nécessaires et suffisantes pour déterminer les
deux inconnues x et ¢ du probléme. N'en peut-on pas con-
clare, d'aprés le n° 24, qu'il satisfait au principe de l'éner-
gie?

Non. Reprenons, en effet, le calcul qui sert & passer des
équations de Lagrange & celle de I’énergie : il faut multiplier
la premiére par dz — 2'd¢, la deuxiéme par dq — idt. J'ob-
tiens de cette fagon

Fdz -+ (E — ri)dg = d [g mz't 4 %Li’:l .
Le travail des forces appliquées n’est pas égal a I'accroisse-
ment de I'énergie cinétique.

L’erreur? La voici: les équations (8z) et (8¢) forment bien
le systéme des deux équations de Lagrange qui déterminent
les deux inconnues du probléme physique, savoir z et g;
mais, si telles sont les équations et les inconnues du probléme

(1) SArrAU, Comptes rendus, t. CXXXIII, 2 septembre 1go1, p. 421-
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physique, ce ne sont pas ia toutes les variables et les équa-
tions du systéme mécanique : celles-ci sont 1nnombrables,
chaque particule ayant au moins une coordonnée électrique
. correspondante au courant qui la parcourt, d’aprés Ampére.
Ainsi, le systéme [(8z), (3¢)] est incomplet au point de vue
mécanique; il n'a donc pas a satisfaire au principe de I'éner-
gie. Pour relrouver 'équation de 'énergie, il est nécessaire
de faire entrer en ligne de compte les équations de P'aiman-
tation. C’est ce que nous allons faire.

42. Force coercitive de 1'aimant. — Pour éviter la compli-
cation des courants particulaires, j’assimile l'aimant a un
dq,

courant unique £, — « Quelles doivent étre les particula-

dt
rités de notre courant fictif ?

1° L’intensité {, est conslante, puisque I'aimant est sup-
posé permanent,

2° La force électromotrice appliquée E, varie de facon a
maintenir l'intensité i; sensiblement conslante.

3¢ La résistance ry est nulle, car les aimants ne donnent
lieu a rien qui ressemble & la chaleur de Joule.

. . N S ;
4e 1'énergie de selfinduction - L,i} est constante; I'éner-
2

gie d'induction mutuelle est {® — M, ; M est fonction de =z
seulement.

En résumé, le courant fictif offre les caractéres d’une
machine parfaite, sans frottements et munie d’un régulaleur
idéal,

Dans ces conditions, le systéme étudié de Paimant et du
courant a pour équations, au nombre de trois,

.. dM
(3z) . F = ma"— ii, EE,
(3q) E—ri=Li+ (Mi),

(891) E,

Si je multiplie les trois équations respectivement par
dx = x'dt, dg = idt, dq,= i, dt, j'obtiens I'équation

i

(Mi). :

Fdr 4 (E — ri)dg + Bidgi=d [7_‘! 't L Lienii, |

Scientia, n° 19.

-
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Elle signifie que le travail des forces est bien égal a l'ac-
croissement de I'énergie cinélique. Le principe de 'énergie
est mainlenant vérifié. Mais il ne I'est que grice a la force
électromotrice L, ; c'est la force coercitive imaginée par les
physiciens. Sa valeur est fournie par la formule (3g,), dés
qu’on connait la valeur M = ;.2, donnée qui caractérise l'ai-

1
mant,

Si I'aimant, au lieu d’étre permanent, varie avec les cou-
rants en présence, le courant fictif {; ne peut plus étre regardé
comme constant; il y a plus, I'aimantation de chaque parti-
cule varie a sa fagon et il est impossible de remplacer les
courants particulaires, méme fictivement, par un courant
unique. Le. sujet offre dés lors une grande complexité;
il n’a pas été abordé jusqu'ici. Quoi qu’il en soit, les deux
équations (8z) el (8¢) demeurent vraies; mais elles ne suf-
fisent plus a déterminer le systéme qui dépend d’inconnues
innombrables : il reste & établir les équations relatives aux
coordonnées électriques correspondantes a 'aimantation des
particules. Cette remarque a une trés grande importance,
elle domine toute la deuxiéme Partie de ce Livre.

43. Conclusions. — 1° Maxwell a exclu les aimanls de sa
théorie des courants induits, et on ne peut logiquement lui
en faire un grief.

2° Sarrau admet que les aimants sont formés de courants
particulaires ; c’est 'hypothése d’Ampére. Avec cette hypo-
thése, les équations de Lagrange, appliquées 4 un systéme
d’aimants permanents et de courants, donnent des résultats
conformes & I'expérience; elles déterminent toutes les incon-
nues, coordonnées de position et coordonnées électriques.

30 Ces équations ne conduisent & celle de I’énergie que si
Pon y ajoute les équations des aimants. Celles-ci déterminent
la forece coercitive des aimants permanents.

4° Les équations du fer doux n’ont pas été abordées jus-
qu’ici, mais les équations de Lagrange relatives aux coordon-
nées de position et aux coordonnées électriques peuvent tou-
jours étre écrites : ce gont des équations nécessaires, mais
non suffisantes du probléme.
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CONCLUSIONS DE LA PREMIERE PARTIE.

44. Les forces électromagnétiques et magnétiques sont des
forces d'inertie, comme les forces électromotrices d'induction.
— Nous avons vu comment la théorie d’Helmholtz, aidée de
lexpérience, nous a conduits a ces deux vérités que les forces
électromotrices d’induction sont des forces d’inertie et que
I’énergie propre d'un systéme de courants

1 . .. .
E[leg —+2Myp iy + Lpid]

est une énergie cinétique. Ces résultats nous ont conduits
4 la théorie de Maxwell dans laquelle les forces électro-
magnétiques apparaissent, elles aussi, comme des forces
d’inertie. Voila une importante découverte de Maxwell.
Elle est malheureusement encore méconnue, et, pour cette
raison, je veux m’y arréter dans mes conclusions. Pourquoi
est-elle méconnue? Peut-étre 4 cause du nom de potentiel
électrodynamique donné a cette énergie changée de signe,
nom qui fait penser & une énergie potentielle. Pourtant,
gu’on admette ou non la théorie si remarquable de Maxwell,
i est difficile de refuser a I'énergie propre des courants
le caractére cinétique : comme celle des volants, elle s’em-
maganise pendant la mise en marche pour se dépenser en
travail dans la période d’arrét. Or, cette énergie c'est
précisément la fonction des forces électromagnétiques. La
conséquence nécessaire, c’est que les forces électromagné-
tiques sont des forces d’inertie. Pour Pavoir méconnu, les
physiciens ont souvent fait des fautes de signe sur les forces
électromotrices induites, dans le développement de la théorie
d’'Helmholtz. D’aprés les 1dées d’Ampere adoptées par Sar-
rau, on doit aussi regarder les forces magnétiques comme
forces d’inertie.

Chose remarquable, il suffit d’examiner les forces électro-
magnétiques et magnétiques pour leur reconnaitre les carac
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téres des forces d'inertie. Quelle est en effet la loi de Laplace
qui, nous I’avons vu, est la clef de toute la théorie ?

Un péle magnétique austral exerce sur un élément de cou-
rant une force perpendiculaire au plan de I'élément et du
pole, proportionnelle 4 la masse du podle, a la longueur et a
I'intensité de 'élément du courant, au sinus de Vangle de
I'élément avec la droite qui le joint au pdle, inversement pro-
portionnelle au carré de Ia distance. L.e sens de la force est
tel qu’il porte I'élément sur la gauche d'un observateur tour-
nant le dos au pole et traversé par le courant des pieds 4 la
téte.

Loi fictive, étrange, a peu prés inacceptable comme loi élé-
mentaire : fictive, puisqu’elle introduit la notion de pole
magnétique isolé, objet irréalisable; étrange, puisqu’elle
donne une force qui n’est pas dirigée suivant la droite qui
joint les ¢léments. 1l faudrait, en vertu du principe de I'éga-
lit¢ de l'action & la réaction, supposer I'action de 'élément de
courant sur le pdle appliquée, non pas 4 'endroit lui-méme
ou est le pole, maisa I'endroit ou est I'élément de courant. De
pareilles forces sont inacceplables en tanl que forces appli—
quées agissant d'élément & élément.

Reprenons au contraire 'expression que nous avons donnée
de la loi de Laplace transformée.

La force qui s’exerce sur un élément de circuit ds traversé
par un courant Z, en un point, ot le champ magnétique est q,
est représentée par le méme vecteur qui représente I'aire
orientée du parallélogramme [ ids.a | ——[a.ids ], c’est, sil'on
veut, la vitesse changée de signe de I'extrémité du vecteur ids
dans une rotation représentée par le vecteur «. Dans cette
expression, on reconnait, & un facteur prés 2, celle dela force
centrifuge composée —2|[QV,] oi le vecteur Q représente
la rolation d’entrainement, V, la vitesse relative. Y a-t-il har-
monie des signes dans cette double assimilation? Cerles, et
voici comment : [ds étant assimilé & une vitesse, il nous faut
choisir un sens pour celte vitesse. Choisissons le sens méme
du courant. Quel est alors le sens de la rotation @ qu'on doit
assimiler au vecteur « ? Pour le voir, examinons quelle est,
au cenlre d'un petit courant circulaire C, la force magnétique
due a ce courant. Elle est perpendiculaire au plan de G et
dans un sens tel qu’elle voit le courant C tourner en sens
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inverse des aiguilles d’'une montre; c’est 'axe de la rota-
tion C comptée comme en astronomie, et aussi d'apres les
conventions de Maxwell. Le sens de Q est donc le sens méme
de =, Ainsi, un élément de courant ids, placé dans un champ
magnétique «, est assimilé 4 un point matériel, animé de la
vitesse relative V,—1ids, dans un milieu dont la rotation
d’entrainement est Q —a. La force centrifuge composée est
de sens contraire a I'accélération centrifuge composée, c’est-
a-dire a la vitesse de l'extrémité du vecteur V, —1Ids due a
la rotation @ — a. C'est justement le sens de la force ¢lectro-
magnétique qui agit sur élément ids. En résumé, la force
¢lectromagnétique présente bien tous les caractéres, gran-
deur, direction et sens d'une force centrifuge composée,
c’est-a-dire d’une force d’inertie. 1l en est de méme de la
force électrodynamique qui ne se distingue pas de la force
€lectromagnétique.

Nous avons choisi pour V, le sens du courant ¢; si I'on
avait choisi le sens contraire, cela aurait entrainé un change~
ment dans le sens de Q et le résultat ent été le méme.

Les assimilations dont nous venons de vérifier Ia cohérence
se poursuivent jusque dans les forces magnétiques. Le gyro-
scope tend toujours & placer son axe parallélement a celuide
la terre; de méme I'aimant tend a placer son axe d’aimanta-
tion parallélement au champ magnétique. Il y a plus, le couple
directeur a la méme expression dans les deux cas : il est
représenté par le parallélogramme orienté construit sur les
deux vecteurs correspondants, rotation de la terre et rotation
du gyroscope d'une part, champ magnétique et vecteur d’ai-
mantation d’autre part,

Ainsi, les forces magnétiques, comme les forces électro-
magnétiques et les forces électrodynamiques, comme aussi les
forces électromotrices d’induction, présentent bien tous les
caractéres de forces d'inertie.
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DEUXIEME PARTIE.

L’électricité ramende au principe des travaux virtuels.

. INTRODUCTION.

45. Dans la premiére Partie de ce travail, nous avens ¥a
comment l'interprétation des lois expérimentales conduit a
regarder un systéme de courants qui circulent dans des con-
ducteurs filiformes comme un systéme a liaisons satisfaisant
au principe des travaux virtuels de la mécanique rationnelle.

1° Les coordonnées g de lLagrange sont de deux sories,
les coordonnées géométriques qui fixent la forme et la posk
tion des circuits, puis les quantités d’électricité débitées par
chacun d’eux.

2° L’énergie cinétique T contient deux parties, la demi-force
vive des parlies mobiles des circuits, puis la fonction des for-
ces électromagnétiques.

3o Les forces appllquees Q sont de deux sortes, les forces
purement mécaniques comme 'effort de la main de Pobserva-
teur, puis les forces électromotrices E— 7 qui viennent des
générateurs, des récepteurs et de I'effet Joule.

4° Quant aux forces électromagnétiques et aux forces élec-
tromotrices d’induction, elles doivent éire regardées comme
des forces d'inertie et se calculent au moyen de T par les
formules de Lagrange, comme les forces d’inertic de la méca-
nique rationnelle. '

Tels sont les principes de la théorie de Maxwell. ILim~
porte de le bien remarquer, ils ont & la base la loi de Fa-
raday : Dans un circuit unifilaire, la quantité d’électricité
débitée q (quantité d’électrolyte décomposée) est la méme
dans toutes les parties du circuit. La est la loi fondamentale
de liaison qui caractérise les phénoménes électriques, liaison
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56 L'ELECTRICITE RAMENKEE AU PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS.

analogue a celle desfluides incompressibles et que, pour cette
raison, on peut appeler liaison d’incompressibilité.

La loi des courants dérivés de Faraday est une premiére
extension de cette Joi; loi généralisée encore par Kirchhoff
dans cet énoncé :

Dans un résean deconducteurs filiformes parcourus par
des courants, la somme algébrique des intensités des cou-
rants qui aboulissent a un point quelcongue du réseau est
nulle.

Maxwell a compris que cette loi est plus générale encore et
peut étre étendue aux conducteurs a trois dimensions d’abord,
puis aux diélectriques grice a la conception géniale du cou-
rant de déplacement. Je montrerai comment les lois expéri-
mentales qu’on observe dans la charge d’un condensateur par
ie courant d’unc pile conduiscnt de la facon la plus naturelle
el la plus simple aux résultats de Maxwell.

La loi d'incompressibilité ayant dés lors une généralité
compléle, le principe des travaux virtuels doit étre applicable
3 tous les déplacements électriques imaginables, non seu-
lement a travers les conducteurs, mais aussi & travers les
di¢lectriques, pourvu qu’ils soient compaltibles avec la liai-
son d’incompressibilité. Or, des déplacements compatibles
-avee 'incompressibilité ne peuvent avoir lieu que suivant des
contours fermés. La lol suivante s’impose donc :

Le travail total des forces électrigues (appliquées et
d’inertie) pour un déplacement électrique Sq suivant un con-
tour fermé quelconque est nul,

En particulier, effectuez le déplacement 3g suivant un des
circuits fermés qu'on peut emprunter 4 un réscau filiforme,
vous aurez la deuxiéme loi de Kirchhoff :

La somme des forces électromotrices (dues aux générateurs,
aux récepteurs et a l’effet Joule) qu’on rencontre sur Je con-
tour est nulle.

Ainbsi, c’est Pextension des deux lois de Kirchhoff que nous
poursuivons et qui doit ramener Pélectiricité au principe des
travaux virtuels. Je puiserai cetle généralisation dans la seule
expérience. Les deux lois générales établies, celle de I'incom-
pressibilité, et celle des travaux virtuels, j’indiquerai les dé-
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veloppements analytiques qui en résultent pour les corps en
repos et pour les corps en mouvement.

Pour les corps en mouvement, une difficulté inattendue
surgit :

L’expérience de la roue de Barlow prouve que les équa-
tions de Lagrange ne sont pas applicables aux conducteurs a
trois dimensions. Pourtant, I'idée fondamentale de ce livre
demeure : je montre que la roue de Barlow offre une remar-
quable analogie avec le roulement du cerceau; les formules
de Lagrange cessent d’étre applicables, mais le principe des
travaux virtuels reste vrai. Nouvelle difficulté : tandis quela
mécanique rationnelle permet encore de calculer les forces
d’inertie du cerceau, par les formules que j'ai données par
exemple, ce calcul est empéché, pour la roue de Barlow, par
notre ignorance sur la constitution élémentaire des courants
électriques. 1l faut emprunter les forces d’inertie électrique
a l'expérience. 1étude des lois expérimentales de l'inertie
électrique doit précéder les équations de I'électrodynamique
comme |'étude des moments d’inertie précéde la dynamique
des corps solides.
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CHAPITRE 1.

THEORIE PE L'ELECTRICITE DANS LES CORPS EN REPOS.

§ 1. — Extension des lois de Kirchhoff aux conducteurs
a trois dimensions.

h6. Introduction. — Le probléme de la distribution des
courants en régime permanent dans un réseau de conducteurs
filiformes muni de générateurs et de récepteurs donnés est
entiérement résolu par les deux lois de Kirchhoff :

Premiére loi. — La somme algébrique des intensités des
courants qui aboutissent & un point du réseau est nulle.

Deuziéme loi. — La somme algébrique des forces électro-
motrices des générateurs, des récepteurs et de Joule qu’on
rencontre sur un contour fermé faisant partie du réseau est
nulle.

k7. Expérience de la plaque de Kirchhoff. — Avec Kirchhoff,
considérons ( fig. 6) une plaque métallique mince CC’ de forme
circulaire; puis joignons les deux poles de la pile & deux
points C et C’ de la circonférence. Le courant se répand dans
toute la plaque. On peut le conslater au moyen de I’électro-
métre ou du galvanométre. Dans cetle expérience, les points
qui donnent le méme voltage dessinent sur la plaque des
lignes équipotentielles ou lignes de niveau.

Tracons une trajectoire orthogonale CAC/ des lignes de
niveau et coupons la plaque par un trait de canif suivant cette
ligne; cette opération ne change rien au débit de la pile ni
a la distribution des potentiels. Le contraire aurait lieu pour
une section oblique aux lignes de niveau. Pour cette raison,
la ligne CAC/ est dite ligne de courant. Par des lignes de
courant, débitons la plaque en conducteurs filiformes; on les
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appelle tubes de courant, parce que, dans la plaque non cou-
pée, les courants se distribuent comme dans le réseau filiforme
obtenu par la coupure de la plaque. On comprend dés lors
que les lois de Kirchhoff s’appliquent & la plaque. Elles
s'étendent ensuite aux conducteurs a trois dimensions, car si,
au lieu d’une plaque, on considére une masse fluide, Pexplo-
ration des points de méme voltage fournit des surfaces équi-
potentielles dont les trajectoires orthogonales découpent
encore le milieu en tubes de courant,

Fig. 6.

Développons donc les conséquences de I'expérience de la
plaque de Kirchhoff.

48. Le vecteur courant et son flux. — En chaque pointde
la plaque, le courant offre deux qualités : sa direction qui
est celle de la ligne de courant et sa densité qui est 'intensité
du courant par unité de section droite du tube de courant en
ce point,

Maxwell est ainsi conduit a représenter le courant par un
vecteur p, appelé vecteur courant. 1l a pour direction celle
du courant et pour longueur sa densité. Qu’on vous donne le
vecteur p en un point, vous connaitrez l'intensité dans un
tube de courant ayant pour section un élément de surface
quelconque ds passant par ce point: ce sera le flux [pds]du
vecteur p & travers I'élément do.

49. Extension de la premidre loi de Kirchhoff. — Je consi-
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dére un point O d’un réseau; je I'enveloppe dans une sur-
face S. Dire que la somme algébrique des intensités £ des
courants qui aboutissent au point O est nulle, c’cst dire que
le flux total des courants p 4 travers la surface S est nul.

Sous cette forme, il est visible que laloi est générale, car,
si l'on trace une surface sur la plaque de Kirchhoff, les tubes
de courant qui y entrent en sortent avec le méme débit, de
fagon que le flux entrant total est nul. Ainsi :

Le flux total de courant a travers une surface fermée
quelconque tracée dans le systéme est nul.

50. Force contre-électromotrice de 'effet Joule. — Elle est
toujours résistante, c¢’est-a-dire contraire au courant comme
les forces de frottement. Quant 4 sa grandeur, nous allons
la calculer par la loi d'Ohm. Considérons un élémenl cylin-
drique MN ainsi défini: ses génératrices paralléles au courant p
ont pour longueur ds; sa section droite est da. Par définition
du vecteur p, I’élément dods est parcouru dans le sens des
geénératrices par un courant d'rintensité

i —=pds.

D’aprés les lois d’Ohm, il offre une résistance r propor-
tionnelle a sa longueur ds, inversement proportionnelie a sa
section ds et & sa conductibilité G

__ ds
" Cds

r

La force contre-électromotrice de I'effet Joule a pour valeur
absolue
ds
Cds

7L =

Xpdc:{%ds.

Cette expression nous apparait comme le produit du vee-
teur %’ par la longueur ds. Mais I'élément ds a été pris dans
la direction méme du vecteur p. Quelle expression doit-on
prendre si I'élément ds — MDP est oblique a4 p? La réponse
est dans I’exploration de la plaque de Kirchholf par I'électro-

métre (n° 47): déplacez en effet le contact avec 'électro—
métre le long de la ligne équipotentielle depuis le point P
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jusqu’au point N ou la ligne de courant p issue de M ren-
contre la ligne équipotentielle; I'électrométre ne sera pas
influencé par ce déplacement de P en N. Donc la force

contre-¢lectromotrice de Joule est g % MN. C’est le produit

du vecteur %par la projection de dssurlui, produit que nous

désignons avec Grassmann, pal‘g ds. La force contre-élec-

tromotrice de Joule d’un point A & un point B d’un conduc-
teur est donc représentée en grandeur et en signe par I'in-

B
; r
tégrale — f %
v G

51. Force électromotrice de l'effet Peltier. — Elle a un sens
invariable, contrairement a celle de I'effet Joule; d'autre part,
il suffit que le courant traverse la surface de séparation de
deux métaux pour que la force électromotrice se manifeste
avec une grandeur constante, que le courant soit normal ou
oblique & la surface de séparation. La mesure de cclte con-
stante suffit & nos formules, mais il convient d’expliquer I’ap-
parence paradoxale de cette force et de la rendre comparable
a celle de Joule qui est répandue dans le volume : Imaginez

ds.

- ¢ de mémes dimensions physi £ 1
un vecleur e de memes dimensions p 1y51ques que = norma

G
a la surface de soudure AB, de grandeur déterminée, a chaque

distance de AB, mais n'ayant de valeur sensible que dans
une couche de passage de trés petite épaisseur e. L'intégrale
du vecteur e suivant une ligne CD quelconque, oblique a AB

est
D
E=f e|ds.
c

Elle sera la méme quel que soit le chemin suivi a travers
la couche de passage, pourvu qu'on la traverse toul entiére.
Cette intégrale est une force électromotrice, Elle jouit de
toutes les propriétés de la force électromotrice correspon-
dante a leffet Peltier.

Ce qu'on vient de dire pour les effets Joule et Peltier peut
étre répété pour l'effet Thomson et pour les forces électro-
motrices d’origine chimique.
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593, Extension de la deuxiéme loi de Kirchhoff. — Des nes 50
et 51,1l résulte qu’on peut définir en chaque point deux vec-
teurs représentant les forces électromotrices : le vecteur e

pour les générateurs et les récepteurs; le vecteur — g pour

I'effet Joule. Avec ces notions, la force électromotrice entre

deux points est I'intégrale de la somme e — —g et la deuxiéme

loi de Kirchhoff s’énonce ainsi :

Suivant tout contour fermé tracé dans les conducteurs,
Uintégrale de la force électromotrice est nulle.

1l est aisé de constater que la loi s’applique & la plaque de
Kirchhoff et aux conducteurs a trois dimensions, comme aux
réseaux de conducteurs filiformes.

$3. Conclusions. — 1° J'ai défini en chaque point du con-
ducteur un vecteur courant et un vecteur force électromn-
trice.

2° Le flux du courant @ travers une surface quelcongue
est nul. Cest la premiére loi de Kirchhoff.

3° Lintégrale de la force électromotrice le long d’un
contour quelconque tracé dans le conducteur est nulle.
C'est la deuxiéme loi de Kirchholff.

§ 2. — Eztension des lois de Kirchhoff au régime variable
et aux diélectrigues.

54. Introduction. — Les deux lois de Kirchhoff générali-
sées sont

19 Le flux du courant & travers une surface fermée quel-
conque est nul;

22 L'intégrale de la force électromotrice ie long d’un con-
tour quelconque tracé dans le conducteur est nulle.

Je vais les étendre aux courants en régime variable et aux
diélectriques au moyen de deux notions nouvelles relatives
aux diélectriques : le courant de déplacement pour la pre-
miére Joi et la force électromotrice électrostatique due a la
différence de potentiel pour la deuxiéme loi. Il me suffira
d’analyser une expérience bien connue.
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85. Charge d'an condensateur par le courant d'une pile. —
Sur le circuit PCABGP d’une pile P plagons une clef C, un
condensateur AB et un galvanométre balistique G ( fig. 7).

Fig. 7.
G

o]

C

L’expérience montre que I'ordre dans lequel se succédent ces
objets est indifférent. Au moment ot 'on ferme la clef G, un
courant de courte durée parcourt le circuit.
Soit i son intensilé comptée positivement dans le sens PAB.
Pendant sa durée totale, le courant débite une quantité

d’électricité
g = f [dt

mesurée par le galvanométre.

Une premiére loi expérimentale est celle-ci :

Les faces A et B du condensaleur prennent des charges
respeclivement positives et négatives qui, mesurées par des
procédés électrostatiques (par exemple Pattraction des deux
armatures), se montrent proportionnelles au débit ¢ enre-
gistré par le galvanométre.

Ces charges sont exactement + ¢ et — g, si I'on adopte
Vunité électromagnétique de quantité d’électricité.

Elles sont réparties sur la surface S du condensateur, de
sorte que la densité superficielle est Z Dans ce systéme

d'unités, sysiéme électromagnétique, le coefficient &k dela loi
de Coulomb {F = kql—qg> a les dimensions du carré d’une vi-

tessc et Pexpérience monire que cette vitesse est celle de la
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- . 1
Iumiére. Je remplacerai la constante & par g Ppour me con-

former a la notation de Maxwell. Dés lors, la force élec-
trique X du champ entre les deux faces du condensateur est
liée a sa charge ¢ mesurée au galvanométre par la formule
de I'électrostatique

(1) X:%rc

W

Une deuxiéme loi expérimentale est que le courant s’ar-
réte quand la différence des valeurs du potentiel ¢ entre les
armaturcs A et B est égale a la force électrometrice E de la
pile de charge mesurée par les procédés dynamiques :

(2) E = pa— gu-

Ces deux lois contiennent la généralisation de celles de
Kirchhofl, comme je vais I'expliquer.

56. Extension de la premiére loi de Kirchhoff. — Je consi-
dére une surface fermée = qui enveloppe 'armature posi-
tive A du condensaleur, mais qui laisse 'armature B a 'exté-
rieur. A travers cette surface et a I'époque ¢ de la période de
charge je considére deux flux : celui du courant p qui pénétre
par le conducteur de charge, savoir :

. dg .
(1 flux p =i = 0

puis le flux de la force électrique X qui sort par la partie de
la surface située entre les deux armatures du condensateur;
c'est, d'aprés la formule (1) du n° 55,

_i=
X.S = X7

Le flux entrant de ce chef dans = est

(2) ﬂuxX:—%mq,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXTENSION DES LOIS DE KIRCHHOFF. 65
d’oti I'on tire en dérivant par rapport a ¢

. dX 4w dg
(2) floxZt =K ar

Des relations (t) et (2) on dédunit celle-ci
K dX)

(3) flux <p~+—47c 7

K dX
dt
fagon que le flux total de ces deux vecteurs est nul; p, est le
courant de déplacement de Maxwell; p +- p, est le courant
total, il se réduit & p dans un conducteur parfait, & p, dans
un diélectrique parf'ail. La premiére loi de Kirchhoff' se
généralise donc ainsi :

Ainsi, le vecteur = p; compléte le vecteur p de

Le flux du courant total a travers une surface fel mée
quelcongue est nul.

57. Extension de la deuxiéme loi de Kirchhoff. — ILa for-
mule (2) qui représente la deuxiéme loi du n° 55 s’écrit

0:E+<PB_‘PA-

Donc gy — ¢4 est une force électromotrice qui équilibre E;
par délinition du potentiel, c’est I'intégrale changée de signe
de la force électrique X suivant le chemin AB. IVaprés cela,
s un contour fermé contient une partie AB dans un di-
électrique ot régne la force électrique X, il en résulte sur
ce contour une force électromotrice égale a Uintégrale
de — X =P, le long de AB. Elle équilibre les autres forces
¢électromotrices E du contour mesurées par des procédés
dynamiques.
Ailnsi, on trouve en chaquc print une force ¢lectromotrice :

P dans le conducteur, P, dans le diélectrique. Si le champ
magnélique est variab]e, I’étude des courants d'induction
nous enseigne qu'il faut ajouter a I'intégrale des forces élec-
tromotrices le long du contour la dérivée changée de signe
du flux de I'induction magnétique o a travers ce contour.
Telles sont les forces électromotrices que l'expérience ré-
véle. Pourvu qu’on en tienne compte, I'énoncé de la deuxiéme
loi demeure inchangé :

Scientia, n° 19. 5
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La force électromotrice tolale qui régne dans tout con-
tour fermé est nulle.

K8. Verifications expérimentales des lois de Kirchhoff géné-
ralisees. — Klles résultent de I'exploration bien connue du
circuit par l'électrométre. Aux deux points D, E du cir-
cuit PDEP de la pile P, on établit une dérivation DABE conte-
nant un électrométre AB (fig. 8). Au moment ou 'on établit
ce circuit dérivé, un courant instantané le parcourt; bientot
Péquilibre s'établit. A ce moment les lois du n° 5% donnent
les résultats suivants :

Premiére loi. — 1° Dans les conducteurs DA et BE le cou-
rant est nul;
2° L’intensité est la méme dans les branches PD, DE, EP.

Deuziéme loi. — Les équations d’équilibre des circuits
PDEP et DEBAD sont respectivement :
(1) E—Ri=o,
(2) YA— ou — 1 = o.

Dans ces formules, les notations sont les mémes que précé-
demment, avec cette seule modification que R est la résistance

du circuit PDEP, et » celle de la portion DE.

Fig. 8.

Ces résultats, est-il besoin de le dire, sont vérifiés par
P’expérience.

59. Champ électrostatique créé par les courants, — Dans
Pexpérience du ne 58, rien n'empéche d’é¢loigner progressi-
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vement les deux armatures du condensateur AB qui forme
I'électrométre et de diminuer leurs surfaces autant qu'on veut,
jusqu’a faire disparaitre les parties métalliques DA et BE.
Tout le chemin DABE sera alors tracé dans le diélectrique
et I'équation (2) n° 58 deviendra

YD — P -— ri =o.

Donc ¢p— gg n'est pas nul. Ceci nous montre que, méme
en Pabsence de toul condensateur, de tout circuit dérivé
ouvert, 'existence d’un courant entraine un champ électrique
dans le milieu environnant. Ce fait est bien manifesté par
I'expérience, car, dans les courants de forte tension, il n'est
pas rare de voir éclater des étincelles d'une partie a une
autre du fil conducteur.

60. Conclusions. — 1° Dans la charge d’'un condensateur
par le courant d'une pile, j’ai puisé deux notions relatives aux
dié¢lectriques : le courant de déplacement et la force électro-
motrice due a la différence de potentiel.

I’y ai trouvé aussi ces deux lois :

29 Le flux du courant total 4 travers toute surface fermée
est nul;

30 La force électromotrice totale qui régne dans tout con-
tour fermé est nulle.

La notion de déplacement électrique est due a Maxwell
( Traité d’Electricité, nos 60 et 61); mais, étant introduite dés
les débuts de I’électrostatique, elle n'offre pas la méme clarté
qu’ici et parait assez arbitraire dans I'Ouvrage du grand
physicien. La loi du fluix du courant total s’y trouve éga-
lement. Au n® 61 elle apparait dans sa vraie signification;
dans I’équation (E) du n°® 607, elle apparait comme une con-
séquence mathématique d'une hypothése sur le champ ma-
gnétique di 4 un courant ouvert; nulle part elle n’apparait
comme un fait expérimental directement observable. Quant
4 la loi sur les forces électromoltrices, les formules de Maxwell
ne sauraient y conduire. Je la crois nouvelle. Il est intéres-
sant de constater que les deux lois ne sont que des extensions
de celles de Kirchhoff.
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§ 8. — Equations générales de 'électricité dans les corps
en repos.

61. Introduction. — Je suis arrivé aux deux lois fondamen-
tales de I’électrodynamique :

17 loi. Le flux du courant total a lravers toule surface
Jermée est nul.

2¢loi. La force électromotrice totale dans tout circuit
Jermé est nulle.

Je vais en expliquer I'interprétation mécanique et en for—
muler{’expression analytique. J'aurai ainsi les deux équations
fondamentales de 1'électromagnétisme. Je les appliqueral
au cas particulier des conducteurs parfaits et des diélee~
triques parfaits. Enfin je comparerai mes résultats a ceux de
Maxwell.

62. Interprétation mécanique des deux lois fondamentales.
— Les éléments qui entrent dans les deux lois s'interprétent
ainsi :

Le courant total w« de la premiére loi est ka vitesse de la
coordonnée électrique ¢ ; 1l est égal au courant de con-
duction p dans les conducteurs parfails, au courant de dépla-
cement p, dans les diélectriques parfaits, dans tous les cas,
ap+p—u

Passons & la deuxiéme loi.

Le vecteur force électromotrice appliquée U comprend
plusieurs parties : celle de Joule, égale au quotient du cou-

rant par la conductibilité¢ P = _—GE’ elle se trouve dans les

conducteurs et correspond au frottement; la force électrique
. . 4T

changdée de signe Pi—=— X = — *T- p1dt se trouve dans

les diélectriques et correspond & la réaction d’un ressort. La
force électromotrice des générateurs et des récepteurs P,
correspond & la force appliquée venant des générateurs et
récepteurs dynamiques tels que chutes d’ean et machines-
outils. L'intégrale de ces forces le long d'un circuit fermé

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EQUATIONS GENERALES DE L'ELECTRICITE. 69

représente le travail total des forces appliquées pour le dépla-
cement électrique virtuel 8¢ —1 le long du circuit.
Il faut y ajouter le travail des forces d'inertie. Ces forces
d’inertie électrique, ce sont les forces électromaltrices d'in-
. . dd
duction (n°® 45, 4°); leur travail virtuel, c’est — o (n°10);
c'est la dérivée changée de signe du flux de I'induction ma-
gnétique a (n° H) a travers le circuit. Clest, en d’autres

da L .
termes, le lux du vecteur — =7 ou — @, dérivée changée de

signe du vecteur inductlion magnétique a.

Le travail virluel total ainsi calculé pour le déplacement
€9 =1 le long d’un contour fermé doit &tre égalé a zéro, et
cette égalité doit éire satisfaite pour tous les contours fermés
imaginables. (DUest la deuxiéme loi de Kirchhoff généralisée.

L'interprétation des deux lois est évidente : la premiére
loi correspond a la liaison d’incompressibilité de ’hydrody-
namiquc; la deuxiéme loi exprime que le travail total des
forces est nul pour tout déplacement 84 compatible avec la
liaison d’incompressibilité.

Elles doivent donc contenir les équations générales de
Pélectricité pour les corps en repos. Les équations sont de
deux sortes suivant que l'on considére, soit la masse d’un
milieu continu, soit la surface de séparation de deux milieux
différents. Je vais établir ces équations.

63. Equations indéfinies dans un milieu continu. — Appli-
quezla premiére loi a la surface du parallélépipéde dx dy dz,
dont le premier sommet O a pour coordonnées x, ¥, 5 (fig.9),
et calculez pour le vecteur (v, v, w) le flux sortant de cette
surface : a travers la surface OBC=dyds, le flux est
— udy ds; a travers la face paralléle menée par A, le flux

est +<u + Qd.t) dy dz; soit au total % dz dy dz. On

trouve de méme les flux a travers les couples de faces dz dx
et dx dy. Egalez la somme a zéro et supprimez le facteur
commun dx dydz, vous tronverez

(0 du+ fiﬁ dw
) dx dy_*_% =0

C’est I'expression de la loi d’incompressibilité. En appli-
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quant la deuxiéme loi aux contours qui limitent chacune des
trois faces OAB, OBC, OCA du méme parallélépipéde, on

trouve par un raisonnement semblable

AW dv ,
s dy ~ ds @=0
dU dW .
(2) Vds T dz —b=o
'(iV av
dx dy—c‘_o

Dans la notation de Grassmann, les équations (1) et (2)
s'écrivent

() -

(¢f. MAXWELL, n® 607),

(In) l[d;.i_U]*a'zo

{cf. MaxweLL, éq. (A), (B), (I); nos 591, 598, 611).
Suivant que le corps ou est pris le point O est conducteur
ou diélectrique, ces équations deviennent

-;; p=o, l% (—% -+ Pz) =a' (conducteur),
X d
% % C(Zi—t =o, \ Tz (—Xa-Py)=d (diélectrique).
14
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Si la masse est homogéne, il faut supposer en outre P, nul,
C (ou K) constant

64. Equations a la suriace de séparation de deux milieux.
Prenez les axes Oz, Oy paralléles 4 la surface et I'axe Oz
perpendiculaire, puis appliquez comme au numéro précédent
les deux lois a I’élément dx dy dz, vous obtiendrez, en affes-
tant d’un accent les lettres relatives au second milieu, les
¢quations

(1I1) U=U), V=V, w=uw.

Elles s’énoncent ainsi : Les composantes tangentielles de
la force électromotrice sont continues; les composantes
rormales du courant total sont continues. Trois cas se pré-
sentent suivant que les milieux sont tous deux conducteurs,
tous deux diélectriques ou 'un conducteur et 'autre diélec-
trique. Les équations s’écrivent dans les trois cas respecti~
vement

S
. ) , di , dL’

(2) X—Pp=X —PFP;, Y—-Q=Y 1 K=K —;
K d%

() B—Pi=x =P, L-Q=Y —Q  r=g
En particulier, si chacun des milieux est homogéne, P,, P},
Q,, Q) sont nuls.
Si de plus le champ initial (X, Y, Z) est nul, 'intégration
des deux derniéres équations de la derniére colonne donne
respectivement

KZ = K'Z, f,- ar—= X 4.
4

65. Equivalence des deux lois fondamentales avec le systéme
des équations (I), (II), (ITI). — Les deux lois, nous ’avons vu,
entrainent Jes équations (I), (IT) et (I11). Réciproquement,
ces équalions étendues a tout P'espace suffisent pour assurer
la vérification des lois. On le voit par un raisonnement clas-
sique que je ne reproduirai pas ici. Si elles sont étendues
seulement & un volume tel que Dellipsoide, elles assurent
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encore la vérification des deux lois dans tout Dlintérieur
de P'ellipsoide; mais, si le volume a la forme d’un tore, par
exemple, il faut encore exprimer que la deuxiéme loi est -
vérifice pour un contour pris dans le volume et faisant tout
le tour du tore; on pourra choisir, par exemple, la circonfé-
rence décrite par le centre du cercle méridien du tore. La
nécessité de vérifier la deuxi¢me équation de Kirchhofl sur
ce contour tient a4 ce gqu'un pareil contour ne peut pas étre
remplacé par un ensemble de contours infiniment petils pris
dans le tore (¢f. MaxwELL, t. I, no* 18 et suivants).

66. Comparaison de notre théorie avec celle de Maxwell. —
L’équation (1) est dans Maxwell; la formule (I1), quoiqu’en
-divergence avec Maxwell, conduit, pour les conducleurs
d’une part el pour les diélectriques d’autre part, aux mémes
€quations que celles qu'on peut déduire des formules (A),
{(B), (I) de Maswell (n°s 391, 598, 611). Une différence fon-
damentale est toutefois dans linterprétation des diverses
forces électromotrices que Maxwell semble confondre entre
elles.

Les différences s’accentuent dans les formules du n°® 64 :
les équations (1) concordent avec celles qu’on trouve dans
Maxwell au n° 310, mais je n’y trouve pas les formules (2)
et (3), que je crois nouvelles.

Deux caractéres différencient notre théorie de celle de
Maxwell. C’est, d’une part, la considération exclusive des
contours fermés pour écrire les équations de I'équilibre dy-
namique de 'électricité et, d'autre part, la distinction et
la localisation des diverses forces électromotrices. Je place
exclusivement celle de Joule dans les conducteurs et celle
qui vient des différences de potenticl dans les diélectriques.
Les deux espéces de force se trouveraient ddns les diélec-
triques imparfails.

Notre méthode semble s’imposer par sa simplicité, par
-I'absence d’hypothése, enfin par Pinterprélation mécanique
que j’ai exposée au n° 62 ct qui fait rentrer les lois de I'élec-
tromagnétisme dans le principe général des travaux virtuels.

67. CGonclusions. — 1° J'ai donné |'interprétation mécanique
des deux lois fondamentales de '¢lectricilé :
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La premiére est la condition d'incompressibilité relative
aux déplacements électriques.

La deuxiéme est l'expression du principe des travaux
virtuels pour les déplacements électriques compatibles avec
lIa condition d’incompressibilité.

Il ne s’agit plus ici, comme dans la premiére partie, d’un
systéme a haisons dont le degré de liberté est un nombre fini;
c’est un milieu indéfini analogue & un fluide incompressible,
avec les assimilations suivauntes :

a. Les inconnues, en nombre infini, sont les valeurs du

déplacement électrique ¢ == [ u dt en chaque point du milien,

ces déplacements devant satisfaire a la loi d’incompressibilité.

b. L'énergie cinétique T est unc intégrale de volume que
nous déterminerons plus loin (§ 5). Il suffit ici de connaitre
le travail des forces d’inertie pour le déplacement 8 =1 le
long d’un contour fermé. L’expérience enseigne que c’est le
flux du vecteur — a’ a travers le contour,

¢. Les forces appliquées Q sont les forces électromotrices
des générateurs, des récepteurs, de 'effet Joule et du diélec-
trique. :

29 J'ai donné Pexpression analytique des deux lois dans
les milieux continus. Ce sont deux équations aux dérivées
partielles :

L’équation numeérique (1) pour Ja lot d’incompressibilité;

L’équation vectorielle (II') pour la loi des travaux virtuels.

30 Aux surfaces de discontinuité, ce sont les équations (111),
savoir :

La continuité de la composante normale du courant total,
pour l'incompressibilité;

La continuité de la composante tangentielle de la force
électromotrice appliquée, pour les travaux virtuels.

4o Jai comparé la présente Lhéorie & celle de Maxwell,
tant pour les résultals que pour la méthode suivie.

§ 4 — Le probléme de U'électromagnétisme
et U’électrooptique.

68. Introduction. — J’ai été eonduit & deux lois fondamen-—
tales donnant les équations générales de I'électricité, tant
indéfinies qu'a la surface de séparation de deux milieux.
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Elles contiennent le courant p, la force électrique X et I'in-
duction magnétique a. Dans les corps parfaitement conduc-
teurs ou isolants, un des deux premiers vecteurs est nul et il
reste en chaque point deux vecteurs inconnus. Un autre
groupe de relations est nécessaire pour déterminer les phé-
nomeénes. On peut l'obtenir dans le cas ol les corps ne sont
pas magnétiques : l'induction a@ se confond alors avec le
champ magnétique =z, et celui-ci est donné par la loi de Biot
et Savart généralisée. Je vais exposer ce sujel, montrer ses
liens avec 'optique et en tirer une conséquence sur la nature
des diélectriques.

69. Loi de Biot et Savart. — Une maniére de la formuler
est celle-ci : §¢’on suit une ligne K qui embrasse un cir-
cuit conducteur G ou circule un courant fermé d’inten-
sité i ( fig. 10), Uintégrale de la force magnétigue due au

Fig. 1o0.

X

courant est {ni. Or f est le lux du courant p 3 travers une
surface arbitraire limitée par le contour K. Admettons que
cette loi soit vraie encore pour les courants de conduction
ouverts; je peux déformer la surface arbitraire jusqu’a
Pamener entiérement dans le diélectrique. Pour que 'expres-
sion conserve la méme valeur, il faut alors remplacer le cou-
rant de conduction p par le courant de déplacement p,. En
un mot :

L’intégrale de la force magnétique suivant tout contour
Jfermé égale le flux du courant total multiplié par f=.

L’expression analytique de cette loi s'obtient comme au
paragraphe 3; c’est, pour les milieux continus,

d \ u = p dans les conducteurs,
S-a=4nu { K dX . .
dz ( w=p = indr dans les diélectriques,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



KELECTROMAGNETISME ET ELECTROOPTIQUE. 75

et aux surfaces de discontinuité
a=0, Bp=4g.

A ces équations, il convient d’ajouter celles de 'incompres~
sibilité du vecteur induction magnétique, incompressibilité
qui a été rappelée au n° 5; ces équations sont, comme aux
nos 63 et 6h,

d . .
x| @ = o pour les milieux continus,

¢ = ¢' pour les surfaces de discontinuité.

Dans notre hypothése des milieux non magnétiques, a,
b, ¢ sont égaux respectivement a4 a, 3, v.

70. Equations du courant de conduction et de la force élac—

trique. — Nous avons obtenu les deux équations vectoriclles
d d
— U=« —a=4Tnu
dx ’ dx N

Pour ¢liminer «, je fais sur la premiére I'opération repré-
d . 4
sentée par le symbole)——. Puls je remplace | - 2, dans le
P M an J p az
second membre, par sa valeur 4mu, tirée de la deuxiéme
équation. J'obtiens

dld ,
‘E.d—iU—:iﬂu.

Suivant que le milieu est conducteur ou diélectrique, cette
équation s’écrit

d| d P _ dp

() Zz 'J;(—E+P’> = AT
. d|d X
(2) \% _x(—X—PP,):K?{F-

Si le milieu est homogéne, P, est nul; C (ou K) est con—
stant. Sile milieu est cristallin, cette constante doit étre rem-
placée par un sysiéme de constantes, un systéme linéaire
définissant une fonction vectorielle linéaire.
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71. Détermination du probléme de l'électromagnétisme.
Par une surface, j’isole dans un champ un systéme de con-
ducteurs et de diélectriques parfails et non magnétiques.
Dans chaque milieu, on connait I'équation vectorielle indé-
finie du courant de conduction p ou de la force électrique X
(éq. 1 ou 2 du n° 70). Elle est du second ordre par rapport
aux coordonnées. On connail en outre 1'équation vectorielle
a chaque surface de discontinuité (n° 64). Qu’on fournisse les
données suivantes : 1° p ou X en chaque point a 'origine du
temps, 2° ces vecteurs et leurs dérivées suivant la normale a
la surface limite, a toute époque, le probléme du calcul de p
et X dans tout I'espace et i taute époque sera déterminé.

72. Rapprochement avec la lumiére; constitution des dié-
lectriques. — Le probléme se pose de la méme facon en
optique; or mes recherches sur la surface de onde et la dis-
persion des couleurs dans les cristaux m’ont conduit préci-
sément a4 I'équation obtenue pour les diélectriques, qu’ils
solent isotropes ou cristallisés. L'identification des deux
théories est donc faite. L’équation des diélectriques donne
la théoric de la propagation de la lumiére et la diffraction;
les équations de deux diélectriques, jointes a I'équation a la
surface de séparation, donnent la réflexion et la réfraction;
les équations d'un diélectrique et d’un conducteur, jointes a
I'équation & la surface, donnent la réflexion métallique.

Une anomalie pourtant est remarquable : tandis qu’en
électricité K est une constante caractéristique du milieun
seul, c’est en optique une fonction de la longueur d'onde
sauf dans I’éther du vide. De plus, certaines radiations sont
absorbées, le corps s’échauffe. Ce phénoméne correspond a
un dégagement de chaleur de Joule. Pourtant le diélectrique
ne donne passage & aucun courant permanent sensible, 11 faut
donc admettre que le diélectrique est formé de corpuscules
conducteurs séparés par un isolant. Ce systéme agit comme
un condensaleur complexe. Cette constitution explique en
électricité la capacité plus grande d’un condensateur avec un
diélectrique quelconque qu'avec le vide; en optique, elle
explique : 1» 'échauffement du corps par les courants alter-
natifs dans les particules conductrices; 20 la niécessité de con-
sidérer, en chaque point, deux vecteurs, la valcar moyenne
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du courant de conduction p et la valeur moyenne de la force
¢lectrostatique X, nécessité a laquelle m’a conduit I’étude di-
recte de la dispersion des couleurs ().

73. Conclusions. — 1° J'ai donné les équations aux dérivées
partielles du courant de conduction dans les conducteurs et
de la force électrique dans les diélectriques parfaits;

2° J'ai expliqué que ces équations, jointes aux éguations
chaque surface de discontinuité, permettent de calculer ces
vecteurs quand on connait les conditions initiales et les con-
ditions aux limites du champ;

3o J'ai montré le lien de ces équations avec celles de 'op-
tique;

4° De la comparaison des résultats des deux théories, j'ai
déduit uue conséquence sur la constitution des diélectriques.

Cetle derniére remarque est, je crois, nouvelle; les aulres
notions étalent connues, il était bon de les réunir ici en les
précisant avec nos formules.

3. — Energie élecirique.

74 Introduction. — Les équations du mouvement d'un sys-
léme a liaisons s'expriment en écrivant que le travail total
des forces appliquées et d'inertie est nul pour tout déplace-
ment virtuel compatible avec les liaisons. Pour avoir I'équa-
tion différentielle de I'énergie, on écrit la méme condition,
non plus pour un déplacement virtuel quelconque, mais pour
celui qui se produit effectivement dans le temps d¢. Au pa-
ragraphe 2, nous avons appliqué la premiére de ces deux
régles; nous allons appliquer la seconde.

Le déplacement qui se produit peut étre décomposé en une
infinité d’autres : ils correspondent a tous les déplacements
effectifs dg qui se produisent dans le temps d¢ suivant les
divers Lubes de courant que l'on trouve a I'époque ¢. Il me
suffira de considérer un de ces tubes et d'ajouter au résultat
ceux qu’on trouverait en considérant les autres tubes.

(1) Dans la plupart des di¢lectriques imparfaits, celte conduction,
limitée aux particules et qui forme la polarisation du diélectrique, est
accompagnée d’une conduction proprement dite trés faible.
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75. Equation de I'énergie. — Considérons une ligne de cou-
rant C dont I'élément est dz, et une surface S limitée par C.
Soit v la normale a I’élément dS. L'équation d’équilibre des
forces sur le contour G est, d’aprés le paragraphe 1,

(1) . jc‘Uldx—fv[a’dS:o.
s

Je considére un tube de courant infiniment mince ayant
pour axe cette ligne; soit £ son intensité, En multipliant par
idt les deux membres de l’equatlon (1), Jaurai la partle de
I'équation de I’énergie qui correspond a ce tube, savoir

(2) d:(fuudx—ifvla'ds):o.
[H “'§

La deuxiéme intégrale est prise sur une surface arbilraire,
11 faudrait une étude préalable pour arriver a choisir les sur-
faces correspondant aux divers tubes de courant de facon a
éviter qu'elles s'entre-croisent, ce qui serait nécessaire pour
faire la sommation relativemeni & ces tubes. On tourne la
difficulté en transformant 'intégrale de surface en une inté~
grale de ligne. Pour cely, Jobserve que Pinduction magné-
tique a satisfait, par définition, 3 la condition d'incompres-

P 4 .
sibilité Zz—} a —=o. On sait que, dans ce cas, on peut trouver

une distribution (et méme une infinité de distributions) d’'un
vecteur F satisfaisant a la relation

d
,‘* F,
\dx

a =

d'ol1 'on déduit, en dérivant par rapport au temps,

(3) =

Je porte cette valeur de ' dans I'intégrale de surface et
jobtiens

ifv(a'd5=if<vdiw) dS=ifF’|dx.
s 5 z C
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L’équation (2) s’écrit done
d,zf(U_F')[idx—_—o.
c

Or Zdx est le produit du vecteur courasl « par 'élément
de volume d~ de la partie du tube de courant qui a pour lon-
gueur dz. Ainsi, la partie de I'équation de I'énergie qui cor-
respond a4 un tube de courant est exprimée par une intégrale
étendue aux seuls éléments ¢t de ce tube. On aura Péquation
compléte en étendant les intégrales a tout l'espace. L'équa-
tion différentielle de énergie est en résumé

%) o=dtf(U—F’)|ud1=dt(fU|ud—.—fF’]udr>.

76. Diverses espéces d'énergie électrique. — D’apréslesidées
exposées au paragraphe 3, le premier terme de I'équation (4)
représente le travail des forces appliquées; le deuxiéme terme
représente le travail des forces d’inertie. Le produit de la
deuxiéme intégrale par d¢ représente donc la variation dT de
I’énergie cinétique; la premiére intégrale est la puissance ré-
sultant des diverses forces appliquées. Cette puissance con-
tient elle-méme deux parties : la premiére & vient de I'é-
change d’énergie du systéme avec I'extérieur; elle contient
I’énergie des piles, des effets Peltier, Thomson et Joule; elle
est analogue a la puissance résultant des générateurs, des
récepteurs ct des résistances passives de la mécanique ordi-
naire. La seconde partie de la puissance vient de l'énergie
potentielle (W) due a la force électrique et que nous avons
comparée a celle d’un ressort bandé n° 62. Nous allons cal-
culer ces trois parties de 'énergie

4) ®dt— dW — dT.

T7. Travail des forces appliquées. Puissance des générateurs.
Energie potentielle du diélectrique. — La puissance des forces

appliquées est
d%
E‘ :f u [ u dx.

Si les corps en présence sont des conducteurs et des di-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8o THEORIE DE L'ELECTRICITE DANS LES CORPS EN REPOS.

¢lectriques parfaits, Dintégrale se partage en deux autres,
savoir :

(5) ¢ :f(- [ P,)‘p.dr étendue aux conducteurs,
4
d“ —f X+P ])E- ﬁ d= étendue aux dielectriques.

La premiére intégrale représente la puissance totale &
fournie au systéme par les générateurs, les récepteurs et
Peffet Joule. La seconde est la dérivée du travail produit par
les réactions du diélectrique. Elle dérive du potentiel

(6) w=X Xixa=E (p,Xd-
’ ™, 4

En général les forces électromotrices Py qui résident dans
les di¢lectriques sont négligeables et I'énergie potentielle se
réduil au premier terme :

(6) W = S%IXIXdr: S%I(XZ+Y2+Z2)dT'

78. Travail des forces d'inertie; énergie électrocinétique. —
Nous avons trouvé pour la différentielle de DI’énergie ciné-
tique (n° 75)

AT = dt fF’ludr.

II faut éliminer le vecteur auxiliaire I et revenir aux vec-
teurs a et a qui sont ceux que décéle I'expérience. Pour at-
teindre ce but, je remplace d’abord u« par sa valeur

d

r|e 2 B
P (n° 69).

4in

dT I . d .
P 47rfb ;l«azl

Dans cette formule, les dérivations du symbole 7 portent

U =

J'obtiens

sur «; en intégrant par parties, on les fait porter sur F' et

I’on obtient
f LR
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ou, en remplacant ({—iF’ par @’ (équation (3) du n° 75),

dT I ,
(7) m'—'é—ﬂfa]ad':.

S'il n'y a pas d'aimants dans le champ, a’ est égal a o et
cette formule (7) donne pour Pénergie cinétique

’ _L_ 2
(7} T = =y atdr.

79. Conclusions. — 1° Des équations de I'électromagné-
tisme, j'ai déduit celle de I'énergie électrique, comme des
équations de la dynamique on déduit I'équation de I'énergie
en meécanique rationnelle.

2° J'ai donné l'expression de chacune des énergics élec-
triques; c'est d’abord la puissance fournie au systéme par
Pextérieur ou inversement, puis I'énergie polenticlle dite
électrostatique, enfin I'énergie électrocinétique. Ces expres-
sions sont représentées par les formules (5), (6) ou (6), (7)
ou (7)".

Scientia, ne 19, f
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CHAPITRE II.

THEORIE DE L'ELECTRICITE DANS LES CORPS EN MOUVEMENT.

§1. — La théorie de Mazwell et {a roue de Barlow.

80. Introduction. — Dans la premiére Partie de ce travail
(Chap. 11, § 1), j'at précisé les assimilations qui permettent
de regarder un systéme de conducteurs filiformes parcourus
par des courants comme un sysléme a laisons de la méca-
nique rationnelle, savoir :

1° Les coordonnées sont de deux sortes, celles qui fixent
les déplacements des parties mobiles des circuits, et celles
qui fixent Jes déplacements électriques;

20 L'énergie cinétigue T contient deux parties, la demi-
force vive des parties mobiles des circuits et la fonction des
forces électromagnétiques ou énergie électrocinétique;

3o Les forces appliquées sont de deux sortes, les forces
purement mécaniques, comme I'effort de la main de I'obser-
vateur, puis la force électromotrice E — ri qui vient des gé-
nérateurs, des récepteurs électriques et de la résistance de
Joule.

Avec ces assimilations, j'ai appliqué les équations de La-
grange aux circuits filiformes mobiles, déformables ou non.
Elles déterminent le systéme en fonction du temps et sont
d’accord avec I'expérience.

Les équations de Lagrange donnent donc, pour les circuils
filiformes, des résultals tout a fait satisfaisants. Cela n’est
plus vrai si les conducteurs ne sont pas filiformes. Je vais le
montrer,

81. Les équations de Lagrange mises en défaut par I'expé-
rience de la roue de Barlow. — Considérons deux circuits
électriques constitnés de la fagon suivante (fig. 11): Le pre-
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mier ABCD est dans le plan du tableau; AB et CD sont deux
fils horizontaux; DA est un fil vertical sur lequel est une
pile P. Enfin, le second c6té vertical BC est constitué fpar
le rayon vertical d'une roue R perpendiculaire 4 CD, pleine,

Fig. 11,

métallique, et mobile autour de son axe DC. Le deuxiéme
circuit, formé par un solénoide, crée un champ magnétique a
de direction DC. Le flux magnétique qui, de ce fait, traverse
le circuit ABCD est nul; par suite I'induction mutuelle des
deux circuits est nulle et I'énergie électrocinétiqne du sys-
téme se réduit a la somme de leurs énergies de self-induction,
soil, en conservant les notations antérieures,

é(L,i} - Lya?).

Je suppose de plus que la roue R tourne. Soit 8 son angle
de rotation compté positivement dans le sens trigonomé-
trique pour un observateur placé suivant Ca, prolongement
de DC. (est le sensde la fléche f. Soit 1 le moment d’inertie

1 - 1 , . « 4.
de la roue; sa 5 force vive est ;IB”. L'énergie cinétique

totale du systéme est donc
T = %[w'z+ Lyé} + Lyéz ]

Les paramétres de mobilité du systéme, au nombre de trois,
dql . dqg

T ar
Les forces correspondantes a4 g, et ¢, sont respectivement
E,—ryi et E,— ryi,. Je désigne par () le moment des forces
extérieures (main de llobservateur, par exemple) par rapport

sontd, gy.g,, dontles vitesses sont 6'— —, ;=
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4 la roue. Les trois équations de Lagrange sont:

(1) - Q=16

. . di

o (2) Iai—r”,:L,Ftl,
. . di

(3) Ei—r,zz:L,ﬁ-

Elles renferment deux résultats contraires 4 I"expérience :

1° Aucune force électromagnétique ne tend a faire tourner
la roue [éq. (1)];

2° Le mouvement de la roue ne provoque aucune force
électromotrice induite [éq. (2)]-

Les faits sont ceux-ci :

1° La roue tourne spontanément sous l'action des forces
é¢lectromagnétiques;

2° La rolation de la roue provoque dans son propre cir-
cuit une force électromotrice induite.

Quant & la grandeur de clacune de ces forces, elle est
facile & deviner par la fiction suivante :

L’¢lément de circuit BC est emprunté i la roue pleine, de
sorte que le trajet du courant est fize dans {’espace et mobile
par rapport alaroue (!). Au lieu de cela, supposez que I'élé-
ment BC soit emprunté a un fil qui, au méme instant, ait
méme position et méme vitesse que le rayon BC : alors le
fil BC est le siége d’une force électromagnétique et d’une
force électromotrice induite que les lois des conducteurs fili-
formes nous permettent de calculer.

Ces forces sont justement celles qui affeclent le rayon BC
de la roue. Tel est le fait expérimental qu'il faut exprimer
pour avoir les équations exactes de la roue de Barlow.

82. Véritables équations de la roue de Barlow. — Nous
devons d’abord examiner les forces électromagnétiques qui
s'exercent sur la roue et leurs moments par rapport a I'axce
de rotation. Ces forces sont données par la loi de Laplace.
Soient r la distance CM d’un point M du rayon CB au centre,
dr la longueur d'un élément situé en ce point. La force qui

(') Voir ma réponse a M. Liénard sur ce sujet au n° 84, cn note.
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s'excrce sur I'élément dr a pour grandeur ai, dr; sa direction
est celle de 'axe Oy normal au plan du tableau ABCD, vers
la gauche d’un observateur debout suivant BC et regardant a,
C’est la direction méme du déplacement du point M dans la
rotation 80. Ce déplacement a pour valeur r 80; le travail de
la force électromagnétique est donc ai, 7 dr 88. La somme des
travaux des forces appliquées aux divers points de la roue

est ainsi
R

2
ai aof rdr = oi, o 80,
° 2

Le coefficient de 36 est le moment des forces électroma-
gnétiques par rapport a 'axe Cz, et ce moment doit étre
ajouté a celui des ferces appliquées (main de I'observateur,
par exemple).

La premiére équation des travaux virtuels, celle qui est
relative au parameétre 6, est donc

2
1) Qi o = 10",

Examinons maintenant la force électromotrice induite
daus la partie fictive BC du circuit, partie filiferme et mo-
bile avec la roue (fig. 12). Par le déplacement réel 49, le

Fig. 12.
D c s

v

A ——> B

rayon BC vient en B’C, de sorte que le circuit ABCDAYest
remplacé par ABB'CDA. Le flux magnétique du vecteur a
travers le circuit est nul dans la position initiale; dans la
position finale, il a pour valeur

Rz
a > CBB'C :—;—aTdO.

Tel est 'accroissement d® du flux; il en résulte une force
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électromotrice induite

do dR26,
T dr T T

Elle doit étre ajoatée & la farce électromotrice appliquée
E,— ryi,, de sorte que la deuxiéme équation des travaux
virtuels, celle qui est relative a la coordonnée électrique g,
du premier circuit, est

(2) By—riy—

aR? - di
V=g

‘Quant & la troisidme équation, ilm’y a pas lieu de la modi-
frer, c'est
. di,

3 Es —ryta =Ly —-
(3) 2 2 la i

1l ne reste qu'a remplacer le champ magnétique = par sa
valeur dans les équations (1) et (2). Or, le champ magné-
tique « est proportionnel au courant 7, et a un coefficient
qui ne dépend que des dimensions géométriques de Pappa-

. - .. 2K,
reil. Je peux donc désigner le champ « par T b de cette
fagon on a

— = Ki,.
2 2

On observera sans doute que, dans Ie calcul des deux forces
agissant sur BC, j'ai négligé le champ dit au courant &, lui-
méme, mais celle parlie du champ est normale au plan ABCD
et donne des résultats nuls dans les deux forces ici évaluées.

Pour conclure, les trois équations dynamiques du systéme
sont, en vertu de 'expérience :

(1) Q=—Ki i, 10",
. o di,
(11 (2) Ey—riii=+ K0 —i—-L,—ZE,
i
(3) Ey—ryis= + Ly —L:-

L’équation de I'énergie se déduit de ces équations en les
ajoutant aprés les avoir multipliées respectivement par
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dd = 8'dt, dg, =i dt et dg,—1i, dt. Cetie addition fait dis-
paraitre les deux termes en K que nous avens di ajouter aux
équations (1) et {2), de sorte qu’en retrouve bien Paxpression
de l'énergie cinétique du n° 81, comme si ces termes ajoutés
n’axistaient pas, saveir

T = é[w'z+ Ly 2 + Lyid].

Les équatiens (II) sont incompatibles avec le systéme (1)
(ne 81) des équations de Lagrange.

La théorie de Maxwell doit-elle donc étre abandonnée?
Dans sa forme, qui consisie & appliquer les équations de
Lagrange, nécessairement oui;<mais, dans le fond, je ne le
pense pas, parce que Jes équations de Lagrange ne sout pas
toujours applieables aux systémes a liaisons. J'ai montré, au
sujet du cerceau, qu’elles sont en défaut guand les para-
métres de mobilité ne sont pas da véritables coerdonnées ().
Examinons les choses & ce point de vue.

83. Adaptation de la théorie de Maxwell 4 la roue de
Barlow. — L’'état du systéme estil bien connu quand on
domne les trois paramétees 0, g,, ¢g,? Oul, s'il s’agit des con-
ducteurs filiformes ou le courant traverse toujours les mémes
particules matérielles, mais non dans le cas de la roue de
Barlow, ou le.courant se déplace dans la roue.

Faites passer la quantité d'électricité g,, puis tournez la
roue de 0, la chaleur de Joule s’est dégagée sur le premier
rayon vertical; au comtraire, tournez la roue de 0 avant de
faire passer te courant : la chaleur se dégage sur un autre
rayon qui fait avec le premier I’angle 8. Pour faire connaitre
Iétat du systéme i 'époque ¢, il ne suffit pas de donner 9,
g4, Gs, il faut encere denner la loi des valeurs simultanées
des deux paramétres § et g,.

De méme, pour faire connaitre la position absolue du cer-
ceau, pour faire savoir sj, parti de Paris, il est arrivé a Bor-
deaux, Lyon, ou tout autre lieu, il faut .donner, non seule-
ment les valeurs actuelles des angles de marche, de conversion

(') E. CarvaLLo, Theorie du monocycle et de la bicyclette ( Journal
de U'Ecole Polytechnigue, 2° série, VI° et VII® cahiers).
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et de chute, mais aussi la loi des valeurs simultanées des
deux premiers paramétres a partir de 'origine.

L’analogie est manifeste et il y a lieu d’appliquer  la roue
de Barlow mes remarques sur le cerceau : La troisiéme équa-
tionde Lagrange subsiste, mais il faut compléter les deuzx
premiéres par certains termes aux produlils des vitesses.

Ce sont précisément les particularités qu'offre le sys-
téme (11) déduit de l'expérience. Malheureusement, tandis
que, dans le cerceau, la théorie permet de calculer les termes
complémentaires qui modifient les équations de Lagrange, il
faut ici les emprunter aux lois expérimentales de l'électro-
magnétisme, 4 cause de notre ignorance sur la constitution
€lémentaire du systéme mécanique qui nous occupe : nous
connaissons seulement ses paramétres de mobilité ¢, son
énergie cinétique T, et les forces appliquées Q. Cela suffit
quand les équations de Lagrange sont applicables, mais non
dans le cas contraire.

8%. Conclusions (). — 1° L’expérience de la roue de
Barlow montre que les équations de Lagrange ne sont pas
toujours applicables aux phénoménes électromagnétiques,
notamment dans le cas des conducteurs & deux ou trois
dimensions.

2° Elle offre une grande analogie avec le roulement du
cerceau, qui met en défaut les équations de Lagrange.

(') M. LiENARD ( Comptes rendus, t. CXXXIV, 20 janvier igo2,
p. 163) déclare que je commets une erreur en appliquant le dépla-
cement ¢lectrique virtuel a un tube de courant fixe dans I'espace.
Il veut que le tube de courant soit entratné dans le mouvement de
la roue. Je ne Vaccuserai pas i mon tour d'erreur, parce que je ne
prétends pas que la nature ait dévoilé ses secrels & moi seul et sa
maniére de voir pourrait bien étre justifiable, mais je prétends appli-
quer correctement le théoréme des travaux virtuels en imaginant tout
au repos, sauf le déplacement virtuel envisagé (voir n° 91).

M. Luiar TRAFELLY (L’Elettricista, t. VI, n° 1; 1qo7) prétend aussi
que je me trompe. Contrairement a M. Liénard, il adople I'analyse de
mon n° 82. Contrairement & moi, il conclut de celle analyse que les
équations de Lagrange sont applicables, mais il ne les applique pas, Je

me serais trompé en adoptant au n° 81 l'expression %(L,i?—% L)

pour Iénergie électrocinétique; mais il ne dit pas pourquoi et il ne
dit pas quelle est la bonne expression de cetle énergie.
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3* En conséquence, le fait que les équations de Lagrange
ne sont pas applicables a la roue de Barlow, loin de mettre
en défaut le principe des travaux virtuels, est plutdt une
confirmation de ce principe.

4° L’expérience de Barlow semble ainsi confirmer les deux
principes fondamentaux et d'ailleurs corrélatifs de Maxwell
I"énergie d’un systéme de courants est une énergie ciné-
tique; les forces électromagnétiques et les forces électro-
motrices d'induction sont des forces d'inertie.

§ 2. — Lois de I’inertie électrique.

83. Introduction. — Au paragraphe précédent, J'ai montré
qu'on obtient un résultat faux si 'on calcule les phénoménes
électromagnétiques offerts parla roue de Barlow au moxen
des équations de Lagrange, d’ ap((,s les idées de Maxwell. J'ai
donné les termes u)rrecufs qu'il faut ajouter aux équations
pour les metire d’accord avec 'expérience. Enfin, j'ai montré
I'analogie dynamique du cas de la roue de Barlow avec celui
du roulement du cerceau et la modification qu’il faut en
conséquence apporter a l'idée de Maxwell sur {application
de I'équation générale de la dynamique aux courants élec-
triques.

Or, les forces électromagnétiques et les forces électromo-
trices d’induction, considérées comme jforces d’inertie, sont
déduites par Maxwell des équations de Lagrange; de plus
I'auteur n’en domne nulle part un énoncé suffisamment cor-
rect et général. Il est donc nécessaire de revenir sur ce sujet
pour préciser les lois expérimentales de l'inertie électrique.

86. Examen critigue des énoncés de Maxwell. Deux forces
électromotrices d'induction. — Voici les énoncés de Maxwell,
condensés et modifiés dans la forme, mais respectés dans le

fond :

PrEMIERE LOI. ——~ Un élément de conducteur a trods dinen-
sions, ot le courant est p et {"induction magnétique, q

subit une force pondéromotrice qui, rapportée & l'unité
Scientia, n° 19, 6.
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de volume, est représentée par le méme vecteur |[ pa] (1)
que le parallélogramme construit sur les deusr vecteurs p
et a.

Deuvxitne Lo1. — La force électromatrice induite dans un
circuit conducteur, filiforme et mobile est la dérivée
changée de signe du flux de Uinduction magnétique a qui
traverse le circuit mobile (2).

Dans le premier énoncé, Maxwell comprend bien la roue
de Barlow : la force ¢lectromagnétique est attachée, non pas
au courant, mais au conducteur, de facon qu’elle déplace la
roue, non le courant, Quant au deusiéme énoncé, il est
exact pour les conducteurs filiformes, mais défectueux, parce
qu’il confond deux parties essentiellement distinctes de la
force électromotrice, de sorte qu'il devient faux si I'on veut
Pappliquer a la roue de Barlow. La premiére partie de la
force électromotrice induite est due au mouvement du con-
ducteur : c’est intégrale, le long du circuit du vecteur
[l z'a], qui représente 'aire du parallélogramme constrot
sur la vitesse #' du conducteur et 'induction magnétique a.
La deuxiéme partie de la force électromotrice est due aux
variations magnétiques du champ : c’est la vitesse de varia-
tion changée de signe du flux de ’induction magnétique a
embrassé par le circait considéré comme fize. la somme de
ces deux parties représente, dans tous les cas, Ia force élec-
tromotrice induite dans le circurt. Elle n’est pas toujonrs
égale a la ddérivée qui figure dans le deuxiéme énoncé ci-
dessus, quand les conducteurs ne sont pas filiformes. L’étude
de la roue de Barlow nous eonduit donc aux trois énoncés
suivants, o0 il convient de nous borner d’abord au cas des
corps non magnétiques. Pour cette raison, au heu du vecteur
induction magnétique a, nous écrirons la force magné-
tique a.

S7. Trois lois de l'inertie électrique. — IPREMIERE LOI. —
Un élément conductenr, non magnétique, ot le courant

(V) MAXWELL, 7raité ' Elcctricite, n°- 490 et 501 (édition francuise).
Notation de Grassmann.
(*) MAXWELL, 76id., n° 331.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



L0OIS DE L'INERTIE ELECTRIQUE. 91

est p et la force magnétique a, subit une force électroma-
gnétique représentée par le vecteur | [ pa].

DruxieMe Lo1. — Ln élément conducteur, non magnétique
et enn mouvement, o la vitesse est x' et le champ magné-
tigue 1, est le sicge d’une force électromotrice d’induction
représentée par le vecteur |[ x'a].

Trowsteve ror. — La force électromotrice d’induction
dans un contour ferméest la somme de deux termes, d’une
purt Uintégrale du vecteur || x'a]| le long du contour.
d’autre part la dérivée changée de signe du Nuzx de Uin-
duction magnétique x qui iraverse le contour supposé fiae.

Ces lots, I'expérience de la roue de Barlow ne nous auto-
rise 4 les énoncer que pour les conducteurs non magndétiques.
Que deviennent-elles quand on considére des corps Jouissant
a la fois ou séparément des propriélés conductrices, ma-
gnétiques, didleciriques, électrolytiques? On doit a Ja divi-
nation de Maxwell de savoir que, dans ces corps, c'est le
vecteur induction magnétique @ qui remplace le champ ma-
gnétique «, le courant total « qui remplace le courant de
conduction p. Tel est donc le changement qu’il faut porter,
d’aprés Maxwell, aux énoncés pour les généraliser. [l importe
que Pexpérience vienne contrdler la légitimité de cette exten-
sion des lois établies par la roue de Barlow.

88. Vérifications expérimentales. — 1° Remplacez la roue
de Barlow par une roue de fer doux, la force électromagné-
tique appliquée & la roue sera augmentée en raison de I'in-
duction magnétique augmentée par la présence du fer. La
force électromotrice d’induction dont la roue est le siége sera
angmentée aussi; cetle angmentation est corrélative de la
premiére en vertu du principe de I'énergie et conformément
au calcul d'Helwmholtz.

2¢ Que la rouc soit d’acier, aimantée suivantson axe, vous
pourrez supprimer le courant ou aimant inductear : la roue
touroera encore et sa rotation provoquera encore des forces
électramotrices d'induction suivant les rayens de la roue.

3° Sur un jet vertical de liquide électrolylique élablissez
un champ magnétique dans la dirvection N.-S. et une prise
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de circuit dans la direction E.-O. Un courant électrigque tra-
versera le circuit.

° Que le jet fluide soit d'air, des charges se déposeront
sur les deux électrodes supposées isolées.

La deuxiéme expérience est classique, c’est celle d’Ampére
ol un aimant vertical plonge dans une éprouvette de mercure
et tourne autour de son axe quand on fait arriver un ceurant
par I'extrémité supérieure de I'axe. Elle dispense & la rigueunr
de la premiére expérience sur laquelle le doute n’est guére
possible. La troisiéme a é1é réalisée avec suceés par M. Bouly.
La quatriéme a été réalisée sur 'air par M. Blondlot; elie a
donné un résultat négatif. Ce que j'ai dit sur la constitution
des diélectriques laisse 4 penser que les forces |[ua] et |[£'a]
n’existent, pour ces corps, que dans les parlies conductrices
qui s'y trouvent vraisemblablement disséminées; quoi quil
en soil, nous pouvons admeltre les expressions f.|[ua] et
f-1[z'al, le coefficient f 8tant égal &4 1 pour les conducteurs
et les ¢lectrolytes, sensiblement nul pour 'air et ayant la va-
leur que l'expérience doit déterminer pour les autres diélec-
triques.

89. Conclusions. — Le coefficient f ayant la valeur que je
viens de dire, les lois de l'inertie électrique sont celles-ci :

1° Un élément ol le courant total est « et 'induction ma-
gnétique a subit par unilé de volume une force électroma-
gnétique représentée par le vecteur f. [ ua].

2° Un élément dont la vitesse est =’ et ot 'induction est a
est le siege d’une force électromotrice d'induction représen-
tte par le vecteur f.|[x'a].

3o La force électromotrice d’'induction dans un contour
fermé est la somme de deux termes, d’une part Pintégrale du
précédent vecteur le long du contour, d’autre part la dérivée
changée de signe do ﬂux de l’1nducl10n maonethue qui tra-
verse le contour supposé fixe.

§ 3. — Elecirogmagnétisme des corps en mouvement.

90. Introduction. — L'analyse de la charge d’un condensa-
teur par un courant vollalqu (u° 33) m’a conduil, pour les
corps en repos, & ces deux lois :
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Premikre Lo1. — Le flux du courant total a travers toute
sur face fermée est nul.

Druxikye Lot, — La force électromotrice totale dans tout
contour fermé est nulle. -

Jen ai déduit les équations de I'électromagnétisme dans
les corps au repos. Je vais étendre ces résultats aux corps en
mouvement.

91. Les deux lois fondamentales étendues aux corps en mou-
vement. — La premiére loi est une loi de liaison, analogue a
celle de I'incompressibilité des liquides. Elle s'étend, comme
celle des liquides, aux surfaces mobiles; Ia surface a travers
laquelle on compte le flux peut étre, soit fixe, soit mobile
avec l'un des corps.

Quant & la deuxiéme loi, c'est celle des lravaux virtuels
pour les déplacements compatibles avec la liaison d'incom-
pressibilité. Comment doit-on I'appliquer aux corps en mou-
vement? 1l faul prendre, on le sait, les déplacements compa-
tibles avec les liaisons du systéme considéré fictivement
comme au repos dans sa situation a I'époque ¢ (). Ce sont
les déplacements électriques qu’on peut imaginer suivant
tous les contours fermés. Ainsi, la deuxi¢me loi s’applique
encore A tous les contours fermés fires. L'expression du
travail des forces d’inertie sera seule changée : c’était, pour
les corps au repos, le flux (4 travers le contour fixe) du vec-
teur — ', vitesse de variation de I'induclion magnétique
changée de signe; pour les corps en mouvement, il résulte du
paragraphe 2 que ce sera le méme {lux augmenté de llntL-
grale du vecteur f.]|[x'a] le long du contour.

92. Fquations de 1'électromagnétisme pour les corps en mou-

vement. — On les obtient comme pour les corps au repos
{n° 63). Ce sont d’abord, pour les milieux continus,
(1) d o
I — | =
dx !

d . d ,
!%U=a~?%f.lxa.

(') Cf. Note du n° 84, en réponse a M. Liénard.
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Pour les surfaces de discontinuité, la composante normale
du courant z est continue; la composante tangentielle de la
force électromotrice U + f. | 2’ a est continue,

L’équation (1) est celle de I'incompressibilité; I'équa-
tion (2) exprime le principe des travaux virtuels pour les
déplacements électriques compatibles avec la liaison d’in-
compressibilité. Je dois écrire en outre |'équation des tra-
vaux virtuels pour les déplacements compatibles avec Ia mo-
bilité mécanique des corps qui forment le sysiéme. Pour
cela, j'appelle T, la force vive proprement dite et ¢, I'un des
paramétres de mobilité purement mécanique. Le travail vir-
tuel pour 87, comprend plusieurs termes : le travail des

. . . dW
forces électriques de potentiel W, ¢’est — g
1
autres forces appliquées (main de I'observatcur, par exemple),
je le désigne par Q;; le travail des forces d’inertie, d'origine
ﬂ)'—{— aTy uand la for-
dgi) " dgi 1
mule de Lagrange est applicable; enfin les forces éleetroma-
gnétiques dues & l'inertie électrique, savoir f.| #a par unité
de volume, ont pour travail virtuel total I'iniégrale

f_f. [%{"3‘ ua] d

étendue a tout le champ électromagnétique. La fonction sous

; le travail des

purement mécanique, c’est — (

le signe f est le produit obtenu en maultipliant la con-
stante f du n* 88 par le volume du parallélépipede construit
. dx . .
sur les Lrols vecteurs dg. W % L’équation des travaux vir-
1

Luels correspondant & la coordonnée ¢, est donc

dW dT\" . dT ‘dz
D -G=gt) G 1| ] e
(%) " dg dq} dgy . J d91ua
Aux équations (1), (2), (3) on peut ajouter celles qui con-

cernent le.champ magnétique (n° 69); ce sont, pour les mi-
lieux continus,

d :
(4) Ea:/”tu_’
d
() Tz | @ =o.
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Aux surfaces de discontinuité, les composantes tangen-
tielles de « sont continues, les composantes normales de a
sont continues.

Si les corps ne sont pas magnétiques, a est égal a «; dés
lors les équations (1), (2), (3), (4) et les conditions aux sur-
faces de discontinuité déterminent le mouvement électrique
el le mouvement mécanique du systéme, puisqu’elles forment
I’expression compléte du principe général des travaux virtuels.

93. Equation de l'énergie. — (Vest I'équation des travaux
virtuels ou I'on remplace le déplacement virtuel par le dé-
placement réellement pris. Or le déplacement élémentaire se
compose des déplacements électriques dg qui se produisent
dans les tubes de courant et des déplacements dg, des corps.
Les premiers produisent un travail que j'ai évalué au n° 76,
Clest :

® dt — oW — dT (formule {')

en désignanl désormais par 0 la différentielle partielle due
aux dy seuls et par d; la différenticlle partielle due aux dg,
avec d = 0 + 0,-

Il faut ajouter & ce travail celui de la force d'inertie nou-
velle | f[2'a]; on trouve, comme au n° 75,

Zidtff[.z"a dz]dr:dtff[x’au] dr.

En ajoutant ce résultat au précédent, j'obtiens pour le tra-
vail des forces tant appliquées que d'inertie

) @dt—d\V—dT+dtff[m’au]dr.

Clest le travail pour les déplacements électriques réels dg.
Il faut y ajouter le travail pour les déplacements dg, de la
matiére. Les forces appliquées d’origine mécanique donnent
un travail 48, que I'on saura calculer dans chaque cas parles
principes de la Mécanique rationnelle; dans 4&;, il y a lieu
de distinguer le travail des forces dérivant d’un potentiel

— dW, et le travail des autres forces ®, d¢. Les forces élec-
. . dW . -
trostatiques donnent le travaill — 2 —— dyg, que je désigne

dgq
par — g, W, l
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Je passe aux [orces d’inertie : celles qqui sont d’origine pu-~
rement mécanique donnent, comme on sait, — dT,; enfin les
forces électromagnétiques donnent pour travail

dxr § ,
+qu d;ff. [d_qi ua:l 7' dv = m./ oo ualde.

Le travail total résultant des déplacements dg, de la ma-
tiére est en résumé

(2) @,dt—dWi—d,\V—dT,+dtff[r’ua]dr.

L’équation de I’énergie s’obtient en égalant & zéro la somme
des travaux (1) et (2). Dans I'addition, le dernier terme de
Iexpression (1) détruit le dernier terme de l’cxpression (2),
car les volumes [z’au] et [2'ua] sont €gaux el de signes
contraires. C'est la méme réduction que nous avons observée
dans le cas de la roue de Barlow au moyen des ¢quations (11)
du n° 82. L’équation de I'énergie est ainsi :

Rdt + Dy dt = dW + dW; + dT + dT,.

Elle signifie que I'énergie fournie au systéme égale Pac-
croissement de son énergie totale, composée de deux éner-
gies poientielles et de deux énergies cinétiques, 'énergie
¢lectrique et 'énergie d’origine purement mécanique.

9h. Conclusions. — 1° J'ai étendu aux corps en mouvement
les deux lois fondamentales de lEleclromaﬂnellsme établies
au Chapitre 1 pour les corps en repos. La premiére est la
liaison d’incompressibilité, la deuxiéme est la manifestation
du principe des travaux virtuels sous la forme particuliére
qui convient a 'électricité.

a0 J'ai donné les équations générales de U'Electromagné-
tisme pour les corps en mouvement. Ce sont les équalions
des travaux virtuels.

3° L’équation de Iénergie en est déduite comme en Méca-
nique rationnelle.
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95. Ma conclusion est l'idée méme de ce livre. — Un sys-
téme présentant des manifestations électriques est assimilable
a un systéme a liaisons de la Mécanique rationnelle. Glest,
non pas un systéme dont le degré de liberté est un nombre
fini; c’est un milieu indéfini, anaiogue & un fluide incom-
pressible, dans lequel plongeraient les corps pondérables
avec Jeurs liaisons ordinaifes de la Mécanique rationnelle.

Les équations de liaisons et les équations des travaux vir-
tuels sont donc de deux sorles, relatives aux mouvements de
la matiére d’une part, et a I'électricité d’autre part. Les équa-
tions relatives a 1'électricité résultent des deux lois fonda-
mentales dont Kirchhoff a énoncé un cas particulier, la loi
d’incompressibilité et I'équilibre des forces éleclromotrices
dans tout contour fermé, Les autres équations sont les équa-
tions ordinaires de la Mécanique rationuelle,

On sait que le théoréme des travaux virtuels fournit juste
les équations nécessaires et suffisantes pour déterminer un
systéme quelconque en fonction du temps. On peut étre
tenté d'en conclure que le probléme de I'électricité est entié-
rement résolu par les deux lois de Kirchhoff généralisées. Il
n’en est rien cependant, pour deux raisons que j'ai signalées
et qui résultent de notre ignorance sur la constitution des
aimants, d'une part (n° 42), et des diélectriques, .d'autre
part (n° '72). Notre ignorance sur les aimants nous empéche
d’écrire les équations des travaux virtuels relatives aux cou-
rants particulaires qui constituent I'aimantation, d’aprés les
1dées d’Ampere, adoptées par Sarrau (n® 39). Nous n’avons
a leur substituer que les équations bien défectueuses de I’ai-
mantation (1).

Quant aux diélectriques aatres que le vide, le phénoménec
de la dispersion des couleurs nous révéle qu'ils ont une con-

(1) MAXWELL, Traité d’Electricité, 3¢ Partie, Chap. IV.
) ’ p
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98 CONCLUSION GENERALE.

stitution complexe (n°72), comportant, en chaque point,
pour le déplacement électrique, non pas une seule inconnue
vectorielle, le courant de déplacement p,, mais une deuxiéme
inconnue, le courant de conduction p. Laloi nécessaire pour
déterminer la deuxiéme inconnue? Elle mous manque. Nous
n'avons 4 lul substituer que les théories assez insuffisantes
et les résultats assez complexes de la dispersion des cou-
leurs ().

Un vaste champ reste ouvert aux recherches expérimen-
tales et'théoriques dans les deux voies que je viens d'indi-
quer. Dans ces recherches, il semble qu’il deive étre avanta-
geux de prendre pour guide les idées mécaniques exposées
dans ce Mémoire. Elles aideront peut-étre a trouver une
vérité plus compléte, comme elles ont conduit Maxwell a la
vérité partielle des circuits filiformes, comme elles m'ont
conduit, je pense, 4 plus de vérité pour I’ensemble des phé-
noménes électriques.

(') E. CarvaLLo, Rapport sur les théories et formules de disper-
sion, présenté au Congrés de Physique en 1goo, . I, p. 175.

FIN.

39742 parls, Imp. GAUTHIER-VILLARS, qnal.des Grands<Augusting, '5,
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