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Sur les c1:~sses de foiictioiis presque-périodiques générdisées. 

M. ALEXANDRE KOVANKO (Baku-Russie). 

Dans le travail présent nous allons examiner une extension des classes 
de fonctions presque-périodiques de MM. WEYL-SCHMIDT, BEXICOVITSCH et 
W .  STEPANOFF. Cette extension engendre In classe de fonctions f(x), qui 
sont mesurables et ensuite la classe de fonctioiis fis), pour lesquelles 1 f('(x) 1 (') 
est sommable. 

CHAPITRE 1. 

Notes préliminaires. 

A) Significations. - Soit E uii ensemble liiieaire à, un diamètre infini 
sur (- ao < x < + CO), qui est partout rnesurable; désigiions par E(a, b) sa 
partie qui tombe dans l'intervalle (a, b). 

Examinons ensuite sa densité moyenne sur l'intervalle (a - T, a + T),  
c' est-&dire la quantité : 

Mes E(a - T, a + T )  
2T 

Faisons tendre le nombre T vers ao et introduisons les significations sui- 
vantes 

Mes E(n - T, a -1- T )  
lim sup 

2T 
= 6, E ;  

T = a  

Mes E(a - T, a + T )  
lim inf 

2T 
-= 6,E. 

T = a  

Il est aisé de voir que 6 ,E  et 6,E ne dépendent pas de a. Si 6,E=6,E, 
nous écrivons : 

Mes E(a - 4: a + T )  
lim 

2T 
= 6E. 

T=m 

(1) k 2 1. 

Annali di  ~aternc&a, Serie IV, Tomo IX. 
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2 A. KOVANKO : Sur les classes de fovzctiorts presque-périodiques gértéralisées 

Si nous avons deux ensembles E, et  E,,  alors évidemmerit: 

a@, t E,) s 8, E, t a,E,. 

Soit cp(x) = u(m) t iv(x) une fonction complexe mesurable de la variable 
réelle s sur (- ao, t oo), qui soit partout sommable. 

Introduisons les significations suivantes : 

+T 

Si Mi M, 1 dx) 1 \ = M2 M, 1 ?(a) 1 1 , alors rious écrivons : 

+T 

et de même 

De même, si E est un ensemble mesurgble quelconque, nous posons: 

1 
lim inf - / y@) 1 dtr: = LW:{ 1 q(x) 1 1 . 

T=OO 2 T S  
E(-T, r T) 

Et  si M? 1 1 ?(a) 1 1 = ~ i ? {  y(x) \ , alors nous posons : 

Pour deux ensembles E, et E, nous avons évidemment les inégalités 
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A. KOVANKO : Sur les classes de fonctions presque-périodiques gé~dralisdes 3 

de même 
M F  { 1 v(x) 1 < M F  { 1 y(%) 1 1, si El < E, . 

Si nous avons deux fonctions sommables cp(s) et $(x), alors: 

B) 1)dfinitions. - Examinons une suite infinie de  fonctions mesurables : 

(1) 1 i q n ( ~ )  = M x )  + i%(x) I (n=1,  2, 3, 4 ,...) 

sur 1' iiitervalle (- 60 < x < + 60). 

DEFINITION 1. NOUS disons que la suite (1) converge asymptotiquement 
uniformément a a. u. B vers la fonction ~ ( x )  si, quelque soit le nombre 
positif E < 1, il existe un nombre N >  O, tel que pour tout n > N, l'inégalité: 

est remplie pour chaque valeur de x, exclusion faite peut-être d'un en- 
semble E de valeurs de x, avec t î , E ( ~ .  

Remarque: La suite (1) peut converger a a. u. D vers deux fonctions dif- 

férentes cp(x) e t  i(x) ,  A condition que cp(x)=G(x) sur un ensemble Ë, avec 
* 

6E = 1. 

DÉFINITION II. NOUS disons que la fonction f(z) = u(x) + iv(x;) est asym- 
ptotiquement-uniformément sommable a a. u. S. s, si quelque soit le nombre 
positif E, il est possible de trouver un nombre 7 > O ,  tel, que pour tout 
ensemble E, avec 6,E < 7, l'inégalité suivante a lieu: 

DEFINITION III. Soit fi(%), f,(x), f,(x), ... une suite de fonctions complexes 
somniables de  ln variable réelle x sur (- ao < x: < i- ao). Nous disons que 
les fonctions de l a  suite sont également-asymptotiquement-uniformément 
sommables a é. LI. a. S. D ,  si quelque soit le nombre e > O, il est possible de 
trouver un nombre 7 >O,  tel que l'inégalité suivante soit remplie: 

et cela pour tout n et  pour tout ensemble E, avec 6,E < 7. 
THÉOBEME 1. Soit k > 1 ) 1 ; alors, si ( f(x) Ig est a a .  24. S .  P, Eu fonction 

1 f(x) 1' 1' est aussi. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 A. EOVANKO: S u r  les classes de fortctiolzs presque-périodiques gdtzéralisées 

DEMOX~TRATION. Choisissoiis un nombre positif E quelconque. 
Selon la Définitioii II, il est possible de trouver un nombre positif 7 

E E 
moiiidre que - et tel, que M F  { 1 f(x) I R  \ < , quand < q. 2 '2 

Divisons l'ensemble E en deux parties E, e t  E, de maiiiere suivaiite: 
1 f(x) / < 1 sur E, et 1 f x )  1 2 1 sur E,. 

Nous avoiis alors les iiiégali tés évideii tes : 

Ainsi nous avons 1' inégalité : 

M F {  If(x)Iz 1 < E, h condition, que F,E< y .  

Mais cela veut dire que 1 f (x )  I c  est a a. u. S. n c. q. f. d. 
Remarque: Il est évident que toute fonctioii borné6 est a a. u. S. 3 et  

toute suite de fonctions bornées dans leur ensemble représente une suite de 
fonctions a 6. a. U. S. . . 

Il nous reste encore ii examiner deux iiiégalités qu i  nous serons utiles 
dans la suite. 

Soit f(x). et cp(x) deux foiictions sur l'iiitervalle (- ao ( x < +- m). 

Soit k un nombre positif > 1. Si {(x) et  cp(x) soiit partout sommables, 
alors nous pouvons écrire l'inégalité bien connue de M. &IINKOWSRY 

1 1 1 

En divisant les deux parties de l'inégalité (4) par (2?')k et eri faisant tendre T 
vers oo, nous obtenons évidemment l' inegalitk suivante : 

(i)  Par 1 a k (partout dans la suite) nous désignons la valeur arithmdtiqiie de / alk, 
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A. KOVANKO : Sur les classes de' folzctions presque-pél.iodiqztes gélzdralisées 5 

CHAPITRE II. 

Les fonctions presque-périodiques mesurables. 

Dans le chapitre présent iious donneroiis iiiie extension toute iiaturelle 
de la classe des fonctions presque-périodiques géiiéralisées de M. BESICOVITCH 
(C. R., t. 181, p. 304) au cas des foiictions mesurables, rioii soinmnbles. 

DEFINITION (a). NOUS disoils, que la foiictioii inesurable : f(x) = u(x) + iv(s) ,  
(défiiiie poiir toute valeur de x sur (- oo < x < i- os)) (excliisioii faite peut- 

être d'un eiiseinble E, avec 6E=0) est presque périodique (a), « p. p. cc ., si 
quelque soit le nombre positif E < 1, oii peut trouver uii polyiioine trigono- 
métrique : 

k = r  
P,,(x) = Z n k e h x  ((A, étant réel) 

k 1 

tel, que l'iiikgalitk 1 f(x) - P,,(x) 1 < E est remplie pour chaque valeur de x, 
exclusion faite peut être d' un ensemble G; avec 6,E< E. 

THÉOHEME 1. Si les fonctions f(x) et y(x) s o d  s p. p. a . alol-s leugv 
s o m x e  [f(x) 1- cp(x)] esl ctussi une fonction u p.  p .  a D. 

DÉMONSTRATION. Soit E un riombre positif < 1 : alors sel011 la défiiiition ( a )  

i l  est possible de trouver deux polyiiomes trigoiioinétriques 

k=n k-rn 
P,(x) = ri ake%+x et &,(a) = Z bkeiW (1, et p, étaiit réels), 

k-1 k =l 

tels que les inégalités suivautes soient remplies: 

pour toute valeur de x, exclusion faite peut-être d'un eiisemble E,, avec 
8 

6,E, < -; et de meme, 
2 
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6 A. KOVANKO : Sur les classes de fomtiorcs presque-périodiq.zces gércéralisées 

pour toute valeur de  x, exclusion faite peut-être d 'un  ensemble E,, avec  

En  additioniiant les iiiégalités (1) e t  (21, nous obtenons 1' inégnlité suivante : 

qui a lieu pour toute valeur de  x, exclusion faite peut-être d 'un  ensemble 
E = (E, + E,) avec  6,E < a. 

Mais comme P,,(x) + Q,,(x) est un polynome trigonométrique, alors nous 
avons A conclure, que [f(x) + y(%)]' est une fonction a p. p. a S .  

THEOR~ME I I .  Toute fonction f(x) qui  est a p. p;  a D est une  fonction 
asymptotiquement bo?*n&e, c'est à dire,  quelque soit le nonzbre positif E < 1, 
i l  exis te  un  ?zomb?-e G > O tel que Z'in&galit& 1 f (x) l<  G a lieu pou?. toute 
valeur de x, exclusion faite peut-êt9.e d ' u n  ensemble E, avec 6,E < E. 

DEMONSTRATION. Comme f ( x )  est une fonction a p. p. a D, alors, quelque 
soit le  nombre positif E < 1, il existe un polynoine trigonométrique: 

k=n 
P,(x) = 2 akeilklo ; 

k z l  
tel que l'iiiégalité 

est remplie pour toute valeur d e  x, exclusion faite peut-être d 'un ensemble E, 
avec  6 , E <  E ;  mais comme P,(x) est une foiictioii bornée ('), i l  est pos- 
sible de choisir un nombre G > O, tel que 1 P,,(x) 1 < G - E. 

Alors, B cause de (4), nous avons: 

pour toute valeur de x, exclusion faite peut-êlre d'un ensemble E, avec  
6,E< e. 

TH~OREME III. Si d e u x  fonctions f(x) et y(x) sont s p. p. a 3, alo?.s leu?. 
pl-oduit f(x)-y(x) est aussi une  fonction a p. p. a B. 
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A. KOVANKO : Szcr les classes de fonctions presqzceqél-iodiy.ues généralisées 7 

DEMONSTRATION. Choisissons un nombre positif E < 1 quelconque. A cause 
du ThéorBrne II, nous pouvons choisir un nombre G > 1, tel que 

pour toute valeur de  x,  exclusion faite peut-être d 'un ensemble E,, avec 

Après avoir fixé le nombre G, nous pouvons trouver pour f(x) (selon la 
définition a) un polynome trigonométrique : 

Pn(x)  ri a k e ~ k x ,  
k=l 

tel, que 1' inégalité 

soit remplie pour toute valeur de  x, exclusion faite peut-être d 'un en- 
& E 

semble E, , avec 6,E2 < - < - 
2G 2 '  

Comme PR($) est une fonction bornée, nous pouvons choisir un nombre 
G ,  > 2 tel que 1' inégalité : 

(7) 1 Pn(x) 1 < Gn 

soit remplie pour toute valeur de x. 
Nous pouvons ensuite trouver un polynome trigonométrique 

k=wa 

Qm(%) = 2 b,ekz; (ph étant réel) 
k=l 

tel que l'inégalité 

soit remplie pour toute saleur  de x, exclusion faite peut-8tre d'un ensemble Es,  
E E 

avec  6,E, < - < - 
2 6 ,  4 

Des inegalitési (5), (6) ,  (7) e t  (8) nous déduisons évidemment l'inégalit6 
sui van te : 
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8 A. KOVANKO: Sur les classes de  fonctiolzs p r e s q u e ~ d r i o d i q u e s  gdndralisées 

et  cela pour toute valeur de  x, exclusion faite peut-être de l'eiisemble 
E E E  

E=E,+E,+E,, avec E , B ~ 6 , E , + F , E , + 6 , E , < 4 + g i - 4 = e .  

Mais comme P,,(x)- Qm(x) est un polyiiome trigoriornétrique, doiic [f(x).cp(z)] 
est une fonction a p. p. a B. 

Soit : 
(10) 

une suite de fonctions qui sont .. p. p. a B. 
THÉOREME IV. Si En suite (10) convevge c a. u s  vem f(x), a101.s f(x) est 

une fonction c: p. p. a: a. 

DEMONSTRATION. Soit E: un nombre positif quelcoiique < 1 : alors, par 
définition, il est possible de trouver pour chaque fonction fm(x) uii polynome 
trigonométrique P,,,(x), tel, que 1' inégalité: 

est remplie pour toute valeur de x, exclusion faite peut-être d' un en- 
E 

semble 2, tel, que 6,&, < - 
2 ' 

Mais comme la suite (10) converge a .  u vers f(x), alors il existe un 
nombre N tel, que pour m 3> N nous aurons l'inégalité: 

qui aura lieu pour chaque valeur de x, exclusion faite peut-être d'un en- 
E 

semble E,,, , avec 6, Em < - 
2 ' 

Des inégalités (11) et  (12) noiis tirons lliiiégalité suivante: 

qui a lieu pour toute valeur de x, exclusion faite peut-être d'un ensemble 
- - E E  
E, = Em + E,, avec 6,Em < - -i- - = E ;  donc f(x) est une fonction p. p. a: S .  

2 2 
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A. KOVANKO: Sur les classes de fonctions presqzce-périodiqzces gdnéralisées 9 

Soit f(x) uiie fonction « p. p. a B : alors, quelque soit l e  nombre entier 
positif k, i l  est possible de  trouver un polyrio~iie trigonométrique P , , k ( ~ ) ,  tel 

1 
que 1 f (x)  - P , , R ( ~ )  1 < - pour chaque valeur de x, exclusion faite peut-être 

F1 
1 

d' un ensemble E,, avec  SIE, < - 
k 

Il est  aisé de voir que la suite: 

coliverge « a. u . vers  f(x).  
E n  effet, quelque soit l e  nombre positif E c 1, nous pouvoiis trouver un 

1 
iiombre entier ko tel, que E < -; alors nous avons l'inégalité 1 f (x )  - 

k O 

- P,,,(x) 1 < E pour tout nombre k > k ,  e t  pour toute valeur d e  x, exclusion 
1 

faite peut-être d 'un ensemble Eh,  avec  SIEk < - < E;  c 'est  ?i dire, que la 
k 

suite (14) converge a a. u B vers  f(x). 
Nous pouvons donc doiiner h l a  définitioii ( c c )  la forme suivante: 
DÉFINITION (a). a f(x) est  a p. p. a D ,  quand il existe une suite de poly- 

nomes trigonométriques, qui converge a. u vers  f (x )  B. 

THEOREME V. Si la fo~zction f(x) est a p. p .  a *, alom 1 f(x) 1 1' est aussi. 
DEMONST~~ATION. Selon la  définition (a), quelque soit le nombre positif 

E < 1, il est possible de  trouver un polynome trigoiiométriqne PR($) tel 
que 1' inégalité : 

(1 5) 
e 

I TOI  - Pt,($) 1 < ï j  

soit remplie pour toute valeur x, exclusioii faite peut-être d 'un ensemble E, 
E 

avec  6,E < 
2 ' 

I l  est  évident que l'inégalité suivante a lieu: 

(16) 1 I f (x)  1 - I P B ( % )  1 1 < If(%! - Pn(x) 1 
Mais 1 P,,(x) 1 est une fonctioii presqiie-périodique au  sens de H. BOHR, 

Annali di Matematioa, Serie IV, 'Porno IX. 2 
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10 A. KOVANKO : Sur  les classes de forcctiorcs presque-périodiques gércéralisées 

car  si nous désignons par T(E') la  presque-periode de la fonction presque pé- 
riodique P,,(x), qui correspond au nombre E', nous avons 1' inégalité suivante : 

( 1 pn(m + 2 )  1 - 1 PJx) ( 1 L 1 Pv(a  + T) - Pm(%) 1 < a', 

qui est valable pour chaque valeur de x. 
Par  suite A cause de théoréme de H. BOHR ( c  Acta Math. s, t. 46, p. 195) 

il existe un polyriome trigonometrique Q,,%(x) tel, que l'inégalité suivante a lieu: 

et  cela pour chaque valeur de x. 
Alors & cause des inégalités (15), (16) et (l?), nous pouvons coiiclure que 

et  cela pour toute valeur de x, exclusion faite peut-être d'un ensemble E, 
E 

avec 6,E < - < E. 
2 

Doiic la fonction 1 f (x )  1 est une foiiction a p. p. a a .  

Bornons In fonction f(x) par un nombre A > O, en posant 

THEOREME VI.  S i  f(x) est u n e  fonction c p. p.  a . alors [f(x)la 1' est aussi. 
DÉMONSTRATION. Prenons un nombre positif E < 1. Par définition, il existe 

un polynome trigonom6trique P,(x) tel, que 

et cela pour toute valeur de x, exclusion faite peut-être d 'un ensemble E, 

Nous avons évidemment pour chaque valeur de cx; l'inégalité suivante: 

(20) 1 [f(x)IA - [Pn(a)]A 1 7 1 f(x) - P n ( 8 )  1 
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A. KOVANKO : Sm- les c2asses d e  fonct ions presquepériodiq.ues généralisées il 

Mais il est aisé de voir que [P,(x)]A est une fonction presque-périodique, 
car si T(E') est une presque période quelconque de P,(x),  qui correspond h E', 

alors nous avons l'iriégalité suivante 

qni est valable pour chaque valeur de  x. 
Nous avons donc & cause du théorème de H. BOHR ( a  Acta Math. B, t. 46, 

p. 195) un tel polynome trigoiiométrique P,(x), que pour chaque valeur de x 
1' inégalité suivante a lieu : 

Des iii6galités (19), (20) et ( 2 1 )  nous déduisons l'inégalité suivante: 

qui est satisfaite pour toute valeur de s, exclusioii faite peut-être d'un eri- 
E 

semble E, avec 6,E < ( E. 

Donc [ f ( x ) ~  est une fonction . p. p. a . . 
Ce théoréme nous permet de tirer une propriktb trés utile des fonctions 

s p. p. a qui sont bornées. 
Examinons donc la, fonction bornée [f(x)]A. 
Prenons l'inégalité (21 )  e t  l'inégalité évidente : 1 [ P , ( x ) ] ~  1 I; A, qui est 

valable pour toute valeur de x .  Nous voyons que 

pour chaque valeur de  x. 
Donnons B e uue suite infinie de valeurs: 

Alors pour chaque E, nous avons un iolyriome trigonométrique Q,,(x), 

converge a a. u 2 vers la fonction [ ~ ( x ) ] A .  
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12 A. KOVANKO : Sur les classes de fomctiolzs presqzcepériodiqzces géutérnlisées 

Nous avons de plus que 1 Q,,(s) 1 < A +' 1, quel que soit 1' index a 1 . . 
Nous avons donc déinoritr6 le théorème suivant: 
T H É O R ~ M E  VII. Pour chaque fonction u p. p. a s,  dont le module est 

borné, il existe une suite infinie de polynornes trigonodtriques bovnks 
dans  leu?. ensemble, qui converge a a. u D vem cette fonction. 

Soit f(x) une foiictioii, qui est a p. p. a : alors, quelque soit le nombre 
positif E < 1, il est possible de trouver un polyiiome trigoiioinétrique P,,(s), 
tel que 1' inégalité : 

a lieu pour toute valeur de x, exclusioii faite peut-être d'un ensemble E,, 
8 

avec 6,E, < - 
3 ' 

Soit r (3) une presque p6riode quelcoique de la fonctioii P,,(x) : alors HOUS 

avons pour toute valeur de x;, 1' inégalitb suivante: 

Si rious changeons daiis l'inégalité (23) x par (x; ) r), alors iious aurons 
1' inégnlit6 : 

qui est valable pour toute valeur de x, exclusion fait? peut-être de l'en- 
E 

semble E,,,, avec 6,E,,, < - 
3 ' 

En additionnant les inégalitbs (23), (24) et (25) nous obteiions l'iiiégalité 
suivan te : 

d7 oii 

(26) 
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A. KOVANKO : Sur les classes de fo~ct ions  presque-périodiques généralisées 13 

et cela pour chaque valeur de a, exclusion faite peut-être d'un ensemble 

Nous avons aiiisi, en rappelaiit la définitioii des fonctions presque-pério- 
diques, le théorème suivant: 

THÉOREME VIII. S i  f(x) est u n e  fonction a p. p. a B, aloî-s poui.. tou t  nombre  
E < 1 i l  est possible d e  ts-ouve). un n o m b w  . 1 S ,  te l ,  que  d a n s  chaque i?z- 
tel-valle (a, P) d e  l o n g u e u ~ .  a 1 B, il e x i s t e  nu m o i n s  u n e  presque-période 
s(a < z < p), telle que 1 f(x i- T) - f(x) 1 < E, quelque soit x, exclusion faite 
peut-êtîqe, d' un ensenzble F,, avec 6,FT < E. 

CHAPITRE III. 

Les fonctions presque-périodiques du type (ah). 

DEFINITION (ak). Soit k uii nombre positif ( 1. 

Nous disons qui: la fonction f ( x )  = u(x) + i v ( x ) ,  de la variable réelle x, 
défiiiie presque partout sur (- w, + oo), est presque-périodique a ,  a p. p. cl, 3, 

si, quelque soit le  nombre positif E, il est possible de trouver i i t i  polynome 
trigonométrique : 

IC 

Pn(x) = Z akeihkx 
k=l  

(A, étant réel) tel que 
M, I I f(xj - P,,(x) Ik 1 < E. 

T H ~ R È M E  1. Si la fonction f(x) est 4 p. p. ah *, elle est une fonction 
p.  p. cn. *. 

DEMONSTRATION. Soit E un nombre positif < 1. Selo11 la définition (a,) 

iious pouvons trouver un polynome trigonoinétrique Pn(%), tel, que 

Soit E l'eiiseinble des valeurs de x, pour lesquelles: 
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14 A. KOVANEO : S u r  les classes de forzctions presque-périodiques géméralisées 

Des inégalités (1) e t  (2) il découle que 

ck-6,E<ak+'; d'ou ~ , E < E .  
P a r  suite l 'indgalité 

1 f@> - Ptl(4 i < E 

est remplie pour toute valeur d e  LE, exclusion faite peut-être d 'un ensemble E, 
avec  6,E < E ;  c'est 5t dire, que f(x) est c p. p. a B .  

THEOREME II. Si f(x) est une fonction a p. p. a, ., alors 1 f(x) I k  est une 
fonction a. u. s . 

DÉMONSTKATION. Soit a un nombre positif quelcoiique. Nous pouvons alors 
construire (selon l a  définition (a,)) un polynome trigonométrique 

(A ,  étant réel) tel que 

Soit h' uii ensemble linkaire quelco~ique, alors à cause de l'inégalité (3) iious 
avons forcémeii t : 

Comme 1 Pm(%) I k  est une fonction bornée, donc a. u. s . (Chap. 1), pa r  
suite il es t  possible de trouver un nombre positif 7, tel, que pour 6,E < y 
1' inégalité. suivante soit remplie : 

Donc, en  utilisant (4), (5) e t  l 'inégalité (5) du Chapitre 1, nous pouvons 
conclure que 

& fiil que 6,E < y. 
Nous avons ainsi pour 6,E < q l 'inégalité suivante: 

donc / f(x) I R  est uiie fonction e a. u. s s, c .  q. f. d. 
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Nous avons ainsi, par les Théorèmes 1 ed II, une coiiditioii iiecessaire 
pour qu'une fonction f(x) soit a p. p. ak B ; elle doit être a p. p. a et 1 f(x) I k  
doit être a a. u. s S .  

Démontrons que cette condition est aussi suffisaiite pour que f(x) soit 
" p. p. . . 

Soit donc f(x) Urie fonction a p. p. a x, et soit 1 f(x) I k  une fonction c a.. u. s B .  

Bornons la foiiction f (%) par le nombre A > O, en posant [f(x)IA = f(x) 

Comme 1 f(s) l h  est a a. u. s w et  comme 1 [ ~ ( x ) ] A  I R  < 1 f(s) I k ,  alors queiqiie 

soit le iiombre positif E, i l  est possible de  trouver uii nombre q ) O, tel que 
pour 6,E < q les inégalités suivantes sont remplies : 

quelque soit A ;  par suite (par l'inégalité (5) du Chapitre 1) nous pouvons 
conclure que: 

Nous avons donc 1' inégalité : 

quelque soit le nombre A et B condition que 6,E < y. 
Choisissons A assez grand, pour que 1' ensemble Ë des valeurs de x pour 

lesquelles f(x) - [f(x)]A =/= O soit tel, que 6,Ê < r) (Théor. II, chape II). 
Alors 

M F  / I  f - [ f l A  1" 1 =Mi 1 1 f -  [ f l A  I k  / 
donc 

(7) 

A cause du Théorème VI1 du  Chapitre II, il est possible de construire 
une suite de polynomes trigonométriques P,,Xx) { 1 = 1, 2, 3, ... } qui coii- 
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16 A. KOVANKO: S u r  les classes de fomctiorcs presque-périodiques gérzérnlisées 

verge a a. u vers [f(x)lA et dont les termes sont des fonctions bornées dans 
leur ensemble par le nombre ( A t  1). 

Choisissons un nombre E, < 1 qui satisfait b l'inégalité: 

Nous pouvons alors trouver un nombre entier 1, > O, tel que pour 1 > 1, 
l'inégalité 1 [f(x)lA - P,,(x) 1 < E, est remplie pour toute valeur de x, exclusion 

faite peut-être d' un ensemble El avec 6,E, < E,.  

Examinons la quantité : 

Des inégalités (€9, (9), (10) et (11) nous avons à, coiiclure que: 

Mi 1 1 [ ~ ( x ) ] A  - P n l ( ~ )  I k  j < E: + ( A  -1- 2 ) k ~ l  < E. 

Cela veut dire que [ f ( x ) ] A  eut une fonction * p. p. ah 3 ; doiic noua pouvons 
trouver (quel que soit le nombre E )  O) un polyiiome trigoiiom&rique P,(x) 
tel que: 

Donc 
(13) 

L'inégalité (13) iious démontre que f(x) est une fonction p. p. a, c. q. f. d. 
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Nous soinines ainsi venus a u  résultat suivant: 
L a  cond i t ion  necessaire  e t  s u o s a n t e  pou?- q u ' u n e  fonction mesurab le  

f(x) = u(x) + iv(x), def in ie  pl-esque pal+out su?. (- CO < x c + CO), soit u n e  
fonct ion a p. p. a, s consiste e n  ce  q u e  f(x) est u n e  fonctiou K p. p. a . e t  
1  f(x) I k  est  zlne fonction a a. u. s 2 .  

THÉOKEME III. L a  somme d e  d e u x  fonctions f(x) et  cp(x), q u i  sont des  
fonctions a p. p. ak 2 est  auss i  u n e  fonction a p. p. a, B .  

DEMONSTBATION. Selon l a  défiiiition énoncée (5 3)) nous avons A conclure 
que f ( x )  e t  y(%) sont des fonctions a p. p. a m, donc leur  somme, [f(x) + cp(x?] 
est une fonction * p. p. a 3 (Chap. II, Tiiéor. 1); de plus 1 f ( m )  l k  e t  1 y(x)  l k  
sont (: a. u. s D, donc, quelque soit l e  notnbre E > O, il est possible de  trouver 
uri nombre q > O, tel que 

(14) ~ : , & I l f ( x ) l ~ \ ~ ; ,  

e t  

(15) l m l c p ( @ l k K $ ;  

à condition que 6,E < 7. 
Par suite, b cause de  l'in6galit8 (5) du Chap. 1, nous avons 

quelque soit E, avec  6,E < y, donc 1 f ( x )  + cp(x) I R  est une fonction a. u. s . ; 
mais comme [f(x) -1- rp(x)] est a p. p. a :, alors (selon In  condition (§ 3)) 
[f(x) + y ( $ ) ]  est une fonction a p. p. a, w c. q. f. d. 

THÉOREME IV. Soi t  k > 2 ; s i  f(x) et  y(x) sont des fonctions (I. p. p. ak B ,  

nlovs l e u r  p r o d u i t  f(x), p(x) est u n e  fonct ion p. p. a k  - . . 
2 

DÉMONSTRATION. En premier lieu les fonctions f ( x )  e t  y($) sont des 
fonctions p. p. a D, donc f(x)y(x)  est Russi p. p. a B (Chad. II, Théor. III); 
de  plus, comme 1 f(x) I k  et 1 y(x) I k  sont = a. U. s *, alors quel que soit l e  nombre 

Annali d i  Matematica, Berie I V ,  Tomo IX. 3 
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positif E ) O, il existe un nombre q > O tel que les inégalités suivantes sont 
remplies : 

(16) M?I 1 f (x )  1" 1 < E 

et  

(17) ~ ? ~ l r p ( x ) l k \  
A condition que 6,E < q. 

Par  suite de l'inégalité (6) (Chap. 1) nous nvons 

k 

MF I I f w ) . r ( x )  14 I <BI 
A condition que 6,E < q. 

Par  suite f(x)-cp(x) est une fonction . a. u. s s, donc f(x)-cp(x) est une 
fonction .: p. p. a,?. 

a 
THEOREME V. Si k > 12 1 et  si f(x) est une fonction p. p. a, D ,  eZEe 

esl une fonction p. p. a, ,. 
DÉMONSTRATION. En premier lieu l a  fonction f(x) est p. p. a, B, en 

second lieu 1 f(x) I R  est (: a. u. s D ,  donc (Théor. 1, Chap. 1) 1 f(xj 1' est a. u. s S ,  

par suite f (x )  est . p. p. a, .. 
THÉORÉME VI. Si f(x) est une fonction . p. p. a, D, alors la valeut- 

moyenne de  f(x) existe s u r  (- CS < x < + w). 
D~MONSTRATION. NOUS nvons, quelque soit E > O, un tel polynome trigo- 

l=n 
nometrique P,(x) = E a,e%x que : 

l=1 

donc il existe un nombre T, tel, que pour T >  T, l'inégalité suivante est 
remplie : 

+T +T 

Mais comme 

pour h , + O ,  et  M { e i n ~ ) = l  pour h r = O ,  donc MI P,(x)f=a, ,  si h , = O ;  
par suite M { P,,(x) \ existe. Donc il est possible de  trouver un nombre T tel 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. EOVANKO: S w  les classes de foractions presqzcepériodiq.ues gércéralisées 19 

qiie pour T > T l'inégalité suivante a lieu: 

Si nous désignons par ?' la plus grande des deux quantités T, et alors 
des inégalités (18) et (19) nous pouvons déduire que: 

Donnons A T deux valeurs quelconques T, > ? et T, > T"; nous avons alors 
deux inégalités : 

+TI 

( & J f ( s ) d s  - M I I 1 Hi 
-Ti 

quels que soient Ti ;> et T, ) p, à'mi nous avons B conclure que 

existe. 
COROLLAIRE. M { f(x)e-nxl existe pour chaque valeur réelle de 1, car 

f(aWiM est une fonction s p. p. a . et la fonction 1 f(s)e-" 1 = 1 f (x )  1 est 
a. u. s . ; donc f(x)eiix est . p. p. a,  , . 

THÉOREME VIT. Soit f(x) Une fonction p.  p.  a,  B, aZo?-s l'ensemble des 
valeurs de a@) = M ( f(x)e-'lx 1, avec 1 a@) 1 > 0, est fini ou dénombrable. 

DEMONSTRATION. NOUS avons, quelque soit E > 0, un polynome trigono- 
n 

metrique P,,($) = Z alei+ tel, que 
kl 
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(Thèor. VI), d 'oh:  

(21) 1 M { f ( ~ ) t ? - ~ ~ ~  1 -- fM 1 P,(z)~-~" " = 1 A4 { [ f (x)  - P,,(x)]e-a" 1 s 
M ( I f ( 4  - f',,(x) 1 i < E- 

Mai s 
M { f ( ~ ) e - ~ ' . ~  1 = a@) ; 

et  
2-n 

iM ( e-i" P,,(x) 1 = B alM { e%-l)x \ . 
1=1 

Si X = A l  (2 = 1, 2, 3, ... , n) alors : 

par suite nous tirons de l'inégalité (21) les inégalités suivantes: 

Ainsi iious voyons qu'il n' existe qu'un nombre fini de coefficients n(A) 
avec 1 a(A) 12 E. Doiinons k E une suite de valeurs: 

Alors l'ensemble des valeurs a(h) telles, que 

(in = entier) 

est toujours fini. 
Par  suite iious avons un ensemble dénombrable d'ensembles finis de 

valeurs de  a(h) avec 1 a@) 1 < 0. Par suite i' ensemble des valeurs de a@) + O 

(Théor. de CANTOR) est dhombrable ou fini. 

Soit f (x)  une fonction .: p. p. ak s ; il est évident que f ( x  + a )  est aussi 
une fonction a p. p. ah B~ quelque soit a ;  donc (Théor. I I I )  f(x + a )  - f(x) 
est « p. p. ak 3 ,  par suite 1 f(x + a )  - f ( % )  I k  est « a.  u. s = .  Donc, quel que soit 
le nombre E > O, il est possible de lui adjoindre un nombre positif y < 1, 

E 
avec q k  < -, e t  tel que pour 6,E < y l'inégalité suivante a lieu: 

2 
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Soit ~ ( Y J )  une presque période de la fonction a p. p. a rn - f(x) (Chap. II, 
5 5), qui correspond au nombre q ;  alors nous avons l'inégalité: 

qui est satisfaite pour toute valeur de x, exclusion faite, peut-être, d' un en- 
semble E, avec 6, E < YJ. 

Soit CE le compl61neritaire de E; iious avons alors, en  posant dans (22) 
a = z, 1' iiiégalité : 

M, 1 

Nous avoiis ainsi démoiitré le tliéor&me suivant: 
THEOREME VIII. S i  f(x) est une  fonction p. p. ak s alors, quelque soit 

le nombre positif e, il est possible de  lui adjoindre u n  norrzbve 1 > O, tel 
que dans chaque intevvalle de  longueur a 1 B il existe  a u  moins une  pl-esque 
péliade z, qui possède la propt*iétt! suivante: 

CHAPITRE IV. 

Les classes diverses de fonctions presque-périodiques 
generalisées. 

Indiquons d' abord les classes de fouctioiis mesurables presque-périodiques 
géiieralisées. 

(Xi). En premier lieu nous avons les foiictioiis (1) de W. STEPANOFF 
( c  Math. Anrial. S ,  Bd. 95, S. 474). 

(Gm,). En second lieu iious avons nos foiictioiis asyn~ptotiquenieiit-presque- 
périodiques, doiit nous indiquoiis Ia notion dans la note des 6 C. R. 9 ,  t. 188, p. 142. 

(Gm,). Enfiii nous avons les fonctioiis 9: p. p. a x du préseiit travail. 

Indiquons It présent les conditions différeiites de la soiiimabilité des foii- 
ctions y(%) définies sur (- <x, < x < -+ 00). 
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(8,). En premier lieu nous avons la sommabilité uniforme de W. STE- 
PANOFF ( a  Math. Annal. B ,  Bd. 95). 

(8,). En second lieu nous avons la sommabilité uniforme au sens géne- 
ralisé (SCHMIDT, a Math. Annal. a ,  Bd. 100, S. 334). 

Nous disons que V(X) possède cette propriété si, quelque soit le nombre 
E > O ,  il est possible de trouver deux nombres q(a) et T(E) tels, que: 

quelque soit l'ensemble El avec 
Mes E(a - T, a -t T) 

2 T  < 7, pour T) T, ,  et 

cela uniformement en 
(8,). Enfin nous a 

En posant cp(x) = 1 
périodiques géneralisée 

c a B. 
ons les fonctions c a. u. s B. 

f (x )  l k ,  nous avons douze classes de fonctions presque- 
is, si nous faisons toutes les combinaisons possibles 

avec une définition quelconque $Xi et  une définition Sj, et  que nous dé- 
i = l ,  2, 3 

signons par ( X z S j )  
(j = 1, 2 . 3 )  

. Puis nous avons encore les classes Gm;, , 
= * 7  X 3 -  

Les classes les plus remarquables sont les suivantes X i S ,  (i = 1, 2, 3). 
Nous écrirons ces classes comme il suit: 

I l  est aisé de  démontrer que ces conditions sont équivalentes aux sui- 
vantes : 

(1) ( i  = 1 )  l' f(x)  est p.  p. (9K3)?, si quelque soit le nombre positif E > O  
et le nombre positif a, il existe un nombre Z ( E ,  d) > O '  tel que dam chaque 
intervalle de longueur Z, il existe au moins ilne presque période T, telle que 

> ' quel que soit le  nombre a B . 
(II) (i = 2) " f(x) est p. p. (!~KS)!, si quel que soit le nombre E >O, il 

est possible de trouver deux nombres I(E) et To(&), tels que dans chaque in- 
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tervalle de  longueur 1 D il existe au  moins une presque période T telle que 
pour T > T,(E) nous ayons 1' inégalité : 

e t  cela uniformément 
* Pour k = 2 nous avons les fonctions de WEYL SCHMIDT ( a  Math. Annal. s, 

Bd. 100, S. 334), ( a  Math. Annal. B, Bd. 97, S. 354) B. 
(III) (i = 3) '' C'est notre définition (ak). Pour k = 2 nous avons les 

fonctions de  BEXICOWITSCH (loc. cit.) ". 

Indiquons quelques exemples : 
Soit f(x) = a,, sur les intervalles : (2, < X I 2, -1- n) ; (n = 1, 2, 3, ...). 
Dans tous les cas c 'est  une fonction (p. p. a); le  polynome trigonomé- 

trique d'approximation est' E 0, car f(x) diffère de O sur un ensemble d'in- 
tervalles (2n < x < 2n + n),  dont 1' ensemble E est tel que 6,E = 0. 

En effet 

Mes E(0, 2") = 1 + 2 + 3 i- .... ( n  - 1 )  = n(n - 1). 
2 ' 

donc 
Mes E(0, 2") Mes E(-  2"' f- 2n) n(n - 1 )  - - - _--. 

2.2" 2n+i 2n+a 9 

par suite 
Mes E(- 2", 2") = 6E =lim 

u=w p + 1  
2, 

1) Soit a, = - 
n' 

Donc 
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II) Soit a, = n2 ; 

Donc [f(x)] est a p. p. ai .. 
De plus, quelque soit le nombre p < 1, iious avoiis toujours M E {  1 f IP = 0. 

Donc [f(x)] est a p. p. a, 3 .  

22 - 2 7  
III) Soit an = ; alors 

n 

par  suite f(x) est c p. p. a, . . 
Mais f (x )  est noil p. p. a, B c a r :  

Par suite 
1 ~ 1 1 1  f(x)I21 =- 4 ' 
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Sul17Algebra delle successiorii. 

Dlamoria 2" (*) di ANTONIO MAMBRIANI (a Bologna). 

Complemento all' Introduzione. - Ili aloune parti di questa 2" Memoria 
mi soiio ispirato alla nota Opera del prof. S. PINCHERLE (in collabora- 
zione con U. AMALDI): Le operazioni dist?.ibutive e le 1op.o applicazioni 
all'Analisi (Bologiia, 1901). Lascio, per ora, stabilire al Lettore quali siano i 
punti di coiitatto fra la detta Opera e la presente dlgebva delle successioni. 

CAPITOLO TERZO 

Sviluppo dell'Algebra delle successioni. 

$ 1. Considerazioni preliminari. 

36. Da quanto precede risulta gi8 che per le operazioni isobnriche e bi- 
nomiali valgono molte considerazioni completamente analoghe a quelle che 
si fanno per le operazioni ordinarie. Tale analogia si pub estendere - ed io, 
qui, mi occuperb di una tale estensione - fino a costruire un'Algebra che 
includa YAlgebra ordinaria. In questa nuova Algebra gli enti, ai quali le 
operazioni si applicano, sono quelli della ordiiiaria Algebra e le successioni; 
e limitandoci a considerare le successioni 

dove a, b, c, ... sono delle costanti (indipendenti, eioé, da n )  ed (E,,) B la suc- 
cessione unitaria definita al n." 2, ci si viene, in sostaiiza, a restringere 
all'dlgebra ordinaria: irivero, per l'addizione e la sottrazioiie (na0 4) si ha 

(*) Continua~ione e fine della Mernoria la: Szcll'Algebra &$le szcccessiolzi. u Annali di 
Matematica B, 8. IV, t. VI11 (1930)j Pp. 103.139. 

Anrtali di Matematioa, Serie IV, lomo IS. 4 
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26 A. M ~ B R I A N I  : SUIE' Algebra delle szl.ccessioni 

per la moltiplicazione e la divisione isobarica (11.' 4 e 22) é 

a&, - a 
a b ,  Ob, = abc,, -- - - En , b ~ , ,  I n  b 

e similmerite per la inoltiplicazione e la divisione binomiale. 

37. III precedenza abbiamo considerato la potenza isoba?ica e la po- 
tenza binomiale, di una successione (a,), quando l'esponente é un numero 
inte?-O, ed abbiamo visto che 

a) se l'esponente é un intero positivo (n." 6), le potenze, taiito isobarica 
che binomiale, hanrio significato qualunque sia la successione (a,,); 

p) se l'esponerite é 10 zero (n."), resta indeterminato il significato di 
tali potenze solo quando la successione (a,) è totalmente nulla; 

y )  se l'esponente è un iiitero negativo (n." 23, y)), affinché le dette po- 
tenze abbiano significato e necessario e basta che la successione (a,) non sia 
inizialinente nulla. 

Stabiliaino, oral il significato delle potenze isobarica e binomiale di una 
successione, quando si consideri un esponente frazionnrio. Poniiimo, a tale 
scopo, la segueiite definizione : 

Data una successione (a,) e fissato un intero m > 1, si dirA che una 
succeüsione (a,,) e radice mesima isoba?*ica [binomiale] della (a,), se la po- 
tenza mesha isobarica [binomiale] di (a,) è uguale ad (a,). 

Se (a,) non e inizialmente nulla, vale a dire se t5 a,+ O, esistono 
senîpre m, ed i.n sole, radici rnes"e isobariche [biiiomiali] di (a,,):'esse si ot- 

m -  
tengono prendendo per loro primo elemento uno degli nl valori di da, e cam- 
biando in corrispondenza gli altri elemeiiti. 

Se (a,), invece, 6 inizialmeiite nulla di un certo ordine p r: 1, vale a 
- dire se A a, = a ,  = ... - a,-, = O ed a., + 0, non 6 sempre possibile 1' estra- 

zione di radice di un dato indice intero na > 1: si trova facilmente, i n  

virtti del n." 10, che condizione necessaria e sufficiente affinchè esista una 
radice nlesi*a isobarica [binomiale] - e quindi nz radici - è che 112 sia un 
divisore di p. 

Per indicare, quando esistono, le nk radici n t e s k e  isobariche di (a,) si 
adottera il simbolo 

oppure 
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ed aniilogamente per le radici binomiali si scriverà: 

m -112 
1 "  d a ,  , ( n  O 1, 2 . )  oppure an , (n =O, 1, 2, ,..) ('1. 

Ad eseinpio, unn delle radici mesime isobariche di , (n = 0, 1, 2, ...) è (3 . , 
data (n." 15, (31)) da , (12 =O, 1, 2, ...); una delle radici n z e s h e  biiiomiali 

di mn, (12 = 0, 1, 2, ...) 6 data (n." 18, (42)) da ln, (n = O, 1, 2, ...). 
Ne consegue, essendo y un iritero, il significnto da  nttribuire ai  siinboli 

m m I n  
V&la oppure anL)", [ v a l n  oppure a,, 

38. Per cib che segue, & utile fare uiia genei'alizzazione delle operazioiii 
isobariclie e biiiomiali introdotte nei due Capitoli precedenti. Consideriamo, 
all' uopo, le successioni doppie 

che indicheremo brevemeiite con (a,, ,), (b,, ,,), e poriiamo le segueiiti definizioni : 
a)  Si dira, prodotto doppio isobm-ico di (a,,,) e (b,,,) la successione 

doppia 

il cui elemento generale, che si pud anche scrivere nelle due forme 

si indicherg brevemente col simbolo 

p) Si dira pvodotto doppio binomiale di (a,,,,) e (b,,,) la successione 
doppia 

(4) L'indice m = 2, nei simboli contencnti il segno dp, si potrà anche sottintendere. 
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il cui elemento generale, che si pub anche scrivere nelle due forme 

si indicherh brevemente col simbolo 

y) Si diranno prodotti doppi  isoba~,ico-hinomiali di (a,, ,) e (b,, ,) le 
successioni doppie 

i cui elementi geiierali si indicheranno, rispettivamente, coi simboli 

Il primo prodotto é isobarico rispetto all'indice m e binomiale rispetto ad n, 
il secoiido prodotto è. isobarico rispetto ad n e binomiale rispetto ad m. 

Le operazioni corrisporidenti si diraniio, rispettivamente, rnoltiplicazione 
doppia isobarica, rnoltiplicazione doppia binomiale, molt ipl icuzione doppia 
isobal-ico-binomiale. 

OSSERVAZIONE. - A queste moltiplicazioni doppie (O d'ordine 2j si possoiio 
estendere varie considerazioni fatte riei Capitoli 1 e II per le moltiplicazioni 
che diremo senvplici ( O  d'ordine 1 ) ,  ma ne1 presente lavoro ci limiteremo 
solamente all'uso dei simboli or ora iiitrodotti. In geiierale, si potrebbero 
studiare le molt ipl icazioni  mult iple  di un ordine firiito qualsiasi. 

39. Cib premesso, si diranno espressioni isobaviche, esp?*essioni bino- 
nziali, esp7.essioni isobaq-ico-binorniali le espressioiii nelle quali figurano, oltre 
ai segni di operazioni ordinarie, rispettivamente i segni di operazioni isoba- 
riche, di operazioni binomiali, di operazioiii isobariche e binomiali iiisieme; 
queste operazioni essendo applicate, ordinatameiite, a numeri ed a lettere 
(cognite ed incogriite), ad elementi geiierali di successioiii riurneriche ( i )  O di 
successioni letterali (cognite ed incognite) O di successioni funziorii. 

(') Con successione r m m e t ' i c a  s'intenderh una successione i cui elementi sono tutti nu. 
meri, con successione l e t t e r a l e  una successione nella qnale almeno un elemento B una lettera 
(gli altri elementi essendo numeri O lettere). 
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Si capisce, poi, quale sin il significato da  attribuire alle frasi espressione 
isoba?.ica mzionale (intera O putta), espressione isobasmica iwazionale; e, 
analogamente, per  le  espressioni binomiali e per le  isobarico-binomiali. 

5 2. loltiplicazione isobarica e moltiplicazione binomiale. 

40. Pe r  moltiplicare isobaricamente [binomialrnente] due espressioiii iso- 
bariche [binomiali] razionali intere @.O 39) si farh (11." 7, y)) l a  soinmit dei 
prodotti isobarici [binomiali] di tutti i termini del nioltiplicaiido per tutti i 
termiiii del moltiplicatore. 

La formazione del prodotto pu6 eseguirsi pih facilmente quando i Qttori 
sono ordiiiati secorido le poteiize isobariche [biiiomiztli] - crescenti O decre- 
sceiiti - di unn determinata successione: coiivieiie servirsi, in tale caso, di 
uii prospetto di moltiplicazioiie analogo a quel10 della ususle inoltiplicazioiie 
dei polinomi ordinati. Consideriamo, ad  esempio, la seguerite semplice molti- 
plicazioiie binoiiiiale : 

Conformemente a quanto si è osservato a1 n.' 36, l e  usuali moltiplicazioni 
fra polinomi ordiiiati si possono trasformare in moltiplicazioni isobariche ed  
in moltiplicazioiii binomiali : volendo fare un tale passaggio, basterb, rispetti- 
vamente, sostituire a d  uii polinomio quale, ad  esempio, xS + 5x2 + 3 x ,  
espressioiii della forma 

41. Potenza di u n  binornio. - La formula di NEWTON 
m 

m m  m (a,.+ b,Jm= x(~;)a:-~b'b:, = a, . b., 
r-O 

dove (a,,) e (b,,) sono due determinate siiccessioni, si pub generalizzare facil- 
meiite a l  caso delle potenze isobariche e binomiali. 
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a)  Ne1 caso delle potenze isobariche abbiamo: 

ed in generale, col principio di  induzione complets, si coiiclude facilmente, 
essendo nz. un iiitero positivo, 

III particolare per an = a&,, b, E ben, dove a e b sono delle costanti, si ha  
l'ordiiiarin, formula dello sviluppo del binomio di NEWTON; per b, =XE,,, 
dove x è una costante, si ha 

(a ,  +-  XE,)*)^ = 2 ( 7 b l ' ) n  sv= a:'.? zm. 
r=O 

p) Ne1 caso delle potenze biiiominli si trova analogamente: 

Aiiche qui per a,  = a€, , b,, = b ~ , ,  si ha l'ordinarin formula dello sviluppo 
del biiiomio di NEWTON; per h,  r SE, si ha:  

Ad esempio 6, in virti2 della (42) del n." 18, 

m (ln - E , ) ~ ) '  == mn - (- 1)" = Amon, 

le Amon essendo le cos1 dette diferenze mesime d i  On. 

42. Potenza di un polinomio. - Consideriam0 ora p + 1 successioni: 

(aw, 01, ( a n ,  11, (aHfp). 

Si ha, ttpplicando successivamente ln (l), 

( a n ,  + a,,, , 4- ... t a,, ,)"'fi = 
- , *) - a , o  ; (a., , + ... +- a ,,,, )"".= an;' , ; fiRjl A ( a n , 2  +- .-.? 
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ed iiifine 

(5 )  
m)n m ")n  m m m'n 

(a,, , + a,, , + ... t a,, ,)")n = a , ,~  . a,, . ... . 
II f i  II an ,p ,  

da cui discendono facilmente, in virth del n." 38 e delle formule del n." 7, p), 
le diverse espressioni del primo membro di (5)  a mezzo dei segni sommatorj. 

Analogamente, npplicnndo (3), si trova yer la  potenzn binomiale: 

43. Potenae isobariche d i  successioni ultimamente nulle. - Ne1 cnso 
delle successioni ultimamente nulle (n." 1) è opportuno - in vista delle np- 
plicazioni che si possono fare deli'Algebra delle successioni - scrivere per 
esteso le espressioni delle potenze isobariche e biriomiali. A tale scopo, cori- 
sideriamo una successione generica ultimamente nulla ,(n." 2): 

dove a, ,  a , ,  ... , a, sono delle costanti (indipendenti, cioh, da n), e riferiamoci 
dapprima alle potenze isobariche. Abbiamo, applicando la (5) ed in virtii 

del n." 20, P), 
(7) (ao€, + + ... + ap~n-p)m)n = 

m m m  m m m = a0 E,  . al E,-, . a2 E ~ - ~ ~  ,-, ... y a:€,,-,rn. 
n 

Da qui discendono, tenendo presente il n." 38, y) e le formule ( 9 )  e (9 ' )  del 11." 7,  
le espressioni che cerchiamo. 

a) Dalla (7), in virtii del n." 38, y) e della (9) del n." 7, segue: 

dove si è tenuto conto che é (n." 20, cc)) 

Facendo, in (8), a , = O  - e carnbiando poi 1 - , ,  r ,,..., ? p  ordinatamente 
in Y,, p., , ... , r,-, - si ha:  
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Notiaino ora i casi particolari, delle formule (8) ed (û'), ottenuti facendo 
p = 1, 2, 3 (indichiamo poi, per semplicith, le costanti a,. con a, b, c, d ) .  
Per p = 1, si ha da (8): 

ossia 

(9) 

la quale forriisce, dunque, i'espressione della potenzn mesi- jsobarica di uiia 
successiolle ultimamente nulla d'ordine 2. Per p = 2, si ha  da (8'): 

ossia 

l a  quale, del resto, si poteva dedurre immediatamente da (9) inoltiplicsiidoiie 

ambo i mernbri per a:!!! = Per p = 2, si ha d a  (8): 

cioè 

(ae, + ben-,  +  CE,-,)^'^ = 

Per p = 3, si h a  similmente da (8'): 

7 '  
(10') (nr , - ,+6o, - ,  + ~ e . - , ) ~ ) ~ =  g(y:)( am-rbm+2r-nCn-m-r 

n-nz-r  

Analogamente si trova : 
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p) Possiamo dare, per le  potenze precedenti, un altro tipo di espres- 
sioiii. Dalla (7), applicando la (9') del 11." 7, si ha :  

ossia, pel 11." 20, a), 

(12) (ao&, + u,E,-, + ... + ap~n-p)m)m = 

dove la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di p + l  niimeri iiiteri, positivi 
O nulli, 7.,; r i ,  ..., r,, tali che  sia 1-O + ri + ... +- r, = m. L a  (12) si pub 
anche scrivere : 

dove la sommntoria accentatn va estesn a futti i sistemi di p + 1 numeri 
interi, positivi O nulli, g., , r , ,  r,, ... , r,, tali che sin 

S e  6 a,  = O, si h a  analogamente: 

dove la sommatoria accentata v a  estesa a tutti i sistemi di p numeri interi, 
positivi O nulli, Y,, r,, ... , r,, tali che sia 

44. Potenze binorniali d i  successioni ultimamente nulle. - L e  formule (3) 
e (6) permettono analogamente di determinare le  espressioni delle potenze bi- 
nomiali di successioni ultimamente nuile. Tali espressioni si possono, perb, 

numero precedente notando che si ha, dedurre immediatamente d a  quelle del 
in virti2 della (11') del n." 8, 

Annali di  Matemoticu. Serie IV, Toma IX. 
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$ 3. Divisione isobarica e divisione binomiale. Divisibilità. 

45. La divisione isobarica [binomiale] di due espressioni isobariche [bino- 
rniali] razionali intere (n." 39), ordinate secoiido le potenze isobariche [bino- 
mialil, crescenti O decrescenti, di una determinata successione, conviene 
effettuarla servendosi di un prospetto analogo a quel10 che si forma riell'or- 
dinnria divisione dei polinomi ordiriati. Consideriamo, per esempio, la segueiite 
semplice divisione binomiale : 

Ln prova di questa divisione si farh moltiplicsndo binomialmente il divisore 
per il quoziente ottenuto: si dovrh ottenere il dividendo. 

Sard utile, poi, applicare la riaturale estensione della vegola di Ruflni 
quando si abbia da  dividere isobaricamente [binomialmente] una espressione 
intern, come quelle sopra indiestte, per un binomio della forma a n - a , .  Cosi 
volendo determinare il quoziente ed il resto della divisione binomiale 

si potrh formare 10 schema 

onde si ha, per la frazione binomiale sopra scritta, l'espressione 
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Ne discendono i concetti di divisibilità isobarica [binon~iale] ,  di ~ î ~ a s s i m o  
comun divisore e mininzo comune mult iplo isobai.ici [binomialil. 

46. È facile provare, eseguendo le corrispondeiiti moltiplicaziorii isoba- 
riche [binoiniali] di verifica, che 

cc) La diffe~aenza d i  due  potenze isobaviche [hinonziali] sitnili, con 
esponente intero positivo, & sernplbe divisibile isobaricamente [binomialmenle] 
pet. En d i f e t - enza  deZZe basi. Precisainente, essendo lin intero positivo, 
si ha: 

p) La d i fer -enza  d i  due po teme  isohm-iche [binomialil sijuili, co?z 
esponente inte?-O positivo e pal i ,  e la somma d i  due potenze isobai.ic71e [bi- 
notliiali] s iwil i ,  con esponente intero positivo e dispcu-i, sono semp1.e divi- 
sibili isobar-icamente [binomialntente] pel* la somma delle basi. Si ha preci- 
sainen te : 

In particolare, se nelle (14), (15)) e cosi pure nelle (14')) (IV), si fa 
a,  = as,, h,, = b ~ , ,  dove a e b sono delle costantj, si otteligono le note 
formule dell'Algebra ordiliaria. Ponendo, invece, soltanto bn = XE,, si ha :  
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OSSEIÈVAZCONE. - L e  formule stabilite ne1 presente n." tti'ovaiio utilissimo 
impiego ne1 calcolo di molte somnie importaiiti, corne sarA inostrato nelle 
applicazioni. Diamo qui due esempi semplici : 

1." Applicando la  (16), ove si faccia x = 1 ed a, = , e tenendo pre- 

sente 1st (31) del n." 15, s 'ottiene: 

da cui, per essere - En = E, 4- sa-i e notando che é (n." 22, (5"')) 

segue la  nota fonnula pei coeîîicienti biiiomiali : 

2." Nella (16') facciamo x = 1 e moltiplichiamo binomialmente ambo i 
membri per una data successioiie (b,); abbiarno : 

Se qui si prende a, r qpn, b, = abn, dove a, b, q, p sono date costanti, il 
primo meinbro diveiita 

ed il secondo membro diverita 

si ha quiridi la formula 
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dove ilel secondo membro si possono fare iiitervenire, a seconda dei valori 
dalle costanti a,  b, q, p che vi conipaiono, i iiuineri di BERNOULLI O i iiumeri 
di EULER od nltri iiumeri affiiii: e cib molto semplicemente, come sarh mo- 
strato iielle applicazioni. 

5 4. Derivazione isoborica e derivazione binomiale. 

41. Poniamo le  seguenti definizioiii: 
a) Data una successione (a,) qualsiasi, le iiuove successioni 

si diraiirio, rispettivamente, derivata is~ba?~ica e delsivata binomiale, vispetto 
ad n, di (a,) ('). 

p) Data una successione doppia (a,,,) qualsiasi (n." 38)) le nuove suc- 
cessioiii doppie 

(17t + ~ ) G I + , ,  +t , ( r n = O ,  1, 2 ,...; n=0,  1 , 2  ,... ), 
am+-,, n 7 (vn=O, 1, 2 ,...; ?z=o, 1 , 2  ,... ), 

si diraniio, rispettivarnente, derivata parziale isobarica e delivata pnrziale 
binomiale, 7ispetlo ad m, di (a,,,,). Analoga definizione per  le  derivate par- 
ziali rispetto ad  n. 

Osserviamo subito che la  derivata sia isobarica che  binomiale di uria 
successione della forma (ce,), dove c è una costante, é l a  successione total- 
mente nulla (n." 1). 

L a  derivata isobarica [binomiale] di uria somma di piii successioni è 
uguale alla somma delle derivate isobariche [biiiomiali] delle singole successioiii. 

Se  due successioni differiscono solo per  una successione della forma (CE,), 

dove c é una costante, le loro derivate isobariche (O biiiomiali) sono uguali, 
e viceversa 

L a  derivata isobarica di (ca,), dove c è uiia costante, & (c(n + l)a,+,), 
lit derivatn binomiale è invece (ca,,,). 

48. a )  Il pi-odotto isoba?-ico [bil~onziale] d i  due successioni ha per derivata 
isobag.ica [binomiale] la somma dei due pl-odotti isoba7.ici [binonziali] della 
derivata isobavica [binomiale] d i  ?ilLa delle successioui pev l'altra succes- 

(4) Si confronti S. PINCHERLE (in collaboraaione con U. AMALDI), Le opevazioni distri- 
butive e le loro appzimaiolzi all'dnalasi, Bologna, 1901, p. 77, n.' 111. 
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sione. Si hanno cioè, considerati i prodotti a, Ab,, a, Yb,, le due formule: 

Per dimostrare la (19) basta notare che il suo secondo membro si pub 
scrivere : 

e riunendo le due sommatorie ora ottenute ne1 secondo membro, vieiie 

dove il secondo membro é proprio il primo membro di (19). 
Per dimostrtwe la (20) basta procedere andogamente : 

e riunerido le due sommatorie ora ottenute, abbiamo 

p) Segue, ne1 caso di tre fattori, 

ed analogamente, i i i  generale, per un iiumero finito qualsiasi di fattori. 
y) Si pub notare che da (19) e (20) segue: 

la cui generalizzazione a l  caso di piii di due fattori é manifesta. 
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49. 11 quoziente isobarico d i  due  successioni ha pev devivata isoba?.ica 
il prodotto isobarico della derivata isobal~ica del nurne~*ato?*e pel denomi- 
natore, diminuito del pl-odotto isoba?,ico del numelmatove pe?. l(c derivata 
isobaqsica del denorninatore, i l  tutto diviso isobaricanzente pev il  quadl-ato 
isoba~*ico del denominatore. Analoga regola per  formare la derivata bino- 
miale d i  un quoziente binonziale. Si hanno ciob, considerati i quozienti 

an Per  dimostrare la  (23) osserviamo che, posto - 1 ,  = cn ossia a,  = c,; b, , 
hn 

viene, per  l a  (IO), 

cioè la (23). In modo completamente analogo si provn l a  (24). 
Ili particolare si h a  : 

50. Dalla regola di derivazione di un prodotto isobarico [binomiale] risulta 
la ?=egola d i  derivazione della potenza isobarica [binomiale] d i  u n a  da ta  
successione, quarido l'esponente è un iiitero positivo. Si hanno precisamerite, 

per le  potenze a:'., an'", le due formule: 

Questa  egol la d i  derivazione della potenza si estende al caso i n  cui 
l'esponente é inter0 negativo O fvazio~zario, purchè, ben inteso, tali potenze 
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abbiano significato (il." 37). Invero, ne1 caso in  c u i  l'esponente è iiitero riega- 
tivo, ci6 disceride immediat~mente dalla regola di derivazione, isobarica O bi- 
nomiale, della reciproca di una successione, regola espressa da  (25) e (26); 
ne1 cas0 in cui l'esponente sia un'uriit5t frazioriaria, si conclude pure facil- 

1 dm mente quanto sopra si è asserito: posto cn= an , dove m é un intero > 1, 

vieiie cr).= a,  da cui, derivando isobaricamente, 

wt~:-~)fi;  (n + l)c,+, = (n -1- l)a,+, , 
onde 

ed analogamente ne1 cas0 della potenzn binomiale. 
OSSERVAZIONE. - Possiamo notare che dalle (27) e (28) segue: 

nr nr+' m e queste formule, unitamente ad = a0 , a. = a. , permetton0 di cal- 
colare molto rapidamente i successivi elementi delle d m  potenze n ~ e a i m e ,  

ar'n, UT))". Cos1 risuitano, per i pritni (cinque) elemeiiti isobarici, le espressioiii : 

ed analogamente, per i primi (cinque) elementi binomidi: 
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51. Derivazione isoba&a e binomiale, successiva. - Diremo derivata 
seconda la derivata della derivata, derivata t e r z a  la derivata della, derivata 
secoiida, ecc.. Ne segue che le derivate isobariche seconda, terza, ecc., mesima, 

di una successione (a,), haniio, rispettivamente, gli elementi generali 

e le derivate binomiali seconda, terza, ecc., ?ltedrna, harino, rispettivamente, 
gli elemeriti gerierali 

anta , an+, , G + m .  

a)  Dalle definiziorii poste risulta che condizione necessaria e suf iciente 
alpînché le der-ivate successive, isobariche O binorniala, d i  u n a  data succes- 
sione, coincidano, d a  u n  cevto indice d i  derivazione i n  poi, con l a  succes- 
sione totalmente nul la,  t che la  data sztccessione sia ultinlanzente nul la.  
Precisamente, se (a,) é ultimameiite iiulla d'ordiiie n?, le derivate mesime sono 
successioiii totalmente nulle, meritre le derivate (rn - l)esime sono della forma 
(ce,), dove c è iina costante. 

/3) Formando la derivata seconda isobarjca del prodotto a,;bn e ln de- 

rivata seconda biiiomiale del prodotto a,?b,, si otteiigono, in virtili delle (19) 
e (20)) le formule 

(n + l ) ( n  + 2)(aa+, m i  2 &+,) = 
= (n i- 1Xn +- 2)n,+, ; bn + 2(n  + l)fl,+, ( n  + l)h,+, + a,; ( n  + 1)(n -+ 2)b,+, , 

n+2 n n 
a,+, . bn+, = a*+, b, -+ 2a,+i . bniL + a,, * b,+2. 

Ed in gerierale, colla derivazione ?tlesimcc dei detti prodotti si ottengoi~o le for- 
mule (Che si provano f~cilmeilte col metodo di induzione) 

m 
n t  'rn n - t r  ( ,,, + + = T=O ( )i!,,+,. < ( m - r  

n t m - I -  
h+m-i., 

ossia 

Annazi d i  Matematka, Serie I V ,  Tomo IX. 
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e quali formule, adottando le notnzioni del n." 38, si possono scrivere: 

m i - n  
( 3 ~ )  (rn n),anl+n r n L  = (m ( )bm+n, 

e queste formule sarnniio richiamate col nome di leggi degli indici delle 
an 

moltiplicazioni isobarica e binomiale. In particolare, faceiido, in (31), a, = - 
n ! '  

bn 
hn 3 -, oppure facendo, in (32), a, r an, On = bn, dove a e b sono delle co- 

92 ! 
stanti, si ottiene 

(a + b)"+" = (a + b)m(a + b)n. 

X" 
Facendo invece soltstnto, in (31)) 6, = - e, in (32), b, = xn, si deduce, ri- n !  
spettivamente, 

%m+n . x m .  xn 
(33) (nt n)(am+n m i n  (nt + n)! )=("'an)anl+nm-.-) na! n !  

(34) 
m m+n %m+t-n = a,,, . tx;" +! xn, am+, - 

identità che saraiino di utilissimo impiego nelle applicazioni. 

62. a) Esistono successioni che coincidono colla l o ~ o  delnivata isobavica 
O colla 107.0 del.ivata binonzinle? Per  trovarle basterh risolvere le due equa- 
zioni ricorrenti 

(n+l)x ,+,=x, ,  x,+,=x,.  

Si trova cosi, fncilmente, che le successioni coincidenti con la loro derivata 
isobarica. sono tutte del tipo 

C - (n=O) ll 2) ...), 
n !  

quelle che coincidono con la  loro derivnta binomiale sono tutte del tipo 

C. ln (n  = O, 1 ,  2> 
dove c 6 una costante arbitraria. 

p) Proponiamoci di dete?-nzinmre le successioni le cui devivate isoba- 
9-iche, O le cui dei-ivate binontiali, sono le successioni stesse moltiplicate 
pev una costante k. Le equazioni da risolvere sono allora: 
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e si trova, rispettivamente, 

dove c e una costante arbitraria. 
OSSERVAZIONE. - Un'equazione che lega una successione incognita ad 

una O a piu delle derivate, isobariche O binomiali, di tale successione, 6 
un'equazione ricorrente; ed é facile vedere che vale il viceversa. Le equa- 
zioni ricorrenti possono dunque anche chiamarsi equazioni alle dkrivate,  
isobaî9che O binorniali, d i  successioni. 

63. Notiamo, infine, alcune identita che presentano qualche analogin colle 
identith ottenute mediaiite la derivazione isobarica e la derivazione binomiale. 

a) Per la moltiplicazione isobarica si ha, come subito si verifica, 

p) Da queste due formule, pel legame che intercede fra prodotti isoba- 
rici e prodotti binomiali (n." 8), segue: 

1 ,lm 
(an.+m . (37) (n + ni) ! 

In  particolare, facendo m = 1 nella (37) ed nz = li, = 1 nella (38j, si ricava: 

dalle quali si deduce 
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Si pub iiotare che, per a ,  = xn, b, yn, le (39') e (40') si scrivono : 

5 5. Cenno sulle equazioni algebriche, isobariche e binomiali. 

Ci riferiremo, iii  questo parngrafo, alle equazioiii algebriche di tipo bino- 
miale, e si vedrk che coiisiderazioiii coinpletameiite analoghe valgoiio per le 
equazioiii di tipo isobarico. 

54. Equazioni d i  pl-iwto grado ad un'incognita. - Essendo (ri,), (b,), 

(c,), (d,) date successioiii ed (x,) uiia successioiie iiicognita, si dirA equnzione 
binomiale d i  pî-in20 grado ad u7la incogniln ogni equazioiie della forma, 

la quale è riconducibile alla forma 

(41') 
n 

U N .  X;n + Pn = 0. 
Rifereiidoci a (41) si ricava 

sotto l'ipotesi che (a, - 6,) non sia inizialrnente nulla O, se 10 è, Io sia d'or- 
dirie firiito non maggiore dell'ordirie di iriiziale aiiiiullameiito di (d, - b,) 
(v. 11.~ 22 e 23). Sotto l'ipotesi posta, la, (41) ammette dunque la soluziorie ben 
determinata data da (42); se tale ipotesi rioii é soddisfatta, si ha per l'equa- 
zione impossibilitit od indetermiiiazioiie (cfr. 11." 23). 

55. Sistemi d'equnzioni d i  prit710 g?.ado a due  incognite. - Essendo 
(a,), (bd, (c,), (a,), (Pm), (y,) date successioiii ed (x,), (y,) successioiii iiicogiiite, 
si dira sistema bino~niale d i  due equazioni d i  primo grado a due  incoynite 
ogni sistenia della forma, O riconducibile alla forma, 

Se si inoltiplicô, biiiomialiiîerite n, la prima equitzioiie per P, e la secoiida 
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equazione per  b,, e poi si sottraggono ineinbro a iriembro le due eqiinaioni 
cosl ottenute, si h a :  

I n  modo analogo si t rova:  

L e  (44) e (45) d&rino l' unica soluzione del dato sistema, nell' ipotesi che il 
denomii!tttore comune dei loro secondi membri non sin inizialmente nul10 O 

Io sin d'ordine non maggiore di quel10 dei numeratori; quando, poi, un tale 
fatto non é verificato si presenta O l'impossibilita O 1'indeterminazione del 
sistema. 

Anche ai  sistemi isobarici e binomiali si pub trnsportare l'uso dei deter- 
minanti, ma cib non sarh fatto ne1 presente lavoro. 

Diamo ora due esempi semplici e notevoli: 
1." Risolvere il sistema 

Applicando le (44) e (45) si ottiene: 

2." Risolvere il sistemn 

Applicarido ancora l e  (44) e (45) viene: 

(i) Vedremo, nelle applicaeioni, che (y,) B la successione dei cosi detti fiurneri d i  Ber- 
~ o u l l i ,  B,, e che (x,) é la successione dei numeri (- i)nB,. 

(") Si vedrà, analogamente a quanto si é detto nella nota (i), che (y,) è la successione 
dei numeri a-nC,,  dove i C ,  sono i cos1 detti coeflcienti della tangente (introdotti nella 
Analisi da EULER), e che (x*) B quella dei numeri (- i ) 4 - n C n .  
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66. Equazioni d i  secondo g m d o  a d  un'incognita. - Essendo (a,), (b3,  
(c,) date successioni ed (x,) una successione incognita, si dira equazione bi- 
nomiale d i  secondo grado ad un'incognita ogni equazione della forma 

Consideriamo dapprima i casi in cui i'equazione 6 incompleta: 
a) Se é a, = O, l'equazioiie diventa di primo grado (il." 54). 
p) Se & bu = O, la (46) diveiita 

a 2)" 
0%. Xn + Cn = O, 

da cui 

2)" Ga 
Z, = - -1" , ed infine xn=f.l/-*ln- , 

an an 

la quale formula risolutiva ha dunque senso se (a,) A iiiizialmente nulla d'or- 
dine noii maggiore di quel10 di (c,) e se, inoltre (n." 37), il quozieiite bino- 
miale di (c,) per (a,) rioii è inizialmente nullo O 10 & di ordine pari. 

y) Se 6 c, s O, ln, (46) diventa 

x,?(a,'!x,+ b,) =O, 
da cui (11." 7, 6)) 

u 
S n  = O; a.. 3. + b, = O ohe da 2, = - !!!lm 

an 

(nell'ipotesi che tale frazione abbia significato). 
Riferiamoci ora ali' equazione (46) completa. Moltiplicando, binomialmente n, 

1' equazione per 4an ed aggiungendo ad ambo i mernbri brin, si ottiene: 

e quindi 

e questa formula risolutiva ha sigiiificato sotto le due condizioni segueiiti: 

1") l'espressione ba,)" - 4anTcn (il discriminante) non sia inixialmente 
nullo O Io sia d'ordiiie pari, 
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2") il denominatore del secondo membro di (47) sia inizialmeiite nul10 
d'ordirie non maggiore di quel10 del numeratore. 

Si hanno dunque, quando l'eqriazione (46) é possibile, due soluxioni e 

due sole: (m,,~), (xnlz). Si prova facilmente che é 

Ne segue 
n n n a,%~n+bn.mntc,=a,.(s,-mn,i).(m,-x,,a). 

APPLICAZIONE. - Per determinare due successioni averiti una data Som- 
ma (s,) ed un dato prodotto billonliale (p,), basterh risolvere l'equazione bi- 
iiomiale di secondo grado 

n z$"- S* - Xn+pn=O. 

Tali successioni sono quindi date da 

Ad esempio, se & s, = ln, p, e E, - (- 2)", si ricava facilmente 

5 6. Notevoli espressioni per le reciproche isobariche e binomiali 
e per le loro potenze. 

57. a) La formula (16), indicato a, con 1, e posto s = 1, si pub scrivere 

dove (1,) pub essere una successione qualsiasi, purché non totalmente nulla 
(n." 1). 

Se (A,) é ultimamente nulla del primo ordine, ossia se é A,= AE, (dove A 
é una costante non nulla), la (48) si riduce alla nota formula 

Supporremo quindi, inoltre, che in (48) la (A,) sia non ultimamente nulla 
-del primo ordine. Derivando, isobaricamerite rispetto ad  n, la (48) e soppri- 
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mendo, poi, in ambo i membri, il fattore isobarico cornune (n -+ l)h,+, , si 
O ttiene : 

Riducendo e cambiando p in p + 1, viene : 

Procedendo su questa come si A proceduto su (48), s'ottiene a numeratore 
della frazione isobarica del primo membro l'espressione 

Continuando 10 stesso procedimento, si trova in gerierale, a numeratore della 
frazione isobaricn del primo membro, l'espressione 

come si prova col metodo di induzione completa. Precisamente si ottiene: 

la quale per v = O  si riduce alla (48). 
p) Similmente, la formula (16'), indicato a ,  con A, e posto x = 1, si 

pub scrivere 

da qui si deduce in generale, analogamente ad a), 

la quale per v = O si riduce alla (48'). 
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58. Possiamo dare subito uti'importante applicazione delle formule (49) 
e (49') or ora stabilite. 

Si consideri una successione qualsiasi (a,), purché non inizialmente nulla, 
e si faccia, in (49), 

Poichk tale (A,) é inizialmente 

An', _= O per nt > n, 

e percib, fatto p = n, dalla (49) si ottieiie : 

ossia, cambiando v + 1 in v, 

Analogamente da  (49') segue : 

A queste formule notevoli si pub dare, in virtu del 
forma. Abbiamo da (50): 

(n=O, 1, 2 ,,., ). 

n." 41, anche un'altra 

ossia 

e per essere la somma i n  parentesi quadra, del secondo membro, uguale n (i) 

n + v  v+v-1 
( ï + Y X  v - l  ), 

(4 )  Invero, chiamata con c, tale somma, si ha 

Annali di  Matematica, serie IV, Tomo IX. 
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si ottiene : 

ed in modo analogo da (51) si deduce : 

Corne si vede, la formula (au) ci dà un legarne semplice fra le potenze 
isohariche ad esponente positivo e quelle ad esponente negativo, di  una 
stessa successione (a,) n m  inizialmente nulla, e la (51') ci dà l'analogo le- 
garne fra le potenze binorrziali. Per essere 

le due formule precedenti si possono anche scrivere cosi: 

e poichb la successione , (rz = O, 1;2, ...) b inizialmente nulla d'ordine r, viene ( n . O  12): t) 
ossia 

da cui 

Applicando al secondo membro la (36) del n.O 16, si ha: 

ciob 1' espressione sopra asserita per c, . 
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59. È utile tenere ben presente le formule del numero precedente ne1 
caso particolare v = 1 : 

60. Recipvoche isobariche d i  successioni ultimanzente nulle. - Mediarite 
la formula (52) si determina f~tcilmente l'espressione dell' elemento generale 
della reciproca isobarica di una successione (non inizialmente nulla) che sin 
ultimamente nulla. Questa determinazione 8 gi& stata fatta al n.333 (Osser- 
vazione), ma 1Lt si richiedeva di risolvere un'equazione algebrica determinata, 
meiitre ora possiamo evitare tale dificolt&. Consideriamo una geiierica suc- 
cessione ultimamente, ma non inizialmeiite, nulla: 

dove a, +O, a,, a,, ... , a, sono date costanti. Abbitimo subito da (52): 

e da qui discendono facilmente, in virtii del n.' 43, le formule che ci inte- 
ressano. 

a) Sostituendo, ne1 secondo membro di (54), ad (a,~,-, t... t a ,~ , - , )~ 'n  
la sua espressione data da (87, si ha:  

Consideriamo ora qualche cas0 particolare. Per p = 1, discende da (54): 

Per p = 2, segue da (54), applicando la  !9'), 
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ed i priini (cinque) elementi di questa successione sono: 

(rispettivamente per n = 0, 1 ,  2, 3, 4). Per p = 3, si ha  da (54), a.pplicando (IO'), 

ed i priini (cinque) elemeirti di questa successione sono: 

(rispettivameiite per n = 0, 1, 2, 3, 4). 
p) Sosti tueado itivece, riel 2." inembro di (54), ad (tr,~,- ,  + ... + apE,,)nl), 

la  sua espressioiie data da (13), si ha:  

dove, ne1 secoiido mernbro, la  sommatoria accentata v a  estesa a tutti i si- 
stemi di p nuineri interi, positivi O nulli, r,, 7-, , ... , 1 - , ,  tali che sia 

\ v,  + 7', + ... -t- 1~ = rn, 

i Y, -+ 21; + ... 4- plup = ". 

OSSE&VAZIONE. - Applicando (50") in luogo di (52), si otteiigono analo- 
gametite le espressioiii di 

dove v é un intero positivo arbitrario. 

61. Reciproche binomiali d i  successioni ultimamente nulle. - Mediailte 
la formula (53) si deteiminano, analogamente al 11." precedente, le diverse 
espressioni dell'elemeiito generale della reciproca binomiale di una succes- 
sione ultimamente (e non inizialmente) nulla. Mili-L possiamo procedere piu ra- 
pidamente: invero, dalla (53) segue 
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ossia, in virth della (11') del II ." 8, 

Confrontaiido, ora, (58') con (54), si vedono i semplici cambiameriti che oc- 
corre eseguire, nelle fornlule del n.Qrecedente, per avere le formule che 
ora ci interessano. 

7. Interpretazioni colle serie infinite. 

62. Mostriamo infine, come si e accennato nell'Introduziorie - e coine il 
Lettore avrh gi& notato -, che il rnetodo fin qui seguito nella deduzioiie 
delle formule é 1' irnmagine nell' elenzentare di procedimeri ti trasceiiden ti ap- 
plicati fog*malmente alle serie infinite (canvergeiiti O no) corrisporideiiti alle 
successioni considerate. 

a) Incominciamo ad interpretare, colle serie, i prodotti isobarici e bi- 
nomiali (n.' 4). Coiisiderate due successioiii (a,) e (6,) si ha fra serie, corne è 
ben noto, 

cioé 

(59) 

(60) 

Segue anche 
Ca W M 

00 anxn 00 b,xn . 00 (a ,  * b,)xn F i + = ?  n !  

(1) Il segno sta ad indicare che l'uguaglianza é formale (potrà essere anche effettiva 
solo in casi molto particolari). 
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Si ha poi (n.' 6), per ogni iritero nz non negiitivo, 

p) Interpretiarno ora, colle serie, . i quozienti isobarici e binomiali 
(11.' 21 e 22). Abbiamo: 

nell'ipotesi che (a,) sitt inizialmente nulla d'ordine non n~nggiore di quel10 
di (b,). 

y) Interpretiamo nncorit la derivazione isobarica e la derivazione bino- 
miale delle successiorii ( ~ " 4 7 ) .  Indicando con D 1' ordinario segno opersttorio 
di derivazione del Cnlcolo, si ha, ne1 cnso della derivazione isobarica, 

e, ne1 caso della derivazione binomiale, 

63. Diamo infine, per eserciaio, l'interpretazione mediante le serie di 
alcune formule del presente lavoro. 

Dalla (31) del ri." 15 s' ottiene 
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ossia, per essere m un intero positivo, 

L a  (34) del n." 15 dB 

e la (35) dB invece 

Dalla (37) del n." 16 segue: 

Dalla (51') del n." 19 abbiamo: 

da cui 

w xn - (- l)m(n& - l)! x2 
2 n ! ( n + m ) -  

1-ex 1 - x t--...+(-l)m-i 
xm [ ( 2 1 

""-' 11. 
(m -- 1) ! 

*=O 

La (18) del n." 32 dà 

dove si é posto (gli a , ,  a ,,..., a, essendo tutti diversi) 

Ln formula precedente, se gli a, sono, inoltre, tutti diversi dnll'unità, si pub 
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anche scrivere nella forma : 

dove il secondo membro non é altro che In funzione iiiterpolitre d'ordiiie 
p - 1, O ,  corne altri dicono, In differenza divisa d'ordiiie p - 1, relativa ad 
a,, a ,,..., ap, della funzione 

xP-i 

Queste poche interpretazioni mediante le serie bastario per comprendere 
che le formule otteiiute nella presente Algebra si presentano in forma tale 
da poter essere subito trasportate ne1 campo delle funzioiîi. 
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Sur le problème biologique héréclitnire (le deux espèces 

dévorante et dévoyée. 

Memoria di M. BRELOT (a Paris). 

Sunto. - Ce mémoire apporte un complément a u x  t ravaux  de M. VOLTERRA sur les fluctuations 
bioloyéques et p lus  préciserné~t aec Chapitre IV de son ouvrage a Leçons sur la  théorie 
rnatkématique de la  Eutte pour l a  vie B .  J 'étudie le cas héréditaire de dezlx espèces d h o -  
rante  et dévorée, m a i s  e n  introduisant des termes d'amortissement -AN, c e h i  relatif 
à l'espèce déworée n 'é tant  sûrement pas nul .  Alors les flzcctuations sont limitées supé- 
rieurement et l'espèce ddvorrée a des variations bornées; lorsqu'il n ' y  a pas  d'état sta- 
tionnaire l a  seconde s'épuise ; sinon. elle admet aussi des variations bwnées, et l a  loi 
des moyennes asymptotiques est alors valable a u  sens le plus général. 

1. J e  m e  p ropose  d ' a p p o r t e r  ici que lque  contr ibut ion A u n e  é t u d e  m a -  
thémat ique  d é j a  longuement  développée p a r  M. VOLTERRA, s u r  l e s  f luctua- 
tions d ' e spéces  an ima les  v ivai i t  d a n s  un  m e m e  milieu. Aprés a v o i r  publ ié  s u r  
c e  su je t  d e u x  mémoi res  ('), M. VOLTERRA vien t  de ' f a i r e  p a r a î t r e  un  o u v r a g e  
plus  comple t  in t i tu lé  a Leçoiis  s u r  l a  théor ie  m a t h é m a t i q u e  d e  l a  lu t te  p o u r  
l n  v ie  w (Collectioii d e s  Cah ie r s  scientifiques, fnsc. VII, Gautliier-Villars) e t  
auque l  je r e n v o i e  tout d ' abord .  

D a n s  1' é t u d e  fa i te  a u  Chap. IV  du probléme biologique hkrédi ta i re  d e  
d e u x  espéces  don t  l ' une  d é v o r e  l ' au t r e ,  e t  qui  e s t  l ' ex tens ion hé réd i t a i r e  d e  
celle d u  p r e m i e r  Chapitre,  oii n e  p e u t  affirmer q u e  l e s  f luctuations so ien t  
bom&es;  c'est ,  pour  l ' interprétation biologique, u n  inconvénient  évident ,  e t  
d ' a u t r e  pa r t ,  Lt c a u s e  de ce la  (2), il a fa l lu  donner  à la loi d e s  moyennes ,  p o u r  

(') Memorio della a R. Acc. Nazionale dei Lincei B ,  serie VI, vol. II, fasc. III, 1926 - 
puis un exposé contenant en outre une étude avec l'hypothèse d'hérédité, Variazionl  e 
fiuttuazioni del numero d ' indiv idui  .ilz specie an imal i  conviventi ( a  R. Cornitato Ialassografico 
italiano U, Memoria CXXXI). 

(") On peut facilement reconnaitre que, avec l'hypothhse que les fluctuations scient 
bornées (limites infériedes et supérieures > O  au delà de t,), la demonstration de la loi des 
moyennes permet, sans les inégalités préliminaires, d'établir la loi sans restriction - et on 
peut même ne pas limiter l'hérédité, d'ailleurs -; ajoutons que les fluctuations seront bornées 
si l'on suppose seulement N, limitée supérieurement. Tout ceci s'établit par des raisonne- 
ments analogues à ceux qui suivent dans ce mémoire. 

Annali d i  Matematica, Serie IV ,  'Porno IX. 
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qu'elle soit générale, une forme un peu spéciale avec une interprétation re- 
strictive de la .: moyenne asymptotique B. 

Pour rendre les équations valables pour de grandes valeurs des nombres 
d'individus, on peut songer, de  même que dans l'étude sans hérédité du 
Chapitre III, à i?ztvodui?-e dans les équations hdréditaives, des tevmes 
-- A,N, , - h,N, , dans i' espoir aussi qu' ils limiteront supérieurement les 
fluctuations et méme les borneront (limites iiiférieures et supérieures positives) 
s'il existe uii état d' équilibre, et  sans doute alors feront disparaître la restriction 
sur la loi des moyennes asymptotiques; nous verrons qu'il en est bien ainsi. 

D'autre part, s'il a été facile pour les petites fluctuations biologiques 
d'étendre à l'hérédité illimitée les raisonnements primitivement développés 
avec une hérédité limitée, il n été nécessaire, presque a u  début de l'étude du 
cas géiiéral (5  II), de conserver l'hérédité limitée, essentielle pour l'éttiblis- 
senlent de la loi des moyennes. Si cette hypothése suffit parfaitement au  
biologiste, il peut y avoir quelque intérêt mathématique & rie pas borner la 
durée d' hérédité. 

Tout comme aprés une premiére étude d 'un cas remarquable de trois 
espéces sans hérédité, M. VOLTERRA a repris la  question avec uii terme 
d'amortissement dont il a étudié le rôle, je vais vep?-endve et développev, 
dans 1' hypotlzése h&-édita.ire, le cas fotzdan~ental de  d e u x  espdces ddvo?*ante 
et d é v o ~ é s ,  avec des le?-mes -AN, et  sniis faire d'hypothèse sur la durée 
d' hbrbditb. 

Et  tout comme au paragraphe II du dernier chapitre, je prendrai, par 
raison de symbtrie, des équatioiis un peu plus générales que celles auxquelles 
conduit le raisonneinent simple de  la théorie des rencontres. J' élargirai 
même encore les hypothkses pour que soit inclus dans l'étude qui suit, l e  
cas de nori hérédité qui n 'a  pas été traité à part avec les termes - AN. 

2. Partons donc du systéme: 

(espèce dévorée) 

(espèce dévorante) 

avec : 
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Fi, F, fonctions continues 2 0 dans (0, $- oo) donnant une valeur finie & 

enfin : 
y i + r , > 0  y , + - r , > o  

de  façon que les espèces aient des actions réciproques noii nulles. 
On supposera dans (- 00, t,) les fonctions N,, N,  connues, continues, 

positives e t  bornées - on bien s ' i l  y a une durée d'hérédité limitée par T,, 
seulement dans l' iiltervalle ( ta - Ta, t,). 

Tout d'abord on verra qu'il  n ' y  a que des modifications insignifiantes 
5L apporter ZL l a  démonstratioii de M. VOLTERRA relative au problème sans 
les facteurs 1 (Voir n." 16 de  l a  note mathématique du Chapitre IV) pour 
qu' elle s' étende immédiatement B notre cas, en établissant 1' existence des so- 
lutions dans (t,,  + CU) e t  l'unicite? daiis tout intervalle (t,,  t ,  ) t,). 

3. E tablissoiis rnain tenari t ce résultat esseii tiel pue les fluctuations sont 
linzitees supe?rieu?-ement. 

D'abord N,(t) ne peut dt?passej- et ntênze atteindt-e apvés t, le plus 
E 

g?-and, soit A, des deux nombres NI = N,(t,) et 3. Car aux instants t ,  2 t ,  
1, 

d Ni oh l 'on aurait N, = A, on aurait aussi - < O de  sorte que ces instants ti 
d t  

seraient isolés; e t  il y en aurait un t , ' )  t ,  pour lequel Ni la  

valeur A poiir la  première fois après t , .  
Comme pour 

t ,  r t < t,' N,(t) < A, 
i l  y a contradiction avec  

E 2 + q  Montrons même que, quel que soit y )O, N,(t) resle inf3-ieuj. à hl 

a pa?*tils d 'un  certain moment (qui peut dépendre de y). 
51 

D'abord Ni ne pourra rester après 1, toujours a u  moins @al h K*'l 

1 dNi 
sinon - - < - yl, c e  qui exigerait que N, tende vers  O. 

Ni dt 
$ 4  + y ;  

Donc N ,  prendra A uii certain moment une valeur inférieure tk 6 
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en prenant cet instant comme nouvel instant initial, on voit que N, ne 
pourra plus jamais ensuite dépasser on même atteindre cette valeur, d' oii la 
proposition. 

Plus briévemen t : 
+Jc 
- B 

Plus grande limite de Ni pour t - t oo = N < A .  ' = A ,  
Montrons main tenant que N, est limitée ~up&~ieurernent, par un raisoii- 

nement qui ne suppose pas A, + 0. 
Soit M, > O une limite supérieure de Ni( t )  dans (- oo, + 00). La se- 

conde équation (1) doline: 

-- l "N2 < (y, + F2)M, = O > O. 
N ,  dt 

~ e m a r ~ ù o n s  que, aprds t , ,  la courbe y = N,(L) du plan (t, y), est, par 
rapport St l a  courbe y = est, transportée parall6lement ii Ot  de façon A venir 
passer au poiii t (t, , N,( t , ) )  oii t ,  2 t , ,  au dessus avant t ,  et au dessous aprés. 
Si alors pour 0 ) t ,  : 

N2(0) = H > h > Ne = N,(t,) 
on aura nécessairement : 

Par suite dans le même intervalle (0 - T, 0) 

Supposons que h soit assez grand pour que: 

H 
et - assez graiid pour que: T > 3p. h 
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Alors dcns l' intervalle ( 0 - - 2:, 0) on aura 

et par suite dans l'intervalle 0 - -, 0 , on aura sûrement ( 3 )  
T 

N, < ~ , e - ' % .  
Donc, R, l'insttwt 0 

Si T est assez graud pour que, séparément, (y, + I ' , ) M , ~ - ~ ~  et Mi F,(u)du S T 
E H 

soient inférieurs b 2, et  c'est ce qui arrivent si - est suffisamment grand, 
2 h 

dN2 sera nbgatif & l'instant 0. alors - 
d t  

H 
Finalement, en choisissant d'abord h assez grand, puis - assez grand, on 

h 
peut trouver un nombre H > Ni tel que si N, atteingnait cette valeur, & 
dérivée B ce  moment serait négative. On en déduit aussitôt que N, ne pourra 
jamais après t ,  dépasser ou même atteindre cette valeur, ce qui démontre 
que N2 est limitée supérieurement. 

4. Montrons maintenant que N, est limitée inférieurement par un nombre 
> O, donc que la premiéve espéce a des vaviations bo~.nées (ciprés t ,) .  

Remarquons essentiellement que Mi, M, étant des limites supérieures . 
de N,, N, dans (- 00, t CO) 

La comparaison des courbes y = N,(t)  et  y = e-ut montre facilement que, 
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si pour 0 ) t ,  
N i ( 0 ) = E < L < N ; ,  

011 aura 

Donc, dans le même intervalle (0 - T, 0) 

&(a-T) 
Supposons L assez petit pour que 

€ - Ez i- (y* -+ Tz)L  < - - 
2 

et T assez grand pour que 

L 
ce qui aura lieu si - est assez graiid. 

1 

Alors dans 1' intervalle 

et par suite dans l'intervalle 0 - - '( $ 7  0) 

3, T -- - 
N, C M,e 

Donc à l'instant 0 :  
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Si L est assez petit pour que: 

si T est assez grand pour que : 

e t  que: 

L 
ce  qui arrivera si - est assez grand, alors - 

1 
dN' sera > O  it l'iiistant O .  
dt 

Ou en déduit en choisissant successivement L, puis 1, qu'il est possible de 
trouver 1 assez petit pour que N, ne puisse jamais descendre jusqu'h cette 
valeur. N, est donc bien limitée inférieuremeiit par un nombre positif. 

6.. Cherchons si un etat  stationnai^-e est possible; les équations des va- 
leurs stationnaires sont: 

(2) 
( h k ,  + (Y, + r,P, = E, 

1 (yz + I'Jk, - A2k, r= - E, 
d' ou: 

solution unique finie puisque: A i l 2  + (y,  + I',)cy, + I',) 2 (y, + rJy2 +r,) > 0. 
k ,  est avec nos hypothkses, toujours > O ;  mais k ,  peut être de signe quel- 
conque. 

6. Examinons d'abord le cas où il n ' y  a pas d'&tut stationnaive, c'est 
k dire, en laissant de côté le cas d'&alite k2 = O l'hypothése: k2 < O ou 

1, > 3 (y, +. r 2 ) .  

&2 

e 
Je vais montrer qu'alors N, tend vers O et N, vers 2, autrement dit, 

1, 
la seconde esp&ce s'&puise et la prerniéve a la mérne limite que si elle 
existait seule. 

On remarquera que cette circonstance, independante de la valeur > O de A ,  
se produit quand A, est assez grand, c'est k dire quand la résistance de In 
première esphce B son propre développement dépasse une certaiiie valeur. 
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Moiitrons d'abord, en ce qui concerne .V2, que si 7, > 0 est choisi con- 
venablement petit, on aura, St partir d 'un  certain moment: 

En effet, 7 > O étant choisi arbitrairement, & partir d 'un certain mo- 
8 

ment t ,  on aura Ni < 2 + 7, d' oh : 
A, 

et par suite : 

Soit T tel que : 
T 

€ Puisque - E, + (y, + I',) 1 < O, on voit qu' en choisissant assez petit 
1 1  

-- d N 2  deviendra, après L'instant t ,  + T, inférieur & un certain nombre < 0, 
N, dt 
d' oh il suit que N, - O. 

E 
+00 

E 
Pour voir maintenant que Ni tend vers ', puisqii'on sii.it que x< ', 

X i  A i  

il suffira de prouver que, étant donné ri > O arbitraire, oii aura & partir d'un 
E 

certain moment Ni > ' - Y .  
1, 
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Car cela s' écrit, en introduisant un instant 0 < t : 
0 

s ~ ~ ( l  - ~ l N * ( = ) d =  4- F2(t - =)N2(=)d= 
- b ~  j 0 

et si pour t > 0, N2 < q , ,  on aura: 

Soit To tel que F,(u)du < y,; pour t > 0 + Y',, il viendra: S 
T 

Cornine oii peut choisir y ,  arbitrairement et  trouver ensuite 0 et  T,, la  
conclusion est immédiate. 

4w 

Mais alors ~ ( t )  = yiN2 + p i ( ~ ) ~ 2 ( t  - r)dr tendra vers O quand t - i- m. 

Coiisidéroiis -!- d̂ i = E, - l , N ,  - s ( t )  et  supposons, si y > O, qu' à partir de t ,  , 
N ,  d t  

E 
N ,  ne pourra rester aprés t ,  , inférieur à - q, sirion - dNi - resterait su- 4 N ,  d t  

147 périeur B -, ce qui est incompatible avec le fait que AT, est borné. 
2 

€ 
Donc N ,  finira par prendre une valeur au  moiiis égale B 2 - y ;  B ce  

1, 
dN1 moment - > O e t  dans la suite NI ne pourra jamais redescendre à la 
d t  

valeur considérée, car la premiére fois qu'elle la reprendrait en particulier, 
d Ni on devrait avoir aussi - > O, ce qui est incompatible avec le fait qu'au 
d t  

voisinage mtérieur de cet instant N, est au moins égale à la valeur considérée. 
D' oh la propriété annoncée puisque y est arbitraire > 0. 

7 .  Cas d' un état stationnai~e possible : k ,  > O ou 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 
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Montrons d'abord que la seconde espéce comme la pBerniér.e a ses 
fluctuations bornees; il suffira de voir que N, est limitée inférieusement par 
un nombre > 0. 

On raisonnera comme au n." 4 en partant de: 

Si pour 0  > t , ,  

on aura 
1 L 

T=-log-  < O -  t,, 
€2 1 

Etant donné 
assez grand pour 

q > O et  moindre que E, ,  S U ~ ~ O S O I I S  L assez petit et  T 
que : 

alors dans 1' intervalle 8 - -, 0  , on aura : ( 1 

E 
Soit v, une limite inférieure > O de Ni, qu' on prendra inférieure 8 ; si -q 

A i  
1 dy " - li et  ln courbe y=  y( t )  intégrale de - - = E, -y  - l i y  est assez petit, v ,  < - 

1, y dt 
et  qui part du point ( t  = 8, y = v,) i ra en croissant pour tendre asymptoti- 

quement vers 'fi suivant la loi: 
1, 
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€ 4  - 2'1 Elle atteindra la valeur - au bout du temps 
A ,  

~i-ap 
11 

.=J dy 
v 1 

Y(% - rJ - A ~ Y ) '  

Il est facile de voir, eri raisonnant par l'absurde, que dans l'intervalle 

0 - - 0 la courbe Ni sera au  dessus de cette courbe y. Si donc nous ( 3, ) 
T 

supposons o < , , on aura dans 1' intervalle 
3 

On en déduit qu' l'instant 0 :  

Si L, '1 sont assez petits et T assez grand, la quantité entre crochets, >O, 
E 

sera inférieure & la, quantité par hypothbse positive - E, -I- (y, + I' )" et par 
A .  

I 

suite - sera positive h l'instant 0. 
dt 

Si on choisit successivement '1 assez petit, L assez petit, puis T assez 
grand, c'est dire 2 > O  assez petit, on conclut que si N, prenait cette 

d Nz valeur 2, - 
d t  

serait & ce moment nécessairement > O. Il s'ensuit encore que 

cette valeur 1 est une limite inférieure de N, , c. q. f. d. 

8. Il est commode, pour poursuivre cette étude, d'écrire les équations en 
mettant en évidence les valeurs stationnaires positives k,, k,. Il vient: 
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Coinine dans le problème trait6 saus les facteurs A, on peut eiicore 
établir que pour cliacuiie des fonctions N, ,  N , ,  il est impossible qu'à pal-tir 
d ' u n  cegvtain moment,  elle d i f f h -e  de la valeus. stationnailue correspondante 
d 'une  quantité de  module supérieur à un nombre positif. Autrement dit 

+cm -1 r> 

en dksignant par Lq, N , ,  x, N, les plus grandes et  plus petites limites 
- - + 00 + w  

quand t - +  co, et qui  sont > O et finies: 

De sorte que, pour cllaque espéce, s'il y a une  limite, ce n e  peut être que 
la valeur stationnaire col-respondante. 

Par  exemple, supposoi~s que pour t > t ,  on nit toujours N, > k , + a  
oh a > O. Or1 verra qu'an bout d' un certain temps, c. B. d. pour t 2 t ,  > t ,  

sera supérieure A un certain nombre /3 > O, d'ou 

-- dNi + AIN, - k.) < - p. 
Ni d t  

À partjr d' un certain moment t , ,  N, devra, d'après cela rester inférieure B 

P un nombre quelconque pris entre k, - - et  k, . Car on verra dl abord que N, 
A, 

lie peut rester supérieure & un tel nombre, puis que si elle preiid une fois 
cette valeur elle restera necessairement dans la suite toujours plns petite. 

Mais alors, aprhs un nouvel instant assez éloigné t ,  > t ,  

restera inférieure & un certain nombre négatif - 6, d'oh 

ce qui exigerait que N, tendît vers O et filit donc apparaftre la contradiction. 
On traiterait de maniére aiialogue les autres cas. 
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J'ajoute même le résultat suivant qui s'établirait par des raisonnements 
aiialog-iies h ceux des 11." 4 et 7, et bases sur ia, proprikté des deux limita- 
tions positives pour Ni,  N, . 

C' est que, élant  donné y > O quelconque, on peut t ~ * o u v e ~ -  T fini tel que 
chacune des inégalités : 

l N 4 - k i l > 7 '  I Y Z . - % ~ > ~  

soit impossible pendant une  période de  duvée T avbitt-aivewent posté- 
r ieuve à to.  

9, 011 établira maintenant, en raisouiinnt k peu prés comme dans le cas 
de M. VOLTERRA, la loi des wloyennes asymptotiques, mais avec le sens 
général de la moyeiine asymptotique, c'est B dire que les moyennes 

t t 

teiideiit vers les valeurs de l'état stationiiaire hi et k,, lorsque t -  + w par 
valeurs quelconques. 

Des équations (3) 

Transforrnoi~s 1' intégrale double : 

La première partie est de module inférieur 

- - 

(M, + k,) . f d t  . p,(t - 1 ) d ~  = ( M ,  + k , ) j d t p , ( u ) d u .  

Or f ~ , ( u ) d u - O  quand t -  + m ; il s' ensuit aisément que la valeur moyenne 
J 
t-t', 

de cette fonction de t entre t ,  et t ,  tend vers O quand t,-+ m. 
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tl to 
1 

Ainsi - S d t k i ( t  - z)[N,(=) - k2]dz-0 quand t ,  -+ m. D' autre part, 
t ,  - t o  

to -ao 

d' aprks la formule de DIRICHLET : 

L a  seconde partie est de  module inférieur B 

e t  comme S ~ ~ ( i c ) d u - ~  quand a- +- m, sa valeur moyenne entre O et t ,  - t ,  
v 

tendra vers O quand t ,  -+ oo. 
t .  +Ca 

1 
Ainsi - ~ [ N ~ ( T )  - k , ] d z ~ ~ ~ ( u ) d i a  - O quand t ,  - + m. Finalement, on 

ti - t" 
20 t 1 4  

déduit de l'équation initiale, puisque, N, restant comprise entre deux nombres 

Ni I positifs, 1 log a demeure born6, que 
I 41 

( N ,  - k2)dt  = cp,(t,)-O 
t ,  - t ,  

t  0 to 

quand t ,  - -+ oc 

e t  de  même, on obtiendrait pareillement: 

quand t ,  - i- oo. 
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RBsolvant ce  systkme par rapport aux valeurs moyennes de N, - k , ,  
fi, - k ,  et passant & la limite, on trouve que ces valeurs moyennes tendeiit 
vers O, ce qui établit la propriété annoncée. 

10. Etudions la perturbation des rnoyelznes asymptotiques par destruction 
uniforme et proportionnelle dans chaque espèce au nombre des individus 
présents. On regardera, quand on fait varier E, e t  E , ,  comment varient: 

Quand on ne détruit que l'espèce dévorée, la  moyenne asymptotique de 
l'espèce devorante diminue, et celle de l'espèce dévorée diminue ou reste in- 
variable suivant que A, > O on 1, = 0. 

Quand on ne détruit que l'espèce dévorante, la  moyenne asymptotique 
de l'espèce dévorante diminue, celle de l'espèce dévorée croît. 

Quand on détruit simultanément les deux espèces, la moyenne asympto- 
tique de  l'espèce dévorante diminue mais celle de l 'autre peut augmenter 
on diminuer suivant le procédé de destruction, & moins que 1 , = O  dans quel 
cas elle augmente toujours. 

En posant: 

x mesurera l'intensité de la destruction, a , ,  a, caractériseront le mode de 
destruction. 

On voit que k ,  est toujours fonction décroissante de x, tandis que k, est 
croissante, décroissante on constante suivant que - lp, +(y, I- I',)a, est > 0, 
< O  ou nul. 

Ajoutons que pour qu'on reste dans le cas d'existence d'un état sta- 
tioniîaire et dans les conditions du problème, il faut et  suffit que l'intensité x 
reste inférieure & 

q y 2  + rz) - 44 E: <-- + r2) + lia, a, 

I l .  Pour terminer, j'iniliquerai un cas simple, où, lo?.squ'un état sta- 
t ionnai~-e  est possible, on peut a f i ~ m e ~  que le systt?me admet un ktat 
limite qui  est donc l'etat stationnaire. 
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Nous utiliserons les équations (3). 
On sait que, quel que soit y > 0, partir d'un certain moment t ,  

et par suite aprhs un certain instant t ,  > t , ,  

où a, > O peut étre choisi indépendarnfi2ent de y, et  fonction seulement des 
données (coefficients et conditions initiales). 

Par un rnisonneinent déj8 utilisé, on déduit de ILt, qu'aprhs un nouvel 
instant convenablement éloigné t ,  > t, 

oik a, a et6 choisi convenablement, comme a, ,  indépendamment de 7. 
Mais alors, d'après l a  première équation, après t ,  > t ,  coiivenablemerit 

pris, on aura: 

oii o, > O a été choisi convenablement indépendamment de q. 
De sorte qu'après t ,  convenable et > t , ,  on aura:  

oY cette quaiitité est effectivement positive si y est assez petit puisque, sous 
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1' hypotliése h,A, > (y, + F,)(y, -1- r,), il vient: 

En conséquence, après t ,  convenable et > t,, i l  viendra, d'après la seconde 
équation (3) : 

1 dN, -- Y + 4 Y - Y  + %Y N, dt + U N 2  - k , )  > (y, + r,) 7 
Aih, 

de sorte qu'après un certain instant t ,  > t ,  

les o étaiit toujours choisis coriveiiablemeiit indépendamment de 7. 
Ainsi, lt partir d 'un moment assez éloigné 

où le nombre positif '1, peut être choisi d'avance arbitrairement petit. 
Reprenons la première équation et  utilisoiis coinine limite inférieure de 

N, -- k , ,  au lieu de  - k, (ce A quoi revenait le raisonnement fournissant la 

limite supérieure k t  + y< k , pour Nt), 1' expression qu' on vient de trouver. 
A t  

On verra alors qu'A partir d' un certain moment: 

OU 7, est choisi arbitraire > 0. 
On pourra reprendre le raisonnement A partir de  cette limitation meilleure, 

puis refaire autant de fois qu'on voudra le cycle du raisonnement. On obtient 
ainsi le résultat suivant: n étant un entier fixé 2 1, quel que soit '1 > O, on 
aura à partir d'un niornent assez éloigné, en posant 

Annali di  Matemath, Serie I V ,  'Porno IX. 
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Puisque. q < 1, on en déduira bieii facilement que N, et N, doivent 
tendre vers ki et k, .  Il n'y aura, étant donné q o ,  qu'a prendre d'abord n 

Y +ri assez grand pour que '- qn+lk,, '- y ' ri qnk, , qn+'k, , qn+'k, soian t 
1, 4 

7 ?1 moindres que -O, puis choisir y < -2 ; 011 saura alors qu' partir d' un mo- 2 
ment assez éloigné 

- r l o  < Ni - k ,  < r l o  

- 7 0  < N, - k* < 70 

ce qui Btablit la proposition. 
Ainsi A, &tant fixe assez petit pour qu'il existe U I L  étut stationnaire, 

d2s qqu l2 d.4passem une cavtaine valeuv -' ri)(y2 + ' z ) ,  on est siil* que 
1 1  

le systérne aura u n  &tat limite, l'ktat stationnaire. 
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Alcuili elementi di meccanica riegli spazi curvi. 

Memoria di GIUSEPPE VITALI (a Bologna). 

Sniito. - L'A. espone detti elementi col metodo della rappresentazione funzionale, nzetodo che, 
come egla dice, nella sostanza equivale al metodo vettoriale, ma nella forma 10 supera 
per la scorrevoleaaa e pw la natztralesza. L'A. approfitta della pubblicaaione per sotto- 
l i~eare  alculte ossemazioni, deile quali pensa da douer trav partit0 in  ultra occasione. 

Nori mi provo ad  indicare l'ultimo fine scieiitifico a cui tendo con questa 
succiiita pubblicazione. ~ e i k o  che ora rion ztvrei tutti gli elementi per espri- 
mermi iii modo chiaro. P o ~ s o  soltanto dire che la defiiiizione che figura ilel 
$ 3 ed i l  contenuto del § 5 costituiscorio del nmteritde che richinmerb iii 
i-iltra occasione. 

Pe r  ora basta che l'attcnziorie del lettore si soffermi su1 fiiie immediato 
e inodesto di quest :~ pubblicazione, che é l'esposizione seinplice, mnlgrado il 
puiito di vista taiito generale, di alcuiii elementi della meccanica. 

Corne in altre questioni, anche qui l a  sernplicith é otteriota col metodo 
della rappreseiitnziorie fuiizionsle di cui ho dato parecchi saggi nello studio 
della geometria ( I ) .  

Questo metodo c3 equivnlente iiella sostaiiza al  metodo vettorinle, m a  Io 
supera iiella forma per  l a  scorrevolezzsl e per  la naturalezza. 

La nota si compoiie di 5 paragrnfi. Ne1 5 1 si parla di vettori e di 
caiilpo di vettori in una varieth ad  IZ dimensioiii, e si esaminano gli elementi 
analitici che servoiio ad individuarli. 

Ne1 5 2 si esainina il moto di un punto iii uiia varieth a d  n dimensiorii 
e se ne trae la  noxioiie di accelerazione. 

Ne1 9 3 si consideraiio i campi di forze e le  loro azioni sui punti mate- 
riali. Qui si vu01 seguire la concezioiie classica. Perb si b indotti ad attribuire 
ad ogiii puiito materinle ed in relnzione a ciascun campo di forze ne1 qunle 
sin irnmerso, due masse, che io chiamo massa inelale e massa attivn. 

(*) G. VITALI, Geometria nello spazio Hilbertiafzo, (Zaiiichelli, Bologna 1929). Citerb ne1 
segiiito questo libro colla sigla a G. H. z. 
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Ne1 5 4 si dimostra un teorema che  in circostanze particolari pub age- 
volare l a  risoluzione del problema del moto di uii punto mater ide  in preseiiza 
di un campo di forze. Se  rie fa l'npplicnzione al10 studio del moto iîello spazio 
euclideo a t re  dimensiorii, quando le  forze del campo siano tutte dirette verso 
un medesimo punto O ed infine siano proporzioiiali inversamente al quadrato 
della distanza del punto di applicazi&e da O. 

Ne1 5 5 si immagina che  10 spazio ambieiite sia una ipersfera di uno 
spazio liiieari a 4 dimensioni, si affronta in questo spazio sferico il problema 
analogo a quello particolare trattato ne1 paragrafo precedente. Ne vieiie che, 
postuiando l'azioiie reciproca di due corpi mnteriali in modo aiialogo a l  con- 
sueto (legge di NEWTON), le leggi del moto sono coine le  coiisuete, iioii si 
verificherebbero spostainenti dei perieli dei pianeti. Uiia postulazioiie piii fan- 
tasiosa di detta azione reciproca, potrebbe peri, portiire a leggi che iinpliche- 
rebbero tali spostameiiti, e con particolare determinazione di costanti si potrebbe 
ottenere quello che  si ritietie essere 10 spostamerito del perielio di Mercurio. 

5 1 .  Vettori. 

1. DEF. Se  V,, é una varieth ad  n dimensioni, se  P é uii puiito di V,, , 
se  F e un parametro ( 1 )  di una direziorie taiigerite a V,, in P, si dirh che P 
6 un vettore di V,, uscente d a  P. 

2. Sin 

(1) fV ;4  od f (u )  
u ~ i a  determinante di V,, (2). 

Evidentemente se  P é un punto di V,,, e se  F A un vettore di V ,  
uscente da P, si avrA 

F = L,fiFC, 

dove le P h o n o  delle convenienti costanti rispett.0 :i. t ,  e che per  le  sostitu- 
zioiii invertibili sulle variabili u si comportaiio come gli elementi di un con- 
trovariailte ad  un apice di classe 1 (3). 
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Si h a  subito 

ed anche 

Iiifiiie si pub aggiungere che le F, si comportniio, per le sostituzioiii inver- 
tibili sulle variabiii u, come un covariante a d  uii indice di classe 1. 

DEF. Le  Pt  si dicono le compo~wzt i  contî.ovn~-innti del vettore F, e 
le 15 si dicoiio le componenti covag-ia~zti del vettore K 

Le foriniile precedenti provano che gli elemeiiti: 
1.O Vettore 
2 . O  Componeiiti controvarianti del vettore 
3 . O  Compoiienti covariaiiti del vettore 

sono tutti rioti qiimdo se rie conosca iino. 

3. DEF. Quaiido per ogni punto della vizrietk V,  é dato un vettore si 
dice che si h a  un campo d i  vett01.i. 

L e  compoiieiiti dei vettori di uii campo 1-isultnmo allorn fuiizioni delle n 
variabili u. 

Talvolta ci capiterh di coiisiderare un campo di vettori varisbile col 
tempo. Se z indien l a  misura del tempo, nllora le componeiiti dei vettori ri- 
sulteranno oltre che fuiizioni delle zt aiiche fuiizioni di s. 

4. DEF. Un campo di vettori indipendente da1 tempo si dice come?~vatiao. 
se, esseiido Fj le sue compoiienti covsrianti, la  

é un differeiiziale esatto; e la  fuiizione U di cui le li; sono le  derivnte par- 
zinli si dice il potenxinle del campo di forze. 

1. Il moto di iin punto in V,  si h a  dando le ui i ~ i  fiiiizione di T. 
Suppoiiiamo che sia 

(1) Ui = ui(z) (i = 1,  2, ... , n).  
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Allorn la f(u) diventa uiia funzioue di 2 che indicheremo con r q ( ~ ) ,  la quale 
descriver2t una curva C. 

Iiidicando con accenti le derivate prime e secoiide rispetto a T lie1 
puiito P, si ha 

(2) cpr = Lifiui' 

(3) y)t = zrsf,., a ~ i l ~ ;  + r i i f i (~i1 1- Z , . ~ C ~ ~ U , . I U , ~ )  (l), 

dove il simbolo di CR~~ISTOFFEL é di classe 1. 

2. Consideriamo un valore di r ed indichiaino coi1 P il purito di C iii 
ciii si trova il mobile iiell'istante z e coii y la geodetica (') di V,, taiigente 
a C iii P. 

Suppoiiiaino che a partire da 1' il mobile prosegua i l  suo moviineiito 
su y coii moto uniforme e di velocitk uguale N quella che il mobile ha rng- 
giuiito i n  P. Per questo moto le ui risulteraiino certe fuiizioni di T, che sa- 
raniio in generale diverse dalle ( l ) ,  e che iioi iiidichereino coii 

Corrispoiidei-itemeiite la f(u) diveiiterh uiia punto-furizione di z che iiidiche- 
rem0 con +(r). 

Iiidicando sempre coi1 accenti le derivate prime e seconde rispetto a 7, 

ilel puiito 1: si avrk 

(4) wil = uil, 

ma in geiierale 11011 saranno uguali le w," ed u,". 
Se a iiidica la lunghezza di arco della y, essendo y uiia geodetica di V,, , 

si avrh luirgo y 

(5 )  
d2w dw dzu, 
- + L,,Ct,,-' .- = O  (i = 1, 2, ... , n) (3). 
do" do do 

In particolare la (5) varrk ne1 punto P. 
Se iiioltre v é la grandezza della velocith lungo y, ossin se 

(6) vz = Zrsa,., s ~ i . ' ~ s l ,  

si avrh liingo y, 

(7) do = v d ~ ,  
e quiiidi, per la (5), si avrk 

(8) wrll 4- r ( p g ~ ~ s ~ > . ) ~ g l  = O ( i  = 1, 2, ... , n), 

(1) a (3. H. ., pp. 201, 202. 
(2) * G. H. D, p. 226. 
(3) . G. H. x, p. 228. 
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poiché per  la  (7) il primo meinbro della (8) vale il primo meinbro della (5) 
moltiplicato per v2. 

~ G i e n d o  coiito delle (4) e delle (8), si h a  ne1 punto P 

Osserviamo inoltre che ne1 punto P é 

3. Si ha allora, trascurando gli infinitesimi di ordine superiore a l  secondo, 

1 
y(-c 4- d z )  = cp(r) i- cp'(-c)dz + -, rp"(z)d-c2 

L 

1 S(T -t- d z )  = +(2) t + ' ( ~ ) d z  + - +"(~)clz~, ,  2 
e, tenendo coiîto delle (2')) (3") e (9), si ha  

4. Il parametro che figura ne1 secondo meinbro di (10) individua. una di- 
rezione orientata del10 spazio tangente in P a V,, l a  quale direzioiie è iridi- 
pendente da1 valore di dr. 

Uno dei parametri di tale direzione orientata è 

DEF. Il paranietro (11) è un vettore della V,, che diremo 1'a.ccelevazione 
del punto mobile nell'istante z (relativa all'unitii di tempo scelta). 

Se con AJ si indicano le componenti controvariaiiti di questa accelera- 
zione e con A,. le  sue componenti covnrianti, si h a  subito 

5 3. Campo di forze. 

1. DEF. Un campo di vettori F, di compoiienti controvariaiiti F, si dice 
un campo d i  folze,  quando rappresenta uno stato fisico della varieth V,,, 
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corrispoiideiiteineiite al qunle ad'ogni punto iuateriale veiigoiio itssociati due 
riunleri nti ed ma ( l )  che chiamerd massa ines-te e massa attiva, tali che per 
effetto del campo di forae il pu~lto materiale debba muoversi in modo che 
siaiio soddisfatte le relazioni 

(1) nhiAj - nz,Fj ( j =  1, 2, - m .  , n) ('1, 
dove le Af soiio le componenti controvarianti dell'accelerazione. Le (1) si 
possono anche scrivere 

( 1') m,A5 = maF5 (j = 1, 2, ... , n). 

2. Le (1)  sono n equazioiii differeiiziali ordinarie del secondo ordine 
soprn n. fuiizioiii iiicognite uj della variabile T, quindi esse individuano una 
soluziorie quaiido di questa soluzioiie sono dati i valori iriiziali delle uj e 
delle loro derivate. 

Iii t~ltri termini u n  canzpo di forza deternzina in modo unico i2 moto 
di un punlo nlateg-iale quando d i  questo punto si conosca la posizione e 
la velocità inixiale. 

3. Derivando i due membri della 

applicaiido la regoln di derivazione assoluta lutigo una curva dei sistemi 
composti (3),  e dividelido per 2, si ottierie 

e moltiplicando per m i ,  e tenerido corito delle (1') si ha 

4. DEF. L' espressioiie 
nti-v2 

2 

(a) Determinati all'infuori d i  un  medesimo fattore. 
(2) Se, per esempio, il campo di forae 13 quel10 generato dalla presenza d i  una massa 

materiale, per  il nostro punto materiale si ha:  mi = ma =massa materiale del punto. S e  i l  
campo è generato d a  una massa elettrica, per il piinto materiale mi è l a  massa materiale 
ed ma è l a  sua massa eleltrica. 

(3) a G. H. D, p. 225. 
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si dice f o ~ z a  viva, e l'espressione 

si chiama lnvor-O elementare. 
Per ln (2 )  si ha  allora i l  
TEOR. Il differenziale della 

5. Se il campo di forze é 
equazioni (1') diventano 

form viva B uguale al lavoro elementare. 

coi~servativo, e se U é il suo potenziale, le 

e, pih per disteso, 

La (2) diventa 

(2') 

che, integrando, dA 

(4) 
nt, - 2)" -- 

2 
- nt, U + costan te. 

6. Poniamo 

(3 

Le (3) si possono cornPendiare nella fornluln variaaionale 

(6) 6 Ldz = O S 
per tutte le variazioni delle u nulle agli estremi di integrazione. 

Infatti le equaziorii di EULERO sono 

(7) 

e, poichè 

si vede che le (7) diventaiio appunto le (3). 
La forrnult~ variazioiiale (6) costituisce il principio di HAMILTON nella V , .  

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo IX. 11 
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$, 4. Sul moto per particolari campi di forze. 

1. DEF. Se V é una varietà ad n dimensioiii, un' altra varieta V' ad m 
dimeiisioni ( n t  < n) conteiiuta in V si dice uria veva vnrieta geodetica di Ti 
se tutte le geodetiche di V' sono anche geodetiche di V, 

2. TEOR. Se V é iiiia varieth ad n diinensioni che contierie una vera 
varietà geodetica V' ad nt dimensioni ( m  < n), se C è un campo di forze 
in V tale che le sue forze applicate ai punti di V' siaiio taiigenti a V', il 
moto di uii punto sotto l'iizione di C si svolge tutto sopra Vr, se iiiizialniente 
il punto giace su V' e la sua velocità iniziale è tangente a V'. 

Dm. Supponiamo che la V' sia la 

n 
Se L,,a,,,du,.du, è il qundrato dell'elemento lineare, e se si indica con a:,. 

1 

cib che diventa a,,, quando vi si faccia u,+, = O, U,+, 7 O, ... , U,,  = O, il 

quadrato dell'elemento lineare di V' e dato da 

ed i relativi simboli di CHRISTOFFEL, che indicherb con K',, si otteiigoiio dai 
corrispondenti di V facendo in essi u,+, = O, Um+, = 0, --. , U ,  = 0. 

Poichè tutte le geodetiche di V' sono geodetiche in V, e per queste geo- 

detiche deve essere u,,, = O, u,,, = O, ... , = O, e quindi u,' = u," = O 

( p  = w + 1, 112 + 2, ..., n) le 
ti 

up"+Lr,C$,,u,.'u,'=O ( p = n z + l ,  n z t 2  ,..., n), 
1 

diventano per esse 
m 
rirsKr_l s~,-h' = O (p=rn-t- 1, m -1-2, ..., n), 
1 

e, poichè in un punto qualuilque di V' unn geodetica di V' pub itvere qua- 
lunque direzione, sarà 

(1) K ~ , , = o  (v , s=1 ,2  ,..., î n ) ( p = n ~ t 1 , r n t 2  ,..., n). 

Le equazioni del moto in V sono 
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Evideiitemerite indicatido coi1 GJ ci0 che diventa FJ' quando vi si ponga 
- - u, = O, si h a  U,+, = Um+2 - . m .  - 

(3) G P = O  ( p = r n + l ,  nz+2 ,..., n). 

Sostituiamo nelle (2) 10 zero al posto delle 

1 I l  

up 9 U P  9 UP ( p = n ~ + l ,  m t 2  ,..., n), 
esse di veii tano 

le  ultime n - 172 equazioni (2) risultaiido soddisfatte in virtii delle (1) e (3). 
Ortt le  (4) haiirio uiia soluzioiie determiliata quaiido sono fissati i valori 

iiiiziali delle 
uj - u; ( j  = 1, 2, .,, , m). 

Questa soluzioiie iiisieme con 
u, = O ! p = n z + l ,  m + 2 ,  ..., n)  

dh uiîa soluzione di (2) che inizialmente passa per uii puiifo di V' ed  h a  ve- 
locitg iiiiziale taiigeiite a V'. E siccome questi eleineiiti iiiiziali individuano 
la  soluzioiie di (2) coi dati inizidi appnrtenenti a V', possiamo dire che una 
soluzioiie di (2) coi dati iniziali appnrtenenti a V' foriiisce una linea gia- 
ceiite in V'. 

Oss. Coiisegue che tutte le volte che si h a  un campo di forze in una 
varietk V, e i dati inizinli clel moto sono conteriiiti i i i  uiia vera varietk geo- 
detica V' di V, la quale contenga inoltre tutte le forze del cainpo uscenti 
dai suoi puiiti, il probleina del moto iii V si riduce ad uii probleiiîa ana- 
logo in V'. 

3. Suppoiiiarno clle ?z = 3, e clte V sia 10 spazio euclideo s 3 diineiisioiii. 
Supponiamo poi che le forze di un campo C (in V) siano dirette tutte verso 
un punto O (di V). 

Sia nota l a  posizioiie e l a  velocith inizinle di un punto materiale. Questi 
eleineiiti iiiiziali ed il punto O individuaiio un piaiio IT, che, essendo uiia vera 
varieth geodetica della V, e contenendo tutte le forze di C rtpplicate ni suoi 
puiiti, deve coritenere, pel teor. prec., la  curva descritta da1 mobile. 

E la legge del moviinento si pub studiare su II. 
Per  questo assuinianio su  II un sistetna di coordinate polari con polo iri O. 
III ta1 cas0 il quadrato dell'elemeiito lineare di II è dato da  
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Identificando p coi] u,  e 8 con u,, si trova 

e coiiseguentemente 

Inoltre, per  i'ipotesi fatta su1 czimpo di forza, è F, = O .  
Se poi noi supporiiamo che l a  forza sia iriversameiite proporzioiiale a1 

quztdrato della distztnza del piinto di applicazione d a  O, avreiiio 

e poichè risulta inoltre 
- 

F, = - k2, F*=O, 
P* 

esiste un poteiiziale 

e si h a  l a  relazione 
v2 1 

172 (  - - ?ll,k2 - = 
2 (K = costante rertle) ( l ) .  

P 

Inoltre una delle equazioiii del moto 6 

d a  cui si ricava 
log 8' + log p2 = costante, 

O, s e  si vuole, 

(6 )  ' 8'pe = H 
Ora, posto 

(7) 

e quiiidi 

si ha 

(H = costante). 

(1) Vedi la (4) del 9 3. 
(2) Vedi la (1) del Ej 3 con j = 2. 
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S e, per  le (6) e (7)) osservando che  I;'= -.O1, 
d0 

e quindi la  (5) diverita 

dove b ed n sono oonvenienti costanti. 
L a  (8 )  si pub scrivere 

D a  questa si ha, p. es. 

dove 

Limitiamoci a l  caso in cui c )  O e quindi in cui v'; è reale, ed iiitegri:mo. 
Abbiamo 

0 -- 0, = arc cos f, 
con 0, costailte, e quindi 

5 = cos (0 - O,), 

, - 

= [l + s cos (0 - 0,)]b7 = 6 ' 

Questa é l 'equazione di una conica della quale un fuoco 8 il polo del  
sistema di coordiiiate. 

5 5. Un problema di moto in uno spazio sferico 
a 3 dimensioni. 

1. Coiisideiiamo lino spazio euclideo a 4 diinensioiii S4 coiiteiieiite l'ori- 
giiie O del10 spazio hilbertiano, ed indichiamo coi] 

' 9 1 7  y2> ' 9 3 7  '94 

4 paranietri iiormali e a 2 a 2 oitogoiiali apparteiienti ad S,. 
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Consideriamo inoltre la varieth V a 3 dimensioiii che ha  per  determi- 
naiite l a  puiito-furizione 

dove 

sp = R-sen  u - sen  v-sen w 

R, essendo una costante, ed u, v, w essendo 3 coordinate curvilinee. 
L a  V è uno spazio sferico (a 3 dimensioni) contenuto in S,, di raggio R 

e di cen tro Rcpi . 
2. Lo spazio liiieare 

x , = R . h ,  con I h J < l ,  (h  costante) 

taglia V in uiin sfera, il cui raggio, é R-seii w, dove w soddisfa alla rela- 
zione 1 - cos w = h. 

Questa sfera è il luogo dei puiiti di Ir che hanno d a  O una distaiiza 
geodetica = Rw. 

3. Imaginiaino che da  O si propaghi lungo alle geodetiche di V un flusso 
che crei UII campo C di forze inversarnerite proporzionale alla superficie su 
cui si distribuisce e quincii proporzioiîale all 'inverso del quadrato di R- sen  u, 
e che le  forze risultiiio taiigenti a dette geodetiche e rivolte verso O. 

Poichè la posixione inizide e la direzione della velocitA iiiiziale del punto 
mobile individuano uria sfera di V per  O, l a  quale 6 uria vera  varieth geo- 
detica di V, ed è tale che tutte le forze del cainpo C applicate ai suoi punti 
giacciono ii i  essa, si vede che il problema del moto pub essere studiato su 
questa sfera, che possiamo imagiiiare coincidere colla zo = 0. 

4. Abbiamo dunque una sfera V' di cui 

%,Yi  + %*Y, + x,v, 
e una determiilaiite, dove 

cc, '= R.(l - cos u) 
s2 = R . s e n u . ~ o s v  
sS = R.seii  u sen 1 4  

ed in essa un cainpo di forze di componenti 
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L e  forze del campo ammettono il potenziale 

Il qundrato deli'elemento lineare è dltto da 

d s k  R2(duZ + sen%dv", 

e, nell'ipotesi rn, = nz,, l'equszione delle forze vive diveiita: 

dove h = k: R2 e R é una coiiveniente costante. 
L a  

A- = PZ 
diventa 

(2) v" + 2  c0tu.u'-v'  = O  
d a  cui 

log v' t 2 log sen u = log H, 

dove H è uria costailte, ed iiifine 

Sostituendo in (1) la v' che si ricava da  (3), si ha 

ed infine osservando che 
d u  u'  en^ u - -- 
dv-7-  H u', 

sen4 u 
si vede che, moltiplicaiido l a  (4) per - H Z  , essa diveiita 

e, posto 

dove M =  K :  H" N N =  A:H.  
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e la (5) di venta 

COll. Mi =lu- 1. 
Separando le 

da cui 

variabili, si ha p. es. 

v = arc  cos c - N  
L'Mi t N 2  

+ vo 

ossia 
01 

tg u = 
1 + e cos (v - 8,) 

dove a ed e soiio delle costaiiti. 
Si vede allora che la traiettoria B una linea chiusa. 

5. Il risultato ottenuto ci induce a fare alcurie considerazioiii : 
a) Se si imagina che 10 spazio ordiliario sia uno spazio sferico conte- 

iiiito i i i  i i i i  S, e che sopra di esso i corpi materiali si attraggano secondo la 
legge di NEWTON, O i n  altri termini se si imagina che l'azioiie di un puiito 
materiale A sopra uii'altro puiito inateriale B si traduca in una forza attrat- 
tiva diretta tangenzialinente in B alla geodetica che congiuiige A con B, 
(circolo mrtssimo) ed iriversnmeiite proporzionale all'aren della superficie 
(sfera) dei punti che haiiiio da A uguale distaiiza geodetica ('), sullo spazio 
sferico il moto di un pianeta si comportera corne nelle ipotesi classiche t: 
non si presenterh spostamento di perielio. 

b) L'ipotesi fatta alla lettera a) significa che la forza attraente di cui 
vi si parla é inversamente proporzionale al quadrato della distaiiza rettilinea 
(cioè distanza nell' 8,) di B da A. 

c) Si sa, che EINSTEIN ha rlato una formula che spiega 10 spostamento 
del perielio di Mercurio (7. In questa formula la forza attrattiva dei corpi 15 

(4) Forza oalcolata al primo passaggio dell'aaione pel piinto B. 
(7 T. LEVI-CIVITA, K'ondamelzti di Mecca~ica Relativistica (ed. Zanichelli, 1928, p. 133). 
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la sotritna di due, rispettivaineiite inversamente proporzionali a1 quadrato e 
al cubo della distanza del corpo attraeiite al corpo attratto. Le cose aiidreb- 
bero iii modo analogo se si pensasse esistere uno spazio fisico F lirieare e 
a 4 dimensioni e che 10 spazio rnateride M (quel10 in cui la  materia si deve 
muovere) sin uno spi~zio sferico a 3 dimensiorii immerso in F, se inoltre si 
pensasse che da un corpo materiale escano due forze, la prima che si propaga 
soltaiito i i i  M e che si diffonda su sfere concentriche, e che sarà naturale 
pensare inversamente proporzioiiale al quadrato della distanza, la seconda 
che si propaga in F e che si diffoiida su spazi sferici a 3 dimeosioiii con- 
centrici, e che sarlt naturale pensare inversameiite proporzionale al cubo 
della distanza. Probabilmente le cose non saraiino cosi, e nemmanco sarà 
possibile su questo indirizzo iinbastire uiiw teoria che soddisfi il iiostro spirito. 
Tuttavia pub valer la pena che io abbia esposta questa considerazione. . 

Alznali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 
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Soprn alcune limitazioni per la sollecitaziorie elastica 
e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant. 

Memoria di GIULIO SUPINO (a Bologna). 

-- 

Suiito. - L'A, studia i n  questa Mernoria la distribuzione delle tensioni interne in un. solido 
elastico convesso qzcando g l i  spostamenti, dati in  superficie, sono diversi da zero solo in 
una piccola zona. Nei campi a due dimensioni il risultato é esteso al easo in  czci su1 
eontorno siano date le forze; si giunge eosi ad m a  dimostrazione del principio del De 
Saint Venant. 

INTRODUZIONE 

1. Si consideri un solido elastico convesso, deformato sotto l'azione di 
sole forze superficiali. Allora: 

a Se le componenti di spostamento, che si suppongono assegriate sulla 
superficie del solido, sono diverse da zero soltanto in una piccola zona su- 
perficiale c,, la sollecitazione elastica diminuisce quando ci si alloiitaiii da 
quella zoiia, e, in un punto fissato (che lion si trovi su a,), tende a zero 
quarido la  zona deformata tende a zero insieme con la massinia lunghezza 
in essa contenuta; tende irivece ad un limite determinato e firiito (geiieral- 
mente divesso d a  zero) quando l 'area 5, tende a zero ma la  massinla lun- 
ghezza in essa coriteiiuta resta diversa da zero. In ogni. caso se il punto 
considerato si trova in c, la sollecitazione tende all'infinito quando a, tende 
a zero W .  

I n  uii sistemn elastico piano, anch'esso non soggetto a forze di massa e 
convesso, vnle uiia aiialoga proposizioiie concernente gli sforzi (principio del 
DE SAINT-VENANT), cioè : 

a Se in un campo elastico i i i  due dimeiisioiii le forze sono applicate 
soltanto iiella zona a, del suo contorno, allora le caratteristiche della solleci- 
tmione diminuiscoiio di inteiisit8 all'allontanarsi da a, e in un punto fissato 
(esterno a. a,) teiidono a zero insieme con a, stessa W .  

La dimostsaziorie di questi teoremi forma l'oggetto del presente lavoro. 
Per otteiierla mi servo di limitazioni per le funzioni armoniche e le loro 
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derivate, che ho dedotto in alcuni recenti lavori ('1 e di uiia dimostsazione 
dovuta al LICHTENSTEIN, sulla esistenza della soluzioiie elastica pes ditti spo- 
stnineiiti iii superficie. I l  psocediineiito di LICHTENSTEIN (che s:irA breveineiite 
esposto al  § 1) vieiie qui esteso, iiei cainpi piani, anche ne1 caso iii cui  su1 
coiitoriio siano date le  fosze (5 4); in questo modo si ottierie coiitemporaiiea- 
mente uii nletodo genesale per la soluzione della equazione binrnionica. Ne1 
problema che ci occupa i l  vaiitsiggio di questi procedimenti s ta  rie1 fatto che, 
applicando a d  essi le liniitazioiii ottenute per  le funzioni armoriiche e le loro 
derivate, si giuiige a d  iiiia equazione integrale del tipo di FKEDIIOLM col 
termine noto gi8 effettivttineiite calcolato in niodo maggiorante; 17 iiiiica dif- 
ficolth che aiicora rimaiie coiisiste allorn nella ricerca di una soluzioiie inng- 
giorante pes questa equazioiie. Ora tale ricesca pud essere compiiiti~ in iiiolti 
casi con uri psocediineiito ttss:i.i simile a quel10 di NEUMANN per la  risoluzione 
del problema di DIRICHLET; coii questo il psobleina è duiique risolto. Uii 
esempio semplice, relativo al caso del cerchio, mostra l'efficacia delle limi- 
tazioni ottenute. 

g 1. Una dimostrazione d'esistenza per la soluzione elastica 
relativa a spostamenti dati in superficie (Lichtenstein) ('j. 

2. Consideriaino le equazioni indefiriite dell'equilibrio di un solido elastico 
isotropo. III assenza di forze di massa potremo scrivese (segueiido uii'idea 
di TEDONE): 

Qui u, v, UJ iiidicano le componenti di spostamento secondo gli assi x, 
a2 a2 a2 

y, z ;  ed é A,  = . - 2  + t- ---$ - Se P(& 7,  c )  é un pu~ i to  generico della 
ax ay a~ 

superficie limite S e Q(x, y, z )  un punto geiierico interno ad  S si deduce 

(') Cfr. a Atti della R. Accademia Naa. dei Lincei 9 .  Due note ne1 2' sem. 1928. a Bol- 
lettino della Unione Mat. Italiana ., Dic. 1929. < Rendiconti del Circolo mstematico di Pa- 
lermo ., 1931. 

(2) IJICHTENSTEIN, Ueber die erste Randrvertaufgabe der Elastiaitütstheorie. a Math. 
5eitschrift ., 1924. 
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dalle equazioni precedenti 

dove GP iiidicn la  funzione di GREEN relativa iil coiitoriio dato e ali'opera- 
zioiie A , .  

Poicliè A,@ = O  si pub scrivere 

onde segiie I' equazioiie 

meiitre analoghe espressioni si ricavaiio per v ( Q ) ,  zu(Q). 
Ma si osserva subito che 

& iiota in tutto il solido quando siaiio assegiiati gli spostainenti i i i  superficie. 
Ir1 questa ipotesi si conoscono anche le fuiizioni: 

ricordaiido l a  espressioiie di O, si ricava. allorn dalla (1) e dalle formule aiin- 
loghe per  c(Q),  tu(&) la, equazione: ' 

Poniamo ora 

ed osserviarno che se 7. indica il vettore &P (diretto da Q verso P), è 
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la  (2) si trasforina cosl iiell'equilzione 

Ma, come si deduce da  un lavoro di P. LEVY ('), è 

dove h è limitata od infiiiita corne . e se ricordiamo che quaiido iii un 

su S stesso si ha 

possinmo scrivere l a  (4) facendo tendere Q ad un punto P' del contorno; si 
lia allora 

3. L e  formule (1) . e  (5) servono a deteriniilare le componenti di sposta- 
mento iii tutto il solido qunndo siano noti i loro valori iii superficie. Si os- 
serva facilineiite che alla (5) si pub npplicare l a  teoria di FBEDHOLM e che il 

numero -- A+' non 6 certo un autovalore di essa perchè se 1'equ:izioiie 
4n(h + 3p) 

(cioé l'equazioiie che si deduce dalla (5) per A(P1) = 0) ammettesse uiia solu- 
zione O(Pf)  (certameiite arinoiiicn) diversa d a  zero, questa sostituih iiella (1) 
darebbe luogo a componeiiti di spostamerito nulle iii superficie, diverse da 
zero riell'iiiterno del solido; cib che 11011 è possibile per la unicith della so- 

(4) Cfr. a Acta Matliematica 2, Vol. 42. 
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luzione elastica. Per  fissare l'andamento delle funzioni u, O, w, in tutto il 
solido basta dunque studiare il comportamento di Fi, P2, F3, e delle loro 
derivate e risolvere iti modo approssimato la (5). 

Questo argomento sarh studiato ne1 paragrafo che segue. 

g 2. Una limifazione per le soluzioni della equazione 
integrale (5). 

4. Ci proponiamo di indicare in questo paragrafo una soluzioiie maggio- 
rarite per l a  funzione @P), determiiiata dalla (5), quaiido si supponga nota A(P). 

3' G$ E necessario percid conoscere alcutie propriet& del nucleo: 9.  - 
adn,  ' 

Osserveremo duuque : 
a )  che  

quando P, P' sono punti del contorno. 
Infatti si assumano come componenti di spostamento le  funzioiii 

queste componenti soddisfano alle equazioni dell'equilibrio elastico e danno 
luogo a d  una dilataziorie cubica eguale ad  a. Dalla (3) si ricava che anche 
A(P)  = cost. = a. 

Introdotti questi valori nella (5) si h a  

Di qui segue subito la  (6) qualunque sia l a  forma del solido. 

Indichiamo infatti con U l a  funzione armonica che assume il valore M 
in un intorno 6 di P e il valore zero sulla rimanente parte del contoriio; Itt 

derivata di U secoiido la  normale interna in uii punto P' esterno a 6 sod- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



96 G. SUPINO: Sopra a lcme  limitaziowi per iu &~lecitaeiowe clastica 

disfit alla relazione 

az~:' anp1 
perche - = O ;  d'altra parte è y = cos(npr, 9.) e questo è certameiite asplalzp al 

positivo (O nullo) se il campo B corivesso perchè 2 .  é diretto da P' verso P 

(cioè verso l'interno del campo coine lapl). Ne segue che - 

az G;' 
c) poiché - è massima quando la direzione cc coincide con la 

axpranp 
direzione npl e d'altra parte ho dimostrato in  un altro lavoro (1) che 

cosi si deduce la limitazione 

O. Premesse queste osservazioni, riprendiamo in esame la (5) sostituendo 
ai coefficieiiti X e p i coefficienti E (modulo di elasticith) ed nz (inverso del 
coefficiente di contrazione). Si ha  

sicchè la (5) assume ln forma 

( l )  Si veda: Sopra alcune linzitaziolti per le funzioni armoniche e le Zoro derivate. 
* Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo a, 1931. 
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Poiiiamo ora + 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

converge sicurainente, perche iiidicaiido coi1 go, 0, .... i inassirni di e0, 0, ..., 
si h a  (v. 4, b) 

11 2 
ed  e - < 1 (perché quaiido valgono le  coiidizioni di unicita é fi8 > 2). 

311~ - 4 
L a  somma della (9) dB l a  fuiizione @(P') cercata. Se A ( P 3  é sempre uguale 
O miiiore (in valore assoluto) a una costante positiva K, allora d.alle limita- 
zioili precedeiiti segue : 

6. Qumdo  la fiinzione A(P') assuma valori assai grandi soltanto in una 
piccola zoiia del contoriio, si pub ottenere uaa  limitazione piA favorevole 
procedendo rie1 modo che segue. Supponiamo per fissare le idee che A(Pf j  
sia uguale a K in una piccola zona a, nulla nella rimanente zona di coiitorno 
(che indicheremo con a,: o, t 5, = 8). Si ha allora dalla prima delle (8): 

Annali d i  Matenzatioa, Serie IV, Tomo IX. 
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e dalla seconda delle (8) teiierido presente la (7) 

e consideriarno il massimo di H(P' )  quando P' si inuove siil co~itorno; iiidi- 

cando questo con H si pub seguire il procedimento di ;~pprossimaziorii suc- 
cessive iniziato con i valori trovati di O, e 0,; segue cosi 

Questa lirnitazione é piu favorevole perché quando Izt zona o, sia piccola 
iii confroiito ad S allorn H risulta assai piii piccolo di K; per eseinpio sulla 
sfern, se a, vale 1/20 di S allora 

e quindi se si suppone (corne valore più frequente) rn = 4 segue 

5 3. Alcune espressioni maggioranti per la sollecitazione ela- 
stica corrispondente a dati sposfamenti in  superficie. 

7. Siamo orn in grado di ottenere alcune liinitazioni per la sollecitazioiie 
elastica corrispondente a dati spostamenti in superficie. Supponiamo percib 

l a  superficie limite del solido (convesso) sia divisa in due zone coinple- 
mentari o, e o, e che Io spostamento S assegnnto per ogni punto della su- 
perficie stessa sia eguale a zero in oz minore od egunle (in modulo) ad un 
nurnero fisso M in a,. In questa ipotesi cérchiaino una Iimitazioiie per A(Pf) .  
Tenendo preseriti le diseguaglianze per le derivate di una funzione armonica 
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che ho stabilito in precedenti lavori (') si ricava dalla (3) che in ogiii punto 
di o, é 

x Mo, 
A<Pt> 5z 4 7 0) 

ove si indichi con r, la miriinia distanza di 1" da o, . 
D'altra parte é noto che se u, V, w sono coritiniie e derivabili in a, +ci, 

allora A(lJ') esiste limitata i i i  ogni puiito del coiitoriio j3). Poichè la disegua- 
gliaiiza (12) pub servire soltnnto nei punti di O, non vicinissimi a. a, iriclu- 
diamo iii o, miche i punti di a, la cui distanza g., da o, soddisfi alla dise- 

ed indichiaino coi1 5,' ln  zona a, cosi ampliata, con N un valore inaggiorante 
R A(P1) i i i  O,'. Teiieiido coiito delln (12) si viene cos1 ad assegnare in ogrii 
piinto di S= o, + oz un valore maggioraiite (liinitato) per A ( P t ) ;  questo valore 
B uguale f ~ d  N in a,', minore di M in a - oit; si pub dunque 1naggiorni.e A(P1) 
soinmnndo due funziorii; l'iiiia eguale ad M in tutto 8, l'alti'a eguale ad 
N - M ii i  o,, iiulla sulla riinaiieiite parte di S. Si trova allora iii base ai  
risultati dei n.' 5 e 6 che 

(1) Si veda: SUPINO, Aleune l i m i t a z i m i  valide per le derivate d i  u n a  funzione armoniea, 
« Rendiconti della R. Accad dei Lincei D ,  2 O  sem. 1928, pag. 658; e Sopra alcz~lze limitaziolzi 
per le funaioni artnoniclle e le Zoro derivate, c Rendiconti del Circolo Mat. d i  Palermo D ,  

1931. L a  diseguaglianza ottennta nello spaeio è data dalla formula 

dove P & nna fiinaione armonica minore od eguale ad  M i n  o, niilla i n  oz; A è un  purito 
intorno a l  campo O su oz, r ,  è la distanza (minima) di A da  O , .  

(') Si osservi che A l P r )  ha  il significato d i  una dilataaione cubica e qnindi & indipen- 
dente dalla scelta degli assi. Se in un punto Pr del contorno ci si  'iferisce a due clirezioni 
ortogonali (x, y) giacenti ne1 piano tangente e alla normale ( z )  a oz in  P', si osserva snbito che 

(y Cfr. nella n Encyclopiidie der Math. Wissenschaften D, l'articolo di L. LICHTEXSTEIN, 
Neuere Entnlicklunyen der Potentialtheovie-Konforme Abbildwny. 
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essendo 
. (N  - M) cos (np , ,  1 ' )  , = I H P  , H , ( I ~  = J 

- 

I -2 dap,  1- - PIP. 
'JI 

dove si é posto per brevitlt 

La espressioiie di 8 pub essere ulteriormeiite esplicitata ricoi'daiido 
un'altra diseguaglianza che ho stabilito i i i  un c h P o '  convesso: 

2 cos (lm, np) 
VI; 

segue allora 

(13) @(Q) 4 - da, + Ni.  3//t - 4 n 
0 1  

La (13) rnostra che 8 e formata di due parti; una che qiii compare come 
costan te (rappresen tata da N,)  e che rappresen ta la solleci tazioiie diffusa in  

tutto il ctmpo per effetto del10 sposttiineiito locale; si tratta di iiiia parte 
non grande quand0 a, sin sufficientemente piccolii, conle si pub vedere da  
un breve computo iii casi particolari (e) e come risiilter& dalle coiisiderazioni 
del riurnero che segue che confrontaiio N, col primo termine del secoiido 
membro. L'altra parte, formata da questo primo termine diminuisce seiisibil- 
men te allon tariandosi da a,'. 

Serveiidosi della (1) si pub determinitre u(Q).  Teiieiido conto ehe 

segue - 
M 1 j c o s  y;, ,ap)  1 m(N - fi) I cos (y, n p )  cos (x, y) 1 

+ (14) u(Q)<-  da, + ---- 
2n 1 1 (31n - 4)2n S 1 7 . 

al a I 
I 

1 cos (7., 1 2 ~ )  COS (x, 9 9  1 f 
1 ' 

S 
I 

(') Cfr. il lavoro già citato del Circolo Mat. di Palermo; od anche a Bollettino della 
Un. Mat. Ital. g, Dicembre 1929; si è posto qui il segno - perche r è diretto da Q a P. 

(7 Considerando i l  caso della sfera e ponendo rn = 4 si ha Ni = - w + M 1 - -- es- s ( ") 
sendo (0 l'angolo visuale secondo cui da iin punto qiialiinque di a, si vede Y,'. 
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Derivando poi la (1)  stessn e tenendo corito delle solite limitazioiii valide 
per le  derivate di i i i i ; ~  furixioiie arinoiiica si irovario fiwilineiite le liinitnzioiii 
per l e  componenti di deforinazione. 

8. L e  limi tazioni date devono essere brevemeii te discusse perché occorre 
coiioscere iii modo meno indetermiiiato il valore N se si vuole stabilire il 
comportaineiito della dilatiizioiie cubica e delle coinpoiieiiti di def~rrna~zione 

quaiido ci si nlloiitaiia da a, e quitrido a,  teiide a zero. Orn secoiido la  cori- 
venzioiie del nuinero precedeiite N rappresenta il tnassiino (:issoluto) di 
h(Pt)  iii a,'; iicordaiido che è 

ci propoiiinino di inostr;ire che se a, lende a zel .0 mtc u ,  v, w ( e  quindi  F , ,  
F,, F,) conservtt?io su S serrzpv-e 10 stesso massilr~o M ,  a l l o m  N t ~ ~ z t i e  a l l ' in -  
finito w u  i l  p).otlollo No, tende ad un Zinzile fznito (che pub esse1.e n ~ ~ c h e  
10 oem). 

Coiisideri;imo dappi'iina il caso dello spnzio liinilato so1t:iiito da i i i i  pi;iiio. 

Allora uiia ridiizioiie del1':iinpiezza. di a, che liisci l'iirea della stessa. fornia 
si pub iriterpretiwe come uii numeiito dell'unità di misura dello spazio; se 
siippoiiiniiîo che l ' a rea  sia ridottit riella proporzione da 1 a A l'uiiità di inisura 

1 ûF,  aq a.. 
auineiita iielli~ proporzione di 1 a -- e qiiiiidi -, - -- crescono anche 

V A  a% ay a~ 
esse iielln stessa proporzione. Ne segiie che la  limitazioiie per  N deve essere 

1 
ariineiitata iiel rnpporto 1 a Y ;  meritre Na,  dimil~z6isce ne1 rappoi'to 

1: A 

d a  1 i L  v X .  Questa deduzione implica,, come si è gih osservato, che o, coii- 
servi l a  stessa forma; s e  a, teiide a zero ma uiia delle dimeiisloni rcsta 
fiuitn al10ri~ M teiide all'iiifitiito ed No, tende ad lin 1iiriii.e deteriniiinto e 
finito diverso da  zero ('). 

Passiaiilo ora  a d  un caso piii generale e supponi:~ino che la  superficie S 
limite del campo coiiteiiga una zona piaiin S, nla del resto abbia fbrmit qua- 
luiique. Se  a, si trova su &', al1oi.a la  funzioiie armoiiicn Ii; nulla iii S- a,  
si pub peiisare come sominn di due;  uiia F,' data iiel semispazio limitato 

(1) Se si considera il problema elastico in due dimensioni, quest'ultimo caso è quello 
che sernpre si vorifica; ci06 No, tende ad un limite finito diverso da zero. Il ragionarnento 
è uguale a quello svolto più sopi-a per il primo caso; basta osservare che allora a, ha una 
sola dimensione. 
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da1 piano a che ooiitieiie SI ed eguale ad  Fi su Si nulla riella riinanente 
parte di a l 'a l t ra  F," uguale a - Fit in  S - S, nulla in S i .  

Ne segue 

3Fit 
. e meiitre, per quanto riguai.da - si pub ripetere il ragionamento svolto a s  

piil sopra, irivece - aFi" si conserva limitata ; il valore di essa rion h a  
ax 

dunque influenza su1 limite di N quanùo o, tende a zero. 
Resta d a  considerare soltanto il caso generale in cui o, non é piana. 

Facciamo teiidere a zero a, considerando successivamente tante zone decre- 
scenti oit, O," .... o,'") .... (1' una interna alla precedente); associamo quindi ad 

ogni zona O , ' ~ )  UII solid6 S,, otteauto per  similitudirie da1 corpo dato iii modo 
- - 

the l ' a rea  0,'") su S,, s i s  equivalente a O , ;  l a  S U C C ~ S S ~ O I I ~  Si .... S,, .... é una 
successione di solidi convessi, regolari; su ciascuiio di questi l a  Fi, iiulla 

aF 
fuori di 6'") e regolare iii ,(") ainmette derivata 2 l imitata ,  e questa a1 

ax 
limite (per 13-oc) tende a quella che  si ha, per  l a  stessa q ,  ne1 semispazio: 

infatti l a  curvatura in ogiii punto della superficie limite di S,, tende a zero 

quando n tende all' oo. Ma ora si pu6 tornare d a  o,(") a data  su S ri- - 
duceiido S,, ne1 rapport0 a , ( " ) : ~ , ( ~ ) =  A ;  e SU questa riduzione si pub svolgere 
10 stesso ragioiiaineiito precedentemeiite fatto per  il semispazio; s e  dunque 
- 
a,'") tende ad  una linea No, tende ad un limite diverso da  zero; se  cri(") tende 
ad un area  con due diinensioui limitate allora No, tende a zero. 

Riprendiamo ora i i i  esanie l a  (13): d a  essa si rileva che quaiido o, tende 
a zero, tutti i termiiii del secoiido meinbro teiidono a zero se  la  luiighezza 
massima contenuta iii 5 ,  teiide aiich'essa a zero;  in cas0 contrario essi restano 
limitati ma diversi da  zero. III a, il primo e il secondo termine del secoiido 
menlbro della (13) soiio del10 stesso ordiiie di grandezza ma  NI é costaiite 
meii tre il primo termine di viene piii graiide nell' interno del campo e teride 
all'infiiiito quando Q tende ad un punto di o, e O, tende a zero. Resta cos1 
dimostrato il primo teiirema, eiiunciato a l  11." 1, almeno per  quaiito riguarda 

('1 Infatti, quando a, tende a sero, Fi1' diminuisce in  valore assoluto (O almeno non 

aiimenta) in  8 -8, e resta sempre niilla in  8,;  yuiiidi a- resta limitata i n  S,.  
îix 
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la dilatazioiie cubica : ma al10 stesso risultato si giunge facilinente quaiido 
si consideri uiîa delle coinponenti di deformaziorie. 

5 4. Estensione della soluzione di Lichtenstein al cas0 delle 
forze esterne date (problema piano). 

9. Cerchiamo ora di esteiidere i l  procedimento del II." 2 al caso i i i  cui, 
i i i  uii campo piano, siaiio date le forze su1 coiitorno. Ricordiamo percii, che 
la sollecitazioiie eltistica i i i  i i i i  campo a due dimensioiii si pub espriinere, 
serveiidosi di uiia fuiizioiie biarmoiiica F; le coinponeiiti di teitsioiie soiio 
legate ad essa dalle relazioiii 

aey a 2 p  a2 F 
uO=ayg, DY==,  t,,=-- axa y 

valide in cool-diiîate cartesiaiie; le coridizioni ai limi ti sono allorn: 

esseiido Pa, P ,  le compoiienti secoiido gli assi delle forze esterrie date. 
Le relazioiii precedeiiti possoiio essere scritte nelllt forma 

dove le fuiizioiii - a F '  - I  sono determiliate in modo uiiico perché per 
ay 1s ' a s  IS 

1' equilibro deve essere 

Segiieiido i l  LAUHICELLA (1) poiiia.rno or>i. 

i l  probleina dato si ricoiiduce cosi alla riceica, delle fuiizioiii U e V assegiia.te 

( l )  Cfr. G. IAAURICELLA, S u l l a  inteyrazio+je de l la  equaziolze A* V =  0. Atti della R. Ac- 
cademia Naz. dei Lincei r, 2" sem. 1907, fasc. ô', pp. 373383. 
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su1 coiitoriio e legate ne1 campo delle equazioni 

le quali coincidoiio con l e  equnxioiii dell'equilibrio elastico per compoiieiiti 
di spostameiito U e V, essendo carnbiato solo il pnrainetro dell'elasticitk che 

in luogo d i  - B eguale a - 1. La condizione A,@ = O  non b pih çoiise- 
P 

gueiixit delle prime due equazioni e deve  essere posta esphcit,zmeiite. 
L'integrazioiie delle (17) pu0 essere eseguita col procedimento iiidicato 

dcll LICHTENSTEIN f? r i p o r t ~ t 0  al n." 2. 
Dalla prima e dalla terza delle (17) si deduce infatti 

e quindi, indicaiido con 1'([, y )  uu purito di S con &(cc, y) un punto iriterno, 

Poichè A,@ = O si pub scrivere 

Soinmarido queste due equazioni si trova 

è nota. in tutto il campo perché i? é dato siil contorno; indicando con Ii;(x, y) 
1'espressione che si ottiene coiisiderando la fuiizioiie V: 

ac av e ricoi.daiido che 8 = - -t- -, si r icava dalla (18) e diilla analoga espies- 
a s  ay 
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ed osserviaino che se 7 .  indica il vettore @ (diretto da Q verso P) é 

l a  (19) si trasforma cos1 nell' equazioiie 

Ma in un campo a due dimeiisioni é 

dove h 15 limitata ed infiiiita conie l o g v ;  d 'al t ra  parte s e  ne1 campo stesso 6 

su1 coiitorno si ha  

segue cos] che se Q tende ad  un punto P' del contorno la  (19') assume la  
forma 

(21) 

10. L e  formule (18) e (21) risolvorio il problema posto. Si osserva facil- 
mente che alla (21) si pu6 applicare la  teoria di FREDHOLM e che il iiu- 
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inero 

(cioè 
zioiie 

1 
- non è certo un autovalore per essa perchè se l a  equazioiie 
2 x  

l'equazioiie onzoge?zea che si deduce dalla (21)) ainmettesse uiia solu- 
@(Pt)  diversa da zero, questa darebbe luogo ad una fiinzioiie amkonica; 

poiieiido i valori 8(P ' )  iiel secondo tertniiie del secoiido inembro della (18) 
avremmo una funzioiie U (e quiiidi una funzione V) diversa da zero nell'in- 
teriio del campo; e ci0 non è possibile perchè come ha i~iostrato LAURICELLA 
la soluzione delle (17) é certameiite uiiica (quaiido O' e V sono assegiiati su 8). 
Il procedimeiito ora iiidicato coiiseiite di ottetiere ne1 campo la funzioiie biar- 
mouica F determiiiata su1 contoriio per mezzo delle sue derivate prime (O 

ci0 che 6 10 stesso per mezzo della F stessa e della sua derivata iiormale). 
Esso si estende seiiza alcuna difficolta al  caso delle tre diineiisiorii (al quale 
gi8 si riferisce la nota citata del LAUI~ICELLA). 

3 5 .  Un primo apprezzamento qualitativo della distribnzione 
delle tensioni elastiche. 

I l .  Dovrenimo ora studiare come si distribuisce la sollecitazione elastica 
iii un campo piano quaiido le forze esteriie agiscorio soltarito su uria piccola 
zona a, del suo contorno. Questo studio implica la ricerca di un valore mag- 
giorante per l a  soluzione @,Pt )  della equazione ( 2 1 )  (analogamente a quel10 
che si e fatto al 5 3 per la equazioiie (5)); poichè questa ricerca è ora meiio 
semplice cosi è bene prernettere una determinazione qualitativa. 

Osserviaino dunque che se le compoiieiiti Pz, P, sono minori di M in a, ,  

nulle iii S - a, si ha in base alle (16) : 
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Segue cos1 che in o2 vale l a  diseguaglianza 

dove si indichi con 1 - ,  l a  distanza di Pt da  5, (i). 

D'al tra  parte  è noto che s e  U e V soiio coritiilue e derivabili in S (e 
ne1 caso presente ci0 è certo perche U e V soiio ottenute per  integrazioiie 
d a  Pz e P,) allora A(Pf) esiste limitata, in ogni punto del coiitorno. Poichè 
la diseguagliaiizn (23) pu6 servire soltanto nei puiiti di o, iioii vicinissimi 
a 5 ,  iiicludiamo iii questa zona anche i puiiti di o, l a  cui distaiiza 9 - ,  d a  0 ,  

soddisfi alla diseguaglianza 
- 1  

g * ,  < v u ,  

indichiaino quiiidi coi1 5,' la zona cos1 ampliata e con N un valore maggio- 
rante a h ( P f )  in a,'. Iii ogiii punto di S si coiiosce allora un valore niaggio- 
m i t e  (liniitato) per  A ( P t ) ;  questo valore è uguale ad  N in O,' e minore 

n 
di Moi in  S - oil. 

4 
Riprendiaino ora l a  equazione integrale 

A(P1) I - Ma, in S - o,' /: 
ed osserviamo che la funzione @(Pt) ,  soluzione di essa, si pu6 scrivere cer- 
taineiite nella forma 

@(Pt) 1 2 N ( P f )  + K(P1)  
dove 

N ( P t )  è ugunle ad  N in O,' nul10 in S - a,' 

K (P t )  è la soluzione che corrisponde a 

3'G nMo, 
do,' + - 

4 
.II 

( i )  L a  (22) si ricava dalla (20) tenendo conto delle diseguaglianze che ho diinostrato 
nei miei lavori precedentemeiite citati (v. 5 3) per le derivate di nna fnnzione ainionica in 
un campo convesso in due dimensioiii. Iiifatti s e  F, è aiinonica, ngiinle a u. in 5, niilla in oz 

aFi iT u a ~ ,  
si ha - < -. Poichè la stessa disepiiaglianza .c-ale per cosi è ininiediata la (22). 

ax .,- 4 vi2 8~ 
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segue 

(23) 
2 N  cosy, 

@(QI = &JE @ ( P ) ~ s < ~  J-- 9 ' da,' + K 
S 01 '  

dove K è un iiuinei'o maggioraiite a K ( P f )  in tutto S. 

12. Per vnlutare il significato di questa diseguagliaiizs ceraliiaiiio di sta- 

bilire l 'ordine di grandezza di N e di K. 

- a'F -2 3F2 a~ a F2 
cos ( l l ,  X )  4- - COS (qz,  y) + 2 cos (8, x) 3- - COS (8, y). 

an an as as 

ciF aF, 
1 vnlori di 2, -- dovrniino essere vnlutati volta per volta; cib che 

an .an 
perb si pub fnre facilmente. 

13. Prima di passare alla ricerca di uiia limitazione per R voglianlo in- 
dicnre un'a,ltra valutziziorie approssimatt~ del primo termirie d i  O. Si osservi 
iiifatti che al posto di AT, valo9.e nmssimo di A(P1) iii a,', si pub porre sddi- 
rittui'n la furizioiie A(P1)  stessa,, allora si h a  

Orst s e  Q 6 nssa~i distante d a  P e se a,' é suficientemeiite piccola, si pub 

2 ~ 3  
ritenere che -- sia costante iii a,'; allora 

an, 
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a Fi aF% + -- cos (8, x) f- - cos (S,  y) as as 
e d'altra. parte e sa$ do,' =SP,~O,' = O 

J aA do,' = -j ~,ilo,' = O as 
sicché se 

COS (s, X) = C O & ,  . COS (s ,  y )  = cost. 

Ma si osserva siibito che 

dove 1 iiidica l a  lui~ghezza del coiitorno. 

Esseiido cos (n, x) + cos ( 9 1 ,  y )  < v'S segue in un punto Q dislante 

aG' costaiite per tutti i P di O,: da a, e tale che si possn ritenere - 
an P 

(25) 
cos rp 

@(Q) < --- M a , l t  K v 21. 

dove, corne si 6 giA detto, K é la costaiite che corrisponde a1 massimo valore 
nssuiito dalla soluzioiie della equazioiie iiitegra.le cosrisporideiite a 

0 1 1  

Per  approssiiiîaxione si pub porre ( i i i  condieioiii q y d i ,  a quelle piu soprn 

= cost quaiido Pr sia Bsso e 1' specificate: ci06 a, molto piccola: rppl - 
al-an, 

varii solo iii 5, ' )  : 
--  MO, 7t COS (?%Pr, 1 ' )  
NP')  < 7 -t- ~ ( 1 > ) d o i t  = 

21. 
al1 

nMo, nMo 1 -- 
A + d COS ( ILPI ,  1 ' ) .  

4 2 t. 21, 
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La limitazione che lie risulta per @ ( Q )  é assai piii favorevole di quella 
precedentemente indicata. Iii essa l'uiiica costante da determiiiare A rappre- 
sentata da1 valore di K comprendente A(P') dato. 

14. Voglianio ora indicare, come iielle stesse coiidizioiii ora specificate, 
si tsovi facilmente aiiche una. limitazione per le coinpoiieiiti di teiisioiie. Cori- 
sideriamo per esempio O,. 

Si ha 

Ora in base alle limitazioiii otteiiute per le desivnte di uiia fuiizioiie 
armonica é 

LVO,  
perche è U(P)  < in a,, U(P)= O in a,. 

Iiioltre si ha  

sicché resta da  valutare il termine 

A questo si possoiio sostituire i due termini 

ed è 

perchè 

Kn j 
cos (m, 1.) 1 

1 9. 
'lS 

S S 

a2 G n2 COS (x, 9') 
(5 - X I -  axan <! 9. 
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Valutiarno ora 

ae G 
Si ha, s~ipponeiido al  solito che (5  - x) - sia costante quaiido P 

aa anp 
varia iii o,' e ricordaiido che  

n:"CT,l cos (x, 1.) 
- x)N(P)dS < 

16 j121. 
7 

segue duiique i n  definitiva 

nMoS O(&) Kn 1 cos (x, r) 1 n2A.lo,l 
(26) 0, I Q  < - 4- -- + - -- 

81u2 2 g s I  1+ / ' ' S i -  cos (x, Y )  
S 

16 V S r  

formula vtilida quarido Q sia distante d a  o, e O, sin molto piccola. Anche 
qui l 'unica costsnte che deve essere deteriniiiata è K: uiia limitazione per 
essa sarA iiidicattt iiel paragiafo che segue. 

g 6. Un metodo per la solnzione approssimata della (21). 

15. Si é acceniiato a l  iiuinero precedente alla possibilith di assegiiare uii 
inetodo abbastaiiza geiierale per la soluzioiie a,pprossiinata della (21). I l  pro- 
cedinletito relnlivo sarA ii~dica.to iii questo paragrafo. 

a- GP 
Coininciaino col rilevare alcune proprieth di ?*~p-. Ragioriaiido i i i  al .a l lp  

modo coinpletameiite eguale a quel10 del 11." 4 si ha: 
a) che in uii campo a due dimensioni 

se S rappresenta una liiiea chiusa e P, P' sono due puiiti di essa. 

h) che a'G" - 6 sernpre positiva (O nulla) su1 coiitoriio di iin canlpo 
al,anp 

coi1vesso. 
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perché - a26" 6 rnnssima qunndo l a  direzione LE coincide con la diresione n p .  alz  p,a7zp 
e d'itltra parte  come ho dimostrato iii nltri lnvori (v. I I . "  4) é 

nei campi convessi a due dimerisioni. 

16. Ripreiidiaino ora la equaaione integrale 

e vediamo di risolverla applicando ad  essa, il procedimento di NEUMANN per 
il problema di DIRICHLET, 

Essendo ideiiticamente 

a 2  G 
(i) Interessa rilevare che é sempre - > O. Infatti, dato il contorno S si conside- 

anpl Enp 
rino in esso due punti P e P' e sia U una funzione armonica uguale ad M in un intorno 8 
di P nulla nella rimanente parte di S; si ha allora 

ed essendo 8 piccolo a piacere _- au continua regolam (P B distinto da Pl) se t - > O  
d m p  r a f i p  anp, 

a2 G si deduce che anche --- au- > O. 01-a U è positiva in tutto il campo; nulla in s - 8 ;  - è 
ci fi,, a+ &P r 

dunque positiva O nulla percha Pr è in s - 8. Descriviamo un cerchio C interno al campo e 
tangente ad S in P; si pub anche scrivere 

aZG 'essendo Q i punti di C. Ma -- 
2 au 

è nota ne1 cerchio e vale -. -. non pub dunque 
am,, an, T? ' anpr 

essere nulla se U(Q)  (certo non negativa), non B nulla; e se U ( Q )  fosse nulla su C (e  quindi 
au a2 G anche nell'interno) sarebbe niilla in tutto il campo. Diinque - > O  e quindi - 
anp I ampr anp > o. 

c. ci. d. 
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si pub scrivere l a  (21) nella forma 

risolve formalrhente) il problema posto. Vediamo ora se il procedirilento e 
convergente. 

Osserviamo intanto che posto 

dove C rappreserita uria porzione qualunque del coritorno risulta 1 Il < 1 qua- 
luiique siano i punti Q, e Q , .  Ed irifatti i due termirii sotto il segno soiio 
ambedue non negativi in un campo convesso; e se C comprende tutto il con- 
torno sono ambedue uguali a 2n e quindi I=0. S e  C comprende soltanto 
un tratto del coiitorno allora 

sarh rminore di 2n a merio che la parte esclusa sia un segment0 di re t ta  es- 

sendo Q,  sii di essa. Mn in questo oaso Sra$ d S  sarebbe diverso d a  zero, 
al an, 

C 

quwlunque sia la  posizione di Q, su C. Resta cosi dinlostrato i'asserto. 
Consideriamo ora  un campo tale che sin 1 Il < h per ogiii C' essendo h un 

riumero inferiore all'unita. Questa ipotesi é iiecessaria perché 1< 1 potrebbe 
ammettere l'unit8 coine limite superiore; nei campi ordiiiarii ci6 non si ve- 
rifica. Sia data dunque in un campo siffatto su1 contorno S una funzione f (S)  
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positiva O nulln e si consideri l ' integrale 

Dividiamo S in due zone S, e S, tali che fissati i puiiti Q, e Q, sin in 8, 

siano poi 1, e r2 gli integrali del tipo I estesi per6 ad S, O a d  8,. 
E I= I, + I,; ma 1, e 1, sono di segno opposto quiiidi 1 II è minore 

del piii grande dei due iiumeri 1 Ti 1 e II2 1 .  Se L é il limite superiore di f (S )  
in S risulta dunque 

I I I<hL  
qualunque siano i punti Q, e Q, . 

17. Cib posto siano M ed I H  il massimo ed il minimo di A(P') in S ;  
se Q, e Q, sono due punti del contorno si pub scrivere identicamente 

In  questn espressione l'ultimo termine del secondo membro è nullo e il 
primo termine vale 

@O( Q,) - 8,(&,) 
2 

M- HZ 
ed  B quindi un valore assoluto minore di - 

2 . D' altra parte  O,(P) - m 

é compreso t ra  zero ed M- m e quindi il secondo integrale del secondo 
M - m  

membro vale al piA --- 
2 

h. 
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Posto p = - l + segue 1 @,(Q,) - B,(Q,) 1 .C (M - m)p. 2 
Questa diseguaglianza vale qualuiique siaiio i punti' Q, e Q, ; percib in- 

dicwndo con M ,  e ni, il m ~ ~ s s i m o  e il miiiiino di O, si ha 

Questa limitazione pub essere proseguita per 8,, 0 ,,..., 0,, ...; si deduce 

1% - rn, < (M - m)pn 
e quitidi per l a  (29) 

l a  serie (30) 8 dunque convergente; e l a  serie 

è a d  essa maggiorante; cioé la somma della serie (30) é minore od e g u d e  
(in valore assoluto) ad  

M - m  1 
M + g l = p  

Una limitazione per @(Pt) si pub dunque conoscere facilmente appena 
si conosca p (cioè h). 

' 

g 7. Un esempio semplice: il cerchio. 

18. Si è visto nei paragrafi precedenti in che modo si possa valulare la 
distribuzinne delle tensioiii elastiche; questo appt'ezzamento sarh ora svolto 
con un esempio cornpleto ne1 caso semplice del coiitorno circolnre. 

( P ,  Pt sono punti del contorno); quindi 
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- 

teiiendo preseiite, che fissnto I'a,i.co S, é j --- "Oq; ' dS, = cost qiiiiliiiique sin lit 

si 
posizione del puiito Pr si dediice subito (v .  5 6) che é h = O ,  quiiidi p = 

1 
2' 

Dalle relazioiii del parngsafo precedente segue allora 

O< 1") < 3 1 A(P0 jmax 
é quiiidi se  poiiiaiuo 

alr 
si trova 

III questa espressione si calcola facilmeiite aiiclie il secoiido termine del 
secoiido inembro. 

Osserviamo infatti che 

a2 G cos y 
X 

51 bl' 

e questa espressioiie è costante in tutti i punti della circoiifereiizn S ed 
uguale alla inet8 del valore assiiiito dalla stessa espressioiie iiel ceiitro del 

cerchio. Poiieiidoci iii questo puiito si h a  

1 cosy  -J - jV(ll)dS z 
rr 1' 

al1 0,' 

e quindi in defiiiitivn si trova [v. formula (23)l: 

dove 
N ( P 1 )  è uguale a A(Pr) i r i  O,'; ~igunle a zero iii S- O,'. 

Questn limitaaione vnle quiiliiiique siil ln posizioiie di Q e l'iiiiipieaza 

di o,; in questo caso occoi're aiicora determinare N ( P )  ci6 che  si pub faie  
seiizn difficolth, quaiido si coiioscniio P,  e P, siil contoriio, ricoi'daiido che 

N ( P ' )  J ,  < 1 %  1 cos (n, r )  + 1 cos ( 9 1 ,  2/) + V ~ M  
I I I a u  I 

essendo 
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19. Giustifichiaino questa asserziorie partendo dall'ipotesi che P,, Y, siano 
continue e derivabili con derivata a variazione limitata. Calcoliamo allora, 

per esempio, 3 essendo Fi la fullnione artnonicri che assuiiie su1 contoriio 
an 

i v d o r i  U = P,dS; cioè calcoliamo la derivata normale della fuiizione ar- J' 
inonica ln cui derivata tangeaziale assuine i vaiori P,. Se iiivece della F, 
si coiisidera la  funsione armoiiica a d  essa coniugata (che iiidichiaino con E )  
il prob1em:i vieiie invertito; iioi conosceremo cioé la  derivatn normale P, 

della & e dovrenio invece calcolare la  sua  derivata taiigeiininle 

Sul cerchio avremo quindi 

perché derivaiido 

e per i' equilibrio 

F, = - I', log 
'It - 'S S 

in un punto del contoriio 

cos s, 31 =',JpVT 
al$ 

è 

1% d S  

si trova 

d S  -1- P, 

Osserviamo ora che si pua togliere a Fi uuiia costnnte qualunque e questa 

si pub porre iiella forma - l>, log v d S  essendo I), costante ; ne segue che 
7L 'S- S 

aF1 se coiisideriamo la  derivata - rie1 punto P di S si pub sempre supporre as 
che P, sia iiulla in P. Si ha  allora 

- 

cioè iiitegrando per parti 

1 a log 9- 1 
-jk TT 

d s  = - 7~ [P, log ~.f'" S=B - 2 JP; log I - d s  
S S 

e poichè a l  secoiido membro la, parte iritegrata è nulla segue 

aIi; 
-. = -- JP,' log 2 . d ~ ~  as n 
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poiclib P,' è iiulla fuori di o , .  L'integrale precedente si calcola seiiza diffi- 
colt& quaiido sia nota Pd. 

20. Risolto cosi ne1 cerchio il caso geilerale (corrispondeiite a Q in posi- 
zione arbitraria, 5, di ampiezza qunluiique) consideriaino il caso di o, molto 
piccola., Q sufficienteniente dista.iite da  o,, iii modo che fissato Q, si possa ri- 
tenere per P variabile in o,' 

cos '9 -- 8'G - cost, 1'- = cost. 
~ ' Q P  agsanp 

Si possoiio allorn riprendere l e  limitaziorii dei numeri 13 e 14; essendo 

(con 

Per 

3 
- SN( p)doit = Ki = segue dalla (25) e dallii liini tazioiie otteiiutn 
Z R  

0 1 '  C N ( P ) ~ ~  al10 stesso n." 13 : 
ol' 

cos y 37cM0, 3Mo 1 
O(&, < - M O J + ~  + 2 

V 2  9 -  1'2 R 
ed essendo 

1 =2nR 
resta 

V 2 n ~  cos '9 - 3x1 
@iQ) < Mo, / + 3 b 2 n - i - -  

r 4 1 '  

Si pub ora valutitre o, procedendo corne al  il." 14. Percliè K, é costaiite 

infatti il primo membro esprime la derivata rispetto ad  x della fimzione ar -  

Ki monica che assume su  S (e quindi in  tutto il campo) il valore ( 5  - cc),. 
a 

Ne segue 

S S 

3nMo, 3 r r i F ,  j ( cos s, r 1 d S  
<--i- 

v 2  
S 

I 
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e quiiidi 

nlClo: + ~ + 3 ~ ~ i ~ ~ ~ c 0 s ' x 7 y i ~ d ~ +  
nWa, R cos (x, 9-j 

= v l ~ - = ~  7 '  l 
v2 8 VZV 

Analoghe limitazioni si hanno per le altre componenti di tensiorie. 

J I .  In conulusioiie i ragionanienti e le formule esposle nei numeri pre- 
cedeiiti dimostraiio completamente i teoremi enunciati al n." 1. A proposito 
dei quali è opportuno porre in rilievo che le limitazioni date (pur essendo 
ottenute senza eccessive dificolth analitiche) haiino carattere quantitative 
(specialmente semplice se o, è piccola e se il punto considerato dista da a,. 

A me seinbra perd che l'inteiesse del risultato non stia solo nei teoremi 
dimostrati (che del resto, possono essere estesi miche ad altri citmpi della 
meccanica e specisln~ente della idrodinamica) ma sopra a tutto ilel fatto che 
essi mostrano la possibilitk di stabilire alcurie proprieth geiierali in varii 
campi della fisica, matematica, basandosi in diseguaglianze semplici relative 
alle funzioni aririoniche e alle loro derivate. Questa idea (che mi ha spinto 
alla ricerca di quelle disegua.gliarize) pu0 essere applicata (in parte) anche - 
in casi nei quali le equazioni che reggono il fenomeno non sono del tipo 
ellittico. 
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Studio sulle vrtrietà, ,z dile cliineiisio~ii ;i.pp;t,i.teiieiiti 

a uii euclideo. 

Xemoria di PIETRO BURGATTI (a Bologna). 

Siiiito. - Si studiauo le varietà a due ditnemioni immevse is ulz S, ewclideo. Definite certe 
due aormal i  princ-ipali, s i  esamifzamo le proprieta delle wperficie w l l ' i n t m o  d i  un 
punto, le curuature, e le sue linee pi& cavatte.iistiche. Infilte si d a  sotto forma esplicita 
ed espre.ssiva zcn gruppo d i  formule fondatnentali relative all'iwtpiego delle tre forme 
differwzia2i qztadratiche atte a definire la varietà considerata. 

Lo studio delle varietk a due dimeiisioni immerse iii un 8, euclideo, che 
' potrenio senz'wltro chiamare superficie, non é nuovo; 11'6 comparso uno di 

recente del prof. TONOLO nei a Rendicoriti del Circolo Mat. di Palermo B ('). 

Poichè l'argomerito non è privo d'interesse, ed io mi trovavo quest'aniio 
in quest'ordiiie di idee per lavori in campi affini, ho voluto proseguirne l'in- 
dagine in uiia direzione diversa da  quella tenuta finora, per cercare non solo 
le analogie con l e  proprieth delle srdinarie superficie di un S,, ma piuttosto 
le differenze sostanziali, che soiio verainerite le cose di maggior interesse. 

E noil principalmente delle questioni di cwat te re  analitico nîi sono oc- 
cupato, si bene di quelle che rivestorio un& forma geometrica piu prossima 
alla nostra intuizione ne110 spazio ordiliario; in particolare del comportamento 
della superficie nell'intoriio d'un suo punto, delle curvature e delle liiiee pih 
caratteristiche che possono esistere su  quelle. Son riuscito cos1 a mettere iii 
chiaro i caratteri essenziali di coteste superficie e quasi a vederli, benché 
ci manchi i'intuizione del10 spazio a quattro dimensioni. 

Pe r  non dilungarmi troppo nori riassurnerd qui i risultati contenuti in 
questo lavoro; il lettore potrk vederli sfogliando queste pagine. 

Solo mi piace dichiarare che l'analisi vettoriale è strumento eccellente 
in queste ricerche, giacchè permette d 'andar diritti al10 scopo seiiza perdersi 
in questioni analitiche superflue O complesse e in formule poco O nulla 
espressive. 

(i) Y. LIII, 1929. 

Annaii d i  Matematica, Serie IV, Tomo IX. 
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122 P. BURGATTI: Studio sulle unrietci a due dimensiolzi 

Se di questo restera persuaso il lettore, riterri, per cib solo non del tutto 
inutile questo lavoro. 

Avverto infine che ho voluto preniettere alla ricerca in discorso alcune 
considerazioni sulle curve in un S, ,  non gik per dir cose nuove, ch8 poco 
di nuovo c ' é  da dire in questo campo, ma per dirle i i i  modo iiiiovo, quale 
preparazione al10 studio delle superficie nell'indirizzo che qui mi soi1 proposto. 

1. Uiia curva (c) in un piano h a  una sola curvatura comulique la si 
deforiui rie1 piano stesso. Per  farla uscire da1 piano e fttrla diventare uiia 
curva del10 spazio euclideo S3, occorre darle una secoiida curvatura, O corne 
su01 dirsi, una torsione. 

Allora un arco finito non é piu piano; m a  resta piano, a meno d'infini- 
tesimi del terzo ordine, ogni elemento ds dell'arco. Il  piano che coiitiene ds 
in P è il piano oscu1ato1.e in P. L a  sua  normale b (versore) è l a  binomrnle, 
n= b A t ( t  versore della tailgente) è il versore della n o ~ w ~ a l e  pl-incipale. 

Cornunque si deformi la  (c) ne1 S, restano sempre due e due sole curva- 
ture. Per  f ada  uscire da  S, ed  entrare, per cosi dire, in S,, occorre darle 
iina terza curvatura, ossia una seconda torsione. Allora un arco fiiiito non è 

piU contenuto in un S3, m a  rimane in un S, ogni elemento ds, a meno d'in- 
finitesimi del quart' ordine. 

Sia S,(P) uno spazio euclideo a qiiattro dimensioni e S,(Q) uno spazio 
euclideo a tre  dimensioni appartenente a S,. 

Pe r  un punto Q, di S3 passa una sola normale b ad  S, (vettore in S,) che 
definisce 1' orientazione di S, in S4 . L' eqnazione di S, (in S4) 6 manifestaniente 

(1) ( Q -  Q , ) X b = O .  

Se  Q,Q,Q, sono tre punti di questo S,, si h a  

(Q,- Q , ) x b = O ,  ( Q , - Q , ) X b = O ,  ( Q , - Q , ) X b = O ;  

dalle quali (supposte indipendenti) si trae 

b=mE(Q, -Q , ,  Q,-Q,, Q,-Q,), 
essendo rn un fattore di proporzionalittt (I). 

(1) Daéi tre vettori u,, 14, t h , ,  in S,, il vettore E(u,u2îc,) é quella fuwione lineare e 
altemata di ui?czu3 tale che soddisfa alla proprieth 
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appnrtertertti a art S ,  euciideo 123 

Ora sin P un punto del S, esterno al  S, considerato. La proiezione di 
P - Q sulla normale a S, è 

d = ( P -  Q) x h = ( P  - Q, )x  b - ( Q -  Q,) X h, 
ossia per In (1) 

(2) d = (P - Q) X b = (P - Q,) X 7). 

Questa grandezza è dunque In stessa qualunque sia il punto Q di 8,; si 
chiatnerB percib la distunza d i  P dalla spazio S , .  

Coiisideri~iino ndesso la CUI'VR (c)  luogo dei P(s) del 8,. Indicheremo 
con t il versore dellq tangente, e posto 

iu,, che e perpendicolare a t ,  sarA detto il versore della printa nornzale 
p k w i p n l e  (O seiiz'altro la  prima noi.male principale). 

Sia ora Pi uii puiito della tangente (Pt), Pz Uri punto della normale ( P I , , )  
e P, un altro puiito di (c), tutti molto viciiii a P. Lo spazio S3 definito da 
questi qurittro punti è rappresentato d a  

Na P, - P = ~ , t ,  P, - P = ~ , n , ,  e quindi per la  liiieari tSt di E viene 

( Q -  P ) X E ( t ,  22,, P,-P)=O. 
D' altra parte 

ossia 

percib a meno d'jnfinitesimi del quart'ordine risulta 

qualunque sia il vettore t c ,  ove il secondo membro indica il  voliime del parallelepipedo te- 
tradimensionale i cui spigoli sono definiti in grandezza e direzione da i l ,  ~ ~ ~ ? i ~ w ~  (a ~ u e n o  
del segno che cambia secondo l'ordine dei vettori). S i  ha  

epperi, E(rr,?r,ir,) èt perpendicolare ai  tre vettori da ciii dipende. Risulta ipoltre clic é zero 
quando dile dei vettori sono uguali O proporzionali. Ne1 S3 ,  E(?ci7r2) coincide con i r , ,  wz. 
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124 P. BURGATTI: Studio sulle varietà a due dimensioni 

fi l'equazioiie del S, che direino osculatore alla c u l v a  in P. Se b e il versore 
di E, sarB dettn la bino~*r)mle. 

Sin poi I , ,  ( i t i  8,) perpeiidicolare a f ,  g r ,  e b, i n  guisa che si abbia 

ssrB detta lu  seconda novrnule pvincipale. Ne segue 

(4') ~ ( t ,  n, , n,) = b. 
Dalla .(3) si deduce 

1 drt pf'f = - + - >. ( p ds 
perci6 segue 

e siccome questo E deve avere per versore b (4'), dovrh essere necessaiizt- 
meiite 

II primo coefficieiite risulta da1 fatto che è 

db  
Il vettore - è perpendicolare a b, t e n i ,  perche 

ds 

per coiiseguenza sar& 

Iiifiiie dalle (4')' pei la liiiearitit di E, si dediice 

ossia per le formule precedeiiti 
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Ma esseiido 

LEI), dl), dm2 dre 1 
- X W., = 0, -- X t = 0, - Xi#,=-n,X-'=--, 
ds ds ds ds 7, 

ne risulta necessariamente 

giacchb deve essere E ( t ,  IL,, b) = g r , .  

L e  (3), (37, (Y), (3"') sono le  ilote f o ~ n t u l e  d i  
considerazioni di carattere geometrico. 

L' interpretazione dei coefficien ti l /p ,  1 jz, , 117, 
modo solito. Indicando con 0, y, a, P rispettivameiite 
due tniigeiiti iiifinitainerite viciiie iii P e P + d P ,  

F~.e~let, dedotte qui coi1 

quali curvature si fa a1 
gli aiigoli che faiino le  

le due binormali, le due 
prime iiormali pi'incipali e le seconde iiormali, si trova 

Iiifine con l 'uso delle formule precedenti si trova facilmeiite 

epperà, s e  P, é un punto di (G) vicinissimo a P, si deduce 

le quali mostrano che le distanze di P, dagii spazi 8,' e 8," normali a g,, 

e II, sono infinitesimi dei terzo ordiiie (mentre, come abbiamo visto, la di- 
stanza del10 spazio osculatore S3 è del quarto ordiiie). 

1 ragionamenti si potrebbero seguitare passaiido d a  S, a un S,; ma qui 
non ci occorrono. 

Ci6 che risulta dnli'esame fatto si e che uiia curva  piana (c) in uno 
spazio S,, si pub fils passare con successive deformnzioni, come se  fosse uri 
fiIo sui genegis flessibile e inestendibile, iiello spazio S3, poi ne1 S, e cos1 
via,, aggiungendo ogni vol ta. una iiuova curvaturn. Questo iion é piii vero per 
le superficie, come si vedrh ilel paragrafo segiieiite. 
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196 P. BURGATTI: Studio sutle varietà a due dirnewsiolzi 

5 2. Superficie. 

2. Passiaino ora alie superficie. E dapprima sia (x) una superficie luogo 
dei piinti P immersa in un S, euclideo. Su di essa sia tracciata una doppia 
famiglia di liiiee ortogonali. 

In una certn. regioiie di (L), alla quale si riferiscono i nostri ragiona- 
menti, riterremo che s, e s, siaiio gli archi di coteste curve, epperd s, e s, 

saranno.le coordiiiate curvilinee di P (ossia P(s, ,  s,)). Porremo per comodo 

1 vettori r r ,  e uZ sono unitari. LO spostamento dP siilla, superficie, che 
fa passare da1 puiito P al punto P+ dP,  è dato da 

a~ a p  
clP=- ds, + - d s ,  = rr,ds, + n,ds,.  

a s ,  3% 

Ammettiaino che in ogiii punto della regioiie considerata ci sia uiia normale 
uiiica e deteriniiiata 14 = r t ,  A a,. La ciirvatiwa della. (2)  iii P B defiiiita dai 
due raggi di curvatura Y, e Y,, coi quali si esprimono la ciirvatiira media e 
la curva tura gaussiana. 

Sin Q uii punto di (Z) vicino a P; la grandezza ( Q  - P) X 91 misura la 
distanza di Q da1 piano tangente in P. Posto Q = P(s, t Il,, s, -1- h,), si ha 

da cui risulta che la distanza sudetta 15 infiiiitesiina del second'ordine ri- 
spetto a h ,  e h,. 

Se il sistema ortogoiiale sopra considerato é quel10 delle linee di curva- 
tura,, sussistono le seguenti formule che filiiiio riscoiitro a quelle di FHENET 
per le curve: 

dt t ,  ar t  1 1 dri ,  
-0, -- j I ,  - 

a f t ,  i - 
d~ - a s ,  g, 1'1 c l ]> f r 2 =  asP -- Se " 2 
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Le quantita Y, ,  j a 2 ,  g, , g, (raggi di curvatura tangeiiziale) soddisfano ad equa- 
zioiii che, sotto altra forma dellJ ordinaria, sono quelle di CODAZZI e di GAUSS ('). 

Ora pensiamo che 1'S3 appartenga a uii S,. Si pub deforrnare la  ( Z )  daii- 
dole iiuove curvature, in guisa da  farla passnre iii S,, coine s J è  gik fatto 
per le curve?  

Due elerneiiti coiitigui d.2 e d,L delltt superficie, i quali apparteiigono 
al10 stesso S,, dovrebbero dopo cotesta deformazione ttppartenere a due S, 
diversnmeiite orientati, ma di pochissimo, a meiio d'infinitesimi del terzo 
ordine alineno. Orbeiie, supponiamo che la (2)  apparteiiga effettivamente al  S,, 
e il d P  abbia aiicora l'espressione sopra scrittn. Siano poi, iii Si, 7 t ,  e 71, 

diie versori iiormali fra di loro e ad  rr ,  e il,,; cioé normali ad piano tangente. 
1 vettori Pi,", P,,", P,," si esprimono linearmente niediante la quateriia cc,, t r , ,  
n., , 1 4 , ;  e d  essendo 

P,j" X cc, = O, X (1, = O (i, j = 1, 2) 

coine risulta derivando le relazioni c i !  = r r :  = 1, tt, X a, = O, si h a  precisa- 
men te 

P i 1  = I I  + n t 2  Pi2jf = p l l ,  -1- qrl,, Pzerf = fil, 1- p t 2 .  

Ora consideriamo Io spazio S, defiiiito da1 piano tangente in. Z' e da un 
punto Q di ( 2 )  vicinissimo a P.  Sia 11 il vettore normale a S,, che definisce 
percib i'orientazione di S, in 8,. L a  distanza di Q d a  S3 S,B ( Q -  P ) X w ,  
ossia, per i precedenti sviluppi, 

che é della forma 
h(rc, X I I )  + ~ ( I I ,  X 11) + ... 

ove h e k sono del secorido ordiiie rispetto a hi e k,. Affinche questa di- 
stanza fossé del terzo ordine per ogni Q viciiiissimo a P, occorrerebbe che 
risultasse 

, = O ,  n * X ? 1 = 0  

insieme n n, X 11 = O, rr ,  X Ir = 0 ;  cosa assurdit. Non esiste dunque un S, 
osculnto~-e in P a (L). L a  distanza dei puiiti Q da P lion pu6 essere del 
secondo ordine; e questo compete a tutti gli S, che contengono il piano 

(i) P. BURGATTI, Analisi vettoriale generale, Vol .  I I ;  Geometria differenziale, Parte 1, 
pag. 51. 
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ti~ngeiite. Esisterebbe ne1 cas0 che i vettori P,,", l',,", P,," fossero p~rii.lleli. 
Noi tralctsciiimo questo caso. 

Queste coiiclusioni rispoiidono iiegativrtmeiite alla domanda posta iii priii- 
cipio, quaiido si riinanga ne1 caso generale. 

3. Ora considerando una superficie generica ne1 S,, che indicheremo 
coii (E,,,), passiaino ad  esaminare le  sue curvature. Sia ,lr,(P) uii versore 
iiormale al piano tangente in P e varinbile coi1 coritinuitA d a  puiito a puiito 
clella superficie. 11 vettore d j t , ,  che definisce a merio d'infinitesimi del se- 
coiido ordiiie l 'incremento di rz, ne1 passaggio d a  P a P + dP,  iioii sarb in 
iiiassiina diretto parallelainente a1 piano tangente. Invece il vettore 

è tsiigeiizi;~le. Si chiama il diflemnziale superficiale d i  n,, giacchè gode 
di proprietà aiialoghe a quelle dell'ordinario differenziale (#). Lo iiidicheremo 
con d,tr,. Esseiido / r i  = 1, viene appunto I r ,  X dan, = O.  L'omografia 

tale che sia 

si chiama la  der iva ta  supl - f ic ia le  d i  r ~ ,  . Si ha  rnanifestameiite a , / / ,  = O. 
Dippiu, d a  mi" = 1 si trae anche 

grad, ( p h ,  X n ,) = O, 
ossja sviluppando ( e )  

d n  g_- 
dP 

n, = Ko,n, = 0. 

Si ~ io t i  inoltre che a,a, e o,n, soiio vettori taiigeiiziitli; perche posto 

Coiisiderando poi I I ~  secondo versore noî-male . I I ,  e perpeiidicolare a I I , ,  

(4 )  BOGGIO, Geometria diffeïelzziale, Parte I I .  
(2) P e r  il  gradie.rzte superficiale vale l a  formula analoga a qiiella del gradiente ordinario: 
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introdurremo anche 1' omografia 

Avrenlo corne sopra 
02nz = O, Koo1to = 0, 

e o , ~ ,  , o,v, soli vettori tniigeiiziali. 
Dalla relazioiie I I ,  X ? a ,  = O  si ded~ice 

grnd, (n., X ,II,) = Ko,ir, -t- Ko,~r,  = 0 ; 

e da questn, inoltiplicaiido scalarineiite per 1 4 ,  e u,, si ottieiie 

Ne consegue che taiito o,11, e o , ~ , ,  qi~ltnto Ko,~t ,  e Ko2u,, se 11011 sono iiulli, 
sono vettori tangenxiali. Ma vedreino presto che soli iiulli. 

Siano ora d P  e 6P due spostainenti. Da 

si deduce coi1 inaiiifesto sigriificato dei simboli 

e quindi per sottrazione 

ossja 

od anche 

per qualuiique coppia d P ,  6P. Ma per le cose dette esseiido (Ko, - a,)dP 
tangeiizisle, ne viene di necessith Ko, = a,. Coli ragionamento aiialogo .si 
deduce Ko, = a,. In conclusione : le  onzogj.afie O, e o, sono dilatazioni.  

Ne segue dalle cose dette che ogni vettove si  t~*asfornza pev rnezzo 
delle ai e oz in vettore tnngenziale. Infatti posto 

viene 
n = l t r ,  + nm, f p n ,  + qn, 

che sono somme di vettori tangerizinli. Si deduce aiicora 

Annali di Matematica, Serie IV, lomo IX. 
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130 P. BURGATTI: Studio sulle varietu a clae diwmsioni 

Possiamo dunque considerare o, e O, come oinografie piane operanti sui 
vettori ne1 piano tangente in P. 

4. Siano c , , ,  ci, le direzioni unite di O , ,  e c,,, c,, quelle di O,. Si avrA 
per definizione 

Consideriamo le due normali 9t,, e tt,  t d n ,  in P e P t  dP. Se s' incon- 
trano in un punto Q dev'essere 

Q = P - ri,, = ( P  t d P )  - r(n, t dn , ) ,  
ossia 

dP= r d n ,  . 
Ma d n 4  non e tangenziale corne dP. Affinché questa uguagliariza potesse 
stare, bisognerebbe sostituire d,n, a dn., , ossia Ir., -+ d p ,  alla normale 
n, t d n , .  Ci6 fncendo si verrebbe a commettere un errore d'infinitesimi 
del secondo ordine. Infatti si ha 

(n, -5 d,ri,) X (ni + dn,) = 1 t d,n, X d n , ,  

essendo ni X d,n, = O, ni X dta, =O. Si pu6 dunque concludere che a rneno 
d'infinitesimi del secondo ordine si ha la relazione 

e quindi 

la  quale dA il significato di r , ,  e 9 - , , ,  che si possono chiamare i ?.nggi di 
curva tu~a  di (2) relatici alla normale n i .  Cosî dicasi relativamente alla r t ,  . 

Itiguardo agli invarianti di o, e o, si ha per cose note 

che si possono chiamare rispettivamente le curvature medie relative alle 
direzioni norrnali n., e n,; e inoltre 

che si possono chiamare le curvatu3.e totali ?-elutive alle nornzali n, e n,. 
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5. Coiisiderinmo adesso altre due direzioni normali e perpendicolari fra 
loro : 

ni = m, cos 0 + n, sen 0 
n,) = - n, sen 0 + w, cos 0. 

4% - dsn; Posto dp - O r ,  -dp = O,', risulba manifestamente (') 

oi=cos t ) .o ,+sen0.o , ,  0,'=- seil 0.0, + cos 0.o,, 

e quiridi, per quaiito riguarda le curvatui'e medie, 

Si deduce subito 
(9) iK2 i- M i 2  = M (  i- M e ;  

il che vu01 dire che MI J- M t  è indipendente dalla coppia ortogonale 3 1 ,  

e ta, d i  no?wzabi che si scelgono. 
Dalle stesse relazioni si deduce 

2 .  oi2 = a;2 = <+ O*, 

e per conseguenzn anche 

I,($ + a;), ossia Ii$ -+ I,CJ;, 

è indipendente dalla coppia di normali. Ora ai e oz harino le stesse direziorii 
uiiite di a, e O,, e risulta precisamente 

1 1 
o c  = - ,  olc,, = - 2 ~ , P  ... ecc ....; 

?'il 9"i2 

(1) Qui si deriva corne se O fosse costante, il che fii pub fare. Invero siissiste la for- 
mula generale - 

d,(mv) = m ''" + H(grad, ne, v,), 
d P  d P  

ove us indica la componente tangenaiale di W. Re1 caso presente v andrebbe sostitiiito 
con I I ,  e n2 le cui componenti tangenziali son nulle. 
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132 P. BURGATTI: Studio sulle varietà a due dimemiorni 

è indipendente dalla coppia di riormdi. Percib valendo tale iiidiperideiim 
per M: 4- M i ,  vale ariclie per Ki + K,. Si coiiclude pertnnto: le p m u i e a z e  
M,Z+ Me e K, + K, n o l ~  dipendou0 dalla coppilt (ortogonnlr) di  no~vrzali 
alltc superficie. Percib a queste graiidezze daremo il iiome di ~ u ? ~ v t r t u ~ ~ e  
p7-op?.ie, la prima (oppure 31 V M ;  -1- LM:) pub dirsi media,  la secoiida gtiussinnn. 

6. Cerchiaino la direzione normale w i  per la quale 

é massima O minima. Dovrh soddisfare alla condizioiie 

-senO.Mi -t cosfl.M,=O; 
percib è defiiiita da 

Ad essa corrisponde la curvatiira media 

Alla direzione ortogoiiale corrisponde la curvatura media riulla. Si con- 
clude pertarito : 

Esiste u n a  normale n a cui  corrisponde la c u r v a t w a  media propr ia;  
alla ~ i o f w a l e  #A' o~*togonale ad  n col.t*isponde la  cwvatu?.a media  ~ t u l l a .  

Queste due normali 91 e 11' sono percib privilegiate, e coi-iverrà, i i i  mas- 
sima ne110 studio della superficie riferirsi a queste. SarA detta la coppia 
delle normal i  pt-incipali. 

Indicheremo con o e of le oinografie corrispondeiiti; coi1 cl e c , ,  c,' e c,' 
rispettivamente le loro direzioni uiiite; R, e R,, RIf  e R,' i raggi di cur- 
vntura. Si avrh 

Allora 

è ln. czwvatu7.a media p~.opr ia ,  e dovrtii, risultare 
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1 1 
Se fosse - - 0, - - O, la of sarebbe iiulla, perche a.pplicata a qiin- 

R,' - RZf - 
luiique vettore tamgeiizinle O nori tangenzinle darebbe zero. Dobbiaino duiique 
aminettere che sia 

Posto R,'= - h?; = R', la  cu?watura p ~ o p ~ . i n  gaussiccna acquista la fogvna 

In base n cib dobbiamo scrivere 

Poninmo 
cir = COS y .ci + sen y. c,, c,' s - sen y-c, t cos y-c,; 

risulta sosti tueiido 
cos y seil y 

COS y.  o'c, + sen y - o'c, = - 
£2' 

C,  + 7 c, R 
sen y cos y - sen y-a'c, + c o s y . o f e , = ~  ci --c2, 

R' 
da cui si ricava 

1 
o'c - (cos 2y.  ci + seri 2y c,) 

' - R  
1 

ofc2 = - (sen 2y. c, -- cos 2y ~c , ) .  
12' 

Si vede allora che la 0' t ~ m f o r m a  ogni coppia d i  vettm-i tangensiali 
ortogonali in u n ' a l t ~ a  c o p p i a  d i  uettori tangenziali ortogonali. Infatti, 
presi i due vettori 

e fatta la moltiplicnzione scalare dei due vettori 

u'rc = COS a .  o'c, + sen a. o'c, , o'b = - sen a o'c, + cos a .  arc,, 

si trovn in virtii delle precedenti 

o'n X a'lr = 0. 
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Si deduce inoltre 

percib l a  of trasforma tutti i versori iii vettori di tnodulo u g u d e  a1 valore 
assoluto di l/Rf. 

7. Posto dl '= Q P, consideriamo ne1 piano tangente le  coniche 

che sono le  coniclze indicatl-ici di  a e of. 1 loro assi sono rispettivameiite 
lungo le  direzioni unite di a e of. Riferendosi a questi poiiiaxno 

Coteste equazioiii diventano 

Ln p > i m a  indicatvice pub essere iinn ellisse O una iperbole: la seconda 
indicatrice é una iperbole equilatera. Per  espriiiiere questo fatto diremo che 
i puqlti d i  una ge~zerica supel-ficie i u  S, souo equipej-bolici. Ma, si distinguoiio 
in due categorie: superficie, O regioiii di superficie, a pwlti equipeg*bolici- 
ipe?.bolici, e superficie a punti equipej-holici-ellittici. 

Se due direzioni taiigeiiziali dP e 6P soddisfano in P alla condizioiie 

(17) a ( d P )  x 6P = O 

si diraniio coniugate ?.eiutiuame?zte nd 9 1 ;  se  soddisf:iiio all'nltra condizioiie 

si diranno coniugate relativanzeute ctd w'. Considernte corne equazioiii dif- 
ferenziali, definiscono su (2)  ln doppia. famiglin di curve coniuga.te relativa- 
mente ad  11 O ad  71' ('). 

Una direzione d P  sark autoconiugntu veiativarne?ale rrd 3, O nd vaf se 
soddisfa a una delle condiaioni 

(18) a(dP)  X dP = O, ol(ciP) X tlP = 0. 

( 4 )  Il sistema di curve le cui tangenti in ogni punto sono ci e c2,  oppiire cif e c,', 

sono ad un tempo ortogonali e coniiipat~ relati~ramente ad rt, O ad m .  
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Considerate coine equazioni differeiiziali defiriiscoiio le curve autoconiugate 
reZativnmente a 2 1  O a n'. 

Per le cose dette di sopra si vede che le prime esistono per le sole su- 
perficie a punti equiperbolici-iperbolici, le seconde esistono senapl-e, e fornîcziio 
una doppia itlmiglia che iii ogni punto soiio taiigeiiti agli asiiitoti della iper- 
bole equilatera indicatrice. 

8. Quest' ultime curve godoiio di uiia proprieth importante e caratteristica. 
Osserviamo che (&  - P) X n' rappreseiita la distanza del purito Q 

di (Z,, ,) vicinissimo a P dallo spazio S, (ci, c, , n), la cui orientazioiie e 
defiriita precisaniente dalla normale 81'. Si ha per gli sviluppi fatti in priii- 
cipio (n." 2) 

Vediamo se questo triiioinio pub essere nul10 per qualche direzione 

h2 - - - tang a. Porremo dunque 
hi 

(P,i" + 2P,," tang a t Pz," tarig2 a) X 18' = 0. 

Supporremo la (2, ,,) riferita alle liuee che i i i  ogiii punto soiio taiigenti 
a ci e c,. Abbiamo 

ma  essendo 
dd dç, 

grad, ( r d  X c,)  = K - a, + K - 24' = 0, 
dl' dP 

Cosi dicasi per gli altri prodotti scalari; cosicchè tenerido coiito delle (15) 
si deduce 

cos 2y plirr X nr = - --- sen 2y , P , , " X t i = - -  
cos 2y 

. R' 
, P z C X  ,cf =- 

K .  

Sostituendo nella precedeiite equazione, si trova 

cos 2y i- 2 sen 2y.  taiig a -t cos 2y. tang" = O, 
ossia 

cos4 a cos 2y + 2 seii a cos a sen 2y - sen2 a cos 2y = 0, 
equivalente' a 

cos (2a - 2y) = 0. 
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Deduciamo duriqne 
7C 

a = y + -  
4' 

Queste direzioni sono quelle appunto degli asiiitoti della iperbole equilatera 
indicatrice. Si conclude pertanto : lungo le curve autoconiugate 9-elativanzente 
a ~ a '  10 spazio S, ( r : , ,  u , ,  9 1 )  è osculatove a rneno d'infinitesirni del terzo  
ordine. Fer  questa ragione coteste curve si potranno chiamare le asintotiche 
d i  (L,,,). Esistono sempre e formano un sistema ortogonale. 

Un calcolo identico si pub ripetere per determiilare quelle direzioiii 
tang a rispetto alle quali 6 osculatore 10. spazio S, (ci, c, , i l ) .  Si csova, subito 

e percib l'equazione del secondo grado iii taiig a scritta di sopra (cambiato nt 
in n), diventa 

Queste direzioni, quando sono reali, sono quelle degli asintoti della iper- 
bole indicatrice, ossia le direzioni autocoiiiugate relativainente ad n. Pertanto 
si conclude: nelle 9-egioni a punt i  equiperholici-ipe~*bolici, lungo le curve 
autoconiugate relativarnente a n 10 spazio S, (ci, c,, nt) é osculatove. 

Anche a queste curve compete percib il nome di asintotiche. Ma occorre 
distinguerle dalle precedenti; epperb le prime si potranno chiamare asinto- 
tiche proprie, le seconde asintotiche inzpg-oprie, voleiido intendere con 
l'ztggettivo irnp?.opvie che possono essere reali O immaginarie. 

9. Consideriamo le asintotiche proprie. Da1 primo teorema del numero 
precedente segiie che 8,' in P è la binormale n coteste asintotiche uscenti 
da P. percib in virth della (3") si ha 

d P  
essendo T, la seconda torsione e s 1' arco. Ponendo - = t ,  viene 

d s  
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Poichk I'angolo che t fit coi1 l a  direzione c, è stato trovato a l  n." 7 
X 

essere y + - , possiamo scrivere 
4 

t = cos (, + 9 c, 4- seil (Y + <) c2 ; 

da cui ricavianio, in virtii delle (15), 

cos (, + ;) 
d t  = 

It' 
(cos 2y -6, + seil 2y - c,) 

i 
R' 

(seii 2y. ci - cos 2y. u,)  

- ~ [ c ~ ~ ( ~ - ~ ) ~ ,  - Kr + - g c 2 ] .  
Dopo ci6 si ottieiie 

D~inque  i l  q~rad~.a to  della seconda tocsione delle asintotiche propj.ie uguaglia 
la cuvoatul-a tottcle relutiva ad d, fi 1111 teoreina siniile a quel10 di ENNEPER 
per le superficie ordiiiarie di ut1 S,. 

Parecchi altri teoremi si possoiio dedurre coi] facilit8 dalle formule e 
coiisiderazioiii stabiliti nei numeri precedenti; ma qui non ne direnio nltro. 

10. Resta a vedere se  esistoiio direzioni coniiigate tanto relativamei-ite 
ad I J  quaiito ad  a&'. Bisogiierk che dP e ÔP soddisfiiio alle due coiidizioni 

il che richiede che sia 
a ( d P )  = h of(clP). 

Poiîiamo 
d P r  coscp.cl + sencp-c,, 

cos '9 -- seii cp 
Ci + - Cz = 

Ri R2 

Anmrli di Matematica. Serie IV, Tomo IX. 
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138 P. BURGAT'PI: Studio sulle sarietà a due dinze.nsiouli 

percib la precedente condizione si scinde nelle seguenti: 

cos rp - cos 12y - T) sen cp sen (2y - y )  
- h  

R' 
= h  

R' R , R, 

Elimiriando hl risulta 
R, - tang cp = tang (2y - y), 
R2 

che determina y ;  dopo di che si pud calcolare h. 
Quest'equazione è del secondo grado in tang y. Se 12, e R, sono d'ugual 

segiio, il discriminante è positivo; se sono di segno opposto, per la realità 
delle radici si richiede che sia 

Si conclude pertanto: nelle mgioni a punti equipetsbolici-ellittici esiste 
una doppia falniglia di curve coniugate tanto 9-ispetlo n n. quanto a rd; 
pub non esistere nei punti equipevbolici-iperbolici. Si diranno le c w v e  bico- 
niugate. 

Per le ordinarie superficie di un S, nccade che i piani taiigeriti i n  P 
e P + d P  s'intersecaiio lungo uiia retta, che è la  direzioiie coniugata alla 
direzione di dP.  Questo ilon accade per le superficie (2 ,  ,,) in S,, perché in 
un S, due piani noii s'intersecano necessariainente lungo tutta una retta. 

Consideriamo il piano tangente in P alla (L, , ,), Essa è rappresentato dalle 
due equazioni 

( Q - P ) x 7 t = O ,  ( & - P ) x 7 & ' = 0 ,  

essendo Q i punti del piano ; giacchè esse rappresen tano rispetti vameri te gli 
spazi S, definiti dalle terne (c , ,  c , ,  1, ')  e (cl,  'c, ,  9 1 ) .  Arialoganieiite le due 
equazioiii 

( Q -  P + d P ) X ( % + o ( d P ) ) = O  

(Q - P - d P )  X (n' + ol(dP)) = O 

rappresentano il piano tangente in P+ d P .  Combinando queste coi1 le pre- 
cedenti risulta, a ineno d'infinitesimi del secondo ordine, 

(Q- P)x o(dY) = O ,  ( Q -  P ) X a f ( d P ) = O .  

Di qui, e dalle considerazioni precedenti, si deduce che solo ne1 caso in 
mi d P  sia una delle d i~ez ion i  biconiugate i due piani s'intevsecano lungo 
una retta, che é I'altra divezione biconiugata a quella. 

Questa 6 una proprieth caratteristica delle curve biconiugate. 
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II. Per  il lettore che voglia far  raffronti con altri lavori, nei quali è 
usato il metodo classico (dico classico in contrapposto al  metodo dell'analisi 
vettoriale) aggiungeremo che 10 sviluppo in coordinate generali di tutta l a  
teoria porta manifestamente a formule conteneriti i coefficieiiti e le  loro de- 
rivate delle t re  espressioni quadratiche differenziali 

ds2 = d P X  dP = Edu2 i- 2Fdudv + GdvP 
o,(dP) X d P  = D,du2 + 2Ddudv + D,dv2 

o,(dP) X d P  = D,'du2 + 2D'dudv + D,'dv2, 

iri accordo con quaiito h a  esposto il prof. TONOLO. Ma il lettore stesso am& 
notato dalle cose esposte che l'uso sistematico di quelle noii è opportuno. 

Se  s'immagiiia la  superficie riferita alle linee principali le cui tangeiiti 
in ogni puiito sono c, e e , ;  posto 

d P  = ~ Ë c , d u  + VGc,dv, 

V Ë  V G  
ZP) = -7- (cos2y - o ,  +sen 2y -c2)du t (sen 2y .c, - cos2y -c,)c 

B .  R 
e quindi 

dsg = Edu2 -+ Gdv2 

1 
or(dP) X d P  = - (Ecos2y .du2 t 2 V m s e n  2y -dudo - G cos 2 y . d ~ "  (l). R' 

Vogliamo ora determinare le  derivate di e , ,  c, e seconde le  direzioni 
cl O c ,  (ossia rispetto ad  u e v) in forma esplicita ed espressiva. Si ha  iiitanto 

dalla quale si deduce (') 

(1) Questa ha il discriminante negativo. 
(2) Si noti che B 
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140 P. BURGATTI: Studio sulle vnrietà a due dime~siorzi 

Similmente risulta 

Applicarido quest'ultiina ai vettori ci e c, si ottiene per le (11) 

&ci dsc, &Ce 
Osùervi~mo. ora che dy c i ,  C, = - - dsce d P  c" -dP c! sono vettori ta,]. 

geiiziali, e che a causa delle relazioni (if= c$ -= 1, c,  X c, = O si ha 

ne consegue 

d,c, 6, = - 1 c', dac2 -- ci = - - 1 
d P  d P  0, 9 i 9 i 

i cui coefficienti g, e g, hanno le espressioiii clie vedremo poi. 
Dopo ci6 dalla prirnn delle (21) si deduce 

ossia per le (Il)  e (13) 

Cosi proseguendo si ottieiie subito il segueiite p .uppo  d i  f o ~ m u l e :  

\ "  c - - - c  1 1 - - l r , t - ~ l I .  COS 2y , 
d P  2 -  9 2 R2 EZ 
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Le quantità 

1 d,c, -- - dc, 
dP C 2 X C 2 = - C 2 X C 2 ,  

g ,  d P  

si possono chiamare, per aiialogia con la teoria delle 
cu)wutu?-e tnngenzinli delle linee priiicipnli yrese qui 

ordiiiarie superficie, le 
corne liiiee coorditiate. 

La 101-0 esplicita espressioiie mediaiite E e G si calcola subito dalla coridizione 

1 -- ac - aP,' essendo P,' = y&4, P,' = L Gr,. 
av az4 

Viene 

da cui 

ossia (') 

1 dc,  --- i aVG 1 d e ,  c z X c , = - -  ---- - i a v E  
g, - d P  

c , x c  ~m au 9, dZJ I - V E G  av 

Iiifiiie alle (1) aggiuiigiamo le seguenti che si otteiigoiio conle quelle: 

ove o'c, e o'c, soli date dalle (15). Se poi si volessero le derivate delle e,' 
e c,' , lion c' é che d a  derivare le relazioni ci' = cos y.  c, -+ sen y c, , ecc. e 

valersi delle (II) e (III). 

12. ~aturalmeiite le (1), (1'), (II) e (II') devoiio soddisfare alle coiidizioiii 
d'iiitegrabilità. La coiidizioiie 

a z l t t  a21tt - - - auav avau9 

( 1 )  Si noti che per un vettore er qualunque si ha 
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142 P. BURGATTI: Studio salle varietà a dzce diwzelzsioni 

dk le segueriti equazioni: 

Q 1 a sen 2y 1 a sen 2y 2 cos 2y ; sen 27) _ -  R i -  V Ë a U (  K' ) v p u (  )+a(< 
g 2 

~ ( v E P )  a(IJGq) A sen 2y 
au au R' 

Le due prime forniscono le funzioni p e q finora incognite; la terza e 
una equazione del tipo dell'equazioi~i di CODAZZI. 

L'altra condiziorie d'iiitegrabilitii relativa ad $1 dB le due equazioni 

( 1  ;,) R' "1) -- p sen 2y + q cos 2y = - - - - + -= - - 
gi R2 V G R, 

che sono pure del tipo 
la sola e q u a ~ '  ~1011e 

CODAZZI. Le rimanenti due condiziorii daniio iii piii 

che é l'equazione d i  Gauss. Tutte queste sono, in forma piu esplicita ed 
espressiva, le stesse equniiorii iridicate da1 prof. TONOLO nella Memoria citata. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sopra uiia equnzioiie funeionsle e la sua applicazioiie 
a un problema di fisica ereditaria. 

Memoria di D. GRAFFI (a Bologna). 

Suiito. - Viene dimostrata l'esistenza e l 'unictta della soluzione cZi u n a  equazione fulzsio~zale 
del tipo & VOLTERRA. Di tale risultato s i  fa poi ulaa applacazione a u n a  questione 
d'induzione magnetica O dielettrica in cui  s i  tiene conto dell'ereclitariet2c. 

A questo proposito s i  pongmo alcûcne cons idermbni  sui  fenomeni ereditari e s i  di-  
mostra ,in modo cowpleto un teorema d i  m i c i t a  sulle eqzaazimi dell'induzione magnetica 
O dielettrica in presenza d i  ereditarietà. 

I n  alcuni studi sui fenomeni ereciitari, O meglio sui fenoineni d'iiiduzioiie 
magnetica O dielettrica ho incontrato 1' equazione funzionale : 

In questa equazione I ( t )  15 un vettore incognito e H(t) uii vettore iioto 
funzione continua della variabile (scalare) t, a iina oinografia vettoriale 
costaiite, f(R + u 1 )  un vettore funzione continua del vettore H + a I,  

t 
F ( t ,  H(2) + a l ( 7 ) )  un vettore dipendente d a  t e dalla funzione coiitiiiua 

O 

di 2, H ( z )  + a I ( z )  data iiell'intervallo (O, t )  cioè un funzionale (O una futi- 
zione di varieta vettoriale secondo la  denominazione di una min nota) (') 

del ret tore H(z) + a I ( 2 ) .  
Per  il mio studio e ra  necessario dimostrare almeno l'esistenza di una 

soluzione nell'equazione ora scritta, e questo l'ho potuto fare in base a un 
recente lavoro del prof. TONELLI (7, il quale h a  dimostrato l'esisteiiza e varie 
proprieth delle soluzioni dell' equazione funzionale : 

(1) - «  Rendiconti Accademia dei Lincei ., II sem., 1927, pag. 383. 
(2) L. TONELLI, Sutle equazioni funzionali del tipo d i  Volterra, e Bulletin of the Cal- 

cutta Mathematical Society », vol. XX, 1928. 
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144 D. GRAFFI: Sopra una eyzcasione funsionale 

(In questa equazioiie @(y) e ra  una fuiizione ordinaria iiicognita, f(x) l a  
funzione nota, A uii simbolo di fuiizionale). ' 

P e r  maggiore geiieralith ho considerato l 'equazione funzionale: 

(3) 

in cui a, p, a', 
iiulla) e gli nltri 

p' sono omografie vettoriali costanti e limitate (con a' mai 
siinboli hanno 10 stesso significato che per  la  (1). Estendendo 

a qiiesta equazione i metodi del  TONELLI sono riuscito a dimostrare l 'esi- 
steiiza della soluzioiie e a studiarne le  proprieth. Ci6 sartt l 'argomento della 
prima parte di questa nota, meritre iiella seconda parte farb le  applicazjoiii 
dei risdtiit i  otteiiuti all'acceiinato problema di fisica ereditaria. A m i  a questo 
proposito esporrb qualche considerazione generale sull' applicazione dei n~etodi  
ereditari e dimostrerb liberandolo d a  alcune restrizioni d'indole inatematica 
u n  teorema di uiiicith che  già avevo ottenuto in una nota precedeiite ('). 

Tornando dl' equazione (3) vorrei fare alcune osservazioni. Anzitu tto iio- 
ter6 che l a  (3) geiieralizza l a  (2) per  doppia ragione. In  primo luogo perché 
per  l a  preseiiza della funzione f (pH( t )  + a l ( t ) )  il legaine funzioiii incognite e 
funzioni ilote é pih complesso, in  secoiido luogo perché essendo equazione 
vettoriale equivale a un sistema di t re  equazioni scalnri coi1 t re  incogiiite 
(le coinponeriti di I(1)). 

Aiiai poichè si pub supporre s e m a  difficolta che le T(t) e H ( t )  sinno 
vettoi-i iii iiiio spnzio a n diineiisioiii la (3) equivale a uii sistema di n eqiia- 
zioiii ~ c i ~ l i i r i  COI)  11 incognite, e in particolare l'equazioiie: 

equivale a uii sisteina di equazioiii del tipo (2). Noterb poi che seiiza togliere 
In geiieralità alla questioiie supporremo t vtiriabile nell' intervallo (0, 1) e che 
supporreiuo (fino ad  avvertenza i i i  contrario) il funzioiiale definito per  ogni t 
sopra tutti i vettori fuiizioni continue di z iiell'intervallo (0, 5 )  e in moclulo 
minori di un iiuinero positivo a.  

Nelln iiota citata del TONELLI si suppone definito il funzionale per  ogni t 
anche sui vettori funzioni continue di z in qualunque intervallo (z,, 7,) 

di (O, 1). Siccome nelle applicazioni che fard questi funzionali non risultano, 
alineno i ii modo facile, definibili, ho inodificato lievemeii te il procedimen to 
del TONELLI, per risolvere l 'equazione (2) in modo d a  evitare questa difficoltk. 

(i) c Rendiconti Accademia dei Lincei U, II seril., 1927, pag. 698. 
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e la sua applicaaiolze a zcn problema di  fisica ereditcwia 140 

Ho.poi  niiche modifcato pih che nltro per rapiditti di dimostrazioiie e per  le  
applioazioni che avevo in vistt~ le ipotesi del TONELLI su1 fui~zionale, sosti- 
tueudole pero coi1 altre in esse coiiteiiute. 

1. Priinn di risolvere la  (3) espoiiitirno l e  ipotesi foildaineiitali. 
An~inettinino aiizitutto che 1' equazioiie : 

(4) I =  f ( P H + a l )  

abbia uiia soluzione per ogiii vettore PH e questa soluzioiie che iiidicheremo 
con (p(PH) sia uiiica. e continua rispetto a qualsiasi vettore PR (') e percii, 
se H dipende iii modo contii-iuo d a  t ,  sia coiitiiiua anche rispetto a t (2). 

Riguardo al  fuiizionale supporremo che soddisfi alle segiienti coiidizioiii 
che verrarino iiidicate con (Ci), (C,), (C,) (7. 

1") Esiste un nutnero M tale che per ogni t di (O, 1 )  e per  ogni vet- 
tore y ( ~ )  cot~t i i~uo in (O; t )  e in modulo minore di a sia: 

(Ci) I F(t, I G Mt. 

2") Ad ogiii E > O corrispoiida nri p O tale d i e  per ogni vettore 
coritiiiuo iii (O, t,), iii niodulo niinore di a e per ogiii ( t ,  - t , )  < p con 
(O < t ,  < t ,  < 1) sia : 

((32) I F(t,, yO(4) - mi, y i (4 )  1 E .  

3") Preso un qualunque E > O  6 possibile trovare in corrispoiideiiza 
di E uii iiumero o tale che per ogiii t di (O, 1 )  e per ogni 1 yi(z) 1 < a ,  

(1) Con ciù s'intende che esista per ogni I L  la  soluzione dell' eqiiazione 1- f (u  i- a l )  e 
che tale soluzione sia continua rispetto a g r .  

(") Ne1 cas0 particolare f(PIi(t)  + ul ( t ) )  = PH(t) + a l  (t) si ha per la (4) 

Ossia: 

d o r a  se (1 - I )  non è degenere si pu6 scrivere: 

1 ( t )  = (1 - ~ ) - ~ p H ( t )  

ciob esiste la solusione della (4) ed è continua rispetbo a $EX 
(3) Notiamo che le lettere in grassetto significano corne è d'uso vettore e che un vet- 

tore posto fi-a due linee verticali signifieherà sempre il modulo del vettore stesso. 
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'y,(r) 1 < a  continui in (O, t )  con ( v,(z) - Y&T) 1 < O sempre in O, t sia: 

In seguito avremo da considerare spesso il funzioriale F(t - h, ykph(z)) 
essendo h una quaiititli, positiva indipendente da t e da ~ ( 7 ) .  I l  funzionale 
risulta definito per t > h. Supporremo che per t  < h sia questo funzionale 
1111110. Coniuiique per esso vale seinpre la (C,) qualuiique sin h. Essa vale 

( I )  I l  TONELLI nella sua nota f a  tre ipotesi equivalenti alle seguenti e che contengono 
qnelle già fatte. 

Io) Esiste un numero Mi tale che per ogni t di (O, 1) e por ogni intervalle (ri, z2) 
di  (O, 1) e per ogni y(t) continua in (ri, r2) e in modulo minore di a sia: 

(Ci') I Fit ,  ~ ; : (4)  15 Mib2 - %)* 

(Ricordiamo che nella nota del TONELLI B definito il funzionale esteso all'intervallo r i ,  tz). 
2') Esiste un numero M2 tale che per ogni t di (O, 1) per ogni terna (T,, zZ, z3) 

(O 5 r, 5 z2 5 r,) e per ogni y(r) continua in (r i ,  r3) sia 

(C2') l F(t> Y;:(')) - F(t7 Y;;(')) l 5 - Tz). 

3O) Ad ogni B > O si pub fare corrispondere un p > O in modo che se B 0 6  t l  t, 5 1 
e t, - t, < p e se y,@), y&) sono due vettori continui inferiori in modulo ad a in r i .  r, e 
tali che sempre in (rd, t,) sia 1 yi(r) - y,(r) < p essendo (ri, r2) un qualunque intervallo 
di (O, 1) risulti: 

(C3l) I p( t l  y,;:(4) - F(t2 Y,;:(r)) I , 5 4 5 ,  - ti). 

L e  condizioni (Ci) e (C3) da me poste sono un ovvia conseguenza delle (C,') e (Ci) qui 
scritte. Basta infatti per avere la mia (Ci) pone in questa (Cii) zi = O, r2 = t e la (C,) po- 
nendo in (Csr), ti = t2 = t, 7, = 0, r2 = t e ricordare che t è sempre minore di 1. 

Quanto alla mia (Cg) si deve notare che preso un numero > O ad arbitrio è possibile 
2 

trovare un 6' tale che per ogni t2 - t ,  < 8' e per ogni g(r) continua e minore di a in 
modulo per (O 5 t 5 t,) sia: 

Cib B una conseguenza della (Czl) prendendo B' = L. Si ha poi dalla ((2,') per ogni 
2M2 

t, - t, < Br' convenientemente scelto e per ogni y(t) continua in (O, t,) 
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e 7a sua applicaaiofie a un problenza di fisica ereditar.iu 147 

ovviamente per t ,  > h e per t ,  < h ne1 primo caso perche il funzionale 
coiilcide con quel10 gi8 considerato, ne1 secondo caso poichb il valore di 
tale funzionale si deve considerare nul10 sirt per t ,  che per t , .  Invece per 
t, < h s: t ,  si ha  che (ricordando la (Ci) : 

(5) 1 F(t, - h, y$-"(2)) - F(t,  - h, ~l,l-~(z)) 1 = 
= 1 F(t, -. h, ~J?-~(T)) 1 5: M(t2 - h) < M(tz - t,) 

percii, la (C,) è soddisfatta per il funzionale F(t - h, ykh(z)), purchè preso 

E ) O  ad arbitrio si abbia cura di prendere i l  corrispondente p minore 
E 

anche di -, perché in questo modo, come rnostra la (5), si soddisfa alla (C,) 
M 

anche per F(t - h, 
Pnssinmo ora ad eiiuriciare una proprieth delle omografie vettoriali di 

ciii dovremo far USO. Questa proprieth consiste nell'esisteiiza di due nu- 
meri K, X' positivi O al pid nulli tali che essendo. 76 un vettore qualsiasi ('): 

Iaui<KIvcI ~ a r t e ~ < K ' ~ t c ~ .  . 

Il iiumero K' deve perb essere diverso da zero per l'ipotesi fatta su a'. 
Suppoiiiaino iiifiiie che sia : 

(5 bis) Kr 1 ~ P @ H ( O ) )  / + 1 W ( o )  1 < a. 

Allora ci sarh possibile dimostrare che esiste un intervallo (O, 1) in cui 
l'equazione (3) ammette soluzione. 

2. A questo scopo si costruiscano le fiinzioiii I , , ( I )  (n intero 
tali che siano soluzioili dell' equazione) : 

e positivo, 

(i) Proviamo cib per a m  Si h a  infatti con le solite notazioni vettoriali: 

c m 3  = a u  X a u  = K r a u  X ac. 

Ricordando che la K m  B dilatazione, indicando con A, B. C le  sue componenti prin- 
cipali, e con t h , ,  ? r 2 ,  u3 le  componenti di u sugli assi di KLZX e si ha 

Ponendo Ke ugoale a l  niaggiore fra gli 1 A 1, 1 B 1, C 1, si ha  

(ru)" K W  

Ia~cIsKlzc l  c. cl. d. 
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148 D. ORAPPI : Sopra una equazione ficnziolznie 

iiitendeiido, corne si é detto, nullo il funziouale in cui i'estremo superiore 
1 t - - risulta negativo . É facile trovare uiia soliizioiie 
n 

della (6) nell'ii~tervallo 0, - . In questo caso il funzionale é nullo e si ha:  ( :) 

1 
Per trovare la soluzioiie per t > - occorre aiizitutto dimostrare che le 

n 
1 

fi'H(7) + a'I,,(r) per tutto l'iiitervallo 0, t - - si manteiigono in modiilo mi- 
n 

nori di a, altrimenti i fuiizioiiali che compaiono iielle nostre equazioiii iioii 
sarebbero defiiiiti. Provereino ora che sarà possibile trovare un iiitervallo (0, 1 )  

tale che per ogiii t di (O, 1 )  siniio le (p lH(r)  1 -+ 1 u t I n ( q  1 < a (') e quiildi a 
maggior ragione sia 1 Pt+L(r) + atIn(7) / < a, i l  che assiciira la possibilità di 
risolvere la (6) almeno per 1 iii (O, 1 ) .  

Fer fare questa scelta di Z osserviaino che essendo per ipotesi: 

la differeiiza frn a e K' 1 rq(PH(0)) 1 + 1 FEI(0) 1 sai'à posi tiva e verrh iiidicata 
con 26. Allora poichè cp(PH(1) i- II) e PIH(t)  soiio per ipotesi fiinzioiii coiitiiiue 
di t r  e t (essendo 14 un vettore geiierico) sarA possibile trovai'e uii 1 tale che 

6 
esso sia minore di - K'M che per ogiii t < 1 e per ogiii 1 rr 1 < K M 1  sia : 

Sarh percib aiiche, seiiîpre per t i i i  (O, 1)  e / r r  1 < KML, 

1 
Cib posto dimostriaino che se è t < Z e nell'iiitervallo 0, t - - la 

n 

1 fi'H(~) t d [ , , ( ~ )  1 é minore di n queila proprietk è vers  miche per ogni t 
iii O, t .  

In questo caso i fitnzioiiali che nppaioiio iielln (6)  sono definiti, perche 
stabiiiti su funzioiri iii inodulo miiiori di a. Si pu0 risolvere facilineiite la (6) 

(') O più precisamente / pH(r)  + K' 1 I,,(s) 1 < a. 
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scrivendola ne1 seguenta modo : 

1 

1 n 
= f [ B H ( ~ )  t U F  P'H (r) + a'r.,(r) - 

O t-- ? 

t- 
1 

e preiideiido coine iiicogiiita l a  In(t) - F P'H(.r) + a'ln(T) 
O 

Si trova cosi: 

1 
01.a poiché iii O, t - 1 FH(T) + atI,,(.r) 1 e per ipotesi miiiore di  a, 

11 ' 
risiilta per l a  (C,) 

Posto percib : 

si ha: 
1 t r  1 < KMZ. 

Si ha  cosi, ricordando ln. (8) (? facendo ovvi prtssaggi: 

il ~ l i e  dimoslra q u a n t ~  si è asserito. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 
Ora i n  O, - la  (6) A risolubile e di piii si trova ('): 

12 

1 2  2 
per t compreso fra - - purchè sin - < 1. Cosl prosegiiendo, cioè applicaiido 

1 1 '  n 12 

i l  metodo d'induzioiie  complet:^, si trova che la 1 PH(7) 1 + 1 cc'I,,(z) 1 A miiioi.e 
di a in tutto (O, 1 )  e quiiidi che la (6) A risolubile iii tutto (O, 1). 

Dl 'piu per !a (9) risultn 
a - 1 PIH(t)  1 - KIM1 1 I n ( t )  1 < 1 cp(PH(t)+ u) 1 + iM1 < K t  

+ ~111. 

Da cib si deduce (essendo EI(t) liiriitata in tutto (O, 1)) che le I,,(t) sono 
ugua,lmeii te liniitate in (O, 1). 

Dimostrinmo orn che le I,,(t) risultiiiio in (0, 2 )  i~gualineiite coiitiiiue. 
Percib corisideriamo le fiiiizioni : 

Poiché il funzioiiale é defiiiito an un vettore inferiore ad a si pub ap- 
plicare la. (C,) geiîeralizznta alla F(t - h, ykh(z)). Si ottieiie cos1 per ogni 

t,, t ,  di (O, 1)  tali che t, - t ,  < p e per ogni n 

1 XnVJ - Xn(t,) 1 E 

il che dimostra 1' uguale contiiiuith della X,(t). Aiiche: 

risultano funzioni ugualinente coiitiriue. Infatti per la coiltiiiuit& di i q ( tc )  è 
possibile trovare un 7 tale che per ogni 1 v 1 < q sia 

E per l'uguale continuità delle Xn(t)  A possibile trovare uii p' tale che 
per ogni 1 t ,  - t, 1 < p', (t,, t,) iii O, 1) e per ogni ?z sia: 

/ PH(t,) - PtH(t ,)  + aX*(t,) - aX,,(t,) 1 < 7. 

1 1 
(') S'intende se 12s 1, oppure per l ' in te r~a l lo  (0, 1) se 1 < . 

n 
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Dn cib segue 1' uguale contiiiuith delle Z,?(t) in (O, 1). P e r d  le I,,(t) = 
= X,,(t) -1- Z,(t) risultaiio ugualmeiite continue iii tutto (O, 1). Ora. esseiido i 

vettori I , ,(t)  in (O, 1) ugualmente limitati e ugualmeiite contiiiui, si pu6 
estrarre  (') d a  essi alineiîo una successione Ifi,(t), T,,(t), ... I,,(t), ... che cori- 
Verga uniformemente verso un vettore I,(t) continuo e ugualmente limitato 
come le  I,,(t) (2).  Questn I,(t) è almeno in (O, 1) soluzione della (3). Si ha che :  

Ora preso un nuniero B )  O è possibile scegliere un nz' tale 'che per 
ogiii na >.mf e per  ogrii t in (0, 2 )  siaiio i due primi termiiii del secondo 

E 
membro della (10) rninori rispettivamente di - Ci6 é possibile in base al- 

3 - 
1' uniforme convergenza delle I,,,(t) verso I,(t) e per la contiiiuitlt della f o r ) .  

Quanto all'ultimo termine del secoiido meinbro di (10) esso risulta mi- 
nore di : 

Ora il primo termine di questn espressioiie pu0 essere reso minore 
E 

di - prendendo ni maggiore di un coiiveniente rn" e cib per l a  (C,) (3) .  Quarito 
6 

(i) Oib sarh mostrato in appendice 1. 
(2) E quindi sarà anche 1 PrH(t) 1 + 1 a ' I ~ ( t )  15 a, perciù sono definiti i funaionali con- 

tenenti Im( t ) .  
1 

(3) Ciob si suppone di aver scelto un m" cosl grande che sia per ogni rn > mlr, - mi- 
r tm 

D 
nore del p nella (C,) corrispondente a 2 e minore anche di pei- potor comprendere I'in- 6 

1 t- - 
Mm 

tervallo O ,  - in cui F P1H(r) + aflm,(r)  i O 
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e la sua applica~iome a z c r ~  problerna d i  fisica ereditaria 163 

Ora per t = O  la  equazione (3) si riduce alla (4) in base alla (C,) che, 
come abbiamo ammesso, ha  una soluzione unica. Percib I , ( O ) =  I,'(O). 

Dopo cib indichiamo con t' la massima ascissa contenuta in (O, 1) tale 
che per ogni t di (O, t') sia: 

1 I,(t) - Im/(t) 1 < E 

dove E è un numero positivo arbitrario. Sara t' = h O 1 l,(tf) - zmt(t') 1 = E. 

Ne1 primo caso si ha  iii tutto (O, A),  I,(t) = Iwt(t)  per l'arbitrarieth di E. 

Ne1 secoiido caso applicando ln (C,) alln (12) si ha:  

t' , / 
Ma 1 I,(tt) - I,'(tf) 1 = e e max 1 I,(t) - I, (t  ) 1 vale pure E, percib : 

O 

r n ~ ~  < M'ttKK'~'. 
Ossia 

m 
t' > - M'EK' ' 

Allora nell' intervallo si ha Iw( t )  = I,'(t) per 1' arbitrarieta di E. 

Se percib t' non è uguale n A si avra in forza della (C,) e (C,):  

ossia : 
2m 

t' > - M'KK' 

e in ogni caso per l'arbitrarietà di E dovrk essere I,(t) = I,'(t) in O, - ( &). 

A n w l i  di Matematicoc, Serie IV, 'Porno IX. 20 
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154 D. GRAFFI : Sopra u n a  equazione funaionale 

Si pub notare che l a  condizione (C,) si pub ottenere in altra forma ne1 
caso che l a  f(u) sia una funzione ordinaria del numero u, condizione piY 
facile a vedere se  é verificata O no. 

Infatti poiché : 

con O s 0 < 1. (Naturalmente si è supposta l a  derivabilith di f(u)). Affinchè 
la  (C,) sia soddisfatta basta percib che si abbia per ogni u e v 

Qualche volta l'unicit& si ottiene con altre considerazioni e noi in seguito 
la  supporemo sempre soddisfatta. 

Si noti che quando f(PH(t)  + uI(t)) = PH( t )  + a I ( t )  e 1 - a non è de- 
genere allora : 

e applicando i l  ragionamento ora fatto (') si pub dedurre llunicit& della solu- 
zione senza ammettere esplicitamente l a  (C,). 

4. Ammessa 1' unicith della soluzione si pub ripetendo un ragionanîento del 
TONELLI (nota citata n.O 5 )  dimostrare che le I n ( t )  convergono uniformemente 
in tutto (0, 2) verso I,(t). Si pub ora  dimostrare il seguente teorema. Se  esiste 
una soluzione I1( t )  della (3) in (O, A) (*) tale che sia in tutto (O, A), 1 I1( t )  1 < a' e 

allora le I,,(t) convergono uniforme'mente verso I1( t )  in tutto (O, A). 
Si noti intanto che per  quel10 che precede I,(t) coincide con I1 ( t )  in 

tutto (O, 1). Iiidichiamo poi con 3 8  il nîinimo di a' - 1 I'(t) 1 in (O, A). Ora si 
pub trovare in base alla uniforme convergenza delle I,(t) verso I f ( t )  in (O, 1) 
un numero n, tale che per  ogni n > n, sin : 

1 I , t ( l )  1 < 1 ll(Z)l + A  < al - A. 
Quando si é dimostrnta l'uniforme continuitSi, delle I, ,(t)  si è provato che 

per ogni funzionale di PH(z)  + alI,(r) che entra nella espressione di I,,(t) 
e tale che:  

1 P1H@) + a1I,(z) 1 < a 

(') Moltiplicando perb scalarmente per  J ( t ) .  
(2) S' intende A 5 1. 
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e la sua applicazione a UN problema d i  fisica erdituria 155 

esiste un numero Z, che gode della seguente proprieta. Per  ogni t ,  - t ,  < 1, 
e per ogni n si pub avere:  

I In(tz) - Wl) I < A 

e cib ripetiamolo per  ogni funzionale di 1 pH@) + utIn(%) 1 < a. 
1' 

Ora nell' intervallo 1, - 
T t 1  '"+' n (supposton>n, ,-<z<- n n eli>-- n 

i funzionali delle I,(t) soddisfano alla condizione su esposta perche sono estesi 
1 

r i - 1  si ha :  < 1 percib per  Z l t < - 
n 

Percib in questo intervallo risulta anche : 

Allora si pub ripetere i l  nostro ragionamento anche per l 'intervallo 
! P t 1  v + 2  -- fino a d  esaurire l'intervallo 0, 1 I- 1,. 

n 1~ 

Si trova cos1 che nell'intervallo 0, Z + 1, le  I,(t) per n > ni sono egual- 
mente limitate e ugualmente contiiiue e convergono cosi per n-w verso 
1' uiiica soluzione I f( t) .  

E possibile poi trovare un n, tale che per ogni n > n, sih: 

e cosi ripetendo ancora 'il nostro ragionamento si trova che le  I J t )  conver- 
gono per  n-oo verso I ' ( t )  in tutto (O, Z f 21,). 

Proseguendo si prova cos1 che le I,(t) convergono in (O, A) verso If,(t). 
Con un ragioiiamento di questo tipo si pub provare anche che se  solo nel- 

l'intervallo (0, A)  esiste una soluzioile della (3) tale che in esso sia 1 PH(l) 1 + 
+ K' 1 I ( A )  1 minore O uguale a un certo numero positivo b < a, deve essere 
1 PH@) 1 -1- K' 1 I ( A )  1 = b ('). Infatti, se  cib non fosse, ragionando appunto come 

precede e ricordando che 1 PH(t) 1 B continua, si proverebbe che 1 /3H(t) 1 + 
c Iif 1 I ( t )  1 sarebbe minore di b anche dopo 1 contro l'ipotesi. 

5. Passiamo ora al  caso più importante per  le  applicazioni, cioh a l  caso 
in cui sia a = CO. 

( i )  La I (h)  pub essere definita per continuith con la (9) facendo a-. a, e ricordando la (C,). 
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Suppoiiiamo che valgano la  (C,) e la (O,) (') e che invece della condizioni 
(C,), (C,), (CS) valgaiio le seguenti tre condizioni (C,'), (C,'), (C,'). 

1") Ad ogni numero intero positivo rn si possa far corrispondere uil nu- 
inero M,, tale che per ogni t di (O, l )  e per ogni vettore y!z) continuo in 
(O, t )  e tale che 1 y(%) 1 < nt sin: 

2") Ad ogni numero iiitero positivo t a  ed a ogni E > O corrispoiida un 
numero p, tale che per ogni t ,  - t, < pm (con O < t, < t, < 1) e per ogiii 
y(z) continuo e in modulo iiiferiore ad n sia: 

3") Fer ogiii t  di (O, 1) ad ogni s > O e ad ogiii numero positivo nz é 
possibile far corrispondere un iruinero o,, tale che per ogni y,(z), y2(z) funzioni 
continue di z e in modulo minori di î îz  e tali che in tutto (O, t )  valga la di- 
seguaglianza 1 y,(z) -- y$) 1 < om risulti : 

Con queste ipotesi, la (C,) e la (C,) si pub dimostrare che la iiostra 
equazione ammette soluzione finita iii tutto (0, 1). Osserviamo anzitutto che 
ad ogni 1-n soddisfacente la (5 bis) dovr& corrispoiidere un A, tale che in esso 
esista una soluzione I ( t )  della (3) per cui 1 PH(t) 1 t K' 1 I ( t j  1 I m. 

Sarit evidentemente (2) : 
hm > hm-4 

Orn O esiste un Am 2 1 e allorn la  iiostra asserzione é dimostrata, op- 
pure questo Am non esiste, e allora le A, arnmettono un limite superiore h 
minore O uguale a 1. Ora se cib fosse I(t) per t-A dovrebbe assumere in 
modulo valori grandi quanto si vuole perche dovrebbero essere maggiori di 
un qualurique riumero 91, il che, come ora si vedr8, non pub essere. 

Difatti in un iii tervallo (0, t), ( t  ( A)  si ha : 

Moltiplicando questa equazione scalnrtneiite per a I ( t )  e prendendoiie i 

(i) Per la condizione (Cs) si noti che per non generare confusione al posto di m por- 
remo in questa condinione ln'. 

(y Per provare che 1, è solo maggiore di Ampi si ricordi l'osservazione alla fine del 
precedente parapafo. 
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valori assoluti si ha :  

1 I (4  - f (PH(t )  + + f (PH(t ) )  X a I ( t )  1 5; 
t 

< 1 f@+l ( t )  X aIit))  1 + I F(t ,  a ' H ( ~ 1  i- P'I(T)) X aI ( t )  i . 
O 

D a  cui per l a  (C,) segue: 

t 
f i~ , I ! ( t )  c= KI f(PH(t)> 1 I IV) 1 + 

+ 1 F ( t ,  PH(r)  + a f I ( ~ ) )  - P(t,  pH;(r)) 1 Ji 1 I(t) 1 -1- F( t ,  P'H;(s))K 1 I t )  1 .  
O 

Iiidichianîo poi con N il massimo di H ( t )  in (O, 1 )  sarà  ('): 

1 p a c t )  1 < K,N e P H V )  1 < K,'N. 

Se poi W N  e il rniniino iiitero mnggiore di KîN per l a  (C i )  si h a :  

t 

1 JYt, PH(t)) 1 < I M W .  
O 

Sia poi 1 f(PH(t)) 1 < P per ogiii t  di (O, 1). 

Indichinmo in fine con 0 il inassirno di 1 I(t) 1 in 

il massimo di 1 I ( t )  1 iri 

1 1 1 ,  
10 zero qnalora h - --- 

2 MKK' 

" , 
a M'KT' t , supposto di sostituire a X - nZî 1 2M'KK' 

fosse iiegativo. Per  l a  (C,) e per quel10 che si è 

posto ora si ha :  
nz,le(t) < KP 1 4 t )  1 t KI I ( t )  1 MmN f 

Ora nell'intervallo A -  esisteranno dei punti t' in cui l a  ( , 2M'KK1 ' 
/ I ( t )  1 coincide con l a  S(t). Allora l a  S(tl) é nulla oppure è minore di: 

quindi la. d/(t) é limitata per ogni t  in (O, A) percib per quaiito si 6 detto deve 
esistere A, 2 1. Si è cosi dimostrato che la iiostra equazioiie 
zione finita iri tutto (O, 1). 

(i) 1 numeri Ki e Ki1 sono determinati in corrispondenza di P e Ir 
~o~rispondenza di a e a'. 

ammette solu- 

corne K e K' in 
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158 D. GRAFFI : Sopru  m a  eyuaziorte furtziortale 

Ne1 caso f @ H ( t )  + a I \ t ) )  = PH(t) -t- a i ( t )  si arr iva al10 stesso risultato 
senza supporre esplicitamente la  (C,) purchè non sia degenere la (1 - a).  
Ci8 si ottieiie ponendo: 

t 
I(t) = ( 1  - ~ ) - ~ p H ( t )  + ( 1  - a)-'F(t,  p H ( z )  + af2(.c)). 

O 

.Applicando i ragionainenti ora fatti, moltiplicando perb scalarmente per  I ( t ) .  
Al10 stesso modo si pu6 procedere se a= 0. 

Si pud otteiiere la diinostrazione dell'esistenza della soluzione in tutto 
(0, 1) anche con altra ipotesi, m a  su ci6 non insisteremo. 

6. Passiamo ora alle applicazioni del teorema sopra ottenuto ad una que- 
stione di fisica ereditaria O meglio a un problema d'iiiduzioiie magnetica O 

dielettrica. 
È noto come il POISSON abbia dimostrato come un corpo omogeiieo a 

forma di un ellissoide (e  in particolare di forma sferica) posto in un campo 
magiietico uiiiforme si m&netizza uniformemente. 

LA teoria di POISSON é basata sull'ipotesi che fra il vettore di magnetizza- 
zione I in un elemento di un corpo considerato, e il campo magrietico H 
nello stesso elemento interceda la  relazioiie: 

dove x é la  costante di suscettivit& magnetica. 
Questa ipotesi è peri, valida solo per corpi debolmente magnetici. Si pu8 

cercare di correggerla poiieiido : 

(14)  I= f ( H )  

dove f(H) è simbolo di  un vettore fiinzioiie continua del vettore H. 
Poiché l'esperienza dimostra che al  crescere indefinito di +II la  I riniane 

i i i  modulo liinitata (saturazione magnetica) bisogna supporre l a  f(H) limitata 
per mod H- m. 

In questa ipotesi, seguendo un metodo del DUHEM ('), si pub diniostrare 
che i l  teorema di POISSON sopra enunciato è ancora valido. 

( l )  Leçons d '~ lec t+ ic i t é  et Magnétisme, vol. I I ,  pag. 198 e segg. È: da notnre clie il 
DUHEM si & limitnto al caso dei coipi isotropi. 
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Ma l'ipotesi (14), per quanto sembri molto generale, non rappresenta 
ancora completamente l a  relazione fra magnetizzazione e campo magnetico 
nei corpi ferro magnetici. Cib avviene poiché l a  magrietizzazione di un corpo 
ferro magnetico dipende non solo da1 campo magnetico attuale ma m c h e  da  
campi magrietici che hanno agito in precedenza su1 corpo stesso. 

Nella seconda delle mie note citate ho cercato di tenere conto di cib e 
seguendo il VOLTERRA ho aggiunto a l  secoiido membro della (14) un vettore 
funzione della varieth vettoriale (O un funziouale) dei campi magrietici che 
hanno agito in precedenza sull'elemento del corpo considerato. Percib l a  (14) 
andrebbe scritta : 

(15) 4 4  = f (HV))  + F(t ,  HL(~)).  
Perb siccome ne1 seguito supporrb che i campi magnetici che hanno 

agito su1 corpo precedentemente all'origine dei tempi abbiano effetto riullo 
sulla magnetizzazione a l  tempo t, ( t  > O )  ossia che si possano supporre riulli 
per  t l O (il che é facile a realizznrsi) la  (15) v a  scritta: 

Con questa ipotesi si pub enunciare il seguente teorema: Se  un corpo di 
forma ellissoidica viene posto nell'intervallo (0, t )  in un campo magnetico 
uniforme, esso si magnetizza uniformemente. 

Tale teorema intuitivo da1 punto di vista fisico e gi8 implicitamente 
applicato dagli sperimentatori mancava per  quanto mi consta di una rigorosa 
dimostrazione analitica che  si pub dare in base ai  teoremi sopra dimostrati ('). 

Dobbiamo osservare a questo proposito che il nostro teorèma vale anche 
ne1 caso dei fenomeni d' induzione diele ttrica tenendo con to dell' isteresi, so- 
stituendo a l  campo magnetico il campo elettrico e al  vettore intensità di 
magnetizzazione i l  vettore iritensith di polarizzazione. 

Mn prima di procedere sarh opporturio vedere come iina relazione del 
tipo (16) pub rappreseritare l'andanlento dei fenomeni nei coi'pi ferromagnetici 
O nei corpi dotati di isteresi dielettrica, cioé se si possono considerare questi 
fenomeni come fenomeni ereditari. 

Discuteremo l a  cosa piii che altro per  i fenomeni della magnetizzazione 

(4) La difficoltà (pi& che altro d'indole matematica) che oocorre superare per dimostrare 
rigorosamente il nostro teorema consiste ne1 provare l'esistenza di una soliizione dell'equa- 
zione (27), il che del resta non era stato fatto da1 DUHEM ne1 caso noii ereditario e in qnesto 
senso la nostra disoussione cornpleta anche il ~-esultato del DUHEM. 
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160 D. GRAFFI.: Sopra unn equaaione funaionale 

perché pei feiiomeni dell'isteresi dielettrica I'applicabilità del nletodo eredi- 
tario seinbra, pih evidente, aszi pare valida in tale caso l'ereditarietà lineare. 

Prima di tutto occorrera stabilire in modo preciso ci6 che s'intende 
per fenon~eno ereditario. Si dira cioh che un fenomeno 13 ereditario quando 
l'effetto (ne1 nostro caso l'intensità di magnetizzazione I ( t ) )  dipende non solo 
da1 valore attuale della causa (ne1 nostro caso l'intensità del campo magne- 
tico H(t)) ma anche da valori assunti in passato dalla causa stessa. 

Con questa definizione il fenoineiio della magnetizzazione corne quel10 
dell'isteresi dielettrica 6 ovviainente un fenomerio ereditario, ed é rappreseii- 
tabile mediante la relazione (16) lasciaildo al funzionale il senso molto largo 
attribuitogli da1 VOLTERRA. 

Ma per trattare qualche problema d'induzione magnetica O dielettrica 
occorre fare qualche ipotesi d'indole matematica su1 nostro funzionale e si 
tratta di vedere se queste ipotesi si potrnnno giustificare in base ad altre che 
si fanno di solito nelle questioni della fisica matematica. 

Le ipotesi che dovremo fare si ridurarino alle seguenti: 
1. Per ogni t di (O, 1) e per tutte le 1 E ( z )  1 continue e inferiori a 

certo nutnero positivo H, valga la, formula ricavata nella mia nota sulle 
funzioni di varjeth vettoriale : 

(17) 

in ci1 

preso 

i H,(z), H,(r) sono due H(z), i un vettore unitario, h un numero com- 

pendente da t, [ e dalla funzione H,(z) 4- A(H,(z) - H,(z)). 
t 

II. Sia per ogiii t, P(t, O) = 0. 
O 

III. Per ogni numero positivo m minore di H ,  esista un uumero N,  tale 
che per tutti A o t conlpresi fra O, t, per tutte le 1 Hi@) ) < rn, 1 HJz)  1 < nt 
e per ogni 5 di (O, t )  sia: 

essendo ( L  UII  vettore arbitrario. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e la szm applicnziome n un probletna di fisiccc emclitcwin 161 

IV. Per ogiii nuinero iiitero e positivo 111 e per ogiii qiiiiiitità :irbitr:irin 
posiiiva E esista uii p,, tale che per ogiii (t2 - L i )  < p,,, (O < t i  < t 2  < l), 

1 H,(T) - H!(T) 1 < P , , ~  coi1 1 H , ( T )  1 G ut, 1 HJT) 1 5 I I I  siti: 

cioè i l  fuiizioiiale è iiiiiforineiiieiite coiitiiiiio rispetto :ille t e . H ( T ) .  
V. Se I r ( r )  è i i i  certi trntti di (O, t) iixiggiore di H, si abbin: 

P(t, H ( T ) )  = F(t, A' T)), 

esseiitlo H'(T) 1111 vettore iigunle a .iIiz) dove 111(~)1 < H, ugtiale a 

H (4 H, - - dove H ( T )  è niaggiore O uguale i L  H,. 
I m z i  I 

VI. Iiifiiie si siipporrà possibile miche il caso iii cui sia H, = oo (e 
in questo caso la V. ipotesi viene a inniicsre) iiîa nllora si devoiio sup- 
porre le N,,, litnitate per ogiii l i t .  Coii queste ipotesi potremo risolvere tutti 
i probleiiii che ci proposreino. 0 r : ~  perb bisogiia vedere se qiieste ipotesi si 
possniio' dedurre dit altre che seinbraiio sceiidere direttaineiite dnll'esperieiiza. 
Piu precisnineiite iioi vedi.eino che ia base a qualche ipotesi di origine spe- 
riineiitale è possibile (lare della P(t, H ~ ( T ) )  uiia rnppreseiitazioiie analiticn 

viciiia ai dziti sperimentali con quaiita approssiinazioiio si vuole e che sod- 
disfa alle ipotesi 1, II, III. IV. 

Vediaino iiitanto coine si potrebbe almeiio teoricnmente defiiiire la  
P(t, H ~ ( T ) ) .  Noi abbiaino per la (16), 

e le graiidezze inisurnbili sono I (t) e H(t ) .  Riiuaiie perb iiicerta qual'è la 
parte di I ( t )  costituitn da [(Ir) e quella costitiiita da F(t,  H;(T)). A tutto ri- 

gore si potrebbe compeiidiare aiiche f(H) ne1 fuiizionale, ma cib lion sarebbe 
affntto coinodo specialmeiite se si volesse passare da1 cas0 ereditario n quello 
iioii ereditario. Coiiviene percib prendere per f(H) uiia fuiizione che renda 
miniino possibile il valore del fuiizioiiale, cioè quella fuiizione che si p-eiide- 
rebbe se si volesse trascurare l'isteresi. 

Non si pi10 dare per tale scelta uii criterio generale, si dovra vedere 
caso per caso qii:il'è il eriterio piii conveiiieiite. Coinuilque stabilita la f(H) 
piu comoda si pu0 defiiiire E'(t, Hi@))  conle differenza fra I(t) e la f(H(t))  ('). 

(1) La f ( I l )  deve iitppiesentaie lit 1 (t) iiei tratti in cui si lia saturazione magnetica, 
dove l'effetto ereditario senibra trascurabile. 
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Considerando per piu geiieralith il fiiiiziotiale defiiiito sopra tutte le fun- 
zioni coiitiiiue date iiel1'iiiterv:~llo (h ,  t )  ( ' )  con O iiegativo e grniide come si 
vuole seinbra, provato dall'esperieiiza che esso e uiiiformeinente coiitiiiuo al- 
meno rispetto alle II(z) in modulo miiiori di H, cioè è vera la IV rispetto 
a H ( z )  ('). 

Allora, prendendo uii iiisieme di funzioiii ugualmeiite coiitiiiuc e in modulo 
niiiiori di H, e i i i  partico!are l'iiisieine delle funzioiii coi1 derivata geiieral- 
mente continua (cioè con uri iiumero fiiiito di punti di discontiiiuitk) e minore 
iii inodulo di un certo niimero P, é iioto (3) che per ogiii H ( z )  di questo in- 
sieme è possibile rappreseiitare le compoiieiiti di F(t,  R i ( z ) )  coi1 uii errore 

piccolo qiiaiito si vuole mediaiite polinomi (ne1 seiiso delle fiinzioiii di liiiea) 
iielle componenti di H(7). Ci6 iioii é iii coiitraddizioiie coii uii risultato 
ottenuto nella mia nota citata iiella qunle ho dinlostrato i i i  base al  feiiomeiio 
della saturazione magiietica che le coinponeiiti delle E'(t, H~(z) )  iioii possoiio 

essere poliiiomi iielle conlpoiieiiti di Htz) ,  perché qui si nininette che le H ( z )  
siano tatte iiiferiori iii modulo n H, .  Si pu13 allora prendere per la rappre- 
seiitazioiie anali tica delle compoiieii ti di P(t, W(2)) con le H (r) costi tueii ti un 
iiisieme di fiiiizioni ugualmeiite contiiiue e iii modulo miiiore di H , ,  un poli- 
nomio nelle coniponenti di H\z)  coinmetteiido per quel10 che si è detto un 
errore iiiferiore all'errore sperimeiitale. Iii questo modo si soddisfa come è 

t 
facile vedere alle ipotesi 1, III. L'ipotesi II cioè F(t,  O) si pu6 dire che veiiga 

O 

direttameiite dall'esperieiiza. L'ipotesi IV rispetto a t seinbra essa pure 
diinostrata dall' esperieiiza aln~eiio per 1' iiisieiiîe coiisiderato delle X ( z )  

Iiifine l'ipotesi V cioè che quaiido 1 A ( z )  1 > H, in  qualche tratto di (O, t )  
è sensibiluiente ugualc a H f ( z )  coi1 H f ( r )  defiiiito coine a proposiio della V 
si pu6 dire confernlato dall'esperieiiza sebbeiie non vi siano ricerche dirette 
in proposito, e del resto, come poi si dir8, questa ipotesi non 6 essenziale. 

(i) Ammettiamo cioè che i valori di H ( t )  per t < b siano stati nulli O che il  loro effetto 
per t > b si possono supporre nullo. 

(7 Si f a  perb i n  questo studio astrazione da  fenomeni di magnetiezazione discontiniia 
scoperti da1 BARKHAUSEN. Queste esclusioni sono del resto comuni i n  tutta l a  fisica-niatematica 
i n  cui non si tiene conto dei fenonieni molecolari O quasi molecolari. 

(7 Qiiesto teorema è dovuto a FRECHET e a GATEAUX e l'applicabilità al nostro caso 
Sarh vista i n  Appendice II. 

(4) Veramente per  soddisfare la III e più ancora la I V  occorre ammettore che i coef- 
ficienti dei polinomi siano continui per ogni t, il che si pub provare rigorosamente solo ne1 
caso del ciclo chiuso. Tale questione sarà ripresa alla fine dell'Appendice II. 
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Abbiamo cos1 costruito una possibile rappreseiitazioiie analitica per la 
F(t,  IT(r)) clic ci servir& in tutti i probleini die studiereino. Non è pero 
escluso che i i i  akre questioiii possa essere piii utile usare altri tipi di rap- 
presentazioni ai~alitiche ('). 

Occorre perb osservare che questa rappreseiitazioiie analitica conduce 
certnineiite ti,cl errori piccoli solo se le H(z)  sono prese su un iiisieme di 
fuiizioiii ugualineiite contiuue, e come si è detto in particolare su fuiizioni la 
c u i  derivata è geiieralmeiite contiiiua e i i i  inodulo minore di an certo nu- 
mero P (9). Ora che le funzioni H ( r )  che iiiterveiigoiio in qiiesti studi ab- 
bimo deriv;~ta liinitata è iiiiposto altre rngioiii. Aiizitutto poichè iioi studinmo 
il feiioineiio dell'iiiduzioiie iiiagnetica., escludeiido Io correiiti iiidotte il che & 

possibile solo se il cainpo iiiagiietico varia molto leiitainente. nila del resto 
a,iiclie voleiido teiier conto delle correiiti iiidotte bisogn;~. sempre stabilire un 
liiiiite per le derivate, perchè allriinenti si verebbero a iiicludere alte fre- 
queiize (per es. le luininose) ii i  cui le equazioiii stesse del campo elettroinn- 
giietico diveiitaiio dubbie (3). 

Percio dovendo liinitare 10 studio a fuiizioiii derivnbili la ciii derivata 
deve essere litnitata, ci restsiiigianio uii iiisieine di fuiizioiii ugualmeiite coii- 
tiiiue per cui vale la riostra rappreseiitazioiie aiialitica. Quiiidi se risolverido 
un problema si trovt~sse una H ( t )  coii derivata iii inodulo imggiore di P 
tale soluzione sarà dubbia per doppia ragione. 

E da iiotare che iioi supponiamo le H(t)  derivabili. Ora solo uiia parte 
di esse è i i i  iiostro arbitrio (il cainpo iiiduceiite) clie si pub supporre deriva- 
bile: non cosi il campo doviito a l  inagiietismo iiidotto che dovreino calcolrire. 
E difficile mostrare che iii geiierale tale caiupo è derivabile e del resto non 
iie vale la peiia. Lo verificlieremo solo ne1 cn.so ~iarticolare dell'elissoide. 

Vogliamo fare aiicora qii:tlche osservaziorie. 
Aiizitutto quaiito all'ipotesi relntiva all'esistenza di IJs iiotereiiio iioii è 

essenzinle d i e  essa sin coiifertnata dall'esperieiiza, perché si pub fissare 

(') -Un' altra intoressante 'rappresentazione analitica almeno per il caso H ( r )  unidire- 
nionale, B quella proposta di G. GIORGI, Leaioni di fisica. matematica, tenute riell'anno 
1927.28. (In litografia Sarnpaolesi, Roma, pag. i50.152). 

(') Per più generalità sarebbe meglio prendere quelle funzioni il ciii rapport0 incremen- 
tale sia in inodiilo minore di P. I l  teorema di FRÉCHET e GATEAUX ~rale anche pcr qiieste 
funzioni senza nessiina modificasione. 

(3) Si noti clie se  le If (r) llnnno rappo~to incre~nentale in modiilo minore di P, 10 stesso 
avviene per le  H1(r ) .  Infatti poichè conie si prover8 è 1 H r ( r , )  - H ' ( T ~ )  15 / W ( r , )  - H ( r s )  
ne risulta subito qiianto si è asserito. 
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sempre i i i  base nll'esperienza in valore di H, che iioii possa essere raggi~iiito 
da iiessuiia H(T) e q~iiiidi per 1 H(T)  1 > H, si pub fare l'ipotesi che si vuole. 

Iii secoiido laogo osservereino che tutti questi risultati v~~lgoiio per t 
v;iriabile frn (0, l), il che iioii è affatto restrittivo perche si pub preiidere iiiia. 

iiiiitk di inisura per il teinpo cosi grande (per es. il secolo) da essere siiffic- 
cieiite per i bisogiii della praticn. Cosi aiiche il magiietismo perinniieiite per 
il tratto (0, 1) res ta .  beii rappresentato dalle iiostre formule, iiatiirnlineiite 
aveiido supposto che Lutto sia stato siuagiietizzato al teinpo zero e che i 
canipi per t < O abbiniio effetto nul10 su ciQ che avvieiie per t > O, il che 
coine si é detto si pub otteiiere coi1 facilita. 

Quaiito ai dielettrici, le ipotesi fatte sono verificate coi1 piii certezzn tniito 
piu che iii queato caso coiiie si è detto l'eriditarietk seiiibra liiieare. 

Dobbiaino perb da ultirno osservare che le iiostre ipotesi soiio iinineiisa- 
mente piu larghe di quella liiienre, e che se si fa l'ipotesi della s:~turazione 
inagiietica si è i i i  coiitraddizioiie coi1 17ereditnrietA liiieare. 

D'ora iiiiiai~zi cui occiipereino solo dell'iiidiizioiie mngiietica iiia i nostri 
risultati valgoiio aiiche per 1' iiiduzioiie dielettrica. 

7. Ricordiamo l'impostazione del probleina dell'iiidiizioiie inagiietica giA 
fatto iielle mie ilote citate. 

Supponiamo per seinplicità di avere uii sol corpo inagiietico di voliiiile S 
e la cui superficie sia a, iininerso i i i  uii mezzo noii iiiagiietico. Siaiio poi H,(I) 
il campo magrietico iiiduceiite, I t , ( 1 )  = - grad +(l )  il campo inagiietico i n -  
dotto, 1I = l l o ( l )  + H , ( t !  il cninpo magiietico totale, 1(t)  1' iiiteiisitk di ini~giie- 
tizzazioiie. Si ha allora per un ben iioto teoreina di inagiietisiiio, 

dove 1- è la distaiiza di 1111 punto qiialuiiqiie di S O a a1 puiito in cni si cnl- 
cola. +( t )  e 14 é il vettore unitario noriilale a o e diretto verso l'jiiterno di o. 

t 

Al posto di I si poile f(Ho - grad +) + F(t, H 0 ( z )  - grnd +(z)). Si h a  cosi 
O 

uiia equazione fuiizioiinle iiiediaiite la qiiale si pub (leteriniiiare +il) e quiiidi 

I ( t )  e H(t) ('1. 

( i )  È orvio che qiicstn cqiiaxione funxionnle é equivnlcnte n lin sistciiia iiell(, I ( t )  e CI  
forinato dalla (18) c dalla esprcssione di 1 mcdinnte If. 
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Ma bisogiia dimostrare che questa. equazioiie f~iiizioi~ale aminette uiia 
sol& soluzioiie fiiiita e coiitiiiiia in ogiii puiito del10 spazio e per ogiii t di ( O ,  1). 
A questo scopo bastera fare su1 fuiizioiitlle le ipotesi 1, III e sulln f(H) 
l'ipotesi segiieiite che si piib giustificnre coi1 coiisidei:iï,ioiii d'iiidole fisiua 
e ~ p o s t e  iiella min iiota citata. 

Esiste iiri iiuineio positivo 1% iioii nul10 tale clie per ogiii H , ,  H, e 

per  ogiii f'( H) sin : 

Qiiest:~. coiiclizioiie é valida aiiche per  uii inezzo iioii inngiietico corne è 

evideiite, e iiel qua1 c i ~ o  siwebbe I L  = 1. Noi preiidinino per 11 il iniiiiino per  
ogiii f ( N )  coinpreiideiido il cnso delle f ( X )  liiienri O iiulle ci06 coinpreiideiido 
tutto i inexzi inagnetici O diainagiietici ora coiiosciuti. 

Cib posto, iiiizi:mo la  nostra diinostrazioiie del teoreinn di uiiicitk. 
Siippoiiiamo che la  (18) nbbia due soluzioni fiiiite, coiitiiiue e derivabili J I ,  

rl) -+ 0. Si iivrk percib : 

esseiido: 

Allorii e facile provare che il vettore: 

H(1) = - grad 0 (1 )  + 4?c(Zf(t) - 1 ( t ) )  
é tale clle: 

div l$( t )  = O 

in tutto 10 spnzio; H(t) X 74 coiitiiiiio si1 o e 0 ( t ) l l ( t )  iiullo nll' i i i f i i i i  to alineiio 
del terzo oidiiie e ci6 pei. ogiii t di (O, 1). 

Poichè : 
div ( O ( ! )  B(t))  = 0 ( t )  di v B(t) t grad 0(1) X B(I) ,  

iiitegixndo qiiesta eqiiazioiie su tutto Io sp:izio iiifiiiito S, :ipplicaiido il teo- 
reina della divergeiiza, e ricordando il coinportaineiito di ON a.ll'iiifiiiito si ha:  
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Ossia con uiia sostituzione e una ovvia trasformazione ( i ) :  

- f ( H , ( t )  - grad S(t))]dS, = 4n grad 0(t) X S 
Sm 

t t 
X [F( t ,  H,(T)) - griid (+ ( r )  + 0 ( ~ ) )  - F(t ,  H , ( r )  - grnd +(T) ) ]  dSm. 

O O 

Preiidiaino ora il valore assoluto del secoiido membro di questa ugua- 
gliaiiza, il quale sarh inaggiore O uguale del primo membro. Orri. questo va- 
lore nssoluto & minore O al piii uguale dell'iiitegrale dei valori assoluti delle 
fuiizioiii d i e  soiio sotto il segiio d'iiitegrazione iiel secoiido meiribro di (19'). 
D'nltra parte per le ipotesi gilt fatte il primo ineinbro sarh maggiore di 

Cerchinmo ora uiia limi tazioiie per: 

I 
! dF(6, H , ( r )  - grad + ( T )  - A grad 0(2)) 

< grad 0(1)Xj - O 

1 d R 0 ( 5 )  - grztd + ( E )  -- h grnd 0(5) grnd 0(S)dE 1 < 
O 1 - -  

t t 
N < / gmd 0(t) /hl grad 0(E) 1 dE < y SI grad2 0(1)  + grnd2 0iS)  dE. 

O O 

Iii questt~ equnzioiie N è il valore di Nm essendo & il primo iiitero 

(') F~iori  di S la f e In F si derono siipporre nulle. 
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positivo maggiore di H, ('!. Qiiesta diseguagliaiiza vale per ora solo per 
( f i  - grad $(z)  - grad 8(z) 1 < H,, ( Ho - grad $(z )  1 < H, nia essa è valida 
in gerierale. Si iiidiclii per seinplicith H,( r )  - grad $(z )  coi1 H, e grnd 0(z) 
coi1 H,. Si avrà:  

in ciii [H,(z) -+ H2(z)I1 e H , ( z )  valgoiio a1 solito H , ( z )  + H , ( z )  O U , ( z )  dove 
rispettivitnieiite 1 H,(z )  -+ H,(z )  1 < H , ,  1 H , ( z )  ( < H, e dove ci6 noir si ve- 

Per diinostrare ci6 procediamo per via geometrica. Iiidichiaino coii 
A'-  O, B f -  O i vettori [H,(z )  1- H 2 ( z ) J ,  E I 1 ( r )  e coi1 A - O, B -  O i vet- 
tori H,(z) -1- H ? ( z )  e H , ( z ) .  1 punti A) e B' saraiiiio rispettivamente su OA 
e OB. Potraniio darsi due casi, cioè tanto OA e OB siaiio inaggiori di H, 
oppure uiio solo di essi e rnaggiore di  H,. (Il caso OA e OB minori O uguali 
di H, è ovviamente escluso). 

Ne1 primo caso deve essere OA' = OBf= H, e OA > OA', OB > OB'. 
Se poi per fissare le idee OA> OR, inandata per B uiia parallela HC a B'A' 
si ha OC= OB < OA e B C )  B'A' per la similitudine dei triaiigoli OCB 
e OA'B'. D'altra parte esseiido isoscele il triaiigolo OA'B' l'aiigolo U ~ O  sarà 

acuto e talc Io sarA O ~ B  che 8 uguale a B'F0. Percib l'aiigolo BTA sarh 
ottuso e quiiidi AB 2 CB > A'B' ossia 

perché AB e AIR' sono i moduli di H J r )  e di [ H , ( r )  + H,(z)ll- H, (z ) ' .  
Allo stesso risultato si arriva per OB) OA inverbendo A coi1 B. Ne1 caso 
iii cui sia per es. OA H,, OB r; H, si ha OA' = H,, OB1= OB coi] 

OB' < H, = OA'. Allora ne1 triaiigolo OA'B' si ha:  OFA' t O ~ B '  percii, 

A ~ B  8 rnaggiore O al piU uguale del supplemerito di OFA' e qquindi di A%A. 

(i) Se Hs fosse ugiiale a oe si dovrebbe prendere per m il minimo numero iiitero mag- 
giore per ogni t di (O, 1) e per ogni punto di Sx di 1 TI&) 1 + 1 grad 9 1 + / grad ô 1. 
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Cosi da1 triaiigolo AA'B segiie AB 2 A'B', che  è i i i  foiido quel10 che si volcva 
diinostriwe, perche ora AB' vale 1 [H,(z) -t- H,(z)lf - H,'(z) 1. Nnturalineii te :il10 
stesso resulta to si  i l l ' l ' i ~ ~  se iiivece OB s H,, OB > H, cioé possiaiiio coii- 
cludere che la (28) è seinpre vera  ('). Allorn poictiè la (20) vale per le  [Ei(z)  -1- 
+ H,(z)]'- H,'(z) e ricordiindo ln (21) e la  (22) si pub scrivere 

Ossia p o ~ ~ i i r i n o  coiicludere in geiieriile, ricordaildo le espressioiii di H, e H2 

Allora, sostitueiido quest'ultiina, disuguagliaiiza iiella (20) e poiieiido 

relazioiie validii, i i i  tiitto (0, 1). Vogliaino provnre che da  questa eyuazione 

sceiide gritd"(t)dS, = O  se  si  vuole clle grad 0( t )  sia fiiiito per  ogiii t di (O, 1). J' 
Sm . . 

1 1  
Dividiamo percib 17intervalio (O, 1) iii q parti i i i  inodo che  sia -) - e 

2fZ q 
sinno z,,  z ,,..., 7,-, i punti di divisioiie di questo intervallo. Ora iii O, z, è 

1 
Rt < - percib si ha  sempro per  t iii questo iiitervallo: 

2 

( 3 )  Iu questa dimostraxione si è siipposto non niillo l'angolo fra i vettori A-O e B-O. 
È facile provare che la (22) B vera anche ne1 caso che sia nul10 l'angolo fra A-O e B-O. 

(7 L'integrale del seüondo niembro dovrebbe essere esteso solo a S ma la (25) è ov- 
vianiente valida anche se questo integrale é esteso a Sm. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e la sua c~pplicazione n un problema di  fisiccc ereditat-in 169 

di\, eiii segue ( ' 1  j g rad2  0(l)ilS, = O  e di coiisegueiizn grad 0(t) = O iii S, e 

i i i  (O, T ~ ) .  Al!or:~ si pub porre iii (21: e quiiidi iii (23) coiiie, liiilite iiiferiore T, 
iiivece del10 zero. Si lia d l o r a  i i i  ( T , ,  z,) valida uiia diseguagliaiiza del tipo (26) 

da, ciii scgiic gmd2 0(t)dS, = 0 e grad 0(1) = O  iii tiitto T , ,  z, . Cosi prose- s 
Sm 

giieiido si trova grad 0(z) -= O iii tiitto (0, t )  d a  cui segue con i soliti ragions- 
ineiili 0(2) =. 0 tutto (O, 1) e iii tutto 8,. 

8. Pi~ssiamo ora a risolvere il probleina dell'induzioiie magiietica iii 1111 

elissoide che è stato immerao iiell' iiitervallo (0, 2) iii uii campo magiietico 
iiiiiforme .H,(T) (7. 

Vcdiaino se  è possibile soddisfare alla (18) O iiel sisteina corrispondente 
poiieiido per H,(T) iiell' iiiteriio dell' elissoide uii valore costaiite rispetto alle 
coordiiiate. Ili qiiesto cnso sarebbe costaiite miche I e si avrebbe allora per 
uii iioto teorenia., iiell'iiiterrio dell'elissoide, 

esseiido cp il poterizi:rle Newtoiiiano iiiterilo di uii elissoide di costiuitc d'at- 

( i )  Infatti  posto grad2 H(t)dS = a 2 O si ha S 
S, 

t 

e indicato con 1% il massimo d i  a i n  (O, rL) ne  segue: 

e sostituendo i n  z ricordando che H e m sono positive si ha :  

e cosi proseguendo 

da  ciii segue: 

(') Si noti che l a  direzione di Xi,(;) pub cambiare d a  istante a istante purch6 in u n  
dato tempo sia uniforme ciob uguale in tutto 10 spazio. 
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( P -  O)X(P- O) 
trazioiie e derisith uiiitarie. Questo cp vale C - y 

2 
iii cui C 15 

uiia costaiite e y uiia dilatazioiie coi1 gli assi coiiicideiiti con quelli dell'elis- 
soide e con i coefficienti positivi. 

Si h a  cosl: 
grad y = - y(t> - O). 

Percib : 
+ = y I x ( P -  O), H , = - g r a d + = - y I .  

Ora deve essere iiell'interiio dell' elissoide : 

Questa è uiia equazioiie fuiizioiinle che per l'uiiiformità di H&t) e l a  
costanza. di y noii dipende dalle coordinate. Essa corne si vede e del tipo (3). 
Supposta risolta questa equazioiie si calcula la  S all' esteriio dell' elissoide 
con la  (18) e iii questo modo si soddisfa eoinpletameiite all'equazioiie fuii- 
zionale (18) ci meglio al sisteina equivalente. 

Bisogiia ora dimostrare che  17equazioiie fuiizioiinle (27) ehe è del tipo 
della (3) ammette soluzioiie in tutto (O. 1). Occorre aiizitutto che sin risolubile 
con soluzioiie continua rispetto a Ho 

il che corrispoiide a l  problema ne1 caso iioii ereditario e siaiio soddisfatte 

le (Ci')> ('2') ('3')) ('5)' 

Noi dimostreremo niizitutto che  l a  (28) ainiilette un% soluzioiie continua 
rispetto a 14 iiei due casi iiiteressaiiti la pratica e verificheremo che  l a  (C,)  
è consegueiiza dell'ipotesi fntta a proposito del teoreina di uiiicit8 ('). Ne1 pros- 
simo paragrafo verificheremo per  il fuiizioiiale le (C,'), (C,'), (C,'), (C,). 

Verifichiamo anzitutto la  (C,) e cioè che per  ogni u e per  ogni u deve 
aversi 

(29) 1 v - f (u  - yu) + f (u)  X (--- y u )  1 2 nuz.  

Ricaviamo intaiito una proprieth dell'oinografia y. Iiidicando coii A,  B, C le 

(') A questo proposito si noti che nella (C,) di pag. 152 il primo membro va preso in 
valore assoluto. 
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e la m a  applicaxione a UN problema di fisica ereditat-ia 171 

sue componeriti principdi che sono, come si è detto, positive diinostriamo che 
esse sono ininori di 4n. Iiifatti poichè è :  

Si h a  subito applicaiido la equnzioiie di POISSON e ricordaiido che 1st 

deiisith e ln costniite di attrnzioiie soiio siipposte uiiitarie: 

da, ciii segiie per In positivith di A, B, C il nostro asserto. Allora per  l'ipo- 
tesi posta per  tcoi'eina di iiiiicitk si h a :  

Ma  siccoine si h a  chiamaiido coi1 v,, v,, v, le coinpoiieiiti di v siigli 

assi di y e iicortlz~iido che le A ,  B, G soi10 miiiori di 4rc 

lie risiilta: 
1 

1' X Y" > (yu)' 

e percid sostitiieiido in (29') si ha :  

Ossia anche poichè questa quatitith esseiido positiv;~ coiiicide col suo valore 
assolii to : 

] ( -  1,  i- f ( U  - YI*) - f(t4))X (-- yu) 1 > ?1v2 
che è la (Cs). 

Da questa equnzioiie segue subito che la (28) se  ;linmette soluzioiie lie 
iiininette 1111;~ solit. Iiifiitti se  lie aminettesse due 1' e 1' i I" sarebbo: 

e percid sottraendo incinbro :i inembro: 

dit cui seguirebbe: 
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il che é contro l'ipolesi (C,) se If'* O ('). Perci8 deve essere 1'' = O  e la 
soluzioiie di (28) uiiica. 

È dificile ditnost,sare clie iii geiierde la ((28) ha  soliizioiii coiit,iiiiie. Noi 
ci liinitereino a diinostrarlo i i i  due casi particolarmeiite iinportaiiti. 

Sin : 
f(H, - YI) = a(H, - y 1 )  

dove a  é uiia oinografia. Iii questo caso la (28) divieire: 

Ora l'omografia (1 + ay) ilon pub essere degeiiere, altrimenti l'equn- 
zioiie (31) coi1 Ho = O  che si ridiice alla (1 + ay )T=  O avrebbe soliizioiii 
diverse da zero. Alloia la (28) ne1 caso di H, = O aviebbe nlineiio due solu- 
zioi~i, uiia niilla e l'altra f i i i i l t i ,  i l  che è i i i  opposizioiie ;il teoreima di uiiicitk. 
Quindi (1 + ay) noii e degeiiere e percib si pu8 scrivere: 

il che diinostra che la (30) é risolubile con soliizioiie coiitiiiua rispetto a Il,. 
Ma il caso che iii praticn ha maggiore iiiteresse è quel10 i i i  ciii f ( u )  è 

una fimzioiie coii tiiiua di tr: e si inaii tieiie linii tata aiiche quaiido nîod I I  - 00. 
Cib si verifica in pratica per i l  fetioineiio della satiirazioiie ma.giietica. 

Alloia per ditnostriire clle in questo caso la (28) arnmette soliizioiie ci 
sark opportune iiidicare con I,, IV, Iz le compoiieriti di 1, lungo le direzioiii 
priiicipali di y d i e  verraiiiio iiiclivid~iate coi1 i veltoii uiiit:iii i ,  j, k e einolli- 
plicare scalnrmeiite la (28) per i ,  j, 76. Ottereino cos1 il sisteinri: 

Si coiisideri ora 1' espressioiie : 

Questa espressione fissnto l , ,  I z ,  Ho é uiia fiinzione coiitiiiua di  1,. 
Al variare di Ix da - rn a + oo essa varia coi) coiitiiiuit& pure da. - oo 

(') Ricordiamo che y non é degenere. 
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e + CO perché la f(H,, - yZ)  si mnntieiie limitata. Percib :id ogiii vn.1oi.e 
di I,, I,, HJ esistei.& iilmeiio uii Izo tale che la (32) si;i iiullli.. Fissata 
I,, I,, If,,  queslo Ixo è uiiico. 1iifa.tti se lie esistesaero due ZxO e 1,' -1- 1,'" 
si avrebbe dalla (32) 

In'' - f(Ho - A(IxO + ILO)i - B I y j  - CI&) + 
+ f ( H ,  - AI,i - U l , j  - CI,X:) X i = O 

c l t ~  ciii in01 tiplicaiido per  - AI," si otterebbe coi1 fauili passtiggi : 

1 - I o  X I + [ f  AIX0i - NI,'j - CIz0k A I 2 , )  - 

- f l  ZZ, - ' ~ l , ~ i  - B I Y o j  - CIZo&)] x yI,i 1 = O 

il che è contro la (C,) s e  lxr0 iioii è iiiilla. Ne segiie nllorii che IxO è uiia 
fiiiizioiie iiiiivo& di I,, I , ,  H, che iiidichereino coi1 IZ0 (1,, I,, Ho). 

Essn. è niiche III I ;L  fiii~zioiie coiitii~u:~. di t,iiii variabill. Perché sia cib oc- 
corre In'ovnre d i e  pi'eso iiii E ad  nrbitrio esiste uii 4 tiile che per ogiii 
1 6 , i < 4 ?  l z2I<4?  ! 4 6 1 < 4  sia: 

1 lxO(I, + 6, 1, i- 8? ,  Ho -t ( L )  - lz0t 1, ? 1, Ho) 1 < E. 

Iiifiitti poiché lit Ix -- f(Ho - y l )  X i si imiiu!la solo peu In" (I,, I,, IJ,) e 
v:iriii. coi1 Iz d a  - oc n 4- oo si i ~ v r à :  

lx0 - E - f(H0 - A(IxO - e)i - Ul,j - CI.&) X i < O 
IZ0 1- B - f ( H o  - A(Ix" + ~ ) i  - LZIJ - CI&) X i > 0. 

0i.a per le siipposte coiitiiiuilk, sitrà possibilc trovai'e uii A tiile clle per  
ogiii 16, 1 < A ,  1621 < A? [ ( C I  < 4  sia:  

Ixb - E - [(Ho i- 16 - A ( I x O  - E)( - B(1, + 6 , ) j  - C(I, -+ 6,)k) x i < O 

IxO +- E - [(Ho + - A(ISo + ~ ) i  i- U(I, + 6 , ) j  - C(1, + 6,)k) x i > 0. 

Percib i valori di Ix che aniiulln~iio 1 ; ~  (32) iii corrispoiideiizs di Ho 1- t r ,  

1, + 8,? 1, t sono compresi fra Ixo - E, Ixu + E. Quiildi è per ogiii 

1 6 , / < A ?  18 ,1<4,  I t c I < 4  

1 Ixo(Iv + Si , Izo + aZ ? Ho i- ( 1 )  - Iso(I, , 1, E,) 1 < E 

che è quello che si voleva dimostrnre. 
Sostituiaino ora IxO iiella (33). Fissato uii Ho e I, avremo uiia. fuiizioiie 

di 1, par la quale col ragioiiameiito giA fatto a l  proposito di  Ix si prova 
l'esistenza di alineno uiia IV0 che la  annulla. 
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174 D. GRAFPI: S o p n  m a  equnsione funziortnle 

Questa IyO per ogni I, e H,, è iinicn. Iiifatti se  ve ne fossero IyO e 

IVo + I,'O vi sarebbero iii corrispoiidenzn anche dile IxO e I X 1 O  e tutte due 
soddisferebbero l a  (32) e (33) cioe si avrebbe:  

Sottraendo membro a membro ln prima equazione dalla seconda, la 
qiiarta dalla terza, inoltiplicando 1% prima delle relazioiii cos1 otteiiute per 
-- B I i O  la  secoiida per - AI,"' e soiiiinando il tiitto si ottieiie: 

ctie Der la  (C,) iioii pub siissistere se iioii è I,'O = 0, IXr0=0. 
Con 10 stesso ragioiiaineiito del caso di lxo si prova che ln IyO é uiia fuii- 

zioiie continua di l,, H l .  Allora soslitueiitlo iielln (34) alla I, = IyO(H,, I ,)  
e alla 1, In IxO(T,O, I,, Ho) = 1 , O ( I Y 0 ,  I,, Ho), I , ,  Ho si lia uiia equazioiie 
solo iii 1, clie coi1 i ragioii:~iiieiiti fiitti precedeiit,eiiieiite si piii, provnre clie 
aininetle uiin soliizioiie 1,' fuiizioiie coiitiiiua, di Ho. Allora i l  vettore Io di 
coin poiieii ti : 

rzO, IyO((r,O>, IzD(lyO, IzO) 

soddisfa 1;i (28), perché A soddisfatto d a  qiieste il sistenîa delle (31), (32) e (33) 
ed é uiin fuiizioiie coritiiiun di Ifo perché cosi 10 soiio le sue coinpoiieiiti. PerciO 
si pu13 dire la I =  cp(1IJ esisle coiitiiiua, il che è quaiito si voleva provnre. 

9. Verifichiaino ora In validith delle (Ci1), (C,'), (C,'), (C,) iii base alle 1, 
II, III, V. Coiniiiciaiiio dall:i (Ci1). Suppoiiiai-iio iiitaiito (H(r)) < H , .  Poriiaino 

t 
iiella (17), H,(q -= O e H,(T) = H(T) :  avreiiio, ricordaiido che F ( t ,  0) = 0 ('), 

O 
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Cioè, ricordando la III, si ha per ogni 1 H(T)  1 in inodulo iniiiore di 1 t2  

Cib vale per ogiii coinponente di F(t, H;(T)). Essendo i l  modulo di un 
vettore seinpre iniiiore della somma dei mod~ili delle compoiieiiti, si ha: 

e posto 3Nn,m = Mn, si prova la (Cl1)  per ogiii 1 H ( T )  1 < H, in (O, t ) .  
Se 1 H , z )  1 i i i  qiialche tratto di O, t è maggiore di H8 si lia: 

essendo ii il ininiino intero positivo iiîaggiore di H, e Nm il suo N corri- 
spondente. Peroib per ogni m > H, 

esseiido M .= 3 ~ ~ ;  cosi si prova che la (C,') vale iii generale. 
La  (Ci) e (Ci)  sono ma coiisegueiiza della ipotesi III. 
Per ln (C,') si ha per ( H ( z )  1 < H, applicando la  (17) e ricordando la III 

71 

essendo nlax 1 H,(S) - H2(Q 1 il massirno iii ( r i ,  T,) di / Hi([)  - Hz( [ )  1 .  
71 

Da cib passaildo dalle componeiiti al vettore e ponendo M t  == 3 N ,  si ve- 
rifica la (C,) per ogiii 1 H(T) 1 < H,. 

Se H \ z ) > H ,  si ha: 

t t 
< Mt { max 1 H,'(z)  - H2'(7) 1 + max 1 H,'(T) - R,'(.c) 1 \ 

O t1 
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e poichè si ha sempre 1 H,'(d - H?'(T) [ < 1 H,(z) - H,(T) 1 ne risulta anche: 

da cui segue che la (C,) è soddisfatta in generale. 
Se poi H,= m si procede come precedeiitemente prendendo per M' il 

trip10 del limite superiore di N,,, che per ipotesi esiste finito. 
Dunque tutte le coiidizioni affinchè la  (27) sia risolubile in (O, 1 )  sono 

soddisfatte, percid si pub dire che si 6 trovata uiia soluzione della (18), solu- 
zioiie che è uriica per quanto si è dimostrato. Allora la I(t) è uniforme cioè 
il corpo si magiietizza uniformemente per tutto l'iiitervnllo (0, t) il che è 
quanto si voleva prorare. 

Da iiltiino dimostrerenîo che se  la f(H) é derivabile rispetto a +L e 

F(t, H;(T)) è derivabile rispetto a t risulta anche la f ( t )  e quindi la 
H = 1, - y 1 derivabile rispetto a t .  

Anzitutto se 1s f ( H )  è derivabile rispetto a H Io è anche la  y(%). 

Iiifatti giacchè la y ( ~ , )  si ottiene risolveiido la (28) che equivale a tre equa- 
zioiii scalari nelle cornporienti di I affiiichè essa sia derivabile occorre che 
il Jacobiano rispetto a queste componenti non sin nullo, cioè che non sia de- 

d r ( m  geiiere In omografia 1 - - 
dI1 ' 

Ora per la (C,) preso v infinitesirno si ha:  

esseiido E un infinitesirno d'ordine superiore oz. Ora se la 1 - - df(H" fosse 
d H  

degeiiere per un certo v la (33) avrebbe il primo membro infinitesimo di 
ordiiie inaggiore a v2 il che come mostra tale equazione non pud essere. 

L' oinografia 1 - - dfiH)' non è diinque mai degenere, quiiidi la y(%,,) è drri- 
iiH 

vabile rispetto a H,. 
Dopo ci6 poiche dalla (3) si ha: 

resulta anche la derivabiIit8 di I(t) rispetto a t .  
Si potrebbe anche in modo analogo provare che tale derivata è continua 

rispetto a t .  
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Possiamo d~iiique concludere che se H ( t )  é in modulo minore di H,, la 
de ri vat;^ di  I ( 6 )  e quiiidi di H,(t) - y l ( t )  = 14-(t) esiste, il che è diniostrato 
da q~iaiito si é asserito durante la discussioiie sulla rnppreseiitalitk analitica 
della F(t, N(z).  

APPENDICE 1. 

Dobbiamo diniostrare che da una successioiie di vettori IL(!), I,(t) ... I,(t), ... 
ugu;rliiieiite coiitinai e ugualineiite limitnti i i i  un certo intervnllo (a,  O)  si pub 
estrzirre alineiio una successione rm,(t), Ik,( l)  ... Im,(t) che converga uiiifor- 
ineiiieiite iii  tutto (a, b) verso uii vettoi'e continuo I,(t). 

Ne1 seguito della dimostrazioiie iiidicl~eremo coi] X,(t), Y,,(t), Z,,(t) le 
compoiieiiti sugli assi di I,,(t). 

Le X,,(t) esseiido proieeiorii di vettori ugunlmeiite continui e ugualmente 
limitnti i i i  (a, O)  soiio esse pure in (a,  O) iigualmente coiitinue e iigualmerite 
limitate, ~ e r c i b  si pub da esse estrarre una successioiie X,,(t), Xr,(l) ... X,,(t) 
che coiiverge uiiiformemente verso UIIR fuiizione contjnua X,(t) in tutto (a, b). 
Siano ora Y,,(t), Y,,(t) ... Yr,(t) le componeiiti su Y di I,,(t), I,.,(t) ... I,,(t). Poiche 
esse soiio pure ugualmente continue su tutto (a, b),  si pub estrarre una succes- 
sioiie Y,,( t) ,  Ys,(t) ... Ys,(t) che converge uiiiformemente i n  tiitto (a, b) verso 
iina fiiiizioiie continua Y,(!). Evidentemente 1s X,,(t), X,,(t) ... Xs,(t) convergono 
uiiifoniieinente in tutto (a, b)  verso X41). 

Prese ora le componeiiti su Z delle Ts,(t), lSy(t) ... I s n ( t )  si pub da esse 
estrarre una successioiie Z,,(t), Z,,(t) ... Z,,(I) che cotiverga. uiiiformeinente 
verso iina fuiizione continua Z,(I). Con uii ragioiiamèiito aiialogo a quel10 che 
precede si prova che X,,(t), Xm,(l)  ... Xm,(t) coiivei-goiio verso la. X,jt) e le 
Ym,(6), Ym,(t) ... Y,,it) coiivergono verso la Y,(t). Percii, le I,,(t) coiivergoiio 
uiiifor~neineiite verso il vettore contiiiuo I,(t) che ha pei. coinpoiienti X,(t), 
Y&, Z,(t) perché cos1 avviene per le loro componeiiti. Questo é quanto si 
voleva provare. 

APPENDICE II 

Si è visto che l'iritensitk di niagnetizzazione di un corpo ferromagnetico 
a1 tempo t dipeiide iion solo dai valori attuali del campo magnetico ma aiiche 
da valori assunti iit passato da1 campo magnetico stesso cioè che nella sua 

espressione appare un fuiizionale F(t, HL,(=)). Noi peri, studiailîo il caso che 
pih interessa i n  pratica, iiel quale H t z )  sono nulle iii tutto (- oo, O). Vo- 
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178 D. GBAFFI : Soprn uutn ey.ccoxione f~naioncde 

gliarno provare che per tutte le H ( T )  che si inniiterigoiio limitate in inodulo (*), 
e che costituiscono uii insieme di fuiizioiii ugualineiite coiitinue, m z i  iii par- 
ticolare pei. quell'iiisieme di H(z), di cui le derivitte delle coinpoiieiiti soiio 
generalmeii te coiitiiiue e in inodulo miiiori di uii certo iiuinero l', esiste 
yer  ogiii compoiieiite della F( t7  H ( r ) )  un poliiiomio (ne1 seiiso delle fuiizioiii 
di liiiea) delle coinpoiieiiti di H(T) che la, rappreseiita coi1 quaiita approssi- 
mazioiie si vuole. 

Questo polinomio P,  sara  del tipo 

t t t  
3 ... -+ xs ,  ,s~...swJJJ~s, ,s2...sn(€j ri 7 T2 7 r * ) ~ s ~ ( r ) j  HS%(T) Hsn(2) 
1 

i  CU^ coefficienti Ks (t, T , ,  r, ... T,,) sono funziorii coiitiiiue iispetto alle 2. 

Per  d imost~nre  ci0 preiidiamo l'iiisieme delle funzioni Y,(r), Y2(r), Y3(2) cosi 
b 

formato. L e  Y,(T), Y,(%), Y,(z) sono nulle per r < - b, ne1 tratto - b, - - 
2 

b 
sono lineari, e -  ne1 tratto - -, t soiio uguali a una qualunque funzioiie con- 

2 
tinua minore in inodulo di H,.  Evidentemente ad ogni t e ad  ogni terria di 

t 
Y,(T), Y,(r), Y3(r) corrisponderA un valore della componente di P( t ,  H(T)). Ma 

-h 

O 
tale compoiîeiite dipenderà solo da1 pezzo delle Y(T) che giace in - - t perché 

2 ' 
definito questo pezzo resta definita tutta la  Y(T). Percib potremo dire che la  

t 
componente considerata di F(t, H(T) )  dipeude d a  t e da  tutte le  funzioni 

-0 

b 
Z,(T), Zo(2), ZJT) continue in - -, t e miiiori in modulo di H,. 

2 
Questo funzionale per il teorema di FRECHET e GATEAUX si pub rappre- 

sentare, alinerio per le funzioni con derivata geiieralinente continua e in mo- 
b 

du10 minore di P7 da un polinomio con gli integrali estesi da - - a t .  Perb 
2 

siccome consideriaino solo quelle funzioni iiulle per T < 0, per queste fuiizioiii 
il nostro polinomio rappresentativo si riduce al tipo (1) come si voleva provare. 

( l )  Ciob minori O al più uguali d i  Ha. 
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Poichè questa rnppreseiitazione malitica della F ( t ,  H ~ ( T ) )  soddisfi (corne deve 
essere) le coiidizioni III e IV, occorre che i coefficieiiti di P, siano coiitiiiui 
aiiche rispetto a t .  Cib resulta facilmente ne1 caso del ciclo chiuso perché 
tali coefficienti sono fiinzioiii di ( t  -T). Ma non mi é riuscito di provare 
rigorosamente questo teorema iiel caso generale, miche ammessa vera la IV 
su1 funzioiiale. Ritornerb forse su cib in  n1ti.a occasioiie. 

ERRATA-CORRIGE 

Pag. 144 e segg. Il funaionale deve supporsi definito su tutte le y(r) minori O uguali 
in modnlo ad a, e per qneste y(i) devono valere le (C,), (Ce), (C3), (Cd). 

Pag. 151, formula 10, seconàa riga. I l  segno di  valore assoluto va  in fine della riga. 

Pag. 152, vedi nota di  pap. 170. 

Pag. 156. Le  ( C i )  e (C,') si devono supporre valide anche per y(-c) in modnlo minori 
O tyuali a m. 

Pag. 157, riga sesta. Il termine P(t, P ' I I ~ ( T ) )  va preso in modiilo. 

Pag. 160. La III va enunciata ne1 seguente modo: 
Per ogni numero intero e positivo m esista un numero IVni tale che per ogni Hl(r) ,  

II,(r) continue e minori O uguali in modulo di m. e Hs e per tutti i h e t oompresi fra (0, 1) 
e per ogni di (O, t) sia ecc. 

Pure a pag. IBO si noti che Hr essendo un numero non va in grassetto. 

Pag. 162. Intendere sempre fnnzioni in modiilo minori O ugiiali a &. 
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S~l l t !  fuiizioiii sirnrrietriche delle ixdici dell'unitR 

secoiido iiii rnodulo coinposto. 

Memoria di  GIOVANNI RICCI ( a  Pisq). 

Siiiito. - S i  dimostrano (art. 3) c o r n  necessarie, e in qualche caso anche su f i c i ed i ,  le con- 
yruenze (A), (le congruexse (B), l'ickntitic (C) )  affinchè U N  sistema cli interi  sia un 
sistema completo d i  radici dell'unitd (rnod. pz), ( p  primo dispuri) ;  si di?nostmno (art. 4) 
proposizioni analoyhe r i y u a d o  a (mod. 2%);  s i  dimostrano (art.  6) delle conyruettze per 
le somwte delle potenze simili  e le funzioni sitnmetriche elementari d i  c e ~ t e  combinazioni 
d i  interi ,  valide is  particolare quando tal i  combinazioni sono sistemi colnpleti d i  radici 
r-eskm dell'zcnità (niod. m), con m composto comunque. All 'art .  7, applicando due idendi th  
relative alle somme delle potenze simili  delle ratlici dei poliliom0 simmetrici e a i  coefi- 
cienti d i  ta l i  polino+ni, s i  stabiliseotzo per le funzioni simmetriche elementari e somme 
di potenze simili  d i  grado dispari qiialiinque delle congruenze che perfezionano quelle 
clell'art. 6. 

r  ititeri n due a, due iiicorigrui (mod. m); potiiaino 

Ii ( t  + t,) = Rk(171)P-"; R k ( m )  = O per  h > r 
I c - O  

ci06 con Qk(u?)  e R A ( n ~ )  deiiotiamo rispettivametite la s o u j ~ ~ r n  delle potenze 
siîîzili k-e"me degl' in te l - i  (l), e ln somrza d e i  prodo t t i  a k n k degl i  stessi 

in t e la i .  
fi tioto che se (1) 15 uii sisteinn completo di radici T-~"~"'~ dell' unith 

(iiiod. p) ,  (p  primo dispari, r divisore di p - 1), vnlgoiio le congruenze se- 

guetiti : 
1 ~ ~ ( p )  = 0, (rnod. p) ;  R k ( p )  = O, (mod. p) ;  per k+O, (mod. r )  

(3) 
Q )  r ,  ( m .  p);  RT(p) = (- lp-l, (inod. p )  ('). 

(1) yed.  &~:CIPOLLA, Teoria dei numeri.  Anal is i  émdetermimata, = Enciclop. Mat. elem. ., 
&lilano, 1930, p. 310; A. PIEXCE,  Symmetric functions o f  n - i e  resirlues (niod. p), < Bulletin 
~~~~i~~~  th. Soc. B, V o l .  35, 1929, p. 708. 
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182 G. RICCI : Sulle fuwîoni simmetl-iche delle radici dell'urcità 

Sia p primo della forma p = 4h + 1 ,  T= ( p  - 1)/2, e (1) il sisteina coin- 
pleto di radici T - ~ ~ ~ ~ ~  dellluiiitA (?-esidui quudmtici), (mod. p) costituito d'iii- 
teri naturali miiiori di p ;  valgoiio le coiigruenze (2) 

(4) Qoh+,( P) = R,h+,( p) = O? (mod. pz);  l < h < ( p - 5 ) / 4  

id. 

Sia p primo dispari qualunq~ie, .r; = p - 1 ; il sistema (1) sia quel10 delle 

radici T - ~ ~ ~ ~ ~  dell' uiiit& (niod. p )  positive non superiori a p, cioè 1' insienle 
1, 2, ..., p - 1; pur esso valgoiio coiigruenze aiialoghe alle (4), (5), (6) che 
noii stianio a scrivere ( 3 ) .  

Ne1 caso ~ = y ( w ) ,  con 1î2 qualuiique, il sistema (1) delle radici ~ - e ~ " ~ ~  del- 
17ui1it& (inod. 1 1 1 )  positive non superiori a 111 è l7insie1ne degl'iiiteri iiatu- 
rnli iniiiori di 172 e priini con m. Per  tale iiisieme valgono le coiigrueiize 
(N. NIELSEN) (7: 
(7) 2Q2h+i(r1~) = m(2h 4- l )Q2h(~il) ,  (~nod.  ni3) 

(8) Q2,(ul) = O, (inod. m ) ;  Q Z h + ( )  = O, (mod. mP) 

P - 3  (9) 2Kzh+,(n1) [y(m) - ~ I A ] ~ R , ~ ( ~ U L ) ,  (inod. nt3), per 1 2 lz 5 ,- 

delle quidi, in loc. cit., le (7) e (8) risultaiio diniostrate per tutti quei vdor i  
di h tali che 212 non sia multiplo né di p - 1, iib di q - 1, ... essendo p, q, ... 
i fnttori priini distiiiti di nt (in particolare s e  p = 2 oppiire p = 3 per alciln 
valore di h, se p = 5 e q > p, ... pei valori dispari di lz ecc.); e le (9) e (10) 
risultano diinostrate per 1 < h < ( p  - Y)/2 essendo p il minimo fattore primo 
di nl (in particolare, se  nt è divisibile per 2 oppure per 3, per alcuii valore 
di 16, se è divisibile per  5 soltaiito per  h= 1 al  inassi~no, ecc.). 

Ili questn Nota, nll'art. 3 si stiibiliscono per il sistema coinpleto delle 
rndici pesiWe dell' unit& (mod. p"), p primo dispari, le relazioiii ( A ) ,  (B), (C) 

(') Cfr. N. NIELSEN, l'mité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris, 1923, p. 390, 
formille (15), (16), (17). 

(3) Cfr. N. NIELSEN, 1. c .  in (Y), p. 311, formule ( 5 ) ;  p. 326, forniiile (1'3), (14), ecc. 
(4) Cfr. N. NIELSEN, 1. C .  in (El7 p. 2886, form. (21); p. 3-22, form. (17); p. 286, foiin. (23); 

p. 333, form. (8). Ved. ossemanione dopo queste ultime formule. 
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e si diinostra che ciascuiio dei tre gruppi di relazioiii è caratteristico pel 
sistenm delle radici pesinte dell'uiiitk (inod. pz),  (p divisore di rp(pg)) iiei due 
cnsi estremi p < p e p 2 p-l. 

All'art. 4 si diinostrano le proposizioiii nnaloghe riguardaiiti il (n~od. 2%). 
All'art. 6 si diinostraiio per le soinine delle potenze simili e le funzioni 

simmetriche eleinentari di certi sistemi di iiiteri le coiigruenze (A , ) ,  (B,), 
(A , ) ,  (B,) che generalizzano le (3) sovrascritte; in particolare esse sono vdide 
pei sistemi coinpleti di rndici r-esmnle (mod. IU), 112 comunque composto. 

Infiiie dl 'art .  7, applicatido due ideiititb stabilite da N. NIELSEN relative 
alle somme delle potenze simili delle radici dei polinoinî sitainetrici e ai 
coefficieiiti di tali polinomî, si stabiliscoiio per sistemi di iiiteri analoghi a 
quelli considerati d ' a r t .  6 alcune congruenze che generalizzano le (4), (5), ..., 
(10) sovrnscritte; le congruenze che geiieralizzano le (7), (8), (9), (10) risultano 
stabilite per qualunque valore di h, sema le liinitazioiii di cui e ceiiiio soprn. 

2. Alcune ossrrvazioni. - Premettianîo le segueiiti seinplici osservnzioni. 
a) Per le posizioni (2) (art. 1) vale la forinillit di GIRARD-NEWTON: 

b) Deiiotaiido con D(n, 9 ~ )  i l  massirno coiiîuii divisore degl'iiiteri 72 e m 
si ha 

Iiifatti, iiell' uguaglianza . 

il priiilo iiieinbro e il secondo fattore del secoiido meiiibro sono iriteii, quiiidi 
se pz e pP sono le massime poterixe di p primo che dividono rispettivamerite 
12 e 7 1 ~  ed è q ) p, il primo membro risulta divisibile per p*-8. 

c) Deiiotiamo, secoiido PEANO, coi1 inp ( t r ,  6) 1' espoiieii te della massiinit 
Potenza di a che divide b. Vale la iiota proposizioiie seguente ( 5 ) .  

Idssetldo p un i~ztel.o p r i n ~ o  dispa?.i, se! mp (pl a -- 1) 1 2: 

(2) mp (pl  an - 1) = inp (p ,  n - 1) i- mp (p l  12). 

(L) Cfr. M. CIPOLLA, Saui numeri ComPosti P, che verificano la congrzcenea di Fermat, 
aP-i 1 (mod. P), n: Annali di Mat. D, serie 3', t. QO,  1b03.04, p. 133; 1. c. in (t), p. 281. 
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(3) mp (2, a'l - 1 ) 2  inp(2, a - 1) -t- inp (2, n), 

e nella (3) vale il segno > al lo)~a ed allora soltnnto che 11 é palsi e 
inp (2, n - 1 )  = 1. 

A tale asserto si pervieiie subito elevaiido a poteaza ?z-eSi'"a le due 
eguaglianze 

a = 1 i- lph7 ( 1  primo con p)  ; a = l t 12h, (1 dispari) 

ed  esnniiiiaiido i varî termiiii dei reltttivi sviluppi biiloinittli qunndo si ri- 
cordi la (1). 

d) Per  iiiduzioiie si stabilisce subito l'identitk 

, s- i  

i O 

3. Sulle funzioni siminetriche delle radici dell'unità (mod. pz), con p 
priiiio dispari. - Sia p -- pnA, (0 < 7c < a - 1 ,  A divisore di $1 - 1 )  uii di vi- 
sore di .g(pZ), (cp(n) iiidicatore di EULER); la  coiigrueiiza 

aminette p radici che costituiscoiio uii sistema completo di radici p-,e8i7"e del- 
1' uni tA (inod. $1"). 

TEOREMA. Coudizio~ze necessaria, e quando si, vel.ificnta una ctlmeno 
delle due uguaglianze n = O, n = a - 1 anche suflcieute, pel-chd p interi 
a due a due incongmi (inod. px) 

costitz~iscano z c n  sistema completo di radici p.esMe deil'unità (mod. p") è 
che ra1,qono le congmenxe seguenti, nelle quali v = mp ( p ,  k) : 

(A) 
( Q k ( p a )  O, (mod. pa+v)7 per k 0, (mod. 1) e O < k < p 

1 Qsl(pQ) = p, (inod. pa-l v ) ,  per k = sh, e O t s < plF. 

La stessa proposizio~ze vale pe). le congruelue seguenti: 

Ln stessa pvoposizione vale pe?. L'a seguente identilà ne1 campo d ' i n t e g ~ i t à  
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definit0 da (inod. pZ) 
p-1 

(C) F(t) = II ( t  - t,) = (t2. - l)pn, (rnod. pZ). 
i=O 

Le (A) sono necessut-ie. Comiiiciaino coll'osservare che; esseiido pei. le  
iiostre posizioiii 

(a + p ~ ) ~  = ah, (mod. pZ+v), 

l i ~  som1na Qk(pa) varia per multipli di pz+!' qiiando si variaiio gl'iiiteri t, per  
iniiltipli di pa. Dettx t uiia radice priiilitiva della (l), un sistema coinpleto di 
radici della (1) stessa 6 In = 1, t ,  t2, ..., W', quindi 

p-l - LP* - 1 
Qh(pZ)- - m7 , (mod. pa+v). 

i=O 

Quando k:j-O, (mod. A), l R  - 1 è primo con p e dalla (1) soddisfatta 
da  t, teneildo coiito dell'osserv. art. 2. c), segue la prima delle (A). 

Quaiido k = sh, essendo 1 < a - n < inp ( p  1" 1), posto v = mp ( p ,  s), i 
(V > O), per  1' osserv. art. 2. c), é h = mp (p ,  ta - 1) 2 a - n + v, cioè 

t S G  1 +- Zph, (1 primo con p ) ;  
lie segue 

e per l a  (3) 

QSl(pa) = p + ( i ) l p h  + ... , (mode par*); 

tutti i termini al secoiido membro di questa congrueiiza a partire da1 secoiido, 
quando esistano, sono divisibili per pa+' e ne segue la  seconda delle (A). 

OSSE~VAZIONE. L e  (A) soiio necessarie per qualurique valore iioil iiegativo 
di k (anche per k > p ) .  

Le ( B )  sono necessm-ie. Esse si' verificano per h = O, k = 1 ; si dimostrano 
per  iiiduzioiie aminetteiidole pei valori minori di k. Trascuraiido al primo 
membro di (1) (art. 2), in cui si faccin tu = p*, termiiii multiyli di p2* otte- 
niamo (per brevith si poile R A =  Rk(pZ), Qk = QR(pa)) per k = SI 

e per  k = si\ + h, ( O  < h < A) 
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186 G. RICCI: Szclle fumziorti simnzetriche delle rndici delE'z~witd 

Supponiamo in primo luogo k = sX; risulta v = mp (p, s) e poniaino 
y  = rnp  (p, i), 6 = mp (p, s - i). E cvidente che iii qualuiique caso è 
n - y + 6 2 v, poiché s ( pR e per y > 6 è necessariameii te 6 = v ; quiiidi 
dalla (4), tenendo conto delle (B) valevoli per iiidici miiiori di k e delle (A), 
otteniamo : 

s-1 

1) p + (- l).~slRsl - O, (mod. p.+.). 
- ' ( i )  
i= O 

Da questa congruenza per l'osserv. art. 2. d), segue la seconda delle (B). 
Sia in secondo luogo k=I=O, (inod. A), cioè valga la (5). Abbinino posto 

v = mp (p,  h) e ponia~no iiioltre y = mp (p, i), 6 = mp (p, k - ih).  L' i-es19"O 
termine della prima soinmatorin in (5) è divisibile per p%ln-r+s, ineiitre ogiii 
termine della seconda soiilinntoria è divisibile per pZ+R. Esseiido iii ogiii cas0 
a + r c > a + v ,  a + % - y  + 6 > a + v  concludianio 

da ciii, dividende per k ,  seglie la prima delle (B). 
Ln (C) è necessm.ia. Iiifatti se gl'interi (2) costituiscoiio un sistema coin- 

pleto di radici pes tn 'e  dell' uiiitlt (mod. pz ) ,  soddisfano alle (B) per cui 

P-1 PR 
(6) F( t )  = II (t - t,) - z(- 1 Y (y )  tp-sa = (1). - l)D", (inod. pz). 

i -O s=O 

Pela n = O o p p u r e  rc = a - 1 la (C) é suflcie?zte, le  (B) sono suficienti, 
le (A) sono suflicienti. Infatti, essendo P(t ,)= O, per la (6) risulta 

(7) (t; - 1)p" = 0, (mod. pa) 

e la sufficienza della (C)  è dimostrata per 7c = O  (cioé p = 1). Sia a = n + 1 ; 
la (7) ci dice che la differenza t i  - 1 è divisibile per p, cioé 

t; = 1 + lip", (1, primo con p, w 2 1). 
Risulta (art. 2. c)) 

con n + w 2 a ;  la sufficienzn di (C) B dimostrata anche per n = a  - 1. 
Poichè dalle (A) seguono le (B) e dalle (B) segue la (C), anche le (A) 

sono sufficieati e le (B) sono sufficienti. 
OSSERVAZIONI. Come corollarî del teorema precedeii te abbiamo : 
a) Se W,&, X, , ... , xp-,) è 1111 polinon~io oinogeiieo di grado assoluto h 

non multiplo di 1, a coefficienti interi, simmetrico nelle p indeterminate 
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X,,, x,,  ..., x ~ - ~ ,  detto (t , ,  t , ,  ..., tP-,) un sistema coinpleto di radici p-estme 

dell' unit& (mod. pa)  risulta ( 6 )  
' 

W,(t,, t , ,  ..., t,-,) = O, (rnod. pz).  
b) Sia @(xi,  x,, ..., x,,) un polinomio a coeficienti interi, simmetrico, 

in 1% indeterminate x i ,  a,, ... , x,, , di cui iiessun termine abbin grado multiplo 
dell' iiitero A = D(n, p - 1 ) ;  ponianio p - D(11, cp(p")) e diciamo a,, a, ,  ..., a,-, 
i o = cp(p*)/p residui p- tC~( i i iod .  pr). 

Ogni congruenza 
Z P  a i ,  (mod. pG)? ( i = O ,  1, ..., O -  1) 

col sistenia delle sue radici zi, ,, z i , ,  , ... , zi, -i , forliisce uiia soluzioiie ( 5 ,  , 
k,, ... , 5,,) della çongruenza 

@ ( x i ,  X ,  , ... , z,) r O, (rnod. p*) 

qunndo si prendano i iiumeri <,, E , ,  ... , E l ,  a 7 i / p  a n / p  eguali a ciascuiio dei 
iiumeri zi, ,, , xi,  , , ... , zi, p-i ('1. 

4. Sulle funzioni simmetriche delle radici 2~-cdm@del19ii~l'ità (niod. 2%). - 
Tralasciamo il caso banale w = O pel qude si h a  1' unica .radice 1 (iiiod. 2%). 

Sin a > 3. Per  1 < w < a - 2 le radici della congrueiiza 

soiio a due n due opposte in iiumero di 2"+', date dalla forrnola 

TEOREMA. Condizione necessaria, e quando sin o = a - 2 anche su f i -  
ciente, pelach& 2"+' in tev i  

(3) t O ,  t i ,  . e s ,  t20+i-Lr ( ~ < w < u - 2 )  

a due  n due  inco?tgvui (mod. 2*) cos t i t~ iscano u n  sistema cowpleto d i  ?*a- 
dici 20-esime del l 'uni tà (rnod. 2 9  é che valgano le congl.ueuze seguenti, nelle 
quali  v = mp (2, 2s): 

(A') j Q,,+,(2'*) = 0, (inod. 2*); (O c; s c 20 - 1) 

( Q.2,(2a) = 2"+', (rnod. 2*+v); (O < s 1 2 " ) .  

(6) L a  prop. a)  limitatamente al caso cr = l  (cioè modulo primo), si trova i n  A .  PIERCE, 
1. c. i n  (1 ) .  

(I) La prop. b) per a = 1 e lz divisore primo di p - 1 si trova dimostrata in G. FKAT- 
TINI, Sulle congvuenze omogenee... , a Periodico d i  Mat. D, serie 3, 1-01, il, 1912, p. 49. 

(8)  Cfr. P. BACHMANN, Niedere Zahlentheovie, Erstev Teil, Leipnig, 1902, p. 332. 
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R*S-+i(2") = 0, (mod. 2") 

K2,(23) G (- l)b 

La stessa pvoposizio~le vale pel* Zn seguente identità, nel campo d'integl-ilà 
definito d a  (mod. 2%) 

z w + l - l  

F( t )  = II ( t  - L i )  = (ta - 1)201 (mod. 2"). 
i O 

Le (A') sono ~ ~ e c e s s a ~ i e .  Osservianio clie essendo 

le soriline Qh(Zn) variaiio per multipli di 2%IY illlorchi: i numeri (3) si variai10 
per multipli di 2%. 

La prima delle (A') è evideiite perche gl'iiiteri (3), per la (2), soiio a due 
a due opposti (mod. 2"). Quaiito alla seconda delle (A'), per la (2) i.isiilt:t 

coii 1 dispari, se c e dispari; per questo dalla (4) si ricava la secoiida 
delle (A'). 

OSSERVAZ~ONE. Le (A') soiio tiecessarie per qualutique valore iton uegntivo 
di s (anche per s 2 2"). 

Le (Br)  sono necessa~mie. Esse si verificmo per s =  O;  si diinostraiio per 
induzione ammettendole pei valori iniiiori di S. Tr:isciiraiido al primo ineinbro 
di (1) (art. 2) i i i  cui si faccia m = 22, teriniiii iiiultipli di otteiiianio (per 
brevitk si polie Rk = llk(2*) e Qk = &h!2a)): 

s-l 

Z t 2 s R 2 , r 0 ,  (mod. 2'n) 
i -0 

Procedeiido in mndo del tutto analogo n quel10 segiiito per diinostrare In 
iiecessitk delle (B) (art. 3) si pervieiie a diinostrare ln  iiecessitk delle (B'). 

La, iiecessità della (Cf), la siifficieiiza per w = 2"-"ellrt (C'), delle (Br) e 
delle (A') si diinostrano i i i  modo aiinlogo a. quello seguito :~ll 'ai t .  piecedeiite 
per la (C), le (B) e le (A). 
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Sis a =2: cioè coiisideriaino il (iiiod. 4). Le radici, quaildo siaiio in nii- 
mer0 maggioie di uno, sono gllinteri 1 e 3 e si verifica subito che valgoiio 
le (A'), (B') e (Cf) anche in questo cas0 purch6 in  esse si faccin w = 0. 

Per  a = 1, cioè per  il (mod. 2), si h a  l'uiiica radice 1. 
OSSERVAZIONE. Quando, pei' a qualuiique, si h a  1' uiiic;~ radicc 1 si verifica 

QH(2Q) = 1, (lnod. COII v = n ~ p  (2, h);  R0(22) = /i,(2%) 3 1, (inod. 29. 

5. Sui sisteini di interi otteniiti coll:<~iirnione di più sistemi coiiiploii di 
r id ic i  dell'uiiith (iiiod. pa), 1, pr imo pari O dispi~ri. - Procedeiiclo per iiidu- 
zioiie d a  a- L :id ( 1 ,  e verificaiido per a =  1 si diinostra. subito ci0 che segue. 

Siario 

(1) t o ,  t ,  , .- * ,  top- ,  

np iriteri otteiiuti col l ;~ i'iuiiioiia di a sisteilii coinpleti di radici dell' iiiiitk 
(inod. pn), ciascuii sistemit esseiido costituito d a  p iiiteri. Poiiiamo 

Osserviamo che per  le  posizioiii (2) dell'art. 1 è 

Sia iii primo luogo p pi'imo dispnri, p = prh, O < n < a - 1, X divisoie 
di p - 1 ; abbinmo 

! R k (  P*, a)  0, (lnod. pu), per h=J-O, (inod. 1) 

Sis in secoiido luogo P =2 ,  p = 2.+' (quiridi iiecessi~riameiite a 2 2); 
abbi;tino : 

(A,) 
j Q ,,,, (2", a) - 0, b o d .  2 3  

( Q2@, a)  a2"+', (iiiod. 23 1 y));  v = inp (2, 2s) 
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190 C i .  RICCI: Szclle fuuzxiouzz simmetriche delle rndici  dell'urzitci 

Ne1 cttso singolare p = 2, p = 1 ogni ti è cor!gruo n 1 (inod. 2%); abbinmo: 

(A,) &h(21, a )  = n, (inod. 2 ~ + ~ ) ,  ove v = mp (2, h), 

03,) Rh(2a, a) r (E), (mod. 2%). 

6. Sulle fuiizioni siinmetriche delle radici dcll'unith uecondo un niodulo 
composto qualunque. - Sia 111 = pgqP ... , con p, q, ... iiunieri primi distiii t i ;  
(leriotiamo con (u, , U, , ... , üp-,) uii sistelna coinpleto di radici dell' uiiith 
(iilod. pz)  (p = pnh, h divisore di p - 1, O < n < a - 1) e niialogarneiite coii 
(v,, vi, ... , un sistema completo di radici dcll' unit8 (inod. qp)! .,. Deter- 
iniliati gl'iiiteri ausiliarî A, B, ... soddisfaceiiti alle coiigruenze 

(1) A = 1, (mod. p"); O, ; B = 1, (mod. qP); = O, 

pel sistema dei .c = pu ... iiiteri a due a due iiicoiigiui (mod. $ 7 1 )  

(2 ) A u i +  Buj+ ... ( O < i < p -  1, O C j K u -  1 ,...) 

si iritroducnno le  iiotazioiii &(m) e IZk(wt) ditte dalle (2) art. 1. 
Evideiitemeiite gl'iiiieri (2) soiio a z/p a z/p coiigrui (iiiod. pa) e si pou- 

soiio corisiderare ottenuti riuneiido z/p sisteini coinpleti di rndici dell'uriitit 
(mod. pG); cioè l'iiisieme degl'iiiteri (2) si trova iielle stesse condizioni del 
sistema (1) dell'art. precedente ove si pongs a = z/p. Dai resultati dell'art. 
precedente deduciamo : 

TEOREMA. Se p 2 pr imo  dispavi  e v = m p  (p, k) si h a :  

1 Qh(17i) - 0, (mod. p%+v), per h 111 O, (inod. 1) 
(A,) 1 QSl(?n) r T, (inod. pS+'), per  h = sX. 

(inod. p ~ )  

Se p = 2 e 2 2  ( i l  che pal-ta necessa?*ianteute a 2 2) e v = rnp (2, 2s), s i  h a :  

(A,) Q 2 , + , ( m )  = 0, (mod. 2%); &-,(nt) = T, (inod. 2 . 9  
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sono iri iiuinero di z = po ..., ove 

e soiio precisamente gl'interi (2) per  

deli'uiiitb (inod. w) cioh le  radici della 

(rnod. m) 

questi valori di p, o, ... Per  l'iiisieine di 
tali sadici vale duiique la  proposizione precedeiite. 

Inoltre, detto (t,, t,, ..., t,-,) 1111 sistema. di riidici r-esfme dell7 unitk (mod. V I L )  

e posto 

valgolio le ide1itit8, ((C), art. 3): 

'C 7 

F(t )  = jt" 1)" (mod. p3) ; F(t)  = ( 1 ~  - 1)G, (mod. qB), .... 

7. Sul caso in cui gl'iiiteri p, a, ... dell'art. precedente sono tutti pari. - 
É iioto ( 9 )  ohe s e  t , ,  t , ,  ..., t,-, soiio z numeri tali che 

(1) t ,  4- tT-i+i = 911, 

e poriiamo per  k > O  

valgono l e  due uguagliniize seguenti : 

Qunndo nz sia iiitero, e le soinme CI siaiio raziol i~i i ,  O ~ ~ ~ S C U I I ~  ç0:i deiio- 
initiatore primo coi1 n z ,  l e  ,due uguaglianze precedeiiti daiiiio luogo alle coii- 
gruenze che seguono 

(9) Cfr. Pu'. NIELSEN, 1. C. in ( z ) ,  p. 283, formula (4), p. 28% formula (9). 
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Qiiando p = pnA, o = qXp,  ... siano iiiteri pari, fra le radici dell' uiiitti 
(mod. p*), (mod. qP) ,... figura - 1; percib se t,, t ,,..., t,-, denotano i wi- 
nimi ?*esti positivi (mod. m) scji t t i  i n  ordine cvescente dei ii~imeri (2) del- 
l 'art.  precedeiite, si verifica la (1) e quindi sono applicabili le congrueiize (1) 
e (II) sopra scritte. Veniamo a dimostrare le proposizioni segueiiti: 

TEOREMA 1. Posto in' = D m, vrdgono le cong~ueîzze seguenti: ( 3 

Queste due congrueiize, ambedue scritte secondo (inod. m3), quando si am- 
mettano i resultati dell'art. 6,  sono dimostrate da un teorenîa di N. NIELSEN ( ' O )  

lirnitatamente ai valori posi tivi di h che non superario alcuiio degl' iiiteri 
h/2 - 1, p/2 - 1, ...; iioi veniamo a dinîostrarle valide (la prima secondo 
(tnod. rn'm3)) per qualunque valore di I I .  

Le (2) e (3) si verificaiio per h = O. Si procede per iriduzione da h - 1 
a h. Dimostriaino la (2); se la aininettinino per l'indice h - 1 e deiiotiamo 
con L un intero opportun0 abbianîo: 

Raddoppiamo la (1) e sostituimno iii essa Qk(ni) in luogo di A k ;  trascu- 
rando termini multipli di 11b4 lie1 caso di î n  dispari e di 27n4 ne1 caso di n2 

pari otteniamo 

+ 2(2h + l)mQ,,(ui), (mod. m4) oppure (inod. 2m4) 

secoiidochb nz é dispari O pari. La soinnia. Q,,-,(m) risulta in ogiii caso pari; 
questo fatto e le congruenze (A,) e (A,) dell'art. 6 ci assicurano che è 

teiieiido corito di questn congruenza 
teniatno la (2). 

riella precedeiite e dividelido per 2 ot- 

Arialogamente si procede per dimostrare la (3), basaiidoci sulla (II). 
Da questa proposizioiie e dalle congruenze diinostrate all'art. precedeiite 

segue : 

(Io) Cfr. N. NIELSEN, 1. C. in (z), p. 286, formule (23), (24). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



secondo um modulo composto 193 

TEOREMA II. Posto pe,. p pvimo (pari O dispavi):  

z 
(4) v = inp (y, 2h); ps = ~ ( p ' l ,  pr 2 ,  21i(2h 4- 1 ) ) ;  pE = D(pa, .r - 2h) 

valgono le co?igruenze seguerzti, nelle qunli pela p = 2 è da f w e  A = 2. 
Pet* 2h ~ 1 :  0, (mod. A) (quitzdi ~wcessalianzente p 2 5 )  

Pev 2h = sÀ 

OSSERVAZIONE. Ne1 cnso particolare iiotevole p = cp(pE), a = y(@), ... ri- 
sulta z - po ... = cp(nz), e i z interi t i  sono gl'iiiteri positivi miiioiti di  nz e 
primi con n2. Le formule (2), (3), (5), (6)) (7), (8) dhniio in questo CRSO, ed i n  
ispecid modo per 112 primo, proposizioiii classiche della teoria dei iiumeri 
(ved. art. 1) 

(li) Pei- ciù che riguarda la forma che assumono ne1 caso particolare r = q(m) le pro- 
posieioni stabilite, e le loro applicazioni al10 studio delle somme delle potenee simili degl'in- 
teri naturali e dei coefficienti del fattoriale ved. le due noto: G. RICCI, Sulle funzioni 
simmetviche di interi costituenti uno O pi& sistemi ridotti di resti secondo un modulo corn- 
posto, = Annali delle Universith Toscane x, Nuova serie, Vol. XIII, 1930, pp. 177-198; e 
Sulle somme delle potenze simili degl'imteri rzaturali e sui eoeficielati del fattoriale, Ibid., 
pp. 199-216. 

Aneali d i  Matenratka, Serie IV, Tomo 1X. 
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Sur l'application des méthodes dii*ectes à quelques 

problèmes du Calcul des Vaxiatioiis. 

TV. BOGOLIOUBOFF (à Rieff (Ucraine)). 

L'objet du présent travail, inspiré par les profondes recherches de 11. 
L. TONELLI, consiste dniis l'étude des problèmes de iniiiiiim relatifs à des 
iiitégrales curviligiies dépeiidaiit des coordoiiiiées du poiiit couraiit de ln. 
courbe ainsi que de leurs dérivées jusqu'au Pe ordre inclusiveineiit. 

Les priircipaux résultats obteiius soiit les suivants: 
1. (5 2) - Le pj-ohl8n~e de n ~ i n i n l u m  absolu d e  17intég7*n2e cuvviligne 

(où x, y, 0, s soiit respectivement les coordoiiiiées, I'aiigle de directioii et 
l'arc d u  poiiit courant de la courbe Cl Lc la loiigueur de C et oii f(x, y, 6, x )  
est une foiictioii coiitiirue, périodique avec la période 27c par rapport k 0 ) ;  

d a m  le camp des cou~*bes C (vérifinnt certaines coi~ditioiis froii- 
tières) telles que leurs angles de directioii 0(s) soiit à variatioii bornée; 

71' adjnet e n  g é n k ~ ~ a l  aucune solzttion. 
II. (5  3) - Si f(x, y, 0, z) vérai@e l'indgaZit& 

(où A, B soiit boriiés pour s, y boriiés, 6 uii nombre positif fixe, inférieur 
5L 1' ui~ité); 

alors le  pvoblème de minimuni absolu de  l ' i)it&g~.ale cul-ziiiigm I(C) 
d a m  le champ D des courbes (verifiaiit les mêmes coiiditions froiitièses que 
les courbes du champ X) telles qiie leurs angles de directioii 0(s) sont ab- 
solunleiit coiitiiius ; 

n'adnzet erz g é r z d ~ d  auculle solutio~z. 
III. ( 5  8) - Si f(x, y, O ,  z )  est une  fowtion deux  fois d&rivnble, vt%-ifin?zt 

1' inkgalité 

A(%, Y) 1 z Ii+q- B x, y)> f (x ,  y, 0, a) 2 k 1 z I i + x  
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(oh k, 6 sont des iioinbres positifs 
valeurs bordes des arguinents); 

a lom la l imite  (pour E-O) 
viligne 

l'application des méthodes directes 

fixes, A(x, y), B(x, y) sont bornes pour les 

de la borne iiiférieure de lfint6grale cur- 

Lc 

dans le champ D,(C) des courbes 1, de la classe éJ€ admettant avec C le 
voisinage (E) dl ordre (1) ; 

est kgale à l'i?ztég~.ale cu?vi l igne 

IV. (5  9) - Si f(x, y, 0, z) vtlrifie certaines conditions explicilées a u  
ddbut de 5 9, nlovs a@ qu' i l  ex i s te  ln  cou,.be ?n&alisant le m i ~ i i ~ ) t u m  absolu 
de I(C) dans D, i l  faut et i l  s u n t  que palwti les cou~.bes (toujours existant) 
qui 1*&alise?zt l e  mi?z imu~?& absoIu d e  J(C) d a m  D, il existe  la cou13e u 'aynn t  
aucun  W C  conzwiun avec des 6 cozcg.bes singuli21.e~ B 9-elalives a u  pvoblème 
de mininzzmz posé. 

V. ( 5  10) - Si f(x, y, 0, z) vét.ifie les coîdi l ions d u  5 9, a1ol-s d m s  le 
champ  D i l  ex i s te  toujou?*s a u  m o i m  une  solutiou de l 'équntio~z d' Elde?. 
(relative A I (C) )  composée dl un nombre fini des extremales. 

De plus, quel que soit le nombre positif E, o u  peut t o ~ j o u ? ~ s .  lui failse 
co~~r.espond~.e dans le champ  D a u  ??$oins uîze solution de  l 'équation d 'Euler  
(relative A ](Cr)) qui  donne à I(C) la valeu?* dirérnrt t  a u  plus pal- E de  ln 
ho9w.e infkl-ieu1.e iD . 

5 1. Dans ce travail nous allons étudier les problèmes de minima d e  

1' intégrale ciirviligiie 

OU F(x, y, x', y', x", y") es t  une foiictioii continue pour x'" y"" $= 0, A, l 'aide 
d'uiie mé~hode directe qui présente au fond le devcloppeineiit approprié de la 
méthode avec laquelle M. L. TONELLI a traité (aii point de vue de l'existeiice 
de iriiiiirnuin) le cas iiicomplèterne~it régulier de l'iiitégrale curviligiie 
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Reiniwquoiis tout d'abord que I ( C )  peut toujours se mettre sous la forme 

ou f(x, y, 0, 2) est une forictioii coiitiiiue adinettant la période 27c par rapport 
ii 0; x, y, 0 soiit respectivement les coordoiiiiées et l'angle de direction du 
point courant de la courbe C expriinés eii foiictioiis de l'arc s et oh Lc est 
la loilgueur de G. 

D'autre -part, chaque iiitegrale du type (2) peut être préseiitée sous In 
forme (1) de sorte que les expressions ( l ) ,  (2) soiit absoluineut équivalentes 
et il existe la correspoiidaiice biuiiivoque suivante 

f(x7 y, 0, x )  = F(x, y, COS 0, siil 0, - z siii 0, z cos 0) 
1 

F(x, y, d, y', x", y") = f 
(Xrp i- yi2)2 

C'est A l'aide de 1 i ~  forme (2) que iiccus étudieroiis les propriétés i i i i i i i -  

inales de I(C).  
Avant d'aller plus loiii, rappeloiis quelques défiiiitioiis î'oiidaineiitales qui 

iiitervieriiieiit it chaque iiistniit daiis le cours de cet exposé. Soieiit G, Co les 
deux courbes. 011 dit qu'elles ont eiitre elles le voisiiiage (E) d'ordre (1)) si 
1' oii peut trouver uiie correspoiidaiice biuiiivoque eiitre les poiiits de C et de Co 
telle que 

(P-1) - p-1 )  < & D I M ~ ~ M ~ ~ & ~  I @ M ~ , - ~ ~ I S E . . .  1 OMC0 MC I=  

oii Mc, , Mc - deux poiiits correspoiidaiits de Go,  C : DMco - la distaiice eiitre 

eux; ûMco, 0~~ soiit respectivement les angles de direction de C, eii rllco et  

de C en Mc. 
Si, quel que soit le nombre positif E, la courbe C, a le voisinage (a) 

d' ordre (p) avec une infinité de courbes apparteiiaiit à uiie suite C,(n- CO) 

alors 17, est dite In courbe d'accumulatioii d'ordre ( p )  de la suite C,, . Si A 
chaque iioinbre positif E oii peut faire correspondre uii tel iioinbre n, que 
toutes les courbes C,, pour IL  2 12, aieiit avec Cm le voisinage (E) d'ordre (p), 
alors C, est In courbe limite d'ordre ( p )  de la suite C , .  

Eiivisageoiis B présent Urie foiictioii de ligie I ( C )  défiiiie daiis uiie cer- 
taine classe 8 de courbes C. 

0 i i  dit que I (C)  est semi-continue iiiférieureineiit d'ordre (p) au voisiiiage 
d'une courbe Co de la classe a si pour toute uiie suite C,, de courbes de lit 
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198 N. BOGOLIOUBOFF: Sur l'applicatiow des méthodes directes 

classe X, ndinetttiiit Co coinme la coui-be limite d'ordre (p), oii a 

Quaiid il s'agit de voisiiiage (E) d' ordre (1) .... , seini-coiitiiiuité iiiférieure 
d'ordre ( l ) ,  on dit tout siinpleineiit voisiiiage (E) ...., seini-coiitiiiuite inférieure. 

5 2. Coiisidéroiis k préseiit uii chaiup D de courbes C poss6daiit les 
propriétés suivaii tes : 

1" Les coordoiiiiées x, y des courbes C admettent la répreseiitatioii 
aiialytique eii foiictioii de l'arc 

27 Sur chncuiie des courbes C existe parlout l'aiigle de directioii 0(s)  

39 0(s) est foiictioii absolameiit coiitiiiue. 
Supposoiis que la foiictioii f(z, y, 0, z )  lie soit pris ii@~tive pour toutes 

les valeurs des tirgiirileiits, de sorte que I(C) a uiie valeur bieii delermiiiée 
(fiiiie ou iiifiiiie) pour toute courbe C du cliaiiip coiisideré: ln borne i i i -  

férieure i~ étailt finie (i~zo), posoll~ le problèine de miiiiiiiuin absolu de 
I ( C )  di~iis le c1i:iinp D. 

Ditils tout ce qui sera écrit ci-dessous, noils coiisidéroiis seuleineiit le 
cas ou le ~liaiiip D est le cli;mp de toutes les courbes ~mssaiit par les poiiits 
donnés A, B avec les aiigles de directioii doiiiiés O A ,  OB et posséd:iiit les 
propriétés (l), (2)' (3). 

Avmit d'aborder ce problkine, oii peut deimiider si l'oii lie peut pas 
poser le probléine de iniiiiiiiuin absolu daiis le champ % des courbes C 
vérifiaiit les niêiues coiiditioiis froiitiéres que les courbes dii champ D et 
possédant les propriétes (1) et (2). 

Sur cliacuiie des coiirbes C existe l'aiigle de diinecLioii U(s) ii variation 
boriiée pouvant préseiiter des discoiitiiîuités. 

Eii effet pour toute courbe d u  cliaiup CnZ, U(s) n.diiiet presque partout In 
dérivée iiitégrable de sorte que I ( C )  n ririe valeur bieii tléteiiiiiiiée (fiiiie ou 
iiifiiiie) poi~r toute courbe de ce ctirtmp. 

Déinoiitroiis que la répoiise sur cette questioii est eii géiier:ile iiégative. 
Considéroiis en effet le problèine de iniiiirnuin absolii de lJiiilégi.ale 
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pris suivaiit la loiigueur de la courbe C, ou u(s) est uiie forictioii arbitraire, 
daiis le champ 9Z des coiiibes C du chainp 9K et des foiictioii arbitraires .n(s). 

Soit Cn(x - x,,(s), y = y,,(s)), u,,(s) la suite iniiiimisaiite de I (C ,  u) dans %. 
Pixaiit arbitrniremeiit le nombre positif E, preiioiis le nombre n de fqo i i  que 

ou j est la boriie iiiférieiire de I(C7 u) dans %. Eiivisageoiis la foiictioii 

e t  iippi'oximoiis-la par  ia série des foiictioiis [p,,(s)lm coinposées, a des droites 
paralléiles k 1' axe  de s B. Posoiis 

Reiiiarqi~oiis qu'on peut supposer toujours stiiis resti'eiiidre la géiieralité 
que  0,,(s) ii'est pas constaiite. Coiisideroiis alors leu foiictioiis 

ou 1'011 a posé 
y,=s(Lc,-s)cos0,, ,  q ~ , = s ( L ~ , - s ) s i i i 0 ~ .  

Envisageons les fonctions 
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011 n d'après (6), (7) 

Reiiiiirqiioiis d'autre part que F,,,(E,, s,), @,,,(si, E , \  iiiiisi que leurs dé- 

rivées partielles sont iiiiiforiiiéinent coiitiiiiies par rapport a riz. 

Il existe dotic un iiombre 8 iiidépeiidaiit de , I I  tel que si 

alors nu moins pour 112 2 1 1 ~ 6 ,  où 1116 est U I I  iioinbre positif sufflsemineiit 
grand, on a 

Prenons u i i  iioinbre M iiidépeiidaiit de 111 de fii~oii qu'on n i t  

Alors le tliéoi.éiue bieii coiiiiu sur les foiictioiis inipliciles iiioiitre que si 

alors les équntioiis 

ont toujours uiie et uiie seille solutioii E , ' ~ ) ,  E,'"') dalis le doinailie 

Coiistruisons A présent la courbe C,, de longueur L G ~  
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npparteiiaiit évideiiiineiit a u  champ 9K. 011 a eii effet 

Il est  aisé de  voir que 

Cela étant, preiioiis un nombre nz tel que 

d'ou 1'011 déduit, en  vertu de  (5) 

Or En, apparte~iaiit  a u  champ %, on a 

oii im est la  borne iiiférieure de I (C)  dails '3K. P a r  coiiséqueiit on obtient 

(E étniit arbitraire positif) 
im 5 j .  

D' autre  part, ct~nqrre valeur de I(CI, oit C est une courbe quelcoiique 

d e  est atteinte daiis 'iX par  C, 0'(s) c.-&.-d.: 

I(C) = I(C, 0'(s)) 
d e  sorte que 

'< i .1= m. 
Aiiisi oii s' assure que 

. . 3 = 2m. 

011 voit donc que si uiie courbe C,(x = x,(s), y = yo(s), 0 = 0,(s)) doline 
le  iniiiimuiii absolu k I ( C )  daiis le chamP m, alors Co, 0,'(s) doiiiieiit le 
miiiimum absolu à I(C, u) daiis le  champ %. 

Annali d i  Matematica. Serie I V ,  Fomo IX. a6 
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Par conséquent, itfii-i qu'il existe la courbe Co ininimante pour I ( C )  
dans %, il faut et i l  suffit qu'il existe telles C ( x  = x ( s ) ,  y =  y(s) ,  0 = O @ ) ) ,  
u(s) iniiiiniantes I (C ,  u) dans D qu'on ait Z L ( S )  = O1(s). 

Or l'iiispection même des conditioiis de minimum montre que cela est 
en géiiéral impossible. 

8 3. Déinontrons eiifiii le théoréme si 

où A, B sont bornées pour x, y bornées, 6 uii nombre positif fixe inférieur 
A l'uiiité. Alors le probléiiie de niiiiimuni absolu de I ( C )  daiis la champ D 
n'admet en geiierale aucune solution. 

Considéroiis en effet de nouveau le champ 'EX et soit C , , ( x  = x,, s), 
y = y, , (s ) )  la suite minimisaiite pour I ( C )  daiis ce champ. Fixant a l ' t~rbitraiie 
le nombre positif E preiions I L  de façon que 

Or, 0,(s)  étant Lille fonctioii Ct variation bornée, A chaque nombre po- 
sitif q oii peut faire coirespoiidre un nombre positif H, et un ensemble Ev 
de mesure 5 y, formé d'une suite éiiumerabie d'intervalles (a , ,  b,) lie 
s'empiétniit pas l'un sur l'autre, telles que dans CE, le complémentaire 
de E., jiisqu' Ct ( O ,  Lc,), existe finie et continue la dérivée €Yn($  inférieure el1 
valeur absolue A H,. 

Considéroiis a prheii t  la fonctioii 0,(s) définie Ct l'aide des conditioiis 
suivantes : 

a) Dans CE, on a 0,(s) = 0,,(s); 

b) Dans (ni, b,)  011 a 0 , ( ~ )  = 0,,([bi) + flfi(hi) - f'n(ai) 
( S  - ai). 

bi - a, 
Il est aisé de voir que les fonctioiis, 0,(s) sont absolument contin~ies 

71-0 
et  que 

E n  remarquant qu'on a 

et que presque partout dans 1' intervalle (0, LCJ:  
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on construit à l'aide du raisonnemeiit des pages (196, 197) les fonction, p,(s) 
telles que 

l P T  1 s r i  7 l ' r i  l s 7 , P m  = eri(Lc,) = 0 ; 

Envisageons les courbes Cn données par les équations: 

0ii vérifie aisemelit ii l'aide des (14), (16) que les courbes stppartieiiiieiit 
a u  champ. 

Reiiiarquons d' autre part que d'après (a), (b), (16), (1'0, on voit qu'A 
chttqne iioiiibre y,  on peut faire correspondre un tel nombre YS que dans CEvo 
oii ait 

- - -  E 
IT(x,~, h) - f ( a n ,  Y n ,  e n ,  @~)/SG-- 

On tire d' ici 

- - 
Or aq, y,, 8, étant bornées uiiifor~némeiit de 7, on a 

n-O 

06 K = coiist. (ne d4pendniit pas de 7 0 ,  E). 
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Preiiciis q,, S($~;)I-:  illors de (18) on déduit 

d' oit l'on obtient, eii tenaiit compte de (12), 

Or étant une courbe du champ D, on n 

de sorte que 

D'ici oii tire, vu que E était fixé arbitrairement (> 0 ) :  

D'autre part le champ Cm comprend le champ D à soli iiitérieur; donc oii 
doit avoir 

i ~ z i ~ .  
On a par conséquent 

z g = z x .  

Cette égalité noiis inoiitre que toute uiie courbe Co doiiiiant le miiiimuin 
absolu à I ( C )  dans le clininp D doiiiie aussi le iniiiimuili absolu k I ( C )  dans 
le champ '92. 

Or, iious avons déjh démontré qu'en général daiis le c h a n ~ p  9K il 
n'existe pas pour I(C) aucune courbe réalisant le miiiimuin absolu. 

Pa r  conséqueiit le problème de miiiitnurn absolu de T(C) dans D aussi 
n 'a  pas en g8iieral de solutiori. 

5 4. Reprenons A présent le problème de miiiiinuin absolu posé dans le 5 2. 
Nous supposoiis que la fonction f ( î ( x ,  y, 0, z) admet toutes les dérivées 

partielles jusque' au 2-de ordre iiisclusiveinent et vérifie la  rel R t' 1011 

(19) f (x,  Y, 0, 4 r _ K I z l i i 6  

O U  K, 8 sont deux iiombres positifs fixes. 
Soit Ci, C, ... C,, ... une suite rniniinisarite de I ( C )  dans le champ D. 
Eii vertu de l'inégalité (19) on s'assure aisément que la suite coiisidérée 

admet au mois uiie courbe d'accumulation C, apparteriant au chaiiip 4. 
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Si la fonction de ligne I ( C )  est semi-continue pour toutes les courbes d u  

champ D, alors oti moiitre aisément que C, réalise le miiiimuni. 
Or la question se complique si I ( C )  n'est pas seiiii-corit,iiiiie pour toutes 

les courbes du champ n. 
Dans ce travail.iious définirons pour toute une courbe Co lu foiictioii de 

ligue H(Co) de façon que 

borne infbrieure de I ( C )  daiis le chanip D,(C,) ' 

H o  = i l  des courbes, posdda~it  les propriété (Io),  @O), (3") / 
E - O  ) , de 5 2 admettant avec Co le voisiiiage (E) \ 

et iious inoiitroiis que 
H ( C )  = J ( C )  

ou J ( C )  est iiiie iiitégrale curuiligne coiivennblen~eiit foriiièe de l a  foniie (1). 
Il est aisé de voir que si Co réalise le minimum absolu de I (C) ,  :ilors 

I (Co)= H(C,)  = J(Co),  or H [ C )  (et par conséqaent J ( G ) )  :L d;iiis le clia~np D 
la même borne iiiîërieiii.c iD que I ( C ) ;  par s~iite toute courbe iniiiiiilaiite 
pour I ( C )  est aussi iiîiiiinitiiite pour J(C). Iiiversemeiit, si C,, est une courbe 
minimante pour J ( C )  telle que 

alors Co est aussi miiiiinante pour I(C).  
Ainsi afiii que le problbine de inininiunl de l'iiitegrale I ( C )  daiis le 

champ D admette a11 moins uiie solutioii, i l  faut et il suffit qu'il existe parnii 
les solutioiis du problèine de miiiiiiiuin posé pour J ( C )  dans D, ( J ( C )  étaiit uiie 
fonction de ligne seini~coriliiiue partout, verifiaiit la coiiditioii 

il existe toujours au moins une solution du probléme de iniiiirnuin posé pour 
J ( C )  dans D), une telle solution 6, que 

Or J ' (C)  étant une intégrale curviligiie de la forme (l), nous pouvoiis 
écrire les équations  EULE LEI^ pour les courbes iniiiinîaiit cette ititégixle et 
par coiiséqueiit iious pouvons dans uiie certaiiie mesure expliciter la con- 
dition (20). 

11 est A remarquer que les intégrales :~nalogues h J ( C )  daiis le cas du 
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problème de ininimun des intégrales curvilignes de la forme 

fureiit considérées par M. TONELLI, qui a nloiitré leur *rôle important daiis 
l'étude des problémes de niiiiiinuin des foiictions de lignes noil seiili.continues 
partout. 

5 5. Lemmes préliiniiiaires. Soit donnée une foiiction positive f(x, a) coii- 
tinue et dérivable pour A S x  2 B, a s a  Sb; oii A, B, a, b ont des valeurs 
finies. 

Soit E un ensemble fermé de rx; appartenant A l'iiitervalle ( A ,  B) et 
soit @(a) la borne iiiférieure de f(x, a) pour rx; dans E (a est coiisidér6e comme 
un pmaiiiétre). 

Remarqnoiis d'abord que d'nprès uii théoréme bieii connu de WEIER- 
STRASS le problème de miiiiniiiiii iibsolu de la fonction f(x, a) daiis B adinet 
toujours au iiioiiis une solutioii, de sorte qu'A tout a dans (cc, b )  oii peut fitire 
correspoiidre uii eiiseinble ~ ( a )  apparteiiaiit A E des valeurs de  x telles que 

ou a,, a, soiit deux poiiit quelconques de l'intervalle (a, b); x,,, x,, soiit 
les nombres quelcoiiques appartenant respectivemeiit aux ~(a,), ~(a,), d'ici 
on tire 

(22) f ( ~ x ; , , , a , ) - f ( ~ a , , ~ , ) ~ Q > ( a , ) - @ ( a , ~ ~ f ( x x ; , , , a , ) - f ( ~ a , , a , ) .  

Envisageons le nombre I tel que 

oii voit d'aprhs (22) que 

Aiiisi la fonction @(a) est uiie foiiction continue et  vérifiant la coiiditioii 
de LIPSCHITZ-CAUCHY; par coiiséqueiit presque partout daiis l'iiiterviille (a,  b )  
il existe In dérivée @'(a). 

I ~ 

Dénioiitroiis ii présent l'existeiice de la dérivée droite @'(a) eii chaque 
poiiit a iiitérieur ft (a, b). 
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A cet effet, reinarqiioiis que toute valeur d'naciimulatioii de la suite 2,, 
,* - -a  

(où s,, soiit des nombres apparteiiniit respectiveineiit aux  ~(a,): ult et par  
suite a soiit des poiiita de  (a, 6)) appnrteiiant k ~ ( a ) .  

En effet, on n évideinineiit en vertu de  (22,)  et de (23)  

Cela étant, observons qu'on a 

oii A est un nombre positif suffiseminent petit, a - uii point intérieur II  
(a ,  b ) ;  m a , * ,  rx;, - les nombres quelconques apparteiiaiit respectivement aux  
~ ( u  + A), ~ ( a ) .  De (24) oii obtient 

Considéroiis A présent une suite quelcoiique de nombres positifs A,, tels 

4 

Soit x, une valeur  d'accuinulatioii de la  suite x,,~, où x,,~, sont des 
nombres appartenant respectivement aux  ~ ( a  + A,). 

Montrons que 
+ 

f a l ( x a  I A,, , a)-fU'(xa, a). 
n - m  

En effet, supposons le contraire: alors il existe une autre  valeur d 'accu-  

mulation de la  suite x a I ~ ,  - s!) telle que 

Supposoiis pour fixer les idées que 

Soit x,,~, l a  suite, coiiveiiableinerit extraite de la suite xa+an telle qiie 
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4 

01' X, apparteiiiiiit évideiniiieiit A ~ ( a } ,  oii ii, 

d'ou, eii passaiit à la limite, 

+ 
(1) Le même raisonnemeiit (il suffit d1Bclianger le rôle de x,, a, ) si 

+ 
oii %,+A soiit les iioinbres quelcoiiques de x(a + A), a, une des valeur d'ac- 
ciiiilulsttion de la suite a,+& 

I- 

Eii reiritirqiiaiit que LE, appartient à l'eiisenible ~ ( a ) ,  on tire de (24,) 

Doiic, d' aprés ce qui précède : 

( a  4- A)  - ( a )  + + 
A -@%'(a) = f,'(xa, a) 

où A > O, A - O. 
A l'aide du même raisorinemeiit, oii s'assure qu'eii chaque poiiit de ( ( 1 ,  b) 

i l  existe I;i. dérivée @'(a) égale k f,'(x,, a), ou 2, est uiie valeur d'nccuinu- 
latioti de la, suite %,-A (ou sont des nombres quelcoiique appni-teiitciit 

A -0, A>O 

respectiveineiit aux ~ ( a  - A)) .  
Il est aisé de voir que 

-+ - 
@'(a) 5 @'(a). 

Les propositioiis que iiow veiioiis de démoiitrer se géneraliserit nisemeiit 
ail cas de plusieurs variables. Ainsi:  

Si f ~ x , ,  X, ... x,, a ,  ... a,) est iciie foiictioii coirtiiiue et avec les dérivées 
ptrtielles coiitiiiues pour le poiiit ~ ( x ,  ... x,.) situé à 1' i i i  térieur d' une tiyper- 
sphére P de riiyoii fiiii Rp et  poiiis le point A(a, ... a,) situé 5L l'iiitérieur 
d' uiie hyperaphère de myoii f i i i i .  
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Si A est uii domaine fermé de points x appartenant 5L l'hypersphère P. 
Si eiifin @(cc, ... a,) est lit borlie inférieure de f ix , ,  x, ... x,., a ,  ... a,) pour 

le point x compris dnris le domaine A (le point A est coiisideré coinnie un 
paramètre iie variant pas pendant In minimisatioii). 

Alors @(a,  ... cc,) est une fonction coiitiriue vérifiant la condition da 
LIPSCIIITZ; de plus en chaque point A a l'iiitérieur de l'hypersphère il existe 

+ - 
les dérivées @ l a i ,  @'ai égales respectivement aux 

( i 4 2  ... e) 

sont respectivemeiit les points quelconques d' accumulations des suites 

Zai . . .a i -1-A. . .ae ,  Xa ,... a i - A . . . = >  of1 Xa ,... a i + A  ... ae ,  Xz, ... a i - A  ... ae 
A>O, A - O  

sont respectivement les solutions des problénies de minimum de 

f ( ~ ,  ... x , ,  a,  ... ai + A ... a,) dans A 
f (x  ,... IX;,, a, ... a , - A  ... a,) dans A. 

Remarquons erifiii. que toutes les propositions ci dessus déinontrées restent 
vraies si le domaine A étant infiiii, il existe un tel iiombre H que pour tout 
point A dans Q il existe au moins une solution x du problème de miiiiinum 
absolu de f dans A qui est compris k l'intérieur de l'hypersphère P de rnyoii 
éga.1 A H. 

$j 6. Coiisidérons h présent le problèine de minimuin absolu relatif k 
1' intégrale 

d m s  le chainp ~ 2 : : :  des fonctioiis absoluineiit contiiiiies &s) vériflant les 
conditions frontières 

(27) 0(a) = p, 0(a +- E) = + AE 

of1 CI, 6, C, a, p, y sont les nombres arbitraires, E u11 rio~nbre positif quel- 
conque. Avant d'aller pliis loiii, rappelons quelques défiiiitions préliminaires, 
fondamentales pour la suite. 

Annoli d i  Matematica, Serie I V ,  Yomo IX. n 
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011 dit qu'un iioinbre z est fort relativemeiit B (a, b, G) si pour tout n 
differeiit de z on a 

Si pour chaque valeur de n oii a 

alors on dit que z est serni-fort relativement & (a, b, c). 
Dans la suite, quand il 1i7y aura aucune ambiguit6 5t craindre, nous 

dirons sinipleinent: z est fort, z est senii-fort, et nous écrirons f(z) au lieu de 

f ( 4  b, C7 2). 

Cela étant, consicierons une Z, non forte niais semi-forte et soient P, Q 
les racities - respectivement le plus petit et le plus grand - de 17équatioii 

Envisageons la fonction 

P(t)  = f(P + t )  - f(Z,) - (P t- t - zo)f (2,) 

et reinarquons qu'on a pour toute une valeur de t 

01- on a F(0) = 0: par suite Ft(0) = O ,  c.-a.-d. f t ( P )  = ff(z,):  A l'aide du 
nlêine raisoiineinent on prouve que ff(Q) = f(zo). 

Par conséqueiit on obtient 

et pour chaque valeur de 

f ( 7 z )  - f (P) - (n  - P)ft(P) = f(n) - f(Q) - (n - Q ) f  '( Q )  = 

= f(n) - f(zJ - (7% - ~,)f'(z,) B 0 
de sorte qu'on voit que P, Q sont semi-fortes (mais noil fortes). 

Soit it préseiit x uii noinbre setni-fort appartenant B l'iiitervalle fermé 
(P, Q). On aura alors 
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Par conséquent, vu que P s z s  Q, on r e~o i t  

Doiic en tenaiit compte des inégalités (29,) on obtient 

et d'ici on voit que (P, x ) ,  (z, Q)  vérifient le système 

Cela démontre que tout iioinbre z i~ppartenant à l'intervalle fermé (P, Q) 
n' est pas fort. 

Coiistruisoiis toutes les (1: Q)  possibles; on obtient ainsi une suite énuin6- 
rable d' jiitervalles (Pd, Qi) ri' empiéta11 t 1' un sur 1' autre. 

Envisageoiis k préseiit un z A l'exterieur de toute (Pi, Qi) .  Il est évident 
d'abord que telle a ne peut pas être k la fois serni-forte et non forte car 
tout z semi-forte, lion forte appartient ~iécessaireinent k uii quelcoiique des 
iii ter valles (Pi, Qi) .  

D'autre part la z coiisidérée ne peut pas être iion semi-forte, car dans le 
cas coiitr'aire il existe de telles solutio~is semi-fortes pl q du systéme (30) que 

de sorte qn'il existe un tel indice i que 

Par coiiséqueiit, chaque z 5t l'extérieur de toutes (Pr, Qi)  est forte. 
Ainsi l'ensemble T(n, b, c) des tous les nombres non forts relativement 

A (a, b, c) est composé pour chaque (a, b, c )  d' une suite éiiumérable d' iii- 

tervalles fermés ( P i ,  Q,) II' empiétant pas l'un sur 1' autre. 
Cela étant, construisons les fonctions p(a ,  b, c, z),  q(n ,  h, c ,  a) de facon que 

(31) 
p(a, b, c, z )  = q(a, h, c, z) = a, si z n' appartienne pas à T(n,  b, c )  

p(a,  b, c, z)  = Pi, q(n, b, c, z)  = Qi, si z rippartienne à ( P i ,  Qi). 

Envisageons d'autre part la fonction +(a, b, c, z, p, q) continue et déri- 
vable, définie au nloye~l des relations 
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si in*q. 
On a évidemment, si p < z < q, 

+ [fi pi) + C U  - pi)ff(Pi)] = f (Pi)  + (a - Pi)fl( Pi)  = +(a, 6, C, Z, pi, Qi). 
Q - P  

D' autre  part, si p = z ou q = z,  

EII observant à préseiit que p(n, b, c, z )  2 z q(a, 6, c, z), oii voit en 
vertu de  (31), (32), (33) que p = p(a,  b, c, z) ,  q -  q(a, b, c, z )  réaliselit l e  
miiiimuin absolu de  la foiiction +(a, h, c, z, p, q )  d m s  le doinailie A, des p, q 
telles que p 2 z S q.  

( 
z 

P a r  conséquent v u  qu'en vertu de la eoiidition (19) on a + > k ' 1 p l+s qz + 1 4 - P  '- ' pour 11 C s < q oii s 'assure qu 'à  chaque nombre M on peut + jqIiis- 
9 - P i  

faire correspondre un tel nombre HM que si 

Cela étant, posons 

011 voit aisément qne 
P = P i l  q = q ,  

donnent le minimum absolu B l a  fonction 
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dans le domaine A des pl q telles que 

P > O ,  q > o .  

Or les inégalités (35) rious montrent qu'A chaque iioinbre Al oii peut 

faire correspondre un nombre HM(= HM + M )  tel que si 

alors 

Nous sommes doiic justement dans le CRS de la reiiiarque faite h l a  fi11 
d u  5 5 .  

P a r  conséquent, la fouction @(a, b, C, a )  définie & l 'aide des i.elsctioiis 

@(O, O ,  c, z )  = f (a,  b, c, z) pour chaque z ii'iippnrteiiniit pas & l ' (a ,  ?I, c) 

Q i -  Z (36) @(a, b, c, a) = f ( ~ , )  - 
z - P, 

Q é  - Pi + f(Qi)- g, - pi Pour l'i S I Q i  

égale B 

ou c e  qui est l a  même chose, & 

est une fonctioii con tiiiiie vérifiai1 t la coiidi tioii de C A U ~ H Y - L I P S ~ H I ~ ~ Z ,  adine tti~ii t 
partout par  rapport A chaque argument les dérivées A droite e't h gauche. 

On voit de plus que 
4- - 

@',(a1 b, c, 2) = S'a(% 6, c, 2, Pa+,, qa+o) @',(a, 6, c12) = dC'z(a, fi? c1 x, Pz-07 qz-0) 

oh ( p a + , ,  qa+o)... (pz-,, qz-,) sont respectiveineiit les points d'accumulatioii 
des suites 

1 p(a + A ... z), q(a -t- A ... z) 1 ... [ p(n ... z - A), q(a ... z - A )  ] 
a > o ,  A -o .  

Il est aisé de voir doiic que 

sont respectivement les solutions semi-fortes du  systéme (30) telles que 

Pa+, 5 2 qa+o Pz-O S z 5 93-0. 
Par conséquent 
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d'ici on s'assure que @(a, b, c, z )  admet partout la dérivée continue @',(a, b, c, 2 )  

égale k 
f *(a, 6, c, z, p(a, b, c7 a 

Il est évident à présent aussi que si z est à l'extérieur de 5"(rr, h, c), alors 
pato = ... = q,-,, de sorte que @(a, O ,  c, z )  admet les dérirkes CD',, a',,  CD', 
égales à 

(37) fta(a, b, c, 4, m a ,  b, c, z), f&, 6, c, z) .  

Coiisidéroiis n~aiiiteiiant le cas simple ou 1' ensemble 7' se réduit à u i i  

seul iiitervalle fini P ( a ,  b, c), Q(rr, b, c) et ou pour tout nombre Z semi-fort 
relativement in, b, c )  on a 

(38) fh, 6,  c, Z) > 0. 
011 s'assure aisénierit que dans ce cas P(a,  6, c) ,  Q cc, b, c)  sont des fon- 

ctions continues et dérivables de o, b, c. 
En calculant iinrnédiateinent les dérivées partielles de P et Q k 1' aide 

du systéme (29) et eii remarquant que 

@(a, b , c , z ) = f ( a ,  b , c , z )  si z z  Q(rr, h ,c)  oii si z s P ( t r ,  b,c)  

(39) @(a, 6, c, z ) =  fju, b, c, V a ,  b, c))  + ( z  -Pb, b, c))/'',(a, b, c, P(a,  h, cl) 
si P(a,  b, c )  5 z l Q(n, b, c) 

oii démontre que @(a, h, c, u) adinet les dérivées partielles contiiiues égales 
respecti vemen t aux 

f ',(a, b, c, P(a, b, c)) si l'(a, b, c)  5 z &(a, b, c). 

Revenoiis A préseiit au problème de minimum absolu posé ail début de ce S. 
Construisons la ligue polygonale 

y = 0,(4 

app;irteiiant à ~2:::~ formée des deux seginents rectilignes avec les coeffi- 
cieii ts angulaires égaux respect ivemeii t k 

fBl(ai b, c, B/,(.s)) = Const. a s 5 - cr. 1 E 
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et pour tout 12 

Par conséquent 

où 0(s) est une fonction arbitraire du chainp D$!::. 
Aiiisi on voit que la fonction 0 ( s )  doline le miiiiinum absolu k l'intégrale 

(26) dans le champ 0 ~ ~ ~ ~ .  
De plus la valeur n~iiiimum de cette intégrale (la borne inférieure) est 

égale & 

@(a, b, c, 1). 

5 7. Considérons B préseiit ln classe K des courbes possédant les pro- 
priétés (Io), (2'1, (3") du § 2 et soit Co ilne courbe de cette clilsse. Fixmit & 

l'arbitraire le nombre positif E, envisageons le champ D,(Co) des courbes C 
de la classe K adméttant avec Co le voisinage ( 8 ) .  

Soit i, la borne inférieure de I (C)  dans le chainp DE(Co); quaiid E décroit 
jusqu' St zéro, i ,  augmente et tend par suite vers une certaine limite (finie 
ou infinie) que nous désignons par H(Co). 

Il est évident que 
(41) H(C0) 5 I(C"). 

Soit A préseiit R la classe des courbes de K pour lesquelles H(C) a 
une valeur finie et soit Co une courbe de la classe R. Moiitroiis qu' i l  existe 
toujours une suite C,, de courbes appartenant respectivemeiit aux champs 
D,,(Co) (ou E,, - O) telles que 

n-00 

(42) I(G1) - mCJ. 
a-b0 

A cet effet prenons arbitrairement uii iiombre positif ?z et faisons-lui 
correspoiidre un tel iiombre positif E,, que 

Or il est évident que dans le champ DE,(Co) il existe une telle courbe C,, 

que 
1 

( 4 4  1 I(C,,) - Ga 5 i&; 
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d'ici oii tire en vertu de (43) 

Ln suite C,, est donc la suite cherchée. 
Démoiitroiis eiifiii que H\C, est uiie foiictiori semi-coiitiiiiie iiiférieuremeiit 

de ligiie C dans ln classe II'. 
Fixons, en effet, R l'arbitraire le nombre positif E et soit I, uiie coiiibe 

de la, classe R admettant avec C le voisiiiage (E) (et apparteriaiit par siiite 
AU champ D,(C)). 

011 a évidemment 

5 8. Daiis ce 5 iioiis allons expliciter l'expressioii de la H(C). A cet 
effet eiivisageons l'iiitégrale curviligne 

et reiilii,i.quoiis que d'aprés (19) et de (36), on a 

Soit S la classe de coiirbes apparteiiant A X pour lesqiielles la fonction 
de ligiie J(G)  n uiie valeur finie. 

Moiitroiis d' abord que J(C)  est seini-coiitiiiue inférieurement pour toutes 
les coiirbes C de la classe S. 

Erivisageoiis en effet la siiite C,,(x = x,(s), y = y,(s)) des courbes de S 
n-w 

convergeaiit vers iine courbe C,(x = xo(s), y = y,(s)) appartenant ai~ssi à S. 
Soit (O,  L,,) le plus graiid iiitervalle coininun à des intervalles (O, L,,), (O, LcJ. 
Eii fixant & 1' arbitraire le nombre positif M, coiisidéroiis 1111 ensemble En, M des 
valeurs de s npparteiiant à (O, L,,) telles que 

1 @'o(s) 1 s M. 
On a évideinnient 

(47) I(C,,)> p(xll, y,,, 07,, 0',,)ds ?J{ @(x,,, y,, , O , , ,  O f o )  + - 0'0)@'0r(~71, y,, , O , , ,  Op0)  1 d s  
EH, M En, M 
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---- .- 

car oii a toujours 

Remarquons d'autre part que 

Par conséquent 

(M)  IQ>(G, Y , ,  'L, 0'o)-@(x,, Y,? 0 0 ,  Q ' J I S n  
(50) oh s appartienne à E,, M 

(M) 1 @'edx,, , Y n  , On, 0 ' 0 )  - @'O!($,  , Yo 7 0 0  0 '0)  1 I & w  

oiZ dM'-+O pour toute valeur fixde de M. 
n-6, 

On a donc 

Or il est aisé de voir d'aprés (49) que 

Par conséquent en vertu de (51) et de (46) on a 

n ,  M 0 Sn, M - 0- 
12-00 n-00 

Cela étant, preiions M = M,, de fagon que M,, -, oo, q n ,  M~ -0, Sm, - O 
12-bO 

alors on a 
m(E12, MJ - Lc,, 

n - - m  

Par coiiséquerit, de (52) on tire finalement 

Envisageons 5i. présent une courbe Co appartenarlt B la fois 5L la classe R 
et B la classe S. 
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Soit C, une suite des courbes (appartennn t respectivement aux chanips 
n - w  

D I  (Co)) telle que - 
va 

I(C*,) - H(C0). 
n - w  

On a évidemment 
4 G8 2 J( C8, 1 

d' ou 1' on tire 
H(CJ + E, 2 J(C,) ou E , ~  -O. 

va-cc 

On J(C) étaiit semi-continue dans la classe S on a 

Démontrons maintenant qu' on R aussi 

Coiisidérons en effet uiie courbe C (de ln classe X) dont l'angle de dire- 
ction 0Js) est une fonction continue avec sa dérivée premiére par rapport a s. 

Posons pour abréger 
iLc . 

S. - - < - z = 0, 1 ... n 
n ' 

et considérons les triplets 
~ A s t ) ,  ~c(st)> oe(~i). 

Envisageons le problème de miniinuni absolu de l'int4grale 

dans le champ 9 1 oc(s0)) O e ( s ~ ~  1 et soit @'(s) la fonction miniman te. 
So, SI s o ~ s ~ s i  - 

11 
Construisoiis la courbe 12:) avec la longueur 2 issue du point [x,(s,), y,(so)] 

n 
de façon que @(s) soit son angle de direction. 

Soit x = x~)(s), y = yn(s) les équations définissant CE'. 
On a évidemment 

s S 

Envisageons aussi le problhne de minimum absolu de l'intégrale 
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dans le champ 4) 1 '::::). 1 et soit @(s) ,  ( s ,  2 s 5 s,) la  fonction miniinante. 
s2 

Soit c:) la courbe avec la longueur issue du point (x?(s,),  y!?(~J) telle 
12 

que @(s)  et son angle de direction, et ainsi de suite. 
Construisons présent la courbe C,(x = x , , ( s ) ,  y= y , , ( s ) )  appartenant 2i, 

ln dasss  JE / de longueur I,, 1 de faqon B confoiidre pour si 5 s 5 si+, avec c?.  
A0,(s .) 

En observant que %,(si), yc(si),  Oc(s,), 2 sont bornés indépendamment As 
de n, on voit d'après (33) qu' il existe un nombre M indépendant de 12 tel que 

Or on a, d'a.prés la loi m&nc de la construction de la courbe C,, , fl,,(si) = 
= O,(si). Par conséquent 

L 
(55) I0,,(s) - 0,(s) 1 5 2M" n 

d'ou l' on tire 

S 

1 y f l ( s )  - yc(s )  1 = O,, - Sin flC]ds 

ou N est une constante indépeiidante de n. 
On a par suite 

Or on a d'aprés ce qui précède 

Donc de (57) on obtient 
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Remarquons d'autre part qu'en vertu de la coiitinuité de WC(s), on a 

Eii passant ici & la limite, oii obtient, vu  le semi-contiimité inférieure de 
H(C) daiis la classe 

H( C )  J( C).  

Nous avons donc d6inoiitré cette inbgalité pour toutes les courbes C de 
la classe X pour lesquelles 1' angle de direction 0(s) admet la dérivée continue 
et bornée. 

En teiiant compte k présent de 1' inégalité (531, oii s' assure que pour toutes 
les courbes C de la classe X, pour lesquelles l'angle de directioii 0(s) admet 
la dérivée continue et boriiée, oii a 

Pour démontrer cette égalité dans le cas général, iiitroduisoiis la conditioii 
supplhentaire 

fW, y, 0, 4 2 43, Y) 1.2 1 1+6 + B(x, Y) 

oh A($, y), B(x, y) sont bornés pour les valeurs bol-liées des arg~iineiits. 
Alors il serait aisé de voir que toute une courbe arbitraire Co de  ln 

classe S peut être approximée par la suite Co des courbes (de ln classe a), 
dont les angles de direction 0,(s) admettent les dérivées continues et bornées 
pour chaque valeur fixée de ?a, de façon que 

En effet, oii voit d'abord que l7i11t8grale 

admet une valeur finie. 
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Par  conséquent, oii peut toujours choisir la  suite C, des courbes (de la 
classe K) dont les aiigles de direction 9, (s)  admettent les dérivées coritiiiues 
et bornées de façon que 

On voit d'ici que la mesure de lJeiiseinble EM,* dans lequel on a 

est au moins égale LI 
1 

Cela étant, remarquons que 

oix CEN, ,  est le complémeiitaiie de EM,% jusqu' à (O, Lc,). 
Soit k préseiit Y(M) la foiictioii croissante de M telle que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



222 N. BOGOLIOUBOFF: Sur I'applicatiofi des méthodes directes 

D'autre part on n aussi 

- - 
oh A, B soiit les bornes supérieures de A(%, y), B(x, y) dans le domaine 

En remarquant que 

Par conskquent 
1 

Dans cette inégalité le iiombre M est arbitraire. Posons 

de sorte que 
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011 a, d'après ce qui précède, 

Soit i,, comme toujours la borne inférieure de I ( ( : )  daiis le cliainp D,,(Co). 

D'ici on tire que pour Co il existe la valeur fiiiie H(Co} vérifialit l'iiiégalité 

Ceh nous tnoritre, eii particulier, que toute une courbe de lai classe S 
appartient aussi à la classe R. Par coiiséqueiit, eu vertu de (53), on voit 
que pour toute une courbe Co de la classe S oii FL 

(59) H(Co) = J(C,). 

Ainsi iious avons démontré le théoréme foiidan1eiil:~l pour In suite: 
Si [(z, y, 0, z )  est uiie foiictioii coiitiiiue, adin~tttint toutes les dérivées 

partielles jusqu'au 2ème ordre iiiclusiveineiit, périodique avec la période 2.n 
per rapport a 0 et vérifiant l'iiiégalité 

f (x,  Y, 0, 2 K l z 
ou K, 6 sont les noinbres positifs fixes, alors l'iiitégrale curviligne 

Lc 

J ( C )  =P(E, y, 0, W)ds 
O 

(oh Q(x, y, 0, z)  - définie par les égalités (36) est une fonction con- 
tinue, adinettstiit pour toutes les valeurs des a.rgumeiits les dérivees 

dont 0,' est continue, périodique avec la période 2i-c par rapport h 0, véri- 

quelque soient (x, y, 0, z, p ) ,  prise suivant la courbe C de la classe K dont 
l'angle de direction, admet la dérivée continue, est égale It H(C) limite (pour 
€-O) de la borne iiiférieure de l'intégrale curviligne 
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daris le champ D,(C) des courbes de la classe K admettant avec C le voi- 
sinage (E ) .  

Si de plus 
f(x, Y,  0, 4 s 4x7 Y )  I 2 + B(x, Y ) ,  

ou A(x ,  y), H(x, y )  sont bornês pour les valeurs bornées des arguineiits, 
alors 1' égalité 

H ( C )  = J ( C )  

a lieu pour toutes les courbes de la classe S. 

5 9. Plaçons-nous b présent dans le cas considéré k la page 204 et siip- 
posons que la fonction f ( 3 ,  y, 0, 2 )  vérifie iiiissi les coiiditions auivsntes: 

f(x,  Y? 0 ,  2) I A(%, Y ,  0 )  / z + B(a,  Y,  0 )  
1 f,' 1 5 A 1 z  Il+" B, 1 f,' 1 S A 1 z II+" B, 1 fe' 1 2 A 1 z + B 

oii A(x, y, O),  B ( x ,  y, 9 )  sont des fonctions bornées pour x, y bornés. 
Alors i l  est aisé de voir que @(x, y, 0, z )  vérifie les conditions 

(60) @(x, y, 0 ,  z )  S A 1 z + B, 
@ A i ~ + i - B i 1  A i 1 + +  I O e f I ~ A , I ~ ' + ' + B ,  

ou A,(x, y, 01, B i ( x ,  y, 0 )  sont bornées pour x, y bornés. 
En reiiittrquaiit que @,'(LE, y, 0 ,  z )  lie peut pas décroitre quand z croit 

de - oo jusqu'k + oo, or1 a 

Or, on it d'aprés (46) 

oh A,($, y, O ) ,  B,(x,  y, 0 )  sont bornées pour x, y bornées. 
Cela étaiit, remplaçons la variable d'intégratioii dans l'intégrale 

(1' arc S) par 1111 parstiiiétre quelconque s ;  oii reçoit alors 
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Il est évident que pour x ' ~  1-- yr2 + 0, la fonctioii y adinet les dérivées 
partielles coiitiriues égales respectivemeiit k 

1 

@,'(xr2 + yr2)Z, 
X' Y' f I  1 I I I  

0 - or@ 1 1 
- 2 8 ' , . 1 .  Y " -4- g'o,yr -- Y' 

y'2)S (x'" yr2)2 ( g p  4.. y'2)2 ( X I -  + Y ~ ~ ) ~  (d2+ y'?) ) 
(61) 1 

On voi t  d'a,prés (60) qu'A chaque iiombre M on p e u t  faire c o r r e s p o n d r e  

deux nombres A M ,  BM tels que si 

d'oh l'on tire en vertu de (61) 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Toino IX. 
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Soit ii present O une courbe réalisant le minimum absolu de 

dans le champ 9. 
Soient 

x = x(s), y = y(s) 

les équations exprimaiit les coordonnées de la courbe C en fonctioii de l'arc. 
Soient eiifin 6x(s), 6y(s) deux fonctiori arbitraires continues, deux fois dé- 
rivables dans (O, Lc), telles que 

Envisageons la famille C(E) des courbes définies à l 'aide des équations 

(si a # O, alors le paramétre s dans ces équatioiis ne coincjde pas eii general 
avec l'arc). 

On a Avidemment 

Il est aisé de voir qu'il existe uii nombre positif M tel que dans tout 
intervalle (O, Lc) on a 

.. 

d'ici on tire, en vertu de (63) et de (65), 

oh Ana, BM sont les coiistantes ne dépendant que de  M. 
Considérons la fonction f ( ~ )  égale & 
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On voit, d'aprés (66), que cette fonction admet partout dans l a  dérivée 
continue par rapport a E, égale 5t 

ûcp(x + EÔX, ... y" -t EBY") jc O a€ ds. 

Or, f ( ~ )  admettant pour & = O  le minimum absolu, on doit avoir f (O) c. 8. d.: 

\ <Pf,Gx(s) -j- @',6y(s) + [a cos 8 - @'g sin 8 - 2@'e1€J' COS O]~X'(S) -t jC 
O 

D'ici oii conclut que presque paintout dans l'intervalle (0, Le) on a 

A = const., B = const. 
(67) 

[@ sin e +- ( P t e  cos 0 1 2@'gr8' sin O]ds + ' y ( Z ~ 2  = A i  + B,s, 
O O O 

A, = const., B, = const., (s - 1' arc). 

Soit A présent R l'ensemble des valeurs de s de l'intervalle (O, Le) pour 
lesquelles : 

1") il existe la dérivée 6'(s); 
2") ont lieu les équations (67). 

Soit S un point de l'intervalle (0, Le) n'apparteiinnt pas B E. Or E étant 
- 

uil pseudointervalle de mesure égale & Lc, s est necessairement le point 
d'accumulation des points s, de E. 

- - 
Soit Ü une valeur d'ttccunlulatioii de la suite tl'(s,); posoils @(s) = a. 

Faisoiis la même opérstioii avec tous les points s de (O, Lc) n'appar- 
tenant pas k E. 

Ayant ainsi défini W(s) dans tout intervalle (O, Lc), on voit que les 
équatioiis (67) ont lieu partout dans (O, Lc). 

Par  conséqueit la foiiction <PtgI(s(s), y(s), tJ(s), W(s)) est conthlue et bornée, 
admettant presque partout la dérivée intégrable. 
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On a donc 

de'e1 sin 0 + O'efO' cos O - Q cos 9 + W e  sin 0 -I- W,ds = B (68) - - 
ds i 

O 

d@'f,l 
(69) - - cos 0 + Qref8' sin 0 - Q, sin tJ - W e  cos 0 i- W,ds = B,  

ds S 
O 

d'oh en multipliant (68) par cos 0 et  (69) par sin Y e t  en faisant la somme 
on obtient 

(Qro8' - CD) + cos 8 W,ds i- sin 0 @,ds = ( B  cos O + B, siii 9) ; S 
O O S 

d'ici on conclut qiie la fonction We8' - est aussi une foiiction continue et  
bornée, admettant presque partout dans (O, Lc) la dérivée intégrable. 

Remarquons B présent que 

de sorte que 
@'(z)z 2 K 1 .Z Il-' - @(O) ; 

d' oh 1' on obtient 

on voit donc que 0 ' ( s )  est bornée dans (0, Lc). 
Envisageons inairitenant l'ensemble E, des valeurs de s pour lesquelles 

on a 
e'w 2 Q(x(s)? Y(s), 

et  l'ensemble E, des valeurs de s pour lesquelles on n 

La continuité de e'?, @ - dans (0, Lc) c. A. d. la continuité de 

f e r ,  f dans l'eiisemble E, + E, montre que W ( s )  est coiitinue dans E, 
aimi que daiis E,. 

Par conséquent l'ensemble E, + E, est fermé, de sorte que l'ensemble H, 
le coinpleineriti~ire de 1' enseinble E, + E, jusqu' à. l' intervalle (0, Lc) est 
composé d'une suite éiiuinérable d'iiitervalles ouverts (a,, P t ) .  

Dans chaque (ai, pi) on a évidemineiit 
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Par conséquent en vertu de (40) on regoit 

@(x, y, 8, 6') = f (P) -1- (4' - P ) f 1 ( P ) ,  Q>',~(s, y, 0, H') = j"(P)  

En substituant ces valeurs dans les équatioiis (67) et en faisant les 
calculs, on s'assure que dans l'jiitervalle (a , ,  Pi), C doit verifier l'équation 
differentielle du 2 h e  ordre de la forme 

oh p ( x ,  y, 0) est uiie foiictioii contirine périodique avec In période 2n par 
rapport k 0. 

Cela étant, eiivisageons l'eiisemble H, des valeurs de s polir 1t.sqiielles 

Il est évident d'abord que l'eiisemble Hi appartient a H. 
Or (72) iious moiitre qiie H'(s) et par suite 

sont des foiictioii coiitiiiues de s dails H. 
Par coiisequent Hi est formé d'uiie suite éiiuinérable d'intervalles 

(ai, P i )  ii'empiétaiit pas 1' un sur l'autre. 

Il est aise de voir que dans chaque intervalle (u i ,  P,), C vérifie 
1' équation (72). 

D'aulre part on peut démontrer que l 'arc de C dans (a,, Fi) donne le 
miiiiinum faible a l'intégrale 

a1 

oii l'on a posé 

Nous dii-oiis qu'une courbe C est singulière relativemeiit a u  problème 
de minimuni posé si elle posséde les propriétés suivantes: 
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1") vérifie 1' équation (72); 
2') vérifie 1' inégalité O(m, y, 8, 8') < f(x,  y, 8, h') ; 
3") réalise le minimum faible de 1' iiitégrale (74). 

Alors, d' après ce qui précéde, oii s' assure ti présent que 1' égdité 

a lieu dans le cas ou aucilil arc de C ne se confoiid avec l 'arc d'une courbe 
siiiguliére, et dans ce cas seulement. 

Ainsi iious avons démontré le théoréine. 
Si f (x,  y, 8, z) vérifie les conditions explicitées au debut de ce 9, alors, 

afin qu'il existe la courbe réalisant le minimuin absolii de l'intégrale I ( C )  
dans le champ 9, il faut et i l  siiffit que pnrnii les courbes réalisaiit le ini- 
iiimam absolii de J ( C )  dans 3 il existe la courbe ii'ayaiit aucuii arc 
commun avec des courbes siiigiilières relatives ctu problème de ininimuni posé. 

Remm-que. - Si la fonctioii p(m, y, 6) vérifie pour toutes les valeurs de 
ses argument une des iiiégalités 

alors il 11' existe aucune courbe siiiguliére, de sorte que dans ce cas il 
existe toujours le miiiinium absolu de 1'intégra.le I ( C )  dniis le champ 9. 

5 10. Dans ce 5 iious allons démontrer l'existence des solutioiis des 
équations d' EULER relatives A I ( C )  dans le champ 9, en supposant verifiées 
les conditions du 5 9. 

Avant d' aller plus loiii, observons yu' 8 chaque iioinbre ,Il on peut faire 
correspondre uii nombre a~ tel que si 

D' ici on voit, eii vertu d u  théorème classique sur les foiictioiis iinplicites, 
qu'à chaque nombre M on peut faire correspoiidre uii iioiubre HM tel que 
si les (75) ont lieu, alors 
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Il est évident d'autre part qu'A chaque M oii peiit f:iire corrcspoiidre 
uii iioinbre EM tel que si (75) ont lieu et si 

Cela étaiit, coiisidéroiis 1' iiitervalle (P(x, y, 8) -t S M ,  Q(x, y, 8) - E ~ )  

que iious désigiioiis p;ir (PeM(x;, y, O ) ,  Q,,(x, y, 0)). 
Ei~visageoi~s le champ Dn,M des courbes C apparteiiant au champ 9, 

formées au  plus de T L  iircs le loiig de chacune desqiielles oii a presque partout 

ou presque partout 1 x 12 M, 1 y j 5 M 

Moiitroiis qu'il existe deux iioiiibres 12,  et M, tels que pour tout 17 2 I I ,  le 
champ D,,M~ existe, c. Lt. d. il existe des courbes appartenant il ce champ. 

Soit en effet C 
= x(s)> y = y(s), O s g L, 

la courbe miiiimante de J ( C )  dans le champ 4). 

Faisons avec C avec la même coiistmctioii qu'avec C daiis les page 197, 203 
et avec la courbe ainsi obtenue la même coiisti~uctioii qii'avec Co dans ln 
page 205. 

Or1 obtient alors uiie suite des courbes C,  stpparteiiaiit au champ 9 

x = xn(s),  z j  55 yn(s), O s 5 Lc 
telles que : 

1") x,(s) -W), y&) - y(s), O&) - W s ) ;  n-+m 
29 I (  C,,) - J(C,), 72 - 
3") l'intervalle (0, Lc) peut être divisé au plus en 292 parlies dans 

chacune desquelles oii a partout 

Or, il existe uii iiombre M tel que 
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Par coiiséqueiit oii s'assure d'après (1) qu'il existe uii ~ioiiibre A i ,  iiidé- 
pendant de 11, tel que 

(78) I I 5 / Y ~ ( s )  I 2 Mi . 
4 Fixons à présent un iiombre 12, tel que pour tout n oii nit E , ~  5 E M , .  

2 
011 voit doiic qiie le champ existe pour tout 11 5 n i .  011 voit de 

plus qu'A chaque iiombre M z  144, oii peut faire correspoiidre uii nombre 1 1 ~  

tel que le champ D , , M  existe pour tout n Z ~ M .  
La reiatioii (21) iious iilontre que la borne iiiférieure de I ( C )  daiis J ! ) ~ , M  

tend vers iD quaiid n- oo. 

Eii vertu de l'iiiégalité 

on voit qu'il existe uii nombre positif M tel que pour toute courbe pour 
laquelle 

I ( C )  s ZD + 1, 
on doit avoir 

I W I < M ,  y ( s ) I 4 f .  

Par  coiisequent, d'après (78), on voit que si Mg est le plus graiid des 

iioinbres M , ,  alors il existe uri nombre pz, tel que si pour une courbe C 
on a 

et cela quelque soit le iiombre n ~ n p ,  où  IL^ est un nombre suffisamment 
grand (2 n&). 

Cela étant, eiivisageoiis le champ D , , M , ( n  > 12,) et  posons le problkine de  
minimum absolu de I ( C )  daiis ce champ. 

Soit Cm la  suite miiiimisante. II est évident en vertu de l'inégalité (79) 
m-Ca 

que la suite C,, a une courbe d7accuinulation C apparteiiant au champ D 
m-Ca 

de sorte qiie de la suite Cm oii peut toujours extraire une suite (;', telle que 
la suite C, admet C comme courbe limite. 
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Cela étant, soient l('(a/', a!::) les intervalles composants de (O, Lc,) tels 
que dans chacune d'eux on ait presque partout 

Or le nombre des intervalle lim) étant nu pliis égal à n, on peut toujours 
extraire de la suite p une telle suite v que 

Montroris qu' & l'intérieur de li(a,, ai+,) (si bien entelldu ai$- aifi),  on a 

A cet effet, il suffit de reinarquer qii' il existe une suite B, convergente 
vers zéro, telle que presque partout dans (O, Lc) 

011 voit donc que l'intervalle (0, Lc) peut être divisé au plus en n inter- 
valles 1; qu' à l'interieur de li on a presque partout 

Par  conséquent la courbe C appartienne au  champ  da,^,. 
Montrons qu' on n 

4 C )  = b,, Mn. 

Cela étant, désigiioiis par $) l'iiitervalle commun A li ,  lt) s'il ne se ré- 
duit pas h un point. 

Soit CEv 1' ensemble compléinentaire à 1' ensemble E; foriné des iiiter- 

Annali di  Maternatica, Serie IV, 'Porno IX. 
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Or dans chaque @' on a presque partout 

D'autre part, de (82) on tire que 

Aiiisi finalement 
1 " )  1 )  - Eu,  0ii €,-O. 

v -+O0  

D'ou, A l'aide de raisonnement habituel, on tire 

Montrons que H1(s) est une fonction continue dans (a i ,  a,+,); cet effet, 

supposons le contraire et rernarquons que la courbe 

x = x(s), y = y(s) ; a( 2 s 5 cri+, 
donne h 11int8grale 

jzi, y7 0, O1)ds 
ai 

le minimum absolu dans le champ 5 des courbes C 
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de longeur ai+, - ai telles que 

et  telles que presque partout en (a , ,  ai+,) 
- - -  - - -  

B(si 2 QEMa(x, y,  O), ou presque partout 0w s P E M J q  Y )  O ) .  

Il est aisé donc de s'assurer que 

pour toutes 6x, 6y compatibles avec les liaisons (83) imposées aux courbes 

du champ a 
011 voit donc qu'oii peut prendre 

ou 60 est une telle variation que 

ai-ki ai+i 

S sin 068ds = 0, cos 060ds = 0, 68,, = 6ti,,+i = 0, S 
ai 

et que 

pour presque toutes les s telles que 

pour presque toutes les s verifiant ln relation 

Les liaisons 1 x(s) 1s M , ,  1 y(s) 1 5 M, ne sont pas imposées B l'attention 
car d' aprhs (89)-@1), 1 x(s) 1 < M, , 1 y(s) 1 < M, . 

Coiistruisons A présent les variatioiis 69 verifiant les conditions imposées. 
Soient E, , E,, E3 trois ensembles tels que 
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et tels que presque partout dans E, (s'il existe) 

ef(s)  > QgMs(s) OU of(s)  < PsM,( s )  

presque partout dans E, (s'il existe) 

' ( S I  = QtM3(s) 

presque partout dans E, (s'il existe) 

el(s> = PcMs(~)7 

tous les E,, E,, E, étant donc déterminés à une ensemble de mesure 
riulle près. 

Introduisons les fonctions quasi continues et bornées 

f h ) l  fd4, f&) 
de façon que dans E, ces foiictioii soiit nulles; dalis E2 &ales réspectiveinent 

A Q'EMzx 1 Q'cMgy Q'EM4ej dam K4 PfcMgZ, P1EM8V, PfEMle - 
Soit P ( s )  une foiictioii quasi-coiitiiiue e t  bornée dans ( a , ,  ai+i). 

Désignons 
- sin O(s) par h(s), cos O(s) par y(s). 

Considerons le système intégro-differentiel suivant: 

Il est Avident que 
8 

Ce systéine nous montre que wf,(s, z) est continue 
rapport à, z pour presque toutes les S .  

On a 

w(s,  s )  = 1. 

et  dkrivable par 
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Soit A préserit 6y(s) une variation arbitraire daiis E , ,  positive dans E, et 
négative dans E,,  qui vérifie les relalions 

On s'assure niséineiit que 68 vérifie toutes les coriditioiis imposées p i  

les liaisons (83). 
Or on a 

@a&(  

SI= 86O'ds S 
ai 

oh l'on a posé t 

Q = f t8.  -Jf16ds + J;[siii +,cis - cos S ~ , d s  I ds. 

Or, on n presque partout dails (ai, a,,,) 

de sorte que 

d' oii 1' on tire : presque partout daiis E, 
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presque partout dans E, 

presque partout dans E3 

9 

ou Ci , C,, C, = const. 

Soit Ë, l'ensemble des valeurs de s appartenant b E telles que partout 

dans Ë, existe la dérivée t l l ( s )  et a lieu (84). 

Soit un poiiit d'accumulation des points de E,. 
Montrons que quand le point s de Ë, tend vers < B'(s) tend vers une 

valeur bien déterminée. 
En effet, supposons que quand s tend vers s< il existe au moins deux 

valeurs d'accumulation de 8'(s), O,', 0,'. 
En vertu de  l a  continuité des intégrales 

on voit que 
- - 
a S 8 

f'g,(%;, y;, O;, 0<) - j f 0 d s  +j[sin ûJftxds - cos 
% .xi U t  a2 

S 
- - 

fle,(xg, y;, O;, O f , )  - fl& + sin 0 frxds - cos S Sr S 
xi ai a i  R i  
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Or @, , fl', étaiit les valeurs d'accumulatioii de O1(s), oii doit avoir 

Doiic entre û', et 0', 
fl'~"(G, y;: O;, .) = 0 

c e  qui est impossible eii vertu des suppositions faites. 

Ainsi quand le poiiit s de Ë, tend d 'une  fa9011 quelcoiique vers le point s 

d e  E, iioii apparteriaiit k Ë,, tll(s) teiid vers uiie valeur bien déteriniiiée. 
Considéroris à présent E,. Ori voit que presque partout dans cet eiiseinble 

(pseudo-iii tervalle) 

bf(s) = QEMI(s). 

Soit Ë, l 'ensemble des valeurs de s appartenant à E, dans le quel il 

existe la dérivhe Y1(s) e t  se trouve vérifiée la relatioii (85). Soit s un point 

d'accumulatiori des points de Ë,. 
On s 'assure a i s ther i t  que quand le point s de  E2 leiid vers  s, alors 0'(s) 

tend vers une valeur bieii déterminée. 
Repétoiis enfiri l e  même raisonnement avec 133. 
Pour démontrer à présent la coi1 tiniii té de W(s) daiis tout i i i  tervalle 

( a i ,  ai+,) il suffit de  moiitrer que si est un poiiit d'acciiiniilation B l a  fois 

des poiiits de  k7, e t  de  z., ( l m =  2, 3) ( E , ,  Ë, lie peiiveiit pas  coexister) alors 

(les deux limites étant bien détermiriées en  vertu des raisoiiiieinents precedeiits). 
Supposons pour Axer les idées que 1-  = 2. 
Alors, en vertu de (84) e t  de (85), 

L e  même rnisoiinemeiit dans l ' au t re  CRS I * =  3. c .  q. f. d. 
Ainsi nous avons démontré que @(s) daiis (a,, a,,,) est uiie foiictioii continue. 
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D' uiie fqoii  aiiii,logiie oii peut inoiitrer qiie si 

011 voit aiiisi que V(s) est une foiictioii coiitiiiue sauf peut-être au 
voisinage d'iiii noinbre de poiiits isolés oh elle adinet des discoiitinuités de 
la première espèce. 

D' après ce  qui préchde, oii s' assure qu' en ces points de discoiitiiiuité 
- a, - on a 

An(a ,  + 0 )  = A,,(a, - 0) = 0. 

La foiictioii A,,(s) est donc une fonction continue de S. 

d'O 
Or dans chaqiie (a , ,  a,,,) i l  existe presque parto~it la. dérivée - bornée 

dse 
d0 

(en valeur absolue) iridépeiidammeiit de n. Vii que x(s), y(s), - sont aussi 
ds 

boriiées (eii valeur absolue) iiidépeiidaiiiiiieiit de n, oii s'assure A préseiif 
qu'il existe le iioinbre positif H iiidepeiidaiit de vz tel que 

Or la suite C étaiit la suite iiiiiiimisaiite k la fois pour Z C )  et pour J ( C )  
dans le chainp D, les bornes iiifèrieures de I ( C )  et de J ( C )  daiis D étant 
égales, on n 

Eii vertu de (87), oii voit donc que 

de sorte qu'A chaque E on peut faire correspondre un nombre n,  tel que 
pour tout n 2 n, 

1 A,,(s) 1 l e ,  O S s S  L c .  

Or si pour un poiiit so , Bf(sO) = PEHII(sO), OU si @(s,,) = QEMI(sO), alors 

A,,<so) 2 6 1 01 
oh 6 ne dépend pas de n. 
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011 voit doiic que si l'on preiid E 5 6, alors pour tout I L  2 î ~ ,  et pour 
tout s iiitérieiir A (O, Lc$ H'(s) soi~t ik l'exterieur de ( P E M p ( s ) ,  QEM1(s)) de sorte 

que la courbe C  devient uiie courbe intk1~ieu7.e au champ 
Par coiiséqiieiit 

1' i i i  tégrale 
tout arc (s, , s,) de C doniie le iiiiiiimuin faible (libre) 5t 

les poiiits extrêmes et les valeurs extrêmes des angles de direction des 
courbes de comparaisoii coincidniil avec celles de l'arc coiisidéré de C. 

On voit rnaiiiteiiant que la courbe C est uiie extrenîaloïde relative h Z(C) 
formé d'iiii iioinbre (au plus égal à n) des extremi~les. 

Cela déinoiitre le théorème. 
Si f(x, y, 0, a )  vérifie les coiîditioiis du théoséine d u  5 9, alors daiis le 

champ D i l  existe toujours au moins une extreinaloïde relative à, I ( C ) ;  de 
plus: quelque petit que soit le iiombre a, oii peut trouver dans le champ D 
une telle extreinaloïde relative A I ( C )  qui doniie A l'intégrale I ( C )  In valeur 
qui différe au  plus par a de In borne iiiferieure i D .  

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo IX. 
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Funzioiii continue da unn parte con particolare riguardo 

alla loro derivabilità unilaterale. 

Memoria di T, VIOLA (a Bologna). 

Siiuto. - Si estende alle funzioni continue da una parte un teorema fondamentale di DENJOY 
sui numeri derivati e se ne traggono notevola conseguenze. Si dimostra che I'aggregato 
dei punti di discontinuità é numerahile, che sotto determinate condizio9zipud essere denso 
e in  quest'ultima ipotesi se ne studia la stmcttura. Si dànno infine degW esempi di 
funsioni continue verso destra. 

In una piccola Nota coinparsa ne1 11." 1, anno X (1931), del a Bollettiiio 
clell'Unione Matematica Italiana s col titolo SulEe fmaioni conti~lue da u m  
pal-te e sulla derivazione u~zilntemle,  ho promesso di puhblicare per esteso 
la  inia tesi di laurea, presentata nell'autunno 1930 alla Regia Universith di 
Bologiia. Mnilteiigo ora la proinessa per la prima parte della inia tasi ove 
trovaiisi diinostrate le proposizioiii enuilciate ai 11.' 2, 3, di quella Nota. 

Rivolgo uii pensiero di devota riconosceiiza a l  inio Naestro BEPPO LEVI 
che con tanta intelligenza e coi1 tanto amore mi h a  assistito in questa fatica. 

§ 1. Estensione di un teorema fondamentale di Denjoy. 

1. Definizioni. - Unn ftiiizioiie F(x) della variabile reale x, data in un 

iiitervallo n, 6 continus verso destra in un punto x, di ab se, assegiiato 
corniinque un numero a > O, esiste sempre un nuinero 6 > 0 tale che, se 
O < x; - x, < 6, 6 1 P(x) - P(x,) 1 < E.  

Per  una funzione F(x) continua verso destra in un punto xo seguird l a  
teriniiiologin abituale ed adotteri, notaaioni iii uso presso varî autori. Dirb 
dunque : 

c Rapporto increineiitale destro B di  P(x) in x, il rapport0 

per x > x, e sufficientemente prossin10 ad  x,; 
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*: Numero derivato superiore destro di F(x) in x, il iiumero 

D+P(S,) = liini te massimo F(x) -- F(x0) 
x-no I O X-X, ? 

cioè il nîassimo dei valori limiti del rapport0 iiicremeiitsle destro di F(x) 
iii x, qiiaildo x tende a x,; aiialogameiite 

u ~ i i m e r o  derivato infeiiore destro D di P(x) in x, i l  iiumero 

F(x) - P'(z0) D+P(a,) = limite minimo - a -, %?,+O X-X, ' 

ci06 il iniiiimo dei valori limiti del rapporto iiicremeiitale destro di P(x) 
in x, quando x tende a x,. 

Se uiia funzione F(x) é continua verso destra in tutto uii intervallo ab 
(cioè in tutti i puiiti di un intervallo ab), si piid iminaginare x, vai.inbile in 

ab (dopochè per ogiii suo valore siaao supposte effettuate le dette operazioiii 
di limite) e, sostituendogli a sua volta per  seinplkit8 e cliiarezza, il siinbolo 
di vnriabile iiidipeiidente x, si viene alla coiisiderazioiie delle fiiiizioiii 

dette rispettivarnente u Derivata siiperiore destra , e a Derivata inferiore 
destra » di P(x). Si ha, per ogni valore di x, 

Se, per un valore x, di x, é D+F(x,)= D+F(s,), la, funzione F(x) dicesi - 

derivabile verso destra B iii a, e si scrive U+F(Z,) = I&F(x,) = D+F(x,). 

I n  ta1 cas0 é 

Se ci6 avviene iii tutto rcb, resta defiiiita la fniizioiie D+F(x) = Derivata 
destra :, di F(x). 

Analoghe definizioiii valgono per uiia fuiizione continua verso sinistra. 

Se, per un valore x, di x, è D+F(s,) = D+P(x;,) = D- F(x,) = D- F(x,), 
- 

la  fiuizioile F(x) dicesi a derivabile w in x, e si scrive 
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Iii fa1 caso è 

Se cio avvieiie in tutto Üh, resta definita la fuiizione D F ( x )  = F'(x) a deri- 
vata D di P ( x ) .  

Io considerer6, seinpre ilel presente Iavoro, geiieriche fuiizioiii P ( x )  coii- 

tinue d a  iina stessa parte in tutto un intervallo T b .  P e r  fissare le idee sup- 

porrb sempre che la continuitii in tutto l'intervalle n b sussista dalla parte 
des trn. 

2. Si pub esteiidere, coi dovuti accorgiinciiti, ad i i i i i ~  fiiiizioiie F(x) ovuiique 

coritiiiua verso destrn iii a b  il teor. foiidnmentale di DENJOY sui iiiiineri 
devivati clelle fiiiizioiii coritiiiue e d a  lui chiaiii:ito a primo teoreiiia o a teo- 

reinii descrittivo B (*). Ne dedurrb delle tipp1ic:izioiii i~iialoghe ad app1ic:izioiii 
dedoite d;il DENJOY per le fuiizioiii contiiiue. Riporto le diiiiostr:izioiii del 
DER'JOY puiito per piiiito. iim aoii l e  necessarie leggere variaiiti. 

TEOREMA FOKDAMENTALE. Se esiste un' iiifiiii th cl' i i i  tcrv:i Ili 

- 
(S,, = c,, d,), l a  cui lunghezza tende a O per .IL teiideiite ad m, i cui estreiiii 

sinistri c , ,  c ,,..., c ,,,... forniaiio uii iiisieine ovuiique tieiiso i i i  ( 1 0 ;  se, d 'a l t ra  
parte, il rapporto incremeiitale Z,, della fanzioiie F(x) su S,, 

a)  resta costaiitemei~te superiore a un iiuinero fisso k ,  
b) opprire resta costaiitemeiite iiiferiore a un iiuinero fisso k, 
c) oppure tende verso un limite uiiico fiiiito od iiifiiiito 1, 

allora, iiidicato coii E' l'iiisieine dei puilti di T b  iii cui è rispettivaiiieiite 

a) D+P(~) 2 k, 
b) oppure D+F(x) < k, - 
c) oppure il iiuinero 1 è LIU derivato inediano (9 od estrerno destro, 

l 'insieme E cosi defiiiito è ovuiique deiiso iii nb ed  niizi è uii residuale Y )  

di 8. 

(i) ARNAUD DENJOY, Mémoire sur les nombres de'riuds des fonctions continues, in n Journal 
de &lathématiques pures et appliquees n, a n d e  1915, tome 1, pag. 149. 

(2) a Derivato msdiano destro D B uno qualunque dei valori liiniti del rapporto incre- 

mentale destro, che non sia nè D+ nè D+ (DENJOY, loc. cit., pag. 145). 

(3) Secondo il DENJOY (100. cit., pag. 123) si chiama a residuale » di un aggregato per- 
fetto $ (continu0 O no) il subaggregato di $ che rimane quando si escludano da 8 succes- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



246 T. VIOLA: Fwnzio& corctircue da alza parte 

DIM. Sia E , ,  E - ,  ..., E,, , ... uiia successione di numeri positivi tenderite a O. 
Avendo posto. 

considero il rapporto iiicrementale - ( )  con x variabile nelle vici- 
4, - x 

iiaiize di c, per valori maggiori di c, .  Poichè, per ipotesi, F (x )  è continua 
verso destra in c,, esiste uii intorno destro di c, (segmeiito avente c ,  per 

estreino sinistre) che indico con un c, c',, , minore di E , ~ ,  aveii te per estremo 
destro c', compreso fra c, e d,, e tale Che, per ogni suo punto x, i l  quo- 
ziente considerato é compreso fra Zn - E,, ed 2, + E,,. 

Dico che ogni puiito 5 appartenente a uii'iiifiiiit8 di a, appartiene ad E. 
Iiifntti, anzitutto, se a, contiene 5, l'estremitct destra d, ,  dell'iiitervallo S,, 
avente 10 stesso indice di on, supera 5 e lie dista per meno di Sn. Duiique, 
per la successioiie delle a, coiiteiiente 5, il, tende a 5 dalla destra. In secoiido 

luogo il rapyorto iiicremeiittlle F(dn) - '([) 6, per la stessa successione di 
d, - 5 

valori di îz, coinpreso fra I ,  - E, ed /, i- s,. Duiique tutti i suoi valori liiiliti 
clle soiio dei derivati destri inediani od estreini di P(x) i n  5, soiio compresi 
iiell'insieine dei valori lilniti della successiorie 1,. Se duiique a) Zn supera h, 
F ( x )  possiede i i i  5 1111 der-ivato rnediano O estremo almeiio ugunle a h e 

percid si ha %P(() 2 k ;  se i,) 1, < k, D+P(S) - < k, e se c) lin1 1, = 1 fiiiito 
12-00 

od infiiiito, D+F(S) ( 1 ( D+F(@, e precisamente 1 è un derivato mediano O - 
estreino destro. 

L' aggregato dei puiiti interni a un' iiifiiiitit cl' iritervalli O, è ovunque deriso 

su nb. Iiifalti: sia n-. uii qualunque segment0 parzinle di ab. Sia c,, il 

priino punto della successione c i ,  c,, ..., c,, ... iiiteriio ad c n  e tale che a,, 

sia interaineiite conteiiuto in 1=. Sia c,, il priino puiito della niedesima, suc- 
cessione ci ,  c,, ..., e,, ... iiiteriio a O,, e tale che a,, sia iiiterameiite contenuto 
i i i  O,, . Cosi si prosegue costraendo uiia successioiie cl' iiifiiiiti a,,, uns ,  a,=, ... 

sivaniente un'infinith numerabile di aggregati non densi i n  3. Seguendo R. BAIRE (Suv les 
fonctions de var iab les  réelles, i n  r Annali di Xatematica ., serie III, tomo III (lb99), 
pag. 07) si pub dire che u n  a resicluale = di c n  aggregato perfetto 3 é i l  subaggregato di 3 
che è complementare di un subaggregato d i  prima categoria s u  3. Si dimostra (DESJOT, 
loc. cit., pag. 232; BAIRE, loc. cit., pag. 67) che s ogni residiiale d 'un  insieme perfetto con- 
tiene esso stesso u n  insieme perfetto ,. 
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ciascuno contenuto ne1 precedeiite e in Questa successio~îe h a  per limite 

un punto 6 di E (4). Dunque E ha  puiiti entro =. e percib, per 1' arbikarietri, 

della scelta di ?lm, E è ovrinque denso in a?. 

Resta da dimostrare che E è un residuale di n b. Infatti, essendo le a, 

definite come sopra, coiisideriaino l'iiisieme Ho dei punti di nb che iioii sono 
interni R nessuno dei segmeiiti O, ,  a, ,  ..., o ,,.... Qiiesto irisieiue è evidente- 
mente chiuso perche un punto estraneo ad H o ,  essendo interrio a un inter- 
val10 on iiiteraniente estraneo ad  Ho, non pub essere puiito limite di I f o .  Dico 

che Ho è non denso in a b. In caso contrario esisterebbe un segmeiito 

appartenente iiiteramente ad Ho. Ora l'insieme c, esseiido denso in nb esiste 

in K n  almeiio un purito c,. L'intervallo a, corrispondente, aveiido per 

estreino c,, contiene tutta ulia porzione di F n .  Duiique Ho è iion denso 

iri ab. Se noi sopprimiamo un numero firiito di putiti c, ,  questo iiisienie rion 

cessa di essere denso. Sia du~ique  HP l'insieme dei punti di a b  che non sono 
interni a nessuno dei segmeiiti op+, , O,,, , ... H,, che contiene I?&, , è 11011 

denso in T b  (e d' altra parte chiuso!. Consideriamo l'iiisieme H costituito dalla. 

riunione degli aggregati Ho, H i ,  H,, ..., H P ,  .... Sia G il residuale di nh com- 
plementare di H. Ogni punto M di G é iiiterno a iiii' infinitk d' iiitervalli a,. 
Poiché se questo piinto M fosse interno soltanto EL un IIumero finito di essi, 
il pih grande degl' indici di questi avrebbe un certo valore p. M apparterrebbe 
a tutti gl'insiemi HP+, , HP+,  , ... , dunque ad H e non a G. Dunqiie hl appar- 
tiene all' insieme E qualificato nell' enunciato. Duiique E contieiie G. Iiiver- 
samente si vede subito che G contiene E. Dunqiie G z E, ed E è un resi- 

duale di aO. c. d. d.  
Seguendo le tracce del DENJOY possiamo dedurre da1 teorema foiidamen- 

tale delle importanti applicazioni. Ma non lie riportiamo tutte iiè interamente 
le dimostrazioni per le qiiali rimandiamo alla citata meinoria del DENJOY. 
Ci soffermeremo iavece su  quelle osservazioni che niaggiormente iiiteressaiio 
il nostro studio. 

3. (DENJOY, loc. cit., pag. 152). Suppoiiiaino verificata l 'ipotesi c) del 
teorema fondameritale relativamente a due sistemi d'intervalli S, ed &'. 
Supponinmo cioé che i l  rapporto incrementale l,, relativo ad S,, teiida ad un 

(4) Che il punto appartenga ad E si vede facilmente. Infatti gli estremi c,,, c ,~? ,  c,,, ... 
costituiscono una successione crescente, gli estremi d,,, d,,, cl ,,,... una successione decre- 
scente; e queate due successioni sono nelle condiaioni d'applicabilith del postulato di DE- 
DEKIND: esse individuan0 un punto limite S che 6 realmente interno a infiniti ak. 
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limite uiiico fiiiito od iiifinito 2, che il rapporto iiicreinentale Z,,' relativo 
ad Sq8' tendn ad iiii liiiiite iiiiico fiiiito od iiifiiiito l'* 1. Iiidichiaino gli ele- 
menti ornologhi relativi al sistenm S,,' coii gli stessi siinboli adoperati per gli 
eleineiiti relativi al sisteina S,,, distiiigueiidoli inediaiite uii ncceiito: cosi gli 
eleineiiti O,,', c,,', tl,,'. Ripreiidiiiiiio la dimostrazioiie del teor. fondamentale 
applicaiidola alteriintivameiite alla successioiie c,, e alla s~iccessioiie c,'. Ve- 

iiiamo al lori^ z i  deterininare uiitt successioiie di segrnenti G, a,,, a',, , a,*, 
d'na, arc,, 5'nJ ... ciasc~ino conteii~to ne1 precedente. 1 segmeiiti a',, , d,, , a',, , ... 
sono scelti f ia i a,,' cosi come i segnienti a,,, a,,, anJ, .., sono scelti fra i a,. 
La possibilitA di deteriniii:ire questn successioiie risulta dalla preseiiza, su 

ogiii iiitervallo parziale di n b, degl'iiisiemi c, e c,,' separatainente. La suc- 

cessioiie a,, , a',, , ana, a',, , ... tende ad un punto limite 6 apparteneiite ad T b ,  
iiiterno a uii'iiifiiiità di a,,, a. uii'iiifinith di a,,', e dove, quiiidi, P ammette 
per iiumeri derivnti iiiediaiii O estrenii destri sia 1 che 2'. 

Si deduce il corollario segueiite : 
(DENJOY, loc. cit., pag. 156). Se LiiiiL funzioiie ammette da uiia stessa 

parte uiia derivata unica in ogni puiito di ab, é impossibile che i due ag- 
gregati in cui questa derivata è 1 per il primo, 2' per i l  secondo, siano l'uiio 

e 1' altro densi su cb. 

4. (DENJOY, loc. cit., pag. 153). Se 1, é iiii numero funzioiie dell'inter- 
- 

17allo S,, = c,,d,, ,  la cui lunghezza tende a O per 11 teiidente ad oo (1, esseiido 
piu precisamente in questo studio il rapporto incrementale di F(x) su S,), 

coiiveniaino di dire che e l'insieme 1, ammette ir i  un punto If di a b  il valor 
limite A :, fiiiito od infinito, se esiste una successione scelta fra i c, e ten- 
dente ad M iri modo che i nunleri l,, tendano a 1. 

1 puiiti di ab analoghi ad Ml iii cui l'insieine 1, ammette il valor 
limite A, forinano evideiitemeiite 1111 iilsieme chiuso. Supponiamo quest'iiltimo 

coincidente coii a. Qualunque sia E, 6 possibile trovare, vicino quaiito si 

vuole ad un punto M qualunque di a b ,  un puiito c,, tale che, per 10 stesso 
indice n, Z,, differisca. da h per meno di E, se A è fiiiito (sin del segiio di A e 

1 .  
sorpassi in valore assoluto, se )i 6 infinito). Scegliamo su a una succes- 

E 
- 

sione y,, y,, ... ovunque densa su a b e a ciascun y,, facciaino corrispondere 
un numero positivo qualuiique y,, (hm 7, = 0). Estragghiamo poi dalla suc- 

w - c c  

cessione c, ,  c,, ..., c,,, ... unn succersioiie y,,  y,, ..., y,, ... in modo che, per 
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( 1  A,, ( > 12 e A, del segno di A, se A è infinito), avendo iiidicato con A,, il 

valore di Z,, che corrisponde a y,.  E chiaro che i punti y,, sono demi su ab 
e che hl, tende A, A. Il teor. fondainentale ci perinette iinmediatan~eilte di 
concludere : 

Se S, è uiia soccessione d' intervalli averiti luiighezze teiidenti a O 
quando n tende ad oo, e il cui estreino siiiistro descrive un iiisieme ovurique 

denso in a, se il rapporto incremeiitale I ,  di Pjx) su S, arninette iii ogni 

puiito di a b  il valor limite h, finito od iiifiiiito, sark h un derivato mediano 

O estreino destro di F(x) iii ogni punto di un residuale di a. 
Qiiando è A = + CC ( -  CO), dicialno che l,, è iioii liinitato superiormeiite 

(inferiormerite) in ogiii porzione di nb od i i i  viciiiaiiza di ogiii piiiito di T b .  
In questo caso P ( s )  nmmette la derivata superiore (iiiferiore) destra -1- ao (- CO) 

in iiii residuale di ab. 

6. (DENJOY, loc. cit., pag. 154). Se l'iiisieine E(1) dei punti in cui F ( x )  
ha per derivato inediaiio O estren~o destro un iiilmero 1 è ovuiique denso 

su ah, questo iiisieme è un residuale di a. 
Infi~tti esseiido E(1) ovuiique denso i n  a, noi possiarno estrarre da esso 

un'iiifiiiitA iiuinerabile di puiiti c , ,  c ,,..., c ,,... ovuiiqiie denstt in T b  (5).  
- 

1 essendo in c,, 1111 derivato destro, esiste uii intervallo c,, d,, di estremo si- 
nistro c,,, di liinghezza inferiore ad E, (E,,  E,, ..., E,,, . . successione di iiumeri 
positivi teiideiite a 0, prefissatn ad arbitrio), in cui il rapporto incrementale 
di F(x) differisce d;t 1 per meno di E,, se 1 é fiiiito, é del segno di 1 e su- 
periore iii vnlore assoluto ad 7 1 ,  se 1 è iiifiiiito. Siamo allora iielle coiidizioni 
d' applicabili ta del 
tutto un residuale. 

Sono dunque 

in nb, gli insienii 
derivato superiore 

teoreina. foiidaineiitale: l'iiisieine E(1) è duiique dapper- 

dei residiiali di ab, tosto che essi siaiio ovunque densi 

iii ciii O é un derivato mediano destro, O P(x)  ha il silo 
destro + CO, il suo derivato inferiore destro - 00. 

(j) Infatti dividiamo Tb in n parti uguali e su ciascuna di esse sccgliamo indiffwen- 
temente un puiito di E(1). L'insieme dei punti scelti per tutti i valori di lz è evidentemente 

numerabile, ovunque denso in  a. La dimostrasione fa manifestamente uso del postulato 
di ~ E R M E L O ,  ma questo us0 è iegittimo, perché esso conduce non ad una a costruzione x 

bensi ad una dimostrnsione », la  quale risulta vers indipendentemente dalle scelte esegiiite. 
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6. (DENJOY, loc. cit., pag. 156). Se D + F ( x )  é fiiiita in ogni pui-ito di ah, 
l'insieme dei punti di 5 in vicinaiiza dei quali D+F'(x) 8 non limitata supe- 

riormente é rion denso in a. 
7. Coiifroiitatido il teorema foiidaineiitale da  iioi diinostrato al 1 1 . 2  2011 

l'origiiiale del DENJOY osserviaino che, qiiaiito alla geiiernlit8, esso pressap- 
poco gli equivale. Iiifatti gli toglie la coiidizioiie restri ttiva della coritiiiiiitA 
verso siihtrcl, ina glie lie sostiti~isce uii'altra, qiie1l;i che l'aggregato per- 
fetto 3, a cui deve appiiiteiiere la successioiie c, ,  c ,,..., c,,, ... e i i i  ciii la  

medesiina successiorie deve essere densa, sia l'iiitero segnieiito tch. Qii~sta 
coiidizioiie pu0 sostituirsi con altra. eqiiivaletite, ove I'aggregiito perfetto 3 
si supponga discoiitiniio. Osservittmo iiifatti che, per la viiliditit del ragioiiii- 
meiito del il." 2, occorre che di ogiii c,, esista t i t i  iiitoriio a,, sutricieiiteiiieiite 
piccolo soddisfaceiite a due coiidizioiii esseiiziali: la) a,, coiitieiie altri iiifiiiiti 
puiiti c,,; 2") F ( x )  varia ii i  a,, di quaiito poco si vuole. 

Se dunque si siippone, coine al II." 2, che 8 sin continiio, queste due 
condizioni soiio soddisfiitte per un iiitoriio destro a,, di c,,. Se si suppone 
che 8 sin discoiitinuo, occorre rtccertarsi di quelle condizioiii, perché esse 
non sono soddisfatte senz'altro. 

Cosi ad es., supposto 3 perfetto e ovuiique noii deiiso i i i  n O, se la suc- 
cessione c ,  , c,, ... , c,, ... nelle coiidizioiii del teorema relntivnmente n 3, noil 
contiene i-iessun puiito che sin estren-io sinistiBo di uii iiitervallo coiitigiio a 3 
(O al piii ne cotitiene uii riuinero fiiiito, od aiiclie iiifiiiiti, ma i i i  condizioiii 
che si tratterebbe di precisare) (=), allora i l  teoreina foiiditmeiitale ville iigual- 
mente relativamente a 3 ('), e valgolio quiiidi tutte le coiiclusioiii che lie 
abbiaino tratte. 

Se in tutti i punti di 3 che siaiio estreini siiiistri d'iiitervalli coiitigiii, 
la F(x) è continua verso sinistra, il teoretna foiidaineiitale vale aiiche qiiai-ido 
la successione c,, c, ,  ..., c,, ... coiitenga degli estreini siiiistri d'iiitervalli con- 
tigui a 3 (iiifiniti di questi estremi, ovuiique densi in 3). Basta iiifatti, qunlora, 
ripetendo i ragionamenti del 11." 2, ci s'iinbatta iiella scelta di qiialche c,, che 
sia estremo sinistro di uii iiitervallo contigu0 a 3, assuiiiere per iiitervallo a,, 

un conveniente intorno sinistro di c,. 

(6) È noto che un aggregato perfetto e uon denso B costituito da tutti e soli i punti 
che non sono interni a un sistema d'intervalli (detti « contigui all'aggregato perfetto 2 )  

ovunque densi su1 continuo. 
(') La tesi afferma allora 1' esistenaa dell' aggregato E denso in 3, ed anzi residuale di 3 
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- 

Dalla (2) segue allora 

e quindi i' enunciato. 

3. Ritoriiinmo OriL ad  11na generica fuiizione P(x) ,  continua verso destra 

iii tatto uii iiitervnllo a. Ci propoiiinmo di studiare l a  struttiira dell' nggre- 
gato dei suoi piiiiti di discoiitiiiuità. 

1 piiiiti di discoiitiiiuità della F(x) soiio soltniito puiiti di discoiitiiiuità 
verso sinistra. Essi si possoiio distinguere i n  puiiti di discoiitiiiuit8 di l a  specie 

(O a saki B), per i qunli esiste il 

liin F(x - h) = F(x - O) ,  
h - 4 0  

e iii puriti di discoiitiiiuità di 2" specie, per i quali tale limite iion esiste. 

Iildichianîo coi1 9Z I7 aggregato dei punti di discoiitiiiuità di F ( x )  in ab. 

4. TEOB. L'aggregato $32 dei puiiti di discontinuith di F(x) in rl b é nu- 
m erabile. 

DIM. Assegiiato ad  arbitrio un nuinero 7 > O, ad ogni puiito di ab si 
puo far  corrispoiidere uii iiitoriio destro (segineiito avente quel punto per 
estreino siiiistro) i i i  cui 1' oscillazioiie di F(x) è < ri. 1 puiiti in cui 1' oscilla- 
zione n siiiistra è > q sorio tutti estiemi siiiistri di tali segineiiti. Formiamo 
l 'aggregato dei segineiiti che si otteiigono riuneiido in un solo tutti quelli 
che haiino punti comuiii (iiiteriii od estremi). 1 punti in cui l'oscilliizioiie a 
sinistra è > r) risultaiio allora estrenîi di un sisteina di segmenti seiiza puiiti 
comuni e percib costituiscono un aggregato iiurnerabile 

Ripetendo il ragionameiito successivainente per 

si veiigoiio n classiticare tutti i puiiti di 92 in uiia siiccessioiie di aggregati 
iiumerabili, il yriino dei quali è costituito clai piinti di 91 iii cui l ' o s ~ i l l a ~ i o n e  
a sinistra e énaggiore di y,  il secoiido dai punti di 9t iii cui l'oscillazione a 

ri siiiistra é coinpresn fra 7 ed - , il terzo dai punti di 92 in cui l'oscillazioiie 
2 

(8) Per un noto teor. di CANTOR: un insieme d'intei~all i  di una retta, non sovrappo- 
nentisi, éi numerabile. 
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- 

r l v  a siiiistra e compresa fra - ed -, ... , 1' ( n  + lima dai puiiti di 92 i i i  ciii 
2 4 

l'oscillazioiie il sinistra è compresa f ia  'i ed  5T. Duiique --L è iiuiiie- 

rabile. c. d. d. 

6.  Stiidisino aiizitutto il C R H O  che 9L  sia deiiso iii qualclie parte 11111 
di a, Iii tale ipotesi, suppoiiiaino 9;Z. iiuineitito (coin' è seiilpre possibile per 
i l  teor. del i i .Qseç . )  iielln successioiie d i ,  d ,,..., d ,,,.... Sia E , ,  E ,,..., E ,,,... 
uiia siiccessioiie di iiuineri positivi teridente a O. A siiiistra di  d ,  esiste cer- 
taiiieiite uii punto ci tale che dl - ci < E~ e che il iapporto iiicreiiieiitole 1, 

- 1 
di F(x)  su  cl d, sia, iii valore sasoluto, > - . A siiiistra di d, esiste certa- 

€ 1  

inente uii puiito c, tale che d, - c, < E, e clie il 1-apport0 iiicreiileiitale 1, 
- 1 

di F(x) su  c, cl, siii, in vnlore assoluto, > .... Iii generale, a. siiiistra di d, 
€2 

esiste certnineiite uii puiito c,, tale clle d,, - 6 ,  < E,, e che il rapport0 iiicrc- 
- 1 

irieiitale l,, di F(x) si1 c, d,, sia, iii valore assoliito, , . 
En 

- 

1 segtneriti S,, = c,, d,,, per 16 = 1, 2, 3, ... soiio iielle coiidii,ioiii del teos. 
foiidi~iiieiit;de (5  1, 11.0 2) (9). Si coiiclude diriique col seg. 

TEOK. Se 9Z é deiiso i i i  uii segmeiito pasziale di a h  (eveiitual- 

ineiite i:r tutto i'apgregiito dei puiiti x; iii ciii è verificata almeiio uiia 
delle due ugiiagliniize 

è deiiso i i i  %% ed aiizi e uii residuale di mn ( l a ) .  

COR. Se i iiumeri derivati destri di F(x) sono ovuiique fiiiiti iii a B ,  l 'ag-  

gregato b)Z dei puiiti di discoiitiiiuith di F ( x )  e ovurique iioii deiiso iii nb. 

(9) S i  pub sempre Pare in  modo che i punti c, appartengano all'intervallo &% (eviden- 
temente questa condizione non è neanohe necessaria, poichè basterebbe, in caso contrario. 

trascurare tutti i c, che stanno fuori d i  z). Essi costituiscono una siiccessione densa 

in  G. Infatti  se 7 s  B un  intwvallo parziale di preso ad arbitrio, esistono ne1 terzo 

medio di 7 s  infiniti punti d,,: di questi, tutti quelli che hanno indice n sufficientemente 
s-P .  

elevato perche E ,  sia inferiore ad -- 
3 

hanno per corrispondenti dei punti c,, che sono 

interni ad G. 
((") Vedi la nota alla fine del n.O 11. 
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6. Indichinmo con 92, l 'aggregato dei punti di discontiiiuitii di 1" specie 

per la F ( x )  in 13, coi1 X ,  quel10 dei puiiti di discontiiiuità di 2" specie. 
V3Z, ed X, sono eiitrainbi coiiteiiiiti iii 9L (6 9L = a, + %,), eiitraiilbi 
~iuinerabili. 

Siii EX, deiiso in qualche parte di ab, numerato nella successione 
h,, JL ,,..., h,,, .... Sia T,, T ~ ,  ..., T,, ... uiia successioiie di nuineri positivi teii. 

- - 
dente a. O. Nell'intervallo coinurie ai due iiitervalli hi - z, l ~ ,  , n~ 71, esiste 
urin coppilz (aiizi esistono infiiiite coppie) d'intervalli S,,  S,' tali che i rispet- 
tivi rapporti iiicrementali I ,  , 1,' di P!x) siano il primo maggiore di + 1, il 

- 

secoiido minore di - 1 (Ii). Nell'intervallo comuiie a i  due intervalli h, -T, h,, 

' 1 7 L 2 ,  esiste una coppia d'intervalli S,, S,' tali che  i rispettivi rapporli iiicre- 
ineiitnli l , ,  1,' di F(x) siano il primo maggiore di + 2, i l  secondo minore 
di - 2. Cosi si prosegua: in geiierale nell'iiitervallo comune ai due iiitervalli 
- - 

h,, - r,, h,, ~ i z  11, esiste una coppia d'intervalli Sn, S/ tali che i rispettivii 
rapporti iiiuremeiitali I , , ,  1,: di F(x) sirtiio il primo maggiore di + ?z, il se- 
coiido iuiiiore di - n. 

1 due sisteini d' iritervalli S,  , S2,  ... , S,,, ... , Si', S2', ... , S,', ... , ovuiique 

deiisi i i i  G12. (ie), sono iielle coiidizioni d'applicr,bilitii del teor. foiidaineiitale 
e precisamente delle coiisiderazioiii del 5 1, 11." 3. Si deduce quiiidi il 

TEOR. Se l 'aggregato 9Z, dei piinti i i i  ciii F ( x )  h a  uiia discoiitiiiuitii di 

2" specie é denso i i i  un segirieiito r n  parziale di a b  (eveiitii,zlinente i i i  tutto 

a), l 'aggregato dei puiiti x in cui sono verificate entrambe le iiguagliarize 

D+F(x)  = + m, D+P(x) = - m, - 
è denso i i i  GA, ed anzi è uii residuale di  =. 

(14) Infatti  sia 
1 = & F(x),  1 = lim F(x) ,  

- - 
x- hl-O a-h,-O - 

- 1-1 
e supponiamo, per fissme le  idee, che tanto 1 e 1 siano finiti. Poniamo E - --. Sia k il  

- 3 
massiino dei tre numeri 

hi - r i ,  m, h, - E. 

Siano r i  < 2, < y3 < z4 quattro punti interni all'intervallo k h,  e tali che 

1 - P ( z , )  - <E,  A-P(r,) < E ,  I ~ - F ( z , ) ~ < E ,  ~ - F ( Z , ) ~ < E .  

I l  rapport0 incrementale di F(x)  è > 1 nell'intervallo zx, è < -- 1 nel17intervallo JX. 
L a  dimostrazione s i  estende in modo ovvio al caso che uno od ambedue i nnmeri À, 1 

siano infiniti. 
('7 Vedi la nota (9). 
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COR. Se ir i  ogiii puiito di ab alineiio uno dei iiiiineri derivati estreini 
destri di F ( x )  é fiiiito, 17aggregato %, dei puiiti d i  didcoiitiiiuità di 2" specie 

di F ( x )  è ovuiique noii deiiso iii T b .  
COR. Se F ( x ) ,  oltrecclié continua, é anche oviiiique derirabile vemo destin 

in 5, nllora l'tiggregato 92, dei putiti di discontiiirii tb d i  Sa specie di F(a) 

é ovuiique iioii deiiso in (fih. 
Si pu6 iiella stessa ipotesi afferiilare la stessa, tesi per l 'nygregato b)Z, 

dei puiiti di discoiitiiiiiitk di la specie? Non certo iii base alle coiisiderazioiii 
dei 11.' 5 e seg., rna in base alla formola. del II." 2, coine ora precisnmeiite 
voglianio mostrare. 

7. TEOR. Se F ( x )  e .ovunque derivabile verso dest ra  in a 21, 1' nggreg:~ to 

dei puiiti di  cliscoiitiiiuitb di F(x) é ovuiique iion deiiso su ab ( 1 3 ) .  

DIM. Ragioiiiaino per assurdo. Suppoiiinmo, se possibile, che 92 sia deiiso 

su iiria parte 911 di ab. Siaiio 

due successioni di iiuineri positivi tendeiiti n O, l a  secoiida piu rapidaineiite 

delhi prima. E duiique, per ipotesi, lirn %= 00. 

la-oo hm 
Indichiamo coii o(x) l'oscillazione puntuale di P ( x )  (coiisiderata coine 

fiinzioiie della x). Sia a, uii piirito qualsiasi di discontiiiuit8 per la F ( x ) ,  

iiiteriio ad = (per es. il primo che s'incoiitra iiell'ordiiiaineiito di 92). 
Sia 1-, un iiidice (ad es. il piu piccolo) tale clie w(a,) > o,, . Sia a, uii puiito 

qualsiasi di discoiitiiiuitk per la  F(x),  iiiteriio a l  segmeiito ma,  e tale che  
sia a, - n, / h,, . Sia j . ,  un indice tale che  w ( a , )  2 tops. Sia a, un punto 

qualsiasi di discoiitiiiuit8 per la. F(x) ,  iiiterno al seymento r G ,  e tale che 
sia a,  - a, < h,, , t r ,  - a, < h,, , .... Cosi si prosegua: essendosi in generale 
scelto 1111 O,,, si soeglierk uii iiidice tale che  o(a,,)> w,,, iiidi un a,,, 

- 

interno a1 seginento 1î2 a,, e tale clie sia a, - a,,, < h,,, (1, - O , + ,  < h,,, ... , 
an - an+, < hn. 

1 pimti a, ,  a,, ..., n ,,... costituiscoiio uiîa successio~ie decresceiite e 
quiiidi ammetteraniio un punto limite x, (2 rn). 

Posto k ,  = ( 1 %  - r,, é k ,  < b,, e quindi O(-' 2 %. Diiiique, per I'ipo- 
kn hVn 

(13) Questo teorema evidentemente racchiude il cor. 2 O  del n . O  6 corne caso particolare. 
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@(an) - liiu -- - m. 
n-oc k n  

Ma questa coiiclnsioiie è :~ssurda  perche, coiitraddiceiidosi alla proposi- 
zioiie del ri."? dovrebbe inaiicnre la derivatit destra di F(x) iiel puiito x,. 

OSSEI~VAZIONE. Nellrz dimostr:izioiie iioii nbbiamo coiitemplato il caso che 
i i i  x, l a  derivala di F(x) sia iiifiiiita: è evideiite che allora la proposizioiie 
del ri." 2 iioii pub applicarsi. III iiiia Nota ciie pubblico iiell' .: Accndeinia dei 
Liiicei . iitgioiio i i i  modo itiiillogo daiido la. diinostrazioiie siinultaiien dei due  
teoreini qui diiiîostri~ti sep:irtitniiîeiite ai n.' 5, 7 e faceiido ossei'vtii'e che 
iiel1'eiiiiiici:ito del preseiite iiuniero pub benissiino supporsi che iii uiio O pid 

puiiti x,, di T h  ln derivata destra di F(x) sia iiifiiiita, piirchè il rnpporto 
iiicreiiieiitale teiida :id iiifiiiito asintoticaineiite B, cioè compieiido oscillazioni 
limitate. 

Qiiestn resti-izioiie si dovrb percib supporre ttlcitaineiite iiel seguito. 

8. L'ipotesi assurdn che s ta  alla base della diinostrazioiie del n.O prece- 
dente è anche troppo restri ttivn. Pub essere sosti t uita dall'ipotesi : ogiii puiito 
d i  % 6 limite verso la  sua siiiistra di punti di %; O dall'ipotesi: i puiiti 
di % che sono liiniti verso la loro sinistrn di puiiti di % costituiscoiio ai1 
aggregato ovuiique deiiso in 92 (14). 

Suppoiiiaino F(x) ovunque derivabile verso destra i i i  cl h. Alloix 92 B 
ovuiiqiie iioii denso iii a h ,  Dici;uno %[1) l 'aggregato dei puiiti di b)Z che 
soiio liiniti verso siiiisti'a di puiiti di 9Z. Ripetendo il i~agioiiaiiieirto del 1i.O 7 
si vede che è ovuiique iioii deiiso iii % ( ' 5 ) .  Dicianio 9Z(2) 1' tiggregato 
dei puiiti di %(') che sono limiti verso siiiistra di puiiti di $TL(". Aiiche %(2) 

è oviiiique iioii deiiso i i i  %O). Cos1 si prOSegiïi1: i i i  gciierale l 'aggregato 
dei puiiti di %("-O ctie sono liiniti verso siiiistra di piiiiti di è 

ovunque 11011 deiiso iii 
Pub ditrsi che esistit iiri aggregato comuiie R, tutti gli aggregati 

~ ( 0 ,  gZw xtn-i) b)tos~, .,,. 
1 S . '  9 

In caso affermativo Io si iiidichi coi1 $TL("). %(O) sarh noil denso in tutti 

('4) Ciù significa, com'è noto, che in ogni segmento m contenente punti di % miston0 
punti di a che sono limiti verso la loro sinistra di punti di a. 

('5) Cioh, entro ogni segmento = contenente punti di x, esiste un segmsnto par- 

ziale *<, contenente punti di %, ma nessun ~ u n t o  di %" . 
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questi. Cosi si prosegua costrueiido la. successione traiisfiiiitn di aggregati 

ciascuiio conteiiuto e non deiiso iiei precedenti, mediailte le due operazioiii 
seguen ti : 

l a )  Operazione O , ,  che estrae da u n  a'ggregato %('L-i) l'aggregato 9'L(n) 
dei piiiiti liiniti verso sinistra, pei. ogiii n intiero O trnrisfiiiito di l a  specie; 

2&) Operazioiie O, ,  che estrae da una successione d'iiifiiiiti aggregati 

%(VI) %(Ys), *,. 

con indici ?., , g*, , ... traiisfiiiiti crescenti, uii aggregato XW con indice trnn- 
sfiriito di  2a specie. 

Eiitrainbe le operazioiii O , ,  0, possoiio avere per risultati aggregati iiiilli. 
Iiidichiamo con 

@9Z(", @a(?), . a . ,  e%(w), @a(w+i)) . a . ,  @ W f o ) ,  ... 
gli aggregati che si otteiigono dai precedenti mediailte chiuaiira (16). Ln suc- 
cessione 

ewy ,.,., e%(n-i), ex(") ,... 
e uiia successioiie di aggregati chiusi, ciascuiio contenuto (17) e non deiiso 
ne1 precedeiite. Sia @ il suo aggregato limite ('y. Evidenteinente C? con- 
tieiie Ma e 6 non denso i n  tutti gli aggregati 

@%Ci) @X(~J @x(*i-i) e=(tl) 
7 7 , ? 7 "" 

Dunque a.iiche @%(O) è iioii denso II& medesimi. Ne segue che la successione 

ex('), e9zy ... , e%cw), C?%(U+~), ... , ~ T Y  , '.. 

( 1 6 )  Cioè con l'aggiunta dei  punti limiti che eventualmente non appartengono a ciascuno 
d i  essi (&?biZ(n) = %(a) + deilvato d i  $TL"*). 

(") È evidente che un  punto limite di un aggregato A contenuto in u n  aggregato B B 
anrhe  piinto limite di B. 

( l a )  È no10 dalla teoria degli aggregati che una successione di aggregati chiusi, cia. 
scuno contenuto riel precedente, amrne t t~  sempre' un aggregato limite @, cioh un aggregato 
chiuso contenuto i n  tutti gli aggregati della successione. 

(19) Xella teoria degli aggregati i l  termine u riduttibile B s i  usa propriamente dire di 
un aggregato d i  cui u n  derivato 6 nullo. Qui Io usiamo, per comodità, a proposito d i  una 
s successione n ,  ne1 senso che abbiamo indicato. 

Annali  d i  Matematioa, Serio IV. Tomo IX.  : 3 
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La riduttibilith consiste ilel ftitto che esiste uii traiisfiiiito ben deteriniiiato z 

tale che @%[T+" è nul10 ed $X(T+') è nullo. Se z è di prima specie è 
C?%(7)+0 ed anche %(~)+0.  Se T e di secoiida specie pub essere aiiche 
egp = = o. 

9. Le stesse ossei.vii.zioiii si possoiio fiire :i proposito del i i . O  5; ina 8 
iiecessario analizznre ncciirataineiite ln possibilitk di ripetere lit diinosti'azioiie 
del n.O 5, perché questa, coine si 8 acceniiato alla fiiie del i1.O 6 è (iiono- 
stante qualchc analogia) di tatt'altra riaturn di qiiella del 1i.O 7 :  quella del 
11.O 5 è bnsata su1 teorema foiidaineritale, menti-e qiiella del 1i.O 7 è basata 
sulla formola del n.O 2. 

Supponiamo duiique che i iiuineri derivati estremi destri di F ( x )  sin110 

ovunque finiti in CLb. Allora % é noii deiiso iii tutto ci b. Dico che 'X") è 
noii deiiso in tutto 92, Suppo~iia~no infatti, se possibile, che %(i' sia deiiso 

sulla parte di %. ch' é coiiteiiiita iii uii intervallo parziale di a 3  (eveii- 

tualmente iii tutto a). Sarh 97,"' denso miche nella parte dell'aggregato 

chiuso che é coiiteiiiitn in =. Iiioltre la parte di e9L coiiteriiita in fG 
sarh certamente perfe tta. 

Per ogni puiito 5 di EX") in 1 G  possoiio darsi due ipotesi : 
la  ipo te s i .  5 6 puiito di discontiiiuith d i  1" specie. Allora esiste uii 

intoriio sinistro o di 5, coiiteneiite UiliL parte di @%, tale che, per tutti i 

valori di x ad esso nppartenenti, il rapporto iiicreiiieiitale 1 di F(x;) su $7 
1 

6,  in valore assoluto, - (E prefissato piccolo ad arbitrio). Si scelga uii 
8 

punto c di @%, contenuto in o, che noii sin estrenio sinistro di un iiitervallo 

contigu0 a @ X .  Il rapporto iiicreineiitale 1 di F(x) su 3 è, in valore 
1 

assoluto, > - . 
E 

2a i po t e s i .  6 è puiito di discoiitinuit8 di 2" specie. Allora è possibile 

scegliere due punti c, 5 a siiiistra di 5 e i i i  uii iiitorao siiiistro coinunque 
piccolo di 5, tali che c apparteiiga a (2% m a  non sia, estreino sinistro di uii 

intervallo coiitiguo a. @X e che il rapporto iiicremeritale di F ( x )  su c 5 sin, 

in valore assoluto, > ' . 
E 

Sia E, , E ~ ,  ... , E,,, ... ~ i i i ~  successione arbitrariainente prefissata di numeri 

positivi tendente a O. Siaiio <,, g , ,  ..., k 3 ,  .,, i puiiti di contenuti iii G. 
Per ogiiuiio di essi E,,, sia iiella prima che nella seconda ipotesi, 6 possibile 
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scegliere d ~ i e  puiiti cl,, d,, coiitenuti entrambi riell'intervallo conlune a i  due 

iiitervalli =, 5, -Zn, il priino dei quali cl, apparteneiite a @% m a  noii 
estremo sinistro di un intervnllo contiguo a, @C)Z7 il secondo d ,  eventualmente 
( l a  ipotesi) coincideiite con 5, ,  tali che il rapport0 incrementale 1, di F(x) 
- 1 

su c, d, sia, in valore assoluto, > - . 
E, - 

1 seginenti Sn = c,, d,, per 11 = 1, 2, ... sono nelle condizioiii del teor. 

fondaineiitnle (per il n.O 7 del 5 1). Durique esistono dei punti di C?% in 
pei. i quali 6 verificata almeno uiia delle due uguaglinnze 

Ma cib è slssurdo perchè coiitixrio all'ipotesi. Duiique è iioii denso 
in tutto 97,. Analogaineiite si dimostra che  %") e non denso in tutto 9Z(I), 
che d)̂ Ct3) è lion deils0 in tutto %(2), ..., che  %(") è 11011 denso in tutto %(n-", .... 

Le  considerazioni del 1 i . O  prec. intorno alla successione transfinita , 

si ripetono ideiiticamente puiito per  punto. 

10. TEOR. Se L)+F(~) e - D+F(x) sono finite in tutti i punti di ab e 

se  9K è uii qualunque aggregato chiuso coiitenuto iii a7, l 'insieine dei punti 

di 9K in cui D+F(X)  è non limitata superiormeiite ( 'O)  e l'insieine dei punti 
di 9K in cui D+F(x) è noii liinitata jnferiormente sono ainbedue chiusi (") 

e non densi in-9K. 

(20) Com'B noto una funeione f(x) è a: limitata D in un intervallo ab se esiste lin numero 

positivo M tale che 1 f(x) < M per tutti i punti x di Ü b .  

Una funeione f(x) B E< limitata . in un punto x di a6 se esiste un intorno di cc ne1 

quale B limitata. & u non limitata in e ne1 caso contrario. 

Una funeione f(x) è x limitata * in un punto % di un aggregato 9K contenuto in T b ,  ri- 

spetto ad m, se esiste un intorno p< di z e un numero M tale che 1 f(x) 1 < M per tutti i 

punti comuni a pq e ad SiI(I.. È in quest'ultimo senso che, nella presente dimostrazione, 
useremo l'espressione a funzione limitata in un determinato punto di un aggregato D. 

(fi) Che dehbano essere chiiisi B evidente. Infatti se & b un punto di 9K in cui 

per es. &P(x) è limitata superiormente, cioè se % è interno a un interrallo ne1 quale 

è D+F(x) < M per tutti gli x di GSn. in quell'intervallo, anche in tutti i punti di 631Z suffi- 

cientemente vicini a &, poichè essi sono interni al10 stesso intervalle, è D+F(X) limitata 
superiormente. 
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DIM. La dimostrazione si riallaccia da  pii2 parti a l  teor. fondamentale. 

Precisainerite, limitandoci per es. alla D+P(z), noi dimostreremo che, se 

é un qualunque iiitervallo contenuto in tc b e coiitenente unn parte cli m, 
esistoiio on iiuniero A4 e un intervallo 1 7  contenuto in lm e coiiteneiite uiia 

parte  di $32 tali c h ,  per tutti i puiiti x comuni n e ad  r, A &F(z) < M .  
Iiifatti osservinmo aiizitiitto che, poiché D + F ( ~ )  e D+F(x) sono finite in - 

tutti i piiiiti di ah, l 'aggregato @9Z che si ottieiie per  chiusura dallJaggre- 

gato %de i  punti di discoiitinuit8 di P ( z )  è iion deiiso in a b  ( n . O  5). 
Se '9?C ha  in un piiiito isolat0 Ir;, il segmeuto 1.s é un  iiitorno coii- 

tenente soltaiito x e il iiumero M è un qualunque iiumero > B + F ( ~ ) .  
Se la parte di 9lZ che e contenuta iii % non 6 interamente coiiteiiuta 

iii @% ln diiiiostrazione e pure iminediata. Iiifatti in questo caso esiste un 
iiitervallo coiiteiiuto tan10 in E1 quanto iii un iiitervallo contigoo a @X 
e conteneiite uiia parte di %. In tutto i'intervitllo la  fiiiizioiie F ( x )  é 
continue bilateraliiieiite e lJesistenza del riuinero M e dellJ iiitervallo 1.s coii- 
teiiuto in a sono afferinati da iiii corollario che i l  DENJOY deduce da1 teor. 
fondameii tale (loc. cit., pag. 156). 

Supponiamo dunque che  In parte di coiitenuta in Z nk sin perfetta 

e che sia altressi contenuta in C2X. Sia -cg r Fi un generico intervallo cori- 
tiguo a, 5%. 

In  vi soiio certameiite dei puiiti pi. Dico che i puiiti pi che sono 
punti di discoiitinuit8 per  la, F ( s )  e che soi10 limiti verso sinistra di puiiti 
di discoiitinuith per  l a  P(x) coslitiiiscono un insicme Q non deiiso in %. 
Iiifatti ne1 caso contrario, ragioiinndo per assurdo, basta ripetere una dimo- 
straziorie analoga a quella del 1i.O 9. Per  maggiore chinrezza la. ripetiamo 
iii tierameiite. 

Sin, se  possibile, Q deiiso i i i  x. P e r  ogni punto p di Q P O S S O I ~ O  darsi 
due ipotesi: 

la ipotesi .  p e piinto di discontiiiuitA di l a  specie. Allofa esiste un 
intorno siiiistro o di p, iiitierameiite contenuto in xnz e coiitenente uoa parte 

di cm, tale che, per tutti i valori di x ad  esso apparteiieiiti, il rapporta in- 
1 

crement.de I di F(x)  su é, iii vnlore assoluto, > - (E: prefissato piccolo 
E 

ad  arbitrio). Si scelga un puiito c di coiiteiiuto in o, che non sia estremo 

sinistro di un iiitervallo contigu0 a '32. Il rapport0 incrementale 1 di P(x)  
1 

su  é, in valore assoluto, > -. 
E 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con pw.firolnre riguccrdo nllcc loro d~r imhi l i t i i  ~ . t n i l a f ~ ~ - a l e  261 

2a ipotesi .  y é piiiito di discoiltiiiuità di 2" specie. Allora è possibile 
scegliere due puiiti c, y' a siiiistra di y e iii i i i i  iiitoriio siiiistro coinunque 

piccolo di y, tali clie c nppniteiiga ad  % ma iioii s i i ~  estreino siiiistro di uii 

iiitervallo coritiguo i L  e che il rapporta iiicreineiitale di P(x) su cy '  sis, 
1 

i i i  valore assolato, ) - . 
E 

Pei* ogiii piiiito pi di Q, si;i iiella la  clic iiellzi 9 iyotesi, è possibile 
scegliere due puiiti c i ,  d i  coiiteiiuti eiitrainbi iiell' iiileivallo comiiiie ; i i  due 

- 
iiitervalli L I r / ,  pi - E; pi (esseildo E, , E,, ... , ~ i ,  ... uilii. s1iccessioiie arbi t iwia-  
ineiite pi 'ef iw~ta di iiiimeri positivi teiideiite a O), il priiiio dei qiiali ci nppar- 

teiieiite a d  % i i i i i  iioii estremo siiiistro di uii iiitervallo coiitiguo ad a, i l  
secoiido di eveiitiialineiite ( l a  ipotesi) coiiicideiite coii pi, tali clie i l  inpporto 

1 
iiicreiiîeiitnle 1, di P(x) su si sin, in  valore assoliito, , -. 

E i  - 
1 segineiiti Si = ci d i ,  p e i  i = 1, 2, ... soiio iielle coiidizioiii del teorema 

foiidaiiieiitnle (per il 5 1, 1i.O 7).  Duiique esistoiio dei puiiti di % pei. i qunli 
è \-crifieiit:~ aliiieiio U I I ~  delle dile iiguagliaiize 

M a  cib è nssurdo perche coiitrario all'ipotesi. Duiique & é iioii deiiso 

iii X. 
Sis 1' &' ut1 iiitervidlo coiiteiiiito in 1,. coiiteiieiite uiizi piti'te 9%? di $TT2 

nia iiessuii puiito di Q. Dico che esiste entro l i n ' .  Ragioiiinino iiifatti per 

:issiirdo e suppoiiiaiiîo, se possibile, clie D + F ( X )  si& iioii limitata superior- 

meiite iii ogrii puiito di ?%? (rispetto a CR'). Segiiaino i i i  %? uiia successioiie 

di piiiiti y , ,  y2,  y3 ,  ... ovuiique deiisn in E. Esiste iiell' iiitoriio y, --Gy, I E, 

2 
dnl p~iiito y ,  uii piiiito pi di !!@? tale che D + F ( ~ , )  > e qiiiiidi esiste uii 

E l  - 
piirifo q ,  alla des tri^ di p ,  (q,  iioii appartieiie iiecessariaiiiente lie a 116 

F(q1i - F ( P , )  1 
R &?%) lale che > - e che q, - $1, <= e l .  Esiste iiell'iiitoiiio 

41 - Pl € 4  

2 
7 ,  - Gy, -1- E, de l  puiito y, iin puii to p,  di tale che D,-F(~ , )  > - e qiiiiidi 

€2 

esiste uii puiito Q ,  alla destra di p ,  tale che 

q2 - pz ( c,, ecc. In geiierale esiste iiell'iiitoriio y,. - E,. y, -t E,. del piiiito Y,. 
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2 
uii piiiito p ,  di tale che E + P ( ~ , . ' ~  > e qiiiiidi esiste i i i i  piiiito 4,. alla 

E,. 

destra di p,. tale che  F(qg.1 - F( p,.) 1 
/ e c h e  y , . -p , .<e, . .  

Qv - Pv Er 
- 

1 seginenti y',, r p,q,., per ?.= 1 ,  2, ... SOIIO iielle coiidizioiii del teorema 

fondameiitale rispetto ad m. Iiifatli se  p,. è cstreilîo sinistro di un iiiter- 

\.alIo coiitiguo ad %, 17,. è limite verso siiiistra di puiiti di discoiitiiiuit& 

(perche Gm' é iiitieranieiite coritenuto iii @%); durique pl. iioii e punto di 

discoiitiiiuità. Se  p,. iioii è estreirio sinistro di iin intervalle coiitiguo a d  W, 
esiste un iiitorno destro di pl. che contieiie puiiti di W (vsdi il 5 1, 1i.O 7). 

Duilque esistoiio dei puiiti di per i qiiali è verificatw alineiio uiia 
delle due uguagliarize 

D+P(cx;)= + oc, D+F(x)= - 00, 
- 

il che è iiuovainente assiirdo, coine sopra. 
Cosi il teorema e completameijte diinostrato. 

I l .  Il  teoreiiîa foiidaineiitale si potrebbe applicare, coi dovuti riguardi, 
miche dalla banda siiiistra ('7). Ci liinitisino a dinlostrare direttaineiite il 
segueii te 

TEOR. Se 1' aggregato 
%%Ed, ,  Ci2) ...> d,>, . . .  

dei piiiiti di discoiitiniiitii. di P(x) é deiiso iii t~i t to  ab, al1oi.a l'iiisieine dei 

puiiti di contiiiuitk d i  F ( x )  iii ab,  iiei quali è verificata nlmeiio iiiia. delle 
dae  relazioni 

D_F(X)=+ oo, - D-F(x)=- 

è deiiso in tutto a. 
DIM. Sia e,, E,.  ..., s,, ... uiia suocessioi~e di nuineri positivi teiidente a 0. 

Sia d,, un punto qualuiique di X. Alla siiiistra di d,, esiste certamente uii 

pliiito c,, , appartenente a b, tale che d,, - cr, ( E, e clie I F ( d , )  - F(cr,) l > 2 
&, - C r ,  & i l  

e cib per la discoiitinuitk verso sinistra di F(x) in tl,, . Alla destra di d,, esiste 
certarneiite uii iiitorno o, di ainpiezza iniiiore di E,, iiitiei-aineiite coiiteiiuto 

i i i  n B, tale che 1 x  - c 1 > -, per tutti i valori di x  ad esso npparte- 
x - CT, 

(z) S'intende riguardo ai piinti di continuith, poichè soltanto in qiiesti sono definiti i 
numeri derivati a sinistra. 
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iieiiti. Sia d,, iiii  puiito qiialuiiqiie di  $92 in a , ,  distiiito d a  d,, ( I * ,  >lm,). Alla 

siiiisti'a di d, ,  esiste uii puiito c,, apparteiierite :id ( t  b, tale che d,, - c,, < E, 

piezza miiiore di E ~ ,  iiitieraineiite coiiteiiuto in a,  

per ti1tt.i i valori di x ad esso lippai'teneiiti. 
di i i i  a , ,  distiiito da d, ,  (ja3 > r y ) ,  Cos1 si 

esiste il11 i i i t o r l )~  a, di am- 

- > 1 tale ahe 
x -- Cr* E, 

Siil dV9 i i i i  piiriio qualiiiiqiie 
psosegue iiidefiiiit;iineiite : iii 

gmera le ,  esseiiclosi scelto cl,, che segue d,,-, iiell'ordiiiaiiieiito di 92, si os- 

serverh che alla sinistra di d,, esiste uii piiiito c,, appiirteiieiite ad nb, tale 

l 1 - F r ,  l 2 che ri,, - c,, < E ,  e che -r?"-- 2 -. Alla. destra di cl,, esiste i i i i  
(Ir, - Cr, En 

intorno a, di ampiezzn ininore di E , ~ ,  intiei'amente coiiteiiiito i i i  O,-, , tale che " '  - > l per tutti i valori di x ad esso iippnrteiienli. Sia d,L, 1111 
- CrlZ En 

puiito qoaluiique di $X in a , ,  distinto da d,, (Y,,,, > Y,,). 
Si pub sempre scegliere la  siiccessione cresceiite 

in modo che abbia per limite un piiiito di contiiiiiitA. In quel piinto esistono 
niinleri derivati siiiistri, e precisaineiite deve essere verificala almeiio iiiia 

delle due relazioiii eiiuiiciate. Iiioltre, data  la scelta arbitraria di d,, e del suo 

intoriio destro a , ,  tali piinti di coiitinuitS1 sono ov~iiiqiie deiisi in a h (e3). c. d. d. 

('3) Il procedimento del n.' il è simile a quello del n.' 5, nia ben più di quello sei1ibi.a 
far uso del postuiato di ~ E R M E L O ,  onde pub fa r  dubitare dplla sua correttez~a. Vale l a  pena 
che c'indugiamo per mostrare l a  possibilità d i  liberarnelo. 

Scelto a d  arbitrio &, in  %, pub scegliersi per c,, i l  primo punto di medesimo 
soddisfacente alle condizioni volute. Tale primo punto esiste certamente: infatti sia x, un  
qualunque punto (ci08 anche non appartenente ad %) alla sinistra di dr , ,  appartenente 
- 1 )  0 3 

ad a b ,  tale che dr, - x, < E~ e che -- > El. xO esiste certamente ed  esiste lin 
dl., - z,, 
- 

intorno destro di x, ,  intieramente contenuto i n  x,d,-, , tale che F(dr l )  - F b )  > per tutti 
dr, - x . E l  

i valori di x ad esso appartenenti, quindi anche per tutti i punti di discontinuith ad esso 
appartenenti. Analogamente possono regolarizzarsi le  scelte dei successivi c,, , Cr,, ... , cr,, .... 

Anche la scelta dei punti di discontinuità dr,, cl,, , ..., drn, ... pub facilmeute regolarie- 
zarsi in  modo da soddisfare alle condisioni volute. Basta per es. porre la condizione 

1 
&,,ri - cl,, 5 2. (clS,% - dr,), ove con ds, si indica il più prossirno a dr, fra tutti i punti 

di che hanno indice < r ,  e che sono > d,,. Infatti se l a  successjone cl?, , dr ,,..., dr, ,  ... 
costruita con questa condizione tendesse ad un punto dk di  discontinuita, basterebbe consi- 
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Nella diinostrazioiie iioii ci siaino indugiati sopra i dettagli, per non ri- 
peterci. Pe r  essi riinaiidiiimo il1 § 1, 1i.O 2. 

12. 1 psocediii~enti dei II.' 5 e Il  si possoiio alternare in modo aiinlogo 
a qilanto si 6 fatto a l  5 1, 1i.O 3. Riassumendo allora eiitrambi i 11.' 5 ed 11, 
si ottiene il seguente notevole 

TEOIZ. Se 9Z 6 deiiso i i i  1111 segrneiito m< parziale di n b (eveiitualmeiite 

i i i  tutto cch) l'iiggregato dei puiiti x di coiitiiiuitit iii cui da  ogiii parte almeno 

iiiio dei iiiiineri derivati estremi A infiiiito, é denso in &h. 

DIM. A ciascurio dei puiiti d , ,  d ,  ,..., d ,,,... dell'aggregato 92 facciamo 
corsispondere uii puiito cj ( j  = 1, 2, ... , TL, ...) secondo la  regoln iiidicata a l  n.O 5. 

Alla destix del puiito c,, (ls, é un indice arbitrario) esiste certameiite 

uii intosiio O, di ampiezza minore di E,, intieramente coiiteriuto in a b ,  tale 

che 
1 ' F(dv')  P(x)l  > - per  tutti i valori di r ad  esso appartenenti. Sia drB 

d,, - x 2 ~ i  
iiii  puiito qualuiique di in O , ,  distirito d a  c,., (v, > Y,). Alla destra di d,, 
esiste certamente un intoriio O,, di nmpiezza minore di E ~ ,  intieramente con- 

tenuto in a , ,  tale che 1p(2) - F(cra)'  > ' per tutti i valori di s ad esso ap- 
x - CI., 2% 

parteiienti. Sia c,, un punto cj in O,, distiiito d a  d,, (7*, > p . , ) .  Cosi si pro- 
segua indefiiii tamente : in generale, essendosi scelto c,,,-, , si osserverit che  
alla destra. di c,,,-, esiste un intoriio 'a,,,-, di ainpiezza < E z , , - , ,  iiitiera- 

1 ~@q%-; )  - R x )  l mente contenuto in a,,-,, tale che --- 
1 >- per tutti i va- 

drzn-; - 22 2 ~ 2 1 > - ~  

lori di x ad esso appartenenti. Sia d,,, un puiito qualuiique di % i i i  a,,,-, , 
distiiito d a  c ,,,-, (T' , , ,  ;> I', , ,- ,  ). Alla destra di dr,, esiste un intosiio a,,, di am- 

piezza < E*, , intieramente conteiiuto iii O,,,-, , tale che  1 )  - 2 l 1 >-  
X - CQn 2 ~ ~ 7 1  

derare il più piccolo intiero n tale che r ,  > k. Sarebbe dr, < d k ,  ma 

e al limite 
1 1 1  1 

dr - dr,, < (i + + i t.. a . )  (& - dr,) = 2 j  (dr - dr,). 

Assurdo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



266 f. VIOLA : Fwnziorzi continue da zcnn parte 

1 punti dell'aggregato di CANTOR che sono puiiti di coiitiiiuitk e iiei qunli 
e D-F(x) = - oo costitiiiscono r i i i  itggregato ovunque deiiso iieli'aggregato 

di Camoit (per il 1i.O 13). Evidentemeiite i n  tutti questi puiiti é perà t~iiche 
- 
D-F(x) = 0. 

15. 2 O )  Funzioiie P(x) coiitinua ovunque verso destra iiell'intervnllo 0 1. 

L'aggregato % dei puiiti di discoatinuità é quel10 dei puiiti di 0 1  che in 

numerazioue binarin si rappresentano con un numero finito di cifre dopo la 

virgola (cifre O e 1) ed é denso in tutto m. In tutti i punti di $32 é D+F(x) = + 1, 
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D+F(x) - - 1. La figura qui disegnatti, ne dk una rappresentazione cartesiana - 
approssiinata. 

La funzioiie si costruisce ne1 modo seguente. Si assegnano ad F(0) e 
ad F(1) valori arbitrari. Indi si poile 

Si è cosl defiiiita la fiinzione in un primo nggregato di punti &(O) aventi 
per limite il piinto 0. - 

1 
Si colisideri l'aggregato Q simile a Q 0) contenuto in 1 e si de- 

2 

fiiiisca la funzione F(x) per tutti i va.lori di Q - in modo che In differenza (k) 
3(x) - F(:) slia alla corrispolidente differenzn gib definita F(x) - F(0) nel 

rnpporto di siinilitudine (= @ che intercede fra Q 
- 
1 1  

Si consideri l'aggregato Q siinile a Q(0) contenuto in - - e si definisca 
4 2 

la funzione F(x) per tutti i valori di Q i i i  modo che la differenza (3 
F(x)-  F - stirt alla corrispondente differeiizn giB definita F(x)- F(0) rie1 (3 
rapport0 di similitudine (=:) che intercede fra 

Cosf si prosegue: iii  generale si consideri 1' aggregato IS 

k k k t  1 
defiiiito per ogni nuinero - (n  = 1, 2, 3, ...; k < 2"), contenuto in - - 

2 2" 2" ' 

e si definisca la funzione F(x) yer tutti i valori di Q , i n  modo che la dif- (; ) 
(28) Cioh tale che la distanza mutua di tutti i suoi punti e dagli estremi dell'inter. 
- 
1 

rallo - 1 in cui sono contenuti, stia alla corrispondente di~tansa dei punti di &(O) in 01, ne1 
2 - 

rapporto di similitudine 
1 (=:) che intercede Ira gl'interualli - 1 e m. 
2 
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fereiizn P(x) - P , stia dlii corrispoiideiite differeilzs giA defiiiita mx) F(0) (2 1 
ne1 rapport0 di similitudine che iiitercede fra Q 

E evidente che l a  successione ii-idefiiiitn di queste operazioiii foriiisce la 
defiiiizioiie della Ftx) in tutti i puiiti dell'aggregato 9Z. Uiio sgiiardo alla 
figura prova poi che tutti i piiiiti dell'aggregato 5X soiio realineiite piiiiti di 
discoiitinuitii; d i e  iii essi l a  F(x) è coiitiiiun verso destra e che è 

In tutti gli altri puiiti di 0 1  1s P(x) è defiaita per coiitiiiuitA. Cid è pos- 

sibile: sin iiifatti 5 uri puiito di 0 1 non appartenente ad 9Z, e sia 

a a a  a 
5=+-A+%+ ...+" +... 

2 2' 2 2 

l a  sua espressioiie in iiumerazione binaria. In  tutti i pui~t i  di 9Z che si tro- 
1- , 

u 
vnno iielI'iiiiervallo A * la F(x) assume valori coiiteiiliti iiell'niigolo 

2 2 
X 

nveiite vertice in [?, F(;)], ninpiemzo = - (29) e bisettrice orizzoritnle verso 
2 

destra. Iii tutti i puuti di 'SX. che si tiovaiio iiell'intervnllo ai a' a,+ 1 
2 +'p 2 -1- 2e 

ln Ti'@) assume vnlori coiiteiiuti nell' aiigolo avente vertice in 2 + 5 1; 2e7 
lc , arnpiezzn = - e bisettrice orizzontale verso destra.. I n  geiierale : 
2 

in tutti i puiiti di 92 che si trovaiio iiell'iiitervallo 

'xi a 'x,, a, a, a , ,  a,, + 1 - + ' + ... + -- 
2 2 2  2" L - 2 n  1 + a.. -1- -t - 

la, F(xj assume volori coiiteiii~ti iiell'aiigolo aveiite vertice ii-i 

X 
iimpiezzn - - - 2 

e bisettrice oi.izzoritale verso destrti. 

(LY) Rella figura, per pconomia di spazio, si b fatto uso di scale diverse per le ascisse 
e per le ordinate. 
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Poichè questa siiccessioiie d'intervalli aperti verso destra iioii si ar- 
resta a iiessiiii indice fiiiito, ina. prosegue iiidefiriitameiite avendo per limite 
i l  piiiito 5, è chinro che esiste i l  liiii F(x) ed è lecito quiiidi completare la 

x - f ,  

defiiiixione della fiiiixioiie ponendo P(S) = lim F(x). 
x--5 

Applicniido il ragioiiameiito del 11.0 12 si pub poi vedere che i piiiiti 

d i  01, noii apparteneiiti ad %, i i i  cui i qiiattiho iiumei-i derivati estreini 

di F(x) sono tutti iiifiiiiti, costituiscoiio u n  aggregato deiiso i n  01. 

16. 3O) Uiia classe assai estesa di fuiizioiii coiitiiiue verso destra si pu0 
definire ne1 modo segueiitc. 

Prefissato l'aggregato 'ZX, dei puiiti di discoiitiiiuitk 

deiiso i i i  tutto un iiitervallo ah,  facciaino corrispoiidere biuiiivocameiite ad 
ogni suo elenîento il termine con 10 stesso indice di un:l serie S=u, tu,+- ... 
n teriniiii positivi, coiivergente. 

Sia x uii puiito di ab. Se x è un a,, estiaggo da 92 uii gruppo di ter- 
inini (iiecessariamente in nuiiiero fiiiito) aveiiti iiidici < I .  e sussegiieiitisi s u 1  

segiiîeiito ab da sinistra verso destrn Esegiiisco l'estrazioiie coi1 la legge 
seguerite: (i,, è il primo teriniiie di 'SE tale che 

LI , ,  è il primo termine di '37, tale che 

... , arrestaiido il procedimento al primo termine per cui è ni,t = 1 -  (30). 

Se x non è un a,., esti-aggo con la nîedesiioa legge da uii gruppo d i  

termini (iiecessariamente iii iiuinero infiiiito) sussegiientisi da sinistra verso 

destra su1 segment0 ab, nventi iiidici ordinatamente cresceiiti 
limite x. Nell' un cas0 e iiell' altro poiigo 

F(x) = u,, i- um, + u,, + -. 7 

cioè definisco Fm) coine somina rispettivameiite di uii iiumero 
di iina serie, di termini estratti (iii ordiiie cresceiite) dalla serie 

e teiideiiti al 

fiiiito, oppiire 
S. 

(JO) Se fosse, in particolare, mi = r. il gruppo estratto si ridurrebbe 
am, = a,. . 

al solo termine 
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p- - - 

La fuiixioiie F(x) cosl defiiiita é coritinua verso destrn in tutto n 6. Iii- 

h t t i  l 'incremento destro relativo ad un puiito x qualuiique è della forma 

Iii questa espressione, se taiito x che x t h iioii apparteiigoiio ad  X ,  
minueiido e sottraeiido ne1 secoiido inembro sono delle serie ed B a < am, < 
< x + h, 1 1 1 , ' )  m,. Se x nppartieiie ad 92, il sottraeiido é una sonîti~a. di 
uii iiiiinero finito di termiiii che pub eveiituitlmente scomparire del tiitto 
(corne avviene effettivaiilerite da  uii certo puiito in poi quanclo h tende a 
zero). Se  x + h appnrtiene ad %, il iniiiueiido è uua sotniiia di u n  iiumero 
finito di termini, eveiitualmeiite ridotta a1 solo primo termine u,, . In ogni 
caso, fissato arbitrariamente uii iiitiero p, basta preiidere h iniiiore della di- 
stanza d i  x d a  ciascutto dei punti n, , cr , ,  ... , cz ,  per assicurare che m,'/ n2, > p. 
Allorn 

e quiiidi, per la  coiiveigeiiza. della serie S, 1 F ( x  + i l )  - 3 ( x )  1 < E assegnato 
arbi trariarnen te piccolo. 

La F(x) é coiitiiiua verso siiiistra in tutti i piiiiti x di a b d i e  no11 ap- 
parteiigono ad %. Iiifatti l'iiicremento siiiistro di F(x) relritivo ad  x (ora è 
h < 0 )  è ancora. della fornia (3): i l  nlinuendo è uria soinina di un iiuinero 
fiiiito di termini se x i -  h è 1111 punto di % (ed eveiitualiuente piib scoiiipa- 
rire), è una serie ne1 cnso coiitrario; i l  sottraeiido è seiiipre una serie. In 
ogtii caso B 

a,, < x + h < a,!, < x. 

Partendo da uii valore iiiiziale fiicciniiio tei~dere h a O. Quaiido x + h rag- 
giuiige il valore a,,,, il sotti~aeiido perde i l  primo terniiiie u,~, e il iilinueiîdo 
si riduce a O. Quando x + h sorpassa i l  valore cc,,,, i l  sottraeiido resta sta- 
zioiiario meiitre il ininueiido si rifortna a. coiniriciare d a  Lin termine con iiidice 
superiore ttd rd,,, . Diinque è 

e, per  ln convergeiiza della serie S, 1 F(x + h)-  F(x) ,  < E arbitrnii;tmeiite 
assegiiato. 

Se x appartiene ad biZ (sin precisameii te, consei~vaiido In iio tnzioiie, 
X E  a,., G a,,,), il sottraeiido ne1 secoiido nîembro della (3) e seiiîpre + O ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con particolare rigzmrclo alla koro clerivubilità uwikaterale 271 

riducendosi ad u,!, quniido h ; x - a,,,-, . Il iiliiiueiido, quando h tende a 
zero, teiide ad uiia serie beii deteriniiiata: é la. serie dei terinini u corrispon- 
denti al gruppo estratto da con la legge descritta, relativninei~te all'iiiter- 

val10 a,?,-, x. La. serie S deve dunque essere scelta ii i  modo clle F(x-i- h ) -  
- F(x) teiida a uii valore $=O quaildo h tende a O. 

III uii lnvoro i n  corso d i  slainpa iiei a Reiidicoiiti del Circolo Mateinatico 
di Palermo * espoiigo uii eseinpio molto seniplice di fuiizioiie continua verso 
destra defiiiita secondo le regole del presente numero. 
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Sur  les directions de Borel des functioiis entières 

par GEORCES VALIRON (à Paris) 

( (2 )  étant une fonctioii entière ou plus généralement uiie fonction holo- 
morphe autour du poiiit & 1' infini (doiic pour 1 a 1 > R), d'ordre p positif, c'est- 
&-dire telle que, M(q*, f )  désignant le maximum de 1 f (~ 'e*Q)l ,  

- log log M(Y, f) 
p = lim .=, log?. > O, 

j' appelle dil~ect ion de Bo18el d 'ordve  n?e l  pl, p' 5 p, de f (z)  une direction A, 
arg z = cp = coiist., jouissaut de cette propriété: dans tout angle A de bissec- 
trice A et de sommet origine, l'ordre réel des zéros de /(z\ - x est égal à p' 
sauf au plus pour une seule valeur finie de x pour laquelle cet ordre est iiifé- 
rieur A p'. C'est dire que, ?.,,(x, A) étaiit la suite des modules des zéros de 
f(z) - X, 1 ' , , ( ~ ,  A) > R, la &rie 

converge pour a > p', et diverge pour a < p' sauf au plus pour un x. 
J ' n i  démontré ailleurs qu' il existe toujours au ~noiiis une direction de 

BOREL d' ordre p ('). J 'a i  établi d'autre part que, si l'on considère une direc- 
tion A (arg x = cp,) donnée quelcoiique et si 1' on appelle p(x, A) 1' ordre réel 

de f (z)  x daiis cette direction, c'est-à-dire la limite de l'ordre réel de f(a) -x  
dans les angles A de bissectrice A lorsque 1' ouverture de ces angles tend vers O, 
on a ces deux propriétés: 

1. p(x, A) a ln  nténze valeur p(A) = p(rp,) pour tous les x, sauf  pour 
c e u x  d ' u ~  ensemble exceptionnel E(A) qui  est de  mesure l inkaire r~u l l e  dans 

toute région finie d u  plan des x. Pour les x de  E(A), p(x, A) > p(A) sauf a u  
plus pou?. une  valeur finie de x. 

I I .  e dlcint clo?zué positifi on  peut t rouver  un angle A de  bissectrice A 
pou?. lequel la skl.ie (1) convevge pour a = p(A) + E sauf pour les x appnr- 
tenant  à u n  ense)nble d e  nles~rre lin&aire ~zul le ,  indépendant de E (Y). 

(') u Acta math. B, t. 52, 1928, p. 67.92. 
(9 Comptes Rendus o ,  t. 192, 1931, p. 269.271. 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo IX. 
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J'appellerai ?(A) 1'01.dl.e 1.éel moyen dans In di?-ection A. 
La secolide proposition montre qu'il existe nu iuoins une direction A pour 

laquelle p(A) = p,  ce qui établit 1' existence des directions de BOREL dl ordre p .  
Je me propose d'étudier ici la relation entre la valeur de l'ordre réel 

moyeii et la valeur de l'ordre apparent de f ( z )  dans 1% iiiêine direction et 
priiicipdemeiit de montrer que les droites frontieres des angles dans lesquels 
f ( z )  est d'ordre p sont toi~joiirs directions de BOREL d'ordre p. Je doiiiie d'autre 
part des exemples effectifs oh l'ordre réel de f(z) - x; daiis uiie certaine 
direction dépasse, pour iiiie valeur x, l'ordre réel iiioyeii qui est positif, mais 
évideminent inférieur à p. Il coiiviendrait de rechercher si cette circoiistance 
peut se pi'ésenter pour plusieurs valeurs x. 

1. J' introduirai d' abord la iiotioii ti' oqsdre appa?*ent  de f(z) d a n s  une 
tli~.eclinn A. Si B est iin angle de bissectrice A, 1' ordre apparent de f ( z )  daiis B 
est 

(2) 
- log log M(I . ,  B) 

P: = iim - V) ,, log 1 .  

M(v ,  B) désignant le maximum de / f ( z )  1 pour jzl= 1 -  et z apparteiiaiit k B. 
L'ordre appareut de f ( z )  dans la direction A est la liiiiite pa(A) de lorsque 

l'ouverture de B tend vers O. Cet ordre pa(A) peut être supérieur it 1'oldl.e 
appa?*ent  de f(z) sula A, ordre défiiii par 

-log log 1 f(?.ei9) [ 
p' ,(A) = lim 

C = M  log 7 .  

y étant 1' argument de la direction A. Par exenipls, pour ez oii a pl,(& ;) = O 
% ,  

et d= 1 ;  pour sin z, pfa(0) = O, pl,(a) = O et pa(A) = I quel que soit A .  

Il est évident que si A est direetion limite de directioiis A, , ,  oii a 

D'autre part, en supposant fini 1' ordre p de f (z ) ,  MM. LINDELOF et PHKAGMÉN 
7C ont montré que, si A appartient A l'aiigle de A' et A'' supposé infërieur A - ,  
P 

&(A) 2 pfa(A) est au plus égal au plus grand des nombres pfa(A'), $,(A") ('). 

+ 
(1) u est égal u si u > O et à O si u 50. 
(y a Acta math. 2 ,  t. 31, 1908, p. 381.406. 
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p' étant donné inférieur ou égal à p, les directions A pour lesquelles 

forment donc des angles B ferniés (c' est-&-dire comprenant les droites qui les 
X 

limitent) d'ouverture - au moiris. Chacun de ces angles B est recouvert par 
P 

5C 
les angles Br (ouverts ou fermes), d'ouverture - a u  moins dans lesquels 

P 

auxquels on adjoiiit s'il y n lieu l e s  droites limites. Les angles fomt8s paf. 
les B' auxquels on adjoint leu?-s dvoites limites coi'ncident avec les angles B.  
Par exemple, pour sin z, on n deux angles B' d'ouverture TC, tous deux ouverts 
et B comprend tout le plan. 

I l  peut exister un ensemble infini dénombrable de directions A pour les- 
quelles $,(A) < p,(A). Considérons en effet la foiiction de MLTTAG-LEFFLER 

1 
dont l'ordre est p = -  - on sait que 

a' 

1 7Ca 
lim 1 E(?-eQ ; a) 1 = - si 1 cp / = - 
r=m u 2 

1 
tandis que E(z; a) est d' ordre - sur toutes les directions appartenant à l'angle 

a 
X U  

1 l < Tj- VI. 

II suit de llt que la  fonction entikre 

(i) MITTAG-LEPFLER, a Acta math. D, t. 29, 1905, p. 101.181; en part., th. 8", p. 136. 
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est d' ordre 

'R 
et tend vers O sur les directioiis - j ( y !  5 x .  Pour cette foiictioii 

2 -  

Nous alloiis étudier d' une façon géiiérale l'eiiseinble des directioiis cp pour 
lesquelles pa(cp) > pta(cp). Exainirioiis d'abord les propriétés de la foiictioii p,(cp), 
1' ordre 6tant supposé f in i .  

Eii chaque poiiit y, pa(cp + O )  et pa(cp - 0, existent. Car, y,, étaiit une suite 
de valeiiss supérieures B y pas exeinple et tendant vers cp, prises de façon 
que p,(y,,) coiiverge vers i i i i  nombre 11, I r .  tliéorèine de PHRAGMEN et LINDELOF 
inoiitre que, pour cpf supérieur A cp et tendant vers cp on aura 

- 
liin pa(cpt) = b 

et par suite aussi 
lim p,(cp) = b. 

Ainsi, p,(cp + O) et pa(y - 0) existeiit et, eii vertu d' uiie remarque faite plus 
haut, p,(y) est égal nu plus grand d e  ces deux nombres. 

Considéroiis alors la foiiction p,(cp) qui, si elle n'est pas coiistaiite et égale 
x 

A p, est cepeiidi~iit coiistaiite e t  égale à p dans des segments de loiigueur - 
P 

au nwins. Soit y, cp / cp, 1111 iiitervn.lle compris eiitre deux de ces segineiits. 
Uii poiiit cp' de (y,, cp,) doiiiiern. uii maximum relatif de p,(cp) s' il existe un 
segment (y", y"') apparteiiaiit A (cp,, y,) daiis lequel pa(rpf)L pa(cp) tandis que 

pa(yf) > pu($'), p,(cpf) > pu(yl") ; 011 aura alors pdcp) = pa(cpf) sur un segiiient de 
7E 

loiigueur - au inoiiis. Il y a donc uii nombre fini de maxima relatifs. Soit 
P 

cp, < cp < y, uii intervalle compris eiitre deux nlaxiina relatifs; posons p,<cp,) 7- p', 

pa(cp3) = plr .  Supposo~is par exemple p' < pu. Il existe des points cp cle (y,, y,) 
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- 

pour lesquels pu(?) < p', la boriie iiiferieiire p"' de pa(y) est inféi9eure a p'. 

Cette boriie iiiférieiii.e peut lie pas être nt,teiiite, niais nlors il existe uii poiiit cp 

de  (y,, y3)  pour lequel pa(y + O )  ou ?,(y - 0) est égal a pu'. D'uiie ftiyoii géiié- 
rale, on a uii intervalle (y,, y,) daiis lequel p,(y) = pu' (L'iiitervalle peut lie 

pas exister, slow y, = y,) et  des cp aussi voisiiis que 1' oit vei i  t de 1' iiiie ari 
inoiiis des extréiuités pour lesquels pu(?) - p"' est aussi petit que 1'011 veut. 

Pour cp, < cp < y, la foiictioii pa(cp) ne croît pas ; pour y, ( y < y:,, elle lie 
decroît pas. Car, si dails le premier iiitervalle par exemple, pu(@) < p,(.g') porir 
cp2 <I < < y4,  011 :~urnit uii ii1axiiiiu1n relatif sur le segineiit (o, y,) ou 
((Pl y, * E) puisqiie la borne supérieure de pa(y) siir ce segmeiit, supérieure 
aux valeurs aux extrémités, égale a. priori h uii certa.iii p,(cp + O) oii p,[cp - 0 )  
sera égale 9 p,(y) iiiaximuiiî de ces deux iiombres. Or l'existeiice d'iiii tel 
iiinxiinuin reliitif est coiitrnire à l'hypothèse. 011 voit tiiiisi qiie 

I I I .  Lu fonction p,(cp) est a l l e m a t i ~ e n ~ e n t  n o n  cl.oissaule et ?ton d&7'0is- 
saule d a m  des interunlles adjacents dollt le nondn-e rst riu plus kgal 2p. 

Eii un poiiit de discoiitiiiiiité de pa(y), poiiits qui forment uii eiiseinble 
déiioiiibrable, oii peut n.voir pfa(cp) < pa(y); les poiiits eii lesquels cette circoii- 
stpiice se présente et  ou pl,(cp) est supérieure ou é g d  au iniiiimuiii de p,(y t O 
iie senibleiit soumis A aucune autre restriction. Si cp est i i ~ i  poiiit de coiitiiiuit& 
de pa(cp) qui ii'est p a s  liiiiite d e  poiiits de discoiitiiiuité et  e n  lequel pa(y) est 
soit croissaiite, soit décroissniite (au seiis strict) oii n pra(y) = pa(y), siiioii le 
théorème de PBI~AGMÉN et  LINDELOF conduirait k uiie coiitr;~dictioii. Corisidéroiis 
eiifiii uii poiiit cp eii lequel pta(cp) est iiif6riecir au plus petit des deux iioinbies 
pa(y - O), pa(y -1- O); d' aprés le théorème de LINDELOF et PHRAGMEN i l  I I '  y :L 

7C 
pas d'autres poiiits analogues daiis l'intervalle y - , + le iiornbre de 

P P ' 
ces poiiits est au plus égal à 2p. Eii dehors de ces poiiits, pl,(y) lie peut être 
iiiférieur h pa(cp) qiie si y est poiiit de discoiitiiiuité de p,(cp). Par suite 

IV. L'iukgalité pta(cp) < pa(cp) ?ze peut avoi?. l ieu qzc'rrux poiglts de discow 
l inui t& de pa(y) et en 2p azctl,es points au plus. L'ensemble des points o.il 
pta(y) 4 pa(y) est d é n o n ~ b ~ z b l e .  

Ces éiioiicés III et IV supposent que l'ordre est fiiii. 

9. Soit f(z) uiie foiictioii eiitière ou simpleiiîent iiiie fonctioii I~oloinorplie 

dtiiis uti B de sommet origiiie et  sur les côtés taiit que z est fiiii; soli 

ordre appi'eiit  p z  daiis B est défiiii par (2). 011 a la proposition suiviiiite. 

V .  Si A est u~z augle de somnzet O compl&ement i~ l t&i - i eu~ .  à B (O 
excepte)  1' ordre 1-éel des z é ~ ~ o s  de f(z) - x dans  A est cru plus égal ci pa, sulif 
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au plus pou?. les x d ' u n  ensemble excep t ionne l  q u i  est d e  w e s u l b e  l iw?n i re  
7 d k  d a n s  tou te  ?+gion finie d u  plan des x. 

Partageons eii effet A en s angles égaux, piiis, pour 1 z 1 > R, partageoiis 
ces angles en reçlangles curviligiies par les circoiiféreiices 

Soit y(p, j) 1' uii de ces rectaiigles compris dans le couronne 
soient r(p ,  j) la circonférence circonscrite h ce rectangle et C ( p ,  j) la circoii- 
fereiice coriceiitrique de rayoii double. Eii prenant s assez graiid, tous les C'(p,  j )  
itppartienneiit A l'angle B. E étant arbitraire et p assez graiid, oii it dans C(p, j) 

et, en vertu du théorème de JENSEN, le nombre des zéros de f (z )  x: ditiis 
~ ( 1 1 ,  j )  est au plus égal A 

+ 1 [(l +-yP'+ log 1 % 1 - log. 1 f(ag 
log 2 4 

z i  désigiiaiit le centre du  cercle, donc k 

si l'on suppose x extérieur & UII cercle q(p, j) de rayon e-Kp (& de centre 

f(q et 

(4) 1 x 1 < eKp7 

K étaiit uii iiombre fixe iiif6rieur B l + -  . Excliioiis les x iiiitérieurs k une ( 3' 
iiifiiiité de cercles q ( p ,  j ) ,  x qui forment un enseinble de mesure linéaire iiiille 
dniis toute portion finie du plan, puisque ln série formée par les rayoiis des 
cercles q ( p ,  j) est manifestement convergeiite. Si 1'011 suppose s fixe et exté- 
rieur a cet ensemble, la condition (4) est vérifiée et x est extérieur aux cer- 
cles q ( p ,  j) pourvu que p soit assez grand, p 2 p(x), l'inégalité (3) est véri- 
fiée, f ( z )  - x a inoiiis de 

H( R,)r.' 

zéros ditlis la portion de A intérieure k l i i  couroiiiie 
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H étant uii iioinbre indépendant de x facile A calculer. Pour ces x la série 1 
converge poiir a ) p' doiic, poiir a > pa puisque E est arbitraire. La pr-oposi- 

tioii V est étable. 
Il est clair que, dans bieii des cas l'ensen~ble exceptioiiiiel possible se 

réduit I1 un point, ou ne contient aucun poiiit. Il ii'y a qu'uii seul poiiit 
exceptionnel possible s'il existe dans A un chemiii I' sur leq~iel f ( z )  tend vers 
uiie limite finie. Pour le voir, il suffit de coiisidérer un cercle inscrit daiis un 
angle A' de sominet O coiiteiiaiit A et contenu dtiiis B et le poiiit de ce 
cercle situé sur I' et le plus proche du centre. 011 fait uiie représentatioii 
coiiforine du cercle sur lui-même nmenaiit 5 au cetitre et oii applique le théo- 
rbine de Jensen; le cercle exceptioiinel aiialogue A q ( p ,  j )  a alors LIU ceiitre 
qui tend vers le valeur asymptotique le long de r, la valeur exceptioiiiielle 
possible est. unique. 

En tenant compte de la définition de l'ordre réel nioyeii dans une direc- 
tion, on voit que V entrafiie ce corollaire: 

VI. L ' o l - d ? ~  4 e l  moyen  dans une  directiou A est a u  plus égal à 
E'ot-dre a p p w e n t  dans cette même divection. 

A fortiori, l 'ordre moyen dans une direction de BOREL d'ordre réel p' 
étant égal A p': 

VII. Si A est une direction de  B o l d  d' ord9.e ?de l  p', 1' ordre apparent  
de f(z) dans cette di?-ection est a u  moins égal à p'. 

Ces énoricés lie supposent pas l'ordre fini. 

3. p' étant inférieur ou égal 9. p, supposons que l'ordre apparent de f ( z )  
dans une certaine direction soit inférieur 9 p'. D' après le 11." 1, les directioiis A 
pour lesquelles p,(A) 2 p' forment des angles. Nous allons montrer que 

VIII. Les cBt& des angles fovm&s par  les dil.ections A  pou^ lesqzielles 
p , ( A ) z  p' sont des d i ~ . e c t i o n s d ' o ~ . d ~ - e  rêel moyen  nu moins kgal à p' 

Soit A un des côtés d' un tel angle. Supposons que l'on ait 

Il existe uii aigle A de bissectrice A tel que la série (1) converge pour 
a = p'- 2a et presque pour tous les x. Pour ces x le nombre des zéros de 
f ( z )  - x appartenant 5L A et h une couronne R, < lzl < R sera moindre que 

( 5 )  Rp1-2z. 

Il est loisible de supposer, en remplaçant f(z) par c f ( z )  $- d que cette circon- 
statice se préseiite pour x=O et x= 1. Soit B un mgle  d'ouverture 86, de 
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bissectrice A, iiitérieiir il A et  soient B, l'aiigle de bissectrice A e t  d'oiiver- 
ture 46, A' et  A'' les côtés de cet aiigle B,. E positif t~rbitraireiiieiit petit étaiit 
doiiiré, oii peut siipposes qiie 6 a été pris assez petit pour qiie, sur l'uii des 
côtés, A' par exeiiiple, oii ait 

(6) log 1 f(z)l < 7 8 ~ ' - ~ '  

dès que 1 %  = j z ( est assez graiid, laiidis qu ' i l  existe dans l'angle (A, A )  des 
points z de inodule 1. aussi graiid que l'oii vent, pour lesquels 

( 7 )  log 1 f (2 )  1 > 1 v 1 - ~ .  

Soit z,, uii poiiit pour leqriel (7) est vérifiée, q u o  = lz, . Dans le cercle de  

ceiitre x, et ïayoii 7."  sin 6 existe, d'après le principe du inodule iiiaxiini~in, 
une ligue coiitiiiue r joigiiaiit le centre z, ii un point z ,  de la circoiif&reiice, 
eii chaque poiiit de laquelle 

(8) log 1 f(z) 1 2 ~,p'-~. 

Entouroiis les zéros de / ' ( z ) [ / ( z )  - 11 situes ciaiis A et dans la. couroniie C 

de cercles d'exclusion de rayon commun 

D'après (5), la somme des diamètres de ces cercles est nii plus égale à 

Par suite, des que ?., est assez gsaiid, i l  existe une droite D perpeiidiciillziie 
au segineiit zoz, et  le coupant, doiic coiipaiit I', qui lie coupe pas les cercles 
d'exclusioii. Il  peut se faire que D coupe A' eri uii poiiit z ,  du segiiieiit de 
cette demi-droite pous lequel ?a0(1 - 106) < 1 .  < î.,(l + 106). Dails le cas con- 
traire, i l  existe un arc de circoiiférerice la1 = 1. tel que 

qui lie coupe pas les cercles d'exclusioii et qiii coupe D Lt l'iiitérieur de B. 
011 obtient eiicore ici 1111 ctieiniii y iie co~ipi~iit pas les cercles exclus et  joi- 
giia~it ilil point z, de A' appartenaiit k (9) k uii poiiit z, de l'. Dalis tous les 
cas, le chemin y reste dans la couroiiiie (9) et dans B et sa longueur est ail 
pliis égale A 41.,; un cercle quelcoiique ayaiit pour ceiitre un point de y et 
polir rayon 2 0 h ,  contient toujours z,  Lt soli iiitérieur. Enfiii, il est loisible de 
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supposer que E puis 6 ont été choisis assez petits pour qu' un cercle quel- 
conque ayaiit pour centre u i i  poiiit de y et pour rayon 806r,, appartienne & 

ln fois la couronne C et A l'aiigle A .  z' étant un poiiit de y, posons 

g(Z) = f(zf  + 2).  
On sait que 

H étant une constante absolue, N le noinbre des zéros de g(Z)[g(Z) - 1] pour 
IZ] < u et  d' la plus courte distance de ces zéros à l'origine Z =  O. Comme 
d'autre part 

log M(: u? g)  < ~T(;U? g) 

on aura, eii prenant pour d' le rayon des cercles d'exclusion et  en appliquant 
l'inégalité au point Z correspondant B z,, 

En tenant compte de (8), on aura donc, dès que r, sera assez grand et  quel 
que soit z' sur y :  

+ 1 + 
(10) < (, + 12 log- 

I ff(4 l + 36 log 1 f (x') 1. 

Partons de x, et parcourons y. Nous appliqueroiis (10) au  premier point z, 
rencontré en lequel 1 f (zf) l  2 1. On aura en ce point 

et  en supposant I ' ,  assez grand, en vertu de (6) 

(11) log 1 f (2') 1 < (31-,)~'-~e. 

En tenant compte de ces iné;galités, on decluit de (10) 

ce qui est impossible puisqu' on peut supposer O < E < a et  lin1 r ,  = 00. 

(i) u. Acta math. x ,  t. 47, 1925, p. 117.14% 

Aflflali di Matematica, Serie I V ,  'Porno IX. 
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Il est d' ailleurs iinpossible que, sur y, 1 f ' (z)  1 soit coiistaiiiineiit iiiférieiii 

à 1 puisque (1 1) serait alors vérifiée pour z' = a, ce qui coiitredirait 8). 
L'hypothèse faite est doiic absurde et la propositioii VI11 est établie. Elle 

suppose, comine il a été dit,  qu'il existe i i i i  angle au inoiiis daiis leqiiel l'ordre 
de f ( z )  est inférieur A p'. 

011 peut faire une hypothèse inoiiis restrictive. Siipposoiis seiileineiit qii'il 
existe une direction siir laquelle f ( z )  est d' ordre iiiféi.ieiir i~ p', p ' s  p . Coii- 
sidéroiis les demi-droites frontières des aiigles cliiiis lesquels p ' , (A)2p1; oii 
bien une telle demi-droite est aussi froiitiére des aiigles ou ?,(A 2 p' et l'oit 
est dans les conditioiis de 1;i propositioii VIII, oit bieii cette demi-droite A' est 
telle que p1,(A') pr et ?,(A') 2 p'. Daiis ce secoiid cas, oii yeiit tiiii6e jouer 
it A' le rôle de la diiectioii pnrttiit le iiiême iioiii dails la. déiiioiistrntioii pré- 
cédente, l7 inégalité (6) est iriêiiie i'eiit'orcée, 2~ y étaiit remplacé pais i i i i  iiombre 
fixe p. On obtieiit ainsi cette propositioii coiitenaiit VIII. 

IX. p' étant donnd inf&rieuî- O Z G  égal à p, les côtés des angles d a m  
lesqzcels pl,(A) => p' sont, s'ils existent ,  des dipaectious rl'ogdve ?$el moyen a u  
n ~ o i n s  kgal à p'. 

Pour p' = p, on a ce corollaire: 
X.  Si  f(z) est tdyo?.dve p autour d u  point à l'infini, les côtés des 

angles (feqwds ou ouue9.t~) dons lesquels pl,(A) = p sont, s' ils existent ,  des 
tiivections de  Borel d 'ovdre  p. 

Pour uiie foiictioii d'ordre fini p, il existe d'après le théorèine de LIN- 
DELOF et PHRAGMEN déjh utilisé au ri.' 1, iiri angle ou des aiigles d'ouver- 

'X: 
ture - aii moiiis dalis lesquels pl,(A) = p. D' iiiie fa~oii  géiiérnle, si p' est uii 

P 
inaxiiiium relatif de pl,(cp), pl,(cp) est égal A p' dans un intervalle (ouvert ou 

Tc 
fermé) de loiigueur au inoiiis. Si y, est un point pour lequel pl,(y) 11' est 

P' 
pas stationliaire, c'est-A-dire n'est pas coiistaiit dmis un iiitervalle contenaiit y,, 
la direction y,  est froiitiére d' uii angle dms lequel pl,(A) >= p,(rg,). Par suite, 
d'après V et IX. 

XI .  Toute dil-ectio~z rg(arg z = y), poui* laquelle la foncliolz $,(y) n' est 
pas station~zai?*e, est une direction d'old2.e réel moyen égal d p,(y). 

4. Les propositioiis VI11 A XI supposeiit que l'ordre p de f ( z )  est fiiii. 11 
est aisé de voir comment on doit inoditier les éiioiirés dalis le cas de l'ordre 
infini. Il résulte toujours de la definition de l'ordre appareiit p,(A) que les 
directions pour lesquelles p,(Al r p', p' fiiii, s'il en existe forment des WW 
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ouverts C; l'ensemble complémentaire est parfait. Si A' est frontière d' un 

aiigle C dans lequel pa(A) < p', l'ordre moyen dans la direction A' est au 
moins égal B p,(Af). Cet éiioncé géiiéral correspond a VIII. Il reste vrai que, si 
pour wie valeur y,, $,(y,) est inférieur B p,(cp) la  direction y, est d'ordre 
moyen égal B pa(cp,). A X correspond cet énoiicé : les frontières des angles 
ou pl,(h) < w ainsi que les directions extérieures B ces angles pour lesquelles 

,da(A) 00 sont directions de BOREL d'ordre infini. La proposition XI reste 
e~it,iSremeiit valable. Car, si pl,(rg) est fini et pa(y) fini, f (z )  est d'ordre fini 
dans uii petit aiigle de bissectrice cp, on retombe en somme sur le cas de 
l'ordre fini; si pfa(rg) < CO et p,(cp) = w on est dalis le cas qui a été signalé 
ci-dessus; enfin, si pfa(cp) = oo et n'est pas stationnaire la direction rg est 
limite de directions sui. lesquelles pl,(cc) < CG et le raisonnement du 11." 3 
s' applique. 

Que 1'ordi.e soit fiiii ou infini, les directions rp pour lesquelles pl,(rq) n' est 
pas stationnaire sont; toujours des directions de JULIA. Car il existe alors des cer- 
cles lx - te"] < tt6, lin1 t = w, contenant B la fois des points oii loglf(z)l < t ~ ' - ~ i  
et des points oh log 1 f(z)] ) tp"', o étant positif et dépendant de 6 qui peut 

être pris arbitrairement petit. Eii vertu du théorème de SCHOTTKY, les cercles 
conceiitriq~ies de rayon quadruple doivent coiiteiiir des zéros de f(z) ou f(z) - 1, 

la famille f(auei9) oh u est un paramètre positif, ne peut être normale pour 
tous les z réels et positifs, la direction .g est direction de JULIA. 

8. Que l'ordre soit fini ou infini, on a la proposition suivante: 
XII. La fonction pa(y) est la même pour une fonction f(z) et pour sa 

déviuée. 
NOLIS désignerons ici par p,B(f), pa(y, f), pfa(y, f )  les ordres apparents de 

la fbiictiori f(z) dans l'angle B, dans la direction .g et sur la demi-droite cl'ar- 
gument y. Eii intégrant, on a de suite 

donc 

D'autre part, en considérant 1111 angle C int6rieur A B (et toujours de soinmet 
origine), le théoréme de CAUCHY donne 

donc, en prenant C d'ouverture égale it la moitié de celle de B et en faisant 
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tendre ces ouvertures vers O, 

(12) @a(% P) I pa(% f 1. 
La proposition XII est ainsi Btablie. 

Eii ce qui coiicerne la coniparaisori des foiictioiis pra(cp, f )  et pl,(cp, f '), 1' in- 
tégration donne évidemment 

e t  l'iiiégalitè (12) montre alors que l'on n 

pour toutes les valeurs cp pour lesquelles pfa(rq, f )  = p,(cp, f ) .  Dans le cas de 
l'ordre fini, (13) lie pourrait donc être uiie iiiégalité que pour un ensemble 
dénombrable de valeurs y.  Dans le cas de l'ordre infini, on peut trouver des 
exemples pour lesquels (13) est effectivenient uire iiiégdité. C'est le cas pour 

f(z) r ei8, pour laquelle $,(O, f )  = O, pl,(O, fl) = 1. 
En rapprochent XII de VI11 ou X on voit que 

XIII. fi,z) &tant holonto!*phe autouv d u  point à l'infini, d 'o~d9.e p fini 
ou infini, si pa(cp) n'est  pas toujou~.s  égal à p, les côtés des angles où Z'on a 
pa(y) < p son4 des divections de  Bolme1 d'ovd?.e ?.&el p coîîinlunes à f(z) et à 
toutes ses ddrivées. 

D'une façon générale l'ordre réel moyen est certainement le même pour 
f(z) et ses dérivées dans toutes les directions rq pour lesquelles @,(y) n' est 
pas stationnaire. 

6. Il existe effectivement dans certains cas des directions A pour lesquel- 
les O < g(A)=p,(A) < p < 00 et qui ne sont pas directions de BOREL d' ordre p(A). 
Cette circonstance se présente dans le cas des foiictions orientées B croissance 
irrégulière que j'ai étudiées autrefois ('). Pour fixer les idées, prenons 

avec a(n)  réel positif, p entier positif ou nul, 

log 12 
log a(nj = 1 

1 , p + s < p < p - +  1. 
p - sin' (logSn) 

(') a: Annales Pacult6 de Toulouse a, t. 5, 1913, p. 236. 
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La direction .g = O est iiiie directioii telle que 

1 
p,(O) = p(0) = 11 -1- - 2 

1 
alors que 1' ordre réel des zéros dails cette direction est p + - pour f ( z )  -- x, 

2 
1 

$ + O  et est égal B p i p i - -  pour x=0. 
2 

L' ordre réel d i ~ i i ~  une directioii peut donc effectivement dépasser 1' ordre 
réel moyen supposé positif; illais il y aurait lieu de chercher si ceci peut 
avoir lieu pour plusieurs S. 

Remarquons eiifiii que ces memes foiictioiis croissalice irréguliere four- 

iiisseirt des exemples de .cas ou la foiictioii p,(ip) est continue et monotoiie dans 
certains iiitervalles. 
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Bulle superficie iiitegi-di di dile o più equazioni lineari 

:r derivate parziali del 3" ortliiie. 

Siiiito. - Questa Mew~oria trae occasiorte (la u u u  Nota d i  E;. P. LANE sullo stesso aryorv&ento. 
11 LAXE crede d i  rilevare wmnchevolrzze in u n  lavoro tlell'8. del 1919 i n  cui, a seguito 
rli unza teoria genevale sulle superficie ( l e  coovdinate proiettive o?noge?aee dei cu i  pzclzti 
sono) i~rtegrali  d i  u n  sistelna d i  equazioni a derivnfe puvziali lineari ed omogenee. é 
trattato colne esenzpio il caso indicato ne1 titolo. 

L'A. ripieende i risultati  d i  quella Notn pei- ittoutrare la  cotuplefezza de112 classifi- 
c a z i o ~ e  da ta  ne1 1919 e porre 4th P.ilieuo w a  classe molto generale d i  superficie soddis- 
facerzti a l  problema che è sfuggita a l  IIAXE. I l  BOWLES, allievo del LARE. lia aggizcwto 
qualche ulteriove comegzienza geolnetrica 4% parte erroloea. tr~eatre i risultati  esatti cor- 
rispondetzti sono esplicitamente enunciaf i  nella S o f a  tlell'd. del 29 14. 

1. Iii uii lavoro yubblicato iiel 1919 ( I )  Iio dato t~lcuiii teoreiiii geiieraii 
sulle superficie iiitegrali di uii sisteiria di equazioiii a. derivate parziali, liiieari 
ed oinogenee, in due variabili indipendetiti : cioe lio assegiiibto alciiiii carat- 
teri geoineti-ici delle superficie le coordiriate proiettive dei ciii punti, x(u, v), 
soddisfaiio a uii ta1 sisteinn. E a titolo d'eseinpio ho aggiuiito qualche det- 
taglio iiel caso di superficie soddisfaceiiti ad i i i in .  O a due equazioiii a deii- 
vate parziali del 3" ordiiie. 

Quest'ultimo cas0 e stato ripreso receiiteineiite da1 sig. E. P. LANE (g) e 
da uii suo allievo CH. F. B O W L E ~  (3). Il LANE si giova iii parte della mia 
trattazione (4) e si preoccupa di arrivare a forme cmoiiiche per il sistema di 

(l) Determinaziotze delle superficie iwteyrali d i  ulz sisterna d i  equaeio~l i  a derivate par.- 
z ia l i  l ineari ed omogenee. u Rendic. del R. Isiituto Lombardo n, 1919, vol. LTI: parte 1. 
pagg. 6108'25 e parte II, pagg. 626-636. Citerb qiiesto lavoro con D. S. 1. P. 

(') I d e g r a l  surfaces of pairs of partial differential equations of the th ird  order. Traii- 
sactions of the Amei-ican Mathematical Society ., vol. 32, n. 4, pagg. 782-79'3. 

(3) Integral surfaces of pairs o f  d i f f e re~ t ia l  equalions of the third order. A diusertatioii 
submitted to the graduate faciilty i n  cnndidacy for the degree of doctor of philosophy by 
CH. P. BOWLES. u The University o f  Chicago I ibrar ies  ). Chicago. Ill., 193". pagg. 1-106. 

Il che B stato detto da1 LANE cosi: n On page 630 of his paper BOMPIANI nttacks the 
problem of iveducing a pair of tliird-order equations to caiionical forins, usiug npparently the 
saine point of rien. t h ~ t  we  have ridopted D. Cosicché io ho aviito la fortuna ilel 1919 
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due equazioiii del 3" ordiiie ; trovnte le quali Egli crede opyortuiio stabilire i i i i  

coiifroiito fra i suoi e i iniei risiiltati e scrive : a He obtniiis oiir equations (17), 
aiid theii, appealiiig to soine geiieral theory developed earlier iii his papeib, 
arrives at two canoiiical forms wliich do not differ esseiitially froin our cario- 
iiical forins (23) aiid (24). He does iiot discover our four other caiioiiical forms. 
Ho does not develoy a theory based oii our canoiiical foriii (23), but confiiies 
his further studies to our caiioiiical form (24) obtairiiiig extremely interestiiig 
results to which we shnll refer agaiii later B .  

Chi legge questo passo ha. l'impressioiie che lui siaiio sfuggiti alcuni tipi 
di siiperficie scoperti diil LANE : è un peccato che questi iioii abbia approfoiidi to 
quella a general theory developed earlier i i i  his paper s perche avrebbe scoperto 
che noii mi sono sfuggiti affatto, come si vedrk appresso (5). Né è vero che io 
aisrivi a. quei due soli tipi : arrivo a qiielli quaiido ho gik scartato gli altri. 

Trovo anche straiio il rilievo di iioii aver sviluppato una teoria del si- 
stema (23) (9; :t parte che non avevo bisogiio di farlo, s pag. 628 del inio 
lavoro sono esplicitamente eriunciate le proprietà geonietriche delle equazioiii 
che compongoiio ta1 sisterna e sono perfino dnti scheini grafici ntti ad illustnire 
la dipeiideiiza lirieare di certi punti espressa da quelle equaziorii. Taiito piU 
straiio perché i l  LANE ilon va oltre esse, ina si limita ti scriveriie le coiidi- 
zioni di integrabilitii, 

Ma è rero che, \7ole11do, si pu0 spiiigere oltre quel10 studio : il che ho 
aypuiito fatto iiel corso di Geometria Siiperiore dato a Rologna ne1 1926-27 (7. 

d'indovinare il  iuetodo pubblicato da1 LAKE ne1 1930. A dir vero le  forine canoniche (cùe 
del resto non sono sernpre uni~~ocaniente  determinate da1 tipo di superficie) non sono 10 
scopo del mio lavoro. 116 m'interessano quando con altre considerazioni io riesco a carat- 
terizzare le superficie integrali : qiiesto P i l  problema. e le  forme canoniche non sono che 
lino strumento. 

(j) Il LANE non cita che 10 parte Il del rnio lavol-O ; è un peccato ch'Eg1i non abbia 
portato la sua attenzione siilla parte 1, cui si rifei.isce vagainente con l e  parole riportate fra 
virgolette, perchè ciù gli avrebbe evitato di f r ~ i n t e n d e r ~  i miei risultati e quindi 1s  presente 
inessa a pnnto. 

(6) Sono le  equazioni (1) di questa Nota. 
( l )  A que1 corso hanno assistito il prof. E. P. LANE dell'Uiiiversitit di Chicago, il  

prof. E. STOUFFER dell'Universith del Kansas, il prof. ENEA BORTOLOTTI, i doft. L. BURANI. 
S. CINQUIXI, E. LINDNER, G. PALOZZI e d  altri. 

L e  proprieth riguardanti l'intorno del 3 O  ordine sono d a t e  srolte da1 14 Narzo al 
16 Xaggio 1927. Negli appiinti del cvrso che h o  passato agli studenti (com'b mia abitudine) 
lio sviluppato largamente la teoria invariantiva (invarianti finiti, differenziali, loro interpre- 
tazione geometrica, trasformazioni) delle superficie integrali di iina O due equazioni del 
3' ordine. che mi riservo di pubblicare in altra occasione. P e r  quanto ricordo. ne1 periodo 
indicato i prof. LSXE e STOUFFER non erano più a Bologna. 
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Su qunlche altro rilievo noii esntto del LANE toriieri, appresso; devo iiivece 
rilevare, coine proverb, che le forme cnnoiiiche date da1 LANE ilel cap. III soiio 
iiisufficieiiti perche iioii coiiipreiidoiio il caso generale; come iiicoinpleti soiio 
alcuiii risiiltati del BOWLES relativi ad 11110 di  quei casi che iiivece di essere 
sfuggiti a me sono sfiiggiti a1 LANE iiella lettura del inio lavoro. 

E teinpo di riferire su quwto relativaineiite a1 caso che qui c'iiiteressa di 
due equazioiii a derivate parziali liiieari ed omogeiiee del 3" ordiiie. 

2. Mi occorre ricordare la iiosioiie di spazio v-osculatore, S(v), ad iina 
superficie i i i  i i i i  si10 puiito : A qiiello (di dimeiisione miiiiina) cui apparteiigoiio 
gli Sv oscu1;itori alle curve della superficie ilel puiito 

Se la superficie (coine vogli:~iiio siipporre col LANE; per quant0 la. inin 
teoria permetta di esaui'ire anche l'ipotesi opposta) lion soddisfa ad eqrxazioni 
a derivnte parziali del 2" ordine e S(2) = S5. E se come iiell'ipotesi soddisfa 
a due equazioni differeiiziali liiieari omogeiiee del 3" ordiiie é S(3) 5 S, (la 
diineiisioiie si riduce da 9, coine è i i i  geiierale, a 7). La diineiisioiie del10 S(4) 
pub essere 7, 8 O 9. 

3. Le superficie corrispoiidenti ni due primi casi (quelli sfiiggitimi secoiido 
il LANE) si classificaiio i i i  base ai due Leinini seguenti (g). 

LEMMA 1. Se gli S(v) ed S(v + 1) iii iiii puiito gerierico della superficie 
haniio la stessa diinensioiie p, la superficie appartieiie ad un S,. 

LEMMA II. Se iri un punto generico della superficie S(v)= S, e S(v+l)  = S,,, 
O la superficie sta iii S,,, oppure possiede CO' ciirve riegli Sp-, di una svilup- 
pabile ('O). 

Applicando questi due Lenlmi al iiostro caso si ha :  
Se 8(4) r S7 la superficie iiitegrale del sistema sta in S,. E viceversa ogiii 

s~iperficie di S, (geiierica, cioè per cui S ( 2 ) s  S,) soddisfa a due equazioni 
del 3c ordiiie lineari e omogeiiee; sicché questa classe di superficie è com- 
pletameii te esaurita. 

Passiaino a1 caso S(4) = 8,. Per il Lemma II si hailiio due sottoclassi di 
superficie. Per aiia di esse si haiiiio mi  curve iiegli S, di  una sviluppabile. 

(y Ho esposto questa nozione, ed altre che incontreremo poi, in numerosi lavori a partire 
da1 1912; Y. p. es. Sopra alcutze estensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero. ( a  Atti Acc. 
di Torino W ,  1912). 

( 9 )  a D. S. 1. D ,  pagg. 614 e 615 (Lemma e Corollaiio 1). 
(lu) Con cib si esprime clie due Sli-Y infinitamente vicini stanno in uno SP-v+i (tan- 

gente alla coi di Sp-, in tutti i punti di un Sp-"). 

Anflali di Matematica, Serio IV, Tomo IX. 37 
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E viceversa ogni superficie di questo tipo soddisfa a due equtizioni n derivate 
parziali del 3" ordine che é facile scrivere. Sicché aiictie questa sottoclasse 
é completamente esaurita. 

L'altra sottoclasse si coinpoile di superficie di S, : viceversn non ogni 
superficie di S, soddisfa a due equazioni del 3" ordine (ma solo ad una, in 
generale); ina é facile studiare queste superficie una volta che lie é noto 
l'ambiente. Ritonierb presto su di esse. 

S. Riiilarigono infine a considerare le superficie per le quali S(4) r 8,. 
Per esse dimostro che iiecessariameiite le due equazioiii del 3" ordiiie 

debbono potersi ridurre, con opportuaa scelta di variabili, iid uno dei due 
tipi segueu ti : 

a3x 
ove p. es. x,, =-- e ove i piniti 

au3 
e nelle derivate prime e seconde 

iiidicaiio espressioni liiieari omogenee in x 

(a coefficieiiti funzioni di u, v): S' intende 
bene che per esse debbono essere soddisfatte le condizioni di coinpleta inte- 
grabilitk, da scriversi tenendo conto del fatto clie la superficie non rappreseiita 
altre equnzioni a derivate pnrziali del 3" ordine. L'anibiente d'appartenenza 
di queste superficie lion e determiiiato dd le  equazioni precedeiiti, e la sua 
dimensioiie pub essere qualsiasi (2 9). E ben chiaro che superficie soddisfa- 
centi ad uno dei due sistemi scritti possoiio esistere anche in S, e in S, (e  
quindi rientrare nelle classi precedenti) ; ma, se cib accnde, la  superficie deve 
soddisfare non solo alle due equazioiii del 3" ordine, ma anche n due O rispet- 
tivamente ad una equazione del 4" ordine (linenre oinogenea in x e nelle sne 
derivate) non deducibili dalle precedenti per derivazione. 

Il significato geometrico delle equnzioni (1) O (2) è il seguente : 
Sulle superficie i?zteg?di del sistenzn ( 1 )  esiste un doppio sistemu di 

(1') u D. S. 1. *, pag. 631. Questi due tipi, (23) e (24) nella numerazione del LANE, sareb- 
bero secondo il  LANE gli unici da  me trovati. Sia nella discussione sia ne1 risultato 6 detto 

esplicitamente che u se v > 3 etc. 8 ; il che al Cap. III cola citato, cioè ad  un 

v(v - 1) 
sistema di vu01 proprio dire o: se S(2) = S,, S(3) = S,, S(4) = S, 

2 
L'aver  trascurato questa liiuitazione ha portato il  ~ N E  a credere d i e  mi fossero sfiiggiti 
gli altri casi, per i quali S(4) s S7 O S(4) = S,,, che invece erano gih stati classificati. 
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l inee u, v tal i  che 10 S, bitangente (i2) in x alla superficie i?z dig.eaione della 
linea u contiene 10 S, osculatove alla u ;  e inoltve 10 S, osculatove lungo lcr, 
generatvice per x alla 2-igata ('3) delle tangenti  alle l inee v lu?zgo u n a  u 
(cioé 10 S, contenente le tangenti alle linee v in x e in due punti  infinita- 
mente vicini sulla linen. u per x) coincide con 10 S, 2-oscu1atoi.e in x alla 
supe?.@cie. 

Sulle slcperficie inlegl-ali de2 sistenza (2)  esiste un doppio sistema d i  
h e e  u, v a cal-atte7.e inc01uto~~io  tal i  che la 2-igata delle tangenti alle linee u 
(O v) l m g o  u u a  l inen  v (O u) h a  i l  p~.imo indice d i  sviluppcibilità = 2 ( 1 4 ) ;  

ci08 tve genemtr i c i  infi?bita.iaente viciue d i  una d i  queste vigate stnnno 
in S, (e n o n  in S5, corne nccade in genevale). 

Per queste superficie, cioè per la coppia di equazioni (2), ho dato una 
trasfoi.mazione ailaloga a quella di LAPLACE (15). 

Ln proprietA caratteristica. di esse enuiiciata ilel penultiino alinea (iiisieme 
ad altre) relativn alle rigate circoscritte alle superficie soddisfaoenti alle (2) 

é stnmpntn in comiuo iiella mis Meinoria (pag. 633); il LANE, proprio al 
termine della sua (i6), scopre una a interestiiig iiiterpretntioii w delle (2) 
a which seems to have escapeci notice hitherto D : la quale iiiterpretazioiie e 
esnttaineiite quella preceden te ! 

5. Riassumendo : 
Le supev@cie integral i  d i  due equnzio?zi a delaivate p a m i a t i  lineal-i 

omogenee del 30 ordine (e d i  nesstsna de2 2" ol~dine)  appal-tengono neces- 
savianzente nd uno  dei t i p i  seguenti: 

1") Supe?*ficie d i  S,. 
2") Superpcie d i  S,, con S(3) = 8,. 

('7 a D. S. 1. n pag. 612 in nota. Spazio bitangente è ogni spazio congiungente i piani 
tangenti in due punti infinitamente vicini; esso dipende quindi da un punto della superficie 
e da una tangente in esso (ed B un S, se S(2) -= S,). Analogamente (loc. cit.) si definisce 10 
spa~ io  vstangente per u n  elernento di  curva d'ordine v. 

('7 Spazio osculatore (O meglio 2-osculatore) ad una rigata lungo una generatrice è quel10 
contenente la generatrice e due infinitamente vicine (cioè i piani osculatori a curve della 
rigata in tutti i punti della generatrice). Questa ed altre nozioni più generali si trovano nella 
mia Blemoria : Alcune proprietci proiettivo-differenziali dei sistemi d i  rette negli iperspazi. 
N Rend. Circ. Matein. di  Palerino ., t. XXXVIl (1914). 

(L4)  Bella Memoria ora citata ho introdotto la nozione di ilzdiei d i  sviluppabilità di una 
rigata. Il primo di essi B, i n  termini infinitesimali, il massimo numero di generatrici infini- 
tamente vicine linearmente indipendenti. 

( ' 5 )  a D. S. 1. D ,  pag. 632 e segg.. 
('6) LOC. cit., pag. 793. 
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3") Superficie coîz m i  cuvve negli S, d i  unn sviluppnbile. 
47 Supes-ficie soddisfacenti al sistenza ( 1 ) .  

5") Supel-ficie soddisfacenti al sistema (2). 
L'ainbieiite delle superficie delle ultime tre classi iioii è deteriniiiato dalle 

equazioiii del 3" ordiiie: esso pub veiiire determiiiiito soltniito dall'iiggiiiiita 
di equazioiii di ordiiie > 3 iioii coiisegueiize differeiiziali di quelle date: 

Il lettore che iibbin preseiiti le Note dei sigg. LANE e BOWLES vedrà che 
le superficie da loro troviite si trovaiio tutte frn le prececleiiti. Coii ci0 iioii 
afferiiio che i iniei risultati coiiicidaiio con i loro, perche, coine ora proverb, 
ci sono iielle loro Note risultnti sbngliati, e alcuiii tipi sono ad essi sfuggiti. 

6. Veiiiaino alla parte niialitica. Il procediinento da nie dato iiel laroro 
piii volte ricordnto è il segiiente ( I l ) .  

Ad un'equnzioiie del 3 '  ordiiie 

(i puiiti iiidicaiido semipie uiin coinbiiiazioiie linease oinogeiiea di x e delle siie 
derivate d'ordine < 2) nssocio (per ogiii coppia I r ,  v) I'eqiiazioiie :ilgebrica 

aE3 -I- 3/3~'yl +- 3yty2 i- 6v3 = O 

che definisce per ogiii puiito della superficie tre direzioni cm*ntte~.istiche 
(distirite O no). 

Date due  equaeioni a derivate parzinli del 3" ordiiie coilsidero il fuscio 
di equnzioiii otteiiute combiiinrido liiieni'iiîeiite quelle due ( i  parninetri della 
combinazione essendo funzioiii di u, 2; ) .  Ne1 fascio coiisidwo quella O quelle 
equazioili ( 1 8 )  le cui direzioni caratteristiche i i i  ogiii puiito iion sono tutte 
distiiite. 

Precisainerite per uiia equazioiie aveiite in ogiii piiiito uiia direeioiie carat- 
teristica doppia e uiia seinplice si possono scegliere varinbili u, v t d i  da  ri- 

(17) a D. S. 1. .? pagg. 6.26-631. 
(18) che si ottengono annullando il  discriminante di un'eqiiazione cubica i cui coeffi- 

cienti sono lineari ornogenei nei parametri della combinaxion~. S i  hanno quindi 4 (distinte O no) 
equazioni del tipo voliito. Ne1 mio lavoro a D. S. 1. » ho scritto tre (pag. 631) e il LANE ha  
creduto opportiino ristampare tutto il periodo per  segnalare quest'ei-rore forse credendo di 
trovare i n  esso la ragione della lacuna che mi attribuisce (e che non corrisponde al vero). 
Ma si sarebbe subito disilluso se avesse letto acciiratamente tiitto il periodo. Dove, dopo 
aver  detto erroneainente che esistono tre di quelle equazioni, & anche detto: « I n  ogni modo 
fissiamone una D. Siüchb le  rimanenti, quante esse siano, non intervengono ne1 ragionamento 
che resta perciù del tutto giusto e non va  toccato. 
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durla a1 tipo 

(3) x , ~  = f i e o ~ 2 0  i- C L , ~ X ~ ~  -+ u,,x,, + a , , ~ , ,  + ~ L , , X , ,  + a,,$. 

Per uii'equazioiie le coi tre direzioni carntteristiche coiiicidano si pub 
scegliere la vnriabile v p. es. (cioè le liiiee du  = O  sulla superficie) iii modo 
che essa si riduca alla forina. 

(4) 5,, =u,,x,, -t n,,rx;,, t- c c , , ~ , ,  + ~ , , x l , + a o i x , , + a , , x  

inciiti-e In variabile zc, ci06 le liiiee d~ = O sulla superficie, ~ ~ I I I ~ ~ I I ~ O ~ I O  ; I I I C O ~ ~  

arbi trarie. 
Qiiesto secoiido cilso è eccezioiiale, il priino è qiiello geiierale. Esnini- 

iiiailioli separatninente. 

7. Coiniiiciamo da1 cas0 i n  cui iiel fiiscio esistn iii i i i .  (nlineiio) eqii:ixioiie 
coi1 uii;i. direxioiie c;iriitteristicn doppin e iiiin seinplice. Scelte le liiiee r l : ~  
qiieste iiiviluppnte sulln superficie coine liiiee parainetriche, ttile eqiicixioiie 
pi14 riclursi, coine s'è detto. al tipo (3). 

Il sigiiificnto geoinetrico di qiiest' equazioiie, dnto esp1icit;iineiite iielln iiiia 
Notii (Ig), e il segueiite : 

I piani osculatovi a due curve v (du = Oj i?z uiz punlo x e ne1 pzmto 
infinita~netzte vicino della curva u per x slaizno ne110 S, 2-osczilntoi~e i n  x 
n llu supe~@cie. 

Ln stessii proprieth, se si vuole, pub inettersi sotto altra forma iiitrotiii- 
ceiido la iiozioiie di spazio 2-osculntore ad uiin rigata luiigo iiiia geiierat,rice. 

fAn rignta delle tangenti alle linee u ?lei puuti d i  unu liuea v ha conw 
spazio 2-osculato~*e lungo Ea geuel-atl-ice per il punto x 10 spazio 2-osculit- 
tore alla supel-ficie i v i  (O é contenuto i n  esso; pi=ecisanzeizte si ha puesto 
secondo cnso quni~do a,, = O e allovn ln vigala ha iudice d i  suiluppabilitd 2). 

Segiie aiiclie dalla sola equazioiie (3) che gli 8, 2-osculatori alla super- 
ficie si possoiio ordiiinre iii due inodi distiiiti corne 2-osculatori laiigo g'eriera- 
trici di rigate passai~ti per le liiiee u e v. 

8. Veiiiaino ora nll'ipotesi che c'interessa, cioè che oltre all'equazione (3 
la siiperficie sin integrale di iiii'nltrn eqiiazioiie n. derivate parziali del 3" ordiiie. 
Ne1 fascia da esse iiidividuato possi.aino seinpre scegliere coine secoiida equa- 
zioiie quelln,  mica, i n  ciii è zero il coefficieiite di x,,; basta iiifatti elirniiinre 
dnll'altra per sottrazioiie il termine i i i  xi, iii essa eveiitualineiite esisteiite. 

(19) a D. S. 1. D, pagg. 628. 629. 
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Sicchè il sisteina pub scriversi, ne1 caso pih geiierale, 

È bene ripetere che, sceltii iiel fascio uii'eqii;izioiic coi1 uiin direzioiie 
caratteristica doppia e unn seinplice, il sistenia (5) B determiiiato (a ineno di 
cainbiameiiti iiiessenzialij perché lit priina equazioiie deteriniria le liiiee para- 
inetriche u, v e la seconda equazioiie è uiiica. 1 cainbiainenti iiiesseiiziali soiio 
quelli iridotti da iiiia trasforiiiazioiie del tipo 

O da1 sostituire d l a  prima eqiiazioiie iiii 'altr~ possedeiite la stessa proprietà 
riguardo alle sue direzioiii cttrntteristiche. A parte questi iiiutainenti, che iioii 
inodificaiio la forinn del sisteina (5), iioii ce lie soiio altri che possniio ulte- 
riormeiite seinplificasln : sicclié essa è uiia fo~vna cauonica ; aiizi è la forina. 
caiioiiica corri~pond~iile al caso più geiierale. 

II LANE crede a qiiesto puiito ("0) di perfezioiiare la iiiia trnttazioiie 
sostitueiido alla seconda delle eqii:izioiii (5) uii'zltra equazioiie dello stesso 
tipo, cioè con b,,  = O ,  ma con direzioiii caratteristiche iioii tutte distiiite. Ci6 
è ovviamerite impossibile (se la secoiids~ equaxioiie iioii ha gik In proprieta 
richiesta, cioh appuiito iiel caso geiierale) perché, coiiie s ' è  detto, l'eqoazioiie 
del fascio coi] b,, = O  (fissata la (3)) è u ~ l i c n  : e quindi iioii le si possoiio iin- 
porre altre coiidizioiii. 

Noii si iiicorre iii quest'errore ( in  cui consiste l'uiiica sostaiiziale diffe- 
reiiza frn i l  lnvoro del LANE ed il inio e che g1i Inscia sfuggire proprio i l  
caso piii geiiernle) se si iiotii. il sigiiificato geoiiietiico delle ( 5 ) .  La pi-iina 
di esse, cioè ln (3), che defiiiisce le liiiee zl, v ha iiii sigiiificato gi8 noto. 
La seconda espriiue che 10 8, 3-taiigente secoiido uiia liiiea 24 in x (cioè coii- 
teilente il piano taiigeiite iii x e iri due puiiti iiifiiiit;~ineiite viciiii sulla zc clie 
vi passa) e 10 S, osculatore iii x alla liiien v stniiiio iii AS, (e iioii iii 8,). 

Queste proprietà geometriche dclle liiiee 7 1 ,  v iioii possoiio esser rese più 
particolari dalla scelta di iiii'equazioiie iiel fiiscio, eoiiie avverrebbe se la 
coiicliisioiie del LANE fosse giusta. 

(!y Cioè dopo avcr seguito, ne1 suo Cap. III, il procediinento da me dato e aver scritto 
le (IF), cioè le precedenti (3), i l  LANE (pag. 787) scrive : a System (17) can be reduced still 
more b y  taking as the first equation therein another singular equation P .  Qiiest'osservazione 
sbagliata, siilla qiiale si basa la ricerca dclle forme canoniohe, inficia tntto il Cap. III. 
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E che essa. rion 10 sia risulta aticora., ad ubu~zdnntinm, da. quaiito segue. 
Se si opera uiia trasformnzioiie del tipo (6) su1 sisteina (5 )  si trova che il si- 
stema possiede gli iiivnriaiiti 

(7) 
b,, dv  b,,  d u V h , ,  du3 6iob,, -- -- -- (= 1)  
b,, d u '  b,, d u 2 '  bb3 du3'  b2i 

di cui due ititlipetitletiti. Ora, é subito visto che qiiando I iioii si preseiiti sotto 
forma iiideteriniiiata esso ha, iielle fornie canoiiiche (24), (25) e (26) del LANE, 
valori numerici beii deternîiiiati (O per le due prime e - 4  per l'iiltimn): 
siccliè nessuna delle forme cnnoiiiche date da1 LANE (e riprese iiitegraliiieiite 
da1 ROWLES) è atta a rappreseiitare il più generale sistema del tipo (5). 

Poichè duiique :il LANE è sfuggito proprie i l  caso più geiierale, daro qui 
un  fugace acceiiiio della trnttazioiie analitica; da essa verra coiifermato quaiito 
s Jé  giA trovato, cioè che le superficie iiitegidi di due equazioni del 3"rdine 
sono quelle e soltaiito quelle delle ciiique classi iiidicate al II .  5.  

9. Coiniiiciai-no da1 supporre iielle (5) b,,b,,b,, + O .  Se la superficie iioii 
appartieiie ad S, (cnso ovvio perche tutte le superficie di S, sono iiitegrali di 
due equazioiii del 3" ordiiie ; i n  questo caso perb la superficie dev'essere iote- 
grale di uii'equazione del 4"ordiii.e clie iioii pub ottetiersi con uiia deriva- 
zioiie dalle due date) si vede subito che deve apparteiiere ad uiîo spmio 8,. 

Iiifatti, usaiido tiotnzioiii di cui ini son servito pareccliie altre volte (',), 

le due equazioni si scrivono 

dalla priiiia di esse per derivazioiie si h a  

(") Con 10 stcsso procedimento segnito nella inia Nota: Le forme elementari etc. a Boll. 
Un. Mat. Ital. a ,  1926. 

("1 Y. p. es. oltre D. S. 1. w : Sul10 spazio d' immwsiow d i  superficie possedelzti dat i  
sistemi d i  curue. ( a  Rendic. 1st. Lombardo n, 1914, vol. XLVII) ; Pvoprietà. clifferenziali carat- 
teristiche di enti alyebrici. (. Memoria R. Acc. dei Lincei D ,  1921). Cito quest'iiltima Memoria 
perchè in essa (e in nna Nota prerentiva siilla superficie di VERONESE pubblicata nei Rendic. 
dei Lincei 2 )  ho ripetutamente insistito su1 fatto che non è sempre necessario scrivere tutte 
le condizioni d'integrabilit& di un sistema, bastando tnlvolta le pih espressive di  esse aventi 
un significato geometrico iinmediato per determinare la natura della superficie O varietà. 

Con la notazione [. . .] indico uns  combina~ione lineare dei piinti indicati in parentesi 
(quand0 non occorra specific~rne i coeffici~nti) : se poi non occorre specificare nemmeno i 
punti, nia solo il fatto che essi sono pnnti derivati d'ordine S v ,  scriro più breveinente [S(V)] 
per indicare che quei punti appartengono alla S(v) osculatore in x. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



296 E. BOMPIANI: Sulle  superficie ixtegrcdi di d u e  O yiù. equcczioxi l ineuri  

ove S(3) è iiidividiiato da S(2) e da due dei piiiiti a,,, x,,, LX,,. Da esse ri- 
sulta che 10 S(4) iii x è 10 S, di S(3) e di x,,. Per ulteriore derivazioiie si 
trova che S(5) = S(4) cioè che la superficie sta iii S8. 

Le proprieth proiettive di queste superficie si possoiio inettese iii Iiice 
coiisiderniidoiie le quasi-asiiitotiche (e3) yB, : ci06 le curve della superficie tali 
che 10 S, osculatore ad uiia di esse iii uii suo puiito x apparteiiga al10 S(3) = S, 
osculatore i i i  x alla superficie. Per la loro stessa defiiiizioiie, queste curve 
devoiio esser tali che, indicandgcoii du, dv i differeiiziali su di esse, si abbia 
dipeiideiiza liiieare fra S(3) e 

ovvero, per le (9), fra S(3) e 

Le (10) periiîettoiio di sostituire ali'ultiino punto 

poichè x,, iioii è coiiteiiiito i i i  S(3), altriiiîeiiti la superficie starebbe ii i  S, ci0 
che si è escluso, sulle y,,, deve essere 

Qiiestii è l'equazioiie differeiiziale delle y,,,. Segue da essa ciie per ogni 
puiito dellti siipeificie lie passaiio qunttro, sempre distiiite dalle liriee zc, v. Ln 
nîaiicanza iiella (11) dei teriniiii i i i  d u P d v h  iii durlu3 si eiiuiicia geoinetrica- 
iiieiite tliceiido che ln quaterilil delle titiigeiiti quasi-asiiitotiche è :ipoliire zi 

cinsciiii:~ delle due quaterne di~%dv* = O e d!b%dv = O forniate coi1 le taiigeiiti 
caratteristiche semplice e doppia relative alla. priii~a equazioiie (8). Qiiests 
proprietk geoinrtrica vale iiaturalineiite niiclie per le alti'e equnzioiii del fascio 
a caratteristiche noii tutte distinte. 

( ï 3 )  Ho introdotto questa nosione nella Nota del 1912: Sopva uZcu+~e estemioni  etc. e me 
ne sono servito nei lavori finora citati r in diversi altri. Chiamo quasi-asintot ica iina 
cnrva di una superficie tale che 10 S(r) osculatore in un punto alla superficie e Io Ss oscu- 
latore ivi cilla curva abbiano una incidenea stiperiore alla normale (qiinle si ha per nna ciirva 
yenevica in un punto generico). 
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L' invariante assoluto della quaterna delle taiigeiiti quasi-asiiitotiche in un 
purito è un invariante proiettivo del sistema (8): a nieno di uii fattore iiumerico 
esso è proprio I di cui si ha cosi il sigiiificato geoinetrico. Q~~aiido I =  1 
quelle tangenti non sono tutte distinte. 

10. Oltre alle quasi-asiiitotiche y,,, soiio iiivariaiiti le curve defiiiite aniiul- 
laiido 1'Hessiaiia della (1 1) cioè da. 

(12) b,,du3 - 3b,,dudc2 -t- 2b,,tiv3 = O 

e ancora dall'annullare I1Hessiana di questa, cioé da 

(13) b,,b,,duZ - 2b,,h,,dudu i- Diidv2 = 0. 

In realtk llHessiaiia della (11) si ha nioltiplicaiido i l  primo meinbro della (12) 
per du ,  sicchè di essa fa parte la taiigeiite caratteristica doppia della prima 
equazioiie (8) ; il che vu01 dire che ln (12) ~ a p p ~ e s e n t n  complessivnn~ente le 
nltve t r e  di?-exioni cal-ntteristiche doppie delle equazioni del fascio che 
h n m o  la pî.opî.ietà di possedel-ne. 

Ili ogiii puii to 1' invariail te assoluto delle due direzioni defiiii te dalla (13) 
e delle taiigenti d u =  O e dv=O dk di iiuovo il significato dell'iiivariante I; 
mentre gli invariaiiti assoluti della quaterna forniata dalle tangenti (13), da 

d u  
una tangente arbitraria - e da una O dnll' altra delle due tangenti d u  = O, 

d c  
b d v  b,,dvP 

d v  = O  daiino il significato geoinetrico degli invariaiiti 2 - - - 
b,, du' b,, du2 ' 

Coine s'B detto, l 'esan~e di questo caso generale manca completamente 

I l .  Passiaino all' ipotesi b3,bo, + O, b,, = O ci06 al sisteina 

Le superficie integrali appartengono pure ad 8,. Le curve u(dc = O) sono 
quasi-asintotiche y,:, e le rimanenti quasi-asintotiche soiio defiiiite da 

(15) 4b03du3 = b,,dv3 

cioè le loro taiigenti costituiscono uiia terna apolare a d u  = O, dv = O. L' inva- 
riante assoluto di questa terna di tangenti quasi-asintotiche e di una tangente 

du b,, du3 
generica - si esprime razionalineiite per mezzo di - - di cui quindi è 

du . OO3 du3 
noto il sigiiificato geoinetrico (é l'unico degli iiivariariti (7) che sia finito e 
diverso da zero nell'ipotesi in esame). 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo IX. 38 
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Le altre equazioni del fascio con uiia caratteristica doppin e uiia semplice 
soiio del tipo 

(16) b30~30  + 31x42 + boas03 = [S(2)I 

sicctie si haiiiio 4 equazioiii distinte con la stessa proprietA (la prima delle (14) 
e le tre ora deterininate); e iiessuiia ha, conle subito si verifica, uiia direzioiie 
carntteristica, tripla. 

Se si cercmo le direzioiii caratteristiche semplici delle ultime tre equa- 
xioiii 16) con h rndice di (17) si trova ch'esse sono definite proprio dalla (15); 
sicchè : 

NeEl'ipotesi attuale esisto~lo ne1 fascio 4 equazioni con unn divezione 
tut-uttel-istica doppia ed una senzplice ( in ciascun punto): le 4 divexioni 
camtte~-ist iche semplici sono le tangenti alle quasi-asintotiche y,,, ne1 punto. 
L'Hessia?m di questa quatejvza d à  le dilwezioni cumttej*istiche doppie d i  
quelle 4 equazioni. 

Anche di questo caso iioii v'é traccia iiel LANE. 

12, Passianio a considerare il caso b,, =O, b,,b,,+O cioè la forma canonica 

lit qoale, corne le precedenti, tnaiica ne1 LANE. 
Nella prima equazione si soiio scritti i termiiii con le derivate seconde 

perché due casi sono possibili secoiido che a,, = O  O a,, + 0.  
Se a,, + 0 la superficie sta in 8, (e siccome ogiii superficie di S, soddisfa 

due equaziorii del 3" ordine, non ci occupiamo oltre di questo caso). 
Se a,, = O  1' sinbiente della superficie iioii è determiiiato dalle due equa- 

zioni date e pu15 avere qualsiasi dimensione 2 7. Se si cercano le quasi-tisin- 
totiche y,, , si trova chJ esse coiiicidono tutte con le linee ?>(du = O). Vogliairio 
provare che queste stanno negli S, di una sviluppabile, cioe che la superficie 
appartieiie alla classe 3) (v. n." 5). 

Riscrivianlo perci6 il sistema (18) iiell'ipotesi a,, = O 

Per derivazioiie dalla prima (19,) e sostitueiido xi, e x,, date dalle stesse 
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mentre per derivazione della (19,) sispetto a v 

Derivaiido per6 questa rispetto ad zc, se essa contieiie x,,, si ottiene nel- 
l'espressioiîe di xi, un terinine in x,, che iioii figura nell' altra espressione 
di x,,; sicchè, 11011 poteildo esistere per ipotesi una terza equnzioiie del 3" ordine 
quale si otterrebbe coiifroiitando le due espressioni di x,,, dev'essere 

Derivaiido uaa O piii volte xO4 e xi, rispetto a v si vede che tutti i punti x,, 
e x,, (q qualsiasi) staniio iiallo S, dei punti x, x,,, x,,, x,,, x,,, xo3. Cib gia 
prova 1' asserto : perche questo S, contieiie l a  curva v per x e qaella infini- 
tamente viciiia; nffiiichè .non tutta la superficie stia in un S, (quel10 di  uiia. 
curva v) bisogna che le curve a stiano in S, e due S, ii~fiiiitameiite vicini 
in S,, cioè gli ookS4 delle curve v siaiio quelli di uiia sviliippabile. 

Del resto pub coiitrollarsi la coilclusioiie aiiche per vin aiialitica. Se le 
curve v apparteiiessero effettivnnlente ad S, (e non ad S,), detto S, potrebbe 
individuarsi con i puiiti x, x,,, xo,, x,,, x,,, w,, e poichè esso coiitieiie i 
punti x,, e x,, si avrebbe 

da cui, per derivazioiie rispetto ad u, aiiche x,, risulterebbe appartenente 
al10 stesso S, : cioé si avrebbe una relazioiie cl' apparteiiei~za fra so3 e 10 S(2) 
contro l'ipotesi b,, f: O. Quei punti non sono indipendenti cioè le liiiee v staiino 
iii S, : e qunnto s' é gib detto prova che due S4 infinitaineilte viciiii stanno 
in S5 (24). 

13. Proviaino ora inversamente che ogni superficie con mi liilee negli S4 
di una sviluppabile pub, con unn conveaieilte scelta delle variabili u, v, con- 
siderarsi iritegrsle di un sistema del tipo (19). 

Scegliaino le liiiee date negli S, coiiîe linee v(du =O), lasciando per il 

('*) 11 tipo di ragionamento usato in questo nuiuero consiste in sostanza ncll'utilizzarc 
quelle condizioni d'integrabilità che hanno un significato espressivo, come s'i! detto nella 
nota antiprecedente (2*), e non tutte. Seriverle tutte è un lavoro materiale clie ilon lia scopo 
se non si riesce ad interpretnrle geometricaiuente. 
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inomento indeteriniiiate le linee ~ ( d v  = O). 1 piani tangenti nlI:i, superficie nei 
punti di uiia v staiiiio i i i  uiio S, (quel10 di due linee v iiifiiiitanieiite vicine); 
quiridi 10 spazio 3-tangente alla superficie secoiido una liiieii. u è uiio S, e iion 
uno 8,. Cio si esprime con ona relazione del tipo 

(20) 3c,zxi, + Co,Xoz = L + C 0 2 x 0 2  + C i o x i  D -f CoiXo, + Cor+. 

Di piii, gli S(2) osculatori i n  x e iii un puiito iiifiiiitan~eiite viciiio sulla v 
per x staniio in S, (quel10 della v per x e di dile v iiifiiiitanieiite viciiie) e 
iioii iii 11110 8,; percio vale una relazione del tipo 

(21) 3d,,x2, t 3di2x,, +- do,xo, = d, x,, i- d , , x , ,  + tl,,m,, -+- ... . 
Coine s ' é  detto, riiiiiiiie aiicorn ai-bitrarin, la scelta, delle liriee 14.  Cerchitiino 
se esiste LUI sistenia di liiiee tali clie i piani osculatori alle ti in due punti 
infiiiilmneiite vicini di uiia di esse stiano i n  uno S, ( e  iioii i i i  SJ; cioè se si 

d u  
pub determinare - cosi che i piiiiti 

du 

x, x,,, x,,, x,,du + x,,dv, x,,dzc i- x,&v, X,,LIZL + x,,riv 

siniio liiiearmente diperidenti. 
Cib accade evideiiteineiite per le ciirve definite dnli' eqiinaioiie differenziale 

cioè esiste uiia curvn per ogiii piinto della superficie aveiite In proprieth voluta. 
Scelte queste come curve ?c si ha G,, = O (ci, + O); con ci6 1' eqirnzioiie (20) è 

dello stesso tipo della priiiia. delle (19) ; e alla (21), con uiia. coinbiiiazioiie 
lineare, pu0 sostituirsi uii'equnzioiie dello stesso tipo della sec~iidit delle (19). 
È cosi provato quanto si voleva ed é esaurito l'esanie della forma caiioiiica (19). 

14. Esaminiaino il caso b,, = O, b,,b,, * 0, cioè il sisteina 

(22) 
xi, = az0x2, +- a,,%,, + aO,xo2 -1- ... 1 ' 2 0 ~ 3 0  + 3b2 ,~ ,1  = b 2 0 ~ , o  + b, ,xl i  + b02x02 + - Se b,, + O la superficie sta i n  S,. 

Supponinnio invece ho, = O .  Le  quasi-asintoticlie y,,, coincidono ora tutte 
con le linee u(dv = O )  e questo fatto ci fa gi& avvertiti che le superficie in 
esaine, ilonostante la diversa appareiian delle forme canoniche, coiiicidono con 
le precedenti, salvo che qui le y,,, sono le linee u invece delle 8. Per faci- 
litare il confroiito scaii~binino nell' ultinio sisteina le variabili 24 e v e riscri- 
viamolo cos1 

(23) 
x , ~  = a ' 2 0 ~ 2 0  + C L ~ , , X , ~  + atO2xil2 + ... 

3bf,,xi2 t htO3xo3 = bfi ,xLI t b10px02 -1- ... ('i2bf03 #= O). 
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Si i.icoiiosce qui la formn cn,iloiiicn (23) del LANE: per qiianto s' è visto 
le superficie iiitegrali posseggoiio 00' ciirve v iiegli S4 di uria sviluppabile, 
cioè apparteiigoiio allit cla.sse 3) giA trovata (II. 5). 

16. II LANE iioii iiidicri affiitto la iiatur:~, geoinetricn di  questn classe 
di superficie. II BOWLES iiivece iiella sua Tesi (p. 95, 11. 3) cerca di determi- 
iiarla ed arriva alli~ coii~lu~ioiie che le liiiee v soiio itninerse i i i  spazi 8, senza 
poi d:ilae alciiiiil proprieth di questi S6 ,  Ors, uiia superficie (iioii di 8,) con w '  

ciirve i i i  00' S6 iioii soddisfh affiirto ad 1i.11 sistema del tipo, pcrclié qiiesta cir- 
cost:~iiz:i rioii iiilplicn iiessuna proprieth relativn all'iiitoi'iio del 3" oidiiie di 
uii piiiito della superficie; sicchè il risultato è certo sbiiglialo. 

Ma è :iiictie facile trov:we quello çiiisto segiieiitlo Io stesso iiietodo teniito 
ilel cas0 preceden te. 

Iiit'atti dalla priina delle (23) si ha per derivnzioiie r'ispetto a v 

P4) = [ % O 3  ? S(2)1 
e diillii seconda derivando rispetto ad u e poi a v 

e dalla (24) derivata rispetto :L v 

Se iiivece si derivn la prima delle (23) rispetto ncl 2 4  e se iii essn coinparisce 
1111 termiiie iii a,,, si ottieiie iiii'espressioiie di x,, conte!:eiite x,,: cib è im- 
possibile (per 1' ipotesi dell' esisteriea di (Etle eqiiazioiii del 3" ordine), quindi 

Dii queste coi1 successive derivazioiii rispetto a v segue che s,,, LX,, coi1 q 
qualsiasi apparteiigono alIo S5 dei 6 puiiti x, a,,, a,, , x,,, xo,, x,,. Se 
questo S5 potesse iiidividii:irsi coii i piiiiti a, a,, , xo2 , x,, , x,, , x,, (qii;ilora 
fossero iiidipeiideiiti) dovrebbe iiversi 

qiiindi anche x,, iippni*terrebbe ~ l l o  stesso 8,: cioè si avi-ebbe iiiia relazioiie 
f r ; ~  i 6 piiiiti priiim iioiniiiati e s,,, cioè ii i ia iiiiovn. equazioiie del 3" ordiiie, 

iiecess:iriiiineiite iiidipeiideiite dalle (23) contro l'ipotesi. Sicchè le ciirve v 
staiino i i i  S4 e due iiifiiiitaniente viciiie d i  esse ne110 8, piii volte iioiiiiiinto. 

fi cos1 iiuovmneiite provat0 che le superficie iiitegrali soiio quelle della 
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classe 3) e che il risultato del BOWLES è sbagliato; iii consegueiizn soiio poi 
sbagliate le dediizioiii del BOWLES sulle qiiasi-asiiitotiche apparteiieiiti alla 
superficie. 

Si prova poi facilmeiite die  ogiii superficie con mi linee iiegli S4 di una 
sviluppabile soddisfa ad un sisteinn del tipo (23). Le linee u sono iiecessnri:~- 
nîeiit,e quelle ora iioniiiiate, inentre le u soiio quelle caratterimate dalla pro- 
prietk espressti dalla priiiîn equazioiie, giA eauiiciata al I I .  7. 

16. Se si confi.oiitaiio i risiiltati degli ~iltiini due iiiinîeri relativi d l e  
forme canoiiiche (19) e (23), si vede ctie esse rappreseiitario la stessa classe 
di superficie: i l  che mette niicora iii evideiiza che le forme caiioniche haniio 
un interesse secoiidario, e solo di struiiieiito, rispetto alla caratterizzazioiie 
geoinetrica delle superficie. La diversa nppareiizn delle forme cniioiiiche di- 
peiide dalla diversa sceltn delle liiiee parainetriche siilla siiperficie iiei due 
casi. Le liiiee v soiio le inedesiine (quelle situate iiegll oo' 8,): differiscoiio 
invece iiei due casi le liiiee 2 1  deteriiiiiiitte da propriet8 geoinetriche diverse. 
k iiiteressaiite vedere coine si passi clali'ciiia foriiia all'altra. 

Rifei'iainoci pei-ci6 alla priiiîa forlna canonict-t (19) e detelw~il~iaino sulla 
superficie quelle linee per cui le taiigeiiti alle liiiee v in x: e i i i  diie puiiti 
infinitanîente viciiii sulla liiiea del sisteina da determiiiare per x staiiiio 
iiello 242) oscidatore i i i  x (è questa appiiiito ln propi'ietk delle liiiee ZL relative 
alla. forlm caiio~~icn (23) che vogliamo deterniiiini'e a pnrtire dalla (19)). Su 

du 
iina tale liiien, carntterizzata dai diffei'eilziali -, devoiio essere liiiearmeiite 

c l  v 
dipeiidenti i paiiti clie defiiiiscono S(2) e il puiito 

Teiiuto conto delle (19) si ha l'eq~iszione differeiiziale delle liiiee cercate 

(26) b,,dzt" 33b,,dvz ; 
il loro carattere invariniitivo è pnlese perch8 per esse il secoiido degli iiiva- 

1 
riaiiti (7) vale -. V'é duiique i i i i  doppio sistemn di tali liiiee e queste soiio 

3 
divise arinoiiicaineiite dalle liilee u, v della forma caiioiiica (19). 

Ne segue clie delle due foriiîe canoiiiclie (19) e (23) i'appreseiitanti ln me- 
desiina classe d i  superficie, la prima, iioii consideriita da1 LANE, é preferibile 
perche uiiivoctiineiite deterniiiintn dalla siiperficie, iiieiitre 1i1 seconda lia Io 
svairtnggio d' iirtrodiirre una irixzioiialitk ed eveiitunlineiite liiiee paraiiletriche u 
iinmagiiiarie anche se la, siiperficie è reale, cib die  noil é affatto necessario. 
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17. Passiaino breven~ente in rivista i casi iiei quali due dei coefficieiiti 

b3, , b,, , b,, della seconda delle (5) sono iiulli. Se b,, = b,, = O  si ha  il si- 
steiua (1) ; se b,, = b,, = O si ha il sistema (2). Se infine b,, = b,, = O si ha  

in cui la seconda eqiinsioiie ha le tre direzioni cariitteristiche coincidenti. 
Su di essa non m'intratteiigo ora perchè essa si ripreserita come caso parti- 
colare iiello studio di un fascio di equazioni coiitenente un' equazioiie (alineiio) 
con direzione caratteristica tripla, studio che or8 passiaino a fare esaurendo 
cosi l'ipotesi che iiel fascio esista un'equazioiie riducibile al tipo (4). 

18. È bene dire esplicitainente, per evitare inaliiitesi, che, escluso il caso 
in cui iiel fascio esistaiio due siffatte equazioiii, gli altri ciisi che si otter- 
raiino pur yresentando aspetti diversi da1 lato forinale, cioè iielle fornie ca- 
noniche a cui si giuiige, lion offroi~o tipi di superfirie che iioii s imo giU stnti 
iiicoiiti-ati. Cib iioii toglie che lo studio delle stesse superficie d a  uii purito di 
vista differeiite preseiiti interesse: perchè, come p. es. gi8 accnde nella teoria 
delle coiiiche O delle quadriche, forme crtiioniche differeiiti si prestaiio a sta- 
bilire agevolmente proprietk che sarebbe piii difficile raggiuiigere ntteiieiidosi 
ad uria sola di esse. 

Quando rie1 fascio esiste uiia (almeno) equazioiie a direzione caratteri- 
stica tripla, l a  convenieiiza di assumerla, coine una delle due equazioni ca- 
noniche sta ilel fatto che I n  9.icluzione d i  essa alla fo l -nm t ip icn  (4)  inzplicn 
ln determintrzione d i  1692 solo sistemx d i  linee pamnzetviche;  sicchè poi ci 
si potrLL giovare e della scelta dell' altro sisteii~a di linee parainetriche e della 
scelta di uii'altrn equazioiie iiel fascio per deterininare iiel modo piu semplice 
la secouda equazioiie del sistenia. 

E questo un vniitaggio iiotevole che si h a  su1 caso in  cui iioii esistn iiel 
fttscio uii'equiixioiie a (lirezioi~i caratteristiche t~it te coiiicidenti. 

19. Suppoiiiamo dunque clie iiel fascio di  equazioiii del 3" ordiiie ve lie 
sin uiia (almeiio) per ciii le tre direzioiii caratteristiche coiiicidoiio. Prese le 
linee iriviluppate da queste coine liiiee u, e Iasciaiido afftlto arbitrzirie le 
linee u, uii'equazioiie del fascio pu0 sempre seriversi, coine $ 6  detto, 

Questa espriine che le liiiee v sono quasi-asiiitotiche y%, ,. 
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La secoiida equnzioiie del fascio, seiiza 
seinpre scri versi 

particolarimare le 

Se ne1 fascio v ' é  uii'altra equmioiie a direzioiii caratteristiche coincidenti, le 
liiiee iiiviluppate da esse possoiio prendersi colne linee u e si ha 

le s~iperficie iiitegrali staiiiio in 8, O i i i  S,, coin'e evideiite. 

20. Esainiiiiaino il caso geiierale h,,+O. Le quasi-asintotiche della sii- 
perficie y,,, si compoiigoiio del sistema, coiitato due volte, delle y,,, (liilee v) 
e del doppio sisteina rappreseiitato da 

E naturale assumere conle liiiee u, lion aiicora deterinitiate, quelle che divi- 
dono armonicameiite iii ogni puiito col sistema delle y,,, i l  doppio sistema 
delle y,,, . Coli questn scelta b, ,=O;  e piii iii particolase se le y,,, per ogni 
punto coiiicidono (riecessariameiite iii y,, ,) b, ,  = O e si ottiene il caso parti- 
colai'e già segiialato. 

Sicchè la forma cmonica per b,, + O è 

Xo3 = S . .  

(31) 1 b3,,x3,, i- 3h1. 'xL2 = ... 
(e i i i  geiiernle b , ,  f O) di cui è inutile sci'ivere i'evideiite interpretazione 
geoinetricn. 

fi,, dv' 
Si prova poi che é iiivai-imite (per le trasformazioiii che lasciano 

b,  , du- 
iiialterate le liiiee it, v) e si hniiiio quindi sisteini doppi di liiiee itiva,rianti 

Le siiperficie di qiiesta, cctegoria appnrteiigono, coine sottoclasse, a quelle 
rappreseiitate da1 sisteiria (5): e precisaiileiitt: sono quelle per cui dei qiiaitro 

v5) 11 LANE impiega il Cap. II del siio lavoro per giiingere a qucsta conclusione pres- 
sochè evidente. Le linee zt, v della superficie sono qiiasi.asintotiche y,, 3 :  in a D. S. 1. . è 
gih eniinciato in covsioo (pag. 630) il fatto che se iina superficie possiedt un doppio sisteina 
di y,, , essa sta in S, (o in un0 spazio minore). Nonostante cib, qiiesto sarebbe ilno dei casi 
sfiiggitimi secondo il LANE. È plire ovvio che le y,, , assorbono tutte le y,, ,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sistemi di quasi-asintotiche y,,, un0 è doppio e dB luogo quilidi ad un sistema 
(seinplice) di y,, , (le liiiee v del sisteina (31) attualmerite i n  esaine). Riferendoci 

al sistema (3), questo caso si pr&eiita quando 1 = %fk = 1 ;  e viceversa 
bZ1 

quaiido si presenta questo fatto si ha  ne1 fascia un'equazione a direzioiii 
carntteristiche tutte coiiicidenti (che è precisamente quella assuiita ora, ne1 
sistemtt (31), coine prima equazione). 

Quando si presenta questo caso, l'ultinm forma canonica (31) A prefe- 
ribile d l '  d t r a  (5) COI] la condizione dell'invariaii te I= 1, perchè nieii tre 
questa non A univocainente determinata. 10 A invece la (31). 

Anche la forma canonica (31), come quella piii generale (5), e sfuggita 
al LANE. 

21. Esaminian~o ora 1' ipotesi b,,  = O, b,, += O cioè il sistema 

Se a,, + O la siipërficie sta i n  8,. Escluso questo caso, dev' essere a,, = 0. 
Possiamo determinare sulln superficie un sistema d i  curve tali che le 

taugenti alle linee z: in tre punti infinitamente viciiii di una di esse stiano in 
un S(2); questo sistema è rRppresentato dall'equazioiie differenziale 

quindi assiinte le liiiee di questo sisteina come zc (ancora non determinate) 
si ha b,,  =O,  ci06 la forma carioriica 

Questa è la forma canonica (22) O (30) del LANE per a'= O (che corrisponde 
a l  nostro a,, = O). Ma 1113 il LANE 116 il BOWLES deterininaiio i caratteri di 
queste superficie: essi si limitaiio a dire che esse possoiio esistere in Sn 
con n 2 7, pur scriveiidone tutte le condizioni di integrabilitk 

E iiivece facile rnostrare ch'esse appartengono tutte alla nostra classe 3). 
Iiifatti si mostra immediatanîente che tutti i puiiti del tipo x,,, x,, con 

q > O qualsiasi starino nello S5 dei punti (indipéndeuti) xi, ,  x,, , x,, , x,, , 
x,, , x. E taiito basta per concludere geometricamente che due curve v ia- 
finitamente viciiie staiino i i i  S5 e quiiidi (poichè iioii pub stnrvi la superficie) 
che le curve v staiino iii S, e clie questi appartengono ad una sviluppahile. 

Annali d i  Matematica, Serie I V ,  Tomo IX. Y9 
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Ma se si vuole una dimostrazione annlitica di quest'ultimo fatto basta 
ossesvase che, se x, a,,, ..., x,, fossero indipendenti, con essi si iiidividui- 
rebbe 10 S, di poco fa, e quindi xi, sarebbe esprimibile'linearmente per essi. 
La relazione cosi ottenuta derivata rispetto ad zr (e tenuto.coilto delle pre- 
cedeiiti) darebbe x,, conle appartenente al10 stesso S,, cioe si avrebbe una 
nuova equazione del 3" ordine (del tipo x,, = ...) cosa esclusa, altrimenti 
sarebbe S(3) = 8,. E cib prova che le curve v staniio in 8,; e le relazioni 
prima stabilite che i loro S, appartengoiio ad uiia sviluppabile. 

Sicchè anche qiieste superficie eraiio perfettainente ilote, appartenendo alla 
classe 3). Esse ne fornlano uiia sottoclasse (ottenuta dalla (23) per b',, = O); e cib 
pure è geometricameiite evideiite, perché s u  11na superficie con wi  curve 
iiegli S, di una sviluppabile, scelte queste coine linee v, si pu6 sempre deterini- 
nare un sistenia di linee u in modo da soddisfare alla seconda delle equazioiii (32) 
ma non, in generale, alla prima: la propriet8, facile ad enunciarsi, da questa 
espressa caratterizza le superficie in esalne fra quelle della, classe 3). 

Se infine b,, = b,, = O  si ha il tipo (1) gi8 trovato (salvo Io scanlbio 
du u con v). 

22. In uti altro lavoro ( " 6 )  il LANE esamiria le superficie iiitegrali di 3 
equazioni a derivate parziali lineari onîogenee del 3" ordine. Anche qui Egli 
si preoccupa della riduzioiie a forme canoniche, ricavandoiie qualche con- 
seguenzn geoinetrica. Iii poche parole, utilizzaiido i risultati del mio lavoro 
i n  casi estremamente particolari, si esnurisce la questione. 

Infatti se S(2) r S, per I'esistenza delle 3 equazioni del 3' ordine si ha 
S(3) = 8,; e percib (Lemmn II) O la superficie sta iii S, O coiitiene m i  curve 
negli S, di una sviluppabile in uii ainbieiite qualsiasi). Siccome poi tutte le 
superficie di ques-te due classi soddisfano a 3 equazioni del tipo voluto, la, 

ricerca A terminata. 
Se invece S(2) = S,, caso che il LANE esclude, e si haiino 3 equazioiii 

del 3" ordine (di cui due iiecessariainente derivate da uiia del 2") si ha 
S(3) r S, e percii, ( L e n ~ i ~ ~ a  II) O la superficie sta in 8, e possiede uii doppio 
sistenia coniugato O u n  sistema seniplice di asintotiche, oppure coiitiene oo' 
curve nei piani di uiia sviluppabile. E siccome queste affermazioni s'invertono, 
non c',A altro da dire. 

(26) E .  P.  IAAXE: Idegral  sacrfaces of tviads of partial 
orde?. ( a  Ille Tôlioku Mathein. Joiiimd P, vol. 33, n.i 1 e 2 ;  

differential equations of the t h i d  
1930). 
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 ber die ~ ~ i i i v a l e n z  
uncl Kli~ssifik:~tio~l dyuitmischer Probleiue 

von ERWIN SCHUNTNER (Wien) 

Bei der Betrachtuiig der Gesanltheit aller dyiiamischen Probleine eiiies 
bestiinrnteii Freiheitsgrades taucht die Frage auf, ob es nioglich ist, diese 
Ges~mtheit  so in Klasseii eiiizuteilen, dass iii jeder eiirzeliieii Klasse niir solche 
Probleiiie steheii, die diirch geeigiiete Traiisforiiiatioiien initeinander aquivalerit 
siiid, i i i  verschiedeiieii Klasseii aber iiur solche, für die es keine derartige 
T:-nnsforinatioii gibt. Feriier ergibt sich die Frage nach diesar Klassei-iaiizahl 
füc jeden Freiheitsgradeii iiiid schliesslich iiach deiu inogliclist zweckiiîassig 
gewahlteii Repraseiitaiiteii jeder Klnsse. 

Es sei vorweg beinerkt, dnss man heute iiicht iiil Staiide ist, auch iiur 
die Klasseiiaiiznhl für jedeii Freiheitsgrad anziigebeii, weil iiian iioch weit 
davoii eiitferiit ist, die Gruppenniizahl für jede beliebige Znhl voii Variable11 
zii keiiiien, geschweige denii, die Transformationsgruppen selbst. 

Iin folgeiideii werde ich inir gestatteiî, eiiieii Weg zur Bertiitm~ortuiig der 
Frngestelluiig zu zeigeii, der, wie ich glaube, dahiii führt, jedeii Fortschritt iii 
der Tlieorie der coiiti~~uierlicheii Gruppeii iiiit eiiieiii Fortschritt iin obgeiiaiiiiteii 
Problein zu veikiiüpfeii. Eiiileiterid gebe ich eiiie kurze Uebersicht über die 
bisherigen Arbeiteii und Fortschritte iii dieser Frage. 

1. Historisehes. - Den Aiistoss zur Fragestellung und gleichzeitig die 
Richtiiiig der ganzeii Entwicklung gab SOPHUS LIE mit seiiieii beideii Arbeiten : 
a ~lassifiksltioii der Placheil iiach der Traiisforiiiatioiisgruppe ihrer geodati- 
scheii Liiiieii: Uiiiversit&tsprogramin Christanin 1879 s sowie a Uiitersucliiiiigeii 
über geodatische Eurveii B ('). Iii ihiien uiitersucht LIE alle jeiie Flacheii, 
dereii geodatisciie Liiiieii eine oder inehrere iiif. Traiisforinationeii zulasseii 
und stellt die zugehorigeii Linieiielemeiite au€. Es ergebeii sich eiiiige weiiige 
Typeii uiid damit eiiie Klassifikationsmoglichkeit für diese Fliiclierigattuiig, 

( l )  « Math. Annalen n, Bd. 20, 1882, S. 357.459. 
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iiidein innn alle jene, die aiif eine der gefiindenen Typen nbbildbar siiid, iii 

eiiie Klasse rechnet. 
Zur Ariweiidung i n  der Dynninik war nui. iiotweiidig, die Dinieiisioiiszahl 

von ihrer Resclirankiiiig auf 78 = 2 zii befreieii, was wohl schoii von LIE iiis 
Auge gefnsst, jedoch ilicht durchgeführt wiirde ('). Charakterisiert man ri5inî- 
lich eiii dynamisches Problenl durch seine Kraftefunktioii U = U(x, ,  m,, ... x,,) . . 
uiid die lebende Kraft k i k ~ i ~ k  (WO nrk(z i ,  x2, ... x,,) = akilx, ,  x2, ... x,,) ist . . 
und x,, x,, ... die Ableitungen nach der Zeit bedeuteii), so wird iin Rnunie 
R, , (x~ ,  x2, ,.. x,,) eine Schar von a Trajektorien s oder a B,zhiikiirveii des dyiinm. 
Probleins w hervorgerufeii. Es erweist sich unmittelbar, dass diese Triijektorieii 
zusamnienfalleii mit deil geodatischeii Liiiieii dieses Railines, wenii er die 
Massbesti iiiniuiig 

tragt. Dnbei bedeutet h eiiie willkürliche Koiistaiite. Aiif die FBlle n = 2 (2) 

und n = 3 (3) wendet STAUDE die L ~ ~ ' s c h e  Methode an. 

Den allgemeinen FaIl iiiinint sod:~iiii P. S ~ A C K E L  i n  Angriff. Seiii Bestrebeii 
ist, Typen dynamischer Probleme ii-ten Freiheitsgrt~des a~~fmstel le~i ,  dereii Trn- 
jektorieii eine inf. Tmnsforination gestatteii, daiiii solche, dereii Trnjektorieii 
zzoei iiif. Transformatioiieii geslatteri u. f. S . ,  überhnupt Typeii, dereii Trajekto- 
rien eine L1~'sche Gruppe gestatteii. Nuil ordiieii sich aber die oc2"-' Trnjek- 
torien zu oci Familien von je 002"-* züsainnîeii, gemass der Willkür i n  der 

Wahl des Parameters h. 

S T ~ C K E L  begiiint init den Falle, jeiie dyntxinischeii Probleme nufzustellen, 
dereii h-Büiidel von Bahiikiirven ohne Rücksicht auf den Wert des h eine i i i f .  

Transformation zulassen (4)  und geht i i i  einer folgeiideii Note ail die Vorbe- 

reituiigen herati, jeiie Typeii zu sucheii, dereii iiatürliche Bahiifanîilien uiiter- 
einaiider von inf. Transformatlonen vertauscht weudeii (5). Dieser allçemeinere 

( l )  Vergleiche aiich LIOUVILLE, Sur un problème de l'Analyse, qui se rattache aux 
équations de la Dynamique. ((< C .  R. D, t. 115, 12. Sept. 1892). 

(') STAUDE, Ueber die Bahnkurven eines, auf einer Obeqidclte beixeglichen Punktes, welche 
inf, Transformationen zulassen. (Iieipziger Bei-ichte, 17. Okt. 1892: pag. 439-46). 

(" STAUDE, Ueber die Bahnkurven eines im Raume von 3 Dimensionen beiueglichen Pun- 
ktes, welche inf. Transformationen aulassen. (Iieipziger Berichte, 31. Jdi 1893, pag. 511-522). 

(4) P. S T ~ K E L ,  Ueber dynalnische Probleme, deren Differentialyleichttg~ye~z eine inf. Tran- 
sformation zulassen. (Leipzig. Berichte, 8. Mai 1893). 

(j) P. STACKEL, SUI- les problèmes en Dynamique, dont les équations différentielles 
aclqnettent un groupe continu ( a  C .  R. a, t. 119, S. 1723.5). 
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Fiill wird von ihin dtiiiii noch weiter nasgeführt iiiid scliliesslich alle Typeii 
dyiianîisclîer Psoblenîe gefuiideii, dereii Rahnf:imilieii - ohne Rücksicht auf den 
Freiheitsgrad - durch ei11 uiitl zweigliedrige Gruppeii veitauscht werdeii ('). 

Sind schoii tliese Rechiiuiigeii überaus weitlaiifig, so wüsde eiii Wei- 
terschi.eiteii aiif dein eingeschlageiieii Wege nuf iinmer grosser werdeiide 
Schwierigkei teii stosseii. 

Aiif dieselbe Fi.iige~telliiiig wiirde PAINLEVÉ aiilasslich voii Uiitersu- 
chiiiigeii über die Ti~iiiisforiiintioii der Biihiigleichiiiigeii tlyiiainischer Systeiue 
gcfühi-t i i i i (1  behaiidelt sie eiiigeheiid i i i  eiiier Asbeit c Sur'les moiiveiiieiits des 
systeineii îloiit les trnjecteires nilmetteiit une tsaiisfoi~nîal,ioii iiifiiiitésimiile ( 3 )  P. 

Oliiie i~lle Prageii rcstlos bereiiiigeii zii koiiiieii, koiiiint e s  ineliriuals di~rniif 
ziirück ("). Eiiie nbscliliesseiicie Darsielliiiig gibt PAINLEVE i i i  eiiier grosseseii 
Arbeit i i i i  n: Joiiriial d e  Mall-i. :, (7, doch gelaiigt dort inelir die Trniisforrna- 
tioii der Biihiigleicli~iiigeii ziir Bel~n~iidluiig, wahi-eiid der griippeiitlieoretisclie 
Charakter zurückrri tt. 

Aii diese Arbeit schliesseii sicli zwei Piiblikntioiieii voii Betleuti~iig nii : 
eiiie Abiiitiidiuiig voii 'i'. LEVI-CIVITA iin J:ihre 1896 (6 )  uiid eiiie solchc voii 
GUIDO FUBINI in1 Jahi-e 1903 ( 7 ) .  

Was züi-inchst die drei FUBINI' scheii Noteii niilaiigt, so wird ii i  der ersteil 

voii ihiieii gezeigt, wie die STACKEL' sche Methode wesentlich vereiiifslcht iind 
ilir Resii1tn.t ergaiizt werdeii kaiiii, so dass die Aufgabe, niehq.gliedr.ige Griippeii 
au bestiinineii, die die CO' ii:i.türlicheii Fainilieii i i i  sich überführen (PAINLEVÉ 
bezeichiiet dies als die a wiilire Schwierigkeit u )  vie1 voii ilirer abschreckendeii 
MTeitschweifigkeit verliert. Dies inacht sich i i i  der zweiteii Note benieikbiir, 
wo voii FLTBINI alle Probleintypeiî i i i  drei Variableii aufgestellt und den 

STACKEL' scheii (fur eiii-u. zweigliedi-ige Griippen) iioch weitere zeliii niigereiht 

(l) P. SACKEL, Anwendung von Lie's Theorie der Transformatiovzsg~uppen auf die 
Diffe~entialgleichtmye?t der Dy+zamik. (Leipaiger Berichte, Bd. 49, 1897, S. 411-M2). 

(') P. PAINLEVE, Sur les tramformatioms epz mécanique. ( a  C. R. D, 11. Avril 1892, S. 901-904 
und a C. R. R, t. 119, S. 1109-1107. 

(9 P. PAINLEVÉ, « C. R. a ,  t. 116, 16. Mai 1892, 8, 21-24. 
(4)  P. PAINLEVÉ, « C. R. *, t. 116, 3. Janviei. 1893, S. 22 und . C. R. P, t. 119,15. Octobre 1891. 
(7 P. PAINLEV*, Mémoire sur les transfovwatiom en Mécanique. ( a  Journal de Mathéni. x, 

serie IV, tome X, 1894). 
(6) !l!. LEVI-CIVITA, Sulle tvasformazio~zi delle equazioni dinamiche. ( e  Annali di Mateilla- 

ticn puia ed applicata D, serie II, tom0 XXIV, 1896). 
( l )  GUIDO PUBINI, Ricerche grtbppala relatiue alle eqzhazioni della dinamica. Xota 1, II, III. 

( c  Rend. Liricei ., (j), 12, [l], pag. 502-506, yag. 60-70, p a q  145-151). 
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werden. Auch für n = 4 bietet das F u B I N I ' s ~ ~ ~  Verfahreii keine Schwierigkeit 
iilehr. 

Ili der dritteii Arbeit briiigt FUBINI allgeineiiie Satze über dynaiiiische 
Probleiiîe in 11 Vnriablen, deren Lagraiige-Gleichiiiigeii L ~ ~ ' s c l i e  Gruppeii 
gestatten. 

Der Charakter der Uiitersuchungeii FUBINI'S ist eiii rein gruppeiitheore- 
tischer uiid setzt, an PaiiilevéJ s grosser Arbeit aiikiiüpfend, die Entwickluiig 

LIE, STAUDE, STACKEL, PAINLEVE fort. 
Ebeiifalls ail PAINLEVE aiikiiüpfend, jedoch iiach niiderer Richtuiig fortschrei- 

tend ist die Arbeit voii LEW-CIVITA. 
PAINLEVE bezeichiiet awei dyiiaiilische Probletne (A) ~iiid ( A , )  als a cosre- 

syoiidiereiid . weiiii sie gleichbaliiiig siiid, ci. 11. weiiii die Trajektorieiischar 
für beide Systeine dieselbe ist uiid stellt über solche gleichb:thiiige Systeine B 
eiiie Aiizahl voii Siitzeii aiif. LEVI-CIVITA stellt uiid lost iiuii vollstaiidig die 
Aufgabe, die Bediiigiiiigeii tiiizugebeii, iiiiter tleiien zwei kt.aftef7.eie Sgskiiie 
( A )  utid ( A , )  correspoiidiereiid siii(l iiiid dic weitere, für correspoiidiereiide 
Systeine Typeii aiiziigebeii. Aiiders ausgedrïkkt: es wird die Aiifgabe gelost, 
ei~ieii Rauiii R,,(x,, s, ,... x,,) geodiitiscli nuf eiiieii aiidei-eii Raiinî R,,(x',, xr2,.. .  d,,) 
abzubilden. 

Dabei bedieiit sich LEVI-CIVITA des voii RICCI iieu eiitdeckteii absolutèii 
Differeiitialkalküls. 

Es ist sehr watirscheinlich, dass die Eiitwickliiiigeii voii PATNLEVÉ iiiid 

STACKEL cliircli Beiiützuiig des Begriffs der covnriniiteii Ableitiiiig an Eiiifaclieit 
gewiiiiieii würdeii. Eiiie weitere foriiiale Vereiiifi~chuiig würdc sicli ei.gebeii, 
weiiii inmi von eiiies oov:iriniiteii Forin der Ti.ajektorieii-gleichungeii aiisgelieii 
wiirde ('1. 

Mit den Arbeiteii von FUBINI liabcii die Uiitersuchuiigeii iiber dieseii 
Geg-eiistand ihreii Abschluss gefuiideii. Zusamineiifasseird kniiii gesngt werdeii, 
dnss vom Aiift~iig ail die Aeqiiivi~le~ixfrnge dyiin.mischer Systeine eng vei-kiiüpft 
war mit der Traiisforinatioiistheorie der Bahiikiirveii i m  Raiini iiiit den Koor- 
dinateln x,, xZ7 ... xi,. 

Aber abgeseheii davoii, dass i i i  deii geiiaiiiiteii TJiitet~siic.hiiiigeii iiiir solclic: 
tiiechariische Systeine heraiigezogeii werderi lioiiiien, dereii Lugrniigefuiiktioii 

voii der Forin L = 2r,tkxixk - U(x) ist, leicien die darnus eiitspriiigeiideii Klns- 
iJc 

(') BERWALD und P. FRANK,  Ueber eine covai'ia?zte Gestalt del. Diffe~.e?it ialyleicIt i~.~~gen 
c7er Buhnkzcvve~z allyemeher mechanischer Systeine. (< Jlatli. Beitschrift >. lW4). 
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sifikatioiien nii der weitereii Eirischraiikuiig, dass weitaus iiicht alle derartigeil 

Systeiae aiicli die voii PAINLEVE uiid STACKEL vorausgesetzteii Traiisforiiiations- 
eigeiischafteii hnbeii. Nicht nlle Systëine voit Lstgrai~ge-Gleichuiigen gestatteii 
LIE' sche Giuppen. 

Iin Folgeiideii macheii wir deil Veisuch, j t i de l~~  dyiiainischen Problem 
(mit hdiebige,. Lagraiigefuiiktioii) iirnkehi'bar eiiideiitig eiiie L ~ ~ ' s c l i e  Gruppe 
zazuosdiieii, so dass esreicht wisd : 

1.) dnss nlle dynainischeii Probleiiie i i i  Klasseii eiiigeteilt werdeii, 
2.) dass mit jeder lieu gef~iiideiieii Giuppe der obgeiiaiiiiteii Art auch 

ein iieuer Typus dyiiaiiiischer Probleine aiifgestellt werdeii kaiiii. 
Die Trtijektioiieii im il-fach aiisgedehriteii Ra.iini mit den Koordiiiateii 

xi, x,, ... x,, (den geiierelleii Koordiiit~teii des Probleins) bleibeii ausser acht, 
dafüs stelleii wir eiiie Verbiiiduiig her zwischeii deil obeii geiianiiteii Gruppeii 
uiid deil Trtijektorieii iin P l t a s e m . a u ~ ~ ~  des dyiiamischeii Problems. 

Bei dieser Gelegeriheit mochte ich HERRN Prof. M. RADAKOVIC i i i  Graz, 
dein ich die Aiiregiiiig zur vorliegeiiden Arbeit verdaiike, für das lebhafte 
Interesse uiid die znhlieicheii Ratschlage diwken, mit deiieii er das Fost- 
schreitea der Arbeit begleitet hat. 

2. Lagrange-Aequivalenz und Hamilton-Aequivalenz. - Eiii dynamisches 
Problem 11-teii Freiheitsgrades moge die Lagraiigefmktioi) L(x,, x,, ... x,,, . . 
xi,  x,, ... x,,) = L(x &) besitzeii. Seiiie Beweguiig vollzieht sich geinass den 
Lagrange- Gleichungeii zweiter Art 

Ein ailderes dyiiainiuches Problem init ebeiisoviel Fïeiheitsgradeii habe 
die Lagraiigefuiiktioii Lf(x' 1 x') uiid die Beweguiigsleichuiigen 

Es kit1111 iiuii der Fa11 eiiitreteii, dnss eiiie iiicht siiigiilare Piiiikttrwiisfor- 
msttioii 

(1) X" = fy(sf ,xf2  ... xfe), ( v  = 1, 2, ... u)  
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existiert, die nach ihrer Erweiteruiig um 

das System ( L )  überführt in das System (L'). Daiin ist (L') mit (L) iiquivaleiit 
verinoge der Tsaiisformatioii (1). 

Mali kanll jedoch auch voit den Hamiltoii' scheii Differeiitialgleichuiigeii 
der Beweguiig seiiieii Ausgaiigspurikt riehineii. 

Sei eiii canoiiisches System mit der Hati~iltoiifiiiiktioii H(x,, x,, ... x,, 
p , ,  pz,  ... p,,) = H ( x  lp )  vorgelegt. 

uiid eiii weiteres mit der Haiililtoiifunktioii H f ( x '  p') 

Aus der Ihniiltoii-Jncobi' scheii Theorie ist bekaiiiit, dass es stets, wie 
aucli H uiid H' besçhilffen seiii mogeii, eiiie Berühruiigstrniisfoi.matioii 

cc" = X, , (X '~X'~ ... xrt1,  p', , pl*, ... p'n) 
pv = PY(dixf2 ... d,,, p', , P ' ~ ,  ... P ' ? ~ )  

( v  = 1, 2) .., ?z) 
mit iiicht verschwiiideiidei. Fiiiiktioiialdeteriniiiiiiite gibt, die (B) i n  ( H f )  über- 
führt. Um sie zu fiiitleii, h;it iiiaii die Haiiiiltoii-Jacobi'schc partielle Differeii- 
tiiilgleichuiig 

vermoge eiiies Fuiiktioii W (die niich vol) willkiirlicheii Koiistaiiteii abhaiigeii 
wird) zu i i i  tegriereii und 

zu setzeii. Die Auflosiing dieser 211 Gleichuiigen iiach dei] xv uiid p, liefert 
die Berühsuiigstransfosi~~ntioii (2). Die Systenîe (H iiiid ( H f )  siiid s t e l s  durch 
eiiie Bei~ühruiigstraiisforinatioii iiqiiivnleiit. Es eshebt sich i i i i i i  die Fi'tige: weiiii 
die Gleichuiigeii ( H )  dasselbe inechiiiiische Systeii-i repraseiitiereii, \vie die 
Gleichuiigeii ( L ) ,  weiiii aiiderseits (H') uiid (1,') ebeiifalls uiitereinaiider das- 
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selbe iiiechaiiischeii Systein chnraklerisiereii : welche Bediiiguiigeii ergebeii 
sicli für die Trnilsforiiiatio~~e~i (2), fdls eiiie Traiisformntion (1) existiert, beaw. 
fi~lls dies iiiclit autrifft? 

Dainit das Hainiltoii-Systein (H) dnsselbe dynamische Problein cliarnkteri- 
siere wie das Lagrange-Systeiii (L), ist d m  Bestelieii der Biiiduiigsgleich~~iigeii 

P L  
mit niclit ideritisch verschwiiideiider Determiiiaiite --- 1 ) uotweiidig uiid 

hiiireicheiid. Lngraiigefuiiktioii uiid Hainiltoiifuiiktioii stelien iii der Beziehuiig 

wo die Indizes p,, p,, ... p ,  ail dei. Klnminei. niideuteii, dass verniope (6) die X V  
durch die p ersetzt siiid. 

Dasselbe gilt auch für die Systerne (Hr) uiid (L'). Auch zwischeri ihiien 
inüsseii, tireiiri durch sie ein uiid dasselbe dynamische Problem chiirakter'isiert 
werdeii soll, Biiidungsgleichuiigeii 

. Zwischen Lngrnngefuiiktion uiid Hamiltoiifiiiiktioii 

Wir machen nun die Aiinahme, dass (L) und (H) ein und tlasselbe dynamische 
Problem (P) repraseiitiereii, aiidererseits durch (L') und ( H l )  ebeiifalls e in  
dyiiamisches Prohlem, uiid zwar eiii anderes, (Pr), charakterisiert werde. 
Welche Bedingungeri ergebeii sich für die Traiisformatioii (2), weiiri eiiie Traiis- 
formation (1) vorhaiiden ist, die (L) i i i  (Lr) überführt? Offeiibar wird die gesuchte 
Berühruiigstraiisformatioii (2) erhalten, indem m m  (1) zunachst erweitert. 

Annali di Matamatica, Serie IV, Tomo IX. 
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und für die &, und x', vermoge (Br )  und (B) bezw. die Variablen p' und p 
eiiiführt. Seien die TJmkehrungsgleichurigeii von (B) 

uiid die Umkehrungsgleichuiigeii von (B') 

x',= q'.l(~'Ipl) ( a = 1 , 2  ,... n).  

Die gesuchte Berühruiîgstraiisforniatioii wird clemnach von der Form seiii 

( Y =  1, 2, ... n). 

In übersichtlicherer Weise erhalt inan die Bedinguag, der (2) zu unter- 
werfeii ist, wean mail, - was genau dasselbe bedeutet, - fordert, dass die 
Transforniation nicht nur (H) i i i  (H'), sondern auch iioch (B) in (B') überführe. 

Wir definieren nuii den Begriff a Hamilton-Aequivaleiu . zweier dyriami- 
scher Probleme : 

Depnition: Zwischen zwei dyna?nischen Problemen besteht dann und 
nur d a m  Hanzilton-Aequi2;alenz, zoenn es eine Berüh~~u~~gsts~ansfo~~nzation 
gibt, die sowohl (H) i 9 b  (Hl) a2s nuch (B) i n  (B') übej.füh7.t. Zwei solche PYO- 
bleîne s ind alsdann dy?aanzisch ~zicht wesentlich vegschieden und wef-den in  
dieselbe Xlasse gerechnet. 

Aus dieser Forderung ergibt sich zunachst die Form der gesuchteii T ~ R I I S -  
formatiou. Damit sie (H) in (H') überführe, inuss rnan offenbar fordern, dass sie 

identisch erfülle. Damit sie weiters (B) in (73') überführe, hat mail noch 

zu fordern. Daraus folgt aber: Die gesuchte Berührungstraiisforma.tioii enthalt 
eine Punkttsansformatioii 

2: = r9,(2) (Y = 1, 2, . .. n). 

Wei ters is t aus (5a) wegen 
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und H= H' auf 
n n 

(6) L p,dx, -= Z pfadx', 
2x1 a=l 

zu schliessen. Wird dx ' ,  =x - dxi in diese Forderung (6 )  eingetrngen, so 
i=i asi 

ergibt sich aus der Willkürlichkeit der d x  die Beziehung 

Die 13e~~ü1t~~u~zg~t~~nnsfo~~~?~ntio~ze~~, die Hanzilton-Aequivalenx ve lmi t te ln ,  
sind delnnach e ~ w e i t e ~ . t e  Punktt~.a?zsfo~-nautionen 

Z'Y = Y"(%) 

( V  = 1, 2, ... n). 

Die Situation ist also die: liabeii zwei dyiiainische Piobleme (PI und (Pt) 
die Lagraiige-Gleichu11ge11 (1,) uiid (L'), uiid gibt es eiiie Puiikttraiisformatioii (l), 
die diese Gleichuiigeii iiieiiit~iider überführt, so führt die xugehorige erweiterte 
Puiikttraiisformatioii (7 )  die eiitsprecheiideii Hamiltoiisysteme (H) und (H') 
ineiiiaiider über. Uingekehrt: existiert eiiie Berührungstrniisformation der 
Forin (7) ,  die ( H )  i i i  ( H f )  transformiert, so keiiiit mai1 auch die Puiikttrans- 
fornîatioii, die die zugehorigeii Lagrange-Gleichuiigeii ineiiiaiider transformiert. 
Dsiiii, aber auch iiur dalin siiid dynamischeii Probleine (H) uiid (H ' )  dyiianiisch 
gleichwertig und kommen in dieselbe Klasse. 

Eiii Kriteriutn dafür gibt der folgende Satz: 
THEOREM. Unz z u  entscheiden, ob zwischen  den  dynnmischen P~soble- 

m e n  (P) und (Pr) m i t  den  Hnmilto?zg Eeichu?zgelz ( H )  und (H')  Hamilton' sche 
Aequivnlenz besteht ode?. n ich t ,  ob also ( P )  uncl (P') zuj- selben Klasse gehüg.en 
ode?. wicht, hnt m a n  xu untemuchen,  ob die Gleichung 

H(x 1 p )  = H1(x'  1 p') 
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idé~lt isch befi-iedigt w e ~ d e n  k n n n  ode?- nicht .  Dnnn zmd nu?. tinnn, w e n n  
dies dei- ll'clll ist ,  zahlen (Y) und (Pt) zu?. selben Klnsse. 

Gleichbedeutend dnmi t  ist  die Po1.nzulie~*u11g: 
fin zu ejttsclzeide~l, ob zzoische?i den  dynamischen ProbEenzen ( P )  u n d  (P')  

Hamilton'sche Aquivnlenz besteht ode?. nicht ,  hal m m  dns System V O I L  GZei- 
chungeu 

H ( x  1 p) - 13'(xf 1 p') = O 
XI, - y,(@ = O 

auf seine Widersp~~uchslasigkei l  a u  u n t e ~ w c c h e ~ t .  1st dus System ?vide).- 
spruchsfi-ei, dnnn  nilein geh6i.en ( P )  und (Pt) zzc?. selhen Klnsse. 

3. Die si1 einem dynamischen Problem gehorige Gruppe. - Jedes dyiia- 
iiiische Problein Iasst sicli diirch eiiie bestimiiîte Griippe von c.aiioiiisclieii 
Berühriiiigstransfos~iiatioiie~i cliai~akterisiereii. 

1111 Phaseiiraum R,,(x 1 p )  des Systeiiîs vollzielit jetles Piiiikt geiuass (12) 
1krig.s der Bahiikurven :, eiiie Bewegiiiig. Diese Trajektoiieii siiid diirch die 
liiieare, partielle Differeiitialgleichiiiig 

defiriiert. Eiiie Traiisforiiiatioii, die (H) i i i  sich übertulirt, führt auch die Sc1i;ir 
der Trajektorien iin Phaseiirauii.i i n  sich über. Die eiiizeliien Bahnkiirveii 
werden dabei vertauscht, die Gesaintheit als solche bleibt iiiiveraiidert. Eiiie 
solche Transformatioii fülirt ( H f )  = O iiii sicli über, oder, aiiùers aiisgedrückt, 
die Gleichuiig (8) gestattet diese Transformatioii. 

Es wird eiiie Tr~iiisfori~iatioii sein, die x uiid p trsiisforiniert, tilso eiiie 
caiioiiisclie Traiisforiiiatioii. 1st sie iiifiiiitesiiiial, so kaiiii sie aus eiiier a ctiarak- 
teristischeii Furiktioii r ~ibgeleitet wesdeii. Sie ist voii der Fosiu 

wo 6t eiiie iiifiiiitesiinale Grosse und TV die von den x iiiid p nbliaiigeiide 
charakteristisclie Fu~iktioii ist. 
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Ihr Symbol ist 

Die Fuiiktioii VI7 ist dabei giiiiz beliebig aiîgeiioinriieii. 1st sie eiiie honiogene 
Fiiiiktioii der p ,  so hat inikii es inil eiiier i i i f .  hotiîogeiieii Berülirriiigstraiisfor- 
inatioii zil tuii, ist sie linetil- homogeii iii deii p, so repi-aseiitiert Wf'eiiie 
erweiterte Puiikttrz~iisforii~~ttioii. 

D~iiiîit iiuii  die iiif. caiioiiische Berühruiigstraiisformatioii W f  die Scliar der 
Bithiikurveii iin Phaseiirnuin i iivariaiit lasse, ist iiotweiidig und liiiireicheiid, 
dnss eiiie Beziehuiig der Porm 

w(Hf) - H(m7f) = P(X 1 p)Hf 
bestehe, woriii p ( x  p) eiiie Fuiiktioii voii x uiid p durstellt. 

Man fiiidel di~rch Rechnuiig iiiiinittelbar 

uiid ersieht daraus, dass der Bediiigiiiig iiur Geiiüge getaii werdeii kzinii, weiiii 
mail, uiiter k eiiie Koiist,aiit,e vei.staiideii, setzt 

( W H )  = kH.  

p ( x l  p )  hat also deil Weit k. Für k = O besagt die Gleiciiuiig 

dies bedeütet, d ~ s s  W eiii zeitfreies Iiitegritl des Probleins (II), oder der Gleichuiig 

- ( H f )  = O 
2 t 

ist,. 
Bedeiiteii die Gleichiirigeii 

Hi(% 1 p )  = ci ( i  = 1, 2, ... 212, - 1) 

2 7 ~  - 1 erste, voiieiiiaiitlei. uii;ibliaiigige, zeitfreie Iiitegrale des Systems, so 
gesti~ttet die Schar der Bs1liilku~veii iiiz Phnsciirauin die 212 - 1 - gliedrige 

Gruppe (H,  f )  ... (Hz,-,o. Uiiter deil Gleichiingeii Hi = ci ist auch dns Eiiergie- 
iiitegral Hz c vertreten. Es Sei etwa H,,-, = H, sodass also die Relatioiien 
besteheii inüsseii : 

2n-i , 
H i ( H k f )  - H,(H,f )  = C M H * f )  

Y-1 

( i ,  k = 1, 2, ... 272 - 2) 
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und ( c f k  Koristan ten) 

Hi(Hz,-,f - &,-,(H,f) = H i ( H f )  - H(Ht f )  = 0. 

Da (i = 1, 2, ... 2n - 1). 

für jedes i und k ist, folgeii die Beziehungeii 

(i, k = 1, 2, ... 2n - 2) 

( H J )  = O, für alle i 

Aus der Transforinatioiisgruppe ist also eine Bunktioiieiigriippe ableilbar 
uiid zwsr jeiie der zei tfreieii I i i  tegi.de. Sie besi tzt die Struktur (9). 

Die 212 - 1 gIiedi.jp Griippe mit deil charakteristischen Fuiiktioiieii H,(xlp), 
Il2(% l p )  ... Hz,-,(xIp) c1i:ii.akterisiei.t das dyiiainische Problem vollstaiidig. Es 
ist aber aiich das Umgekehrte davoii der Fall. Zu jedeiii dyiiainischeii Probleiii 
gehort iiur e h e  Gruppe der geschilderteii Art. Der Nachweis kaiiii elwa iii 
folgeiider Weise erbraclit werden mit Hilfe eiiies Tlieoreins aus der Tlieorie 
der gewohnlichen Differeii tialgleichiiiigeii : 

Msii betrachte die partielle Differeiitialgleicliuiig 

a f 3 f  X f = X ,  ac+x -+.,.+x,, -=o. 
CIZ, 2 a ~ ,  a%,, 

Sie inoge die infini tesiinale Traiisformatioii 

derart gestatteii, dass 

(a) X ( A f )  - A ( X f ) = O  

werde. In diesein palle besteht für die Fuiiktioiien 5 das Differeiitialsystein 

a[, ax. ? x i  a-& xi A + x + +  -,.. x, ,7L=t i2+52-+. . , i -El , - ,  
3% a$, C G  a$, ax, a%,, 
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Es besteht nuri das Theorem: 
Stellt die Gesnn~theit del- n Funktione?~ E i ,  t,, ... g,, eine der n - 1 Fun- 

dnnzentnllosunge?b der- Va~*intio~zsgleichuîzgen dar,  so besitzt jede unde1.e 
Losung die Fomb 

5, + lxi , 6, + , 571 + AX1, 

zuo A eine willkür~iiche Punhtion v o n  xi,  a,, ... x,, bedeutet. 
Die allgeineinste Form einer inf. Transformation, die die partielle Diffe- 

rentiidgleichuiig gestattet, so dass eine Gleichung der Bauart (a) erfüllt ist, 
ist deinnach 

Auf canonische Systetne angewendet, liefert dieser Satz den Nachweis, 
dass zu jedem dynamischeii Problein iiur eine Gruppe gehoreii kaiiii. Denn 
die Variatioiislos~iiigeri haben die Forni 

jede weitere kami daher nur das Auvsehen 

habei-i. 

ist demriach die :i.llgeineiiiste iiif. Transformation, die das caiioiiisclie Systenl 
gestattet. 

.Damit ist der geforderte Nachweis erbraoht: zii jedeln dyiiainischeii 
Problein geliort weseiitlich e i~ ie  Gruppe voii caiioiiischeii Trniisfoririatioi7eii, 
der oberi beschriebeneii Art. Wir bezeichnen diese Gruppe mit g,, . 

Die Strukturgleichungeii (9) haben eiii gewisses historisches Interesse. 
JACORI kaiinte diese Beziehuiigen lediglich ail den allgeineineii Integraleii 
des lIehrkorperprobleiils, d. h. am Eiiergieiiitegrnl, deri drei Placheil-und sechs 
Schwerpunktsiitzeii. 
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Diese Integrale, die e r  voii geiierelleiii Habitus D iieiiiit, bildeii eiiieii 
Cycliis, d. h. durch Bildiiiig des Poissoii'scheii Klaii~iiiernusdriickes er1iRlt 
tnnri stets iiiir eiii Iiitegral dieses Iiibegrill'es (oder die Null). Die übrigeii 
Integrale des Probletnu waren iiach J ~ c o s r  dein Probleiii iiidividuell uiid 
hatteii eiiieu zweiteii Cycliis zu bilden. Die gaiise Aiistreiig~iiig sollte daher 
darauf gerichtet sein, weirigstens ein dem Problem iiidividuelles Integral 
aufziifindeir ( I ) .  

Es ist iiiteressaiit zu seheii,. warum es beiii Mehrkorperprobleiii geliiigt, 
gerade zehn Integrale so überaiis eiiifach aiizugeberi. Diese Frage ist voit 
F. ENGEL ziierst. beaiitwortet wordeii. Mail kaiiii nkinlich zeigeii, dass gerade 
der Umstaiid, dnss die Differeiitialgleichungeii des Mehrkorperprobleiiîs die 
zehiigliedrige Galileigruppe gestntteii, auf die zehii allgenieiiieii Integrale 
führt (7. 

Was jedoch die Bemerkuiig Jakobi's aiilaiigt, ist sie offeiibar iii folgeiider 
Weise zu nlodifiziereii : Die zei tfreien Integrale Hi = c,(i z 1, 2, ... , 212 - 1) 
gebeii Veraiilassuiig zii eiiier 211 - 1 gliedrigeii Gruppe von caiionischeii 
Traiisformatioiien, dereii allgeiileiiiste Forin sich vermoge 

an-i 
X f =  z z,a,f 

darstellt, woriii die 1, Koiistan teri bedeuteii. Gibt es nuit, uiiter E,@ wieder 
a ioiieii Koiistaiiten verstaiideii, 9 -  inf. Trarisform t' 

derart, dass 

(Gqk Ko~i.staliteli), so bildeii die TI-aiisforinatioiieii X, eine 1,-gliedrige Uiiter- 
griippe voii 6,, uiid solche Uiitergruppeii siiid es, die Jacobi'sche Iiitegrd- 
zycleii Iierbeiführeii. Dabei kniiii die Zerfallutig des Probleins i i i  Integrnlzykleii 
eiiie recht komplizierte sein. Mali kaiiii niit Hilk der Poisson' scheii Klarn- 
iiîeroperatioii i i i i  Allgemeineii die saintlicheii Iiitegrale des Systems auch daiiii 

(l) JACOBI, Vorleswngen über Dynamilc. 2 Aiisgabe, pag. 269. 
(') F. ENGEL, Ueber die sehn allgemeimen Integrale der class. Mechanik. ( a  G6tt. Nachr. *, 

1916, S. 270-275). 
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nichl erschopfen, weiiii nian ein oder mehrere iadividuelle w Iiitegrale keiint. 
Denn wenii diese Iiitegrale eiiier Uiitergruppe von e,, aii~ehorèii, so kami 
mail über sie nicht hiriausgeheir. 

Eiiie solche Uiitergruppe bildet z. B. die Gruppe der eüklidischen Dre- 
hungen uiid dies ist der Griiiid, warum mari diirch Bilduiig der Poissoii'sçhen 
Klainmer zwischeii zwei Flacheniiitegraleii stets wieder eiii Flàcheiiintegral 
erhalt. 

4. Aeqiiivalenz dynamischer Systeme. - DR jedeni dgnainischen Problem 
n-teil Freiheitsgrades (P) eine Gruppe G,, voil caiioiiischeii Beriihrungstrans- 
forimtiorien zugeordiiet werdeii kaiin, so koiiîmt die Aufgnbe, alle von eiiiaiider 
wesentlich verschiedeneii Problemtypeii zu bestimnîeii, darauf hiiiaus, alle 
Gruppeii der geiiaiinteii Art in den 2n Veraiiderlicheii xi, x,, ..., x,, , pi, 
pp , ... , p,, zu  bestiminen, die riicht diirch erweiterte Puiikttraiisformationen 
miteiiiander abiilich sind uiid dereii inf. TI-aiisforniatioiieii mit e i~ ler  in Invo- 
lution liegen. Es besteht also folgelides. 

THEOREM : Um alle wesentlich ve~.schiedenen dynamische~z Problenze 
ii-ten Fg-eiheitsgrndes aufzufinden, hat ?imn folgendewnassen vol-zugehen: 

1.) Mun stelll zunüchst alle 211 - 1 gliedf-igen Gruppen canonischet. 
Tr.ansfol.mationen - a u f ,  die pzicht mite in an de^. d u m h  eine Punktt?.ansfov.- 
rnation ÜhnZich sind. 

2.) Untel. ihnen scheidet m a n  jene Gvuppen aus, d w e n  inf. T m n s -  
fovmation naan nicht eine solche F09.m el-teilen kann, dass alle 2n - 1 
mit einef- untel- ihnen i n  Involution Eiegen. 

1st dies gelunge~z, so ist die cha?*aktel-istische Funktion de?. letztge- 
n a ~ m t e n  inf .  T9,ansfo.l-rnation die Hanailtonfunktion eines dynamischen 
Ptsoblenzs. 

Das die Zeit enthalteiide Integral karin mail stets durch eine Quadratur 
fiiideri. Dazu benotigt inan, wenn es in sefner symmetrischen Form ange- 
wendet wird ( l )  nur Differentiationeii, nicht Elimiiiationen. 

(1) DE DONDER, . C. R. 3, 10 FQvrier 1913; E. SCHUNTNER, u Monatshefte für Math. 
u. Phys. =, Bd. XXXVI, S. 296.. 

Alznali d i  Matematka, Serie I V ,  Tomo IX. 
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