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Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées.

M. ALEXANDRE KovaNKO (Baku-Russie).

PREFACE

Dans le travail présent nous allons examiner une extension des classes
de fonctions presque-périodiques de MM. WEYL-SCHMIDT, BEXICOVITSCH et
W. StEPANOFF. Cette extension engendre la classe de fonctions f(x), qui
sont mesurables et ensuite la classe de fonctions f(«), pour lesquelles | /() |* (%)
est sommable.

CHAPITRE 1.

Notes préliminaires.

§ 1.

A) Significations. — Soit £ un ensemble lineaire & un diamétre infini
sur (—oo < & << + o00), qui est pairtout mesurable; désignons par FE(a, b) sa
partie qui tombe dans I’ intervalle (a, b).

Examinons ensuite sa densité moyenne sur l'intervalle (¢« — T, a + T),

¢’ est-a-dire la quantité:
Mes E(a — T, a + T)
2T ’

Faisons tendre le nombre 7' vers oo et introduisons les significations sui-

vantes:
Mes E(a — T, a+ T)

11[;1:;1:1) 5T =0k,
liming Y8 E@—Ta+T)_; p
T—00 2T

Il est aisé de voir que 3,E et 8,F ne dépendent pas de a. Si 3 F=3,E,

nous eécrivons:
Mes E(a — T, a+ T) _3

lim E.
T—=o00 2T
() E=1.
Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 1
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2 A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

Si nous avons deux ensembles E, et E,, alors évidemment:
S(E, +E,) <3 E, +3E,.

Soit ¢(a) = u(a) + ‘v(a) une fonction complexe mesurable de la variable
réelle x sur (— oo, + oo), qui soit partout sommable.
Introduisons les significations suivantes:

“+T

: 1
lim sup g (| ) | doo = M, { 9]
=7

+T

T |
fi Inf ﬁf | #(e0) | dow = Mo {9 [}

Si M, {|e(@)|}=M,{|e)|}, alors nous écrivons:

+T

.1
}'1:[2-2—1,;[ o@) | do = M{|o@)|},
Zr

et de méme
+T

lggoﬁjcp(m o = M{¢(e) |-

De méme, si £ est un ensemble mesurable quelconque, nous posons:
. 1 z .
lim sup g ] () | daw = ME | gt 11
E(-T,+T)

lim lnf——j[ p(o0) | doe = M7 { | (o) [}
E(—T,+T)

Et si Mf{lcp(ac)[} =M2E{qo(w)}, alors nous posons:

1
— — ME
Yim o7 (| o() | dov = = [9(@)| 1,
E(—~T,+1T)
et de méme
1
Ilm—f¢(m)dW*ME{ P(x)}.
E(—T,+T)
Pour deux ensembles E, et E, nous avons évidemment les inégalités
suivantes:

M | gton) || << MP {9 |} 4 M | 9(a) |15
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A. KovaNKo: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 3

de méme
ME o) |} < MP{|9@) |}, si E,<E,.

Si nous avons deux fonctions sommables ¢(x) et ¢(x), alors:

ME{o@)]| + | |} < M| e@)]} + MT {| d()]}.

B) Définitions. — Examinons une suite infinie de fonctions mesurables:
(D) { Pn() = Un(®) + 0n() } n=1, 2,8, 4,..)

sur 1'intervalle (— oo << & << 4 o0).

DrriniTION I. Nous disons que la suite (1) converge asymptotiquement
uniformément <« a.u.» vers la fonction ¢(a) si, quelque soit le mnombre
positif e<C1, il existe un nombre N >0, tel que pour tout » > N, I'inégalité:

(2) | 9() — () | < e

est remplie pour chaque valeur de x, exclusion faite peut-étre d’un en-
semble E de valeurs de x, avec 3, K <e.

Remarque: La suite (1) peut converger <« a.u.» vers deux fonctions dif-
férentes ¢(x) et 5(90), & condition que ¢(2)=p(x) sur un ensemble E’, avec
SE =1.

§ 2.

DeriNiTioN II. Nous disons que la fonction flx) = w(x)+ iv(x) est asym-
ptotiquement-uniformément sommable «a. u. s.», si quelque soit le nombre
positif ¢, il est possible de trouver un nombre 7 >0, tel, que pour tout
ensemble E, avec 3, F <7, I'inégalité suivante a lieu:

(3) MT {| o)} < e

DErINITION II. Soit f(2), fi(), fi(x),... une suite de fonctions complexes
sommables de la variable réelle @ sur (— oo << & << + o0). Nous disons que
les fonctions de la suite sont également-asymptotiquement-uniformément
sommables <« é. u. a.s.», si quelque soit le nombre e > 0, il est possible de
trouver un nombre % >0, tel que 1’ inégalité suivante soit remplie:

MY || fulo)|} < e

et cela pour tout n et pour tout ensemble E, avec 3,E < 1.
THEOREME 1. Soit k > 1> 1; alors, si |[{(X)|¥ est «<a. w.s.», la fonction
[Ex) |t I’ est aussi.
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4 A. KovanNko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

DEMONSTRATION, Choisissons un nombre positif e quelconque.
Selon la Définition II, il est possible de trouver un nombre positif y

. €
moindre que 5

Divisons |’ensemble E en deux parties E, et E, de maniére suivante:
[flee)i <1 sur E, et |fx)| =1 sur E

g -
Nous avous alors les inégalités évidentes:

et tel, que Mf{lf(w) |"}<§ quand 3,E < 1.

ML f@) P} < M {1@)|) + M { f@) [ < B,E, + MT* || /(@) [*} <
€ € £ o
<" —i—‘—z<§+‘—2—€.
Ainsi nous avons 1'inégalité:

M{ |7/(2)|*} < e, & condition, que 3, E <.

Mais cela veut dire que |f(x)|* est <a.u.s.» c. q. f. d.

Remarque: Il est évident que toute fonction bornée est «a.u.s.» et
toute suite de fonctions bornées dans leur ensemble représente une suite de
founctions « é. a. u. s. ».

§ 3.

Il nous reste encore & examiner deux inégalités qui nous serons utiles
dans la suite. '
Soit f(ax). et o(x) deux fonctions sur lintervalle (— oo << & << 4 o0).
Soit & un nombre positif =1. Si f(x) et ¢(x) sont partout sommables,
alors nous pouvons écrire l'inégalité bien connue de M. MINKOWSKY
1 1 1
R k R k k e 1
@ | fi7) + s@ipas < | [| 1) paa|+| flow ]
B—T,+T) E—T,+T) E(—T,+T)
En divisant les deux parties de 1'inégalité (4) par (27)* et en faisant tendre T
vers oo, nous obtenons évidemment 1’ inégalité suivante:
E : E h E :
() (M1 {| ) + q) [ ] << [M 1 { | floe) [* 4]+ [ M { splao) [* {17
Egalement, si |f(x)[® et | ¢(2) | sont sommables, nous avons 1 inégalité de
SCHWARZ:
11 L | . 1 .
ﬁjl f(@)-9(@)|da| < ﬁjl [ [*dos- 27.j ¢(0) [*das;
E—T,+T) E(—T,+T) E T,17T)

(!) Par |a x (partout dans la suite) nous désignons la valeur arithmétique de |al|*.
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 5

d’ou nous déduisons 1’inégalité suivante:

(6) (M 4] f(o0)- o) | 1P << MT {| fl0) [P} M {|p() [}

CHAPITRE IIL

Les fonctions presque-périodiques mesurables.

Dans le chapitre présent nous donnerons une extension toute naturelle
de la classe des fonctions presque-périodiques généralisées de M. BESICOVITCH
(C. R, t. 181, p. 804) au cas des fonctions mesurables, non sommables.

§ 1.

DEFINITION (). Nous disons, que la fonction mesurable : f{a) = w(x) + (),
(définie pour toute valeur de & sur (— oc << & << - o)) (exclusion faite peut-
dtre d’un ensemble F, avec 3F = 0) est presque périodique (a), «p. p. & », si
quelque soit le nombre positif € << 1, on peut trouver un polynome trigono-
meétrique:

k=n
P(x) =k21ake“h“ (Ax étant réel)

tel, que I'inégalité | f(x) — P,(x)| << ¢ est remplie pour chaque valeur de x,
exclusion faite peut étre d’un ensemble E, avec &, F < e.

THEOREME 1. Si les fonctions f(x) et @(X) sont «p.p.a» alors leur
somme |f(X) 4 @(X)] est aussi une fonction «p.p.a».

DEMONSTRATION. Soit & un nombre positif << 1: alors selon la définition ()
il est possible de trouver deux polynomes trigonométriques

k=
P,(x) :kz

n k—m ‘
are™® et Qu(x) = 2 bret® (A, et p, étant réels),
1 k=1

tels que les inégalités suivantes soient remplies:

1) | o) — Poo) | <

pour toute valeur de a, exclusion faite peut-étre d’un ensemble FE,, avec

o, E, <%; et de méme,

@) | ) — Q)| < 5
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6 A. KovaNKo: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,, avec

5,E, < ; :

En additionnant les inégalités (1) et (2), nous obtenons I’ inégalité suivante:
|7 + #0)] — [Pofa0) + Q(@)]| <1/@) — Po@)| + | ¢(@) — Q@) | < § +5 =2,
d’ o
(3 | (@) + ¢(@)] — [Pu(@) + Qu(@)]| < &;
qui a lieu pour toute valeur de 2, exclusion faite peut-étre d’un ensemble
E=(E + E,) avec 8 K <.

Mais comme P,(x)+ Qn(x) est un polynome trigonométrique, alors nous
avons & conclure, que [f(x)+ cp(w)]' est une fonction « p. p.a ».

THEOREME II. Toute fonction f(X) qui est «p.p.a> est une fonclion
asymptotiquement bornée, ¢’ est & dire, quelque soit le nombre positife < 1,
il existe un nombre G >0 tel que Uinégalité |f(x)|<<G a liew pour toute
valeur de X, exclusion faite peui-étre d’un ensemble E, avec 8,.E < e.

DEMONSTRATION. Comme f(x) est une fonction « p. p. @ », alors, quelque
soit le nombre positif e << 1, il existe un polynome trigonométrique :

k=n
P(x)= 2 are™=®;
k=1
tel que 1'inégalité

est remplie pour toute valeur de x, exclusion faite peut-étre d’ un ensemble E,
avec 8,F <e; mais comme P,(x) est une fonction bornée (*), il est pos-
sible de choisir un nombre G >0, tel que | P,(@)| << G — .

Alors, 4 cause de (4), nous avons:

[ )| <<|[(2) — Pu(x)|+|Pux)| <G —e+e= G,

d’ ol
pour toute valeur de «, exclusion faite peul-élre d’un ensemble E, avec
3,FE <.

THEOREME III. Si deuwx fonclions f(x) et @(X) sont «p.p.a s, alors leur
produit f(X)-p(X) est aussi une fonction «p.p. o ».

CRENCIRS TPt
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 7

DEMONSTRATION. Choisissons un nombre positif e <<1 quelconque. A cause
du Théoréme II, nous pouvons choisir un nombre G > 1, tel que

() [elw)| < G

pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,, avec
€

51E‘<‘—1.

Aprés avoir fixé le nombre (G, nous pouvons trouver pour f(x) (selon la
définition «) un polynome trigonométrique:

k=n .
Po(x) = X apet®,
k=1
tel, que 1’inégalité

soit remplie pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’ un en-
e

semble E,, avec 3,E, < <

2(‘
Comme P,(x) est une fonctlon bornée, nous pouvons choisir un nombre

G, > 2 tel que I'inégalité:

(M | Pu(@) | < G

soit remplie pour toute valeur de «x.
Nous pouvons ensuite trouver un polynome trigonométrique
k=m X
Q) = Zbke’l*hf”; (pyx étant réel)

tel que 1’inégalité =
13
®) [p(2) — Qml) | < G,
soit remplie pour toute valeur de &, exclusion faite peut-étre d’ un ensemble E,,

avecaE'<2 <—

Gn
Des inégalités (b), (6), (7) et (8) nous déduisons évidemment I’ inégalité
suivante:
| /() - 9(22) — Ppi(20)- Qunl(0) | = | [/ (28) — Pn(0)]p(20) +[(20) — Q)] Pru(20)| <<
<|fl=) —P.,(w)l-lcp(m)|+lcp(w)—Qm(W)[-IPn(w)[<2 G+2G cGn=¢;

nous avons donc:
9) [ f(2) p(®) — Ppu()- Quu() | < e

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

et cela pour toute valeur de w, exclusion faite peut-8tre de 1 ensemble

E=E, + E,+ E,, avec 3,[ < 81E£+6‘E2+8‘E’3<Z+;+Z=5_

Mais comme P,(x): @,(x) est un polynome trigonométrique, donc [f{x)- ¢(x))
est une fonction «p. p. a».

§ 2.
Soit :
(10) f(2), 1), 1), ...

une suite de fonctions qui sont «p. p.a».

THEOREME IV, Si la suite (10) converge < a.u» wvers f(X), alors f(x) est
une fonction «p.p.a».

DEMONSTRATION. Soit & un nombre positif quelconque <7 1: alors, par
définition, il est possible de trouver pour chaque fonction 7,(x) un polynome
trigonométrique Pp,w(x), tel, que I’ inégalité:

(an | Fonl0) — Pomi@)| < §

est remplie pour toute valeur de «, exclusion faite peut-&tre d’ un en-
semble £, tel, que Elﬁ’m < %

Mais comme la suite (10) converge «a.u>» vers f(a), alors il existe un
nombre N tel, que pour #» > N nous aurons I’ inégalité:

(12) | (@) — Fnl@) | <5,

qui aura lieu pour chaque valeur de x, exclusion faite peut-étre d’un en-
€
semble E,,, avec 8,E,, <§.

Des inégalités (11) et (12) nons tirons I’inégalité suivante:

| 7@) = Py @) | < | @) — fn(@)] + | Forla8) — Prym@) | < 5+ 5 =.
d’ out

qui a lieu pour toute valeur de o, exclusion faite peut-étre d’un ensemble

E, = E‘m + E,,, avec E‘Em < —;: + g =¢; done f{x) est une fonction «p.p.a>».

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 9

§ 3.

Soit f(x) une fonction «p.p.a»: alors, quelque soit le nombre entier
positif &, il est possible de trouver un polynome trigonométrique P,(x), tel

que | fla) — P,7k(93)|<% pour chaque valeur de «, exclusion faite peut-8tre

d’un ensemble E,, avec o, E, <%.
Il est aisé de voir que la suite:
(14) Py (@), Pp(), Puy,....

converge «a.u» vers [(x)
En effet, quelque soit le nombre positif ¢ < 1, nous pouvons trouver un

1 .
nombre entier %, tel, que s<k—; alors nous avons l’inégalité |[f(a) —
0

— P, x(@)| < e pour tout nombre & > k, et pour toute valeur de «, exclusion
. 1 .
faite peut-étre d’un ensemble Ej, avec S‘E"<§< e; c'est & dire, que la

suite (14) converge «a.u» vers [(x).
Nous pouvons donc donner a la définition («) la forme suivante:
DEFINITION (). « f(2) est <«p.p.a», quand il existe une suite de poly-
nomes trigonomeétriques, qui converge «a.u» vers f(x)».

§ 4.

THEOREME V. 8¢ la fonction f(X) est < p.p.o», alors |f(x)| I’ est aussi.

DEMONSTRATION. Selon la définition (a), quelque soit le nombre positif
e < 1, il est possible de trouver un polynome trigonométrigne P,(x) tel
que l'inégalité:

(15) | (@) — Pu@)| <3
soit remplie pour toute valeur 2, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,
avec 9, << ;
Il est évident que 1'inégalité suivante a lieu:
(16) [17(@)] — [ Pa(@) || < | /() — Pu(@)].
Mais | P,(«)| est une fonction presqgne-périodique au sens de H. BOHR,

Annali di Moatemalica, Serie IV, Tomo IX. 2
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10 A. KovaNKoO: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

car si nous désignons par (¢)) la presque-periode de la fonction presque pé-
riodique P,(x), qui correspond au nombre ¢, nous avons l’inégalité suivante:

|| Pa(@ + 7)| — | Py()| | < | Pu(@ + 1) — Py()] < €,
qui est valable pour chaque valeur de «.

Par suite & cause de théoréme de H. BoHR (<« Acta Math. », t. 46, p. 195)
il existe un polynome trigonométrique Q,,(x) tel, que 1’ inégalité suivante a lieu:

€
et cela pour chaque valeur de wx.

Alors & cause des inégalités (15), (16) et (17), nous pouvons conclure que

¢ € €
|1 f@)] — Q@) | <11 Poa@) | — Quui@) | + 11 £(@) | — | Pa@) [ < 5 + 5 =
d’ ol
(18) [/(2)| — Quiz)| <e
et cela pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,
avec 8,F < —; < e,

Donc la fonction |f(x)| est une fonction « p. p.a ».
Bornons la fonction f(x) par un nombre A > 0, en posant

Fla=r@), ot |fm)| <4, ot [wha=AEk, on|fiz)| =4
THEOREME VI. Si f(X) est une fonction <p. p. o » alors [f(X)]a I’ est ausst.

DEMONSTRATION. Prenons un nombre positif e < 1. Par définition, il existe
un polynome trigonométrique P,(x) tel, que

(19) | f@) — Polen)| < &

et cela pour toute valeur de x, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,

avec O, F < —;

Soit [Pn(®)]a = Pu(x), 1a ol- | P,y(®)| < 4,
et
_ 4 Palx) .
[Po@)la=A P’ la ou | P,(x)| = A.

Nous avons évidemment pour chaque valeur de 2 I'inégalité suivante:

(20) | [F(@)la — [Pr(®)la | Z | f(2) — Pu(20) |

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A. KovaNko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 11

Mais il est aisé de voir que [P,(wx)]4 est une fonction presque-périodique,
car si t(e’) est une presque période quelconque de P,(x), qui correspond 4 ¢,
alors nous avons 1’inégalité suivante

|[Pu(@ + t)a — [Pa(@)]a | < | Pu(@ + 1) — Py(w)| <€,
gni est valable pour chaque valeur de .
Nous avons donc & cause du théoréme de H. BOoHR (« Acta Math. », t. 46,
p. 195) un tel polynome trigonométrique P,(x), que pour chaque valeur de
I’inégalité suivante a lieu:

@1 | [Pu(@)]a — Qi) <.

Des inégalités (19), (20) et (21) nous déduisons !’inégalité suivante:

€

|(@a — Q)| < | [Po(0)la — Q@) |+ | [)a — [Pulalla| < &+ 5

d’ ol
(22) _ | [f(m)]A - Qm(w) I <,

qui est satisfaite pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’un en-

=E,

semble E, avec 8, E < g <e.

Done [f(x)4 est une fonction «p.p. a>».

Ce théoréme nous permet de tirer une propriété trés utile des fonctions
«p. p. > qui sont bornées.

Examinons donc la fonction bornée [f(x)]4.

Prenons 1'inégalité (21) et 1’inégalité évidente: |[P,(x)a|=<<A4, qui est
valable pour toute valeur de x. Nous voyons que

| Q@) | < [Pa(@)la — Q@) |+ [Pol@lla| < A4 + 5 < A4 15

pour chaque valeur de .
Donnons & ¢ uue suite infinie de valeurs:

€, €, €, €, ; lime, =0,

n—oo

i

Alors pour chaque g nous avons un polynome trigonométrique @, («),
tel que
| Q@) | << A +1; i=1,23..).
Leur suite infinie:

le(w)f Qm,(w); Qms(x),

converge <«<a.u» vers la fonction [f(«)]4.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

Nous avons de plus que | @, (@)|<< 4+ 1, quel que soit 'index «I».

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

THEOREME VIL. Pour chaque fonction «p.p.ea s, dont le module est
borné, il ewxiste une suite infinie de polynomes trigonométriques bornés
dans leur ensemble, qui converge < a.u» vers cetle fonction.

§ 5.

Soit f(a) une fonction, qui est « p. p.a »: alors, quelque soit le nombre
positif e << 1, il est possible de trouver un polynome trigonométrique P, (x),
tel que I'inégalité:

(23) | Pof@) — f@)] <3

a lieu pour toute valeur de wx, exclusion faite peut-étre d’un ensemble E,,

€
avec 8, E, < 3

€

Soit ‘c( ) une presque période quelconque de la fonction P,(x): alors nous

3
avons pour toute valeur de w, I'inégalité suivante:
(24) | Pa(@+7) — Py@)| < 5.

Si nous changeons dans I’inégalité (23) 2 par (x > 1), alors nous aurons
I’inégalité :
(25) | P@ ) —flw )| <5

qui est valable pour toute valeur de ux, exclusion faite peut-étre de I’en-
€
g.

En additionnant les inégalités (23), (24) et (25) nous obtenons 1’ inégalite
suivante:

| f(o —+7) — f@)| < | [(®) — Pu@) |+ | Pa( <) — Po(@)| +

semble Ey,., avec 8, Eyi. <

€

3

€
n—§&,

+3

| Pal %) — f@ + 9| < 5+
d’ou
(26) [l 1 o)~ [l@)] <e
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 13

et cela pour chaque valeur de ax, exclusion faite peut-étre d’un ensemble
Fo=FE,+ FEy,., avec 8, F. < %e < e.

Nous avons ainsi, en rappelant la définition des fonctions presque-pério-
diques, le théoréme suivant:

TaEOREME VIII. 87 f(x) est une fonction < p. p. a », alors pour tout nombre
e < 1 il est possible de trouver un nombre <1, tel, que dans chaque in-
tervalle (a, B) de longueur <l1», il existe au moins une presque-période
e <t P), telle que [f(x+41)—1f(x)| <e, quelque soit x, exclusion faite
peut-étre, &’ un ensemble ¥, avec 8 F. <e.

CHAPITRE IIL
Les fonctions presque-périodiques du type («).

§ 1.

DEFINITION (@;). Soit 2 un nombre positif < 1.

Nous disons que la fonction f(x) = u(x)+ iv(x), de la variable réelle ,
définie presque partout sur (— oo, -+ oo), est presque-périodique a, «p. p. «; »,
si, quelque soit le nombre positif €, il est possible de trouver un polynome
trigonométrique:

n
P () = 2 a,etth
k=1
(Ax étant réel) tel que
M, {|f(2) — Pa(x)[*} <e.

THEOREME I. Si la fonction f(x) est «p.p.ay», elle est une fonction
«P.P. x>,

DEMONSTRATION. Soit ¢ un nombre positif < 1. Selon la définition (xy)
nous pouvons trouver un polynome trigonométrique P,(x), tel, que

M M, {|f(@) — Pa@)|F] < e*+L,
Soit E 1'ensemble des valeurs de mx, pour lesquelles:

hors de E nous avons
| o) — Pa() | <e.
Par suite, nous aurons que

2) M, {| (@) — Pu(a) [} < MT{| fla) — Pu(@)[*| = M{ {e* | =k .5, E.
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14 A. KovaNgo: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

Des inégalités (1) et (2) il découle que

b3 F < ekt dout S E <.
Par suite I'inégalité
If(w)—Pn(x)i<€

est remplie pour toute valeur de «, exclusion faite peut-étre d’ un ensemble E,
avec 3, F <e; ¢’ est & dire, que [(x) est « p. p. a>.

THEOREME II. Si f(x) est une fonction «p. p.ay >, alors |f(x) ¥ est une
fonction < a.u.s ».

DEMONSTRATION. Soit € un nombre positif quelconque. Nous pouvons alors
construire (selon la définition (a;)) un polynome trigonométrique

I=n
P(x) =ZZ a6
=1
(A; étant réel) tel que _
3) M, (| f@)— Pa@)|*} < 55 -

Soit I/ un ensemble linéaire quelconque, alors a4 cause de I’inégalité (3) nous
avons forcément:
=4
@ M| | floe) = Pu(a) [} < o5
Comme | P,(x)|* est une fonction bornée, donc « a.u.s » (Chap. I), par
suite il est possible de trouver un nombre positif %, tel, que pour 3 F <
I’inégalité. suivante soit remplie:
€
Donc, en utilisant (4), () et 1'inégalitée () du Chapitre I, nous pouvons
conclure que
ME | f(@)|*} = M7 {|[f(@) — Py@)] + Pa(@)*} <
1 1

E L E X 1 ‘k 3 E 3 kR
< | (M1 {| £(o0) — Pufow) ! ] + [M'{] Pu(ar) [ 1 <[(2—)+(2)] -
a fin que 8,F <.
Nous avons ainsi pour 8,E < 7 I'inégalité suivante:
ME{|f@)*} <e;

done | f(x) [* est une fonction «a.u.s», c. q.f d.
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 15

§ 2.

Nous avons ainsi, par les Théorémes I ed II, une condition nécessaire
pour qu’une fonction f(x) soit « p. p. a »; elle doit étre «p. p.a» et |fix)|*
doit étre «<a.u.s ».

Démontrons que cette condition est aussi suffisante pour que f(x) soit
« P.P.ooy >

Soit donc f(a) une fonction « p. p. @ » et soit | f(x) |* une fonction « a.u.s ».

Bornons la fouction f(x) par le nombre 4 >0, en posant [/(x)a = f(x)
1A o |fla}| < 4 et [f(x)]AzAI;E—Zz;[, 1a ot | flew) | = A.

Comme | f(x)|* est «a.u.s > et comme |[f(x)]a|* <<|/(x)]?, alors quelque
soit le nombre positif e, il est possible de trouver un nombre 7% > 0, tel que
pour 3, F < v les inégalités suivantes sont remplies:

ME{| fla) Pl < 4
(6)
ME(|[7(@]a ) < g

quelque soit A; par suite (par |'inégalité (5) du Chapitre I) nous pouvons
conclure que:

Mfilf(i)—[f(w)]Al“ESE[MfiIf(w) *1]
1 t 1

el =t Ds

Nous avons donc 1’inégalité:

MEY| F@) — [F@)alt } < o

+ (MY [ T § <
i

-

1
E

=

quelque soit le nombre A et & condition que 3,E < v.
Choisissons A assez grand, pour que I’ ensemble E des valeurs de 2 pour
lesquelles /(@) — [f(@)]4 9= 0 soit tel, que 3, & < % (Théor. II, Chap. II).
Alors
MEYf—[Flal} =M, [ —[Mal*,

donc
) M, 4] fo0) — [f(0)la '} < g5

A cause du Théoréme VII du Chapitre II, il est possible de construire
une suite de polynomes trigonométriques P, (x) {l=1, 2, 3,..} qui con-
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16 A. KovaNgo: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

verge «a,u>» vers [f(x)]sa et dont les termes sont des fonctions bornées dans
leur ensemble par le nombre (4 -+ 1).

Choisissons un nombre ¢, << 1 qui satisfait & I'inégalité:
9) ef + (4 + 2 -e, <.c.

Nous pouvons alors trouver un nombre entier /, > 0, tel qﬁe pour {>1,
I'inégalité | [f(x)]a — P, (a)| < e, est remplie pour toute valeur de «, exclusion
faite peut-étre d’un ensemble E, avec 8,E, <e,.

Examinons la quantité:

M, | [f(@))a — Pa (o) |* }.
Nous avons

9) M, {|[/(@)]la — Pufo) [} < ME{|[f(@)]a— Puf) [} + MT%{| [f(2))a— P, () [* };
Mais

) M| [f(@)a— Pofor) [} << MT%| el | <<
de méme:
L 1k
a1 M| [f@)a— P,,L(x>|k;gz[MIE»H[,-(w)]Alk F 4+ (M5 | Py }]'?5 _
L 1)k

1)k
< VAMPYUF 4 (A4 D[ {1 E]k% ={(4d+ 2)(5(&)"2 =(4 + 2)%,.
Des inégalités (8), (9), (10) et (11) nous avons & conclure que:

M, {|[7(@)la — P (@)[*} < & + (4 4 2)fe, <ce.

Cela veut dire que [f(x)]a est une fonction « p. p. ay »; donc nous pouvons
trouver (quel que soit le nombre & >>0) un polynome trigonométrique P, (x)
tel que:

(12) M, {[[/@)]ls — Pu(@)*} < 5.

A cause des inégalités (7) et (12), nous avons I’ inégalité suivante:

M, {[[(2) — Pu(e) [* } =M, {|(f(20) — [[(2)]a) + [/ (@)]a— Pu()) |* | <

’ 1

1
< [M, {|f(o0) —[f(@)]a P |FF +[M, ][/ (@)]a— Pu(2) [* ;ﬂ <

1 1
5 € % € kR
<a_(?) o) ==
Donc
(13) M, {| /(@) — P,(x)*} — .

L’ inégalité (13) nous démontre que f(x) est une fonction « p. p.a,» c.q.f d.
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 17

§ 3.

Nous sommes ainsi venus au résultat suivant:

La condition necéssaire et suffisante pour qu’une fonction mesurable
f(X) = u(x) + iv(x), définie presque partout sur (— oo << X << + o0), $0it une
fonction < p.p.ay> consiste en ce que f(X) est une fonction «p.p.o» et
| f(x) [k est une fonction «<a.u.s ».

§ 4.

THEOREME III. La somme de deux fonctions f(X) et ¢(a), qui sont des
fonctions <« p. p. a, » est aussi une fonction < p.p. oy ».

D#EMONSTRATION. Selon la définition énoncée (§ 3), nous avons & conclure
que /(x) et ¢(a) sont des fonctions « p. p. @ », donc¢ leur somme, [f(2) + ()]
est une fonction «p.p.a» (Chap. II, Théor. I); de plus |f(x)* et [o(x)*
sont «a.u.s», donc, quelque soit le nombre e > 0, il est possible de trouver
un nombre % > 0, tel que

(14) M f@) 1} < 5
et
(15) M || 9(@) P} < 555

4 condition que 8, F <.
Par suite, & cause de l'inégalité (5) du Chap. I, nous avons
= |1 i L 0y ) [ 2T [ o
MEL @)+ ot} <] D o) I D s F § <[] + ] |

d’ ou

—=¢E€,

b

ME{| (@) +o(@) |* | <e;

quelque soit E, avec 8,E << v, donc | f(x) + ¢(x)|* est une fonction « a.u.s »;
mais comme [f(x)+- ¢(x)] est «p. p. «a» alors (selon la condition (§ 3))
[f(x) 4+ 9(x)] est une fonction «p. p.ax» c.q.f. d.

THEOREME IV. Soit k =2; si f(X) et ¢(x) sont des fonctions «p.p.ay >,

alors leur produit {(x), ¢(X) est une fonction < p.p. ax ».
2

DEMONSTRATION. En premier lieu les fonctions f(x) et ¢(x) sont des
fonctions « p. p. a », donc flx)p(x) est aussi «p.p.a» (Chad. II, Théor. III};
de plus, comme | f(x)|* et | p(x)|* sont «a.u.s », alors quel que soit le nombre

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 3
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18 A. Kovango: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

positif ¢ > 0, il existe un nombre 7 > 0 tel que les inégalités suivantes sont
remplies:

(16) ME{| fim) ) <e
et
(17 MY ] ql) F} <e

4 condition que 3, F < 7.
Par suite de 1’inégalité (6) (Chap. I) nous avons

k )]2
[MFZIf(w)-cp(OG) liﬂ < MP{|f(@)|*} - MT || o(m)*} < &
donc:

k
ME| | fayp@) Fi <,
4 condition que 8,E <.
Par suite f(x)-g(az) est une fonction «a.u.s», done f(x)-p(x) est une

fonction « p. p. a.
F)

THEOREME V. Si k>1=>1 et si f(X) est une fonction < p.p.ay», elle
est une fonction «p.p. a; ».

DEMONSTRATION. En premier lieu la fonction f{x) est «p.p.a,>», en
second lieu | /(%) |* est «a.u.s», donc (Théor. I, Chap. I) | f(x)|' est <a.u.s >,
par suite f(x) est «p.p. o, ».

THEOREME VI. Si f(x) est une fonction «p. p.a,», alors la valeur
moyenne de f(X) ewiste sur (— oo < X < + o).

DEMONSTRATION. Nous avons, quelque soit e >> 0, un tel polynome trigo-

l=n
nometrique P, (%)= 2 q,e?* que:
1=1

M| 7@) — Po@) |} < 35

donc il existe un nombre 7, tel, que pour 7 > T, 1'inégalité suivante est
remplie:

I 1 +T 1 +T |
1
(18) |§le;(w)dac — ﬁjfn(x)dw | <3

Mais comme

I=n
MiPn(w)}=l§1a,M§e“z”} et M{en?}=0

pour 4,50, et M{e™*} =1 pour A,=0, donc M{ P, (@)} =0y, si A, =0;
par suite M | P,(®) } existe. Donc il est possible de trouver un nombre 7 tel
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A. Kovangko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 19

que pour T > T I'inégalité suivante a lieu:

+T

_ <
19) I2TJP,, @y — M | Pu@)}| <

o [

Si nous désignons par 7 la plus grande des deux quantités T, et T, alors
des inégalités (18) et (19) nous pouvons déduire que:

+T
| 1 3
(20) lﬁjg(w)dm — M{P,(x)} }<§.

Dounnons & T deux valeurs quelconques 7', > T et T, > T; nous avons alors
deux inégalités:
+T,

1
57 [f@do — M| Poa)| { <%
et '
+T,

1
a7 [f@vie — M P} <3,
d’ ol ’
+Ts

I fla)ds — 5 f fa)das ‘

quels que soient T, > T et T, > T, d’ ot nous avons & conclure que

Jim o j flon)da = M| fla) }:
existe.
COROLLAIRE. M {[f(x)e—™=| existe pour chaque valeur réelle de A, car
f(@w)e=® est une fonction «<p.p.a>» et la fonction |flx)e—™®| =] f(x)| est

<a.u.s»; donc f{w)e™™® est «p, p. a, .
TueoREME VII. Soit f(X) wne fonction «p.p. e, », alors U ensemble des
valeurs de a(d) =M { f(x)e==}  quec | a(X)| > 0, est fini ou dénombrable.
DEMONSTRATION Nous avons, quelque soit € >0, un polynome trigono-

metrique P, (x )—z @e® tel, que

M{|fl@) - Pym)|} <e
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20 A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

(Théor. VI), d’ou:

(21) | M{f(r)e?®} ~ M{ Pyx)e= ™} | =|M{[f(x)— P,(x)]e—*}| <<
= M{|[f(x)— Pu(x) |} <e.
Mais
M { f(x)e=?® | = a(d);
et

M{e . P(x)} =2 a;M{ et}
SiA=% (=1, 2, 3,..., n) alors: )
M| e~ Py ()} = ay;
par suite nous tirons de I'inégalité (21) les inégalités suivantes:

lady —a; | < e (I=1,23,.., n).

Ainsi nous voyons qu’il n’existe qu’un nombre fini de coefficients a(})
avec |a(l)|=c¢. Donnons & ¢ une suite de valeurs:

Alors I’ensemble des valeurs a(X) telles, que

1

m — 1

1 .
p” <laN)|< (1m = entier)

est toujours fini.

Par suite nous avons un ensemble dénombrable d’ensembles finis de
valeurs de a(A) avec |a(A)| < 0. Par suite I’ ensemble des valeurs de a(A)==0
(Théor. de CANTOR) est dénombrable ou fini.

§ 5.

Soit f(x) une fonction « p. p.oay »; il est évident que (o + a) est aussi
une fonction «p.p. a, », quelque soit a; donec (Théor. III) f(x + ) — [(x)
est « p. p. o », par suite | fla 4+-a) — f(x) ¥ est « a.u.s ». Done, quel que soit
le nombre ¢ >0, il est possible de lui adjoindre un nombre positif y <1,

avec n* <%, et tel que pour 3 F < v l'inégalité suivante a lieu:

22) ME|| @4 a)— f@) P} <.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 21

Soit ©(n) une presque période de la fonction « p.p.a» — f{a) (Chap. II,
§ 5), qui correspond au nombre 7; alors nous avons ’inégalité:

| f( + 1) — [(0) | <,
qui est satisfaite pour toute valeur de x, exclusion faite, peut-étre, d’un en-
semble I, avec 3 E < 1.
Soit CE le complémentaire de E; nous avons alors, en posant dans (22)
a=r, |'inégalité:
M| f(@ 1) — (@) [F} < M{ | [(@ 47 — @) L+ MET | (@ + 0 — o) [* <
£ k. & ko8 8
=3+ BICE’<2+7) <2+1_
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant:
THEOREME VIIL. Si f(X) est une fonction «p.p.ay» alors, quelque soit
le nombre positif e, il est possible de lui adjoindre un nombre 1 >0, tel

que dans chaque intervalle de longueur «1» il existe au moins une presque
période T, qui posséde la propriété suivante:

M{|fw+1) [l@)]F]<e

CHAPITRE IV.

Les classes diverses de fonctions presque-périodiques
géneralisées.

8 1.

Indiquons d’abord les classes de fonctions mesurables presque-périodiques
géneralisées.

(AM,). En premier lieu nous avons les fonctions (I) de W. STEPANOFF
(« Math. Annal. >, Bd. 95, S. 474).

(DIT,). En second lieu nous avons nos fonctions asymptotiquement-presque-
périodiques, dont nous indiguons 1la notion dans la note des « C. R. », t. 188, p. 142,

(9IT,). Enfin nous avons les fonctions « p. p. « » du présent travail.

§ 2.

Indiquons & présent les conditions différentes de la sommabilité des fon-
ctions ¢(x) définies sur (— oo << @ < +4- o0).
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22 A. KovaNKo: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

(8,). En premier lieu nous avons la sommabilité uniforme de W. STE-
PANOFF (« Math. Annal.», Bd. 95).

(S;)- En second lieu nous avons la sommabilité uniforme au sens géne-
ralisé (SCcEMIDT, « Math. Annal. », Bd. 100, S. 334).

Nous disons que ¢(a) posséde cette propriété si, quelque soit le nombre
e > 0, il est possible de trouver deux nombres y(e) et T'() tels, que:

1 »
ﬁwJW(w) | doe < e;
Eo—T,a+T)

Mes E(a — T, a + T)
2T

quelque soit 1’ensemble E, avec <, pour T>T,, et

cela uniformement en «a ».
(S;). Enfin nous avons les fonctions « a.u.s ».

§ 3.

En posant ¢(x) =] f(x) ¥, nous avons douze classes de fonctions presque-
périodiques géneralisées, si nous faisons toutes les combinaisons possibles
avec une définition quelconque IN; et une définition S;, et que nous dé-

signons par (9I0,S)) (j._ i’ Z’ g
=1, 2.
oL,, 9IN,.

Les classes les plus remarquables sont les suivantes O,S, (i=1, 2, 3).
Nous écrirons ces classes comme il suit:

(S ) (=1, 2, 3).

Il est aisé de démontrer que ces conditions sont équivalentes aux sui-
vantes:

@ (E=1) “ f(x) est p.p. (DNS)f, si quelque soit le nombre positif ¢ >0

et le nombre positif «, il existe un nombre (e, d) > 0" tel que dans chaque

intervalle de longueur [, il existe au moins une presque période T, telle que

). Puis nous avons encore les classes 9T,

a+d

s fif@ 0 =@ pran <,

quel que soit le nombre «a» .
L) ¢=2) “[f(x) est p. p. (ONS)5, si quel que soit le nombre & >0, il

est possible de trouver deux nombres I(e) et 7,(¢), tels que dans chaque in-
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A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées 23

tervalle de longueur «!» il existe au moins une presque période T telle que
pour 7> T(e) nous ayons !’inégalité:
1 o+ T
gp | @+ — fl@) o <,
T—a
et cela uniformément en «a» 7,
« Pour & =2 nous avons les fonctions de WEYL SCHMIDT (<« Math. Annal. »,
Bd. 100, S. 334), (« Math. Annal.», Bd. 97, S. 354) »

(III) (¢=3) “ ¢’ est notre définition (xz). Pour =2 nous avons les
fonctions de BEXicowITscH (loc. cit.) ”

§ 4.

Indiquons quelques exemples:

Soit f(x) = a, sur les intervalles: (2”£06£2" +n); (n=1, 2, 3,..).

Dans tous les cas c’est une fonction (p.p. «); le polynome trigonomé-
trique d’approximation est'= 0, car f(x) difféere de 0 sur un ensemble d’in-
tervalles (2" << a < 2" 4 #n), dont I’ensemble F est tel que 3,E=0.

En effet

Mes E(0,2") =142 + 3 + ... (n — 1):”'(nT_1);
donc
Mes E(0, 2") Mes E(— 2", +2") _ n(n—1)_
. 2.9n - gn+1 — on+z )
par suite
Mes E(— 2™, 2")
OF =},1;E° PEE=! ? = 0.
I) Soit a,, = W;
Jl d 1 k_n—12k —n—1
2n+l_l2f(”w ] 50-—2n+,j|f Idm_2n+1 kgo 7{' 2n+1 Z 2" =
_2n—1 1 1
=g =3
Done

Mfgilf(w)llsM,Hf(m)H:%.

Donc f(x) est non «p. p, o, ».
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24 A. Kovanko: Sur les classes de fonctions presque-périodiques généralisées

II) Soit a, =n?;

k=n—1 \2
k=n—1
ff(m 2”: e — ; _n¥n —1)?
2n+1 2n+1 PREE - oQn+3

Soit £ un ensemble quelconque. Alors
ME{| (@) |} < MP| | i)} = M{] flw)|} = lim ——cm

Donc [f(x)] est «p.p. a, ».
De plus, quelque soit le nombre p=<<1, nous avons toujours ME|{|f|e} =0.
Donc [f(@)] est < p.p.a,»

n n—1
. 92 __9 2
III) Soit a, = —TQ; alors
+2n n—1
1 J 1 PRTE e
e | @) |de = o 2 22 |="_____.
2 +i——l2n I on+ );:]1 ) on+1 )

done
n—1
B L 22 —
M| )| < 1| ) |1 = M )| i 2
par suite f(x) est «p.p.a, ».
Mais f(x) est non «p. p.a,>» car:

(3
+2 ot

1 on—i __ 1
2n+1 jl f ’2 do = 2n+i g (2k - 2k_1) == W .
- 9n
Par suite

M fi) 1 = 5.
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Sull’Algebra delle successioni.

Memoria 2% (*) di AxTONIO MAMBRIANI (a Bologna).

Complemento all’Introduziome. — In alcune parti di questa 2* Memoria
mi sono ispirato alla nota Opera del prof. S. PINCHERLE (in collabora-
zione con U. AMALDI): Le operazioni distributive e le loro applicazioni
all’ Analisi (Bologna, 1901). Lascio, per ora, stabilire al Lettore quali siano i
punti di contatto fra la detta Opera e la presente Algebra delle successioni.

CAPITOLO TERZO
Sviluppo dell’Algebra delle successioni.
§ 1. Considerazioni preliminari.

36. Da quanto precede risulta gia che per le operazioni isobariche e bi-
nomiali valgono molte considerazioni completamente analoghe a quelle che
si fanno per le operazioni ordinarie. Tale analogia si pud estendere — ed io,
qui, mi occuperd di una tale estensione — fino a costruire un’'Algebra che
includa T’Algebra ordinaria. In questa nuova Algebra gli enti, ai quali le
operazioni si applicano, sono quelli della ordinaria Algebra e le successioni;
e limitandoci a considerare le successioni '

(as'l)l (ben)l (CE")7 sty

dove a, b, c,.. sono delle costanti (indipendenti, eioé, da #») ed (e,) é la suc-
cessione wunitaria definita al n.° 2, ei si viene, in sostanza, a restringere
all’Algebra ordinaria: invero, per I’addizione e la sottrazione (n.° 4) si ha

gy 3= be, = (0 = b, ,

(*) Continuazione e fine della Memoria 13: Sull’Algebra delle successioni. « Annali di
Matematica », s. IV, t. VIIT (1930), pp. 103-139.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX.
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26 A. MAMBRIANT: Sull’ Algebra delle successioni

per la moltiplicazione e la divisione isobarica (n. 4 e 22) &

ae, a
asn n ben p— absn ) —b—s—ln == 5- En )
n

e similmente per la moltiplicazione e la divisione binomiale.

37. In precedenza abbiamo considerato la potenza isobarica e la po-
tenza binomiale, di una successione (a,), quando 1’esponente & un numero
intero, ed abbiamo visto che

o) se I’esponente & un intero positivo (n.° 6), le potenze, tanto isobarica
che binomiale, hanno significato qualunque sia la successione (a,);

B) se I’esponente & lo zero (n.° 6), resta indeterminato il significato di
tali potenze solo quando la successione (a,) & totalmente nulla;

v) se 1’esponente & un intero negativo (n.° 23, v)), affinché le dette po-
tenze abbiano significato & necessario e basta che la successione («,) non sia
inizialmente nulla.

Stabiliamo, ora, il significato delle potenze isobarica e binomiale di una
successione, quando si consideri un esponente [frazionario. Poniamo, a tale
scopo, la seguente definizione:

Data una successione (a,) e fissato un intero m >1, si dirdA che una
successione (x,) & radice m*™* jsoparica [binomiale] della (ay), se la po-
tenza inesime isobarica [binomiale] di (a,) & uguale ad (a,).

Se (a,) pon & inizialmente nulla, vale a dire se & a,=0, esistono
sempre m, ed m sole, radici meime jsobariche [binomiali] di (a,): esse si ot-

tengono prendendo per loro primo elemento uno degli m valori di ’t/a_o e cam-
biando in corrispondenza gli altri elementi.

Se (a,), invece, ¢ inizialmente nulla di un certo ordine p =1, vale a
dire se ¢ ay,=a,=..=0a,_, =0 ed a,=5=0, non & sempre possibile I’ estra-
zione di radice di un dato indice intero m > 1: si trova facilmente, in
virtt del n.° 10, che condizione necessaria e sufficiente affinché esista una
radice mesme jsobarica [binomiale] — e quindi m radici — & che m sia un
divisore di p.

Per indicare, quando esistono, le #u: radici me™me jsobariche di (a,) si
adottera il simbolo

1
m

va["’ (72:07 17 2’ )! oppure a’n%)n7 (n:(): 17 2; )7
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A. MaMBRIANI: Sull’ Algebra delle successions 27

ed analogamente per le radici binomiali si scrivera:
m_ |n %)n
Va, , #=0,1,2,..), oppure a,”" , (n=0,1,2.)").
Ad esempio, una delle radici' mesime jgobariche di (m), (n=0,1,2,..) &
n
data (n.° 15, (31)) da (711), (n=0,1, 2,..); una delle radici mesime binomiali

di m", (=0, 1, 2,..) é data (n.” 18, (42)) da 1", (n=0, 1, 2,...).
Ne consegue, essendo p un intero, il significato da attribuire ai simboli

m_|n ) n In _&)”’
Vain oppure a,™ \/a”) oppure a,”’ |.

38. Per cid che segue, & utile fare una generalizzazione delle operazioni
isobariche e binomiali introdotte nei due Capitoli precedenti. Consideriamo,
all’ uopo, le successioni doppie

Am,ny M=0,1,2,...; n=0,1,2,..); bpmn, m=0,1,2..; n=0,1,2..),

che indicheremo brevemente con (@, »), (O, »), © poniamo le seguenti definizioni:
a) Si dird prodotto doppio isobaiico di (Gm,n) © (bm,n) la successione
doppia

2 Ear, s9m—r,n—s (m=0,1,2,..; n=0,1,2,..),

r=0 3=

il cui elemento generale, che si pud anche scrivere nelle due forme
m n
Zar, n hbm—r, 7 Zam, sm bm, n—sy
r=0 s—0

si indichera brevemente col simbolo

Ay n myn Om, n

B) Si dird prodotto doppio binomiale di (dm,,,) e (b, n) la successione
doppia

m
3 Z(:”)(’:)a Dernes  (m=0,1,2,.; n=0,1,2,..),

r—0s8=0

(!) L’ indice m =2, nei simboli contenenti il segno Y/, si potrd ancho sottintendere.
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28 A. MaMBRIANI: Sull’ Algebra delle successions

il cui elemento generale, che si pud anche scrivere nelle due forme

m n
m n ’ n m
2 :(r)a'r, n * bm—r, ny 2 :(S )am, g ° bm, n—s?

r= 3—0

si indicherd brevemente col simbolo

m,n
Amyn - Om,me

1) Si diranno prodotti doppi isobarico-binomiali di (@m,n) © (bm,s) le

successioni doppie
n

- n
Z Z(S )ar, DPm—r, n—s (m=0,1,2,..; n=0,1,2,..),
r—0

50

NS

& (m
2( 7_)ar, sOm—r,n—s (m=0,1,2,..;n=0,1,2,..),
=0

r=0s

I

i cui elementi generali si indicheranno, rispettivamente, coi simboli

n

a N/ a b
m’nm m,ny m,n" m,n:*

Il primo prodotto & isobarico rispetto all’indice m e binomiale rispetto ad =,
il secondo prodotto & isobarico rispetto ad n e binomiale rispetto ad m.

Le operazioni corrispondenti si diranno, rispettivamente, moltiplicazione
doppia isobarica, moltiplicazione doppia binomiale, moltiplicazione doppia
isobarico-binomiale.

OSSERVAZIONE. — A queste moltiplicazioni doppie (o d’ ordine 2) si possono
estendere varie considerazioni fatte nei Capitoli I e II per le moltiplicazioni
che diremo semplici (o d’ ordine 1), ma nel presente lavoro ci limiteremo
solamente all’uso dei simboli or ora introdotti. In generale, si potrebbero

studiare le moltiplicazioni multiple di un ordine finito qualsiasi.

39. Cid6 premesso, si diranno espressioni isobariche, espressioni bino-
miali, espressioni isobarico-binomiali le espressioni nelle quali figurano, oltre
ai segni di operazioni ordinarie, rispettivamente i segni di operazioni isoba-
riche, di operazioni binomiali, di operazioni isobariche e binomiali insieme;
queste operazioni essendo applicate, ordinatamente, a numeri ed a lettere
(cognite ed incognite), ad elementi generali di successioni numeriche (*) o di
successioni letterali (cognite ed incognite) o di successioni funzioni.

(*) Con successione numerica s'intenderd una successione i cui elementi sono tutti nu-
meri, con successione letterale una successione nella quale almeno un elemento & una lettera
(gli altri elementi essendo numeri o lettere).
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Si capisce, poi, quale sia il significato da attribuire alle frasi espressione
isobarica razionale (intera o fratta), espressione isobarica irrazionale; e,
analogamente, per le espressioni binomiali e per le isobarico-binomiali.

§ 2. Moltiplicazione isobarica e moltiplicazione binomiale.

40. Per moltiplicare isobaricamente [binomialmente] due espressioni iso-
bariche [binomiali] razionali intere (n.” 39) si fard (n.° 7, y)) la somma dei
prodotti isobarici [binomiali] di tutti i termini del moltiplicando per tutti i
termini del moltiplicatore.

La formazione del prodotto pué eseguirsi piu facilmente quando i fattori
sono ordinati secondo le potenze isobariche [binomiali] — crescenti o decre-
scenti — di una determinata successione: conviene servirsi, in tale caso, di
un prospetto di moltiplicazione analogo a quello della usuale moltiplicazione
dei polinomi ordinati. Consideriamo, ad esempio, la seguente semplice molti-
plicazione binomiale:

3)"* 2)"
Bt - 2ty - 17", e,

2n
1" — g,

n 7 7 n
67" ) — 3n Tl 2T o n D

4” 31! 2”
— bl ot —nt ¥ g,

n n n
6n " o) — (3"4BM) ") - 20H 1" Y .

Conformemente a quanto si & osservato al n.® 36, le usuali moltiplicazioni
fra polinomi ordinati si possono trasformare in moltiplicazioni isobariche ed
in moltiplicazioni binomiali: volendo fare un tale passaggio, bastera, rispetti-
vamente, sostituire ad un polinomio quale, ad esempio, %x*® + bx® + 3z,
espressioni della forma

(20e,,)¥n + B(2e,)Pn + Bce,, (@6,)" + D(ace,)”" + 3we,,.

41. Potenza di un binomio. — La formula di NEWTON

. m
(@ b= Z(’”)aﬁ"bﬁ =ar ™o,

r—0

dove (a,) e (b,) sono due determinate successioni, si pud generalizzare facil-
mente al caso delle potenze isobariche e binomiali.
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30 A. MavBrIiant: Sull’ Algebra delle successions

«) Nel caso delle potenze isobariche abbiamo:

(a, + by, P — ai)n + 20, 20, + bi’w,
(@y + b,l)g)w = ai)” + 3a2n,, by~ 300 n B2n 4 bf,)n,

ed in generale, col principio di induzione completa, si conclude facilmente,
essendo m un intero positivo,

m
. m —
(1) (@t B = 3 ,.)a:’.’ Do blin = a0 ™ B,
r=0

In particolare per a, = ae,, b, = be,, dove a e b sono delle costanti, si ha
Iordinaria formula dello sviluppo del binomio di NEWTON; per &, = ws,,,
dove « é una costante, si ha

m
m —
) (an + ae, " — Z(T)a? "y, A a:t)'n’ftmm,

=0
) Nel caso delle potenze binomiali si trova analogamente:
7 hidd mn L n () n
3) (an,+ b, ") — Z(r)a:,n—r) ’flb:) = a:,”) m.’”b:‘”) .
r=0

Anche qui per a, = ae,, b, =be, si ha Y ordinaria formula dello sviluppo
del binomio di NEWTON; per b, = xe, si ha:

” i m n 7
4) (@, 4+ e, " — 2(7)(17,?_“ 2" = a;”’ ",

r=0
Ad esempio é, in virtu della (42) del n.° 18,
(17 — g, )" = mn'_”(_ 1)ym = A™0",

le A™Q" essendo le cosi dette differenze mesime di Qn,

42. Potenza di un polinomio. — Consideriamo ora p <+ 1 successioni:

(an, o); (an,4)7 sevy (a,,,p)-
Si ha, applicando successivamente la (1),

(an, o+ Qn,y 4 e - an’p)m)n =

™y m m) My ) m
— Yy —
= dn0 (A, v Oy, ) ==y 0 . Uy 1 ’: (A, g4 e Gy, )" = ...,
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ed infine

m) m) m m'nm m m)n
(5) (@ny o F Onyy o -0y, p) »= an,o W dnd s s Qg

da cui discendono facilmente, in virti del n.° 38 e delle formule del n.° 7, B),
le diverse espressioni del primo membro di (5) a mezzo dei segni sommatori.
Analogamente, applicando (3), si trova per la potenza binomiale:

m. m)* mu ) myn m)”
6) (@n, o+ Ay s + Ay, ,,) = 0An,0 a,,,) LA a,,,)p

43. Potenze isobariche di successioni ultimamente nulle. — Nel caso
delle successioni ultimamente nulle (n.° 1) & opportuno — iu vista delle ap-
plicazioni che si possono fare dell’Algebra delle successioni — scrivere per
esteso le espressioni delle potenze isobariche e binomiali. A tale scopo, con-
sideriamo una successione generica ultimamente nulla (n.® 2):

AoEn + QyEpy oo + Qpep_y (n=0, 1, 2,...),

dove a,, a,,..., a, sono delle costanti (indipendenti, cioé, da n), e riferiamoci
dapprima alle potenze isobariche. Abbiamo, applicando la (5) ed in virtu
del n.° 20, B),

() (@en @ 8pn_y i + Apey_p))n =
— m m m ” kd m m m
— Qg €y M a1 €pn_im . A2 €neym M Ap En—pm -

Da qui discendono, tenendo presente il n.° 38, v) e le formule (9) e (9) del n.° 7,
le espressioni che cerchiamo.

a) Dalla (7), in virta del n.® 38, v) e della (9) del n.’ 7, segue:
(8) (@ = AyEn—y + e = ApEp_ )™ =
ES) "y Yp—i\ m—r, ri—r T T
Z 2 E< )(7‘ )'( ” ‘)ao @ne apﬂ_ pappsn—(r1+rg+...+rp) ’
r=07r,=0 r,=0 2 »

dove si & tenuto conto che & (n.° 20, «))

Enn En—(ry—ry n En—2(ry—rs) n e n E”_(P—l)("p_l— ) sn—prp = Epry b Pyt -

Facendo, in (8), a,=0 — e cambiando poi »,, » .., rp ordinatamente
in»,, 7,,.., rp,—, — si ha:

(8" (@&n—y + oo + Opp_p)™n =

Tp—z
m r
p—2 m—or, T‘—r’ p_z—fp_‘ rp_
DD Ky () B s Y

r,=07r,=0 rp_,—=
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Notiamo ora i casi particolari, delle formule (8) ed (8, ottenuti facendo
p=1, 2, 3 (indichiamo poi, per semplicitd, le costanti @, con a, b, ¢, d).
Per p =1, si ha da (8):

7 (m
(@2 +4-bep_,)™n = 2(7_)am—’“b"en_,,
r=0
ossia
9 (agy + bepy_ )™ = (Z:)a’"—"b",

la quale fornisce, dunque, !’espressione della potenza mesime jgobarica di una
successione ultimamente unulla d’ordine 2. Per p =2, si ha da (8):

m
(asn_‘ + ben—z)m) 2( )am " En—um+),

r=0

ossia

) (@ ny + DEg_g)y™n = (

m

q2m—npn—m
n—m

?

la quale, del resto, si poteva dedurre immediatamente da (9) moltiplicandone

ambo i membri per e,?l’i::—:n_m. Per p =2, si ha da (8):

"
m " g
(agn 4 by, - CEy_5)™n = Z 2( )( ) am=ro’ T iraay s

r=038=0
cioe
»im\
I e\ U N T S

Per p =3, si ha similmente da (8'):

m
m '
(10,) (a€n—4 - ben—g -+ Cen—:;)m)” = 21‘(7")(71 . ;2 . r)am—rbm—{—?r—ncn—m—r.
r=0

Analogamente si trova:

(11) (ae, + ben_l +cepy, + den_3)m)n —
— i é m S aMm—rpr—SerHs—ngn—r—s
r—0 3520 n—17r—3=: ’
(11') (aen_‘ + be,_, + Cep_qg+ den_)m)“ —

M§

"
Z 1t S aM—rhr—Sem+ T2 —n yn—m—r—s
n—m-—1r-—s |

r=03=0
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B) Possiamo dare, per le potenze precedenti, un altro tipo di espres-
sioni. Dalla (7), applicando la (9') del n.° 7, si ha:

(An A= 8p_y = cce = ApEpy_p) e =
m' Ty . .o
== Z ' aO al e Qg Epry M En—2r, oo m en—prp;

ossia, pel n.° 20, a),
(12) (@oen = QEn_y oo + ApEp_p)™n =

m! p
= Z Ir 1.. Tp ! 0 (11 e Ap En—(ry+2rq wbprp) 3

dove la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di p+1 numeri interi, positivi
o nulli, 2y, 7,,.., 7y, tali che sia »;+»r, 4+ ..+ r,=m. La (12) si pud
anche scrivere:

, ' m!
(12) (@ofn + QyEn—y + oo+ Qpey_p)™n = 2 role tairp!

Y
a’ay' ... ap’,
11) i

dove la sommatoria accentata va estesa a futti i sistemi di p 4+ 1 numeri
interi, positivi o nulli, 7+, »,, 7y,.., 7p, tali che sia

{ 70+ + 1+ 1y =m,
| P20, + o pry,=mn.

Se & a,=0, si ha analogamente:
!

' m!
(13) (@, 8n—y + oo - Qg —p)"™n = Z T
Herg!

r
ar' .. ap’,
dove la sommatoria accentata va estesa a tutti i sistemi di p numeri interi,
positivi o nulli, »,, »,,..., 7p, tali che sia

y 7t Pyt o =7y =1,
l?“+2r,+...+prp=n.

44. Potenze binomiali di successioni ultimamente nulle. — Le formule (3)
e (6) permettono analogamente di determinare le espressioni delle potenze bi-
nomiali di successioni ultimamente nulle. Tali espressioni si possono, pero,
dedurre immediatamente da quelle del numero precedente notando che si ha,
in virti della (11°) del n.° 8,

(Aen +ace,—, + ..+ a,,e,,_p)m’ =n '(

m)"
0! 1'5"“"" +p E”"") '

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo IX. 5
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§ 3. Divisione isobarica e divisione binomiale. Divisibiliti.

45. La divisione isobarica [binomiale] di due espressioni isobariche [bino-
miali] razionali intere (n.° 39), ordinate secondo le potenze isobariche [bino-
miali], crescenti o decrescenti, di una determinata successione, conviene
effettuarla servendosi di un prospetto analogo a quello che si forma nell’ or-
dinaria divisione dei polinomi ordinati. Consideriamo, per esempio, la segueunte
semplice divisione binomiale:

67 " o +(1 — b7 )" A" (3”+an)” a4 gntengd 2" qntgn 177 — Xy

—6n" Y 5n " 5 4 gl ot g, 1%
g
1M ) — (3 e) Mol 4+ 2Pl 1 g
1”".’)6) + "

—gnt gl gt gl g g

n n
grt g _on ”wsz

211‘*} __ln'_‘mn

—on® wz’ 417" g
0.

La prova di questa divisione si fara moltiplicando binomialmente il divisore
per il quoziente ottenuto: si dovra ottenere il dividendo. .

Sara utile, poi, applicare la naturale estensione della regola di Ruffini
quando si abbia da dividere isobaricamente [binomialmente] una espressione
intera, come quelle sopra indicate, per un binomio della forma x, — a,. Cosl
volendo determinare il quoziente ed il resto della divisione binomiale

Brral onm o 1t o, — 20) %, — 17,
si potrd formare lo schema
3n 2n 0 —1n €n —2n

1" 4n 8n4-5n A4 6" — 27 4 B4 7" 1" ~ 87467+ 8"
3n 2n+4n 3n+5n _1n+4n+6n sn—2"+5”+7"|1”—2"—3"-1—6”+8"'

onde si ha, per la frazione binomiale sopra scritta, !’ espressione

gt (@44 g (3"+5") 2 (17— 4" — 6", 4
—2"—3"+6"+8"

+(en— 2" 4+ D"+ T 4 e
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Ne discendono i concetti di divisibilita isobarica [binomiale), di massiino
comun divisore e minimo comune multiplo isobarici [binomialil.

46. B facile provare, eseguendo le corrispondenti moltlphcazmm isoba-
riche [binomiali] di verifica, che

a) La differenza di due potenze isobariche (binomiali] simili, con
esponente intero positivo, é sempre divisibile isobaricamente [binomialmente)

per la differenza delle basi. Precisamente, essendo m: un intero positivo,

si ha:
mtl),  pmad)
a — b ” - :
(14) - (;” = by TV L B
n_ n
amol)”_ m+1)" 9 ayn
(14" - a bn " =g my + an” H* "b, +am_) b 4
n~— Un

B) La differensza di due polenze isobariche [binomiali]l simili, con
esponente intero positivo e pari, e la somma di due potenze isobariche [bi-
nomiali] sinili, con esponente intero positivo e dispai-i, sono sempre divi-
sibili isobaricamente {binomialmente) pe7 la somma delle basi. Si ha preci-

samente:
m+1) 41 m+1)
a 1)ym+1ip _
(15) = a( +)b t = — " n by - a0 P B — 4 (— 1),
n n
m+1)” +1 m+1)"
a —(—1)"*p — _
) +)b et = — T -l — e (— el
n n

In particolare, se nelle (14), (15), e cosi pure nelle (14), (15), si fa

a,=ac,, b,=20bs,, dove a e b sono delle costanti, si ottengono le note
formule dell’Algebra ordinaria. Ponendo, invece, soltanto &, = we,,, si ha:

m|1)

a — gpemtie,
(16) " n
(Up — TEp
m+1) m4-1
(16,) a” — 5n In
(U — XE,
@t (— 1ymEtgpmtte
17 Ay - XEy
ary @ yrrente,
a,, + x¢,
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m

St — ey,
r=0

m
7 . Vb.
= 2ian ™ = " . am;

r—0

m

= Yy (— D)ran ™" = agn - (— @)™

r=0

m

= D 1yay " =ap"  (—am,

r—0
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OSSERVAZIONE. — Le formule stabilite nel presente n.° trovano utilissimo
impiego nel calcolo di molte somme importanti, come sard mostrato nelle
applicazioni. Diamo qui due esempi semplici:

1.° Applicando la (16), ove si faccia x =1 ed a, E(:l), e tenendo pre-

sente la (31) del n.° 15, §' ottiene:

(m +1
R— sn

e O

. 1
da cui, per essere (n) — e, =¢€,+€y_, —Ey=6,_, € notando che & (n.° 22, (5"

m 41 - ’
n " (m1
]”_n_‘_l)

sn‘—"l

~ segue la nota formula pei coefficienti binomiali:

1 1 —1
<m+ )=(1z)+(n+ )++<m )+(m).
n+1 n 7 n n
2.° Nella (16') facciamo =1 e moltiplichiamo binomialmente ambo i
membri per una data successione (b,); abbiamo:

O — Zar) Yon.

Se qui si prende a, = qp", b, = ab", dove a, b, g, p sono date costanti, il
primo membro diventa

a::t-u-l) " b

Un — En

g (m 4 1)npn ®abt — ab? " aqm""(b ~+ (m + 1)p)* — ad™ n
qe" — e, qe™ —

ed il secondo membro diventa

m m
quT"p" nahn = Zaqr(b T+ ,,.p)n;
r—0 r=0

si ha quindi la formula

(18) ab™ + aq(b + )" + ag*(d + 20)" + ... + aq™ (b +- mip)" =
ag™t(b + (m +- Dp)* — ab” n
o ge" — ’
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dove unel secondo membro si possono fare intervenire, a seconda dei valori
delle costanti a, b, q, p che vi compaiono, i numeri di BERNOULLI o i numeri
di EULER od altri numeri affini: e cido molto semplicemente, come sara mo-
strato nelle applicazioni.

§ 4. Derivazione isobarica e derivazione binomiale.

4%. Poniamo le seguenti definizioni:
o) Data una successione (a,) qualsiasi, le nuove successioni

(;l+1)an+“ (n=0,1,2,..); @ny,, (n=0,1,2,..),

si diranno, rispettivamente, derivata isobarica e derivata binomiale, rispetto
ad n, di {(an) ().
B) Data una successione doppia (tm,,») qhalsiasi (n.° 38), le nuove suec-
cessioni doppie
(M 4+ Dby, ny (m=0,1,2,..; n=0,1,2,..),

Ay, s m=0,1,2,..; n=0,1,2,..),

si diranno, rispettivamente, derivata parziale isobarica e derivata parziale
binomiale, rispetto ad m, di (amn). Analoga definizione per le derivate par-
ziali rispetto ad n.

Osserviamo subito che la derivata sia isobarica che binomiale di una
successione della forma (ce,), dove ¢ & una costante, & la successione total-
mente nulla (n.” 1).

La derivata isobarica [binomiale] di una somma di piu successioni &
uguale alla somma delle derivate isobariche [binomiali] delle singole successioni.

Se due successioni differiscono solo per una successione della forma (ce,),
dove ¢ & una costante, le loro derivate isobariche (o binomiali) sono uguali,
e viceversa

La derivata isobarica di (ca,), dove ¢ & una costante, & (¢c(n + 1)an4.,),
la derivata binomiale & invece (ca,,).

48. o) Il prodotto isobarico [birnomiale] di due successiont ha per derivata

isobarica [binomiale] la somma dei due prrodotti isobarici [binomiali] della
derivata isobarica [binomiale] di una delle successioni per U altra succes-

(#) Si confronti S. PINCHERLE (in collaborazione con U. AMALDI), Le operazioni distri-
butive e le loro applicazioni all’ Analisi, Bologna, 1901, p. 77, n.° 111
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sione. Si hanno cioé, considerati i prodotti a,nb,, ¢, b,, le due formule:

(19) (4 D npy 0310n4) = + Dty nbn + G + Dbny
(20 Aniy wrt Onyy = Wy * O+ 0 " Oy -

Per dimostrare la (19) basta notare che il suo secondo membro si pud
scrivere:

n—1

7
hCAE 28 ) ,.+Z AA-L—1) Dy = (A1) By D) (" Dy By +
r=0 r=0 r=0

n—1

—+ (n—i— l)aobn+4 +Z (n - 7')ar+1bn—r b

r=0

e riunendo le due sommatorie ora ottenute nel secondo membro, viene

n—1 nil
(4 1)y 4 by 4 (0 4 1) gbp oy, 4 (0 - I)Z By bn—y=( + 1)¥, Apbnyy s,
r=0

dove il secondo membro & proprio il primo membro di (19).
Per dimostrare la (20) basta procedere analogamente:

n—1

LayeR
Z(r)aw +1bn—1 +2( )a‘r n4q{—nr —an+1b +E( )ar+1bn—r+

r=0

n—1
n
+ @by +rz_0(r + 1)“1‘+1bn—r;

e riunendo le due sommatorie ora ottenute, abbiamo

n—1 n+1
n—+41 n—+41
[P P Z (7. + 1)ar+1 bp—p= Z ( , )arbn+1—1- .
r=0

B) Segue, nel caso di tre fattori,

(7 4+ 1)@y n 1 Onii 01 Cra-) =410y 4 0 0p n Cp + Ay n (0 + DbpsynCn+
+Unnbpnm+1)Cny,,

n+1 n+1 . n n n n n n .
Oty Cngy=0nyy b~ CotQn-py,  CntAn"-bn™ Cuyy;

Anpy -
ed analogamente, in generale, per un numero finito qualsiasi di fattori.
Y) Si pud notare che da (19) e (20) segue:

@1) (n+ 1)(an4:4 n+1 b”‘H)[n — (n 4+ l)an-H]n + (n +bl)bn+1in,
AnnOn On n
+1
(22) Anaey " Ony, In — &ty + b, n
an” by ay bn

la cui generalizzazione al caso di pitt di due fattori ¢ manifesta.
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49. Il quoziente isobarico di due successioni ha per derivata isobarica
il prodotto isobarico della derivata isobarica del numeratore pel denomi-
natore, diminuito del prodotio isobarico del numeratore per la derivata
isobarica del demominatore, il tutto diviso isobaricamente per il quadiato
isobarico del demominatore. Analoga regola per formare la derivata bino-
miale di un quoziente binomiale. Si hanno cioé, considerati i quozienti

glm, Z" (», le due formule:

”n n
a n-41)a 0O — 0y (2 4+ 1)b

(23) (n + l)b”_H 1n+1=( +1) Nd-g B nbz) nn( ) n—Hln,
Nty 2

(24) an+4|”+1___a”+’?b”——a”’}b”+l "
bnyy bi)”

. a .
Per dimostrare la (23) osserviamo che, posto b—”l":C” 0ssia Ay = Cp 2 by,
n
viene, per la (19),

4+ Dany, =0 4 1)Cppy nbn+ Can (7 + 1)bay.,,
da cui
(4 Dty b0 = (0 4+ 1)Cpy nbom + Gn s (0 4 Dby, .
Di qui si ricava

(n+ 1)Cpy, = (n~4+1)any, nbnb:) An (4 Dby,

L

cioé la (23). In modo completamente analogo si prova la (24).
In particolare si ha:

3 n+ la
@5) (n 4 1) a”+l|"+1:_(T))’H-‘.I”’
N4y Ap™
(26) Entajper aﬂ“_ln’
: Anyy ad"
n

50. Dalla regola di derivazione di un prodotto isobarico [binomiale] risulta
la regola di derivazione delln potenza isobarica [binomiale]l di una data
successione, quando 1’ esponente & un intero positivo. Si hanno precisamente,

per le potenze ai'», ai, le due formule:
m),, m—1) |
(27) (A D)ansT ' =man " a(n 4+ Danyg,
n-1 )P
(28) amly =mar ™ "y, .

Questa regola di derivazione della potenza si estende al caso in cui
I’ esponente é intero negativo o frazionario, purché, ben inteso, tali potenze
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abbiano significato (n.° 37). Invero, nel caso in cui I’ esponente & intero nega-
tivo, cido discende immediatamente dalla regola di derivazione, isobarica o bi-
nomiale, della reciproca di una successione, regola espressa da (25) e (26);

nel caso in cui !’esponente sia un’unitd frazionaria, si conclude pure facil-
1

mente quanto sopra si é asserito: posto ¢, =ay’», dove m & un intero > 1,

viene ¢2n = an da cui, derivando isobaricamente,

mep (4 1)cpy, = (0 4 Vany,,
onde
(n+ 1) (4 Da 1. -1)
n n m .
(n + ewy, = m—l)_H = — -HI”:_a’” n”(n-{—l)a”_,_‘;
MCy,  » e m

ed analogamente nel caso della potenza binomiale.

OSSERVAZIONE. — Possiamo notare che dalle (27) e (28) segue:
(29) (n + l)a:ﬂl‘ﬁ‘;,a,, = ma:)”;. (n~+ D)apy,,
(30) aﬁ?i a,.:ma:')"’.'a,,ﬂ;
e queste formule, unitamente ad ay’® = af, ar’ =ap, permettono di cal-

colare molto rapidamente i successivi elementi delle due potenze meci»te,
n
ams , a¥)”. Cosl risultano, per i primi (cinque) elementi isobarici, le espressioni;
az,”)o = a(’]”,
—1
at™ = maga,,

1 m —3a
a3 = mal* ', + (2)(%}" at,

M\ e
a3 = mafa, +2( ) 0 za,az—i-(g)a(’)" %al,

20,0, 4+ a2 m _
N __ -2 -3 4
at = mal 'a +3(2) o ——3——+3(3)a(’,” ala +(4) o al,

ed analogamente, per i primi (cinque) elementi binomiali:

aI)”’ =ay,

a? = maya "

ag‘)z = may o, +mm — ay 2 al,

aé”)a = mala, + 3m(m — 1)ay a0, +mim —1\m - ag— %a3,

a;”)4 = maya, +mim — )ay " (4a,a, + 3a2) + Gm(m — 1) — a3 aa, 4

4

+ m(m — D) — 2)(m — ag' ™ a1 .
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bl. Derivazione isobarica e binomiale, successiva. — Diremo derivata
seconda la derivata della derivata, derivata terza la derivata della derivata
seconda, ecc.. Ne segue che le derivate isobariche seconda, terza, ecc., mesime
di una successione (a,), hanno, rispettivamente, gli elementi generali

(n+1D)nA4-2)ap4,, 4+ 1Xn+2)n +-3)nyg, ..., M ! (n _'n; m)a,,_,_m,

e le derivate binomiali seconda, terza, ecc., m®™a  hanno, rispettivamente,
gli elementi generali

Unigy Onggyeery Qugm:

o) Dalle definizioni poste risulta che condizione necessaria e sufficiente
affinche le derivate successive, isobariche o binomiali, di una data succes-
sione, coincidano, da un certo indice di derivazione in poi, con la succes-
sione totalmente nulla, é che la data successione sia ultimanente nulla.
Precisamente, se (a,) & ultimamente nulla d’ordine m, le derivate meme sono
successioni totalmente nulle, mentre le derivate (m — 1)=e sono della forma
(cey), dove ¢ & una costante.

8) Formando la derivata seconda isobarica del prodotto an,b, e la de-
rivata seconda binomiale del prodotto a,*b,, si ottengono, in virta delle (19)
e (20), le formule

(n+1)n + 2)(an+g ni2 bn+g) -
=4 1)+ Ditpgynbn+ 20+ Dy, (2 4+ Dby, + s (n + 1)1+ Qbuys,

n+2 —
Apygy - bn+2 = Apyq * bn -+ 2an+l . bn+‘ + Ay - bn+z~

Ed in generale, colla derivazione mima gej detti prodotti si ottengono le for-
mule (che si provano facilmente col metodo di induzione)

m
n 4 m . . n+-9 n—m-—1
( m )(an_f-m nim bn+m) - 2( » )l¥n+,. n( )b”+m_,.,

3
I
)
fﬂ

—0 m—r
n ' mm b
Apym n4-m ’ln-H n+m r)
r= 0
ossia
m-+n e 7

. _ S —r+n - S

31) ( )(anz+n min Oman) = 2 ( 0y 450
" o e t n—§ r+s¥m—r4+n—g
m n
m

( ) m-+n m-n 2 Zé) P ar+s m—r+n—s,

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX.
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e quali formule, adottando le notazioni del n.” 38, si possono scrivere:

, m-n . m--n . (m4n
31" ( n )(am+nm+nbm+n)=( n )am+nm,n( n )bm+n7

m-+n m, n
(32) Qmgn -+ Omin =Cmign - Omyn,

e queste formule saranno richiamate col nome di leggi degli indici delle

. . . , , . . a™
moltiplicazioni isobarica e binomiale. In particolare, facendo, in (31), a, = el

oppure facendo, in (32), a, =a" b, = 0", dove a e b sono delle co-

bn

b.” = m,
stanti, si ottiene

(@ 4+ b)y"*t" =(a + b)"™(a + b)".

xn . . .
Facendo invece soltanto, in (31), b”Em e, in (32), b, = o™, si deduce, ri-

spettivamente,
33) m+n\ Looamtt N (mn a L™
n mERMAEt i 4-n)l) T\ n MR M0’
m+in m n
(34) Cppgpn - X =y m - ™ 2",

identitd che saranno di utilissimo impiego nelle applicazioni.

52. a) Esistono successioni che coincidono colla loro derivata isobarica
o colla loro derivata binomiale? Per trovarle basterad risolvere le due equa-
zioni ricorrenti
M+ 1)y, = Lp, Lpy, =Ly.

Si trova cosl, facilmente, che le successioni coincidenti con la loro derivata
isobarica sono tutte del tipo '

4
= , =0, 1, 2,..),

quelle che coincidono con la loro derivata binomiale sono tutte del tipo

c.1m n=0, 1, 2,...),
dove ¢ & una costante arbitraria. ‘
B) Proponiamoci di determinare le successioni le cui derivate isoba-
riche, o le cui derivate binomiali, sono le successioni stesse moltiplicate
per una costante K. Le equazioni da risolvere sono allora:

(n -+ 1)“}”_’_’ = kw”, wn_'_i = kwu;
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e si trova, rispettivamente,
n
Ly =2~C ol Xy = Ck",

dove ¢ & una costante arbitraria.

OSSERVAZIONE. — Un’equazione che lega una successione incognita ad
una o a pit delle derivate, isobariche o binomiali, di tale successione, &
un’ equazione ricorrente; ed & facile vedere che vale il viceversa. Le equa-
zioni ricorrenti possono dunque anche chiamarsi equazioni alle dérivate,
isobariche o binomiali, di successioni.

b3. Notiamo, infine, alcune identitdh che presentano qualche analogia colle
identitd ottenute mediante la derivazione isobarica e la derivazione binomiale.
«) Per la moltiplicazione isobarica si ha, come subito si verifica,

(35) Opgpmn rm bn+m =0Oun bn+m —+ Qppn m—1 bm_“
(36) Qoo mebm bn+m+p. =0prmn bn—i—p. + Qe y m—1 bn+m+p - Qnpmnep p—1 bp.—l .

B) Da queste due formule, pel legame che intercede fra prodotti isoba-
rici e prodotti binomiali (n.® 8), segue:

1 nim _ 1 nw ! Ouym 1 ! Oy m—1
S (n+m)! (@i ™ b"+’")—m[“” "(n+m) !] +(m—1)![(n+m)! ' b"'_‘]’

1 nim
8) m(a”“nﬂ U bpmay) =
_l n! n n! m—1 (m—1)!
= ![(——‘n T+ WZ)! O . ('n—+ P*)! bn+p] —+ (———‘m — 1)! Ay m bn—l—m-{—p. —+
1 (P' _ 1)! p—1
+ (p— 1)![(n + m + H)!a"+"‘+** et

In particolare, facendo m =1 nella (37) ed m = p =1 nella (38), si ricava:

. )
(39) ey " bnyy =(n + 1)(an . n_:—'__(l) + Auy by,

, a b
MO Gy, by = (ot D 2L I b+ b,

dalle quali si deduce

1
(39) a.” bn+1 =an-l-1nT bnyy _aﬂ+1bo
" n+41 n+1 !
2
(40" Anay n Ot Onay”" Bngy — Qnagbo — Aobnys

n+1 n+1" (n—41)(n+2)
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Si pud notare che, per a,= 2", b,=y", le (39') e (40') si scrivono:

i(n) BTYT ()" —

“\r)r+1 (n+ 1)y !
Lid (n wn—ryr . (w +4- y)n+2 — 2 yn+2
rgo 1-) n—r 4+ 00 +1 (n + 1)(n + 2)xcy

§ 5. Cenno sulle equazioni algebriche, isobariche e binomiali.

Ci riferiremo, in questo paragrafo, alle equazioni algebriche di tipo dino-
miale, e si vedra che considerazioni completamente analoghe valgono per le
equazioni di tipo isobarico.

b4. Equazioni di primo grado ad un’incognita. — Essendo (a,), (by),
(cn), (dn) date successioni ed (x,) una successione incognita, si dird equazione
binomiale di primo grado ad una incognila ogni equazione della forma

41) an?wn”*—bn:cn?xn"*‘dn,

la quale & riconducibile alla forma

(41 O ™ X+ B, =0.
Riferendoci a (41) si ricava
dn - bn
= ""in
(42) wp=

sotto 1’ipotesi che (a, — ¢,) non sia inizialmente nulla o, se lo &, lo sia d’or-
dine finito non maggiore dell’ordine di iniziale annullamento di (d, — by)
(v.n.k 22 e 23). Sotto I’ipotesi posta, la (41) ammette dunque la soluzione ben
determinata data da (42); se tale ipotesi non é soddisfatta, si ha per !’ equa-
zione impossibilith od indeterminazione (cfr. n.° 23).

bd. Sistemi d’equazioni di primo grado a due incognite. — Essendo
(An)y (bn), (Cu)y (@n), (Bu), (Yw) date successioni ed (2n), (¥a) Successioni incognite,
si dird sistema binomiale di due equazioni di primo grado a due incognite
ogni sistema della forma, o riconducibile alla forma,
(43) \ an?wn—"bn?yn:()n
? a”'fmn—i—ﬁn?yn:yn.

Se si moltiplica, binomialmente 7, la prima equazione per B, ¢ la seconda
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equazione per b,, e poi si sottraggono membro a membro le due eqnazioni
cosl ottenute, si ha:

(an?pn— “n"‘bn)"‘wnzcn"‘ﬁn—‘Yn’fbn,
da cui

m P et 119
an"ﬁpn_ an’?bn

In modo analogo si trova:

an?]’n - “n"'cn
(45) Yn= - - [n
: " an-pn’—“n'bn

Le (44) e (45) danno 1l'unica soluzione del dato sistema, nell’ipotesi che il
denominatore comune dei loro secondi membri non sia inizialmente nullo o
lo sia d’ordine non maggiore di quello dei numeratori; quando, poi, un tale
fatto non & verificato si presenta o l'impossibilita o I’indeterminazione del
sistema,

Anche ai sistemi isobarici e binomiali si pud trasportare 1’uso dei deter-
minanti, ma cié non sara fatto nel presente lavoro.

Diamo ora due esempi semplici e notevoli:

1.° Risolvere il sistema

{ p—1""y, =0

Xy — Yn—Cp_, .

Applicando le (44) e (45) si ottiene:

n
RS S -
S TS In =10 o, O
2.° Risolvere il sistema
Xp — 17 7-‘ yn =0
Ly + Yn = 2ey.
Applicando ancora le (44) e (4H) viene:
R L )
g, + 17 1" ¢, ’ 1% 4-¢,

(1) Vedremo, nelle applicazioni, che (y,) ® la successione dei cosl detti numeri di Ber-
noulli, B,, e che (x,) & la successione dei numeri (— 1)»B,,.

(%) Si vedra, analogamente a quanto si & detto nella nota (*), che (y,) & la successione
dei numeri 2—C,,, dove i C, sono i cosi detti coefficienti della tangenie (introdotti nella
Analisi da EULER), e che (x,) & quella dei numeri (— 1)"2—*C,,.
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86. Equazioni di secondo grado ad un’incognita. — Essendo (as), (bs),
(cq) date successioni ed (x,) una successione incognita, si dird equazione bi-
nomiale di secondo grado ad un’incognita ogni equazione della forma

(46) W 0) b Ly + Cy=0.

Consideriamo dapprima i casi in cui I’equazione & incompleta:
a) Se ¢ a,=0, I’equazione diventa di primo grado (n.° 54).
) Se & b, =0, la (46) diventa

2)
a,,” Y + =0,
da cui
= — c—”l”, ed infine w, == V— Cn |"
(479

la quale formula risolutiva ha dunque senso se (a,) & inizialmente nulla d’or-
dine non maggiore di quello di (c,) e se, inoltre (n.° 37), il quoziente bino-
miale di (¢,) per (a,) non & inizialmente nullo o lo & di ordine pari.

Y) Se & ¢, =0, la (46) diventa

W XD by xn =0,

wn-(an-wn+bn)=0,
da cui (n.° 17, d))
Xy =0; @y s+ by=0 che da x”____bim

n
(nell’ ipotesi che tale frazione abbia significato).
Riferiamoci ora all’ equazione (46) completa. Moltiplicando, binomialmente 7,

I’ equazione per 4a, ed aggiungendo ad ambo i membri bf,)n, si ottiene:

(204" 4 + b,.)mn =p2" — da," Cpy
da cui (n.° 37)
- 0n
200" Xy 4+ by =t V2" — 44,%c, ,
e quindi
[
- b-n+ ‘\/ 2) - 4a”’-‘0n

(47) Xn = 2a” v":

e questa formula risolutiva ha significato sotto le due condizioni seguenti:

n . - o s v
1°) I’ espressione bf,) — 4a,"¢c, (il discriminante) non sia inizialmente
nullo o lo sia d’'ordine pari,
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2°) il denominatore del secondo membro di (47) sia inizialmente nullo
d’ ordine non maggiore di quello del numeratore.
Si hanno dunque, quando 1’equazione (46) é possibile, due soluzioni e
due sole: (%y4,1), (%n,2). Si prova facilmente che &

b n Cn
Xpt + Lp2=— ", Ly1" Cpz=_—"".
a” an
Ne segue
2] [
”wn) -+ bn"'wn + Cp = an"‘(wn - xn,i) C (o — wn,z)-
APPLICAZIONE. — Per determinare due successioni aventi una data som-

ma (s,) ed un dato prodotto binomiale (p,), basterd risolvere I’equazione bi-

nomiale di secondo grado

n
@ — $p” %w 4+ Pu=0.

Tali successioni sono quindi date da

_ s 2)1;
”+ ___pn_

Ad esempio, se & s, = 1%, p, = ¢, — (— 2)*, si ricava facilmente

Ln,1

]

Ly,2
X1 = (— 1)% Xpa=1" —(— )™

§ 6. Notevoli espressioni per le reciproche isobariche e binomiali
e per le loro potenze.

57. o) La formula (16), indicato a, eon A, e posto =1, si pud scrivere

g, — ALY b
(48) ﬁm: an)";

m=0
dove (A.) pud essere una successione qualsiasi, purché non totalmente nulla

(n.” 1).
Se () & ultimamente nulla del primo ordine, ossia se & A, = Xe,, (dove A
¢ una costante non nulla), la (48) si riduce alla nota formula

1wt &
T =M

m=0

Supporremo quindi, inoltre, che in (48) la (A,) sia non ultimamente nulla
-del primo ordine. Derivando, isobaricamente rispetto ad =, la (48) e soppri-
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mendo, poi, in ambo i membri, il fattore isobarico comune (n + 1)A,,, si
ottiene:

—_ -+ )\l;l"’n €y — )\n + (& — )\p+1)" & m—
(P‘ ) (( — A )22 ( )n— Z_omln l)n.

Riducendo e cambiando p in g+ 1, viene:

Procedendo su questa come si & proceduto su (48), s’ottiene a numeratore
della frazione isobarica del primo membro I’ espressione

9l 31 (P‘ + 3) [)\ﬁ+3)n )\}:‘4—2)” )\$+1)njl
778 .

- + 2.

3 Jip+3 p+2 0 p+1

Continuando lo stesso procedimento, si trova in generale, a numeratore della
frazione isobarica del primo membro, I’ espressione
v+1 +v+1

v+1)
V!En+(~— l)y—{-i(v_'_l)'(p"‘l—v—l—l)[ )\5"’4’ n
P

H;WL
come si prova col metodo di induzione completa. Precisamente si ottiene:

e”+(—1)v+‘(v+1)(“+"+l) RS (—1)}
(49) v+1 Jlp+v+1 ' _im+v A
(5 _)\n)v+l) m— v n

m=0

la quale per v =10 si riduce alla (48).
) Similmente, la formula (16", indicato a, con A, e posto . =1, si
pud scrivere

— u+1)"
(48) -

= S

&y — m=0

da qui si deduce in generale, analogamente ad «),

. 4V 4+ 1 )\p.+v +1)* ,
%+“4“W+”Gw+1ﬂiﬁnjy“”

In — i m+v )\m)"
(en — An)V—H)" mooy Y "

la quale per v =0 si riduce alla (48').

(49)
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b8. Possiamo dare subito un’importante applicazione delle formule (4Y)
e (49') or ora stabilite,

Si consideri una successione qualsiasi (a,), purché non inizialmente nulla,
e si faccia, in (49),

Poiché tale (A,) & inizialmente nulla, sara (n.° 10)
An=0 per m>n,

e percio, fatto p—=mn, dalla (49) si ottiene:

n

€n n v A\
—_—y = €, — —
(gf)v+1)” [ mE.o( v )( n ao) ’

Qg

ossia, cambiando v+ 1 in v,

— (M AV — 1\ (@ — @)™
(50) ay = Z( v—1 )(""OLT{‘) (n=0,1,2,..).
m=0 .
Analogamente da (49') segue:
[ mAy — 1\ (@ — an)™"
(51) 0" = 2( v 1 )(MaT) (n=0, 1, 2,..).
m=0 0

A queste formule notevoli si pud dare, in virtu del n.°® 41, anche un’altra
forma. Abbiamo da (50):

_ " imtv—1\ 1 & A
a”V)”z Z( v--1 ) "+ Z(_ l)r(i-)a:’” ra;)n,

v
m=0 (22} r=0

n n 7)
-, ! m 4v — 1\Ym\| a,»
anvn_zo(_l)7[2( v—1 Xr)]a_6+_v ’

m=0

ossia

e per essere la somma in parentesi quadra, del secondo membro, uguale a (*)
n+v\Wr+v—1
r+v\ v—1 )
({) Invero, chiamata con ¢, tale somma, si ha

n +v—1\/n\ .
(2
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50 A. MaMBRIANI: Sull’ Algebra delle successions

si ottiene:
n )
- +v\Wr4-v—1\ a,»
50’ a Vi — —1 "(n X )_”__-
(50) " ;0( ) r4+y\ v—1 Jgr+v’
ed in modo analogo da (1) si deduce:
n i
51’ —" I L o) r—4+v—1\ a,
(81") Ay EO( 1) (7,, +v v—1 a5+v ‘

Come si vede, la formula (30') ¢i da un legame semplice fra le potenze
isobariche ad esponente positivo e quelle ad esponente negativo, di una
stessa successione (an) non inizialmente nulla, e la (1) ci da I’ analogo le-
game fra le potenze binowmiali. Per essere

n+v\r+v—1\_  m+v\n __1__
r4+v\ v—I1 =Y\ v M r 4v’

le due formule precedenti si possono anche scrivere cosi:

" " .
50" n;v)n:v(” ! ”) 1 (") -
0 AT

n "
(51) =" _1r(")__“" .
AP ) et

e poich® la successione (’:), (n=0, 1,-2,...) ® inizialmente nulla d’ordine #, viene (n.° 12):
nA4r+v—1L\(nt+r|,
6n+r=( v—1 )( r )nln,

ossia .
_prr+v—1t,
O = =D Inlrt *

da cui
v—=D!rlesr (m+r4+v—1 . qn
r+v—101 "\ r4v—1 )" °

Applicando al secondo membro la (36) del n.° 16, si ha:

Cnir __n+r+‘v
r+v—1\ \ r+v )’
v—1

ciod 1’ espressione sopra asserita per c,,.
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59. K utile tenere ben presente le formule del numero precedente nel
caso particolare v =1:

-1, _ ) (@En — an)™ - A1 41\ apn
(52) ” 2 g m+1 - ;0(— 1) (7 -+ 1) r+17
(53) = 2y (@gfn — (_ N 1 o

60. Reciproche isobariche di successioni ultimamente nulle. — Mediante
la formula (52) si determina facilmente 1’espressione dell’elemento generale
della reciproca isobarica di una successione (non inizialmente nulla) che sia
ultimamente nulla. Questa determinazione & gid stata fatta al n.” 33 (Osser-
vazione), ma la si richiedeva di risolvere un’equazione algebrica determinata,
meuntre ora possiamo evitare tale difficoltd. Consideriamo una generica suc-
cessione ultimamente, ma non inizialmente, nulla:

Aon + A 8py + oo = ApEp_y (n=0,1,2..)
dove a,=%0, a,, a,,..., a, sono date costanti. Abbiamo subito da (52):
_ m
(Bd) (M et En_y + oo+ Qpn_p) V= 2 T (@, 0y~ e A Al )™

e da qui discendono facilmente, in virti del n.” 43, le formule che ci inte-
ressano.

) Sostituendo, nel secondo membro di (54), ad (a,en—, 4 ...+ Apep_p)™n
la sua espressione data da (8'), si ha: '

(54) (@ofn =0 8n—y 4 oo Qplp_y) n =
n

—l)m sy m 7‘4 7'p—2 m—r, 'rl—'ra _Q—fr
- ZO att 20 20 Z o\ "\, ac a2 -a, 2 APt 1y g )
M= r=0r,—=0 7rp_,= -

Consideriamo ora qualche caso particolare. Per p —1, discende da (54):

(_ 1)"p”

an+i

(55) (@Cn + bey_ )~ n =

Per p =2, segue da (b4), applicando la (9'),

n bzm—n n—m
(56) S et T Y SVl M s 4o

m—1
m=0 a
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52 A. MamMBRIANT: Sull’ Algebra delle successions

ed i primi (cinque) elementi di questa successione sono:
a=', —a7%, —a*c+a%, 2abc —a~*0%, a"3c* — 3a—'b*c + a~"
(rispettivamente per n =0, 1, 2, 3, 4). Per p=—3, si ha da (54), applicando (10),

(57) (aeyp + bE"—l - Cep—y + de”_s)—i)” —
A m 7 pm—remter—ngn—m-—rsr
— 1\
=2 2= (,.)(n_m _ ,.) . ,

ed i primi (cinque) elementi di questa successione sono:

a”, —a=%h, —ac+ a7, —ad + 2a—3bc — a—*b?,
2a—%hd 4+ a—3¢®> — 3a—*b*¢ + a%b*

(rispettivamente per =0, 1, 2, 3, 4).
B) Sostituendo invece, nel 2.° membro di (54), ad (a,en—, 4 .4 Apen_p)™n
la sua espressione data da (13), si ha:

m! ) s

(54//) (a En+a E”_ -+ . +apsn_p)—1) f— Z ( mJI Z 7‘ ' ”7.1'. ay .. a/p )

dove, nel secondo membro, la sommatoria accentata va estesa a tutti i si-
stemi di p numeri interi, positivi o nulli, »,, #,,..., 7, tali che sia
| Ty Ty =,
7y =427, 4 L -, =0
OSSERVAZIONE. — Applicando (50”) in luogo di (52), si ottengono analo-
gamente le espressioni di ’

(@ofn + A Eny - oo - Apln_p)

dove v & un intero positivo arbitrario.

61. Reciproche binomiali di successioni ultimmamente nulle. — Mediante
la formula (H3) si determinano, analogamente al n.° precedente, le diverse
espressioni dell’ elemento generale della reciproca binomiale di una succes-
sione ultimamente (e non inizialmente) nulla. Ma possiamo procedere pil ra-
pidamente: invero, dalla (53) segue

”n m
iy —1) n
(58) (aoen + a&n_, ... a,,e,,_p) = E ’um—H (aisn—l 4+t apsn—-p)m) ;
m=90 0
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ossia, in virtu della (11°) del n.° 8,

W (=)™ (g, ap m,
(58") (@gen+an_, + o 0peu_p)~ " =n! Z m+1 (1'8"“-*_ 4—%) e”_p) .

Confrontando, ora, (58) con (b4), si vedono i semplici cambiamenti che oc-
corre eseguire, nelle formule del n.° precedente, per avere le formule che
ora ci interessano.

§ 1. Interpretazioni colle serie infinite.

62. Mostriamo infine, come si & accennato nell’Introduzione — e come il
Lettore avra gia notato —, che il metodo fin qui seguito nella deduzione
delle formule & [’ immagine nell’ elementare di procedimenti trascendenti ap-
plicati formalmente alle serie infinite (convergenti o no) corrispondenti alle
successioni considerate.

o) Incominciamo ad interpretare, colle serie, i prodotti isobarici e bi-
nomiali (n.° 4), Considerate due successioni (a,) e (b,) si ha fra serie, come é
ben noto,

(Webn 4 Qbu_y + o + anhy) (),

i [(g)aobn + (?)a O o+ (:)anbo

b

n! !

-3
=

cioé
(h9) Z Oy E by = 2 (@ 0 On),
0 0 0
oo an oo bn . oo a”n bn
(60) DI IR

Segue anche

(59) D™ Y bp k™ =2 Y (A 1 bu)™,
0 0 0
, - A" o bu ™ | e (O - D)™
) DR i

(1) Il segno —=— sta ad indicare che 1’uguaglianza & formale (potra essere anche effettiva
solo in casi molto particolari).
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54 A. MaMBRIANI: Sull’ Algebra delle successioni

Si ha poi (n.° 6), per ogni intero m non negativo,

xR

-9 m 0o r\ M oo m)® .
) U ay, &

an™| = Y ay’nx” ( = .
(Bor] Gt (BT 55

) Interpretiamo ora, colle serie, i quozienti isobarici e binomiali
(nt 21 e 22). Abbiamo:

— b
(61) 000 == Z;:—mﬂ'}n,
' Yo °
0
Niar
"
(62) og Inim -
Z%m" Z"Ian !
n!

nell’ipotesi che (a,) sia inizialmente nulla & ordine non maggiore di quello
i (by).

7) Interpretiamo ancora la derivazione isobarica e la derivazione bino-
miale delle successioni (n.° 47). Indicando con D Y ordinario segno operatorio
di derivazione del Calcolo, si ha, nel caso della derivazione isobarica,

D 2 A" '_Z(n + Day,.x",

n=>0

e, nel caso della derivazione binomiale,

2

an+1m

(=3

n=—0

63. Diamo infine, per esercizio, ! interpretazione mediante le serie di
alcune formule del presente lavoro.
Dalla (31) del n.° 15 § ottiene

DIREIIES (=
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A. MAMBRIANI: Sull’ Algebra delle successioni 55

ossia, per essere m un intero positivo,

a (34) del n.” 15 da

e la (35) da invece
O )
e ,,2_0< ) 2( a
Dalla (37) del n.° 16 segue:
nl n+m—1
DR e

Dalla (51') del n.° 19 abbiamo:

2 (— 1)ta” 1 x”
¢ Z(n—i—m' (m—l)‘zon'(n+m !

da cui
~ xn _ =0 m =N i”i_ R
”g(‘)n!(n—i-m)— xm [1 ¢ (1 A N A s 1)!)}‘

La (18) del n.° 32 da
ITPIT I I 1
0 0 0 0

dove si & posto (gli «,, a,,..., a, essendo tuiti diversi)

1 1 w1 1 1 U |
Cpn=— | &1 -5} e Op N5t [ 2 o Op
2 2 2 2 2 2
%1 22 e Qg 01 o sor Oy
p—2 -2 p—2 —2 p—2 —2
af oh 74 o a7 .. ap
n+p—1 _nt+p—1 n+ —1 —1  p-1 —1
ay PN oy P Lyt A N 4

La formula precedente, se gli «, sono, inoltre, tutti diversi dall’ unita, si pud
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56 A. MAMBRIANI: Sull’ Algebra delle successions

anche scrivere nella forma:

1 1 e 1 1 1 O |
1 —| @ o . O e as oy ,
l—a)l—a)..(l—a 2 2 2 "l oo 2 2
( X 2) e ») or Gz .. O ay 0z .. O
—2  p-2 —2 —2  p-2 —2
% S S 4 S -4
—1 —1 p—1
O&f a.%’ %p —1 _p—1 p—1
. o oy v Op
l—a l—a, 1—ua,

dove il secondo membro non & altro che la funzione interpolare d’ordine
p—1, o, come altri dicono, la differenza divisa d’ordine p — 1, relativa ad

Gy, Gy,.eey Gy, della funzione
xP—!

1—a’

Queste poche interpretazioni mediante le serie bastano per comprendere
che le formule ottenute nella presente Algebra si presentano in forma tale
da poter essere subito trasportate nel campo delle funzioni.
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Sur le probléeme biologique héréditaire de deux espeéces
dévorante et dévorée.

Memoria di M. BRELOT (a Paris).

Sunto. - Ce mémoire apporte un complément aux travaux de M. VOLTERRA sur les fluctuations
biologiques et plus précisemént au Chapitre IV de son ouvrage « Lecons sur la théorie
mathématique de la lutte pour la vie ». J’ étudie le cas héréditaire de deux espéces dévo-
rante et dévorée, mais en introduwisant des termes d’amortissement — AN, celui relatif
a Vespéce dévorde n’étant sirement pas nul. Alors les fluctuations sont limitées supé-
rieurement et 1’ espéce dévorée a des variations bornées: lorsqu’il w'y a pas d élat sta-
tionnaire la seconde s’ épuise ; sinon elle admel aussi des variations bornées, et la log
des moyennes asympiotiques est alors valable au sens le plus général.

1. Je me propose d’apporter jci quelque contribution & une étude ma-
thématique déja longuement développée par M. VOLTERRA, sur les fluctua-
tions d’espéces animales vivant dans un méme milieu. Aprés avoir publié sur
ce sujet deux mémoires (*)) M. VOLTERRA vient de faire paraitre un ouvrage
plus complet intitulé « Lecons sur la théorie mathématique de la lutte pour
la vie » (Collection des Cahiers scientifiques, fasc. VII, Gauthier-Villars) et
auquel je renvoie tout d’ abord.

Dans I’étude faite au Chap. IV du probléme biologique héréditaire de
deux espéeces dont I'une dévore 1’autre, et qui est I extension héréditaire de
celle du premier Chapitre, on ne peut affirmer que les fluctuations soient
bornées; ¢ est, pour linterprétation biologique, un inconvénient évident, et
d’autre part, & cause de cela (*), il a fallu donner & la loi des moyennes, pour

(*) Memorie della « R. Ace. Nazionale dei Lincei », serie VI, vol. I, fasc. III, 1926 -
puis un exposé contenant en outre une étude avec I’hypotheése d’hérédits, Variazioni e
fluttuazioni del numero d individui in specie animali conviventi (« R. Comitato Talassograf'ico
italiano », Memoria CXXXI).

(*) On peut facilement reconnaitre que, avec 1'hypothdse que les fluctuations scient
bornées (limites inférieures et supérieures > 0 au deld de %)), la démonstration de la loi des
moyennes permet, sans les inégalités préliminaires, d’établir la loi sans restriction — et on
peut méme ne pas limiter I’ hérédité, d’ ailleurs —; ajoutons que les fluctuations seront bornées
si 'on suppose seulement N, limitée supérieurement. Tout ceci s’ établit par des raisonne-
ments analogues & ceux qui suivent dans ce mémoire.
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58 M. Breror: Sur le probléme biologique héréditaire

qu’ elle soit générale, une forme un peu spéciale avec une interprétation re-
strictive de la « moyenne asymptotique ».

Pour rendre les équations valables pour de grandes valeurs des nombres
d’individus, on peut songer, de méme que dans |’ étude sans hérédité du
Chapitre III, 4 inéroduire dans les équations héréditaires, des termes
— AN,, —AN,, dans l'espoir aussi qu’ils limiteront supérieurement les
fluctuations et méme les borneront (limites inférieures et supérieures positives)
s’ il existe un état d’ équilibre, et sans doute alors feront disparaitre la restriction
sur la loi des moyennes asymptotiques; nous verrons qu’il en est bien ainsi.

D’autre part, §'il a été facile pour les petites fluctuations biologiques
d’ étendre & 1'hérédité illimitée les raisonnements primitivement développés
avec une héredité limitée, il a été nécessaire, presque au début de I’ étude du
cas géunéral (§ II), de conserver I hérédité limitée, essentielle pour I’ établis-
sement de la loi des moyennes. Si cette hypothése suffit parfaitement au
biologiste, il peut y avoir quelque intérét mathématique & ne pas borner la
durée d’hérédité.

Tout comme aprés une premiére étude d’un cas remarquable de trois
espéces sans hérédité, M. VOLTERRA a repris la question avec un terme
d’ amortissement dont il a étudié le réle, je wvais reprendre et développer,
dans U’ hypothése héréditaire, le cas fondamental de deux espéces dévorante
et dévorée, avec des termes — AN, et sans faire d hypothése sur la durée
d’ hérédité. :

Et tout comme au paragraphe II du dernier chapitre, je prendrai, par
raison de symétrie, des équations un peu plus générales que celles auxquelles
conduit le raisonnement simple de la théorie des rencontres. J’ élargirai
méme encore les hypothéses pour que soit inclus dans I’ étude qui suit, le
cas de non hérédité qui n’a pas été traité & part avec les termes — AN.

2. Partons donc du systéme:

+00
dn, . .
& dti = Ni{el — AN, —1,N, —jFi(T)NQ(tT)(l ——r] (espece dévorée)
(1) "
dgz =N, [— g, — AN, +7,N, +JF2(T) N —r)dr} (espéce dévorante)
0

avec: .
>0 >0 A >0

"w=0 v,=0 =0
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de deux espéces dévoramte el dévorée 59

F,, F, fonctions continues =0 dans (0, 4 oo) donnant une valeur finie &

o0 “+o00
j F(ydc=T, et j F(ide =T,
0 0

enfin:
7, +I >0 Y, + 1, >0

de facon que les espéces aient des actions réciproques non nulles.

On supposera dans (— oo, £,) les fonctions N,, N, connues, continues,
positives et bornées — on bien s’il y a une durée d hérédité limitée par 7,
seulement dans I’intervalle (¢, — T, ¢,).

Tout d’abord on verra qu’'il n’y a que des modifications insignifiantes
& apporter & la démonstration de M. VOLTERRA relative au probléme sans
les facteurs A (Voir n.° 16 de la note mathématique du Chapitre IV) pour
qu’ elle 8’ étende immédiatement & notre cas, en établissant I’ existence des so-
lutions dans (¢,, + o) et ’unicité dans tout intervalle (¢,, ¢, > ¢,).

3. Etablissons maintenant ce résultat essentiel que les fluctuations sont
limitées supérieurement.
D’ abord N(t) ne peut dépasser et méme atleindre aprés t, le plus

grand, soit A, des deuax nombres N} =N|(t,) et “ . Car aux instants =4,

A
, : L dN, ‘ :
o I'on aurait N, = 4, on aurait aussi d_t‘ < 0 de sorte que ces instants Z,
seraient isolés; et il y en aurait un ¢/ > ¢, pour lequel N, prendrait la
valeur A pour la premiére fois aprés ¢,.
Comme pour
t,=t<<t' N@<A4,

il y a contradiction avec

dN,

dt

) <.

o . . . & +
Montrons méme que, quel que soit n >0, N(t) reste inférieur a 3 N
0 partir A&’ un certain moment (qui peut dépendre de 7).
€y
D’abord N, ne pourra rester aprés f, toujours au moins égal & i:+7’
. 1 dN, s .
sinon — < — mA, ce qui exigerait que N, tende vers 0.

N, dt ~
€4 .
. or 2+
Donc N, prendra & un certain moment une valeur inférieure & 3,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



60 'M. BreLor: Sur le probléme biologique héréditaire

en prenant cet instant comme nouvel instant initial, on voit que N, ne
pourra plus jamais ensuite dépasser on méme atteindre cette valeur, d’ou la
proposition.

Plus briévement:
3¢

Plus grande limite de N, pour ¢ — 4-occ = N, g%.
1

Montrons maintenant que N, est limitée supérieurement, par un raison-

nement qui ne suppose pas A,==0.
Soit M, >0 une limite supérieure de N,(!) dans (— oo, 4- cc). La se-

conde équation (1) donne:

1 dN, o
EW<(Y2+P2)M1—OC>O.

Remarquons que, aprés £,, la courbe Y= N,(¢) du plan (¢, ), est, par
rapport & la courbe y — e*, transportée parallélement & O¢ de fagon A venir
passer au point (¢,, N(¢,)) ou ¢, =1¢,, au dessus avant ¢, et au dessous aprés.

Si alors pour 8 > ¢,:
N,0) = H > h > Nj= N,(t,)

on aura nécessairement:

1. H
T_alogﬁ<6-—-to

et pour ¢, <80 —T<<t<0
N,(¢) > h.

Par suite dans le méme intervalle (8 — 7, 6)
J t
1 dn, j
zvl—dt—<5‘-— Yih_h Fl(t T)df
o—T
t—(6—T)

<e — h(y1 —i—J‘F,(u)du).
0

Puisque y, + T, >0, on pouvra trouver p et B(>> 0) tels que u > p entraine
i+ [Fwdu > § >o.
0

Supposons que % soit assez grand pour que:
g, — ki< —y ou >0

et 2—{ assez grand pour que: 1> 3.
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Alors dans 1'intervalle (9 -—-231, 9) on aura
L an,
N, dt =77

et par suite dans l’intervalle (6 —g, 6), on aura srement

T
N, < Me '3
Done, & I’instant 6
o—T
3
L dN w‘*g MF)0—nd i ( 9
N—d—< g, + v, Me "+ 1J )0 —T)dt + M,e F,0 — 1)dr
Z o0 6—-%'
—_ T oo
< ety DM S M, Pl
3
— T et
Si T est assez grand pour que, séparément, (v,-+I',)M,e T3 et M,J"Fg(u)du
T
3
soient inférieurs & = 2 , et ¢’ est ce qui arrivera si g est suffisamment grand,
alors dé\;’l sera négatif & 1'instant 6.
Finalement, en choisissant d’abord A assez grand, puis " assez grand, on

h
peut trouver un nombre H > N! tel que si N, atteingnait cette valeur, sa
dérivée & ce moment serait négative. On en déduit aussitot que N, ne pourra
jamais aprés ¢, dépasser ou méme atteindre cette valeur, ce qui démontre
que N, est limitée supérieurement.

4. Montrons maintenant que N, est limitée inférieurement par un nombre
>0, donc que la premiére espéce a des variations bornées (aprés ().

Remarquons essentiellement que M,, M, étant des limites supérieures.
de N,, N, dans (— oo, =+ o0)

1 dN,

ﬁ—dt—>—7\1M,—Y‘M2—F‘M2=—w on o >0.
1

La comparaison des courbes y = N,(#) et y=e—* montre facilement que,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



62 M. BrELOT: Sur le probléme biologique héréditaire

si pour 6 > ¢,
N®)y=1<L<Nj],
on aura
1 L
T=610g7 < b—¢,;
et pour ¢, <0 —T<<t<<b
N, < L.
Done, dans le méme intervalle (8 — 7;, 6)

0—T t

1 dN, '
Nd;<—%+uL+MJRW—mhrqﬂU—mh
* —oo 0—T
~+00
< — &y (7, + DL+ MJFg(u)du.
t—~(6—T)
Supposons L assez petit pour que
82

—&+ M+l —2

et T assez grand pour que

~+o00
MJ@WWM<%
T
3
. . . L
ce qui aura lieu si T est assez grand.
Alors dans !’ intervalle (6—-231, 6)
1dN, _ e
N, dt = 6
. s ' T
et par suite dans I'intervalle 9———3—, 6
3 T
N, < Me ¢ 3,
Donc & Yinstant 6:
o—L
1 dN —nl : a1
N7ﬁ5>g~LL»¢J@zGﬁ—Mme_@m_A@aﬁjﬂm_@ﬁ
1 Yo e‘T
3
gg T ~+o00

- €y — )\lL - (Y; -+ I‘t)-Mze_ 65 __ MQJ‘F,(M)du.
T

3
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Si L est assez petit pour que:

€
ML < 34,
si T est assez grand pour que:
Eg _1_'
(G, +TOMe 53 <L,
et que:
—+00 .
MJFi(u)du <%
T

3
. - . L dN, .1
ce qui arrivera si — est assez grand, alors o Serd >0 a I'instant 6.

Ou en déduit en choisissant successivement L, puis /, qu’il est possible de
trouver ! assez petit pour que N, ne puisse jamais descendre jusqu’a cette
valeur. N, est donc bien limitée inférieurement par un nombre positif.

5. Cherchons si un état stationnaire est possible; les équations des va-
leurs stationnaires sont:

)

d’ou:

| )‘iki + (7, + Ft)ke =g,
? (Y, + Tk, — Ay = —¢,

eh +e(y, + 1) B o— g, (v, +Ty) —Ae,
A, + (v, + L)y, +Ty) : Ad, + (v, + Ty, + 1Y)

R, =

solution unique finie puisque: A, X, + (v, + T )iy, + T)) =, + T )y, +T,) >0.
k, est avec nos hypothéses, toujours > 0; mais %k, peut étre de signe quel-
conque.

6. Examinons d’abord le cas o% il n’y a pas d’ état stationnaire, c’ est
4 dire, en laissant de coté le cas d’égalité k, =0 I’"hypothése: k, < 0 ou

3
N> 2y, + Ty,
2

. e .
Je vais montrer qu’alors N, fend vers 0 et N, vers )\—‘, autrement dit,
1

la seconde espéce s’épuise et la premiére a la méme limite que si elle
existait seule.

On remarquera que cette circonstance, indépendante de la valeur > 0 de A,
se produit quand A, est assez grand, c’est & dire quand la résistance de la
premiére espéce 4 son propre développement dépasse une certaine valeur.
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Montrons d’abord, en ce qui concerne N,, que si v, > 0 est choisi con-
venablement petit, on aura, & partir d’un certain moment:

1 dN,
N, dt

< =M.
En effet, y > 0 étant choisi arbitrairement, & partir d’un certain mo-
ment ¢, on aura N, <-;1—‘+‘/), d’ out:
1

+00

JF (N, (¢ — )dr = j F(t — 9N, (x)de +IF (t — YN (@)

<( +y})IF t——'t)d‘:+MJ-F (¢ — 7)d=

l

< (;—‘ +- n)I‘z + M,J-Fz(u)du
! -,
et par suite:

+00
1 dN, e e, I
172 dt _52+Y2(l_t+n)+(;\_‘+n)P2+M1t 1:2(?,6)(1?,0

—+-00

< —¢ +(Y2+I‘) +Ym+I‘)+MJF
t—t,

+o00

Soit T tel que: JFz(u)dz¢ <.

Puisque —e, + (y, + T ) T < 0, on voit qu’en choisissant v assez petit
1

1 dN
N, dt
d’ ou il suit que N, — 0.

an, deviendra, aprés I’ instant ¢, 4 7, inférieur & un certain nombre <0,

~+o0 E‘

Pour voir maintenant que N, tend vers L, puisqn’ on sait que N, << 3
1

>0
R

il suffira de prouver que, étant donné 7 > O arbitraire, on aura & partir d’un

certain moment N, > ;—‘ —.
1 oo ,
Remarquons d’abord que |F,(t)N,(t —t)dx tend vers 0 quand f—+ oo.
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Car cela s’ écrit, en introduisant un instant 6 << ¢:

6 t
j'zw — )N, () j Fy(t — ON,(t)dx
—o00 6

et si pour £ > 6, N, <7,, on aura:

400 -1 00
j F (Nt —)ds < M, J F(u)du 47T, .
0 t—0

—+o0

Soit T, tel que JFz(u)du <1%,; pour ¢ >0+ 7', il viendra:
T

400
[F @V —9de <@+ dm,.
0

Comme on peut choisir %, arbitrairement et trouver ensuite 0 et 7, la
conclusion est immédiate.

{00

Mais alors ¢(¢) =1y,N, +jF,(‘:)N2(t — t)dt tendra vers 0 quand ¢ — + oo,
0

Considérons %dg‘ —e, — llNl—cp(f) et supposons, si 7> 0, qu’ & partir de ¢,,
1

W < 3.

. . € . 1 dN, .
N, ne pourra rester aprés ¢,, inférieur & <X —, sinon — —% resterait su-

A, N, d¢
périeur & 2‘—7), ce qui est incompatible avec le fait que N, est borné.

. L, €
Donc N, finira par prendre une valeur au moins égale & )T’—v;; A ce

moment d(fl\;‘ >0 et dans la suite IN, ne pourra jamais redescendre & la

valeur considérée, car la premiére fois qu’elle la reprendrait en particulier,

. AN . . . .
on devrait avoir aussi dtl > 0, ce qui est incompatible avec le fait qu’au

voisinage antérieur de cet instant IV, est au moins égale & la valeur considérée.
D’ ol la propriété annoncée puisque % est arbitraire > 0.

Y. Cas d’un état stationnaire possible: k, > 0 ou
€
0 <A, <Z(y, Ty,
2

Annali di Malematica, Serie IV, Tomo IX,
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Montrons d’abord que la seconde espéce comme la premiére a ses
fluctuations bornées; il suffira de voir que N, est limitée inférieurement par
un nombre > 0.

On raisonnera comme au n.” 4 en partant de:

1 dN,
N, dt

2

> —e¢,.

Si pour 6> ¢,,
N@®)=1I<L<N}

on aura
1 L
T__glogT <6—t,
et pour:
£, <O —T<t<0, N,(t)<L,

puis:

1 dN, : -

N, dti >e, — AN, — (v, +T)L — szFl(u)du.

t—(6—T)

Etant donné % >0 et moindre que e, supposons L assez petit et T
assez grand pour que:

“+o0
C+TIL<g MR <]
T

3

alors dans 1’ intervalle (0—2—31—1, 9), on aura:

1 dN, .
Noa s AN

Soit v, une limite inférieure >0 de N,, qu’on prendra inférieure a ;—’; si v
1

est assez petit, v, < 2 ; % ef la courbe Yy =1y(¢) intégrale de ?l/%:s‘ —N—\y
i .
et qui part du point ({=09, y =v,) ira en croissant pour tendre asymptoti-

g —"M
A1

quement vers suivant la loi:

n d

Y
t—e—_f—ﬁ.
vwa—n~kw
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Elle atteindra la valeur 5‘7—2” au bout du temps

g§1—2m
R

= —
‘f Y, —n—AY)
Il est facile de voir, en raisonnant par I’absurde, que dans I’intervalle

T
(6—23 , ) la courbe N, sera au dessus de cette courbe y. Si donc nous

supposons ¢ < -, on aura dans ! intervalle (6 —Z )

3’ 3’
g, —2
N, > 2
On en déduit qu’a l'instant 6:
1 dN, g, — 2
lvz—dr>—9:—7‘eL+Ye' 3

1

i

4° 2" J" 78 — e
S

~t 00
> —e, + (7, + I‘,z);—‘— [)\QL + Tn(*{z—i—l‘z)—l—;—‘j 2(u)du].
1 i lT
3

Si L, v sont assez petits et 7' assez grand, la quantité entre crochets, > 0,
sera inférieure & la quantité par hypothése positive — ¢, 4+ (y, +F2);:Tl et par
1

2
dt .
Si on choisit successivement 7 assez petit, L assez petit, puis T assez
grand, c’'est & dire I>>0 assez petit, on conclut que si N, prenait cette

suite sera positive & 1’ instant 6.

2

d . . ) .
valeur I, T serait & ce moment nécessairement > 0. Il s’ ensuit encore que

cette valeur ! est une limite inférieure de N,, c.q.f. d.

8. II est commode, pour poursuivre cette étude, d’écrire les équations en
mettant en évidence les valeurs stationnaires positives &,, k,. Il vient:

“+oo
—A=—N, \x (N, — k) +1,(N, — &,) —i—jF,(-:)(Ng(t —)— k2)dt}
0

ks
{d

; — (N, — Ry)-7(N, — k) +jF2(T)(N‘(t — 1) — ki)d'cl.
0
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Comme dans le probléme traité sans les facteurs A, on peut encore
établir que pour chacune des fonctions N,, N,, ¢l est impossible qu’ a partir
d’un certain moment, elle différe de la valeur stationnaire correspondante
d’ une quantité de module supérieur a un nombre positif. Autrement dit

—+ 00 -+ o
en désignant par N,, N, N,, N, les plus grandes et plus petites limites

—+o00 -+ 00

quand ¢—— oo, et qui sont > 0 et finies:

450 +00
N, <k <N, N,<k,<N,.
Foo +o0
De sorte que, pour chaque espéce, s’il y a une limite, ce ne peut éire que
la valeur stationnaire correspondante.
Par exemple, supposons que pour ¢ >=¢, on ait toujours N, > k,+a
ol & >0, On verra qu’an bout d’un certain temps, c. &. d. pour ¢ >1¢, > ¢,

+o00

(N, — k) + j F)(N,( —) - ky)d
0

sera supérieure & un certain nombre § > 0, d’ou

1 dNn,
Nld—t+)\l(Nl_,—k‘)<—ﬁ.

A partir d’un certain moment ¢,, N, devra d’aprés cela rester inférieure &

un nombre quelconque pris entre k, —— et k,. Car on verra d’ abord que NN,

A
ve peut rester supérieure & un tel nombre, puis que si elle prend une fois
cette valeur elle restera nécessairement dans la suite toujours plns petite.

Mais alors, aprés un nouvel instant assez éloigné £, > ¢,
+o0
N, — k) +j‘F2(‘C)(N1(t — 1) — k,)dx
0
restera inférieure 4 un certain nombre négatif — 3, d’ou

1 dN,
N, dt

<—12(N2 k2)—5
< —ak, — 3,

ce qui exigerait que N, tendit vers O et fait donc apparaitre la contradiction.
On traiterait de maniére analogue les autres cas.
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J ajoute méme le résultat suivant qui §’ établirait par des raisonnements
analogues & ceux des n.” 4 et 7, et basés sur la propriété des deux limita-
tions positives pour N,, N,.

C’ est que, élant donné n > 0 quelconque, on peut trouver T fini tel que
chacune des inégalités:

lNi—k1|>7b lNe_k2|>n

soit impossible pendant une période de durée T arbitrairement posté-
rieure d t,.

9. On établira maintenant, en raisonnant & peu prés comme dans le cas
de M. VOLTERRA, la loi des moyennes asymptotiques, mais avec le sens
général de la moyenne asymptotique, ¢’ est & dire que les moyennes
t .t
jNi(t)dt, LJNAt)dt

t—t,

t iy

1
t—t,

tendent vers les valeurs de 1’ état stationnaire k, et k,, lorsque {— + oc par
valeurs quelconques.

Des équations (3) on tire:

t ty ~+o00

log (¢ = } j(N k,)dt -+ Yij( k,)dt +’ dtjzr (DNt — ©) — k,)d¢

t te th 0

Transformons 1’ intégrale double:

+o00

jdtJF (YN —7) — R, dc_jdth(t—: N(7) — k,ldx

1to

__jdth (t — DN — k] dr—|—JdtJ.F (t — D[N,(x) — k,]Jde
La premiére partie est de module inférieur &

(M, + &, fdtj}r(t - ydt = (M, —I—kz)jdtj‘F

t, it
~+- 00

Or jF,(u)du—»O quand t— +4-o0; il 8’ ensuit aisément que la valeur moyenne
t—to
de cette fonction de ¢ entre ¢, et ¢, tend vers O quand ¢,— -+ oc.
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1 to
Ainsi JdtJ.F‘(t — 1)[N,(t) — Rk,]Jdt—0 quand ¢, —+ oco. D’ autre part,

1
b=ty

—00

d’ aprés la formule de DIRICHLET:

t,

j dth,(t — O[N,(%) — k,)d _j N,(t) — kyJdx | F,(¢ — vyde
0 0 Ttl_'r
— j N,(1) — RJde | Fuydu
0

_I‘J —k]dr——J(N (1) — ky)dt | F(u)du.

t—t
La seconde partie est de module inférieur a

S-oc t,—ty +oo
(M, + k,) jdt F\(w)du = (M, + &,) Jdv F(u)d

12 t,—1
+00

et comme jlf‘,(u)du-—»o quand »— + oo, sa valeur moyenne entre 0 et {, —¢,

tendra vers 0 quand ¢, — oo

~+o0
Ainsi I, —t “‘[Nz('c — k,Jd=| F (u)du — 0 quand ¢,——+ oco. Finalement, on
ty t,—t1

déduit de I’ équation initiale, puisque, N, restant comprise entre deux nombres

positifs, }logN I demeure borné, que

ty iy
1 1
— X t — ¢ (N, — k)t +(y +T) ﬁj‘(Nz — ky)dt = ¢,(¢,)—0
1 0 1 0
quand £~ -+ oc

et de méme, on obtiendrait pareillement:

ty t
1 1
(Y. +Ty) Tj(Nl — k)dt — 4, _f(Nz — kAt = oy(t,)—
tl tu tz—to

quand ?, ——+-oo
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Résolvant ce systéme par rapport aux valeurs moyennes de N, —k,,
N, —k, et passant & la limite, on trouve que ces valeurs moyennes tendent
vers 0, ce qui établit la propriété annoncée.

10. Etudions la perturbation des moyennes asymptotiques par destruction
uniforme et proportionnelle dans chaque espéce au nombre des individus
présents. On regardera, quand on fait varier e, et €,, comment varient:

—_ 8112 + 82(71 -+ I‘l) — el(Yz =+ 1"2) _ )‘432 .
' l112 + (YL -+ Pi)(YE ~+ Pz) ? l1)‘2 + (Y; + Pg)('\'g —+ Pz)

k

Quand on ne détruit que 1’espeéce dévorée, la moyenne asymptotique de
I’ espéce dévorante diminue, et celle de I’ espéce dévorée diminue ou reste in-
variable suivant que A, >0 on A, =0.

Quand on ne détruit que ) espéce dévorante, la moyenne asymptotique
de 1’ espéce dévorante diminue, celle de I’ espéce dévorée croit.

Quand on détruit simultanément les deux espéces, la moyenne asympto-
tique de I’espéce dévorante diminue mais celle de 1’autre peut augmenter
on diminuer suivant le proceédé de destruction, & moins que X,=0 dans quel
cas elle augmente toujours.

En posant:

g, =€ —a,x @, =0
t—::=s§+¢;w "a;20 >0 @ +a>0
x mesurera l'intensité de la destruction, «,, a, caractériseront le mode de
destruction.

On voit que %, est toujours fonction décroissante de x, tandis que %, est
croissante, décroissante on constante suivant que — A,&, 4(y, +I'))a, est >0,
<0 ou nul.

Ajoutons que pour qu’on reste dans le cas d existence d’un état sta-
tionnaire et dans les conditions du probléme, il faut et suffit que I’intensité x
reste inférieure &

Ay, +T)— Al e
a (Y, + L) +Xa, ~a’

11. Pour terminer, j indiquerai wun cas simple, ow, lorsqu’un état sta-
tionnaire est possible, on peut affirmer que le systéme admet wun état
limite qui est donc I’ état stationnaire.
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C’ est celui o
)\112 > (Yi + I‘i)(Yz + I‘2)'

Nous utiliserons les équations (3).
On sait que, quel que soit v > 0, & partir d’un certain moment ¢,

T
N1<E—l+7l=k1+n+ thy 47
A1 )\l
d’ ou
t
ldN +7T ‘
N, dt + AN, — k)<Y (Y‘ LR, +n)+(M‘+ki)JFg(t—-c)dc

—_—00

t
+ T, k, +")')JF2“ —1)dt

T,
(5
12

et par suite aprés un certain instant £, > ¢,,

1 dN,

k
N dt + RZ(IV 2) < TT (Yl + I‘l)(Y! —+ I‘?) + Gin

ou o, > 0 peut étre choisi indépendamment de v, et fonction seulement des
données (coefficients et conditions initiales).

Par un raisonnement déja utilisé, on déduit de la, qu’aprés un nouvel
instant convenablement éloigné ¢, > ¢,

(e +Ty) v, +T)
A A

2 1

N, <k,+

ky, +o,m

ot o, a etd choisi convenablement, comme g,, indépendamment de 1.
Mais alors, d’aprés la premiére équation, aprés ¢, > {, convenablement
pris, on aura:

1 dN, (v, + Ty, + r,)
¥ A, = k) > — (r, 4+ Ty BT

ke — 9,7

ou ¢, > 0 a été choisi convenablement indépendamment de 7).
De sorte qu’ aprés #, convenable et > ¢,, on aura:

1.+ @, +TH, +T,)

by likz kz —aon

N, >k, —

i

ou cette quantité est effectivement positive si 7 est assez petit puisque, sous
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I’hypothése A, A, > (v, + ' Xy, +-I,), il vient:

Y. +T,

ro>15

k,.

1

En conséquence, aprés ¢, convenable et > ¢, il viendra, d’aprés la seconde
équation (3):

1 sz Y:+I‘4(Yi'*‘l‘1)( 2+I‘2)
Ng —dt— + l2(1\72 k’z) > (72 -+ I‘z) )\‘ 7\‘7\2 kz oM
de sorte qu’aprés un certain instant ¢, > ¢,
2
N2 > k2 . (Ylj- Pl)(7ﬂ2) k2 — 6,
A,
les ¢ étant toujours choisis convenablement indépendamment de .
Ainsi, & partir d’un moment assez éloigné
r r r + T
_’“_Y‘;L (7t )C);Y2+ 2)k2<Ni_k‘<Yl ko,
1 172 1
2
— = (h+1‘{)§72+1‘g) , <Nz—k2<(Y‘+I;‘)(;2+P2)kg+m
17°2 172

ou le nombre positif 7, peut étre choisi d’avance arbitrairement petit.
Reprenons la premiére équation et utilisons comme limite inférieure de
N, — k,, au lieu de — &, (ce & quoi revenait le raisonnement fournissant la
1.+ T
li
On verra alors qu’a partir d’un certain moment:

limite supérieure &, + k, pour N,), I'expression qu’ on vient de trouver.

Y.+ T [(r, =T, +T)

N— k‘ < l! l1)\2

ky + 1,

ou 7, est choisi arbitraire > 0.

On pourra reprendre le raisonnement & partir de cette limitation meilleure,
puis refaire autant de fois qu’on voudra le cycle du raisonnement. On obtient
ainsi le résultat suivant: n étant un entier fixé =1, quel que soit y > 0, on
aura & partir d’un moment assez éloigné, en posant

b+l +Ty

1

+ T r
*n—T—‘A ‘q"’“‘kz<1\’,—’h<Y—‘;F t "Ry )
i i

—_— n . qn-l—ﬂkz < ZV2 _ k2 < qn+ik2 +n.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 10
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Puisque. ¢ <1, on en déduira bien facilement que N, et N, doivent
tendre vers R, et k,. Il n’y aura, étant donné %,, qu’ & prendre d’abord =

assez grand pour que }%ﬂqn+lk2’ Y:‘;‘I‘l q"ky, q***k,, q"*+'k, soient

1 i

moindres que %’, puis choisir 7 <%’; on saura alors qu’é4 partir d’un mo-

ment assez éloigné
_’710<N1—k1<710
— N <Ny —ky <7,

ce qui établit la proposition.
Ainsi A, élant fixé assez petit pour qu’il existe un état stationnaire,

(., +T )y, +Ty)

1
le systéme aura un état limite, U état stationnaire.

, on est st que

dés que X, dépassera une certaine valeur
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Alcuni elementi di meccanica negli spazi curvi.

Memoria di GIusePPE VITALI (a Bologna).

Santo. - L’A. espone detti elementi col metodo della rappresentazione funzionale, metodo che,
come egli dice, nella sostanza equivale al metodo vettoriale, ma nella forma lo supera
per la scorrevolezza e per la naturalezza. L’A. approfitia della pubblicazione per sotto-
lineare alcune osservazioni, delle quali pensa di dover trar partito in alira occasione.

Non mi provo ad indicare !’ ultimo fine scientifico a cui tendo con questa
succinta pubblicazione. Penso che ora non avrei tutti gli elementi per espri-
mermi in modo chiaro. Posso soltanto dire che la definizione che figura nel
§ 3 ed il contenuto del § 5 costituiscono del materiale che richiameroé in
altra occasione.

Per ora basta che I’ attenzione del lettore si soffermi sul fine immediato
e modesto di questa pubblicazione, che & 1 esposizione semplice, malgrado il
punto di vista tanto generale, di alcuni elementi della meccanica.

Come in altre questioni, anche qui la semplicitd & ottenuta col metodo
della rappresentazione funzionale di cui ho dato parecchi saggi nello studio
della geometria (*).

Questo metodo & equivalente nella sostanza al metodo vettoriale, ma lo
supera nella forma per la scorrevolezza e per la naturalezza.

La nota si compone di 5 paragrafi. Nel § 1 si parla di vettori e di
campo di vettori in una varietd ad n dimensioni, e si esaminano gli elementi
analitici che servono ad individuarli. >

Nel § 2 si esamina il moto di un punto in una varietd ad n dimensioni
e se ne trae la nozione di accelerazione.

Nel § 3 si considerano i campi di forze e le loro azioni sui punti mate-
riali. Qui si vuol seguire la concezione classica. Pero si & indotti ad attribuire
ad ogni punto materiale ed in relazione a ciascun campo di forze nel quale
sia immerso, due masse, che io chiamo massa inerie e massa attiva.

(!) G. ViraLi, Geomelria nello spazio Hilbertiano, (Zanichelli, Bologna 1929). Citerd nel
seguito questo libro colla sigla « G. H. ».
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Nel § 4 si dimostra un teorema che in circostanze particolari pud age-
volare la risoluzione del problema del moto di un punto materiale in presenza
di un campo di forze. Se ne fa I’ applicazione allo studio del moto nello spazio
euclideo a tre dimensioni, quando le forze del campo siano tutte dirette verso
un medesimo punto O ed infine siano proporzionali inversamente al quadrato
della distanza del punto di applicazifme da 0.

Nel § b si immagina che lo spazio ambiente sia una ipersfera di uno
spazio lineari a 4 dimensioni, si affronta in questo spazio sferico il problema
analogo a quello particolare trattato nel paragrafo precedente. Ne viene che,
- postulando I’azione reciproca di due corpi materiali in modo analogo al con-
sueto (legge di NEwWTON), le leggi del moto sono come le consuete, non si
verificherebbero spostamenti dei perieli dei pianeti. Una postulazione piu fan-
tasiosa di detta azione reciproca, potrebbe perd portare a leggi che impliche-
rebbero tali spostamenti, e con particolare determinazione di costanti si potrebbe
ottenere quello che si ritiene essere lo spostamento del perielio di Mercurio.

§ 1. Vettori.

1. DEF. Se V,, & una varietd ad n dimensioni, se P ¢ un punto di V,,
se F & un parametro () di una direzione tangente a V, in P, si dird che F
& un vettore di V, uscente da P,

2. Sia
6 flt; u) od ()
una determinante di V,, (®).
Evidentemente se P & un punto di V,, e se F & un vettore di V,

uscente da P, si avra
F=ZX[F,

dove le F¢ sono delle convenienti costanti rispetto a f, e che per le sostitu-
zioni invertibili sulle variabili » si comportano come gli elementi di un con-
trovariante ad un apice di classe 1 (). )

Si ponga
”
F; —_—%‘;,a,-,jli" ).
() < G. H. », p. 8.
() « G. H. », p. 8.
() « G. H. », p. 155.
() « G. H.», p. 181.
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Si ha subito
Fy= j STyt = J Ffydt
g g

ed anche
Ft=Zab7F; ().
1

Infine si pud aggiungere che le F; si comportano, per le sostituzioni inver-
tibili sulle variabili %, come un covariante ad un indice di classe 1.
DEr. Le F*! si dicono le componenti controvarianti del vettore F, e
le FFy si dicono le componenti covarianti del vettore F.
Le formule precedenti provano che gli elementi:
1.2 Vettore
2.9 Componenti controvarianti del vettore
3.2 Componenti covarianti del vettore
sono tutti noti quando se ne conosca uno.

3. DEF. Quando per ogni punto della varietda V,, & dato un vettore si
dice che si ha un campo di vettori.

Le componenti dei vettori di un campo risultano allora funzioni delle n
variabili u.

Talvolta ci capiterdA di considerare un campo di vettori variabile col
tempo. Se 1 indica la misura del tempo, allora le componenti dei vettori ri-
sulteranno oltre che funzioni delle # anche funzioni di <.

4. DEF. Un campo di vettori indipendente dal tempo si dice conservativo.
se, essendo F; le sue componenti covarianti, la

¢ un differenziale esatto; e la funzione U di cui le F; sono le derivate par-
ziali si dice il potenziale del campo di forze.

§ 2. Accelerazione.

1. Il moto di un punto in V, si ha dando le u; in funzione di t.
Supponiamo che sia

(1) Uy = Uy(T) (t=1,2,..,n).

(1) « G, H. >, P- 181
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Allora la f(u) diventa una funzioue di t che indicheremo con ¢(t), la quale
descrivera una curva C.

Indicando con accenti le derivate prime e seconde rispetto a 7t nel
punto P, si ha
(2) CP’ - zlft
(3) = Byl o uy + 2if (i’ + Z,,Cnu, uy) (M),

dove il simbolo di CHRISTOFFEL ¢ di classe 1.

2. Consideriamo un valore di t ed indichiamo con P il punto di € in
cui si trova il mobile nell’istante © e con y la geodetica (*) di V, tangente
a Cin P.

Supponiamo che a partire da P il mobile prosegua il suo movimento
su v con moto uniforme e di velocitd uguale a quella che il mobile ha rag-
giunto in P. Per questo moto le u; risulteranno certe funzioni di t, che sa-
ranno in generale diverse dalle (1), e che noi indicheremo con

(1 u; = wWi7) i=1,2,..,n).
Corrispondentemente la f(u) diventerd una punto-funzione di t che indiche-
remo con ¢(t).

Indicando sempre con accenti le derivate prime e seconde rispetto a T,
nel punto P, si avra
4) w{ = u/,

ma in generale non saranno uguali le w,” ed u,”.

Se ¢ indica la lunghezza di arco della v, essendo y una geodetica di V,,,
si avra lungo y
d*w; i dw, dw
. [ 2 ? ? R 8 —_ ‘: . 3 X
(5) d02 + rsvrs do dG O (L 1, 2, y 72) ( )

In particolare la () varrad nel punto P. ‘
Se inoltre v & la grandezza della velocitad lungo vy, ossia se

(6) v = zrsar, sur,us,7

si avra lungo 7,

(7) do = v-dr,

e quindi, per la (D), si avra

(8) W, 4+ By Crsw,'wy =0 (i=1,2,.., n),
() « G. H. », pp. 201, 202.
(®) « G. H. », p. 226.
() « G. H. », p. 228.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



G. Viraur: Alcuni elementi di meccauica megli spazi curvi 79

poiché per la (7) il primo membro della (8) vale il primo membro della (5)
moltiplicato per »*
Tenendo conto delle (4) e delle (8), si ha nel punto P

(29 ' =, [v. @)
(3" ’-l‘” = Zr.rfr, sUr Uy [v. (3)]
e dalle (3) e (3" si ha

3" ' ¢ ="+ B + 2y, Crotty ).

Osserviamo inoltre che nel punto P &

3. Si ha aliora, trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al secondo,
1
Pt + dt) = @(T) 4- ¢'(t)dT - 5 ¢"(t)d?

(T 4 dt) = P(t) +- §'(*)dt + % " (t)dT?,
e, tenendo conto delle (2), (3") e (9), si ha

(10) Plx + dv) — Yot d5) = 3 Bfud’ 4 By Chooty /)

4, 11 parametro che figura nel secondo membro di (10) individua una di-
rezione orientata dello spazio tangente in P a V,, la quale direzione & indi-
pendente dal valore di dr. .

Uno dei parametri di tale direzione orientata &

(11) B[l By Cratt ).

Dgr. 1l parametro (11) & un vettore della V,, che diremo I’ acceleraszione
del punto mobile nell’istante t (relativa all’unitd di tempo scelta).

Se con A7 si indicano le componenti controvarianti di questa accelera-
zione e con A, le sue componenti covarianti, si ha subito

AT = uy’ 2, Chsuty
A" = Zja,.,_,Aj.
§ 3. Campo di forze.

1. DEF. Un campo di vettori F, di componenti controvarianti FY, si dice
un campo di forsze, quando rappresenta uno stato fisico della varietd V,,
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corrispondentemente al quale ad”ogni punto materiale vengono associati due
numeri m; ed m, (*) che chiamerd massa inerte e massa attiva, tali che per
effetto del campo di forze il punto materiale debba muoversi in modo che
siano soddisfatte le relazioni

(1) M A9 == mg IV G=1,2,..,n) (%),

dove le 47 sono le componenti controvarianti dell’accelerazione. Le (1) si
possono anche scrivere
(1) mAy; = m,Fy =1, 2,.., n).

2. Le (1) sono n equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine
sopra n funzioni incognite w; della variabile 1, quindi esse individuano una
soluzione quando di questa soluzione sono dati i valori iniziali delle u; e
delle loro derivate.

In altri termini wn campo di forza determina in modo wunico il moto
di un punto materiale quando di questo punito si conosca la posizione e
la velocita iniziale.

3. Derivando i due membri della
VP = Z,,d,, U U
applicando la regola di derivazione assoluta lungo una curva dei sistemi
composti (*), e dividendo per 2, si ottiene
-0 =y @y, $ Uy (U A Ty, wChrten/ug) = g, 1y A = Zu, A,
e moltiplicando per m;, e tenendo conto delle (1') si ha

My 00 = my 2. Fou,’
ed infine
(2) d

Mg O

=y S Fpdu, .

4. DEF. L’ espressione
m,- 0?
2

(1) Determinati all’infuori di un medesimo fattore. .

(?) Se, per esempio, il campo di forze & quello generato dalla presenza di una massa
materiale, per il nostro punto materiale si ha: m; = m, = massa materiale del punto. Se il
campo & generato da una massa elettrica, per il punto materiale m; & la massa materiale
ed m, & la sua massa elettrica.

(®) « G. H. », p. 225,
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si dice forza viva, e I’ espressione
Mg+ 2, Fydu,
si chiama lavoro elementare.

Per la (2) si ha allora il
TroOR. Il differenziale della forza viva & uguale al lavoro elementare.

5, Se il campo di forze & conservativo, e se U é il suo potenziale, le

equazioni (1) diventano
oU

myd; = ma-a—uj— =1, 2,..., n).

e, piu per disteso,
14 14 r aU .
(8) By, " A= Dpay, j1 1y = My 5u; J=12.., n).
La (2) diventa .
.. 2
() d T'2 v = madU,
che, integrando, da
m,-v*
(4) 5 = m,U + costante.
6. Poniamo

(5) L=m,-2-v + mg- U.

Le (3) si possono compendiare nella formula variazionale

(6) 5 j Lt =0

per tutte le variazioni delle » nulle agli estremi di integrazione.
Infatti le equazioni di EULERO sono

" d 3L ) B_L_ 0
( ) dT au_” euj -
e, poiché
d aL d ’ " ’ r
I W =My 2,0y, ju, =M S0, 1y + Dpp(Opn, s + a,.,jk)qr ui']
e

a—L—mE Ao, Uy Uy + Ny —
uj i=rpWr, igWy Ui aau./

si vede che le (7) diventano appunto le (3).
La formula variazionale (6) costituisce il principio di HAMILTON nella V,,.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 11

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



82 . Viravrr: Alcuni elementi di meccanica negli spazi curvi

§ 4. Sul moto per particolari campi di forze.

1. DEF. Se V & una varietd ad n dimensioni, un’altra varietda V' ad m
dimensioni (m << »n) contenuta in V si dice una wera varield geodetica di V
se tutte le geodetiche di ¥V’ sono anche geodetiche di V.

2. TEOR. Se V & una varieth ad n dimensioni che contiene una vera
varieta geodetica V' ad m dimensioni (m << n), se C & un campo di forze
in V tale che le sue forze applicate ai punti di V' siano tangenti a V', il
moto di un punto sotto I’azione di C si svolge tutto sopra V', se inizialmente
il punto giace su V' e la sua velocita iniziale & tangente a V',

Dm. Supponiamo che la V' sia la

Yrngs = Uy == o0 = Uy =0,
n
. . s g 0
Se 2,.a,,du,du, & il quadrato dell’elemento lineare, e se si indica con a,,,
1
cido che diventa a,, quando vi si faccia uyy, =0, um+2=‘0,..., u, =0, il

quadrato dell’ elemento lineare di V' é dato da

" o0
2,40, AU AU,
1

ed i relativi simboli di CHRISTOFFEL, che indichero con Ki, si ottengono dai
corrispondenti di V facendo in essi #myy =0, Upmy, =0,..., U, =0.

Poiché tutte le geodetiche di V’ sono geodetiche in V, e per queste geo-
detiche deve essere Umy, =0, Umy, = 0,.c; Un =0, e quindi u,"=u,"=0
(p=m+1, m~+2,.., n) le

”
up” -+ zl"-«”Cf, sty u, =0 (p=m+1,m+2..,n),
diventano per esse
m
Zr.sKg,sui‘lu;:O (p=m~+1,m+2,..,n),
1

e, poiché in un punto qualunque di V' una geodetica di V' pud avere qua-
lunque direzione, sara
(1) K2, =0 (rns=L2,..,m)p=m+1 m+2,..,n).

Le equazioni del moto in V sono

n . .
(2) m,(uj” -+ Zr,Ci«s ur,uc’) = mtzF".'
1
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Evidentemente indicando con G7 ci6 che diventa FY quando vi si ponga
Uy = Umps == oo = U, = 0, si ha
3) G?=0 (p=m~+1, m~+2,..,n).

Sostituiamo nelle (2) lo zero al posto delle

Upy Uy Uy (p=m—+1, m+2,..,n),
esse diventano

(4 n:,-(uj” + ngKisur’u,’)z Mg G =1, 2,.., m),
1 B

le ultime n — m equazioni (2) risultando soddisfatte in virta delle (1) e (3).
Ora le (4) hanno una soluzione determinata quando sono fissati i valori
iniziali delle
s Uy G=1, 2,..., m).
Questa soluzione insieme con
u, =0 (p=m+1,m+2, .., n)

dA una soluzione di (2) che inizialmente passa per un punto di V' ed ha ve-
locita iniziale tangente a V'. E siccome questi elementi iniziali individuano
la soluzione di (2) coi dati iniziali appartenenti a V', possiamo dire che una
soluzione di (2) coi dati iniziali appartenenti a V' fornisce una linea gia-
cente in V'

Oss. Consegue che tutte le volte che si ha un campo di forze in una
varietda V, e i dati iniziali del moto sono contenuti in una vera varietd geo-
detica V' di V, la quale contenga inoltre tutte le forze del campo uscenti
dai suoi punti, il problema del moto in V si riduce ad un problema ana-
logo in V',

3. Supponiamo che n =3, e che V sia lo spazio euclideo a 3 dimensioni.
Supponiamo poi che le forze di un campo C (in V) siano dirette tutte verso
un punto O (di V). '

Sia nota la posizione e la velocita iniziale di un punto materiale. Questi
elementi iniziali ed il punto O individuano un piano II, che, essendo una vera
varietd geodetica della V, e contenendo tutte le forze di C applicate ai suoi
punti, deve contenere, pel teor. prec., la curva descritta dal mobile.

E la legge del movimento si pud studiare su II.

Per questo assumiamo su II un sistema di coordinate polari con polo in O.

In tal caso il quadrato dell’ elemento lineare di II & dato da

dp® + p*db?.
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Identificando g con %, e 6 con u,, si trova
Qyyy g = Oyp ) =0y, == gy, s =0, Oy, = —0sy,, =P,

e conseguentemente

1
C:1=C:2=0f1"—' €% =0, Ciz:;’ C:2=—P-

Inoltre, per I'ipotesi fatta sul campo di forza, & F,=0.
Se poi noi supponiamo che la forza sia inversamente proporzionale al
quadrato della distanza del punto di applicazione da O, avremo

F'= _pk2 (k = costante reale),
e poiché risulta inoltre
m:??,&:q
esiste un potenziale
U= hz-é s
e si ha la relazione
(5) ey %2 — mgk? é =K (K = costante reale) (*).

Inoltre una delle equazioni del moto &

w2 =0,
P
da cui si ricava
log & + log p* = costante,
o, se si vuole,

(6) ¢ VeP=H (H = costante).
Ora, posto
e quindi
PI - 92C’7
si ha

,02 — p'2 - 929’2 —_ p4§/2 - p2a’2,

() Vedi la (4) del § 3.
(?) Vedi la (1) del § 8 con j=2.
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ag

e, per le (6) e (7), osservando che CI:%'B,’

2
L N

e quindi la (5) diventa

dg\? .
(8) (Eé)_—t; + 208 + a,
dove & ed a sono convenienti costanti.
La (8) si pud scrivere
(g—g)~= — € —0b?4c, dove c—=—a -+ b
Da questa si ha, p. es.
. _dE

dezlﬂ_—A,
Vi—¢

dove

E=(C - b):Ve.

Limitiamoci al caso in cui ¢ >0 e quindi in cui V¢ & reale, ed integriamo.

Abbiamo
0 -— 08, =arccos &,

con 6, costante, e quindi
§=cos (6 — 0,), _
{=0+ Vc-cos (8 —0,),
_ ! o= Ve
p—[l—i—ecos(ﬁ—ﬁo)]b’ b

ol

Questa & 1’equazione di una conica della quale un fuoco & il polo del
sistema di coordinate.

§ 5. Un problema di moto in uno spazio sferico
a 3 dimensioni.

1. Consideriamo uno spazio euclideo a 4 dimensioni S, contenente I’ ori-
gine O dello spazio hilbertiano, ed indichiamo con

Pry Pas P3y Py

4 parametri normali e a 2 a 2 ortogonali appartenenti ad S,.
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Consideriamo inoltre la varietd V a 3 dimensioni che ha per determi-
nante la punto-funzione

L,y + 2,9, + X395 + X,9,,
dove
2, = R:(l —cosu)
w, = R-sen y-cos v
x, = R-sen u-sen v-cos w
x, = R-sen y-sen v-sen w

R, essendo una costante, ed u, v, w essendo 3 coordinate curvilinee.
La V & uno spazio sferico (a 3 dimensioni) contenuto in §,, di raggio R
e di centro Ry,.

2. Lo spazio lineare
x,=R-h, con |L|<1, (h costante)

taglia V in una sfera, il cui raggio, & R-senw, dove o soddisfa alla rela-
zione 1 — cosw = h.

Questa sfera & il luogo dei punti di V che hanno da O una distanza
geodetica — Rw.

3. Imaginiamo che da O si propaghi lungo alle geodetiche di V un flusso
che crei un campo C di forze inversamente proporzionale alla superficie su
cui si distribuisce e quindi proporzionale all’inverso del quadrato di R-senu,
e che le forze risultino tangenti a dette geodetiche e rivolte verso O.

Poiché la posizione iniziale e la direzione della velocita iniziale del punto
mobile individuano una sfera di V per O, la quale & una vera varieth geo-
detica di V, ed & tale che tutte le forze del campo C applicate ai suoi punti
giacciono in essa, si vede che il problema del moto pud essere studiato su
questa sfera, che possiamo imaginare coincidere colla w0 = 0.

4. Abbiamo dunque una sfera V' di cui

. . wl(Pl + micp2 + w3cp3
¢ una determinante, dove
x, = R«(1 —cosu)
x,= R-senu-cosv
x, = R-senu-senuw,

ed in essa un campo di forze di componenti

— k2

P ——_—
R?sen? .’

=0,
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87

Le forze del campo ammettono il potenziale

R* cot u
U = T .
Il quadrato dell’ elemento lineare & dato da
ds® = R¥du® +- sen® udv*®),
e, nell’ ipotesi m, = m,, I’equazione delle forze vive diventa:

48] u'? + sen® u-v'* =2:% cot u + K,

dove A=~k:R* e X & una conveniente costante,

La
At = F?
diventa
(2) v +2cotu-u-v' =20
da cui

log ¢' + 2 log sen w = log H,
dove H & una costante, ed infine
3) | o' sen® u = H.
Sostituendo in (1) la ¢' che si ricava da (3), si ha

2
4) u=K+ 2\ coty — ——,
sen® u
ed infine osservando che
du v  sen®wu
i

t

do v H %

sent u
H?

si vede che, moltiplicando la (4) per , essa diventa

H2
K+ 2)\* cot e — sent u
du\* sen® u
dv] H? !
e, posto
{=cotu, da cui dC—_du
) - > dacu ~ sen® w
ag\? s 1
(%) =M+2N% — sen? u’

dove M=K :H* N=X:H.
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Ma
1 2
—— =14 cot® u,
sen® u
e la (5) diventa
d—cz—M + 2N2C — (2
do] — 7 ’

com M, =M — 1.
Separando le variabili, si ha p. es.

— —dg
V—C—NF + (M, + N9’
da cui
C—N
v = arc cos :—_+UO
VM, + N?
L= N-+cos(v—uv,) VM, 4+ N*?
ossia

a
14+ ecos(v— v,

tgu =

dove a ed e sono delle costanti.
Si vede allora che la traiettoria & una linea chiusa.

9. Il risultato ottenuto ci induce a fare alcune considerazioni :

a) Se si imagina che lo spazio ordinario sia uno spazio sferico conte-
nuto in un S, e che sopra di esso i corpi materiali si attraggano secondo la
legge di NEWTON, o in altri termini se si imagina che I’ azione di un punto
materiale 4 sopra un’altro punto materiale B si traduca in una forza attrat-
tiva diretta tangenzialmente in B alla geodetica che congiunge 4 con B,
(circolo massimo) ed inversamente proporzionale all’area della superficie
(sfera) dei punti che hanno da A uguale distanza geodetica ('), sullo spazio
sferico il moto di un pianeta si comportera come nelle ipotesi classiche e
non si presenterd spostamento di perielio.

b) L’ipotesi fatta alla lettera a) significa che la forza attraente di cui
vi si parla & inversamente proporzionale al quadrato della distanza rettilinea
(cioé distanza nell’ S,) di B da 4. )

¢) Si sa che EINSTEIN ha dato una formula che spiega lo spostamento
del perielio di Mercurio (*). In questa formula la forza attrattiva dei corpi &

(*) Forza calcolata al primo passaggio dell’ azione pel punto B.
(3) T. Levi-CivitA, Fondamenti di Meccanica Relativistica (ed. Zanichelli, 1928, p. 123).
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la somma di due, rispettivamente inversamente proporzionali al quadrato e
al cubo della distanza del corpo attraente al corpo attratto. Le cose andreb-
bero in modo analogo se si pensasse esistere uno spazio fisico F lineare e
a 4 dimensioni e che lo spazio materiale M (quello in cui la materia si deve
muovere) sia uno spazio sferico a 3 dimensioni immerso in F, se inoltre si
pensasse che da un corpo materiale escano due forze, la prima che si propaga
soltanto in M e che si diffonda su sfere concentriche, e che sard naturale
pensare inversamente proporzionale al quadrato della distanza, la seconda
che si propaga in F e che si diffonda su spazi sferici a 3 dimevsioni con-
centrici, e che sard naturale pensare inversamente proporzionale al cubo
della distanza. Probabilmente le cose non saranno cosi, e nemmanco sara
possibile su questE) indirizzo imbastire una teoria che soddisfi il nostro spirito.
Tuttavia pud valer la pena che io abbia esposta questa considerazione.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 12
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Sopra alcune limitazioni per la sollecitazione elastica
e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant.

Memoria di Giurio SuriNo (a Bologna).

Sunto. - L’4, studia in questa Memoria la distribuzione delle temsioni interne in un solido
elastico convesso quando gli spostamenti, dati in superficie, sono diversi da zero solo in
una piccola zona. Nei campi a due dimensioni il risultato é esteso al caso in cui sul

conforno siano date le forze; si giunge cost ad una dimostrazione del principio del De
Saint Venand.

INTRODUZIONE

1. Si consideri un solido elastico convesso, deformato sotto 1’azione di
sole forze superficiali. Allora:

« Se le componenti di spostamento, che si suppongono assegnate sulla
superficie del solido, sono diverse da zero soltanto in una piccola zona su-
perficiale o, la sollecitazione elastica diminuisce quando ci si allontani da
quella zona, e, in un punto fissato (che non si trovi su o,), tende a zero
quando la zona deformata tende a zero insieme con la massima lunghezza
in essa contenuta; tende invece ad un limite determinato e finito (general-
mente diverso da zero) quando 1l’area o, tende a zero ma la massima lun-
ghezza in essa contenuta resta diversa da zero. In ogni. caso se il punto
considerato si trova in g, la sollecitazione tende all’infinito quando o, tende
a zero ».

In un sistema elastico piano, anch’esso non soggetto a forze di massa e
convesso, vale una analoga proposizione concernente gli sforzi (principio del
DE SAINT-VENANT), cioé:

«Se in un campo elastico in due dimensioni le forze sono applicate
soltanto nella zona o, del suo contorno, allora le caratteristiche della solleci-
tazione diminuiscono di intensitd all’allontanarsi da o, e in un punto fissato
(esterno a o)) tendono a zero insieme con o, stessa ».

La dimostrazione di questi teoremi forma 1 oggetto del presente lavoro.
Per ottenerla mi servo di limitazioni per le funzioni armoniche e le loro
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derivate, che ho dedotto in alcuni recenti lavori () e di una dimostrazione
dovuta al LICHTENSTEIN, sulla esistenza della soluzione elastica per dati spo-
stamenti in superficie. Il procedimento di LICHTENSTEIN (che sara brevemente
esposto al § 1) viene qui esteso, nei campi piani, anche nel caso in cui sul
contorno siano date le forze (§ 4); in questo modo si ottiene contemporanea-
mente un metodo generale per la soluzione della equazione biarmonica. Nel
problema che ci occupa il vantaggio di questi procedimenti sta nel fatto che,
applicando ad essi le limitazioni ottenute per le funzioni armoniche e le loro
derivate, si giunge ad una equazione integrale del tipo di FREDHOLM col
termine noto gid effettivamente calcolato in modo maggiorante; 1’ unica dif-
ficolth che ancora rimane consiste allora nella ricerca di una soluzione mag-
giorante per questa equazione. Ora tale ricerca pud essere compiuta in molti
casi con un procedimento assai simile a quello di NEUMANN per la risoluzione
del problema di DIRICHLET; con questo il problema & dunque risolto. Un

esempio semplice, relativo al caso del cerchio, mostra 1’ efficacia delle limi-
tazioni ottenute.

§ 1. Una dimostrazione d’esistenza per la soluzione elastica
relativa a spostamenti dati in superficie (LLichtenstein) (*).

2. Consideriamo le equazioni indefinite dell’ equilibrio di un solido elastico

isotropo. In assenza di forze di massa potremo scrivere (seguendo un’idea
di TEDONE): :

A‘(u—{—)\ * ”w@)zo Ag(wq- Ay z@)zo
2p 2p
A+ du v dw
Qui %, v, w indicano le componenti di spostamento secondo gli assi w,
92 o? o

Y, 3; ed & A2=9-5§+a—?7+ézé. Se PE, m, §) € un punto generico della

superficie limite S e Q(x, ¥, 2) un punto generico interno ad S si deduce

(1) Cfr. « Atti della R. Accademia Naz. dei Lincei ». Due note nel 2° sem. 1928, « Bol-
lettino della Unione Mat. Italiana », Dic. 1929, « Rendiconti del Circolo matematico di Pa-
lermo », 1931.

() LicHTENSTEIN, Ueber die erste Randwertaufgabe der Elastizitdtstheorie. « Math.
Zeitschrift », 1924,
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dalle equazioni precedenti

)&—{—P« aGP
Snp

w(@+ 2 g = L 202

T p np u(P)dS +

= EA(PYLS

dove G¥ indica la funzione di GREEN relativa al contorno dato e all’ opera-
zione A, .
Poiché A,0 =0 si pud scrivere

Q
A e =21 (202 pops
2p 8z : onp
onde segue I’ equazione
1 (oG2 Ap (0GE . ,
(1) uQ = - e (P) IS + 8w J Fnp (€ — 2)(P)dS
S s

mentre analoghe espressioni si ricavano per o(Q), w(Q).
Ma si osserva subito che

1 (263

~ 4nJ np
s

F(@, y, 5)= u(P)dS

é nota in tutto il solido quando siano assegnati gli spostamenti in superficie.
In questa ipotesi si conoscono anche le funzioni:
1 G2 1 Jaaf% ..
Fz(w7 Y, ) an '0( )dS F3(.’X/', Y, g)_4_‘lt m/w(P)db7
s

ricordando la espressione di O, si ricava allora dalla (l) e dalle formule ana-
loghe per #(Q), w(Q) la equazione:

_3F, 3F, OF, XA+p([d] aap
3 | 3G3 | 363 ||
a0 Vg &?(C—z’ S 1| OIS,
Poniamo ora
3) oF, Q3F, QF, ) — AQ)

o Ty T

ed osserviamo che se » indica il vettore QP (diretto da Q verso P), e

DErond ol

3
(€ - w\—+(n ay 3z 3
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a (2) si trasforma cosl nell’ equazione

A +p 326'1’
43\ + 5;1,) 81 o p

4) O(Q) = 5 2 M@ +

T+ e o(pP)ds.

Ma, come si deduce da un lavoro di P. LEvyY (!), &

s N
37 onp 4 n (;) + NP, Q

dove h & limitata (od infinita come ;); e se ricordiamo che quando in un

punto interno ad S &

9 /1
@, 9, )= ;) 0P8
S

su S stesso si ha

16 7 =226, 0.+ 5w () ecPys

possiamo scrivere la (4) facendo tendere @ ad un punto P’ del contorno; si
ha allora

A P
) o) = o

(A + Sp) - dnp

2p ,
-::EAQ)+

5 @wus

essendo 1" = P'P,

3. Le formule (1) . (5) servono a determinare le componenti di sposta-
mento in tutto il solido quando siano noti i loro valori in superficie. Si os-
serva facilinente che alla (5) si pud applicare la teoria di FREDHOLM e che il

Atp . . s
numero -- m non & certo un autovalore di essa percheé se |’ equazione
, A4 Iaa? .

(H)(P)_4n(l+3p. 2°9 p®P)dS_O

(cioé I’ equazione che si deduce dalla (5) per A(P’)=0) ammettesse una solu-
zione O(P") (certamente armonica) diversa da zero, questa sostituita nella (1)
darebbe luogo a componenti di spostamento nulle in superficie, diverse da
zero nell’interno del solido; cio che non & possibile per la unicitd della so-

(1) Cfr. « Acta Mathematica », Vol. 42.
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luzione elastica. Per fissare 1’andamento delle funzioni u%, », w, in tutto il
solido basta dunque studiare il comportamento di F,, F,, F,, e delle loro
derivate e risolvere in modo approssimato la (5).

Questo argomento sard studiato nel paragrafo che segue.

§ 2. Una limitazione per le soluzioni della equazione
integrale (5).

4. Ci proponiamo di indicare in questo paragrafo una soluzione maggio-
rante per la funzione O(P), determinata dalla (5), quando si supponga nota A(P).

2@
E necessario percid conoscere alcune proprietd del nucleo: » éara%'
P
Osserveremo duuque:
a) che
Ble
(6) 813 dSp=4n

S

quando P, P’ sono punti del contorno.
Infatti si assumano come componenti di spostamento le funzioni

a
3
queste componenti soddisfano alle equazioni dell’ equilibrio elastico e danno
luogo ad una dilatazione cubica eguale ad a. Dalla (3) si ricava che anche

A(P) = cost. = a.
Introdotti questi valori nella (5) si ha

A+ pa 32Gp
dn(X + 3p) " onp

2pa A4
dSP_A+3p—“ P+

Di qui segue subito la (6) qualunque sia la forma del solido.
pr

b) che 5 a é sempre positiva sul contorno di un corpo convesso.

Indichiamo infatti con U la funzione armonica che assume il valore M
in un intorno & di P e il valore zero sulla rimanente parte del contorno; la
derivata di U secondo la normale interna in un punto P’ esterno a 3 sod-
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disfa alla relazione
3| _ M ( G

0<371pr—4—1t anplanp
8
Ma
*Gp PGP np
oronp onponup o
2 P’ np
perché = 0; d’altra parte & = cos(npr, 1) © questo & certamente
BSP,SnP 3
positivo (o nullo) se il campo é convesso perché »» & diretto da P’ verso P
. o AP’
(cioé verso l'interno del campo come np/). Ne segue che 81'871; & positiva
P
(o nulla). c. d. d.
. o
¢) poiche % 3 ¢ massima quando la direzione 2 coincide con la
%X piOn p

direzione np, e d’altra parte ho dimostrato in un altro lavoro (') che

*2Gs

onponp

nZ
3

cosi si deduce la limitazione

P o
3®GF _mtcos(npr, 1)
oronp re

(M) 0<» r=P'P.
5. Premesse queste osservazioni, riprendiamo in esame la () sostituendo

ai coefficienti A e p i coefficienti £ (modulo di elasticitd) ed m (inverso del
coefficiente di contrazione). Si ha

A4p  m 20 2(m —2)
A4-3p" 3m—14 A+3p" 3m—2

sicché la (5) assume la forma

2(m —

®) oP) — -

O(P)dSp = A(P ).

47:(3m —4) j.

(*) Si veda: Sopra alcune limitazioni per le funzioni armoniche e le loro derivate.
« Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo », 1931,
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Poniamo ora
2(m — 2)

®O(P) 377l A(P)
N_ *Gr
0.(P) = 4n(5m J d1dnp Ou(P)d Sy
(8) -----------------------
. m Z'VG}F;’
8.(F) = 4nt(8ne — 4) By Onp O, (P)ASp
S
la serie
(9) 0,+06,+4+..0, + ..

converge sicuramente, perché indicando con ©,, 0,.... i massimi di @,, @,-.,
si ha (v. n.° 4, b)

= m \? =

Bl= g Bl 18, 1= g 1B = ()16,
= m o \* =
|®n|£(3m—_4)|®o|

< 1 (perché quando valgono le condizioni di unicitad & m > 2).

. m
ed ¢ 3m—4
La somma della (9) da la funzione O(P’) cercata. Se A(P’) & sempre uguale
o minore (in valore assoluto) a una costante positiva K, allora dalle limita-

zioni precedenti segue:
I@o | _ 2Am—2)
_ T 3m—4—m
3m—4

(10) |0 K=XK.

6. Quando la funzione A(P’') assuma valori assai grandi soltanto in una
piccola zona del contorno, si pud ottenere una limitazione piu favorevole
procedendo nel modo che segue. Supponiamo per fissare le idee che A(P)
sia uguale a K in una piccola zona o, nulla nella rimanente zona di contorno
(che indicheremo con g,: 6, + 0, = S). Si ha allora dalla prima delle (8):

‘2(m — 2)

Kinc
3m - 4 !

? 0 in g,

Annoli di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 13
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e dalla seconda delle (8) tenendo presente la (7)

, m(m — 2)n K pcos(npr, 1 ;
®‘(,P)= 3(711—4)%,[ (1'5 ))ch; »=PP

[}
Poniamo ora

HP)=K j "——OS(’;f 5 ") dop

e consideriamo il massimo di H(P’) quando P’ si muove sul contorno; indi-
cando questo con H si pud seguire il procedimento di approssimazioni suc-
cessive iniziato con i valori trovati di 0, e 0,; segue cosi

, 2(m — 2) m T —

‘ 1Ol=73,—7 E+g,—11H
(11) Vi3 T =
=g —1 1%

Questa limitazione & piu favorevole perché quando la zona o, sia piccola
in confronto ad S allora H risulta assai piu piccolo di K; per esempio sulla
sfera, se o, vale 1/20 di § allora

== 41
H.__E—K

e quindi se si suppone (come valore pitt frequente) m =4 segue

. w bK
K+5K<

1Ol=35 +g k<

2
K
l 0 lﬂ'a < g' .
§ 3. Alcune espressioni maggioranti per la sollecitazione ela-
stica corrispondente a dati spostamenti in superficie.

7. Siamo ora in grado di ottenere alcune limitazioni per la sollecitazione
elastica corrispondente a dati spostamenti in superficie. Supponiamo percid
che la superficie limite del solido (convesso) sia divisa in due zone comple-
‘mentari ¢, ¢ 5, e che lo spostamento S assegnato per ogni punto della su-
perficie stessa sia eguale a zero in o, minore od eguale (in modulo) ad un
numero fisso M in o,. In questa ipotesi cerchiamo una limitazione per A(P’).
Tenendo presenti le diseguaglianze per le derivate di una funzione armonica
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che ho stabilito in precedenti lavori () si ricava dalla (3) che in ogni punto

di o, ¢

n Mo,
3

(12) AP <7

(*)
1
ove si indichi con », la minima distanza di P’ da o,.

D’ altra parte & noto che se u, », w sono continue e derivabili in ¢, + 0,
allora A([’') esiste limitata in ogni punto del contorno (3:\. Poiché la disegua-
glianza (12) pud servire soltanto nei punti di o, non vicinissimi a o, inclu-
diamo in ¢, anche i punti di o, la cui distanza 7, da o, soddisfi alla dise-
guaglianza

3
r, < Vo,

ed indichiamo con o' la zona g, cosi ampliata, con N un valore maggiorante
a A(P') in o/. Tenendo conto della (12) si viene cosi ad assegnare in ogni
punto di §=o, + o, un valore maggiorante (limitato) per A(P’); questo valore
¢ uguale ad N in ¢, minore di M in ¢ —g,’; si pud dunque maggiorare A(P’)
sommando due funzioni; I'una eguale ad M in tutto S, l'altra eguale ad
N—M in o, nulla sulla rimanente parte di S. Si trova allora in base ai
risultati dei n.! 5 e 6 che

2tm —2) mo =
Oor < 3m —4 (N_M)+3m—4H' +M
m T o
8"—“"£m1 H 4+ M

(1) Si veda: SuriNo, Alcune limitazioni valide per le derivate di una funzione armonica,
« Rendiconti della R, Acecad dei Lincei », 2° sem. 1928, pag. 658; e Sopra alcune limitazioni
per le funezioni armoniche e le loro derivate, « Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo »,
1931, La disegnaglianza ottenuta nello spazio & data dalla formula

oF <T_‘:Mal
g |lA—4 rd

dove F & una funzione armonica minore od eguale ad M in o, nulla in o5 4 & un punto
interno al campo o su gy, 7; ¢ la distanza (minima) di 4 da o,*

(?) Si osservi che A(P’) ha il significato di una dilatazione cubica e quindi & indipen-
dente dalla scelta degli assi. Se in un punto P’ del contorno ci si riferisce a due direzioni
ortogonali (x, y) giacenti nel piano tangente e alla normale (2) a o, in P’, si osserva subito che

?ﬂ . oFy oFy Mo,

=-_—*2=0 equindi A(P)="<~

L d. d.
ox ay 0z 4 ’)‘13 ¢

(3) Cfr. nella « Encyclopiidie der Math. Wissenschaften », I’articolo di Li. LICHTENSTEIN,
Neuere Entwicklungen der Potentialtheorie-Konforme Abbildung.
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essendo

(N — M)cos(np:, 1) dop, r= P

E{ = | H(P") [max, H(P) :J 22

gy’

(m — 2)(N— M) (G2
0@ < (3in — 4)2x f np do,+ N,

Ne segue

Ty

dove si é posto per brevita
m

3m—44H + M.

La espressione di O pud essere ulteriormente esplicitata ricordando
un’ altra diseguaglianza che ho stabilito in un cdmpo convesso:

B0F|_ _2oos(ymr)
3np 92 )’
segue allora
m—2 N — M pcos(iry, n
(13) 0(Q) < — Sn 4 m ‘ j (1"2 ?) da, 4+ N,.

1

a (13) mostra che @ & formata di due parti; una che qui compare come
costante (rappresentata da N,) e che rappresenta la sollecitazione diffusa in
tutto i1 campo per effetto dello spostamento locale; si tratta di una parte
non grande quando o, sia sufficientemente piccola, come si pud vedere da
un breve computo in casi particolari () e come risultera dalle considerazioni
del numero che segue che confrontano N, col primo termine del secondo
membro. L’ altra parte, formata da questo primo termine diminuisce sensibil-
mente allontanandosi da o,

Servendosi della (1) si pud determinare u(Q). Tenendo conto ehe

l—:;p, =m“—l2’ (& ~ x)y=1cos (x, 1)
segue
M| pcos(r, np) | m(N — M) pr|cos(r, np) cos(x, 7)|
(14) Q) < om | 72 dc‘]+(3m — 4)21: l 7 ldc‘ +

as.

mN, | cos(r, np)cos x, |
(m — 2)41:,[

(!) Cfr. il lavoro gid citato del Circolo Mat. di Palermo; od anche « Bollettino della
Un. Mat. Ital. », Dicembre 1929; si & posto qui il segno — perché r & diretto da @ a P.
(®) Considerando il caso della sfera e ponendo m =4 si ha N, 3 S

Nr b LI0)
=z o+ M[1—--] es-
sendo v 1’angolo visuale secondo cui da un punto qualunque di o; si vede s3,'.
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Derivando poi la (1) stessa e tenendo conto delle solite limitazioni valide
per le derivate di una funzione armonica si trovano facilmente le limitazioni
per le componenti di deformazione.

8. Le limitazioni date devono essere brevemente discusse perché occerre
conoscere in modo meno indeterminato il valore NN se si vuole stabilire il
comportamento della dilatazione cubica e delle componenti di deformazione
quando c¢i si allontana da o, e quando o, tende a zero. Ora secondo la con-
venzione del numero precedente N rappresenta il massimo (assoluto) di

A(P") in o,'; ricordando che &

__9F, 3F, OF

3

o Ty T

ci proponiamo di mostrare che se o, lende a zero ma u, v, w (e quindi F,,
F,, F,) conservano su S sempre lo stesso massino M, allora N tende all’ in-
finito ma il prodotlio No, tende ad un limile finito (che pud essere anche
lo zero).

Consideriamo dapprima il caso dello spazio limitato soltanto da un piano.
Allora una riduzione dell’ ampiezza di o, che lasci I'area della stessa forma
si pud interpretare come un aumeunto dell’unitdh di misura dello spazio; se
supponiamo che | area sia ridotta nella proporzione da 1 a A I’ unita di misura

1 .
aumenta nella proporzione di 1 a e quindi aﬂ, ELFZ, o, crescono anche
A ox’ dy’ °z

esse nella stessa proporzione. Ne segue che la limitazione per IV deve essere

1 Lo
aumentata nel rapporto 1 a ﬁ; mentre No, diminuisce nel rapporto

da 1 a VA Questa deduzione implica, come si & gid osservato, che g, con-
servi la stessa forma; se o, tende a zero ma una delle dimensloni resta
finita allora N tende all'infinito ed No, tende ad un limite determinato e
finito diverso da zero ().

Passiamo ora ad un caso pill generale e supponiamo che la superficie S
limite del campo contenga una zona piana S, ma del resto abbia forma qua-
lanque. Se a, si trova su §
si pud pensare come somma di due; una F,' data nel semispazio limitato

, allora la funzione armonica F, nulla in §—g,

(1) Se si considera il problema elastico in due dimensioni, quest'ultimo caso & quello
che sempre si verifica; cio® No, tende ad un limite finito diverso da zero. Il ragionamento
& uguale a quello svolto pil sopra per il primo caso; basta osservare che allora o, ha una
sola dimensione.
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dal piano o« che contiene S, ed eguale ad F, su S, nulla nella rimanente
parte di o I’altra F,” uguale a — F," in §— §, nulla in S,.
Ne segue

oF, _3F,  OFY
dxe ~ dw o

ox

e meuntre, per quanto riguarda si pud ripetere il ragionamento svolto

n
1

o
dunque influenza sul limite di N quando o, tende a zero.

Resta da considerare soltanto il caso generale in cui o, non & piana.
Facciamo tendere a zero o, considerando successivamente tante zone decre-

scenti ¢/, ¢, ..., ... ('una interna alla precedente); associamo quindi ad

pil sopra, invece si conserva limitata ('); il valore di essa non ha

ogni zona ¢, un solido §,, ottenuto per similitudine dal corpo dato in modo
che 1area ¢, su 8, sia equivalente a o,; la successione S, .... S, .... é una
successione di solidi convessi, regolari; su ciascuno di questi la F,, nulla

R L= . or, . .
fuori di ¢, e regolare in o, ammette derivata -a—g?‘ limitata, € questa al

limite (per 52— oc) tende a quella che si ha, per la stessa F,, nel semispazio:
infatti la curvatura in ogni punto della superficie limite di S, tende a zero
quando 7 tende all’ co. Ma ora si puod tornare da ¢, a o data su S ri-
ducendo S, nel rapporto c{"”:a‘"’:l; e su questa riduzione si pud svolgere
lo stesso ragionamento precedentemente fatto per il semispazio; se dunque
5,™ tende ad una linea No, tende ad un limite diverso da zero; se o, tende
ad un area con due dimensioni limitate allora No, tende a zero.
Riprendiamo ora in esame la (13): da essa si rileva che quando o, tende
a zero, tutti i termini del secondo membro tendono a zero se la lun'ghezza
massima contenuta in o, tende anch’essa a zero; in caso contrario essi restano
limitati ma diversi da zero. In o, il primo e il secondo termine del secondo
membro della (13) sono dello stesso ordine di grandezza ma N, é costante
mentre il primo termine diviene piu grande nell’interno del campo e tende
all’infinito quando Q tende ad un punto di o, e o, tende a zero. Resta cosi
dimostrato il primo teorema, enunciato al n.° 1, almeno per quanto riguarda

(!) Infatti, quando o, tende a zero, F,” diminuisce in valore assoluto (0 almeno non

oF,

aumenta) in § — 8, e resta sempre nulla in S,; quindi resta limitata in S,.
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la dilatazione cubica: ma allo stesso risultato si giunge facilmente quando
si consideri una delle componenti di deformazione.

§ 4. Estensione della soluzione di Lichtenstein al caso delle
forze esterne date (problema piano).

9. Cerchiamo ora di estendere il procedimento del n.° 2 al caso in cuij,
in un campo piano, siano date le forze sul contorno. Ricordiamo percid che
la sollecitazione elastica in un campo a due dimensioni si pud esprimere,
servendosi di una funzione biarmonica F; le componenti di tensione sono
legate ad essa dalle relazioni

*F K *F

(15) Uw:W, Uy: 8?7 Twy:—m

valide in coordinate cartesiane; le condizioni ai limiti sono allora:
3 [oF) _ 2 [or] _
o8 |9y s TV

B

essendo P,, P, le componenti secondo gli assi delle forze esterne date.
Le relazioni precedenti possono essere scritte nella forma

OF | 8F$
1 — =—|\P — =
(16) 3 f PodS ol J’ P,dS
. . OF| OoF| . . .
dove le funzioni z—; , =— sono determinate in modo unico perché per
Yy [S ox ls

I’ equilibro deve essere
f PdS=0, j P,dS = 0.
N s

Seguendo il LAURICELLA (*) poniamo ora

_dF  _ 3F U 9V
A0 = A,A,F=0;

il problema dato si riconduce cosi alla ricerca delle funzioni U e V assegnate

(!) Cfr. G. LauriceLLA, Sulla infegrazione della equazione AV = 0. « Atti della R. Ac-
cademia Naz. dei Lincei », 2° sem. 1907, fasc. 6°, pp. 373-383.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104 G. SvriNo: Sopra alcune limitazions per la sollecitazione elastica

sul contorno e legate nel campo delle equazioni
0 o0
A, = — = 4,0 =
(17 U— o =0, AV Em 0, 0
le quali coincidono con le equazioni dell’ equilibrio elastico per componenti

di spostamento U e V, essendo cambiato solo il parametro dell’ elasticitd che

l L]
in luogo di —:P ¢ eguale a — 1. La condizione A,0 =0 non & pia conse-

guenza delle prime due equazioni e deve essere posta esplicitamente.
L’integrazione delle (17) pud essere eseguita col procedimento indicato
dal LICHTENSTEIN e riportato al n.° 2.
Dalla prima e dalla terza delle (17) si deduce infatti

A (U-———):O

e quindi, indicando con P(§, m) un punto di S con @, y) un punto interno,
si ha

l aGp E@(P)dS

1
U@ — 2 0@ = j 262 17 g —
s
Poiché A,0 =0 si pud scrivere

@ 1 (9GS '
280 = f s @O(P)AS.
S

Sommando queste due equazioni si trova

(18) U@ =2 j 962 1rpyis — 1 %GP & — 2)P(P)dS

s
Ma

1 (363
Fiz, =g S UPYS

& nota in tutto il campo perché U é dato sul contorno; indicando con Fy(x, y)
I"espressione che si ottiene considerando la funzione V:

262
9’) ?/ _J‘ anp V
. oU v . .
e ricordando che @:a—‘qc—+@-, si ricava dalla (18) e dalla analoga espres-
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sione in V:
Vo OF 3F, 1 c[3 263

(19) O(Q)_aw 'W—;ﬁs [8702(&_96)3—71; +

3\ 3G3 |

‘*‘@)(ﬂ—y)%\ O(P)dS.
Poniamo

OF, |, 3F, _

(20) w3y = AQ)

ed osserviamo che se » indica il vettore QP (diretto da Q verso P) &

9 2 0
(E—w)%+(ﬂ_y)@—7 W

la (19) si trasforma cosi nell’ equazione
(19) AQ — Ljra—z@@(mds—o
) dnd wonp -
: s
Ma in un campo a due dimensioni &

N SN Y
m——2%10g7+hp

dove k & limitata ed infinita come log; d’altra parte se nel campo stesso &

5 .
@, )=~ [ 5, log re(P)aS
S
sul contorno si ha

) s
[(P) = mg(P) — [ 3 log r¢(P)AS
S

segue cosl che se Q tende ad un punto P’ del contorno la (19') assume la
forma

2 P’
(21) P+ [ 26

2nd dronp O(P)AS = 2A(P").
s

10. Le formule (18) e (21) risolvono il problema posto. Si osserva facil-
mente che alla (21) si pud applicare la teoria di FREDHOLM e che il nu-

4 li di Mat tica, Serie IV, Tomo IX. 14
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1 .
mero on non & certo un autovalore per essa perché se la equazione

.1 GE .
S

(cioé 1’equazione omogenea che si deduce dalla (21)) ammettesse una solu-
zione O(P’) diversa da zero, questa darebbe luogo ad una funzione armonica;
ponendo i valori ©(P’) nel secondo termine del secondo membro della (18)
avremmo una funzione U (e quindi una funzione V) diversa da zero nell’in-
terno del campo; e ci6 non & possibile perché come ha mostrato LAURICELLA
la soluzione delle (17) & certamente unica (quando U e V sono assegnati su S).
Il procedimento ora indicato consente di ottenere nel campo la funzione biar-
mouica F determinata sul contorno per mezzo delle sue derivate prime (o
c¢io che & lo stesso per mezzo della F stessa e della sua derivata normale).
Esso si estende senza alcuna difficolta al caso delle tre dimensioni (al quale
gia si riferisce la nota citata del LAURICELLA).

§ 5. Un primo apprezzamento qualitativo della distribuzione
delle tensioni elastiche.

11. Dovremmo ora studiare come si distribuisce la sollecitazione elastica
in un campo piano quando le forze esterne agiscono soltanto su una piccola
zona o, del suo contorno. Questo studio implica la ricerca di un valore mag-
giorante per la soluzione © P’) della equazione (21) (analogamente a quello
che si & fatto al § 3 per la equazione (5)); poiché questa ricerca & ora meno
semplice cosi & bene premettere una determinazione qualitativa.

Osserviamo dunque che se le componenti P,, P, sono minori di Ming,,
nulle in § — o, si ha in base alle (16):

__oF | Mo,
U= @Is -5 in o
= 0 in §—o, =g,
__oF| Mo,
V= s <-4 i o
= 0 in g,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant 107

Segue cosl che in g, vale la diseguaglianza

2
22) A =T

i

dove si indichi con r, la distanza di P’ da o, (*).

D’altra parte ¢ noto che se U e V sono continue e derivabili in S (e
nel caso presente ci0 & certo perché U e V sono ottenute per integrazione
da P, e P,) allora A(P’) esiste limitata in ogni punto del contorno. Poiché
la diseguaglianza (23) pud servire soltanto nei punti di ¢, non vicinissimi
a o, includiamo in questa zona anche i punti di o, la cui distanza », da o,
soddisfi alla diseguaglianza )

r,< Vo,
indichiamo quindi con o,” la zona cosi ampliata e con N un valore maggio-
rante a A(P’) in ¢/. In ogni punto di S si conosce allora un valore maggio-
rante (limitato) per A(P’); questo valore & uguale ad NN in o e minore

T
3 ’
iy Mo, in S—oq,.

Riprendiamo ora la equazione integrale

.

2 P/
@1 OP) + o- ! gg;’ O(P)dS = 2A(P')
S
N in o/

APy=< EMc‘ in S—gq/

ed osserviamo che la funzione O(P’), soluzione di essa, si pud scrivere cer-
tamente nella forma

OPy<<2N(P)+ K(P")
dove

N(P") & uguale ad N in o, nullo in § — g,/

K(P') & la soluzione che corrisponde a

A(Py=<= JN(P)raG c;+”44°‘

7y

(!) La (22) si ricava dalla (20) tenendo conto delle diseguaglianze che ho dimostrato
nei miei lavori precedentemente citati (v. § 3) per le derivate di una funzione armonica in

un campo convesso in due dimensioni. Infatti se ¥, & armonica, uguale a # in ¢, nulla in o,

7 oF.
oF, fﬁi. Poiche la stessa diseguaglianza vale per d, ? cosi & immediata la (22).
o oo 41r® oy
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Poiché
3G% _2cose. = .
3721: = ” y = QI’, N4 ‘-(PQ’ ’ﬂp),
segue
(23) 0(Q) = §1;c @(P)onggfY 9‘3;—“’ ds/ + K

dove K & un numero maggiorante a K(P') in tutto S.

12. Per valutare il significato di questa diseguaglianza cerchiamo di sta-
bilire I’ ordine di grandezza di N e di K.

Ino, &
N = AP |nas (P>—a-5+%§z=
= %%cos (n, @)+ %% cos (n, y) + % cos (S, x) + alg cos (S, y).
Ma &
Yimr Yimor

| Pyl <M [P,,(gM €08 (8, @)+ cos (S, y) < V2
sicché segue

. ‘QF | |3F | =
I valori di aai, aan dovranno essere valutati volta per volta; cio che

perd si puo fare facilmente,

13. Prima di passare alla ricerca di una limitazione per K vogliamo in-
dicare un’ altra valutazione approssimata del primo termine di ©. Si osservi
infatti che al posto di N, valore massimo di A(P’) in ¢/, si pud porre addi-
rittura la funzione A(P’) stessa, allora si ha

23') Q) < j‘A(P, Sun o) + K.

Ora se @ & assai distante da P e se o,' é sufficientemente piccola, si puo
2G3
ritenere che —— sia costante in g,’; allora

Bnp
Q
1 JA P)ai do) <2 ‘;075 (PIA(P)dc,’.

o,/
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Ma &
oF, ~OF, OF,

’ Vie VI 1
AP = % L S = L cos (n, - ) 4
+ ZE cos (
oS !

e d’altra parte &

oF , ,

S de) = j P,ds, =0

asd ——J‘Pm(lci_—:o
sicché se

cos (s, &) = cost., - cos (s, y) = cost.

resta

> . ((2F, oF,
JA(P)dc‘ _j (W cos (n, x) + 3 ©08 (n, y))dS.
Ma si osserva subito che

,i |oF, nMo,l
} wdo| = II ds Sj |dS<J[A(P|dS< "

S—o,’ S—ay’

dove [ indica la lunghezza del contorno,

Essendo cos (1, &)+ cos (n, ¥) < V2 segue in un punto Q distante
Q

da o, e tale che si possa ritenere % costante per tutti i P di o,:
P
(25) Q) <2 Mo+ K
V2r

dove, come si & gia detto, K & la costante che corrisponde al massimo valore
assunto dalla soluzione della equazione integrale corrispondente a

—. _©Ms, 1 A .

Per approssimazione si pud porre (in condizioni uguali, a quelle piu sopra

2 L’
specificate: cioé o, molto piccola: rpp,# —cost quando P’ sia fisso e P
"onp
varii solo in o): .
X(F)Snﬂf’ _*_ncosénpf, ) JN(I’)dGi'=
”

nMs, =w©Mo,l
= +
4 2\2

(,05 (npr, 7).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 G. SupriNo: Sopra alcune limitazioni per la sollecitazione elastica

La limitazione che ne risulta per ©(Q) é assai piu favorevole di quella
precedentemente indicata. In essa 1’unica costante da determinare & rappre-

sentata dal valore di K comprendente A(P’) dato.

14. Vogliamo ora indicare, come nelle stesse condizioni ora specificate,
si trovi facilmente anche una limitazione per le componenti di tensione. Con-

sideriamo per esempio o,.

Si ha
_OF| 90| f _
Gy IQ - ouc? ]Q_ % [Q anaﬂp dS
G , 1 aGP
Vesir — )B(P)S + - | “UE o(Pys.
s

Ora in base alle limitazioni ottenute per le derivate di una funzione

armonica é

1 G . nMo;
QT'C SwQBnp L(P)dS < 872
S

perché & U(P)<£1% in o, UP)=0 in o,.

Inoltre si ha

3G 8(Q)
4 a O(P)dS = —5=

sicché resta da valutare il termine

1 G
4_1tJ' awganl (E — #)8(P)uS.

A questo si possono sostituire i due termini

G G =
S
ed é
rG Kz 0| cos(x, )|
S S
perché
E - ) G - 7‘t_2(:0s(x, 1*).

dxon 2 9
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Valutiamo ora
1 EG
- j N(PYE — @) 5= do,

2
Si ha, supponendo al solito che (§—w)£ sia costante quando P
dxonp
varia iu ¢," e ricordando che
G =? cos (&, 1)
€= O sy = 2
nMo,l
Ndo, < —L
j 2vV2
1 ¢ *G w*Mso,l cos (x, 17)
11_1:( dwon € — Z)N(P)S < 16 V2r
5

segue dunque in definitiva

N
3, 5 ——— cos (&, 7)

2 2
@) oy lo< M, KO K { 8@, 1) gy AL
8 r 2r
formula valida quando @ sia distante da o, e o, sia molto piccola. Anche
qui I’ unica costante che deve essere determinata & K: una limitazione per

essa sara indicata nel paragrafo che segue.

§ 6. Un metodo per la soluzione approssimata della (21).

15. Si ¢ accennato al numero precedente alla possibilita di assegnare un
metodo abbastanza generale per la soluzione approssimata della (21). Il pro-
cedimento relativo sard indicato in questo paragrafo.

*Ge

Cominciamo col rilevare alcune proprieta di TQP3 A
174

. Ragionando in

modo completamente eguale a quello del n.” 4 si ha:
@) che in un campo a due dimensioni

*Gr o
J oronp d8=2m
S

se S rappresenta una linea chiusa e P, P’ sono due punti di essa.
pr

P
b) che Sranp

convesso,

& sempre positiva (o nulla) sul contorno di un campo
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¢) che &
.B’Gf' n? cos (npr, 1)
27) 0= I =3 .

2G£’
dnpdnp
e d’altra parte come ho dimostrato in altri lavori (v. n.° 4) &
Calés =,
0<3%P/37’LPSW ©

perché ¢ massima quando la direzione x coincide con la direzione np,

nei campi convessi a due dimensioni.

16. Riprendiammo ora la equazione /integrale

(21) P+ lf agGP dSp—-2A(P)

e vediamo di risolverla applicando ad essa il procedimento di NEUMANN per
il problema di DIRICHLET.
Essendo identicamente

1 S’G
OP) = — e(P")dS
S ond’ & "onp ()
S
(1) Interessa rilevare che & sempre > 0. Infatti, dato il contorno S si conside-
onp,inp

rino in esso due punti P e P’ e sia U una funzione armonica uguale ad M in un intorno 3
di P nulla nella rimanente parte di S; si ha allora
a2 !
ﬂ = ‘Z‘_I i dSpr
mp, 2 ) onponp
P

2

ed essendo & piccolo a piacere -
UMP,Z)%P
. *G aU
si deduce che anche ——— > 0. Ora U & positiva in tutto il campo; nulla in s —8; —— &
. omp,inp anPl

dunque positiva o nulla perché P’ & in s — 3. Descriviamo un cerchio C interno al campo e
tangente ad S in P; si pud anche scrivere

U1 e
np, 2n anpan
C

U(Q)ds

2
ati & nota nel cerchio e vale —5; —— non pud dunque
P'anQ ™™ onp,

essere nulla se U(Q) (certo non negativa), non & nulla; e se U(Q) fosse nulla su C (e quindi

‘esgsendo @ i punti di C. Ma —

U 2G

anche nell’interno) sarebbe nulla in tutto il campo. Dunque _8__> 0 e quindi ————— _&6 >0,
anp/ on P/a”P

e. d. d.
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8i pud scrivere la (21) nella forma

2
©8) o(P) 4 L J ° GP {O(P) — O(P)} dSp = A(P")
Poniamo
0, = A(P)
1 aZGﬁ’
0, = a} T {@O(P) (P)}dSp
(29)
1 ( 267
811 = Zf_t a?'anpi n 1(P) n ‘(P) } dSP
S
La serie
(30) 0,+0, 4+ ..+0,+..

risolve formalmente) il problema posto. Vediamo ora se il procedimento &
convergente.
Osserviamo intanto che posto

> 2 @ 2 Qs
Izij 7'3GP—1'3GP as
27 oronp oronp
C

dove C rappresenta una porzione qualunque del contorno risulta |I|< 1 qua-
lunque siano i punti Q, e Q,. Ed infatti i due termini sotto il segno sono
ambedue non negativi in un campo convesso; e se C comprende tutto il con-
torno sono ambedue uguali a 2n e quindi I =0. Se C comprende soltanto
un tratto del contorno allora

j?" gl;i dSP

dronp
c

sara minore di 2 a meno che la parte esclusa sia un segmento di retta es-
Qa

. . *GP
sendo @, su di essa. Ma in questo caso T A dS sarebbe diverso da zero,
npe

c

qualunque sia la posizione di Q, su C. Resta cosi dimostrato 1’ asserto.
Consideriamo ora un campo tale che sia [I|<Ch per ogni €’ essendo & un
numero inferiore all’unita. Questa ipotesi &€ necessaria perché 7/ <1 potrebbe
ammettere 1’ unitd come limite superiore; nei campi ordinarii cio non si ve-
rifica. Sia data dunque in un campo siffatto sul contorno S una funzione f(S)

Annali di Matemalica, Serie IV, Tomo IX. 15
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positiva o nulla e si consideri 1'integrale
1 rep eGP
If(s)[ Sanp | 3rang] O
Dividiamo S in due zone S, e S, tali che fissati i punti Q, e @, sia in §,

rap _ ek
oronp oronp

e in S,
lC L)
dronp orenp’

siano poi I, e I, gli integrali del tipo I estesi pero ad S, o ad S,.
EI= I,+1I,; ma I, e I, sono di segno opposto quindi |I| & minore
del pit grande dei due numeri |I,| e |I,|. Se L & il limite superiore di /(S)

in § risulta dunque
[I|<hL

qualunque siano i punti @, e @,.

17. Ci6 posto siano M ed m il massimo ed il minimo di A(P’) in S;
se Q, e Q, sono due punti del contorno si pud scrivere identicamente

Q @
®‘<Q,>—®‘<Qz>=§,—;[®<a> s — &(Q)j yOp o)+

o2 GQ: 2* GQI

1
+ZEJ{®°(P)—M}[V8r8nP " Sons ]ds
S
m ([ 6y  #6¥
+ 2_1J [’” sromp Sraan ds.
S

In questa espressione 1’ ultimo termine del secondo membro é nullo e il
primo termine vale

@o( Q;) - 80( Qg)
2

ed & quindi un valore assoluto minore di T D altra parte ©,(P)— m

2
& compreso tra zero ed M —m e quindi il secondo integrale del secondo

— ",

membro vale al piu
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Ne segue

16,(Q) — 6,(Q)| < (M — m)(

1+nh
—5

+h
5— segue | 05(Q,) — 0y(Q) | < (M — m)p.

Questa diseguaglianza vale qualunque siano i punti’Q, e Q,; percid in-
dicando con M, e m, il massimo e il minimo di O, si ha

1
Posto p =

M, — m, < (M — m)p.
Questa limitazione pud essere proseguita per 0,, 0,,.., 0,,..; si deduce

M, — My, < (M — m)p"
e quindi per la (29) ’

M —
On(P) < == pm~t

la serie (30) é dunque convergente; e la serie

M—m+ +M~m n
5 9 o™ +

(31) AP+

¢ ad essa maggiorante; cioé la somma della serie (30) & minore od eguale
(in valore assoluto) ad
M—m 1

Moo=

(se M=|m]|).

Una limitazione per O(P’) si pud dunque conoscere facilmente appena
si conosca p (cio& h).

§ 7. Un esempio semplice: il cerchio.

18. Si & visto nei paragrafi precedenti in che modo si possa valutare la
distribuzione delle tensioni elastiche; questo apprezzamento sard ora svolto
con un esempio completo nel caso semplice del contorno circolare.

In questo caso &

*Gp 2

37“3np - 7‘_p/p
(P, P’ sono punti del contorno); quindi

3G 2 cos =
7'Per=—;—cE ¢ = (P n);
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cos ¢

tenendo presente, che fissato I’arco S, & j dS, = cost qualunque sia la
Sy
posizione del punto P’ si deduce subito (v. § 6) che & h =0, quindi p = ;

Dalle relazioni del paragrafo precedente segue allora
ory <3| AP jmax

i_'n:Mc J.N(P' aG d‘

¢ quindi se poniamo
A

si trova

K- 37':Ms J*N (Pyr

In questa espressione si calcola facilmente anche il secondo termine del
secondo membro.
Osserviamo infatti che

J NP )r

e questa espressione & cosfante in tutti i punti della circonferenza S ed
uguale alla metd del valore assunto dalla stessa espressione nel centro del
cerchio. Ponendoci in questo punto si ha

cos cp

das

- dS == J N(P)

1 rcoseo R _ 1 10 D ,
EJ LN )ds_ﬁJZ\(P)dSl
e quindi in definitiva si trova [v. formula (23)]:

, 3nMs,
0Q) < = jN da, +- RJNP)J +

l I

cos ¢

dove
N(P') & uguale a A(P’) in ¢,'; uguale a zero in S—g/.

Questa limitazione vale qualunque sia la posizione di @ e 1 ampiezza
di o,; in questo caso occorre ancora determinare N(P) cio che si puo fare
senza difficoltd, quando si conoscano P, e P, sul contorno, ricordando che

‘ a

N(P) |, < cos (n, x) + | |c0s (n, ¥) + + V2M

essendo
F,ls= J P,dS, F,ls= J P.ds.
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19, Giustifichiamo questa asserzione partendo dall’ipotesi che P,, P, siano
continue e derivabili con derivata a variazione limitata. Calcoliamo allora,

per esempio, a—n‘ essendo F, la funzione armonica che assume sul contorno

i valori U—_—JPde; cioé calcoliamo la derivata normale della funzione ar-

monica la cui derivata tangenziale assume i vaiori P,. Se invece della F,
si considera la funzione armonica ad essa coniugata (che indichiamo con F,)
il problema viene invertito; noi conosceremo cioé la derivata normale P,

T . . . oF
della F, e dovremo invece calcolare la sua derivata tangenziale (ugua,le a —a—‘ .
n

Sul cerchio avremo quindi
= 1
F, = Ejl»,, log »dS
5

perché derivando in un punto del contorno si trova

3814, :_ljpy cos ¢ S+ P, = (1-, np)
n|p TL'S r g — I)P,
e per I equilibrio &
jp,, L PR
r
s

Osserviamo ora che si pud togliere a 17" una costante qualunque e questa

. 1= 5
si pud porre nella forma EII)” log 7~dS essendo P, costante; ne segue che
s

— . oF, . . .
se consideriamo la derivata —2 nel punto P di S si pud sempre supporre

oS
che I, sia nulla in P. Si ha allora
oF | 1 dlogr
S |p EJ Py =5 48
S

cioé integrando per parti

1 ¢ ologs 1 2nB 1 , )
Ejpy - dS:E[Pylog7]S:o—;j[), log 1 dS
S S

e poiché al secondo membro la parte integrata & nulla segue

0 1en .
a—Sh———‘EJ‘P’/lOg,ch

Gy
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poiché P,/ & nulla fuori di o,. L’integrale precedente si calcola senza diffi-
coltd quando sia nota P,/

20. Risolto cosl nel cerchio il caso generale (corrispondente a @ in posi-
zione arbitraria, o, di ampiezza qualunque) consideriamo il caso di o, molto
piceola, @ sufficientemente distante da o,, in modo che fissato @, si possa ri-
tenere per P variabile in o

cos ¢ *G

= cost, 7 —— — cost,
rqp ’ a?'anp

Si possono allora riprendere le limitazioni dei numeri 13 e 14; essendo

3o,

4

— 3 ,
K< @J.N(P)dc, +

(con 1;?;?J‘ZV(P)dcri’zKi=cost) segue dalla (25) e dalla limitazione ottenuta

per JIN(P)dol’ allo stesso n.° 13:

" cos @ 3nMs 3Mos,l
Q) <« —F Mol + e
( ver ! 4 V2R
ed essendo
l; 2nR
resta
8(Q) < Mo sw 3.y§n-|-%‘$.

Si pud ora valutare o, procedendo come al n.° 14. Perche K, & costante

cosl segue che
G K,
In ) dzon & — WKAS =
s

infatti il primo membro esprime la derivata rispetto ad x della funzione ar-

monica che assume su § (e quindi in tutto il campo) il valore (§ — x) %—

Ne segue
as

oG = o K, 31t2M0‘ cos (oc, )|

2 |
3nMo, + 3n? Mo‘ | cos w,

r |
5 ds
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e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant 119

e quindi

ﬂ:Mcs 0(Q)
2

—+ 3nMo, -+

vle< g | V2 8V2r

w | cos(x, r),dS 1 Mo, R cos (x, 7)
T
5

Analoghe limitazioni si hanno per le altre componenti di tensione.

CONCLUSIONI

21. In conclusione i ragionamenti e le formule esposie nei numeri pre-
cedenti dimostrano completamente i teoremi enunciati al n.° 1. A proposito
dei quali & opportuno porre in rilievo che le limitazioni date (pur essendo
ottenute senza eccessive difficoltd analitiche) hanno carattere quantitativo
(specialmente semplice se o, & piccola e se il punto considerato dista da o,.

A me sembra perd che I'interesse del risultato non stia solo nei teoremi
dimostrati (che del resto, possono esSere estesi anche ad altri campi della
meccanica e specialmente della idrodinamica) ma sopra a tutto nel fatto che
essi mostrano la possibilitda di stabilire alcune proprietd generali in varii
campi della fisica matematica, basandosi in diseguaglianze semplici relative
alle funzioni armoniche e alle loro derivate. Questa idea (che mi ha spinto
alla ricerca di quelle diseguaglianze) pud essere applicata (in parte) anche
in casi nei 'quali le equazioni che reggono il fenomeno 7on sono del tipo
ellittico.
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Studio sulle varietd a due dimensioni appartenenti

a un S, euclideo.

Memoria di PIETRO BURGATTI (a Bologna).

Sunto. - Si studiano le varietdy @ due dimensioni immerse in un S, euclideo. Definite certe
due normali principali, si esaminano le proprieta delle superficie nell intorno di un
punto, le curvature, e le sue linee pin caratteristiche. Infine si da sotto forma esplicita
ed espressiva un gruppo di formule fondamentali relative all’impiego delle tre forme
differenziali quadratiche atte a definire la variete considerata.

Lo studio delle varieta a due dimensioni immerse in un 8, euclideo, che
" potremo senz’ altro chiamare superficie, non & nuovo; n’é comparso uno di
recente del prof. ToNOLO nei « Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo » (*).

Poiché I’argomento non & privo d’interesse, ed io mi trovavo quest’ anno
in quest’ordine di idee per lavori in campi affini, ho voluto proseguirne I’ in-
dagine in una direzione diversa da quella tenuta finora, per cercare non solo
le analogie con le proprietd delle erdinarie superficie di un S,, ma piuttosto
le differenze sostanziali, che sono veramente le cose di maggior interesse.

E non principalmente delle questioni di carattere analitico mi sono oc-
cupato, si bene di quelle che rivestono una forma geometrica pilt prossima
alla nostra intuizione nello spazio ordinario; in particolare del comportamento
della superficie nell’intorno d’un suo punto, delle curvature e delle linee piu
caratteristiche che possono esistere su quelle. Son riuscito cosi a mettere in
chiaro i caratteri essenziali di coteste superficie e quasi a vederli, benché
c¢i manchi 1'intuizione dello spazio a quattro dimensioni.

Per non dilungarmi troppo non riassumerd qui i risultati contenuti in
questo lavoro; il lettore potra vederli sfogliando queste pagine. '

Solo mi piace dichiarare che 1"analisi vettoriale & strumento eccellente
in queste ricerche, giacché permette d’andar diritti allo scopo senza perdersi
in questioni analitiche superflue o complesse e in formule poco o nulla
espressive.

() T. LIIIL, 1929.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 16

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



122 P. Burcarri: Studio sulle varieta a due dimensions

Se di questo resterd persuaso il lettore, riterrdo per cid solo non del tutto
inutile questo lavoro.

Avverto infine che ho voluto premettere alla ricerca in discorso alcune
considerazioni sulle curve in un §,, non gia per dir cose nuove, ché poco
di nuovo ¢’é da dire in questo campo, ma per dirle in modo nuovo, quale
preparazione allo studio delle superficie nell’ indirizzo che qui mi son proposto.

§ 1. Curve.

1. Una curva (¢) in un piano ha una sola curvatura comunque la si
deformi nel piano stesso. Per farla uscire dal piano e farla diventare una
curva dello spazio euclideo S,, occorre darle una seconda curvatura, o come
suol dirsi, una torsione.

Allora un arco finito non & piu piano; ma resta piano, a meno d’infini-
tesimi del terzo ordine, ogni elemento ds dell’arco. Il piano che contiene ds
in P & il piano osculatore in P. La sua normale & (versore) & la binormale,
n=>0 A\ t (¢t versore della tangente) & il versore della normale principale.

Comunque si deformi la (¢) nel S, restano sempre due e due sole curva-
ture. Per farla uscire da S, ed entrare, per cosi dire, in S,, occorre darle
una terza curvatura, ossia una seconda torsione. Allora un arco finito non &
piu contenuto in un §;, ma rimane in un S, ogni elemento ds, a meno d’in-
finitesimi del quart’ ordine.

Sia S,(P) uno spazio euclideo a quattro dimensioni e §;(Q) uno spazio
euclideo a tre dimensioni appartenente a §,.

Per un punto @, di S, passa una sola normale b ad S, (vettore in S,) che
definisce I’ orientazione di S, in §,. L’equazione di §, (in S,) € manifestamente

(1) (Q — Q,)>Xb=0.
Se Q,Q,Q, sono tre punti di questo S, si ha
(Q — Q)Xb=0, (,—Q)Xb=0, (€—Q)Xb=0;
dalle quali (supposte indipendenti) si trae
b =mEQ, — Q,, & — Q,, & — Q)

essendo m un fattore di proporzionalita (*).

(1) Dati tre vettori u,, wuy, w;, in S,, il vettore E(w,usty) & quella funzione lineare e
alternata di w,u,ug tale che soddisfa alla proprieta

u X B(w,uug) = Am(uuugus)
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appartenenti a un S, euclideo 123

Ora sia P un punto del S, esterno al S, considerato. La proiezione di
P — Q sulla normale a §; &

A=(P— QXb=(P—Q)Xb—(Q— Q)XD,
ossia per la (1)
2) d=(P— Qb= (P—@Q)XD.

Questa grandezza & dunque la stessa qualunque sia il punto Q di S,; si
chiamera percio la distanza di P dallo spazio S,.

Consideriamo adesso la curva (¢) luogo dei P(s) del S,. Indicheremo
con ¢ il versore della tangente, e posto

2 P

(3) (fl—s}::%:%, (s & I"arco)
,, che & perpendicolare a ¢, sard detto il versore della prima normale
principale (o senz’altro la prima normale principale).

Sia ora P, un punto della tangente (Pt), P, un punto della normale (Pun,)
e P, un altro punto di (¢), tutti molto vicini a P. Lo spazio S, definito da
questi quattro punti & rappresentato da

n

(Q—P)XEWP,— P, P,— P, P,—P)=0.
Ma P, — P=¢t, P, — P=c¢,n,, e quindi per la linearita di E viene

(@ — P)XE(#, n, P,— P)=0. .
D’ altra parte

2 3
P, = P(s + h) = P(s) + hP'(s) + % P(s) +- :T P"(s) + ...
ossia
h2 ks I
P,—P=nht +»2—Pni+ﬁP (8) + 3

percid a meno d’infinitesimi del quart’ordine risulta

(4) (Q — Py E(t, n, P"y=0.

qualunque sia il vettore %, ove il secondo membro indica il volume del parallelepipedo te-
tradimensionale i cui spigoli sono definiti in grandezza e direzione da w, w15, (2 meno
del segno che cambia secondo 1'ordine dei vettori). Si ha

wy X E @ uaug) =0, uy X E(wag15) =0, w3 >X<XE(u ugng) =0

epperd E(w uyuz) & perpendicolare ai tre vettori da eui dipende. Risulta inoltre che & zero
quando due dei vettori sono uguali o proporzionali. Nel S;, E(w, ;) coincide con w,, u,.
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124 P. Burearri: Studio sulle varieta a due dimensiont

B I’equazione del S, che diremo osculatore alla curva in P. Se b e il versore
di E, b sard detta la binormale.
Sia poi m, (in S,) perpendicolare a ¢, n, e b, in guisa che si abbia

Am(t, n,, n,. b)=+1;
sara detta la seconda normale principale. Ne segue

&) , E(t, n,, n,)=0b.

Dalla (3) si deduce
w1\ ldn,
r _Qy"+p%’

1 dn
;E (t, n,, _c_l?‘)’

e siccome questo E deve avere per versore b (4), dovra essere necessaria-

percio segue

E(t, n,, P")y=

mente
, dn, 1 1
(3) Ts-———;t"—i')'z.

Il primo coefficiente risulta dal fatto che é

dn, a1
KX&—- — ')Q‘XES———E.
ab .
Il vettore s © perpendicolare a b, ¢t e n,, perché
db db dt db dn,
d—s><b_0, Ext_ - @xb-_o, Ex"l_—mbx s =0-
per conseguenza Sari
" db _ 1
(3 ) —LTS— = :C; n,.
Infine dalle (4'), per la linearitd di E, si deduce
dt an, dn,  db
E(cTs’ n,, 1;2>+E(1, s’ 112>+ E(t, n,, E}_—(E’

ossia per le formule precedenti

a 1
E(t, n,, %):? n,.
2
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appartenente a un S, euclideo 125

Ma essendo

dn dn dn dn 1
=0 Xm0, G ==
ne risulta necessariamente
111 d"g 1
(3") ds —?‘10‘—1—2b,

giacché deve essere E(f, »,, b)=m,.

Le (3), (3), (3", (3") sono le note formule di Frenet, dedotte qui con
considerazioni di Lalattere geometrico.

L’interpretazione dei coefficienti 1/p, 1/t,, 1/t, quali curvature si fa al
modo solito. Indicando con 6, y, a, B rispettivamente gli angoli che fanno le
due tangenti infinitamente vicine in P e P+ dP, le due binormali, le due
prime normali principali e le seconde normali, si trova

dd_ 1 dy 1 da_q/1 1 /1 1
ds™ g’ ds 1, ds F 7 ]/ )
Infine con l'uso delle formule precedenti si trova facilmente
1 1y 1
"o = - .
P = pzt—i—(p)n‘—i—m‘ n,;

eppero, se P, & un punto di (¢) vicinissimo a P, si deduce

- (1\ h®
(P‘_P)X’l‘:(;)ﬁ_'—"-

1 A
(P‘—‘P)Xngzp—r‘g—i—...

le quali mostrano che le distanze di P, dagii spazi S, e S, normali a 2,
e n, sono infinitesimi del terzo ordine (mentre, come abbiamo visto, la di-
stanza dello spazio osculatore S, & del quarto ordine).

I ragionamenti si potrebbero seguitare passando da S, a un S,; ma qui
non ci occorrono.

Cido che risulta dall’esame fatto si &€ che una curva piana (¢) in uno
spazio S, si pud far passare con successive deformazioni, come se fosse un
filo sui generis flessibile e inestendibile, nello spazio S,, poi nel §, e cosi
via, aggiungendo ogni volta una nuova curvatura. Questo non & pil vero per
le superficie, come si vedra nel paragrafo seguente.
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126 P. Burcarri: Studio sulle varieta a due dimensioni

§ 2. Superficie.

2. Passiamo ora alle superficie. E dapprima sia (£) una superficie luogo
dei punti P immersa in un S, euclideo. Su di essa sia tracciata una doppia
famiglia di linee ortogonali.

In una certa regione di (2), alla quale si riferiscono i nostri ragiona-
menti, riterremo che s, e s, siano gli archi di coteste curve, epperd s, e s,
saranno.le coordinate curvilinee di P (ossia P(s,, S,)). Porremo per comodo

*pP " P , O*P
- =P, M=P127 Xl

2

"
= P,,".

I vettori «, e «, sono unitari. Lo spostamento dP sulla superficie, che
fa passare dal punto P al punto P+ dP, & dato da

dP_ d.s +°Pds =a,ds, + a,ds,.

Ammettiamo che in ogni punto della regione considerata ci sia una normale
unica e determinata 2 =«, A @,. La curvatura della () in P & definita dai
due raggi di curvatura », e »,, coi quali si esprimono la curvatura media e
la curvatura gaussiana. '

Sia Q un punto di () vicino a P; la grandezza (@ — P)>X n misura la
distanza di @ dal piano tangente in P. Posto Q= P(s, 4+ /,, s, -+ h,), si ha

5) Q= Pls,, )+ P'h, + PRy + — (h?P“"+2th,;'4 ReP,)") + ...

da cui risulta che la distanza sudetta & infinitesima del second’ ordine ri-
spetto a h, e I,.

Se il sistema ortogonale sopra cousiderato & quello delle linee di curva-
tura, sussistono le seguenti formule che fanno riscontro a quelle di FRENET
per le curve:

da,  _da,_ 1 1 de, a1
dP T, T g, ap T, T,
da,  da, 1 da,  du 1 1
(6) ~W"1 331 e ‘(h, dP 852 (]—2"‘_1:”
dan __a_n _a dn n_«
apt 3, »,’ ar* T3, 1,
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appartenenti a un S, euclideo 127

Le quantita »,, »,, g,, g, (raggi di curvatura tangenziale) soddisfano ad equa-
zioni che, sotto altra forma dell’ ordinaria, sono quelle di Copazzi e di GAUSS (*).

Ora pensiamo che 1’S, appartenga a un S,. Si pud deformare la (Z) dan-
dole nuove curvature, in guisa da farla passare in S,, come s’é& gii fatto
per le curve?

Due elementi contigui dX e d,X della superficie, i quali appartengono
allo stesso §,, dovrebbero dopo cotesta deformazione appartenere a due S,
diversamente orientati, ma di pochissimo, a meno d’infinitesimi del terzo
ordine almeno. Orbene, supponiamo che la (Z) appartenga effettivamente al S, ,
e il dP abbia ancora 1’espressione sopra scritta. Siano poi, in §,, n, e n,
due versori normali fra di loro e ad @, e «a,; ciod normali al piano tangente,
I vettori P,”, P,,”, P,,” si esprimono linearmente mediante la quaterna @,, «,,

n,, n,; ed essendo
P X}Xa, =0, Pjy">Xa,=0 GJj=12)

come risulta derivando le relazioni «}=«}=1, «, > a,=0, si ha precisa-
mente
P,)"=In,+mn,, P, =pn qn,, P, =fn,+gn,.

Ora consideriamo lo spazio S, definito dal piano tangente in' I e da un
punto Q di (Z) vicinissimo a P. Sia n il vettore normale a S;, che definisce
percio 1 orientazione di S, in §,. La distanza di Q da S, ¢ (@ — P)Xn,
ossia, per i precedenti sviluppi,

1,
5 (P 4 2R Py - BP") X -

che ¢& della forma
h(ae, XK 20) 4+ Ry XX a0) + ...

ove h e k sono del secondo ordine rispetto a h, e k,. Affinché questa di-
stanza fosse del terzo ordine per ogni Q vicinissimo a P, occorrerebbe che

risultasse
n,Xn=0, n,Xn=0

insieme a a,>}Xn =0, a,>Xn=0; cosa assurda. Non esiste dunque un S,
osculatore in P a (). La distanza dei punti @ da P non pud essere del
secondo ordine; e questo compete a tutti gli S, che contengono il piano

(!) P. BurGcATTI, Analisi vettoriale generale, Vol. 11; Geomelria differenziale, Parte I,
pag. 51.
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128 P. Burearri: Studio sulle varieta a due dimensioni

tangente. Esisterebbe nel caso che i vettori P,”, P,,"”, I’,,” fossero paralleli.

Noi tralasciamo questo caso.
Queste conclusioni rispondono negativamente alla domanda posta in prin-

cipio, quando si rimanga nel caso generale.

3. Ora considerando una superficie generica nel S,, che indicheremo
con (2, ), passiamo ad esaminare le sue curvature. Sia 2,(P) un versore
normale al piano tangente in P e variabile con continuitda da punto a punto
della superficie. Il vettore dn,, che definisce a meno d’ infinitesimi del se-
condo ordine I'incremento di 7, nel passaggio da P a P+ dP, non sara in
massima diretto parallelamente al piano tangeunte. Invece il vettore

(dn, X a)r + (dn, X a,)a,

é tangenziale. Si chiama il differenziale superficiale di n,, giacché gode
di proprieta analoghe a quelle dell’ordinario differenziale (*). Lo indicheremo
con dn,. Essendo »}=1, viene appunto », X d,n, = 0. L’ omografia

_dn,

G=4p

tale che sia
a,n

1 J—
Jp' dAP=dm,

o (dP)=
si chiama la derivata superficiale di n,. Si ha manifestamente a,n, = 0.
Dippiu, da ;=1 si trae anche

grad, (1, >Xn,)=0,

ossia sviluppando (2)
dym,

KdP

n,=Kon, =0.

Si noti inoltre che o,@, e o,w, sono vettori tangenziali; perché posto

«, = hdP, «a,=Fk3P,

si ha
o, =ho dP=hdmn, oa,=Fkr3n.

Considerando poi un secondo versore normale n, e perpendicolare a n,,

(Y) BoaaG1o, Geometria differenziale, Parte II.
(?) Per il gradiente superficiale vale la formula analoga a quella del gradiente ordinario:

d:u dsn
iP uw+ K aP

grad; (v X #) =K
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appartenenti @ un S, euclideo 129

introdurremo anche 1’ omografia
__dm,
g, =— aP .

Avremo come sopra
o,m, =0, Ko,n, =0,

€ G/, G,7, son vettori tangenziali.

Dalla relazione n, X n, =0 si deduce

b

gradg ('n,‘ > "2) — I{.CS“I2 -+ Kczo:‘ —0:
e da questa, moltiplicando scalarmente per n, e n,, si oftiene
n, Xon, =0, n,>xon,=0.

Ne consegue che tanto ¢,22, e g,n,, quanto Ko,n, e Ko,n,, se non sono nullj,
sono vettori tangenziali. Ma vedremo presto che son nulli.
Siano ora dP e 3P due spostamenti. Da

n,XdP=0, n,X3%P=0
si deduce con manifesto significato dei simboli
S, X dP +n, X8 AdP=0, dm >X°P +n X d3IP=0,
e quindi per sottrazione

Sm, X dP=0, dm,>}3P=0, (d 2P =23,dP)
ossja
6,8P)>X} dP — o,(dP)>X 3P =0,
od anche
(Ko, —0,)dP>X8P=0
per qualunque coppia dP, 8P, Ma per le cose dette essendo (Ko, —o,)dP
tangenziale, ne viene di necessita Ko, —=o,. Con ragionamento analogo .si
deduce Ko, =o0,. In conclusione: le omografie s, e o, sono dilatazioni.
Ne segue dalle cose dette che ogni vellore si trasforma per mezzo
delle o, e a, in vettore tangenziale. Infatti posto
n = la, + ma, + pn, + qn,
viene
gn=Ilo,@, + mo,a, 4+ qo,n,
6,0 = lo,u, 4 mo,a, + po,n ,
che sono somme di vettori tangenziali. Si deduce ancora
o, X a, =0,a, Xn,=0
g, X @, =g, X n, =0,
percido o,n, =0. Analogamente o,n, == 0.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo IX. 17
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130 P. Burcarri: Studio sulle varieta o due dimensioni

Possiamo dunque considerare o, e o, come omografie piane operanti sui
vettori nel piano tangente in P.

4. Siano ¢,,, ¢,, le direzioni unite di ¢,, e ¢,,, ¢,, quelle di o,. Si avra
per definizione

c .
. — — 21

61(/11 - g ? c2021 - r
m 12

@ . .
) Y22

0,6y, = > 02Cq5 =

12 22

Consideriamo le due normali n, e n, +dn, in P e P+ dP. Se s incon-
trano in un punto @ dev’essere
Q=P —rn, =(P+dP)— r(n, + dn,),

ossia
dP=rdn,.

Ma dn, non é tangenziale come dP. Affinché questa uguaglianza potesse
stare, bisognerebbe sostituire dyn, a dn,, ossia n, -+ dm, alla normale
n, +dn,. Cié facendo si verrebbe a commettere un errore d’infinitesimi
del secondo ordine. Infatti si ha

n,+dm)Xn, +dn)=14+dmn Xdn,
essendo n, X dn, =0, n, XX dn,=0. Si pudé dunque concludere che a meno
d’ infinitesimi del secondo ordine si ha la relazione

dP = rdmn,
e quindi

6,(dP) = ; apP;

la quale da il significato di »,, e #»,,, che si possono chiamare i raggi di
curvatura di (Z) relativi alla normale m,. Cosi dicasi relativamente alla n, .
Riguardo agli invarianti di o, e o, si ha per cose note

1 1 1 1
(8) 1161:— —:M“ Ile:—-———l—a—'_—]w2
7.M 7'12 7‘21 722
che si possono chiamare rispettivamente le curvature medie relative alle
direzioni normali n, e n,; e inoltre

, 1 1
(89 Lo,=—=K,, ILgo,= =K,

? 117 12 7‘217.22

che si possono chiamare le curvature totali relative alle normali n, e n,.
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B. Consideriamo adesso altre due direzioni normali e perpendicolari fra
loro:
n; =n, cos  + n, sen 6

n/ =—mn, senb 4 n, cos 6.
dn; amn;/ , .
Posto iﬁ: Oy, —:71—;-: o/, risulfa manifestamente (%)
k3 ! —
g;=cosb.0, +senb.o,, o/ =—senb.o, + cosb.q,,

e quindi, per quanto riguarda le curvature medie,

M;=cosb-M, +senb-M,, M/ = —senb.M, + cos0-M,.

Si deduce subito
(9) 1”(2 -+- M.‘,’2=M3 - M;;

il che vuol dire che M]+ M} é indipendente dalla coppia ortogonale n,
e n, di normali che si scelgono.
Dalle stesse relazioni si deduce

6 =02 =0l +ol;
e per conseguenza anche
2 2 ol 2 2
I(o; + oy, ossia I} -+ Iq},
¢ indipendente dalla coppia di normali. Ora o} e o) hanno le stesse direzioni
unite di o, e g,, e risulta precisamente

62 = —; 02 H — l ece
16“ 1,26“) 1(/12'— 7,.20‘2 are C. ..
1 12
per conseguenza si ha

i1 12
1‘03::7—‘1—2+:(2=M; + 2K,
Dunque Ia quantita ! "
(10) M3} + M2+ 2K, + K,)

(!) Qui si deriva come se 0 fosse costante, il che si pud fare. Invero sussiste la for-
mula generale
ds(mv) dsv

P —Map + H(grad; ne, vy),

ove ws indica la componente tangenziale di v. Nel caso presente v andrebbe sostituito
con 1y e Ny le cui componenti tangenziali son nulle,
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¢ indipendente dalla coppia di normali. Percido valendo tale indipendenza
per M} -+ M, vale anche per K, + K,. Si conclude pertanto: le grandezze
M!+M; e K,+ K, non dipendono dalla coppia (ortogonale) di norwmali
alle superficie. Percid a queste grandezze daremo il nome di curvaiure
prropiie, la prima (oppure == VM -- M3) pud dirsi media, la seconda gaussiana.

6. Cerchiamo la direzione normale m; per la quale
M;=-cos0:-M, + senb-M,
¢ massima o minima. Dovra soddisfare alla condizione

—sen .M, + cosb. M, =0;
percio & definita da
M, M,

cosf=—=—_ - .
VM- MY VME + M2

sen O =

Ad essa corrisponde la curvatnra media
M;==%=VM;+ M.

Alla direzione ortogonale w; corrisponde la curvatura media nulla. Si con-
clude pertanto:

Esiste una normale n a cui corrisponde la curvatura media propria;
alla normale W' ortogonale ad n corrisponde la curvatura media nulla.

Queste due normali 22 e 2’ sono percid privilegiate, e converra in mas-
sima nello studio della superficie riferirsi a queste. Sard detta la coppia
delle normali principali.

Indicheremo con o e o le omografie corrispondenti; con ¢, e ¢,, ¢, e ¢,
rispettivamente le loro direzioni unite; R, e R,, R, e R, i raggi di cur-
vatura. Si avra

__01 ro 1 61
Gcl——E7 ge, :_R_/
1 1
(1 ) o
7 2
0'02:;{'2—, 003 :R—,.
2 2
Allora
1 1
(12 M=_ 4=
: E " E,

& la curvatura media propria, e dovra risultare

11
1o
rR' TRy
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1 1 .
Se fosse R_’:O’ R—,:O, la ¢ sarebbe nulla, perché applicata a qua-
i 2
lunque vettore tangenziale o non tangenziale darebbe zero. Dobbiamo dunque
ammettere che sia

1 1
=— -—=0.
R‘I R2/ :':
Posto R'=— R, =R/, la curvatura propria gaussiana acquista la forma
1 1\
13 K= —+——% — .
(3 7E ()
In base a cid dobbiamo scrivere
I R Y
(14) G,c4 ——}—a;, 0'0? —?E“
Poniamo :
¢/ =cosy-c, +seny-¢,, ¢’ =-—seny-¢,+C0SY-C,; .
risulta sostituendo
cos sen
cosy-d'e, +seny.dc, = Te Te

R' 1 Rl 2
sen Cco8
RIY ¢, — R/Y Gy,

— seny-a'c, + cosy-ad'c, =

da cui si ricava

de, = 11_2’ (cos 2y-¢, + sen 2y-¢,)
(15) .
de, = Vi (sen 2y-¢, — cos 27-¢,).
Ne segue ‘
’ ' ' 1
de, X d'c,=0, (d¢,)P=(d¢c,)} = B

Si vede allora che la o {¢rasforma ogni coppia di vetiori tangensziali
ortogonali in wun’ altra coppia di vettori tangenziali ortogonali. Infatti,
presi i due vettori

a=cosa-¢, +sena-c,, b= —sena-c, + CoSa-C,,
e fatta la moltiplicazione scalare dei due vettori
¢'@=cos a-d’c, +sena-d'¢,, o'b=—sena-d'¢c,+ cosa-de,,
si trova in virtu delle precedenti .

da > db =0,
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Si deduce inoltre
1

(af = =3

1 '
ﬁa (Gb)z =

percid la o trasforma tutti i versori in vettori di modulo uguale al valore
assoluto di 1/R'.

7. Posto dP>=Q P, consideriamo nel piano tangente le coniche

dQ—P)X<(Q—P)=1
(@ - P)X(@—P)=1,

che sono le coniche indicatrici di ¢ e o'. I loro assi sono rispettivamente
lungo le direzioni unite di ¢ e o'. Riferendosi a questi poniamo

Q P=uwxe,+ye,, @—P=oxec/'+ ¢, .
Coteste equazioni diventano

2 2
(16) 2 Y=

2 g2 I.
gRi‘r=L @ -y=E

La prima indicatrice pud essere una ellisse o una iperbole: la seconda
indicatrice & una iperbole equilatera. Per esprimere questo fatto diremo che
i punti di una generica superficie in S, sono equiperbolici. Ma si distinguono
in due categorie: superficie, o regioni di superficie, a punti equiperbolici-
iperbolici, e superficie a punti equiperbolici-ellittici.

Se due direzioni tangenziali dP e &P soddisfano in P alla condizione
10 o(dP)yX>X e8P =0
si diranno coniugate relativamente ad wn; se soddisfano all’ altra condizione
(17) J(dP)>X3P=0

si diranno coniugate relativamente ad m'. Considerate come equazioni dif-

ferenziali, definiscono su () la doppia famiglia di curve coniugate relativa-
mente ad n o ad 2 ().

Una direzione dP sard autoconiugata relativamenle ad m o ad n' se
soddisfa a una delle condizioni

(18) s(dP) > dP =0, o(dP)> dP =0,

(1) 11 sistema di curve le cui tangenti in ogni punto sono e, e ¢y, oppure ¢, e ¢,
sono ad un tempo ortogonali e coniugate relativamente ad n, o ad ».
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Considerate come equazioni differenziali definiscono le cuirve aufoconiugate
relativamente a n 0 a n'.

Per le cose dette di sopra si vede che le prime esistono per le sole su-
perficie a punti equiperbolici-iperbolici, le seconde esistono sempre, e formano
una doppia famiglia che in ogni punto sone tangenti agli asintoti della iper-
bole equilatera indicatrice.

8. Quest’ ultime curve godono di una proprietd importante e caratteristica.

Osserviamo che (Q — P)> mn' rappresenta la distanza del punto @
di (Z,,,) vicinissimo a P dallo spazio S, (¢,, ¢,, n), la cui orientazione &
definita precisamente dalla normale «’. Si ha per gli sviluppi fatti in prin-
cipio (n.° 2)

(@— P)X 0/ == (P, + 2k, 1, P," + P, ) X 0 + ....

1
35
Vediamo se questo trinomio pud essere nullo per qualche direzione

h_2 = tang a. Porremo dunque
1

(P,,” +2P," tang o + P,," tang® a) X n' = 0.

Supporremo la (&, ,) riferita alle linee che in ogni punto sono tangenti
a ¢, e ¢,. Abbiamo

P“"><n——ai><n’ de c><n__~—Kd WX,

s dP
ma essendo
, an’ de, ,
grad, (n Xc,):Kﬁc,—f—Kﬁn =0,
risulta
d( l ’ ’ ’
K 1WX=—de X,

Cosi dicasi per gli altri prodotti scalari; cosicché tenendo conto delle (15)
si deduce
cos 2y
A

sen 2y

" / " ' cos?
P, "Xn'=— P Xn = — B R;Y-

.P22H I

Sostituendo nella precedente equazione, si trova

cos 2y + 2 sen 2y - tang o + cos 2y-tang® @« =0,
ossia
cos? & cos 2y + 2 sen a cos & sen 2y — sen® a cos 2y =0,

equivalente a
cos (2a — 2y)=0.
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Deduciamo dungne
T

oz:y+4

Queste direzioni sono quelle appunto degli asintoti della iperbole equilatera
indicatrice. Si conclude pertanto: lungo le curve autoconiugate relativamente
a n' lo spazio S, (¢,, ¢,, n) & osculatore a meno d infinitesimi del terzo
ordine. Per questa ragione coteste curve si potranno chiamare le asintotiche
di (Z,,,). Esistono sempre e formano un sistema ortogonale.

Un calcolo identico si pud ripetere per determinare quelle direzioni
tang « rispetto alle quali & osculatore lo spazio S, (¢,, ¢,, »). Si trova subito

" 1
P, ><fn=-——cc{><c‘:—§
1

" 1
P, ><n.=—c('2><(;2:.__R_
2

P, " Xn=0,

e percio !’ equazione del secondo grado in tang « scritta di sopra (cambiato n’
in n), diventa

}—12—‘ -+ 11?2 tang? « = 0.

Queste direzioni, quando sono reali, sono quelle degli asintoti della iper-

bole indicatrice, ossia le direzioni autoconiugate relativamente ad n. Pertanto
si conclude: nelle regioni a punti equiperbolici-iperbolici, lungo le curve
autoconiugate relativamente a n lo spazio S, (c,, ¢,, W) é osculatore.
. Anche a queste curve compete percid il nome di asinfotiche. Ma occorre
distinguerle dalle precedenti; epperd le prime si potranno chiamare asinfo-
tiche proprie, le seconde asintotiche improprie, volendo intendere con
I’ aggettivo improprie che possono essere reali o immaginarie.

9. Consideriamo le asintotiche proprie. Dal primo teorema del numero
precedente segne che »’ in P & la binormale a coteste asintotiche uscenti
da P. percido in virtu della (3") si ha

an’ _ n,
—_ =,
ds T,
essendo T, la seconda torsione e s I’arco. Ponendo d—:t, viene
s
dan’ n N
—_2 ] 4 2
=—, Ossla ol=—".
apP T, ’ T,
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Poiché I’angolo che ¢ fa con la direzione ¢, & stato trovato al n.” 7

T . .
essere y +Z’ possiamo scrivere

T T
t =cos (y -+ Z)c, - sen (Y + 71) Cy5

da cui ricaviamo, in virta delle (15),

T
cos (Y -+ 71)

o't = T (cos2y-¢, +sen 2y-¢,)
T
sen (y + 1)
~ o (sen 2y-¢, — cos 2y-¢,)

L . A 4 b1
74 COB(Y—Z ¢, sen|y — 4>02 .

AU ) 1\2

Dunque i/ quadrato della seconda torsione delle asintotiche proprie uguaglia
la curvatura totale relativa ad 3/, & un teorema simile a quello di ENNEPER
per le superficie ordinarie di un §,.

Parecchi altri teoremi si possono dedurre con facilita dalle formule e
considerazioni stabiliti nei numeri precedenti; ma qui non ne diremo altro.

Dopo cio si ottiene

10. Resta a vedere se esistono direzioni coniugate tanto relativamente
ad n quanto ad 2. Bisognerh che dP e P soddisfino alle due condizioni

o(dP)> 3P =0, o(dP)>5P=0;

il che richiede che sia
o(dP)= h-c'(dP).
Poniamo
dP = cos g-¢, + sen g-¢,,

ed usiamo le (11) e le (15); otteniamo

Ccos ¢ sen ¢
B ¢, + ¢, —
R, VOR,

2 2 2 0s 2
= ems e (07T 0,4 2020 ) - son o0, — 5 )

Annoli di Matematica. Serie IV, Tomo IX. ’ 18
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percid la precedente condizione si scinde nelle seguenti:

CoS ¢ __ 4 COS 2y —p)  seng 5, Sen 2y — o)
R‘ - R ’ R, = V7 .

Eliminando %, risulta
o tang g = tang (2y — ),
2
che determina ¢; dopo di che si pud calcolare h.
Quest’ equazione & del secondo grado in tang ¢. Se R, e R, sono d’ugual
segno, il discriminante & positivo; se sono di segno opposto, per la realita
delle radici si richiede che sia

(1 — p)* = 4p tang*® 2y (p = — %‘)
2

Si conclude pertanto: nelle regioni a punti equiperbolici-ellittici esiste
una doppia [amiglia di curve coniugate tanto rispetlo a n quanto a W ;
pud non esistere nei punti equiperbolici-iperbolici. Si diranno le curwve bico-
niugate.

Per le ordinarie superficie di un S, accade che i piani tangenti in P
e P4 dP ¢ intersecano lungo una retta, che & la direzione coniugata alla
direzione di dP. Questo non accade per le superficie (Z,,,) in S,, perché in
un S, due piani non s’ intersecano necessariamente lungo tutta una retta.

Consideriamo il piano tangente in P alla (Z, ,), Essa & rappresentato dalle
due equazioni

(@—P)Xn=0, (Qq— P)Xxn"=0,
essendo @ i punti del piano; giacché esse rappresentano rispettivamente gli
spazi S, definiti dalle terne (¢,, ¢,, ') e (¢,, ¢,, ). Analogamente le due

equazioni
(Q—P+dP)X (n—~+odP)=0

(Q— P—dP)X (n +o(dP)=0

rappresentano il piano tangente in P+ dP. Combinando queste con le pre-
cedenti risulta, a meno d’infinitesimi del secondo ordine,

(Q— P)XodP)=0, (@— P)Xd(dP)=0.

Di qui, e dalle considerazioni precedenti, si deduce che solo nel caso in
cui AP sia una delle direzioni biconiugate ¢ due piani s’ intersecano lungo
una retta, che é U altra direzione biconiugata a quella.

Questa & una proprieta caratteristica delle curve biconiugate.
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11. Per il lettore che voglia far raffronti con altri lavori, nei quali &
usato il metodo classico (dico classico in contrapposto al metodo dell’ analisi
vettoriale) aggiungeremo che lo sviluppo in coordinate generali di tutta la
teoria porta manifestamente a formule contenenti i coefficienti e le loro de-
rivate delle tre espressioni quadratiche differenziali

ds* = dPX dP = Edu?® + 2Fdudv + Gdv*
o (dP)>X dP = D,du* + 2Ddudv + D,d»?
o(dP) X dP = D/du* + 2D'dudv + D,'dv?,

in accordo con quanto ha esposto il prof. ToNoLO. Ma il lettore stesso avra
notato dalle cose esposte che I’ uso sistematico di quelle non é opportuno.

Se s'immagina la superficie riferita alle linee principali le cui tangenti
in ogni punto sono ¢, e ¢,; posto

dP = VE¢,du + V Ge,dv,
VE V@

(20) G(dP) = E czdu -+ ?2 02(1?}

viene

. o(dP)= le,?(cos 2v-¢, +sen2y-¢,)du+ \%C,i (sen2y-¢, —cos2y-¢,)dv,

e quindi
as® = Edu® 4 Gdo?
20) o(dP)< dP = L g2 4 & gy
. Rl R2

1 —
d(dP)>XdP = 7 (Ecos2y-du®+2V EGsen2y-dudv — Geos2y-dv?) ().
Vogliamo ora determinare le derivate di ¢,, ¢, e 2 seconde le direzioni
¢, 0 ¢, (ossia rispetto ad » e v) in forma esplicita ed espressiva. Si ha intanto

de, = dse, + (de, X n)n + (de, X n)n’
=d,c, — (¢, X dnm)n — (¢, X< dn")w/,

dalla quale si deduce (%)

1) doy _ e, _ H(K duv z) — H(K dn )

dP~ dP ap ' ap ™
(1) Questa ha il discriminante negativo.
(?) Si noti che &

dn dn dn
(c‘ = gjzdp)” = (K ap ><dp)n =H(Kd—P ¢y, n)dP, ece.
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Similmente risulta
doy G0y _ H(K . n) — H(Kd" e, n)

o1/ aP dpP apP ar
Y dn == H Kd 2
AP =0+ dPn b)
Applicando quest’ultima ai vettori ¢, e ¢, si ottiene per le (11)
I dn —+ pi, —d—n C, = % + gqn',
M PO =P =gt
P . \ 'ic dsci . — d Cy ¢ a sCy "
Osserviamo. ora che AP ‘v up C, = iP €y AP ¢, sono vettori tan-
genziali, e che a causa delle relazioni ! =¢l=1, ¢,><¢,=0 si ha
dc, Cs . dsec,
ipeXa=0 Gpeaxe=0 =T ap e
dse, —
ip @} e=—"0p
ne consegue
dsc’c—ic dscgc—'—lv
apP t"Tg, AP g
dse, 1 dsc, 1

¢y

—5 €, = — ——C
ar ™ g, ar g2
i cui coefficienti g, e g, hanno le espressioni che vedremo poi.
Dopo ci6 dalla prima delle (21) si deduce

de 1 ’ '
d_ﬁ ¢, = 7.0 (oe, > e)n —(d'e, <X ¢)n
i

ossia per le (11) e (13)

d&c —-lo —~~L'u cos?y“,
dP " g, * R, R

Cosl proseguendo si ottiene subito il seguente gruppo di formule:

'\ de lo_in_kgos%(
an SdP 9, ° R, K

gc_,c ~—l¢; _sen?yﬂ,

dP > g, ? yid

de 1 sen 2y

R it ol
(XIT) ot

de, __klcq_l_ +cos2y

AP T T g TR TR
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Le quantita

1 dec, P

T ap“ 2cw°x%
1 de, de
wzdp2xc—dpcx%’

si possono chiamare, per analogia con la teoria delle ordinarie superficie, le
cuirvature tangenziali delle linee principali prese qui come linee coordinate.
La loro esplicita espressione mediante £ e & si calcola subito dalla condizione

or,/, P,/ - =
8?)‘ = 8; , essendo P/'= VK¢, P/ = V{(c,.
Viene
dVE d, VG — ¢,
3 b‘+\'Ea = ou 02+VG%,
da cui
d¢ aVGa d dVE
VE%XO-?:%'M_, VG o= Zv ,
ossia ()
1 _de, | 1 3Va 1 _ de, 1 3VE
ds chX('z VGE du '’ _gi_ﬁc‘xc‘_\/jga v

Infine alle (I) aggiungiamo le seguenti che si ottengono come quelle:

@) an’ dn’
dp =ad'¢, — pn, iP

¢, =0'c, —qn,

ove d¢, e d’¢c, son date dalle (15). Se poi si volessero le derivate delle ¢,
e ¢,’, non ¢'é& che da derivare le relazioni ¢,/=cosy-¢, +seny-¢c,, ecc. e
valersi delle (II) e (III).

12. Naturalmente le (I), (I), (Il) e (IT') devono soddisfare alle condizioni
d’ integrabilita. La condizione
2
dudv  dvow’

(1) Si noti che per un vettore ¢ qualunque si ha

dw 1 w dw 1 aw

aP“ " Y’ AP ygo'
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da le seguenti equazioni:

D 1 9 (cos 2y + 1 9 (sen 2y - g(cos 2y  sen 27)
R, vypou\ R VGov\ R R\ ¢, g,
a4 _ 1 2 (sen 27) 12 (8213) 4 2 (cos 2y + sen 2~(>
R~ VEwu\ R VGov\ R R\ g, 9s
d(VEp) 3(VGq) _sen2y /——(L_ 1
w  w — R VEG R, 132)'

Le due prime forniscono le funzioni p e ¢ finora incognite; la terza é
una equazione del tipo dell’ equazioni di CoDAzzI1.
L’ altra condizione d’integrabilitd relativa ad n da le due equazioni

R’(l 1 R 31
-—psen?y+qcos?y:g—————)+ )

AR TR) T yan\R,
cos 2y 4 g sen 2 ——E/(_l-_}_)_i’i(i>
p Y q Y— gz Rg R‘ '\/Eau R2 .

che sono pure del tipo Copazzi. Le rimanenti due condizioni danno in piu

la sola equazione
o (=le4)-205)
RR, \F] VEG[\ g, u\ g, /|’

che e lequazione di Gauss. Tutte queste sono, in forma piu esplicita ed
espressiva, le stesse equazioni indicate dal prof. ToNOLO nella Memoria citata.
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Sopra una equazione funzionale e la sua applicazione
a un problema di fisica ereditaria.

Memoria di D. GRAFFI (a Bologna).

Sunto. - Viene dimostrata Uesistenza e Uunicita della soluzione di una equazione funzionale
del tipo di VOLTERRA. Di tale risuliato si fa poi una applicazione a una questione
d’induzione magnetica o dielettrica in cui si tiene conto dell ereditarieta.

A questo proposito si pongono alcune considerazioni sui fenomeni ereditari e si di-
mostra in modo completo un teorema di uwicita sulle equazioni dell’ induzione magnetica
o dielettrica in presenza di ereditarietd.

In alcuni studi sui fenomeni ereditari, o meglio sui fenomeni d’induzione
magnetica o dielettrica ho incontrato I’ equazione funzionale:

(1) 1(6) = fLH (£) 4~ a1 (8) + F(, H(T)—E- al(7)).

In questa equazione I(f) & un vettore incognito e H({) un vettore noto
funzione continua della variabile (scalare) £{, « una omografia vettoriale
costante, f(H —+ «I) un vettore funzione continua del vettore H + al,

$
F(t, H(t) + aI(t)) un vettore dipendente da ¢ e dalla funzione continua
0 .

di v, H(t) + aI(t) data nell’intervallo (0, {) cioé un funzionale (0 una fun-
zione di varietd vettoriale secondo la denominazione di una mia nota) (%)
del vettore H(t)+ al (7). '

Per il mio studio era necessario dimostrare almeno I’ esistenza di una
soluzione nell’equazione ora scritta, e questo 1’ho potuto fare in base a un
recente lavoro del prof. TONELLI (), il quale ha dimostrato I’ esistenza e varie
proprieta delle soluzioni dell’ equazione funzionale:

(2) O(x) = [ () + Alx, Dy(y).

(%) -« Rendiconti Accademia dei Lincei », IT sem., 1927, pag. 383.
(®) L. ToneLLI, Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra, « Bulletin of the Cal-
cutta Mathematical Society », vol. XX, 1928.
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(In questa equazione ®(y) era una funzione ordinaria incognita, f(x) la
funzione nota, 4 un simbolo di funzionale).
Per maggiore generalitdh ho considerato 1’ equazione funzionale:

. t
3) I(6) = fBH() + «I(t) + F(t, FH(7) + 2 0)

in cui a, B, «, B’ sono omografie vettoriali costanti e limitate (con & mai
nulla) e gli altri simboli hanno lo stesso significato che per la (1). Estendendo
a questa equazione i metodi del TONELLI sono riuscito a dimostrare 1’ esi-
stenza della soluzione e a studiarne le proprietd. Cid sard 1’argomento della
prima parte di questa nota, mentre nella seconda parte faro le applicazioni
dei risultati ottenuti all’accennato problema di fisica ereditaria. Anzi a questo
proposito esporrd qualche considerazione generale sull’ applicazione dei metodi
ereditari e dimostrerd liberandolo da alcune restrizioni d’indole inatematica
un teorema di unicitd che gid avevo ottenuto in una nota precedente ().

Tornando all’equazione (3) vorrei fare alcune osservazioni. Anzitutto no-
terdo che la (3) generalizza la (2) per doppia ragione. In primo luogo perché
per la presenza della funzione f(BH(f) + aI(f) il legame funzioni incognite e
funzioni note & pit complesso, in secondo luogo perche essendo equazione
vettoriale equivale a un sistema di tre equazioni scalari con tre incognite
(le componenti di I(?)).

Anzi poiché si pud sapporre senza difficoltd che le I(¢) e H(f) siano
vettori in uno spazio a n dimensioni la (3) equivale a un sistema di 7 equa-
zioni scalari con n incognite, e in particolare I’ equazione:

I(¢)=BH() + F(t, Tix)

equivale a un sistema di equazioni del tipo (2). Noterd poi che senza togliere
la generality alla questione supporremo ¢ variabile nell’intervallo (0, 1) e che
supporremo (fino ad avvertenza in contrario) il funzionale definito per ogni ¢
sopra tutti i vettori funzioni continue di t nell’intervallo (0, ¢) e in modulo
minori di un numero positivo a.

Nella nota citata del TONELLI si suppone definito il funzionale per ogni ¢
anche sui vettori funzioni continue di t in qualunque intervallo (t,, T,)
di (0, 1). Siccome nelle applicazioni che fard questi funzionali non risultano,
almeno in modo facile, definibili, ho modificato lievemente il procedimento
del TONELLI, per risolvere 1’equazione (2) in modo da evitare questa difficolta.

(!) « Rendiconti Accademia dei Linecei », IT sem., 1927, pag. 595.
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Ho-poi anche modificato pitt che altro per rapiditd di dimostrazione e per le
applicazioni che avevo in vista le ipotesi del ToNELLI sul funzionale, sosti-
tuendole perd con altre in esse contenute.

& ook

1. Prima di risolvere la (3) esponiamo le ipotesi fondamentali.
Ammettiamo anzitutto che 1’ equazione:

4 I=[QH +al)

abbia una soluzione per ogni vettore H e questa soluzione che indicheremo
con p(BH) sia unica e continua rispetto a qualsiasi vettore BH (') e percio
se H dipende in wmodo continuo da ¢, sia continua anche rispetto a ¢ (*).
Riguardo al funzionale supporremo che soddisfi alle seguenti condizioni
che verranno indicate con (C,), (C,), (C,) ().
1°) Esiste un numero M tale che per ogni ¢ di (0, 1) e per ogni vet-
tore (1) continuo in (0, ¢) e in modulo minore di a sia:

(©,) | F(t, yim) | < M.

2°) Ad ogni e >0 corrisponda nn p >0 tale che per ogni vettore
continuo in (0, ¢,), in modulo minore di @ e per ogni ({,, —{,)<p con
O<t, <1,<1) sia:

(Cy) I F(tw !/f,’(f)) - F(tg ’ ?/5‘(‘5)) l =<E.

3°) Preso un qualunque e >0 & possibile trovare in corrispondenza
di ¢ un numero ¢ tale che per ogni ¢ di (0, 1) e per ogni |y, (7)|<a,

(*) Con cid §’intende che esista per ogni w la soluzione dell’ equazione I—= f(u+oal)e
che tale soluzione sia continua rispetto a w.
(?) Nel caso particolare fEH (f) + ol (£)) =BH (f) + «I(f) si ha per la (4)

1(5) = BH () + =1 (¥).
Ossia:

(L —«)L(t) =BH()
allora se (1 —a) non & degenere si pud scrivere:

1{t) = (1 —«)—*BH(?)

ciod esiste la soluzione della (4) ed & continna rispetto a pH.
(3) Notiamo che le lettere in grassetto significano come & d’uso vettore e che un vet-
tore posto fra due linee verticali significherd sempre il modulo del vettore stesso.
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146 D. GraFr1i: Sopra una equazione funzionale

ly,(t)| < @ continui in (0, ¢) con | y,(t) — y,(t) | < o sempre in O, ¢ sia:
(Cy) | B¢, y,4(0) — Ft, yh(0) [<<e ().

In seguito avremo da considerare spesso il funzionale F(¢ — h, y4i (1))
essendo /& una quantith positiva indipendente da ¢ e da y(t). Il funzionale

risulta definito per ¢ > k. Supporremo che per ¢ << h sia questo funzionale
nullo, Comunque per esso vale sempre la (C,) qualunque sia k. Essa vale

(#) Il TorELLI nella sua nota fa tre ipotesi equivalenti alle seguenti e che contengono

quelle gia fatte.
1°) Esiste un numero M, tale che per ogni ¢ di (0, 1) e per ogni intervallo (t,, 1,)
di (0, 1) e per ogni y(t) continua in (t;, ;) e in modulo minore di a sia:

(€Y [ E( y22() | = My(zy — 7o)

(Ricordiamo che nella nota del TonNELLI & definito il funzionale esteso all’intervallo t,, T5).
2°) Esiste un numero M, tale che per ogni ¢ di (0, 1) per ogni terna (ty, t,, T5)
(0=<1,=<<1,=<13) e per ogni y(t) continua in (z,, 15) sia

(C) LE (@ y2 () — F(f y72(7)) | < Ma(ts — 1)
3% Ad ogni ¢ >0 si pud fare corrispondere un p >0 in modo che se 8 0=<¢, <<{,<<1
ety —t, <p e se yy(r), Ys(t) sono due vettori continui inferiori in modulo ad @ in 1,. T, e
tali che sempre in (t4, 13) sia |y,(t) — ()| <p essendo (t,, Tp) un qualunque intervallo
di (0, 1) risulti:
(Cs) | By, i 20) — Fita, 970)) | S (s — 7).
Le condizioni (C,) e (C3) da me poste sono un ovvia conseguenza delle (C,") e (Cy') qui

scritte. Basta infaiti per avere la mia (C,) pone in questa (C,/) 1, =0, 13 =1 e la (C;) po-
nendo in (Cg'), &, =#, =%, 7, =0, 1, =1£ e ricordare che { & sempre minore di 1.

Quanto alla mia (C,) si deve notare che preso un numero ;> 0 ad arbitrio & possibile
trovare un 3 tale che per ogni t;—t1<b’ e per ogni y(r) continua e minore di e in
modulo per (0 =<St=<4¢,) sia:

€
| F(ts, ’_1/3’(1)) — F(ty, yf)’ (=) |S§

Cid & una conseguenza della (Cy') prendendo &' =ﬁ. Si ha poi dalla (Cy’) per ogni
2
t, — t, < ?"" convenientemente scelto e per ogni y(t) continua in (0, £,)
€

| Bty v () —Flty, vh () | S gt =<5

Allora detto p il numero inferiore fra &, & si ha per ogni (f,, #;) di (0, 1) tali che ¢, —¢, <p
e per ogni | 4(x) | in modulo minore di a

| Bty y5(5) — Flty, Y6O) | | Fltos y50) — Flty, v8() |+
+ | F(tys v5@) —F(y, vh) | <e c. d. d.
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ovviamente per ¢, >h e per ¢, <<k nel primo caso perché il funzionale
coincide con quello gia considerato, nel secondo caso poiché il valore di
tale funzionale si deve considerare nullo sia per £, che per ¢,. Invece per
t, <h <t, si ha che (ricordando la (C,):
(5) | F(t,—h, o) — F@, — Pk, yh)|=

= l F(tz - h; yf)'—h('t)) l = M(tz - h) = M(tz - ta)

percio la (C,) ¢ soddisfatta per il funzionale F(¢ — h, ¥4 (1)), purché preso
e >0 ad arbitrio si abbia cura di prendere il corrispondente p minore

anche di 1%, perché in questo modo, come mostra la (b), si soddisfa alla (C,)

anche per F(t — h, yi=7x).

Passiamo ora ad enunciare una proprietad delle omografie vettoriali di
cui dovremo far uso. Questa proprietd consiste nell’esistenza di due nu-
meri K, K' positivi o al pitt nulli tali che essendo 7 un vettore qualsiasi (*):

|| << K| |t | << K" |w].
Il numero K’ deve perd essere diverso da zero per I’ ipotesi fatta su o'
Supponiamo infine che sia:
(5 bis) K'|oBH(©0) |+ |BH(©O) | <a.

Allora ci sara possibile dimostrare che esiste un intervallo (0, /) in cui
I’equazione (3) ammette soluzione.

2. A questo scopo si costruiscano le funzioni /,(!) (n intere e positivo,

tali che siano soluzioni dell’ equazione):

P

(6) I()=[(BH() + aL,(t) + F(t — %, p'H(T) —(F oc’I,,(T))

(!) Proviamo cid per ar. Si ha infatti con le solite notazioni vettoriali:

aw? = ot >< o = Kaaw D< w.

Ricordando che la Kxx & dilatazione, indicando con 4, B. C le sue componenti prin-
cipali, e con e,, My, U3 le componenti di u sugli assi di Kax e si ha

(x)? = Au,? -+ Bug? + Cug® << A|u®+ |B u® + | C uy’.
Ponendo K? ugnale al maggiore fra gli [4]|, |B|, C], si ha
(xu)® << K 2u?

da cui:
e | <K|u| c. d. d.
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intendendo, come si & detto, nullo il funzionale in cui 1’estremo superiore

| S . - 1 . . .
t—% risulta negativo (cme per t<%). E facile trovare una soluzione

della (6) nell’intervallo (O, 7—1) In questo caso il funzionale & nullo e si ha:
(M ' L.(¢) = 9(BH(?)).
. 1 . .
Per trovare la soluzione per t>}{ occorre anzitutto dimostrare che le

f'H(t) + &' I,(t) per tutto I'intervallo O, t—q—ll si mantengono in modulo mi-

nori di a, altrimenti i funzionali che compaiono nelle nostre equazioni non
sarebbero definiti. Proveremo ora che sara possibile trovare un intervallo (0, /)
tale che per ogni ¢ di (0, /) siano le |FH(@() |+ |a'I,(t)| <a (*) e quindi a
maggior ragione sia | H(t) + «'I,(t) | < @, il che assicura la possibilita di
risolvere la (6) almeno per ¢ in (O, I).

Per fare questa scelta di ! osserviamo che essendo per ipotesi:

K'| 9GH(0) |+ |FHO)| < a

la differenza fra a e K'|@(BH(0)) |+ | H(0)| sard positiva e verra indicata
con 23. Allora poiché @(BH(¢)+ u) e f'H(t) sono per ipotesi funzioni continue
di v e ¢ (essendo « un vettore generico) sard possibile trovare un [ tale che

esso sia minore di che per ogni £ <! e per ogni |w|<< KM sia:

2
KM
| K'oBH() 4 w)| + |FH()| < a— 3.
Sard percido anche, sempre per ¢ in (0, I) e |w|<< KM,
8) | K'e(BH(6) + )|+ |BFH() |+ E'Ml < a.
Cid posto dimostriamo che se é ¢ <[ e nell'intervallo O, ¢ —% la

|BH(t) +-a'I,(t)| & minore di a quella proprieta & vera anche per ogni ¢
in O, .

In questo caso i funzionali che appaiono nella (6) sono definiti, perché
stabiliti su funzioni in modulo minori di a. Si puod risolvere facilmente la (6)

() O pin precisamente |8H (x) + K'| I, (7)! < a.
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scrivendola nel seguente modo:

1
1
1)~ Flt—3, $HO £« L)) =

P

=130+ ar(e =3, pre + o e) -

1
—=
— aF(t — %, B'H(7) —io— a'In(r)) —+ aIn(t)]

p 1

e prendendo come incognita la I,(f) — F(t—%, B'H (%) +noc’l,,(1:)).
0

Si trova cosi:
1

© L) = H O +eF(t =2, FHE 4 0L, )+

S

t
+F<t - l, B'H(t) + a'l,,(*c)).
n 0

R 1 , , . . L .
Ora poiché in O, ¢ P |FH() +o'I,(t)| & per ipotesi minore di a,

risulta per la (C,)
1 " ; 1
I F(t — o BHE) + oc’[n(T)) | = M(z —;) < Mt < ML
0

Posto percid:
1

=
w == ocF(t —l, B H(T) + oc’[,,(r)
n 0
si ha:
| | << KML.
Si ha cosi, ricordando la (8) ¢ facendo ovvi passaggi:
|BHEO) | + | o' Ty | < K| eBH () + )| + | FH()| +
1
— =
|

4+ K I F(t ,_l, B H() —{-na’ln(t)) <a
’ n 0 l

il che dimostra quanto si é asserito.
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Ora in O, % la (6) é risolubile e di pin si trova (*):

|BHEO |+ | L) | < K' | oBHE) |+ [FH () | < a
percido per quanto si & dimostrato la | H(¢)| + | &' I,(¢)| & minore di @ anche
per ¢ compreso fra %, % purché sia §< {. Cosl proseguendo, cioé¢ applicando

il metodo d’induzione completa, si trova che la | H(t)| + |&'I,(t)| & minore
di ‘@ in tutto (0, I) e quindi che la (6) & risolubile in tutto (0, I),

D1 pia per la (9) risulta
a—|FH@| — KM

| 1.0 | < | @B H() + w) | + Ml < T

+ M.

Da cio si deduce (essendo H({) limitata in tutto (0, 1)) che le [I,(¢) sono
ugualmente limitate in (0, I).

Dimostriamo ora che le [I,({) risultano in (0, /) ugualmente continue.
Percid consideriamo le funzioni:

P

X,(0) = F(t — %, §H(7) —Ie—noc’I,,(':)).

’

Poiché il funzionale & definito su un vettore inferiore ad a si pud ap-
plicare la (C,) generalizzata alla F(¢ — h, yi™(t)). Si ottiene cosl per ogni
t,, t, di (0, I) tali che ¢, — ¢, < p e per ogni n

| Xault,) — Xalt) | <e
il che dimostra 1’uguale continuitd della X, (¢). Anche:
Z,(8) = 9BH () + «X,(1)

risultano funzioni ugualmente continue. Infatti per la continuita di ¢(w) &
possibile trovare un 7 tale che per ogni |v| <7 sia

| p(ee + v) — ()] < e.

E per l'uguale continuita delle X, (¢) & possibile trovare un ¢’ tale che
per ogni | ¢, —¢, | <p', (¢, t,) in O, I) e per ogni n sia:
i BH(tz) - BIH(ti) + aXn(tg) - “Xn(t,) I < .

1
(!) S’intende se 1—151, oppure per I'intervallo (0, 7) se I < "

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e la sua applicazione a un problema di fisica eredilaria 151

Da cid segue I’uguale continuitd delle Z,(¢) in (0, {). Percid le I,(t) =
= X,,(¢) +- Z,(¢) risultano ugualmente continue in tutto (0, I). Ora essendo i
vettori I,(¢) in (0, /) ugualmente limitati e ugualmente continui, si pud
estrarre (*) da essi almeno una successione I,,(?), T, (¢),... Ln,(¢),... che con-
verga uniformemente verso un vettore I.(f) continuo e ugualmente limitato
come le 7I,(¢) (*). Questa I(¢) & almeno in (0, I) soluzione della (3). Si ha che:

¢
(10) | Toclt) — FBH() + aduoft)) — F(¢, BH (1) + alo(t) | <

< | Tall) = Tu(0) |+ | FBH() + aLo()| — [BH() + 2T, ) +
1

e
t 1 P
—|—l F(t, p'H(t) + o' I(T)) — F(t ——, PFH(T) + “'In,,,(‘t))|-
] 0 N 0 |
Ora preso un numero € >0 & possibile scegliere un m' tale “che per
ogni m >m e per ogni ¢ in (0, {) siano i due primi termini del secondo

membro della (10) minori rispettivamente di ;, Cio & possibile in base al-

I’ uniforme convergenza delle I, ({) verso I ({) e per la continuitd della /().
Quanto all’ultimo termine del secondo membro di (10) esso risulta mi-

nore di:

(-1

(11) |IF(t’ §'H(r) -(!t— o ITs(t)) — F(t - n—l—, B H(7) -(})—moc’loo(':))1+

L g- L

1 L 1 P
¥ 'F(t——, FHE + ¢ I.0) - Bt~y FHE + a’In,,,m)'.
. I nm 0 nm 0 \

Ora il primo termine di questa espressione pud essere reso minore
. € . . . , .
di B prendendo m maggiore di un conveniente m” e cio per la (C,) (°). Quanto
(1) Cid sard mostrato in appendice 1.
(?) E quindi sard anche |PH(f)|-+ |a'foo(t) | ==a, percid sono definiti i funzionali con-
tenenti Joolf).

(3) Ciod si suppone di aver scelto un m' cosi grande che sig per ogni m > m", 71— mi-
m
nore del ¢ nella (C,) corrispondente a g e minore anche di 5‘4 per poter comprendere I'in-
i L
n

L
tervallo (o, n—) in eut F(t — ni, VHE) + o Imn(r)) risulta nullo,
m 0

m
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all’altro termine si osservi anzitutto che preso un p ad arbitrio per I’ uni-
forme convergenza delle I,,,(f) verso I.(f) si pud trovare un m' tale che
in tutto (0, {) sia per ogni m > "

| &' Toolt) — &' T, (t) | < K' | 1oo(t) — 1,,()| < 0.
Ora per la (C,) si pud scegliere ¢ in modo tale che il secondo termine

della espressione (11) risulti minore di % Ne consegue allora che preso un m

maggiore del pit grande fra =, m”, n/”, il primo membro della (10) diventa
inferiore ad un numero &, Per I’ arbitrarieta di ¢ il termine al primo membro
di (10) risulta nullo e cid dimostra che la I(¢) & soluzione della (3).

3. Passiamo ora a dare qualche criterio per | unicita.

Ammettiamo queste due nuove condizioni (C,), (C,).

Esiste un numero M’ tale che per ogni ¢ di (0, 1) per ogni ¢, di (0, ¢) e
per ogni coppia di vettori |y,(t)| < a, |¥,(t) | < @ continui in (0, ¢) sia:

t
©) | Ft, y &) — Flb, g2 = M1 (¢ — 1) max| 9,0 — ,(3)| +

t
-+ ¢, max | y,(v) T Yy.(M |}

dove max | y,(t) = Y,(v)| & il massimo di |y, (7) — y,(x)| in (z,, 1,).
Ammettiamo poi la seguente condizione. La f(«) per ogni w sia tale

che:

(Cy) (F(w) — f(ee + av) + v) X av = mo*

essendo v un vettore qualunque e 11 un numero positivo ().

Con questa ipotesi la soluzione della (3), se esiste continua in un inter-
vallo (0, X), & unica. _

Supponiamo difatti che esistano due soluzioni della (3) I.() e I.(()
continue. Vedremo che queste due soluzioni devono coincidere.

Difatti se le I.(f) e T (t) soddisfano la (3) deve essere:

To(l) — I (8) — [BH(E) + alo(t) -+ [BH(2) -+ o Xo(t) =
= F(t, § H(v) {r o' Io(x)) — F(¢, 3 H(x) -:F 2 )]

({) Con questa ipotesi si viene anche ad ammettere che 1’omografia x non sia degenere
e ciod K==0. Il caso in cui x =0 si pud trattare senza le (C;) con i metodi che vengono
ora esposti.
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Moltiplicando scalarmente questa equazione per o (I(f) — Ix'({)) e ri-
cordando la condizione (C,) si ha:

(12) m | Too(t) — Too'(8) P <<

= |(F(¢, FH(x) —:F o' Ioo(v)) — F(t, B'H(7) -tOF @ Too'(0) X e Loo(t) — adoll)) | <
1] t
< K|F(t, FH(v) + @' Ioo(v)) — F(t, §H() + @ To(9) | | Loolt) — To'() |

Ora per {=0 la equazione (3) si riduce alla (4) in base alla (C,) che,
come abbiamo ammesso, ha una soluzione unica. Percid I.(0)= I.'(0).
Dopo cio indichiamo con ¢ la massima ascissa contenuta in (0, 1) tale
che per ogni ¢ di (0, ¢) sia:
| Tot) — I(t)| <&

dove & & un numero positivo arbitrario. Sard ¢'=21 o | I(t)— I./(¢)| =e.
Nel primo caso si ha in tutto (0, A), I(f)= I1.'(¢) per 1'arbitrarieta di e.
Nel secondo caso applicando la (C,) alla (12) si ha:

1
M | Ino(t') — T/ () P << KMt max | &' Ioo(() " o' 1) || To(t) — Tt | <<

v

i

Ma | I(t) — L, ()| =¢e e max|Iw(t)—;- I/ (#)| vale pure e, percio:

me? << M"Y KK'e*.
Ossia

F>_m
> M/KK’ .

Allora nell’ intervallo (0, WTZ—K—,) si ha T.(t) = I'(¢) per I’ arbitrarieta di e.
Se percio ¢ non & uguale a A si avra in forza della (C,) e (C,):

me? << M’ (t' — KK'e?

m
i)
ossia:

, 2m
> UEKEK

: ; , : - . . ) oy s 2m
e in ogni caso per I'arbitrarietd di e dovra essere Io(f) = I/(¢) in (0, M'KK’)'
Cosl proseguendo si vede che 1'indentitd T.o(f) = I(f) Vvale in tutto (0, A).
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Si pud notare che la condizione (C,) si pud ottenere in altra forma nel
caso che la f(u) sia una funzione ordinaria del numero u, condizione piu
facile a vedere se & verificata o no.

Infatti poicheé:

|ev || flw) — flu +cv)+v|=|cf(w+0bcv)+1]||v]||cv],

con 0 <6< 1. (Naturalmente si & supposta la derivabilitd di f(w)). Affinché
la (C,) sia soddisfatta basta percio che si abbia per ogni v e v

f'(u + 6cv) == _Tl .

Qualche volta 1’unicitd si ottiene con altre considerazioni e noi in seguito
la supporemo sempre soddisfatta.

Si noti che quando FBH(¢)+ «I(t)=PH({)+«I(f) e 1 —oa non & de-
genere allora:

IfH)=(1— ) *fH{)+ (1 — ) 'F(t, B H(r) —E— o' I(t))

e applicando il ragionamento ora fatto (*) si pudé dedurre 1 unicitd della solu-
" zione senza ammettere esplicitamente la (C,).

4. Ammessa I’ unicitd della soluzione si puo ripetendo un ragionamento del
TONELLI (nota citata n.° 5) dimostrare che le I,(¢) convergono uniformemente
in tutto (0, ) verso I.(f). Si pud ora dimostrare il seguente teorema. Se esiste
una soluzione I'(¢) della (3) in (0, A) (*) tale che sia in tutto (0, ), | I'(f)| < a’ e

|BH() |+ |« T'0) | <|FHE) )+ Kd <a

allora le I,(f) convergono uniformemente verso I'(f) in tutto (0, 1).

Si noti intanto che per quello che precede I.(f) coincide con I'({) in
tutto (0, {). Indichiamo poi con 3A il minimo di a’ — | I'(¢)| in (0, A). Ora si
pud trovare in base alla uniforme convergenza delle I,(¢) verso I'(f) in (0, I)
un numero 7, tale che per ogni n > n, sia:

lIn(l)|g[1’(l)]+A<a' — A,
Quando si & dimostrata I’ uniforme continuitd delle I,,(¢) si ¢ provato che

per ogni funzionale di P'H(t) + «'I,(t) che entra nella espressione di I,(¢)

e tale che:
[BH) + oI <a

() Moltiplicando perd scalarmente per I(¥).
(®) S’intende A <1,
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esiste un numero !, che gode della seguente proprietd. Per ogni ¢, — ¢, <1,
e per ogni n si pud avere:
I In(tg) - In(tg) l < A

e cio ripetiamolo per ogni funzionale di | S’H(t) + o' T,(1) | < a.
r—+41 r—+1 41 )

Ora nell’ intervallo /, (supposto n>n, P g l< el, =———1

i funzionali delle I,(¢) soddisfano alla condizione su esposta perché sono estesi

r+1 si ha:

all’ intervallo (O, t—:L) et —%gl percio per [ <C{<C

| L) | < | L) |+ A
| L) | <.
Percid in questo intervallo risulta anche:
| B H(t) + ' I,(2) | < a.
Allora si pud ripetere il nostro ragionamento anche per 1 intervallo

+1 42
! —:; , ’ _;; fino ad esaurire 1'intervallo 0, I+ 1,.

ossia per oguni n >mn,:

Si trova cosi che nell’intervallo 0, I 41, le I,(¢) per n > m, sono egual-
mente limitate e ugualmente continue e convergono cosi per 72—oo Verso
I’ unica soluzione I'(¢).

E possibile poi trovare un 7, tale che per ogni n > n, sia:

Li+1)<|I(l+1)|+A

e cosl ripetendo ancora ‘il nostro ragionamento si trova che le I,(f) conver-
gono per n—oc verso I'(f) in tutto (0, I+ 21,).

Proseguendo si prova cosi che le I,(f) convergono in (0, A) verso I'q(t).

Con un ragionamento di questo tipo si pud provare anche che se solo nel-
Vintervallo (0, 1) esiste una soluzione della (3) tale che in esso sia | BH() | +
+ K'| I(})| minore o uguale a un certo numero positivo & < a, deve essere
[BHQ) | + K'| IXY| =20 (*). Infatti, se cid non fosse, ragionando appunto come
precede e ricordando che | BH(t)| & continua, si proverebbe che | BH(f) |+ -
+ K'| I(¢)| sarebbe minore di & anche dopo A contro I’ipotesi.

5. Passiamo ora al caso piu importante per le applicazioni, cioé al caso
in cul sia @ = oo.

(1) La I(2) pud essere definita per continuitd con la (9) facendo %~ co e ricordando la (C,).
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Supponiamo che valgano la (C,) e la (C,) (*) e che invece della condizioni
(C,), (C,), (C,) valgano le seguenti tre condizioni (C,), (Cy), (Cy).
1°) Ad ogni numero intero positivo m si possa far corrispondere un nu-
mero M,, tale che per ogni ¢ di (0, 1) e per ogni vettore #(t) continuo in
(0, ¢) e tale che |y(t)| << m sia:

(¢ F(t, yi(t) << M,t.

2°) Ad ogni numero intero positivo m ed a ogni £ 2> 0 corrisponda un
numero p,, tale che per ogni ¢, —¢, <<p,, (con 0<<¢, <<%, <C1) e per ogni
y(t) continuo e in modulo inferiore ad a sia: '

(Cy) | F(6y, Y5 — F(t,, yp@) | <.

3°) Per ogni ¢ di (0, 1) ad ogni € >> 0 e ad ogni numero positivo m &
possibile far corrispondere un numero o,, tale che per ogni ¥,(z), ¥,(t) funzioni
continue di © e in modulo minori di m e tali che in tutto (0, ¢) valga la di-
seguaglianza | y,(t) -— y,(t) | < 0, risulti:

(C5) | F(t, y.50) — F(t, y0) | < e

Con queste ipotesi, la (C,) e la (C,) si pud dimostrare che la nostra
equazione ammette soluzione finita in tutto (0, 1), Osserviamo anzitutto che
ad ogni m soddisfacente la (b bis) dovrad corrispondere un A, tale che in esso
esista una soluzione I(¢) della (3) per cui |BH() |+ K'| It | < m.

Sara evidentemente (*):
Ap > Ay s

Ora o esiste un A; =1 e allora la nostra asserzione & dimostrata, op-
pure questo A; non esiste, e allora le 1,, ammettono un limite superiore A
minore o uguale a 1. Ora se ci6 fosse I(f) per {—A dovrebbe assumere in
modulo valori grandi quanto si vuole perché dovrebbero essere maggiori di
un qualunque numero m, il che, come ora si vedra, non pud essere.

Difatti in un intervallo (0, ¢), (¢ << ) si ha:

13
I(t) — FRH() +«I(0) + [GH() = [BH({) + F(, o' H() + ' H ().

Moltiplicando questa equazione scalarmente per o«I({) e prendendone i

(1) Per Ia condizione (C;) si noti che per non generare confusione al posto di #e por-
remo in questa condizione /.

(3) Per provare che An & solo maggiore di Am—, si ricordi I’osservazione alla fine del
precedente paragrafo.
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valori assoluti si ha:
| I() — FBH () + o I(¢) + [EH(E) X eI () | <
<|[FGH ()X aI) |+ | F(t, o H(x) —E— FI() X aI(t)].
Da cui per la (C,) segue:
m ()< K|fGH@) || IH]+

t
+ | Fie, B’H(’c)—:}—oc'I(T)) - F(t, FHY)) | K| L) | +- F(t, FHYO)K | L.

Indichiamo poi con N il massimo di H({) in (0, 1) sara (%):
|BH()| < KN e |FH()| < K/N.

Se poi my € il minimo intero maggiore di K, N per la (C,) si ha:
t
|ty BH(E) | < Mont < Moy

Sia poi | f(BH(?)| < P per ogni ¢ di (0, 1).

A . . . . . : m
Indichiamo in fine con @ il massimo di | Z(¢)] in (O, A— 2M’11(K’) e con ¢(f)

m,
2M'KK"’

m,

to di titui — AT
t), supposto di sostituire a A S KR

il massimo di | Z(#)| in (l—

m,
2MKK'

m, I%t) < KP| It)| 4 K| L(t) | My +
m, K’

lo zero qnalora A — fosse negativo. Per la (C,) e per quello che si &

posto ora si ha:

’ ! t
+ M %(m o KK,)K(I) sirer YO K1 10
v m . . R
Ora nell’intervallo (7&—2—M—,I’(—7, t) esisteranno dei punti ¢ in cui la

|Z(t)| coincide con la (). Allora la ¢(#) & nulla oppure & minore di:
’ 4 7”’1
Wy < 2 (Km KMy + MKK ( — g K,)q))

quindi la §(f) & limitata per ogni ¢ in (0, A) percid per quanto si é detto deve
esistere A, = 1. Si & cosi dimostrato che la nostra equazione ammette solu-
zione finita in tutto (0, 1).

() T numeri K, e K,/ sono determinati in corrispondenza di § e ' come K e K’ in

corrispondenza di « e «'.
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Nel caso [f(BH(¢) + «Xit)) = BH(t) + «I(¢) si arriva allo stesso risultato
senza supporre esplicitamente la (C,) purché non sia degenere la (1 — a).
Cid si ottiene ponendo:

1) = (1 — o BH() + (1 — 2 FUt, FH + 1),

-Applicando i ragionamenti ora fatti, moltiplicando perd scalarmente per I(¢).
Allo stesso modo si pud procedere se a—0.

Si pud ottenere la dimostrazione dell’ esistenza della soluzione in tutto
(0, 1) anche con altra ipotesi, ma su cid non insisteremo.

&k ok

6. Passiamo ora alle applicazioni del teorema sopra ottenuto ad una que-
stione di fisica ereditaria o meglio a un problema d’induzione magnetica o
dielettrica.

E noto come il PoISSON abbia dimostrato come un corpo omogeneo a
forma di un ellissoide (e in particolare di forma sferica) posto in un campo
magnetico uniforme si mﬁgnetizza uniformemente.

La teoria di PoissonN & basata sull’ipotesi che fra il vettore di magnetizza-
zione I in un elemento di un corpo considerato, e il campo magnetico H
nello stesso elemento interceda la relazione:

(13) I=yH

dove y & la costante di suscettivith magnetica.

Questa ipotesi & perd valida solo per corpi debolmente magnetici. Si puo
cercare di correggerla ponendo:
(14) I=/(H)

dove f(H) & simbolo di un vettore funzione continua del vettore H.

Poiché I’esperienza dimostra che al crescere indefinito di H la I rimane
in modulo limitata (saturazione magnetica) bisogna supporre la f(JH) limitata
per mod H — co.

In questa ipotesi, seguendo un metodo del DUHEM (*), si pud dimostrare
che il teorema di PoOISSON sopra enunciato & ancora valido.

(Y) Legons @ Electricité et Magnétisme, vol. II, pag. 198 e segg. B da notare che il
DuHEM si & limitato al caso dei corpi isotropi.
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Ma l'ipotesi (14), per quanto sembri molto generale, non rappresenta
ancora completamente la relazione fra magnetizzazione e campo magnetico
nei corpi ferro magnetici. Cid avviene poiché la magnetizzazione di un corpo
ferro magnetico dipende non solo dal campo magnetico attuale ma anche da
campi magnetici che hanno agito in precedenza sul corpo stesso.

Nella seconda delle mie note citate ho cercato di tenere conto di cio e
seguendo il VOLTERRA ho aggiunto al secondo membro della (14) un vettore
funzione della varietd vettoriale (o un funzionale) dei campi magnetici che
hanno agito in precedenza sull’elemento del corpo considerato. Percio la (14)
andrebbe scritta:

(15) I(t) = f(H(t)) + F(t, H_o(x)).

Perd siccome nel seguito supporrd che i campi magnetici che hanno
agito sul corpo precedentemente all’origine dei tempi abbiano effetto nullo
sulla magnetizzazione al tempo ¢, (¢ > 0) ossia che si possano supporre nulli
per £ =<0 (il che ¢ facile a realizzarsi) la (15) va scritta:

(16) : I(t) = f(H({)) + F(¢, Hix).

Con questa ipotesi si pud enunciare il seguente teorema: Se un corpo di
forma ellissoidica viene posto nell’intervallo (0, {) in un campo magnetico
uniforme, esso si magnetizza uniformemente. '

Tale teorema intuitivo dal punto di vista fisico e gid implicitamente
applicato dagli sperimentatori mancava per quanto mi consta di una rigorosa
dimostrazione analitica che si pu¢ dare in base ai teoremi sopra dimostrati (*).

Dobbiamo osservare a questo proposito che il nostro teorema vale anche
nel caso dei fenomeni d’induzione dielettrica tenendo conto dell’isteresi, so-
stituendo al campo magnetico il campo elettrico e al vettore intensitd di
magnetizzazione il vettore intensitd di polarizzazione.

Ma prima di procedere sarad opportuno vedere come una relazione del
tipo (16) puo rappresentare 1’andamento dei fenomeni nei corpi ferromagnetici
o nei corpi dotati di isteresi dielettrica, cioé se si possono considerare questi
fenomeni come fenomeni ereditari.

Discuteremo la cosa pit che altro per i fenomeni della magnetizzazione

(1) La difficoltd (pitt che altro d’indole matematica) che occorre superare per dimostrare
rigorosamente il nostro teorema consiste nel provare I’esistenza di una soluzione dell’equa-
zione (27), il che del resto non era stato fatto dal DuHEM nel caso noun ereditario e in questo
senso la nostra discussione completa anche il resultato del Dunem.
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perché pei fenomeni dell’isteresi dielettrica 1’ applicabilita del metodo eredi-
tario sembra piu evidente, anzi pare valida in tale caso I’ ereditarietd lineare.

Prima di tutto occorrera stabilire in modo preciso cido che s’ intende
per fenomeno ereditario. Si dirad cioé che un fenomeno é ereditario quando
I’ effetto (nel nostro caso 1'intensitd di magnetizzazione I{¢)) dipende non solo
dal valore attuale della causa (nel nostro caso I'intensitd del campo magne-
tico H(f)) ma anche da valori assunti in passato dalla causa stessa.

Con questa definizione il fenomeno della magnetizzazione come quello
dell’isteresi dielettrica & ovviamente un fenomeno ereditario, ed é rappresen-
tabile mediante la relazione (16) lasciando al funzionale il senso molto largo
attribuitogli dal VOLTERRA. '

Ma per trattare qualche problema d’induzione magnetica o dielettrica
occorre fare qualche ipotesi d’indole matematica sul nostro funzionale e si
tratta di vedere se queste ipotesi si potranno giustificare in base ad altre che
si fanno di solito nelle questioni della fisica matematica.

Le ipotesi che dovremo fare si riduranno alle seguenti:

I. Per ogni ¢ di (0, 1) e per tutte le | H{(z)| continue e inferiori a
certo numero positivo H, valga la formula ricavata nella mia nota sulle
funzioni di varietad vettoriale:

(17) F(t, Hy(%) — Flt, Hy(w) >} i=
de(t H (%)) + M(H,(x) — H,(v)) HE) — HE dE
AILE) -+ WG — ) e T A<

in cui H,(t), H,(t) sono due H(t), ¢ un vettore unitario, A un numero com-
reso fra 0 o 1, dF(t, H(v) + A 2(1)—-H‘(T)) fia vettoriale di

o fra 0 e — —— una omografia vettoriale di-
e AH(€) + NHE) — H,(E) ¢
pendente da ¢, £ e dalla funz1one H(1)+7k H,(t) — H (7).

II. Sia per ogni ¢, F(¢, 0): 0.
0
III. Per ogni numero positivo 7 minore di H, esista un uumero N,, tale

che per tutti A ¢ ¢ compresi fra 0, {, per tutte le | H,(t)| < m, | Hy(t)|<m
e per ogni § di (0, £) sia:

dF(t, H,(v) + A(H(7) — H,(v))

AdH (E) -+ M1, () — Hﬁ)— < Np | ]

essendo « un vettore arbitrario. (continua)
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IV. Per ogni numero intero e positivo m e per ogni quantitd arbitraria
posiliva e esista un p,, tale che per ogni (¢, —¢)<<p, (0<<t <t,<1),
| H (t) — H (%) | << pm con | H (t)|<<m, | H,t)|<<m sia:

| F(t,, H2@)—F(t,, Hb@)|<e,

cioé il funzionale & uniformemente continuo rispetto alle ¢ e H(7).
V. Se II(t) & in certi tratti di (0, {) maggiore di H, si abbia:

F(t, H(v)= F(, H 7)),

essendo H'(t) un vettore uguale a FH\t) dove |II(t)| < H; uguale a
H()
CTH@ |
VI. Infine si supporrd possibile anche il caso in cui sia H, = oo (e

in questo caso la V. ipotesi viene a mancare) ma allora si devono sup-
porre le IV,, limitate per ogni 2. Con queste ipotesi potremo risolvere tutti
i problemi che c¢i proporremo. Ora perd bisogna vedere se queste ipotesi si
possano dedurre da altre che sembrano scendere direttamente dall’ esperienza.
Piu precisamente noi vedremo che in base a qualche ipotesi di origine spe-
rimentale & possibile dare della F(¢, H!(z)) una rappresentazione analitica

dove H(t) & maggiore o uguale a H,.

vicina ai dati sperimentali con quanta approssimaziono si vuole e che sod-
disfa alle ipotesi I, II, III. IV.

Vediamo intanto come si potrebbe almeno teoricamente definire la
F(¢, H'(t)). Noi abbiamo per la (16),

I{t) =[(H()) + F(t, H{x)

e le grandezze misurabili sono [I({) e H(!). Rimane perd incerta qual’é la
parte di I(¢) costituita da /(L) e quella costituita da F(¢,, H(1). A tutto ri-
gore si polrebbe compendiare anche f(H) nel funzionale, ma c¢id non sarebbe
affatto comodo specialmente se si volesse passare dal caso ereditario a quello
non ereditario. Conviene percid prendere per f(H) una funzione che renda
minimo possibile il valore del funzionale, cioé quella funzione che si prende-
rebbe se si volesse trascurare 1’ isteresi.

Non si puo dare per tale scelta un criferio generale, si dovra vedere
caso per caso qual’é il eriterio pitt conveniente. Comunque stabilita la f{H)
piu comoda si puo definire (¢, H(t)) come differenza fra 1(f) e la f(H(¢) (')

(1) La f(H) deve rappresentare la /7 () nei tratti in cui si ha saturazione magnetica,
dove 1’ effetto ereditario sembra trascurabile.
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Considerando per piu generalita il funzionale definito sopra tutte le fun-
zioni continue date nell’intervallo (b, £) () con b negativo e grande come si
vuole sembra provato dall’esperienza che esso & uniformemente continuo al-
meno rispetto alle II(z) in modulo minori di H, cio¢ & vera la IV rispetto
a H(7) ().

Allora, prendendo un insieme di funzioni ugualmente continue e in modulo
minori di H; e in particolare 1'insieme delle funzioni con derivata general-
mente continua (cioé con un numero finito di punti di discontinuitd) e minore
in modulo di un certo numero P, & noto (*) che per ogni H(t) di questo in-
sieme & possibile rappresentare le componenti di F({, H(t)) con un errore
piccolo quanto si vuole mediante polinomi (nel senso delle funzioni di linea)
nelle componenti di H(t). Cid non é in contraddizione con un risultato
ottenuto nella mia nota citata nella quale ho dimostrato in base al fenomeno
della saturazione magnetica che le componenti delle F(¢, H(t)) non possono
essere polinomi nelle componenti di H{(t), perché qui si ammette che Ie H(%)
siano tutte inferiori in modulo a H;. Si pud allora prendere per la rappre-
sentazione analitica delle componenti di F(¢, H(t)) con le H(t) costituenti un
insieme di funzioni ugualmente continue e in modulo minore di H,, un poli-
nomio nelle componenti di Ht) commettendo per quello che si & detto un

errore inferiore all’errore sperimentale. In questo modo si soddisfa come &
t

facile vedere alle ipotesi I, III. L’ ipotesi II cioé F(¢, 0) si pud dire che venga
0

direttamente dall’ esperienza. L[’ ipotesi IV rispetto a ¢ sembra essa pure
dimostrata dall’ esperienza almeno per I’insieme considerato delle F(t) (%).
Infine Vipotesi V cioé che quando | H(7)| > H, in qualche tratto di (0, ¢)
& sensibilmente uguale a H'(t) con H'(t) definito come a proposito della V
si pud dire confermato dall’ esperienza sebbene non vi siano ricerche dirette
in proposito, e del resto, come poi si dird, questa ipotesi non & essenziale,

(!) Ammettiamo ciod che i valori di H () per # < b siano stati nulli o che il loro effetto
per t > b si possono supporre nullo.

(®) Si fa perd in questo studio astrazione da fenomeni di magnetizzazione discontinua
scoperti dal BARKHAUSEN. Queste esclusioni sono del resto comuni in tutta la fisica-matematica
in cui non si tiene conto dei fenomeni molecolari o quasi molecolari.

(®) Questo teorema & dovuto a FRECHET e a GATEAUX e !’applicability al nostro caso
sard vista in Appendice II.

(!} Veramente per soddisfare la IIT e piu ancora la IV occorre ammettere che i coef-
ficienti dei polinomi siano continui per ogni ¢, il che si pudo provare rigorosamente solo nel
caso del ciclo chiuso. Tale questione sard ripresa alla fine dell’Appendice II.
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Abbiamo cosl costruito una possibile rappresentazione analitica per la
F(¢, H(t)) che ci servird in tutti i problemi che studieremo. Non & perd
escluso che in altre questioni possa essere piu utile usare altri tipi di rap-
presentazioni analitiche (*).

Occorre perd ocosservare che questa rappresentazione analitica conduce
certamente ad errori piccoli solo se le H(t) sono prese su un insieme di
funzioni ugualmente contiuue, e come si & detto in particolare su funzioni la
cui derivata & generalmente continua e in modulo minore di un certo nu-
mero P (®). Ora che le funzioni H(t) che intervengono in questi studi ab-
biano derivata limitata & imposto altre ragioni. Anzitutto poiche noi studiamo
il fenomeno dell’induzione magnetica, escludendo lo correnti indotte il che &
possibile solo se il campo magnetico varia molio lentamente. Ma del resto
anche volendo tener conto delle correnti indotte bisogna sempre stabilire un
limite per le derivate, perché altrimenti si verebbero a includere alte fre-
quenze (per es. le luminose) in cui le equazioni stesse del campo eletiroma-
gnetico diventano dubbie (3).

Percido dovendo limitare lo studio a funzioni derivabili la cui derivata
deve essere limitata, ci restringiamo un insieme di funzioni ugualmente con-
tinue per cui vale la nostra rappresentazione analitica. Quindi se risolvendo
un problema si trovasse una H({) con derivata in modulo maggiore di P
tale soluzione sard dubbia per doppia ragione.

E da notare che noi supponiamo le H(¢) derivabili. Ora solo una parte
di esse & in nostro arbitrio (il campo inducente) che si pud supporre deriva-
bile: non cosi il campo dovuto al magnetismo indotto che dovremo calcolare.
E difficile mostrare che in generale tale campo & derivabile e del resto non
ne vale la pena. Lo verificheremo solo nel caso particolare dell’ elissoide.

Vogliamo fare ancora qualche osservazione.

Anzitutto quanto all’ipotesi relativa all’ esistenza di H, noteremo non &
essenziale che essa sia confermata dall’ esperienza, perché si puo fissare

(1) Un’altra interessante rappresentazione analitica almeno per il caso H(t) unidire-
zionale, & quella proposta di G. Giorai, Lezioni di fisica matematica, tenute nell’ anno
1927-28. (In litografia Sampaolesi, Roma, pag. 150-152).

(3) Per pin generalith sarebbe meglio prendere quelle funzioni il cui rapporto ineremen-
tale sia in modulo minore di P. Il teorema di FricHET e GATEAUX vale anche per queste
funzioni senza nessuna modificazione.

(®) Si noti che se le I7(x) hanno rapporto incrementale in modulo minore di P, lo stesso
avviene per le H'(r). Infatti poicheé come si provera & | H'(t)) — H'(t) | <<| H (v,) — H (1)
ne risulta subito quanto si & asserito.
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sempre in base all’ esperienza in valore di H, che non possa essere raggiunto
da nessuna H{t) e quindi per | H(t)| > H, si pud fare l’ipotesi che si vuole.

In secondo luogo osserveremo che tutti questi risultati valgono per ¢
variabile fra (0, 1), il che non é affatto restrittivo perché si puod prendere una
unita di misura per il tempo cosi grande (per es. il secolo) da essere suffic-
ciente per i bisogui della pratica. Cosi anche il magnetismo permanente per
il tratto (0, 1) resta.ben rappresentato dalle nostre formule, naturalmente
avendo supposto che tutto sia stato smaguetizzato al tempo zero e che i
campi per ¢ <0 abbiano effefto nullo su ci6 che avviene per ¢ >0, il che
come si & detto si pud ottenere con facilita.

Quanto ai dielettrici, le ipotesi fatte sono verificate con pilu certezza tanto
pit che in questo caso come si & detto I’ eriditarieta sembra lineare.

Dobbiamo perd da ultimo osservare che le nosire ipotesi sono immensa-
mente piu larghe di quella lineare, e che se si fa I'ipotesi della saturazione
magnetica si & in contraddizione con 1’ ereditarietd lineare.

D’ora innanzi cui occuperemo solo dell’induzione magnetica ma i nostri
risultati valgono anche per l'induzione dielettrica.

7. Ricordiamo 1’impostazione del problema dell’induzione magnetica gia
fatto nelle mie note citate.

Supponiamo per semplicita di avere un sol corpo magnetico di volume S
e la cui superficie sia o, immerso in un mezzo non magnetico. Siano poi H ({)
il campo magnetico inducente, II,({) = — grad ¢(/) il campo magnetico in-
dotto, I = II () + H (/) il campo magnetico totale, I({) I'intensitid di magne-
tizzazione. Si ha allora per un ben noto teorema di magnetismo,

(18) wo=—[TTlas[LOXM 4
S g

dove 7 & la distanza di un punto qualunque di S o o al punto in cui si cal-
cola $(f) e ¢ & il vettore unitario normale a o e diretto verso l'interno di o.

t
Al posto di I si pone f(H, — grad{) + F(¢{, H (t) — grad ¢(r)). Si ha cosi
0

una equazione funzionale mediante la quale si puod determinare ¢{¢) e quindi
I(t) e H(Y) ().

() B ovvio che gquesta equazione funzionale & equivalente a un sistema mnelle I(t) ¢ ¢,
formato dalla (18) e dalla espressione di 7 mediante ITI.
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Ma bisogna dimostrare che questa equazione funzionale ammette una
sola soluzione finita e continua in ogni punto dello spazio e per ogni ¢ di (0, 1).
A questo scopo bastera fare sul funzionale le ipotesi I, III e sulla f(H)
I’ipotesi seguente che si pno giustificare con considerazioni d’indole fisica
esposte nella mia nota citata.

Esiste un numero positivo 2 non nullo tale che per ogni H,, H, e
per ogni f(H) sia:

I - 4An(f(H, + H,) — [(I) >} H, =n 1.

Questa condizione & valida anche per un mezzo non magnetico come &
evidente, e nel qual caso sarebbe 2 = 1. Noi prendiamo per 2 il minimo per
ogni f(H) comprendendo il caso delle f(H) lineari o nulle cio& comprendendo
tutto i mezzi magnetici o diamagnetici ora conosciuti.

Cid posto, iniziamo la nostra dimostrazione del teorema di unicita.

Supponiamo che la (18) abbia due soluzioni finite, continue e derivabili ¢,
$ -+ 0. Si avra percio:

S

essendo:

I'(¢) = [(H () — grad ($(6) +- 0()) + F(t, H,v) — grad () -+ 6(T)).
Allora ¢ facile provare che il vettore:

B() = — grad 0(¢) + 4n(1'(t) — 1(¢))
e tale che:
div B(t)=0

in tutto lo spazio; B(f)>n continuo su o e 6(2)B(f) nullo all’infinito almeno
del terzo ordine e cid per ogni £ di (0, 1).
Poicheé:
div (8(¢) B(¢)) = 0(2) div B(¢) + grad 6(0) > B(l),
integrando questa equazione su tutto lo spazio infinito S, applicando il teo-
rema della divergenza, e ricordando il comportamento di 073 all’ infinito si ha:

fgrad 0(¢) >< B(t)dS., = 0.

3
o0
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Ossia con una sostituzione e una ovvia trasformazione (!):

(19) j — grad 8(0) X [— grad 8(¢) ++ dnf(H () — grad (J(8) 4 () —

— JUHL () — grad Y(E)|dS. = 4n J erad 6(2) X
Sw

X [Fe, Ho<r>>—gmd (4(3) + 8(z) — F(t, H( r)—gmd @) dS,
Prendiamo ora il valore assoluto del secondo membro di questa ugua-
glianza, il quale sard maggiore o uguale del primo membro. Ora questo va-
lore assoluto € minore o al pin uguale dell’integrale dei valori assoluti delle

funzioni che sono sotto il segno d’integrazione nel secondo membro di (19).
D’ altra parte per le ipotesi gia fatte il primo membro sara maggiore di

njgrad2 B(0)AS. e si avra percid:
Soo

(20) ' nJ‘grad2 0(0)dS» <

< 4n J" | grad 6(¢) X< (F(/, H“(r))—glad ((x) + 8(x)) — Fe, Ho(t)—gladcp'c) |dS.
Cerchiamo ora una limitazione per:
t t
|grad 8(0) X (F (¢, H(7)) — ggad ($(z) + 6(v)) — F(¢, Ht)— gl(‘)ﬂd $(@) |
Si ha intanto per | II, — grad (4(t) + 0(t)) | <C H,, | H (1) — grad ¢(t)| < H,

(21) | grad 6() X (F(¢, TL(v)) — gl’oc‘ld ($(x) + 6(x)) — F(¢, H(x)— gl“oad )| <

ar¢, H(t) — gr}d d(r) — A grad 06(t)) |
l

}g"‘d“)xj A6 — grad 415 — hgraa o £ A=

=
i
< | grad 6(¢) ij[ grad 0(f) | d€ < gﬁ grad® 0(¢) 4+ grad® 6(§) | d&.
0 0
In questa equazione N & il valore di N essendo m il primo intero

(*) Fuori di S la f e la F si devono supporre nulle.
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positivo maggiore di H, (). Questa diseguaglianza vale per ora solo per
| H, — grad (1) — grad () | < H,, | H, — grad (1) | < H, ma essa & valida
in generale. Si indichi per semplicita H(t) — grad ¢(xr) con H, e grad (1)
con H,. Si avra:

t t
| F(t, H (%) + H,(x) — F(¢, I{(7) | X H,(x) = (F(¢, [H,(7) + H,(x)]) —
- F(t; Hll(T))X Hgl(t)

in cui [H(t) + H,v)| e H,(t) valgono al solito H,(t)+ H,(t) o H (1) dove
rispettivamente | H,(t) -+ H,(t)| < Hy, | H,(x)| < H, e dove cid non si ve-
rifica valgono:

H H (t) + H,) H\(r)

¢ ] H’(T) -1- HZ(T)I ’ : l 111(‘5) l )
Ma si ha che:

(22) [[H,(z) + H,(t)) — H,(t) | << | H,(7)|.

Per dimostrare cido procediamo per via geometrica. Indichiamo con
A" — 0, B— 0 i vettori [H(t) + H,(r)], H/(tx) e con A— 0, B— 0 i vet-
tori H (t)-+ H,t) e H(t). I punti A" e B’ saranno rispettivamente su 04
e OB. Potranno darsi due casi, cioé tanto 0A e OB siano maggiori di H;
oppure uno solo di essi é maggiore di H,. (Il caso OA e OB minori o uguali
di H, & ovviamente escluso).

Nel primo caso deve essere 0A’= OB’ = H, e 0A > 04A’, OB > OB.
Se poi per fissare le idee 04 = OB, mandata per B una parallela BC a B'A’
si ha 0C=0B << 0A e BC> DA’ per la similitudine dei triangoli OCB
e OA'B. D’altra parte essendo isoscele il triangolo 0A'B’ I’ angolo B'A’0 sara
aculo e tale lo sara OCB che & uguale a B’A’0. Percio I angolo BC4 sara
ottuso e quindi AB= CB > A’'B’ ossia

| H,(v) | > |[H () + H©) | | H/()]

perché AB e A'B’ sono i moduli di H,(t) e di [H(7)+ H,(t) — H/x).
Allo stesso risultato si arriva per OB > 0A invertendo 4 con B. Nel caso
in cui sia per es. OA>=H,, OB< H, si ha 04'=H,, OB = OB con
OB' << H, = 0A'. Allora nel triangolo OA'B’ si ha: OB'A'= OA'B’' percio
AA'B @& maggiore o al piu uguale del supplemento di OB'A’ e quindi di A’BA.

(1) Se H; fosse uguale a oo si dovrebbe prendere per m il minimo numero intero mag-
giore per ogni ¢ di (0, 1) e per ogni punto di Soc di | Fy(t) |+ |grad ¢ |+ |grad 6]
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Cosi dal triangolo AA'B segue AB = A'B’, che & in fondo quello che si voleva
dimostrare, perche orva AB’ vale |[H,(t) + H,(t)] — H,/(t)|. Naturalmente allo
stesso resultato si arriva se invece 0OA << H,, OB= H; cioé possianmo con-
cludere che la (22) & sempre vera (). Allora poiché la (20) vale per le [H,(t) +
~+ H,7)] — H,(t) e ricordando la (21) e la (22) si pud scrivere

| F(t, H() for %) — P, H4R) > H ()| = FIt, H,() :k H@) —
R, ) X L) =<

¢ t
<| TL0)| [N (H@) + HLEY — /e | < Nf| 10| | 16 | .
0 0
Ossia possiamo concludere in generale, ricordando le espressioni di M, e H,

t t
(24) | F(¢, Hm) — grad () -+ 6s)) — Fit, H () — grad §(0) > grad b¢) | <

¢
< {ZV j(grad2 6(¢) + grad? 6(E))dE.
0
Allora sostituendo quest’ultima disuguaglianza nella (20) e ponendo

R:%V si ha (¥):

t
(25) Jgrad2 B(1)dSee < RJ dg(jgmdz 8(£)d S J erad B(E))dSoo
5. 9 3

relazione valida in tutto (0, 1). Vogliamo provare che da questa equazione

scende ngmdz B(£)dS. =0 se si vuole che grad 0(¢) sia finito per ogni ¢ di (0, 1).
S

o0

1 1 o
3R~ q
siano t,, T,,..., T,—, i punti di divisione di questo intervallo. Ora in 0, 7, &

Dividiamo percid 1’intervalio (0, 1) in g parti in modo che sia

1 .
R¢ <§ percio si ha sempro per ¢ in questo intervallo:
t

1 ;

(26) 5 [ orad? 8(0)dSe < R J dE j arad? 8(E)dSy,

8oo 0 S

(!) Tu questa dimostrazione si & supposto non nullo I’angolo fra i vettori 4 —0e B—0.

B facile provare che la (22) & vera anche nel caso che sia nullo I’angolo fra 4 —0 e B—O.

(?) I’ integrale del secondo membro dovrebbe essere esteso solo a S ma la (25) & ov-
viamente valida anche se questo integrale & esteso a Soo.
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da cui segue (') ngd2 B(6)1Se =0 e di conseguenza gradb({)=0 in S, e
‘SOO
in (0, t,). Allora si pud porre in (21} e quindi in (25) come limite inferiore <,
invece dello zero. Si ha allora in (t,, 7,) valida una diseguaglianza del tipo (26)
da cui segue ‘grad2 0(0)dSeo =0 e grad6(¢()=0 in tutto 7, 7,. Cosi prose-
8%
guendo si trova grad 6(z) =0 in tutto (0, ¢) da cui segue con i soliti ragiona-
menti H(t) = 0 in tutto (0, 1) e in tutto S,.

8. Passiamo ora a risolvere il problema dell’induzione magnetica in un

elissoide che & stato immerso nell’intervallo (0, ¢) in un campo magnetico
uniforme H () (*).

Vediamo se & possibile soddisfare alla (18) o nel sistema corrispondente
ponendo per H, (t) nell’interno dell’ elissoide un valore costante rispetto alle
coordinate. In questo caso sarebbe costante anche I e si avrebbe allora per
un noto teorema, nell’interno dell’ elissoide,

zb:IXj%dS:—IXgradg
5

essendo ¢ il potenziale Newtoniano interno di un elissoide di costante d’at-

(1) Infatti posto j‘grad2 6(t)dS =a =0 si ha
S
- t,
() a=< 2RJ adg
0

e indicato con e il massimo di @ in (0, 7,) ne segue:
o <<2BRmi

e sostituendo in « ricordando che K e m sono positive si ha:

(2R)*m
a<< 57 124
e cosi proseguendo
a=<s (2E) mir
- n!
da cui segue:
a=0.

(?) Si noti che la direzione di H(:) pud cambiare da istante a istante purché in un
dato tempo sia uniforme ciod uguale in tutto lo spazio.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 22

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 D. Grarri: Sopra una equazione funzionale

(P—0)X(P—0)
2
una costante e y una dilatazione con gli assi coincidenti con quelli dell’ elis-
soide e con i coefficienti positivi.
Si ha cosi:

trazione e density unitarie. Questo ¢ vale C—y in cui C &

grad ¢ = — y(P — 0).
Percio:
b=vyIXP -0, H=—gradd=—17lL
Ora deve essere nell’interno dell’ elissoide :
t
I()=[(H\t)+ H())+ F(¢, Hyv) + H (7))
Percio la I(f) deve soddisfare all’equazione:
t
(27) I(t) = [(H () —yI(t)) + F(¢, H ) o Y 1(7)

Questa & una equazione funzionale che per I'uniformitda di H¢) e la
costanza di y non dipende dalle coordinate, Essa come si vede & del tipo (3).
Supposta risolta questa equazione si calcola la ¢ all’ esterno dell’ elissoide
con la (18) e in questo modo si soddisfa eompletamente all’ equazione fun-
zionale (18) o meglio al sistema equivalente.

Bisogna ora dimostrare che 1’ equazione funzionale (27) ehe é& del tipo
della (3) ammette soluzione in tutto (0. 1). Occorre anzitutto che sia risolubile
con soluzione continua rispetto a H,

(28) I=f(H,—yI)

il che corrisponde al problema nel caso non ereditario e siano soddisfatte
le (C,), (C,) (C), (C), (Cy).

Noi dimostreremo anzitutto che la (28) ammette una soluzione continua
rispetto a I, nei due casi interessanti la pratica e verificheremo che la (C))
& conseguenza dell’ipotesi fatta a proposito del teorema di unicita (*). Nel pros-
simo paragrafo verificheremo per il funzionale le (C,"), (C,), (Cs‘),' (C,).

Verifichiamo anzitutto la (C,) e cioé che per ogni u e per ogni v deve
aversi
(29) | v — [ —y0) + f(u) X (- 7o) | = nv.

Ricaviamo intanto una proprietd dell’omografia y. Indicando con 4, B, C le

(!) A questo proposito si noti che nella (C;) di pag. 152 il primo membro va preso in
valore assoluto.
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sue componenti principali che sono, come si & detto, positive dimostriamo che
esse sono minori di 4w. Infatti poiché é:

grad 9 = — y(P — 0).

Si ha subito applicando la equazione di PoissoN e ricordando che la
densita e la costante di attrazione sono supposte unitarie:

Ap=—TI(Y)=—A+B+C)=—14n
da cui segue per la positivith di A4, B, C il nostro asserto. Allora per 1" ipo-

tesi posta per teorema di unicita si ha:

, 1
(29) in (Y2 -+ (f(ee — yv) — (1)) X ( - ye) = not.
Ma siccome si ha chiamando con v,, v,, v, le componenti di v sugli
assi di v e ricordando che le A, B, C sono minori di 4=
Yo X ye == A%, 4- B2 4 C*v,* < 4n(4dv,’ + Bo,* + C,?) < 4o X yv
ne risulta:
o _1_ U)2
X > ey
e percid sostituendo in (29°) si ha:
— X (= y0) (e — 1) - [(10)) X (— 1t) = no®.

Ossia anche poiché questa quantith essendo positiva coincide col suo valore
assoluto:

(= e+ [l —vye) — fe) X(—yo) | = 0ot
che & la (Cy).

Da questa equazione segue subito che la (28) se ammette soluzione ne
ammette una sola. Infatti se ne ammettesse due I' e I’ 1 I"” sarebbe:

I'=/((H,—xI
Il + l/l:f(H'o _ YIl4 Yl”)
e percio sottraendo membro a membro:
I'"—((H,—yI'—xI")+ [(H, —yI=0

da cui seguirebbe:

" —f(H, — 1" —y1")— [H, 11)X}(—71")[=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



172 D. GrAFFI: Sopra una equazione funzionale

il che & contro lipotesi (C,) se I"==0 ('). Percid deve essere I"=0 e la
soluzione di (28) unica.
E difficile dimostrare che in generale la (28) ha soluzioni continue. Noi
c¢i limiteremo a dimostrario in due casi particolarmente importanti.
Sia:
fH, —yI)=olH,—yI)

dove a & una omografia. In questo caso la (28) diviene:

(30) I=aoH,—1I)
ossia:
(31) (1 -+ ap) I =oH,.

Ora 1 omografia (1 4+ ay) non puod essere degenere, altrimenti 1 equa-
zione (31) con H =0 che si riduce alla (1 4+ ay)I =0 avrebbe soluzioni
diverse da zero. Allora la (28) nel caso di H, = 0 avrebbe almeno due solu-
zioni, una nulla e ’altra finita, il che & in opposizione al teorema di unicita,
Quindi (1 4+ ay) non & degenere e percid si pud scrivere:

I=(1+ ay)~*aH,

il che dimostra che la (30) & risolubile con soluzione continua rispetto a I1,.

Ma il caso che in pratica ha maggiore interesse & quello in cui f(«) &
una funzione continua di e« e si mantiene limitata anche quando mod #— oo,
Cio si verifica in pratica per il fenomeno della saturazione magnetica.

Allora per dimostrare che in questo caso la (28) ammette soluzione ci
sard opportuno indicare con I, I,, I, le componenti di I, lungo le direzioni
principali di y che verranno individuate con i vettori unitari #, j, & e molti-
plicare scalarmente la (28) per 7, 4, k. Otteremo cosi il sistema:

(32) Iy — f(H, — Alé — BI,j — CLE)>i =0
(33) 1, - [(H,— Al — BI,j — CLEk)>j =0
(34 I, — [(H, — ALi — BI,j — Clk) >k = 0.

Si consideri ora I’ espressione:
I, — [(H, —yI)Xi=l,— f(H, — AIi — BI,j — CLEk)>i.

Questa espressione fissato 1,, I;, H, & una funzione continua di I,.
Al variare di I, da — oo a + oo essa varia con continuitd pure da — oo

(!) Ricordiamo che y non & degenere.
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e + oo perché la f(H,—yI) si mantiene limitata. Percié ad ogni valore
di I,, I,, H, esisterd almeno un [,° tale che la (32) sia unulla. Fissata
I,, 1;, H, questo I,* & unico. Infatti se ne esistessero due I,° e I,° + I,
si avrebbe dalla (32)

I — [(H,— A(l,® + I,°)i — BI,,j — CLk) +
+ [(H, — Al — Bl,j — CLE)>i=0

da cui moltiplicando per — AI,° si otterebbe con facili passaggi:

— I X 18+ [f(H AL — BI,Y) — CI°k AL —
T ‘ 0 v
— N, — Al,°t — BL"j — CI'Ek) > 11| =0

il che & contro la (C,) se /,° non & nulla. Ne segue allora che I,° ¢ una
funzione univoca di I,, I,, H, che indicheremo con I,° (I, I,, H,).

Essa & anche una funzione continua di tali variabill. Perché sia cio oc-
corre provare che preso un e ad arbitrio esiste un A tale che per ogni
13,1 <A, |8,] <A, [a| <A sia:

[1_,,,0(1 +8n I, + 52, H,+a)— 1,1, I, H,))| <e.
v v

Infatti poiché la I, — f(H,—y1)> & si annulla solo pev I, (I,, I,, H,) e
varia con I, da — oc a 4-o00 si avra:

1> —e— [(H,— A(l,° — &) ~ Bl,j— CLE)> i <0
I, e —f(H,— A(l," + e}t — Bl j — CI,k)> i > 0.
Ora per le supposte continuith, sard possibile trovare un A tale che per
oghi |8, | <A, |8, <<, |a] <A sia:
I, —e - [(Hy+4a — A(I," — )i — B(l, +8))J — C(I; -+ 3,)k) X} i< 0
I+ e— f(Hy+ a— A(I,° + e} + B(I,, + 8))j — C(I, + 8,)k) > i > 0.
Percio i valori di I, che annullano la (82) in corrispondenza di H, {-«,

l,+8%, I,+8, sono compresi fra I,°—e, I[,°+e Quindi & per ogni
18,1<<4, [3,| <A, [a|<A

II%'O(IU_{—S&? Iz0+827 HO _l_ ") - I:z'o(Iy: Iz, H))l <S

che & quello che si voleva dimostrare.

Sostituiamo ora I,° nella (33). Fissato un H, e I, avremo una funzione
di 1, per la quale col ragionamento gia fatto al proposito di [, si prova
I'esistenza di almeno una /,° che la annulla.
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Questa I,° per ogni I, e H, & unica. Infatti se ve ne fossero I1,° e
I, +1I,° vi sarebbero in corrispondenza anche due I,° e I, e tutte due
soddisferebbero la (32) e (33) cioé si avrebbe:

I — f(H,— Al,"i — B,%j — CI,’k)>j =0

I+ 1,° — [(H, — A(I,° + I,)i — B(I,* +1/j — CLI)>}j=0

I 41, — [(H, — A, -+ I,")i — BI,*+ I,/°)§ — CLE)>i=0
L — f(H,— Al,’i — BI,’j — CLk) > {=0.

Sottraendo membro a membro la prima equazione dalla seconda, la
quarta dalla terza, moltiplicando la prima delle relazioni cosl ottenute per
— BI,° la seconda per — A4I,° e sommando il tutto si ottiene:

| — yI" + I,°) X< (1% + 1)) +
+{(H,— CLLk— B, + 1,°j— A(I,* + 1,%i) —
—(H, — CLk — Bl j — A" X y(1,% - 1,°j) [ =0

che per la (C,) non pud sussistere se non & [,/°=0, I,° =

Con lo stesso ragionamento del caso di [,° si prova che la J,° é una fun-
zione continua di 7,, H,. Allora sostituendo nella (34) alla I, =I,°(H,, I,
e alla I, la I,X1° I,, H)=1,"(1,°, I,, H)), 1, H, si ha una equazione
solo in I, che con i ragionamenti fatti precedentemente si pud provare che
ammette una soluzione I,° funzione continua di H,. Allora il vettore I, di

componenti:
L, 1L, 1,'(1,° 1)

soddisfa la (28), perché & soddisfatto da queste il sistema delle (31), (32) e (33)
ed & una funzione continua di H, percheé cosi lo sono le sue componenti. Percio
si pud dire la I — ¢(H,) esiste continua, il che & quanto si voleva provare.

9. Verifichiamno ora la validita delle (C,"), (C,, (C,), (C,) in base alle I,
11, III, V. Cominciamo dalla (C/,). Supponiamo intanto (H(t)) < H,. Poniamo

t
nella (17), H,(x)=0 e H,(t)= H/(z): avremo, ricordando che F(¢, 0)=0 (*),
0

H(®)Xi.

(‘ dF(t, 0Hx))

¢ .
B, Hom) X" =) — 5671

(1) 6 vale 1 —2,
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(]}

Ciog, ricordando la III, si ha per ogni | H(z)| in modulo minore di

AF(t, 8H )

i
| F(¢, H(x)>7| gj d0H D) D HE >
0

¢
dE < N,,J‘\ H(E)|dE < Nunt.
0
Cio vale per ogni componente di F(¢, Hf)(r)). Essendo il modulo di un
vettore sempre minore della somma dei moduli delle componenti, si ha:
| F(t, H(7))| << 3Nt

e posto 3N, m = M,, si prova la (C) per ogni | H(t)| < H, in (0, ¢).
Se | H 7)| in qualche tratto di 0, ¢ & maggiore di H, si ha:

| F(¢, HYx)|<| F(t, H'§r))|< 3Nmmt
essendo m il minimo intero positivo maggiore di H, e Ny il suo N corri-
spondente. Perciéo per ogni m > H,
| F(¢, Hin)| < Mt

essendo M = 3Nzm cosi si prova che la (C,) vale in generale.
La (C,) e (C,)) sono una conseguenza della ipotesi III.
Per la (C,) si ha per | H(t)| < H, applicando la (17) e ricordando la III

| F(¢, H,(x) — F@¢, H )X i|=

t
(1. dF(¢, H (1) + MH,x) - H,()
= o< e O — ) |t
t
ngalH;(E)—Hl(i)ls
0
t

< Ny { max | H,® = H)| + max | H,E : HE) )

essendo max | Iil(E)EHZ(EH il massimo in (z,, 7,) di | H(E) — H,®)|.

Ty
Da cid passando dalle componenti al vettore e ponendo M’ = 3N,, si ve-
rifica la (C,) per ogni | H(t)| < H,.
Se Ht) = H; si ha:
I F(t’ H‘f](‘b)) - F(t’ Hzf)('c)) l = | F(t) 'Hilf) T)) - F(ty -H.o,,(t)(T)) l <

t t
= M’ {max | H/(x) — H,(©)| + max | H/(v) — H, (1|}
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176 D. GrAFFI: Sopra una equazione funzionale

e poiché si ha sempre | H/(t) — H,(t)|<<| H (t) — H,t)| ne risulta anche:
max ] H/(x) — H,/(z)| < max | H () — H7) ,

da cui segue che la (C,) & soddisfatta in generale,

Se poi Hy=o0 si procede come precedentemente prendendo per M’ il
triplo del limite superiore di IV,, che per ipotesi esiste finito.

Dunque tutte le condizioni affinché la (27) sia risolubile in (0, 1) sono
soddisfatte, percid si pud dire che si ¢ trovata una soluzione della (18), solu-
zione che & unica per quanto si & dimostrato. Allora la I({) & uniforme cioé
il corpo si magnetizza uniformemente per tutto 1 intervallo (0, t) il che é
quanto si voleva provare.

Da ultimo dimostreremo che se la f(H) & derivabile rispetto a H e
F(t, H(t)(’t)) ¢ derivabile rispetto a ¢ risulta anche la I(f) e quindi la
H = II,— vI derivabile rispetto a .

Anzitutto se la f(H) & derivabile rispetto a H lo & anche la @(FL,).
Infatti giacché la ¢(H,) si ottiene risolvendo la (28) che equivale a tre equa-
zioni scalari nelle componenti di I affinche essa sia derivabile occorre che
il Jacobiano rispetto a queste componenti non sia nullo, cioé che non sia de-

. df(H )y
genere la omografia 1 A

Ora per la (C,) preso v infinitesimo si ha:

| df(Hyy [
(35) |8+(1— aIl o’valznv_
essendo & un infinitesimo d’ordine superiore ¢* Ora se la 1 — d’;ﬁ” fosse

degenere per un certo o la (35) avrebbe il primo membro infinitesimo di
ordine maggiore a ©»® il che come mostra tale equazione non pud essere.
af H )y
JdH
vabile rispetto a H,.
Dopo cid poiche dalla (3) si ha:

non & dunque mai degenere, quindi la cp(ﬁo) ¢ deri-

L’ omografia 1 —

¢ - t
I(¢) = 9(H(8) — Y F(¢, H(v) v vI(v) + F(¢, H,(r) - (7))
resulta anche la derivabilith di I(¢) rispetto a ¢.

Si potrebbe anche in modo analogo provare che tale derivata & continua

rispetto a ¢.
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e la sua applicazione a un problema di fisica ereditaria 177

Possiamo dunque concludere che se H({) & in modulo minore di H;, la
derivata di I({) e quindi di H (¢) — yI{{)= H({) esiste, il che ¢ dimostrato
da quanto si & asserito durante la discussione sulla rappresentalitad analitica
della IF(¢, H(v).

APPENDICE I.

Dobbiamo dimostrare che da una successione di vettori I,(£), Z,(¢) ... I,(?), ...
ugualmente continui e ugualmente limitati in un certo intervallo (a, 0) sl pud
estrarre almeno una successione I, (6), Tm,(¢) ... Im,(¢) che counverga unifor-
memente in tutto (a, d) verso un vettoxe continuo Jo(f).

Nel seguito della dimostrazione indicheremo con X,(f), Y.(f), Z,(f) le
componenti sugli assi di I,(¢).

Le X,(¢) essendo proiezioni di vettori ugualmente continui e ugualmente
limitati in (a, &) sono esse pure in (a, ) ugualmente continue e ugualmente
limitate, percio si pud da esse estrarre una successione X, (¢), X, (()...
che converge uniformemente verso una funzione continua X.(¢) in tutto (a, b).
Siano ora Y, (f), Y, () ... Y, (¢) le componenti su Y di I,.,(¢), T, (¢) ... T,,(t). Poiche
esse sono pure ugualmente continue su tutto (a, b), si puod estrarre una succes-
sione Yy (f), Ys,(f)... Y,,(f) che converge uniformemente in tutto (a, b) verso
una funzione continua Y. (¢). Evidentemente le X (¢), Xs,(¢)... X;,(£) convergono
uniformemente in tutto (a, &) verso X.?).

Prese ora le componenti su Z delle I,(¢), 1,(?)... I, (f) si pud da esse
estrarre una successione Z,((), Zm,(()... Z,,({) che converga uniformemente
verso una funzione continua Z.(/). Con un ragionaménto analogo a quello che
precede si prova che X, (¢), Xp,(() ... Xm,(t) convergono verso la X, (¢) e le
You(t), Yim,(€) o Ym,(f) convergono verso la Y(f). Percio le I,,,(f) convergono
uniformemente verso il vettore continuo J.(f) che ha per componenti Xn(¢),
Yoo(l), Zx(¢t) perche cosi avviene per le loro componenti. Questo & quanto si
voleva provare.

APPENDICE 1T

Si e visto che I'intensitda di magnetizzazione di un corpo ferromagnetico
al tempo ¢ dipende non solo dai valori attuali del campo magnetico ma anche
da valori assunti in passato dal campo magnetico stesso cio¢ che nella sua
espressione appare un funzionale F(t, H' (7). Noi perd studiamo il caso che
pill interessa in pratica, nel quale H(t) sono nulle in tutto (— oo, 0). Vo-
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178 D. Grarri: Sopra una equazione funzionale

gliamo provare che per tutte le H{(t) che si mantengono limitate in modulo (*),
e che costituiscono un insieme di funzioni ugualmente continue, anzi in par-
ticolare per quell’insieme di H(t), di cui le derivate delle compounenti sono
generalmente continue e in modulo minori di un certe numero DI, esiste
per ogni componente della F(¢, H(t)) un polinomio (nel senso delle funzioni
di linea) delle componenti di H({t) che la rappresenta con quanta approssi-
mazione si vuole.
Questo polinomio P, sard del tipo

P, = K + Zs,st, ¢, T)H(z)dT, + Es, sgijs,,sﬂt T,y To)Hs, (7)) H,(t,)dr,dT, +

ttt

s,,s, J.JIKSHS, (6, Ty, Toy Tn)Hs (T), H(T) ... Hs,(7)

009

i cui coefficienti K, s,..5,(f, T,, Ty .- Ta) sono funzioni continue rispetto alle .
Per dimostrare cio prendiamo 1'insieme delle funzioni Y,(7), Y,(t), Y,(t) cosi

b

formato. Le Y,(7), Y,(t), Y,(tr) sono nulle per 1< — b, nel tratto — b, —35

. . b . .
sono lineari, e nel tratto — 5 t sono uguali a una qualunque funzione con-
tinua minore in modulo di H,. Evidentemente ad ogni ¢/ e ad ogni terna di

¢
Y, (1), Y (1), Y,(zx) corrisponderd un valore della componente di F({, H(t)). Ma
—b

tale componente dipendera solo dal pezzo delle Y(t) che giace in —é, t perché
definito questo pezzo resta definita tutta la Y(t). Percid potremo dire che la

i
componente considerata di F(¢, H(r)) dipende da ¢ e da tutte le funzioni
—b
b S .
5 ¢ e minori in modulo di H,.
Questo funzionale per il teorema di FRECHET e GATEAUX si pud rappre-
sentare, almeno per le funzioni con derivata generalmente continua e in mo-

Z,(7), Z(7), Z,(7) continue in — >

dulo minore di P, da un polinomio con gli integrali estesi da —-g a t. Pero

siccome consideriamo solo quelle funzioni nulle per t <0, per queste funzioni
il nostro polinomio rappresentativo si riduce al tipo (1) come si voleva provare.

(!) Ciod minori o al pilt uguali di H;.
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Poiché questa rappresentazione analitica della F(¢, H(t)('c)) soddisfi (come deve
essere) le condizioni III e IV, occorre che i coefficienti di P,, siano continui
anche rispetto a ¢. Cid resulta facilmente nel caso del ciclo chiuso perche
tali coefficienti sono funzioni di (/ —t). Ma non mi & riuscito di provare
rigorosamente questo teorema nel caso generale, anche ammessa vera la IV
sul funzionale. Ritornerd forse su cid in altra occasione.

ERRATA-CORRIGE

Pag. 144 e segg. Il funzionale deve supporsi definito su tutte le y(c) minori o uguali
in modulo ad a, e per queste y(z) devono valere le (C,), (Cs), (Cy), (C,).

Pag. 151, formula 10, seconda riga. Il segno di valore assoluto va in fine della riga.
Pag. 152, vedi nota di pag. 170.

Pag. 156. Le (Cy') e (C4) si devono supporre valide anche per y(r) in modunlo minori
o uguali a m.

Pag. 157, riga sesta. Il termine F(f, §'H f)(r)) va preso in modulo.

Pag. 160. La III va enunciata nel seguente modo:

Per ogni numero intero e positivo m esista un numero N, tale che per ogni H,(t),
H,(t) continue e minori o uguali in modulo di m e H; e per tutti i A e ¢ compresi fra (0, 1)
e per ogni § di (0, ?) sia ecc.

Pure a pag. 160 si noti che H; essendo un numero non va in grassetto.

Pag. 162. Intendere sempre funzioni in modulo minori o uguali a H;.
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Sulle funzioni simmetriche delle radici dell’ unita

secondo un modulo composto.

Memoria di Grovannt Ricor (a Pisa).

Sunto. - Si dimostrano (art. 3) come mnecessarie, e in qualche caso anche sufficienti, le con-
gruenze (A), (le congruenze (B), Uidentita (C)) affinché un sistema di interi sia un
sistema completo di radici dell’ wnitd (mod. p2), (p primo dispari); si dimostrano (art. £)
proposizioni analoghe riguardo a (mod. 2%); si dimostrano (art. 6) delle congruenze per
le somme delle potenze simili e le funzioni simmetriche elementari di certe combinazions
di interi, valide in particolare quando tali combinazioni sono sistemi completi di radici
reesime dell’ unitd (mod. m), con m composto comunque. AIU art. 7, applicando due idenditi
relative alle somme delle potenze simili delle radici dei polinomi simmetrici e ai coeffi-
cienti di tali polinomi, si stabiliscono per le funzioni simmetriche elementari e somme
di potenze simili di grado dispari qualunque delle congruenze che perfezionano quelle
dell’ art. 6.

1. Siano
(1) ty, tu"'; fet

© interi a due a due incongrui (mod. m); poniamo

/ —1
Qu(m) = 2 ¢
.:0
(2) T—1 T '
(¢ 4¢) =2 Ry(m)l™"*; Rum)=0 per k>
k

=0

i=0
cioé con Qu(m) e Ry(m) denotiamo rispeitivamente la somma delle potenze
simili k-esime degl’ interi (1), e la somma dei prodotti a k a k degli stessi
interi,

E noto che se (I) & un sistema completo di radici t¢7¢ dell’ unita
(mod. p), (p primo dispari, = divisore di p — 1), valgono le congruenze se-

guenti:

) ‘ Q.(p) =0, (mod. p); Ri(p)=0, (mod. p); per k==0, (mod. 1)

Q(p) =7, (mod. p); Re(p) = (— 1)*, (mod. p) ().

(1) Ved. M.  CiroLLA, Teoria dei numeri. Analisi indeterminata, <« Enciclop. Mat. elem. »,
Milano, 1930, p. 310; A. P1ercE, Symmetric functions of n — ic residues (mod. p), « Bulletin
American Math. Soc. », Vol. 35, 1929, p. 708.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



182 G. Riccr: Sulle funzioni simmetriche delle radici dell’ unita

Sia p primo della forma p =4k + 1, t=(p — 1)/2, e (1) il sistema com-
pleto di radici ©-¢t™¢ dell’ unitd (sesidui quadratici), (mod. p) costituito d’in-
teri naturali minori di p; valgono le congruenze (*?)

(4) Q2h+1(p) = th-{-i(p) = 07 (mOdo p2)7 1 = h —<~(p - 5)/4
1

o) 2Ryni(p) = — 9 ("5 — 20)R(p), (mod. p); id.

(6) 2Q,54(p) = p2h + 1)Q,1(p), (mod. p°); id.

Sia p primo dispari qualunque, t=p — 1; il sistema (1) sia quello delle
radici 1-¢*tm¢ dell’ unitd (mod. p) positive non superiori a p, cioé¢ 1'insieme
1, 2,..., p—1; per esso valgono congruenze analoghe alle (4), (5), (6) che
non stiamo a scrivere (*).

Nel caso t=¢(m), con m qualunque, il sistema (1) delle radici t-¢st™¢ del-
I’ unitd (mod. ) positive non superiori a m €& linsieme degl interi natu-
rali minori di m e primi con m. Per tale insieme valgono le congruenze
(N. NIELSEN) (%):

) 2Q,n4 (M) = m(2h - 1)Q,, (1), (mod. m?)

(8) Q,n (1) =0, (mod. m); Q4. (m) =0, (mod. m?)

9) 2R,y o, (m) = [@(m) — 2h)mR,p (), (mod. m®), per 1<<h < 7)—_2——3
p—3

(10) R,,(m)=0, (mod. m); Rypy,(m)=0, (mod. m?), per lghg—r
delle quali, in loc. cit,, le (7) e (8) risultano dimostrate per tutti quei valori
di 2 tali che 21 non sia multiplo né di p — 1, né di ¢ — 1,... essendo p, g, ...
i fattori primi distinti di m (in particolare se p =2 oppure p =3 per alcun
valore di i, se p=05 e g > p,.. pei valori dispari di & ecc.); e le (9) e (10)
risultano dimostrate per 1 << h << (p — 3)/2 essendo p il minimo fattore primo
di m (in particolare, se m & divisibile per 2 oppure per 3, per alcun valore
di /i, se m & divisibile per 5 soltanto per =1 al massimo, ecc.).

In questa Nota, all’art. 3 si stabiliscono per il sistema completo delle
radici p-¢5@m¢ dell’ unitd (mod. p*), p primo dispari, le relazioni (4), (B), (C)

() Cfr. N. N1eLSEN, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris, 1923, p. 390,
formule (15), (16), (17).

() Cfr. N. NIELSEN, 1. c. in (%), p. 311, formule (5); p. 326, formule (13), (14), ecec.

() Cfr. N. NIELSEN, L c. in (3), p. 286, form. (24); p. 322, form. (17); p. 286, form. (23);
p. 333, form. (8). Ved. osservazione dopo queste ultime formule.
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secondo un modulo composto 183

e si dimostra che ciascuno dei tre gruppi di relazioni & caratteristico pel
sistema delle radici p-¢'m¢ dell’ unitd (mod. p2), (p divisore di ¢(p*) nei due
casi estremi p<p e p=p*L

All’art. 4 si dimostrano le proposizioni analoghe riguardanti il (mod. 2%),

All’art. 6 si dimostrano per le somme delle potenze simili e le funzioni
simmetriche elementari di certi sistemi di interi le congruenze (4,), (B,),
(4,), (B,) che generalizzano le (3) sovrascritte; in particolare esse sono valide
pei sistemi completi di radici »-¢5t™¢ (mod. m), 1 comunque composto.

Infine all’art. 7, applicando due identitd stabilite da N. NIELSEN relative
alle somme delle potenze simili delle radici dei polinomi simmetrici e ai
coefficienti di tali polinomi, si stabiliscono per sistemi di interi analoghi a
quelli considerati all’art. 6 alcune congruenze che generalizzano le (4), (9),...,
(10) sovrascritte; le congruenze che generalizzano le (7), (8), (9), (10) risultano
stabilite per qualunque valore di h, senza le limitazioni di cui & cenno sopra.

2. Alcune osservazioni. — Premettiamo le seguenti semplici osservazioni.
a) Per le posizioni (2) (art. 1) vale la formula di GIRARD-NEWTON:
k—1
@ 3 (— DR (m)Qu—i(in) 4+ (— 1FRBy(m) =0, (R =1).

=0

b) Denotando con D(n, m) il massimo comun divisore degl’ interi 2 e m
si ha

7 ’ n
(1) (771) =0, (mod. D(T,m_)) .

Infatti, nell’ uguaglianza
n\_n{n— 1)
m)— m\m—1

il primo membro e il secondo fattore del secondo membro sono interi, quindi
se p* e pk sono le massime potenze di p primo che dividono rispettivamente
n e m ed & « > B, il primo membro risulta divisibile per p*—F,
¢) Denotiamo, secondo PEANO, con mp (¢, b) I'esponente della massima
potenza di a che divide b. Vale la nota proposizione seguente (°).
Essendo p un intero primo dispari, se mp(p, a —1)=1 é:

@) mp (p, a™ — 1)=mp (p, a — 1) + mp (p, n).

(*) Ofr. M. CrroLLA, Sui numeri composti P, che verificano la congruenza di Fermat,
aP—1=1 (mod. P), « Annali di Mat. >, serie 8% t. 9°, 1903.04, p. 133; L c. in (1), p. 281.
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Se mp(2, a—1)=1 é:
3) mp (2, a" —1)=mp (2, a — 1) +mp (2, n),
e nello (3) vale il segno > allora ed allora soltanto che n é pari e
mp (2, a—1)=1

A tale asserto si perviene subito elevando a potenza #n-*'™¢ le due
eguaglianze

a=1  Ip", (I primo con p); a==1412" (I dispari)
ed esaminando i vari termini dei relativi sviluppi binomiali quando si ri-
cordi la (1).
d) Per induzione si stabilisce subito I'identita

-5

i 0

3. Sulle funzioni simmetriche delle radici dell’unita (mod. p~*), con p
primo dispari. — Sia p=p™, O<<nm<<a—1, X divisore di p — 1) un divi-
sore di @(p*), (p(n) indicatore di EULER); la congruenza

(1) tp=1, (mod. p*

ammette p radici che costituiscono un sistema completo di radici p-¢*t"¢ del-
I’ unitad (mod. p#).

TEOREMA. Condizione necessaria, e quando sig verificata una almeno
delle due uguaglianze ©1 =0, 1 =a—1 anche sufficiente, perché p interi
a due a due incongrui (mod. p*)

2) Loy Ciyuney tp—4

costiluiscano un sistema completo di radici p-estme dell’ unitd (mod. p*) &
che valgono le congruenze sequenti, nelle quali v = mp (p, R):

( Qx(p*) =0, (mod. p**), per k=0, (mod. ) e 0<k<p

A
&) l Qs (p*) = p, (mod. p**¥), per k=3, e 0=<Is<pT.

Lo stessa proposizione vale pe)r le congruenze sequenti:
Ry(p*) =0, (mod. p*), per k==0, (mod. })

(B) Ra(p) = (— 10— (7‘;) (mod. p¥).

La stessa proposizione vale per la sequente identild nel campo d’ integritd
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definito da (mod. p*)
o—1
() Ft) = ﬂo(t — )= — 1)?7, (mod. p?.

Le (A) sono necessarie. Cominciamo coll’ osservare che, essendo per le
nostre posizioni
(@ + p»* =a*, (mod. p*+v),

la somma Q,(p* varia per multipli di p*** quando si variano gl’interi ¢, per
multipli di p* Detta { una radice primitiva della (1), un sistema completo di
radici della (1) stessa & (" =1, ¢, ¢ ..., ¢t/ quindi

o i I —1
(3) Q(pr= X1 4" = z—7, (mod. p=+).
=0

Quando k==0, (mod. X), ¢* — 1 & primo con p e dalla (1) soddisfatta
da ¢, tenendo conto dell’osserv. art. 2. ¢), segue la prima delle (A).

Quando k = sA, essendo 1<<a —w<<mp(p, t* —1), posto v=mp (p, ),
(v=0), per I’osserv. art. 2. ¢), & h=mp (p, t* —1)>=a — = + v, cioé

=1+ Ip", (I primo con p);
ne segue

(eh =1 4 (T) Iph 4 (g) Ppt - ...
e per la (3)

Qsl(pa) =p + (S) lph —+ ., (mod. p¢+v);

tutti i termini al secondo membro di questa congruenza a partire dal secondo,
quando esistano, sono divisibili per p**’ e ne segue la seconda delle (A).

OSSERVAZIONE. Le (A) sono necessarie per qualunque valore non negativo
di 2 (anche per & > p).

Le (B) sono necessarie. Esse si verificano per k =0, k = 1; si dimostrano
per induzione ammettendole pei valori minori di k. Trascurando al primo
membro di (I) (art. 2), in cui si faccia # = p*, termini multipli di p2* otte-
niamo (per brevitd si pone R, = R4(p?*), Qrx = Qu(p*) per k=sA

4) Z (= D*RpQu_ - (— 1)*sAR,; =0, (mod. p**),
i=0
e per R=sk-+h, (0O<<h <]
(5) 'éo(— l)t)‘Ri)_Qk_il +.§1(— l)h—i)‘Rk_i)LQil -+ (—- l)kkRk = O, (and. pga).
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Supponiamo in primo luogo & =sA; risulta v=mp(p, s) e poniamo
vy=mp(p, i) d=mp(p, s—i). B cvidente che in qualunque caso &
T —7y—+28=v, poich® s<<p™ e per y >3 & necessariamente §=yv; quindi
dalla (4), tenendo conto delle (B) valevoli per indici minori di & e delle (A),

ofteniamo:
s—1

Z(— 1)t (p;) + (— 1)*sARg =0, (mod. p=ztv),
i=0
Da questa congruenza per I osserv. art. 2. d), segue la seconda delle (B).

Sia in secondo luogo k=]=0, (mod. ), cioé valga la (5). Abbiamo posto
v=mp(p, k) e poniamo inoltre y=mp(p, ¢), S=mp (p, k — i), L’ i-estmo
termine della prima sommatoria in (5) & divisibile per p»!7m—r+3 mentre ogni
termine della seconda sommatoria & divisibile per pz+r. Essendo in ogni caso
a+nT>=a+V, a+%n—7 +8>=a-+Vv concludiamo

(— D)*2Ry =0, (mod. p**)

da cui, dividendo per k, segue la prima delle (B).
La (C) é necessaria. Infatti se gl'interi (2) costituiscono un sistema com-
pleto di radici p-¢s*"¢ dell’ unitd (mod. p*), soddisfano alle (B) per cui

p—1 pr .
(6) mn:Ha—mEZthQm%:w-nﬂ(mdwy
i—0 0

s=

Per 1 =0 oppure n =a—1 la (C) é sufficiente, le (B) sono sufficienti,
le (A) sono sufficienti. Infatti, essendo F(¢{,)=0, per la (6) risulta

(7) (th —1)P" =0, (mod. p%

e la sufficienza della (C) & dimostrata per m=0 (cioé p=12). Sia a =7 4 1;
la (7) ci dice che la differenza #; — 1 & divisibile per p, cioé

th=1+41p> (I, primo con p, w=1)
Risulta (art. 2. ¢))

t‘{.:tf’wl =1, (mod. pT+v)

con © 4 w=a; la sufficienza di (C) & dimostrata anche per tn —=a — 1.
Poiché dalle (A) seguono le (B) e dalle (B) segue la (C), anche le (A)
sono sufficienti e le (B) sono sufficienti.
OssERrVAZIONI, Come corollari del teorema precedente abbiamo:
a) Se Wyx,, 2,,.., Z,—,) & un polinomio omogeneo di grado assoluto
non multiplo di 2, a coefficienti interi, simmetrico nelle g indeterminate
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secondo un modulo composto 187

Loy Xyyeny Loy, detto (6, £,,.., {—,) un sistema completo di radici p-¢sime
dell’ unitd (mod. p#) risulta (%)
) Wyty, gy tpmy) =0, (mod. p*).

b) Sia ®(x,, x,,.., ,) un polinomio a coefficienti interi, simmetrico,
in n indeterminate x,, «,,..., €,, di cui nessan termine abbia grado multiplo
dell’intero A = D(n, p — 1); poniamo p == D(n, ¢(p*) e diciamo a,, a,, ..., a;_,
i o=¢(p*/p residui g-% (mod. p*).

Ogni congruenza
gr=aqa;, (mod. p*), (i=0,1,...,6—1)
col sistema delle sue radici z;,, %;,,.., %i,-,, fornisce una soluzione (g,
€y 5., &n) della congruenza

(1)(00“ Lgyeeey w")EO, (mod' p*)

quando si prendano i numeri &, &,,.., £, a n/p a n/p eguali a ciascuno dei
" T
numeri 2 o, 8y yeey 34— ()

4. Sulle funzioni simmetriche delle radici 2¢-¢ime dell’ unita (mod. 2#). —
Tralasciamo il caso banale w =0 pel quale si ha I’unica radice 1 (mod. 2%,
Sia «>=3. Per 1 << w<<a— 2 le radici della congruenza

(1) #° =1, (mod. 2%)
sono a due a due opposte in numero di 20+ date dalla formola (®)
@) +at, (@ =5""; k=0, 1,.., 20— 1),
TEOREMA, Condizione mnecessaria, e quando sia ® =a — 2 anche suffi-

ciente, perché 297 interi

(3) Ly tyyens Bgari_y, l<o<oa—2)

a due a due incongirui (mod. 2%) costituiscano un sistema completo di ra-

dici 20-estme dell’ ynita (mod. 2%) é che valgano le congruenze sequenti, nelle
quali v =mp (2, 29):

(A" S Q529 =0, ~ (mod. 27); O=<<s=2v—1)
{ Q27 =2°F, (mod. 22+); (0 s 29)

(®) La prop. a) limitatamente al caso a« =1 (cio® modulo primo), si trova in A. PIERCE,
L e in (1). : i

(") La prop. b) per a =1 e n divisore primo di p —1 si trova dimostrata in G. FRrAT-
TINI, Sulle congruenze omogenee..., < Periodico di Mat. », serie 3, vol. 11, 1914, p. 49.
(8) Cfr. P. BACHMANN, Niedere Zahlentheorie, Erster Teil, Leipzig, 1902, p. 332.
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La stessa proposizione vale per le congruenze seguenti:

R4 (2% =0, (mod. 27%)

(B)) R,(2%) = (— 1) (25), (mod. 2%
La stessa proposizione vale per la seguente identitd, nel campo d’ integrild
definito da (mod. 27)

guti_y

() Fy=1(¢—t)=@— 1%, (mod. 2%).

Le (A') sono necessarie. Osserviamo che essendo
(@ +29)F = a*, (mod. 2¢%), v=mp (2, k)

le somme Q2% variano per multipli di 22!¥ allorché i numeri (3) si variano
per multipli di 2=

La prima delle (A') é evidente perché gl’interi (3), per la (2), sono a due
a due opposti (mod. 2#), Quanto alla seconda delle (A'), per la (2) risulta

201 a‘,gw-kl _

2 1 a4y
(4) Q23(2a) = 2 1'20 (L rs = 2 W, (lllod. 2 ).

D’ altronde &
5023 — (1 + 22)C2B =1 - 128+2

con ! dispari, se ¢ € dispari; per questo dalla (4) si ricava la seconda
delle (A").

OSSERVAZIONE. Le (A') sono necessarie per qualunque valore non negativo
di s (anche per s>=2v).

Le (B') sono necessarie. Esse si verificano per s —=0; si dimostrano per
induzione ammettendole pei valori minori di s. Trascurando al primo membro
di () (art. 2) in cui si faccia m = 2% termini multipli di 2*# otteniamo (per
brevita si pone R, = Rx(2%) e Qr = Q,(2%):

s—t

2 Rylyy 1 2R, =0, (mod. 2%
1=

.Z()R?in(s—f)—H —.21R2(8—i)+1 Q — (2s + DRy, =0, (mod. 2%%),
1 1=

Procedendo in modo del tutto analogo a quello seguito per dimostrare la
necessitd delle (B) (art. 3) si perviene a dimostrare la necessitd delle (B').

La necessita della (C), la sufficienza per o — 222 della (C'), delle (B) e
delle (A" si dimostrano in modo analogo a quello seguito all’art. precedente
per la (C), le (B) e le (A).
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Sia a=2; cioé consideriamo il (mod. 4). Le radici, quando siano in nu-
mero maggiore di uno, sono gl'interi 1 e 3 e si verifica subito che valgono
le (A, (B") e (C') anche in questo caso purché in esse si faccia w=0.

Per o =1, cioe per il (mod. 2), si ha I'’unica radice 1.,

OSSERVAZIONE. Quando, per « qualunque, si ha I’ unica radice 1 si verifica

Q2% =1, (mod. 22+) con v=mp (2, k); R(2*% = R (2% =1, (mod. 2%),

5. Sui sistemi di interi ottenuti colla riunione di piu sistemi completi di

radici dell’ unith (mod. p*), » primo pari o dispari. — Procedendo per indu-

zione da a — 1 ad a, e verificando per a=1 si dimostra subito ci6 che segue.
Siano

(1) Cos byyenes bap—y

ap interi ottenuti colla riunione di « sistemi completi di radici dell’ unita
(mod. p#), ciascun sistema essendo costituito da p interi. Poniamo

/ ap—1

Qlp*, a)= Z ¢
2) ap—1
H (t + tt)_ 2. Rk(?’“ a)ee=k;  Ru(p* a) =0 per k > ap.

Osserviamo che per le posizioni (2) dell’art. 1 &
Q(p*) = QD% 1);  Ry(p*) = Ru(p* 1)

Sia in primo luogo P primo dispari, p =p™, 0 <<mw<<a— 1, A divisore
di p — 1; abbiamo

(A) | lpn =0, (mod. p**), per k==0, (mod. A); v=mp(p, k)
‘ ‘ Qu(p* a)= ap, (mod. p**¥), per k=sk; id.
(

f\ Ry(p?, a)=0, ~ (mod. p#, per k=-0, (mod. X)
(B) < a T
Y ) Ra(p*, a)=(— 1)’( f ), (mod. p*).
\

Sia in secondo luogo P =2, p=2vt' (quindi necessariamente o> 2);
abbiamo:

(A ) S Q23+1(2a7 a) = 0’ (lTlOd_ 29‘)
: [ Q2% a)=a2°", (mod. 2#'%); v=mp(2, 2
Ryp (2%, @) =0, (mod. 2%)

B, o
() R, (2% a)y=(—1Y (uf ), (mod. 2%).
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Nel caso singolare p =2, p =1 ogni ¢; € corgruo a 1 (mod. 2%); abbiamo:
(A,) Qx2* a)y=a, (mod. 2#*’), ove v=mp (2, k)
(B,) R,(2% a)= (Z), (mod. 2%).

6. Sulle funzioni simmetriche delle radici dell’unita secondo un modulo
composto qualunque. — Sia m =p?*f..., con p, g,.. numeri primi distinti;
denotiamo con (%,, %,,.., #,_,) un sistema completo di radici dell’ unita
(mod. p*) (p =p™, X divisore di p — 1, 0<<n << a — 1) e analogamente con
(Vgy Vyyeey Vg—,) un sistema completo di radici dell’ unita (mod. ¢F),... Deter-
minati gl’interi ausiliari A4, B,... soddisfacenti alle congruenze

m m
(1) A=1, (mod. p*); =0, (mod. 17), B =1, (mod. ¢f); =0, (mod. q_B)’
pel sistcma dei ©=po... interi a due a due incongrui (mod. m)
2) Au; +Bo;+ .. O0<i<<p—1,0<j<<o—1,..)

si introducano le notazioni Qn(m) e Ry(m) date dalle (2) art. 1.
Evidentemente gl'interi (2) sono a t/p a t/p congrui (mod. p*) e si pos-
sono considerare ottenuli riunendo t/p sistemi completi di radici dell’ unita
{mod. p*); cioe l'insieme degl’interi (2) si trova nelle stesse condizioni del
sistema (1) dell’art. precedente ove si ponga a = t/p. Dai resultati dell’ art.
precedente deduciamo:
TEOREMA. Se p é primo dispari e v=mp (p, k) si ha:

[ Qx(m) =0, (mod. p**¥), per k=0, (mod. A)

A
( 4) a Qr)\(Tn) =7 (mod, pa+v)’ per k= s,
Ry(m) =0, (mod. p?)
T
(B,) Ra(m) = (— 1= (X} (mod. p.
S

Se p=2 e p=2 (il che porta necessariamente «=2) e v=mp(2, 2s), st ha:

(A,) Q.54 (m) =0, (mod. 2%); Q,,(m)=r, (mod. 224y
T

(B,) Rysyy(m) =0, (mod. 2%); Ry (m)=(—1)(2 ], (mod. 2.
s

Se p=2e¢p=1ev=mp@ k)

Qx(m) =T, (mod. 27*+); Rk(m)E(;), (mod. 2%),
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OSSERVAZIONE. Le radici 2-¢tm¢ dell’ unita (mod. ) cioé le radici della
congruenza
t" =1, (mod. m)

sono iun numero di T =pga..., ove
wP*) - %9
= = g = = Q*, ...
P D0, e P D0, 9(g?) TP

e sono precisamente gl’interi (2) per questi valori di p, g,... Per I'insieme di
tali radici vale dunque la proposizione precedente.

Inoltre, detto (¢,, ¢,,..., £z—,) un sistema di radici »¢stme dell’ unitd (mod. )
e posto

T—1
F(ty= 1 (¢ —t,),
=0
valgono le identita, ((C), art. 3):
F(t) = (¢ — )%, (mod. p%); F(t) = ({* — 1)¥, (mod. ¢#),....

7. Sul caso in cui gl’interi p, o,... dell’art. precedente sono tutti pari. —
E noto (*) che se ¢,, ¢,,.., t-_, sono T numeri tali che

(1) b A by =, (i=0,1,.., t—1)
e poniamo per k=0
—1 7—1 T
Ap=21F T (t +t)=23 Cyl=*
i=0 =0 k=0

valgono le due uguaglianze seguenti:

2
2h 41
24m 1= D (— 1) (2 :— )77‘”“‘5‘1(;
<o

2h .
5 — 1) T—t 2h4-1—1i
202“1__;}( 1) (2h i l)m C;.

Quando m sia iutero, e le somme C, siano razionali, ciascuna con deno-

minatore primo con m, le due uguaglianze precedenti danno luogo alle con-
gruenze che seguono

I) 241 = (Qh; l)nz3A2h_2 — (2h 2+ 1);112A2h_1 + (2h + mAds,, (mod. me?)
—2h—1
1) 20941 = — (T 2: )m2 Con_1+ (x — 2R)m Cay,, (mod. 1e®).

(?) Ofr. N. NIELSEN, L c. in (?), p. 283, formula (4), p. 284, formula (9).
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Quando p ==p™, o =¢*p,.. siano interi pari, fra le radici dell’ unita
(mod. p%), (mod. ¢P),... figura — 1; percid se ¢,, ¢,,.., {r—, denotano ¢ wmi-
nimi resti positivi (mod. m) scritti in ordine crescente dei numeri (2) del-
I’art. precedente, si verifica la (1) e quindi sono applicabili le congruenze (I)
e (II) sopra scritte. Veniamo a dimostrare le proposizioni seguenti:

TEOREMA 1. Posto m’:D(m, g) valgono le congruenze seguenti:

(2) 2Q,n,(m) = Qh 4- 1)Ym@Q,p(m), (mod. m'm?),
(3) 2R,p (M) = (v — 2h)YmR,p(m), (mod. m?3).

Queste due congruenze, ambedue scritte secondo (mod. m?), quando si am-
mettano i resultati dell’art. 6, sono dimostrate da un teorema di N. NIELSEN (*°)
limitatamente ai valori positivi di 2 che non superano alcuno degl’interi
A/2—1, p/2—1,...; noi veniamo a dimostrarle valide (la prima secondo
(mod. m'm?®) per qualunque valore di h.

Le (2) e (3) si verificano per 2 =0. Si procede per induzione da h — 1
a h. Dimostriamo la (2); se la ammettiamo per l'indice i — 1 e denotiamo
con L un intero opportuno abbiamo:

2Q,5—,(m) = 2h — 1)mQyp_,(m) + Lim'm?®.
Raddoppiamo la (I) e sostituiamo in essa Q1) in luogo di A,; trascu-

rando termini multipli di m* nel caso di m dispari e di 2m* nel caso di m
pari otteniamo

4Qop 1 1(m) = [2(2h; 1) — (2h — 1)(2h2+ l)]nﬁQgh_g(m) +4-

-+ 22k 4+ 1)mQ,,(m), (mod. m?*) oppure (mod. 2m*)

secondoché m & dispari o pari. La somma Q,,_,(m) risulta in ogni caso pari;
questo fatto e le congruenze (A,) e (A;) dell’art. 6 ci assicurano che &

Qon—o(m) =0, (mod. 2m'); m' = l)(m, ;),

tenendo conto di questa congruenza nella precedente e dividendo per 2 ot-
teniamo la (2).

Analogamente si procede per dimostrare la (3), basandoci sulla (II).

Da questa proposizione e dalle congruenze dimostrate all’art. precedente
segue:

(19 Cfr. N. NIELSEN, L c. in (3), p. 286, formule (23), (24).
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TEOREMA II. Posto per p primo (pari o dispari):
(4) v=mp(p, 2h); pa:D(p“, p“% y 2020 + 1)); p*=D(p*, ©— 2h)

valgono le congruenzge seguenti, nelle quali per p=2 & da fare A =2.
Per 20520, (mod. ) (quindi necessariamente p = b)

(5) Q.p(m) =0, (mod. p*+v);  Q,py (m) =0, (mod. p*et?d)
(6) R,u(m) = 0, (mod. p%); R,y (m) =0, (mod. pPote),
Per 2h = sA
f) Qup(m) =1, (mod. p*+¥); 2Q,,.,(m) = (sk + 1)mt, (mod. p*e+?)
T
Ruym)=(—1)[ 2], (mod. p%)
s
®) .
2R g y(m) = (— 1%z — sMym| A |, (mod. p2ate),
s

OSSERVAZIONE. Nel caso particolare notevole p=q(p?*), o= ¢(gf),... ri-
sulta T=po..=¢(m), e i © interi ¢, sono gl'interi positivi minori di m e
primi con m. Le formule (2), (3), (), (6), (), (8) danno in questo caso, ed in
ispecial modo per i primo, proposizioni classiche della teoria dei numeri
(ved. art, 1) (*).

(1) Per cid che rignarda la forma che assumono nel caso particolare T = ¢(m) le pro-
posizioni stabilite, e le loro applicazioni allo studio delle somme delle potenze simili degl’in-
teri naturali e dei coefficienti del fattoriale ved. le due mnote: G. Ricci, Sulle funzioni
simmetriche di interi costituenti uno o pii sistemi ridotti di resti secondo un modulo com-
posto, « Annali delle Universita Toscane », Nuova serie, Vol. XIII, 1930, pp. 177-198; e
Sulle somme delle potenze simili degl interi naturali e sui coefficienti del fattoriale, Ibid.,
pp. 199:216.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 25
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Sur I’application des méthodes directes & quelques
problémes du Calcul des Variations.

N. BocoLiouBOFF (& Kieff (Ucraine)).

L’ objet du présent travail, inspiré par les profondes recherches de M.
L. ToNELLI, consiste dans 1’étude des problémes de minima relatifs & des
intégrales curvilignes dépendant des coordonnées du point courant de la
courbe ainsi que de leurs dérivées jusqu’ au 2™ ordre inclusivement.

Les principaux résultats obtenus sont les suivants:

1. (8§ 2) — Le probléeme de minimum absolu de U intégrale curviligne

L¢
I{C) _—_jl/'(x, Y, 6, %g)ds
0

(o 2, y, 6, s sont respectivement les coordonnées, 1’angle de direction et
I'arc du point courant de la courbe C, L¢ la longueur de C et ol f(«, ¥, 0, 2)
est une fonction continue, périodique avec la période 2w par rapport & 6);
dans le camp ONT des courbes C (vérifiant certaines conditions fron-
tieres) telles que leurs angles de direction 0(s) sont &4 variation bornée;
n’admet en général aucune solution.
IL. (§ 38) — 8¢ f(x, ¥, 8, 2z) vérifie I’ indgalité

If(QC, Y, 8, z)léAIle—l—B

(ot 4, B sont borués pour wx, y bornés, & un nombre positif fixe, inférieur
& ' unité);

alors le probléme de minimum absolu de Uintégrale curviligne 1(C)
dans le champ D des courbes (vérifiant les mémes conditions frontiéres que
les courbes du champ 9IT) telles que leurs angles de direction 6(s) sont ab-
solument continus;

' admet en général aucune solution.

HI. (§ 8) — S f(x,y, b, z) est une fonction deux fois dérivable, vérifiant
I inégalité
Alw, Y| 2" + B, y) = f(a, y, 9, 2) = k| 5 |i+
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(ot &, & sont des nombres positifs fixes, A(x, y), B(x, y) sont bornés pour les
valeurs bornées des arguments);
alors la limite (pour e—0) de la borne inférieure de 1'intégrale cur-

viligne
L¢

I(C) =J.f(x7 Y, 6, 8')ds
0

dans le champ D(C) des courbes L de la classe K admettant avec C le
voisinage (e) d’ ordre (1);
est égale o U intégrale curviligne
L¢
J(C)= j(I)(oc, y, 0, 0)ds.
8

IV.(§ 9) — Si f(x, y, 0, z) vérifie certaines conditions explicitées au
début de § 9, alorrs afin qiu’il existe la courbe 1éalisant le minimun absolu
de I(C) dans D, il faut et il suffit que parini les courbes (toujours existant)
qui réalisent le minimum absolu de J(C) dans D, il existe la courbe n’ ayant
aucun arc commun avec des <« courbes singuliéres» irelatives au probléme
de minimunr posé.

V. (§ 10) — Si {(x, y, 0, z) vérifie les conditions du § 9, alors dans le
champ D il existe toujours aw moins une solution de I’ équation 4’ Euler
(relative & I(C)) composée d’un nombre fini des extremales.

De plus, quel que soit le nombirre posilif e, on peut toujours lui faire
correspondre dans le champ D au moins une solution de I’ équation d’ Euler
(relative & 1(C)) qui donne a IC) la valeur différant au plus par e de la
borne inférrieure ip.

§ 1. Dans ce travail nous allous étudier les problémes de minima de
I"intégrale curviligne
1) 1C)=(F@,y, &, y, o,y

(©)

ou F(wm, y, ', y, 2", y') est une fonction continue pour x” + y*54=0, & V' aide
d’une méthode directe qui présente au fond le developpement approprié de la
méthode avec laquelle M. L. TONELLI a traité (au point de vue de !’ existence
de minimum) le cas incomplétement régulier de !’ intégrale curviligne

j Flx, y, 2, y)dt.
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Remarquons tout d’ abord que I(C) peut toujours se mettre sous la forme
Lc¢c
(2) Jf(w, Yy, 8, §)ds
5 .

ou f(x, ¥, 8, 2) est une fonction continue admettant la période 2= par rapport
a 0; x, y, 0 sont respectivement les coordonnées et I'’angle de direction du
point courant de la courbe C exprimés en fonctions de I’arc s et ou L¢ est
la longueur de C.

D’ autre part, chaque intégrale du type (2) peut étre présentée sous la
forme (1) de sorte que les expressions (1), (2) sont absolument équivalentes
et il existe la correspondance biunivoque suivante

(2, ¥, 8, 2)= F(x, y, cosb, sin b, — zsinb, z cosb)
' 1t ", 1
' " 17 X — X 19 19\ 9
K@, y, o,y 27 y’)=f<x,y, arctg%, y—g—)(w2+ yoR.
@ + y*)?

C'est & 1'aide de la forme (2) que ncus étudierons les propriétés mini-
males de I(C).

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions fondamentales qui
interviennent & chaque instant dans le cours de cet exposé. Soient C, C, les
deux courbes. On dit qu elles ont entre elles le voisinage (¢) d’ ordre (p) si
I’on peut trouver une correspondance biunivoque entre les points de C et de C,

telle que
(p—1) (p—1)
Dupuo=¢e, |Bmg —Oupl<e..|0i; " —0i; [<e

ou Mg, M¢ — deux points correspondants de C,, C: DMC0 — la distance entre
eux; BMCO, fa, sout respectivement les angles de direction de C, en 3¢, et
de C en M¢.

Si, quel que soit le nombre positif e, la courbe C. a le voisinage (g)
d’ ordre (p) avec une infinité de courbes appartenant a une suite C,(1~o0)
alors C, est dite la courbe d’accumulation d’ordre (p) de la suite C, . Si &
chaque nombre positif ¢ on peut faire correspondre un tel nombre n, que
toutes les courbes C, pour n = n, aient avec Cs le voisinage (e) d’ ordre (p),
alors C,, est la courbe limite d’ordre (p) de la suite C,.

Envisageons & présent une fonction de ligne I(C) définie dans une cer-
taine classe K de courbes C.

On dit que I(C) est semi-continue inférieurement d’ordre (p) au voisinage
d’ une courbe C, de la classe H si pour toute une suite C,, de courbes de la
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classe ¥, admettant C, comme la courbe limite d’ordre (p), on a

(3) ICH=1(C)—e,, ou e,—0.

N = 00
Quand il s’agit de voisinage (¢) d’ordre (1)..., semi-continuité inférieure
d’ordre (1), on dit tout simplement voisinage (e)...., semi-continuité inférieure.

§ 2. Considérons & présent un champ D de courbes C possédant les
propriétés suivantes:
1°) Les coordonnées «, y des courbes C admettent la répresentation
analytique en fonction de 1’are

@ = xls), y=yls).
2°) Sur chacune des courbes C existe partout I’angle de direction 6(s)
x'(s) = cos B(s), '(s) = sin B(s).

3°) O(s) est fonction absolument continue.

Supposons que la fonction f(x, y, 0, 2) ne soit pas négalive pour toutes
les valeurs des arguments, de sorte que I(C) a une valeur bien delerminée
(finie ou infinie) pour toute courbe C du champ consideré: la borne in-
férieure 7p étant finie (/p=0), posons le probleme de minimum absolu de
I(C) dans le champ D.

Dans tout ce qui sera écrit ci-dessous, nous considérons seulement le
cas ol le champ D est le champ de toutes les courbes passant par les points
donnés A, B avec les angles de direction donnés 6;, 0 et possédant les
propriétés (1), (2), (3).

Avant d’aborder ce probléme, on peut demander si I’on ne peut pas
poser le probléme de minimum absolu dans le champ 9N des courbes
vérifiant les mémes conditions frontiéres que les courbes du champ D et
possédant les propriétes (1) et (2).

Sur chacune des courbes C existe 1'angle de direction 6(s) & variation
bornée pouvant présenter des discontinuités.

En effet pour toute courbe du champ 9K, 6(s) admet presque partout la
dérivée intégrable de sorte que I(C) a une valeur bien déterminée (finie ou
infinie) pour toute courbe de ce champ.

Démontrons que la réponse sur cette question est en génerale négative.

Considérons en effet le probleme de minimum absolu de l'intégrale

Lc
(4 16, vy =| 1o, , 6, wids

0
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pris suivant la longueur de la courbe C, ou u(s) est une fonction arbitraire

dans le champ 9T des courbes C du champ 9T et des fonction arbitraires #(s)
o(8) la suite minimisante de /(C, u) dans 9T.

Soit Cﬂ(x = 2,(s), y= ?/n( ), u
Fixant arbitrairement le nombre positif &, prenons le nombre » de fagon que

(5) |I(Cn) u,,)—jlée

ot j est la borue inférieure de I(C, u) dans 9T. Euvisageons la fonction
s
puls) = 0,(5) — [ (5)ds, 0= < Lo,
0
et approximons-la par ia série des fonctions [p,(s)], composées, «des droites

paralléles & I’axe de s ». Posons
s

q)n, m(s) = [Pn(S)]m. 4 fu,(s)ds
0
n,m L n n, m - — 0
B, m(S) = B, (5) — [, m(0) — BA]—P e Lpz,'c 0+ 82— B

on voit aisément que
n (8); Bn, m(0) = b4

en m(8)—
811, m(LCn) = eB .

(6)
’n, m(s)_’un(‘ )7
Remarquons qu’on peut supposer toujours sans restreindre la géneralité

que 0,(s) n’est pas constante. Considerons alors les fonctions
Le,

Le,
)=|cos (8, 4+ ¢,0, + &,9,)ds, De,,¢,) =Jsin (0, -t &9, +e,p,)ds
. P .

0

Fe,, e

ou "on a posé
¢, = $(Lg, — $)sin 0,,.

¢, = s(L¢, — $)cos 9,,,

On a évidemment

| o

F(O, 0) =¥p— X4,

1)

| &e

1
® @0, 0)=ys — Ya; BN
Lcy, Lc,
=1 |s(L¢, — s) cos? Ondsjs(LCn - s) sin® 0,,ds — (JS(L(;” — s) cos 0, sin 6,,d5) =ua, > 0.
6 0
Envisageons les fonctions
Lg, Lg,
Fo(e,, e)=cos (0, m + .9, + &0,)ds, D, (¢, ¢,) =jsin (0,1, m -+ €9, + £,9,)ds.
0

0
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On a d apres (6), (7)

Fm(o’ 0) — (xBp — 24) IS Nm s H M
de,, &)
(8) €y 0, En' 0
l q)m(oy O) - (yB - ?/A) ‘ é Nmy ou 7),;1-—’0.

Remarquons d’autre part que F,(e,, &), D,le,, &,) ainsi que leurs dé-
rivées partielles sont uniformément continues par rapport a m.
Il existe donc un nombre 3 indépendant de i tel que si

e [=8, [e]=2

alors au moins pour m =g, ol ms est un nombre positif suffisemment
grand, on a
a(me (I)m)

—_— T >
| eyy &) |

a]
2

Prenons un nombre M indépendant de m de fagon qu’ on ait

iaali"’zézu, la{’"'< M, laqa,,, < M, i %§ (e, |8, &,|=0)
1

2

Alors le théoréme bien connu sur les fonctions implicites montre que si

41‘17],”S5
aﬂ —
alors les eéquations

Fm(sg ’ 52) = ¥B— X4, (I)m(cg ’ 52) =YB— Ya
ont toujours une et une seunle solution ¢, ™, ¢ dans le domaine

— 3 <48, —3<e, <45
telle que

4M7}171, e < 4Mnm.

9 (ny S
©) e = <=7

Construisons & présent la courbe C,, de longueur Lc,

X == 2,,(8) = X4 +J co8 (B, + €, ™, 4 &,"9,)ds ;
(10) " 0=s< La,

Y = YmlS) = Ya +jsm (Bn,m + &, + 3z(m)cpz)ds;
(1}
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appartenant évidemment au champ 9. On a en effet

—= X4, mm(LCn) — &B; em(O) =,

2m(0)
Ym0) = Y4, Ym(Lc,) =yYB; Om(Lc,) = 05.
Il est aisé de voir que

Lo (8) ~ L (), ym(s) - yn(s);

(11) M e
0,.(8) —0,,(5), 0,(8) ~— ©n(S)
d'ou I'on tire e e
Lc, Lc,
1C) =[G, Gons By G5 = [1@as iy b, wa)ds = I1(C, )
0 0

Cela étant, prenons un nombre m tel que
| I(Cp) —I(Cu, un) | <&
d’ou I'on déduit, en vertu de (D)
LI(Cp)— 7| £ 2, cetd. I(Cp)<j—+ 2.
Or Z‘;,, appartenant au champ 9, on a
I(C) = i

oll gy est la borne inférieure de I(C) dans 9NT. Par conséquent on obtient
(s étant arbitraire positif)
long = J.
D’ autre part, chaque valeur de I(C), o C est une courbe quelconque
de 9N est atteinte dans 9T par C, 0'(s) c.-a.-d.:

1(C)=I(C, #(s))
de sorte que
J= top -
Ainsi on s assure que
On voit donc que si une courbe Cy(x = ®(3), y = y,(8), 8 =0,(s)) donne

le minimum absolu a I(C) dans le champ O, alors C,, 6,(s) donnent le
minimum absolu & I(C, ») dans le champ 9T.
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Par conséquent, afin qu’il existe la courbe C, minimante pour I(C)
dans 9, il faut et il suffit qu'il existe telles Cloe=x(s), y =y(s), 0=~0(s)),
w(s) minimantes I(C, ) dans D qu’on ait w(s) = 0'(s).

Or 1'inspection méme des conditions de minimum montre que cela est

en général impossible.

§ 3. Démontrons enfin le théoréme si

ou A4, B sont bornées pour wx, y bornées, & un nombre positif fixe inférieur
4 1'unité. Alors le probléme de minimum absolu de I(C) dans la champ D
n’admet en generale aucune solution.

Considérons en effet de nouveau le champ O et soit C,(x ==, 3),
Y = Ya(s)) la suite minimisante pour I(C) dans ce champ. Fixant & I’ arbitraire
le nombre positif e prenons 2 de fagon que

(12) [ I(Cy) —igp | =Ze.

Or, 6,(s) étant une fonction & variation bornée, &4 chaque nombre po-
sitif  on peut faire correspondre un nombre positif H, et un ensemble F,
de mesure < 7, formé d’ une suite énumérabie d’intervalles (a;, b,) ne
s’empiétant pas I'un sur 1'autre, telles que dans CE, le complémentaire
de E, jusqu & (0, L¢,), existe finie et continue la dérivée ,(s), inférieure en
valeur absolue & H, .

Considérons a présent la fonction 6.(s) définie & 1'aide des conditions
suivantes:

a) Dans CE, on a 0.(s) = 0,(s);
b) Dans (a;, &,) on a 0,(s) =10,(a;) + M(s — a,).

b; —a

Il est aisé de voir que les fonctions, 0,(s) sor:t absolument continues

et que Tt
Lg, Lg,
(13) J;e s)|ds_j|e' () ds -+ 3] 0,60 — Bufa |<j[d6n(s)|
CEq

En remarquant qu’on a
(14) 0.,(0) =0,(0) =04, 0,(Lc,) =08,(Lc,) =05
et que presque partout dans I’intervalle (0, L¢,):
(15) B(5)—0a(s),  Ba(8)—0'n(s)

n—0 n—0
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on construit a4 I’aide du raisonnement des pages (196, 197) les fonction, p(s)
telles que

oo | = 8a, [P =8as  pal0) = eulLe,) = 0;
L
(16) >
jcos 04 -+ p)ds = xp — 4, Jsln (0, -+ p.,,)ds =y ~ Ya, Gq—0O.

n—90
0 0

Lg,

Envisageons les courbes C, données par les équations:

g

(A7) o = .(s) = a4 +j'cos B+ pa)ds, Y ==Yu(s) = ya +jsin (8 + pq)ds
0 0

0<s=Lg,.

On vérifie aisement & I'aide des (14), (16) que les courbes appartiennent
au champ.
Remarquons d’autre part que d’aprés (a), (b), (16), (17), on voit qu'a

chaque nombre 7, on peut faire correspondre un tel nombre 7. que dans CE.,
on ait

—_ — _ = ; €
Ir(m'n57 y'ﬂg? 6715) 6‘“5)_f(wn7 yna 9”) 671)1§—L_E-'
On tire d'ici

(18) I(C'na) :J.f(g_(’:ns, —:&'na’ 67)57 6,115)(13 +
CEny
+ j (@, Yo,y Boyy 8o)ds < j (B, Yoy Oy §)dls A€ +

Ev, CEno

+jf(90n ) ?/ﬂev Mg ) B'.n Yds < I n)+ € +j‘/r(:’ingy &ng 6’”57 61115\)‘15-
B, B

Or o4, ¥, 0, étant bornées uniformément de v, on a
=0

j'f(o'cm, Yy Oay 0 ds<AJ|6’ 6ds+B~qo_A(§[e' |ds) 00" ™% + B, <
Eo

Fon Emo
Le,

=4 (g'ﬂgLCn ”*‘jl 005 | ds)"lol“8 + B, < Ky, ”°
0

ou K = const. (ne dépendant pas de 7,, ).
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1

1—8
Prencns n0§<%> , alors de (18) on déduit
1(Cy) S I(Cy) + 2¢
d’ou 1'on obtient, en tenant compte de (12),
I(Cy) < igpy + 3Be.
Or C, étant une courbe du champ D, on a
I(Cy) Z ip
de sorte que
ipéigrc-i—-gs.
D’ici on tire, vu que & était fixé arbitrairement (> 0):
in < igyp-
D’ autre part le champ 9T comprend le champ D & son intérieur; donc on
doit avoir )
ip= gy -
On a par conséquent
ip=1igy-

Cette égalité nous mountre que toute une courbe C, donnant le minimum
absolu & I(C) dans le champ D donne aussi le minimum absolu & I(C) dans
le champ 9. '

Or, nous avons déja démontré qu’en général dans le champ 9INT il
n’ existe pas pour I(C) aucune courbe réalisant le minimum absolu.

Par conséquent le probléme de minimum absolu de I(C) dans D aussi
n’a pas en géneral de solution.

§ 4. Reprenons & présent le probléme de minimum absolu posé dans le § 2.
Nous supposons que la fonction f(w, y, 8, 3) admet toutes les dérivées
partielles jusque’ au 2-de ordre insclusivement et vérifie la relation
(19) f(e, ¥, 6, 2) = K|z |1°
ol K, 3 sont deux nombres positifs fixes.
Soit C,, C,...C, ... une suite minimisante de I(C) dans le champ D.

En vertu de I'inégalité (19) on s’ assure aisément que la suite considérée
admet au mois une courbe d’accumulation C. appartenant au champ D).
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Si la fonction de ligne I(C) est semi-continue pour toutes les courbes du
champ D, alors on montre aisément que C, réalise le minimum.

Or la question se complique si I(C) n’est pas sewmi-continue pour toutes
les courbes du champ D.

Dans ce travail.nous définirons pour toute une courbe C; la fonction de
ligne H(C,) de fagon que

g borne inférieure de I(C) dans le champ D(C,) '
H(C,)=1im ’ des courbes, possédant les propriéte (1°), (2°), (3°) /
Tl de § 2 admettant avec C, le voisinage () \

et nous montrons que
H(C)=J(C)

ou J(C) est une intégrale curviligne convenablement formeée de la forme (1).

Il est aisé de voir que si C, réalise le minimum absolu de I(C), alors
I1(C)=H(C,) = J(C,), or H(C) (et par conséquent J(C)) a dans le champ D
la méme borne inférieure ip que I(C); par suite toute courbe minimante
pour I(C) est aussi minimante pour J(C). Inversement, si C, est une courbe
minimante pour J(C) telle que

J(Co) = H(Co) :.I(Co)

alors C, est aussi minimante pour I(C).

Ainsi afin que le probléme de minimum de !'intégrale I(C) dans le
champ D admette au moins une solution, il faut et il suffit qu’il existe parmi
les solutions du probléme de minimum posé pour J(C) dans D, (J(C) étant une
fonction de ligne semi-continue partout, verifiant la condition

L¢
J(C)gxﬁ o [t15ds
0

il existe toujours au moins une solution du probléme de minimum posé pour
J(C) dans D), une telle solution C, que

(20) J(Co) = 1(C)).

Or J(C) étant une intégrale curiziligne de la forme (1), nous pouvons
écrire les équations d'EULER pour les courbes minimant cette intégrale et
par conséquent nous pouvons dans une certaine mesure expliciter la con-
dition (20).

Il est & remarquer que les intégrales analogues a J(C) dans le cas du
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probléme de minimun des intégrales curvilignes de la forme

[P, y, @, g

(€)
furent considérées par M. TONELLI, qui a montré leur -role important dans
I’ étude des problémes de minimum des fonctions de lignes non semi continues
partout.

§ 5. Lemmes préliminaires. Soit donnée une founction positive f(x, «) con-
tinue et dérivable pour AS x < B, a <a<b; ol A, B, a, b ont des valeurs
finies.

Soit E un ensemble fermé de 2 appartenant & 1 intervalle (4, B) et
soit ®(«) la borne inférieure de f(a«, &) pour & dans E (& est considérée comme
un paramésre).

Remarquons d’abord que d aprés un théoréme bien connu de WEIER-
STRASS le probléme de minimum absolu de la fonction f(x, «) dans I/ admet
toujours au moins une solution, de sorte qu’ & tout « dans (@, &) on peut faire
correspondre un ensemble y(a) appartenant & E des valeurs de x telles que

[, o) = D().

(@4, @) 2 (%4, @)

[0y, 0) = [(®a,, %)

ou «,, «, sont deux point quelconques de lintervalle (a, 0); ®,,, %, sont
les nombres quelconques appartenant respectivement aux y(a,), x(a,), dici
on tire

(22) [, 0) — [(@a,, %) Z Q@) — O%y) < [ (@0, @) — [(®a,, %).

On a évidemment
@1)

Envisageons le nombre A tel que
(22,) [, )| <X, A<o<B aZa<b;
on voit d’aprés (22) que
(23) [®(a,) — Play) | S X[, — @, |.

Ainsi la fonction ®(a) est une fonction continue et vérifiant la condition
de LipscHITZ-CAUCHY; par conséquent presque partout dans l'intervalle (a, b)
il existe la dérivée ®'(a).
-
Démontrons & présent 1'existence de la dérivée droite ®'(x) en chaque
point a intérieur & (a, b).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a quelques probléemes du Calcul des Variations 207

A cet effet, remarquons que toute valeur d’accumulation de la suite x,,
Ap—* 2

(ol @w,, sont des nombres appartenant respectivement aux yx(«,), «, et par
suite « sont des points de (a, b)) appartenant & y(a).
En effet, on a évidemment en vertu de (22,) et de (23)

I/(wan; a)— [(®,, @) |é|f(wan7 ) — (2, ®) |+|f(man; “n)"‘f(wan; %) | =<
=Dy — Pl)| + Aa, —a| < 2% |a, —a].
Cela étant, observons qu’'on a

f(wa; “+A)"f(ma’ “) >(I)(“+A)_(I)(“)2f(xa+A; x4 A)_f(wa+A7 Cl,)

(24) A = A A

o A est un nombre positif suffisemment petit, « — un point intérieur 4
(a, D); X4 a, X, — les nombres quelconques appartenant respectivement aux
x( + A), x(«). De (24) on obtient

24, s, @)+ eaz 2EF DT 5 s, ) — e

on

EA—*O.
A—0

Considérons & présent une suite quelconque de nombres positifs 4, tels
que
A, —0.

n — 00

4
Soit 2, une valeur d’ accumulation de la suite x,,4, OU X444, sont des
nombres appartenant respectivement aux y(x + 4,).
Montrons que

+
fa’(xalAn7 “)—'fa'(wa, a’)-

N — 00

En effet, supposons le contraire: alors il existe une autre valeur d’accu-
mulation de la suite wa.An—m(m“ telle que

10 (1) o ¥
fa(way “):':fa(way o).
Supposons pour fixer les idées que
10 ) ~ ¥
(25) fa(xa; 0‘)/ fa(way “)-
Soit @, s, la suite, convenablement extraite de la suite a,,a, telle qne

1)
Lottty —+Xqy .
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-4 .
Or wx, appartenant évidemment & y(«), on a

1
’ 1
fz(wau (Z) —+ €Ay > /‘11(-/”(1’7 “) — €4y,
d’ou, en passant & la limite,
‘o ' ®
, [, )= 1/@Y, @)
ce qui coutrarie (25).

+
Le méme raisonnement (il suffit d’ échanger le role de «,, mg)) si

0 )
[ (%, a) > (s, @)
Ainsi on a

,.*
le(xawAA) “)"’}:;anl(wa) a)

]

-+
ol X,+a sont les nombres quelconques de y(a + A), w0, une des valeur d’ ac-
cumulation de la suite 2, a.

'_
En remarquant que x, appartient & I’ensemble x(a), on tire de (24,)

s Do+ A —D ,
f'x(xou “)‘*"EAE “Hgfa(wafx\) “)+EA'

Done, d’aprés ce qui précéde:

O(ex + i)_ o) -—*E’a'(“) =/ al(;ca’ %)

ou A >0, A —0.
A T aide du méme raisonnement, on s’ assure qu’ en chaque point de (a, b)
il existe la dérivée ®'(a) égale a f,/(x,, «), ou x, est une valeur d’ accumu-

lation de la suite x,_a (o0 x,—4 sont des nombres quelconque appartenant
A~—0,A>0

respectivement aux x(a — A).
Il est aisé de voir que

D'(0) < D'la).

Les propositions que nous venons de démontrer se géneralisent aisément
au cas de plusieurs variables. Ainsi:

Si fle,, @, .. %, &, ..%,) est une fonction continue et avec les dérivées
partielles continues pour le point y(z, ... a,) situé & lintérieur d’ une hyper-
sphére P de rayon fini Rp et pour le point A(e,..x.) situé & 1 intérieur
d’une hypersphére de rayon fini.
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Si A est un domaine fermé de points x appartenant & I’ hypersphére P.

Si enfin ®(a, ... «,) est la borne inférieure de f(x,, »,..2,, &, ...2,) pour
le point x compris dans le domaine A (le point A est consideré comme un
parameétre ne variant pas pendant la minimisation).

Alors ®(a, ... ,) est une fonction continue vérifiant la condition de
LipscHITZ; de plus en chaque point 4 a 1'intérieur de 1’hypersphére il existe
les dérivées 5’% ’ué’%" eé)gales respectivement aux

+ + - —
[o/(@10; oo Dragy %o Oe)y o/ (@t oo Birgy &y e Ot)
ou les points
+ +
Kag (wla,' e Lragh
i=1,2...e

Xd,’ (wla,' o wwz,')

sont respectivement les points quelconques d’accumulations des suites

Loy e g+ A...az, 0 )&a, ..bag —Avzey OU Xa .. a5 +Avcey Kagonog—A.aoe
J A

sont respectivement les solutions des problémes de minimum de

(@, .. e, %, oo;+A..a,) dans A
(@, .. ¢p, &, .oy —A..a;) dans A.

Remarquons enfin- que toutes les propositions ci dessus démontrées restent
vraies si le domaine A étant infini, il existe un tel nombre H que pour tout
point A dans Q il existe au moins une solution x du probléme de minimum
absolu de f dans A qui est compris 4 1'intérieur de I’hypersphére P de rayon
égal & H.

§ 6. Considérons & présent le probleme de minimum absolu relatif &

I'intégrale
o+

(26) ~ |, 0, ¢, Vispas

dans le champ Dij‘iﬂe des fonctions absolument continues 6(s) vériflant les

conditions frontiéres
270 Ba) =B, Oa+-e)=Pp+ Ae

ou a, b, ¢, «, B, v sont les nombres arbitraires, ¢ un nombre positif quel-
conque. Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions préliminaires,
fondamentales pour la suite.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX, 27
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On dit qu’ un nombre z est fort relativement & (a, b, ¢) si pour tout n
different de z on a

f(ay b7 ¢, 7’&) - f(a7 b; ¢ Z) - (71 - z)fxl(a) b) ¢, 2) > 0.
Si pour chaque valeur de n on a
f((l, b} ¢, “) - f((l, b’ ¢, Z') - (72 - z)fz’(a, b; ¢, Z) Z 0

alors on dit que 2z est semi-fort relativement & (a, b, c).
Dans la suite, quand il n’y aura aucune ambiguité & craindre, nous
dirons simplement: 2z est fort, z est semi-fort, et nous écrirons f(2) au lieu de

f(a, b, ¢, 2).

Cela étant, considerons une 2z, non forte mais semi-forte et sment P, Q
les racines — respectivement le plus petit et le plus grand — de I’ équation
(28) f(")—f(zo)_(n—zo)fl(zo):-o-

Envisageons la fonction
F(t):f(P—l—- t) - f(zo) - (P +i— zo)f,(zo)
et remarquons qu’'on a pour toute une valeur de ¢

F(t)=0.

Or on a F(0)=0: par suite F'(0)=0, c.-a-d. ["(P)=/['(3,): & "aide du
méme raisonnement on prouve que f'(Q)=["(3,).
Par conséquent on obtient
f(Py—1(Q — (P—Qr@=0
Q) — f(P)— (@ — P)f'(P)=0
et pour chaque valeur de »
f(n) —F(P)—(n— P)f(P)=/(n) — [(Q — (n — Q(Q =
=[fn) —f(3) — (n— zo)fl(zo) =0

de sorte qu’on voit que P, @ sont semi-fortes (mais non fortes).
Soit & présent 2 un nombre semi-fort appartenant & I intervalle fermé

(P, Q). On aura alors

&) —f(P)—(z = P)(P)=0; [(&)—[(Q—(z—Qr(Q=>0
[(P)—[(@)—(P—2)/(3)=0; [(Q—/[(3)—(d—2)/(2)=0

d’ou I'on conclut que

(P—=2)f(P)=7(2)]=0, (=2 (P)—/"(5)]=(@—2)/(Q f’(z]g

(29)

(29,)
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Par conséquent, va que P <2z <, on regoit
f'(P)=r(Q=/T"(2).
Donec en tenant compte des inégalités (29,) on obtient

1(z) —1(P) — (2 = P)f'(P)=0; [(5)—[(Q—(z — Qr(Q=0
[(P)—[(3) —(P—2)"(2) =0; [(Q—[(z)—(Q—2)"2)=0

et d’ici on voit que (P, 2), (3, Q) vérifient le systéme

(30) (o) — 1@ —(p—rg)=0
flog—r(p)—(qg pf(p)=0.

Cela démontre que tout nombre z appartenant & 1'intervalle fermé (P, Q)
n’ est pas fort.

Construisons toutes les (/’, Q) possibles; on obtient ainsi une suite énumé-
rable d’intervalles (P;, Q;) n’ empiétant 1’un sur I’ autre,

Envisageons & présent un z & l'exterieur de toute (P;, Q). Il est évident
d’abord que telle z ne peut pas étre & la fois semi-forte et non forte car
tout 2z semi-forte, non forte appartient nécessairement 4 un quelconque des
intervalles (P;, Q).

D’ autre part la z considérée ne peut pas étre non semi-forte, car dans le
cas contraire il existe de felles solutions semi-fortes p, ¢ du systéme (30) que

p<z<yq
de sorte qu’il existe un tel indice ¢ que
P=p<z<g=4.

Par conséquent, chaque z & U'extérieur de toutes (P, @) est forte.

Ainsi I’ ensemble T(a, b, ¢) des tous les nombres non forts relativement
a (a, b, ¢) est composé pour chaque (a, b, ¢) d une suite énumérable d’in-
tervalles fermés (P;, Q;) n’ empiétant pas 1’un sur I’ autre.

Cela étant, construisons les fonctions p(a, b, ¢, 2), q(a, b, ¢, 2) de fagcon que

pla, b, ¢, 3)=qla, b, ¢, ) =z, si z n’appartienne pas & T(a, b, c)

31
3D pla, b, ¢, 2y=P;, q(a, b, ¢, 3) = Q;, si z appartienne & (P;, Q,).

Envisageons d’ autre part la fonction $(a, &, ¢, 3, p, q) continue et déri-
vable, définie au moyen des relations

$(a, b, ¢, 2, p, @) =[(p)=1(9);

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



212 N. BogorL1ouBOFF: Sur U application des méthodes directes

si p=gq
P
P

— 2z z—
(.])(a, b, ¢, 3, p, Q)=f(a, b, ¢, p)ng—*‘f(a; b; ¢, Q)q_

si pFgq.
On a évidemment, si p <z < q,

ba, b, ¢, 3, p, @) = [[(P) + (p — PP g:;
+ [[AP) + (g — P)f'(Py)] j —7; =f(P)+ (3 — P)f(P) =g, b, ¢, 2, P;, Q.

-+

D’ autre part, si p =3 ou g = 3,
d(a, b, ¢, 3, p, q):f(Z)Zf(P,)-i-(z—p,)f’(P,):kl)(a, b, ¢, z, P, Q).
Ainsi on a pour p<3<y¢q

(32) q)(a) b, C, Z; D, Q)—>_:q)(a7 b: 07 Pu Ql)

De méme fagon on peut démontrer que si z est forte, alors si p <z =gq
on doit avoir )
(33) Wa, b, ¢, 5 p, ) =4, b, ¢, 2, 2).

En observant & présent que p(a, b, ¢, 2) <z <qla, b, ¢, 2), on voit en
vertu de (31), (32), (33) que p=rpla, b, ¢, 5), g=qla, b, ¢, z) réalisent le
minimum absolu de la fonction 4(a, b, ¢, 2, p, q) dans le domaine A, des p, ¢
telles que p <3 <q.

q— 2
—P

Par conséquent (vu qu’en vertudelacondition(19)ona ¢ >k 3 |p |+ +

+ ]ql"aj%gz pour p < z < q) on s assure qu’'a chaque nombre M on peut
faire correspondre un tel nombre Hy que si

(34) la|=M, |[b|=M, [¢c|=M, |z|=M

alors

(35) ]p(aa b; ¢, Z)‘éHMa IQ(% b} ¢, z)lgHM

Cela étant, posons
po=pla, b, ¢, )=pla, b, ¢, 2) —z; q =0q(a, b, ¢, 2)=4q(a, b, ¢, 2) — 3

On voit aisément gne
P=p, 9g=4q,

donnent le minimum absolu & la fonction

d(a, b, ¢, 2, p+3, g + 2)
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dans le domaine A des p, ¢ telles que

p>0, ¢>0.
Or les inégalités (35) nous montrent qu’a chaque nombre M on peut
faire correspondre un nombre Hi(= Hy + M) tel que si

la|SM, [b|<M, |c|<M, |z|<M
alors

|pa, by 6, 2) | SHY, |40, 0, ¢, )| < HY.
Nous sommes donc justement dans le cas de la remarque faite & la fin
du § 5.
Par conséquent, la fonction ®(a, b, ¢, 3) définie & I'aide des relations
®(a, b, ¢, 2) = [(a, b, ¢, 2) pour chaque z n appartenant pas a 7'(a, b, ¢)

Q: -
Q;— P,

(36)

D(a, b, ¢, 2) = f(P) 22 4+ 1@ _1; pour P, <z <Q,

Q
égale &

('P(a} b} c, z)) p(a7 b? C? Z), q(a7 b? C} Z))
ou ce qui est la méme chose, &

('P(a’ b, C’ z’ pl +z’ QA + z))

est une fonction continue vérifiant la condition de CAUCHY-L1PSCHITZ, admettant
partout par rapport & chaque argument les dérivées & droite et & gauche.
On voit de plus que

+
qya(“; b? c’ z) == (‘I),d(a) b’ 07 Z} pa+0’ QG+0) seee (I)’z(a’ b? C, ’z) = 4”3’(07 b’ c’ z’ pz—w QZ—O)

OU (Pat0y Qato) -+ (Pz—0s §z—o) sSONt respectivement les points d’accumulation
des suites

ipla+A4A..2), ga+A.}..{pla..z—A4), qa..z—A)}
A>0, A—0.

Il est aisé de voir donc que

(pa+07 Qa+o) b (pz’-—o’ Qz—o)

sont respectivement les solutions semi-fortes du systéme (30) telles que

pa+o§Z§Qa+o Va—0 = z<Qz 0
Par conséquent

F'3a, b, €, payy) =13, b, ¢, pay) = [0, b, ¢, Pla, b, ¢, 7))
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d’ici on s’assure que @(a, b, ¢, 2) admet partout la dérivée continue @' ,(a, b, ¢, 2)
égale &
"+, b, ¢, 3, pla, b, ¢, 2))

Il est évident & présent aussi que si & est & I’extérieur de 7(qa, b, ¢), alors
Dato = =(qs_,, de sorte que D(q, b, ¢, 2) admet les dérivées @', @', D',
égales a
(37) f’a(a’ b? c? z)} f’b(a7 b’ c) Z)? f’c(a7 b} c? Z)‘

Considérons maintenant le cas simple ou I’ensemble 7' se réduit & un
seul intervalle fini P(a, b, ¢), Qa, b, ¢) et ol pour tout nombre Z semi-fort
relativement a (a, b, ¢) on a
(38) fala, b, ¢, z) > 0.

On s’ assure aisément que dans ce cas Pla, b, ¢), Qa, b, ¢) sont des fon-
ctions continues et dérivables de a, b, c.
En calculant imrnédiatement les dérivées partielles de P et Q & I aide
du systéme (29) et en remarquant que
Da,b,c,z)=1[(a,b, ¢, 3) si 2= Qu,b,c) on si 3= DPa,b,c)
(39) D(a,d,c,2)=[a,b,c, Pla,b,c) + (¢ — Pa, b, c)/":a, b, ¢, Pla, b, c))
si Pa, b, c) <2< Qla, b, ¢)

on démontre que D(a, b, ¢, 5) admet les dérivées partielles continues égales

respectivement aux

. Qa,b,c)— 2
4 ~ > ’ / _
f a(a7 b> ¢ Z) Sl 2 = Q(“; b} C) f a(a) b} G, P\“; b7 C)) Q((l, b, C)— P(a, ,}’ c) -
. ou : - Py
0 P erda,be, Qa,b,0) gt O

si Q(a7 ba C) - P((l, b; 6‘)

[da,b,¢,2) 2=P,b,¢)|f (a,b,c, Pla,b,c) si Fa,b,c)<z=Qa,b,c).
Revenons a présent au probléme de minimum absolu posé au début de ce §.
Construisons la ligne polygonale ‘

Y = 0,(5)
B, B+ 2

appartenant & D3 5% . formée des deux segments rectilignes avec les coeffi-
cients angulaires égaux respectivement &

p(a7 b’ n’ )\)’ Q(a) b’ c} l)‘
On a évidemment

[efa, b, ¢, ¥y(s) =Const.a Ss<a | ¢
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et pour tout »
[) — (0 (5) — (n — O (s))a((s) =0, aZs<a-+e.
Par conséquent

1 a+e 1 a+s L a+e
L frwas — frogas = fire) — 10 — @ — 007 @ s > 0
a o [
ot O(s) est une fonction arbitraire du champ DS;@“;?.
Ainsi on voit que la fonction 6(s) donne le minimum absolu & 1l intégrale
(26) dans le champ 1)5; Bade
De plus la valeur minimum de cette intégrale (la borne inférieure) est

égale &
®(a, b, c, 1).

§ 7. Considérons & présent la classe K des courbes possédant les pro-
priétés (1°), (2°), (3°) du § 2 et soit C, une courbe de cette classe. Fixant &
' arbitraire le nombre positif ¢, envisageons le champ D.(C,) des courbes C
de la classe K adméttant avec C, le voisinage (e). '

Soit ¢, la borne inférieure de I(C) dans le champ D(C,); quand ¢ décroit
jusqu’ & zéro, i, augmente et tend par suite vers une certaine limite (finie
ou infinie) que nous désignons par H(C,).

Il est évident que
(41) H(C)) = I(Cy).

Soit & présent R la classe des courbes de K pour lesquelles H(C) a
une valeur finie et soit C, une courbe de la classe R. Montrons qu’il existe
toujours une suite C, de courbes appartenant respectivement aux champs
Dyu(C,) (ou e, — 0) telles que

(42) T I(C,) — H(C,).

N =— 00

A cet effet prenons arbitrairement un nombre positif »# et faisons-lui
correspondre un tel nombre positif ¢, que

. |
(43) | e, — H(C,)| _.<:%

Or il est évident que dans le champ D.,(C,) il existe une telle courbe C,
que

. 1
(44) |I(Cn)_lsn éﬁ’
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d’ici on tire en vertu de (43)

1
'I(Cn) - H(Co) ’ g%

La suite C,, est donc la suite cherchée.

Démontrons enfin que H(C) est une fonction semi-continue inférieurement
de ligne C dans la classe /7.

Fixons, en effet, & I’ arbitraire le nombre positif ¢ et soit L. une courbe
de la classe R admettant avec C le voisinage (g) (et appartenant par suite
au champ D/(C)).

On a évidemment

leéﬂ(b)} isélf(c); |lE_H(C)’§n€} ou ne—’o

d’ou I’on tire
H(Ly= H(C) — 7, ¢. q. f. d.

§ 8. Dans ce § nous allons expliciter 1’expression de la H(C). A cet
effet envisageons I'intégrale curviligne

ic
(45) J(0)= j O(x, y, 6, 8)ds
0

et remarquons que d’aprés (19) et de (36), on a
(46) D(x, y, 6, 2) > K|z |15,

Soit S la classe de courbes appartenant & K pour lesquelles la fonction
de ligne J(C) a une valeur finie.

Montrons d’ abord que J(C) est semi-continue inférieurement pour toutes
les courbes C de la classe S.

Envisageons en effet la suite C,(x = x,(s), ¥y = yn(s)) des courbes de §

N —s 00
convergeant vers une courbe C(x = x,(s), ¥ = y,(s)) appartenant aussi & S.
Soit (0, L,) le plus grand intervalle comman & des intervalles (0, L,), (0, Le¢,).
En fixant & 1’ arbitraire le nombre positif M, considérons un ensemble E, y des
valeurs de s appartenant a (0, L,) telles que

[ 9,0(3)] é M

On a évidemment

(47) I(Cn); (I)(.’L',,, Yns 6,,, 9’,,)ds ;j{ (I)({,U“, Yn, 9,,, Blo) -+ (e,n - e'o)q)'e,(mm Yn, 9,,, 9/0) } ds

En, M En, M
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car on a toujours

(48) D(a, b, ¢, p) — DP(a, b, ¢, 3) — (p — )P (a, b, ¢, 3) =0.
Remarquons d’autre part que

(49) [®(5) = ®(8) | Z e, [Yn(8) — Yo(8)| Sen, [Bu(s) = Oy(s) | S €n; 0=5Z Ly, €~ 0.
Par conséquent

D 0,, ') — Dl By, 00| < el
(50) l ( ny Yn, i 0) ( 01 Yor Yo, l o oll s appartienne A Ew,M
I(I)ﬁ’(wn; yrn ny o)—"q)e’(woy Y, 907 6’0)|<€

ol e,‘fmﬁO poar toute valeur fixée de M.
W — OO
On a donc
Ly
(51) I( Cn)gjq)(mo; Yoy 90, Eyo)ds +J‘¢),ﬁ'(m0, Yo, 90, 6’0) '—9’ ds - e1'?{’)[’0 (M) ]9'"——9'0|ds.
E”yM EM,M 0

Or il est aisé de voir d’aprés (49) que

L
U‘I’e' (0s Yor B0, 8')(8'n—8)ds| < el)nr Ji0alds + e at

Ep, M

ou
(l) ——*0 SL’)M—*O.
N —s 00 N - oC

Par conséquent en vertu de (b1) et de (46) on a

1
(52} I( Cn) gj\q)(xm Yoy 907 O,o)ds — N, M — Cn, MIJ(C") ( i+

En, M
ou
n",M—'(); Cn,M'—’O-

N —" o0 N =+ 00

Cela étant, prenons M =M, de fagon que M, — 0o, N, &, — 0, Cn, a1, — O
1 w— OO

alors on a
(B, m,) — L,
n —v 00

Par conséquent, de (52) on tire finalement

[(Cn)gl(on)—en; ou En — 0.

N — 00

Envisageons & présent une courbe C, appartenant & la fois & la classe R
et & Ja classe S.

Annali di Matemation. Serie IV, Tomo IX. 28
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Soit C, une suite des courbes (appartenant respectivement aux champs

n — 00

Dy(Cy)) telle que
I(C,)— H(C,).

R =00

I(C) = J(C,)

On a évidemment

d’oit I'on tire
HC,)) +e,=J(C,) ol e,,n-:;(z;
On J(C) étant semi-continue dans la classe S on a
(53) H(C,) = J(C,). |
Démontrons maintenant qu’ on a aussi
J(C) = H(C,).

Considérons en effet une courbe C (de la classe ) dont I’angle de dire-
ction 0,(s) est une fonction continue avec sa dérivée premiére par rapport a s.
Posons pour abréger

et considérons les triplets
wc(si)i ye(si)) ec(si)'

Envisageons le probléme de minimum absolu de 1'intégrale
[Fi@dso, vetsar 8uisd, Oshds
L)

Be(s0)y Oels.) et soit 0%(s) la fonction minimante.
0 ! 888y

. Le . .
Construisons la courbe C avec la longueur ;C issue du point [24(S,), Ye(So)]

de fagon que 0‘0’(s) soit son angle de direction.

Soit = 2(s), y = y(s) les équations définissant C.

On a évidemment
20(s) = 24(s,) +jCos 0D (s)ds, Y(s) = y,(s JlSm 01 (s)

Envisageons aussi le probléme de minimum absolu de ) intégrale

ff (5)r Yels), O(sy), B(s)ds
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dans le champ ‘5)3 Be(s,), 0 ( ; et soit 05)(s), (s, = s=s,) la fonction minimante.

2
Soit €Y la courbe (avec la longueur %') issue du point (xl(s,), y(s,) telle
que 0(s) et son angle de direction, et ainsi de suite.

Construisons & présent la courbe C,(x = 2,(s), ¥y = y,(s)) appartenant &
la classe & |de longueur L, | de fagon & eonfondre pour s; < s < s;,., avec cy,

(s

En observant que 2,(S:), ¥e(si), s), sont bornés indépendamment

de n, on voit d’aprés (35) qu’ il existe ua nombre M indépendant de n tel que

(54) 10,5 | <M, 0<s< L.

N — 00

Or on a, d’aprés la loi méme de la construction de la courbe C,, 0,(s;) =
= 0,(s;). Par conséquent

(55) 10,(5) — ()| < 2M

d’ou I'on tire

| a(s) — a,(s

= j[COS 0,, — Cos ec]ds ’égr
(56) ’,
j [Sin 6, — Sin Bc]ds‘;%\r

0

[Yn(5) — e(s) [ =

o N est une constante indépendante de .
On a par suite

n—1 Si+i n—t Sty

oG =2, Jrit, o2, o, B ds=2 [l yelso, 0, BN ds+-en
s s

ol
g, — 0.

N — 00

Or on a d’aprés ce qui précéde

Sity
(58) jﬂwc(si\); Ye(8i)y Be(sy), G’g)(s))ds—*_—(b<xc(si)7 Yelsa), 0c(s), A(?;(SSi))AS,
S5 .
Donc de (57) on obtient
n—1 5
I(C,) = Z@(mc(s‘), U5, Ou(s0), AK(S')) As e
1=0
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Remarquons d’ autre part qu’en vertu de la continuité de 64(s), on a

n—1
:IZ{)(D(wc(si), Yelse), Oe(s0), —¢ Avds '))A S+ Nn

ol
Nn —’0; 7 —> 00+
Par conséquent

I(CN)"" 0) +5n"‘7]n
H(Cn) é J(C) +-ey — Mn.

d’ou l'on tire

En passant ici & la limite, on obtient, vu la semi-continuité inférieure de
H(C) dauns la classe &

H(C) L J(0).

Nous avons donc démontré cette inégalité pour toutes les courbes C de
la classe J{ pour lesquelles I’angle de direction 6(s) admet la dérivée continue
et bornée.

Eun tenant compte & présent de 1'inégalité (53), on g’ assure que pour toutes
les courbes C de la classe Jf, pour lesquelles 1’angle de direction 6(s) admet
la dérivée continue et bornée, on a

H(C) = J(C).

Pour démontrer cette égalité dans le cas général, introduisons la condition
supplémentaire

N\, y, 9, 5) < Alw, y) | 2|+ + B(x, y)
ou A(x, ¥), B(x, y) sont bornés pour les valeurs bornées des arguments.
Alors il serait aisé de voir que toute une courbe arbitraire C, de la
classe S peut étre approximée par la suite C, des courbes (de la classe H),
dont les angles de direction 6,(s) admettent les dérivées continues et bornées
pour chaque valeur fixée de n, de fagon que

lJ(Cn)_J(Co)‘énny Im‘n_"wolésm ‘yn"yo‘éem len—eoléem

0<s< L,
ol
& —0, 71,~—0.
N —+ 00 M =— 00

En effet, on voit d’abord que 1'intégrale

jli

1+6 J(C)
K

admet une valeur finie.
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Par conséquent, on peut toujours choisir la suite €, des courbes (de la

classe K) dont les angles de direction 0,(s) admettent les dérivées continues
et bornées de fagon que

Lg,
J‘ d(en - Bo)
ds
0

149

1
dsé;i’ ]w”—wo|éen7 |yn_yo[§sm ien—eoléany

Oésé LCM e —0.

N — 0

On voit d’ici que la mesure de I’ensemble Fy , dans lequel on a

as, dao,
73 = d
est au moins égale &
JCy) 1] 1
Lo~ g+

Cela étant, remarquons que

| den dgo
lJ(Cn)—J(Co)lélj?@<wn7ymen; ds ) (D(wo’ Yo, 607 E;)%ds‘ﬂ'
EM,n

e v, 0, G4 0, 1,0, G
CE

M, n B M, n

ol CEy,, est le complémentaire de Ey,» jusqu’ & (0, Lg,).
Soit & présent W(M) la fonction croissante de M telle que

| @ (0, y, b, 2) | < (M) |
| @ (e, ¥, 8, 2) | < W(M) f 81
| @ (2, , B, 2) | < W(M) | |

|CI)',(90, Y, 9, 2) ! é IF(M)

x| < Max |%o(S)| + e, |y < Maaw [Yols l+3m
0L0<2n |7|<2M, n=1,2,.

On a donc

ﬂ ((wmyn, n:d(;> <I>(wo,?/o,90,%))ds<3‘lf(M)LcoEn+

Mg

3 1\S
T P s
+ UM )fc.,'(”) -
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D’autre part on a aussi

d n d [L+8 7y v
lj(b(wn, Yns O, ; )d ’, dgs” ds -+ BnCEy, »
CEM n
a 9 1+8 .
Ucb(mo, Yor O, Cfle")d ’_ AJ ‘d ds 4+ BmCEx; »
CE

M, n CEM,n
ot A, B sont les bornes supérieures de A(zx, Y), B(x, y) dans le domaine

|| S max |x,(s)| +en, |y|Smax|y,(s)|+e.; =12 ..

Or
148 148 . 145
J'den “ds <2 zflde o s 2 2Jld<9 6.) l+ds§
CEMn 'EMn CEMn
148
<ot |90 o7 L
= | ds |
C’EM,n

En remarquant que

J(C J(O\) 1
V)'l(’EMn_[—(‘Q—F ]M1+8<( K I)Fﬁ

on déduit que

LﬂdT" ds<g,, ou g,—0.

M~ 00

Par conséquent
1

L
| T(Ca) = J(C,) | < BW(M)Laea + U(M )L"F_S(?lz)uS

+

_1 1!8_
s P2 T A (122 ) .

1+§
+2B(1+ (C)> ! 2

Dans cette inégalité le nombre M est arbitraire. Posons

M=M,

ol

5
S 1\
T(M,) 3Lgoen+LCol+8(;> =1
de sorte que

Ainsi on obtient
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On a, d’aprés ce qui précede,
H(CR) = J(Cr) =T (C) + 2.

Soit i, comme toujours la borne inférieure de I((’) dans le champ D, (C,)-
On a évidemment

oy < H(Cp) < J(C) + &0
D’ici on tire que pour C, il existe la valeur finie H(C,) vérifiant I’ inégalité
H(C) = J(C)).
Cela nous montre, en particulier, que toute une courbe de la classe S

appartient aussi a la classe R. Par counséquent, en vertu de (53), on voit
que pour toute une courbe C, de la classe S on a

(59) H(C,) = J(C,).

Ainsi nous avons démontré le théoréme fondamental pour la suite:

Si f(x, y, 8, 2) est une fonction continue, admettant toutes les dériveées
partielles jusqu'au 2°me ordre inclusivement, périodique avec la période 27
per rapport a 8 et vérifiant I’inégalité

(@, y, 8, 5) = K|z |+
ou K, & sont les nombres positifs fixes, alors 1'intégrale curviligne
Lc¢
J(C) = j@(m, y, 8, §)ds
0

(o ®(x, y, B, 3) — définie par les égalités (36) est une fonction con-
tinue, admettant pour toutes les valeurs des arguments les dérivées

+ — + e ey
! ! ’ ! ’
“Dx ’ (I)m 3 (I)z/ ’ (I)y ] (I)O q)e ’ (Dz

dont @, est continue, périodique avec la période 2r par rapport a 6, véri-
fiant les conditions '

(D(w’ y7 67 z)zKlzP-‘s;
O, y, 6, p) — D, ¥, 6, 3) — (p — )@ (@, y, 6, 5) >0
quelque soient (x, y, 0, z, p), prise suivant la courbe C de la classe K dont
I’angle de direction, admet la dérivée continue, est égale & H(C) limite (pour
e—0) de la borne inférieure de l’intégrale curviligne
Le
I(C) =\flw, y, b, 8)ds

0
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dans le champ DJ(C) des courbes de la classe K admettant avec C le voi-
sinage (g).
Si de plus
f@, ¥, 8, 5)< A@, y)| 2 [*°+ B, y),
ou Az, y), Blx, y) sont bornés pour les valeurs bornées des arguments,
alors I’ égalité
H(C)=J(C)

a lieu pour toutes les courbes de la classe S,

§ 9. Placons-nous & présent dans le cas considéré a la page 204 et sup-
posons que la fonction flw, y, B, 2) vérifie anssi les conditions suivantes:
@, y, 6, 2) < A=, y, 9)| 2 [+ + B(x, v, 6)
|l [=4|z"*°+B, |f,/I=4]|z"°+B; |\ |=A|z"+B
ou A(x, y, 9), Blx, y, 0) sont des fonctions bornées pour x, y bornés.
Alors il est aisé de voir que ®(x, y, 8, 3) vérifie les conditions
(60) D(x, y, 8, )< A| 2|+ B,
|®, | <A4,|2|"+ B, |®/|<A, 2"+ B, |P|<A4,]72 1%+ B,
ou Az, y, 9), B,(x, y, 0) sont bornées pour x, y bornés.
En remarquant que ®,(x, y, 6, 2) ne peut pas décroitre quand z croit
de — oo jusqu'a -+ oo, On a

Oz+|z|+1)— Dz

|z +1 - T '

lz|+1

Or, on a d’ aprés (46)

Dz +|z2]4+1)— D)< 42|z |+ 1)+ 4- B

D)— Pz —|z|—1H)=—[AQ| 2|+ 1)+ + B
de sorte que
D,/(z) <4,z '+ + B,

ou A,(x, y, 8), By(w, y, 8) sont bornées pour x, y bornées.
Cela étant, remplagons la variable d’intégration dans 1’ intégrale
L¢
J‘(I)(m, y, 8, 0)ds

(I’arc s) par un paramétre quelconque s; on recgoit alors

, 1
J(C) __jq) (x Y, arctg y,, M)(x,2 + y*)2ds —jw(w, Y, &, Y, &, y")ds.
(" + y'*)?
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Il est évident que pour «® 4 y*==0, la fonction ¢ admet les dérivées
partielles continues égales respectivement a

1
D,/ (2 + y*)?,
x , Y " Y —ax"y . e v yy” , Y

(I’————l;q)e——l—Q(D ——————Q D y — Dy ——F

1 1 4+ '2\2 22 T8

, (x* ry?)? (@ +y*)* (@ + y*)? @y ey
(61) 1
q) /(al_/g + yrg)g

® X , 4 q)le Y L — Q(I)/ l/ 1/ x 37 ?/1 @ ?ﬁ:ylgyz 4 %.

(" by™)? (@ +y™)? (@ + y*)? RN

On voit d’aprés (60) qu' & chaque nombre M on peut faire correspondre
deux nombres Ay, By tels que si

le | =M, |y|=M,
alors

D(x, y, 0§, 2) < Ax| 3 1+ + By,
(62) O, | < Au| 2 |"*¥ -+ By, |®)|<ZAy|z"*°+ By
(1412 )| D%, y, 6, 3)| < Au| s ['*® + By, |®¢|= Au|z[+°+ By
d’ou I’on tire en vertu de (61)

J w __wl/yl 1+

§
o'z = 3 —l—Bde.’)&"Z—}—y f
(@ A-y?)?
t+3 .
l’w"'ylégAM M + By | V& o,
(® + y'*)2
— 148 ~ ~ .
| ¢ | és y'w —ay 001/ + By ( ot Apy, By = Const,,
s o
w’lyl 1_*_8 ~ 2
. — 3" -+ BM. s
(63) ; (@ 1y \
— 'y 1A
PEECELS BM{
s L@y ,
x| = 1
(@ + Y
Moo pa'lay 148 \
| an| VT =EY BM{
12y a2\2
g1 @I -
(mrz 4- y'?)?
Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo IX. 29
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Soit & présent C une courbe réalisant le minimum absolu de

Lc¢
7(0) =(0@, y, 6, ds
0

dans le champ 9.
Soient

®=x(s), Y=y
les équations exprimant les coordonnées de la courbe C en fonction de !’ arc.
Soient enfin 8x(s), dy(s) deux fonction arbitraires continues, deux fois dé-

rivables dans (0, L¢), telles que
Gy 1@ IS0, ey, ey S, B |1, oy S0,
8x(0) = 8w(Lc) = 8y(0) = 8y(L¢) = ... = 8Y"(0) = 3y"(L¢) = 0.

Envisageons la famille C(e) des courbes définies & I'aide des équations

©=(s) -+ dwls), y=y(s) +edy(s), 0Ss<Lo, —,<e<+

N

(si e=0, alors le paramétre s dans ces équations ne coincide pas en general
avec 1'arc).
On a évidemment

(65)

IA

_ 3
7] 2 e
Va2+y 3

e —
IA

Il est aisé de voir qu’il existe un nombre positif M tel que dans tout
intervalle (0, Lg) on a -

—:ll sé—i—l'

| 2(s) + edar(s)] < M, | y(s) + e3yls) | = M; 4

IA

d’ici on tire, en vertu de (63) et de (65),

|p(2 + 3, ... ¥ +edy") | < Au®(x, y, 8, 0) + By

(66) opla + 32, ... Yy +edy')| __ = —
< 'y -
| 3 \ZAM(I’(.’L', Y, 0, 0) 4+ By

ol Ay, By sont les constantes ne dépendant que de M.
Considérons la fonction f(e) égale 4

Lc
Jqo(w + edx, ... Y’ + edy")ds.
0
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On voit, d’aprés (66), que cette fonction admet partout dans la dérivée
continue par rapport a e, égale a

Lc
j‘acp(oc + edw, ... ¥’ + 3y")
de

ds.
0

Or, f(e) admettant pour e =0 le minimum absolu, on doit avoir 7/(0) ¢. &. d.:
L¢

J{ D3 (s) 4 D', 8y(s) + [P cos § — Dy sin 6 — 204 cos §]8'(s) -+
0

+[@sin 6 4- @'y cos 0 — 2076 sin B]8y'(s) — D' sin 632”(s) + D'y cos 63y(s) } ds =0.

D’ici on conclut que presque partout dans 1intervalle (0, Lg) on a

— @'y, sin 9 —j[(l) cos 0 — @'y sin § — 204,08 cos 6]ds +jjq)'xd52 = A + Bs,
0 00

A = const., B = const.
(67)

8

3 8
D'y cos B —J [@ sin 6+ D'g cos § — 20" sin O]ds +J.I<]§)’g,ds2 = A,+ B,
0 00

A, = const., B, = const., (s — I’arc).

Soit & présent F I’ ensemble des valeurs de s de 1'intervalle (0, Lg) pour
lesquelles:

1°) il existe la dérivée 6'(s);
2°) ont lieu les équations (67).

Soit s un point de I'intervalle (0, L) n’ appartenant pas & E. Or E étant
un pseudointervalle de mesure égale & L¢, s est necessairement le point
d’ accumulation des points s,, de E. ’

Soit o une valeur d’accumulation de la suite (s,); posons #(s) = a.

Faisons la méme opération avec tous les points s de (0, Lg) n’appar-
tenant pas a4 FE.

Ayant ainsi défini 6(s) dans tout intervalle (0, L¢), on voit que les
équations (67) ont lieu partout dans (0, L¢).

Par conséquent la fonction ®'g((s), y(s), Y(s), ¥(s)) est continue et bornée,
admettant presque partout la dérivée intégrable.
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On a donc

(68) — dg’se/ sin 6 + @'5/6" cos § — D cos O + D5 sin 6 -hjtb’wds =B
0

69) —

8
Dy
% cos 6 + @' sin § — @ sin Y — P’y cos 6 —i—j(I)’,,ds = B,
ds

0

d’olt en multipliant (68) par cos 6 et (69) par sinf et en faisant la somme
on obtient

(Do — @) + cos Ojtb’wds + sin Ojfb’,,ds = (Bcos b + B, sin 0);
0 0

d’ici on conclut que la fonction @50 — @ est aussi une fonction continue et
bornée, admettant presque partout dans (0, L¢) la dérivée intégrable.
Remarquons & présent que

D(z) — B(O0) < 2P'(3),
de sorte que

D(2)s = K|z | — D(0);
d’ou 1'on obtient

(10 . | Do, y, 8, )| K[ — —

on voit donc que §(s) est bornée dans (0, Lg).

Envisageons maintenant 1’ ensemble [, des valeurs de s pour lesquelles
on a

b(s) = Qao(s), y(s), B(s))

et I’ ensemble E, des valeurs de s pour lesquelles on a

b(s) = P(a(s), y(s), (s))

La continuité de @, ® — 0D, dans (0, Lg) c. . d. la continuité de
flor, [ Oy dans I’ensemble E, + E, montre que 6'(s) est continue dans E,
ainsi que dans E,.

Par conséquent I’ ensemble E, + E, est fermé, de sorte que 1’ ensemble H,
le complementaire de 1'ensemble E, + E, jusqu' & Iintervalle (0, L¢) est
composé d’une suite énumérable d’intervalles ouverts (z;, B,).

Dans chaque (x;, B;) on a évidemment

P(x(s), y(s), 8(s)) = 0'(s) = Qac(s), y(s), 8(s))
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Par conséquent en vertu de (40) on regoit

Oz, Y, 9,0)=7[(P) -+ (& — P)f'(P), Qolx, y, 6, 8)=["(P)
71 , , , Q—¢ , H—Dr
(th 'yt 2, Y, O,B)Z/w(P)Q—P—i—fx(Q)Q‘_—p, (2 = s = Bo).
En substituant ces valeurs dans les équations (67) et en faisant les
calculs, on s’ assure que dans Iintervalle (a,, B,), C doit verifier I’ équation

differentielle du 2%me ordre de la forme

dae

(12) E:p({v, Y, 9)
olt p(w, y, §) est une fonction continne périodique avec la période 2m par
rapport & 6.

(Cela étant, envisageons I'ensemble H, des valeurs de s pour lesquelles
on a

D(x(s), y(s), s), O(s)) == flao(s), y(s), 8s), 01s)).
Il est évident d’abord que 1 ensemble H, appartient a H.
Or (72) nous montre qne 6'(s) et par suite

(73) D(a(s), Y(s), s), O(s)),  F(als), y(s), 8s), 61(s))

sont des fonction continues de s dans H.

Par consequent H, est formé d’ une suite énumérable d’ intervalles
(«;, B:) 1’ empiétant pas I'un sur 1 autre. )

Il est aisé de voir que dans chaque intervalle (a;, B,), C vérifie
I’ équation (72).

D’ auire part on peut démontrer que I'arc de € dans (o;, B;) donne le
minimum faible & I’intégrale

(14) jn(w, y, b)ds

ol 'on a posé

ﬂ(‘”? Y, 6) - f(w7 Y, 6’ P(w7 Y, 0)) — P(w, Y, e)f,e’(wx Y, 67 P(.’B, Y, 6)) -

[} 0
d o
— ay o —sin0= |7 0.
COSeawjfe(w, Y, 67 P(w; Y, 9))39 sin eayojfﬂ(w7 Y, B; P(xr Y, 9))3
0

Nous dirons qu'une courbe C est singuliére relativement au probléme
de minimum posé si elle posséde les propriétés suivantes:
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1°) vérifie I’ équation (72);
2°) vérifie V'inégalité ®(x, y, 6, 0') < flx, y, 6, #);
3°) réalise le minimum faible de |’ intégrale (74).
Alors, d’apres ce qui précéde, on s’ assure & présent que I’ égalité

1(C) = J(C)

a lieu dans le cas ot aucun arc de C ne se confond avec 1'arc d’une courbe
singuliére, et dans ce cas seulement.

Ainsi nous avons démontré le théoréme.

Si f(x, y, 9, 2) vérifie les conditions explicitées au debut de ce §, alors,
afin qu’il existe la courbe réalisant le minimum absolu de l'intégrale I(C)
dans le champ 9, il faut et il suffit que parmi les courbes réalisant le mi-
nimum absolu de J(C) dans 9D il existe la courbe n’ayant aucun arc
commun avec des courbes singuliéres relatives au probléme de minimum posé.

Remairque. — Si la fonction p(ax, y, f) vérifie pour toutes les valeurs de
ses argument une des inégalités

o, y, h=Qx, y, 9), (o, y, ) <P, y, 9)

alors il n’ existe aucune courbe singuliére, de sorte que dans ce cas il
existe toujours le minimum absolu de I'intégrale I(C) daus le champ D.

§ 10. Dans ce § nous allons démontrer I’ existence des solutions des
équations d’ EULER relatives & I(C) dans le champ 9, en supposant verifiées

les conditions du § 9.
Avant d’aller plus loin, observons qu'& chaque nombre M on peut faire

correspondre un nombre ax tel que si

(15) lo| =M, |y|l=M
alors
(76) fnﬁ'”(x> Y, 67 P(w, Y, 9))2 aM, fﬂﬁ’“(wr Y, 9) Q(w) Y, 6)) g oM.

D’ici on voit, en vertu du théoréme classique sur les fonctions implicites,
qu’ & chaque nombre M on peut faire correspondre un nombre Hy tel que
si les (75) ont lieu, alors

\8P| {81" |3P'
— < — 1< — <
(717 |3 < Hy, Iayl—HM; 86|:HM’
oQ }aQ( Q|
< CTI<H << Hys.
1amy=HM’ dy |= g =T
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Il est évident d’ aufre part qu & chaque M on peut faire correspondre
un nombre ey tel que si (75) ont lieu et si
|2—P(x, 9, )| <en
ou si

lz_ Q(‘”) Y, B)I—EEM
alors

' o
f 6’”(”7 Y, f, z) = é‘[
Cela étant, considérons 1 intervalle (P(x, y, 0) + ey, Qa, y, ) — em)
“que nous désignons par (P, y, 8), Qi y, 6)).
Eunvisageons le champ D,y des courbes C appartenant au champ 9,
formées au plus de n arcs le long de chacune desquelles on a presque partout

0(s) = Qeprlx, , 0
ou presque partout (x| M, |y <M
f(s) < Py, y, A

Montrons qu’il existe deux nombres n, et M, tels que pour tout n =1, le
champ D, u, existe, c. 4. d. il existe des courbes appartenant & ce champ.

Soit en effet C

x=us), y=ys) 0=s=Lc
la courbe minimante de J(C) dans le champ 9.

Faisons avec C avec la méme construction gw’'avec C dans les page 197, 205
et avec la courbe ainsi obtenue la méme construction qu’ avec C; dans la
page 205.

On obtient alors une suite des courbes C, appartenant au champ 9D

X=12,(5), Y=yals), 0Zs=Lc
telles que:
1%) @ (8)—20(s), Yn(s)—Y(s), Buls)—H(s); n—+00
2y I.C,))—~J(C,), n—oc
3°) Vintervalle (0, Lg) peut étre divisé au plus en 2n parlies dans
chacune desquelles on a partout
0n(s) — — P(x,(s) )y Ynls), Bu(8) S eny €,—0

N —+ 00

ou partout

0'n(8) — Q@a(S), Yn(s) Oa(s) = —
Or, il existe un nombre M tel que

los) | =M, yis)| <M
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Par conséquent on s’ assure d’aprés (1) qu’il existe un nombre M, indé-
pendant de 7, tel que
(78) |wn(s) |§1M“ i yn(S)IéM,-

n,

Fixons & présent un nombre 7, tel que pour tout n < g on ait e, <ey, .

On voit donc que le champ D, y, existe pour tout n<n,. On voit de
plus qu’ & chaque nombre M = M, on peut faire correspondre un nombre ny
tel que le champ D, p eXiste pour tout 2 = ny.

La relation (21) nous montre que la borne inférieure de I(C) dans D, n
tend vers ¢p quand 72— oo,

En vertu de 1'inégalité

L¢ Lc¢

(79) I(C)= f fix, y, 9, 0)ds > Kj |6 1+3ds
0 0

on voit qu’il existe un nombre positif M tel que pour toute courbe pour
laguelle
I(C)=ip +1,
on doit avoir
|w(s)| < M, y(s)| < M.

Par consequent, d’aprés (78), on voit que si M, est le plus grand des
nombres M, M alors il existe un nombre n, tel que si pour une courbe C

on a
] 1
(80) C) < in, 5, +
alors on doit avoir
(81) |2(s) | < M,, |yls)|< M,

et cela quelque soit le nombre »n =mn,, ou 72, est un nombre suffisamment
grand (= na,).

Cela étant, envisageons le champ D, m(n = n,) et posons le problewme de
minimum absolu de I(C) dans ce champ.

Soit C,, la suite minimisante. Il est évident en vertu de 1'inégalité (79)

M —s 00

que la suite C,, a une courbe d’accumulation C appartenant au champ D

m —» 00
de sorte que de la suite C, on peut toujours extraire une suite C, telle que
la suite C, admet C comme courbe limite.
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Cela étant, soient I;™(af™, ai’:"l) les intervalles composants de (0, L¢,) tels

que dans chacune d’eux on ait presque partout

PeMa(mm’ ymy em) ; e,m
ou presque partout

QaMz(wm; ym; em) é Q/m

Or le nombre des intervalle I étant au plus égal & 7, on peut toujours

extraire de la suite p une telle suite v que

a?) —_—0;.

Montrons qu’ & U intérieur de l;(a;, ®;4,) (si bien entendu «;3=a,,,), on a
presque partout
P,

(% Y, 0) =0

ou presque partout
Qupr (2, 9, 0) = 0.

A cet effet, il suffit de remarquer qiw’ il existe une suite e, convergente
vers zéro, telle que presque partout dans (0, L¢)

1
2 fors)ds —6i(s).
3 7n — 00
s
On voit done que 1'intervalle (0, Lg) peut étre divisé au plus en » inter-
valles 7; qu’ & I'interieur de I; on a presque partout
Py (@, y, 0) =6
ou presque partout
Qeyr, () Yy O 65
on a d’autre part
|zl =M, |y|=M,.

Par conséquent la courbe C appartienne au champ D,

Montrons qu’ on a
I(C)=1ip, . .

Cela étant, désignons par ¥ Yintervalle commun & l;, I ¢l ne se ré-
duit pas & un point.
Soit CE, 1 ensemble complémentaire & 1 ensemble E, formé des inter-

valles I, on a évidemment

(82) n(E,) = Hm(z‘”))_.z,c, m(CE,) = L¢— m(E,)—0
Y = 00 Vv =00
Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 30
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on a d’autre part
Loy

jf(wv, Yy 0y, 0y)ds ;jf(mv, Yu, 0y, 0))ds =
0 Ey

:'J‘[f(x” Y eva el) -+ (U,v - 6’)f’0’(wv7 Yv, By, 6')]ds -+
E,

+f[f(mv, ?/w ev; elv) - f(wv, yv; 6\1, e,) - (elv - el)f,e/(wv» ?/w 9\1) el)]ds-
By

Or dans chaque Zﬁ“’ on a presque partout

f(wvr Yvy 0,, elv) - f(wv; Yy, Oy 6) — (6, — el)fle'(wvr Yo By, 9’) -

6',,—!—0‘9)20
l14-a /™

1 4 / "3
::é (ev — 6 )2f 072 (xv, Yy, Oy,
0<a<+ )

D’ autre part, de (82) on tire que

Lc¢
Jf(wv, Yv, 0y, 0)ds— \f(x, y, 6, )ds = I(C), J(O’v — 0o %y, Yy, By, B)ds—0.
Ev V =00 0 Ev y — 00
Ainsi finalement
I(C)=I(C)—e,, ou e,—0.
y —» 00
D’ou, & I'aide de raisonnement habituel, on tire
I(0)= z'pn’M' c.q. f. d.

Montrons que #(s) est une fonction continue dans (%, %.4,); & cet effet,
supposons le contraire et remarquons que la courbe

x=w(), Y=Y(s); &=S8=dipy
donne & I’intégrale

XAjy 1

(r, v, 6, yas

a;

le minimum absolu dans le champ D des courbes C

w=20(s), Y=y
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de longeur a;,, — «; telles que
(83) a0() — w(o) = Y(@) — (o) = oo = Kz, — Bazy) = 0
o) | = M,, |y = M,
et telles que presque partout en (a,, @;4.,)
B(s) = Q. (0, ¥, 8), ou presque partout 0(sy < PSM’(;U, y, 0).
Il est aisé donc de s’ assurer que

Lc¢
5= j 7038 + £30 -+ o8 4 ', 3ylds = 0
0

pour toutes 8x, 3y compatibles avec les liaisons (83) imposées aux courbes
du champ D.
On voit donc qu’on peut prendre
Sx—=—|sin 0-30-ds, By =—|cos 6-30.ds
0 0

ou 36 est une telle variation que

%itg Xty
jsin 636ds = 0, j cos 920ds =0, 38, =B, =0,
oG . ag

et que
80" = Qe 000 + Q’EMaVSy + Q’EMﬂeae

pour presque toutes les s telles que

¥(s)= QEME(W(S); Y(s), O(s) = QeMs(S)

o 8 < P’ gy a2 + Poyy o8y + P’y 450
pour presque toutes les s vérifiant la relation
B(s) = P’c py (a(s), y(5), 0(s)) = P,y (5)-
Les liaisons | @(s)| < M,, |y(s)| < M, ne sont pas imposées & I’ attention
car d’aprés (80)-(81), |x(s) | < M,, | y(s)| < M,.

Construisons & présent les variations 30 verifiant les conditions imposées.
Soient E,, E,, E, trois ensembles tels que

l,=E, +E, +E,
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et tels que presque partout dans E, (s'il existe)
b(s) > Qegg,(5) ou H(s) < Py (s)
presque partout dans FE, (s’il existe)
B() = Quy(9)
presque partout dans E, (s’il existe)
0(5) = Payg (5),

tous les E,, E,, E, étant donc déterminés & une ensemble de mesure

nulle prés.
Introduisons les fonctions quasi continues et bornées

de fagon que dans E, ces fonction sont nulles; dans E, égales réspectivement
& Qe Q'EMB,,, Qey0, dans E, & PIEM,M PlEM,U’ P'sM,e-
Soit F(s) une fonction quasi-continue et bornée dans (%;, %i4,)-
Désignons
— sin 0(s) par A(s), cosf(s) par p(s)

Considerons le systéme intégro-differentiel suivant:

g—j’ =71} + () J.k(s)gb(s)ds + fa(s)fp(s)Q)(s)ds 1- F(s), $(x:) =0.
0 0

Il est évident que
8
bls) = (s, DF(E dt
0
ou

8

208 3) 15yt )+ [[H6PE) + Ao, a)dg, wls, 9 =1
0

Ce systéme nous montre que o',(s, 2) est continue et dérivable par

rapport &4 z pour presque toutes les s.
On a

Aigg Xity Uiy %igy

[rrpiods =X Fs,  [usypds = [
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ol
)= J’w(g, MEME,  p(s) = [0E, suE)E.

s s

Soit & présent dy(s) une variation arbitraire dans F,, positive dans E, et
négative dans E,, qui vérifie les relations

Xity °_¢i+¢ ity
j)&(s)&p(s)ds =0, Jp.(s)Bcp(s)ds =0, Jw(ocih , 8)op(s)ds = 0.
oz 73

Posons

A

8

80 = w(s, E)3(E)dE.

&

On s’assure aisément que &0 vérifie toutes les conditions imposées par
les liaisons (83).

Or on a
Qg

5] — f Q30'ds
* '

ou I'on a posé )

k] 8 8 E1
Q="{F —jf’eds +J [sin ij"xds — Cos ij’yds]ds,
273 [« %3 [ 7} %

Or, on a presque partout dans (e;, &,y,)
36 = 3 4+ J o' (s, EBp(ENdSs,
%

de sorte que

ity Xity

5= j [Q(s) + j QEN's(, s)dﬁ]acp(S)ds,

d’ou V'on tire: presque partout dans I,

(84) Q) +JQ(E)w'£(5, E = C,X(s) + Cop(s) + Coox@ipy, 9),

8
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presque partout dans E,

(85) Qs) + [UABWE, 5)E = CI5) + Cls) + Coul,, ),

presque partout dans FE,

(86) Q(s) +- j QEWE, S)IE < CX() + Cop(s) + Cyo(oury, 9,

8

ou C,, C,, C,=const.

Soit E, I’ensemble des valeurs de s appartenant 4 E telles que partout
dans E, existe la dérivée 0'(s) et a lieu (84).
Soit s un point d’accumulation des points de E,.

Montrons que quand le point s de E, tend vers s, 8(s) tend vers une
valeur bien déterminée.

En effet, supposons que quand s tend vers 5, il existe au moins deux
valeurs d’accumulation de 6'(s), 6/, 6,".
En vertu de la continuité des intégrales

L DRy

j QEWL(E s)dE, — j Fods +J [sin 6 j £ ds — cos B J'f',,ds]ds
s %] o <73 xg
on voit que
[olxs, Yz, b5, b’l) —Jf’eds +j[sin Bff’mds — cos ﬂff’yds]ds -+
% X &g x

+J19(g)w E(E dg — C )\( ) -+ Cgm -+ 03(1)(“,'4_“ 8)7

3

s s 3 s
olas, ys, 05, 0,) — ‘f’ads +j [sin BJ [ »ds — cos BJ f’yds]ds +
0'(,' X o 25
®gtg

Q(E)wle(g, E)d& - Cam -+ Cz@ —+ 0311)(0([_,_” E);

d’olt I’ on tire
fel(xs; ys; ) 1)—f0’ ws) Ys) 95—7 02)
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Or &,, 0, étant les valeurs d’accumulation de 0'(s), on doit avoir
6,‘ 2 QEM’(§)7 6,2 —2 QEM’(E)? ou 9’1 é PEMﬁ(S)I e’2 é I)EMq(s)'

Donc entre ¢, et ¢,
Monl@s, ys, 6, 2)=0

ce qui est impossible en vertu des suppositions faites.
Ainsi quand le point s de E, tend d’une fagon quelconque vers le point s
de E, non appartenant & E,, #(s) tend vers une valeur bien déterminée.
Considérons & présent E,. On voit que presque partout dans cet ensemble

(pseudo-intervalle)
1(5) = Qugg (5)-

Soit E, I'ensemble des valeurs de s appartenant a4 E, dans le quel il
existe la dérivée #(s) et se trouve vérifiée la relation (85). Soit s un point
d’ accumulation des points de E,.

On s’ assure aisément que quand le point s de FE, tend vers s, alors 6/(s)
tend vers une valeur bien déterminée.

Repétons enfin le méme raisonnement avec I, .

Pour démontrer & présent la continuité de 6'(s) dans tout intervalle
(a;, a4, il suffit de montrer que si s est un point d’accumulation & la fois
des points de I, et de E,., r=2, 3) (E,, E, ne peuvent pas coexister) alors

@, = lim 6'(s) = «,. = lim 0'(s)
$(By) —s 8(Br) —3
(les deux limites étant bien déterminées en vertu des raisonnements precedents).

Supposons pour fixer les idées que » = 2.
Alors, en vertu de (84) et de (85),

f,O’(w;: Ys, 9;’ “4)§f’0’(ws—7 Ys; 65 a,),
de sorte que

1= "2
Or
%y = Qegy (8), &, = Qepy (9).
On a done
o, =a,.
Le méme raisonnement dans 1’ autre cas = 3. c. q. f. d.

Ainsi nous avons démontré que 6(s) dans («,, «,,) est une fonction continue.
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D’ une fagon analogue on peut montrer que si
0@ + 0) 5 (2, — 0)
alors
el(ai +0)= pEM!(“l)(Ou = Qst(al))7 el(al —0)= QEM’(ai)gou = PEMH(al))'

On voit ainsi que 6(s) est une fonction continue sauf peut-étre au
voisinage d’un nombre de points isolés ou elle admet des discontinuités de
la premiére espéce.

D’aprés ce qui précéde, on s’ assure qu’ en ces points de discontinuité
— o, — on a

Ap(ey 4 0) = Ay(x, — 0)=0.
La fonction A,(s) est donc une fonction continue de s. 2

0
Or dans chaque (a,, a,;,,) il existe presque partout la dérivée Z_ﬁ bornée

16
(en valeur absolue) indépendamment de n. Vu que x(s), y(s), ‘d#s sont aussi

bornées (en valeur absolue) indépendamment de 7, on s’ assure A présent
qu’'il existe le nombre positif H independant de n tel que

(87) | Bals") = BN [SH|S"— ' |; 0S5 =<Lc, 05" < Le.

Or la suite C étant la suite minimisante & la fois pour I C) et pour J(C)

dans le champ D, les bornes inférieures de I(C) et de J(C) dans D étant
égales, on a

L¢
jAn(s)ds —0, A,(5)=0.
0

n — 00

En vertu de (87), on voit donc que

A,(s)—0,

N —v ou

de sorte qu'&d chaque e on peut faire correspondre un nombre n, tel que
pour tout n = n,

IAN(S)Iéa} Oésé[’c‘
Or si pour un point s,, 6'(30):P8Mi(so), ou si 0'(s,) = QEM’(SO), alors

Ax(s0) =3 -0,
ou & ne dépend pas de n.
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On voit donc que si I'on prend e <38, alors pour tout 72 =n, et pour
tout s intérieur & (0, Lg), 0'(s) sont a 1’ exterieur de (I’EMﬂ(s), QeM.(S)) de sorte
que la courbe C devient une courbe intérieure au champ D, py, .

Par conséquent tout arc (s,, s,) de C donne le minimum faible (libre) &
I’ intégrale

jf(w, y, 6, 0)ds

les points extrémes et les valeurs extrémes des angles de direction des
courbes de comparaison coincidant avec celles de I’ arc considéré de C.

On voit maintenant que la courbe C est une extremaloide relative & I(C)
formé d’un nombre (au plus égal & n) des extremales.

Cela démontre le théoréme.

Si f(x, y, 0, 2) vérifie les conditions du théoréme du § 9, alors dans le
champ D il existe toujours au moins une extremaloide relative & I(C); de
plus: quelque petit que soit le nombre e on peut trouver dans le champ D
une telle extremaloide relative & /(C) qui donne a l'intégrale I(C) la valeur
qui différe au plus par ¢ de la borne inferieure 7p.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 31
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Funzioni continue da una parte con particolare riguardo
alla loro derivabilitd unilaterale.

Memoria di T. Viora (a Bologna).

Sunto. - Si estende alle funzioni continue da una parte un teorema fondamentale di DENJOY
sui numeri derivati e se ne Iraggono notevoli comnseguenze. Si dimosira che U aggregato
dei punti di discontinuita é numerabile, che sotto determinate condizioni puod essere denso
e in quest ultima ipotesi se me studia la struttura. Si danno infine degli esempi di
funzioni continue verso destra.

In una piccola Nota comparsa nel n.° 1, anno X (1931), del « Bollettino
dell’ Unione Matematica Italiana » col titolo Sulle funzioni continue da una
parte e sulla derivazione unilaterale, ho promesso di pubblicare per esteso
la mia tesi di laurea, presentata nell’autunno 1930 alla Regia Universitad di
Bologna. Mantengo ora la promessa per la prima parte della mia tesi ove
trovansi dimostrate le proposizioni enunciate ai n.t 2, 8, di quella Nota.

Rivolgo un pensiero di devota riconoscenza al mio Maestro BEPPO LEVI
che con tanta intelligenza e con tanto amore mi ha assistito in questa fatica.

§ 1. Estensione di un teorema fondamentale di Denjoy.

1. Definizioni. — Una funzione F(x) della variabile reale x, data in un
intervallo a b, & continua verso destra in un punto x, di @b se, assegnato
comunque un numero &> 0, esiste sempre un numero & >0 tale che, se
O<x—a,<8, & |Flx)— Flx,)| <e.

Per una funzione F(x) continua verso destra in un punto x, seguird la
terminologia abituale ed adotterd notazioni in uso presso vari autori. Diro
dunque:

« Rapporto incrementale destro » di F(x) in x, il rapporto

F(w) — F(@,)
x — ®w,

per x > @, e sufficientemente prossimo ad x,;
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« Numero derivato superiore destro » di F(x) in @, il numero

5+F(x0) = limite massimo M

1
X=—>210 xrx— @,

cioé il massimo dei valori limiti del rapporto incrementale destro di F(x)
in o, quando x tende a x,; analogamente
« Numero derivato inferiore destro » di F(a) in «, il numero

i — I
D, F(x,)= limite minimo l’_(oc)—l"(mo)’
_— o = 2y+0 €L — mo

cio¢ il minimo dei valori limiti del rapporto incrementale destro di F(x)
in &, quando x tende a x,.

Se una funzione F(x) & continua verso destra in tutto un intervallo a b
(cioé in tutti i punti di un intervallo a &), si pud immaginare a, variabile in

a b (dopoche per ogni suo valore siano supposte effettuate le dette operazioni
di limite) e, sostituendogli a sua volta per semplicitad e chiarezza il simbolo
di variabile indipendente x, si viene alla considerazione delle funzioni

D,Fx), D, F(x),

dette rispettivamente <« Derivata superiore destra » e « Derivata inferiore
destra » di F(x). Si ha, per ogni valore di =,

D, F(w)= D, F(x).

Se, per un valore x, di z, é E+F(w0):Q+F(wo), la funzione F(x) dicesi
« derivabile verso destra » in x, e si scrive j)+F(w0)=12+F(wo)=D+F(wo).
In tal caso ¢

D, F(x,)= lim Fa) — Fwy)

2 — xo+0 X — X,

Se cid avviene in tutto ab, resta definita la fonzione D, F(x) « Derivata
destra » di F(x).
Analoghe definizioni valgono per una funzione continua verso sinistra.
Se, per un valore x, di «, & D, F(x,) = D, F(x,)= D_F(x,)= D_F(x,),
la funzione F(x) dicesi « derivabile » in a, e si scrive a
I)-O-F(wo) = P+F(wo)= D, F(x,)=
=D_F(&,)=D_F(w,)= D_F(x,) = DF(,) = F(«,).
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In fal caso &

DF(x,) = F'(x,) = lim Fw) = Fa,)
Bz, O — X,
Se ci6 avviene in tutto a b, resta definita la funzione DF(x) = F'(x) <« deri-
vata » di F(x).

Io considererd, sempre nel presente lavoro, generiche funzioni F(ax) con-
tinue da una stessa parte in tutto un intervallo « b. Per fissare le idee sup-
porrdo sempre che la continuitdh in tutto l'intervallo @ b sussista dalla parte
destra.

2. Si pud estendere, coi dovuti accorgimenti, ad una funzione F(x) ovunque
continua verso destra in ad il teor. fondamentale di DENJOY sui numeri
derivati delle funzioni continue e da lui chiamato « primo teorema » o « teo-
rema descrittivo » (*). Ne dedurrd delle applicazioni analoghe ad applicazioni
dedotte dal DEeNjJoy per le funzioni continue. Riporto le dimostrazioni del
DENJOY punto per punto. ma con le necessarie leggere varianti.

TEOREMA FONDAMENTALE. Se esiste un’infinita d’intervalli

Su Sz: SS""} Spy e

(S, =¢, dy,), la cui lunghezza tende a 0 per n tendente ad oo, i cui estremi
sinistri ¢,, ¢;,.., Cn,.. formano un insieme ovunque denso in «a b; se, d’altra
parte, il rapporto incrementale [, della funzione F(x) su S,

@) resta costantemente superiore a un numero fisso &,

b) oppure resta costantemente inferiore a un numero fisso &,

c¢) oppure tende verso un limite unico finito od infinito I,
allora, indicato con E I'insieme dei punti di a b in cui & rispettivamente

a) D F(x) =k,

b) oppure D, F(x) <k,

¢) oppure il numero I é un derivato mediano (*) od estremo destro,
I'insieme £ cosi definito & ovunque denso in ad ed anzi & un residuale 2)
di ab.

(!) ArNaUD DENJOY, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, in » Journal
de Mathématiques pures et appliquées », année 1915, tome I, pag. 149.
(*) « Derivato mediano destro » & uno qualunque dei valori limiti del rapporto incre-

mentale destro, che non sia né D, né D, (DENJOY, loc. cit., pag. 145).

(3) Secondo il DENJoY (loe. cit, pag. 123) si chiama « residuale » di un aggregato per-
fetto & (continuo o no) il subaggregato di § che rimane quando si escludano da & succes-
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DiM. Sia ¢, ¢,,..., &n,... una successione di numeri positivi tendente a 0.
Avendo posto
1, — F(dn) —F(cn)
" dn —Cn
. . . Fd,)— F(x A -
considero il rapporto incrementale _(Eln)—w() con o variabile nelle vici-
n -
nanze di ¢, per valori maggiori di ¢,. Poiché, per ipotesi, F(x) & continua
verso destra in ¢,, esiste un intorno destro di ¢, (segmento avente ¢, per

estremo sinistro) che indico con o, = ¢, ¢',,, minore di ¢,, avente per estremo
destro ¢, compreso fra ¢, e d,, e tale che, per ogni suo punto z, il quo-
ziente considerato & compreso fra I, —e, ed [, +¢,.

Dico che ogni punto & appartenente a un’infinitd di o, appartiene ad E.
Infatti, anzitutto, se o, contiene & 1 estremitd destra d, dell intervallo S,
avente lo stesso indice di o,, supera & e ne dista per meno di S,. Dunque,
per la successione delle o, contenente &, d, tende a £ dalla destra. In secondo
m”)—_F(E) é, per la stessa successione di

dn - 5
valori di »n, compreso fra [, — ¢, ed 7, + ¢&,. Dunque tutti i suoi valori limiti
che sono dei derivati destri mediani od estremi di F(x) in § sono compresi
nell’ insieme dei valori limiti della successione [,,. Se dunque a) I, supera k,
F(x) possiede in & un derivato mediano o estremo almeno uguale a kR e

percié si ha D FE)=k; se b) I, <k, D,FE) <k, e se ¢) lim I, =1 finito

N =—» 00
od infinito, D, F(E)<I< D, F(®, e precisamente [ & un derivato mediano o
estremo destro.
I’ aggregato dei punti interni a un’infinitd d’intervalli o, & ovunque denso

luogo il rapporto incrementale

su ab. Infaiti: sia men un qualunque segmento parziale di ¢ b. Sia Cy, il
primo punto della successione ¢,, ¢,,.., Cu,.. interno ad mn e tale che O,
sia interamente contenuto in m2 2. Sia ¢,, il primo punto della medesima suc-
cessione ¢,, Cy,..., Cn,.. interno a o, e tale che g,, sia interamente contenuto
in g, . Cosl si prosegue costruendo una successione d’infiniti a,,, 6u,, On,, ..

sivamente un’infinith numerabile di aggregati non densi in §. Seguendo R. BAIRE (Sur les
fonctions de wvariables réelles, in « Annali di Matematica », serie III, tomo III (1899),
pag. 67) si puo dire che un « residuale » di un aggregato perfetto § @ il subaggregato di §
che & complementare di un subaggregato di prima categoria su &. Si dimostra (DExNJOY,
loc. cit., pag. 232; BAIRE, loc. cit.,, pag. 67) che « ogni residuale d un insieme perfetto con-

tiene esso stesso un insieme perfetto ».
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ciascuno contenuto nel precedente e in 1 n. Questa successione ha per limite
un punto £ di E (*). Dunque E ha punti entro m n.e percio, per " arbitrarieta
della scelta di mn, E & ovunque denso in a b.

Resta da dimostrare che E & un residuale di « . Infatti, essendo le o,
definite come sopra, consideriamo I’insieme H, dei punti di ab che non sono
interni a nessuno dei segmenti o,, 6,,.., 9,,.... Questo insieme & evidente-
mente chiuso perché un punto estraneo ad H,, essendo interno a un inter-
vallo g, interamente estraneo ad H;, non pud essere punto limite di H,. Dico
che H, & non denso in ab. In caso contrario esisterebbe un segmento m n
appartenente interamente ad H,. Ora I’ insieme ¢, essendo denso in a b esiste
in mn almeno un punto ¢,. L’intervallo o, corrispondente, avendo per
estremo c¢,, contiene tutta una porzione di m n. Dunque H, & non denso
in ab. Se noi sopprimiamo un numero finito di punti ¢,, questo insieme non
cessa di essere denso. Sia dunque H, I'insieme dei punti di a b che non sono
interni a nessuno dei segmenti o,,,, op4,,... H,, che contiene H,_,, & non
denso in a b (e d altra parte chiuso). Consideriamo I'insieme H costituito dalla
riunione degli aggregati H,, H,, H,,..., H,,.... Sia G il residuale di ab com-
plementare di H. Ogni punto M di &G & interno a un’infinita d’intervalli o,.
Poiché se questo punto M fosse interno soltanto a un numero finito di essi,
il pit grande degl’indici di questi avrebbe un certo valore p. M apparterrebbe
a tutti gl’insiemi H,,,, H,4,,.., dunque ad H e non a (G. Dunque M appar-
tiene all’insieme E qualificato nell’ enunciato. Dunque FE contiene G. Inver-
samente si vede subito che G contiene E. Dunque G = E, ed E & un resi-
duale di a . c. d. d.

Seguendo le tracce del DENJOY possiamo dedurre dal teorema fondamen-
tale delle importanti applicazioni. Ma non ne riportiamo tutte né interamente
le dimostrazioni per le quali rimandiamo alla citata memoria del DENJOY.

Ci soffermeremo invece su quelle osservazioni che maggiormente interessano
il nostro studio.

3. (DENJOY, loc. cit, pag. 152). Supponiamo verificata 1" ipotesi ¢) del
teorema fondamentale relativamente a due sistemi d’intervalli S, ed S, .
Supponiamo c¢ioé che il rapporto incrementale [, relativo ad S, tenda ad un

(*) Che il punto § appartenga ad E si vede facilmente. Infatti gli estremi ¢,,, ¢,,, €,3;---
costituiscono una successione crescente, gli estremi d,,, dy,, dy;,... una successione decre-
scente; e queste due successioni sono nelle condizioni d’applicabilitdh del postulato di De-
DEKIND: esse individuano un punto limite { che & realmente interno a infiniti ox.
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limite unico finito od infinito /, che il rapporto incrementale [, relativo
ad S, tenda ad un limite unico finito od infinito ! 3={. Indichiamo gli ele-
menti omologhi relativi al sistema S, con gli stessi simboli adoperati per gli
distinguendoli mediante un accento: cosi gli
elementi o/, ¢, d,. Riprendiamo la dimostrazione del teor. fondamentale

elementi relativi al sistema S

n?

applicandola alternativamente alla successione ¢, e alla successione ¢,’. Ve-
niamo allora a determinare una successione di segmenti m n, o, , o's,, On,,
O'nyy Ongy O'my,... Clascuno contenuto nel precedente. I segmenti o’y,, 6'n,, n,,...
sono scelti fra i o,’ cosl come i segmenti a, , o4, Ou,,., sono scelti fraig,.
La possibilith di determinare questa successione risulta dalla presenza, su
ogni intervallo parziale di ab, degl’insiemi ¢, e ¢,’ separatamente. La suc-

cessione o, , 6y, On,, On,,.. tende ad un punto limite E appartenente ad a b,
interno a un’infinita di o,, a un’infinitd di ¢,, e dove, quindi, F ammette
per numeri derivati mediani o estremi destri sia [ che /.

Si deduce il corollario seguente:

(DENJOY, loc. cit., pag. 156). Se una funzione ammette da una stessa
parte una derivata unica in ogni punto di ab, & impossibile che i due ag-
gregati in cui questa derivata & [ per il primo, /' per il secondo, siano I’ uno

e 1'altro densi su a b.

4. (DENJOY, loc. cit., pag. 153). Se [, & un numero funzione dell’inter-

vallo S, =c¢,d,, la cui lunghezza tende a O per n tendente ad oo ({, essendo
pit precisamente in questo studio il rapporto incrementale di F(x) su S,),

conveniamo di dire che <l insieme I, ammette in un punto M di a & il valor
limite A » finito od infinito, se esiste una successione scelta fra i ¢, e ten-
dente ad M in modo che i numeri [, tendano a A.

I punti di abd analoghi ad M, in cui Iinsieme I, ammette il valor
limite A, formano evidentemente un insieme chiuso. Supponiamo quest’ ultimo

coincidente con ab. Qualunque sia e, é possibile trovare, vicino quanto si

vuole ad un punto M qualunque di @b, un punto ¢, tale che, per lo stesso
indice n, [, differisca da A per meno di &, se A & finito (sia del segno di A e

A c s . —
sorpassi _ in valore assoluto, se X & infinito). Scegliamo su a b una succes-

sione ¢, 9,,.. ovunque densa su ab e a ciascun ¢, facciamo corrispondere
un numero positivo qualunque 7, (lim %, =0). Estragghiamo poi dalla suc-

n =~ 00

cessione C,, Cp,.., Cn,... UNA Succersione y,, Y,,..., Yp,.. in modo che, per
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ogni n, sia
ICPM—YM‘<7JH e Ix_)\"|<nn

(X, >mn e X, del segno di X, se X & infinito), avendo indicato con A, il
valore di [/, che corrisponde a y,. E chiaro che i punti v, sono densi su ab
e che A, tende a A. Il teor. fondamentale ci permette immediatamente di
concludere:

Se S, ¢ una successione d’ intervalli aventi lunghezze tendenti a O
quando 7 tende ad oo, e il cui estremo sinistro descrive un insieme ovunque
denso in a b, se il rapporto incrementale 7, di Fix) su S, ammette in ogni
punto di a b il valor limite A, finito od infinito, sarda A un derivato mediano
o estremo destro di F(a) in ogni punto di un residuale di a b.

Quando & A =+ oo (— o), diciamo che /, & non limitato superiormente
(inferiormente) in ogni porzione di ab od in vicinanza di ogni punto di ab.
In questo caso F(x) ammette la derivata superiore (inferiore) destra - oo (— o0)
in un residuale di a .

5. (DENJOY, loc. cit., pag. 1564). Se l'insieme FKE(l) dei punti in cui F(x)
ha per derivato mediano o estremo destro un numero !/ & ovunque denso
su a b, questo insieme & un residuale di a b.

Infatti essendo E(I) ovunque denso in a b, noi possiamo estrarre da esso
un’infinitd numerabile di punti ¢,, ¢,,..., C4,... ovunque densa in ab (o).
l essendo in ¢, un derivato destro, esiste un intervalio ¢, d, di estremo si-
nistro ¢,,, di lunghezza inferiore ad e, (¢, ¢,,..., ¢,,.. successione di numeri
positivi tendente a 0, prefissata ad arbitrio), in cui il rapporto incrementale
di F(x) differisce da I per meno di e¢,, se ! & finito, & del segno di I e su-
periore in valore assoluto ad 7, se [ & infinito. Siamo allora nelle condizioni
d’ applicabilith del teorema fondamentale: 1'insieme FK(I) ¢ dunque dapper-
tutto un residuale.

Sono dunque dei residuali di ab, tosto che essi siano ovunque densi

in ab, gli insiemi in cui O & un derivato mediano destro, o F(x) ha il suo
derivato superiore destro -+ oo, il suo derivato inferiore destro — oo.

(°) Infatti dividiamo @b in » parti uguali e su ciascuna di esse scegliamo indifferen-
temente un punto di E(l). I’ insieme dei punti scelti per tutti i valori di n & evidentemente

numerabile, ovunque denso in ab. La dimostrazione fa manifestamente uso del postulato
di ZERMELO, ma questo uso & legittimo, perché esso conduce non ad una « costruzione »
bensi ad una <« dimostrazione », la quale risulta vera indipendentemente dalle scelte eseguite.
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6. (DENJOY, loc. cit.,, pag. 156). Se D, F(x) & finita in ogni punto di a b,
I’insieme dei punti di ab in vicinanza dei quali D, F(x) & non limitata supe-
riormente & non denso in a b.

7. Confrontando il teorema fondamentale da noi dimostrato al n.° 2 con
I’ originale del DENJOY osserviamo che, quanto alla generalitd, esso pressap-
poco gli equivale. Infatti gli toglie la condizione restrittiva della continuita
verso sinistra, ma glie ne sostituisce un’altra, quella che 1'aggregato per-
fetto &, a cui deve appartenere la successione ¢,, ¢,,..., ¢y, ... € in cui la
medesima successione deve essere densa, sia 1'intero segmento ab. Questa
condizione pud sostituirsi con altra equivalente, ove |’aggregato perfetio §
si supponga discontinuo. Osserviamo infatti che, per la validitd del ragiona-
mento del n.° 2, occorre che di ogni ¢, esista un intorno o, sufficientemente
piccolo soddisfacente a due condizioni essenziali: 12) o, contiene altri infiniti
punti ¢,; 2% F(x) varia in g, di quanto poco si vuole.

Se dunque si suppone, come al n.° 2, che § sia continuo, queste due
condizioni sono soddisfatte per un intorno destro o, di ¢,. Se si suppone
che § sia discontinuo, occorre accertarsi di quelle condizioni, perché esse
non sono soddisfatte senz’altro.

Cosi ad es., supposto § perfetto e ovunque non denso in ab, se la sue-
cessione ¢,, C,,..., Cyn,.. Nelle condizioni del teorema relativamente a &, non
contiene nessun punto che sia estremo sinistro di un intervallo contiguo a &
(0 al pit ne countiene un numero finito, od anche infiniti, ma in condizioni
che si tratterebbe di precisare) (°), allora il teorema fondamentale vale ugual-
mente relativamente a 8§ (*), e valgono quindi tutte le conclusioni che ne
abbiamo tratte.

Se in tutti i punti di & che siano estremi sinistri d’intervalli contigui,
la F(x) & continua verso sinistra, il teorema fondamentale vale anche quando
la successione ¢,, C,,..., Cy,... contenga degli estremi sinistri d’intervalli con-
tigui a & (infiniti di questi estremi, ovunque densi in §). Basta infatti, qualora,
ripetendo i ragionamenti del n.° 2, ¢i s’ imbatta nella scelta di qualche ¢, che
sia estremo sinistro di un intervallo contiguo a &, assumere per intervallo g,
un conveniente intorno sinistro di ¢,.

(®) B noto che un aggregato perfetto e uon denso & costituito da tutti e soli i punti
che non sono interni a un sistema d’intervalli (detti « contigui all’aggregato perfetto »)
ovunque densi sul continuo.

() La tesi afferma allora 1’ esistenza dell’ aggregato E denso in &, ed anzi residuale di §
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§ 2. Aggregato dei punti di discontinuita.
Esempi.

1. Definizione. — Se @(x) & una funzione definita in un intervallo m n,
seguendo la nomenclatura di uso corrente chiameremo « oscillazione di ¢(w)
in mn» la differenza fra il limite superiore di ¢(a) e il limite inferiore di ¢(x
in 1 n. Se gli estremi m, n dell’ intervallo m e si suppongono variabili e pre-
cisamente tendenti ad un determinato punto «, interno all’intervallo stesso
(cioé in modo che m tenda a x, dalla sinistra ed n dalla destra) allora
I’ oscillazione di ¢(a) in mn tende ad un valore limite ben determinato (ed
indipendente dal modo di variare di i, n) che chiameremo « oscillazione
(puntuale) di ¢(x) in a, ».

2. Se ¢(a) & una funzione derivabile verso destra nel punto x, e se w(x)
& la sua oscillazione puntuale (considerata come funzione della z), €
o(x)

lim —
®—e x40 X — X

=0.

Infatti e, per definizione della derivata destra, (2, .>0, &, > 0)

@ +h) = 9(@,) +(x +h, —x)Dyp@) + (X + =y — X)e,,

(1
: @ + Ny) = @l,) + (@ + h2 — @)D 9(2y) 4+ (2 + hy — ),

e, ed g, infinitesimi rispettivamente con (x + h, — x,), (@ + h, — x,). Segue
(2) p@+h,) =P+ h,)=(h, — ) D p(2,) + (@ + b, — ), — (@ + Ry—x)e, .
Percio, potendosi scrivere

o@)=lim | @ + h,) — 9(o + hy)|
Tg —0

& w(x) = (x — @x,)e, essendo e infinitesimo con x — 2,. Segue I enunciato.

OSSERVAZIONE. L’ oscillazione puntuale w(x) potrebbe definirsi « I’ oscilla-
zione di ¢(x) in un intorno nullo » del punto @. La formola dimostrata vale
anche nell’ipotesi meno strefta che w(x) sia 1’oscillazione di ¢(a) in un in-
torno non nullo del punto a, purché sufficientemente piccolo: per es. di am-
piezza inferiore ad (x — w,)’. Poniamo

o) = lLm |e(x-+h)— 90X+ h,) .
—I=(hy, he) <3 < (w—)?
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Dalla (2) segue allora

22— v — ) Daslwd| ey |2 )

e quindi 1’ enunciato.

3. Ritorniamo ora ad una generica funzione F(x), continua verso destra
in tutto un intervallo ab. Ci proponiamo di studiare la struttura dell’ aggre-
gato dei suoi punti di discontinuita.

I punti di discontinuita della F(x) sono soltanto punti di discontinuita
verso sinistra. Essi si possono distinguere in punti di discontinuita di 12 specie
(0o «salti »), per i quali esiste il

lim F(x — hy= F(x — 0),
h—e0
e in punti di discontinuithd di 22 specie, per i quali tale limite non esiste.
Indichiamo con 9U I’ aggregato dei punti di discontinuita di F(x) in ab.

4. Tror. L’ aggregato 9T dei punti di discontinuitd di F(x) in « b & nu-
merabile.

Dim. Assegnato ad arbitrio un numero v >0, ad ogni punto di ab si
pud far corrispondere un intorno destro (segmento avente quel punto per
estremo sinistro) in cui I’ oscillazione di F(x) ¢ <%. I punti in cui I’ oscilla-
zione a sinistra & >> v sono tutti estremi sinistri di tali segmenti. Formiamo
Iaggregato dei segmenti che si ottengono riunendo in un solo tutti quelli
che hanno punti comuni (interni od estremi). I punti in cui I’ oscillazione a
sinistra & > 7 risultano allora estremi di un sistema di segmenti senza punti
comuni e percid costituiscono un aggregato numerabile (%).

Ripetendo il ragionamento successivamente per

non n
27 47"'7 2n7"'

si vengono a classificare tutti i punti di 9T in una successione di aggregati
numerabili, il primo dei quali & costituito dai punti di 9T in cui ) oscillazione
a sinistra & maggiore di 7, il secondo dai punti di 9T in cui 1’ oscillazione a

sinistra & compresa fra n ed E, il terzo dai punti di 9T in cui I’ oscillazione

(®) Per un noto teor. di CANTOR: un insieme d intervalli di una retta, non sovrappo-
nentisi, & numerabile.
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M g7

a sinistra & compresa fra 5 10 U@+ 1)m° dai punti di 9T in cui

2:)—-1 ed gﬁ Dunque 9T & nume-

rabile. ¢, d. d.

I’ oscillazione a sinistra & compresa fra

5. Studiamo anzitutto il caso che 9T sia denso in qualche parte uen
di ab. In tale ipotesi, supponiamo ©T numerato (com’é sempre possibile per
il teor. del n.° prec.) nella successione d,, d,,..., d,,... Sia g, €,,..., &,,...
una successione di numeri positivi tendente a 0. A sinistra di d, esiste cer-
tamente un punto ¢, tale che d, — ¢, <<e, e che il rapporto incrementale [,
di F(x) su ¢, d, sia, in valore assoluto, > —. A sinistra di d, esiste certa-
. 2
H
mente un punto ¢, tale che d,—c,<C¢, e che il rapporto incrementale I,

. e 1 - .
di F(w) su c,d, sia, in valore assoluto, >> . In generale, a sinistra di d,
2
esiste certamente un punto ¢, tale che d, — ¢, <<€, e che il rapporto incre-

. i 1
mentale [, di F(x) su ¢, d, sia, in valore assoluto, - e

n
I segmenti S, = ¢, d,, per 2=1, 2, 3,... sono nelle condizioni del teor.
fondamentale (§ 1, n.° 2) (°). Si conclude dunque col seg.
TEOR. Se 9T & denso in un segmento m 2 parziale di ab (eventual-
mente in tutto « b) I’aggregato dei punti a in cui & verificata almeno una
delle due uguaglianze

T)+F(90) =+ o9, 1_)+F(‘w) = — o9,

é denso in m#n ed anzi & un residuale di m n (*°).
Cor. Se i numeri derivati destri di F(x) sono ovunque finiti in a b, 1’ ag-

gregato O dei punti di discontinuita di F(x) & ovunque non denso in ab.

(°) Si pud sempre fare in modo che i punti ¢, appartengano all’intervallo m # (eviden-
temente questa condizione non & mneanche necessaria, poiché basterebbe, in caso contrario.
trascurare tutti i ¢, che stanno fuori di #n). Essi costituiscono una successione densa
in mn. Infatti se s & un intervallo parziale di mn preso ad arbitrio, esistono nel terzo
medio di rs infiniti punti d,: di questi, tutti quelli che hanno indice % sufficientemente
elevato perché ¢, sia inferiore ad .1;_1' hanno per corrispondenti dei punti ¢, che sono

interni ad rs.
(!Y) Vedi la nota alla fine del n.° 11.
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6. Indichiamo con 9T, I’aggregato dei punti di discontinuitd di 1* specie
per la F(x) in ab, con 9, quello dei punti di discontinuith di 2" specie.
9, ed 9T, sono entrambi contenuti in 9T (& 9L = I, + 9,), entrambi
numerabili.

Sia 9, denso in qualche parte m n di ab, numerato nella successione
hyy, By,eny Byyon Sia T, T,,..., T,,.. una successione di numeri positivi ten-
dente a 0. Nell’intervallo comune ai due intervalli h, —<, 2, mn, esiste
una coppia (anzi esistono infinite coppie) d’intervalli §,, S, tali che i rispet-
tivi rapporti incrementali /7,, !’ di F(x) siano il primo maggiore di 1, il
secondo minore di — 1 (!%). Nell’intervallo comune ai due intervalli hg—ﬁt—?,
m n, esiste una coppia d’intervalli S,, S, tali che i rispettivi rapporii incre-
mentali /,, [, di F(w) siano il primo maggiore di -+ 2, il secondo minore
di — 2. Cosi si prosegua: in generale nell'intervallo comune ai due intervalli
By —1,h,, mn, esiste una coppia d intervalli S,, S, tali che i rispettivii
rapporti incrementali /,, [,/ di F(x) siano il primo maggiore di + #n, il se-
condo minore di — n.

I due sistemi d’intervalli S,, S,;,.., S,,..., S/, S),..., SJ,..., ovunque
densi in m n (%), sono nelle condizioni d’ applicabilita del teor. fondamentale
e precisamente delle considerazioni del § 1, n.° 3. Si deduce quindi il

TEOR. Se !'aggregato 9T, dei punti in cui F(x) ha una discontinuita di
2* specie & denso in un segmento mn parziale di a b (eventualhnente in tutto
a b), V' aggregato dei punti a in cui sono verificate entrambe le uguaglianze

D, F(@) =+ o0, D,Fla)=— oo,

e denso in mn, ed anzi & un residuale di » n.

(*4) Infatti sia L
A==lim F(x), A= lim F(x),
2 —rh,—0 T |
- ) 2—2
e supponiamo, per fissare le idee, che tanto A e A siano finiti. Poniamo & = —5 Sia k il
massimo dei tre numeri
hy— 1y, m hy —e.
Siano «; < ay < 23 < 2, quattro punti interni all’intervallo k&, e tali che
A—F(z) <s A—F(z) < IZ—F(X3)[<E, A —F(z) ] <e

Il rapporto incrementale di F(x) & > 1 nell’intervallo 2-,7.3, & < - 1 nell’intervallo .

Lia dimostrazione si estende in modo ovvio al caso che uno od ambedue i numeri 1, A
siano infiniti.

(**) Vedi la nota (%).
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Cor. Se in ogni punto di ad almeno uno dei numeri derivati estremi
destri di F(x) & finito, 1’aggregato &, dei punti di discontinuita di 22 specie
di F(x) & ovunque non denso in a b.

Cor. Se F(x), oltrecché continua, & anche ovunque derivabile verso destra
in ab, allora I’ aggregato 9T, dei punti di discontinuita di 2& specie di F(x)
& ovungue non denso in a b.

Si pud nella stessa ipotesi affermare la stessa tesi per I’aggregato 9T,
dei punti di discontinuitd di 1® specie? Non certo in base alle considerazioni
dei n.t 5 e seg., ma in base alla formola del n.° 2, come ora precisamente

vogliamo mostrare.

7. TEOR. Se F(x) & ovunque derivabile verso destra in a b, I’aggregato O
dei punti di discountinuita di F(a) & ovunque non denso su ab (*3).
DiM. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo, se possibile, che 9T sia denso
su una parte mn di ab. Siano
W, Wyyueny Wy,
Ry Byyerry Byyon

due successioni di numeri positivi tendenti a 0, la seconda pil rapidamente

della prima. E dunque, per ipotesi, lim n oo,

# —+ 00 hn

Indichiamo con w(x) I’ oscillazione puntuale di F(x) (considerata come
funzione della x). Sia a, un punto qualsiasi di discontinuitad per la F(x),
interno ad mn (per es. il primo che s incontra nell’ ordinamento di 9U).
Sia 2, un indice (ad es. il piu piccolo) tale che w(a,)=>w,, . Sia a, un punto
qualsiasi di discontinuith per la F(x), interno al segmento ma, e tale che
sia a, —a, ~ h,,. Sia 7, un indice tale che w(a,) > w,,. Sia a, un punto
qualsiasi di discontinuitd per la F(x), interno al segmento 71 a, e tale che
sia a, —a, < h,, a,—a; <Hh,,,.. Cosl si prosegua: essendosi in generale
scelto un a,, si sceglierd un indice 77, tale che w(a,)=w,,, indi un auy,
interno al segmento m a, e tale che sia a, — any., < hr,, @, — Ay < yyyoony
O — Qpgey < Ny, .

I punti a,, a,,.., a,,.. costituiscono una successione decrescente e

quindi ammetteranno un punto limite x, (= m).

Posto k,—=ua, — x,, & k, < hy, e quindi w;a”)z%‘. Dunque, per 1'ipo-
n rn

(13) Questo teorema evidentemente racchiude il cor. 2° del n.° 6 come caso particolare.
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tesi fatta, &

(@) __

) R
Ma questa conclusione & assurda perché, contraddicendosi alla proposi-
zione del n.” 2, dovrebbe mancare la derivata destra di F(a) nel punto x,.
OsSERVAZIONE. Nella dimostrazione non abbiamo contemplato il caso che
in o, la derivata di F(x) sia infinita: & evidente che allora la proposizione
del n.° 2 non puo applicarsi. In una Nota che pubblico nell’ « Accademia dei
Lincei » ragiono in modo analogo dando la dimostrazione simultanea dei due
teoremi qui dimostrati separatamente ai ni 5, T e facendo osservare che
nell’enunciato del presente numero pud benissimo supporsi che in uno o pi
punti 2, di ab la derivata destra di F(x) sia infinita, purché il rapporto
incrementale tenda ad infinito « asintoticamente », cioé compiendo oscillazioni
limitate.
Questa restrizione si dovrad percid supporre tacitamente nel seguito.

8. L’ipotesi assurda che sta alla base della dimostrazione del n.° prece-
dente & anche troppo restrittiva. Pud essere sostituita dall’ipotesi: ogni punto
di 9T & limite verso la sua sinistra di punti di 9T; o dall’ipotesi: i punti
di 9T che sono limiti verso la loro sinistra di punti di 9T costituiscono un
aggregato ovunque denso in 9T (**). .

Supponiamo F(x) ovunque derivabile verso destra in ab. Allora 9T &
ovunque non denso in @b, Diciamo 9UM 1 aggregato dei punti di 9T che
sono limiti verso sinistra di punti di 9T, Ripetendo il ragionamento del n.o 7
si vede che U™ & ovunque non denso in 9T (**). Diciamo 9U® I’ aggregato
dei punti di 9T% che sono limiti verso sinistra di punti di 9T". Anche 9@
¢ ovunque non denso in OUW, Cosl si prosegua: in generale I’ aggregato 9T
dei punti di 9T~ che sono limiti verso sinistra di punti di U1 ¢
ovunque non denso in OU"~—b,

Puod darsi che esista un aggregato comune a tutti gli aggregati
1 2 —
N, NP, ..., 9" o, @t(m’

In caso affermativo lo si indichi con 9UwWw., 9T sard non denso in tutti

(1) Cid significa, com’® noto, che in ogni segmento m n contenente punti di O esistono
punti di ©T che sono limiti verso la loro sinistra di punti di &C.

15) Ciod, entro ogni segmento m # contenente punti di 9, esiste un segmento par-
’ g g P s g P

ziale 75, contenente punti di &, ma nessun punto di O .
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|

questi. Cosi si prosegua costruendo la successione transfinita di aggregati
1) 2) () (0-+1) )
OT®, 9U*, ..., 9T, YUe+b Ol

ciascuno contenuto e non denso nei precedenti, mediante le due operazioni
seguenti :
1) Operazione O,, che estrae da un aggregato 9U"—" |’ aggregato U™
dei punti limiti verso sinistra, per ogni n intiero o transfinito di 12 specie;
28) QOperazione 0,, che estrae da una successione d’infiniti aggregati

Uy, O, ...

con indici »,, 7,,.. transfiniti crescenti, un aggregato T con indice tran-
sfinito di 22 specie.
Entrambe le operazioni O,, 0, possono avere per risultati aggregati nulli.
Indichiamo con

CIW, @IS, ..., CILW, RO+, ..., R, ...

gli aggregati che si ottengono dai precedenti mediante chiusura ('¢). La suec-
cessione

QI @M, ..., COLN—, O™, ...

é una successione di aggregati chiusi, ciascuno contenuto (*’) e non denso
nel precedente. Sia @ il suo aggregato limite (**). Evidentemente € con-
tiene CITL. Ma @ & non denso in tutti gli aggregati

CILL, CI, ..., CIL™—1, CIT™, ...
Dunque anche @O & non denso nei medesimi. Ne segue che la successione
CITW, I, ..., CITLW, GO ..., COLW, ..
¢ «riduttibile » (**) e quindi & «riduttibile » anche la successione

RNW, O, .., O, LD, .., OO, ..

('®) Ciod con I’aggiunta dei punti limiti che eventualmente non appartengono a ciascuno
di essi (COUW = O 4 derivato di OU™).

(') E evidente che un punto limite di un aggregato A contenuto in un aggregato B &
anche punto limite di B.

(") E noto dalla teoria degli aggregati che una successione di aggregati chiusi, cia-
scuno contenuto nel precedente, ammette sempre. un aggregato limite @, ciod un aggregato
chiuso contenuto in tutti gli aggregati della successione.

(**) Nella teoria degli aggregati il termine « riduttibile » si usa propriamente dire di
un aggregato di cui un derivato & nullo. Qui lo usiamo, per comoditd, a proposito di una
« successione », nel senso che abbiamo indicato.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. :3
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258 T. VioraA: Funzioni continue da una purie

La riduttibilitd consiste nel fatto che esiste un transfinito ben determinato <
tale che CIT™» ¢ nullo ed 9T+ & nullo. Se t & di prima specie &
COUP =40 ed anche 9TUP=(0. Se ©t & di seconda specie pud essere anche
I = 9T = 0.

9. Le stesse osservazioni si‘possono fare a proposito del n.° 5; ma &
necessario analizzare accuratamente la possibilitd di ripetere la dimostrazione
del n.° 5, perché questa, come si & accennato alla fine del n.° 6 & (nono-
stante qualche analogia) di tutt’altra natura di quella del n.° 7: quella del
n.°> 5 & basata sul teorema fondamentale, mentre quella del n.° 7 & basata
sulla formola del n.,° 2.

Supponiamo dunque che i numeri derivati estremi destri di F(z) siano
ovunque finiti in @ b. Allora 9T & non denso in tutto @ b. Dico che 9T® &
non denso in tutto 9T. Supponiamo infatti, se possibile, che U™ sia denso
sulla parte di 9T ch’é contenuta in un intervallo mn parziale di ab (even-
tualmente in tutto ab). Sard O™ denso anche nella parte dell’aggregato
chiuso @IT che & contenuta in m . Inoltre la parte di COU contenuta in 2 n
sard certamente perfetta.

Per ogni punto £ di 9U® in mn possono darsi due ipotesi:

1% ipotesi. & & punto di discontinuitda di 12 specie, Allora esiste un
intorno sinistro ¢ di £, contenente una parte di @9, tale che, per tutti i
valori di o ad esso appartenenti, il rapporto incrementale ! di F(x) su a &

¢, in valore assoluto, >é1- (e prefissato piccolo ad arbitrio). Si scelga un

punto ¢ di @9, contenuto in o, che non sia estremo sinistro di un intervallo
contiguo a Q9. Il rapporto incrementale ! di F(x) su c& & in valore

1
assoluto, > e

2% ipotesi. £ & punto di discontinuitad di 22 specie. Allora & possibile
scegliere due punti ¢, £ a sinistra di & e in un intorno sinistro comungque
piccolo di § tali che ¢ appartenga a C9T ma non sia estremo sinistro di un

intervallo contiguo a @9T e che il rapporto incrementale di F(x) su c_§ sia,

. 1
in valore assoluto, >
€

Sia e, €,,.., &,,... una successione arbitrariamente prefissata di numeri
positivi tendente a 0. Siano £, £,,..., E,,... i punti di OL® contenuti in m n.
Per ognuno di essi §,, sia nella prima che nella seconda ipotesi, & possibile
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scegliere due punti ¢,, d, contenuti entrambi nell’intervallo comune ai due

intervalli m n, &, —¢,&,, il primo dei quali ¢, appartenente a COU ma non
estremo sinistro di un intervallo contiguo a C9, il secondo d, eventualmente
(12 ipotesi) coincidente con §&,, tali che il rapporto incrementale 7, di F(x)

- . 1
su ¢, d, sia, in valore assoluto, >

n

I segmenti S,=c,d,, per n=1, 2,... sono nelle condizioni del teor.
fondamentale (per il n.° 7 del § 1). Dunque esistono dei punti di CITin mn
per i quali & verificata almeno una delle due uguaglianze

D, F(x)= -+ oo, D, F(x)=— co.

Ma ci6 e assurdo perché contrario all’ipotesi. Dunque 9T & non denso
in tutto 9T. Analogamente si dimostra che 9T® & non denso in tutto 9L,
che 9T® & non denso in tutto U™, ..., che DL & non denso in tutto V-, .,

Le considerazioni del n.° prec. intorno alla successione transfinita

%(1), %(2), vers @’l(w), %(m-&-i)’ o @z/(?w)’ .

si ripetono identicamente punto per punto.

10. TeEor. Se D, F(x) e D, F(x) sono finite in tutti i punti di abe
se O & un qualunque aggregato chiuso contenuto in a b, 1’insieme dei punti
di 9 in cui D, F(x) & non limitata superiormente (**) e I’insieme dei punti
di 9T in cui D, F(x) ¢ non limitata inferiormente sono ambedue chiusi (*!)
e non densi in 9.

(29) Com’ & noto una funzione f(x) & « limitata » in un intervallo @ b se esiste un numero
positivo M tale che | f(x) < M per tutti i punti « di a .

Una funzione f(x) & « limitata»> in un punto & di ab se esiste un intorno di a nel
quale & limitata. E « non limitata > in 2 nel easo contrario.

Una funzione f(x) & « limitata » in un punto 2 di un aggregato OIU contenuto in a b, ri-
spetto ad O, se esiste un intorno pg di # e un numero M tale che |f(x)| < M per tutti i

punti comuni a ﬂ e ad OR. E in quest'ultimo senso che, nella presente dimostrazione,
useremo 1’espressione « funzione limitata in un determinato punto di un aggregato ».

(*Y) Che debbano essere chinsi & evidente. Infatti se x ¢ un punto di 9T in cui
per es. D, F(x) & limitata superiormente, ciod se x & interno a un intervallo nel quale
& D, F(x) < M per tutti gli « di 9T in quell’intervallo, anche in tutti i punti di 91T suffi-

cientemente vicini a «, poicht essi sono interni allo stesso intervallo, & D, F(x) limitata
superiormente.
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Dim. La dimostrazione si riallaccia da pitt parti al teor. fondamentale.
Precisamente, limitandoci per es. alla D, F(x), noi dimostreremo che, se Im
¢ un qualunque intervallo contenuto in « b e contenente una parte di 9T,
esistono un numero M e un intervallo s contenuto in Im e contenente una
parte di 91T tali che, per tutti i punti & comuni a 9T e ad ;'_s, é l_)+F(m)<M.

Infatti osserviamo anzitutto che, poiché D, F(x) e D, F(x) sono finite in
tutti i punti di ab, aggregato @IT che si ottiene per_ chiusura dall’ aggre-
gato U dei punti di discontinuitd di F(x) ¢ non denso in a b (n.° 5).

Se AT ha in {m un punto isolato x, il segmento s ¢ un intorno con-
tenente soltanto x e il numero M & un qualunque numero >_1§+F(50).

Se la parte di 9T che & contenuta in {m non & interamente contenuta
in @YU la dimostrazione & pure immediata. Infatti in questo caso esiste un
intervallo « B contenuto tanto in Im quanto in un intervallo contiguo a @T
e contenente una parte di 9. In tutto 1 intervallo &—ﬁ la funzione F(x) &
continua bilateralmente e 1’ esistenza del numero M e dell’ intervallo s con-
tenuto in &E sono affermati da un corollario che il DENJOY deduce dal teor.
fondamentale (loc. cit., pag. 156).

Supponiamo dunque che la parte DT di O contenuta in I m sia perfetta
e che sia altressi contenuta in @DT. Sia 7 = p;v; un generico intervallo con-
tiguo a M.

In 7 vi sono certamente dei punti pi. Dico che i punti g; che sono
punti di discontinuitd per la F(x) e che sono limiti verso sinistra di punti
di discontinuitd per la F(x) costituiscono un insicme @ non denso in 9.
Infatti nel caso contrario, ragionando per assurdo, basta ripetere una dimo-
strazione analoga a quella del n.° 9. Per maggiore chiarezza la ripetiamo
intieramente.

Sia, se possibile, Q denso in 9IT. Per ogni punto p di Q possono darsi
due ipotesi:

1% ipotesi. pn & punto di discontinuitdh di 12 specie. Allora esiste un
intorno sinistro ¢ di y, intieramente contenuto in {m e contenente una parte
di 9, tale che, per tutti i valori di « ad esso appartenenti, il rapporto in-

crementale ! di F(x) su 2 p &, in valore assoluto, >El (e prefissato piccolo

ad arbitrio). Si scelga un punto ¢ di 9T, contenuto in o, che non sia estremo
sinistro di un intervallo contiguo a 9. Il rapporto incrementale I di F(x)

— . 1
su ¢ p ¢, in valore assoluto, > g
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2% ipotesi. p & pnnto di discontinuitad di 2% specie. Allora & possibile
scegliere due punti ¢, p' a sinistra di p e in un intorno sinistro comunque

piccolo di g, tali che ¢ appartenga ad 9T ma non sia estremo sinistro di un

intervallo contiguo a 9T, e che il rapporto incrementale di F(x) su EE’ sia,

|
in valore assoluto, > o

Per ogni punto p; di @, sia nella 12 che nella 22 ipotesi, € possibile
scegliere due punti ¢;, d; contenuti entrambi nell’intervallo comune ai due
intervalli l—n—z, pi — & i (essendo e, &,,..., &,... una successione arbitraria-
mente prefissata di numeri positivi tendente a 0), il primo dei quali ¢; appar-
tenente ad OIT ma non estremo sinistro di un intervallo contiguo ad 9T, il
secondo d; eventualmente (12 ipotesi) coincidente con p;, tali che il rapporto

. . e 1
incrementale /; di F(x) su ¢; d; sia, in valore assoluto, ~ —.
&

I segmenti 8;=c¢;d;, per i=1, 2,... sono nelle condizioni del teorema
fondamentale (per il § 1, n.° 7). Dunque esistono dei punti di 91T per i quali
& verificata almeno una delle due uguaglianze

D,F(x)=+ o0, D, F(x)= oo.
Ma ci6o & assurdo perché contrario all’ipotesi. Dunque @ & non denso
in 9. '
Sia I’ un intervallo contenuto in [, contenente una parte AT di I
ma nessun punto di Q. Dico che 7 s esiste entro I m'. Ragioniamo infatti per
assurdo e supponiamo, se possibile, che D, F(x) sia non limitata superior-

mente in ogni punto di 9T (rispetto a IT). Segnamo in ' una successione

di punti v,, ¥,, Ys,-- ovanque densa in 9. Esiste nell’intorno y, —e, v, 1 ¢,

dal punto y, un punto p, di AT tale che D+F(P4)>e2 e quindi esiste un

1
punto ¢, alla destra di p, (g, non appartiene necessariamente né a 9 né

a CIV) tale che Ml>i e che ¢, —p, < ¢,. Esiste nell’intorno

9, — D, &,
- _ 2
Yy — &, Y, -+ €, del punto v, un punto p, di T’ tale che D, F(p,)> T © quindi

2

Fq)— Fip) 1
g2 — Ds €,
g, — P, < &,, ecc. In generale esiste nell’intorno y, — ¢, ¥, +4 ¢, del punto 1,

esiste un punto ¢, alla destra di p, tale che e che
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un punto p, di M tale che Z)+F(p,.)>e2 e quindi esiste un punto g, alla

”
destra di p, tale che M - : e che ¢, — p,. <e,.
qr — Dr &

I segmenti 7, = p, q,, per =1, 2,... sono nelle condizioni del teorema
fondamentale rispetto ad 9. Infatti se p, & estremo sinistro di un inter-
vallo contiguo ad 9T, p, & limite verso sinistra di punti di discontinuita
(perche 9T & intieramente contenuto in @9V); dunque p, non & punto di
discontinuita. Se p, non & estremo sinistro di un intervallo contiguo ad 9T,
esiste un intorno destro di p, che contiene punti di 9 (vedi il § 1, n.o 7).

Dunque esistono dei punti di 9 per i quali & verificata almeno una

delle due uguaglianze
D, F(@)=+ oo, D F(w)=— oo

)

il che é nuovamente assurdo, come sopra.
Cosi il teorema & completamente dimostrato.

11. Il teorema foudamentale si potrebbe applicare, coi dovuti riguardi,
anche dalla banda sinistra (**). Ci limitiamo a dimestrare direttamente il
seguente

TEOR. Se I’aggregato

N=d, d,,.., d,..

dei punti di discontinuita di F(x) & denso in tutto a b, allora I’ insieme dei
punti di continuita di F(x) in a-b, nei quali & verificata almeno una delle
due relazioni
D_F(x) =+ oo, D_F(x)= — oo.

é denso in tutto a b.

Dm. Sia ¢, ¢,...., &,,... una successione di numeri positivi tendente a 0.
Sia d,, un punto qualunque di 9U. Alla sinistra di d,, esiste certamente un
| F(d,,) — Flcy,)] > 2
dy, — Cr, e,’
e cid per la discontinuita verso sinistra di F(x) in d,, . Alla destra di d,, esiste
certamente un intorno o, di ampiezza minore di ¢, intieramente contenuto
| Fle) — Fler)| 1

> —, per tutti i valori di « ad esso apparte-
x — Cr, €,

punto ¢,,, appartenente ab, tale che d, —c, <e, e che

in ab, tale che

(**) S’intende riguardo ai punti di continuitd, poiché soltanto in questi sono definiti i
numeri derivati a sinistra.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con particolare riguardo alla loro derivabilita unilaterale 263

nenti. Sia d,, un punto qualunque di 9T in o,, distinto da d,, (7, > ,). Alla
sinistra di d,, esiste un punto ¢,, appartenente ad a b, tale che d,, — ¢y, <7 ¢,

|F(d”)_F(C“)I>E. Alla destra di d,, esiste un intorno o, di am-

e che
(l’ra - c"': 62

F(x)— Flcy,) 1
e S ,
X — Cp, €,
per tutti i valori di ax ad esso appartenenti. Sia , un punio qualunque
di 9T in o,, distinto da d,, (1, >7,). Cosi si prosegue indefinitamente: in

generale, essendosi scelto d,, che segue d,,_, nell’ordinamento di 9T, si os-

piezza minore di e,, intieramente contenuto in g, tale che

servera che alla sinistra di d,, esiste un punto ¢, appartenente ad ab, tale
| Fdr,)— Fler,)| 2
o —.
(irn_crn €n
intorno o, di ampiezza minore di ¢,, intieramente contenuto in o,_,, tale che
| Fle) — F(cy,)| _ 1
—— >
X — Cr, €n
punto qualunque di 9T in o,, distinto da d,, (7,4, > 7).
Si pué sempre scegliere la successione crescente

Aryy Apgyocy Ay

che d,, —c¢,, <e, e che Alla destra di d,, esiste un

per tutti i valori di & ad esso appartenenti. Sia d,,., un

in modo che abbia per limite un punto di continuita. In quel punto esistono
numeri derivati sinistri, e precisamente deve essere verificata almeno una
delle due relazioni enunciate. Inoltre, data la scelta arbitraria di d, e del suo
intorno destro o,, tali punti di continuitd sono ovunque densi in a b (*3). c.d. d.

(33) 11 procedimento del n.° 11 & simile a quello del n.° 5, ma ben pin di quello sembra
far uso del postulato di ZrrMELO, onde pud far dubitare della sua correttezza. Vale la pena
che c¢’indugiamo per mostrare la possibilitd di liberarnelo.

Scelto ad arbitrio dr, in &, pud scegliersi per ¢, il primo punto di & medesimo
soddisfacente alle condizioni volute. Tale primo punto esiste certamente: infatti sia x, un
qualunque punto (ciod anche non appartenente ad 9U) alla sinistra di dr,, appartenente

F(dr)—F 3
Fldry) — Flay) > —. x, esiste certamente ed esiste un

dr, — X €y
F(dr) — F(x)
d'rl — &
i valori di « ad esso appartenenti, quindi anche per tutti i punti di discontinuitd ad esso
appartenenti. Analogamente possono regolarizzarsi le scelte dei successivi €r,, Crg;.e, Cryye.
Anche la scelta dei punti di discontinuitd dr,, dry,.., dry,,... pud facilmente regolariz-
zarsi in modo da soddisfare alle condizioni volute. Basta per es. porre la condizione

ad ab, tale che dr, —x, <¢, e che

o 2
intorno destro di x,, intieramente contenuto in x dr,, tale che > — per tutti
. &y

Ary .y —drnfg,, (ds,, — dry), ove con ds, si indica il pit prossimo a dr, fra tutti i punti

di 9T che hanno indice < 7, e che sono > dr,. Infatti se la successione dr,, dryy...y dry,y ...
costruita con questa condizione tendesse ad un punto dx di discontinuita, basterebbe consi-
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Nella dimostrazione non ci siamo indugiati sopra i dettagli, per non ri-
peterci. Per essi rimandiamo al § 1, n.° 2.

12. I procedimenti dei ni 5 e 11 si possono alternare in modo analogo
a quanto si ¢ fatto al § 1, n.° 3, Riassumendo allora entrambi i n.t 5 ed 11,
si ottiene il seguente notevole

TeEor. Se 9T & denso in un segmento mn parziale di a & (eventualmente
in tutto ab) I’ aggregutd dei punti « di continuitd in cui da ogni parte almeno
uno dei numeri derivati estremi & infinito, & denso in m n.

DiM. A ciascuno dei punti d,, d,,..., d,,.. dell’aggregato 9T facciamo
corrispondere un punto ¢; (j =1, 2,..., n,...) secondo la regola indicata al n.° 5.

Alla destra del punto ¢, (7, & un indice arbitrario) esiste certamente
un intorno o, di ampiezza minore di ¢,, intieramente contenuto in ab, tale
| F(d,) - Fl)] _

de, —x -
un punto qualunque di 9T in o, distinto da ¢, (o, > 7). Alla destra di d,,
esiste certamente un intorno o,, di ampiezza minore di ¢,, intieramente con-
M) 1 per tuiti i valori di = ad esso ap-

X — Cp, 2,
partenenti. Sia ¢,, un punto ¢; in o,, distinto da d,, (©7; > 7). Cosi si pro-
segua indefinitamente: in generale, essendosi scelto Cp,—,, Si osservera che
alla destra di c¢,,,_, esiste un intorno ‘o, , di ampiezza <e,,_,, intiera-
| Fdyy,_)—F@)|

rop—1 — & 2e4n—y
lori di & ad esso appartenenti. Sia d,,, un punto qualunque di 9T in o,,_ ,
distinto da ¢py,—y (79 > 7"yn—,). Alla destra di d,,, esiste un intorno a,, di am-
|F($)—F((‘r2n)l> 1_

T — Cryp 2e

1 . - C Qs
che g¢ ber tutti i valori di @ ad esso appartenenti. Sia d,,
E

tenuto in o,, tale che

mente contenuto in o,,_,, tale che per tutti i va-

piezza < ,,, intieramente contenuto in s,,_,, tale che

on
derare il piu piccolo intiero n tale che 7, > k. Sarebbe dy, < dy, ma

1
Arptt — Orn = 5, (dx — dry),

1 1 i 1
drn*z —_ drn = —Q—n (dk — d"'n) -+ W (dh —- drn+‘) < (_2’1 —+ Qn—-i-l) (dk _ dr")‘
1 1 1
d”'n+3 - d"‘n < (2,, + on+i + 2n+2) (dk - drn)v

e al limite

1 1 1
dk—drn<%(l+2 +

W~
+
-~
=
=
[
u
3
T
{

Assurdo.
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per tutti i valori di @ ad esso appartenenti. Sia c¢y,,,, un punto ¢; in g,,,
distinto da dp,,, (7"yngy = 75n)-
Si pud sempre scegliere la successione crescente

c"n drn C"s! d"u"') c"'zn—“ d"hw c"zn+17"‘

in modo che abbia per limite un punto di continuitd. In quel punto esistono
i derivati destri e i derivati sinistri e precisamente deve valere la proposi-
zione enunciata. Inoltre, data la scelta arbitraria di ¢, e del suo intorno
destro o,, tali punti di continuitd sono ovunque densi in ad ().

13. Nella dimostrazione del teor. del n.c 11, I'ipotesi che 9T sia denso
in a b pud sostituirsi con altra equivalente: ogni punto di 9T & limite verso
la sua destra di punti di 9T, oppure: i punti di 9T che sono limiti verso la
loro destra di punti di 9T costituiscono un aggregato ovunque denso in 9T (**).
La tesi che allora si dimostra col procedimento del n. 11 &: i punti di con-
tinuitd in cui & verificata almeno una delle due relazioni D_F(x)= + oo,
D_F(x)= — oo, costituiscono un aggregato ovunque denso in 9T (**).

14. Terminiamo con alcuni interessanti esempi:
1°) Funzione F(x) derivabile ovunque verso destra nell’ intervallo 01,
L’aggregato 9T dei punti di discontinuith & costituito dagli estremi destri
degl’intervalli contigui al noto aggregato perfetto non denso di CANTOR (*%).
In tutti i punti dell’ aggregato perfetto di CANTOR la derivata destra & nulla,
in tutti gli altri punti & > 0. La funzione si costruisce nel modo seguente:
si pone F(x)= C (costante arbitrariamente prescelta) in tutti i punti
dell’ aggregato di CANTOR;
se m & un generico intervallo contiguo, per ogni x interno ad esso
si pone F(x) = C+ (x — a,)*.
Per ogni punto 2 dell’aggregate di CANTOR &, se = > a,

C< Flx)< C+ (x — x).

(**) Vedi la nota (33).

(®) Vedi il § 1, n.° 7, e il § 2, n.% 8.

(*%) Ciod entro ogni segmento me n contenente punti di 9T esistono punti di continuita «
in cui & verificata almeno una delle due relazioni D_F(x) = + oo, D_F(x) = — c=.

(37) Per la definizione e le proprieta di questo aggregato vedi ad es. LEBESGUE, Lecons
sur Uintégration, 1928, pag. 27, oppure ToN©LLL. Calcolo delle Variazioni, 1921, vol. I,
pag. 108, oppure DENJOY, loc. cit., pag. 121.

Annalt di Matematica, Serie IV, Tomo IX, 34

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



266 T. Viovra : Funzioni continue da una parte

I punti dell’aggregato di CANTOR che sono punti di continuitd e nei quali
& D_F(x)= — oo costituiscono un aggregato ovunque denso nell’ aggregato
di CanToR (per il n.° 13). Evidentemente in tutti questi punti & perd anche
D_Fx)=0.

15. 2°) Funzione F(x) continua ovunque verso destra nell’intervallo 01.
L’ aggregato 9T dei punti di discontinuita & quello dei punti di 01 che in
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numerazioue binaria si rappresentano con un numero finito di cifre dopo la
virgola (cifre 0 e 1) ed & denso in tutto O 1. In tutti i punti di 9T & D, Flx) =1,
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D, F(x) = — 1. La figura qui disegnata né da una rappresentazione cartesiana
approssimata.

La funzione si costruisce nel modo seguente. Si assegnano ad F(0) e
ad F(1) valori arbitrari. Indi si pone

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
F(é):F(O)_Q’ F(g):F(O) “g,..., F(W>:F(O)_22ﬂ—l""

Si & cosl definita la funzione in un primo aggregato di punti Q) aventi
per limite il punto O.

Si consideri 1’ aggregato Q(%) simile (**) a Q0) contenuto in ;1 e si de-

finisca la funzione F(x) per tutti i valori di Q(g) in modo che la differenza

F(w)—F(é) stia alla corrispondente differenza gia definita F(x) — F(0) nel

C . 1
rapporto di similitudine (: 1) che intercede fra Q(Q) e QO0).

2

11

Si consideri I’aggregato Q(i) simile a Q(0) contenuto in e si definisca

[N
DI

la funzione F(x) per tutti i valori di Q(;) in modo che la differenza

F(a;)—-F(:i) stia alla corrispondente differenza gia definita F(w);F(O) nel

i .
rapporto di similitudine (:i) che intercede fra Q(ZL) e Q).

k
Cosi si prosegue: in generale si consideri 1’ aggregato Q(Q—n) simile a Q0),

ER4+1

definito per ogni numero % n=1, 2, 3,...; k< 2", contenuto in on g

e si definisca la funzione F(x) per tutti i valori di Q(;n) in modo che la dif-

() Ciod tale che la distanza mutua di tutti i suoi punti e dagli estremi dell’intexr-

vallo %1 in cui sono contenuti, stia alla corrispondente distanza dei punti di (0) in 01, nel

rapporto di similitudine (= 1) che intercede fra gl intervalli 1 1e 01

2 2
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268 T. ViovraA : Funzioni continue da una parte

ferenza F(x) — F(ék;) stia alla corrispondente differenza gia definita Flie)  F(0)

\
nel rapporto di similitudine (: 27) che intercede fra Q(QE”) e 0).

E evidente che la successione indefinita di queste operazioni fornisce la
definizione della Fx) in tutti i punti dell’aggregato 9T. Uno sguardo alla
figura prova poi che tutti i punti dell’aggregato 9T sono realmente punti di

discontinuita; che in essi la F(x) & continua verso destra e che é
D.Faw)=+1, D,Flw)= - 1.
In tutti gli altri punti di 01 la F(x) & definita per continuita. Cio & pos-
sibile: sia infatti £ un punto di 01 non appartenente ad 9T, e sia

o o a % 0
E=g +g g+t gat (an=jl)

la sua espressione in numerazione binaria. In tutti i punti di 9T che si tro-
!

. a, o, +1 . :

vano nell’ intervallo 5‘ ‘2 la F(x) assume valori contenuti nell’angolo
te vertice in |2, F(%! iezza == (*) e bisettrice orizzontale ver

avente vertice in |5, F|4)|, ampiezza =5 (*%) e bisettrice orizzontale verso

f
. . . . a
destra. In tutti i punti di 9T che si trovano nell’ intervallo o;‘ + ;: o; - 22_:-1

. . Lo a,
la Fx) assume valori contenuti nell’ angolo avente vertice in §‘+2—§,

2 2 2
in tutti i punti di 9T che si trovano nell’intervallo

o o . T . . .
F(—‘ - i)], ampiezza — 5 e bisettrice orizzontale verso destra. In generale:

I
o, o, o, & Cpy Oy 41
272-4--.-—{—;2—” 9 ! ?—F.-. -+ on—1 -+ on

“I
2+

la Fla) assume valori contenuti nell’ angolo avente vertice in

)

o o, &,y @ Q 3
§‘+2§ 1o F(§'+2§+...+2:)

. T . . .
ampiezza = 5 e bisettrice orizzontale verso destra.

(*¥) Nella figura, per economia di spazio, si ¢ fatto uso di scale diverse per le ascisse

e per le ordinate.
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Poiché questa successione d’intervalli aperti verso destra non si ar-
resta a nessun indice finito, ma prosegue indefinitamente avendo per limite
il punto &, & chiaro che esiste il lim F(x) ed & lecito quindi completare la

P —

definizione della funzione ponendo F(§)=lim F(x).

€ —
Applicando il ragionamento del n.° 12 si pud poi vedere che i punti
di 01, non appartenenti ad 9T, in cui i gnattro numeri derivati estremi

di F(x) sono tutti infiniti, costituiscono un aggregato denso in 0 1.

16. 3°) Una classe assai estesa di funzioni continue verso destra si pud
definire nel modo seguentc.

Prefissato 1’ aggregato 9T dei punti di discontinuita
Oy Ogyuny Gyyeen,

denso in tutto un intervallo a b, facciamo corrispondere biunivocamente ad
ogni suo elemento il termine con lo stesso indice di una serie S=1u, 4+, ...
a termini positivi, convergente. '

Sia  un punto di ab. Se « é un a,, estraggo da 9T un gruppo di ter-
mini (necessariamente in numero finito) aventi indici <<s e susseguentisi sul

segmento a b da sinistra verso destra KEseguisco I’ estrazione con la legge
seguente: d,,, € il primo termine di 9T tale che

m, <1, Qm, < Q4,,
(m, € il primo termine di 9T tale che
m, < Ny, <1y A, < Omy < Uy,

.., arrestando il procedimento al primo termine per cui & m, =1 (*).
Se @« non & un a,, estraggo con la medesima legge da 9T un gruppo di
termini (necessariamente in numero infinito) susseguentisi da sinistra verso

destra sul segmento a b, aventi indici ordinatamente crescenti e tendenti al
limite @. Nell'un caso e nell’ altro pongo

F(a) = tn, + Uy, + Uy + ...y

cioé definisco F(x) come somma rispettivamente di un numero finito, oppure
di una serie, di termini estratti (in ordine crescente) dalla serie S.

(*°) Se fosse, in particolare, m,; =r. il gruppo estratto si ridurrebbe al solo termine
Am, = Qr.
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270 T. Vioua: Funzioni continue da una parte

La funzione F(x) cosl definita & continua verso destra in tutto a 0. In-

fatti I'incremento destro relativo ad un punto @ qualunque & della forma

(3) Flx+h) ~F(w)=(ums+umsﬂ + U, ) — (U, = U U ...

2 2

In questa espressione, se tanto x che x + h non appartengono ad 9T,
minuendo e sottraendo nel secondo membro sono delle serie ed & & << am; <
< x+ h, my >m,. Se x appartiene ad 9T, il sottraendo & una somma di
un numero finito di termini che pud eventualmente scomparire del tutto
(come avviene effettivamente da un certo punto in poi quando A tende a
zero). Se x + h appartiene ad 9T, il minuendo é una somma di un numero
finito di termini, eventualmente ridotta al solo primo termine ... In ogui
caso, fissato arbitrariamente un intiero p, basta prendere 2 minore della di-
stanza di x da ciascuno dei punti a,, a,, ..., a, per assicurare che m," >m, > p.
Allora

0 < Fle+h)— F@@) < vy + Uppy + .

e quindi, per la convergenza della serie S, | F(x + h) — F(x)| < ¢ assegnato
arbitrariamente piccolo.

La F(x) é continua verso sinistra in tutti i punti 2 di « b che non ap-
partengono ad 9. Infatti I'incremento sinistro di F(x) relativo ad « (ora &
h < 0) ¢ ancora della forma (3): il minuendo & una somma di un numero
finito di termini se x -+ h & un punto di 9T (ed eventualmente pud scompa-
rire), & una serie nel caso contrario; il sottraendo é sempre una serie. In
ogni caso &

Ops << X+ h < Qs < .

Partendo da un valore iniziale facciamo tendere 2 a 0. Quando x + % rag-
giunge il valere a,., il sottraendo perde il primo termine wu,, e il minuendo
si riduce a 0. Quando  + % sorpassa il valore @, il sottraendo resta sta-
zionario mentre il minuendo si riforma a cominciare da un termine con indice

superiore ad m's,,. Dunque &
| Fle + h) — F@) | < thrs + U, -y ~+ oo

e, per la convergenza della serie S, |F(x -+ h)— Fx) < ¢ arbitrariamente
assegnato.

Se « appartiene ad 9T (sia precisamente, conservando la notazione,
T = 0, = (m,), il sottraendo nel secondo membro della (3) ¢ sempre =0,
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con particolare riguardo alla loro derivabilita wnilaterale 271

riducendosi ad wup, quando h > % — dus,_,. Il minuendo, quando % tende a

zero, tende ad una serie ben determinata: ¢ la serie dei termini « corrispon-
denti al gruppo estratto da 9T con la legge descritia, relativamente all’ inter-
vallo @, _, @. La serie § deve dunque essere sceita in modo che F(x - h)—
— F(x) tenda a un valore £=0 quando & tende a O.

In un lavoro in corso di slampa nei « Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo » espongo un esempio molto semplice di funzione continua verso
destra definita secondo le regole del presente numero.
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Sur les directions de Borel des fonetions entieres

par GEORGES VALIRON (4 Paris)

[(3) étant une fonction entiére ou plus généralement une fonction holo-
morphe autour du point & I'infini (donc pour |5| > R), d’ordre p positif, ¢’ est-
“a-dire telle que, M(», f) désignant le maximum de |f{sre’?)|,

_ o M

p:ri;oll IOg‘ l?sg]‘;l(’ ’ )
" j appelle direction de Borel d’ordre réel ¢, ' <p, de f(2) une direction A,
arg 3 = ¢ = const., jouissant de cette propriété: dans tout angle A4 de bissec-
trice A et de sommet origine, I’ordre réel des zéros de f(2) — a¢ est égal & p’
sauf au plus pour une seule valeur finie de & pour laquelle cet ordre est infe-
rieur & p'. C’est dire que, 7:,(x, 4) étant la suite des modules des zéros de
[(3) — @, 1,(2, A) > R, la sdrie
m S[r (e, 4)]
converge pour ¢ > p', et diverge pour ¢ < ¢’ sauf au plus pour un «.

J’ai démontré ailleurs qu’il existe toujours au moins une direction de
BoreL d’ ordre p (). J ai établi d’autre part que, si 1’on considére une direc-
tion A (argz = p,) donnée quelconque et si I’on appelle p(x, A) 1 ordre réel
de f(z) a daus cette direction, ¢’ est-a-dire la limite de I’ ordre réel de f(z)— 2
dans les angles A de bissectrice A lorsque I’ ouverture de ces angles tend vers 0,
on a ces deux propriétés:

1. p(x, A) a la méme valeur p(d)= p(y,) pour tous les x, sauf pour
ceux d’un ensemble exceptionnel E(D) qui est de mesure linéaire nulle dans
toute région finie du plan des X. Pour les X de E(4), p(X, A) > p(d) sauf au
plus pour une valeur finie de wx.

II. e élant donné positif, on peut trouver un angle A de bissectrice A
pour lequel la sérrie (1) converge pour ¢=p(A) + ¢ sauf pour les X appar-
tenant @ un ensemble de mesure lindaire nulle, indépendant de ¢ (*).

>0,

() « Acta math. », t. 52, 1928, p. 67.92.
(3) « Comptes Rendus », t. 192, 1931, p. 269-271.

Annaly dv Matematica, Serie IV, Tomo IX. 35
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274 G. VavLiroN: Sur les directions de Borel des fonctions entiéres

J” appellerai p(A) I’ 01dre 1°éel moyen dans la direction A.

La seconde proposition montre qu’il existe au moins une direction A pour
laquelle p(A) = p, ce qui établit I’ existence des directions de BoREL d’ ordre p.

Je me propose d’étudier ici la relation entre la valeur de I’ ordre réel
moyen et la valeur de 1’ordre apparent de f(2) dans la méme direction et
principalement de montrer que les droites frontiéres des angles dans lesquels
[(2) est d’ ordre p sont toujours directions de BOREL d’ ordre p. Je donne d’autre
part des exemples effectifs ol I’ordre réel de f{g)—ax dans une certaine
direction dépasse, pour une valeur x, I’ordre réel moyen qui est positif, mais
évidemment inférieur 4 p. Il conviendrait de rechercher si cette circonstance
peut se présenter pour plusieurs valeurs .

1. Jintroduirai d’abord la notion d’ordre apparent de f(z) dans une
direction A. Si B est un angle de bissectrice A, I’ordre apparent de f(2) dans B
est

-4 -+
B _ w—loglog M(», B)
@ “EIRT gy

()

M(», B) désignant le maximum de |f(3)| pour |3|=1" et z appartenant & B.
L’ordre apparent de f(z) dans la direction A est la limite p,(d) de p? lorsque

I’ouverture de B tend vers 0. Cet ordre p,(A) peut étre supérieur & !’ ordie
apparent de f(z) sur A, ordre défini par

log log | f(re®) |
¢ oa s log log | f(re®) |
e'a(8) —312 B PryTa—

¢ étant I’argument de la direction A, Par exemple, pour e¢* on a p’a(-l— ;)::0
et pa(i g): 1; pour sin 2, ¢'4(0) =0, ¢'p(m) =0 et py(A)==1 quel que soit A.
Il est évident que si A est direction limite de directions A,,, on a
pa(8) Z 1im py(A.,).
D’ autre part, en supposant fini I’ ordre p de f(2), MM. LINDELOF et PHRAGMEN
ont montré que, si A appartient & ’angle de A’ et A” supposé inférieur a ZE,

pa(d) = 0'4(A) est au plus égal au plus grand des nombres o' a(A"), oA ().

-+
(*) u est 6gal & w si w >0 et & 0 si u<O.
(3) « Acta math. », t. 81, 1908, p. 381-406.
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¢’ étant donné inférieur ou égal & p, les directions A pour lesquelles
Pa(d) = ¢,

forment donc des angles B fermés (¢’ est-A-dire comprenant les droites qui les

limitent) d’ ouverture g au moins, Chacun de ces angles B est recouvert par

les angles B’ (ouverts ou fermés), d’ ouverture g au moins dans lesquels
Pa(d) = ¢

auxquels on adjoint §’il y a lieu les droites limites. Les angles formés par
les B' auwxquels on adjoint leurs droites limites coincident avec les angles B.
Par exemple, pour sin 2, on a deux angles B’ d’ouverture w, tous deux ouverts
et B comprend tout le plan.

Il peut exister un ensemble infini dénombrable de directions A pour les-
quelles g',(A) < py(A). Considérons en effet la fonction de MITTAG-LEFFLER

had n
E(Z;a):;m, 0<“<2
; 1 .
dont ' ordre est p=_; on sait que

lim E(re®; a)=0 si goc<|cp|§n

r==oco

lim | Ere's; o)) = s |o|= o

r=00

tandis que E(z; «) est d’ordre ésur toutes les directions appartenant & I'angle
T "
ol <5 .

Il suit de la que la fonction entiére

g=1

flz) = i E(z m)——-z CaZ™, Cn =g —(1—1——nq)

() MiTTAG-LEFFLER, <« Acta math, », t. 29, 1905, p. 101-181; en part., th. 8% p. 136.
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est d’ ordre

. T

2 si ICP|<:1;

3 11

- - < <«

2 81 4:1@"37

qg+1 g—1m q =™
T S sl

......................

et tend vers o sur les directions g__<: | < = Pour cette fonction

5 ) - L) =t e L
2qg+1 2q+1 q g+1 qg+1)

Nous allons étudier d’une fagon générale 1’ ensemble des directions ¢ pour

lesquelles p,(9) > ¢',(9). Examinons d’abord les propriétés de la fonction p,(¢p),
I ordre étant supposé fini.

En chaque point ¢, p,(¢ + 0) et py(p — 0, existent. Car, ¢, étant une suite
de valeurs supérieures & ¢ par exemple et tendant vers ¢, prises de fagon
que p,(p,) converge vers un nombre », le théoréme de PHRAGMEN et LINDELOF
montre que, pour ¢’ supérieur 4 ¢ et tendant vers ¢ on aura

mPa(cP')=b
et par suite aussi

lim g, (@) = b.

* Ainsi, p,(® + 0) et p,(p — 0) existent et, en vertu d’une remarque faite plus
haut, p,(9) est égal au plus grand de ces deux nombres.

Considérons alors la fonction p,(p) qui, si elle n’est pas constante et égale
. . . K
a p, est cependant constante et égale & p dans des segments de longueur E’

au meins. Soit ¢, ~ ¢ < ¢, un intervalle compris entre deux de ces segments.
Un point ¢' de (p,, ¢,) donnera un maximum relatif de p,(p) s'il existe un
segment (9", ¢”) appartenant & (p,, ,) dans lequel p,(9") > g,(p) tandis que
Pa(®) > £al9"), Pal®) > pu(®"); on aura alors p,(p) = pa(¢’) sur un segment de

T . . . . .
longueur ; au moins. II y a donc un nombre fini de maxima relatifs. Soit

P, << ¢ < %, un intervalle compris entre deux maxima relatifs; posons p,{p,) = ¢/,
ea(®;) = ¢". Supposons par exemple p'<<p”. Il existe des points ¢ de (¢,, p,)
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pour lesquels py(p) < ¢/, la borne inférieure ¢ de p,(p) est inférieure & g’
Cette borne inférieure peut ne pas étre atteinte, mais alors il existe un point ¢
de (9,, ;) pour lequel p,(@ 4 0) ou p,(p — 0) est égal & ¢”. D une fagon géné-
rale, on a un intervalle (p,, ¢,) dans lequel g, (¢)=p"
pas exister, alors ¢, =¢,) et des ¢ aussi voisins que 1'on veut de Vune an
moins des extrémités pour lesquels p,(p) — p” est aussi petit que 1'on veut.
Pour ¢, < ¢ < ¢, la fonction p,(p) ne croit pas; pour ¢, < ¢ < @,, elle ne
decroit pas. Car, si dans le premier intervalle par exemple, pa(p) < pu(3) pour
9, <o < ¢ < ¢, on aurait un maximum relatif sur le segment (p, ¢,) ou
(¢, ¢, =€) puisqne la borne supérieure de p4(p) sur ce segment, supérieure
aux valeurs aux extrémités, égale a priori & un certain p,il@ + 0) ou pu(e — 0)
sera égale & p,(p) maximum de ces deux nombres. Or I’existence d’ un tel
maximum relatif est contraire 4 1’ hypothése. On voit ainsi que
III. La fonction pi(p) est allernativement non ci-oissante et non décrois-
sante dans des intervalles adjacents dont le nombre est au plus égal a 2p.
En un point de discontinuité de p,(y), points qui forment un ensemble
dénombrable, on peut avoir p',(¢) < p,(¢); les points en lesquels cette circon-
stance se présente et oll gy(¢) est supérieure ou égal au minimum de p,(p =0
ne semblent soumis & aucune autre restriction. Si ¢ est un point de continuité
de pu(p) qui n’est pas limite de points de discontinuité et en lequel gq(p) est
soit croissante, soit décroissante (au sens strict) on a ¢'o(9) = pu(¢), sinon le
théoréme de PHRAGMEN et LINDELOF conduirait a une contradiction. Considérons
enfin un point ¢ en lequel p,(¢) est inférieur au plus petit des deux nombres
eale — 0), pule +-0); d’aprés le théoréme de LINDELOF et PHRAGMEN il 'y a

(U'intervalle peut ne

pas d’ autres points analogues dans 1'intervalle cp——:, ¢ —|—g; le nombre de

ces points est au plus égal & 2p. En dehors de ces points, p's(¢) ne peut &tre
inférieur & e (p) que si ¢ est point de discontinuité de p,(9). Par suite
IV. L’ inégalité ¢'o(9) < 0q(®) ne peut avoir lieu qu’ aux points de discon-
Linuité de pga(p) et en 2p autres points aw plus. L’ ensemble des points oit
o) < pale) est dénombrable.
Ces énoncés III et IV supposent que l'ordre est fini.

2. Soit f(z) une fonction entiére ou simplement une fonction holomorphe
dans un angle B de sommet origine et sur les c¢otés tant que 2z est fini; son
ordre apparent pf dans B est défini par (2). On a la proposition suivante.

V. Si A est un angle de sommet O complétement intérieur a B (O
excepté) U ordre réel des zéros de f(z) — X dans A est au plus égal a pf, sauf

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



278 G. VaLwroN: Sur les directions de Borel des fonctions entiéres

aw plus pour les X d’un ensemble exceptionnel qui est de mesure linéaire
nulle dans toute végion finie du plan des X.

Partageons en effet A en s angles égaux, puis, pour |z| > R, partageons
ces angles en rectangles curvilignes par les circonférences

1\#?
|Z|:Rp=R(1—|“;) .

Soit y(p, j) I'un de ces rectangles compris dans le couronne R, < |5| < Rpyy;
soient ~(p, j) la circonférence circonscrite 4 ce rectangle et C(p, j) la circon-
férence concentrique de rayon double. En prenant s assez grand, tous les ('(p, j)
appartiennent & I’ angle B. e étant arbitraire et p assez grand, on a dans C(p, j)

1w
log| )| <(1 - J", o= et

et, en vertu du théoréme de JENSEN, le nombre des zéros de f(z) a dans
¢(p, j) est au plus égal &

1

1\pe’ + )
- —log | flzi
Tog 2{<1 + s) +log |w| —log [flz]) =]

z; désignant le centre du cercle, donc &

1\p¢’
(3) 5(1 +§)
si I’on suppose x exterieur & un'cercle 1(p,j) de rayon e—K” (et de centre
1(a])) et
4 || < eX,

. . 1\¢' . .
K étant un nombre fixe inférieur a (l—l—g) . Excluons les x intérieurs &4 une

infinité de cercles y(p, j), = qui forment un ensemble de mesure linéaire nulle
dauns toute portion finie du plan, puisque la série formée par les rayons des
cercles 7(p, j) est manifestement convergente. Si I’on suppose x fixe et exté-
rieur & cet ensemble, la condition (4) est vérifiée et a est extérieur aux cer-
cles 7(p, J) pourvu que p soit assez grand, p > p(x), 1'inégalité (3) est véri-
fiée, f(3) — ¢ a moins de

H(R,)*

zéros dans la portion de A intérieure & la couronne

Rpw><‘zl<Rp
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H étant un nombre indépendant de x facile & calculer. Pour ces @ la série 1
converge pour o >p’ dong, pour 6 > pB puisque e est arbitraire. La proposi-
tion V est étable,

Il est clair que, dans bien des cas l’ensemble exceptionnel possible se
réduit & un point, ou ne contient aucun point. Il n’y a qu un seul point
exceptionnel possible s’il existe dans A un chemin I' sur lequel 7(z) tend vers
une limite finie. Pour le voir, il suffit de considérer un cercle inscrit dans un
angle 4’ de sommet O contenant 4 et contenu dans B et le point § de ce
cercle situé sur I' et le plus proche du centre. On fait une représentation
conforme du cercle sur lui-méme amenant § au centre et on applique le théo-
réme de Jensen; le cercle exceptionnel analogue & %(p, j) a alors un centre
qui tend vers le valeur asymptotique le long de T, la valeur exceptionnelle
possible est unique.

En tenant compte de la définition de 1’ ordre réel moyen dans une direc-
tion, on voit que V entraine ce corollaire:

VI. L’ ordre réel moyen dans une direction A est au plus égal a
I’ordre apparent dans cette méme direction.

A fortiori, I’ordre moyen dans une direction de BOREL d’ordre réel p'
étant égal & p':

VIIL. Si A est une direction de Borel d’ ordre réel ¢, I ordre apparent
de f(z) dans cette direction est au moins égal a g'.
Ces énoncés ne supposent pas 1’ ordre fini.

3. ¢’ étant inférieur ou égal & p, supposons que 1 ordre apparent de [(3)
dans une certaine direction soit inférieur a ¢’. D’ aprés le n.° 1, les directions A
pour lesquelles p,(4) = ¢’ forment des angles. Nous allons montrer que

VIIL. Les cotés des angles formés par les directions A pour lesquelles
pa(A) = 0" sont des directions d’ordre réel moyen aw moins égal d ¢

Soit A un des cotés d’un tel angle. Supposons que ’on ait

o(A)=p' —3a, a>0.

Il existe un angle A de bissectrice A tel que la série (1) converge pour
6 =p — 2 et presque pour tous les x. Pour ces 2 le nombre des zéros de
[(2) — x appartenant & A et & une couronne R, < |2| < R sera moindre que

(5) Re'—22,

Il est loisible de supposer, en remplacant f(z) par ¢f(z)+ d que cette circon-
stance se présente pour =0 et & = 1. Soit B un angle d’ouverture 8%, de
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bissectrice 4, intérieur & A et soient B, I’angle de bissectrice A et d’ouver-
ture 43, A" et A” les cotés de cet angle B,. e positif arbitrairement petit étant
donné, on peut supposer que & a été pris assez petit pour que, sur 1’un des
cotés, A" par exemple, on ait

(6) log | /(z)] < 22

dés que »r = |z| est assez grand, tandis qu’il existe dans l'angle (4, A”) des
points z de module 7 aussi grand que I’on veut, pour lesquels

) log |/(3)]| > 1t~

Soit z, un point pour lequel (7) est vérifice, 11, =|z, . Dans le cercle de
centre z, et rayon 7,sind existe, d apres le principe du module maximum,
une ligne continue I' joignant le centre z, & un point 2z, de la circonférence,
en chaque point de laquelle
(8) log | f(2)] > 7

Entourons les zéros de [(3)[/(2) — 1] situés dans 4 et dans la couronne C

1
é"o< [3].<2r,

de cercles d’exclusion de rayon commun
(27.0)—{;'—11 22
D’ aprés (), la somme des diamétres de ces cercles est au plus égale &
2

”

Par suite, dés que ', est assez grand, il existe une droite D perpendiculaire
au segment z,z, et le coupant, donc coupant I, qui ne coupe pas les cercles
d’exclusion. Il peut se faire que D coupe A" en un point z, du segment de
cette demi-droite pour lequel » (1 — 108) <1 < # (1 + 108). Dans le cas con-
traire, il existe un arc de circonférence |z|=1 tel que

(9) (1 — 108) < » < (1 -+ 103)

qui ne coupe pas les cercles d exclusion et qui coupe D & l'intérieur de B.
On obtient encore ici un chemin ¢ ne coupant pas les cercles exclus et joi-
gnant un point z, de A’ appartenant & (9) & un point z, de I'. Dans tous les
cas, le chemin y reste dans la couroune (9) et dans B et sa longueur est au
plus égale & 4s,; un cercle quelconque ayant pour centre un point de y et
pour rayon 2037, contient toujours 2z, & son intérieur. Enfin, il est loisible de
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supposer que e puis & ont été choisis assez petits pour qu’ un cercle quel-
conque ayant pour centre un point de y et pour rayon 803», appartienne &
la fois & la couronne C et a 1’angle A. 2z’ étant un point de Y, posons

9Z) = [z + Z).
On sait que

1 eu + + .
Téu,g <36Nlogy+4logu + 12 log |g(O)| + H ().

1
[9'(0)]

H étant une constante absolue, N le nombre des zéros de ¢g(Z)g(Z) — 1] pour
|Z] < u et d' la plus courte distance de ces zéros & 1’ origine Z=0. Comme
d’ autre part

log M(:l1 u, g\) < 3T(% u, g)

on aura, en prenant pour d'le rayon des cercles d’exclusion et en appliquant
I'inégalité au point Z correspondant & z,,

. o\ + 1
log|/(z,)]| < 108(2r)'—221og [80e3ry(21,)° fl—zi] + 12 log W -+
-+ 36 log | f(2)| + 3H.

En tenant compte de (8), on aura donc, dés que », sera assez grand et quel
que soit 3’ sur y:

/—¢ —a + + ’
(10) 70 < 7p +12long,(1z,—)|+3610g[f(z)|.

Partons de 2, et parcourons y. Nous appliquerons (10) au premier point z,
rencontré en lequel |/(z")]=1. On aura en ce point

[112)] <|7(3,)] + 4ry

et en supposant », assez grand, en vertu de (6)

11 log| 7(z")| < (Bry)—.

En tenant compte de ces inégalités, on déduit de (10)
10" < 1o - 36(3r) "%

ce qui est impossible puisqu’ on peut supposer 0 < e < a et lim#y= co.

() « Acta math. », t. 47, 1925, p. 117-142.

Annali di Maiematics, Serie IV, Tomo IX. 36

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



282 G. VALIRON: Sur les directions de Borel des fonctions entiéres

Il est d’ailleurs impossible que, sur y, [f(3)| soit constamment inférieur
4 1 puisque (11) serait alors vérifiée pour z2'= 3z, ce qui contredirait 8).

L’ hypothése faite est donc absurde et la proposition VIII est établie. Elle
suppose, comme il a été dit, qu’il existe un angle au moins dans lequel I’ ordre
de f(z2) est inférieur a p'.

On peut faire une hypothése moins restrictive. Supposons seulement qu’il
existe une direction sur laquelle f(z) est d’ordre inférieur & g/, ¢ <p. Con-
sidérons les demi-droites frontiéres des angles dans lesquels g',(d) =¢’; ou
bien une telle demi-droite est aussi frontiére des angles ol g, (A =¢ et 'on
est dans les conditions de la proposition VIII, ou bien cette demi-droite A’ est
telle que p',(A") < o et py(A)=p¢'. Dans ce second cas, on peut taire jouer
a4 A’ le role de la direction portant le méme nom dans la démonstration pré-
cédente, 1’inégalité (6) est méme renforcée, 2e y étant remplacé par un nombre
fixe 8. On obtient ainsi cette proposition contenant VIIL

IX. ¢’ étant donné inférieur owu égal d p, les colés des angles dans
lesquels p',(A) = ¢’ sont, s’ils existent, des directions d’ordre réel moyen au
moins égal d ¢'.

Pour p'=p, on a ce corollaire:

X. 8i f(z) est d’ordre p autour du point a Uinfini, les cbdlés des
angles (fermés ou ouverts) dans lesquels ¢ (A)=p sont, s’ils existent, des
directions de Borel d’ ordre p.

Pour une fonction d’ordre fini p, il existe d'aprés le théoréme de LIN-
DELOF et PHRAGMEN déja utilisé au n.° 1, un angle ou des angles d ouver-

ture g au moins dans lesquels ¢',(d) = p. D’ une fagon générale, si g’ est un

maximum relatif de o', (@), p's(9) est égal a4 ¢’ dans un intervalle (ouvert ou
T . . . )

fermé) de longueur o au moins. Si ¢, est un point pour lequel g'4(9) 1’ est

pas stationnaire, ¢’est-a-dire n’ est pas constant dans un intervalle contenant ¢,,
la direction ¢, est frontiére d’un angle dans lequel g, ()= e, (9,). Par suite,
d’aprés V et IX. '

XI. Toute direction ¢(argz = ), pour laquelle la fonction ¢ ,(¢) n’ est
pas stationnaire, est une direction d’ordre réel moyen égal a pu(9)-

4. Les propositions VIII & XI supposent que I’ordre p de f(z) est fini. II
est aisé de voir comment on doit modifier les énoncés dans le cas de I’ ordre
infini. Il résulte toujours de la définition de I'’ordre apparent p,(d) que les
directions pour lesquelles p (A) < ¢, ¢ fini, s’il en existe forment des angles
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ouverts C; 1’ensemble complémentaire est parfait. Si A’ est frontiére d’ un
angle C dans lequel p,(d) < ¢, 'ordre moyen dans la direction A’ est au
moins égal & p,(A). Cet énoncé général correspond & VIIL Il reste vrai que, si
pour une valeur ¢,, @'4(¢,) est inférieur & p,(p) la direction ¢, est d’ordre
moyen égal 4 p4(p,). A X correspond cet énoncé: les frontiéres des angles
ol g',(A) < oo ainsi que les directions extérieures & ces angles pour lesquelles
¢'s(Ad) ~ oo sont directions de BOREL d’ordre infini. La proposition XI reste
entidrement valable. Car, si p',(p) est fini et py(9) fini, f(2) est d ordre fini
dans un petit angle de bissectrice ¢, on retombe en somme sur le cas de
Iordre fini; si ga(¢) < oo et pg(9) = oc on est dans le cas qui a été signalé
ci-dessus; enfin, si p/g(p) =oco et n’est pas stationnaire la direction ¢ est
limite de directions sur lesquelles p',(p) << o= et le raisonnement du n.° 3
s’ applique.

Que I’ordre soit fini ou infini, les directions ¢ pour lesquelles p',(¢) n’est
pas stationnaire sont toujours des directions de JULIA. Car il existe alors des cer-
cles | 7 — te®o| < (3, lim ¢ = oo, contenant & la fois des points ou log|/(2)| < ¢#'—2
et des points ou log |f(8)| > ¢, & étant positif et dépendant de & qui peut
étre pris arbitrairement petit. En vertu du théoréme de SCHOTTKY, les cercles
concentriques de rayon quadruple doivent contenir des zéros de f(3) ou f(3) —1,
la famille f(zue®) ol » est un paramétre positif, ne peut étre normale pour
tous les z réels et positifs, la direction p est direction de JULIA.

8. Que l'ordre soit fini ou infini, on a la proposition suivante:
XIL. La fonction p,(¢) est la méme pour une fonction f(z) et pour sa
dérivée. ,
Nous désignerons ici par pB(f), pale, [), (e, /) les ordres apparents de
la fonction f(2) dans 1’angle B, dans la direction ¢ et sur la demi-droite d’ar-
gument ¢. En intégrant, on a de suite

eB(f) < e,
donc
eal®, ) = eal®, 1)

D’ autre part, en considérant un angle C intérieur & B (et toujours de sommet
origine), le théoréme de CAUCHY donne

el < eE(),

donc, en prenant C d’ouverture egale & la moitié de celle de B et en faisant
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tendre ces ouvertures vers O,

(12) Pa®, I = el 1)

La proposition XII est ainsi établie.
En ce qui concerne la comparaison des fonctions p'4(9, /) et ¢'4(¢, /"), 1'in-
tégration donne évidemment

(13) Pale, N=Ze'ale 1)

et "inégalité (12) montre alors que I'on a
P’a(cP; = p,a(% )

pour toutes les valeurs ¢ pour lesquelles p'g(%, /) =p,(p, /). Dans le cas de
I’ ordre fini, (13) ne pourrait donc &tre une inégalité que pour un ensemble
dénombrable de valeurs ¢. Dans le cas de 1'ordre infini, on peut trouver des
exemples pour lesquels (13) est effectivement une inégalité. C'est le cas pour
f(z) = e, pour laquelle ¢/,(0, /)=0, ¢',(0, /)= 1.

En rapprochent XII de VIII ou X on voit que

XIIL. f(z) étant holomorphe autour du point & U infini, d’ ordre p fini

ou infini, si pa(p) 0’ est pas toujours égal a p, les cotés des angles o I’ on a
eal®) < p sont des directions de Borel d’ordre »éel p communes d f(z) et d
toutes ses dérivées.

D’ une fagon générale ' ordre réel moyen est certainement le méme pour
[(2) et ses dérivées dans toutes les directions ¢ pour lesquelles p,(¢) n’ est
pas stationnaire.

6. 11 existe effectivement dans certains cas des directions A pour lesquel-
les 0 < (A)=p,(4) <p < oo et qui ne sont pas directions de BOREL d’ ordre g(A).
Cette circonstance se présente dans le cas des fonctions orientées & croissance
irréguliére que j’ ai étudiées autrefois (*). Pour fixer les idées, prenons

z 2P
b —
a(n) pam?

R z

avec a(n) réel positif, p entier positif ou nul,

log a(n) = log n

1
y PHp<e<p-+l
p—gsin” (log,m)

() « Annales Faculté de Toulouse », t. 5, 1913, p. 236.
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o

La direction ¢ =0 est une direction telle que

) = p(0) = +3

) . . . . 1
alors que 1'ordre réel des zéros dans cette direction est p —|—§ pour f(2)— «,

x =0 et est égal & p>p—|—% pour =20,

L’ ordre réel dans une direction peut donc effectivement dépasser 1’ ordre
réel moyen supposé positif; mais il y aurait lieu de chercher si ceci peut
avoir lieu pour plusieurs x.

Remarquons enfin que ces mémes fonctions & croissance irréguliere four-

nissent des exemples de cas oll la fonction p,(¢) est continue et monotone dans
certains intervalles,
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Sulle superficie integrali di due o pit equazioni lineari

a derivate parziali del 3° ordine.

Memoria di E. BoMPIANI (a Roma).

Sunto. - Questa Mewmoria trae occasione da una Nota di E. P. Laxg sullo stesso argomento.
Il LANE crede di rilevare manchevolezze in un lavoro dell’A. del 1919 in cui, a seguito
di wna teoria generale sulle superficie (le coordinate proiettive omogenee dei cui punti
sono) integrali di un sistema di equazioni a derivate parziali lineari ed omogenee. é
trattato come esempio il caso indicato nel titolo.

L’A. riprende i risultati di quella Nota per wostrare la completezza delly classifi-
cazione data nel 1919 e porre in rilievo una classe wmolfo generale di superficie soddis-
facenti al problema che é sfuggita al LaNE. Il BOwWLES, allievo del LANE. ha aggiunto
qualche ulteriore conseguenza geometrica in parte erronea. mentre i risultati esatti cor-
rispondenti sono esplicitamente enunciati nella Nota dell’d. del 1919.

1. In un lavoro pubblicato nel 1919 (*) ho dato alcuni teoremi generali
sulle superficie integrali di un sistema di equazioni a derivate parziali, lineari
ed omogenee, in due variabili indipendenti: cioé ho assegnato alcuni carat-
teri geometrici delle superficie le coordinate proiettive dei cui punti, x(u, v),
soddisfano a un tal sistema. E a titolo d’esempio ho aggiunto qualche det-
taglio nel caso di superficie soddisfacenti ad una o a due equazioni a deri-
vate parziali del 3° ordine.

Quest’ ultimo caso & stato ripreso recentemente dal sig. E. P. LANE (3) e
da un suo allievo CH. F. BowLEs (®). Il LANE si giova in parte della mia
trattazione (*) e si preoccupa di arrivare a forme canoniche per il sistema di

(}) Determinazione delle superficie integrali di un sistema di equazioni a derivate par-
ziali lineari ed omogenee. « Rendic. del R. Istituto Lombardo », 1919, vol. LII: parte I.
pagg. 610-625 e parte II, pagg. 626-636. Citerd questo lavoro con « D. 8. L. ».

() Integral surfaces of pairs of partial differential equations of the third order. < Tran-
sactions of the American Mathematical Society », vol. 82, n. 4, pagg. 782.793.

(®) Integral surfaces of pairs of differential equalions of the third order. A dissertation
submitted to the graduate faculty in candidacy for the degree of doctor of philosophy by
CH. F. BowLEs. « The University of Chicago Libraries >. Chicago, Ill., 193", pagg. 1-106.

(%) I1 che & stato detto dal LANE cosi: « On page 630 of his paper BOMPIANI attacks the
problem of reducing a pair of third-order equations to canonical forms, using apparently the
same point of view that we have adopted ». Cosiccheé io ho avuto la fortuna nel 1919
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due  equazioni del 3° ordine; trovate le quali Egli crede opportuno stabilire un
confronto fra i suoi e i miei risultati e scrive: « He obtains our equations (17,
and then, appealing to some general theory developed earlier in his paper,
arrives at two canonical forms which do not differ essentially from our cano-
nical forms (23) and (24). He does not discover our four other canonical forms.
He does not develop a theory based on our canonical form (23), but confines
his further studies to our canonical form (24) obtaining extremely interesting
results to which we shall refer again later ».

Chi legge questo passo ha I’impressione che mi siano sfuggiti alcuni tipi
di superficie scoperti dal LANE: é un peccato che questi non abbia approfondito
quella «general theory developed earlier in his paper » perché avrebbe scoperto
che non mi sono sfuggiti affatto, come si vedrd appresso (°). Né & vero che io
arrivi a quei due soli tipi: arrivo a quelli quando ho gia scartato gli altri.

Trovo anche strano il rilievo di non aver sviluppato una teoria del si-
stema (23) (%); a parte che non avevo bisogno di farlo, a pag. 628 del mio
lavoro sono esplicitamente enunciate le proprietdh geometriche delle equazioni
che compongono tal sistema e sono perfino dati schemi grafici atti ad illustrare
la dipendenza lineare di certi punti espressa da quelle equazioni. Tanto pilt
strano perché il LANE non va oltre esse, ma si limita a scriverne le condi-
zioni di integrabilita.

Ma & vero che, volendo, si puo spingere oltre quello studio: il che ho
appunto fatto nel corso di Geometria Superiore dato a Bologna nel 1926-27 (7).

d’indovinare il metodo pubblicato dal Liaxe nel 1930. A dir vero le forme canoniche (che
del resto non sono sempre univocamente determinate dal tipo di superficie) non sono lo
scopo del mio lavoro. né m’interessano quando con altre considerazioni io riesco a carat-
terizzare le superficie integrali: questo & il problema. e le forme canoniche non sono che
nno strumento.

(%) I1 LANE non cita che la parte 11 del mio lavoro; & un peccato ch’Egli non abbia
portato la sua attenzione sulla parte I, cui si riferisce vagamente con le parole riportate fra
virgolette, perchd cid gli avrebbe evitato di fraintendere i miei risultati e quindi la presente
messa a punto.

(®) Sono le equazioni (1) di questa Nota.

(') A quel corso hanno assistito il prof. E. P. LANE dell’ Universita di Chicago, il
prof. E. Srourrer dell’ Universitd del Kansas, il prof. ENEA BorToLOTTI, i dott. L. Burant.
8. Cinquixt, E. LiNDNER, G. PaLozz1 ed altri.

Le proprieta riguardanti 1’intorno del 3° ordine sono state svolte dal 14 Marzo al
16 Maggio 1927. Negli appunti del corso che ho passato agli studenti (com’& mia abitudine)
ho sviluppato largamente la teoria invariantiva (invarianti finiti, differenziali, loro interpre-
tazione geometrica, trasformazioni) delle superficie integrali di una o due equazioni del
3° ordine. che mi riservo di pubblicare in altra occasione. Per guanto ricordo. nel periodo
indicato i prof. LANE e STOUFFER non erano piu a Bologna.
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Su qualche altro rilievo non esatto del LANE tornero appresso; devo invece
rilevare, come provero, che le forme canoniche date dal LANE nel cap. III sono
insufficienti perché non comprendono il caso generale; come incompleti sono
aleuni risultati del BowLES relativi ad uno di quei casi che invece di essere
sfuggiti a me sono sfuggiti al LANE nella lettura del mio lavoro.

E tempo di riferire su questo relativamente al caso che qui ¢’ interessa di
due equazioni a derivate parziali lineari ed omogenee del 3° ordine.

2. Mi occorre ricordare la nozione di spazio v-osculatore, S(v), ad una
superficie in un suo punto: & quello (di dimensione minima) cui appartengono
gli S, osculatori alle curve della superficie nel punto (%)

Se la superficie (come vogliamo supporre col LANE; per quanto la mia
teoria permetta di esaurire anche l’ipotesi opposta) non soddisfa ad equazioni
a derivate parziali del 2° ordine & S(2) = §,. E se come nell'ipotesi soddisfa
a due equazioni differenziali lineari omogenee del 3° ordine & S(3)= S, (la
dimensione si riduce da 9, come & in generale, a 7). La dimensione dello S(4)
pud essere 7, 8 0 9.

3. Le superficie corrispondenti ai due primi casi (quelli sfuggitimi secondo
il LANE) si classificano in base ai due Lemmi seguenti (°). )

LEmMMA I. Se gli S(v) ed S(v-+1) in un punto generico della superficie
hanno la stessa dimensione p, la superficie appartiene ad un .

LemMA II Se in un punto generico della superficie Syv)=S, e Sv+1)=S,,,
o la superficie sta in S,,, oppure possiede oco' curve negli S,_, di una svilup-
pabile (*9).

Applicando questi due Lemmi al nostro caso si ha:

Se S(4) =9, la superficie integrale del sistema sta in §,. E viceversa ogni
superficie di S, (generica, cioé per cui S(2)=S;) soddisfa a due equazioni
del 3° ordine lineari e omogenee; sicché questa classe di superficie ¢ com-
pletamente esaurita.

Passiamo al caso S(4)=S§;. Per il Lemma II si hanno due sottoclassi di
superficie. Per una di esse si hanno oo' curve negli S, di una sviluppabile.

(3) Ho esposto questa nozione, ed altre che incontreremo poi, in numerosi lavori a partire
dal 1912; v. p. es. Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier ¢ di Eulero. (« Atti Acc.
di Torino », 1912).

(°) « D. 8. I. », pagg. 614 e 615 (Lemma e Corollario I).

(') Con cid si esprime che due S, infinitamente vicini stanno in uno S;—y+1 (tan-
gente alla oot di Sp—, in tutti i punti di un Sp—y).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX, 37
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E viceversa ogni superficie di questo tipo soddisfa a due equazioni a derivate
parziali del 3° ordine che & facile scrivere. Sicche anche questa sottoclasse
& completamente esaurita.

L’altra sottoclasse si compone di superficie di S,: viceversa non ogni
superficie di S, soddisfa a due equazioni del 3° ordine (ma solo ad una, in
generale); ma & facile studiare queste superficie una volta che ne & noto
I’ ambiente. Ritornero presto su di esse.

4. Rimangono infine a considerare le superficie per le quali S(4)=S,.

Per esse dimostro che necessariamente le due equazioni del 3° ordine
debbono potersi ridurre, con opportuna scelta di variabili, ad uno dei due
tipi seguenti (**):

§ Lgo =+ - Lz

1) (@)

me:" Xyo=—. .

3
ove p. es. 033(,:3—?/;{ e ove 1 plllltl indicano espressionl lineari omogenee 1 X

e nelle derivate prime e seconde (a coefficienti funzioni di u, v). S’ intende
bene che per esse debbono essere soddisfatte le condizioni di completa inte-
grabilitad, da scriversi tenendo conto del fatto che la superficie non rappresenta
altre equazioni a derivate parziali del 3° ordine. 1’ ambiente d’ appartenenza
di queste superficie non & determinato dalle equazioni precedenti, e la sua
dimensione pud essere qualsiasi (=9). E ben chiaro che superficie soddisfa-
centi ad uno dei due sistemi scritti possono esistere anche in S, e in S (e
quindi rientrare nelle classi precedenti); ma, se c¢id accade, la superficie deve
soddisfare non solo alle due equazioni del 3° ordine, ma anche a due o rispet-
tivamente ad una equazione del 4° ordine (lineare omogenea in x e nelle sne
derivate) non deducibili dalle precedenti per derivazione.

Il significato geometrico delle equazioni (1) o (2) & il seguente :

Sulle superficie integrali del sistema (1) esiste un doppio sistema di

(1Y) «D. 8. L », pag. 631. Questi due tipi, (23) e (24) nella numerazione del LANE, sareb-
bero secondo il LANE gli unici da me trovati. Sia nella discussione sia nel risultato & detto

esplicitamente che « se v>> 3 ete. »; il che (riferendosi al Cap. III cola citato, cio® ad un

sistema di v(v‘)— H_ 1 equazioni) vuol proprio dire «se S@)=S;, SB)=S8;, SH=S,

L’aver trascurato questa limitazione ha portato il LANe a credere che mi fossero sfuggiti
gli altri casi, per i quali S@#) =S, o S(4) =S;, che invece erano gia stati classificati.
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linee w, v tali che lo S, bitangente (**) in x alla superficie in direzione della
linea u contiene lo S, osculatore alla u; e inolire lo S, osculatore lungo la
generatrice per X alla rigata (**) delle tangenti alle linee v lungo una u
(cioé lo S, contenente le tangenti alle linee v in X e in due punti infinita-
mente vicini sulla linea u per x) coincide con lo S, 2-osculatore in x alla
superficie.

Sulle superficie inlegrali del sistema (2) esiste un doppio sistema di
linee u, v a carattere involutorio tali che la rigata delle tangenti alle linee u
(o v) lungo wua linea v (0 u) ha il primo indice di sviluppabilita =2 (*);
cioé tre generatrici infinitamente vicine di una di queste rigale stanno
in S, (e non in S,, come accade in generale).

Per queste superficie, cio¢ per la coppia di equazioni (2), ho dato una
trasformazione analoga a quella di LAPLACE (**).

La proprieta caratteristica di esse enunciata nel penultimo alinea (insieme
ad altre) relativa alle rigate circoscritte alle superficie soddisfacenti alle (2)
¢ stampata in corsivo nella mia Memoria (pag. 633); il LANE, proprio al
termine della sua (*%), scopre una « interesting interpretation » delle (2)
« which seems to have escaped notice hitherto » : la quale interpretazione é
esattamente quella precedente !

5. Riassumendo :

Le superficie integrali di due equazioni a derivate parziati lineari
omogenee del 3° ordine (e di nessuna del 2° ordine) appartengono neces-
sariamente ad uno dei tipi sequenti:

1°) Superficie di S,.
2°) Superficie di S;, con S(3)=8,.

(**) «D. 8. I » pag. 612 in nota. Spazio bitangente & ogni spazio congiungente i piani
tangenti in due punti infinitamente vicini; esso dipende quindi da un punto della superficie
e da una tangente in esso (ed & un S, se S(2) = S;). Analogamente (loc. cit.) si definisce lo
spazio v-tangente per un elemento di curva d’ordine v.

('3) Spazio osculatore (o meglio 2-osculatore) ad una rigata lungo una generatrice & quello
contenente la generatrice e due infinitamente vicine (cioé i piani osculatori a curve della
rigata in tutti i punti della generatrice). Questa ed altre nozioni piut generali si trovano nella
mia Memoria: Alecune propriets proietiivo-differenziali dei sistemi di retle megli iperspazi.
« Rend. Cire. Matem. di Palermo », t. XXXVTI1 (1914).

(1) Nella Memoria ora citata ho introdotto la nozione di éndici di sviluppabilita di una
rigata. Il primo di essi &, in termini infinitesimali, il massimo numero di generatrici infini-
tamente vicine linearmente indipendenti.

(%) « D. 8. 1. », pag. 632 e segg..

(*%) Loe. cit., pag. 793.
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3°) Superficie con oo' curve negli S, di una sviluppabile.
4°) Superficie soddisfacentt al sistema (1).
5% Superficie soddisfacenti al sistema (2).

L’ ambiente delle superficie delle ultime tre classi non é determinato dalle
equazioni del 3° ordine: esso pud venire determinato soltanto dall’ aggiunta
di equazioni di ordine >3 non conseguenze differenziali di quelle date.-

Il lettore che abbia presenti le Note dei sigg. LANE e BOWLES vedra che
le superficie da loro trovate si trovano tutte fra le precedenti, Cou c¢id non
affermo che i miei risultati coincidano con i 101‘6, perché, come ora provero,
ci sono nelle loro Note risultati sbagliati, e alcuni tipi sono ad essi sfuggiti.

6. Veniamo alla parte analitica. Il procedimento da me dato nel lavoro
pit volte ricordato & il seguente (*").
Ad un’equazione del 3’ ordine

e gpm2l 4 3Yx12 - 59003 =

(i punti indicando sempre una combinazione lineare omogenea di a e delle sue
derivate d’ordine < 2) associo (per ogni coppia u, ») I’equazione algebrica

af® + 3B8% + 3yEn* 4+-8n* =0

che definisce per ogni punto della superficie tre direzioni caratteristiche
(distinte o no).

Date due equazioni a derivate parziali del 3° ordine considero il fascio
di equazioni ottenute combinando linearmente quelle due (i parametri della
combinazione essendo funzioni di %, v). Nel fascio considero quella o quelle
equazioni (*!) le cui direzioni caratteristiche in ogni punto non sono tutte
distinte.

Precisamente per una equazione avente in ogni punto una direzione carat-
teristica doppia e una semplice si possono scegliere variabili %, v tali da ri-

(*) «D. 8. I. », pagg. 626-631.

(*®) che si ottengono annullando il discriminante di un’equazione cubica i cui coeffi-
cienti sono lineari omogenei nei parametri della combinazione. Si hanno quindi 4 (distinte o no)
equazioni del tipo voluto. Nel mio lavoro « D. 8. I.» ho scritto ¢re (pag. 631) e il LANE ha
creduto opportuno ristampare tutto il periodo per segnalare quest’'errore forse credendo di
trovare in esso la ragione della lacuna che mi attribuisce (e che non corrisponde al vero).
Ma si sarebbe subito disilluso se avesse letto accuratamente tutto il periodo. Dove, dopo
aver detto erroneamente che esistono #re di quelle equazioni, & anche detto: « In ogni modo
fissiamone una ». Sicch® le rimanenti, quante esse siano, non intervengono nel ragionamento

che resta percid del tutto giusto e non va toccato.
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durla al tipo
(3) xl? == [1’20'”20 - auwu -+ L”‘)?mOZ -+ a/“)wl() + a()jw()i + a00m‘

Per un’ equazione le cui tre direzioni caratteristiche coincidano si puod
scegliere la variabile v p. es. (cioé le linee du =0 sulla superficie) in modo
che essa si riduca alla forma

(4) Log == Aoy + QL b Qg + Q400 - Ay Loy = g

mentre la variabile u, cioé le linee de = 0 sulla superficie, rimangono ancora
arbitratrie.

Questo secondo caso & eccezionale, il primo & quello generale. Esami-
niamoli separatamente.

7. Cominciamo dal caso in cui nel fascio esista una (almeno) equazione
con una direzione carafteristica doppia ¢ una semplice. Scelte le linee da
queste inviluppate sulla superficie come linee parametriche, tale equazione
pué ridursi, come s’é detto. al tipo (3).

Il significato geometrico di quest equazione, dato esplicitamente nella mia
Nota (*%), & il seguente :

I piani osculatori a due curve v (du=0) in un punio X e¢ nel punto
infinitamente vicino della curva u per X stanno nello S, 2-osculatore in x
alla superficie.

La stessa proprieth, se si vuole, pud mettersi sotto altra forma introdu-
cendo la nozione di spazio 2-osculatore ad una rigata lungo una generatrice.

La rigata delle tangenti alle linee u nei punti di una linea v ha come
spaszio 2-osculatore lungo la generatrice per il punto X lo spazgio 2-oscula-
tore alla superficie ivi (o é contenulo in esso; precisamente si ha questo
secondo caso quando a,,=0 e allora la rigata ha indice di sviluppabilita 2).

Segue anche dalla sola equazione (3) che gli S, 2-osculatori alla super-
ficie si possono ordinare in due modi distinti come 2-osculatori lungo genera-
trici di rigate passanti per le linee u e v.

8. Veniamo ora all’ipotesi che ¢’ interessa, cioé che oltre all’ equazione (3
la superficie sia integrale di un’altra equazione a derivate parziali del 3 ordine.
Nel fascio da esse individuato possiamo sempre scegliere come seconda equa-
zione quella, unica, in cui & zero il coefficiente di a¢,,; basta infatti eliminare
dall’ altra per sottrazione il termine in o,, in essa eventualmente esistente.

() « D. S. L », pagg. 628. 629
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Sieché il sistema pud scriversi, nel caso piu generale,

(5) { Lyg = QyqLg = Gy Ty 1= Qgpyy = (o Py = Qg Loy ~|= Ao X
( bsomsn +‘3b219021 -+ [)039003:’)209020 +b“.%'“ +b02w02 4= b40w40+b01w01 +boow_

E bene ripetere che, scelta nel fascio un’equazione con una direzione
caratteristica doppia e una semplice, il sistema (b) € determinato (a meno di
cambiamenti inessenziali) perché la prima equazione determina le linee para-
metriche u, v e la seconda equazione & unica. I cambiamenti inessenziali sono
quelli indotti da una trasformazione del tipo

(6) @ = p(u, V)&, u=u(y), v=o0o)

o dal sostituire alla prima equazione un’altra possedente la stessa proprieta
riguardo alle sue direzioni caratteristiche. A parte questi mutamenti, che non
modificano la forma del sistema (5), non ce ne sono altri che possano ulte-
riormente semplificarla: sicché essa & una forma canonica; anzi & la forma
canonica corrispondente al caso pii generale,

II LANE crede a questo punto (*°) di perfezionare la mia trattazione
sostituendo alla seconda delle equazioni (b) un’altra equazione dello stesso
tipo, cioé con b,, =0, ma con direzioni caratteristiche non tutte distinte. Cio
¢ ovviamente impossibile (se la seconda equazione non ha gia la proprieta
richiesta, cio& appunto nel caso generale) percheé, come s’ é detto, I’equazione
del fascio con b,, =0 (fissata la (3)) & unica: e quindi non le si possono im-
porre altre condizioni.

Non si incorre in quest’ errore (in cui consiste 1'unica sostanziale diffe-
renza fra il lavoro del LANE ed il mio e che gli lascia sfuggire proprio il
caso piu generale) se si nota il significato geometrico delle (5). La prima
di esse, cioe la (3), che definisce le linee u, » ha un significato gid noto.
La seconda esprime che lo §, 3-tangente secondo una linea % in «x (cioé con-
tenente il piano tangente in x e in due punti infinitamente vicini sulla % che
vi passa) e lo S, osculatore in o alla linea » stanno in S, (e non in S,).

Queste proprietd geometriche delle linee #, v non possono esser rese pil
particolari dalla scelta di un’equazione nel fascio, come avverrebbe se la
conclusione del LANE fosse giusta.

(*) Cioé dopo aver seguito, nel suo Cap. III, il procedimento da me dato e aver scritto
le (17), ciod le precedenti (3), il LANE (pag. 787) scrive: « System (17) can be reduced still
more by taking as the first equation therein another singular equation ». Quest’ osservazione
sbagliata, sulla quale si basa la ricerca delle forme canoniche, inficia tutto il Cap. IIL
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E che essa non lo sia risulta ancora, ad abundantiam, da quanto segue.
Se si opera una trasformazione del tipo (6) sul sistema (5) si trova che il si-
stema possiede gli invarianti (*!)

0 b dv by, dv® by dv® B0,

by A’ By, A by A B, L)

di cui due indipendenti. Ora ¢ subito visto che quando I non si presenti sotto
forma indeterminata esso ha, nelle forme canoniche (24), (25) e (26) del LANE,
valori numerici ben determinati (0 per le due prime e¢ —4 per 1 ultima):
sicché nessuna delle forme canoniche date dal LANE (e riprese integralmente
dal BOwWLES) & atta a rappresentare il piu generale sistema del tipo (b).

Poiché dunque al LANE & sfuggito proprie il caso piu generale, daro qui
un fugace accenno della trattazione analitica; da essa verra confermato quanto
s’& gia trovato, cioé che le superficie integrali di due equazioni del 3° ordine
sono quelle e soltanto quelle delle cinque classi indicate al n. 5.

9. Cominciarno dal supporre nelle (5) 0,0b,,6,, 5= 0. Se la superficie non
appartiene ad S, (caso ovvio perché fufle le superficie di S, sono integrali di
due equazioni del 3° ordine; in questo caso perd la superficie dev’ essere inte-
grale di un’equazione del 4° ordine che non pud ottenersi con una deriva-
zione dalle due date) si vede subito che deve appartenere ad uno spazio S,.

Infatti, usando notazioni di cui mi son servito parecchie altre volte (**),
le due equazioni si scrivono.

(8) { Xy = [5(2)]
? b30w30 + 3b21wu -+ bosxos == [S(2)] )

dalla prima di esse per derivazione si ha
&) Xy =[8(3)], 2,,=[83)]

(') Con lo stesso procedimento seguito nella mia Nota: Le forme elementari etc. « Boll.
Un. Mat. Ital. », 1926.

(3*) V. p. es. oltre «D. 8. I. »: Sullo spazio @’ immersione di superficie possedenti dati
sistemi di curve. (« Rendic. Ist. Lombardo », 1914, vol. XL'VII); Proprietd differenziali carat-
teristiche di enti algebrici. (« Memoria R. Acc. dei Lincei », 1921). Cito quest’ ultima Memoria
perché in essa (e in una Nota preventiva sulla superficie di VERONESE pubblicata nei « Rendic.
dei Lincei ») ho ripetutamente insistito sul fatto che non & sempre necessario serivere tutte
le condizioni @’ integrabilith di un sistema, bastando talvolta le pit espressive di esse aventi
un significato geometrico immediato per determinare la natura della superficie o varieta.

Con la notazione [. . .] indico una combinazione lineare dei punti indicati in parentesi
{quando non occorra specificarne i coefficianti): se poi non occorre specificare nemmeno i
punti, ma solo il fatto che essi sono punti derivati d’ordine <<v, scrivo piut brevemente [S(v)]
per indicare che quei punti appartengono alla S(v) osculatore in a.
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e dalla seconda
(10) | by, - 3b24x31 = [S§(3)]

% baowm -+ boswu = [S(?’)]

ove §3) & individuato da S(2) e da due dei punti x,,, «,,, x,,. Da esse ri-
sulta che lo S§4) in @ é lo §; di §3) e di a,,. Per ulteriore derivazione si
trova che §(b)= S(4) cioé che la superficie sta in ;.

Le proprieta proiettive di queste superficie si possono mettere in luce
considerandone le quasi-asintotiche (*%) y, ,: cioé le curve della superficie tali
che lo §, osculatore ad una di esse in un suo punto x appartenga allo §3)= S,
osculatore in o alla superficie. Per la loro stessa definizione, queste curve
devono esser tali che, indicandg con du, dv i differenziali su di esse, si abbia
dipendenza lineare fra S(3) e

@ ,Aut + 4o, du’dv + 6,,durdv® + 4o, ,dudv® + x,,do*
ovvero, per le (9), fra S(3) e
,,0ut + oo, duddo 4 2, dvt.
Le (10) permettono di sostituire all’ultimo punto

903,(— 30a, du + 4du*dv — 23" dv*);

b:}ﬂ 03
poiché «x,, non & contenuto in S(3), altrimenti la superficie starebbe in §, cio
che si é escluso, sulle v, , deve essere

(11) 30, by dut — 4b, by dudv — bl dv* = 0.

Qnesta é 1’equazione differenziale delle v, ,. Segue da essa che per ogni
punto della superficie ne passano quattro, sempre distinte dalle linee u, v. La
mancanza nella (11) dei termini in du?de® e in dudv® si enuncia geometrica-
mente dicendo che la quaterna delle tangenti quasi-asintotiche ¢ apolare a
ciascuna delle due quaterne du’dv®* =0 e dn’dv =0 formate con le tangenti
caratteristiche semplice e doppia relative alla prima equazione (8). Questa
proprietd geometrica vale naturalmente anche per le altre equazioni del fascio
a caratteristiche non tutte distinte.

(*#3) Ho introdotto questa nozione nella Nota del 1912: Sopra alcune estensions etc. e me
ne sono servito nei lavori finora citati ¢ in diversi altri. Chiamo quasi-asinfotica v, s una
curva di una superficie tale che lo S(r) osculatore in un punto alla superficie e lo S; oscu-
latore ivi alla curva abbiano una incidenza superiore alla normale (quale si ha per una curva
generica in un punto generico).
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L’invariante assoluto della quaterna delle tangenti quasi-asintotiche in un
punto & un invariante proiettivo del sistema (8): a meno di un fattore numerico
esso € proprio I di cui si ha cosi il significato geowetrico. Quando I =1
quelle tangenti non sono tutte distinte.

10. Oltre alle quasi-asintotiche y, , sono invarianti le curve definite annul-
lando I’Hessiana della (11) cioé da

(12) by,du’® — 3b, dudv® -+ 2b,,dv* =0
e ancora dall’annullare 1’ Hessiana di questa, cioé da
(13) o3y du® — 2,00, dudv + b2 dv* = 0.

In realtd 1’ Hessiana della (11) si ha moltiplicando il primo membro della (12)
per du, sicché di essa fa parte la tangente caratteristica doppia della prima
. equazione (8); il che vuol dire che la (12) rappresenta complessivamente le
altre tre diregioni caratteristiche doppie delle equazioni del fascio che
hanno la proprietd di possederne.

In ogni punto I'invariante assoluto delle due direzioni definite dalla (13)
e delle tangenti du —=0 e dv=0 da di nuovo il significato dell’invariante I;
mentre gli invarianti assoluti della quaterna formata dalle tangenti (13), da

una tangente arbitraria @ e da una o dall’ altra delle due tangenti du =0,

de
2
dv =0 danno il significato geometrico degli invarianti Ib)_z: %, %: ZZ

Come s’é detto, 1’esame di questo caso generale manca completamente
nel LANE.

11. Passiamo all’ipotesi b,,b,, 50, b,, =0 cioé al sistema

Lyy = [8(2)]
byo®54 + bogos = [8(2)].

(14)

Le superficie integrali appartengono pure ad S;. Le curve u(dv=0) sono
quasi-asintotiche y,!, e le rimanenti quasi-asintotiche sono definite da

(15) 4D, du® = by, dv®
cioé le loro tangenti costituiscono una terna apolare a du = 0, dv=0. L’inva-

riante assoluto di questa terna di tangenti quasi-asintotiche e di una tangente
3

. do . . L by, do® . T
generica a0 si esprime razionalmente per mezzo di b dn di cui quindi &
. 03

noto il significato geometrico (¢ I'unico degli invarianti (7) che sia finito e
diverso da zero nell’ipotesi in esame).

Annali di Matemalica, Serie IV, Tomo IX. 38
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Le altre equazioni del fascio con una caratteristica doppia e una semplice
sono del tipo
(16) B340 + 3)‘9012 + boy®oy = [S(2)]

quando si determini A con la condizione

(17) byl + 403 = 0;

03

sicché si hanno 4 equazioni distinte con la stessa proprieta (la prima delle (14)
e le tre ora determinate); e nessuna ha, come subito si verifica, una direzione
caratteristica tripla.

Se si cercano le direzioni caratteristiche semplici delle ultime tre equa-
zioni 16) con A radice di (17) si trova ch’esse sono definite proprio daila (15);
siccheé:

Nell’ ipotesi attuale esistono nel fascio 4 equasgioni con wuna direzione
caratteristica doppia ed una semplice (in ciascun punto): le 4 direzioni
caratteristiche semplici sono le tangenti alle quasi-asintotiche y,,, nel punto.
L’ Hessiana di questa quaterna da le direzioni caratteristiche doppie di
quelle 4 equazioni.

Anche di questo caso non v’é traccia nel LANE.

12, Passiamo a considerare il caso ,,=0, b,,b 0 cioé la forma canonica
30 » Y21Y03

f Xyy == UgqLgg 0y Xy + AppTge - ot

(18)
( by 2y, + byt = [S(2)]

la quale, come le precedenti, manca nel LANE.

Nella prima equazione si sono scritti i termini con le derivate seconde
perché due casi sono possibili secondo che a,, =0 o a,,==0.

Se «,,==0 la superficie sta in S, (e siccome ogni superficie di S, soddisfa
due equazioni del 3° ordine, non c¢i occupiamo oltre di questo caso).

Se a,, =0 I’ ambiente della superficie non & determinato dalle due equa-
zioni date e pud avere qualsiasi dimensione > 1T. Se si cercano le quasi-asin-
totiche y,,, si trova ch’esse coincidono tutte con le linee »(du = 0). Vogliamo
provare che queste stanno negli S, di una sviluppabile, cioé che la superficie
appartiene alla classe 3) (v. n.° b).

Riscriviamo percio il sistema (18) nell’ipotesi a,, =0

| L= [wu’ Xog s S(1)]

19
19 U 8by,20,, + byye, = [S2)].

Per derivazione dalla prima (19,) e sostituendo x,, e x,, date dalle stesse
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(19) si ha
Xy ==[%og, X,,, %y, S, wn:[wos, S(2)]
Xy = ®og, Xy(s Loy, S(1)]

mentre per derivazione della (19,) rispetto a »
w04 :[w03’ S<2)]

Derivando perd questa rispetto ad u, se essa contiene a,,, si ottiene nel-
I’ espressione di 2,, un termine in 2,, che non figura nell’ altra espressione
di a,,; sicche, non potendo esistere per ipotesi una terza equazione del 3° ordine
quale si otterrebbe confrontando le due espressioni di «,,, dev’essere

wm:[woa: Lyys Loy S(l)]-

Derivando una o piu volte «,, e «x,, rispetto a v si vede che tutti i punti ax,,
e x,, (g qualsiasi) stanno nello S, dei punti @, ®,,, X4, X, Logy Xoy. Ci0 gid
prova 1 asserto : perché questo S, contiene la curva » per x e quella infini-
tamente vicina; affinché non tutta la superficie stia in un §; (quello di una
curva v) bisogna che le curve o» stiano in §, e due S, infinitamente vicini
in §;, cioé gli o' S, delle curve v siano quelli di una sviluppabile.

Del resto pud controllarsi la conclusione anche per via analitica. Se le
curve v appartenessero effettivamente ad S, (e non ad S,), detto S; potrebbe
individuarsi con i punti &, x,,, Xy, Cosy Loy, Loy © poiché esso contiene i
punti @,, e x,, si avrebbe

xioz[xow Logr Logy Logy Loy w]z mu:[wow'"; .’)0]

da cui, per derivazione rispetto ad w, anche «,, risulterebbe appartenente
allo stesso S,: cioé si avrebbe una relazione d appartenenza fra a,, e lo S(2)
contro I'ipotesi 4,, 3= 0. Quei punti non sono indipendenti cioé le linee v stanno
in §;: e quanto s’ & gia detto prova che due S, infinitamente vicini stanno
in S, (). '

13. Proviamo ora inversamente che ogni superficie con oo! linee negli S,
di una sviluppabile pud, con una conveniente scelta delle variabili %, », con-
siderarsi integrale di un sistema del tipo (19).

Scegliamo le linee date negli S, come linee »(du=0), lasciando per il

(*¥) 11 tipo di ragionamento usato in questo numero consiste in sostanza nell utilizzare
quelle condizioni d’integrabilita che hanno un significato espressivo, come s’¢ detto nella
nota antiprecedente (??), e non tutte. Scriverle tutte & un lavoro materiale che non ha seopo
se non si riesce ad interpretarle geometricamente.
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momento indeterminate le linee #(dv = 0). I piani tangenti alla superficie nei
punti di una » stanno in uno §; (quello di due linee » infinitamente vicine);
quindi lo spazio 3-tangente alla superficie secondo una linea » & uno S, e non
uno S;. Cio si esprime con una relazione del tipo

(20) 3C,o 5 = Cogoy = €, X,y ~ Coalyy + Cpo, + Co &y, = CoplX.
Di pin, gli S(2) osculatori in & e in un punto infinitamente vicino sulla v
pia, g p

per 2 stanno in §; (quello della v per x e di due v infinitamente vicine) e
nou in uno S§,; percido vale una relazione del tipo

(21) Sd:ﬂx?l + Sduwm + doamos == dz Lo 1= duwu -+ dozmw + o
Come &’ e detto, rimane ancora arbitraria la scelta delle linee u. Cerchiamo

se esiste un sistema di linee tali che i piani osculatori alle » in due punti
infinitamente vicini di una di esse stiano in uno S, (e non in S§;); cioé se si

. du . .
pud determinare 75 cosi che i punti

X, Ly, Xoyy X004 4,dv, 2,,du - 25,dv, o,du 4+ 2,dv

siano linearmente dipendenti.

Cio accade evidentemente per le curve definite dall’ equazione differenziale

Cosdtt — 3¢, dv=0;

cioe esiste una curva per ogni punto della superficie avente la proprieta voluta.
Scelte queste come curve 7 si ha ¢, =0 (¢,, F=0); con cid6 I’ equazione (20) &
dello stesso tipo della prima delle (19); e alla (21), con una combinazione
lineare, puo sostituirsi un’equazione dello stesso tipo della seconda delle (19).
E cosi provato quanto si voleva ed € esaurito I’ esame della forma canonica (19).

14. Esaminiamo il caso b,, = 0, b,,0,, &= 0, cioé il sistema

(22) Lyp == Qgo®yo + @) Xy + Ay @yy 1= ..
I b30w30 -+ 3b2lx21 - b20w20 -+ bilmli -+ bO?”O? + ..

Se b, #= 0 la superficie sta in §;. -

Supponiamo invece &4, =0. Le quasi-asintotiche v,,, coincidono ora tutte
con le linee u(dv=20) e questo fatto ci fa gia avvertiti che le superficie in
esame, nonostante la diversa apparenza delle forme canoniche, coincidono con
le precedenti, salvo che qui le v, , sono le linee w invece delle v. Per faci-
litare il confronto scambiamo nell’ ultimo sistema le variabili v e » e riscri-
viamolo cosi
(23) Xy =y + ', 0, + &, 2, + ...

3b,i2x12 + b,03x03 - b,llxii + b'O'Zm()? _*_ A (b’£2b’03 :*: 0)°
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Si riconosce qui la forma canonica (25) del LANE: per quanto s’ é visto
le superficie integrali posseggono oo! curve v negli 8, di una sviluppabile,
cioé appartengono alla classe 3) gia trovata (n. 5).

15. Il LANE non indica affatto la natura geometrica di questa classe
di superficie. Il BowLEs invece nella sua Tesi (p. 95, n. 3) cerca di determi-
narla ed arriva alla conclusione che le linee v sono immerse in spazi §; senza
poi dare alcuna proprieta di questi S;. Ora, una superficie (non di §,) con oot
curve in oo' §; non soddisfa affatto ad un sistema del tipo, perché questa cir-
costanza non implica nessuna proprieta relativa all’intorno del 3° ordine di
un punto della superficie; sicché il risultato & certo sbagliato.

Ma & anche facile trovare quello giusto seguendo lo stesso metodo tenuto
nel caso precedente.

Tufatti dalla prima delle (23) si ha per derivazione rispetto a »

(24) Dy = %45, S(2)]
e dalla seconda derivando rispetto ad % e poi a v
(25) L5 ==[2,,, S@)), 2, = [245, S(2)]
e dalla (24) derivata rispetto a v
Lyy = %05, S(2)].

Se invece si deriva la prima delie (25) rispetto ad «, e se in essa comparisce
un termine in wx,,, si ottiene un’espressione di a,, contenente a,,: cio € im-
possibile (per 1" ipotesi dell’ esistenza di due equazioni del 3° ordine), quindi

. Dy = [®ogy Xyyy Loy, S(1)]
e percio anche

x‘)l:[wm?’ xlll w02’ S(l)]‘

Da queste con successive derivazioni rispetto a v segue che x,4, %, CON ¢
qualsiasi appartengono allo S, dei 6 punti x, @,,, %, , ®,,, %o, Loz- S
questo 8, potesse individuarsi con i punti @, x,,, %y, L., Loy, Lo (Qualora
‘ossero indipendenti) dovrebbe aversi
t dipendenti) d bb ersi

Xy =1[2, Loy Tug, Loy, Loyy By

quindi anche x,, apparterrebbe allo stesso §;: cioé si avrebbe una relazione
fra i 6 punti prima nominati e ®,,, cio& una nuova equazione del 3° ordine,
necessariamente indipendente dalle (23) contro 'ipotesi. Sicché le curve v
stanno in S, e due infinitamente vicine di esse nello S, pitt volte nominato.

Ii cosi nuovamente provato che le superficie integrali sono quelle della
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classe 3) e che il risultato del BOWLES & sbagliato; in conseguenza sono poi
shagliate le deduzioni del BowLES$ sulle quasi-asintotiche appartenenti alla
superficie.

Si prova poi facilmente che ogni superficie con oo! linee negli S, di una
sviluppabile soddisfa ad un sistema del tipo (23). Le linee » sono necessaria-
mente quelle ora nominate, mentre le 1 sono quelle caratterizzate dalla pro-
prietd espressa dalla prima equazione, gia enunciata al n. 7.

16. Se si confrontano i risultati degli ultimi due numeri relativi alle
forme canoniche (19) e (23), si vede che esse rappresentano la stessa classe
di superficie: il che mette ancora in evidenza che le forme canoniche hanno
un interesse secondario, e solo di strumento, rispetto alla caratterizzazione
geometrica delle superficie. La diversa apparenza delle forme canoniche di-
pende dalla diversa scelta delle linee parametriche sulla superficie nei due
casi. Le linee v sono le medesime (quelle situate negll oo' S)): differiscono
invece nei due casi le linee u determinate da proprietd geometriche diverse.
B interessante vedere come si passi dall’ una forma all’ altra.

Riferiamoci percio alla prima forma canonica (19) e determiniamo sulla
superficie quelle linee per cui le taungenti alle linee » in « e in due punti
infinitamente vicini sulla linea del sistema da determinare per o« stanno
nello S(2) osculatore in x (& questa appunto la propriethd delle linee u relative
alla forma canonica (23) che vogliamo determinare a partire dalla (19)). Su

una tale linea, caratterizzata dai differenziali i’ devono essere linearmente

dipendenti i punti che definiscono S(2) e il punto

2, du® 4 20, dudv +- 2,,dv*.
Tenuto conto delle (19) si ha I’ equazione differenziale delle linee cercate
(26) by, du? = 3b,,dv*;

il loro carattere invariantivo & palese perché per esse il secondo degli inva-

rianti (7) vale 3 V’¢ dungue un doppio sistema di tali linee e queste sono

divise armounicamente dalle linee u, v della forma canonica (19).

Ne segue che delle due forme canoniche (19) e (23) rappresentanti la me-
desima classe di superficie, la prima, non considerata dal LANE, & preferibile
perché univocamente determinata dalla superficie, mentre la seconda ha lo
svantaggio d’ introdurre una irrazionalitd ed eventualmente linee parametriche u
immaginarie anche se la superficie & reale, cid che non é affatto necessario.
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17. Passiamo brevemente in rivista i casi nei quali due dei coefficienti
bgoy by, by della seconda delle (5) sono nulli. Se &,,=b,, =0 si ha il si-
stema (1); se b,, =b,; =0 si ha il sistema (2). Se infine &,, =b,, =0 si ha
il sistema
@0 ‘ x,, =[S(2)]

Lgg = [8(2)]

in cui la seconda equazione ha le tre direzioni caratteristiche coincidenti.
Su di essa non m’intrattengo ora perché essa si ripresenta come caso parti-
colare nello studio di un fascio di equazioni contenente un’ equazione (almeno)
con direzione caratteristica tripla, studio che ora passiamo a fare esaurendo
cosi I'ipotesi che nel fascio esista un’ equazione riducibile al tipo (4).

18. E bene dire esplicitamente, per evitare malintesi, che, escluso il caso
in cui nel fascio esistano due siffatte equazioni, gli altri casi che si ofter-
ranno pur presentando aspetti diversi dal lato formale, cioé nelle forme ca-
noniche a cui si giunge, non offrono tipi di superficie che non siano gia stati
incontrati. Cid non toglie che lo studio delle stesse superficie da un punto di
vista differente presenti interesse: perché, come p. es. gia accade nella teoria
delle coniche o delle quadriche, forme canoniche differenti si prestano a sta-
bilire agevolmente proprietd che sarebbe piu difficile raggiungere attenendosi
ad una sola di esse.

Quando nel fascio esiste una (almeno) equazione a direzione caratteri-
stica tripla, la convenienza di assumerla come una delle due equazioni ca-
noniche sta nel fatto che la 1iduzione di essa alla forma tipica (4) implica
la determinazione di un solo sistema di linee parametriche; sicché poi ci
si potra giovare e della scelta dell’ altro sistema di linee parametriche e della
scelta di un’altra equazione nel fascio per determinare nel modo piu semplice
la seconda equazione del sistema.

E questo un vantaggio notevole che si ha sul caso in cui non esista nel
fascio un’ equazione a direzioni caratteristiche tutte coincidenti.

19. Supponiamo dunque che nel fascio di equazioni del 3° ordine ve ne
sia una (almeno) per cui le tre direzioni caratteristiche coincidono. Prese le
linee inviluppate da queste come linee », e lasciando affatto arbitrarie le
linee u, un’equazione del fascio pud sempre scriversi, come s’ & detto,

(28) Loy == Qpy®ag 4= Ay X)) = Ugyoy - A1, + B Loy + Qoo -

Questa esprime che le linee v sono quasi-asintotiche vq,5-
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La seconda equazione del fascio, senza particolarizzare le linee wu, pud
sempre scriversi

(29) bsomos + 30249321 +- 30‘263,2 = bzowzo + bum“ + bozwoz -+ ...

Se nel fascio v’'& un’altra equazione a direzioni caratteristiche coincidenti, le
linee inviluppate da esse possono prendersi come linee u e si ha

(30) Xy = bzomzo -+ bnwn + bozwoz + .. (25)

le superficie integrali stanno in §, o in S;, com’é evidente.

20. Esaminiamo il caso generale b, 0. Le quasi-asintotiche della su-
perficie v, , si compongono del sistema, contato due volte, delle v, , (linee v)
¢ del doppio sistema rappresentato da

(3B%, — b,yby)du® — 4b, b, dudv + 205 dv* = 0.

E naturale assumere come linee u, non ancora determinate, quelle che divi-
dono armonicamente in ogni punto col sistema delle v, , il doppio sistema
delle v, ,. Con questa scelta b,,==0; e piu in particolare se le y, , per ogni
punto coincidono (necessariamente in v, ;) b,,=0 e si ottiene il caso parti-
colare gia segnalato.

Sicche la forma canonica per b,,3=0 &
Loy = ...

31) ;
030%a0 A= 3D, = ...

(e in generale b,==0) di cui é inutile scrivere l’evidente interpretazione

geometrica.
. . by dv® , . . . .
Si prova poi che b—m ¢ invariante (per le trasformazioni che lasciano

i2
inalterate le linee w«, ») e si hanno quindi sistemi doppi di linee invarianti

quali

byodv* + 0, du* =0, b, dv* —b,,dw? = 0.
Le superficie di questa categoria appartengono, come sottoclasse, a quelle
rappresentate dal sistema (5): e precisamente sono quelle per cui dei quattro

(**) I1 Lane impiega il Cap. IT del suo lavoro per giungere a questa conclusione pres-
soch® evidente, Lie linece u, v della superficie sono quasi-asintotiche v,,;: in « D. 8. 1.» &
gid enunciato in corsivo (pag. 630) il fatto che se una superficie possiede un doppio sistema
di v,,; essa sta in S; (0 in uno spazio minore). Nonostante ¢id, questo sarebbe uno dei casi
sfuggitimi secondo il Laxe. E pure ovvio che le v,,, assorbono tutte le vs, ;.
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sistemi di quasi-asintotiche v, , uno & doppio e da luogo quindi ad un sistema
(semplice) di v, , (le linee v del sistema (31) attualmente in esame). Riferendoci
al sistema (3), questo caso si presenta quando I=Q§£°~3=1

24
quando si presenta questo fatto si ha nel fascio un’equazione a direzioni
caratteristiche tutte coincidenti (che & precisamente quella assunta ora, nel
sistema (31), come prima equazione).

Quando si presenta questo caso, 1'ultima forma canonica (31) & prefe-
ribile all’altra (B) con la condizione dell’invariante I=1, perché mentre
questa non & univocamente determinata lo & invece la (31).

Anche la forma canonica (31), come quella pitt generale (5), & sfuggita
al LANE.

; e viceversa

»

21. Esaminiamo ora I’ipotesi b,, =0, b,, &= 0 cioé il sistema

(32) ‘ Ly == Ay, Xy, -1~ ...
| 88,0, - 8B,y = byyye 4 .

Se a@,, =0 la superficie sta in §,. Escluso questo caso, dev’ essere a,,= 0.

Possiamo determinare sulla superficie un sistema di curve tali che le
tangenti alle linee v in tre punti infinitamente vicini di una di esse stiano in
un S(2); questo sistema & rappresentato dall’equazione differenziale

b, du — 2b,,dv =0,

quindi assunte le linee di questo sistema come u (ancora non determinate)
si ha b,,=0, cioé la forma canonica

Lg
| @og = ), - Bpe%gy + ...

33
Ly, == by0®yy + 0,2, + b5 + ...

Questa & la forma canonica (22) o (30) del LANE per a’ =0 (che corrisponde
al nostro a,, =0). Ma né il LANE né il BowLES determinano i caratteri di
queste superficie: essi si limitano a dire che esse possono esistere in S,
con n =17, pur scrivendone tutte le condizioni di integrabilita.

E invece facile mostrare ch’esse appartengono tutte alla nostra classe 3).

Infatti si mostra immediatamente che tutti i punti del tipo 2,,, %, con
g > 0 qualsiasi stanno nello S, dei punti (indipeéndenti) x,,, ®,,, %4, %,
x, , ©. E tanto basta per ‘concludere geometricamente che due curve v in-
finitamente vicine stanno in S, e quindi (poiché non pud starvi la superficie)
che le curve v stanno in S, e che questi appartengono ad una sviluppabile,
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Ma se si vuole una dimostrazione analitica di quest’ ultimo fatto basta
osservare che, se &, X,,,.., &, fossero indipendenti, con essi si individui-
rebbe lo S, di poco fa, e quindi @x,, sarebbe esprimibile linearmente per essi.
La relazione cosl ottenuta derivata rispetto ad u« (e tenuto.conto delle pre-
cedenti) darebbe x,, come appartenente allo stesso S, cioé si avrebbe una
nuova equazione del 3° ordine (del tipo «,,=...) cosa esclusa, altrimenti
sarebbe S(3)=S,. E cio prova che le curve » stanno in S,; e le relazioni
prima stabilite che i loro S, appartengono ad una sviluppabile.

Sicché anche queste superficie erano perfettamente note, appartenendo alla
classe 3), Esse ne formano una sottoclasse (ottenuta dalla (23) per &',, =0); e cid
pure & geometricamente evidente, perché su una superficie con oo' curve
negli S, di una sviluppabile, scelte queste come linee v, si pud sempre determi-
nare un sistema di linee % in modo da soddisfare alla seconda delle equazioni (32)
ma non, in generale, alla prima: la proprieta, facile ad enunciarsi, da questa
espressa caratterizza le superficie in esame fra quelle della classe 3).

Se infine b,,=05,, =0 si ha il tipo (1) gid trovato (salve lo scambio
du % con v).

22. In un altro lavoro (*°) il LANE esamina le superficie integrali di 3
equazioni a derivate parziali lineari omogenee del 3° ordine. Anche qui Egli
si preoccupa della riduzione a forme canoniche, ricavandone qualche con-
seguenza geometrica. In poche parole, utilizzando i risultati del mio lavoro
in casi estremamente particolari, si esaurisce la questione.

Infatti se S(2) =S, per I’esistenza delle 3 equazioni del 3° ordine si ha
S(3) = S,; e percio (Lemma II) o la superficie sta in S; o contiene o' curve
negli S, di una sviluppabile in un ambiente qualsiasi). Siccome poi tutte le
superficie di queste due classi soddisfano a 3 equazioni del tipo voluto, la
ricerca & terminata.

Se invece §(2)=S,, caso che il LANE esclude, e si hanno 3 equazioni
del 3° ordine (di cui due necessariamente derivate da una del 2°) si bha
SB3) = §, e percié (Lemma II) o la superficie sta in S, e possiede un doppio
sistema coniugato o un sistema semplice di asintotiche, oppure contiene oot
curve nei piani di una sviluppabile. E siccome queste affermazioni s’invertono,
non c’é altro da dire.

(26) E. P. LAxE: Integral surfaces of triads of partial differential equations of the third
order. (« The Tohoku Mathem. Journal », vol. 33, n.i 1 e 2; 1930).
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Uber die Aquivalenz
und Klassifikation dynamischer Probleme

von ERWIN SCHUNTNER (Wien)

Bei der Betrachtung der Gesamtheit aller dynamischen Probleme eines
bestimmten Freiheitsgrades taucht die Frage auf, ob es moglich ist, diese
Gesamtheit so in Klassen einzuteilen, dass in jeder einzelnen Klasse nur solche
Probleme stehen, die durch geeignete Transformationen miteinander dquivalent
sind, in verschiedenen Klassen aber nur solche, fiir die es keine derartige

ransformation gibt. Ferner ergibt sich die Frage nach dieser Klassenanzahl
fiir jeden Freiheitsgraden und schliesslich nach dem moglichst zweckméassig
gewahlten Reprisentanten jeder Klasse.

Es sei vorweg bemerkt, dass man heute nicht im Stande ist, auch nur
die Klassenanzahl fur jeden Freiheitsgrad anzugeben, weil man noch weit
davon entfernt ist, die Gruppenanzahl fiir jede beliebige Zahl vou Variablen
zu kennen, geschweige denn, die Transformationsgruppen selbst.

Im folgenden werde ich mir gestatten, einen Weg zur Beantwortung der
Fragestellung zu zeigen, der, wie ich glaube, dahin fiihrt, jeden Fortschritt in
der Theorie der continuierlichen Gruppen mit einem Fortschritt im obgenannten
Problem zu verkntipfen. Einleitend gebe ich eine kurze Uebersicht tber die
bisherigen Arbeiten und Fortschritte in dieser Frage.

1. Historisches. — Den Anstoss zur Fragestellung und gleichzeitig die
Richtung der ganzen Entwicklung gab SOPHUS LIE mit seinen beiden Arbeiten:
« Classifikation der Flachen nach der Transformationsgruppe ihrer geodati-
schen Linien: Universitatsprogramm Christania 1879 » sowie « Untersuchungen
tiber geoditische Kurven » (*). In jhnen untersucht LIE alle jene Fliachen,
deren geoditische Linien eine oder mehrere inf. Transformationen zulassen
und stellt die zugehodrigen Linienelemente auf. Es ergeben sich einige wenige
Typen und damit eine Klassifikationsmoglichkeit fiir diese Flichengattung,

() « Math. Annalen », Bd. 20, 1882, S. 857-439.
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indem man alle jene, die auf eine der gefundenen Typen abbildbar sind, in
eine Klasse rechnet.

Zur Anwendung in der Dynamik war nur notwendig, die Dimensionszahl
von ihrer Beschriankung auf n =2 zu befreien, was wohl schon von LIE ins
Auge gefasst, jedoch nicht durchgefiihrt wurde (*). Charakterisiert man nam-
lich ein dynamisches Problem durch seine Kraftefunktion U= U{x,, x,, ... 2,)
und die lebende Kraft Saa,x, (Wo (2, Xyy oo By) = Qpil@,, 22,, ... ;) I8t
und 90'“ {132, ... die Ableitungen nach der Zeit bedeuten), so wird im Raume
R, (x,, %,,..2,) eine Schar von « Trajektorien » oder « Bahnkurven des dynam,
Problems » hervorgerufen. Es erweist sich unmittelbar, dass diese Trajektorien
zusammenfallen mit den geodatischen Linien dieses Raumes, wenn er die
Massbestimmung

ds* =(h — U) Zk aipdoc;dry
1

tragt. Dabei bedeutet 2 eine willkiirliche Konstante. Auf die Fille n =2 (?)
und 7 =3 (®) wendet STAUDE die LiE' sche Methode an.

Den allgemeinen Fall nimmt sodann P. STACKEL in Angriff. Sein Bestreben
ist, Typen dynamischer Probleme n-ten Freiheitsgrades aufzustellen, deren Tra-
jektorien eine inf. Transformation gestatten, dann solche, deren Trajektorien
zwel inf. Transformationen gestatten u.f. s., tiberhaupt Typen, deren Trajekto-
rien eine LIE sche Gruppe gestatten. Nun ordnen sich aber die oo*"—' Trajek-
torien zu oc! Familien von je oo?"—2 ziisammen, gemass der Willkiir in der
Wahl des Parameters .

STACKEL beginnt mit den Falle, jene dynamischen Probleme aufzustellen,
deren h-Biindel von Bahnkurven ohne Riicksicht auf den Wert des 2 eine inf.
Transformation zulassen (*) und geht in einer folgenden Note an die Vorbe-
reitungen heran, jene Typen zu suchen, deren natiirliche Bahnfamilien unter-
einander von inf. Transformatlonen vertauscht werden (°). Dieser allgemeinere

(1) Vergleiche auch LIouvILLE, Sur un probléme de U Analyse, quéi se rattache aux
équations de la Dynamigue. (< C. R. », t. 115, 12, Sept. 1892).

(}) STAUDE, Ueber die Bahnkurven eines, auf einer Oberfidiclie beweglichen Punlktes, welche
inf, Transformationen zulassen. (Leipziger Berichte, 17. Okt. 1892, pag. 429-46).

(}) STAUDE, Ueber die Bahnkurven eines im Raume von 3 Dimensionen bereglichen Pun-
ktes, welche inf. Transformationen zulassen. (Leipziger Berichte, 31. Juli 1893, pag. 511-522).

¢ P. STACKEL, Ueber dynamische Probleme, deren Differentialgleichungen eine inf. Tran-
sformation zulassen. (Leipzig. Berichte, 8. Mai 1893).

) P. STACKEL, Sur les problémes en Dynamique, dont les équations différentielles
admettent un groupe continu (<« C. R. », t. 119, 8. 1723.5).
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Fall wird von ihm dann noch weiter ausgefiihrt und schliesslich alle Typen
dynamischer Probleme gefunden, deren Bahnfamilien — ohne Riicksicht auf den
Freiheitsgrad — durch ein und zweigliedrige Gruppen vertauscht werden (*).

Sind schon diese Rechnungen itiberaus weitlaufig, so wirde ein Wei-
terschreiten auf dem eingeschlagenen Wege auf immer grosser werdende
Schwierigkeiten stossen.

Auf dieselbe Fragestellung wurde PAINLEVE (?) anlasslich von Untersu-
chungen iiber die Transformation der Bahngleichungen dynamischer Systeme
gefiithrt und behandelt sie eingehend in einer Arbeit « Sur‘les mouvements des
systemes dont les trajecteires admettent une transformation infinitésimale (3) ».
Ohne alle Fragen restlos bereinigen zu koénnen, kommt er mehrmals darauf
zurick (*). Eine abschliessende Darstellung gibt PAINLEVE in einer grosseren
Arbeit im « Journal de Math. » (?), doch gelangt dort mehr die Transforma-
tion der Bahngleichungen zur Behandlung, wahrend der gruppentheoretische
Charakter zurticktritt,

An diese Arbeit schliessen sich zwei Publikationen von Bedeutung an:
eine Abhandlung von T. LEVI-CiviTA im Jahre 1896 (f) und eine solche von
Guipo FuBiNI im Jahre 1903 (7).

Was ziinachst die drei FUBINI’ schen Noten anlangt, so wird in der ersten
von ihnen gezeigt, wie die STACKEL’ sche Methode wesentlich vereinfacht und
ihr Resultat ergénzt werden kann, so dass die Aufgabe, melhirgliedrige Gruppen
zu bestimmen, die die oo' natiirlichen Familien in sich iiberfiihren (PAINLEVE
bezeichnet dies als die « wahre Schwierigkeit ») viel von ihrer abschreckenden
Weitschweifigkeit verliert. Dies macht sich in der zweiten Note bemerkbar,
wo von FUBINI alle Problemtypen in drei Variablen aufgestellt und den
STACKEL’ schen (fir ein-u. zweigliedrige Gruppen) noch weitere zehn angereiht

") P. STACKEL, Anwendung von Lie's Theorie der Transformationsgruppen auf die
Differentialgleichungen der Dynamik. (Leipziger Berichte, Bd. 49, 1897, S. 411-442).

(}) P. PAINLEVE, Sur les transformations en mécanique. (« C. R.», 11, Avril 1892, S, 901-904
und « C. R. », t. 119, S. 1109-1107.

() P. PaINLEVE, « C. R. », t. 116, 16. Mai 1892, S, 21-24.

() P. PAINLEVE, «C. R.», t. 116, 8. Janvier 1893, 8.22 und « C. R. », t. 119, 15. Octobre 1894.

() P. PAINLEVE, Mémoire sur les transformations en Mécanique. (< Journal de Mathém. »,
serie IV, tome X, I894).

() T. Levr-Civita, Sulle trasformazioni delle equazioni dinamiche. (« Annali di Matema-
tica pura ed applicata », serie II, tomo XXIV, 1896).

(") Guipo FuBINg, Ricerche gruppali relative alle equazioni della dinamica. Nota I, IT, ITI.
(« Rend. Lincei », (3), 12, [1], pag. 502-506, pag. 60-70, pag. 145-151).
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werden. Auch fiir » — 4 bietet das FUBINI’ sche Verfahren keine Schwierigkeit
mehr,

In der dritten Arbeit bringt FUBINI allgemeine Satze iiber dynamische
Probleme in n Variablen, deren Lagrange-Gleichungen LIE sche Gruppen
gestatten.

Der Charakter der Untersuchungen FUBINI's ist ein rein gruppentheore-
tischer und setzt, an Painlevé’ s grosser Arbeit ankniipfend, die Entwicklung
L1E, STAUDE, STL&CKEL, PAINLEVE fort.

Ebenfalls an PAINLEVE ankniipfend, jedoch nach anderer Richtung fortschrei-
tend ist die Arbeit von LEVI-CIVITA.

PAINLEVE bezeichnet zwei dynamische Probleme (A) und (4,) als « corre-
spondierend » wenn sie gleichbahnig sind, d.h. wenn die Trajektorienschar
fiir beide Systeme dieselbe ist und stellt iiber solche « gleichbahnige Systeme »
eine Anzahl von Satzen auf. LEVI-CiviTA stellt und 10st nun vollstandig die
Aufgabe, die Bedingungen anzugeben, unter denen zwei krdfie/reie Systeme
(A) und (A4,) correspondierend sind und dic weitere, fiir correspondierende
Systeme Typen anzugeben. Anders ausgedriickt: es wird die Aufgabe gelost,
einen Raum R,(x,,x,,... ©,) geoditisch auf einen anderen Ranm R, (x',, 2',,... 2',)
abzubilden.

Dabei bedient sich LEVI-CiviTa des von Ricct neu entdeckten absoluten
Differentialkalkuls.

Es ist sehr wahrscheinlich, dass die Entwicklungen von PAINLEVE und
STACKEL durch Bentitzung des Begriffs der covarianten Ableitung an Einfacheit
gewinnen wirden. Eine weitere formale Vereinfachung wiirde sich ergeben,.
wenn man von einer covarianten Form der Trajektorien-gleichungen ausgehen
witrde ().

Mit den Arbeiten von FUBINI haben die Untersuchungen {iiber diesen
Gegenstand ihren Abschluss gefunden. Zusammenfassend kann gesagt werden,
dass vom Anfang an die Aequivalenzfrage dynamischer Systeme eng verkniipft
war mit der Traunsformationstheorie der Bahnkurven im Raum mit den Koor-
dinatem x,, ®,, ... ©,.

Aber abgesehen davon, dass in den genannten Untersuchungen nur solche
mechanische Systeme herangezogen werden konnen, deren Lagrangefunktion

von der Form L = Zu 22, — Ule) ist, leiden die daraus entspringenden Klas-
ik

(') BErwaLD und P. Frank, Ueber eine covariante Gestalt der Differentialgleichungen
der Bahnkurven allgemeiner mechanischer Systeme. (< Math. Zeitschrift >, 1924).
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sifikationen an der weiteren Einschrankung, dass weitaus nicht alle derartigen
Systeme auch die von PAINLEVE und STACKEL vorausgesetzten Transformations-

eigenschaften haben. Nicht alle Systeme von Lagrange-Gleichungen gestatten
LiE’ sche Gruppen.

Im Folgenden machen wir den Versuch, jeden: dynamischen Problem
(mit heliebigerr Lagrangetunktion) umkehrbar eindeutig eine LIE’ sche Gruppe
zuzuordnen, so dass erreicht wird:

1.) dass alle dynamischen Probleme in Klassen eingeteilt werden,
2.) dass mit jeder neu gefundenen Gruppe der obgenannten Art auch
ein neuer Typus dynamischer Probleme aufgestellt werden kann.

Die Trajektionen im n-fach ausgedehnten Raum mit den Koordinaten
X,y Xy, ... 0, (den generellen Koordinaten des Problems) bleiben ausser acht,
dafiir stellen wir eine Verbindung her zwischen den oben genannten Gruppen
und den Trajektorien im Phaseniraum des dynamischen Problems,

Bei dieser Gelegenheit mochte ich HERRN Prof. M. RApAKOVIC in Graz,
dem ich die Anregung zur vorliegenden Arbeit verdanke, fir das lebhafte
Interesse und die zahlreichen Ratschlage danken, mit denen er das Fort-
schreiten der Arbeit begleitet hat.

2. Lagrange-Aequivalenz und Hamilton-Aequivalenz. — Ein dynamisches
Problem n-ten Freiheitsgrades moge die Lagrangefunktion L(x,, x,, ... Z,,
9'5‘, 9&2, aé,,):L(oo]oé) besitzen. Seine Bewegung vollzieht sich gemiss den
Lagrange- Gleichungen zweiter Art

d 3L\ 3L
&) d_t(a_g'o)_ =0 =12 .

Ein anderes dynamisches Problem mit ebensoviel Freiheitsgraden habe
die Lagrangefunktion L(a'|2’) und die Bewegungsleichungen

d (oL ol
7 ( )

—|——1—5s~==0, v=1,2,..n).
dt aw,v ax/v b ( y = )

Es kann nun der Fall eintreten, dass eine nicht singulare Punkttransfor-
mation

(1) x, =[x\ x, . x), (v=1,2..n)
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existiert, die nach ihrer Erweiterung um
n
. of -
Xy :Z—, x,, (v=1,2,..n)
b (O

das System (L) tberfithrt in das System (Z). Dann ist (L) mit (L) dquivalent
vermoge der Transformation (1).

Man kann jedoch auch von den Hamilton’ schen Diﬂ'erentialgleichungeli
der Bewegung seinen Ausgangspunkt nehmen.

Sei ein canonisches System mit der Hamiltonfunktion Hx,, «,, ... @y,
Diy Dyy e Pu) = H(x|p) vorgelegt.

de, OdH dp,  °H .
(H) U W my v=12,..n)

und ein weiteres mit der Hamiltonfunktion H'(x’ p’)
do’, OH dp', OH

U T T Tk T

(v=1, 2, ..n).

Aus der Hamilton-Jacobi’ schen Theorie ist bekannt, dass es stets, wie
auch H und H' beschaffen sein mégen, eine Berithrungstransformation

%, = X\ @y .. T, Py Py e ?'n)
(2) Dy = v(wlgxlg mlm plu p,27 p’n)
(v=1,2 ..n)

mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante gibt, die (H) in (H') iiber-
fiihrt. Um sie zu finden, hat man die Hamilton-Jacobi’ sche partielle Differen-

tialgleichung
H('cl Sl/) = H’(z'
o

2 W)
o’

\

vermoge einer Funktion W (die auch von willkurlichen Konstanten abhiangen
wird) zu integrieren und

W, W

=7 D= (v=1,2,..9%).

zu setzen. Die Auflosung dieser 22 Gleichungen nach den xv und p, liefert
die Berithrungstransformation (2). Die Systeme (H und (H') sind stels durch
eine Bertihrungstransformation aquivalent. Es erhebt sich nun die Frage: wenn
die Gleichungen (H) dasselbe mechanische System reprasentieren, wie die
Gleichungen (L), wenn anderseits (H’) und (L’) ebenfalls untereinander das-
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selbe mechanischen System charakterisieren: welche Bedingungen ergeben
sich fir die Transformationen (2), falls eine Transformation (1) existiert, bezw.
falls dies nicht zutrifft?

Damit das Hamilton-System (H) dasselbe dynamische Problem charakteri-
siere wie das Lagrange-System (), ist das Bestehen der Bindungsgleichungen
(B) a—.L:pv (v=1,2, ..n)

o,
2

(mit nicht identisch verschwindender Determinante

notwendig und
0,000,

hinreichend. Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion stehen in der Beziehung
(3) H(x p) = (E?V‘ID - I’)p. s DaseePn
y=

wo die Indizes p,, Py, ... Pn an der Klammer andeuten, dass vermoge (B) die x,
durch die p ersetzt sind.

Dasselbe gilt auch fiir die Systeme (H’) und (L). Auch zwischen ihnen
miissen, weun durch sie ein und dasselbe dynamische Problem charakterisiert
werdeu soll, Bindungsgleichungen

(B) Woep, v=1,2.0)
dax'y
. *L | . . . .
bestehen mit | ———|== 0). Zwischen Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion
X 0% p

besteht die Gleichung

n . *
) H@ 1) = Ep'® — Ly, praseewn

Wir machen nun die Annahme, dass (L) und (H) ein und dasselbe dynamische
Problem (P) reprasentieren, andererseits durch (L) und (H') ebenfalls ein
dynamisches Problem, und zwar ein anderes, (P’), charakterisiert werde.
Welche Bedingungen ergeben sich fiir die Transformation (2), wenn eine Trans-
formation (1) vorhanden ist, die (L) in (L") iberfuhrt? Offenbar wird die gesuchte
Bertihrungstransformation (2) erhalten, indem man (1) zunichst erweitert.

-Ccv=fv(-'vl)
N

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 10
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und fir die @, und 2, vermége (B) und (B) bezw. die Variablen p’ und p
einfiihrt, Seien die Umkehrungsgleichungen von (B)

Ly == /\a(xlfn) (“ - 1) 2; )

und die Umkehrungsgleichungen von (B

o=\ |p) (x=1,2,..n).
Die gesuchte Beriihrungstransformation wird demnach von der Form sein
= [(2)
aﬂ I I ’
\v(@|Pp) )
i ;axa

v=1,2,..n)

In ibersichtlicherer Weise erhalt man die Bedingung, der (2) zu unter-
werfen ist, wenn man, — was genau dasselbe bedeutet, — fordert, dass die
Transformation nicht nur (H) in (H'), sondern auch noch (B) in (B') uberfiihre.

Wir definieren nun den Begriff « Hamilton-Aequivalenz » zweier dynami-
scher Probleme:

Definition : Zwischen zwei dynamischen Problemen besteht dann und
nur dann Hamilton-Aequivalenz, wenn es eine Berihrungstransformation
gibt, die sowohl (H) in (H') als auch (B) in (B') @tberfithit. Zwei solche Pro-
bleme sind alsdann dynamisch nicht wesentlich verschieden und werden in
dieselbe Klasse gerechnet.

Aus dieser Forderung ergibt sich zuniachst die Form der gesuchten Trans-
formation. Damit sie (H) in (H') iiberfiihre, muss man offenbar fordern, dass sie

6) Hz|p)=H'(|p))
identisch erfiille. Damit sie weiters (B) in (B') iiberfiihre, hat man noch
ba) L(z| %)= L'(z'| %)

zu fordern. Daraus folgt aber: Die gesuchte Beriithrungstransformation enthilt
eine Punkttransformation
¥, =/ 2) (v=1, 2,..n).

Weiters ist aus (ba) wegen

” . n .
E puy — H=2p' 'y — H'

a=1 a=1
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und H=H' auf

p=

6) 3 pude, = 2 p,de,
o=1

zu schliessen. Wird duo’, = a—c&’-‘dmi in diese Forderung (6) eingetragen, so
24 3. g getrag

ergibt sich aus der Willkiirlichkeit der dx die Beziehung

9, o _
Zamv v=1,2..0).

Die Berithrungstransformationen, die Hamilton-Aequivalenz vermitieln,
sind demnach erweiterte Punhkitransformationen

x’v = CPV( )

(0 Eaxv
(v=1,2 ..n0).

Die Situation ist also die: haben zwei dynamische Probleme (P) und (P’)
die Lagrange-Gleichungen (L) und ('), und gibt es eine Punkttransformation (1),
die diese Gleichungen ineinander tberfiihrt, so fiilhrt die zugehorige erweiterte
Punkttransformation (7) die entsprechenden Hamiltonsysteme (H) und (H')
ineinander tber. Umgekehrt: existiert eine Bertthrungstransformation der
Form (7), die (H) in (H') transformiert, so kennt man auch die Punkttrans-
formation, die die zugehorigen Lagrange-Gleichungen ineinander transformiert.
Dann, aber auch nur dann sind dynamischen Probleme (H) und (H') dynamisch
gleichwertig und kommen in dieselbe Klasse.

Ein Kriterium dafiir gibt der folgende Satz:

THEOREM. Um zu entscheiden, ob zwischen den dynamischen Piroble-
men (P) und (P) mit den Hawmiltongleichungen (H) und (H') Hamilton’ sche
Aequivalenz besteht oder nicht, ob also (P) und (P') sur selben Klasse gehiren
oder nicht, hat man zu untersuchen, ob die Gleichung

H(z|p)= H'|p")

durch eine Transformation der Form

(@), Py :2 gza

v=1,2, ..0)
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identisch befriedigt werden kann oder nicht. Dann wund nur dann, wenn
dies der Iall ist, zdhlen (P) und (P) zur selben Klasse.

Gleichbedeutend damit ist die Formulierung :

Um zu entscheiden, ob zwischen den dynamischen Problemen (P) und (P')
Hamilton’ sche Aquivalenz besteht oder nicht, hat mnan das System von Glei-
chungen

Hz|p)— H'@ |p)=0

'”v'_QPV( ) =10
09a
Zaxv Pa=0

v=1,2 ..n)

auf seine Widerspruchslosigkeit zu wuntersuchen. Ist das System wider-
spruchsfrei, dann allein gehioren (P) und (P') zur selben Klasse.

3. Die zu einem dynamischen Problem gehérige Gruppe. — Jedes dyna-
mische Problem lasst sich durch eine bestimmte Gruppe von canonischen
Beriihrungstransformationen charakterisieren.

Im Phasenraum R, (x|p) des Systems vollzieht jeder Punkt geméss (H)
langs der « Bahnkurven » eine Bewegung. Diese Trajektorien sind durch die
lineare, partielie Differentialgleichung

(8) (Hf) = Z(aHm % i %) 0

definiert. Eine Transformation, die (H) in sich tberfiihrt, fihrt auch die Schar
der Trajektorien im Phasenraum in sich tiber. Die einzelnen Bahnkurven
werden dabei vertauscht, die Gesamtheit als solche bleibt unverandert. Eine
solche Transformation fithrt (Hf) =0 im sich tiber, oder, anders ausgedriickt,
die Gleichung (8) gestattet diese Transformation,

Es wird eine Transformation sein, die x und p transformiert, also eine
canonische Transformation. Ist sie infinitesimal, so kann sie aus einer « charak-
teristischen Funktion » abgeleitet werden. Sie ist von der Form

, W , W
xv=xv+%—ar) Py="Dy - o ot

(v=1, 2, ..n)

wo 3t eine infinitesimale Grosse und W die von den x und p abhingende
charakteristische Funktion ist.
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Thr Symbol ist

W= (Wf):E 0P, 0, 0%, 3P,

2=1

» (aW of oW af).

Die Funktion W ist dabei ganz beliebig angenommen. Ist sie eine homogene
Fanktion der p, so hat man es mit einer inf. homogenen Beriihrungstransfor-
mation zu tun, ist sie /inewrr homogen in den p, so reprasentiert Wy eine
erweiterte Punkttransformation.

Damit nun die inf, canonische Beriihrungstransformation Wy die Schar der
Bahnkurven im Phasenraum invariant lasse, ist notwendig und hinreichend,
dass eine Beziehung der Form

W(H[) — H(W[) = e(x|p)H[
bestehe, worin p(ac p) eine Funktion von a und p darstellt.
Man findet durch Rechnung unmittelbar

S(AWIL) f  (WH) of
op, Oz, ox, P,

WH) — HWf) =Y,

a—-1

und ersieht daraus, dass der Bedingung nur Genilige getan werden kann, wenn
man, unter & eine Konstante verstanden, setzt

(WH)=FRH.
p(x|p) hat also den Wert k. Fir k =0 besagt die Gleichung
WH =0,

dies bedeiitet, dass W ein zeitfreies Integral des Problems (#), oder der Gleichung

ist.

Bedeuten die Gleichungen
Hyz|p)=¢; (i=1,2,..2n—1)

21 — 1 erste, voneinander unabhingige, zeitfreie Integrale des Systems, so
gestattet die Schar der Bahnkurven im Phasenraum die 2n — 1 — gliedrige
Gruppe (H,f)...(H,,_,/). Unter den Gleichungen H;=¢; ist auch das Energie-
integral H = ¢ vertreten. Es sei etwa H,,—, = H, sodass also die Relationen

bestehen miissen:
2n—1 4

H(H,) — Hy(H,[)= 21 calHyJ)

(i, k=1, 2,..2n —2)
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und (cix Konstanten)
H(Hs,_,[)— H, _,(H,[)= H(Hf)— H(H,[) = 0.
Da (i=1,2,..2n —1).

H(H,f) — HyHif) = Z(a(Zka) aaxf au;yk) ai;f)

m:l
fiir jedes ¢ und & ist, folgen die Beziehungen

2n—1
‘ (Hin_) = Z Cang
s_1

9 /
®) ’ (hh=1,2,..2n —2)

(H,H) =0, fiir alle ¢

Aus der Transformationsgruppe ist also eine Funktionengruppe ableitbar
und zwar jene der zeitfreien Integrale. Sie besitzt die Struktur (9).

Die 2n — 1 gliedrige Gruppe mit den charakteristischen Funktionen H,(x|p),
Hy(x|p)... H,,_,(x|p) charakterisiert das dynamische Problem vollstindig. Es
ist aber auch das Umgekehrte davon der Fall. Zu jedem dynamischen Problem
gehort nur eine Gruppe der geschilderten Art. Der Nachweis kann etwa in
folgender Weise erbracht werden mit Hilfe eines Theorems aus der Theorie
der gewdohnlichen Differentialgleichungen:

Man betrachte die partielle Differentialgleichung

X=X, f+X af+ +X,,aaf.—0.
Sie moge die infinitesimale Transformation
0 0
Af_§8/+f2f+- +iwf

derart gestatten, dass
(@) X(Af) — AX[)=0

werde. In diesem Falle besteht fiir die Funktionen & das Differentialsystem

3, 3, CAC RN > RN > ¢
X a + X2 a + e Xn 5 M El aw +E z, vy A & afv,,’
(Z == 1, 2, )

namlich die POINCARE schen « Variationsgleichungen .
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Es besteht nun das Theorem:
Stellt die Gesamiheit der n Funktionen §,, §,,..E, eineder n—1 Fun-
damentallosungen der Variationsgleichungen dar, so besitzt jede andere

Liosung die Form
E, +AX,, & +AX,,..E, +AX,,

wo X eine willkiirliche Funktion von x,, x,,..x, bedeutet.
Die allgemeinste Form einer inf. Transformation, die die partielle Diffe-

rentialgleichung gestattet, so dass eine Gleichung der Bauart (a) erfiillt ist,
ist demnach

p: 25 x ox
g’l«a t+ P 1«8 1

Auf canonische Systeme angewendet, liefert dieser Satz den Nachweis,
dass zu jedem dynamischen Problem nur eine Gruppe gehéren kann. Denn
die Variationslosungen haben die Form

oH, M, OH, o, 3, 3,
op, dp, " "Op,’  w, ' A, T
oM, o, 9H, _3H, _?H, _3H,
3, ’9p2 U op.’ ' " m,
aH?" i aH?" 1 aH?"—l _an"—l _a£2?1—2 _?HQQI—l
", T o, 77 op, ! oz, ’ ox, ’ o, ’
jede weitere kann daher nur das Aussehen
H; ,0H 3H;  \OH _OH; \OH _3H; 0
ap, ap," " Opa op.’ =, o, o=, oz,

haben.

A f (3H;, . 3H\ of
Ir= Z (Epa 9pa) o (Swa +2 5@) %%

ist demnach die allgemeinste inf. Transformation, die das canonische System
gestattet.

.Damit ist der geforderte Nachweis erbracht: zu jedem dynamischen
Problem gehort wesentlich eine Gruppe von canonischen Transformationen,
der oben beschriebenen Art. Wir bezeichnen diese Gruppe mit §,,.

Die Strukturgleichungen (9) haben ein gewisses historisches Interesse.
JacoBr kannte diese Beziehungen lediglich an den allgemeinen Integralen
des Mehrkorperproblems, d. h. am Energieintegral, den drei Flachen-und sechs
Schwerpunktsitzen.
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Diese Integrale, die er « von geunerellem Habitus » nennt, bilden einen
Cyelus, d. h. durch Bildung des Poisson’schen Klammeraunsdruckes erhalt
man stets nur ein Integral dieses Inbegriffes (oder die Null). Die iibrigen
Integrale des Problems wéaren nach JacoBr dem Problem individuell und
hatten einen zweiten Cyclus zu bilden. Die ganze Anstrengung sollte daher
darauf gerichtet sein, wenigstens ein dem Problem individuelles Integral
aufzufinden ().

Es ist interessant zu sehen, warum es bein Mehrkorperproblem gelingt,
gerade zehn Integrale so tberaus einfach anzugeben. Diese Frage ist von
F. ENGEL zuerst beantwortet worden. Man kaun niamlich zeigen, dass gerade
der Umstand, dass die Differentialgleichungen des Mehrkorperproblems die
zehngliedrige Galileigruppe gestatten, auf die zehn allgemeinen Integrale
fihrt (?).

Was jedoch die Bemerkung Jakobi’s aunlangt, ist sie offenbar in folgender
Weise zu modifizieren: Die zeitfreien Integrale H;=c¢(i=1, 2,..., 2n— 1)
geben Veranlassung zu einer 21 — 1 gliedrigen Gruppe von canonischen
Transformationen, deren allgemeinste Form sich vermoge

2n—1

=2 l,H,[f
a=1

darstellt, worin die /, Konstanten bedeuten. Gibt es nun, unter l,; wieder
Konstanten verstanden, ¢ inf. Transformationen
2n—1
Hof = 2 LgHef
g=1
=1, 2,.., 1)
derart, dass

W W) = é Ch ¥,

(Cix Konstanten), so bilden die Transformationen 3, eine s-gliedrige Unter-
gruppe von G, uund solche Untergruppen sind es, die Jacobi’sche Integral-
zyclen herbeifiihren. Dabei kann die Zerfallung des Problems in Integralzyklen
eine recht komplizierte sein. Man kann mit Hilfe der Poisson’ schen Klam-
meroperation im Allgemeinen die samtlichen Integrale des Systems auch dann

(') Jacos1, Vorlesungen itber Dynamik. 2 Ausgabe, pag. 269.

(?) F. ExGEL, Ueber die zehn allgemeinen Integrale der class. Mechanik. (« Gott. Nachr. »,
1916, S. 270-275).
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nicht erschopfen, wenn man ein oder mehrere « individuelle » Integrale kennt.
Denn wenn diese Integrale einer Untergruppe von &, angehéren, so kann
man tber sie nicht hinausgehen.

Eine solche Untergruppe bildet z. B. die Gruppe der eiiklidischen Dre-
hungen und dies ist der Grund, warum man durch Bildung der Poisson’schen
Klammer zwischen zwei Fliachenintegralen stets wieder ein Flachenintegral
erhalt,

4. Aequivalenz dynamischer Systeme. — Da jedem dynamischen Problem
n-ten Freiheitsgrades (P) eine Gruppe G, von canonischen Berithrungstrans-
formationen zugeordnet werden kann, so kommt die Aufgabe, alle von einander
wesentlich verschiedenen Problemtypen zu bestimmen, darauf hinaus, alle
Gruppen der genannten Art in den 2n Veranderlichen «,, x,,.., @, p,,
Dyyery Pn zZU bestimmen, die nicht durch erweiterte Punkttransformationen
miteinander dhnlich sind und deren inf. Transformationen mit einer in Invo-
lution liegen. Es besteht also folgendes. "

THEOREM: Um alle wesentlich verschiedenen dynamischen Probleme
n-ten Fireiheitsgrades aufzufinden, hat man folgendermassen vorzugehen:

1.) Man stelll zundichst alle 20— 1 gliedrigen Gruppen canonischer
Transformationen -auf, die nicht miteinander durch eine Punkttransfor-
mation dhnlich sind.

2.) Unter ihnen scheidet man jene Gruppen aus, deren inf. Trans-
formation man nicht eine solche Foirm erteilen kann, dass alle 2n — 1
mit einer unter ihnen in Involution liegen.

Ist dies gelungen, so ist die charakteristische Funktion der letzige-
nannten inf. Transformation die Hamiltonfunktion eines dynamischen
Problems.

Das die Zeit enthaltende Integral kann man stets durch eine Quadratur
finden. Dazu benotigt man, wenn es in seiner symmetrischen Form ange-
wendet wird (!) nur Differentiationen, nicht Eliminationen.

() D DoONDER, «C. R. », 10 Février 1913; E. ScHUNTNER, « Monatshefte fiir Math.
u. Phys. », Bd. XXXVI, 8. 296.
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