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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

SUR LES OSCILLATIONS D U N  MOBILE, SOLLIClTfi PAR PLUSIEURS 
CENTRES D’ATTRACTION FIXES. 

AVANT-PROPOS. 

Ce travail sera cofisacré, presque tout entier, A l’étude d’un seul probléine 
de mécanique ratioiinelle dont voici l’énoncé : Un mobile, sollicité par i lr i  

rioinbre quelconque de centres fixes d’attraction, qui agissent suivant la loi 
de la nature, est légèrement dérangé d ’me  position d’équilibre stnble : on 

demande la loi des petites oscillations qu’il exécute pour y revenir. 
Aprés avoir établi les trois équations du problème, qui sont de la forme 

. 

d2 x (4 m - + A x + B y + C z = o ,  di2 

A, B, C étant’ des constantes, je cherche si 1’011 ne pourrait pas les raine- 
lier toutes trois à la forme plus simple 

P étant positif. 
Cette forme offrirait un triple avantage : i o  de permettre cl’iiitbgrer les 

trois équations dri inouvernerit, indépendamment les unes des antres; 20 cie 
faire voir qu’il existerait, si elle était possible, des systèmes d’axes, par rap- 
port auxquels les oscillations seraient périodiques comme celles d’iiii peii- 

cliile; 3” de prouver directement, à la seule inspection des intégrales obte- 
nues, qu’elles représenteraient bien réellement le nioiivernen t d ’ i i i i  niobi le 
légèrement dérangé d’une position d’équilibre stable : car 1’; ti tépi le  

( 3 )  
de ( 2 )  

u =Esin ( @ t  + E )  

iiidiqiie bien que u ne peut devenir infini, quel que soit t. 
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( 6 )  
Or il existe un systeme d’axes coordoniiés, niais iin seul, qu i  permet de 

rkduire l’kquation ( 1 )  i la forme ( a ) .  Les calculs qiie je développe pour 
établir ce fait présentent le polynôme P soiwune forme telle, que son signe + 
ressort tout de suite de l’hypothkse de la stabiliti! de l’équilibre d’où je suis 
parti. Ces deiix points établis, les trois avantages, signalés ci-dessus, sont 
obtenus et la solution complète s’achève d’elle-même. 

Je reprends ensuite le problème par la méthode ordinaire que proposent 
les traités de calcul intégral pour l’intégration des éqriations simultanées i 
l’aide de l’introduction de paramètres arbitraires. En siiivant pas à pas cette 
iliéthode, je montre combieii elle est infkrieure à la précédente pour éclair- 
cir les difficultés du problème. Enfin, je cherche la signification des para- 
mètres arbitraires qui ont été introdiiits, et, chose remarquable, cette re- 
cherche me raméne aii sysleine d’axes coordonnés qui m’ont permis dc 
mettre les équations du mouvernent sous la forme (2). 

Chaciiiie des deux méthodes que j’ai employées s’éloigne de la méthode 
proposée par Lagrange ( t .  le’’, p. 320,  3“ édition) pour la solution des pro- 
hlèmes aiialogues à celui que j’ai traité. J’ai dû, en quelque sorte, ine jiisti- 
fier d’être sorti de la voie tracée par le grand géomètre. C’est poiirqiioi j’ai 
établi, en tête de mon travail, les équations générales du mouvement d’iiii 

système de corps, légèrement kcartés d’une position d’équilibre stable, et 
je démontre, à la fin, qu’en appliqiiant à ces éqiiations la seconde inéthorlc 
d’intégration que j’ai employée, on arrive à la véritable forme des intk- 
grales générales, telle que l’a donnée Lngrnnge, et d’une manière trés-simple 
et très-rigoiirerise. 

Equations dvférentielles du mouvement d’un 
très-peu écartés de leurs Ilosilions 

Lorsqu’un système de points matériels en 

système de points matériels 
d ’éq t i  ilib re sin h le. 

mouvement est soumis à des 
liaisous, exprimées par des éqiiatioiis qui ne contiennent pas explicitement 
le temps, on sait que le priiicipe des forces vives donne 

Supposoris maintenant qii’à une époque qiielconque le système passe par 
une position daas laquelle les forces motrices se fassent équilibre, ou telle 
que les points matériels resteraient en repos sous l’action de ces forces, si 
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c 

( 7 )  
ces points n’avaient pas de vitesses acquises, on aura alors, par le principe 
des vitesses virtuelles, 

( 2 )  2 (XrJX + Y cl y + Zdz) = O ,  

pour toiis les déplacements virtuels, compatibles avec M a t  dri systèine. %rais 
daiîs le cas où nous nous plaqons, on peut prendre 

$ x = d x ,  $J=&iy, $ z = d z ,  ...; 

donc 1’011 aura aussi 

( 3 )  

et de là 

2 (xdx + Ydy + Zdz) = O,  

d 2 mv‘ = O ;  . 
c’est-à-dire que mva sera ordinairement un 

Mais la réciproqiie n’est pas vraie en général 

maximum oii 

; 2 mu1 peiit 

1111 iniiiiiniirri. 

6trc un maxi- 

muin ou un minimum sans qu’il y ait équilibre; car 

entraîne, il est vrai, l’équation (3),  mais (3) n’entraîne pas ( a ) ,  exceptj. 
lorsque le système est à liaisons complétes, cas aiiqiiel, coinme on sait, 011 

peiit toujours faire 

$X = dx, d’y = d y ,  d~ = CJZ. 

Ainsi lorsque ziw2 devient un maximum 011 un mitiimiim, i l  ii‘y a pas 

nécessairement bqiiilibre. Mais, si téquilibre existe, on démontre qiie clans 
le cas du maximum il est stable, qiie dans le minimiini il est instable. 

Si nous posons 

( 3  bis) 

noiis pouvoiis dire que, lorsque T est maximiiin, l’kquilibre, s’il existe, est 
stable ; que lorsque T est minimum, l’équilibre, s’iZ existe, est instable. 

Quand les forces, qui agisseat sur les points dii systéme, sont des forces 
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( 8 )  
d’attractioii ou de répulsion mutuelles, ou qu’elles sont dirigées vers les 
centres fixes, on sait que 

C ( X d x  + Yczy 3- Zdz) 

est une différentielle exacte. Appelons ‘p ( Z, y ,  2, xi, y ,  , z,,  . . ) I’intkgrale 

.il viendra 

Soit n le nombre des points matériels dii systéme. Il y aura 3 7i coordon- 
nées, si u est le nombre des équations qui expriment les liaisons, v de ces 
coordonnées pourront s’expfimer en fonction des 3 ri - u autres, qui seules 
seront des variables iridkpendantes. Appelons ces dernières a, b, C, 
n i ,  b , ,  c , ,  etc., et conservons pour les premiéres les lettres 5 ,  q ,  5 ,  etc., 
nous aiirons, aii lieu de l’équation précédente, 

s z ( X d x  + Y d y  + Z t i z )  = ?(a, b, c ,  a, 6, c ,... ). 

Si nolis nous bornons au cas où l’équilibre existe, on a en même temps 

i 51 Z ( X  cpx -1- Y8y + z $2) = o.  

De l’équation ( 4 ,  on déduit 

Si maintenant nous marquons de l’indice O les valeurs des diverses quan- 
tités qui entrent dans nos formules, et qu i  correspondent à la position 
d’équilibre, il viendra 

d n d = d’?(ao, b,, c, ,...) = z 8 a 0  + &Mo + Ldc, dco +. . . = O. 
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( 9 )  
Pendant le mouvement, on aura 

d’où 

d’après ce que l’on a trouvé ci-dessus (6). 
Le premier menibre de l’bqiiation pr6cédente se rapporte i tous Ics points 

dii système, et i ~ o m  avons tiéji dit que O, des 3 n coordonntics qu’il reriferine, 
s’expriment eii fonctions des 312 - O aiitrcs qui ont 4t6 tlbçigiii.es 1);tl’ 

a, b ,  c ,  . . . . II suffira donc, dans ce premier membre, pour le tr;iduii.e coin- 
pléteiment e n  n, h,  c , .  . . , de transfornier en ces derniCres coordoiiiiks les 
u coordonnées dbpetidan tes, auxquelles nous avons spécialement affect6, 
au pied de la page prbcédente, les désignations 5, w, c,  etc. 

Nous avons désigné plus haut par a,, b,, c,, . . . , les valeurs des coor- 
doniiées iiiclkpendanteç porir la position d’bquilibre. Supposons inaiii teiiant 
que ~ ious  dbplacioiis i i n  peu, niais tres-peii, les points de leurs positions 
d’équilibre, puis que tious les abandonnions i eux-mêmes, avcc des vitesses 
initiales trés-petites, ces points exécuteront de petites oscillations, autour  
de leurs positions d’équilibre, dont ils ne s’écarteront jamais beaiicoiip. 

Pendaiit le mouvement, on aiira donc 

a = a,+ a, II = b, t 6, c = c,+ y, ..., 

et a, 6 ,  y resteront toiijoiirs très-petites. 

R , ,  B I ,  c , ,  . . , , elles sont de la forme 
Qriaiit aux cooidoiiiiées tlbpeiidantes 6 ,  q, c, .  . . , fonctioris de a, b ,  c, 

Donc lorsqiie nolis rernplaceroiis n ,  b,  c , .  . . par a,+ a, ho+ g, c,+ y,. .., 
a 
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( 1.1 1 
termes dii troisième ordre peiivwt être négliges devant ceux du secoiid, et 
nous ne nous occnperons plus dii reste. 

Cela dit, nous aiirons 

q 5 ,  ?, c , .  * .i 

et les $ ( E ,  y,  c,. ..), que nous portions les valeurs tr'ouvées, dans le premier 
membre de l'équation ( S ) ,  il est clair que ce premier membre prendra, en 
mettant les ù' (a ,  6,  y,. . .) en facteiirs co~nrr~uns, la forme 

Si maintenant, à l'aide des éqiiations ( g ) ,  tioiis calciiloiis les 

I +  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

En posniit 
&; + 9; + g; +...+ = d o 4 9  
&; 4- Lfp + (g +...+ = A,, 
&; + q + 5; + . o . +  =As, 
. . . . . . . . . . . . . .  

. 
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( f-2 1 
L’équatiori (8)  deviendra 

I I  faut remarquer que cette équation cotitieritlra dans ctiaqiie ~rwnihc ,  
eii piwiarit  chaqiie parentliése poiii’ 1111 seul terrnc, autant dc ternies qil’il y 
a de variables iiidkperidaiites, et, comiile elle rie peut exister qii’;iiitarit (lue 
les coefficients de la même vaiiatiori sont égaux dails les deux r n e ~ n b ~ ~ ~ s ,  il  
s’ensuit qu’on aiira bien alitant d’kquatioiis qiic de variables indépciidniites. 

Posons 

Les éqiiatiotis dii inoiiveiiieiit sel-orit eiifiii 

Ces eqiiatioiis sont du premier degr6 par rapport aiix dérivées seconda 
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d 2 j a , 6 ,  
dr 

que les i-ksiiltats seraient de la forme 

*‘; si dotic on les rksolvait par rapport à ces quantités, i l  est clair 

( l ’ ( , $ , Y . .  
. ) +  M ~ + N ~ + P ~ +  ...=(,. 

dt 
( 1 2 )  

Applicirtion aux oscillotions d’un mobile, sollicité par  Idirsieur.s c w i i r e s  
cl’nt tract ion jires. 

Si le système inobile se rédiiit A titi point iiniqrie, sollicité p a r  plwiciits 
ceiitres fixes qiii l’attirent en raison inverse du  car& cies dist;iiies, I’6qit;i- 
tion (8)  conduit A des résiiltats iwnarqiiables. Soient A ut1 dc ces w i i t t w ,  

p, q ,  s ses coordonnées, R la force avec 1;iqrielle il  attire le mobile rn; soient 
n + :r, b + y ,  c + z les coordoiinées de ce point h iitie époqw qiielcoiiqiie 
dri inouveinent lorsque. aprkç avoir éti: légèrement +carté d t b  sa position 
d’4qnilibre, i l  y revient cn oscillant, a, 6: c étant les coordonnées de la p s i -  
tioii d’itqiiilibre. On aura, pour les composantes dc R siii\rant les axes, 

aiira donc 

O N ,  h cause de l a  valeur de r,  - Rcfr ,  ce q i i i ,  eii i*emplnqaiit K p a r  l a  valetir 

que i-ious lui supposons, savoir 1 5  donne, par l’iiitégrntion, !, et, t o i i s  les 

centres attirants’ doniieraieiit des résultats malogim; doiic I;i q t i ; i i - i t i t ~  

9 ( a ,  b,  c ,  . . . )  prendra la fortiie 

r2 
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L'équation (8), dans le cas que nous coiisidérons, devient 

Mais ici, puisque nous n'avons qii'un point unique, iioiis n';tvoiis pas de 
liaisoi-is. Il est facile de voir qu'alors, dans le premier membre de I'éqiia- 

tion ( I O ) ,  tirée de (S), $a n'aura pour coefficient que ln -; que le coeffi- 

cient de $6 sera n i  --; qire celui $7 sera m dtz* De l à ,  pour les trois équa- 

CI' a 
dP 

d2 6 b 2 y  
dt2 

tions du mouvement du point, en introduisant x ,  y ,  z au lieu de a, 6 ,  y : 
1i 

{PX (-"j y + (3,) ,- CIC - dLl dncib dridr O ~ '  i ] i n 9 =  dr' ( c ~ ) ~ x +  dff  (11 , (f2)oy+("-) tlbrfc 0 2, 

m - -  

Les coefficients des variables sont faciles à calculer ; il  suffira d'indiquer 

le calciil dans l'hypothèse de QI + Alors o n  trouve 
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Il sera facile de tirer de ces expressions les valeiirs des coefficients diffé- 
rentiels cherchés, lorsqu’ils doivent ètre affectés de l’indice O ,  et, comnie 

un nouveau terme f donnerait des résiiltats analogiies, on peiit reg;ttder 

les coefficients comme calculés. 
Avaiît d’aller plus loin d a m  l’étiide dii problème spécial que je \ *  ’lefis 

ùe ine proposer, qu’on me permette quelques réflexioiis qiie f i i  t riai ti*e 
la forme des coefficients différentiels que je viens dc calcuieï, et q i i i  d’ai l -  
leurs tiennent de prés à l’étude mêiiie de ce problkme. 

Soit donc iin point inatériel libre, attiré par pliisieiirs centres fixes, i l  
est certain qiie ces centres d’attraction fixes peiivept être remplacks par des 
sphttres, par exemple, de masses convenables, soit alors, p le potentiel relatif 
à ce point, on sait cpe l’on a 

TI 

Soient x, y ,  z les coordonnées dii point, a, 6, y celles de 1’iii-i cpwlconque 
des cenJres fixes. On a toiijours 

r =  d(x -  a)l + (y - 6)’ + (2 -y)? 

De 1;i on tire 

et deux expressioiis semblables e n y  et en z. Si î’oii fait  la soinrne 

011 tl’o!i\’e 

c’est l’équatioii qui exprime l’équilibre de teiiipkrature daiis les corps 
homogènes non cristallisés. La teinpératiire et le potentiel siiiveiit doiic la 
même loi. 
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Daris l’expresçioii 

dotiiioiis A p iitie valeur constante, iioiis avoiis l’éqiiaiioi~ d’iiiie siirlice 
Cette surface satisfaisaiit ii 

est utie suilface isotherme. Je dis de plus que, par rapport l ’ a t t r a c ~ t i o ~ ~  10- 

tale, exercée sur le niobile par l’erisenihle des centres fixes: c’est tint’ siii.“;-rc~ 
de niveau. En effet, si iious cherchoiis les composantes de  1’:ittractiorr 
totale, suivant les trois axes, nous avons, bf é t an t  la masse dii point a i 1 j i - t ; ;  

d M 2, 
d X  

suivant l’axe (les x, 

Jf - - 9  P siiivant l’axe d e s y ,  +- 
P 

dZ 
ai --? siiivaiit l’axe des z ;  

d’ou,  pour 1’atti~;~ctioti tot;tlé F, 

Les cosiiiiis des angles de la iiorniale i 1;i surfxt!  avec les axes des (x, y ,  2 
sou t ,  

donc la composante de Js force F, siiivanl la iiortilale, sera 

L’attraction totale est doiic dirigée suivant la normale à la surface; doiic 
cette surface est une surface de iiiveaii, et de plus, ce qiii est reinarqu;ibie, 
elle est en même temps iine siirface isotherme, 
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Intéljration des équations du problème. - On indique une première méthode 
qui pourrait être employée. 

Je reviens maintenant au problkme particulier que j’ai corriinencé à trai- 
ter, et pour lequel j’ai établi les équations du  iiiouvement (1). Ces équations, 
en faisant tout passer au premier membre, peuvent s’écrire : 

apres avoir pose 

(2) O = - A ,  

(g)o=-B, (3) tlbdc ,, = - P ,  

(g)o = - C, (Zc)“= - N. 
I 

‘l’elles sont les équatioiis qu’il faut maintenant intégrer, poiir résoiidre le 
,problème; car il est clair que la question ne sera résolue qiie lorsqu’on aiira 
exprimé x , y  et z eii t .  

Pour parvenir à cette intégration, on pourrait employer, les coefficients 
étaii t constants, la méthode ordinaire indiquée par les traités de calciil in  té- 
gral, pour intégrer un systéme d’équations simultanées du premier ordre. 
11 faudrait alors iniiltiplier a la seconde par iin facteur indétermine p ,  1% troi- 
sième par un autre 7, et, en faisant la somme, or1 trouverait 

p et 7 $tant arbitraires, on peiit, poiir les déteriniiier, les assujettir à vérifia. 

3 
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les deux équations 

Si de plus on. fait 
A +/,M + 9.N k2 = ’ 

m 

l’équation (2) deviendra, eti posant x + py + qz  = u,  

i 4 )  
d2 u dt?+ k 2 u  = O ; .  

d’où 

( 5 )  u = Esin ( k t  + E ) ,  

E et E d a n t  deiix coiistmtes arbitraires. Mais le groupe (3) donne poiir y ,  y 
et k2 trois systemes de valeurs, et chacun de ces systémes salisfait It (5) ; de. 
là les trois bqiiatioiis : 

C’est iin systkme de trois équations linéaires et dii premier degré en x ,  
7, x. Si l’on résout par rapport i ces variables, il est clair que l’on ti7oiivcr;i 
pour ( x ,  y ,  z )  des valeurs de la fornie : 

‘ x  = . H ,  siti ( k ,  t + E , )  + H, siti ( k , t  + E ~ )  + H,sin ( k , t  + E ~ ) ,  

z = L, sin ( k ,  t + E,)  + L, siri (k2  t + E ~ )  + L,,sin ( k , t  + EJ, 

y = K,  sin (k, t + E , )  + K, siii (A-, t + E ~ )  + K, siu ( k , t  + E, ), 

où il reste A déterniiiier les neiif constantes (H, K,  L),  ce qui peut se faire 
eii remontant aiix équations mêmes dii mouvement. Aiiisi cette marche 
résout le problème, inais il nie semble qii’on peut procéder pliis simplctrictit 
de la manière suivante. 
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Simpl;/icat ion des équations. 

Je remarque que si l'on pouvait ramener les trois équatioix (1)  à la 
fo ime 

elles s'intégreraient indépendamment les unes des autres ; il y a plus, elles 
proiiveraient que, par rapport à certains axes, les oscillations dii mobile sont 
isochrones comme celles d'iin pendule. 

Essayons donc si l'on peut ramener les équations ( I )  i la forme (6). Pour 
cela, nous allons changer la direction des axes des coordonnées eii passant 
5 de nouveaux axes rectangulaires. Les calculs qu'exige la. transformation 
sont un peu longs, mais la simplicité des résiiltats auxquels on doit arriver 
rne semble valoir la peine qu'on les fasse. 

Si les nouveaux axes sont liés auk anciens, comme l'indique le tableau 

X 

Y 

Z 

on a les relations suivantes : 

3. 
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De là on tire 

Si l'on porte ces valeurs 

équations ( I ) ,  on trouve 

des dz(;L' " '' et des variables x ,  y ,  Z. daus les. 
dt2 

+- B ( n , x ' +  n , y ' -+  n,z') 

Résolvons maintenant ces éqiiations par rapport aux dérivees secoiides 

' ' 0  Pour cela, multiplions la première par i n , ,  la seconde par u , ,  la d2 ' z 9  

dt2 

troisieme par p, et additionnons, il  viendra, en vertu des relations qiii 
existent elitre les ( / ï l i ,  72i ,  p i ) ,  
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La niiiitiplication de la première par in2, de la secoride par n2, d‘e la troi- 

sikine par p2, suivie de l’addition des trois résultats, donnera 

Enfin, en répétant une troisième fois avec les paramètres in,, r i 3 ,  y,, siir 
lies trois équations, une opération analogue, on trouve le troisième i>ésiiltat 
siiiva n t : 

,4 la seule inspection des trois équations que noiis venons d’obtenir, 
011 voit qiie, pour les ramener à la forme.(6), i l  suffira d’avoir les trois 
relations : 

Nous avons ici les iieif paramètres (iniitipi), inais à l’aide des deiix 
groiipes, désignés pliis h.aiit par (nii  ni pi), (ini ) r i j ,  rzi ni, p i p j ) ,  011 pourrait 
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eii éliminer (6), et  les trois dernières relations donneraient les valeurs des 
trois autres. Les formules con tiues d'Euler pour passer d'un systéme d'axes 
1-ectangiilaires à un nouveau systéine rectangulaire comme le premier, per- 
mettent d'éviter cette élimination pénible, et donnetit de mite la valeur des 
(ini, n,, pi)  en fonctions de trois paramètres qui sont, comme on le sait : 
I O  l'angle + compris entre l'intersection du nouveau plan des (x', y ' )  avec 
l'ancien plan des (x, y) ,  et l'ancien axe des 2; 2 O  l'angle +', formé par le 
nouvel axe des xf  avec cette intersection; 3 O  l'angle dii plan des (x ' , y ' ]  
avec le plan des ( x ,  y ) ,  appelé 8 .  

Pour abréger l'écriture, je poserai 

sin 9 = s , cos q J  = c ; 

cos +' = c'; 

cos 8 = k, 
sin +' = s', 

sin 6 = cr , 

Alors on a 

4 

in, = CC' - s'sk, 

172, = - s c' R - s' c , 
in, = S T ;  n3 = - C O ;  pa = k. 

1 2 ,  = s'ck + c's,  

n = cc' k - st s , 
p, = OS', 
p2 = c' O 

.De ces valeurs on tire : 

m, Inz = - csk (c f2  - s f 2 )  + sfc ' [s2k2  - c2) ,  
m ,  in, = CC'SO - s ~ s ' G ~ ,  

m,m3 = -- s'c'ok - s s k c ,  

n,n2 = csk (el2 - s'~) + S'CI ( c 2 k a  - sa), 
n,n3 = - cas'ok - C C ' S G ,  

n2n3 = - c2c'ka t- CSS'C, 
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Portoiis ces valeurs dans nos trois éqiiations (9) ; elles devieiidroiit 

1 O) 

A [- C S ~ ( C ' ~  - J'")+(s 'X.~ - c~)J 'c ' ]+  H [ c s ~ ( c ' ~ - s ' ~ ) + ( c ' ~ ~  - s ' )J 'c '~  

+ C û2 c's'+ M [k (c' - sa> (c'~ - s") - 2 ( i + k2) CC' SS'] 

i- N [ C G  ( d2 - d a )  - 2ss' kc' c] + P [SC (cl' - J ' ~ )  

-!- 2 C C ' k J ' t l  = O ,  

A [CC'S G - . q 2 d  ~ k ]  + B [ - c 2 S ' G k  - Cc' s G] + C ~ ' û k  -+ M [ c ' ~  (3' - ( : 2  i 

+ 2 s s r 5 c k ]  + N [ss' (cz - ka)  + kcc'] 
4- P [- CS'(C1 - ka)  -4- S C ' h ]  O ,  

A [ - sa C ' G k  - sS 'GC]  3- B[ - C 2 C ' k o  + CSS'G] + CC' ck. 
+ M [CS' (Ca - J 2 )  + 2CC'S G k]  + N [SC' (c' - ka)  - s 'cX-]  
+ P [ - CC' (Ca - ka) - S S ' k ]  = O .  

si dans la première on met en facteiirs communs les deiix qiiaritités SIC' 

et (c'2 - SI,> dans toiis les ternies où elles se trouvent, on poiirra écrire, el1 

faisant passer d a m  le second membre la partie qi i i ,  coiitieiit le facteiii- 
(cf2 - S'Z ) : 

[ A  (s2k2 Z- c')+ B (c2ka - J ~ )  + Cû2+ 2 k G  ( P C  - Ns) - 2M ( I + A') C S  Js'c' 

= [ c s k ( A  - B) - ü ( P s +  Nc) - M k ( c ' -  s a ) ]  ( ~ ' 2 -  , y f z )  I '  

De la,  eii appelant A le coefficient de s'c', X celui de (d2 - d2), i i i i i l t i - .  

pliant par 2 ,  reniarquant que C" - S" = COS IL +',. qiie 2s'c' = siii 2 91, j ]  

vient 
2% 

taiig2Jr1= -* A 

011 reniarqiiera que x et A ne contiennent que 8 et +; si donc 011 trouve- 
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.pour ces dernieres variables des valeiirs rkelles, 9’ aura toujours une valerii- 
réelle correspondan te. b 

Revenons aiix deux autres équations. Elles peuvent évidemment s’bcrire 

c’[(A - R ) S C C  - M (c2 - s ’ ) ~  + (Ps + N c ) k ]  
- s ’ [ ( A s ~ + B c ~ - C ) C ~ + ( N S - P C ) ( ~ ~ - ~ ’ ) -  z M s o ~ k ] =  O ,  .. - s’ [ ( A  - B )  s CQ - M ( ca -- s2 )g + ( PS + N c ) ~ ]  
- c’[(As2 + Bc’ - C) ~ k +  (Ns - Pc) (/E2 - c2) - 2 M s ~ c k ]  = O .  

Si l’on multipliait la première de ces équations par c‘, la seconde par s‘, 
qu’on retranchât les résultats, le second coefficieiit disparaîtrait, et le pre- 
micr serait égal à o. 

Si l’on faisait aii contraire l’addition, après avoir multiplié la premiere 
.par s’ et la seconde par c‘, on trouverait qiie le seco’rid coefficient doit être 
égal à o. Donc les deux équatioiis ne peiivent exister simultanément qii’aii- 
tant quel’on a 

La première doniie 

3t, Ps + Nc 
Iî ( B - A ) S C + M ( C ~ - S ’ )  A, 

- -. talige = E. = - 

De la deuxième, on tire 

D’où l’équation 

x,, , A , ,  az,, A, ne contiennent plus que c et s; la dernière équatioi) dé- 
terminera donc +. Il résiilte aussi des valeiirs de art, et A , ,  qu’a iine valeur 
réelle de CI) répondra toujours uiieualeiir réelle de 8 .  

.;En portant dans Ci I ) ,  A î a  place des lettres qu’elle contient, les valeurs 
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qu’elles reprksenteiit-, et effectuant les réductions convenables, cette kqiia- 
tion foiirnit la siiivante 

[ ( B - A ) S C + M ( C ~ - S * ) ] ~ [ ( A - L ) P - B ~ N ] S +  [ (B-  C ) N  - M P ] c f  
+ [( P2 - N 2 )  C S  + PN ( c ~  - s’)] ( PS + Nc)  = O .  

Il reste encore ici deux variables, mais si i’on divise par c 3 ,  i l  n e  restera 
‘que tangq, et en faisant tangq = u, 011 troiive etifiii 

[ ( B  - A ) f i  t M ( [ - u’)] 1 [ ( A  - C) P - RINI LL -t- [( B - C:) N - &II31 1 
+ [ (P’ - N 2 ) u  + PN ( I - u’)] ( P Z L  + N) = o. 

Cette équation di1 troisième degré a nécessairement une racine r&elle ; 
mais cette racine, à caiise de l’indifférence des axes, ne se rapportant pas 
plus à l’iin qu’A l’autre, il s’ensuit qu’elle en a trois. Donc il y a un systeme 
de valeurs de 8 ,  +, +’, oii de valeiirs de (mi, ni, p i )  qui satisfait aux éqria- 
tions ( 9 ) .  Si l’on rapporte toiit aux axes, fixGs par ce systeme de valeurs, 
les éqiiationç d u  mouvement du mobile prennent la forme (S) ,  c’est-à-dire 
que nous aiirons 

d2 y’ Jt‘ + v 2  y‘ - - O ,  

eii posant 

J’appèllerai ces quantités Qi, i poilvant être I ou 2 ou 3. 
Or, je dis que Q,,  Q2, Q3 sont trois cliiantités positives, lorsyae la 

l 

fonction 
‘ a  6 y 

Q (a ,  b,  c ,.”) =: (; + ;, + t; t.. .‘), 
4 
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pour le cas que noiis traitons, est un maximum. En effet, on a alors 

] + P .  

Mais puisque 9 (a,/,. c) est un maximum, il en résiilte que l’on a. 

et que l’ensemble des termes du secoiid ordre doit former un polyiibrne 
toujours négatif, pour toutes les valeurs possibles de .x, y ,  Z. Donc, eii 

représentant les coefficients différentiels, qrii sont des constantes, par les< 
lettres indiquées à la page 7, le polynôme 

- A x2 - B y2  - C x l  - 2 Mxy - 2 N x z  - 2 p y z  

doit ètre constariimerit iiitgatif, 011 bien 

( Y )  Ax2+ B y2+ C z 2  + 2 M x y  + 2 N x z +  2 P y z  

doit être constamment positif, quelles que soierit les valeurs attribiiées à 
X? y ,  2- 

Ce polyiionie peut, conime l’on sait, s’écrire soiis- la forme 

Y +  ‘ 
B - -  

A 

+ ( B - -  y ) [  

et la condition, pour %n’il demeiire toujours positif, se réduit aux trois iné- 
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galités 

A > o ,  B - -  M’ > O ,  - (P -:y Ma + C - - A > O .  N* 
n A 
B - -  

A 

Ces inégalités sont donc satisfaites par les coefficients dii polynônie (p) : donc 
elles le sont aussi par les trois polynômes Qi, et notre proposition est dé- 
montrée. Un autre fait non moins important à remarquer, c’est que les Qi 
sont trois qiian tités généralement inégales. 

Intégration des équations simpl$ées. 

Ces faits importants étant établis, je remplacerai, pour simplifier I’écri- 

tiire, par les carrés KS, K i ,  Kg les quantités 3,  3, 9, et les éqiiations du. 

problème, réduites à leurs formes les plus simples, deviendront 
r n m m  

dont les in tégrales sont 

( 1 3 )  
x’= H,siti ( J i ,  1 + t , ) ,  

y’= H,sin(K,t+EJ,  
z’ = H,sin ( K 3 t  + E ~ ) ,  

Hi, ~i étant les six constantes arbitraires, amenéies par l’in tégratiori. 
La forme de ce5 intégrales fait coniiaitre tout d’abord iine propriete IY- 

marqiiable dii niouveinent que nous étiidions : c’est qtie ce moiiveineiit est 
oscillatoire, que les oscillations sont isochrones par rapport à nos trois axes 

des coordonnées, et q u e  le temps de I’oscillatioi-i est -- Mais le systkrne 
lr 

Ki 

4 .  
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d’axes, auxquels le mouvement est maintenant rapporté, est le seiil systérne 
qui  jouisse de la propriété signalée. Cette propriété paraît d’autant plus siii- 
gulière qu’il n’a été fait aucune hypothèse sur le nombre des centres d’at- 
traction et que, par conséquent, elle existerait toiit aiissi hieri, si le noiiihrc 
des centres se rédilisait i deux, que s’il était quelconque. 

Voyons maintenail t comment iious pourrons d6terminer les six coiist;iri tes 
arbitraires Hi, Ei, introduites par l’intégration. Poiir cela, il nous faut con- 
naître la position initiale et la vicesse initiale du tnobile. Cette position et 

cette vitesse seront génkralemen t données en fonctions des premières coor- 
données (x, y ,  zj et iion eti fonctions des nouvelles (d, y‘, z’) ,  mais il est 
facile de passer des premières aux secondes. Eii effet, si nous nous repor- 
tons aux éqiiations, qui sont au pied de la page 19 et siiiv., il est facile 

d’exprimer (a!, y ‘ ,  2 ’ )  en ( , x ,  y ,  z). Pour cela, dans le groupe (;; y:, ;/ ) 7 

multiplious la premiére par in,, la deuxième par n4,. la troisiéine par ; I , >  

iious aurons, en prenant garde aux groiipes (171i, ni, p i )  et (mi ~ t j ,  71i nj, pi ll,), 

et de inême 

d’oii l’on tire 

rJa résolutioti des équations ( I O )  a fait cotinaitre +, q’, 8 ,  et, par les i*eIa- 
tioiiç de la page 22, elle a donné les ( ini ,  ni, pi ) ;  donc, daiis les équations qric 
noiis venons d’écrire, lorsque (x, y ,  z) ,  ( $ 9  $ 9  dz x) auront été données, 

les secoiids membres seront entierement connus, et l’on aura les. valeiirs 

initiales des (z’, y‘, z ‘ ) ,  9 Appelonsles premiéfes x i ,  y’,,, 20, 

et les secorides a,, P o ,  yo. 
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Dri groupe ( 1 3 )  on tirc 

xf0 = H,  sin g,, 

y’,, = H, sin E,, 
z’,, = H, sinE3; 
a, = K I  H, CO SE^, 

B,  = K , H ,  C O S E , ,  

y, = K, H, C O S E , .  

Le système, venant de x‘, peut s’écrire 

ZO xi = H, siri E, - = H,  COSE,  
K,  

Le signe qu’il faudra prendre pour H, sera indiqiik par le sigiie de xi. 
Les deux systèmes binaires, provenant de y‘ et de z’, donneraient des 

rés~iltats analogues. Donc enfin les équations qiii exprimenl le moii~ement 
du  mobile seront 

Si la vitesse initiale était nulle, ce qui reviendrait, après avoir dérangé le 
mobile de sa position dkquilibre stable, i l’abandonner aiix a l  tractions 
des centres fixes, sans vitesse, on aurait 

et alors nos trois équations intégrales prendraient la forme plus simple et 
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t i-ès-rem arquab I e 

Iniégrales générales des équations du problème. 

Essayons maintenant, à l’aide des intégrales ( I 3), aiixquelles nous sommes 
parvenus, de trouver la forme générale des intégrales des équations corn- 
pliqiiées (1), d’où noiis sommes partis. Or il est clair que, pour cela, il 
n’y a qu’à substituer dans (13) à (x ’ ,  y’? 2 ’ )  leurs valeurs données par le 
groiipe (14). Les intégrales du groiipe ( I ) ,  page 17, seront donc 

Mais les deux systèmes d’axes que nous avons employés sont rectangu- 
laires ; donc aux derix groupes, entre les ( m i ,  ni, pi), écrits aux deux pages 19 

et 20,  on peut ajouter les suivants : 

.qui.permeitent de résoudre très-simplement le groupe ( I 7)  par rapport a 
(x, y ,  a). Si l’on multiplie la première par 7n,, la seconde par m2, la troi- 
sième par rn3? qu’on additionne les résultats en prenant garde aux relations 
précédentes, il vient 
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e t ,  d'iine manière analogiie, 

relations qui étaient d'ailleurs évidentes par le groupe ( x' ' 9  z,) c\e la. 

page J 9. 
Toutes les coristaiites sont connues dans le second membre. Ce sont donc 

bien là les intégrales du  groupe ( i ) ,  page 1 7 ,  sous leur fornie la plus gérié- 
rale, après la détermination des constantes arbitraires par les données ini-  
tiales du mouvement. Ainsi notre problème est complétenien t resolii. 

Je remarque qiie le groupe (1  8) est susceptible d'une interprktatioii 
géoiriétrique tres-simple. Imaginons, en effet, à iin instant quelconque dii 

mouvement, la droite qui joint le point où le mobile était en éqiiilihre avec 
la position qu'il occupe à cet instant, et prenons sa longueiir pour iinitb; 
x', y',  z' serotit les trois projections de cette droite sur les axes des (s',y', z'). 
Si niaintenarit on veut avoir la projection de cette même droite sur les 
anciens axes des (3, y ,  a ) ,  il est clair qii'il siiffira de projeter les (x', y ' ,  z') 
sur chacun de ces derniers axes, et l'on obtient ainsi les équations (18).- 

Cette remarque si simple me semble être une tres-bonne vérification cl i l  

résultat auquel je suis arrivé. 
Remarque. J'ai démontré, page 26, que les quantités Qi sont positives. 

Cette dérnonstration était nécessaire. En effet, supposons qiie l'iine quel- 
conque seiilement de ces trois quantités soit négative, Q,, par exemple; 
la pi-emiére équation dii groupe ( I 2) deviendra 

X I ,  Y'> 

d'où 

et il est clair que t augmentant, x' augmente iriclitfininient ; donc le moiive- 
ment cesserait d'être oscillatoire, ou pliitôt il resterait oscillatoire, mais les 
equations ne pourraient pliis le reprhenter. 
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Iniéyi cctian des équations dfférentielles par la prerniére méihade inrliqitée. 

Je vais maintenant reprendre, par la méthode indiquée à la page 17, 1;i 
solution du problitrne, qiie je viens de résoudre compléternent en simplifiant 
les équations qui le formulent. Il ressortira de la comparaison des deiix 
méthodes des résultats qui me paraissent importants, et m&me qui semblent 
accuser une singularité, non encore expliquée, dans la théorie importante 
de l’attraction, malgrél les magnifiques travaux des géomètres sur cette partie 
de la mécanique. 

Pour cela, il faiit d’ahord résoudre le système des trois équations 

Mais si l’on pose mk2= 6 ,  la prerriiére se sirriplifie, ainsi qiie les dellx 
autres, et le système peut s’écrire : 

A + y M + g N i s ,  
M + p B  + q P = p s ,  
N t p P  t g C = q s .  

En éliminant p et q efitre ces trois (.quations, on tombe sur le résultat siii- 
vai-it : 

(S - A) (S - B) (S - C) - P’ (S - A) - N’(s - B) - M’(s- C) - 2MNP = O, 

q u i  peut encore s’écrire 

sa - ( A +  B + C)S’ - (Pa - BC + Mg- AB + N’ * AC)$ 
~(BN2’+hPZ-tCM2-ABC-2MNP)=o. 

Avant d’aller plus loin, arrètons-nous iin instant sur cet te éqiiation. Sup- 
posons-la résolue et soient s,, s,, s, ses trois racines, n o m  aurons pour kz 
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trois valeurs correspondan tes 

(3)  

et, en les portant dans l’équation générale 

il faudra distinguer trois cas, suivant que les valeurs de k,? seront positives, 
négatives ou imaginaires. 

I O .  Si elles sont toutes positives, il en résultera 

(4) 
u, = x + p, y + q , z  = E, sin ( k ,  t + &,), 
u, = ut: + p2y + q z z  = E,sin ( k a t  + E ~ ) ,  

z i ,  = x +psy + y3z = E,sin (k , t  + E,) ,  

d’où les valeurs générales de (x, y,  z), déjà données à la page 18, lesquelles, 
comme on le sait, résolvent compléteinent le probléme. 

2O. Si elles sont négatives ou si l’une d’elles seulement est négative, s, par 
exe rn pi e, l’équation 

d 2  U -- kSz4 = O del 

aura pour intégrale une expression de la fornie 

tandis que les deux autres racines donneraient pour ua et u, les valeurs déjà 
obtenues. Mais il est clair qu’en résolvant le groupe des trois intégrales, par 
rapport à ( x ,  y ,  z), on tomberait sur des valeurs de ces variables qui  croî- 
traient indefiniment avec t, et qui, par conséquent, ne pourraient plus 
représenter le moiiveinent. Donc l’équation ( 2 )  ne peut avoir de racines 
négatives. 

5 
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30. Si les racines de (2) étaient imagiiiaires de la forme p + Y 011 si 

l’iiiie d’elles seulement avait cette forme, on aurait pour intégrales des 
expressions telles que celle-ci : 

- 
u = E sin [ ( a  + 6 \/I-Ï) t + E ]  = E cos E sin (a + 6 \i - I ) t 
+ EsinEcos(V: + g d -  ~ ) t ,  

et ces expressions se reproduiraient évidemment dans les valeurs de (x, y ,  G). 
Or, on sait que 

ee f + e- 6 f , e t -  . -et  
sin ( u t + g t d z )  = -- sin a t  + 4-r 2 cosai, 

Donc (x ,  y ,  z )  deviendraieiit infinis, en inême temps qu’ils seraient irria- 
giiinires. Les racines de ( 2  1 ne peuvent donc pas être imaginaires; d’ailleurs 
aiicuiie rie peut ètre négative, reste donc qu’elles soient toutes trois rbelles 
et positives, ce qui a lieu, en effet, comme nous 1’3 prouvé. la prcinikre 
iné t h od e . 

L’équation ( a )  est complète, elle doit avoir trois racines positives : donc, 
coinme le nombre des racines positives ne peut surpasser le nombre des 
variations, elle doit offrir trois variations, c’est-à-dire qu’on doit avoir Ics 
trois inkgalités suivantes : 

( 5 )  A + B + C > o ,  

O II 

n z y  - (2)o- “ 7  

ou encore 

Pz - BC + Ma- AB + NZ - AC < O ,  

BNz+ APz+ CMa - ABC - 2MNP < O .  
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La preiniere de ces iiiégalités montre que: pour la position d’équilibre di1 

ni o b i le, 1 ’ é qii a t i o 11 

ii’a plus lieii alors même que le mobile rie coïncide p s  avec la iriasse alt i-  
raiite. J’emploie ici le mot masse, vii que chaqiie centre fixe peut très-hieii 
être remplacé par une sphkre d’une masse convenable. 

Car imaginons, par exemple, un parallélipipède rectangle cli‘oit, joignons, 
par la pensée, les centres des faces opposkes, et placons aiix deiix extrGniités 
des trois lignes ainsi obtenues deiix sphères, égales pour chaqiie ligne, mais 
pouvant différer d’une ligne à l’aiitre, il est clair qu’une sphére placke dalis 
l’intérieur du parallélipipède et attirée par les six aiitres se trouverait en 
kqiiilihre au centre de figure, où elle ne coïnciderait avec a u c m  des corps 
oiicentres attirants. Eh bien, poirr cette position, on devrait avoir 

Serait-ce parce que le corps attiré se trouve aii centre de gravité du systikic 
attirant ? 

Quoi qu’il eii soit, cette disciission rnotitre clairement coriiliieti la pre- 
mikre méthode est siipkrieure A la seconde : car elle résout sans peine, et 
avec les données mêmes de la qiiestion, des difficultés considbrables qui se 
rencontrent dans la seconde, difficultés que celle- ci ne peut résoiidre qiie p i -  

des considérations niécaiiiqiies i ilfiniment nioins satisfaisaiites qiie lcs consi- 
dérations analytiques, déduites de l’esseiice meme de la qiiesiioii qi i ’on traite. 
Toii tefois, la singularité signalée par l’inégalitk 

iiie parait remarquable, et c’est l’emploi de la seconde inéthode qui l’a nise 
en évidence. 

On peut, par un genre de discussion dû, je crois, i Caiicliy, démontrer 
directement qiie l’équation (2) a ses trois racines réelles. En effet, cette 
équation peut s’écrire 

(S - 13) [ ( a i  - C) ( S  - A) - N2] - [M2 (S - C)+ P*(s - A) + 2RINPI = O .  

5 .  
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Supposons que l'on eût 

M = o ,  P = o ,  

l'équation se réduirait à une autre équation plus simple du troisième degré 
dout les racines seraient : d'abord 

s = B ,  

puis les racines de l'équation du second degré 

d'où 

De 1àon tire 

A - C  r ; - C = - - '  - g d ( A  - C)'+ 4N = - j 2 ,  
2 

Il est clair que ( e  - C), ( e  - A )  sont positives, que (y) - C), (y) - A) sont 
négatives. Voilà pourquoi j'ai adopté, pour ces quantités, le mode de repré- 
sentation employé. 

D'ailleurs on a 

N a =  ( e - C ) ( e - A ) = ( q - C ) ( y ) - A ) = j ' ' j p .  

fieprenons maintenant l'équation (2 ), et substituons successivement a 
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s, + cn , e,  YI, - a, il est clair qiie iious aurons le tableau 

s = + m  . . . . . . .  + 
- s = e  . . . . . . .  

S = V  . . . . . . .  4- 
- s =  -m . . . . . . .  

Car dans la substitution de e pour s le premier terme disparaîtra, et le 
second prendra la forme 

- [ M 2 h 2 + P 2 J 2 ~ 2 h . M P ] =  - [lMh&PJ]’, 

quantité essentiellement négative. 
Lorsque l’on remplace S par y), on aura pour résultat 

- [ - Mf a - P h 2  .$- 2hf MP] = + [ Mf t Ph]’, 

quantité essentiellement positive. 
Les trois racines de notre équation sont donc réelles, mais nous ne pou- 

vons aller plus loin et démontrer qu’elles sont positives, ce qui, à mes yeux, 
rend la seconde méthode essentiellement inférieure à la premikre. 

Signfiation des parumèires p et y. 

Supposant maintenant l’équation ( 2) résolue, ses racines toutes positives 
trouvées, je veux chercher si les paramètres introduits p ,  q ont une signifi- 
cation soit géomktrique, soit mécanique, comme cela arrive clans pliisieurs 
questions importantes de la Mécanique, par exemple, lorsque I’oii veut 
trouver les équations du mouvement d’un système de points matériels ;i 
l’aide du principe des vitesses virtuelles, combiné avec le principe de d’A- 
lembert. 

Pour effectuer cette recherche, je reprends le groupe (4), page 33. En le 
résolvant par rapport à (z, y,  z )  il est clair qii’il en résultera, poiir ces 
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wriables, des valeiirs de la forme 

x = H ,  siti ( k ,  t + E , )  + H ,  sin ( k ,  t + E ? )  + H, s i n  ( k ,  t + E ~ ) ,  

z = I,, sin ( k ,  t -+ E , )  + L, sin (k, t + EJ + L, sin (k, t + E ~ ) ,  

y = Ki  sin (k, t + E , )  + K, sin ( k 2 t + g 2 )  -t K3 sin (k.,t + E,), 

où il faut déterminer les neuf constantes Hi, Ki, Li. 
Or ces valeiirs de (x, y ,  z) doivent satisfaire identiqiieiiient aux équations 

du groupe ( r ) ,  page I 7 .  Si l’on effectue la substitution, on trouve, en ortloii- 
iiant par rapport aiix sinus ( k i r  + ~ i ) ,  

[ - k: H i  ni + AH, + MK, -t NL,]  siii ( k ,  t + E , )  

+ [l - k:  H, in + *4H2 + Mi2 + NL,] sin ( X ,  t + E , )  
+ [ - kz H, in + AH, + MK, + NT,,] sin ( k 3  t + E,) = O ,  

1 - Ki  772 + BK, + MH, + PL,] siri ( k ,  t + E , )  

-+- [ - k i  K, in + BK, + MH, + NL,] sin ( k , t  + E ~ )  
~ i- [ - k i K ,  in + RK, + MH, + NL,] sin ( k , t  + E ~ )  = O,  ’ [ -  k i L ,  m - t - C L , + N H , + P K , ] s i t i ( k , t + E , )  
-t [ - k2, L, nz + CL, + NH, t P K , ]  siri ( k 2  t + E*) 

+ [ - k IJ3 m + CL, -t- NH, + PK,]sin ( k ,  t + f 3 )  = o.  

Ces trois équations rie peuvent kvidemment subsister, quel qiie soit t ,  
qu’autant que les coefficients des sinus sont n d s  séparément, ce qui doiiiie 
neuf équations pour déterminer les neuf constan tes. Heureiisenien t cc cal- 
ciil laborieiix peut être siniplifié par les coiiçidératioiis suivantes. 

Si nous prenons d’abord les trois relations qui dérivent des trois coeffi- 
cients de la premiGre équation géiikrale, nous obtenons 

i? 
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Passons mainteiiailt aux relations, fournies par les coeffcien ts de la 

seconde équation du  groiipe ( 7 ) ,  et prenons garde aiix valeiirs de tn k?  que 
donnent les résultats qiie nolis venons d'écrire. Nous troiiverons 

Enfin la troisième du groiipe ( 7 )  dontiera 

LI 

HI - -- 

. * . . . . . . . . .  

Si l'on compare ces équations ail groupe ( I ) ,  page 32, i l  est facile dtt voir 
qu'on y satisfera en prenant 

i étant I 011 2 ou 3, mais représentant le même nombre dans les clerix 
membres. 

Ces deux relations réduisent le nombre des constantes ;i trois, savoir I t s  

Hi, et rainénent les intégrales aux formes suivailtes : 
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Portons ces valeurs dans le groupe ( 4 ) ,  page 33, il vierit les trois &qua- 

tions : 

Or il est clair que l’existence de ces équations entraîne les relations 

(12)  H , ( r + p ~ t q ~ ) = E , ,  H 2 ( 1 + p ~ + / r l ~ ) = E 2 ,  H , ( r + p : t ~ ) ) = E , ;  

Des trois premières on tire les Hi en fonctions des EL, et par suite la forme 
défiriitive des valeurs de (x, y ,  z), lorsque l’on aura trouvé les Ei en  fonc- 
tions des données initiales, ce qui n’offre aucune difficulté. Le groupe de la 
seconde ligne va me conduire au but de ma recherche actuelle, qui est de 
découvrir la signification des (pi, yi). En effet, joignant le point, qui est la 
position d’équilibre du mobile, et qui est aixssi, comme on s’en souvient, 
l’origine des ( x , y ,  z), avec la position du mobile à lin instant quelconque, 
soit Z la longiieiir de cette ligne, rious aiirons toujours 

Faisons passer par l’origine une droite qui fasse avec les axes des 
( x ,  y ,  z )  des angles ( y , ,  6,, +,). Soit O, l’angle de cette droite avec 1. En 
projetant Z sur cette dernière droite et appelant hi la projection, nous au- 
rons, h un instant quelcoi-ique ciii mouvement, 

= ~ C O S ( P ,  t y c o ç 8 ,  + zcosq,,  

quels que soient les angles ( y , ,  O , ,  q , ) .  Déterminons ces angles en pre- 
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nant 

1 c o q ,  = , cosef = p i  9 cos+ ,=  q1 9 

41 +P: + 9:  dI + P: + d 4 1  + P :  -I- 4: 

alors il vient 

ou, d’après le groupe (4),  page 33, 

- sin ( k ,  t + if  >. E, hf  = 
\ I r  + P: + q:  

Cette derniere relation ayant lieu une époque quelconqiie du mouve- 
ment, h,  est une véritable coordonnée, exprimée en fonction d u  temps, et 
dont la valeur est, comme on le voit, périodique. . 

pz et y,, p 3  et q3 donneraient de meme 

Nom avons donc trois lignes OU axes, perpendicrilaireç entre eux, d’apres 
le groupe ( I 3), suivant lesqiiels le mobile execute des oscillations périodi- 
ques et isochrones, et ces axes sont fixés précisémelit par les coefficients pi,  
yi. 11 est clair que ces axes ne sont autre chose que ceiix ;iiixquels nous a v o ~ ~ s  
rqyorté le nioiivement daiis la première mitthode, polir parvenir plus faci- 
h i e n t  a l’intégration des équations du problème. Ainsi les pi, Q i  n’ont pas 
de sigriificatioii mkanique, mais bien u n e  significatioii géométrique : ce 
S O n t  des rapports de, cositius qui s’introdriisei-it dans la seconde méthode, 
cOnme pour rappeler arx géomètre, dans toutes les phases de ses calciils, 
qii’il y a une voie plus courte, pllis directe que celle qu’il a choisie, et qiie 
mème si la voie la plus longrie, la plus laborieilse le mène au résiiltat désiré, 
ce n’est qii’à la faveiir des SecOllrs qii’il reqoit, salis qii’ii s’en doiite, de la 
rnétl-iode simple et directe. 

6 
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Je dois dire néanmoins que la seconde méthode, appliquée aux équatioiis 

dif'féreatielles du mouvement d'un système de points matériels, IégèremcIit 
écartés de leurs positions d'équilibre stable, rne seinhle propre A coi-iduirc 
d'une .manière très-naturelle & leiirs intégrales générales. 

En effet, reprenons les éqiiations de la page 12, (1 i ) ,  multiplions la III*+ 

tiiière par J ,  la seconde par p, ia troisième par q ,  etc., et additioiinons, i l  
v i e n d ra 

ce qui peut encore s'écrire : 

Si nous déterminons les paramètres introduits par les conditioiis 

, , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A l + p B ( l , Y ) + q B ( l , , ) + .  . . 
Ai+pB(i,*,+ 4 B(l,,)+ . . . = K2, 

011 aiira 

à' a d2 :: 
nrl+ G-+ dt,  H z - +  . .  . + K 2 ( a + G g +  H y t  ...) = O, 
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d’oii 

(1 7) 

eii posant 

~i = Ej sin (Ki t + ~ i )  

o : + G g + . H . / +  . . .  = i l .  

II est éviderit, à la seule inspection des formules (IS), que i’éliniiiiatioii 
des (p i ,  qi) donnera en K2 une équation du degré ( 3 n  - O). Donc noils 
aiiroiis, en employant les 3 n  - v valeurs de K2, 3 n - v intégrales semblables 
à ( I 7 ) ,  et ces intégrales siiffisent ,porir déterminer les 312 - v variables i i idk- 
pendantes, dont chacune s’exprimera en fonction de 3 n  - O ternies circii- 
laires, c’est-à-dire précisément par autalit de ternies qu’il y aiira de variables 
indépendantes. ides vaierirs de (a, 6, y , . . -) seront semblables i celles qiic 
nous avons trouvées pour (x ,  y ,  z), groupe (6$,, page 38. Si l’on porte ces 
valeurs des 3n- O variables dans les équations du mouvement (1 I ) ,  page 12, 
niiser, si 1’0.11 veut, soiis la forme ( I  2 ) ,  oti trouvera lin groiipe d’équations 
aiialogues au groiipe (7), page 38, et du groiipe d’équations trouvées on 
passera à deux autres analogues a (8) et ( 9 )  .des pages 38 et 39, d’où enfin 
on tirera des relations analogues à ( I O )  de la page. 39, ce qui siiffit pour 
établir la proposition que nous avions en vue, salis qu’il reste le plus léger 
doiite siir la rigueur de la démonstration. 

Vu et approuvé, 
Le 16 novembre 1858, 

MILNE EDWARDS. 
hi DOYEN ‘DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,  

Permis d’imprimer, 
Le 16 novembre 1858, 

LE VICE-RECTEUR DE LACADEMIE DE PARU, 
ARTAUD. 

6. 
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THISE D’ASTRQNOHIE, 

SUR LES FlGURES D’EQUILIRRE DES LIQUIDES PLANETAII1ES. 

INTRODUCTION. 

La question géoérale des figures d’aqriilibre des liquides intéresse ;NI P l iJS  

haut poiri t pliisieurs branches des mathématiques appliquées. S’il est v r ; ~ ~  
que notre terre et les planètes en général aient étil fluides à iin instant qiiel- 
conque de leur durée, ce sera à la solution de cette grande question qu’il f i i i i -  

dra demander les figures qu’elles ont prises sous I’iiifliience de l’attractioii 
solaire, de leurs attractions réciproques et de leur propre attraction sur le3 
molécules qui les composent. Mais la qiiestion, envisagée sous ce point tle 
vue général, offre de grandes difficultés, des difficultés insurmontables 
peiit-être. Aussi dans les essais, tentits jusqu’h ce jour, s’est-on borné, dii 

moins à nia connaissance ( r ) ,  h traiter un seul cas particulier de la qiiestioir 
générale. On s’est demandé quelle figure d’équilibre corivieiit A iitie masse 
fluide homogéne, doiiée d’iiii mouvement de rotatiou uniforme autour d’iiii 

axe fixe. Maclaurin le premier a tlémoritré que l’ellipsoïde de rtholiitioii 
aplati résout le problème. Cette solution n’est pourtant pas la seule, cl i l  nioiiis 

tant que la vitesse angiilaire reste comprise entre certaines limites. Entre ces 
limites, l’ellipsoïde à trois axes inégaux satisfait aussi. Ce iiouveau t hbo- 

( I )  Ce travail était terminé et déjà entre les mains de la Faculté des Sciences, lorsqiie j’ai 
appris de M. Lioiiville que la derniére question trait& dans rette thèse avait fait le sujet d ’ i i i i  

Mémoire remarquable, présent; par M .  Roche i I’bcauemie des Sciences et favorablement 
;iccueilli par ia savante compagnie qui en avait ordonné I’inseriion aii Recueil des Mé/n»iws 
des Savants étrangers. 
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rerne, mmoiicé par NI. Jacobi eii 1834, a été déniontrk d’abord par M. Liou- 
ville; plus tard M. Meyer, de Koenigsberg, l’a repris par un procédé élégant. 
Enfin la solution de cette intéressante qiiestion a été presentée avec toute 
la clarté qiie l’esprit français sait porter dans les siijets dont il s’empare, 
daris ~ i i i  Mémoire de M. J,io[iville, puhlié dans la Conncrisscrnw des Temps 
poiir I 846.  

La lecture de ces intéressants travaux m’a porté à me demander si 1’011 ne 
pourrait pas trouver ilne formiile générale qui, en coiiduisant aux éqiia- 
tions c h i  problème précédent, permît, en même temps, de résoudre quelque 
tioriveui cas particulier de la qiiestion générale. J’ai établi d’abord cette 
formule, qui me semble convenir aussi bien à l’hydrostatique qu’à l’hydro- 
dynamique. Elle m’a doniik les kqiiations du  problème résolu par MAT. Lion- 
ville e t  Meyer. Ensiiite, conirne seconde application, j’ai rbsolir le problénie 
dont voici I’érioiicé : Quelle figure d’équilibre convient i iine masse fluide 
hoinogène, tournant aiitoiir d’un axe fixe d ’ ~ n  nioiivernen t uniforme, Pen- 
dant  que ses riioléciiies s’attirent entre elles suivant la loi de la nature, et 
sont en outre attirées, sirivaiit la même loi, par ilri corps central tres-éloigtié, 
dont le centre de gravité est sur l’axe niènie de rotation et dans le plan de 
l’orbite ? J’ai troiivk qiie l’ellipsoïde de révoliition allonck satisfait A la 
question. 

1. 

Fo rrri u le Jo ndu nien ta le. 

Les probieines que je me propose de traiter sont des prolletnes d’hydro- 
dynamique ; mais il  existe une forrni.de générale également applicable aux 
problèmes d’hydrostatique et d’hydrodynamique, qiie les liqiiides soient 
isolés ou en contact avec les solides, et dont les diverses questions, qiie l’on 
peut se proposer sur les liquides, ne sont que des applications particulières. 
C’est cette formiile qiie je vais d’abord établir, en suivant iine marche 
indiquée par Gauss dans son Mémoire intitule : Principia ge,nerolia heorie 
figurœJiiidorum in statu Ceqziilibrii ( 1 ) .  Il sera facile ensuite d’en dediiire les 
diverses formules particulieres qiii conviennent à chaciine des questions qiie 
j’aurai h traiter. 

(1 )  Gœttingue, 1830. 
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Depuis les essais de Cariton et de Perkiiis pour constater la coinpressibi- 

lité des liquides, cette proprieté a été mise hors de doute par les exp6rieiices 
d’un grand nombre d’habiles physiciens. Tou tefois, dans l’établisserneii t de 
la formule g é n h l e ,  je n’en tiendrai pas compte. Ce serait inutile pour les 

applications qiie j’eii dois faire. 
Soit donc u n  corps solide, immobile, en contact avec deux liquides qui i w  

se mèlent pas. Cherchons la condition d’équilibre d’irii pareil système, loi-s- 
qiie chaque molécule de ce système ii’est, soiirnise qii’i ùes forces ex& 
rieiires, tolites dirigées vers 1ii-i centre comiiiiin et a11x actions des autres 
iiiolkciiles, soit du liquide auquel eilc appartient, soit de l’autre liquide, 
soit enfin d i i  corps solide. Appélonç L l’iin des liqiiides, A. l’autre,. C le. 
corps solide. Soient 772 et in, deux molécules de TA, ,u iine des nioléciiles 
de A,  RI une -des inoléciiles de C. Désigiioiis par (x, y ,  a ) ,  ( x , ~  y , ,  z . , ) ,  
(6, q, <), (Si, v 3 ,  c2) les coordonnées J e  ces qiiatre moléciiles. in sc’ra sou- 
mise : I *  à l’aciion d’une force extérieure mP,  Y &tant la force rapportée ;I 

1”iiiiité de masse; 2 O  à l’action de i n ,  ; 3” A l’action de p ;  4” enfin Li I’actioii 
de M. Ces trois dernières actions seroiit des fonctions des distances des i n o -  

lkciiles. Soit p la distance qni sépare 111 et In,,  o n  aiira pour exprimer I’actioti 
de in, sur in 

mm, F ( p ) .  

pi et p2 étant les distances de p ct M ii rn; F, et F, désignani des foiictioris. 
qui peuvent ne pas être de la ineme natiire que F. 

Si l’on cherchait les actions qu’iiiie rnoléciile d u  secoiid fluide (~l>i*oiive de 
la part  de trois molécules prises, comme pliis liarit, respectivement dans.  
chaque corps, on trouverait 

Une molécule du corps solide épi-oiiverait les actioiis 

Fai sons mai t i  t en ail t subir a i I x deu x l i qi i i d es ,  s i ]  pposks i I 1 co 11 1 press i b 1 es,. 11 t 1 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 48 ) 
th+laceineii t virtuel compatible avec les liaisoiis existaiites. Les points 
d’applicatioii de tolites les forces qui sollicitent les molecules se déplace- 
ront, et l’on aura, pour les moments virtuels des forces agissant sur in, 
citées plus haut, 

En appelant II la force exterieure qui agit sur p., a la distance au centre 
fixe, on aura de même, pour la somme des moments virtuels des forces qui 
agissent sur p, 

Mais l’on a 

si nous iridiquoiis par ~ ? , ~ p  la variation qiie subit p dans le déplacement de 
m, il vieiidra 

(--+Jx+ ( y - y , ) B y i ( z - t , )  dz = 
P 

iles deux soninies précédentes peiivetit donc s’écrire 
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Toutes deiix entreront dans la somme des moments virtuels du système 

total : mais il est clair que le second terme de la première somme sera ac- 

compagné d’un autre terme qui sera - i 7 z m ,  F ( p )  am, p ,  lequel additionné 
avec le terme précité donnera - min, F(p) dp, dp étant ici la variation totale 
de p ;  que le troisième terme de la première et le second de la deuxième se 
réduiront à un seul qui sera - mpF,  (pi)dpi, $pi ayant une signification 
analogue à $p ; que le troisième terme de la deuxième somme aura un cor- 
respondant - pp, F, ( p a l  &p3 qui réuni avec h i  fournira - pp, F, ( p l )  d’p8; 
qu’enfin les derniers termes de chaque somme n’auront pas de correspon- 
dants, le corps solide et toutes ses molécules étant supposés absolument 
fixes. Si l’on additionne les deux sommes après les réductioqs ixidiquées, il 
viendra 

. 

Appelons maintenant cp ( p )  l’intégrale p )  (rp et conservonsà chaque sF(  
l’indice de 1’F d’où il provient, cette quantité pourra se mettre sous I r i  forme 

. Désignons par S une sommation sur le liquide L, par Z une sommation 
sur le liquide A, par S une troisième sommation relative au corps solide; il 
est évident que pour écrire l’équation d’équilibre, fournie par le priiicipe 
‘des vitesses virtuelles, pour le système totai, noiis devons avoir 

Je mets le coefficient devant les trois premières sommes doubles, parce 

qiie, dans chac,ui-ie d’elles, les variations devront être prises par rapport aux 
deux molécules qui sont en évidence dans chaciiis des terines qu’elle repré- 
sente, chacun de ces ternies en donnera deux qui, additionnés, reprodui- 

7 
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rotit la variation totale de la fonction 41 qui entre dans ce terme de la somme. 

Si l’on ne tenait pas compte des actions moléculaires, il ne resterait que 
les deux premiers termes de la somme, et, dans le cas où il n’y aurait d’au- 
tres forces extérieures que la pesanteur, l’éqiiation ( A )  apprendrait que, pour 
l’kquilibre, le centre de gravité doit être le plus haut ou le plus bas possible. 
Ainsi se troiiverait déniontré ce théorème bien connu d’hydrostatique, que 
deux liquides, d’inégale densité, étant siiperposés, l’équilibre ne peut être 
stable qiie si le plus dense est le plus bas. 

J’ai supposé jusqu’ici qu’il n’y avait pas de pression extérieure, s’exerçant 
siirila surface des liquides. Si cette pression existait, soit 4 sa valeur sur l’u- 

. i i i t6  de surface, O la surface libre de L, i1 celle de A ;  d o ,  da les élémeiits 
de cessurfaces; $12, $Y lesdistances, comptées sur les normales à ces surfaces, 
comprises entre d o ,  di2 et les éléments qui leur correspondent sur les 
nouvelles surfaces, après le déplacemeii t virtuel. On voit facilemeii t qu’en 

s 

désigiiant par so, 2 des sommations sur les sitrfaces primitives des deiix 
w 

liquides, la somme des moments virtuels, dus aux pressions extérieiires, sera 

Je donne le signe - à ces moments, parce que les fluides étant supposés 
i iicompressibles et la pression extérieure tendant à rapprocher leurs molé- 
cules, il s’ensuit qiie la projection du chemiii parcouru par le point d’appli- 
cation de la pression sera toujours sur le prolongement de la direction do 
cette force, ce qiii rend les moments virtuels négatifs. 

. L’expression que iloiis venons d’écrire est celle qu’il faudra ajoiiter ai1 

premier membre de ( A  1, lorsqu’il existera ilne pression extérieure. Mais jo 
ne tiendrai pas compte de cette force dans ce qiii suit. 11 sera facile d’y avoir 
égard dans les applications de la formule ( A ) ,  où cette force devrait être 
prise eii considération. 

Désignons par (X, Y, Z),  (X,, Y,, 2,) lescomposantes, siiivarit les axcs, 
des forces extérieures P et IT, la formule ( A )  peut encore s’écrire : 

I 

I 
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Telle est l’équation générale d’éqiiilibre di1 système. II ne  sera pas diffi- 

cile maintenant de trouver l’équation générale d u  mouvement. En effet, 
l’expression analytique des forces capables de prodiiire ce moiivement étau t 

m - 9  77k-9 in-,  on sait par le principe de d’Alembert qii’il suffit, 

pour obtenir l’équation générale cherchée, d’&rire que l’équilibre existe 
entre les forces, agissant sur le système, et les forces effectives, prises en 
selis contraire. Donc on aura, pour l’équation du mouvement, l’expres- 
sion suivante : 

d 2 x  d‘y d a z  
dP dt2 dt2 

C’est de cette équation générale que nous allons tirer la solution des 
probléines astronomiques, annoncés dans l’introduction. 

II. 

Chercher la figure d’équilibre d’une masse fluide dont les inolécules s’atti- 
rent entre elles suivant la loi de la nature et sont animéesd’un mouvement de 
rotation unifornie autour d’un axe fixe, ou, en d’autres termes, chercher 
la figiire que la masse fluide doit affecter pour que, malgré le mouvement, 
ilne moléciile ne se déplace pas par rapport aiix autres. 

Poiir appliqiier la formule générale (C) à ce cas particiilier, il suffira d’y 
siipprimer les termes relatifs au second liquide A et au corpssolide C. Prenons 
l’axe de rotation pour l’axe des Z, l’équation prend alors la forme simple 

Ici il n’y a point de forces extérieiires et X, Y, Z sont nuls. La force effec- 
tive, prise en sens contraire est, en appelant 8 la vitesse angiilaire, û2 r ;  les 
composantes, suivant les axes des ( x ,  y ,  z), sont P x ,  6’y, o. L’équation 

7. . 
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précédente devient 

ou, comme 
x2 + y2 = r2 ,  

d’où 
x$x -+ y$y = r$r, 

r étant la distance d’une moléciile à l’axe, 

Srn6* r $ r  - a SmSin, ( p )  = o.  

L’attraction s’exercant suivant la loi de la nature, on a 

d’où 

Si nous multiplions tout par a, que nous fassions entrer ce facteur soiis le 
signe S a u  premier terme, ce qui est permis, noiis pourrons enfiii écrire : 

Il noiis faut mai’nteiiant trouver les variations des deux ternies de cette 
éqiiation. Pour cela j’imagine, dans l’intérieur du liquide et peii de dis- 
tance de la siirface extkrieure, une deuxiéme surface qui ait les nièmes 1101’- 

males que la premiére. T,e fluide total sera alors décomposé en deux parties : 
I O  la partie comprise entre les deux surfaces; ao la partie comprise dans Ic 
creux de la surface intkrieure. En désignant par Se et Si des sommations d a -  
tives à ces deux parties, nous aiirons 

Smr2 = S,rnr2 t Sirnr2 .  
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Or, lorsque l’on fait varier infiniment peci la surface extérieure, le S ~ C O I I (  

terme iie change pas. Qiiant au premier, appelons $ n  l’élément infininieii 
petit de la normale à la surface extérieure compté à partir de cette surface 
par la variation que nous faisons subir aii liquide, l’épaisseiir dii fluide entw 
les deux surfaces variera de an, et la partie de ce fluide qui repose si ir  
l’élément d û  de la surface extérieure variera de dO$n.  La variation dii 
moment d’inertie, correspondante à cet élément du fluide, sera donc 
r2d0 an, et la variation du moment d’inertie du 1iqiiid.e total sera 

l’intégrale s’étendant à toute la surface extérieure dii liquide. 

Pour le terme SmSrn, 1, je remarque qii’il n’est aiitre chose que le [)O- 

tentiel d u  liquide sur lui-même, en appelant avec les géomètres, d’aprk~ 
George Green, potentiel d’un corps sur un point maiériel la somme des 414- 
Inen ts de masse du corps attirant, divisés respectivement par leurs distaiices 
311 point attiré. Or, si nous concevons une loi d’attraction en raison inverse 

de la simple distance et en raison directe des masses, Sin Sm, sera prkcisb- 

ment l’attraction de tout le liquide sur lui-même. Cette conception permet de 

calculer facilementlavariation decette intégrale sextuple. En effet, SrnSm, L. 

en employant la surface intérielire dont il a été parlé plus haut, se décom- 
pose ers deux parties : 1’’ l’attraction de toiit le liquide sur la partie comprise 
entre les deux surfaces; 2’ l’attraction de toiit le liquide siir la partie com- 
prise dans le creux de la siirface intérieure. Soit U, dans la loi d’attraction 
qiie nous supposons, l’attraction de toiite la masse liquide sur la partie clii 

liquide comprise entre les deux siirfaces et q i i i  repose sur l’imité de siirface 
de la surface extérieure, partie que nous pouvons prendre pour l’unit6 
inasse; l’attraction exercée par toute la masse s w  le liquide qui repose siit- 
l’dément d o  de la surface extérieure sera alors UdO.  Si la surface exté- 
rieure varie de manière que la partie de la normale cornprise entre les cleiix 
siirfaces varie de ù’n, le produit U d O  variera de udodn, et la variation cle 
l’attraction de toute.la masse sur toiit. le liquide compris entre les dellx 
siirfaces sera exprimée par J U  d O h ,  l’intégrale s’étendant i toute Ja sur- 
face du liqiiide. L’action étant égale et contraire i la réaction, la variation 
de l’attraction dii liquide compris entre les deux surfaces siir t.oute la masse 

f 

P 

P 

. 
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sera aussi j UdO$n;  la variation totale sera donc 

Or, comme nous l’avons déjà fait remarquer, l’attraction de tout le 
liquide sur lui-même, dans l’hypothèse où elle agit en raison inverse de la 
simple distance, n’est autre chose que le potentiel; donc la variation totale 
du potentiel est exprimée par 

2 S U d O G n ,  

U étant le potentiel sur l’unit6 de masse, et l’intégrale s’étendant à toute la 
surface extérieure. 
h portant les valeurs trouvées dans ( I ) ,  on aura, pour l’équation de la 

surface d’équilibre du liquide 

ce qui peut encore s’écrire 

J 

L’intégrale JdOd’n exprime lavariation du volume, puisqu’on l’étend a 

toute la surface extérieure. Elle est nulle, le volume &tant supposé constant. 
La condition exprimée par l’équation précédente n’aura donc lieu qiie pour 

û2 / a 2  + 2 U = constante 

0 11 

e 2 ( X 2 +  y ’ )  - - constante. 

Telle est l’équation de la surface d’équilibre. Il reste à remplacer U par 
sa valeur en fonction des coordonnées d’un point quelconque de cette sur- 
face; mais, polir obtenir cette valeur, il me fant entrer dans certains tléve- 
loppements que je vais donner. 
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Attraction d‘un eit?ipsoïde sur un point de son intérieur ou de sa sufdce.  

Cornine, dans les applications qiii vont siiivre, je ferai un fréquent iisage 
des fortniiles qui expriment l’attraction d’un ellipsoïde sur un point de son 
intérieur ou de ss surface, et que, pour les appliquer aux besoins des qiies- 
tions traitées, je serai obligé de les mettre sous iine forme particuliere, il est 
nécessaire que j’établisse, eii peu de mots, ces formules, et que j’iiidique 1;i 

forme à donner au  potentiel de l’ellipsoïde pour l’introduire facilement clans 
les calculs. 

Soit donc 1111 ellipsoïde homogène 
.zI y2 2’ 
Z + G + > = ’ ’  

et, dans l’intérieiir de ce corps, un point quelconqiieK ayaiit pour coordoir- 
niles suivant les axes des ( x ,  y ,  z )  a, p,  y. Soit p la masse de ce point, j le 
coefficient de l’attraction, p la densité de la matière. Si l’on appelle A, B, C: 
les coniposarites, suivant les axes, de l’attraction, exercée par l’ellipsoide 
entier siir le point de inasse p, on sait que l’on a 

8 

Transportons inairitenant l’origine a u  point attire K ,  sails chaiiger la 
direction des axes, puis passons des noiivel les coordoriiiées rectilignes à des 
coordonnées polaires, savoir : le rayon vecteur r q u i  joint le point attirk li iin 

point attirant quelconque; l’angle 8 de I’ avec iine paralléle i l’axe des x ,  
iiieri6e par le point K ; enfin l’angle 9 que fait avec une parallèle i l’axe desy, 
menée par K ,  la projection de r sur le plan, passant par K et parallele air 

plan des y2, i l  viendra 

x = a t x‘ = u + rcos6, 

y = + y ’ =  /3 + risinecos+, 

a = y + z’ = y + rsinûsinq.  
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Qiiaut au produit dxdydz, on sait qu’en coordonnées polaires il de- 

vient rz sin8 dB d+ dr, résultat qu’on trouverait encore, en  différentiant les 
trois équations précédentes, et en suivant, pour combiner les équations dif- 
férentielles qui eri résulteraient, la marche indiquée par M. Catalan ou par 
M. Caiichy, pour les changements de variables dans le calcul intégral. 

De 1 i  résiilte 

L’intégration par rapport à r peut s’effectuer. Pour connaître les limites 
relatives ;d cette variable, il faut, dans I’éqiiation de l’ellipsoïde, remplacer 
( x ,  y, a )  par leurs valeurs et résoudre par rapport à r.  La substitution 
donne 

-011 en posant 

a cos 0 B sin 8 cos+ y sin9 sin+ 
4- Cf 

M = -  + b ’  

cos20 sin20 cosz+ sin2 0 sin2+ 
+ bz + c’ 

L = -  
a2 

’N est négatif. Donc l’équation a iine racine positive et une racine ,négative, 
ce qui était évident j, priori; mais il ne sera pas .nécessaire de considérer les 
deux. On pourra se borner à la racine positive, poiirvu qu’on prenne, pour 
limites de 8 ,  O et ; pour limites de +, O et P it. Les limites de r sont alors O 

ct la racine positive précédente. 
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D’après cela, si l’on prend garae que l’intégrxle, provenant d u  radical, est 

nulle, ainsi que l’intégrale provenant des deux derniers tcrmes de M, on 
trouvera 

Les deux limites supthieures peuGent être réduites à - lr pourvu que l’on 
2 

iriiiltiplie par 
+. Ensuite, 

donne 

2, pour l’intégrale relative à 8 ,  par 4, pour l’iiitégrale relative 
en posant tatigq = t ,  l’intégration relative à 9 s’effectue et 

Posons tang2û = 5 par des réductions faciles, il viendra 
a2 ’ 

eii faisant 

Des calculs analogues donneraient 

8 
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Telle est la forme qiie nous garderons, pour ces quantités, dans les appli- 

cations que nom en ferons, Elle nous foiirnira des résultats plus faciles à 
i n  terpréter qiie la forme 

qiie l’on aiirait obtenue en posant 

iniiis lorsqu’on voudra effectivement calciiler l’attraction d’uii ellipsoïde su I’ 

un poiiit de sa masse et arriver aux nombres, c’est cette dernière forme 
qu’il faudra adopter. Admettons, par exemple, que l’on ait, entre les axes de 
l’ellipsoïde, la double relation 

il s’ensuit la > Posoi-is alors A u  = tarig y, il en résiiltera 

1’ - 1 1 2  sin’ y sin’y 
Si l’on pose - A 2  = 2, que l’on remplace par I - sin2? 3 et que l’on 

prenne garde a la relatioii 

I - sin’? 
sinZ ‘p 

I - sinZ? 

on polirra écrire 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 59 
où c est moindre que I ,  On aiira aii-isi ramené la question à la recherche 
des valeurs numériques de deiix fonctions elliptiques, l’une de première, 
l’autre de troisièine espèce, probléine qui est résolu par les Tables dri Traité 
des fonctions elliptiques de Legendre. La forme dont nous rioiis occupons 
donnerait des résiiltats analogues pour R,  et C,. 

Soient maintenant (A, B, C)  les attractions exercées par l’ellipsoïde sur 
trois points de sa surface, sitiiés respectivement aux extrkmités des axes 
(a, h,  c), noils aiirons 

Eii reniplaqant, dans les coordonnées du point attiré, (a ,  p ,  y )  par 
( x ,  y, z), les valeurs de (A , ,  B,, C,) pourront s’écrire sous la forme très- 
simple 

I,e potentiel est une fonction de (x, y,  z) telle qu’étant différentiée suc- 
cessivement par rapport à (x, y ,  z), elle donne les trois composantes, siii- 
varit les axes, de l’attraction exercée par l’ellipsoïde sur le point attiré, Et] 
l’appelant U, comme plus haut, on doit donc avoir pour l’ellipsoïde 

C’est à cette formule remarqiiable qiie j’avais besoin d’arriver, poiir pou- 
voir introduire facilement le potentiel de l’ellipsoïde dans mes calculs. Si 

8. 
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l’on différeiitie la valeur donnée de U successivement par rapport A (2, y ,  z), 
on trouve bien 

Je revieris au probleme que je m’étais proposé, et je vais faire l’ai)- 
plication de la formule ( 2 ) ,  qui donne la surface d’équilibre d’un 
liqiiide, toiirnarit uniformément autour d’un axe fixe, l’ellipsoïde. En 
d’autres termes, je vais nie demander si un ellipsoïde à trois axes inégaux, 
ayant commencé à tourner autour d’un axe, conservera sa forme, malgré 
le mouvement. L’élqixation ( 2 )  pour cette surface deviendra 

Mais l’équation de l’ellipsoïde 

permet d’élimiiier z, et l’expression précédente devieii t 

x x 1 . 2  ( 0 2  + A a  a2 - c f )  + (p+ 

ce qui équivaut à la double relation 

c c -  A n  

a2 
5’ = 
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La. premi6re donne 

Si l’on remplace les prodiiits A a, B b, Cc par leurs valeurs coiiiiiies, qii’oir 
supprime le facteiir commun 2zfp, i l  vient 

d’où 

L’bquation en û2 donne 

et, en éliminant la première in tégrale par l’équation précédente, 
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Les kquations ( I ) et ( 2 ) ,  qui sont les équations du problème, ont été éta- 
blies par M. Liouville dans le XXTII“ cahier du Journul de I’Ecole Polytech- 
nique, mais il y est parvenu par une voie toute différente de celle que nous 
avons suivie. 

Posons 

C h=p C 

a=/;.’ 
u =  2 y ,  

et portons ces valeurs dans ( I ) et (2). AU lieu de ( I ), on aura 

ou, en réduisant les deux intéigrales au  même dénominateur et faisant tout 
passer dans le premier membre, 

8 2  

2 d p  
L’équation (2) ,  en posant - = O se transforme, par des calculs 

analogues aux précédents, en 

Telle est la fornie définitive doiinée aux équations ( I )  et (2) par M. Lioii- 
ville. C’est sous cet,te forme qu’il les a développées avec tarit d’élé- 
gance dans le Mémoire, déjà cité dans l’introduction de cette thèse. 
Avant le travail du savant géomètre francais, M. Meyer de Kœ-  
nigsberg avait prouvé, qu’une masse liquide, dont les molécules s’attirent 
suivant la loi de la nature, peut, dans un moiivement de rotation uniforme 
autour d’un axe fixe, se maintenir en équilibre sous la forme d’un ellipsoide 
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à trois axes inégaux, lorsque la vitesse aiigulaire ne dépasse pas une cer- 
taine limite. 

Des deux équations ci-dessiis, on a encore déduit ce résultat rernar- 
yiiable, que si la vitesse angiilaire est infiniment petite, le liquide peut pren- 
dre la forme d’une aiguille infiniment allongée, ayant k très-peu prés la. 
forme d’un cylindre circulaire. 

III. 

Étudioiis main tenant, comme application de notre formule générale, i irt  

second problénie non moins intéressant que le premier, et qui, par un  ccitt:, 
se rapproche ditjà plus que lui des phénomènes que l’univers offre i notre 
ad m i ra t i o 11. 

iine masse fluide hoino- 
gène, toiirnant autour d’un axe fixe, d’lin niouvement uniforme, pei-idaii t 
que ses molkcules s’attirent entre elles suivant la loi de la nature, et w t l t  

en oiitre attirées,suivant la même loi, par un corps central très-éloigné, doiit 
le centre de gravité est siir l’axe même de rotation et dans le plan de l’orbite. 

Pour donner à la solution de ce problème toute la clarté possible, tioiis 

allons rappeler un théorème, d’ailleurs connu, dont voici l’énoncé : I,ors- 
qu’lin c6rps de forme quelconqiie agit sur un point matériel trés-éloigné, la 
résultante des actions des diverses parties du corps sur le point matériel passe 
par le centre de gravité dii corps attirant et a la niêine valeur qiie si toute 

la masse attirante était concentrée en ce point. 
Pour établir en peu de mbts ce théorème, prenons pour origine le centre 

de gravité du corps et faisons passer l’axe des x par le point attirk. Soit 
dm la masse c h n  point quelconque du corps attirant, r le rayon vectttiir 
qui l’unit à l’origine des coordonnées, x son abscisse, 3 la distance du poitit 
attiré àl’origine; nous aurons, pour la distance du point attirG ai1 point drn, 

Cherchons quelle figrire cl’kpilibre convient 

pour le potentiel du corps attirant sur le point attire,. 

En développant 1.e second membre et se boriiant a u x  infiniment petit+ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( . 6 4  1 
z dri second ordre, par rapport à - 9  il vient a 

L’origine étant le centre de gravité du corps, 2 xdm est nul, et il vient 

avec une très-grande approximation, si 3 est assimilable à la distance du 
soleil à une planète, 

M M U = - -  
- \/al+ p ’ t  y * ’  

en  déisignant par ( a ,  /3, y )  les coordonnées dii point attiré par rapport à 
‘des axes rectangiilaires quelconques, passant par le centre de gravité du 
corps attirant. On tire de là, pour les composarites de l’attraction, si p est 
la masse du point attiré et J le coefficient de l’attraction, 

ce qui prouve le théorème honcé.  
Revenons à notre problème. Supposons l’équilibre existant et menons 

du centre de gravité du corps fixe à tous les points du fluide des rayons 
vecteurs. 11 est clair qiie tous ces rayons tourneront autour de l’axe de 
rotation, qui est perpendiculaire au plan de l’orbite, avec une inème 
vitesse angulaire 8 .  De plus l’attraction de la masse mobile sur chacun de 
ses points variant d’une manière continue de la surface a u  centre, il y aura 
généralement un point dans l’intérieur sur lequel cette attraction sera riulle. 
Soit Q ce point. Prenons poiir origine des cooidonnées le centre de gravité 
du corps attirant; dirigeoiis l’axe des x vers le point Q ;  choisissons pour 
axe des z l’axe de rotation, et erifiii l’axe d e s y  perpendiculaire au plan des 
deux premiers. Supposons le système d’axes, mobiles avec la masse, alors 
dans l’état d’équilibre chaque point conservera constamment les mêniês 
coordonnées, et il n’y aiira pas de courants dans le fluide. 

Cherchons maintenant quelle forme doit prendre le liqiiide pour que cet 
éqiiilibre ait lieu d’une maniere permanente. Si nous appelons y le coeffi- 
,cient de l’attraction d u  corps central sur le liquide mobile, à la distance 
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quelconque D, l’attraction totale de la masse BI sur la tnoléciile in du fluide 
sera, en vertu du théorème établi pliis haiit, 

mMy, 
D’ 

et les composantes de cette force suivant les axes seront 

D’autre part, les composantes de la force effective, prise en sens COII- 

traire, seront, comme dans le problème précédent, 

in G2 x ,  tnû2y, o .  

L’équation (D) de la page 5 I deviendra 

Or cette équation peut s’écrire sous la forme suivante : 

D étant la distance d’une molécule liquide quelconque au centre de gra- 
vité du corps attirant, appelons r la distance de cette molécule à l’axe de 
rotation, I ~ U S  avons 

d’Où 
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Mais puisque nous ~upposoris la distance des deux corps, immense par 

rapport i leurs dimensions, y et z sont des infiniment petits de prrinier 
ordre par rapport à x ;  de là il suit que yd’y, zd’z sont aussi des infiniment 
petits de premier ordre par rapport ii xù’x; yù’y, zù’z, étant des infini- 
ment petits de premier ordre par rapport à x dx, leiir soinme 

yù’y t z a z  

J 

sera un infiniment petit de même ordre. Dotic on pourra ii6gliger 
yù’y + zdz devant x 8  x.  Il en résulte que l’équation peut s’écrire 

Maintenant pour le point dii mobile sur lequel l’attractioii totale de la 
masse à laquelle il appartient est nirlle, on doit avoir, si l’on appelle Di sa 
distance à l’origine, 

d’OU 

O i l  

D2 
DZ 

cher ch on^ le rapport -A Poiir cela, je remarque que les x étant comptés 

sur la ligne D, ,  l’z d’un point quelconque de la masse mobile sera égal h 
D, t une qiiantité que je désignerai par x‘. D’ailleurs, on a 

n2 = x= + y= + 2 2 ,  
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donc l’on poiirra écrire 

D2 = (Il, + xf j2  + y2  + 9, 

et puisque y2 + z2 est un infiniment petit de second ordre par rapport à 
(R ,  + z‘)~, on aiira plus simplement 

d’où l’on tire 

D’après cela, on a 

En portant cette valeur dans l’équation trouvée, il vient, d’après tout ce 
qui a été dit à la page précédente, 

Passons à un nouveau système d’axes, parallèles aux premiers et dont l’o- 
rigine soit au point Q.  II viendra évidemment, en désignant par x‘, y’, z’ 
les noiivelles coordonnées, 

x = D, + x’, y =y‘ ,  z = z‘, 

d’oii 
d x  = $x’ .  

Si l’on porte cette valeur dans l’équation précédente, on aiira enfin, pour 
l’équation du problème, 

362SmxIdx‘i-  : $ S r n S m , L  O, 
P 

9. 
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ou, si l’ou multiplie par 2, 

ce qui, d’après les remarques et calculs déjà faits au problkme précédent, 
donne pour variation 

O ktant la surface du liquide mobile, et l’intégrale s’étendant à tolite cette 
surface. 

La variation du second terme se calcule, comme ai1 problème précé- 
dent. Poiir cdciiler la variation du premier 011 la quantité 8s in’x2, j’ima- 
gine, comme plus haut, iitie surface intérieure infiniment rapprochée de la 
surface extkrieure, et qui ait les nièmes normales. Si l’on prend tous les 
éléments do  de la surface extérieure, qu’on méiîe les normales à cette SLII*- 

face sur leiirs con tours, l’intervalle, ccm’pris entre les deux siirfaces, sera 
partagé en volumes infiniment petits, qui à la liiriite pourront être conside- 
rés coinme des cylindres droits à bases parallèles. La partie de la masse 
liquide q u i  changera, dans une petite variation de la surface extérierire, 
sera celie qui est comprise entre les deux siirfaces. Si do est la base de l’iiii 
de nos cylindres SUI’ Id surface extérieure, $n la variation de la normale à cet te 
siirface, d O 8 n  sera la variation di1 petit cylindre. Quant à 1 ’ 2 ,  on poiirra, 
sans erreur appréciable, prendre I ’ d  du point de la surface extérieure qii i  

lui servait de base. La variation totale sera doiic dzdOd’n ,  l’intégrale 

étant étendue à tolite la surface. Avec ces données, on trouve, pour varia- 
tion totale, l’expression que nous avons écrite. 

Pour que 1’6quilibre ait lieu, on doit avoir, en siipprimant les accents 
désorinais inutiles, 

s 

telle est l’équation de In  force d’équilibre. 
Faisons l’application de cette formule à l’ellipsoïde ài trois axes inégaux, 

c’est-i-dire, cherchons si une masse liquide, ayant comniencé: i totii-iieil 
autoiir d’iia corps central C, dans les conditions indiquées par l’énoncé dii 
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probfème, sous ta forme d'un ellipsoïde à trois axes inégaux, pourra, 
malgré le mouvement, se maintenir en éqiiilibre sous cette forme. 

On a v u  que, pour cette ~urface, 

par la substitution, l'équation (a) devient 

et, éliminant z par l'équation de l'ellipsoïde, 

on trouve . 

x* ( ~ 2  + A a  ç.> +y' (+) B b  C = constaiite. 

(-;e qui. exige les deux conditions distinctes 

( 3 )  

(4) 

A a  - C c  
382-1- a' = O ,  

CotisidGrons à'abord la dernikre. En. y portant les valeurs contiues polir fi 
et C, elle donne 

R. et p ayant ici la signification définie à la page 57. 
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Or, il est thident qiie tous les éléments de l’intégrale étant positifs, cette 

expression ne peut s’annuler que par b = c. &nc déji l’ellipsoïtle, pour 
conserver sa figure, malgré le tnouvement, doit être de révolution aucoiir 
de l’axe dans la direction duquel le corps central attire la masse liquide, 
résultat que la symétrie seule pouvait faire prévoir. Reste à chercher la 
relation de grandeur qii’il y a entre l’axe de révolution et les deux axes 
égaux. 

En posant 

A a - C c  comme dans le probleme précédent, et substituant i - sa valeur, il 

vient 

Le premier membre est essentiellement positif; le secorid doit l’être 
aussi. Or l’intégrale définie est positive évidemment : donc il faut que 
c < a. Ainsi l’ellipsoïde doit être allongé dans le sens de l’axe siiivant 
lequel s’exerce l’attraction du corps central sur la masse fluide. 11 est bien 
clair d’ailleurs, par la nature du mouvement, que du moment que la masse 
liquide se sera présentée une fois au corps central sous cette forme, et dans 
cette direction, cet état persévérera; car, par la nature même du moiive- 
ment que nous ktudioi-is, lorsqiie l’axe allongé aura pris la direction mar- 
qiike par le centre de gravité du corps central et le centre de gravité de 
la masse liquide, il la gardera toujours. Or c’est là la seule condition pour 
que la figure d’équilibre soit permanente. 

Ainsi une mmse puide homogCne tournant, autour d >un axefixe d’un mouve- 
ment uniforme, pendant que ses molécules s9attirent entre elles suivant la loi de 
la nature, et sont en outre attirées, suivant la même loi, par un corps central 
très-éloigne‘, dont le centre de gravité esi sur l’axe même de rotation, et dons le 
plan de l’orbite, cette masse, dis-je, est susceptible d *une figure d ’éqtiilibre, qui 
est celle d’un ellipsoïde de révolution allongé suivant l’axe d m s  la directioti 
duquel {exerce l’attraction du corps central. 

La marche que nous avons suivie ne peut toutefois nous assurer qu’il n’y 
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a pas d’autres figures d’équilibre que l’ellipsoïde de révolution allonge. 
Elle nous apprend seulement que cet ellipsoïde de révolution en est une, 
et, en même temps, exclut un certain nombre de surfaces fermées, telles q w  
la sphère, l’ellipsoïde à trois axes inégaux, etc. ; mais exclut-elle toute sur- 
face fermée autre que l’ellipsoïde de révolution allongé? C’est ce que I IOHS 

ne pouvotis dire. 
L’équation (6) nous apprend que 6 ou O diminuant jiisqii’à zéro, les 

axes de l’ellipsoïde doivent tendre vers l’égalité. En effet, l’intégrale cloo t 
tous les éléments sont positifs, ne peut devenir nulle; ce sont donc les t‘ac- 

teurs eii dehors du signe qui doivent annuler le second membrej Itiqiiel 

deviendra nul pour c = a, et l’on aura la sphère. 
Mais le mouvement circulaire cessant, la masse liquide doit se précipiiei- 

vers le corps central. Dans ce mouvement vers le centre, les nioiiidres cilif’- 
férences entre les distances des molécixles i ce point se feront sentir, l’attrac- 
tion agissant en raison inverse du carré des distaiîces ; les molécules les pllis 

rapprochées se précipiteront les premières et avec la plus grande vitesso, t’t 

la masse liquide tendra à prendre la forme d’un cylindre infiniment alloiigi. 
doiiné par 

s 

11 me semble même que la sphère iie doit étre qu’une figrire d’éqciilihrr~ 

Enfin de 
instable. 

on peut encore tirer une coris&queiice relative i la densité. S i i p p o s o ~ ~ ~  L I U ~  

l’on donne deux volumes égaux de liquides de densités diffbreiitcs et q 1 1 ’ 0 1 i  

iiiiprirne à tous deux la même vitesse angiilaire 6, les premiers rneiribi-es, 
dans les deux équations analogues à la préchdente et correspondantes aiix 
deux liquides, seront égaux. Les seconds devront l’ètre aussi, ce qui l i t’  

pourrait être, si l’on supposait .aux deux volumes donnés iine forme iden- 
tique. Nous aiirons donc deux ellipsoïdes de révolution, mais iii6galeirio~t 
al1 o ngés . 
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Nous avons pu tirer les conclusions que nous venoiis de formuler de 

l’équation (6) sans l’intégrer, mais cette éqiiation peut être intégrée. Poiir 
y parvenir plus facilement et simplifier la notation, je pose 

L’ équ a tiun (6) devient alors 

Je fais ma.intenan€ 

I + sy = 2, 

d’où 

En portant ces valeurs dans (y), on obtient 

intégrale, qui se ramène aiix six suivantes : 

iles (Ai,  Bi, Ci) étant des constantes que l’on peut déterminer par plusieurs 
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méthodes bien connues. En employant une qiielconque de ces méthodes on 
trouvera, comme il est facile de le vérifier, 

S 
B O = -  Co = - S 

-’ 4 (1 - .>y’ 4 ( 1  - sy’ A , = -  ’ 

En effectuant les opérations, il vient 

ou, en réduisant entre les grands crochets, 

On peut vérifier que cette expression devient nulle pour si= O ou a = a0 . 

En effet, il est elair d’abord que le terme - -  as est nul pour s =e o. Quant 
au terme 

( 1 -  4 

pour s =  O ,  il prend la forme O x 0 0 ,  qui provient du facteur double 
I- 

1 - V I - s  I -  d= 
1 + & 6  i+di-s  

s log  - dans lequel s devient nul, tandis que log - de- 

I O  
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vient cx) ; niais si l’on écrit cette expression soiis la forme 

et qu’on lui applique les règles connues, on trouve qu’elle devient o. 
J’ai dit aussi plus haut que u devient niil pour a = c, ou pour s = I . On 

poiirrait le vérifier sur l’équation (8) ; mais il vaiit mieux le démontrer en 
remontant i l’intégrale (3). On a en effet 

et 

Oc, dY - -- 2 1 .  
1 ’  I ( I + s y ) f - f  (1- s)’ 

donc 

or le second membre s’annule pour s = 1 ; donc, à fortiori, O doit 6tre IIII ]  

pour s = 1 

11 peut paraître intéressaut de chercher îa reration- qui lie les accroisse- 
inents de O 011 de 8 avec ceux de s. Cette relation s’obtiendra en différentiant 

l’équation (8) par rapport à s et en cherchant le signe de la dérivée z. 
La différen tiation effectuée donne, après les réductions convenables, 

nv 

tnais coinme on a 
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on peiit écrire 

Or il est facile de voir, sous cette forme, que pour des valetirs tres- 
petites de s, le second membre est positif. Donc, partir de s = O jusqii’a 
iule certaine limite s, de s, s et O croissent en mime temps. A partir de cette 
limite, s croissant, v décroît, piiisqu’il doit être niil poiir s = 1, qiii est la 
limite de s. 

O est donc susceptible d’un maximum qu’il ne peut dépasser. De J i  i l  
suit que, pour une masse donnée de liquide, l’ellipsoïde de révolution iie 

peiit être une figure d’équilibre qu’autant que la vitesse reste, au-dessoiis 
d’une certaine limite v,, correspondante à la valeur s, de s. Pour les valetirs 
de v > v , ,  l’ellipsoïde n’est plus une figure d’équilibre. Au contraire, toiitcr 

valeiii. de v < O,  répondent deux ellipsoïdes. 

Yu et upprouve, 
Le 16 novembre 1858, 

LB DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 
MILNE EDWARDS. 

Permis d’imprimer, 
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