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SALVArI'ORE P I N C H E R L E  

SALVATORE PINCHERLE si è spento in Bologiia la  sera del 10 liiglio del10 
scorso anno. Cor~ispoiidente Linceo da1 1887, Socio Nasionale da1 1901, era 
orainai il decano dei matematici itnliani e, fra le niiove generazioni, recava 
ancora l'eco diretta degli elevati insegnamenti dei grandi promotori della 
rinascita matematica in Italia. 

Nato 1'11 marzo 1833 a Trieste, era stato portato nella,prima infanzia a 
Narsiglia, dove il padre, per sottrarsi alle crescenti vessazioni poliziesche, 
cui nella citth nativa lo esponevano i suoi sentimenti d'italianith, apertamente 
manifestati e difesi, si era indotto a cercare un nuovo centro ai suoi com- 
merci; ed ivi il PINCHERLE trascorse la  fanciullezza e l'adolescenza, in un 
ambiente famigliare modesto e raccolto, dove l'intimità degli affetti era rin- 
saldata dalla tristezza dell' esilio e da11' appassionata attesa degli eventi storici, 
clie in qnegli anni, fra il '59 e il '70, preparavano l'unificazione della Patria. 
Compiuti i primi studi sotto la guida della madre, donna di alto sentire e 
di fine cultura, s'iscrisse a quel Liceo Iniperiale, e, mentre .dapprincipio 
pareva inclinare verso le discipline umanistiche, acquistb, verso la  fine delle 
Classi speciali, la consapevolezza d ~ l l a ,  Sua vocazione per le scienze esatte. 
Scelta la via, fu senza incertezze deciso in famiglia ch' Egli dovesse continuare 
gli studi presso un'università italiana; e, su1 finire del '69, appena sedicenne, 
liiscib la  casa paterna per raggiungere Pisa, dove per concorso si aggiudicb 
Lin posto di alunno interno in quella Scuola Normale Superiore. 

Vi dominava l 'alta figura del BETTI, Che, in quegli anni, tornando dalla 
Fisica mateniatica aI17Analisi, poneva le basi della Topologia generale, mentre, 
accanto a lui, il DINI, concliiiiso ancor giovanissimo il primo ciclo della sua 
attivith ne1 campo della Geometria differeneiale, si era volto con fervore alla 
elaborazione dei suoi li'omia~nenti per la teorica delle furwioni d i  variabile rente 
e a quel nuovo indirizao ispirava il suo geniale insegnamento. Le elevate 

( 1 )  Conimeriorazione letta davanti alla Classe di Scienec fisiclie, matematiche e natiirali 
della Reale Accadeiuia Nazionale dei Liiicei nell' aduiianza del 5 dicenibre 1937-XVI. 
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suggestioni di quei Xaestri insigni trovarono immediata rispondenza nella 
mente aperta e versatile, nell'entusiasmo speculativo del PINCHERLE, che, 
compiuto brillantemente il Suo quadriennio di studi, consegui ne1 1874 la  
Laurea in Scienae fisico-matematiche e 1'Abilitazione all'insegnamento con 
le due successive parti di una dissertazione teorico-sperimentale snlle sn- 
perficie di capillarith e le relative costanti caratteristiche. 

Gli si apriva cosi, larya di promesse, la via alla carriera scientifica; ma 
per proseguirla tranquillamente avrebbe dovuto ricorrere ancora agli aiuti 
paterni, O, posto dinnanzi a1 dilernma di ch ied~re  nuovi sacrifici ai  Suoi Cari 
o d7i1nporre a se stesso la vin più dura, prescelse decisamente di entrare 
nell' insegnamento secondario. 

Per  Sua ventura fu destinato a Pavia, dove la  Facoltà di Scienze doveva 
l'anno seguente accogliere ne1 suo seno il BELTRAMI e giA contava fra i suoi 
Maestri il CASORATI, che, al pari del BETTI, era conoscitore profondo e di- 
vulgatore geniale delle concezioni del RIEMANN e, d'altra parte, per una certa 
propensione a problemi di natura operatoria, direttamente rispondenti alla 
mentalità del PINCHERLE, era destinato ad esercitare su di Liii un fascino 
particolare. Cosi, in  quella sede tranquilla. il PINCHERLE trovava nuovi sussidi 
culturali, nuove suggestioni al Suo orientamento scientifico ; e, nella f re- 
schez~a  delle Sue energie giovanili, apprendeva ad jmporsi quella severa di- 
sciplina di lavoro, che poi costantemente osservo nella Sua lunga vita e che 
allora Gli consenti di non deviare dalla ricerca, pur tra le cure dell7inse- 
gnamento liceale, cui dedicava quell'indefesso fervore, che sempre Egli recb 
nella Scuola. 

Decisivo fu per Lui l'anno accademico 1877-78, che, grazie ad una borsa 
di perfeaionamento, poté passare a Berlino. Al Suo appassionato interesse 
culturale quel grande centro scientifico offriva le più larglie soddisfazioni; 
ma Egli si concentrb soprattutto ne1 seguire le lezioni del WEIERSTRASS, 
alle quali gli studi precedenti Lo avevano particolarmente p r e p a ~ t o ;  e, 
tornato a Pavia, vi tenne, per invito dei professori di  quell'Universita, un 
corso, in cui, per la prima volta in Italia, venivano sistematicamente esposti 
i principi dell'Analisi secondo il WEIERSTRASS, fino all'applicazione della 
teoria generale delle funaioni analitiche alle funzioni ellittiche. Q~iel  corso, 
da  Lui riassimto in un Saggio, pubblicato ne1 Giornale del BATTAGLINI, ebbe 
larga risonanza e richiamb vivamente l'attenzione dei matematici italiani 
sulla forte tempra del giovane autore, che, conseguita per concorso nella 
primavera del 1880 la  cattedra di Algebra complementare e Geometria analitica 
nell'Universitk di Palermo, era, ne1 successivo nutunno, chiatnato, per 10 
stesso insegnamento, a quella di Bologna. 
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Ancora era viva in quelle aule l'eco della parola incitatrice del CRE- 
MONA; e i l  PINCHERLE, formatosi nelle elevate tradizioni delle Scuole di Pisa 
e di Pavin, accolse corne una missione, ciii poi sempre tenne fede, i l  pro- 
posito di restituire anche la Scuola matematica di Bologna all'antico pre- 
stigio. Gli erano compagni in quel fervore di entusiamo giovanile due Suoi 
condiscepoli di Pisa, pur essi giunti allora alla cattedra in quel10 stesso 
Ateneo, C. ARZELA e L. DONATI; e i tre giovani, associando i loro sforzi, 
ottennero anche a Bologna quel completainento dell' ordine degli studi per 
la  Laura in Natematica, clîe già era stato promosso, ma non raggiunto, da1 
CRENONA, da1 CHELINI, da1 BELTRAMI. 

Cosi ne1 1883 il PINCHERLE assumeva per incarico yiiell'insegnamento 
di secondo biennio, che poi conservb ininterrottamente per quarantasette anni. 
Sorretto da una cultura eccezionale, che mai cessb di approfondire e di 
estendere, anche fuori del Suo campo preferito di lavoro ed oltre i confini 
stessi della Xatematica, variava di anno in anno 17argomento delle Sue lezioni, 
pur mirando sempre al10 scopo d'illustrare la teoria generale delle fiinzioni 
analitiche ne1 sno sviluppo storico, nei suoi diversi orientamenti, nei suoi 
rapporti con gli altri rami dell'Analisi. Alle trattazioni strettamente mono- 
grafiche preferi generalmente 10 sviluppo a grandi linee di intere dottrine, 
spesso di due teorie che a viceirda s'illuminassero; e, pronto com'era a co- 
gliere ogni nuovo atteggiamento di pensiero, recava nella Scnola i più recenti 
apporti di metocli e di risultati, dopo averli sottoposti ad una profonda riela- 
borazione personale. Le lezioni cosi accuratamente preparate esponeva con 
impeccabile nobiltà di forma e vi trasfondeva un fervore di entusiasmo, un 
calore di emozione estetica, che risidtavano tarito più comunicativi quanto 
più erano contennti e quasi dissimulati. 

Altrettanto meditati e suggestivi erano i Suoi corsi di primo biennio, 
che Egli, costantemente dominato dalla preoccupazione delle contrastanti 
esigenze degli allievi ingegneri e degli aspiranti alle Laure scientifiche, non 
si stancb mai di rimaneggiare e perfeaionare sia nell'assetto generale, che in 
ogni più minuta particolarità di sviluppo; e la Sua raffinata perizia didattica 
r ~ s t a  docunientata dalla serie di trattati, in oui via via riassunse le linee 
fondameiîtali del . Suo insegnamento di ogni grado, dalle Matematiche ele- 
mentari alla teoria delle funaioni analitiche, dalle leaioni di Algebra comple- 
mentare a quelle di Calcolo. che, già preparate di lunga mano, pubblicb 
quando, scomparso prematuramente, ne1 1912, ~'ARzELÀ, ne assunse la caf- 
tedra di Analisi infinitesimale. 

Col volgere degli anni, il crescente prestigio personale e la  rinomanza 
scientifica via via più larga Lo designavano a sempre nuovi e più gravi 
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4 U. AMALDI : Snlvntore Pincher le 

doveri di uffici accademici; ma trovava tempo a tutto e mai negb di asse- 
condare fattivamente qualsiasi iniziativa diretta a l  vantaggio della Scienza 
O della Scuola. Da1 1918 in poi partecipb con assidua cura alla direzione 
degli (c Annali di Matematica 3 ; ne1 1922 promosse la costituzione dell'lirzione 
Matematica ItaMuna, di cui tenne per un dccennio la presidenza e sempre 
diresse il « Bollettino D; ne1 1928, su mandato c ~ n f e r i t o ~ l i  a Toronto dai 
Delegati dei Comitati aderenti all' Unione Mateniatica Internazionale, orga- 
nizzb e presiedette il Congresso di Bologna. 

E, intanto, Gli erano venuti, dall'Italia e dall'estero, molteplici onori 
accademici; e, corne gih ne1 1889 1'Accademia dei Lincei Lo aveva designato a 
dividere con L. BIANCHI il Premio Reale, che, per la prima volta, si assegnava 
a matematici; cosi, al Suo collocamento a riposo il Comune di Bologna Gli 
conferiva il Premio cc SACCHETFI D; destinato ad onorare i Naestri più insigni 
e più benemeriti di quel10 Studio glorioso. 

Ma a chi ebbe la ventura di  conoscerNe a fondo l'animo e le intime 
aspirazioni, tutto cib non appare che estrinseco episoclio in una vita, che, 
fuori di ogni preoccupazione di personale interesse, fu tutta raccolta e tesa 
in un perenne sforzo di elevazione intellettuale, in una completa dedizione 
alla ricerca scièntifica. 

Come generalmente accade, anche il PINCHERLE, nei primi yassi della 
Sua attività scientifica, aveva traversato un  perioclo d'incerta orientainento, 
e, pur essendosi decisainente volto dalla Fisica, cui s 'era dapprincipio indi- 
riazato, all'Analisi pura, aveva cercato la  Sua via in direzioni svariate: 
superficie ad area minima ed equazioni algebrico-differenziali; relazioni fra 
coefficienti e radici di  una trascendente intera, riprese piii tardi da1 MAILLET; 
fundoni monodrome dotate di un teorema di moltiplicazione bilineare e fun- 
zioni a moltiplicatori, quali punto di partenza p w  una teoria delle funzioni 
elliltiche, che per quella stessa via fu, molti anni dopo, sviluppata da1 
RAUSENBERGER. 

Ma la  Sua personalith matematica si delineb precisa dopo il viaggio a 
Berlino. Del WEIERSTRASS Egli amb sempre considcrarsi discepolo; P in 
verità ne risenti fortemente l'influsso; tuttavia gli impulsi, che ne aveva 
tratto, si erano in Lui composti con quelli, che, a Pisa e a Pavin, aveva 
ricevnto da1 BETTI e da1 CASORATI in senso prevalentemente rienianniano; 
nientre gis la  Sua prima forma~ione culturale Lo aveva naturalmente con- 
dotto, fin dall'inizio dei Suoi studi matematici, a famigliarizzarsi con gli 
indirizzi della Scuola francese. Di qui il largo eclettismo di metodi e di 
~ e d u t e ,  che Egli sempre rech nella teoria delle funzioni di variabile con* 
plassa e che, in particolare, si rispecchia ne1 tipo dei problemi, da  Lui 
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affroritati ne1 dodicennio dal1782 al '94, in cui i l  Suo pensiero matematico, 
travers0 una progressiva evolueione, doveva raggiungere la  sua piena ma- 
turith. 

Era apparsa ne11' 80 la  classica Nemoria del WEIERSTRASS Zur Funktio- 
~zenlehre, che col celebre teorema sulle serie uniformemente convergenti di 
funeioni analitiche aveva aperto la via a superare il tecnicismo delle serie 
di potenze; e il PINCHERLE, intuendo acutamente i nessi profondi, che in- 
tercedono fra il probleina, cosi sollevato, dello sviluppo di una funzione in  
serie ordinata secondo le funeioni di un sistenia prestabilito e il problema 
dell'inversione degli integrali definiti ne1 campo complesso, concepi un vasto 
programma di ricerche, dirette a indagare sistematicamente i rapporti fra le 
singolarità di una funzione e quelle degli elementi funaionali di riferimento 
adottati per una sua rappresentazione analitica sia mediante Io sviluppo in 
serie di fuizioni prefissate, sin mediante nn integrale curvilineo. E si pub 
notare come nella natura stessa di t d i  questioni Egli trovasse un incentivo 
ad applicare considerazioni di quel tipo operatorio, verso cui dovevn in 
seguito orientarsi sempre più decisamente. 

Degli sviluppi in serie, sotto ipotesi svariate circa il sistema base, si 
occupb in tutta una riccn serie di lavori, che per 10 stesso tipo dei probleini 
e dei risultati, sfuggono alla possikiilitk di un rapido riassunto; ma giA in 
quelle ricerche giovanili colpisce l'ingegnosa novità di taluni concetti e di 
taluni spedienti, che assai più tardi dovevano entrare nell'uso corrente: tali 
la nozione di successione di funzioni equilimitate, l'intervento di relazioni 
nettamente pertinent1 alla teoria dei determinanti infiniti, in quel tempo 
nemineno abboezata, l'esplicito enunciato e l'applicazione, ne1 caso delle 
regioni piane, d i  quel teorema d i  copertura, che un ventennio dopo fu ri- 
trovato e messo in valore da1 BOREL. 

Seguono in quel10 stesso periodo di tempo - e più precisamente da11'85 
in poi - le ricerche sull'inversione degli integrali definiti ne1 canipo coin- 
plesso. Secondo la nomenclatura odierna, i problemi da Lui affrontati per 
primi in questo campo si riconnettono alla risoluzione di notevoli classi di 
equazioni integrali di prima specie; ma in ogni singolo caso Egli fissa più 
particolarmente la Sua atteneione s~ill'opc.razioiie funzionale, rappresentata 
dall'integrale a primo membro, e ne indagn le proprietà annlitiche sia in 
rapport0 al nucleo - O, com'Egli allora diceva, della funaione curatteristicu -, 
sia in relaaione al campo funzionale, cui 1' operazione s'iiitende applicata. 
Ecl anche qui 'taluni Suoi risultati prrcorsero i tempi: cercando le operazioni 
i~ntegrali, la rui inversa aininette una nnaloga rappresentazione analitica, f u  
condotto a quei nuclei, che coiiservano la derivazione, e che più tardi. ne1 
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campo reale, si ripresrntarono nella teoria della composizione del VOLTERRA, 
i l  quale, com'è ben noto, li chiamb del ciclo chiuso. 

Ma sull'ulteriore svilnppo del pensiero del PINCHERLE un più decisivo 
influsso ebbero gli studi da Lui compiuti snlle proprieta intrinseche e sulle 
applicazioni di talune fra le più importanti operazioni funzionali classiohe, 
in ispecie sulla trasformazione di LAPLACE-ABEL. Egli per primo riconobbe 
come questa trasformazione, indipendentemente da ogni sua espressione ana- 
litica, si p o s a  univooamente definire per mezzo di certe due proprieth 
operatorie - relative al suo comportamento di fronte alla derirazione e alla 
moltiplicazione per la variabile indipendente - e mise in luce coine 1' espres- 
sione, che per tale operazione va adottata, dipenda caso per caso dalla natura 
analitica della classe funzionale, in oui essa è destinata ad operare. Cosl 
svincolata da contingenti particolarith di forma, la trasformazione acquista 
una maggiore agilità algoritmica e una più larga possibilitA di applicazioni, 
che il PINCHERLE illustrb in direzioni svariate; e fra i molti e notevoli 
risultati cosi conseguiti va ricordata una inattesa e riposta dualitk fra le 
due generalizzazioni dell'eqnazione differenziale lineare ipergeometrica, clo- 
vute al POCHHAN~IER e al GOUR~AT,  alla qnale Egli perveniie, movendo 
dall'osservazione (da Lui per primo rilevata nella sita forma esplicita e ge- 
neralel che la trasforrnazione di LAPLACE-ABEL stabilisce uns  corrispondenza 
biunivoca fra le equazioni differenziali lineari a coefficienti razionali e le 
analoghe eqiiazioni alle differenze. 

Ritrovava cosi su1 Suo cammino il vecchio Calcolo delle differenze, al 
quale, in quegli steesi anni, erw stato riconclotto anche il POINCARÉ nelle sue 
celebri ricerche siille equaaioni differenziali lineari a integrdi irregolari; e 
il PINCHERLE, riesumando quell'antico ordine di questioiii alla luce dei 
metodi c delle vedute della teoria delle funzioni di variabile complessa, vi 
consegai taluni dei Suoi risultati più importanti e più origindi. 

Tornando dapprinia sugli sviluppi in serie secondo le funzioni di un 
sistema prestabilito, ravvisù nella ricorrenm Eineare, qnale risulta definitii 
fra le funzioni di un tale sistema da un'equazione lineare alle differenze, 
un presnpposto particolarniente atto a consentire, ne110 studio di quegli 
sviluppi, conclusioni precise; ed, esaurito rapidaniente il caso delle ricurrenze 
del primo ordirie, si trovb, con quelle del secondo, di fronte all'algoritmo 
delle frazioni continue algebriclie. ehe indagb in senso inverso a quel10 
prima di Lui consiclernto, ci08 mirando a risalire dalle proprietà analitiche 
delle ridotte di una friizione continua convergente, data a priori, a quelle 
della fanzione cosi definita. 3i:i ben pifi ardue difficoltk si presentavano rie1 
caso delle ricorrenze d'ordiiie stiperiore, dove si trattava di seoprire la via 
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a quella generalizzazione dell' algoritmo delle frazioni continue algebriche, 
che giii era stata inutilinente cercata da E. HEINE, sulla traccia del tentativo 
compiiito in senso strettamente aritinetico da110 stesso JACOBI; e il PINCHERLE 
risolse la questione in modo definitivo e geniale, introdiicendo, come analogo 
del valore della frazione continua, l'integrale da Lui chianiato distinto, che 
é quell'integrale dell'equazione lineare alle differenze, caratteristica della 
ricorrenza considerata, il cui rapport0 ad ogni altro integrale della stessa 
equazione converge al10 zero al tendere all'infinito dell'indice. Non è qui 
possibile render conto degli iinportanti sviluppi, che i l  PINCHERLE dedicb 
alla determinazione di  siffatto integrale e alla sua applicazione a l  problema 
della migliore approssimazione di  una data funzione per mezrto di combina- 
zioni lineari, a coefficienti polinomiali, di  prefissate serie di potenze. Bnsti 
ricordare, come una delle più profonde lleniorie del PINCHERLE, quella del 
tom0 160 degli Acta Matematica sulla generaaione di sistemi ricorrenti per 
mezzo di equazioni differenziali lineari, nella qnale estende agli sviluppi di 
una funzioiie analitica secondo serie procedenti per gli elementi di un si- 
stema ricorrente le condizioni per la sviluppabilità secondo i denorninatori 
delle ridotte di iina frnzione continua algebrica e pone in evidenza le 
proprieth asintotiohe dei sisteini ricorrenti costituiti dai coefficienti del10 
sviluppo del TAYLOR degli integrdi delle equaaioni differenziali lineari di 
tipo regolare. 

I n  tutte queste ricerche le equazioni lineari alle differenze, pur consi- 
derate ne1 campo complesso, intervenivano ancora sotto il loro originario 
aspetto di semplici relazioni di ricorrenza; ma i l  PINCHERLE, seguendo il 
naturale orientamento del Suo pensiero, fu condotto a superare quella con- 
ceaione ristretta del Calcolo delle differenze e a considerarlo un particolare 
capitolo del Calcolo funzionale ne1 campo complesso. Come tale 10 ricostrui 
sistematicamente, raccogliendo dapprima le teorie formali in un'Algebra delle 
forme linaari alle differenge, poi volgendosi a i  problemi analitici veri e propri, 
fino ad una prima risoliizione analitica delle equazioni lineari alle differenze, 
da Lui conseguitn per meaao di serie operatorie, di accertata convergenza, 
ordinate secondo le potenze dell'operatore del CASORATI. 

Con questo vasto e ben connesso griippo di ricerche i l  PINCHERLE con- 
tribui, forse piii di ogni altro, a promuovere ed avviare quell'indirizzo, per 
ciii il Calcolo delle differenze, uscendo da1 prirnitivo suo stadio puramente 
formale ed aritinetico, è oramai entrato in modo organico ne1 qiiadro della 
teoria generale delle funzioni analitiche; e, se a quel nuovo ordine d'indagini 
più decisivi contributi sono stati in seguito recati da tutta nna schiera di 
altri ricercatori, fra oui primeggia il NORLUND, basta scorrere le magistrali 
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Vorlesungem uber Di fferenzenrechnung dell' insigne rnatematico danese per 
riconoscere come, anche in un assetto definitivo della teoria, le vedute e i 
risnltati del PINCHERLE conservino imrnutata la loro fondamentale importanza. 

Tuttavia, nella progressiva evoluzione del Sno pensiero, le ricerche da  
Lui  compiute sino allora costituirono soprattutto il prodromo ad una più 
larga visione di problerni e a un più elevato programma di lavoro. Sulla 
base del ricco materiale di osservazioni, di raffronti, di risiiltati concreti, 
raccolto nei precedenti Suoi studi su svariate classi di operazioni funzionali, 
e travers0 una larga indagine storica sui vecchi metodi di Calcolo simbolico, 
i l  PINCHERLE concepi, intorno al 1894, il disegno di  costruire ne1 campo 
complesso una teoria generale delle operasioni funzionali lineari, O, corne 
Egli preferi dire, distributive, la quale, conservanclo 1' agilità, di qiiegli antichi 
metodi formali, conducesse a procedimenti di effettiva validitii, controllabile, 
quanto meno caso per caso, cosi da costituire un nuovo ramo della teoria 
delle funzioni analitiche. F u  quel10 per Lui il periodo di più acceso fervore 
di ricerca, sicchè già ne1 1897 pote presentare ne1 Mdnzoire su r  le calcul 
fofictionnel distributif ( u  Nath. Annalen », XLIX) 10 scheina organico della 
Sua teoria sintetica delle eperaaioni funzionali; poi, sperimentato in ripetnti 
corsi universitari 10 sviluppo sistematico delle Sue idee, ne curb una tratta- 
zione divulgativa ne1 volume su Le operazioni distributive e le loro applica- 
~ i o n i  al17Analisi, pubblicato ne1 1901. 

A fondamento della Sua teoria Egli pose quel concetto di spazio fun- 

 iona ale, che, da Lui per primo definito e fecondamente studiato, doveva poi 
evolversi in forme più larghe O più determinate, fino a costituire orainai una 
delle nozioni fondamentali e, in un certo senso, caratteristiche del19Analisi 
contemporanea. Per  il PINCHERLE si trattava di qiiegli spasi affini, O meglio 
vettoriali, ad una infinità numerabile di dimensiorii, che costituiscono un' imina- 
gine geometrica degli insiemi lineari di funzioni analiticlie sviluppabili secondo 
le funzioni di un prestabilito sistema, quando agli elementi di un tale sistema 
si  attribuisca l'ufficio di vettori fondamentali di una base di riferiniento. 

Già ne1 caso di un nuinero finito di  dimensioni sorgono per le operazioni 
distributive, che trasformano in sè un tale spiizio - e che i vettorialisti 
chiainarono più tardi ouzografie vettoriali -, interessanti problemi di classi- 
ficaaione; e, per quanto, astrazion fatta dalla particolare intcrpretazione, 
tutto sostanzialmente si riduca alla classica discussione dell'equazioiie carat- 
teristica di una sostituzione lineare, la trattazione sintetica datane da1 PIN- 
CHERLE e, in ispecie, una Sua caratterizzazione operatoria dei divisori elementari 
presentano, rispetto alle molte ti>a,tti~sioiii congcncvi, singolari pregi di Rem- 
plicità e di eleganza. 
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Negli spazi funzionali a d  un'infinità di dimensioni, e, in particolare, in 
quello delle serie di potenze, cui più spesso si riferiva il PINCHERLE, ogni 
operazione distributiva assume la  forma di un' affinith omogenea su infinite 
variabili, onde risultii, per 1' operazione, nna prima rappïesentazione analitica 
per meazo di una matrice infinita; e di questo tipo di rappresentaaione (di- 
venuta più tardi faniigliare, oltre che ai  matematici, ai fisici teorici) Egli si 
valse a più riprese, soprattutto per caratterimare e studiare quelle operazioni, 
da Lui dette normali, che generalizzano sotto l'aspetto geometrico le cosid- 
dette deformaaioni pure, sotto l'aspetto analitico le forme differenziali lineari 
della classe del FUCHS, e che, ne1 gruppo totale delle operazioni distributive, 
costituiscono un sottogruppo di particolare interesse per le eleganti proprieth, 
di cui gode, e per le  applicazioni, largamente illustrate da1 PINCHERLE, di 
cui è suscettibilg. E va rilevato corne fin da1 1897 il PINCHERLE, in  base a 
siffatta rappresentaaione di un'operazione per mezao di una matrice infinita, 
associasse sistematicamente, sotto ipotesi di larga generalitl, al fnscio del- 
l'operazione e dell'identità quel determinante infinito, che doveva poi as- 
sumere un ufficio essenviale nella teoria del FREDHOLM; e, assodatone il 
carattere di trascendente intera rispetto al parametro del fascio, ne dedu- 
cesse qiiegli elementi, che oggi diconsi gli autovalori e le autofunzioni del- 
1' operazione. 

Ma al10 sviluppo della teoria occorreva si assegnasse per le operazioni 
distributive qualche altra rappresentazione più maneggevole; e il PINCHERLE 
vi pervenne, movendo da una geniale osservazione algoritmica. Notb che, se 
per una qualsiasi operazione distributiva si  valuta lo scarto dalla permuta- 
bilità rispetto ad un'operazione fissa, si perviene ad una nuova operazione, 
la, cui deduzione da quella di partenza presenta una completa analogia 
algoritmica con l'ordinaria derivazione delle funzioni. Assumendo, percib, 
come derivata funzionale di un'operazione i l  suo scarto dalla permutabilità 
rispetto alla moltiplicazione per la variabile indipendente, pote stabilire che 
ogni operaaione distributiva, nell'intorno di una generica fun~ione,  è rappre- 
sentaluile formalmente con una serie di potenze operatorie della deriva~ione 
ordinaria, perfettamente analoga alla serie del TAYLOR per le fun~ioni. 

Non sfnggi naturalmente al PINCHERLE che tali serie operatorie, già da 
Lui prima incontrate nell'inversione delle forme differenziali lineari (O, se a i  
viiole, nell'integrazione delle equazioni differensiali lineari non omogenee), 
hanno di regoln un campo funzionale di effettiva validità piuttosto ristretto; 
nia non mnnch di mostrare (e di questo essenziale cornplemento non si & 

sempre tenuto il debito conto) che, con un ingegnoso trasporto di quegli 
stessi spedienti, che al WEIERSTRASS e al  MI'PTAG-LEFFLER avevano con- 

A n ~ a l i  di Maternatica, Serie IV, 'Porno XVII. 2 
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sentit0 di assicurare la  convergenza degli sviluppi di una funzione analitica 
in prodotto infinito e in serie di frazioni semplici, B possibile, caso per caso, 
ampliare quel primitive campo funzionale di convergenza. 

Ad ogni modo a questa rappresentazione di un'operazione con una serie 
di potenze della derivazione spetta, nella teoria del PINCHERLE, un ufficio in 
qualche modo sussidiario, giacchh per Lui ogni operazione è un' entità astratta, 
caratterizaata, indipendentemente da ogni espressione analitica, dalle sue 
proprieth operatorie intrinseche, che, quanto meno nei c a ~ i  più noti, si tra- 
ducono in eqnazioni simboliche assai semplici; e la leggc di  permanenza di 
tali proprietR consente, in generale, di prolungare 170perazione oltre i limiti 
del suo primitivo campo funzionale di definizione. Di queste Sue vedute, oui 
giustamente il PINCHERLE annetteva particolare importama, diede un'espressiva 
applicazione, discutendo in modo esauriente i l  problema della derivaaione di 
indice complesso qualsiasi, su  cui già avevano fermato la loro attenzione, 
fra gli altri, il LIOUVILLE, il RIENANN, 1' HOLMGREN, i l  BOURLET. 

D'altro canto, uno studio approfondit0 delle analogie, che intercedono 
fra le affinità vettoriali ordinarie e le operazioni distributive agenti in uno 
spazio ad infinite dimensioni condusse il PINCHERLE a riconoscere fra i due 
casi una differenm essenziale, che, rimasta allora pressochb inavvertita, fu 
nuovamente rilevata per le operazioni integrali da HELLINGER e TOEPLITL 
quindici anni più tardi. I n  nno spazio ad un numero finito di dimensioni 
ogni operazione distributiva degenere gode insieme delle due proprietà di 
trasformare 1' intero spazio in uno spazio ad un numero minore di dimensioni 
e di possedere, come il PINCHERLE diceva, qualche vettore radice, cioh qualche 
vettore, cui corrisponde il vettore nullo. Orbene, quando si passa alle ope- 
razioni distributive in uno spazio ad infinite dimensioni, queste due proprietà, 
pur trovandosi talvolta associate, possono anche presentarsi separatamente, 
talchb si hanno due tipi distinti di degenerazione; ed b manifesto come risulti 
essenzialmente diverso il problema d'inversione per le operazioni degeneri 
dell' una O ,  dell' altra specie. Di queste operazioni degeneri il PINCHERLE 
indagb largamente le proprietà. I n  particolare, introdotta ne110 spazio fun- 
zionale 1' omogeneità e sostituita all' immagine vettoriale quella puntuale, 
stabili, pel tramite di convenienti operazioni degeneri, l'esistenza di spazi 
lineari, pur essi a infinite dimensioni, ma meno comprensivi di quel10 totale, 
cui competono tutte le proprietà di  incidema e di appartenenza che carat- 
terizzano gli iperpiani ordinari; e, definite per questi iperpiani del10 spazio 
f unzionale purheggiato opportune coordinate omogenee, aventi carattere con- 
tragrediente rispetto a quelle puntiiali, pervenne ad una corrispondenza per 
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dualità, che Gli consenti di associare ad ogni operazione un'operazione cor- 
relativa, la quale generalizza, con le rispettive proprietà caratteristiche, tanto 
1' aggiunta del LA~RANGE, quanto quell' altra operazione analoga, che, sotto 
il medesimo nome, 10 stesso PINCHERLE aveva introdotto ne1 Calcolo delle 
diff erenze. 

Della Geometria dello spazio funzionale considerb anche altri problemi, 
più tardi ripresi, sotto punti di  vista diversi, da varf ricercatori (curve e va. 
rietà non lineari dello spazio funzionale, loro spazi osculatori dei vari ordini, 
gruppi continui di operazioni e loro operazioni infinitesime, ecc.); ma non vi 
si indugib, giacchb rifuggiva dalle generaliazazioni, che potessero apparire 
scopo a se stesse; e si volse, invece, ad illustrare operosamente le applica- 
zioni, di cui la Sua teoria era suscettibile ne1 campo delle funzioni analitiche: 
operazioni normali, come atte ad aggiungere O togliere ad una funzione sin- 
golarità di  natura determinata, onde risultarono chiariti nella loro origine 
profonda i teoremi  HADAMAR DAMA RD e del DARBOUX sulle singolarith delle 
serie di potenze; indagine approfondita delle dipendenze fra le singolarità di 
una funzione determinante e quelle della corrispondente generatrice; teoria 
generale dell'inversione delle operazioni integrali del ciclo chiuso ne1 campo 
complesso ; classificazione delle equazioni f unzionali lineari di seconda specie 
nei tre grandi tipi del VOLTERRA, del FREDHOLM, ~ ~ ~ ~ ' H I L B E R T .  

A queste ricerche, direttainente legate al progressivo sviluppo delle Sue 
idee, altre ne intercalava di carattere collaterale O, in qualche modo, sussi- 
diario. Cosl, in relazione alla risoluzione analitica delle eqyazioni lineari alle 
differenae, riprendeva quelle serie di fattoriali e del NEWTON, che già aveva 
inoontrate in un Suo precedente studio siilla interpolazione ne1 campo com- 
plesso, e ne indagava le proprieth di converyenza, pervenendo per primo alle 
condizioni necessarie e sufficienti, affinchb una data funzione ammetta uno 
sviluppo in serie newtoniana. Inoltre, da una ricerca, per se stessa molto 
notevole, su taluni nuclei analitici era condotto a svariati problemi d'itera- 
zione, in particolare a quel10 fondamentale dell'iterazione « in grande B delle 
funzioni razionali, che doveva poi essere ulteriormente approfondit0 da1 
JULIA, da1 FATOU, da1 RIIT. 

Nell'ultimo periodo della Sua vita ebbe l'intimo compiacimento di veder 
confermate Yimportanza e la vitalità delle Sue vedute sintetiche sulle ope- 
razioni funzionali non soltanto da  recenti sviluppi di Analisi, ma piu ancora 
da nuovi e inaspettati nessi coi concetti e i procedimenti algoritmici impostisi 
ai teorici della nuova Fisica. Con rinnovata fiducia tornb sui principi della 
Sua teoria e forse vagheggib l'idea di rielaborarla su basi più larghe, ch& 
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ad un tale disegno sembra rispondere l'ultima Sua Mernoria, che la  morte 
interuppe e f u  pubblicata posturna ('), quasi aiispicio di  idteriori sviluppi per 
il Suo retaggio d'idee. 

Quale posto Egli attribuisse alle Sue ricerche e ai Snoi contributi ne1 
quadro generale degli indirizzi congeneri fa da Lui stesso chiarito ne1 magi- 
strale articolo sulle equazioni e operazioni funzionali per la  grande Enci- 
clopedia delle Scienze matematiche ('). Ma nella rigida Sua obbiettività 
scientifica, ne1 Suo scrupoloso'senso delle proporhioni fini con 1' essere severo 
con se stesso; e ben più alta e piu giusta valutaeione dell'opera Sua fu 
solennemente espressa a Bologna, ne1 1928, da J. HADAMARD, che, delineando 
da par suo in una larga sintesi le origini, gli sviliippi, i futuri presuinibili 
orientamenti del Calcolo funzionale (3), additb ne1 PIKCHERLE uno degli ini- 
siatori ed uno dei cultori più insigni di quel promettente e caratteristico 
indirizzo della Matematica contemporanea. 

A questo giudizio autorevolissimo niil17altro andrebbe aggiunto; ma il 
vecchio discepolo, chiamato a117 onore di parlare di Lui in quest'alta sede, 
non pub negare a se stesso di rievocarne qui la luminosa figura morale, 
quale gli apparve fin dagli anni lontani della giovinezaa. Pensoso e parco di 
parole, pareva che, soprattutto di fronte ai discepoli, amasse nascondere la  
Sua personalità d i ~ t r o  un fitto velo di geloso riserbo. Na appunto per questo 
i giovani, con più intenso sforzo di comprensione e di reverente simpatia, 
scrutavano oltre quel velo le sue note profondamente umane: il culto tene- 
rissimo degli affetti famigliari, il fervido amor patrio, il multiforme interesse 
per ogni indirizzo speculativo, la raffinata sensibilità per ogni forma d'Arte, 
particolarmente per la  Musica. Era ambito privilegio di pochissimi l'essere 
ammessi nell'intimità della Sua casa, dove, in piccola cerchia, recava nella 
conversazione, con arguzia garbata e senz7 ombra di pesantezza, tutte le risorse 
della Sua vastissima cultura; e talvolta sedeva al pianoforte per interpretarvi, 
con una Sua caratteristica finezza di passione contenuta, le musiche classiche, 

(') Co~tv ibu to  alla teoria degli operatori lineari, i n  questi « Annali u, serie I V ,  t. XV, 
1936-XV, pp. 243-308. Solo ora (febbraio 1938) dalla elevata ed esauriente Commemorazione, 
che del PINCHERLE tenne il prof. ETTORE BORTOLOTTI all'Accac1emia d i  Bologna ( R  Rendi. 
conto delle Sessioni, Sez. d i  Sc. Fis. e Mat. x, anno 1936-37), apprend0 che fra i manoswitti 
inediti del PINCHERLE furono trovati i primi otto Capitoli d i  una nuova opera sulla teoria 
generali delle operazioni lineari. 

(') Vedasi specialmente 1' edizione francese : Épatiom et opevations foactionnelles, 
t. III, 5me vol., pp. 1-81, Paris  1912. 

(3) Le développemed et le rôle scientifique du Calcul fonctionnel, s Atti del Congresso 
Intern. dei Matematici ,,, Bologna 1928-VI, tom0 1, pp. 143-161. 
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che più Gli erano care, e alle quali mai cessb di dedicar quotidianamente 
qualche ora, nemmeno nei periodi di più intensa attivitit scientifica, quasi 
vi cercasse, più che uno svago, una fonte d'ispirazione intellettuale. I n  ogni 
circostanza Egli conservava quel Suo contegno di composta snperiorità, in 
cui si rifletteva l'interiore equilibrio, da Lui raggiunto fra le ingenite incli- 
nazioni di un'indole affettiva e sensibilissima e la concezione elevata ed 
austera, che della vita e dei rapporti uiiiani aveva imposto a se stesso. Cosi 
alla p~ofonda modestia, che Gli era istintiva, si associava in Lui un alto 
senso di dignità, personale ; 1' estrema mitezza dell' animo si armonizzava con 
la sicura fermezza delle convinzioni, con la  severità rettilinea dei criteri 
morali; e chi più Gli era vicino ben sapeva come, ad ogni richiamo della 
coscienza, Egli fosse pronto ad assumere la responsabilità di  atteggiamenti O 

di decisioni, che pur ferivano la Sua sensibilità. Ma non ebbe nemici, ne mai 
suscitb intorno a sé risentimento o rancore, pwchh la rigidezza della Sua 
dirittura era temperata dalla larga tolleranza di chi dalla stessa saldezza 
delle proprie convinzioni sa trar motivo a comprendere chiunque batta altre 
vie con pari pnrezza di cuore, e da ogni Suo atto traspariva lirnpidamente, 
come unica norms, 170ssequio incondizionato al dovere, cui senipre seppe 
sacrificare per primo se stesso. 

Pu soprattutto per sentiment0 del dovere che, alieno per indole da ogni 
ufficio di comando e già quasi settantacinquenne, accettb a Toronto l'ardu0 
compito di preparare e presiedere il Congresso di Bologna, col preciso mandato, 
confermatoGli da1 Governo Nazionale, di restaurarvi, per la prima volta dopo 
la Grande Guerra, la completa internazionalità, delle adesioni e degli inter- 
venti. Gli animi erano turbati e divisi; e al di là delle Alpi parve dapprima 
che, sull'una e sull'altra sponda, quel tentativo di riavvicinarnento non fosse 
destinato che ad esasperare le mal sopite passioni, ad approfondire i dissensi 
tenacemevte superstiti. Ma il PINCHERLE, convint0 di servire insieme la causa 
della Scienza e la secolare tradizione di universalita culturale dell'Italia, 
non si  scoraggib. Ai contrasti e alle amarezze, che non Gli fnrono rispar- 
miate, oppose la  Sua dignitosa serenitB; le difficolth ostinatamknte risorgenti 
domino e superb con un mirabile sforzo di tatto, di energia, di saggeaza; e 
mai si ebbe, in quest'Eiiropa sema pace, nn più largo e più concorde raduno 
di scienaiati di ogni nazioue. Fu quel10 il coronainento ideale della Sua vita; 
e. assolto il nobile mandato, scese, in silenzioso accoramento, dalla cattedra, 
che aveva onorato per quasi cinquant'anni. 

Giiisto compenso alla Sna perenne spiritualità,, non conobbe l'angoscioso 
declinare dell' attivitR incellettuale; e conservb intatti, nella vegetn. vecclii~zza, 
l'interesse per la ricerca, la gioia del lavoro, la fede nella missione pi3o- 
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gressiva della Scienza. Cosi, anche nell'ultimo Suo giorno, incurante di 
qualche oscuro presagio dell' incornbente ora suprema, tornb all' usato lavoro, 
si raccolse ancora una volta a meditare sulla Nemoria che doveva lasciare 
incompiuta, ancora una volta nella Serena intimità domestica irradib fra i 
Suoi Cari l'inesausta Sua affettivitk, quando, al calar della notte sulla gior. 
nata operosa, quasi d'improvviso il paro e fervido more si arrestb. 

Ma Egli vive nella Sua opera di Scienziato e di Maestro, vive nella luce 
della incontaminata Sua nobiltÈl morale. 
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di Salvatore Pincherle ('). 
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da nie primitivamente preparato. 
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- Nuove osservazioni sui sistemi ricorrenti d i  primo e d t  secondo grado. (Rend. Lincei, 
S. 4&, vol. V). 

= - Alctcni teorenti sulle fiaziolti continue. (Rend. Lincei, S. 4&, vol. V). 
- Su alcune forme approssimate per l a  rapprese~taaione d i  funzioni. (Mem. Bol., 

S. IV, t. X). 
* - Quelques applications des fractions continues. (Comptes Rendus, 29 avril, Paris). 

- Di un' estensione dell' algoritmo delle frazioni continue. (Rend. Lomb., S. aa, vol. XXII). 
- S u r  les fractions continues algébriques. (Am.  scient. de l'fic. Norm.  Sup., S. III, 

t. VI ,  Paris). 
1890 - Su l la  trasformazione d i  H E I N E .  (Rend. Pal., IV). 

- Su alcuni  integrali  particolari delle equazioni differenziali l ineari n o n  omogenee. 
(Rend. Lincei, 6. ka, vol. VI). 

- Saggio d i  u n a  generalizzazione delle frazioni continue algebriche. (Mem. Bol., 
B. IV, t. X). 
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1890 - Sul la  rappresentazione approssiinata d i  u n a  funzione mediante irrazionali  
dratici. (Rend.  Lomb., S.  aa, t. XXIII). 

1891 - U n  teorema sulle frazioni continue. (Rend .  Lincei,  S. ha, vol .  VII). 
P - U n  sisterna d'integrali ellittici considerati come funzioni dell ' i?zuariade assoluto. 

( R e n d .  Lincei,  S .  4", vol .  VII). 
D - U n a  nuova estensione delle funzioni sferiche. (Mem.  Bol., S .  V, t. 1). 
B - Su l la  generalizzazione delle funzioni sferiche. (Rend .  Bol., anno accad. 1891-93). 

- Su l la  generalizzazione delle frazioni continue algebriche. (Arin. d i  Dilat., S. II, t. XIX). 
n - Sopra certe superficie razionali  che s'incontrano in questioni d'alzalisi. ( R e n d .  Lomb., 

S .  'P, t .  XXIV). 
D - Sopra u n a  trasforwazione nelle equazioni differenziali lineari. ( R e n d .  Lomb., a. 2&, 

t. XXV). 
» - Gli  elementi d i  aritmetica ad iiso delle scuole secordarie inferiori.  Bologna, Zanichelli. 

1892 - S u r  l a  génération de systèmes récurrents a u  moyen d 'une  équation différentielle. 
(Ac ta  Math., XVI). 

- Sulle forme differenziali lineari. (Rend .  Liiricei, S. 5", vol .  1). 
P - Contributo al la  inteyrazione delle equazioni differenziali l ineari mediante itztegrali 

definiti. (Mem. Bol., S .  V, t .  II). 
n - Applicazione al la  geometvia d i  u n a  osseruaaione d i  aritmetica. (Rend .  Bol., anno 

accad. 1893-93). 
1893 - Sull'interpolazione. (Mem.  Bol., S. V, t .  III). 

» - Sulle serie d i  potenze. ( A n n .  d i  Mat., S.  I I ,  t. XXI). 
» - S u r  les series de fonctions. (Jornal de  Sciencias mathematicas e a ~ t ~ o n o m i c a s ,  Coirnbra, XI). 
x - Considerazioni geometriche su1 numero delle vadici reali d i  un'equazione algebrica. 

(Riv is ta  di  Mat., III). 
» - Algebra Complemevetare, 1: Analisi  algebrica. Milano, Hoepl i ;  4" edil;., 1920. 

1894 - Sulle equazioni alle differenze. Note  1 e Il. (Rend .  Lincei,  S. 5", vol .  III). 
- Contributo al la  generalizzazione delle frazioni continue. (Mem.  Bol., S. V, t. IV). 

» - L'Algebra delle forme lineari alle differenze. (Rend.  Bol.. anno accad. 1894-95). 
8 - Delle funzioni ipergeowaetriche, e d i  varie questioni a d  esse attinenti .  (Giorii. d i  

Mat., XXXII). 
- Algebra Complernentare, II: T e o d a  delle equazioni. Milano, Hoepl i ;  4" ediz., 1920. 

1885 - Sulle operazioni funzionali distributi?~e. (Rend .  Lincei, S.  5", vol.  IV). 
o - Sulle soluzioni coiziugate nelle equazioni differenziali e alle differenze. (Rend .  Lincoi, 

S .  5", vol .  IV). 
r - L7A1gebra delle forme l i~zeari  alle differenze. (Mem.  Bol., S .  5", t.  V). 

- Sopra alcune e q u a z i ~ n i  sirnboliche. (Mem.  Bol., S. 5a, t. V). 
- Sulle operazioni distributive comrnutabili. con u n a  operazione da ta .  ( A t t i  della R. 

Accad delle Sc.  d i  !l!orino, vol.  XXX). 
1896 - Sul10 spirit0 aritmetico nella Matematica. !i!radunione d i  u n  opuscolo d i  P. KLEIN.  

(Rend .  Pal., X ) .  
- Della ualidità effetiiua d i  alcuni suiluppi in serie d i  funaioni. (Rend .  Linoei, s. 5", vo l .  V). 

D - Operasioni distributive: l ' i n t eg~as ione  successiva. (Rend .  Lincei,  a. 5", vol .  V). 
- Operazioni distvibutive : le equazioni differenziali l ineari n o n  omogenee. (Rend .  Lincei,  

S .  sa, vol .  V) 
D - Sulle equazioni dif ferenziali  l ineari non  omoyenee e le operazioni funzio+aali che esse 

defiwiscolzo. (Rend .  Bol., anno accad. 1895-96). 
D - Le operazioni distributive e le omografie. (Rend .  Lomb., S. 2a, t ,  XXlX) 

- Résumé de quelques résultats relatifs à l a  théorie des systèmes récuwents de fonctions. 
(Math. papers r ~ a d  at the  Int. math. congrcss, Chicago). 
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Esercizi sitllfA1yebra elementare. Milano, Hoepli ; 3a ediz., 1921. 
Sulle serie procedenti secondo le deriwate successive d i  u n a  funzione. (Rend. Pal., XI). 
S u l l a  generalizzazione della proprietà del detertninante wronslciano. (Rend. Lincei, 

S. 5&, vol. VI). 
Cenno sulla Geometria del10 spazio funzionale. (Rend. Bol., N. S., 1). 
Commemorazione d i  C. WEIERSTRASS. (Rend. Bol., N. S., 1). 
Appunt i  d i  calcolo funzionale distributive. (Rend. Iiomb., a. 2", vol. XXX). 
Mémoire sur le Calcul fonctionnel distributif. (Math. Annalen, XLIX). 
Esercizi sulla Geometria elemcntare. Milano, Hoepli; -Sa ediz., 1915, 
D i  u n a  estensione del concetto d i  divisibilità per: un polinomio. (Rend. Lincei, 

S. 5&, vol. VII). 
S u l l a  risoluzione' approssimata delle equazioni alle differenze. (Rend. Lincei, s. 5&, 

vol. VII). 
S u l  concetto d i  piano in uno spazio ad infinite dimensioni. (Rend. Bol., N .  S., II). 
S u l  confvonto delle sinyolarità delle funzioni analiticne. (Rend. Bol,, N .  S.: II). 
Sull'operazione aggiunta. (Rend. Bol., S. S., II). 
'Sur la  transformée &EULER.  (Crelle, CXIX). 
Sopra un problema d'enterpolaaione. (Rend. Pal., XIV). 
Di  un'equazione funzionale simbolica e d i  alcune sue conseyuenze. (Rend. Lincei, 

S. 5&, vol. VIII). 
Sulle singolarità d i  u n a  funzione che dipende d a  due funzioni date.  (Rend. Iiincei, 

S. 5&, vol. VIII). 
A proposito d i  un recente teorema del siy. HADAMARD. (Rend. Bol., N. S., III) .  
S u r  les séries de puissances toujours diveryentes. (Comptes Rendus, 13 fevrier, Paris). 
Pour la  bibliographie de l a  théorie des opérations distributives. (Bibliotheca Mathe- 

matica, nouv. s., XIII). 
Su l la  continuità delle funzioni. (Rend. Bol., IV. S., IV). 
Commemorazione d i  E. BELTRAMI. (Rend. Bol.,gN. S., V). 
Su l la  seomposizione d i  u n a  forma differenziale lineare in un prodotto d i  operazioni. 

(Rend. Bol., N. S., V). 
Di  alcune operazioni atte ad aggiungere O togliere singolarita in u n a  funzione ana-  

litica. (Ann. di Mat., s. 3&, t. IV). 
Commemorazione d i  C H .  HERMITE. (Rend. Bol., N. S., V). 
L a  trasforrnazione d i  LAPLACE e le  serie divergenta. (Rend. Bol., N. S ,  V). 
L e  operazioni distributive e le loro applicazioni alZIAnalisi, in collab. con U. AMALDI. 

Bologna, Zanichelli. 
Sul le  serie d i  fattoriali. Note 1 e II. (Rend. Lincei, S. 5a, vol. XI). 
Sulle derivate a d  indice qualunque. (Mem. Bol., s. 5., t. IX\. 
Aleune formule d i  Anal is i  combinatoria (Giorn. di Mat., XL). 
S u r  une  série DI AB EL. (Acta Math., XXVIII). 
Su l la  sviluppabilità d i  u n a  ficnzione in serie d i  fattoriali. (Rend. Lincei, S. 5a, 

vol. XII). 
Sulle funzioni meromorfe. (Rend. Lincei, s. 5&, vol. XII). 
D i  u n a  nuova  opera~ ione  fwneionale e d i  qualche sua  applicaeione. (Rend. Bol., 

N. S., VII). 
Sopra un'estensione della formula d i  TAYLOR ne1 calcolo delle operazioni. (Rend. 

Bol., N. S., VII). 
Sur l 'approximation des fonctions par  des irrationnelles quadratiques. (Comptes 

Rendus, 9 novembre, Paris). 
Risoluzione d i  u n a  classe d i  equazioni funzionaU. (Rend. Pal., XVIII). 

A n n d i  di  Matemotiao, Serie IV. Tomo XVII. 3 
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1904 - Sugl i  suiluppi asintotici e le serie sommabili. ( R e n d .  Lincei,  S .  5a, vol. X I I I ) .  
- S u i  linziti della conuergenza d i  alcune espressioni analitiche. (Rend .  Bol., B. S., V I I I ) .  

1905 - Stuclio sopra un teorema del POINCARÉ relativo alle equazioni ricorrenti. (Rend .  Bol., 
N .  S., I X ) .  

= - S u r  les fomtions determigzantes. ( A n n .  SC. de  l'&. Norm. Sup., S .  3&, t. X X I I ) .  
D - Sulle equazioni funzionali lineari. (Rend .  Lincei,  S .  5', vol.  X I V ) .  

1906 - Sulle singolal.itZc d i  u n a  funziotze che dipende d a  flue funzioni date. [Rend .  Ijincei, 
S. 5&, vol.  X V ) .  

D - Sulle equazioni funzionali lineari. (Mem.  Bol., S.  Ba, t. I I I ) .  
- Sull'inversione analit ica degli integrali  definiti. (Rend .  Bol., N. S., X I ) .  
- Funktionaloperationen u n d  Gleichungen. (Enc.  der  math. Wiss . ,  B d .  I I ,  A. 11). 

B - Lezioni d i  Algebra complementare: Anal is i  algebrica. Bologna, Zanichelli;  3& ediz., 1924. 
1907 - Sopra l'estensione agli sviluppi asintotici d i  un teorema del sig. HURWITZ. (Rend .  

Iiincei, s .  5", vol.  X V I ) .  
P - Sull'inversione degli integrali  definiti. ( A t t i  della Soc.  I t .  delle Sc., detta dei XL, 

S. 3a, t. X V ) .  
1908 - Commemorazione d i  B. P. RUFFINI. (Rend .  Bol., N. S., X I I ) .  

a - S u i  fasci d i  omografie. ( R e n d .  Lomb.,  S.  2', t. X L I ) .  
B - Su l la  teoria dei limita. (Per .  d i  Mat. e Boll. d i  x Mathesis r ,  arino X X I I I ) .  

- Alcwne spigolature ne1 campo delle funzioni determinanti .  ( A t t i  del I V  Congi.  Intern. 
dei Matematici (Roma,  19081, vo l .  I I ) .  

n - S u l  nuovo sistema pei Concolai alle Cattedre delle Scuole Medie. (Boll .  d i  Mat., 
A n n o  V I I ) .  

1903 - Alcune osseruazioni sulle funzioni determinanti .  ( R e n d .  Bol., N .  S., X I I I ) .  
- Sopra certe equazioni inteyrali .  (Rend .  Iiincei, S .  5&, vol.  X V I I I ) .  

P - Lezioni d i  Alyebra complementare: Teoria delle equazioni. Bologna, Zanichelli;  
2" e d i z ,  1931 

1910 - S u l  concetto d i  divisibilità in generale. (Rend .  Bol., N .  S., X I V ) .  
1911 - Sopra alcune omografie del10 spazio funzionale. (Rend .  Lincei,  S. 5", vol.  X X ) .  

s - Appunt i  d i  Calcolo funzionale. (Mem.  Bol., S. 6", t. V I I I ) .  
.o - Sopra zcn'estensione del concetto d i  divisibilità. (Giorn. d i  Mat., X L V I I I ) .  
n - Sugl i  s tudi  per la  Laurea in m t e m a t i c a  e sul la  Sezione delle Scuole d i  magistero. 

Cornin. intern. per l ' insegnamento matematico. ( A t t i  della Sottocomm. italiana). 
19ia - Quelques observations sur les fonctions déterminantes. (Ac ta  Math., X X X V I ) .  

- Sulle operazioni lineari, e sul la  teovia delle equazioni integrali. (Rend .  Lincei,  
S. 5", vol.  X X I ) .  

Y - Alcune osservazioni sopra i sistemi d i  funzioni associate e sopra u n  gruppo d i  ope. 
razioni lineari. (Mem.  Bol., S .  Ba, t .  I X ) .  

n - Commellzorazione d i  C.  ARZELA. (Rend .  Bol., N. S., X V I ) .  
- Lo spazio funaionale e le sue o~nografie. (Giorn. d i  Mat., L) 
- Équations et opérations fonctionnelles. (Eiic. des  Sc. mathematiques,  t. I I ,  Bme vol., 

Paris-Leipzig). 
a - Recensione dell'opera: e Theorie der linearen Differenzengleichungen » d i  WAI,LEN. 

BERG e GULDBERG. 
1913 - Un'applicazione della convergenza in media. (Rend .  Lincei,  S .  5&, vol. X X I I ) .  

- Alcune osservazioni ed una rettifica alla Memoria : c Appunt i  d i  Calcolo funzionale B. 

(Rend .  Bol., N. S., X V I I I ) .  
D - Sull 'operazwne aggiunta d i  LAGRANGE. ( A n n .  d i  Mat., S .  3", t. X X I ) .  

1914 - Alcune osservazioni sull ' i terata d i  u n a  fuwione data. (Rend .  Bol., N .  S., X V I I I ) .  
D - Sulle serie d i  fattoriali generaliazate. (Rend .  Pal., X X X V I I ) .  
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1915 - L a  Matematica e i l  futuro. Discorso inaugurale. (Annuario  della R .  U n i v .  d i  Bologna). 
- Lezioni d i  Calcolo Infinitesimale. Bologna, 5anichelli;  3a edia. i n  due  voll., 1926-27. 

1916 - Sopra alcuni  nuclei analitici. (Rend .  Bol., N. S., X X ) .  
- I l  Calcolo delle probabilitct e l'intuizione. (Riv is ta  a Scientia W ,  X I X ) .  

1917 - Appunt i  s u  alcuni problemi d'iterazione. (Rend .  Bol., N.  S., X X I ) .  
1918 - Sulle radici reali  delle equazioni iterate d i  un'equazione quadratica. (Rend.  Lincei,  

B. 5", vol.  X X V I I ) .  
- Sul l ' i terwione della funzione xz - a. (Rend .  Lincei,  B. 6", vol.  X X V I I ) .  
- Sulle catene d i  radicali  quadratici. (Rend.  Bol., K. S., X X I I ) .  

P - Sulle catene d i  radicali  quadratici. ( A t t i  della R. Accad. delle Sc .  d i  Torino, vol .  L I I I ) .  
= - Commemorazione d i  E. E.  LEVI. (Semin.  Mat. del l lUniv .  d i  Ronia). 

- L a  crisi della Scuola media. (Riv is ta  pedagogica, anno X I ) .  
1919 - U n  tewema sull'iterazione della funzione quadratica. (Rend .  Bol., N. S., X X I l I ) .  

- Commemoraaione d i  U .  DINI. (Period. d i  Mat. e Boll. d i  x Mathesis a). 

1920 - L'iterazione completa d i  xe - 2. (Rend .  Lincei,  S. 5a, vol .  X X I X ) .  
- Sul la  funzione iterata d i  u n a  r a z i o n d e  intera. Note  1 e I I .  (Rend .  Lincei, s. 5&, 

vol. X X I X ) .  
- Sopra alcune equazioni fitnzionali. (Rend.  Lincei,  s. 5", vol.  X X I X ) .  
- Sull ' i terata d i  un polinomio raaionale intero. (Rend .  Bol., N .  S., X X I V ) .  

B - Commemorazione d i  A. RAZZABONI. (Rend .  Bol., N. S., X X V ) .  
1921 - S u r  u n e  équation intégrale dans  le domaine complexe. (Comptes Rendus,  6 jnin, Paris). 

= - Sobre la  iteracion analit ica. (Rovista mathematica hispario-arnericana, Madrid). 
- Un'interpretazione geometraca e un'estensione della dicisibilita dei polinomi. (Per.  di 

Mat., S.  I V ,  vol.  1). 
- Spigolature ne1 campo del Calcolo funzionale. ( A t t i  della Soc. I t .  per il Progr. 

delle Sc., X I  Riunione, Trieste). 
- Sulla'preparazione degli Imegnant i .  (Riv is ta  Pedagogica, anno X I V ) .  

1922 - S t ru t tura  d i  ulzo spazio invariante  nella teoria delle operaeioni lineari. (Rend .  Bol., 
N. S., X X V I ) .  

- Sulle operazioni l ineari pewnutabili colla derivazaone. (Rend .  Bol., N. S., X X V I I I ) .  
P - Recensione dell'opera: a Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse 

der Funktionentheorie B d i  E. LANDAU. (Boll .  U. M .  I., anno 1). 
- Sulle operazioni l ineari permutabili colla derivazione. (Boll. U .  M .  I., anno 1). 
- Gl i  elementi della teoria delle fulzeioni analitiche. S .  1, Bologna, Eanichelli. 

1923 - Operazioni funzmonali permutabili colla derivazione. (Boll. U. M. I., anno I I ) .  
1924 - Sulle funzioni trascendenti semplici. (Rend .  Lincei,  s ,  5a, vol.  X X X I I I ) .  

- Ancora sulle funzioni trascendenti semplici. (Rend .  Lincei,  S. 5", vol. X X X I I I ) .  
- Su zcna separazione d i  singolarità in u n a  fulaaione analitica. (Rend.  Lincei,  B .  5", 

vol.  X X X I I I ) .  
= - S u l l a  generali~aaaione d i  alcune trascendenti classiche. (Rend .  Bol., N .  S., X X V I I I ) .  

- Relazione del Presidente al l 'adunanza pubblica solenne dell'ilccademia del 22 gàugno 
1924. (Mem.  Bol., S .  V I I I ,  t. 1). 

- Recensione dell'opera: e Einführung i n  die Theorie der algebiaischen Punkt ionen 
einer Teranderlichen B di  H. W .  E. JUNG. (Boll. U .  M .  I . ,  anno I I I ) .  

1923 - Di alcune trasformazioiai fitnsionali. (Rend .  Lincei,  S. 6", vol.  1). 
- Recensione dell'opeva: a L e  calcul des probabilites à l a  portée de  tous D d i  FRECHET 

e HALBWACHS. (Boll .  U. M. I., anno I V ) .  
- Cotnmetnoraeione d i  A. MERLANJ.  (Rend .  Bol., N .  S . ,  X X I X ) .  

1926 - S u r  l a  résolution de l'6quation fonctionnelle i h, rp(s + a, )  = f(x) à coefficients con- 
stants.  (Acta  Nath., X L V I I I ) .  
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1926 - Sulle serie d i  potenze negative d i  u n a  variabile. (Rend. Bol., N. S., XXX). 
D - I l  Calcolo delle differenze finite. (Boll. V. M .  I., anno V). 

- Notice sur les travaux: de S. PINOHERLE. (Acta Math., XLTI). 
1927 - Una classe speciale d i  forme differenziali l ineari d'ordine infinito. (Mem. Bol., 

S. 8", IV). 
1928 - Recensione dell'opera: n Leçons sur les familles normales de fonctions analytiques et 

leurs applications D d i  P. MONTEL. (Boll. U. BI. I., anno VII). 
- Sul1e;operazioni funzionali lineari. (Proceedings Congress Toronto, J). 
- Discorso d' apertura del Congresso Internazionale dei Matematici d i  Bologna. (Atti, 

tomo 1). 
w - Recensione dell'opera: a Les espaces abstraits v d i  M. FRECHET. (Boll. U. M. I., 

anno VII). 
1989 - Recensione dell'opera: s Leçons sur l'integration = d i  H. LEBESGUE. (Boll. U. M. I., 

anno VIII). 
- Recensione dell'opera: Leçons sur les équations linéaires aux differences finies w 

d i  N .  E. NORLUND. (Boll. U. M. I., anno VIII). 
- Operaaioni funeionali l ineari e sviluppi dello zero. (Rend. Lincei, S. Ga, vol. IX). 

a - Sopra an'estensione del concetto d i  divisibilità. (Rend. del Semin. Mat. di Milano, III). 
- Una generalizzazione della divisibilità algebrica (con relativa tradueione in francese). 

Bologna, Zanichelli. 
= - Commemmazione del socio FRANCESCO B~rosc~r .  (Atti della Soc. '~t.  delle Sc., detta 

dei XL, s. 3", t. XXIII). 
D - Ossewazioni sul la  trasformazione d i  EULER-LINDEL~F. (Rend. Bol., N. S., XXXIII). 

- Osservasioni soprakuna classe d i  operaeioni lineuri. (Atti del Congr. Int. dei Mnt. 
(Bologna-1928), t. 111). 

1930. - S u i  coefficienti d i  fattoriali. (Ann. di Mat., S. 4", t. VII). 
P - Sulle serie ordinate per le potenze successive delE'i.ntegrazione. (Rend. Bol., N. S., 

XXXIV). 
P - Suÿ l i  autotrasformatori. (Rend. Bol., N. S: XXXIV). 

- Recensione dell'opera: a Darstellung und Begründung einiger neuwer Ergebnisse der 
Funktionentheorie (Zweite Auflage) . d i  E. LANDAU. (Boll. U. M. I., anno IX). 

D - Parole d'apertura a l l ' adunanza  pubblica dell'i-lccademia del 30 novembre 1930. 
(Mem. Bol., S. VIII,  t. VIII).  

1931 - Sopra uno speciale operatore lineare. Note 1, 11 e 111. (Rend. Lincei, S. ôa, voll. 
XIII ,  XIV). 

w - Le funzioni analit iche d a  un punto d i  v is ta  elementare. (Enciclopedia Matem. ele- 
mentari, vol .  1). 

- Sullo scarto della permutabilitci nelle operaaioni lineari. (Rend. Bol., N. S., XXV). 
r, - Su l la  permutabilitdc negli operatori lineari. (Atti Società Italiana Progr. Scienze, 

XX Riunione, vol. II). 
a - Determinanti. (Enciclopedia Italiana, vol. XII). 
9 - Recensione dell'opera: = Integralgleichungen =, di G. KOWALEWSKI. (Boll. U. M. I., 

anno X). 
1932 - Un'applicaaione del rnetodo simbolico. (Boll. U.  M .  1, anno XI). 

D - Generalizzazione della teoria delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti. 
(Mem. Bol., S. VIII,  t. IX). 

- Recensione dell'opera: . Leçons sur les fonctions entières ou monodromes * d i  
P .  MONTEL. (Boll. U. M. I., anno XI). 

- Commemoriazioae d i  GIUSEPPE VITALI. (Rend. Bol., N. S., XXXVI). 
s - Recensione dell'opera: a Knotentheorie * d i  K. REIDEMEISTER. (Boll. U. M. I., anno XI). 
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1933 - Sull'iterazione dell'operatore xD. (Boll. U. M. I., anno XII). 
- Operatori lineavi e coefficienti d i  fattoriali. (Rend. Iiincei, S. 6&, vol. XVIII) .  

* - Operatori norwtali d i  rango u n o  nello spaaio delle serie d i  pntewee. (Rend. Bol., N. S., 
XXXVII). 

- Recensioni delle opere: . The theorie of matrices D d i  C. C. MAC-DUFFEE; « Ein- 
fiihrung in die h6here Mathematik fiir Studierende nnd zum selbst Studium D d i  
H. V. MANGOLDT'S (vol. III, ediaione curata da K. KNOPP); u Cours d'Algèbre 
(à l'usage des classes de 3ème, 2de et 1ère de l'enseignem~nt secondaire) . d i  R. 
ESTÈVE e H. MITAULT. (Boll. U. M. I., anno XII). 

- Punzioni  noteuoli. (Enciclopedia italiana, vol. XV1)- 
1934 - S u  uria decomposizione in fattori degli operatori normal i  (Rend. Bol., S. 2", t. XXXVIII). 

m - Recensione dell'opera: a Topologie 1. Espaces of matrices d i  C. C. MAC-DUFFEE. 
(Boll. U. M. I., anno XIII). 

1938 - Una generalizzazione del concetto d i  divisibilitlt. (Boll. U.  M .  I., anno XIV). 
- Alcune osservaziolzi sugli operatori normal i  ne110 spazio delle serie d i  potenze. (Rend. 

Bol., N. S., XXXIX). 
- Becensione dell'opera: K Enzyklopadie der Elementarmathematik, Bd. 1; Arithmetik, 

Algebra und Analysis D d i  H. WEBER, nuova ediz. d i  P. EPSTEIN. (Roll. U. M. I., 
anno XIV). 

s - Recensioni delle opere: u Ctii-vas definidas por una ecuacion diferencial de primer 
orden y de primer grado 3 d i  H. DULAC; a Conrs de Géométrie, t. 1 (Géométrie 
plane) D di  R. ESTEVE e H. MITAULT. (Boll. U.  M. I., annoiXIV). 

v - Recensioni delle opere: 6 Quelques propriétés des variétés algébriques se rattachant 
aux théorie de l'Algèbre moderne D di P. DUBREUIL; a Uaber die Darstellung von 
Griippen in Galois-Feldern « d i  R. BRAUER; . Carakterisung des Spektrums eines 
Integraloperators » d i  J. von NEUNANN; a Cours de Géométrie, t. II (Géométrie 
dans l'espace) d i  R. ESTEVE e H. MITAULT; a Leçons d'Algèbre et de Géométrie 
(a i'usage des étudiants des Facultés des Sciences), t. 1 m d i  R. GARNIER. (Boll. 
U. M. I., anno XLV). 

1936 - Le dilatazioni nello spazio delle serie d i  potenze. (Ann. di Mat., S. 4a, t. XIV). 
- U n  operatore normale e l a  diuisibilità. (Rend. Bol., N.  S., XL). 

D - Recensioni delle opere: a Interpolation and approximation by rational functions in 
the complex domain m di J: Ij. WALSH ; u General analysis :, d i  E. H. MOORE; 
x Séries de Fourier et classes quasi-analytiques de fonctions » d i  S. MANI>ELBROJT. 
(Boll. U. M. I., anno XV). 

1936 - Su l la  permutabilità neyli operatori Eineal) (redatta su appunti manoscritti dell'A. 
da B. LEVI). (Boll. U. M. I., anno XV). 

- Alcune osserwazioni sulle serie di  potenze del simbolo d i  derivazione. l n  . Scritti Ma. 
tematici offerti a L. BERZOLARI 2. (Pavia, Istituto Matematico della R. Università). 

> - Co~ztributo al la  teoria degli operatori 2ineai.i. (Ann. di Mat., S. 4a, t. XV). 
1937 - WEIERSTRASS. (Enciclopedia Italiana, vol. XXXV). 
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Superficie particolari dello spazio a ciiique d i i u e i i s i o i i i  

iii r e l a z i o i i e  con le loro linee principali. 

Memoria di ALESSANDRO TERRACINI (a Torino). 

Sunto. - L'A. studia alcune particolarith inerenti  alle linee principali  d i  una superficie dello 
spazio a cinqzce dimensioni, sopratutto in reluaione con l'ordine d i  approssitnazione 
secondo i l  quale sono incidenti  a p ian i  tangenti  d i  u n a  superficie in pun t i  consecutivi d i  
u n a  tale t h e a .  T r a  1' altvo, stzcdia le superficie i cui p ian i  tarcgenti sono incidenti a qztattro 
p ian i  fissi, le quali  costituiscono un'esterzsio.ne della nota  superficie d i  VERONESE. 

1. Nella presente Memoria mi propongo di portare alcuni contributi al10 
studio delle linee principali di una superficie appartenente al10 spazio a 
cinque dimensioni: contributi di indole assai diversa, ma - come si vedrà - 
collegati tra loro. Alcune delle cose che si diranno sembrano indicare l'op- 
portunità di ulteriori sviluppi. 

Le linee principali di una superficie dello spazio a cinque dimensioni 
costituiscono ne1 campo complesso, al quale qui intendiamo riferirci, cinque 
sistemi coi: queste linee che da1 punto di vista proiettivo sono certainente 
le più notevoli fra quelle tracciate su una superficie S dello S, possono 
notoriamente definirsi in modi svariati tra i quali ricordiamo i seguenti: 

a) fra gli mi iperpiani che segano la superficie S secondo una linea 
avente una cuspide ne1 punto generico x della superficie stessa, ve ne sono 
generalmente cinque per ciascuno dei quali il punto x diventa un tacnodo: 
le relative tangenti sono le tangenti principali alla superficie S ne1 punim x 
(tangenti inviluppanti le linee principali) (!) ; 

b) le tangenti principali in x si possono caratterizzare come apparte- 
nenti a curve della superficie S passanti per il punto x e tali che i loro S, 
osculatori in x: coincidano con gli S, 2-tangenti alla superficie ne1 punto x 
secondo le tangenti stesse (7; 

c) le linee principali sono le linee autoconiugate di seconda specie ( 3 ) ;  

(f i)  C. SEGRE, P r e l i m i ~ a r i  d i  una teolia delle variet& luoghi d i  spaei, e Rend. del Cire. 
mat. di Palermo s, t. XXX, 1910, v. i l  n. 24. 

(2) E. BOMPIANI, Sopra alcune estensioni dei teoremi d i  Meusnier e d i  Eulero, a Atti 
della R. ABC. delle Scienze di 'Porino w ,  vol. X L V I I I ,  1913. 

( 3 )  E. BOMPIANI, Sistemi coniztyati sztlle superficie deyli iperspazi, a Rend. del Circolo 
mat. di Palermo D ,  t. XLVI, 1922. 
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24 A. TERRACINI:  Superficie particolari del10 spazio CG cinque dint,e~sio.ni 

d) lungo una linea principale è caratteristica la  proprietb che due 
piani tangenti alla superficie abbiano - ne1 senso definito da CORRADO 
SEGRE (9 - un << ordine di  vicinanza >> maggiore dell'ordinario, e precisa- 
mente ordine di vicinanaa sette anaiche cirzque. A proposito di  quest'ultima 
definiaione, rileviamo esplicitamente che - come ho precisato in una mia 
Memoria recente ( 5 )  - per un sistema semplicemente infinito di piani del10 S,, 
entro il quale il piano generico sia incidente al consecutivo in un punto 
(quali sono i piani tangenti a una superficie nei singoli punti di una sua 
linea), tale incidenza si pub verificare in vari ordini di approssirnazione; 
llordine di approssimaeione o é suscettibile di tutti i valori pari tali che 
2 s a i  16, dopo di Che si passa subito al caso o = CO, ne1 quale gli mi 

piani in  questione sono a due a due incidenti, e rientrano cosi secondo un 
teorema del MORIN t6) O fra i sistemi elernentari (piani di uno S,, piani per 
un punto, piani incidenti in rette un piano fisso), oppure fra i sistemi mi di 
piani appartenenti a una delle seguenti totalitb: piani di  un sistema di una 
quadrica generale, piani tangenti a una superficie di  VERONESE, piani con- 
tenenti le coniche di questa stessa superficie. Orbene, riferendoci all'ordine 
di approssimazione a da me definito e adottato nella Memoria citata (il quale 
per un sistema ooi di piani di  cui due consecutivi incidenti in un punto è 

inferiore di tre unità all'ordine di vicinanaa considerato da1 SEGRE), la  ca- 
ratterizzazion? d) delle linee principali si esprime dicendo che lungo una 
linea principale i piani tanyenti a una superficie sono incidenti ciascuno al 
consecutivo in un ordine di approssimaaione o > 4 ( l ) .  

( 4 )  Sulle littee principali di una superficie di S, e una proprieta caratteristica della 
superficie di Veronese, Rend. della R. Acc. dei hincei  a ,  (5) ,  vol. XXX, 1921. 

. ( 5 )  Swll'imcidenza di spazi infilzitamente v i c i ~ i ,  i n  Scritti matematici offerti a Luigi 
Berzolari, Pavia  1936. 

(7 Sui sistelni di pia+ti a due a due imcidenti, x Atti del Regio Istituto Veneto », 

t. LXXXIX, 1930. 
(7) Se  una superficie si rappresenta, a meno d i  omografie, con un sistema l i w a r e  alle , 

derivate p a r ~ i a l i  del terz'ordine, quale B i l  sisterna (30) che s i  trova al n. 14 del presente 
lavoro. con la variante che nell'ultima di quelle equasioni si aggiunge a secondo membro 
un  termine ei ix , ,  (non ocuorrendo qui supporre, come là si suppone, che le  linee v siano 
linee principali della superficie, mentre - qui corne là  - supponiamo che tali siano le  
linee u), si  trova facilmente, applicando i risultati della mia citata Memoria, Sull'incidenza 
di spazi infinitamente vicini, che la  condioione .affinch& le linee principali z t  diano luogo a 
un ordine d i  approssimazione 0 3 6  6 che esse siano piane, oppure che sia 

a meno che le linee principali u siano asintotiche per l a  superficie (ne1 quiil caso i piani 
tangenti a questa i n  punti consecutivi di tali linee sono addirittura incidenti i n  rette). 
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2. Ricordiamo ancora che é stata mecentamente studiata la possibile 
particolarità che lungo ogni singola linea principale di un sistema, O di più 
sistemi, i.piani tangenti di una superficie S stiano in un medesimo iperpiano, 
come avviene p. es. per una superficie costituita da CO' linee in altrettanti S, 
passanti per un piano fisso (la superficie ha allora un sistema conico di linee 
principali). I l  BOMPIANI ha fra altro assegnata la costrueione della più 
generale superficie avente tre sistemi di linee principali con iperpiano tan- 
gente fisso, e ha posto la questione se oltre a una superficie indicata da1 BOL 
esistano ulteriori superficie per le quali tutti cinque i sistemi di linee prin- 
cipali siano sistemi a iperpiano tangente fisso: effettivamente ( 9 )  io ho poi 
indicato, oltre alla superficie del BOL, altre superficie che si trovano in 
queste condieioni. 

Aggiungiamo, quanto al caso ora indicato di linee principali con iper- 
piano tangente fisso, che - ritornando a quanto sopra si B detto relativa- 
mente alla caratterizzazione d) delle linee principali - in tale eventualith 
1' ordine di approssimazione 5 considerato sale evidentemente al caso massimo 
o= CO, Ma anche in allri casi potrà avvenire che per qualche sistema di 
linee principali sia o = w :  basta, ovviamente, che i piani tangenti lungo 
quelle linee principali formino una delle configura~ioni precisate da1 NORIN. 
Se, per un sistema di linee principali, quei piani rientrano in uno dei sistewi 
elemewtari del MORIN, si hanno (prescindendo dalle superficie rappresentanti 
un'equazione di LAPLACE) due sole possibilità: che la superficie ammetta 
precisamente la particolarilh qui sopra considerata di possedere un sistema 
di linee principali con iperpiano tangente fisso, oppure che quel sistema di 
linee principali sia costituito da linee piane; B invero quest'ultima la con- 
clusione alla quale si arriva partendo dall'ipotesi di un sistema oo' di linee, 
tali che i piani tangenti alla superficie lungo ciascuna di esse incontrino in 
rette un piano fisso ('O). Invece l'ulteriore caso di sistema elernentare, in cui 

Cfr. BOMPIANI e BORTOLOTTI, Ricerche sulle superficie del10 spazio a cinque dimelz- 
sioni e nuova cal-atterizzazione della superficie di  Veronese, a Math. Zeitschrift s, Band 42, 1937. 

(=) A. TERRACINI,  SU una possibile particolarita delle lince principali di una  superficie. 
Note 1 e II, a Rend. della R. Acc. dei Lincei x, (6), vol. XXIX, 1937. 

('O) Come pub avvenire che tutti cinque i sistemi di Linee principali di una superficie 
siano a iperpiano tangente fisso, cosi pub anche avvenire che le linee principali siano piane 
in tutti cinque i sistemi. Un  esempio estremamente semplice B offert0 dalla superficie del 
quinto ordine S5 rappresentabile su un piano TC col sistema lineare delle cubiche passanti 
per quattro punti fissi G , ,  G e ,  GQ, G., (superficie di DEL PEZZO). Come è notissimo, qiiesta 
superficie contiene cinque fnsci di  coniche (rappresentati su1 piano n. dai quattro fasci di 
rette aventi i centri in G,, G,, G3,  G4 e da1 fascio di coniche avente questi quattro punti 
base) : il  fatto che si tratta di linee piane B già sufficiente per concludere che sono prim 

dnnali d i  Matematica, Serie IV. Tomo XVII. 4 
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26 A. TERRACINI: Superficie particolari dello spa~io  a cinque dirnensioni 

i piani tangenti alla superficie nei punti di ogni singola linea del sistema 
devono passare per un punto fisso, esso conduce evidentemente a una super- 
ficie con un sistema di coni circoscritti, e come tale rappresentante un'equa- 
zione di LAPLACE. Ma, all'infuori di questi casi si potrà ancora avere O =  00, 

quando i piani tangenti alla superficie nei singoli punti d ~ l l e  linee principali 
di un sistema sono a due a due incidenti senza costituire uno dei nominati 
sistenzi elenôentnri; p. es., per stare al cas0 più seinplice, quando quei piani 
tangenti appartengono a m a  stessa quadrica (generale) come piani di un 
medesimo sistema. 

Un esempio notevole di questa even tua1 i tà  si troverà precisamente ne1 
presente lavoro. L'argomento che ho scelto per servire di fi10 conduttore 15 
offerto dalle super£icie dello S, che sono dotate di quattro sistemi conici di 
linee principali, ove i quattro piani fissi relativi ai quattro sistemi 7c ,  , n,, n,; n, 

si suppongono a due a due incidenti (in punti distinti, e non appartenenti a 
un medesimo iperpiano): in altre parole si tratta delle superficie dello S, i 
cui piani tangenti sono incidenti ai  quattro piani fissi considerati x, , x, , TC,, x , .  

Esse costituiscono dunque per la loro stessa definizione una generalizzanione 
della superficie di VERONESE. Queste superficie - l a  cui determinazione si 
compie agevolmente - si  dividono in due tipi, che ho chiamato (A) e (B): 
per entrambi, conie si  vedrà, avviene necrssariamente che lungo le singole 
linee principali del quinto sistema (che non risultano a iperpiano tangente 
fisso) i piani tangenti alle superficie in esame appartengono a una quadrica. 
Si ha cosl un esempio particolarmente seniplice della possibilità dianzi 
accennata. 

Mi è poi sembrato opportun0 di considerare insieme con questa pos- 
sibilitk relativa a un sistema di linee principali di una superficie qualunque, 
anche una forma per cos1 dire attenuata della particolarità stessa, la quale 
consiste in cib, che lungo un sistema m4 di linee (necessariamente pri:_cipali) 
gli iperpiani bitangenti a una superficie secondo le  direzioni di quelle linee 
corrispondano ai punti di contatto in polarità ordinarie dipendenti unicamente 
dalle linee stesse. I n  ta1 caso l'ordine di approssiiuazione secondo il quale 
sono incidenti piani tangenti alla superficie in punti consecutivi di una linea 
del sistema considerato vale generalmente 4 (cosi coine avviene per linee 
principali affatto qualunque); ma $ notevole il fatto che, amlizzando i casi 

cipali (poichb, i piani tangenti alla superficie in due piinti di una tale linea essendo sempre 
incidenti, si applica la caratterizzawione d)). Volendosene una coiiferma mediante applica- 
zione della caratterizaazione a )  delle linee principali, b ovvia su1 piano rappresentativo TI  la 
considerazione delle cubiche del sistema lineare aventi un tacnodo in un punto generico M. 
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intermedi che si  possono presentare per il valore di o prima di passare al 
valore o = oo, ho trovato che tutti i valori possibili a priori per a (numero 
pari F 16) si escludono eccezion fatta per i l  solo valore a =  6. 

Ho poi anche richiamato l'attenaione su  un'altra proprietà che si pre- 
senta in particolare per le siiperficie delle classi (A) e (B). Fissato per una 
superficie qualunque un determinato sistema di linee principali, si possono 
considerare gli iperpiani bitangenti alla superficie secondo le direzioni delle 
linee di  tale sistema. Nasce cosi generalmente un inviluppo OO' di iperpiani, 
riferito alla superficie di  partenza, i l  quale sarh dotato di cinque sistemi di 
i n v  i l u p  p i  p r i n  c i p  a l i  (la cui definizione si ricava per dualità da quella 
delle linee principali di una superficie). I n  generale vi é un solo sistema di 
linee principali della superficie di partenza al quale corrisponde un sistema 
di inviluppi principali, ed é il sistema stesso attraverso il quale si b operato 
il passaggio dalla superficie all'inviluppo m' di iperpiani. Per  quelle su- 
perficie invece, adottando, per operare il passaggio, il quinto sistema di linee 
principali (come è necessario perchè servendosi di uno degli altri quattro 
non si ottengono mZ iperpiani bitangenti), anche a ciascuno dei rimanenti 
sistemi di linee principali corrisponde sempre un sisterna di inviluppi 
principali. 

3. Partiamo dunque, ne110 spazio a cinque dimensioni, da quattro piani 
x , ,  n,, n,, x, a due a due incidenti (in punti tutti distinti, e non apparte- 
nenti a un medesimo iperpiano). Chiamando i piinti d'intersezione delle coppie 
di piani ordinatamente A,,  A,, A, ,  A,, A,, A, secondo 10 schema A, E X , T C ~ ,  

A ,  = nln3, A3 = n,n4, A, = zpn3,  A5 = zpn4,  A6 = n,n,, i sei punti cos1 de- 
finiti risultano dunque indipeiidenti. Possiamo pertanto adottarli corne vertici 
della piramide di riferimento per le coordinate proiettive omogenee di punto 
x,,  x2 ,..., x6 e di iperpiano t,, 5 ,,..., 5,. Inoltre, a partire da quei sei punti, 
i quattro piani risultano definibili come piani n, A,A,A,,  .n, - A,A,A,, 
x, = A,A4A6, n, r A,A,A6 . Chiarneremo, più avanti, a,(i = 1, 2, 3, 4) il piano, 
ben determinato, che 6 incidente secondo una retta a ciascuno dei tre piani 
che si ottengono dalla quaderna TC,, x , ,  n,, x, sopprimendo il piano ni 
(cosicchb o, E A4A,A,, o, = A,A,A,, a, r A,A,A,, a, = A,A,A4). 

Vogliamo ora ottenere, ne1 modo più generale, una superficie S dotata 
di quattro sisterni mi di linee situate in S3 per i quattro piani fissi 
xi@= 1, 2, 3, 4): chiameremo ordinatamente X i  quei quattro sistemi (conici) 
di'linee (principali). Possiamo adottare per l a  superficie S coordinate cur- 
vilinee u, v, tali che le linee v (ci08 le linee u = cost.) e le linee 74 coin- 
cidano rispettivamente con le linee dei sistemi L,, e 2 , ;  e allora la super- 
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ficie S in esame avrà eqnazioni parametriche del tipo 

(1, x,:X,:x,:x,:x,:x6 = y(u, v): V(v):v: U(u):u: 1;  

le ipotesi fatte sui sistemi 8, e 8, si traducono in quella che cp(u, v) si possa 

scrivere sotto ciascuna delle due forme uf - e Ug - , dove ognuna delle f (3 (3 
e g è un' opportuna funzione dell' argomento rispettivitmente indicato. 

bobbiamo percib ricercare an~i tu t to  qua1 è il modo piB generale d i  de. 
u' V 

terminare le funzioni U(u), V(v), f(-), g( ), tali che sia identicamente 
u U 

Volendo poi escludere le superficie che non appartengano al10 S,, risultano 
per le funzioni U(u), V(v), rq(u, v) le esclusioni: nessuna tra le funzioni 

U(u), V(v), f - deve essere lineare. tu) 
4. Introdotte provvisoriamente in luogo di u e di U le loro inverse, alle 

quali manteniamo tuttavia le medesime denominazioni. e scritta pertanto 
la (21 sotto la forma 

U 
dobbiarno imporre che g(UV) sia funziùne del prodotto UV, vale a dire (de- 

U 
signando con accenti le deriva~ioni rispetto ai singoli argomenti delle varie 
funzioni di una variabile che entrano in consideracione) 

dove il denominatore del secondo membro nelle nostre ipotesi è certo non 
nullo. Sono dunque da determinare le funaioni U(U), V(v) in  modo che il 
secondo membro sia funzione del prodotto UV. vale a dire in modo che risulti 

identicamente rispetto alle variabili indipendenti u, v. 
Scrivendo l a  (4) sotto la  forma 

u UU" - 2V'lV-?IV')-vVV" 
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se ne conclude che esiste una costante n  tale che 

vVV" 
- n. 

V'(V -- vv') - 

La (6) considerata corne equazione differenziale del' 20 ordine nella fun- 
zione incognita V(v) porge, integrata : 

1 

se 1  V = q ~ ( l - t p v - ~ - ~ ) ~ ~ ,  
se n -= - 1, V=pvQ 

dove p, q sono costanti arbitrarie. Analogamente si ha U(u) dalla ( 5 ) ;  dove 
è da osservare che se n = - 1, cosicchè la funzione V(v) 6 del secondo fra 
i due tipi ora assegnati, altrettanto vale della U(u). 

5. Tornando ora alla u e alla U(u) iniziali, si hanno i due seguenti modi 
di  soddisfare alla (2):  la  forma di U(u), V(v) segue da qnanto si b detto 
al n. 4, ~nentre  quella della fnnzione g si trae dalla (3)) ricavandone poi f 
in base alla stessa (2)) 

dove r ,  s, p, q eono costanti arbitrarie tntte diverse da zero per non cadere 
nelle esclusioni formulate. alla fine del n. 3. Esse si possond rendere tutte 
unitarie alterando per opportuni fattori costanti le u, v, U, V, il che è lecito 
eqiiivalendo a modificare il punto unità del sistema di riferimento. Si ha 

1 
allora ("), ponendo ln = -- 

n + l '  

dove m è una costante arbitraria soggetta alle sole limitazioni di essere di- 
versa da O e da  1 ;  

b ) U=ruS, V=pvq 

(1') Ne1 calcolo di g - che si ottiene inediante una quadratura - (e qnindi in  f e in Q) 

si presenta una costante arbitraria, da cui si pub prescindere variando ancora il punto unità. 
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dove p, q, r,  s sono costanti, arbitrarie salvo alcune limitaaioni tra le quali 
sono le r =+ O, p +O, cosicchb si pub supporre r = p = 1. Inoltre s .+ O, 
q + O, s + 1, q $= 1, s + q ('y. Allora (cfr. la penultima nota a pi8 di pagina) 

dove si b posto 

(7) 

Percib la pi& generale superficie del10 S, dotata di quattro sistemi conici 
di linee principali, situate in S, passanti per quattro piani fissi a due a due 
incidenti ( in punti distitzti e non situati i n  uno stesso iperpiano), è riducibile, 
wzediante omografie, nll' uno O all' altro dei due tipi : 

dove nelle (A) m è una coslante arbitraria distinta da zero e da uno, e 
nelle (B )  s e q sono costanti arbikarie ciascuna distinta da zero e da uno e 
inoltre distinte fra loro, mentre 1 è definito dalla (7). 

Indicheremo rispettivamente con S(nz) e con S(s, q) la superficie rappre- 
sentata dalle (A) O dalle (B), O una superficie ad essa ciiiografica. Ne1 
caso (A) porremo anche 

(8) U. = uim, v=v,lh 

sostituendo allora alla precedente la rappresentaaione parametricit 

6. Osserviamo subito, per le superficie di tipo (A), che i quattro sistemi 
conici di linee principali sono a due a due proiettivamente equivalenti fra 
loro, in quanto, precisamente, ciascima di quelle superficie è inutata in SB , 

da una ornografia involutoria Qij(i, j = 1, 2, 3, 4; i + j) che scambia tra loro 
i due sistemi di linee principali Si, LI, lasciando immutato ciascuno dei due 
riinmenti sisterni conici di linee principali. Per avere le omografie Q,,, 
a,,, Q , ,  basta far corrispondere al punto (zn,, u,) il punto (u,', vit)  ove ri- 

(*) Perclib se no la (3) scritta sotta forma intiefa (dalla quale forma intiera è appiinto 
stata dedotta la (3)) dar~bbo s = q =  1, il clie è escliiso. 
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spettivamente sia 

Allora le tre omografie indicate sono ovviamente 

xIr:x2': x3) : x 4 r : ~ 5 1 : ~ 6 r  = (- l)nZ~i : x4 :x5 :x2, : XS : X6 > 

X ~ ~ : X ~ ' : X Q I : X ~ ' : X ~ ~ : X ~ ' =  (- i)rnx2:(- i)rnz,:(- i)9nx3:x1:x6:xj> 

x,~:x,':x;:x~~:x~~:x~~= x4:x2:xe:x,:(- l ) m ~ , : ~ ,  . 
Il prodotto 8,,8,,8,, scambia Z ?  con X , ,  eco.. 

Quanto alle superficie di tipo (B) si possoho ottenere analoghi scainbi 
tra i sistemi conici di linee principali, ma operando mediante omografie 
involutorie (.),(i, j = 1, 2, 3, 4 ;  i + j )  tra una superficie di tipo (B) e un'altrcc 
superficie di tipo (B). Basta naturalmente anche qiii assegnare le omografie 
O i e ,  eis, Ola .  Esse si ottengono facendo corrispondere al punto ju, v) delle 

superficie s(;, y), dove rispettivamente nei trt: casi 

- - - - - - 

s = q ,  q = s ;  s-1-5, q = l ;  s = l - 1 ,  q = l - q  

(punto che designereino con Z), il punto (u'u') della superficie originaria S(s, q) 
essendo nei tre casi 

Si  hanno cos1 le tre omografie involutorie 

L'esisten~a delle omografie ora indicate per le superficie di tipo (A) e 
di  tipo (B) permette, tra altro, di  conchiudere quanto segue in base al solo 
esame del sistema Li. 

Per  le superficie di tipo (A) le linee principali contenute in s p a ~ i  8, 
passanti per il piano n,(i = 1, 2, 3, 4) sono curve u con sisnlr~etria tetraedrale » 

di DE LA GOURNERIE, e quindi appartenenti a un complesso tetraedrale 
avente corne tetraedro fondamentale quel10 che ha i suoi vertici nei tre 

punti n,?(j = 1, 2, 3, 4 ;  j +  i )  e ulteriormente ne1 punto che A traccia di 
quegli 8, su1 piano O ,  (n. 3). 

Per le superficie del tipo (B) le analoghe linee principali sono invece 
linee W di KLEIN-LIE, appartenenti ai medesimi complessi tetraedrali ora 
indica ti. 
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7. Le superficie di tipo (A) sono ovviamente algebriche se m B u n  nu- 
mero razionale; quelle di tipo (B) se s, q sono entrambi razionali. 

Particolarmente semplice è il caso offert0 dalle superficie di  tipo (A) 
,quand0 il nuinero m Pi intero positivo. La superficie S(m) & a110ra una su- 
perficie algebrica razionale di ordine m2, rappresentata su un piano in modo 
che il sistema delle sue sezioni iperpiane ha per immagine il sistema 
lineare m5 delle curve di ordine m individuato dai sei lati di  un quadrangolo 
piano completo G,G,G,G,, contati ciascuzio m volte. Ai quattro vertici G,,  G,, 
G,,  G, corrispondono sulla superficie altrettanti punti Q, , Q,, Q,, Q,, gia- 
centi rispettivamente nei quattro piani n i ,  .n, , TC, ,  n, : se wa 15 dispari i quattro 
punti Q,, Q,, Q,, Q, risnltano cornplanari, mentre per pari i quattro 
spazi o,Q,(i = 1, 2, 3, 4) concorrono in un punto. Le linee principali di cia- 
scuno dei quattro sistemi &(i= 1, 2, 3, 4) sono dotate di quattro punti di 
iperosculazione, e rientrano p ~ r t a n t o  in una classe di curve dello spazio 
ordinario particolarmente nota ('7. La superficie Pi poi incontrata da ciascuno 
dei sei iperpiani h ,  r T C , ~ C , ~  ( i ,  j = 1, 2, 3, 4 ;  i # j )  secondo una linea 
contata w volte: tale linea Pi essa stessa una linea piana dotata di tre punti 
di iperoscula~ione: il piano in cui giace la linea y , j  è i l  piano dei punti 
Qi, Qj e del punto ni?. Dei quattro punti di iperosculazione di una linea 
principale variabile ne1 sistema 2 ,  (i = 1, 2, 3, 4) uno è fisso ne1 punto Qi, 
mentre gli altri tre hanno per luogo le tre linee y,jl ( j ,  2 = 1, 2, 3, 4 ;  j  * 1). 

Queste superficie si proiettano su  uno S3 generico, da ciascuna delle tre 
rette congiungenti il punto comune a due fra i quattro piani ni col punto 
comune a i  due rimanenti, secondo superficie di tipo noto, rappresentabili 
parametricamente ponendo le quattro coordinate omogenee proporzionali a 
potenae m-esime dei primi meinbri delle equaaioni di quattro rette indipen- 
denti del piano u, v ;  tali superficie furono ripetutamente studiale, in pdrti- 
colare da A. BRAMBILLA (") e recentemente da A. R. WILLIAMS (15). 

('3) Cfr. citazioni su queste nell'articolo di ROHN e BERZOLAI~I, Algebraische Raum7curven 
und abwickelbare Plrichen, u Enc. der math. Wiss. s ,  Band III, C. 9, v. il n. 57. 

(14) Le curve asintotiche d i  u n a  classe d i  superficie algebriche, N htti della R. Acc. delle 
Scienze di Torino B, t. XX, 1883; Sopra u n a  classe d i  superficie algebdche c-appresentabili 
punto per punto su1 piano, Rend. R. 1st. Lombardo B, t. XXI, 1888; Di u n a  c e d a  super- 
ficie algebrica razionale,  (c Rend. Circ. mat. di Palermo B ,  t. II, 1888; L a  curva doppia di 
u n a  par t i co la~e  superficie razionale del 9' ordine, 4 Giornale di matematiche ., t. XXXII, 
1894. Cfr. anche dello stesso A., Sopra u n a  classe d i  superficie e d i  var ie tà  razionali ,  
c Atti della R. Acc. di Napoli D, (2), vol 9, 1899; e inoltre G. LAZZERI, Le curue e le svi-  
luppabili multiple d i  u n a  classe d i  superficie algebriche, a Att i  1st. Veneto D, (6), t.  VI, 1888. 

('5) Analoys of the Steiner surface a n d  their double curues, u Bull. of the Amcr. math. 
Society W ,  t. 39, 1933. 
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Fra gli altri casi particolari rileviamo esplicitamente  ch^ per 1.12. = - 1 
la superficie di tipo (A) 6 la SQazionale normale rappresentabile su un 
piano col sistetria delle C3 che contengono corne doppi i vertici di un qua- 
drangolo e come semplici i subi tre punti diagonali, O anche col sistema 
delle C" passanti, con rette tangenti determinate e concorrenti in un punto 
doppio per le quartiche stesse, per tre punti fissi non allineati. 

8. Se di una superficie si domanda che i suoi piani t~ngent i  siano inci- 
denti a un piano fisso n, la superficie è luogo di CO' linee in altrettanti 
spaai S, passanti per il piano n llinee inviluppate sulla superficie dalle rette 
tangenti appoggiate a quel piano). Percib le superficie d i  tipo (A )  e (B)  d i  cui 
all 'enunciato del n. 5 sono evidente~wente le sole superficie dello spazéo a 
ciszque diwzeusioni i c u i  p i a n i  tangenti  riszcltaszo incident i  a ciascuno d i  quattro 
p i a n i  fissi xi , X - ,  n 3 ,  n4 s i tuat i  n e l l a  posiziolze precisata nell' ~ n u n c i a f o  stesso. 
Le superficie dei duo tipi appaiono dunque corne estensioni della superficie 
di VERONESE. Perb, corne si vedrà (cfr. n. 9) per esse non esiste nessuu 
ulteriore piano incontrato da tutti i piani tangenti. 

9. Volendosi per le precedenti superficie il 50 sistema 2 ,  di linee prin- 
cipali, conviene païtire da1 sistema di equazioni alle derivate parziali del 
30 ordine rappresentato dalle superficie stesse. Esso si ottiene senza difficolth 
a partire dalla rappresentanione parametrica sotto la forma (16) 

(La) Gli indici u, v designano derivazione parziale (e cos1 in seguito). 

dnnali da Matematica. Serie I r ,  Tomo XVII. 
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Ne seguono. in modo noto (17), le equazioni (omogenee di quinto grado 
in du, dv) delle linee principali. Ora sono già note le linee principali 

(11) . 
v v v = cost., U = cost., - = cost., - - cost. 
u u- 

le quali ultime secondo le  (a), @) coincidono dunque nei due casi con le 

Percio restano come linee principali del 5 O  sistema Z, le 

dove c è una costante arbitraria. È; solo da osservare - per quanto riguarda 
il tipo (A) - che l'equazione di 50 grado di cui sopra presenta il fattore 
costante (rn - 1)(m - 2) : prescindendone, come abbiamo fatto, escludiamo 
(oltre ai valori un = O e rn = 1 come si è detto più sopra) anche i l  nuovo 
valore rn = 2 che conduce ovviamente alla superficie di VERONESE (la quale 
ha, come B notissimo, linee principali indeterminate). 

Formando le coordinate dell'iperpiano 5 bitangente in un punto x ge- 
nerioo di  una delle superficie S considerate secondo l a  d i re~ione della linea 
principale del quinto sistema, si ottiene facilmente in base alle (13*), ( 1 3 ~ )  

(144) 5,:52:53:54:55:56 = 
-- - (v, - wJi- nz : - u,(vl + l ) ' - r n  : (u, + l)vii'-rn : VI(U, + l)'-rn : 

- (v, + l)u,'-rn : - (9, - u,)  

(1413) 5,:5,:5,:5,:5,:5, z= 

- - (p - s)ul-iv-l ' SV-9 ' - p - 1  . ' - q w S  : sw-L : q - S .  

(17) Cfr. p. es. BOMPIANI e BORTOLOTTI, op. cit., n. 12. 
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Ora al variare del punto x su una linea (13a) O risp. (13e) la  considerazione 
p. es. di  ti/S, O risp. di t,/& mostra appunto che l'iperpiano 5 non resta fisso. 

Percib tanto per le superficie d i  tipo (A) quanto per quel10 di tipo (B) 
lungo le linee principali del quinto sistema non esiste pi& iperpiano tan- 
gente fisso. 

Ma le  formole ora scritte conducono, oltre che a questa constatazione 
negativa, ai  seguenti fisultati. Anzitutto, studiando quegli iperpiani bitangenti 
lungo una singola linea principale del quinto sistema, (13a) O (13e), per la  
quale possiamo dunque esprimere v,  (O v) in fanzione di zc, (O di u) e di c, 
si  constata che lungo tali linee si ha  

Concludiaino pertanto che sia per le superficie (A) sia per le (B) Zulzgo 
le singole linee principali del quinto sisterna i relafivi iperpiani bitangenti 
corrispondono ai  puntz d i  contatto i n  una polarità ordinaria (variiihile con 
quelle linee principali). Sussiste anzi una proprieta più espressiva, come si 
vedrà tra poco (n. 11). 

Inoltre - per quan%o riguarda le superficie di tipo (B) - confrontando 
le (14s) con la rappresenta~ione parametrica (B) si vede che per le superficie 
di tipo (B) l'insieme degli CO? iperpinni bitangenti secondo le direeioni delle 
linee principali del 5 O  sisteuza corrisponde i n  unu polarita ordinaria alla 
superficie stessa, dove l'iperpiano bitangente ne1 punto di &ordinale curvilinee 
(u, v) 6 polare del punto di coordinate curvilinee (il-', v-'). La quadrica fon- 
damentale di questa polarità ha  17equa5ione 

(q -- s)(xi + XE) + S ( X ;  + xi) - q(xi f xi) = 0. 

Da1 punto di vista topologico i cinque sistemi di linee principali delle 
superficie considerate equivalgono : 

per le superficie di tipo (A) al 5-tessuto piano formato da quattro 
fasci di rette coi centri nei vertici di un quadrangolo, e da1 fascio di coniche 
avente in  tali vertici i suoi punti base (5-tessuto di  rango rnassimo che si 
presenta già, per le linee principali della superficie di BOL avente corne 
conici tutti cinque i sistemi di  linee principali); 

per le superficie di tipo (B) a cinque fasci di rette (coi vertici allineati); 
come è chiaro rappresentandole su un piano dove si adottano logu, logv 
corne coordinate p. es. cartesiane. 
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10. In  relazione con la proprietk rilevata al n. prec. per il quinto sistema 
di  linee principali delle superficie dei due tipi (A) e (B), vale la pena di 
osservare che per una superficie S del10 S 5  (ehe supponiamo non rappresen- 
tante nessuna equaaione di LAPLACE) sensa ulteriori particolarità si equi- 
valgono le due ipotesi: 1)  che la superficie possieda u n  sistema mi  d i  linee A 
tali che per ciascuna di esse esista una polarità ordinaria che w~ufi ognipunto 
della litaea nell'iperpiano ivi bitaîzgente alla szdperficie S secondo la dire~ione 
della linea stessa; 2 )  che la superficie possieda u n  sistema ooi d i  linee A tali 
che per ciascuna d i  esse esista una yuadrica V4 = Q(A) contenenfe le rette g 
tangenti alla tinea A, i n  modo che inoltre i l  piano tangente alla superficie i n  
ogni singolo pztnto della linea h sia pure tangente alla yuadrica &(A) i n  tutti 
i punti della relativa tangente g. Inoltre le mi linee A che godono dell'una O 

dell' altra proprieta ora considerate sono necessariamente linee principali della 
superficie S. 

Se invero x = x(u, v)  B il punto che descrive la  S, e si considerano 
sulla S come linee A le linee u,  indicando con f(x, y) una forma bilineare 
simmetrica nelle due serie di variabili x , ,  x ,,..., x, e y , ,  3 2 , . . . ,  y6 , con 
coefficienti funaioni della sola v, l'ipotesi 1) si traduce nelle 

e llipotesi 2 )  nelle 

Ora i due sistemi (16) e (17) risultano equivalenti. Inoltre derivando rispetto 
alla variabile u (dalla quale non dipendono i coefficienti della forma f )  la 
terza fra le (17) e poi la  quarta fra le (16)) segue che il piinto x,,,, B com- 
binazione lineare dei punti x, x,, x v ,  a,, , z,, , i l  che appunto dice che le 
linee u sono principali. 

Per  una superficie che si  trovi nelle condizioni qui indicate, general- 
mente la quadrica &(A)  varia con la linea A. È possibile una sola ecce~ione: 
essa B fornita da una superficie S costituita da coi linee sghembe situate 
negli CO' S, che proiettano da un piano fisso una conica (non degenere). Se, 
invero la quadrica &(A) = Q si suppone fissa, ,cosicchB i coefficienti della 
forma bilineare f dianzi considerata si possono supporre costanti, derivando 
la  terza (17) rispetto a u e rispetto a v si traggono le f(x,, x,,) = O, 
f(x,, x,,) - O ,  le quali, insieme con le (16) e con le (17) dicono che rispetto 
alla supposta quadrica ciascuno dei due punti x e x, B coniugato rispetto a 
ciascuno dei cinque punti x, x,, x,, x,, , a,,; e siccome questi sono linear- 
mente indipendenti (avendo noi escluse le superficie rappresentanti equazioni 
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di LAPLACE), la quadrica Q 13 necessariamente un cono quadrico, avente per 
vertice uno spazio S, (O < i < 2) incontri~to da ogni retta xx, . Si vede subito 
che per non ricadere su superficie rappresentanti un'equazione di  LAPLACE 
bisogna escludere i = O, i = 1 ;  mentre ne1 caso i = 2 si ottengono effettiva~ 
mente le superficie indicate. Quindi se melZ7 enunciato precedente la quadrica 
&OL) si suppone fissa, Za superficie S è necessariamente cosfituita da cm' linee 
negli oo' S, generatori d i  una quadrica avente un piano doppio. 

Escluso questo caso, la quadrica &(A) è dunque variabile con A ;  e anzi, 
prefissato i l  sistema & d i  yundriche &(A), è possibile in infiniti wzodi d i  
realizoare la superficie S nelle condioioni del primo elzunciato d i  questo numero 
(essendovi ancora Z'arbitrarietà della sceZta d i  una ficnsione arbitraria di due 
variabili). Data infatti ad arbitrio la forma f, con coefficienti funzioni arbi- 
trarie della v, si tratta di cercare le sei fundoni x,(u, v) (i = 1, 2, ..., 6), in 
modo che valgano p. es. le  (17). Queste, indicando con f" la  nuova forma 
avente per coefficienti le derivate rispetto a v dei coefficienti dalla forma f, 
equivalgono alle quattro equazioni 

(18) f (x, X) - O, f *(x, X) = O ; 
(19) f(x,,x,O=O, f (x , ,x , )=O;  

delle quali le (18) sono in termini finiti nelle fanzioni incognite: ricavando 
dalle due (19) le due derivate di una stessa funzione incognita, sin p. es. 
la  x,(u, a), e formando poi la relativa condizione ( e )  di integrabilità, risulta 
questa sola (e)  corne equazione a derivate parziali fra le rimanenti funzioni 
incognite, che si riducono essenaialmente al numero di due, tenendo conto 
della omogeneità delle coordinate e delle due equazioni in termini finiti (18). 
Si  potrà dunque scegliere arbitrariamente 1' una delle due, mentre l 'altra si 
ha integrando la  (e); le rimanenti, esclusa x,, si deducono in termini finiti, 
e finalmente la x, si ha per quadrature dalle (19). 

La superficie S cercata appartiene ovviamente, p. es. in base alle (18), 
alla varieth a quattro dimensioni inviluppata da1 sistema oo' di quadriche 
prefissato ove questo non sia un fascio, e - ove questo sia un fascio - 
alla varietà Vt base del fascio stesso. 

11. Le nostre superficie dei due tipi (A) e (B) godono perb di una pro- 
prietk più profonda di quella enunciata al n. 9 e ulteriormente analjzzata 
al n. 10. Per ogni superficie di tipo (A) oppure (B) i piani tangenti lungo u?za 
linea principale del quinfo sistenm appnrtengotzo a una quadrica generale. 
I l  primo enunciato del n. -10 chiarisce che questa proprietà comprentle quella 
prima  tud dia ta, ma esprime qualche cosa di più. 
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La nuova proprietà si controlla sena'altro in quanto le quadriche fonda- 
mentali delle polarità ordinarie definite rispettivamentt: dalle ( 1 5 ~ )  t: dalle 
( 1 5 ~ )  cioé le quadriche 

lungo la linea (13~)  oppure (13~1, non solo soddisfano al sistema (17) ma 
contengono ulteriormente il punto x, . 

La proprietà ora rilevata stabilisce un nuovo riavvicinamento fra le su- 
perficie (A) e (B) da un lato e la  superficie di VERONESF, da un altro lato 
(cfr. n. 8), in quanto la proprietà caratteristica di quest'ultima superficie di 
avere i suoi piani tangenti a due a due incidenti viene conservata, per 
quanto riguarda le nuove superficie, per i piani tangenti in punti di una 
linea principale di uno qualunque dei cinque sistemi. 

12. Rifacendoci ora alle considerazioni del n. 10 relativamente a uiia 
superficie S (senz'altra ipotesi), non rappresentante equazioni di LAPLACE, 
dotata di un sisteina oo' di lince A lungo le quali gli iperpiani bitangenti 
corrispondano ai punti di contatto in polarità ordinarie, Q chiaro che ove si 
domandi che i piani tangenti alla S lungo ciascuna di tali linee appartengano 
(come al n. 11) alle quadriche stesse, occorre aggiungere a1 sistema (16) 
1' ulteriore condizione 

(21) f (xv , xv) = 0. 

II sistema wL delle quadric7ze Q(A) deve o r a  essere contenuto in un sistema 
l inears almeno CO-, perchè derivando rispetto a v la f(x, x,) = O  la (21) porge 
f *(x, x,) + f(x, a,,) = O: se 10 quadriche &(A) costituissero 1111 fascio, la S 
starebbe sulla sua Vi base, la retta xx, sarebbe tangente in x a ogni qua- 
drica del fascio, e seguirebbe f(x, a,,) = O, cosicchb il punto x,, non sarebbe 
linearmente indipendente dai punti x, x,, x,, x ,,,, z ,,,. 

Effettivamente l'esempio che è fornito dalle nostre superficie (A) e (B) 
corrisponde proprio ad un sisteina di quadriche contenute in una rete (avente 
per base gli otto piani .ni e O,). 

13. Ritornando ancora a una superficie S quale è stata considerata ne1 
n. 10 vale a dire ancora dotata di un sistema CO' di linee h lungo le quali 
gli iperpiani bitangenti corrispondono ai punti di contatto in polarità ordi- 
narie, tra qnesto caso e quel10 considerato al n. 12 si interpongono possibilità, 
per cosi dire intermedie, in qiianto l'ordine di approssimazione o secoiido il 
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quale sono incidenti due piani tangenti consecutivi della superficie lungo 
una di quelle linee h 6, almeno a priori, suscettibile di valori intermedi 
prima di passare da1 valore a = 4, che compete a una generica linea prin- 
cipale di  una superficie generica (cfr. quanto si disse sotto d )  al n. 1) - valore 
che come ora risulterà si conserva ancora generalmente per le superficie che 
si trovano ne1 cas0 del n. 10 - al  valore a = m che si ha  per le superficie 
del n. 12. Secondo i risultati della mia Memoria citata Sull'incidenaa di 
spazi infinitumente vicini, per una oc' di piani dello spazio S, tale che due 
piani consecutivi siano incidenti in un punto sono realizzabili tutti i casi 
in cui o è un numero pari < 16, prima di passare a l  caso a = m. Orbene, 
dimostreremo invece che qui le  cose stanno ben diversamente. 

Premettiamo il seguente 
LEMMA. - Se una Einea L (non piana ( i8))  sta su una quudrica gene- 

rale Q dello S, insietne con le sue rette tangenti, e si costruisce una m i  di 
piani conducendo per ciascuna di quelle rette tangenti z c r z  piano situato entro 
10 S, polare della medesima retta, si 72a generulvnente una ooi di piani di 
cui due consecutivi sono incidenti con ordine d i  approssinzazione a = 4 (an- 
zichè a = 2 cowze avviene generalrnente per -' piani tangenti a una linew). 
La condiaione necessaria e sufficiente affinchè sia a 2 6 è che il piano gene- 
ratore condotto per una tangente di L formi col pitxno osculatore alla linea L 
nel punto d i  contatto e coi due piani della quadrica Q uscenti do quella 
tangente u n  birapporto costante. E allora precisamente è o = 6, e non a 2 6, 
a meno c72e sia addi~ittura a = oo, il che avviene se quegli w' piani appar- 
tengono come piani di uno stesso sistema a una quadrica Q' (non necessaria. 
mente coincidente con la quadrica Q). 

Consideriamo invero, tracciata su una quadrica generale Q dello S, 
avente equasione f ( x ,  x) = O  - dove la f B ancora una forma bilineare 
simmetrica avente ora perb coefficienti costanti -, una linea L descritta da1 

punto x = x(t) nelle condisioni dell' 

I l  piano generico del sistema sia determinato, oltre che dai punti x,  x', da 
un ulteriore punto y(t), non appartenente al piano xx'x". Le ipotesi del Lemma 
dànno allora (indicando con i, j numeri intieri positivi O nulli) 

(22) f (x ( i ) ,  xW) = O ( i+j<3),  

(23) f (x ,  y) = O, f (xf ,  y) = O e quindi f(x, y') = 0. 

(i8) Il caso in cui la l ima L è piana B ovvio, e non vale la pena di inglobarlo nel- 
1' enunciato. 
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Normaliaaando poi, come é lecito, le coordinate del punto x in modo 
che sia f(x", x") = 1, si ha inoltre 

1 punti x, x', x", x"', y, y', risultando tutti coniugati del punto x rispetto 
alla quadrica Q, sono legati linearmente; percib ( l a )  

dove A, B, ... , E sono funzioni di  t, i l  che esprime appunto che o t 4. Ora 
l a  condizione necessaria e sufficiente affinchb sin a > 6, secondo il n. 9 della 
mia Memoria citata, B data dalla circostanaa che i punti 

x, x', x", dl', 5(DE - D')xlV - Dxvl y 

siano linearmente dipendenti. Attualmente - in base alle (24) e (25) - anche 
i l  punto xv B coniugato di x rispetto alla Q, mentre xlV non 10 13: percib la 
condizione a 2 6 si traduce nella BE - D' = O. Ma  f(xf, y') = - D, ci06 
f (xff, y) = D, .mentre 

cosicchh se f(y, y) - D *  O, si ha  E = - f(y' Y'). Allora la condiaione 
- f(9, Y) 

in esame D E  - D' = O si scrive ("1 f(y, yf):f(y, y) - D': D da cui 

dove k 6 costante (2 ' )  (e il risultato vale ovviamente anche se fosse f ( y ,  y)-D2=O). 
La (26)) ricordando che D = f(xU, y), ha pronrio l'interpretazione geometrica 
inerente alla costanza del birapporto considerato nell'enunciato del Lemma. 

(49) 1 punti x, a', x", x"' e y si  possono ritenere linearmente indipendenti, perchè 
altrimenti - in base a quanto 61 osservato nella nota (15) della mia Memoria cit. - la 
linea L sarebbe piana, cib che per noi è escliiso, oppure non potrebbe risultare a> 4. 

(eo) 1 denominatori che seguono possono supporsi non nulli, perchè per 0 2  6 6 certo 
D f O, e d'altro lato f ( y ,  Y) f O, se il sistema ^ci di piani esaminato non è tracciato siilla 
quadrica Q. 

(5') Ovviamente k f  O, se gli m i  piani non stanno sulla quadrica Q. 
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Supponiamo ora che deva risultare o 2 8. Intanto essendo già a > 6 
(cfr. il n. 10 della mia 3Ieinoria cit.), si pub supporre che valgano le 

dove ho, h l ,  h,, h, sono funzioni di t. E anzi, partendo unicamente dalle (L) 
e dalle (221, (23)) posto f(x", x") -- nz(t), la  seconda equazione del sistema (Z) 
dà f(x, xv) = O  e quindi m == cost. : é dunque ancora possibile, senza com- 
promettere la forma del sistema ( X ) ,  adottare le (24), (25). Quella stessa se- 
conda equazione fornisce poi f(xl, xv) = O da cui 

D' altro lato attualinente D = 1, e la (26) dà f ( y ,  y) = k, ci06 f(y, y') = O, da 
cui - in base al sistema (2) - f(xfl ,  y) = O .  Ma - ancora in base al si- 
stema (2) - f(x"': y') = 0, cosicchè f(", y) = O. Poi f(xv, y) = h? + h,k e 

f(xm, y') = A, che paragonate dànno A = - h, - h,k. Pinalmente ricorrendo 
ancora una volta al sistema (3) le (27) dànno ulteriormente O=f (x", xv) = h,+h,. 
Abbiamo cosi in definitiva 

(28) h, + h5 = 0) A = - hp - hsk. 
2 9 

Quanto all'ipotesi a 2 8 ,  essa (Mem. cit. n. 12) si traduce nella A = h, + h,,  7 7 
e le (28) trasformano questa 2condizione nelle 

Inoltre calcolando, sempre coll'aiuto delle ( X ) ,  f(x"' xv) = - h l  e f(xIv, x') =ho ,  
il paragone fra queste due relazioni porge hl' = 2h,, . E questa (Nemoria cit. 
n. 12) dice che avendo noi richiesto soltanto 0 2 8 b già 0 2 10, e di piil i l  
teorema finale del n. 16 della stessa Memoria assicura che il sussistere del- 
l'ultima relazione trovata h,' = 27q,, insieme con le (29) 6 già sufficiente 
perchè gli mi piani considerati appartengano a una quadrica V :  = Q' (co- 
sicchb o = ca) ("). 

("y Per quanto cos1 il Lemma sia giB dimostrato. vale la pena di osservare che nel- 
l'ultimo cas0 studiato, essendo h5 = O ,  l a  linea L sta in un iperpiano O,, e che questo 
iperpiano deve segare le due quadriche Q e Q' secondo una stessa V34, contenente la svi- 
luppabile circoscritta alla linea L. Quindi la qiiadrica Q' si ottiene dalla Q mediante un'omo- 
logia avente 8, come iperpiano di punti uniti. Questa omologia ha poi come centro il polo T 
dell'iperpiano Hq rispetto alla qiiadrica Q, perchè 10 S3 individuato dei due piani h e p di 
questa quadrica uscenti da iina retta g tangente alla L (dovendo contenere il piano h' del 
sistema m i  considerato uscente dalla stessa g, piano che nella omologia corrisponde a uno 

Annal; di Matematica. Serie IV, Tomo XVII. 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 A. TERRACINI:  Superficie particolari del10 spazio a cinque ditnescsiouti 

Ritornando ora, dopo la dimostrazione del Lemma, alla questione di cui 
al principio di questo numero, concludiamo che se una superficie S possiede 
un sistema oc' di linee h (principali) i n  modo che per ciascuna di esse esista 
una quadrica &(A) -- che ci limitiaino a siipporre generalmente irriducibile - 
tale che ogwi puv& della l ima abbia conte iperpiano polare l'iperpiano ivi 
bitangente secondo la direzione della linea stessa, i piani tangenti alla super- 
ficie in due puntz consecutivi d i  una d i  quelle linee sono incidenti con ordine 
di approssirnaxione G > 4 esclusiva~nente nei seguenti casi: è 0 2 6 se lungo 
ogni l ima h si  nantien ne costanle il birapporto forrîûato da1 piano tangente 
alla superficie col piano osculatore alla linea h e coi due piani della quadrica 
Q(h) uscenti dalla retta tangente alla linea A (23); e precisamente O è o = 6, 
oppure è senz'altro o = no ne1 p a l e  caso i piani tangenti alla S nei punti di 
una linea A appartengono a una quadrica. 

14. Ritornando ora, dopo queste digressioni, alle nostre superficie (A) 
e (B),  vogliamo soffermarci su un'altra particolarità che esse presentano. 
Abbiamo già indicato al n. 9, equazioni (14A) e (14s), la  rappresentaaione 
parametrica della totalità 00' costituita dagli iperpiani bitangenti secondo la 
direzione delle linee principali del quinto sistema. 

Tale totalith costituisce ovviamente un inviluppo m' di iperpiani, figura 
duale di una superficie S come luogo di piinti: essa possiederà percio cinque 
sistemi di « sviluppabili principali » dove le sviluppabili principali si defini- 
scono in modo duale delle linee principali. Orbene, sussiste la proprietà che 
per le superficie di tipo (A)  e (B)  passando dalla superficie all'inviluppo oct 

costituito dagli iperpiani bitangenti secondo le linee principali dei quinto si- 
stema Z,, si corrispondono linee principali e sviluppabili principali non solo 
ne1 quinto sistenza (come accade per ogni superficie) wza per tutti cinque i 
sistemi. Per le superficie di tipo (B) la nuova proprietà discende ovviamente 
dall'osservanione già fatta al10 stesso n. 9, secondo la quale la totalità degli 
iperpiani bitangenti considerati si ottiene mediante m a  polarità dalla super- 

d i  quei due) 6 unito; 10 S, tangente alla Q lungo ogni tangente della L passa dunque per 
il centra dell'omologia, e questo è siifficiente per asserire che questo centro cade ne1 polo 
d i  0 , .  Quindi, chiamando IO i l  piano osculatore alla L ne1 punto di contatto della g, i due 
piani h e p dividono armonicamente la coppia ri>, go, mentie - stando al caso generale in  
cui l'omologia non B speciale il  birapporto dei quat,tro piani h, A', w, go è costante. Di 
qui segue direttamente che è costante il  birapporto (A', w, h, p) conformemente a l  Iiemma. 

(23) Con le  notazioni del n. 10, l'ipotesi a 2 6  si traduce aggiungendo alle eqiiazioni 
del sistema (16) 1' ulteriore condiaione che il rapport0 fra  f2(x,,, x,) e f (x,, , x,,)f(x,, eV) sia 
funaione della sola v, come segue subito dall'interpretaeione geometrica del Lemma. 
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ficie stessa, previa una opportuna trasformazione puntuale di questa superficie 
in  sè:  e siccome questa trasformazione puntuale conserva, sulla S, le linee 
principali cos1 segue senz'altro la proprieth asserita. La  proprietà continua 
a sussistere per le superficie di tipo (A), per le quali si verifica p. es. per 
quanto riguarda le linee VA, calcolando il determinante del sesto ordine for- 
mato con le sei coordinate 5 espresse dai secondi membri della (14,) e con 
le corrispondenti 6 , )  t u ,  tu, ,  S u u ,  cuuu e coutrollando che il determinante 
13 nullo. Accertato cos1 il risultato per il sistema 2 , )  non occorre ripetere i 
controlli per i sistemi L,, E,,  X,, approfittando delle omografie Q,.i di cui 
a l  n. 6. 

I n  generalo per una superficie di S, descritta da1 punto x = x(u, v), 
passando dai suoi punti agli iperpiani bitangenti secondo le linee principali 
di  un determinato sistema, questo sistenia dà luogo a un sistema di inviluppi 
principali, ma soltanto questo sistema: se si suppone p. es. che (a differenza 
di quanto finora si supponeva) le linee principali in questione siano le 
linee u, basta osservare che clesiguando p. es. relativainente x nno S, 6 e a 

fi 

un punto y con (5, y) la E,y,, dall'ipotesi 
i=l 

seguono le  

Ma se si considera sulla S un secondo sistema di linee principali che si 
possono supporre coincidenti con le linee v, la  coiidizione affinch8 ad esse 
corrispondano inviluppi principali nell'inviluppo oc' degli iperpiani 5, è che 
gli iperpiani 5, E u ,  tu,  5,, , 5,, , E u , ,  siano legati linearmente, vale a dire che 
al variare della sola v la retta r - Sk,,SvSÜv descriva una sviluppabile. Ora se 
la  S è individuata a meno di omografie da1 sistema lineare del terz'ordine 
(con coefficienti funzioni di zc, v): 

i l  piano caratteristico di [ entro la totalità h2 descritta da questo S,, ciob 
il piano {Sutv 6, corne si riscontra subito, il piano individuato dai tre punti 
X, X U ,  x,,, - b,,x,; questo piano b poi segato dall'iperpiano tu, secondo la 
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retta che congiunge i due punti 

(31) Xu - C,,X, %u - b , @ V  - vx, 
dove si B posto 

(32) cfJ = bz - b 2 2 V  + 0 2 ,  + b,,c,z. 

L a  retta r é dunque l a  congiungente i due punti (31); scrivendo che a l  va- 
riare di v essa descrive una sviluppabile, si  ha la condizione 

La  (33) è dunque la condizione necessaria e sufficiente affinchè passando da 
una superficie S definita da1 sistelna (30)) sulla quale le linee u e le linee v 
sono principali, all'inviluppo degli & v i a n i  bitawgenti secondo le linee u, 
anche alle linee principali v corrispondano inviluppi principali. Ora general- 
mente la (33) non è conseguenza delle condizioni di integrabilith del sistema 
(30), come basta controllare su u n  esempio ("1). 

Appare dunque notevole la païticolarità enunciata per le superficie (A) 
e (B), perche allora - trasformando mediante B, - a tutti i sistemi di linee 
principali corrispondono sistemi di inviluppi principali. 

E terminiamo rilevando, ancora più in particolare, un esempio di super- 
ficie tale che, qtctcltcnque sicl i l  sistema d i  linee principali che si adotta per 
passare dallu superficie a u n  inuiluppo 6.' d i  piani bitangenti, sempre tutti. 

eitzqtrc i sisterni d i  linee principali si trasforwtano in sistemi di inviluppi 
principati. Esso è offert0 dalla già citata superficie S 5  di DEL PEZEO. Se 
invero si parte dalla Si- 1) considerata come ultimo esempio ne1 n. 7, e si 
passa da essa all'inviluppo h2 degli iperpiani bitangenti secondo le linee 
principali del quinto sistema, si ottiene per questo la rappresentaaione para- 
metrica ( 1 4 ~ )  del n. 9, ove si adotti tn = - 1, la quale mostra trattarsi ap- 
punto di un inviluppo duale della S 5  di DEL PEZZO; cosicché, viceversa, 
partendo da questa superficie e passando all'inviluppo degli iperpiani bitan- 
genti secondo un certo sistema fra i cinque di coniche principali ha luogo la 
proprieth in esame. E siccome sulla 8' di DEL PEZZO i cinque sistemi di 
coniche principali sono proiettivamente identici, la proprieth si estende agli 
inviluppi di iperpiani bitangenti secondo linee principali di un sistema yualunque. 

( e h )  P. es. si  verifica subito che per la superficie 

xi:x2:x3:x4:x5:x6 = a(%) + up(v):vx(u):uv:u:v:I 

(che ammette come principali le linee u e le liiiee v) se a(%) e p(v] sono funzioni generiche 
dei 10'0 argomenti, la (33) non B soddisfatta. 
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Ueber Geradeiigewebe. 
Topologische Fragen der Differentialgeometrie (65). 

Von G. BOL (in Harnbiirg). 

I n  einer vorigen Arbeit dieser Reihe 1') behandelte ich die Invarianten- 
theorie dreier Geradenscharen in der Ebene von Standpunkt der topologischen 
Differentialgeometrie. Es zeigte sich, dass ein solches Gewebe, fa118 es nicht 
Sechseckgewebe ist, im wesentlichen schon durch seine topologischen Inva- 
rianten auch projektiv gekennzeichnet wird : 

Wenn ein Nipht-Sechseckgewebe sich iiberhaupt durch topologische Abbildung 
geradlinig machen Zasst, so gibt es unter den Geradengerveben die ihm topo- 
logisch gleichwertig sind, hiichstens 17 projektiv verschiedene. 

Man kann sich nun fragen, ob statt dieser Vieldeutigkeit vielleicht 
tiberhaupt Eindeutigkeit besteht, sodass die fragliche Abbildung, und dainit 
das geradlinige Abbild, projektiv eindeutig bestimmt waren ('). Eine Ent- 
scheidung darüber war damals der zu koinplizierten Rechnungen wegen nicht 
moglich. Inzwischen ist es mir gelungen, die Rechenmethode erheblich zu 
vereinfachen, sodass man jetzt zwar noch nicht das allgemeine Problem, aber 
doch viele Beispiele ail Ende durchrechnen kann. Merkwürdigerweise war in 
jedem dieser Sonderfiille die fragliche Eindeutigkeit wirklich vorhanden. 

I n  dieser Note mochte ich das angedeutete Rechenverfahren sowie die 
Beispiele bekanntgeben, vor allem in der Hoffnung, dass es einem besseren 
Rechner gelingen konnte, hieran anschlirssend die vermutete Eindeutigkeit 
durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen. 

5 1. Invariantentheorie der Gewebe. - Um nicht auf die vorige Arbeit 
~uriickreifen zu mlissen, seien zunachst die Hauptformeln kurz zusammen- 

( i )  Topologische Fragen der Differentialgeometrie 31, Geradlinige Ku~ve?zgewebe, a Hamb. 
Abhandlungen 3 ,  Bd. 8, 1930, S. 2M-270, im fol~enden zitiert, S. 31. 

( 2 )  Die Prage ist gleichbedeutend mit jener der eiiideutigen Darstellbarkeit einer vorge- 
gebenen Funktion durch ein geradliniges Nomogramm. Vgl. dazu W. Br.asc.m~, Tieber topo- 
logische Fr'ragelz der Differe?ztialgeometrie, * Jahresber. d .  D. 31. F. D, 38 (1929), S. 193. Als 
erster hat derartige Fragen GRONWALL behandelt, a Joiirnal de Liouville , 1912. Sur les 
dquataolzs a trois variables. 
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gestellt. Jede der drei Kurvenscharen eines Gewebes in der (u, v)-Ebene 
kann man darstellen als Bahnkurven eines linearen Differentialoperators 

(1) ri = A(U, v ) ~ ,  + ~ ( u ,  v)~, i= 1, 2. 3 

wobei man von vornherein so normieren kann, dass 

(2) r1 -t- li2 -t- r3 = o. 
Durch die ri sind eindeutig zwei neue Operatoren A , ,  A, bestimmt, fiir die 

r i=  A i t  A * ,  . 

(3) ï, = EA, + €,Az,  mit E~ = 1, E + 1 
I', = €;A, + EA, E"- E + 1 = 0. 

Durch das Gewebe sind die ri wie die A i  nur bis auf einen gemeinsamen 
Normungsfaktor o festgelegt, es bleiben Umnormungen moglich von der Art 

(4) e Sterntransformation » Tt* = or , ,  Ai*= uA1. 

Solche topologische Invarianten von A ,  and A, die auch bei (4) Invariant 
sind, sind Gewebeinvarianten. 

Einfachste Invarianten von A ,  und A, sind die << Klammerkoeffieieilteii », 

driickt man den Klammerausdruck brider Operatoren ails des Linearkombi- 
nation von beiden : 

(5) [A,A,]=A,A, - A 2 A l  =hpA, -- h,A4 

so sind hi und h, topologisch Invariant mit A,  und A, verkniipft. Bei der 

(6) 
Setzt man 

(7) 
so gilt 

(8) 

Sterntransformation (4) andern sie sich NO : 

h,*=ohl-b ,o ,  h,*=oh,- A,o. 

p ist eine Halbinvariante des Gewebes, wenn sie überall verschwindet, so 
ist das Gewebe ein Sechseckgewebe. 

Wenn p nicht verschwindet, so kann man die Normung (4) so festlegen, 
dass p*= 1 wird. Die so genormten Operatoren sind dann vom Gewebe (bis 
aiif das Vorzeichen) eindeutig bestimmt, und ihre Invarianten sind auch 
Gewebeinvarianten. Das volle Invariantensystem des Gewebes besteht a m  
den Klammerkoeffizienten hi*, h," der genormtem Operatoren und allen ihren 
Ableitungen nach diesen, Ai*hi* u. S. W. ('). 

(') Vgl. G. BOL und G. HOWE, T. 27, Jnvarianten von Bifferenziatoryespinsten, Hamb. 
Abhandlungon a,  Bd. 8, (1930), S. 194. 
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Es ist nun aber, und aus dieser Einsicht geht die erwahnte Vereinfachung 
der Rechnungen hervor, nicht zweckmassig, jene Normung von vornherein 
vormnehmen. Vie1 besser ist es, den benutzten Differentiationsprozess so 
abzuwandeln, dass die Ableitung einer Halbinvariante stets wieder eine 
Halbinvariante wird. Sei etwa m eine Halbinvariante vom Gewicht s :  

dann wollen wir die « Halbinvariante Ableitung B von m nach unseren 
Operatoren, die gleich durch angehangte Indizes angedeutet werden sollen, 
so definieren : 

(10) 
m, = A,m + sh,m 
m2 = A,m t sh,m. 

Dann gilt in der Tat, wie man sofort nachrechnet: 

sodass mi und m, Halbinvarianten vom Gewicht s + 1 sind. Es ist natiirlich 
nur die Ableitung einer Halbinvarianten definiert und vom Gewicht abhiingig, 
trotzdern gilt, wenn m und n Halbinvarianten vom gleichen Gewicht s sind: 

(12) ( m  + n), = m ,  +ni  

und fiir 5wei beliebige Halbinvarianten p und q hat man: 

(13) ( ~ q ) i  = Pqi Piq. 

Beides folgt sofort aus der Definition des Differentiationsprozessel;. 
Schliesslich: Wenn t t z  = 0, so auch wz, = 0 ;  das braucht man, wenn 

Gleichungen differenziert werden sollen. Das Gewicht einer Halbinvariante 
darf auch gebrochen sein. 

Normt man so, dass p* = 1 wird, so ist nach (8) und (6): 

3 -- 

Die genormten Klammerkoeffizienten sind also bis auf den Faktor p h i t  
den Halbinvarianten Ableitungen von p identisch, denn p hat nach (8) das 
Gewicht 2. Daher : 

' Die Halbinvarialzte p und ihre sa+ntlichen halbinvarianten Ableitungen 
bilden eine vollstalzdiges System von Halbinvarianten fiir das Gewebe. 

Denn jeder Ableitung der normierten hi nach normierten Operatoren 
entspricht eine halbinvariante Ableitung von p, es kommen dabei nur Zn- 
hiatzglieder niederer Differentiat ionsordnq vor. 
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Aus der Definition (10) folgt ftir eine beliebige Halbinvariante m: 

(15) koinmt ,. 'beim halbinvarianten Rechnen an die Stelle der übliche Inte- 
grierbarkeitsbedingungen. Insbesondere gibt (15) : 

5 2. Geradengewebe. - Seien 

die projektiven Koordinaten des Gewebepunktes (u, v) im Geradengewebe, 
wir fassen sie su dom Vektor 

i ls)  X(u, v) 

zusammen. Wir  konnen X stets so normieren, dass die Determinante 

wird, denn in einem Gewebe sind j a  die drei Punkte X, AIX, A,X linear 
unabhangig. Sol1 die Gleichung '(19) erhalten bleiben bei der Sterntransfor- 
mation (4) so mus8 man setzen 

2 -- 

(20) X k = o  3 X  
denn nur dann ist 

(21) 

Es ist also. 

zufassen. Macht 
und (19) schreibt 

(22) 

2 
zweckmassig, X als Halbinvariante vom Gewicht - - auf- 

3 
man das, so kann man X Halbinvariant differenaieren, 
sich dann 

D=IX7 XI, XZI, 

weil ja  die Zusatzglieder X enthalten, und also keinen Beitrag zur Deter- 
minante liefern. 

Setzt man 

(23) Xih = a l k X  + b ~ k l X i  + b l k e X 2  

so folgt aus der Integrierbarkeitsbedingung 
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weiter erhalt man durch Differenzieren der Halbinvariante nullter Ordnung D 
die beiden Bedingungen 

Bus der Geradlinigkeit der ersten Schar folgt weil Xi, + Xi, + X,, + X,, 
eine Linearkombination von X und X, -+ X ,  sein 8011, dass 

bi i i  -1- 2b,,i + 622, = b,,, + 2b,,, +b2,, 

und entsprechend fur die zweite und dritte Schar. 
Aus diesen sieben Bedingungen für b,,, ergibt sich, dass nur b,,, und b,,, 

von Nul1 verschieden sein konnen, und einander gleich sind. Wir setzen 

Die weiteren Integrierbarkeitsbedingungen: 

liefern dann die Werte der ai,. Die Gleichungen (23) erhalten so die Gestalt 

und C musa den Gleichungen genligen: 

(27) 
ci, = - cc, - P, , 
C,, = - CC, + p,. 

C ist offenbar eine Halbinvariante vom Gewicht 1 ;  aus der dritten 
Gleichung (26) sieht man, dass Ce dasselbe Gewicht mie p hat. 

Annali d i  iWatematica, Serie IV, Tom0 XVII. 7 
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Wie man sieht, erhalten wir erheblich einfachere Gleichungen wie die 
entsprechenden (12), (14), (15) in T. 31, die Invariante C ist aber mit der 
dortigen identisch. 

C und p mit ihren Ableitungen bilden ein vollstandiges projektives 
Invariantensystem des Geradengewebes. Notwendig und hinreichend fllr die 
Abbildbarkeit eines vorgegebenen Gewebes auf ein geradliniges ist die 
Losbarkeit der Gleichungen (27), au verschiedenen Losungsfunktionen gehoren 
prqjektiv verschiedene geradlinigo Bilder. Die vermutete Eindeutigkeit ware 
bewiesen, wenn man zeigen konnte, dass das Gleichungssystem (27) für p + O  
hochstens eine Losung haben kann. 

3. Brsondere Gewebe. - Die geometrische Bedeutung der Invariante C 
ist leicht anzugeben. Suchen wir namlich einmal den Schnittpunkt einer 
Schargeraden mit einer benachbarten, fragen wir also, wann der Punkt 

(28) P = ux + (X, + X,) 

beim Uebergang aur Nachbargeraden festbleibt. Man hat 

setzt man hier nach (26) ein, so erhalt man die Bedingungen: 

1 
Es muss also a = ; C gewghlt werden. Darin ist die gesuchte geome- 3 

metrische Bedeutung von C enthalten, ist C = O? so liegen die drei Berührungs- 
punkte der Schargeraden mit ihren Hüllkurven, die dann mit X, -1- X,, 
EX, + s'X, ,  E'X, + EX*, susammenfallen, auf einer Geraden. Verschwindet C 
überall, so ist nach (27) p,  = p, =O,  nach (16) verschwindet auch p, und 
nach (26) sind dann die Punkte X, und X,, also auch die eben genannten 
Berührungspunkte fest. Das Gewebe besteht dann offenbar ans drei Geraden- 
biischeln, deren Scheiteln auf einer Geraden liegen. 

Aus (30) leitet man leicht die Bedingung dafür her, dass die erste Gera- 
denschar ein Geradenbüschel wird. Das ist namlich dann und nur dann der 
Fall, wenn unser Punkt P .  nicht mehr von der gewahlten Geraden 1 abhangt, 
samtliche Gleichungen (30) müssen also belriediyt sein, wenn wir für a den 

1 
Wert C einsetzen. Aus der dritten Gleichung erhalten wir so die Btdingung: 

3 
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D a n n  u n d  nztr d a n n  i s t  d ie  erste Schar  e i n  Geradelzbiischel, w e n n  die 
Invariante  C der Bed ingung  genügt : 

(31) C, - C, = p. 

Ebenso is t  d ie  mueite Schar  e i n  Biischel, w e n n  

(32) E'C, -€CI = p 
u n d  die drit te w e n n  

(33) EC, - E2C, = p. 

Ein weiterer wichtiger Fa11 ist der, dass awei der Scharen, etwa die 
Scharen 2 und 3, einen Kegelschnitt beriihren, und die dritte beliebig ist. 

Um die entsprechenden Bedingungen aufzustellen, führen wir ein be- 
wegliches Koordinatensystem ein, dessen Basispunkte die Punkte X und 

sind, diese letateren Punkte sind offenbar die Berührungspunkto der Ge- 
raden 2 und 3 mit ihren Hüllkurven. Beim Uebergang 5u benachbarten 
Gewebepunkten ist d a m  : 

1 1 
€'Pz, = - CP3 + 3 X M 3 ,  EPS2 = 

1 1 
3 3 CP, - 3 ; X M ,  . 

Dabei ist gesetat : 

Dementsprechend gilt für die Aenderung der Koordinaten 6, , 5,,  5, einer 
festen Geraden beim Uebergang aum Koordinatensystem, das zu einem Nach. 
barpunkt gehtirt 

[ 3 1 
dgo = mi - - CC. + +t2 - s ~ , ) ]  + o, [- ce, + T < E ~ ,  - E<F,I , 1 
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wo w, und oz die Verrückungen » in der Richung der Operatoren A ,  
und A, darstellen. 

Ein Kegelschnitt, der die Geraden 2 und 3 durch den Gewebepunkt, 
und die Nachbargeraden dieser Scharen berührt, lasst sich darstellen in 
der Form 

(38) F = 5,5, -+ AS:. 

Sol1 dieser Kegelschnitt fest sein beim Uebergang zum Naohbarpunkt, 
so darf die Gleichungsform (38) sich nicht andern, wenn die Koordinaten 
nach (37) variiert werden, also: 

Hier sollen alle Koeffizienten links und rechts gleich sein bei beliebiger 
Wahl von w, und o,. Das gibt die acht Gleichungen 

Daraus kann man a.blesen: 
Dann und nur dann berühren die Geraden 2 und 3 einen festen Kegel- 

schnitt, wenn 

(41) Alz + M ,  = O 
und die Grosse 

den Bedingnngen genügt : 

(43) A, = - AC, A, = - AC. 

(41) kann man auch so schreiben: 

(44) Ci - C7, = 2p 
und für A hat man: 
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Also: D a n n  u n d  nur d a n n  berühren die Scharen 2 u n d  3 einen Kegel. 
schnitt, ruenn (44) gilt u n d  

(46) c,,+c*,=-(C,+C,)C, C,,+C,,=- (C, + CJC. 

Ebenso berühren die Scharen 1 u n d  3 einen Kegelschnitt, w e n n  

u n d  die Scharen 1 u n d  2 w e n n  

3 4. Abbildungsfragen. - Bei unseren Beispielen ist stets eine der Ge- 
radenscharen ausgezeichnet. Dann hat es aber keinen Sinn mehr, die Formeln 
so vollig symmetrisch au halten, wie bisher, und wir wollen sie deshnlb 
noch etwas anders schreiben. Wir setaen: 

wo nz wieder eine Halbinvariante vom Gewicht s bedeuten soll. Offenbnr 
sind nz, und m,, Halbinvarianten voin Gewicht s - 1. An Stelle der Inte- 
grierbnrkeitsbedingung (15) kommt 

Die Gleichungen (27) lauten umgeschrieben : 

Die erste Schar ist ein Bllschel, wenn 

(53) 4 CI, = 1, 
die zweite wenn 

(53)2 (E2 - E) CI y 2 -k cil, 
die dri tte wenn 

(53)s (E - E~)C, = 2 + CI,. 
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Die Scharen 2 und 3 beriihren einen Kegelschnitt, wenn 

Setst man das in (37) ein, so ergibt sich dass 

sein muss, und daher als notwendige und hinreichende Bedingungen: 

Man ilberzeugt sich leicht, dass hieraus beim Aufstellen der Integrierbar- 
keitsbedingungen keine neuen Gleichungen für p hervorgehen. 

D a n n  u n d  nur d a n n  lasst sich eirc Gewebe so geradlinig machen,  dass  d ie  
Scharen 2 u n d  3 einen Kegelschnitt berühren, w e n n  (56) erfiillt i s f .  

Ein sonderfail tritt ein, wenn der Kegelschnitt in zwei Geradenbüschel 
zerfallt. Dann ist A = 0, und wir haben als zusataliche Bedingung nitch 

(451, (55): 
(57) ~ r l = O .  

In der Tat ist das ein Sonderfall von (56). I m  Uebrigen kann man diese 
Bedingungen auch leicht aus (53) herleiten. 

Aus (55) geht hervor: 
W e n n  e i n  Geniebe m i t  p + O  sich so geradlinig machen l(rsst, dass  die 

Geraden der zweiten u n d  dr i t ten  Schur  e inen Kegelschnitt berühren, so is t  die  
Abbildung, die dies leistet, bis a u f  Projektivitaten eindeutig bestinzmt. 

Im Sonderfall zweier Geradenbüscheln hat das schon DUBOURDIEU gezeigt ('). 
Es ware nun denkbar, dass ein Gewebe dieser Art sich vielleicht auch in 
der Weise geradlinig machen liesse, dass die Scharen 1 und 3 einen Eegel- 
schnitt einhilllen. Ware das moglich, so ware die Abbildung die das macht 
sicher nicht projektiv, es sei denn, dass das Gewebe aus drei Geraden- 
büscheln besteht, und also ein Sechseckgewebe ist. Nan sieht nun aber 
leicht, dass auch dies unmoglich ist. Denn es müsste dann ausser (56) noch 
ein entsprechendes System von .Gleichungen erfüllt sein, das sich auf die 
Scharen 1 und 3 beaieht. Man prüft leicht nach, dass die erste dieser Glei- 
chungen die Form hat 

(') J .  DUROURDIEU, Questions topologiques de géometrie diffërentielle. a Mémoires des 
Sciences Mathématiques D, 78, Paris 1936. 
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Daraus ergibt sich wegen (56) und der (16) entsprechenden Gleiehung 

(59) PI II - PI1 1 = 4, 
dass 

(60) p i r +  P I I I I = - ~ ~  \ 3  
und daher, wegen (56), 

(ppllll)I1 = O, (ppII = 2pIpII, 

Nach (50) aber hat dieser Ausdruck den Wert 

and es ware also 

im Widersprueh zu (60). Man kann also den Sata aussprechen: 
E h e  Abbildung, d ie  e i n  Nicht-Sechseckgewebe a u s  mvei Tangenlenscharen 

eines Kegelschnitts u n d  einer weiteren Geradenschar ouf e in  gleichartiges Gervebe 
abbildet, ist notruendig projektiv. 

An zweiter Stelle wollen wir Gewebe betrachten, bei denen die erste 
Schar ein Geradenbtischel ist. Setzen wir die Bedingung CI,= 1 aus (53), 
in (52) ein, so erhalten wir 

wahrend die dritte Gleichung identisch erftillt ist. Der bequemen Rechnung 
halber setzen wir 

(62) D = 2 C + p I .  
Dann gilt nach (53), 

(63) . DI1 = 2 + PI II 

und (61) geht iiber in :  

Nach (50) muss nun gelten 

dann DI ist wie CI eine Halbinvariante vom Gewicht Null. Wertet man das 
aus, so kommt 

F5) 8pD1 = - 20' + +pl, - 3(pYI1 ,, 

wobei (59) benut~t  wurde. 
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Rechnet man aus (65) den Wert von DI,, aus, und vergleicht mit (64), 
so ergibt sich 

VI O = D(24 + 4p1 iI) -k 3(& II II -t 2(pp1 . 
Aus dieser Gleichung kann man D, und damit auch C eindeutig auflosen, es 
sei denn dass 

(67) 
24 -i- 4p1 = O, 

3(p2)11 II II f qpp1 ,)II = 0. 

Zeigen wir, dass in keinem Gewebe die beiden Gleichungen (67) gleich- 
zeitig erfilllt sein konnen, so haben wir bewiesen: 

Eine Abbildung, die ein Nichtsechsecicgewebe, das besteht a u s  eiwew Gera- 
denbüschel und zwei Geradenscharen abbildet auf ein ebensolches, wobei sich 
die beiden Geradenbiischel entsprechen sollen, ist stets projektiv. 

Nun folgt aus (67) dass 

(68) p111= - 6  
also nach (59): 

(69) prl 1 = - 10. 
Weiter ist 

(70) 
Ji1 = ( P P ~  iI)I + 2 ~ 1  = - 4191 

(ppn II), = (pp11 1)II - 2p11 = - 12~11, 

(71) 
(p"11= 2pI2 + 2 ~ ~ 1 1 ,  (p2),, II = 2~1,' + 2ppn II, 

(pP)I 1 11 =  PIPI 11 + 2 ( ~ 1  = - 3 2 ~ 1 ,  [p2)n II 1 = 4~11~111 + 2(ppi1 ri)r = - 64pL, - 
Aus (67) und 'der ersten Gleichung (70) folgt 

Vergleicht man das mit der, letzten Gleichnng (72)) so erhalt man die Inte- 
grierbarkeitsbedingung 

(73) 27(p2),, II + (pz), I = 0, 

Das nach II differenziert, und das Ergebnis mit (72) und (71) verglichen gibt 

also pl = O. Dann aber ware pIII = 0, wahrend wir p1 ,, = - 6 gefunden hatten. 
Damit ist die Unmoglichkeit von (67) geaeigt. 

Es  sei noch bemerkt, dass man jetzt leicht die Bedingungen angeben 
kann, damit ein vorgegebenes Gewebe sich so geradlinig machen lasst, dass 
die Schar 1 ein Btischel wird. Man braucht d a m  nur den Wert  von D, der 
sich aus (66) berechnen lgsst, in (64) einzusetzen, und erhiilt sofort die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingiingen. An Stelle der zweiten Gleichung 
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(64) kann man auch (65) nehmen. Die' Redingungen erhalten offenbar vierte 
Ableitungen von p. Moglicherweise wiirden sich daraus noch Integrierbar- 
keitsbedingungen in niedrigeren Ordnungen ergeben. 

Auch hier haben wir keine nichtprojektive Abbildung gefunden, die drei 
Geradenscharen auf drei Geradenscharen abbildet. Als letztes wollen wir uns 
fragen, ob es vielleicht Gewebe gibt, die sich sowohl so geradlinig machen 
lassen, dass die erste Schar ein Büschel wird, als so, dass die Scharen 2 
und 3 einen Kegelschnitt einhüllen. Auch dass wird sich nur als moglich 
herausstellen, wenn das Gewebe ein Sechseckgewebe ist. 

Se t~en  wir namlich einmal die Bedingungen (56) in unseren Gleiohungen 
(62) bis (66) ein. Aus (66) wird dann 

Daher ist wegen (63) 

(75) (PIL)lI II II II = 2 4- PI II = 0. 

Andererseits berechnet man aus (56), (59) der Reihe nach 

Aus (75) und der le t~ ten  Gleichung (76) erhâlt man aber die Integrierbar- 
keitsbedingung 

2 ( ~ ~ ) ~ ,  II 11 = { p(& II II 1 \ I l  - { p ( p 2 ) 1 1  II I I  II \ I  = - 2 2 ( P 2 ) 1 1  II 11 

Also ist 

(771 
3 D = (p2)11 II Y = 0. 

Dieser Wert fur D befriedigt nach (56) die zweite Gleichung (64); die 
erste liefert 

(78) 6 ~ 1 1  = P P 1  I 1 ,  

oder wegen (56) : 

(7'9) 
6 P I I  = - 3 ~ 1 ~ 1 1  

( ~ " 1 1  = - PI(PPI 1). 

Das zuerst nach II, dann nach 1 differenziert liefert 

Vergleicht man das mit (76), so sieht man: 

Annal; d i  Matematico. Serie IT. 'Porno SVII.  
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Auf Grand von der ersten Gleichung (79) ist dann aber 

liefert, im Widerspruch zum früher gefundenen Wert plII = - 6. 
Wir konnen also den Satz aussprechen: 
E i n e  topologische Abbildung, welche e i n  Gewebe, d u s  besteht a u s  swei 

Tungentenschccren eines Kegelschnittes u n d  einer weiterea Geradenschur u u f  e i n  
anderes Gerudengewebe ubbildet, u n d  awar so, dass  d ie  letstgenannte Schur  
des ersten Geruebes dabei in e i n  Gerudenbüschel übergeht, i s t  notniendig projektiv. 

Schliesslich seien noch ein Paar FBlle angegeben, in denen es nus- 
sichtsreich erscheint, die Rechnung au versuchen. Erstens konnte man nach- 
sehen, ob sich ein Gewebe, das zwei Tangentenscharen eines Kegelschnittes 
enthalt, nberhaupt noch in' anderer Weise geradlinig derstellen la&. Dacu 
müsste man feststellen, ob wenn (56) gilt, die Gleichungen (52) noch eine 
von (55) verschiedene Losung haben konnen. 1st das moglich, so ist damit 
das gesuchte Beispiel gefunden. Gegebenenfalls konnte man die Rechnung 
noch durch den Ansatz pl i  = 0, der bedeutet, dass der Kegelschnitt aus zwei 
Geradenbüscheln besteht, weiter vereinfachen. 

Weiter konnte man versuchen, ob die Bedingungen, die bedeuten, dass 
eine solche geradlinige Abbildung moglich ist, dass die Schar 1 ein Biischel 
wird, mit den entsprechenden Bedingungen für die Scharen 2 und 3 ver- 
traglich sind, ohne dass p = O wird. In diesem Fa11 ware wiederum das 
Beispiel da, denn wenn dieselbe Abbildnng alle drei Scharen zu Geraden- 
büscheln macht, so muss das Gewebe ein Sechseckgewebe sein. 

Ein rein formaler Ansatz ware schliesslich, au der Gleichung (27) eine 
neue von der Gestalt 

(82) aCi +PO, =yp 

hinzuzunehmen, wo man a, P und y konstant nehmen konnte. Gelangt man 
zu invarianten Bedingungen, in denen C nicht mehr vorkommt, und kann' 
es sein, dass die Bedingungen dieser Art, die eu verschiedenen Wertsysteme 
für a, p, y gehoren, vertraglich sind, so konnte man nu dem erwünschten 
Beispiel gelangen. Erwahnt sei noch, dass man mit dem Ansatz C, = up, 

C, = pp; a, p konstant, nicht durchkommt. . 
Ohne Zusatzgleichung wie (88) durchsukommen ist deshalb so schwer, 

weil man stetz zu algebraischen Gleichungen fiir C in sehr hoher Ordnung 
gelangt, die sich daher schlecht libersehen lassen. 
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Theory of iioii-finear p-difference ~yatems. 

By W. J. TRJITZINSKY (Urbana, III., U.S.A.). 

1. Introdiiction. - The object in this paper is to study properties of 
solutions of the system of non-linear p-difference equations 

where 1 p 1 + i, Say 1 p 1 > 1, p and s are integers (p 2 0; s > 0) and 

(1.1) aj(% yi(x)1 Y ,~ (x ) )  = lj(x1 Y,(x), - - -  yn(x)) + pj(x7 y1(x), ~71(x))> 
(1.1a) lj(x9 yi(x), --. Y ~ ( x ) )  l4,,j(x)y4(x) + - - -  + ln, j (x )~n(x) ,  
( l - i b )  p.j(x, Y,(x), 9 ,3 (~ ) )  = zjail ,  k,,.. i , t ( ~ ) ~ : ( ~ ) y : ( ~ ) j  y$@) 

( i , ,  i 2 , . . . ,  imkO;  ii+ ... i - i J , > 2 )  ( j  = 1, ... n). 

Here the E,,5(x), p i l  ,... i,,(x) are analytic in a(= xi/", nt e= 0, for 1s 1 S r ,  ( Y ,  > O ) ;  
that is, 

the series in (1.2), (1.2a) being convergent for 1 x 1 2 r =ris. The functions 
qj(q y ,  ,... y,,) will, be assumed to be analytic in z(=xi", y ,,... y,,, at 
z=0, g,= ... =y, ,=0,  for 

Thus, the series in the second member of ( L l b )  will be convergent (abso- 
lutely and uniformly) when (1.3) is satisfi- 

The aboue hypotheses can be cowdensed by merely stating that ~ ( x ,  O, ... , 0)  = O 
( j  = 1 ,... n) amd that the qj(x, y , ,  .,. y,) are analytic i n  z(= xi and y , ,  ... y, 
at 5=O' y, . . .  =y,=0 .  

This problern presents a singular point at x = 0. Our purpose i s  to 
investiyate propevties of solutions of (A) i n  the complex neighborhood of the 
si?zgular point. 
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0 
This problem is analogous to those treated by W. J. TRJITZINSKY (') 

in the fields of non-linear differential equations and non-linear difference 

equations. I n  the papers (Ti), (T,), (T,) the author utiliaes a special method 
applicable to an  extensive variety of non-linear problems. This method will 
be applied in the present paper. On the other hand, it will be necessary to 
make use of the theory of the linear problem corresponding to the systein (A), 
as well as of certain facts peculiar to the field of q-difference equations. 
The linear problem is 

8 
(LA) xsyl(qx)=l,(x, y,(x) ,... y,,(x)) (i=l, ... P Z ;  cf. (l.la), (1.21). 

The theory of linear y-difference equations (systems) has been developed 
in a general manner by W. J. TRJITZINSKY ('). Important earlier deve- 
lopments for linear q-difference equations, given under certain conditions, 
are due to R. Il. CARMICHAEL (3).  The success of treatment (complete from 
a certain point of view) of linear y-dif£erence equations, as given by W. J. 
TRJITZINSKY, was due to the introduction of asymptotic methods into the 
field of p.-difference equations. 

2. Yre1iniin:wy develnpments. - Use will be made of matrix notation. 
The symbol (a,,,?) (i, j =  1, ... n) will stand for a matrix of elements, where ui,j  
is the element in the i-th row and j-th column 

We assume that t7ze system (LA) (5 1) is actually of order n. Accordingly, 

The system (LA) ( 5  1) in matrix form coula be written as 

(,) W. J. TKJITZINSKY, Analytic theory of non-linear singula~ differential equations, . Mdmorial des Sciences Mathematiques z, Paris. Referred to as (T,). 
W. J. SRJITZINSKY, Theor9 of non-linear singular diffei-ential systems, c Trans. Amer. 

Nath. Soc. D, vol. 4.2 (1937), pp. 225-321. Referred to as (1;). 
W. J. SRJITZINSKY, Non-linear difference equations, Compositio Mathematica B, vol. 5 

(19371, pp. 1-66. Referred to as (T,). 
(f) W. J. SRJITZINSKY, At~aEytic theovy of lilzear q-difference equations, .: Acta Mathe- 

matica w ,  vol. 61 (1933), pp, 1-38. Referred to as (T,). Also see 
W. J. TRJITZINSKY, The general case of integro-q-difference equations, . Proc. Mat. Ac 

Sciences 3, vol. 18 (1332), pp. 713-719. Referred to as (T5). 
(3) R. D. CARMICHAEL, The general theorg of lilzear q-difference equations: c Amer. 

Journ. of Math. ., vol. 34 (1912), pp. 147-t68. 
Some other references with respect to linear q-difference equations are given in (TJ, 

in particular regarding important work of C. R. ADA~IS. 
Y& 

(,) The product (ai, j )(bd,  j )  is a matrix (ci, j )  where ci, j = Z ai, l b l ,  j . 
1-1 
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where 

(2.3) A(x) = (<%li, j(x)) (cf. (1.2)). 

The elements of a row in Y(t) are to constitute a solution of (2.2). 
I n  çonsequence of the developments given in (T,) (') the following facts, 

which will be used in the sequel, may be stated. 
Write 

(2.4) 
43; 

4 = I q l e  
The transformation 

(2.5) . = 1%- q 

applied to (2.2), will yield a difference system 

(2.6) z ( t  + 1) = W B ( t ) ,  Z(t) = (%At)), 
where 

P log  q 
(2.6a) B(t) - - A(etl~g q) = je- St log  ' l , ,  ,(et log q)) = (B. hi, ,(t)) 
and 
(2.6b) B;, j ( t )  = yi, j(et log 4 )  (i, j = 1, ... n). 

As indicated in (T,; p. 5), (2.5) will transform the circular region 1 x 1 s r  
(cf. (1.3)) of the s-plane into the closed region R, in the t-plane, consisting 
of the half-plane bounded on the right by the line (e) 

- 
(2.7) qv= .u log  1 q.1-logr. 

W e  note that x1iS, as a function of t, has a period 

(2.8) o =  
2 x 5  V - 1  

1 % ~  ' 

Hence, in view of (1,2), the functions t,,j(t) of (2.6a) are analytic in  R (for 
t + m) and they are of period o in R. 

I t  is observed that 

(2.9) R(t"og q) = O 

( i )  I n  particular see the remark in (T4) at the end of 5 1, as well as (T5; pp. 714-716). 
Also it is to be noted that, in view of certain results due to G. D. BIRHKOFF (Formal 
theory of iraegular linear difference eqzcations, = Acta Xathematica D, vol. 64 (IR30), pp. 205- 
246; in particular, pp. 207-209) linear difference systems and single equations are in a 
certain sense equivalent. Analogous facts will hold for linear q-difference systems and 
single q-difference equations. 

(2) This line cannot be parallel to the axis of reals in the t-plane. 
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d o n g  rays T; and T,, extending from t = O  and having tlze slopes 

(a, > O, a, < O), respectively. 
Ti and T, are at right angles; moreover, inasmuch as I q ( >  1, Ti and T, 

will certainly extend interior the third and second quadrants respectively. 
- 

DEFINITION 1. - I n  the t(= u + - 1 v)-plane cosider the half plane R 
(cf. the statement i n  connection with (2.7)). Consider also rays T i  and T, 
specified i n  connection with (2.9a). W will denote the part of R bounded above 
and below by T, and T ,  or by parts of T, and T, or by lines parailel to 
these, respectively, Wu = Wu:-, mil2 denole the part of W on and above the 
line v = - c (c > O). Similarly, Wl = W1 :, will denote the part of W on and 
belon, the line v = c (c ) 0). 

DEFINITION 2. - Let E be positive, however small. Conséder rays T I E  
and T,"aving the slopes a ,  - E and a, + E (cf .  (2.9a)), respectively. WE will 
be part of W (cf .  Def. 1) bounded above and below by TZE and TiP (or by parts 
of these rags), respectively, Wa =PT::-, will denote the part of TV-n and 
belm the liste v = c (c ) 0). 

DEFINITION 3. - Let p" denote the distance froîn t7ze point t(= u -+ V\l-l v) 
to the line (2.7). I f  G is  a subregion of the 7zalf plane R (cf. statement pre- 
ceding (2.7)), the syttzbol 

G (P  L Pi 1 0 )  

ni11 designate the part of G consisting of points t for n~lziclz i z  p, . 
Thus, W ( F  2 p, )  denotes the part of W (as specified in Definition 1) on 

and to the left of a line D (in R), the line D being parallel to the line (2.7) 
and at the distance p, to the left from (2.7). 

DEFINITION 4. - Generically ( t lk ,  (integers k, s ; k 2 O, s > O )  is  to 
denote a formal expression 

(2.10) 
where 

The series (2.1Oa) may be divergent ('). 

(') It  is obsorved that, if a serie like (2.102~) converges, convergence will bo in a half 
plane to the left of a line parallel to (2.7). 
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DEFINITION 5. - Generically [t]k,s (t in WE) is to denote a function of 
the form 
(2.11) f$) + tf'(t) + + tkfk(t) 

where the fi(t) (i = O, ... k) are analytio i n  WE (for t = m) and  

(2.11a) f,(t) cu oi(t), @ = O ,  ... k; q(t) giuen by (2.1Oa)) 

for t i n  WE. Analogous definitions are  made for the generic symbols 

I n  the stated regions [t],:, N { t (cf. Definition 4). 
The meaning of an asymptotic relation designated by cu, as in (2.11a), 

is as follows: 

where i3i:m(t) is a function defineh in We, such that 

(2.12a) 1 ~ i : m ( t )  12 Pi, ,Tl (t in W) ; 

the above being true for m = 1, 2, ... . This is what we shall cal1 an ordinary 
asyw~ptotic relation (i. e., to infinitely many terms). Unless stated otherwise, 

will denote an ordinary asymptotic relation. An asymptotic relation will 
be said to be €0 m' terms if (2.12), with (2.124, is asserted only for 
m =  1, 2, ... m'. 

DEFINJTION 6. -- Generically [t];,, (t i n  TV) rvill denote a function analytic 
in W (for t + m), of the fortn [tlp,, (cf. Definition 5) for t i n  WE (cf. Defi- 
nition 2)  and  also of the form 

+ + 4- tR!?k(t?, 

rvhere the functions. gi(t) (i =O,  ... k) are uniformly bounded for al1 t i.n W. 
Siwzilar definitions are  made for the generic synzbols 

(t in WL), ( t  in W L ) .  

I n  view of known facts regarding forma1 solutions of a single q-dif- 
ference eqiiation (') and in view of a type of equivalence (previously already 
referred to) between single equations and systems, it is not difficult to infer 
that the system (2.6) is satisfied by the formal matrix solution 

(i) For references and details of. (T,). 
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where the hitj are  rational, 

(2.13a) ~ ' f ,  j(t) = ( lk,, si (i, j = 1, ... n) 

(cf. Definition 4), and  

As a matter of notation, entailing no loss of generality we may write (') 

(2.14) pi 2 p t S  5 P,,. 

Since the hi, are rational, on writing ri = r,' -1- h' (h' being the least 
of the hi, ; i, j = 1, ... n) and assigning silitable values to the integers si 
(i = 1, ... N), it is inferred that the systeun (2.6) is satisfied by a for~iml matrix 
solutiow 

(2.15) 
1 ~ ( t )  = (eQ~(t))e~tlo~qo,, j(t)), (Qi ( t )  = - t2pi log p 
2 

where 

(2.15a) ~ i ,  At) = i t \ki, si (i, j = 1, ... n ;  cf. Definition 4). 

In  consequence of (T,) the following may be stated. 
The diFerence system (2.6) (corresponding to the linear q-diference systern 

(2.2), (2.3)) possesses a matrix solution, ,Z(t) = ( , ~ ~ , ~ ( t ) ) ,  with elegrzents analytic 
i n  W (for t += cm; cf. Definition 1). Xoreover, ,Z(t) S(t) (cf. (2.15)) (2.15a)) 

, for t i n  W i n  the foilowi~tg sense. Let E be positive, however stnall; vue have 

(2.16) 0 z j , . ?  ( t )  -: eQi(t)er<"Ogqo~, j(t), ,I., ,(t) = [ilka 
(t in W; i, j = 1, ... 12; cf. Definition 6). 

Pinally, we shall note that the transforniation (2.5)) applied to (A) ($ 1), 
yields a non-linear difference system 

-- t log q 
-,(t -+ l j  = e a,i(et log q, a,(t), ... , a,, (t)) 

where 
(2.17) zhi (t) = y,i(et log q) ( j  = 1, ... n). 

On writing, as in (2.6a)) l,,&) = b,,,i(t) the above system may be put in 
the form 

-%t log q 
(2.18) qi(t + 1) = e bj(t, z,(t), ... z,,(t)) ( j= 1) ... n), 

(') This can be achieved by suitahle arrangement of the rows of the forma1 matrix 
solution. 
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(cf. (1.2a)); thus, the jbi,,...i,(t), just as the b,, ,(t) (cf. the statement subsequent 
to (2.8)), are p a l y t i c  in R (for t + m) and they are also of period o 
(cf. (2.8)) in R. - 

3. Systems for deterniining formal solutions of (2.18). - While d o n g  
the rays T, and T,  (cf. (2.9a)) we have (2.9), interior 
the inequality 

(3.1) R(t2 log q)  > O 

will hold. Since we intend to obtain solutions of the 
whose « first approximation » can be furnished by a 

W (cf. Definition 1 ( 5  2)) 

non-linear system (2.18) 
suitable solution of the 

linear system (2.6) wo are brought to the introduction of the following 
hypothesis. 

HYPOTHESIS A. - Of the nustzbers (2.14) there are some which are negative. 
Without any loss of generality vue the92 may 9vrite 

(3.2) P, 5 tLg 5 2 t h  < O ( l S m L n ) ,  

while tij 2 O (for j = m + 1, ... n). 
Under the above hypothesis, in consequence of (2.14) and (3.1), the 

functions Qi(t) (cf. (2.1.3b)) sutisfy the inequulities 

(3.3) RQ,(t) S RQ#) 2 S.. S BQ,$) (t in w), 
(3.34 RQ,(t) 5 RQ,(f) 2 S.. 5 RQ,,,(t) < 0 (t in W) ; 
wzoreover, 

(3.3b) eQj(t) v, O (j = 1, 2, ... nt; t in WE) 

(cf. Definition 2 (O 2)). The asymptotic relations (3.3b) eignify that, for j s w t  
and t in WC, 

eQj(t) v, o-+~.etlogq +O.e2tlogq+... 

in the sense specified in connection with (2.12), (2.12a) ('). 

(0 In this case, then, we have 1 exp. Qj(t) 1 ( pz 1 exp. (at log q) ( t  in WE; a= 1,2, .-; j < 

Annali di  Yatematioa, Serie IV, Tomo XVII. 9 
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Forxn a solution of the linear system (2.6) 

where the ,,z~.,~(t) are giuen by (2.16). The p ~ ( t )  are arbitrary functions, of 
period unity, analytic in W ( t  =# a) or in Wu:-, or in Wk,.  I n  the sequel 
these functions will be subjected to certain inequalities. 

A forma1 solution of (2.18) will be found of the form 

(3.5) . ~ ~ ( t )  - ,s,:j(t) + ri,i(t) I- ... + ,,zi(t) + ... (j = 1 )  ... n). 

Here ,zj(t) rruill be given b y  (3.4).  The terms of the series (3.5) will be deter- 
mined as functions of the form 

W e  shall now find recurring difference systems satisfied by the coef- 
ficients involved in (3.5a). Substitution of (3.5) in (2.18) will yield 

since ,zj(t) ( j  = 1, ... n) constitutes a solution of (2.6). I n  (3.6) 

it is observed that the first member in (3.6) may be written as follows 

The expansion of g,j in powers of p , ( t ) ,  ... p,(t) can be obtained at once 
if use is made of an  analogous compntation already carried out in (T2) (0. 

( i )  gj becomes q j ,  as given by (2.13a) in (T,; p. 230), if the jbi, , .-. ( t ) ,  ,z,(t), pi( t )  are 
replaced by the jais ,... ( t ) ,  "y%(t), ci l  respectively. In (T,) the formal expansion of qi is 
given by (2.23a), (2.26). 
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Taking advantage of this computation one may write (forinally) 

03 

(3.8) gj = 2i P:'(t)7 .. . pkm(t)h~T hm, 
h=2 h,+-...+h,n=h 

where 

The summation symbols involved in the second member of (3.9) are specified 
as follows. On one hand, 

i, (3.94 kk -+ ...+ k,=6,,,; k:+ ...+& =v, ;  k i +  ...+ k i = v , ;  ...; 
i l  k f" + ... + k,, = vil]. 

On the other hand, 
h 

(3.9b) ~ ( ~ 1  = z 2 2 F3) ( y , Z i  ,,..., y, ,Zi , , ) .  
s=2 ,i,+...+ i,=s u,+- ...+y, =h ,8 ,,...,, 

where 
(3 .9~)  2 'Y'=E[,6,i- . . .+, ,6p=hg (q = 1, ... mj ; 

,s, +- ... + ,a, = Y~,...; ,,si + ... t ,,zrn = Y,,]. 

I n  consequence of (3.S), of the statement in connection with (3.7a) and 
of (3.6) the following set of difference relations is obtained, as a result of 
comparing the coefficiénts of the monomials 

(3.10) cl 7 , ,... hl,l 
Lj(t, h'(jhl ,... h,,,:, (t), > h ~ h i  ,... hm:t>ft)) = e 11 1" 1 

( j =  1 ,... n ;  h = h, -t ... -1- h,,,; h, 2 0  ,..., h,)0; cf. (3.77, (3.9)). 

As established in (Tz; p. 235) hm depende on@ on the "ylçi ,... for 
ruhich v < h. 

Consider the non-homogeneous linear difference system, written i n  matrix 
form, 
(3.11) z(t + 1) = Z(t)B(t) + G(t), = (g;, j(t))), 

where the matrix B(t) is given by (2.6a). Let 
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denote a c difference summation B; that is, 

Let ,Z(t) bo the rnatrix solution of (2.6), given by (2.16). The system (3.11) 
will be satisfied by 
(3.13) z(t)  = C(t)J(t), (z(t) = (20 j(t))), 
where (') 
(3.13a) C(t) = (ci, j ( t ) )  = S G(T)~Z-~(T + i), 

.r=t 

provided that the difference summations involved can be evaluated. Assurne 
the gi, j(t) = &(t) ifidependent of i ; thon the 

( j  = 1, 2,. . n) will be independent of i. 

Let pi, j ( t )  designate the elenients of the inverse of the matrix ,Z(t -t- 1); 
that is, 
(3.15) (06,,(t)) = ,Z-'(t + 1) (cf. (2.16)). 

Then, in view of (3.7) and on writing 

a solution of (3.10) is obtained in consequence of (3.13) and (3;13a) in the form 

n 
(3.17) n ~ .  .., h,,:j( t)  = ?: c~(t)~&x,.j(t) (cf. (2.16)), 

A=1 

where 

provided that the functions (3.16) are known and that the difference sum- 
mations can be evaluated. 

LEMMA 1. - Let W be a region a s  specified in  Definition 1. Let ,Z(t) = 
= (o~i,j(t)) be a matrix solution of the form (2.16) satisfying, for t i n  W, the 
Zinear systern (2.6). A mechanissn for constructing a forma1 solution of the 
non-linear systewz (2.18) as a series (35) (with ,zj(t) ( j  = 1, ... n) of form (3.4) 

(') With A = (ai, j), = (ai, j)-' = (ài, j )  wiII denote the inverse of the rnatrix A, 
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and constituting a solution of the linear problem, and the. Yzj(t) o f  form (3.5a)) 
is furnished by the forinulas (3.17), (3.17a), (3.9) (niith (3.9a), (3.9b)) (i). 

4. Difference summations. - In  the sequel the following summation 
result given by TRJITZINSKY (2) in (T,), wiil be useful. We state it on the 
basis of the notation of the present paper. 

Consider the epuation 

( 4 4  
log q 

z(t + i) - g(t) = e evt log qg(t) = H(t) 

nlhere p = 71s (3 > O; s 2 1 ; 7, s tnteyers) and 

(4. la) = ML (t in Wu:-,; c > 0) 

(cf. Definitions 1 and 6 of $ 2). The difference sum 

can be evaluated (:') ns a function of the forin 

Here ,Wu:-,, is  the part of WU:-,f on and to the left of a line in W,:-,, 
parallel to the boundary T, of Wu:-,,; O < cf < c and c - c' is honiever small; 
moreover, it is clear that, accordiiig to Definition i (5  2), , Wu:-, is a region 
of the sarne type as W,,-, (it is a subregion of the latter). 

In the sequel, however, we shall also need a suitable solution of the 
problem 

' p 1 o g q  

(4.3) z(t + 1) - z(t) = eg eYtl0gqg(t) = H(t)  

vvhere p = "ljs (q 2 O; B 2 1 ; y, s integers) and 

Su~pose non, that in (4.3) q > O. Under suitable convergence conditions 

(a) The hq,, , ... h,, are determined in succession in the order indicated in (T,; p. 2%). 

('1 (T4; P. 24). 
(3) Cf. formula (16) in (T,; p. 22). 
(4) In (T,) there was no occasion to obtain a solntion of this problem. 
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a solution (for t in of the equation (4.3) will be given by 

(4.4) z(t) = 5 H(s)  = H ( t  - 1) + H(t 2) + ... + H(t - V)  + ... . 
T-t 

Write 

In  consequence, of (4.3a) and of Definition 6 (5  2) 

(4.5) 
where 

(t in WU:-c) and 
(4.6b) 1 Cid4 1 5 P 
By (4.5a) 

log  q t -  
(4.5~) (Y- gi(t) = 0i:o + oi:le S + ... + a+-ie 

with 

(4.5d) 

a representation of the form (4.6~) (with (4.5d)) 

(t in Wu:-c; i =O, ... k). 

(in W L ) ,  

being valid for y = O, 1, 2, ... ('). 
To abbreviate writing we shall introduce the notation 

In consequence of (4.3), (4.5) and (4.4) it is inferred that vit) from (4.4a) 
id expressible by 

with 
(4.7b) c i (v )  = ( v )  (the C i i  binomial coefficients). 

Arranging L,(t) in powers of t we get 

For Y O have gi ( t )  = Pi: O(£) and (4.5b) is applicable with = ,JO indepenaent of E. 
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where 

Thus the cpj(t) of (4.7) are given by 

Since in (4.7b) O 2 j 5 i 2 k,  the inequalities 

will hold. Also it is noted that t - v (with v 2 0 )  will represent a point in 
Wu:-, if t does. Thus, by virtue of (4.8a), (4.10) and (4.5b), one has 

Let 6 be a non-negative integer. Consider the sum 

By (4.11) we obtain 
(4.12a) ~ ~ , , ( t j  = ~.s . '~+l )  Rrs, j(t), 
where 

here R i  is independent of t, the series representing R61) being convergent, 
provided Wu:-, is suitably chosen (choice can be made independent of 6). In 
fact q , ,  as given in (4.11), is expressible as 

- - 

(r = r' + V - Ir" ; .IV = angle of ni ; q,,, = (k 4 1)c'P). Now 

(4.13a) lm1 < l ;  ~ I I = ~ I ( t ) ~ s ,  (in Wu:+) 

where A ,  is independent of t. With the aid of (4.13) and (4.13a) the truth of 
the i talicized statement subsequent to (4.12b) c m  be inferred without difficulty, 
if we note that by a suitable choice of Wu+, A ,  is made as small as needed. 

(') Cf. (4.6). The inequality (4.13a) (for I ( t ) )  will hold in WU: -z and W, as well. 
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Using (4.12), (4.12a), (4.12b) (with 6 = 0) and noting that, in  view of (4.9), 

for j = 0, 1 ,... k and for t i n  W,:-,. 
I t  will be necessary to establish the asyrnptotic form of the functions 

yj(t) (cf. (4.7)) for t in W& (E > O, however small). I n  view of (4.9, with 6 

forthruitlz assutned positive, we shall write 

(4.15) 
where 

6 
(4.155t) yjl(t) = 2 Lv, j(t) (cf. (4.8a)). 

v=l 

Consider a functicn gi(t - v), where 1 Y 2 8. With the aid of (4.6) and (4.5c), 
where we put 
(4.16) y = yv = (O + 1 - V)YJ (1 2 v 5 O), 
it follows that 

gi(t - v )  = oi:o +- oi:iIrvY + oi:21Pw2V f ... + ai:yv-lI~v-lt~(b -l)v + 
(4.16a) + PkyV (t - v)Iyvw~v (i = O, ... k). 

On writing 

from (4.8a) in consequence of (4.16a) one derives 

where 

(4.18a) 
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With y, in (4.18) given by (4.16), consider the function .gj'(t) (cf. (4.15a)). 
One has 

(4.19) yi(Z) = +,: 0(1)Iv + #j:~(l)I'+' + --. i- +,:y#- I(I)I('+~)'-~ + Fj:8~(t, I)I('+')' + 
... + (fij:0(2)I2' + Si:i(2)I 2q+1 + + +j:yp-l(2)I(S+1)n-i + 1;.:p+(t, 2)I(X+l)v + 

Accordingly 

(4.19a) yJl(t) = 9 : 0 I v  1- y,, t ... + cpj:ss-tI(*ti)~-i t rj:sq(t)I(s+l)n 
( j  = O, 1, .m .  k) 

where, for nz = 0, 1, ..., y - 1, 

(cf. (4.18a)) and 

(4.20al j : )  = : (  1) + : - ( 1 ,  2) + . + ( t  6) (cf. (4.18b)). 

I n  consequence of (4.5d) every funotion (4.18b) is uniformly bounded, 
with respect to t, for t in WU:-,. By virtue of (4.20a) the same will be true 
for the function rj:&); that is 

(4.21) 1 rj:ys (t) 1 < tr8 ( j  = O :  1, ... k; t in W&$, 
where ,rs is independent of t. 

I n  view of (4.15), (4.19a) and (4.12a) one has 

A representation of cpj(t) of the form (4.22) (with (4.22b) will hold for 6= 1, 2, .... 
Thzcs. in view of (4.6), 

logp log q a '= 
(4.22~) h(t)e-Tt . @ %:O + yj:ie . + %:le . + ... 
for t in Wb:-c; here the coefficients involved in the infinite series are given 
by (4.20) (with the aid of (4.18a)). 
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On the basis of the statements in  connection with (4.22~) and (4.14) 
from (4.7) it i s  deduced that 

Thus, (4.4) furfiishes a solution of the probien* (4.3), (4.3a) (with y > 0) 
i n  the forez of a function (4.4a), for which y(t) is of the character just stated. 
By precisely same steps it can be established that if i n  (4.34 tue replace 
Wu:-, by W (or Wl:,) the above resz~lt will hold for t i n  W (or WI:,), 
ruhen > 0. 

Suppose noni that in (4.3) 7 = O. Thus, the problem is : 

(in W L ) ,  

(in WL:-c). 

The corresponding forma1 equation will be 

gi(t) = q( t )  (i = O, ... k ;  cf. (4.23a)) (0. 

As shown in (T4; pp. 9-11) (4.24) has a forma1 solution 

with ( 2 )  

Let ô be a positive integer. Form the function zt(t), 

(4.26) 

w here 

( f )  The series oi( t )  may diverge (in every finite part of the region R defined in con- 
nection with (2.7)). 

(" )9a+i(t) may be present only if qr+mls = 1 for some integer m(>_ O). If the latter 
- 

condition is satisfied c ~ ~ + ~ ( t )  = rpk+l:m.exp. ( mt -- lof q) .  
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Applying the transformation 
(4.27) ~ ( t )  = zr(t) t A(t) 
to (4.23) we obtain 

On taking nccount of (4.23a) and of the relations satisfied by the yi:, (that 
is, by the coefficients in a forma1 solution of the forma1 equation (4.24) (') 
it is not difficult to infer that 

where P(6) (5 6) is an integer (2) such t h a t  P(6)-m, as 6-ou, and 

A solution of (4.28) will be given in the form of the series 

v= 1 

where 

On wïiting 

- 03 -[VS f f3(S)]v 1% - 4 - 
A(t )  = L e v 8 ( t  - v) .  

v=U 

fïom (4.29a), in consequence of (4.28131, it is inferred that 

for t  in W::-, (and 1 t  1 2 A' > O). Now 

so that one ha8 

(4.3 1) 

(for I t  l 2 A ' )  

( i )  Except for  
mulas (4), (4a), ... in 

(2) I n  fact, it 
pendent of 6). 

obvioiis changes in notation these relations are those given by for- 
(T4; pp. 9-10). 
can be shown that B(6) can be chosen so that 8 - p(5) 5 8, (5, inde- 
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I n  view of (4.30) it is not difficult to infer that the above series for As 
converges, provided 6 2 6 ' ,  where 6' is sufficient ly great ('). I l  will be as- 
sumed forthwith that 6 has been so taken. 

By (4.29) 

(p[s)-i)t-g 4 
(4.32) A(t)  = ert log qe 40 (4 
where, in consequence of (4.31), 

can be established without difficulty. Whence, by (4.32a), 

(4.3213) 1 A~( t )  1 < IO (t in WU:-,; 1 t 1 2 A' > 0). 

With the nid of (4.27), (4.26) and (4.32) it is deduced that 

where 
(,3(8)--1)t 'O- 

rloM = cp,'(t) +- lo(t)e " qrli(t) = C#,l(t) (i = 1, 2, ... , k + 1) 

so that, by (4.26a), 

( z  = O, 1, ... , k + 1) with 

thus, in consequence of (4.32b), one has 

(4.3313) i yiJ(t) 1 < hg (i = O, 1, ... , k + 1 ; in W;:-J (2). 

The function z(t), as given by (4.33), appears to depend on 6 (2 6'). I t  
will be shown, however, that ~ ( t )  is independent of 6 ;  this incidentally, would 

(i) By a suitable choice of 8, B(6) may be made as great as desired. 
(7 The inequality 1 t 1 2 A' > O is made superfluous by suitable choice of thé region W. 
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establish the formula 

(4.34) z(i) = e* log q[t]ll+l,s 

(cf. Definition 5 ( 5  2)) ('). In fact, let 
h+e+l 

(4.35) la(t) - eTt logq 2 tt ,yi(t)  
i=O 

be a function formed precisely as z(f) of (4.33) but with 6 replaced by 6, ,  

where 6, > 6. We have (2), by (4.33a) and (4.33b) (which also hold with 6 
replaced by â,), 

1% q (F(s)-j)tg 
1% q (F(Q-W, ., , - e v O = e  Y" ( t )  

where 

1 y4'"'"(t) 1 < ho,$, (i = O, ... , k t  1 ; in WL:-,). 

Thus, in consequence of (4.35) and (4.331, we have 

for t in WU:-, t3). Since ,s(t) and z(t) are solutions of the same difference 
equation (4.23), necessarily 

= , 4 t )  - ~ ( t )  

is analytic in R ::-, (t  + CO) and has a period equal to unity. In  view of 
periodicity p(t)  will be analytic (for t + -) for It = vz - c. Consider a 
periodo-strip S, , 

s o S R t = z c ~ s O  + 1 (v 2 - c). 
- 

Let t ,  = 16, -I- V - 1 v, represent a point in 8,. We have p(t,  - v)  = p(to) 
(v = 0 ,  1, 2,  ...). With the integer v sufficiently great (v 2 v ,  2 O ;  v ,  possibly 

depending on t ,)  the point t ,  - v will be in WU:-, ('). Thus, by (4.36) and 

(1) Note that P(8) -, a, as a-, as. 

('1 P(%) > P(W 
(3) Here and in the sequel choose region W so that for t in W have 1 t 12 l ' > O .  

(4) This is because the part of the boundary of WU:-, which is in the second quadrant 

recedes indefinitely from the negative axis of reals. 
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(4.36a) we have 

I ~ ( t " )  I = I p ( t0  - v) I = I ,+O - 4 - $0 v )  I -= 
< e *,lori @ ( S ) - i ) t v _  fi&& , - l e logq l (t, = to - V )  

for v = v,, v ,  -I- 1, ... . If one takes 6' (cf. (4.36a)) sufficiently great (inde- 

pendent, however, of t,), it can be shown that, inasmuch as t, is in TSU:-, 
(as stated before), the second member in the above inequality can be made 
arbitrarily small by taking the integer v sufficiently great. Hence plt,) = O. 
Now, t, is any point in S,; hence p(t) r O (for u 2 - c). Thus ,z(t) = z(t) for 
al1 6, > 6 (2 ô'). The formula (4.34) is accordingly established. That is the y,(t) 
of '(4.33) satisfy (in the ordinary sense; that is, to infinitely many terme) the 
asymptotic relations 

when t is in WL:-,. The q,(t) are independent of E and possess the stated 
property for every positive E, however small. I t  can be also proved that 

I y#) IZ 7' (t in W,:-,; i=0 ,..., k + l ) .  

We collect the results proved in this section, together with the dif- 
ference summation result from (T,; p. 24) in the following Lemma. 

LEMMA 2. - Consider the equation 

' ptz log q 
(4.37) a(t + 1) - z(t) = e' e* log qg(t) = H( t) 

ruhere y = y/s (s 2 i ; y, s integers) and 

(4.37a) !?(il = [G,s ( t  in Wu:-,; c > 0) 
(cf. Definitions 1, 6 of $' 2). 

CASE 1. - p > O. One then has a solution 

z ( f )  = eip'"g q e d l ~ g  q[tl;,s 

(cf. the italics subsequent to (4.2b)). 
CASE 2. - y = O. There is then a solution 

~ ( t )  = ert log q[t~z+~, , (t in Ti u:-,). 

CASE 3. - p < O. A solution, as given by (4.4) will be of the form 

ait) = e 1 pta l o g e r t  log qe-rt log q PI;, (in Wa:-,). 

Analogous statenzents can be made when Wu:-, is replaced by Wl:, ('). 
- 

(1) With p>O the Lemnia cannot be asserted in W. 
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5. Foriiial solutions. - Consider now the matrix solution ,Z(t), satisfying 
(2.6) and with elements ,zi, j(t) of the form (2.16) (for t in W and i, j = 1, ... n). 
It is observed that the determinant 1 ,Z(t) 1 is a function satisfying the first 
order difference equntion 

I o a t  + 1) I = I Z(t) I IW) 1 .  
Thus, if 1 J(t) 1 is expressed in the form 

d(t) will be of the form [ t ] , , , .  Let the series corresponding to the latter 
symbol be 

rvhere y ( 1 0 )  is a n  integer and  d, j: O ( l ) .  I n  view of (2.16) and of the facts 

just stated, on writing ,Z-l(t) = (i!,j(t)) one obtains 

(t in W; i, j = 1 ,... n ;  cf. Definition 6 (8 2)). 

Accordingly, the functions of (3.15) are of the form 

for t in  the region W' formed by translating the boundary of W to the left 
through the distance unity, in the direction of the axis of reals, W' satisfies 
the conditions laid down in  the definition of Ti (cf. Definition 1 of 5 2); 
hence in the sequel we will be justified in deaignating W' as W. I n  view 
of (2,13b) one may write (5.1) in  the form 

(p j  =qJs j ;  i, j = i ,... n ;  t in W). 

I n  consequence of (5.1a) formula (3.17a) can be written as 

(4) This is a consequence of the fact that S(t) (cf. (2.15)) is a forinal matrix solution 
of (2.6) and that therefore formally 1 S(t) 1 does not reduce to zero. 
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(c,(t) generally depends on h, , ... h,,,j) where 

On the other hand, in view of (2.16), from (3.17) one gets 

with 

(5.34 

(in W). 

It  is observed that for v = 1 (3.5a) reducea to (3.4). Whence 

(6.4) ,q,, i 7  2Y- ._ , j ( t )=o~~, j ( t )  ( ~ = 1 , . . . ~ ; j = 1 , . . . n ) ,  

with k;= 1 and ky= O for i $= A, so that (2.16) implies 

Here and in the sepuel [TI* mil1 denote in. a generic sense a function 
which in the stated region has the form [TI;,, lvhere k and s are sonze 
integers (k 2 0 ; s > O). We have [-c]*[z]* = [TI*. 

With the aid of (5.4a) the character of the ,l'jh"'''hm will be determined. 

BY (3.9) 

(cf. (3.9a), (3.9b)). In consequence of (5.4a) and (3.94 

(z in W). Applying to the above produot (with si = .6,) the symbol 

(cf. (3.9a)) 

we obtain a function F', which is of the same form (in W) as the product. 
One further infers 

(in W). 
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By virtue of (3.9b) (cf. (3.9~)) the second member above may be written as 

(5.6) e i Q i ( ) + + Q ) e i i +  + q [TI * (in W). 

Now, the jbi, ,.., in(7) are representable by convergent series (2.19) ; hence they 
are of the form [z],,, (in W). On the other hand [z],, ,[TI* r= [TI*; hence 

n 
(5.6a) jbil ,... i , % ( ~ )  II F,' = generic form of (5.6). 

8-1 

The snrnmation with the superscript ( * )  (cf. (3.9b) with s = h = 2) in not 
with respect to h i ,  ... h,,,. Whence by (5.6a) and (5.5) it is concluded that-  

I n  consequence of (5.7) and (5.2a) the summand (thnt is, the expression 
subsequent to the difference-summation syrnbol) displayed in (5.2) (with h = 2) 
is of the form 

(5.8) ~h ~ . h ~ ( ~ )  = , Q(r),rr log q * 
2 la, A [ 1 (T in 'T l  ), 

where, with hi + ... + hm = 2, 

At this stage it will be appropriate to investigate, more generally, the 
functions Q(T), as .given . in  (6.8a), when the integers hi (i = 1, ... m) are 
subject to the conditions 
(5 .8~)  h, -t ...+ hm = h 2 2  (h&O ,..., h,,,zO). 

When 1 > tn we pick out an h, which is positive and write 

Here a 5 rn so that in view of the Hypothesis' A (5  2) p, - p). < O ; on the 
other hand, h, + ... + (h, - 1) + ... + h,, = h - 12 1 while by (3.2) . . pi <C O 
(i = 1, ... m) ; whence p < O whevz A > m. When A 5 m, while hx > O one may 
write 

p = h,p, -t- ... +(hl  - 1)pl i- ... + h m p , .  

I n  view of (5.8~) h, + ... +(hX - 1) + ... + h,, = h -- 1 2  1 so that, by (3.2): 
p < O when A 5 m and hl > O. I n  the case, when A l m  - and hi = O, but 
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for some cc (cc < A) whe have ha > O, we shall write 

By (2. 14) y, - y,. 2 O while, by (3.2) and since h, + ... + (ha- 1) + ... -+ h,, 2 1, 
one has [...] < 0 ;  thus, p < O  i n  this case as  well. In  the remaining case, 
which may occur only when A < m (and rn > l), one has 

where hx,, +- ... +- hm = h 2 2 (hi 2 O of course). I n  this case p may be 
positive or negative or zero ('). Thinking of h as fixed wc! note that, inasmuch 
as the numbers  PA+^,... p,,, are negative, there exists a number h(A) such 
that p, as given by (5.91, is negative for h = h(A), h(A) -+ 1, ... . Such a 

statement can be made for A = 1, 2, ... , m - 1. Accordingly, it is clear that p 

(given by (5.9)) hs negative for all h 2 h, where h = max, [h(l), h(2), ... , h(m-l)]. 
Thus the nutnbers y, as  given by (5.8a) subject to the inepualitie (5.8~1, 

will al1 be negative so long as  hi + ... -+ hm .- h ~ h ,  ruhere h is sufficievttly 
great. 

Returning now to the function (5.8) (cf. (5.8a), (5.8b) with hi -+ ... + hm, = 2) 
and applying Lernma 2 ( 5  4) we obtain 

; ,"a log q s , T ;;;y h m ( ~ )  = e ecr+'+sb)t log q[t]* (cf. (5.8a), (5.8b)) 
.r=t 

for t in ,Wu:-, (italics subseqiient to (4.2b)), when y > O, and for t in W,:-, 
when p 5 O; 6h = O  when p 2 0 and 6,. = - IL when y < O. I n  view of (5.2) 
and (5.10) the functions c,.(t) (with h = 2) are given by 

(5.11) cA(t) = gensric form of (5.10) (h = 2). 

Accordingly (cf. (5.3), (5.34, (5.8a), (5.8b)) 

( t  in W,:-cf or W,:-,, as the case may be). When p (cf. (5.8~~)) is > O  neces- 
sarily h < m (and p is of the form (5.9)); one then has - yb > O (by (3.2)), 
6, = O  and 

(5.13) e(-~a+ 6h)t10gq[t]* = e -~m- i t  log q[t]* (- th- i  > O) 

(1) Examples can be given when either of these possibilities actually takes place. 
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(for t in a stated region). Ehen p < O  we have, as stated subsequent to (5.10), 

In view of (5.13) and (5.13a) and in consequence of (3.2) there exists a ra- 
tional nutnber p,, positive and independent of 1, so that for h = 1, 2, ... n 

( t  in stated region; hi + ... i- hm = 2; hi 2 0, ... , hm 2 0). 
Thus the function of (5.12) has the form 

(5.14) ehiQ~(t )+  .-.+-hmQm(t)e(hirit.-.+hmrm)tlog qe(P,-Pf)tlog q[t]* 

(t in ,U,:-,, or Wu:-,; h, + ... i- hm= 2) .  

By (5.3) (with h = 2) 

(5.15) *qh, ,... h,,(t) = generic form of (5.14) ( j  = 1, 2, ... n) 

for t in ,Wu:-,,, if there are positive numbers p (cf. (5.8a); h, i- ... + h,,, = 2), 
and for t in l/lTIC:-, if al1 the IL (defined as stated) are O. I n  tlre latter case, 
the form (5.15) will be maintained in W, as well. 

Relations (5.4a), (5.15) will be joined in a single one 

ki Ql(+...+kZ;zQ,fi(s) (rik:+ ... i rmkL)7 logq 
v J k ;  ,.S. k;p (7) = e e 

We shall now establish the form of the , r j k ' 3 - - h ~ ~ ( T )  (Cf. (3.9)). In  consequence 
of (3.9a) and (5.16) 

since, by virtue of the relation v, + ... i- via = ya (displayed i n  (3.9)), 

With the summation sgmbol specified by (3.9a) the function 
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is seen to possess the generic form of (5.17). The product with respect 
to a (a  = 1, ... w) will accordingly possess the form 

. e[(i'i+ -..+,,6 i)~~+...+(1~,+-...+,6,,)r~,]~ log q e y r ( p , - p ' ) ~  log q a 

where 
[Tl 

n. 

Now, as indicated in (3.9b) (with h = 3), y, + ... +y,, = 3 and i, i- ... + i,, = s 
(s = 2, 3) ; thus y' = 3 - S. Whence, by (3.9c), 

where Tc' is independent of s (s = 2, 3) and 

(5.18a) k' = O (when p,  - p f2O) ,  k' = p ,  - p r  (when p, -pf > 0). 

Hence, on thking account of (3.9) and (3.9b), it is deduced that 

(5.19) 3 rhl,... hm(Z) = ,hi &i(~)+.. .  th,,, Q,(t)e(hir,+...+hmr,,)~ log q  

. e k ' ~ l o g  q[=]* (Z in , W,:-,, or Wu:-,) 
(cf. (5.18a)). Thus, for h =  3, the sunimand displayed in (5.2) is  of the form 

- 

(5.20) 3 T xi> hl 3.e- 1 hm(=) = , 1 0 g q e ~ ~ l o . l . p  u[T]* 
(T in , wW:-,, or w M:-c ), 

where 
(5.20a) y=h,y,+ ... + h,yni-p,., r = h i r i +  ...+ h,r,,, -VI.-(ph+pt)+k' 

with h, + ... + hm = 3. 
I n  consequence of (5.20) with the aid of Lemma 2 ( 5  4) we obtain 

(cf. (5.20a)) 

for t in , W,:_p (0 < d2' < c r ;  d - d2) however ,small; the right boundary 
of , W,:-,(2) to the left from the corresponding boundary of ,Wu:-cr a distance 
which may be taken less than unity) here 

(5.21a) 6,' = O  (for y >O), 6{= - p (for y <O; cf. (5.20a)). 
- 

(i) (5.21) will liold in a more extensive region, say, iW-21:-c, or W-w:-C under certain 
conditions. When > O Are have to ilse the difference summation methods (involving contour 
integrations) given in (T4): obtaining results of stated character in a siibset (as specified 
subsequent to (5.21)) of , W,:-e. For details see (TI). 
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By virtue of (5.2) (with h = 3) and (5.21) i t  is inferred that 

(5.22) CI&) = generic form of (5.21) 

In consequence of (5.3a) and (5.22) (cf. (5.20a)j 

(5.23) q(t)eQl(t)erxtlog P o ~ n  ,,(il = ehiQi(t)+...+ 1~,Qfn(t) 

. e(h~ri+...+-hm~m-pf+~f)tl~gqe(-px+~')t log [tl * (in , WW:-p). 

When p 2 0  (5.13) will hold with 61 replaced by 61'. When y < O  we have 
(5.13a) (with Zx replaced by 6;) subject to the condition h, i- ... t h ,  = 3. 
In connection with (5.13) and (5.13a) (with hi + ... -+ h,, = 2) we have pre- 
viously defined p,. Since now (5.13a) (with 8;) i s  subject to the condition 
h, -t- ... + h,, = 3 (5.13bj (with 61 replaced by 6; and hi + ... + h,, = 3) could 
be asserted for t in ,W,,-p, with p, replaced by a rational number p, z p , .  
Thus 

(5.23a) p , ( - ~ ~ + ~ ~ ' ) t l o g  P [ t ] *  = e ~ a t l o g  ~ [ t l *  = e ~ ~ t l o g  ~ [ t l *  (in W,,- p). 

Substituting (5.23aj in (5.23) and on taking account of (5.3) (with h = 3) we 
infer that 

(5.24) 3vh, ,... hm:.j(t) = ehiQ,(t) -t-...+h-Q,,(t)e(h,ri$-...+h,,L~,)tlog q 

. e ( ~ ~ - - ~ ' + - ' ) t  l ~ g q [ ~ ] *  (in W, :-P)) 

for h, + ... + h,,, - 3  and j =  1, ... n. By (5.18a) 

pz - + k1 = \ (PI -pl) (when p, - p' 2 O), 
( - PI) (when p, - p t  > 0). 

Hence, if p, - p f  <O, (5.16) mil1 hold for v,= 1, 2, 3 and for t in 
iWa:-c(4). 

To abbreviate writing we shall put 

whe% p, - p' < O and 

when p, - p ' z  O. In (3.26a) the factor 
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is replaced by urzitg for v ,  = 1. Assume, snoreover, that for h = 2, 3, ... cp 

ruhem p, - p' < O and 

(5.27a) Jjh"... y ~ )  = Ghl ,... h,&) [TI* (when p, - p ' r  O). 

The relations (5.26), ... (5.27a) are supposed to hold in  a suitable region 

Wu:-; (where O < i 5 dZ)). 
The validity of these relations has been previously established for y = 3 

(that is, for v,. = 1, 2, 3 and h = 2, 3). 
First (5.27) will be proved for h = rg -i- 1 when p, - p, < O. Now 

Ilhl S... 

+ , , as given by (3.9), depends only on the ,yg ,... .(s) for v = 1, 2, ... cp. 
The form of al1 the latter functions is known by (5.26). By (3.9a) and (5.26) 

where, in view of the relation v ,  + ... +-via  = Y i ,  we have 

Hence the expression in (3.9) subsequent to the prodiict-symbol with respect 
to a has the above generic form. Accordingly 

In  view of relations displayed in (3.9~) and (3.9b) (where h = cp +- 1) the 
above implies that 

since p, -p' < O and 2 S s I h = rp t 1 (cf. (3.9b). Hence by (3.9) and (3.9b) 
(with h = cp + 1) 

(5.28) pl ,... h,,% 
q+i , (7) = Ghl ,... h,(~)e(.-~)(p2-~~)rlog3 [Tl*. 

This establishes the truth of (5.27) for h = rp i-- 1 (when p, - p' < 0). 
When p, -pl 2 O, in consequence of the remark with reference to (5.26b) 

we might as well write 
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Repeating the steps used in  establishing the truth of (5.27) (for h = y + l), 
with p, -p' in the discussion replaced by zero, we obtain 

(5.30) q+i pl 1 ,... h,, (7) = G h  i,... hm(.)[.]* ; 

this, however, establishes (5.27a) for h = rp + 1 (when p, -p' > 0). 
We now I ,.,. kk:x (7) when p,  - p' < O. I n  view of (5.28) 

1 

the siimmand displayed in (5.2) (with h = cp + 1) will be of the form 

Using Lemma 2 (5 4) one obtains 

where, with p denoting h , y ,  + ... + h,,y, - y ; ~  

When y 2 O, necessarily A < m and 
- 

(5.31b) e(-Pn-+%)tlogq = e prn-it log [tI * (- Pm-1 > 0). 
When p < O one has 

where h, + ... -+ hm = y -t 1 > 2. Recalling that y ,  < ... 7 y, < O and that p, 
was defined subsequent to (5.13a) ('), relations (5.31b), (5 .31~)  can be joined 
in a single formula, 

- 
e(l i+il) t logn = e~tlogn[t]* (A = 1, 2, ... n), 

where p is rational, independent of A and p >p,. Thus 

( 1 )  I n  the definition of p p  in  (5.13a) we have h, + ... + hm S2. 
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- - 
here , W,:-; may possibly have to be interior to ,Wu:-, (O < c c). By 
virtue of (5.2) (with h= rg + 1) q(t) has the generic form of the second 
member in (5.33). By (5.3) (with h = rg -t- 1) a'nd (5.3a) it is accordingly 
inferred that, with p, - p f  < 0, 

(t in ,Wu:-;) This, however, implies that (5.26) holds for v ,  = y + 1 (when 
pe -pl < 0). 

It remains to compute q+~ykr ,... kL:a 
(z) when p, - p' 2 O. In consequence 

By virtue of Lemma 2 ( 5  4) it is deduced that 

In  consequence of (5.38) the above difference sum has the generic form 

(in , Ti ,:-;). With the aid of (5.3) (with h t y + 1) it is accordingly inferred 
that 

(5.35) 9 , lYjh1 ,... h,,,: j ( t )  = Ghl ,... h,,(t)e(p2-p')t10g '[il* 
in , W,:-;. This establishes (5.26a) for v,. = y + 1 (when p, - p ' z  0). 

Accordingly it has been established by induction that formulas (5.26)) ... 
(5.27a) hold for al1 (p 2 3 (that is, for v,. = 1, 2, ... and for h = 2, 3, ...) in 
a region WC?' of the form (c'O) > O), where 

and c(" 2 ~("'2 - -  ... 2 cCQ) 2 - clQ+" 2 ... . The right boundary of WCQ+" has th9 
same direction as the corresponding boundary (') of WV but it may be to 
the left a distance d, ( O s d ,  < 1), where d, cannot be always, taken arbi- 
trarily small. On the other hand, the lower boundary of W(?+" is a portion 
of the line It = v = - do*'', in the fourth quadrant, and can be taken arbi- 
trarily close to the corresponding boundary of WV. 

( 1 )  These boundaries are portions of lines in the second with dope - 
a ,=( -q-I logqI) / log  q . 
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I t  is desirable, however, to establish the character of the ,q k,, ... k,,:,( t) 
(v = 1, 2, ... ; cc = 1, ... j; k ,  i- ... + k,,  = v) in a region independent of v .  This 
can be achieved with the aid of the remark regarding p, as given by (5.8a), 
made in italics preceding (5.10). I n  consequence of what has been established 
above it can be asserted that relations (5.26), ... (5.27a) hold for 

- - 
(5.37) v = 1  2 , .  h l ,  h = 2 ,  8 ,..., h - 1  
for t i n  a region . 

(5.374 wth-i) , i w ' a - c  - (O < ë = c ' ~ - ~ )  2 c), 

where % is the number referred to preceding to (5.10). Henceforth ,W,:-; 
will designate the region (5.37a). With the aid of the stated relations and by 
repeated applications of formulas (5.3) (with (5.2)) and (3.9) we determine in 
succession the forms of the 

vqkl ,... km: a(& hrjhl P.'. hm(t) 

(v / E, h 2 h) for t in ,Wu:-;. I t  is somewhat obvious (and the details of 
the proof will therefore be omitted) that these forms will be as in (5.26); ... 
(5.27a) (for cq = 3, 4, ...) ; however, for v, 2 h, i n  general i t  niil1 be possible to 
assert fhe truth of (5.26) and  (5.26a) (in ,Wu:-;) ruith the second rnembers 
modified by the introduction of a factor 

exp. [pf(v,. ; ki , ... k k ) ~  log q], 

ruhere pf(v, ; k: , ... k;) is a suitable rational number 2 O. A similar statement 
can be made with respect to (5.27) and (5.27a). The determination of these 
numbers c m  be carried out. This, however, is not essential for our purposes 
and hence will not be done. 

LEMMA 3. - Consider the non-linear difference systenz (2.18) mhich is 
obtained from the q-difference systewz (A) (9 1) by t7ze transformation (2.5). 
We recall the statetnents in  connection ruith (2.151, (2.15a) and  (2.14). Assume 
the conditions of Hypothesis A (cf. (3.2)). The system (2.18) will possess a 
formal solutioiz consisting of the n series 

(5.39) zj(t) = ,zj(t) + ,zj(t) + ... (j = 1, ... n), 

where the ,5j(t) ( j  --- 1, ... n) are given by (3.4) and  conditute a solution of the 
linear problem (2.6). Moreover, 

ruhere the pi(t) (i - 1, ... m) are arbitrary functions of period unity. I n  (5.39a) 

dnnali d i  Matematica. Serie IV.  Tomo XVII. 12 
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the "yki, kp,...k,: j (t) are function of the form 

when p, -p '<O. When p, - p l 2 0  

~ 7 ~ e r e ,  for v = 1, the factor exp. [ (p ,  - p')t log q] may be replaced by unity. 
The relations (5.40), (6.40a) are asserted for t i n  a regiort W,:-, (cf. Definition 1 

($ 2)), with the right boundary (7 sufficiently far to t7ze Zeft. The symbol 

[ t ~k~ , ,~ ( i i  (in Wu:_,) hns the ~ueanittg given by DeFnition 6 ($ 2). 
NOIE. - The integers k(l), s(1) and the region Wu+, can be taken 

independent of v, h,  , ... k,, , j. Let h be the number referred to in italics 

preceding (5.10); for v 2 h one may introduce a factor in  the second members 

of (5.40) of the form exp. [pu; kl ,... k,,,t log q/s(l)], where pv; k, ,  ... k,, is a 
suitable non-negative integer. The results of the Le'~nm~a mil1 hold in a region 
WI:, (Definition 6 (3 2)) as well. 

6. The transformed systerri. - Whenever the series ei(t) ( j =  1, ... n), as 
given by (5.39), al1 converge in a region Wu+, they will constitute an  
« actual > solution of the system @.la). Convergence, if at all, could take 
place only if tlie periodic functions, involved, satisfy suitable inequalities. 
We shall not undertake to investigate under what conditions the series (5.39) 
might converge. Instead i t  will be shown hotu « actual » solutions of the 
system (2.18) can be co~structed so as to be asynptotic (in a sense to be spe- 
cified Zater) to the formal series (5.39). As will be seen from the developments 
given in the sequel, this procedure would furnish a solution not only to our 
problem, as formulated, but also to a more general problem-a problem for 
which, in general, the series (5.39) will not constitute an  « actual >> solution, 
even if convergent in a region W,:-, . 

(i) p, is the number referred to aubsequent to (5.13%). 
(2) This is a portion, ly ing in the second quadrant, of a line with the dope  

( -<-l logq )/log q . 
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(6.1) 
with 
(6.2) 

We shall proceed as  follows. Consider the tl-ansformation 

here ,5j(t),..., nt-izj(t) are functions given i n  (5.39a); nt is a fixed positive 
integer and may be taken as great as desired. This transformation will be 
applied to the system (2.18). 

I t  has been previously assumed that the p,(t) are analytic for I t = u l -  c 
(t  =+ oc); W e  have 

(6.3) 1 pi(t) I < h'fi(v) ( ~ 2 - C ;  i = l ,  2, ... Wb). 
On the other hand, by Definition 6 (6 2) 

(t in W,:-,), provided Wu:+, is taken not to include a neighborhood of 
t = O (i). In view of (5.40)) (5.40a), (6.4) and (Ci..?) 

(6.5) 1 P:(~IP:(~) p i n ' ( t ) v ~ k 1  ,... k",,: .j  (t) 1 < (hfpvHkl ,... kflL(f) .I e~~ (P2-P1)tlobrq / 1 t / k ( l ) P ( v )  (in Wu:- c ) ,  

where 
(6.5a) c , ,=v-1 (when p, -p' < 0) ; 

c, = O ,  c, = 1 (v= 2, 3, ...; mhen p, -pl>O) 
and 

DEFINITION 7, - Let p,(t), ... , p,(t) be anaïgtic for It = v 2 - c (t + oo), 
of period unity. I f  the fi(v) i n  (6.3) can be chosen so that 

pl(t), ... , pm(t) will be tervned proper (in Wu:=,). 
Since y ,  ,... p, are negative, in consequence of (6.6) it is easy to infer 

that the periodic ficnctions form a proper set wherz the fi(v) are consta~zts; 
more generally, the fi(v) may 6e allowed to approach infinity (as v - + a ) ,  

(1) The latter condition is not essential. If it does not hold one may replace t in 
(6.4) by 1 t +a 1, where a is a suitable constant. 
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but not too fast, i n  order thai the pi(t) should form a proper set. The variety 
of functions p,(t) forming proper sets is extensive. 

I n  consequence of (5.39a) and (6.5) we have 

where h,' could be considered independent of h', provided the p,(t) form a 
proper set. Thus, assuming h' sufficiently small we observe that Zi(t), as 
given by (6.2), satis£ies an  inequality (') 

(6.7) 
with 
(6.7a) 
Moreover, 
(6.7b) 

I zAt) I L P' ( j =  1, .., m; in Wu:-c) 

o < p ' < p  (p from (1.3)). 

Substituting (6.1) in (2.18) we obtain 

(2; = Zi(t) ; i = 1, ... n). 

I n  view of (6.7) and (6.7a) the series (6.8a) mil1 converge (absolutely and 
uniiormly) provided 
(6.84 1 ~ i ( t )  IS P" < P - P' (i = 1) ... n). 

The system ( 6 4 ,  for the p,(t) (i = 1, ... n), may be written as follo\vs: 

(j = 1, ... n) with 
- 

(6.9a) g j  = 2 avl ,...Y,: j(t)p;l(t) PnVn.(t) (cf. (6.8b)), 
v*+ ...+ v,>i 

(i) (6.7), (6.7a) could be secured for t in Wu:-c, 1 t 1 l r ' ,  by taking r' sufficiently great 
(deleting the assumption regarding h'). 
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On taking account of the way in which (3.8) has been obtained, in view 
of (6.2) is now inferred that 

(6.10) gj(t, ~ ~ ( t ) ,  ... Zn(t)) = 2 2 p:'(t) ... pLnft) h 1"""- 1 
hz2 hl+ ...+ h,,,=h 

" m ( 4  ; 

here 

(6.10a) r h ~  ,..- hm I+l I . - .  ",yt) 
h 1  ( t ) = n 1  (cf. (3.9)), 

providcd that in the second inember of (6.10a) the functions 

are replaced by zeros. With the aid of the fact stated subsequent to (3.10) it 
is concluded that 

(6.11) h rt?h,... 1 hm(i) - h  rthl,... 1 hm@, (h = 2, 3, ... nr). 

For h > n' (6.11) generally cannot be asserted. In  consequence of the sta- 
tement with reference to (6.lOa) and (6.10b) 

for t in Wu:-,, where (with h 2 2), 

(6.12a) cht = h - 2 (if pz -p t  < O) ; chf = O (if pz - pr 2 O). 

Relations (6.12) can be asserted for h= 2, 3, ... . 
Let the zi(t) (i = 1, ... n) denote the forma1 series of Lemma 3 (6 5). l n  

consequence of the developments of $ 3 (in ~articular,  cf. (3.5), ... (3.8)) we 
shall have formally 

%t1og q 
(6.13a) h Wh1 ,... hm: j(t) = e h q h .  ... hm: j(t $- 1) - hj(tj hqhl, ... h,,: I(t), -9. )  

p l  .... 
- 1 2  1 ( j  = 1, ... n). 

By (3.10) (with (3.7)) one has 

Now, if in (6.13) the series q ( t )  are cut short so as to retain precisely the 

(*) As given in (5.27), (5.27a) ; these relations hold for v = 2, 3, ... . 
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first n' - 1 terms - which would give us the functions Zi(t), respective ly - 

the first member in (6.13) will become the function R,(t) of (6.9b). In  place 
of (6.13) we shall nomT obtain 

OC> 

(6.15) F,(t) = Z 2 pF(t) pmrn(t)h W h l  ,... hm: j ( t ) ,  
h=2 hi+ ...+ h,=h 

where 
(6.15a) h W t h l  ,... hm: j (t)  = h W h i  ,... hm: j(t) 

with the .efunctions "rjk,, .. j(t) (v 2 nt) replaced by zeros. Accordingly, by 
virtue of (6.14) 
(6.16) h W h i  ,... hm; j(t) h W h l  ,... ~t,,!; j(t) = O (h = 2? 3) nr - 1)) 

Whence, by (6.15)) the function Fj(t) is given by 

Since the pi(t) have been assumed to constitute a proper set, according to 
Definition 7. It is observed that the second membera in (6.18) are asymptotic 
to zero ('), for t in W,:-,. With the aid of (6.17) and (6.18) it is not 
difficult to infer that P'(tt) is of the order of the sum of those terms (in 
(6.17)) for which hi + ... + hm = nt. That is, 

g~~.h,(t) = fih~(v) exp. 1 hi [S p,t2 + (ri +- p, -p1)t log p , 
i=l 7 I i l  

provided that in (6.19) and (6.19a) me tvrite sero iw place of p, - p' vvhenever 
p* - pl 2 o. 

We continue to investigate the character of the transformed system (6.9) 
by establishing the form of the coefficients in the series (6.9a). In conse- 

(') 'Phat is, to the series O + O  exp. ( t  log q)  +- O exp. (2t log q )  + ... . 
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quence o f  (6.8b) and (2 .18~)  

where the  jbv,+a,...(t) are functions o f  the f o rm  (2.19) and 

(6 .20~~)  A,ZO ,..., A,l 2 0 ;  At +... + A , , 2 2  - (v, -1- ...+ v,,). 

For v ,  + ... + v,, = 1 in the series (6.20) A, + ... + A,, 2 1 ; 'hence,  b y  (6.7b), 

(6.21) a,, ,... ,,: j(t) co O (v ,  + ... i v ,  = 1 ; i n  W,:-,). 
On the  other hand, 
(6.21a) av1, ... Y%: j(t) = jbvl ,... Y B ( ' )  + jPv l  ,... un(') (Y ,+  ... -t-vnB2) 
( c f .  (2.19)) wi th  
(6.21b)  PU^, ... ~,(t) 0 ( i n  W,:-d. 

LEMMA 4. - Let n' be o fixed number (however large). Apply t7ze trans- 
formation (6.1) (ruilh (6.2)) to the systegn ((2.18). The periodic functions pi(t) 
( i  = 1, ... m), involved in (6.2), are assuîned to form a proper set (cf.  (6.3) and 
Definition 7) for t in W,:-,. Accordingly (6.7b) will hold. Let p' be a nunzber 
satisfyin.g (6.7a). Inepualities (6.7) will be assuwzed to be secured (by ruhichever 
device; cf. the statemenf preceding (6.7) and the corresponding foot-note). The 
transforwzed systeln ruill be of the forun 

(cf. (6.2la), (6.21b)), the series being absolutely and  u n i f o r d y  convergent for 
1 pi(t) 1 < p" < p - p' (i = 1, ... n;  cf .  (6.8~))  ('). Moreover, 

( j  = 1, ... n ;  t in Wu:-,; cf .  (2.18b)) (') and the funcfions Fj( t )  scctisfy inrqua- 
Mies (6.19) (with (6.19a)). 

7. The Existence Theoreni. - W e  shall now obtain a n  « actual D so- 
lution o f  (6.22). It  is observed that under appropriate convergence conditions 

(1) Since then 1 Zj ( t )  + p j ( t )  1 5 p (by (6.7)). 
(') That is, in 1,"- h j  the coefficients of Pi(t) (i - 1, ..., n) are asymptotic to 

O +- 0 exp. (t log g )  +- O.exp. (2t log q) + ... (in Wu:-c); see (6.21). 
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such solutions can be given in the form of the series 

where the w,:,(t) are in  succession defined by the sequence of non-homo- 
geneous linear difference systems 

P 
e.tlOeqv,j:,(t + 1) - Y ( t ,  w, :,,(t), ... , ru,, :Ji)) - - F,(f)  (j = 1, n)7 

where for brevity we write pj:-, = O and 

I n  consequence of (6.23b) in any of the systems (7.2), (7.2a) the left 
members involve difference operators with coefficients which for t in Wu:-, 
are asymptotically identical with the corresponding coefficients in the left 
members of any system (3.10) (with both members of (3.10) multiplied by 

eap. t  logq); cf. (3.7)). I t  is to be recalled that a system (3.10) has been 

solved with the aid of (3.17) and (3.17a) and that the latter formulas were 
written in the form (5.3) (with (5.3a) and (5.2)). I n  view of the asymptotic 
equivalence, referred to above, formulas for the "rvj:,(t) (j = l,... n) may be 
obtained as follows. I n  (5.3) replace the left member by ~ j : ~ ( t ) ;  in the second 
member replace ,I,.,i(t) by I"j(t), which will be of the form [ t ~ q , , ~  (in Wu:-_,). 
The q ( t )  in (5.3) are to be replaced by functions c ~ : ~ ( t )  given by (5.21, where 

,,I'~~J.--"~~*(T) is  replaced by g4:lc and oÏxl,x(~) is replaced by a function Ï"J(z), 

which will bo of the form [~]*k,,~, (in Wu:-,). I n  othor words, we may write 
for 7c = 0, i,... 

(cf. (5.2a)), where 
(7.4b) gj: , = - Fj(q 
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Since Tc, 5 k(1) (A = 1, ... n), in consequence of Definition 6 ($ 2) it is 
noted that (7 .4~)  implies 

1 1 )  1 , 1 Ï ~ l j y t )  1 < y 1 t  ("0 (in WW:-c). 
Hence, whenever 

(7.6) Ig j :h I  <SA ( 3  = 1, ... n ; in w,,:-J, 
we shall have 

(in W,:-,) where 

It will be convenient to use these formulas in the les8 precise form: 

(in Wu:-,), where 

here E is taken positive (however small) and y , ,  y, generally depend on e. 

I n  establishing (7.7) (with (7.7a)) use has been made of the inequalities (') 

which are valid in  Wu:-,. 
I n  consequence of the type of reasoning which was used in establishing 

(7.17) of (T,)  [cf. (T , ;  pp. 267-268)] the following can be asserted. Let t be 
in W,+, . Suppose 

(7.8) I p d t l  I S P*, I ~ ( t )  15 ni* (i = 1, ... n), 
with 
(7.8a) p* t n i * l p " < p - p '  (cf. (6.812)). 
Then 
(7.8b) 1 gj*(t, P i  + w, , a - .  P n  + *vu) - gj*(t, P I  , .-- p n )  1 

< (q'p* -+ q"~v*)w* (q', q" independent of t) 
for t in Wu:-,. 

(1) Bote that p, - P A  2 O. 

Annali di Matmatica, Serie IV, 'lomo XVII. 13 
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In accordance with (6.19a) 

hi[; Pit2+ldt] log  p 1 
i=l 

We shall write also 

where 
- - 

(7.94 p = h 4 p i - &  ...+h,,p,-pl, ; = h i r a t  . . . + h j , - i l .  

I t  will be said that a function G(t), defined irt W', is wzonotone in W' 
if G(t,) 2 G(t,), whenever t, is in  W' and It, = It, , while Rt, 2 Rt, ( 0 .  

We recall now the statement in italics preceding (5.10). In this state- 
ment was defined a certain integer h. (2 O). Forthmith n' will be taken 2 h .  
As a consequence we shall have 

(7.10) p (defined by (7.9~)) < O 
( h , z O  ,..., h m l O ; - h l + - . . . + h , = h ;  h = n f ,  n 1 + 1  ,... ). 

- 

On writing t - 21 + )'Ti i, r = r' + V 3 r", q = angle of q and letting 
p and r denote any numbers, with p < O, we have 

[(a - 1 1 
R - pt- + rt  log q = log 1 q 1 [- p(u2 - vP) + (rfu - r0v) 2 1 

- 
- q [puu + (r"u + r'v)]. 

Furthermore 

(7.11) = p log 1 q 1 u - Qpv + f (r', Y"), 

where 
- 

(7.11a) f(rf, rrr) = r' log 1 q 1 - qr". 
One has 

(1) W' must be siich that if  t represents a point in W' then t - v (v)  O)  also re- 
present~ a point in IV'. 
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in the half-plane P' bounded on the right by the line 

(7.13) plog ( q  1 u-qpv + f(rr, r") -0 (cf. (7.1 la)). 
ln P' the function displayed preceding to (7.11) will be monotone, according 
to the definition introduced subsequent to (7.9~). Ori the other hand, we note 
that the line (7.13) is parallel to the line (2.7). Recalling the definition of 
the half-plane R, as given preceding (2.7), and letting P denoto the part  of P' 
cowzmon ruith R rue have - 
(7 .14) P = R  (P 2 P i  2 0)) 

the notation being that of Definition 3 (5 2) ('); here p ,  generally depends 

on p, r. Thus, it may be said that the ficnction 

any p < O) is monotone in  a reyion R (with 2 p, = p, (p, r) 2 0). 
Let 6 be a real number for the present undefined. Write =r i  +- 6 

(i = 1, ... n). Take h 2 h. On noting that 

in consequence of the italicized stateinent, immediately preceding, the fol- 
lowing can be asserted. The functions 

formed for A -- 1, ... n are al1 monotone in a common half-plane R8 of the 
f orm 

(7.16) Rs = R (with 2 p(8) 2 O). 

In  consequence of the latter fact the functiom displayed in the first 

members of (7.9b) [with (7.Yc), ri = ri + ô (i = 1, ... n) and hi -t ... -t- hm 2 h ]  - 
are ail monotone in a region R ( p  1 ps 2 p(8) 2 O). To establish this wo 
first note that the functions (7.9) (with h, 2 O, ... , h,% 2 O) will be nionotoiie 
in Rs so long as the functions (7.15a) are. If h > m, some hi (i < tu) being 
necessarily positive we may write the function (7.9b) in the form 

(7.17) gh, 6 ,..., hi-, ,... h,,(t)fqt) 

(cf. (7.9), (7.15b)); the function just displayed, however, is a product of two 

(') That is, P is the part of R at the distance zpi from the boundary of R. 
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functions monotone in RB. If h S m  and hl > O, the function (7.9b) will be 
6 of the form g a  ,..., hA-l ,... hm(t)fl(v) (with hl - 12 O), which is monotone in Rs. 

If A Lsn,  hl = O  and some hi (with i < A) is positive, we have (7.17) 

(i < 1 sn; hi - i 2 O) so that again the function (7.9b) will be a product 
of two functions monotone in R6. I n  the remaining case, necessttrily A < m  
and hi = O  (i = 1, ... A ) ;  the function (7.9b) will be of the form 

(7.18) 
with 

.- 

where kiIi + ... + km = h and hhti - 2 O, ..., hm - km 2 O. There is only 

a finite number of functions exp. p't2 i- rrt log p (with (7.18b)) for which l ( - Il  
kl+, i- ...+ kW,= h (kb+l 2 0 ,  ..., k , 1 0 ;  A = 1 ,..., m - 1); on the other hand, 
by the definition of h one always has y ' <  O. Wence by virtue of the itali- 
cized statement subsequent to (7.14) there exists a region 

(7.18b) R ( ~ J  = R (with P >= 9s L p(6j 2 0) 

- 
in which t%e functions (wi th kb+, + ... -+ A,,, = h ; 

LI+, 2 0  ,...; k l?...? un - 1) are al1 monotone. R(sl is a subset of Rs. Of the 
three factors in (7.18) the first is obviously monotone; the second will be 
monotone in R@) (Rs also) because hl+, - kk+, 2 O, ... . Hence the functions 

(7.9b) (with h, + ... + h m >  h) are al1 monotone in R'". Thus the statement 
subsequent to (7.16) has been verified. 

I n  the sequel will be taken as the part of the original W,+, in 

common with R@); that is, w;:)_, mil1 designate W,+, (niith ps; ps from 
(7.18~); cf.  Definition 3 (8 2)). 

By (6.19)) (7.9a) and (7.4b) 

(7.19a) 6 =pz  -- pr (if pz - p' < O), 6 = O (if p, - p' > O). 

In conformity with (7.6) the second member in (7.19) may be designated as y,. 

(i) @ rnay depend on s ( > O ) .  
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l n  consequence of (7.7a) (with k = O) we shall have 

This, in view of (7.9b)) can be written as 

(7.20) To, $1 = 1 T j-"y,hO(h')n'pS'"(~) (in W L c )  
where 

(7.204 6' 
&(z) = z lhh ,... hm(%), 

hi+ ... + hm=nf 

6' = 8 - (6 + 2~ +pl,")/(n' - 1) (cf. (7.9b). (7.19a)). 
I n  a region 

(W - w - 
Wu:-c - u:-0 (with p 2 pst 2 ps), 

where 6 is £rom (7.19a), the function n ~ z ( ~ )  as given by (7.20a) is monotone, 
being a sum of monotone functions. Whence in evaluating the difference 
sum displayed in (7.7) (with k = O) in consequence of (7.50) it i s  inferred that 

M 00 

(7.21) 8 Ta,,.(7) = 2 To ,,si! -. v) < y 2 h 0 ( h ' ) n ' l ~ ~ ,  (t) 2 1 t - v 1-' 
.r=t v=? v-1 

< 1 t I - '~y ,h~(h ' ) " '~ .~~~(1)  < o , ~ ~ z ( t )  = ~ i , l ( t )  

(in ~ t l ) ~ j  ('). I n  deriving (7.21) use was made of the inequality 

due to G. D. BIRKHOBF and certainly valid in W ~ I ! ~ .  
By (7.7) (with k = 0) and (7.21) (cf. (7.20a) and (7.9b)) 

(7.231 1 ~ j : o ( ~ )  1 < nYi", Y, g k i  ,... hllz(t) \ e- 8' (a1++ log q 
hi+ ... t h,=d 

l 

= wOg$(t) 1 e-(if+~)tlog q 1 = ruo*(t) (in w U I ~ ~ ;  cf. (7.94 (7.20a)), 

where ru, = nyiw,. 
We shall write 

('7.24) n'ô" = (n' - 1)ô' - (p" + 3s) ; 
(7.24a) ru0 = ny ,y,bw (cf. (7.22)), 

(i) Xn (7.21) ,sn,(t) may be replaced by hs$(t - 1) ;  however, in view of our purposes 

this additional precision will not be necessary. w ~ L ~  does not contain the origin either on 

the boundary nor interior. In fact, i t  vil1 be supposed that in one has 1 t 12 1. 
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where b = ql(l + $') + q" (cf. (7.8b)); 

(7.25) r (t) = ~ , ~ ~ ~ : : r ( t )  . 

Either by chosing p81 (cf. definition of w ~ I F ,  subsequent to (7.20a)) or 
by taking id (from the inequalities satisfied by the periodic functions) suf- 
ficiently small the inequalities 

(in Wf IL,) 

(p" from (7.8a), (6.8~)) wil2 be secured. Moreover, with suitable choice of pst the 
functions 

(7.27) 8' 
g:y(t), Al, ... a,,,(t) (h,+- ...+ h,=nl; h=l, ... n) 

(cf. (7.24)) will be al1 monotone i n  ~ f ~ ? ~ .  
With these preliminaries in view we now proceed to derive an inequa- 

lity for 1 w,:,(t) 1 .  With the aid of the statement made in connection with 
(7.81, ..., 17.8b) it is inferred tha't the functions gj:, of (7.2b) (with k -= 1) 
satisfy 

(7.28) I gi:,(t) 1 < b(ruo"(t)J2 = g,"(t) (in -r/l.!:Lc). 

where wOq(t) is from (7.23). By (7.7a) (under (7.6), with g ,  - g , * ( ~ ) )  we obtain 

With 1 r 1-2 deleted the second member of (7.29) is nionotone in ~s~UI) ,  (cf. sta- 
tement in connection with (7.27)). Hence 

CO 

(7.29a) 
O 

S Y,,$) = Z  T,,h(t - Y )  <- TizI ( t )  
I t l  

(in Wf:'LC) 
7=t v=l  

where o is from the inequality i f  BIRRHOFF and Ti9"t) consists of the 
second member of (7.29) with 1 T 1-2 deleted and T replaced by t. Since 
1 t 1-i 5 1 in w::)_,, from (7.29a) it follows that 

I n  consequence of (7.7) and (7.30) 
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Thus, by definition of ru,*(t), given in (7.23), and by (7.24a), (7.25) 

(7.31) 1 w,: ,(t)  1 wOwOwO*(t)g~(t) = r(t)'iuO*(t) = w,*(t) 
(8') for t in Wu:-,. 

Now (7.26) and (7.31) implies that 

Thus, since uv,"(t)swo*(t) and q'+ q" < b (cf. (7.24a)), the function g,:, of 
(7.2b) (with k = 2) satisfies the inequality 

Suppose that in wL8.:)_, for i = 1, 2, ... k (k 2 2) rue have 

The inequalities (7.34), (7.34a) have been already established for k = 2; that 
is, for i = 1, 2 (cf. (7.231, (7.28), (7.31), (7.33)). I t  will be now proved that 
(7.34)) (7.34a) will hold for i = k + 1 as well. 

By (7.34) and (7.34a) 
(7.35) gk*(t) = b (~~*( t ) )~ r~ - ' ( t ) .  
I n  consequence of (7.7a) 

Substitution of the expressions for uvoY(.r) and ï(r)  (cf. (7.23) and (7.25)) will 
yield 

(7.36) = Y2bw,'(g~l(~))2 ( c(~"' 2e)r log q 1 (wo4~0)k-i 

. (g/'(r))h-i 1 - &1(4,-(r*+~"++ 1% q 1 1 r2 

In  deriving the above use has been made of (7.24). Let Thjl(.r) denote the 
function of the last member of (7.36), with ( . c l - '  deleted. In consequence 
of the staternent with respect to (7.27) it is inferred that Tk,x(r) i s  nzonotone 
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in, w:':'' ,. Whence, with the aid of the inequality of BIRKHOFF we obtain 

With the aid of (7.7) and of the above inequality, on substituting the explicit 
expression for Tk9h(t), it is inferred that 

By virtue of (7.24a)) (7.25) and (7.23) this leads to 

(7.37) 

I t  is observed that in (7.37) we established (7.344, for i = k -t 1. 
Now, in view of (7.2b) (with k replaced by k i- 1) 

(7.38) 
where 
(7.38a) 1 ~j:k-~(t) 1 = 1 ~ , : ~ ( t )  + +- ~ , : ~ - ~ ( t )  1 < ~ , , * ( t )  + ... + ~*k- , ( t )  

= p*li-,(t) (in wf:'! 
By (7.26), (7.34a) and (7.37) 

so that in consequence of (7.38a) 

The latter inequality enables application of the statement with respect to . 

(7.8), ..., (7.8b) for the purpose of obtaining an ineqnality for the function 

( 1 )  We make use of the inequality 1 t 1-1 5 1 (in IV::,). 
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(gj,,, ,  ( o f  (7.38). W e  have,  w i t h  t h e  aid o f  (7.39a) and (7.39) ( f o r  i = k), 

( t  in  WU^',; b as def ined i n  (7.24a)). T h i s  establishes t h e  t r u t h  O£ (7.34) 
( w i t h  i = 7c + 1). 

T h e  induc t ion  i s  complete  and it i s  possible to  assert that  inequalit ies 
(7.34), (7.34a) hold for i = 1, 2, ... w h e n  t i s  in W~.;C,. In consequence o f  
(7.26) one accordingly h a s  

( -)'WoYt) (8') I ? : d t ) ( 5  l,-dt, (i = O, 1, ... ; in 

so that  t h e  series pj(t), a s  g iven b y  (7.1) ( j  = 1, ... n), wi l l  b e  a11 u n i f o ï m l y  

and absolutely convergent in w!!:,. T h e  inequalit ies 

( j  = 1, ... n) ?vil1 certainly hold in TATL8:'L,. T h e  functions p,(t(, ... p,(t), analzltic 

in wL8:?, (t  +CO), ruil1 constitute an x actual » solution of the transformed 
difference system (6.22). 

T h u s  t h e  fo l lowing theorem h a s  b e e n  proved. 
EXISTENCE THEOREM. - Consider the non-linear q-difference sgstew 

(A) (S 1). T h e  transformation x = e x p .  (t log q) wi l l  ajeld the difference systetn 
(2.18). T h e  l inear  sys tem (2.6), corresponding to (2.18), possesses a forma2 
m a t r i x  solution S ( t )  of the forln (2.15). T h e  exponential  factors o f  the elements 
of S(t) involve numbers pi (i = 1, ... n). Pure ly  a s  a mal ter  of ,notation, 
entail ing no loss o f  generality, the pi are  supposed to be so ordered that  
pi pe 5 ... p.. W e  m a k e  Hypothesis A (9 3); thus ,  for solne m (5 n), 
pi I p, ... pm < 0. W i t h  c > O, let Wu:-, denote a region specified ac- - 
cording to Definition 1 ( 5  2). Let  p , ( t ) ,  ... , p,(t) be arbitrary funct ion o f  period 
u n i t y ,  analy t ic  for I t  = v 2 - c ( t  $=CO) a n d  forrning a proper set (in TVu.-,; 
cf.  Definition 7 (5  6 )  a n d  the inequalit ies (6.3). 

L e t  nf be an integer 2 h (h from the i ta l icspreceding (5.10). Then ,  provided 
the par t  of the boundary of Wu.-, in the second quadran t  i s  chosen suff i-  
ciently far to the lef t  ('), t7tere exists a n  a: actual  » solution of the system 
(2.18) zj(t) ( j  = 1, ... n), w i t h  eletnents analy t ic  in w?,= w,.-, ( d  2 p s ~ ;  pst s u f -  

(') This ckoice is independent of .nt. I t  is necessitated by the character of the difference- ' ,'.+ log 
summations Se2  ... (with p>O), finite in  number, requisite i n  the process of deter- 
mining the forma1 solution referred to i n  Lemrna 3. 
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Here tlze series cowstituiie a formal solution of the system (2.18) and their 
constituent t e ~ w s  are functions o f  the for% (5.39a), (5.40) (or 5.40a) ; (cf. 
L e m m  3 (5  5)). The asylnptotic relations (7.42) are in the foZZo~v.uing sense: 

ruhere the nfpj(t) are functions defined in and sçctisfying inequalities 

(hi 2 O, ... , hm 2 0 ;  the fi(v) f rom (6.3)) and 

(n' - 1)s' - e = I (nt - 2 ) ( ~ ,  -pl) -pu  - 38 (if p, -pt <O), 
, - p u - 3 ~  (if Pz -PI? 0) Y) 

( p z ,  p', p" f m l  (5.13b), (5.2aj (cf. (5.1a)), (7.7a)). 
Analogous rusults ndZ hold in a suitnble region Wi.-, (cf. Def. 1 (8 2)). 
NOTE. - If ive reverse the transformation x = exp. ( t  log q), the above 

theorem imrnediately yields existence results for the given non-linear q-dif- 
ference system (A) (5  1) ;  the formulation of the latter result is obvious. We 
shnll merely reinark that the establishecl properties will hold in the complex 
x-plane in regions bounded by certain logarithmic spirals extending to the 
origin. The term « asymptotic », employed in (7.421, is justified for reasons 
of the sarne type as previoiisly used, in analogous connections, in (T,),  (T , )  
and (T,). Finally, it is clear that solutions of the description given in the 
above theorem will exist, with d fixed, even for the more general non-linear 
systems obtained by replacing the second members of the given system (A) ( 5  2) 
by suitable functions, satisfying with respect to y , ,  ... y,, asymptotic relations 
to a finite nurnber of terms (depending on 9%'). I t  is also to be noted that with 
the aid of the given non-linear system the analgtic character of the elements 
z,(t) of an  « actual » solution, surh as (7.42a), can be investigated throughout 
the half-plane It = w 2 - c. 

(1) SO satisfy the conditions stated in connection with (7.26), (7.27). 
(9 Use is ruade of the definition of B' and 8 bg (7.20a) and (7.19a). 
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Un teorema fc)iidameiitale della geonietria aiille superficie 

algebriche ed il principio di r~pezzameiito. 

Memoria di BENIAMINO SEGRE (a Bologna). 

Siinto. - Si dimostra per la prima volta compiutamente con soli mezzi algebrico-geonzetrici 
il teorema suEla completezza della serie caratteristica di un sistema contilzwo completo 
di curve tracciate sopra una superficie algebvica, e se ne dcduce u% nltovo principio di 
spezzamento concernente i punti di collegamento di una curva riducibile, limite di una 
curva irriducibile variabile sopva una superficie algebrica, da1 quale fiscende un signi- 
ficato algebrico-topologico pel geHere geomet~ico della superficie. 

Prefazione. 

1. La  geometria sopra nna superlicie algebrica, F, si occupa precipuamente 
delle proprieta invariantive dei sistemi algebrici di ciirve tracciate su P. I n  
tale studio si possono - anche da1 punto di vista storico - nettamente di- 
stinguere due tempi, ne1 primo dei quali - culminante col quadriennio 1896-1900, 
e dominato dalle idee del CASTELNUOVO e ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  - le ricerche sono 
per lo più limitate ai  s i s  t e m i  1 i n  e a r  i ,  mentre ne1 secondo - sbocciato 
col quadriennio 1904-1908, e dominato dalle idee del SEVERI - gioca in modo 
essenziale la considerezione dei s i  s t e m i c o n t  i n u i (ossia dei sistemi alge- 

,brici irriducibili, generalmente non lineari nb totalmento contenuti in alcun 
sisterna lineare) e la fondamentale teoria della base dovuta al10 stesso SE- 
VERI ('). 

Fra i risultati più salienti del primo periodo vi é il teorema di CASTEL- 
~ u o v o  (1897), da cui subito discende il teorema di RIEMANN-ROCK sulle snper- 
ficie, che assegna l'irregolarità della superficie come valore massimo della 
deficienea della serie caratteristica dei sistemi lineari completi tracciati su essa 
(onde, in particolare, ogni sistema lineare ooinpleto B a serie caratteristica 
completa sempre e solo che la  superficie sia regolare). La considerazione della 
serie caratteristica adempie qui all'ufficio importantissimo di ponte di passaggio 
fra la geoinetria sopra le  superficie e la geometrie snlle curve algebriche; per 

(') Ved. B. SEGRE, La yeometvia in  Italia, da1 Ci-emona ai giorni nostri, questi 
Annali B, serie lV, t. 11 (1933), p. 1. 
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i sistemi lineari di curve, tale nozione fondamentale B stata sfruttata da 
C. SEGRE (1887) e poi da1 CA~TELNUOT~ su1 piano, e quindi ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  
e da1 CASTELNUO~O sulle snperficie algebriche. 

Al SEVERI b dovuto (1904) il potente strumento offert0 dall'estensione di 
quel concetto ai  sistemi rontinui di curve, nonchb l'introduzione - su ogni 
curva di F -- della cosi detta serie caratteristica virtuale (la quale, natural- 
mente, pub anche in particolare risultare effettiva). La potcnza del nuovo 
concetto si dimostrb subito nella, scoperta del primo legame generale, cosi a 
lungo cercato, che il SEVERI riesci a porre fra l'irregolarità di una supeï- 
ficie e l'esistenza su questa d'integrali semplici di la specie. 

F ra  le applicaaioni più immediate che lo stesso SEVERI fece del con- 
cetto medesimo, va mentovata la semplicissima dimostrazione del teorema, 
anteriormente stabilito dall' ENRIQUES, affermante la non regolarith di ogni so- 
perficie che contenga un sistema continuo di  curve non appartenenti ad a n  
medesimo sistema lineare. Questo risultato pub senn' al tro venire invertit0 
(poggiando su1 citato teorema di CASTELNUOVO), ove si ammetta che ogni si- 
stema continuo c O nzp 1 e t O (ossia non ampliabile) di curve tracciate sopra una 
superficie algebrica, F, debba avere la serie caratterisiica c O m p  1 e t a : e cib, 
come ha osservato ~'ENRIQUES, fornisce una notevole caratteriazazione delle 
superficie algebriche irregolari. 

I l  teorema in corsivo (il cui reciproco è evidente), sussiste effettivamente 
sotto certe limitazioni, che sembra non si possano completamente evitare, ma 
che per nulla restringono la portata delle importantissime applicazioni che 
ne son state fat te;  esso costituisce veramente un ganglio vitale, al quale fra 
l'altro si  collegano alcune delle ricerche di SEVERI e quelle di CASTELNUOVO 
sull'esistenza degli integrali semplici di PICARD annessi ad una superficie 
irregolare, ed i molteplici risultati che dipendono dalla considerazione della 
varieth di PICARD di una superficie, la cui introduzione si  deve al CASTEL- 
NUOVO. Lo diremo percib brevemente i l  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e ;  ad 
esso B principalmente dedicato i l  presente lavoro: onde non saranno fuori 
di luogo le particolareggiate indicaaioni storiche e bibliografiche che 10 con- 
cernono, che passiamo ad esporre ne1 n.O suceessivo (2). 

2. I l  precedente enunciato del teorema fondamentale trovasi in un lavoro 
di ENRIQUES (q, ne1 quale -- mediante la rappresentazione di P su di un 

(') Cfr. in proposito (tranne che pel contenuto dell'ultimo capoverso del n. 2) 0. 5 ~ -  
RISKI, Algebraic Surfaces, Q Ergebn. der Math. s, t. III, 5 (Berlin, Springer. 1935), pp. 82-88. 

(3) l?. ENRIQUIS, Sulla pY0priefà caratteristica delle superficie algebriche i~regolari, 
a Rend. Ac?. delle Scienee di Bolngna a, nuova serie, t, 9 (1904-53, p. .5. 
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piano multiplo - la determinazione dei sistemi continui completi sulla F 
viene ricondotta alla costruzione dei sistemi continui di curve piane dotate 
di certe singolarità ed aventi opportuni contatti con una curva fissa. La 
dimostrazione - di carattere infinitefiimale - data ivi ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  per 
il teorema fondamentale, B perb soltanto valida per le superficie di genere 
geometrico p ,  = O, e precisamente per curve a serie caratteristica non spe- 
ciale su esse tracciate, come assai pih tardi pose in evidenza il' SEVERI ( 4 ) ;  

e che per stabilire tale teorema non bastino in generale considerazioni di 
oarattere infinitesimale, risulterà ancora meglio da117esempio - che qui 
addurremo ne1 n. 6 - di un sistema continuo completo di curve piane del 
tipo suddetto, la cui serie caratteristica & non speciale e cornpleta sulla 
curva generica, nientre B incompleta e speciale su di una sua curva parti- 
colare (i cui caratteri proiettivi non differiscono da quelli della curva gene- 
rica del sistema). 

Poco dopo l a  comparsa del suddetto lavoro d i  ENRIQUES, il SEVERI espose 
un'altra costruzione, più semplice e diretta, dei sistemi continui completi di 
curve tracciate su di una, superficie (7; ma, anche coll'indagine del SEVERI, 
il teorema fondamentale restb acquisito solo per p,=O. 

La prima dimostrazione rigorosa e generale del fatto che sopra una su- 
perficie algebrica di irregolarità q =p,  - p ,  > O esiste sempre un sistema 
continuo c d  di curve, una generica delle quali risulta linearmente disequiva- 
lente con tutte le  altre, si deve a l  PO IN CAR*(^); ed B opportuno notare che tale 
dimostrazione si vale in modo essenaiale del10 strumento trascendente, nono- 
stante la natura algebrica del risultato. La costruzione del POINOARÉ, succes- 
sivamente semplificata - sempre perb coll'uso di mezzi trascendenti - da1 
SEVERI (') e da1 LEFSCHETE (7), permise al primo di questi Autori di stabilire 
la. completezza della serie caratteristica, sulla curva generica di  ogni sistema 
continuo completo di curve generalmente irriducibili e aritmeticamente effet- 
tive. Da quest7ultima restrizione ci si pub svincolare ne1 modo indicato da 

(') 3'. SEVERI, S ~ l l a  teolra deglJintegrali semplici d i  I n  specie appartenenti ad m a  
superficie algebrica (Nota V), . Rend. R Acc. Naa. dei Lincei B, serie V? t. 30 (1921), nota 
a pi8 di p. 297. 

(7 P. SEVERI, Intorno a l la  costruzione dei sistemi completi non lineari che appartengono 
ad una  superficie iweyolare, a Rend. del Circolo mat. di Palermo s 7  t. 20 (1905), p. 93. 

(6) H .  POINCARÉ, SUT les courbes tracées sur les surfaces algébriques, c Ann. Ecole norm. 
sup. D, serie I I I ,  t .  27 (1910), p. 55; H. POINCARE, Sur les courbes tracées sur une surface 
algébrique, s Sitzungsber. Berlin. math. Ges.  ., t. 10 (1911). 

(7) S. LEFSCHETZ~ L'Analysis situs et la Gdomdtrie algébrique, u MBm. des Sciences 
math. n, n .  40 (Paris, Gauthier-Villars, 1924), VI. 
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B. SEGRE (B), il quale (servendosi del precedente risultato di SEVERI) provb 
che, se esiste - effettiva - la  serie caratteristica sopra una curva irriduci- 
bile di una superficie F, tale curva sta (almeno) in un sistema continu0 
completo di F, segante su essa la serie caratteristica completa. 

I l  teorema fondamentale restava cos1 finora acquisito (colle limitazioni indi. 
cate), soltanto per via trascendente ; ed una questione che si imponeva, di gran- 
dissima importanza p0r la  Geometria algebrica, era quella di dare di  esso una 
d i m o s t r a a i o n e  c o n  m e z z i  a l g e b r i c o - g e o m e t r i c i  adeguati alla sua 
natura. Nuove ricerche in tale intento sono state fatte in questi altimi anni 
d a l l l E ~ ~ ~ g u ~ s  (9) ; pare perb a chi scrive che le argomentazioni di questo Autore 
cadano sotto alcime serie obieaioni (qui specificate ne1 n. 6), onde la  questione 
segnalata rimaneva tuttora in attesa di risposta. 

3. Nella prima parte d i  questo lavoro daremo quella che, dopo quanto 
precede, ci pub essere consentito di chiamare l a  p r i m a  d i  m O s t r  a z i  o n e  
a l g e b r i c o .  g e o m e t r i c a  d e l  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  Tale dimostra- 
zione muove dalla costruzione dei sistemi continui completi nella forma datale 
ne1 1905 da1 SEVERI - integrata col nietodo dell'intersezione di faldr lineari, 
esposto da questo Autore ne1 1921 - e sfrutta 1' importante nozione di serie di 
equivalenaa su di una curva riducibile, introdotta e sviscerata dallo stesso 
SEVERI ne1 1932 ('y. L'idea nuova su cui essa s'impernia - e clze costituisce 
l'elerktento essenaiale del successo - si vale di una opportu~la serie di equiva. 
lsnsa szc di una czcraa ridzccibile, definita conte limite di una serie lineare sopra 
una curva irriducibile variabile, e del fatto che la  dimensione della prima 
non pub risultare inferiore alla dimensione della seconda. 

La suddetta dimostrazione conduce in pari tempo in modo spontaneo, e 
sema uscire dall' ordine d' idee algebrico-geometrico, al seguente p r i n c i p i O 

(8) B. SEGRE, Sulla completezza della serie caratteristica di un sistema contimo di 
curve irriducibili tvaccaate s~c  di una superficie algebrica, * Rend. do1 Circolo mat. di Pa- 
lermo *, t. 55 (1931), p. 443. 

(9) Cfr.: a)  F .  ENRIQUER, S d l a  classificazione delle superficie alyebviche particolarme~te 
di genere zero, a. Rend. Seminario mat. R. Univ. Roma o ,  serie III, t. 1 (1931-rd), p. 7, 5 6 ;  
b) B. ENRIQUES,  La pvoprietà. caratteristica delle superficie algebriche irregolavi e le curve 
infinitameute vicine, c Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei 2 ,  serie VI, t. 23 (1936),, p. 459; 
c) F. ENRIQUES,  Curve infinitamente vicine sopra una superficie alyebvica, a Rend. Seminario 
mat. R. Univ. Roma ,, serie IV, t. 1 (1936-37), p. 1, con un'rlddizione a p. 119; d) F. ENRIQUES, 
Curve infinitamente vicine sopra una superficie algebrica, a Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei r ,  

serie VI, t. 25 (1937)2, p. 193. In a )  la questione trovasi solo impostata; e b) non é che un 
riassunto di c ) .  

('0) F. SEVERI, Un muovo campo di vicerche nella geometria sopva una superficie e 
sopra una vavietic algebvica, Mem. R. Acc. d'Italia ., t. 3 (1933), Rlem. N. 5. 
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d i  s p ezz  a m  e n  t O ,  stabilito in tutta la sua generalità nella seconda 
del lavoro: 

Se m a  curva E algebrica irriducibile - variando con continuita 

parte 

sopra 
?&na superficie algebrica F, di genere geometrico p, - viene a spezzarsi in due 
distinte componenti irriducibili, C e Dl d i  cui (almeno) una abbia la serie carat- 
teristica effettiva, le C ,  D a~nwzettono in generale d i  conseguenza non meno di 
p, + 1 p u  n f i  d i  C O  1 1  egan te~z  t O (ossia punti comuni, che non sono limiti 
di punti doppi di E). Più precisamente, supposto - come accadrà in generale - 
che (CD1 consti di punti distinti, i punti di collegamento possono essere in  nu- 
mero < p, solo s'essi risultano litzearnzente dipenden ti rispetto alle curve cano- 
niche impure d i  F.  

Questo principio di spezzamento permette intanto (n. 12) di dare una 
nuova definizione, di carattere algebrico-topologico, pel genere geometrico p,. 
ESSO arreca inoltre una notevole precisazione a l  principio di degeneraaione di 
ENRIQUES, secondo cui, se una curva E algebrica irriducibile - variando 
con continuith sopra una superficie algebrica F - viene a spezzarsi in due 
componenti, C e D, queste arnmettono necessariamente almeno un punto di 
collegamento. I n  base al principio di spezzamento si  pub infatti p. es. asse- 
rire, di più, che - se una (almeno) delle C, D possiede la serie caratteristica 
effettiva - C e D possono ammettere un unico punto di collegamento solo 
se é p, = 0, oppure se - essendo p, > O - il punto di collegamento cade 
in u n  punto base del sistema canonico impuro di F (il che, in particolare, 
senz'altro fornisce la  nota proprietà di tale sistema, di contenere necessaria- 
mente come parti fisse tutte le cnrve eccezionali di '1" specie della superficie). 

11 p r i n c i p i o  di d e g e n e r a z i o n e  B stato stabilito ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  ("), 
mediante semplicissime considerazioni topologiche; dimostrazioni di  carattere 
algebrico-geometrico sono state ottenute in seguito da1 SEVERI (per curve va- 
riabili su di un piano) ({*) e da B. SEGRE (9. Qui (ne1 n. 4) diamo di esso 
un' altra dimostrazione puramente algebrico-geometrica, e di semplicità irridu- 
cibile, ispirata al19idea nuova a cui si é alluso in principio. 

(fl) Cfr. loc. cit. in (3);  oppure F. ENRIQUES-O. CHISINI, L e z i o n i  s u l l a  teor ia  yeometrica 
delle equaz ioni  e delle funz ion i  algebriche, t. I I I  (Rologna, Eanichelli, 192&), pp. 401-405. 

(ie)  l?. SEVERI,  V o d e s u n g e n  iiber algebraische Geometrie, (Leipzig, Teubner, 1931), 
Anhang F, pp. 319-c321. 

(9 B. SEQHE, I d o r m o  a d  un teorema d i  Hodge s u l l a  teoria de l la  base per  le  cuvve d i  
u l t a  superficie algebrica, questi a Annali 2 ,  serie IV, t. 16 (1937), p. 157, n. 6. 
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112 B. SEGRE : Utt teorema fortdamerttale della geonmetria 

PARTE PRIiMA 

Il teorema fondamentale. 

4. Stabiliremo dapprima il principio di degenerazione (enunciato ne1 n. 3), 
ponendoci nelle condizioni più semplici. Consideriamo perçib in uno spazio S, 
un sistema continu0 Z di curve E generalmente irriducibili e prive di  punti 
multipli, al quale appartenga una curva spezzata in due componenti, C e D, 
esse pure irriducibili e prive di punti multipli; si tratta di dimostrare che, 
necessariamente, queste ammettono qualclie punto di collegamento. 

Suppongasi al17uopo, per assurdo, che C, D non abbiano alcon punto 
comune; denotando rispettivamente con n, nt, n" e n, nt, n" l'ordine ed il 
genere delle curve C, Dl E, si avrà pertanto: 

I'L" = n + a', x" = x + x' - 1 (i4). 

I l  sistema lineare costituito dalle forme T di SA di ordine t sufficiente- 
8 € mente elevato, determina sulle curve C, D, E serie lineari git,  gWrt, gnlrt com- 

plete e non speciali, le oui diinensioni valgono percib ordinatamente 

Orbene, quando E - variando in Z - tende alla curva spezzata C+ D, la 

serie lineare g&, ottenibile ne1 modo indicato sulla prima curva, tende ma- 
nifestamente ad una serie di equivalenza contenuta totalmente nella serie di 
equivalenza completa della seconda che subordina sulle due componenti C, D 
le suddette serie lineari gLt, g i r t ;  e 17assurdità dell'ipotesi ammessa discende 
subito da1 fatto che la dimensione della serie limite risulta i n f e r i o r  e ad E, 

valendo al più 

y + 6 = (n + n')t - (x -+ nt) = n"t - (d' -+ 1) = E - 1. 

Al10 scopo di stabilire con tutto rigore l'assurrlità di questa conclusione, 
rappresentiamo le  curve E di Z coi punti di una varieth algebrica M ('7, ed i 

(14) L a  prima di queste due formule è ovvia; l a  seconda B caso particolaie d i  una 
nota formula d i  VALENTIXER e NOETHER, per  una dimostrazione algebrico-geometrica ge- 
nerale della quale ved. p. es. a. PICARD-G. S I ~ ~ A R T ,  Théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes, t. I I  (Paris, Gauthier-Villars, 1906), pp. 105-107. 

('5) Cib pub notoriamente fami in molti modi, restando ne1 consueto dominio della 
geometria algebrica. U n  altro modo semplice ed elegante, d i  carattere pih strettamente alge- 
brico, trovasi in  W.-L. CIIOW e B. IA. VAN DER WAERDEX, Ueoer kgeordnete Formen u ~ d  
algebraische Systeme von algebraischen Malznigfaltigkeitelz, a Math. Ann. r ,  t. 113 (1937), 
p. 692, 5 1. 
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c - p ,  condizioni linearmente indipendenti (IS). Se n, lz', nt' e n, nt, x" ordi- 
natamente denotano il grado ed il genere virtuali dei tre sistemi lineari rego- 
lari 1 G 1 ,  ( D 1, 1 E 1, le dimensioni r, s, t di questi vengono espresse dalle 

e, in form della (l), sussistono le 

In base al principio di degenerazione di ENRIQUES (qui dimostrato ne1 
n . O  precedente), la totalità L delle curve di 1 E ( - prossime alla C+ D - 
dotate di c  punti doppi prossimi ai punti di I', coincide colla totalità delle 
curve di 1 E 1 spezzate in una curva Ci prossima a C ed in una curva D, pros- 
sima a D. Per effettuare ne1 modo migliore 10 studio di Z, ricorriamo alla 
rsppresentaaione proiettiva delle curve di 1 E 1 coi punti di uno spazio St.  In 
quosto vi è luogo a considerare la Vt-, algebrica i cui punti corrispondono 
alle curve di 1 E 1 dotate di punto doppio, e la V, algebrica rappresentante la 
totalith delle curve di 1 E 1 che si spezzano ne1 modo indicato; ed è chiaro 
che Vt-, passa per VZ colla molteplicità c, e che il pnnto O - imagine della 
curva speaaata C + D - sta su V,, ed anai, sostituendo eventualmente a C, D 
opportune curve C,, D, ('g), pub supporsi (generico su questa, e quindi) sem- 
plice per essa: onde 2 ammetterà come imagine in St la falda analitica iLr 
di Va - lineare e di dimensione a - avente per origine O. 

Sopra l'ipersuperficie V ,-, , il punto O b origine di c falde lineari di. 
stinte, i punti di una qualunque D i  delle quali corrispondono alle curve 
di 1 E ( - prossime alla C + D - aventi un punto doppio prossimo ad uno P i  
determinato dei c punti di i' (per i = 1, 2, ..., c ) ;  ed & noto che l'iperpiano 
tangente in O a Qi rappresenta il sistema lineare oo t-i costituito dalle curve 
di 1 El che passano per Pi. La falda lineare Y ,  risulta per ci0 che precede 
l'intersezione delle c falde lineari 

dunque Io spaaio S, ad essa tangente in O B subordinato al10 spaaio Sa lungo 
cui si segano gli iperpiani tangenti in O alle (4), O coincide con questo: e nei 
due casi, rispettivamente, si  ha 

(5) a < @ ,  

(18) Relativamente alle semplioi proprietà dei sistemi lineari di cni qui si fa uso, ni 
pub p. es. vedere quanto è.detto in seguito ne1 n. 8. 

(19)  In guisa naturalmente da non contraddire alle ipotesi iniziali sulle C, D, il che 
certo si verifica per le Cc, Di generiche. 
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oppure 

(6) 

Lo spazio Sa ,  d'altro canto, rappresenta il sistema lineare delle curve di (El 
passanti per I'; ond'é: 

I l  sistema continu0 1 C l  che si ottiene prolungando analiticamente il' 
sistema analitico costituito dalle suddette curve C,, ammette su C la serie 
caratteristica completa, sempre e solo ch'esso abbia dimensione 

Ebbene, questa relazione equivale precisamente alla (6). Invero, una qualunque 
clelle oo? curve C, fa parte di infinite curve del sistema ooa 2 ,  la cui parte 
ulteriore 13 necessariamente una delle curve del sistema lineare 1 Di 1 = 1 E -  C, 1 
prossime a D. Quest'o sistema lineare ammette gli stessi caratteri virtuali di 1 D 1 ,  
onde, in virtù del teorema di RIEMANN-ROCH, la sua dimensione dev'essere 
> s ("9 ; ma poichè quando Ci + D, - variando in Z - tende a C + D, 
ID, 1 tende al sistema lineare cos ID( ,  cosi in forza di un'argomentaxione 
analoga a quella ~vo l ta  ne1 penultimo capoverso del n. 4, anche 1 D, 1 dev'es- 
sere oo\ Si ha pertanto 

a = p + s ;  

e basta tenere conto di questa relazione e delle (2), (3), (71, per poter verifi- 
care la perfetta equivalenza fra la  (6) e la (8). 

6. Prima d i  procedere oltre nella dimostradone del teorema fondamentale, 
sarà, opportuno che ci si soffermi per giustificare quanto abbiamo asserito 
ne1 n. 2, a proposito delle ricerche ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  ivi citate in ('). Ecco in- 
tanto la  via seguita da qiiesto Autore, a prescindere da modificazioni non 
sostanziali, introdotte solo per semplificare l'esposizione e ricollegarla a quanto 
precede. 

I n  base al n. precedente, tutto sta ne1 dimostrare 17impossibilità della (5) .  
Ammesso percib che la limitazione (5 )  sussista, si tratta di stabilire l'assur- 
dit& di tale ipotesi. La (5) implica che le falde (4) si tocchino lungo tutta 
la Y!, esistendo nell'intorno del Io ordine del generico punto O di Va qualche 
punto O' situato su dette falde ma non sulla Y! [e ci06 giacente in S, ma non 

(?O)  È ovvio clir 1 Di non pub essere special~,  tale non essendo p i  ipotwi D 1. 
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116 B. SEGRE : Ulz teorema folzdamentale della geometrin 

in Sa] ("0. L'ENRIQUES ritiene di poter dedurre da O ed 0' una successione 
infinita di punti 

(9) Olt, O"', o.. > 

appartenenti ad intorni di O degli ordini 20,30, ... e tutti situati su ciascuna 
delle (4) ; e cio, qualora fosse dimostrato (il che 1'Autore non fa) che la succes- 
sione (9) definisce un ramo analitico, veriebbe a contraddire al fatto che le (4) 

'non possono avere in  O - lungo questo ramo - che un contatto d'ordine finito. 
Ma la stessa costruzione della successione (9) poggia in  modo essenaiale su 
certe ammissioni, che tosto esporremo, sulle quali vertono altre nostre riserve. 

Al punto 0', infinitamente vicino ad O e situato sulle (4), corrisponde 
s u  P una curva E' di 1 El, infinitamente vicina alla C + .  D ed avente c punti 
doppi infinitamente vicini ai punti di I'. L'ENRIQUES applica ad essa il suo 
prinoipio d i  d'egeneraaione, e ne inferisce che la curva E' necessariamente 
d e v e  s p e z n a r s  i in una curva C' infinitamente vicina (e non equivalente) 
a C ed in una curva D' infinitamente vicina (e non equivalente) a D ;  ma per 
1' applicabilità del suddetto principio dovrebbe la  curva E' poter variare in 
u n  sistema continuo, rnentre essa è stata solo definita corne curva dell'in- 
torno del 10 ordine di C + D in ( E 1 . Per  superare questa prima difficoltà, 
1' ENRIQUES dice che - nelle ipotesi ammesse - le curve C + D ed E' stanno 
in un sistema continuo di curve E*, di un conveniente spazio Sk in cui si 
pub pensare immersa F, le E* essendo tutte dotate di c punti doppi e quindi 
- per il principio di degeneraaione - speaaate in due curve C' e D* [tendenti 
rispettivamente alle C, D quando E"- C +Dl (eg). Questa affermaaione (che, 
per essere rigorosamente stabilita, necessiterebbe qualche indagine ulteriore). 
esprime soltanto che Cr 6 curva consecutiva a C in un sistema continuo Q 
(che pub senza restriaione supporsi 00') di curve C* situate in S,, ma non gia- 
centi in generale sulla F ;  ed analogamente per D'. Né certo si  pub far si che 
le curve C* (e, parimente, le D*) appartengano tutte alla F, poiché se no il 
punto O' - dianzi considerato in St - verrebbe a stare (non solo in Sa, ma 
addirittura) in S,, contro il supposto; senza contare che, qualora cib fosse invece 
dimostrato sempre possibile, ne seguirebbe subito il teorema fondamentale, e 
la considerazione della successione (9) risulterebbe del tutto superflua. 

(21) Ne1 ragionamento ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  si suppone anai soltanto che 0' appartenga allo (4) 
e non stia sulla varietà (contenuta in Va) imagine delle cur-re di 1 E 1 che si spezzano in 
una cuiva di 1 C 1 ed in una cwva  di 1 D 1. 

(w) Cfr. la nota a pi& di p. 59 del lavoro a) cit. in (9). In c) la snddetta difficoltà vien 
superata (ne1 n. 3) rnediante delicate considerazioni infinitesimali, poggianti siilla rappresen- 
tasione di F sopra un piano rnultiplo; ma, anche per la cnrva C' a cui in ta1 guisa si Fer- 
viene, i rilievi che seguono continuano a sussistere. 
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salle szcperficie algebriche ed i l  principio d i  spezzamelzto 117 

È evidente che (non potendosi naturalmente supporre note le proprietà 
della varietà di PICARD di F, prima di aver stabilito il teorema fondamentale), 
da1 semplioe fatto che Cf B la  curva (sia pure situata su  F) conseotdivn a C 
ne1 sistema continuo a, l a  c u i  c u r v a  C" g e n e r i c a  n o n  g i a c e  s u  F, 
non pub dedursi un significato per ogni operazione a cui si voglia assogget- 
tare C, la quale abbia un senso se applicata alle curve di F (intese nel17ac- 
ceaione solita), m a  n o n  10 a b b i a  p e r  l e  c u r v e  C" d i  S, n o n  s i t u a t e  
s u  F. Orbene, dalla possibilità di applicare a Cr un' operazione di tale tipo 
(precisamente : la  somma O sottrazione di C f  con un qualunque sistema lineare 
di curve di F), dipende appnnto in modo essensiale la dimostrazione indicata 
in ('), d)  dall' ENRIQUES. 

Un' analoga obieaione non pub invece venir rivolta a,d un7 asgomentazione, 
apparentemente consimile, su cui si basa l a  dimostrazione ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E B  data 
in ('), C) [e riasuunta in (9), b)]. Ivi infatti si considerano, sopra una curva K 
di 3, i gruppi infinitamente vicini 

G = (CK),  Gr = (C'K),  

e da questi si deduce una successione 

di gruppi di K, appartenenti ad intorni di G degli ordini 2 O ,  3", ..., tali ohe 
risnlti 

Gr - G E G" - G' G1/' - G" ...; 
e questa deduaione (alla quale si dà un preciso significato coll'introduzione 
su K dell'operaaione infinitesima + G' - G, generatrice di un gruppo ne1 
senso di LIE) è perfettamente lecita, potendo venir fondata su note proprietb 
della varieth di JACOBI di K. Tyttavia anche la  suddetta dimostrazione 6 in- 
firmata da  una lacuna, che non pare facilmente colmabile, ammettendosi in 
essa tacitamente che - quando K descrive su F un fascio lineare - cia- 
scuno dei gruppi (10) generi una curva rclgeht*ictr : il che appare tutt' altro che 
ovvio, quando si  osservi che si perviene sostanzialmente a tali gruppi appli- 
cando (ad elementi algebrici) un p r O c e a s O d' i n t  e g r  a 5 i O n e . 

Diamo da ultimo 17 esempio annunciato ne1 n. 2, provante che la serie ca- 
rattevistica di un sistema continuo complet0 di cnrve piane algebriche - aventi 
un certo numero di contatti con iina curva fissa - pzcb risultare incomplets 
sopra una curva particolare del sistema (i cui caratteri proie t t i~i  non diffe- 
riscono d a  quelli della curva generica). 

Sopra una quartica piana di genere 3, C, fissiamo 12 punti distinti Q , .  
&? ,  ... , &,, segati da una cubica; e consideriaino, ne1 piano di C, una qua- 
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lunque curva algebrica L che la tocchi semplicemente negli 11 punti Q,, ... , QI,. 
Siccome questi punti presentano 11 condizioni indipendenti alle quartiche che 
debbano contenerli, le quali passano tutte di conseguenza per QI, cosi il . 

sistema delle quartiche piane prossime a C e tangenti ad L in 11 punti pros- 
simi a Q,, ... , &,, ha la  dimensione 3, ed ammette &, come p u  n t O c a r a  t - 
t e r  i s t i c O p r i  n c  i p a l  e (23). È noto che i punti caratteristici principali di 
un sistema continuo di curve piane non possono invadere un campo a due 
dimensioni ("1; se dunque fissiamo genericameut,e una curva algebrica L, che 

. tocchi sernplicemente C in &, , ed imponiamo alle curve del suddetto sistema oo3 
di risultare tangenti alla L, in un punto prossimo a Q,, veniamo a definire 
un sistema continuo completo X, ooe, contenente C. La  serie caratteristica di 2: 
su C 6 una serie semplicemente infinita subordinata alla g4 canonica, ed è 

quindi i n c o m p l e t a .  

7. Riprendendo il fi10 delle consideraeioni del n. 5, ci proponiamo ora di 
dimostrare che il sistema continuo 1 C 1, ivi definito, arntnette la serie caratte- 
ristica su C conzp 1 e t a ;  per il che (n. 6) basterà stabilire la (6). 

A ta1 uopo dividiamo (com'b certo sempre possibile) il gruppo i'= (CD) in 
due gruppi I', e J?,, i l  primo dei quali consti di c -p ,  punti - e siano, per 
fissare le idee, Pl, P,, ... , P,,, - che impongano c -p ,  condizioni linear- 

mente indipendenti alle curve di 1 E 1 ;  mentre per il secondo gruppo (di p, 
punti) non abbia a passare alcuna curva canonica impura di F. Le falde lineari 

@ i 7  @z, . - a ,  me-py 

ammettono conseguentemente in O c - p, iperpiani tangenti fra loro linear- 
mente indipendenti (e quindi segantisi lungo Sa), onde - -  a norma di un 
classico teorema sulle funzioni implicite definite da un sistema di equazioni 
analitiche a matrice jacobiana non nulla - esse si segano lungo una falda 
analitica lineare B, di origine O, avente la dimensione a. Raggiungeremo l7in- 
tento prefissoci, provando che - quando si scelga D opportunamente l a  
f a l d a  a n a l i t i c a  E c o n c i d e  c o l l a  V, ossia (supposto p ,>  O) appartiene 
anche a ciascuna delle falde lineari 

(1 1) @c-pg+l, , Qc. 

Ragioniamo per assurdo, facendo l'ipotesi che uria delle (il) non p a s ~ i  per E; 
ed incominciamo col mostrare che, conseguentemente, n e  s s u n  a delle (11) potrk 

(23) Relativamente a questa noeione, ved. P. SEVERI e B. SEGI~E, L'inviluppo di un 
sivteiitu più volte i@mito di cuvve piune, questi a Annali n, serie IV, t. 8 (1930), p. 173, n. 1. 

(24) Cfr. loc. cit. in ('3), n. 2. 
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contenere 9, ove si arnmetta - com'è lecito - che la curva D possa descri- 
vere su F un fascio A che seghi C secondo una gCi priva di piinti fissi, non 
composta mediante un'involuzione, ed il cui gruppo jacobiano contenga qualche 
punto semplice. 11 gruppo di monodromia del parametro da cui si possono 
far dipendere le curve di A, pensato come funaione algebrica di una generica 
tunaione razionale del punto scorrente su C, contiene percio qualche traspo- 
siaione ed é (transitivo per 1' irriducibilità di C e) primitivo. Per una nota 
proposiaione esso di conseguenza risulta i l  gruppo totale ("), il che signi- 
fica che - mediante una circolaaione di D in A - i punti di I' possono 
venire permutati fra loro arbitrariamente; in particolare esisteranno circola- 
zioni di D in A trasformanti in sé ciascuno dei gruppi l',, ï o ,  e subordinanti 
frn i punti di I', una qualsiasi sostituzione. Associando l a  curva D - varinbile 
in A ne1 modo suddetto - alla curva fissa C, si ottiene una curva - va- 
riabile in 1E1 - la  cui imagine in St descrive un ciulo, irscente da O e 
tracciato su Va, seguendo il quale la  falda E viene trasformata in sè, mentre 
le (il) vengono fra loro permutate arbitrariamente : dunque effettivamente, 
poiché per ipotesj una delle (il) non passa per X, 10 stesso dovrR accadere 
per ciascuna di tali falde. 

La conclusione a cui cosi siamo pervenuti, e di cui ci proponiamo di 
stabilire 17assurdità, mostra che su F - in corrispondenaa a E - si ha un 
sistema analitico di curve di  1 E 1 prossime alla C + D, che ancora denoteremo 
colla lettera S, una generica E* delle quali ammette c -p, punti doppi -- 
costituenti un gruppo I'," prossimo a F, - e nessnn punto doppio ulteriore; 
dunque E* 6 necessariamente irriducibile (perchè, essendo vicina a C + D, 
non potrebbe spezaarsi che in una curva C, prossima a C ed in una curva D, 
prossima a D, onde verrebbe ad avere c punti doppi), ed il suo genere effet- 
tivo - uguale al genere virtuale di E* coi c -p ,  punti doppi assegnati - 
vale 

n*=d' -(c-p,)=n+nl+p,- 1. 

Le curve di 1 E 1 passanti per ï,* segano su E* - fuori di ri* - una g,*, 
di ordine 

&= n - S(c - p , )  = n t  n ' i -  2p8 

ed indice di specialita >p, (in quanto essa ammette come residui rispetto 

(25) Cfr. p. es. II. BIANCHI, Lezioni sulla teoria dei yruppi d i  sostituzioni e delle epzta- 
zioni algeb~ache secolzdo Galois (Pisa, Spoerri, 1900), 8 13. - [Aggiunta fatta durante la 
correeiorie delle boz~e]. Quest'argomentazione trovasi già in P. ENRIQUES, S u l  g ~ u p p o  d i  
molzodromia delle funzioni algebviche, appartenenti ad una da ta  superficie d i  R i e m a ~ t n ,  
s Rend. R.  Acc. Naz. dei Lincei ., serie V, t. 13 (1904), p. 382. 
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alla serie carionica i gruppi segati su  E V a l l e  curve canoniche impure di F). 
Quando E* - muovendosi in X - tende a C +- D; la  suddetta y,* tende alla serie 
di equivalenza segata su C t D - fuori di Ti - dalle curve di 1 E 1 che con- 
tengono questo gruppo, e che percib passano anche per T,. Le serie lineari 
complete g ~ + ~ ~ ,  gEl+pg rispettivamente subordinate da tale serie di equivalenza 

sulle curve C, D, si hanno manifestamente sommando alle relative serie carat- 
teristiche il gruppo r,, i l  quale rimane fisso per ciascuna di esse (dato che I', 
non sta su alcuna curva canonica impura di P )  ; risulta pertanto: 

Mostreremo fra  un istante che l a  y;* ottenuta completando la g,* di E* 
pub farsi tendere con continuità ad una serie di equivalenza totalmente con- 
tenuta nella gL+pg + gi,+pg di C i -  D; da1 che seguirh send altro (come ne1 n. 4) 
1' assurdità dell'ipotesi ammessa in principio, dato che si ha : 

Per  assodare il punto che ancora resta da stabilire, fissiamo.su F una curva A 
di un sistema lineare 1 A 1 cos1 ampio, che le curve di ( A + E 1 passanti per 

il gruppo I',* + (AE*) seghino ulteriormente su E q a  gk* completa. È chiaro 
allora che, quando E* - muovendosi in 9 - tende alla C + D, le curve ulti- 
mamente considerate tendon0 alle curve di ( A 4- E ( che passano pel gruppo 
I', t (AC) + (AD), le quali appunto ordinatamente segano sulle C, D le sud- 

8 dette PS ' B*l+Pg. 
Il risultato enunciato in principio di questo n.O é cosi compiutamente 

dimostrato (per via algebrico-geometrica). Da esso possono facilmente trarsi, 
come s 'e detto ne1 n. 2, le forme date da SEVERI e da B. SEGRE pel teorema 
fondamentale. 

PARTE SECONDA 

Il principio di spezzamento. 

8. Incominciamo col richiamare il saguente 1 e m m a  (O"), di cui poi fa- 
remo frequentemente uso. 

Dato su di ana superficie algebrica F u n  sistema regolare 1 C 1, CO' (r  2 O), 
ed una curva irriducibile D, non cornune a tutte le C ed avente la serie carat. 
teristica effettiva, se la somma della serie lineare segata da j C 1 su D colla serie 

(26) Per la dimostrazione del quale ved. B. SEGRE, Sui modu l i  delle supevficie alge. 
briche ivregolari, u Rend. R. Acc. Naa. dei Lincei D, serie VI, t. 19 (1934),, p. 488, n. 1. 
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caratteristica. è, non speciale, anche il  sistema lineare 1 E 1 = 1 C + D 1 risulta 
regolare, ed inoltre sulla curva D - che non ammedte certo. colne parte fissa - 
questi sega una serie cowzpleta (nopl speciale). 

Da qui discende - corne ora appunto ci proponiamo di far vedere - 
che, se fissiamo in 1 CI una qualunque curva C, eventualmente speeeata, ma 
non contenente D come parte, i l  gruppo I' = (C D) imnpone alle curve d i  1 E 1 
(che debbano contenerlo) precisamente c d condizioni, dove c sta per indicare 
il  numero dei punti di I' e d (2 O) denota l'indice di specialità della serie 
caratteristica 1 A 1 di D (serie che per ipotesi risulta effettiva). 

Conservando infatti per r, 1 C 1 ,  ( D 1 ,  j E 1 le notazioni del n. 5, talché 
continueranno a valere le (2), (3), tranne al più la  seconda delle (2) (dato che 
attualinente non abbiamo supposto che 1 LI 1 sia regolare), in virtù del lemma 
ricordato si  pub asserire che le curve di 1 E ( passanti per ï segano ulterior- 
mente su D la serie caratteristica 1 A 1 completa, di dimensione 

L'infinità s del sisterna lineare costituito da  quelle curve si ha  allora subito 
osservando che, per staccare D da esso, ottenendone come residuo il sistema 
lineare CS'' 1 CI, occorre precjsamente imporre n' - ?c' + d -t 1 condizioni in- 
clipendenti. Risulta diinque 

cib che dirnostra 1' asserto. 

9. Supporremo d'ora in poi, per semplicità, che il gruppo F consti di 
c punti d i  s t i n t i . Fra questi punti, in base al n. 8, ne esistono certo c - d 
offrenti alle curve di ( E 1 c - d condizioni i n  d i  p e n d e n  t i , e tali siano 
p. es. i punti 

(12) , P2 P c - d .  

Consideriamo su F la totalità O delle curve di 1 E 1 - prossime alla C + D - 
che hanno c - d punti doppi prossimi ai punti (121. Ricorrendo alla rappre- 
sentazione iperspaziale di 1 E 1 già indicata ne1 n. 5, si vede facilmente che 
- nelle ipotesi attuali - O costituisce un unico sistema analitico, di dimensione 

Vogliamo dimostrare che le curve d i  O sono tutte necessariarl~ente spezaate in 
due parti, l 'una prossima a C e l'altra prossima a D. 

Annal; di Matematiea, Serie  IV. Tonio XVII. 16 
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Raggiungeremo tale intento constatando 1' esistenza di un sistema continuo 
di curve di  1 E 1 cosi spezzate, avente dimensione non inferiore (e quindi 
uguale) a quella T di 8. 

Ora intanto, poiché per ipotesi su D esiste - effettiva - la  serie carat- 
teristica (avente, se cornpleta, dimensione n' - 7c' -1- d), D dovrh stare (almeno) 
in un sistema continuo completo, { D 1 ,  di dimensione 

Se D, é una qualunque curva di 1 D 1, la  curva virtuale E - D, ha gli stessi 
caratteri virtuali della C, ond'8 virtualmente effettiva; applicando ad essa 
il teorema di RIEMANN-ROCH, nella forma più generale ottenuta da1 SEVERI 
si ha pertanto che esiste - effettivo - il sistema lineare / C, 1 = 1 E - D, 1 ,  
di dimensione > r .  Si conclude cosi ne1 modo indicato, in quanto la  dimen- 
sione del sistema continuo costituito dalle curve E spezzate in una somma 
del tipo C, t D, risulta proprio 

10. Conservando le precedenti ipotesi e notazioni, supponiamo che una 
curva E di 1 E 1 -- prossima alla C + D - eventualmente speazata. ma cEe 
non cowsti di due parti prossime l 7  z c m  a 'C e l ' a l t v a  a D ("1,  tenda alla C + D. 
1 punti di ï si potranno allora distinguere in due categorie, secondoché pro. 
vengono O meno come limiti da punti doppi di E, ossia rispettivamente a 
seconda che non risultano oppure risultano punti di  collegamento fra C e D ;  
denotiaino ordinatamente con r,, I', i gruppi costituiti dai punti del primo O 

del secondo tipo, e con c i ,  c, il numero di tali punti, talcha sara , 

I n  virtù del n. 9, non si dovranno poter trovare in I', dei punti che 
impongano alle curve di 1 E 1 c - d condizioni indipendenti (perché, in cas0 
contrario, la  curva E consiclerata in principio dovrebbe risultare spezzata 
ne1 modo ch'è stato escluso), e quindi potranno solo presentarsi le seguenti 
due eventualità. 

(27) V e d .  B. SEGRE, loc. cit. in  (a), n. 6. 
(a) Cfr. F .  SEVERI, Su1 teorema di Riemaitn-Roch e sulle serie continue d i  curve ap- 

partettekfi ad u m  superficie algebrica, a Atti  R. Acc. delle Scienze di lor ino a ,  t .  40 (1905), 
p. 760. 

( 2 9 )  Le due contingenze possono verificarsi assieme, poichb (n. 8)  nmz é escluso che la 
cwrva C sia riducibile. 
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1. - Sia c, < G - d, onde il gruppo F, dei punti di collegamento non 
pub essere vuoto, poichè viene a constare di 

punti. Detto i l'indice di specialità di D su F, si ha sempre ovviamente 

in quant0 - supposto p, > O ,  i <p,  - i l  sisterna canonico impuro di  P se,ga 
su D una serie lineare oo~+-l, contenuta totalmente in quella residua della 
serie cnratteristica ( A 1 (d'indice di s~ecia l i tà  d )  rispetto alla serie canonica 
di D. Dunque intanto, nell'ipotesi che sia i = O, necessariantente risulta 

Mentre invece, se i ;Z O ,  si ottiene 

questo implica che i punti di Il, offrano condi~ioni Einearmente dipendenti 
alle curve canoniche impure di F, dato che D - e percib pure i', - sta in i 
di tali curve fra loro linearmente indipendenti. 

II. - Sia c, c - d ,  e (come 8' é detto) i punti di  ï, impongano alle 
curve di 1 E ( meno di c - d condizioni. Poichè (n. 8) i punti di l? = I', + F, 
impongono invece a tali curve preci~amente c - d condizioni, cos1 il gruppo 
l', non potrà risultare vuoto - onde per p, = O varrà la (13) -- ed in ogni 
caso dovrà esserci qualche curva di 1 E 1 passante per I', e non contenente 
tutti i punti di r,, p. es. escludente i l  punto P di questo gruppo. 

1 punti di I', che restano, in numero di  

G 2 - l = c - c 1 ~ 1 < d - l ,  
costituiscono un gruppo 

r,+ = r2 - P, 
eventualmente vuoto; ed é chiaro che su D la serie lineare ( A +r,* 1 risulta 
speciale, 1 A / avendo per ipotesi l'indice di specialità cl. D'altro canto, in  
base a cib che precede, l a  serie lineare completa 

- segabile su D mediante le curve di ( E 1 passanti per i', - non ammette P 
come punto fisso. Ne consegue, in forza del teorema di  riduzione di NOETHER, 
che tutti i gruppi canonici di  D contenenti un gruppo A t T,* debbono pure 
contenere P; onde - nell' ipotesi che sia p, > O - ogni curva canonica impura 
di F pa.ssante per F,* deve anche passare per P, sicch6 il gruppo F2 = r,* i- P 
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risulta costituiio da pzcnti linearm,ente dipendenti rispetto alle curve cuno- 
niche impure di F. 

L7 analisi precedente fornisce una dimostrazione del p r i  n c i  p i O d i 
s p e z z a m e n  t O ,  enunciato ne1 n. 3, ne117 ipotesi più ampia che C possa essere 
riducibile, ma colle due seguenti restrizioni, che perb verranno tolte ne1 
n.O successivo : 

a) l a  curva E deve variare su B entro un sistema lineare; 
b) le due componenti C, D  della curva limite' spezzata C -+ D  debbono 

soddisfare alle condieioni espresse ne1 lemma del n. 8. 

Il.  Stabiliremo ora il summentovato principio di speazamento in tutta la  
sua generalità, riconducendoci al risultato parziale già acquisito ne1 n. 10. 

Consideriamo per cib su di una superficie F una curva E i r r i d ii c i b i 1 e ,  
che vari con continuità tendendo ad una curva spezzata in due distinte parti 

irriducibili, C, D ;  ed ammettiamo inoltre soltanto che p. es. su D esista 
- effettiva - la serie caratteristica, e che il gruppo (CD) consti di pnnti 
distinti. 

Fissiamo su F (in uno qualnnque degli infiniti modi possibili) un sistema 
lineare regolare, 1 C, 1 ,  i l  quale non ammetta D come parte fissa, determini 
su  questa curva una serie lineare non speciale, ed inoltre contenga parzial- 
mente 1 C 1 lasciando un rasiduo 1 C, - Cl a cui appartenga una curva A 
- virtualmente effettiva - incontrante D in  u n  gruppo (AD) di punti di- 
stinti fra loro e dai punti di  (CD). La curva A -t C + D - E é pertanto vir- 
tualmente effettiva, avendo gli stessi caratteri virtuali della A, alla quale si 
riduce quando E-C + D; si pub diinque scrivere 17equivalenza 

dove AE é una curva effettiva, variabile con continiiità insieme alla E, e 
tendente ad A per E- C + D. 

Posto per abbreviare 

E , = E + A E ,  C i = C - + A ,  

Q chiaro che la curva E, varia ne1 sistema lineare fisso ( A  + C-1- D 1 ,  rida- 
cendosi per E- C +  D alla curva C, + D, senza perb che esistano curve E, 
- prossime a quest'ultiina - spenzate in  una parte prossima a C,  ed in 

una parte prossima a D. Di più, in base a cib che precede, le due parti C, 
e D (di cui la seconda irriducibile) che costituiscono la curva limite C, -t D 
si incontrano in punti distinti, djvisi nei due gruppi 
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e soddisfanno a tutte le condizioni espresse ne1 lemma del n. 8 (ove in luogo 
di C si legga Ci). 

Nessuno fra i punti di (AD) pub risultare di collegamento fra C, e D, 
in quanto ciascuno di tali punti è limite di un punto (cornune alle curve AE 
ed E, e percib) doppio per E, ; mentre invece manifestamente un punto di (CD) 
B o non è punto di  collegamento fra C, e D, a seconda ch'esso B O non B 
tale per la  curva C + D considerata come limite della E. I l  gruppo dei punti 
di collegamento fra C e D coincide dunque col gruppo dei punti di collega- 
mento fra C, e D, al quale sono applicabili le conclusioni del n. 10; sicch6 
effettivamente, come asserisce il principio di spezaamento, il gruppo suddetto 
consta di punti che o sono in numero >p, -+ 1, oppure risultano linear- 
mente dipendenti rispetto alle curve canoniche impure di  P. 

12. Vogliamo da ultimo dimostrare che: 
p, + 1 è il nzinilno nuwzero di punti assegnabili g en e r i c a ln en t e sulla F, 

yunli punti di colleganzento fra due sue curve irriducibili. 
A norma del principio di speazamento, meno d ip ,  1- i punti non possoilo 

intanto venir assunti g e n e r i  c a m e n  t e su F come punti di collegamento 
fra due curve irriducibili di F (dato che queste dovrebbero risultar variabili 
con quelli, eppercib dotate di serie caratteristiche effettive). 

Preso invece comunque su P un gruppo I', di  p,  + 1 punti distinti, di 
cui (se p, > O) p, qualsiansi non stiano su  di una medesima curva canonica 
impura di  3, consideriamo su F due curve irriducibili, C, D, passanti per TI 
e segantisi ulteriormente in un gruppo 1', di c - (p ,  + 1) punti distinti fra 
loro e dai p, 1- 1 pnnti di I', ; e mostriamo che, p. es. nell'ipotesi che 1 C 1 ,  
1 D 1 siano regolari e che non risulti speciale la somma della serie caratteri- 
stica (effettiva) di D colla serie lineare segata su questa curva da 1 C 1 ,  I', pub 
venir assunto come gruppo dei punti di collegamento fra C e D. 

La serie lineare 1 A +I', 1 di D, ove A denota un gruppo caratteristico 
di tale curva, non pub certo ammettere come fisso alcun punto di I',. Cib & 
evidente per p, = O, ne1 qua1 caso - stante la supposta regolarità di 1 D 1 - 
1 A 1 riesce non speciale; mentre per p, > O, se un siffatto punto P di I', 
esistesse, risulterebbe speciale la  serie 1 A t (F, - P) , onde i p, punti del 
gruppo ï2 - P dovrebbero stare (almeno) su una curva canonica impura cli P, 
contro il supposto. Poichb (in virtù del lemrna del n. 8) la serie lineare coin- 
pleta 1 A + I', 1 pub vcnir segata su D dalle curve del sistema lineare 
1 E 1 = 1 C + D 1 che passano per I', , ne deriva che la generica di  tali curve 
non potrà contenere alcuno dei punti di I',. Da qui, sfruttando la  rappresen- 
tazione iperspnaiale del n. 5, si deduce facilinente che in 1 E 1 esiste un si- 
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stema analitico di curve E* - prossime alla C + D - aventi c - ( p ,  -t- 1) 

punti doppi prossimi ai  punti di I', , ma generalmente prive d i  punti doppi 
prossimi a qualche punto di  I', (e percib irriducibili) : dunque, effettivamente, 
I', risulta il gruppo dei punti di collegamento della curva spezzata C + D, 
considerata corne limite delle suddette curve E*. 

La proposizione enunciata in  principio, e cosi dimostrata, porge una 
nuova d e f i n i z i o n e  possibile per i l  g e n e r e  g e o m e t r i c o  p, di una su- 
perficie algebrica P; a tale definizione pub venir data veste t o p o  1 o g i c  a ,  
rammentando che 17 equivalenza algebrica fra due curve di P equivale al- 
l'omologia fra i cicli bidimensionali che ad esse corrispondono sulla rieman- 
niana di F. 

La suddetta proposizione potrà quindi fors'anche venir stabilita diret- 
tamente mediante considerazioni topologiche: ne1 qua1 caso da  essa agevol- 
mente si potrebbe dedurre una nuova dimostrazione del teorema fondamentale, 
di carattere algebrico-topologico. 
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Sui1 les équa tioiis diophaiitiennes liées aux unit& 

(1' un corps de iioiribres algébriques fini. 

Par CLAUDE CHABAUTY (à, Paris). 

Introduction. 

Soit à résoudre en entiers rationnels Xi l'équation 

(1) Norme ( X , w ,  t... +X,,to,) = f 1 

où les w, forment une base des entiers d'un corps de nombres algkbriques K 
de degré n ('). A une telle solution correspond une unit6 E = X,o,  -i ... i- X,p,, 
de K, et réciproquement les composantes d'une unit6 de K, par rapport à la 
base consid&ée, fournissent une solution de  (1) en entiers rationnels. b 'exi-  
stence et la strncture des solutions nous sont donc donnees par le th6orbme 
de DIRICHLET: Les unit& de K forment, par rapport à la  multiplication, un 
groupe abélien I' admettant une base 'minima formée de r dléments d'ordre 
infini et d 'un élément d'ordre fini, et l'on a r = r ,  + r ,  - 1, r ,  designant 
le nombre de corps réels, 2r, le nombre de corpR complexes, parmi les n 
corps conjugu6s de K. Nous appellerons r le nombre de DIRICHLET de K. 

Le  résultat classique de THUE (z) sur les solutions en entiers rationnels 
d'une équation P ( X ,  Y) = 1 où F est une forme homogéne à coefficients 
rationnels, peut s'interpréter comme suit: S'il  y a une infinité d'unit& dans 
un module de dimension 2 de nombres de K, les unités contenues dans ce 
module sont toutes les unites d'un sous-corps quadratique r6el de K, multi- 
plides par une unit6 fixe de K. 

Plus généralement, on peut se proposer d'étudier des conditions de pos- 
sibilité à. l'existence d'une infinitd de solutions en entiers rationnels à 

l'équation (1) à laquelle on adjoint un certain nombre d' équations algdbriques 

(i) Aprhs les expressions: a degr6, ou corps conjugu6s d'un corps de nombres alg6- 
briques =, c module a, nous supposons 'toujours qu'il est sous-enteudu c par rapport au 
corps R des nombres rationnels B. 

( a )  A. !L'HUE, e Journ. für Math. s, Bd. 135 (1909). 
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dont nous pouvons, sans restreindre la gen6ralit6 du problème, supposer les 
coefficients rationnels. (Le cas envisage par THUE correspond à un systbme 
(2) forme de n - 2 Bquations linéaires, homogènes, ind6pendantes) sur les Xi). 

On obtient facilement des conditions suffisantes assez larges, que doit 
remplir le systbme d'bquations (11, (2)) pour qu7 i l  ait une infinite de solutions 
en entiers rationnels X j .  Alors l'ensemble des unit& de K qui correspondent 
A ces solution, a une stracture assez simple: A condition de ndgliger peat- 
Btre un nombre fini d'entre elles, il est constiti16 par ln  reunion des 
éléments d 'un nombre fini de sous-groupes de I' ou de classes de l? par 
rapport b des sous-groupes. O n  peut conjecturer que ces conditions snffi- 
santes sont aussi nécessaires, et que les solutions du systbrne ont toujours 
cette structure. C'est ce que confirme le résultat de THUE qui donne une 
condition necessaire et suffisante à 1' existence d' une infinite d' unites dans 
un module de dimension 2, et le resultat analogue que nous etablirons dans 
ce travail pour certains modules de dimension 3. Nais rien de pareil n'est 
démontré dans des cas plus yBneraux, et l'on obtient des conditions néces. 
saires qui ne sont pas suffisantes. 

Les rélsultats antérieurs à ce travail, autres que ceux de THUE, con- 
cernent encore le cas où (2) est un systbme d'équations linbaires et homo- 
gènes. En approfondissant les mBthodes d'approximation diophantiennes de 
THUE, O. SIEGEL a montr6 (7 que dans un module de base 1, w, w', ..., w"-' 

du corps K= R[cu] de degr6 w,, il n'y a qu'un nombre fini d'unités quand s 
est suffisamment petit par rapport à n ( n >  4s' - 2 s 2 + l ) .  En se servant 
d'une metrique p-adique convenable, T. SKOLEM (') a montre que pour un 
corps de degr6 3 ayant 4 corps conjugues imaginaires, il n'y a qu'un nombre 
fini d'unit& dans un module de dimension 3. 

Les resul ta t~  de ce travail concernent le cas suivant: les Bquations du 
système (2) sont en g6n6ral de degr6 quelconque, mais la variet6 algB- 
brique W definie dans l'espace de X, ,..., X,, par les Bquations (1) 
et (2) est siipposbe formée de composantes irréductibles de dimension 
s I îz - r - 1, r etant toujours le nombre de DIRICHLET de IL Le résultat 
central est le suivant: 

A tout ensemble G d'une infimité d'unités de K appartenant à une va~iété 
algébrique 11 de dimension s corresporzd a u  moim u n  sous-groupe y de l? 
ayant les propriétés suiva~des : 

(3) C. SIEGEL, a Math. Zeit. D, Bd. 10 (1081). 
(4) 'l!, SKOLEM, a Math. Annal n, Bd. 111 (1936). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d ' u n  corps de rzombres algébriques fini 129 

lo) Il y a a u  moins  u n e  classe de  T/y q u i  contient un sous-ensemble 
infini de G. 

2") lh5-e = r + 8 - 1 quelconques des conjugués d' u n e  un i t é  E a p -  
partenant  à y ,  soient E '~ ' ) ,  ..., E(%), i l  y a u n e  relation 

les exposants m,, , - a m  9 mqD étant  des entiers rationnels n o n  tous  nu l s ,  n e  dépen- 
dan t  que d u  d w i x  des conjugués, m a i s  n o n  d u  choix de  E d a n s  y. 

Nous donnons deux types d'applications de ce theorhme, en examinant 
la compatibilit.6 des 6quations (3) avec la nature du groupe de GALOIS G 
de K, ou avec la  nature de la variété W. Nous obtenons ainsi les résultats 
suivants : 

1.O Pour  toute u n e  catégorie de  corps d e  notnbres algébriques finis, q u i  
contient e n  particulier tous les corps de degré premier,  et tous les corps dont  
le groupe de  Galois est le  groupe symétrique, i l  n e  peut y avoir u n e  in f in i té  
d 'un i t é s  appartenant  à u n e  variété algébrique de dimension < n -- r - 1. 

2.0 L'existence d' u n e  infinité d 'un i t é s  d a n s  un nzodule de fiombres algé- 
briques de base (1 ,  a, p), où  le corps K = R[a, P] a au moins  4 corps coy*ug?nés 
conzplexes, admet  u n e  condition necessaire et suf f i sante  analogue a celle trouvée 
p a r  THUE pour les modules de d imens ion  2, b savoir que le module  considéré 
contienne le module  des nowdwes d ' u n  certain sous-corps de  K.  

Nous en ddduisons que l ' inégalité 

où  n est l e  degré de  K = R[a,  Pl, tbujours assujett i  à avoir au moins  4 cotzju- 
gués i m a g i m i r e s ,  n'a qu'un.  nombre fini de solutions e n  entiers rationnels X ,  
Y ,  8, quelle que soit l a  constante réelle positive c. 

Le chapitre 1 est consacre à l'éltude des varietes algebroïdes dans un 
espace où les points sont des systèmes de n nombres pris dans un corps 
p-adique algébriquement ferme. NOLIS demontrons principalement que ces 
variétés sont localement décomposables en varietes irréductibles, et que chaque 
élement irréductible est susceptible d'une reprhsentation parametrique locale 
de « WEIERSTRASS », le nombre de paramètres indépendants d6finissant la 
dimension de 1' élément. 

Dans le chapitre II, nous considtirons u n  « groupe ab6lien multiplicatif 
de points » de X'" l', de « rang » r, r 5 n - 1, dont les points de base ont 
pour coordonn6es des nombres algébriques. . Nous supposons qu' une variété 
algbbrique W de X" de dimension s < n - r contienne un ensemble 

Annali d i  Matentatica. Rerie IV, Toino XVII, Li 
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infini G d'B16ments de I'. Nous étudions les relations entre W et r par l'in- 
termédiaire de sous-variétés algébriques de W et de sous-groupes de I' 
a minimaux » par rapport à l'ensemble 6. Nous utilisons des transformations 
de l'espace X" (congruences) et des procédés de composition de variété (pro. 
duits de varibtés). Ils nous permettent de construire dans X ' h n e  variéte - 
algébrique W de dimension < s + r - 1 contenant tous les 616ments d' un 
sous-groupe convenablement choisi de I'. I l  en resulte un theorème analogue 
au théoréme (3.1). 

Dans le chapitre III, nous supposons que le groupe 1' est le groupe des 
points ayant pour coordonnées une unité de K et ses coqjuguées, le théorémc 
précédent donne alors le thdoréme (3.1). Nous en faisons ensuite les appli- 
cations mentionnees plus haut à des équations diophantiennes particulières. 

Une partie de ces resultats a et6 r6sum6e dans trois notes aux (< Comptes 
Rendus de l'Acad6mie des Sciences de Paris » (j). 

Monsieur GARNIER m'a donné de précieux conseils durant la rhdaction 
de ce travail. Je  suis heurex de l 'en remercier. 

CHAPITRE 1. - Séries entières à coefficients p-adiques. 

Corps 1)-adiqiies. - Rappelons quelques definitions et proprietes des 
corps p-adiques qui nous seront utiles par la suite (7. 

Soit R le corps des nombres rationnels, p u n  nombre naturel premier. 

Tout nombre q de El peut se mettre sous l a  forme q  -pXq', où A est un 
entier rationnel, q' un nombre de R égal au quotient de deux entiers de R 
premiers entre eux, dont aucun n'est mulliple de p; ph s'appelle la  partici- 
pation de p à q, A l 'ordre de q (pour p). On appelle valeur absolue p-adique 

de q, que 1' on notera 1 q I,, le nombre réel quand q* O. On pose 10 1 ,  = 0. 

On a :  

Si l'on prend comme distance de deux éléments p , ,  q, de R, Iq2 - q l  1 , '  
R devient un espace metrique. Sa fermeture topologique R, s'appelle le corps 

( 5 )  « C. R. *, t. 204 p. 2117, Juin 1936; t. 2011, p. 943, Mars 1937; t. 205, p. 943, Xo- 
vembre 1937. 

(6) Pour leur démonstration, Cf. CHEVALLEY, Thèse a, Paris, 1933, Sur la théorie dzc 
corps de classe, chap. V, p. 407-423, et . Jouro.  of the faculty of sciences n, Tokyo: 1933. 
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des no~nbres rationnels p-adiques. La valeur absolue p-adique definie dans R 
induit urle valeur absolue y-adique dans R,. 

On sait (7 )  que pour tout corps on peut former des extensions algébri- 
quement fermées (c. à. d. dans laquelle tout polynôme d'une variable à coef- 
ficients dans le premier corps se décompose en un produit de facteurs 
lin6aires) qui soient alg6briqnes sur ce corps, et de telles extensions sont 
Bquivalentes. Soit HP 1' une d'elle. Soit q. un e k m m t  de H P ,  x" + a,xR-' + ... 
... + a, = 0 l76quation irreductible à coefficients dans Rp à laquelle satisfait 
q, p l 'ordre de la  norme a, de q, on demontre que la 

1 * 
1 q 1, = est un prolongement de la valeur absolue definie 

satisfait encore aux relations (1). Nous appellerons A = P 
n 

satisfait aux relations (2). 

valeur absolue 

dans R, et elle 

1' ordre de q, il 

Les nombres de HP d'ordre 2 0  sont dits entiers p-adiques. Ils forment 
un anneau Ep dans H P .  Ceux d'ordre nul ont aussi leurs inverses dans E,,; 
ils sont dits unités p-adiques. Ils forment un groupe abelien multiplicatif. 
Les entiers et les unités alggbriques sont des entiers et unites p-adiques. 

La  valeur absolue p-adique fait du corps H, un espace métrique, mais 
il n'est plus complet, comme l'était R, (une suite de nombres de H P ,  con- 
vergente au sens de CAUCHY, n'a pas necessairement une limite dans HP).  
Les relations (1) entraînent : 

T H É o R ~ ~ ~  1.1. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
suite a, d'éMments de HP soit convergente a u  sens de Cauchy, est que 
lim (a,+, - a,) = 0. 
n=m 

Soit K, un sous-corps de HP qui soit une extension algdbrique finie 
de Rp. I l  y a ( 6 )  dans K, un nombre n, entier p-adique, qui n'est pas une 
unit6 p-adique et dont 1' ordre est minimal. L' ordre de tout nombre de K, 
est un multiple de celui de IT, de sorte que tout nombre de K, peut se 
mettre sous la forme ITPU, p entier rationnel, u une unit6 p-adique de Ka. 
Les seuls idéaux de l'anneau des entiers de E, sont les ideaux ( z ) ~ ,  le seul 
idbal premier est (n). En particulier (p) est un ideal de la forme ( x ) ~ .  Le 
nombre de classes de restes. de l'anneau des entiers de K, par rapport à 

l'ideal (n), est un nombre fini pf. Cela permet de demontrer que K, est 
localement compact (de toute suite infinie d'klements bornés de Kt, on peut 
extraire une suite convergente au sens de CAUCHY). 

(7) CI. Van der WAERDEN, Moderne Algebra, Bd. 1, S 60. 
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On démontre aussi (6) que K, peut 6tre obtenu en adjoignant à R, un 
nombre 0, algebrique sur R, et que K, est la  fermeture topologique de 
K = Ri01 pour l a  valeur absolue p-adique. Donc Kp est complet et les suites 
convergentes qu' on peut extraire d'une suite infinie dJ6l6ments bornes de Kp 
convergent vers un Blement de K,. C'est la propriete de compacité en soi. 
Toul  sous-corps de  H ,  q u i  est u n e  extension algébrique finie de R, est loca- 
.lement compact e n  soi. 

Séries h coefficients 1)-adiques. - Dans la suite, nous considererons des 
systdmes de n valeurs x, , ... , xn,  prises dans HP comme un point d 'un 
espace X", produit direct de n espaces HP.  La metrique p-adique definie 
dans H, , induit dans X" une topologie qu' on peut engendrer par la metrique 

n 

Dist (A,A,) = 2 1 a,, - aii I p ,  par exemple. Nous appellerons voisinage d'un 
i=l 

point Q de X" un domaine de X" contenant pour certaines valeurs des 
nombres réels pofiitifs lit, tous les points tels que 

Nous considererons des séries de puissances ent iè~es  rationnelles positives 
de n variables e,,  ..., x, 

où. n o u s  supposerons que les coefficients appartiennent à u n e  même  extension 
algébrique @.nie E, de R,, de sorte que si la  série converge quand on substitue 
aux x, des valeurs xi0 de H P ,  elle converge vers un nombre du corps topo- 
logiquement complet K,[x,O, ... , xfiU]. Par definition, une fonction analytique 
de n variables x i ,  ... , cc, est la somme d'une telle serie dans son domaine 
de convergence. 

Appelons hauteur  d' un terme de la serie le nombre naturel h = h, + ... + h,; 
D'aprés le  théorhme (1.1): on a :  

THÉORI~ME 1.2. - La condition nécessaire et  suff isante pour  q u ' u n e  série 
mul t ip le  S bhl ,..., h, (h, , ... , hn= O, 1, 2, ... , -t co) converge, est que l a  v a l e u r  

hi ,..., hn 
absolue d u  terme géneral tende vers aéro quand  h croit iwdéfinirnent. 

Ce theorème donne pour la  convergence des series une condition beaucoup 
plus large qu'en analyse ordinaire. Aussi dPs qu'une serie Lt coefficients 
p-adiques est convergente, elle aura des proprietes qui en analyse ordinaire, 
caracterisent les séries absolument convergentes. En effet, du theoréme (1.2) 
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rbsulte que: toute &rie extraite d'une serie p-adique convergente A, est 
e l l e - m h e  convergente. Soit une suite de telles series partielles A, .  Soit h, 
la  plus petite hauteur des termes de A figurant dans A,,  si h,, croit indefi- 
niment avec n alors ( A,, 1, tend vers zélro. Donc: 

THJ~ORBME 1.3. - Si o n  s o t r z ~ ~ e  les termes d ' u n e  série convergente p a r  un 
procédé quelconque q u i  épuise tous les termes de l a  série, o n  obtient l a  wrêtne 
liinite qu1az?ec le procédé q u i  définit l a  sétie (7. 

Du th6orème (1.2) resulte aussi que s i  u n e  série entière LG n variables est 
convergente pour  xi = bi elle cofzwerge uniforménzent pour  tout le domaine 
1 xi 1, < 1 bi 1,. Si tous les b, sont -+ O, nous appellerons un tel domaine un 
cube de  convergence. 

Si une suite de points Q de Xn tend vers le point Q, de coordonnbes xi,,, 
on finit par avoir 1 xi 1 = 1 xlo l p  pour les valeurs de 1' indice i telles que 

x,, O ;  il en r6sulte que si une série entière converge pour une suite de 
points de l'espace des variables, elle converge pour tous les points limites 
de la suite, 

On demontre aisement ,ue s i  l a  somme d ' u n e  série entiere est nul le  d a n s  
tout un voisinage de  l 'origine,  la série est identiquement nulle,  c. a. d .  tous 
ses coefficients sont nuls.  

THÉOREME 1.4. - Si u n e  serie entière f(x, , ... , x,) converge au voisinage 
de 1' origine, s i  1' o n  fait  le changement de coordonnées (xi- ai + Yi), ai étant 
un point où  f converge, et s i  l ' o n  ordonne la série obtenue par rapport  aux 
puissances des yi,  o n  o5tient u n e  série entière y&, , ... , y,) q u i  a même domaine 
de convergence que f ,  et nzême somme que f aux mêmes points.  (11 n ' y  a donc 
pas de prolongement analytique). 

En effet, considérons la  serie entidre à 2 n  variables F(x, ,  ..., x;,,, y,, ... , y,), 
obtenue en substituant dans f, xi + y, à xi. Si f admet le cube de conver- 
gence 1 xi 1 ,  = Ipmi l,, faisons le changement de variables x,' = xi/pmi, 
3: = yi /pmi. Appelons f', cp', F', les fonctions correspondantes. Comme f' 
converge pour 1 2,' 1, = 1, le valeur absolue p-adique de ses coefficients tend 
vers O quand la hauteur de leur indice croit indéfiniment. Comme chacun 
des coefficients de F' est Bgal à un coefficient de f' multiplie par un entier 
rationnel, ils ont aussi cette propriét6, et P' admet le cube \ x i  l p <  1, 

( 8 )  Le théorbme (1.3) est valable plus généralement pour toute série d'éléments d'un 
espace vectoriel normé quelconque lorsque la serie est commutativement convergente c. a. d. 
qu'elle reste convergente aprhs un changement quelconque de l'ordre de ses termes (cf. 
BANACH, Opérations liméaires, p. 240). Les series p-adiques sont un exemple de séries qui 
peuvent etre coniinutativement convergentes sans être absolument convergentes. 
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( y ,  1, < 1 comme cube de convergence. Puisque pour un systhme de valeurs 
a;, b,', des x,', y,' en valeur absolue < 1 l a  valeur de f s' obtient en ~iommant 
les termes de la série convergente F'(a,'; b,') suivant une loi qui les 6puise 
tous, il resulte du thdoreme (1.3) que f'(ail + b;) = P1(a,'; bl ) .  Mais le m6me 
th6orame montre que cp,'(b;) converge alors vers ' la  meme valeur. Donc, dans 
tout domaine où f converge, y converge vers l a  m8me valeur, et r6cipro- 
quement puisque f et (p jouent un rôle syméltrique. 

On déduit facilement du th6orème (1.4) : 
THJ~ORI~NE 1.5. - Si  une série entière est identiquement nulle, dans tout 

u n  voisinage d 'un point du domaine de convergence, elle est identiquet~zent 
nulle. 

REMABQUX. - Ayant dbfini comme en analyse ordinaire, les derivees 
partielles d' un polynôme en x, , ... , x, par rapport aux differentes variables, 
et celles d'une serie entiére f(x,, ..., x,) comme obtenues par la derivation 
terme à terme, on voit facilement que si f converge dans le  cube lx ,  1, = 1 ai 1, 
ses derivees convergent aussi dans le même cube. On s donc l'interpr6tation 
des coefficients du développement de f, et du d6veloppement de y,($, , ... , g,,) = 
= f (a ,  +y , ,  ... , a, + y,,) par les formules de MAC-LAURIN et TAYLOR 

On dbmontre de mèma à l'aide du theorème (1.2) l'analyticit6 d'une 
fonction analytique de fonctions analytiques: 

THJ~ORI~ME 1.6. - Soient A une série entière de n variables x i ,  ... , x,, 
convergente dans un  voisilzage D de x, = ... = x, = O ;  B i ,  ... , B, des séries 
entières de m uariables, y , ,  ..., y, convergentes dans am voisinage D' de y, =... 
... - -y, =O,  nulles pour y, = ... = y, - O ;  si nous effectuons dans A la 
substitution xi = Bi, i = 1, 2, ... , n, orz obtient une série entière b' en Yi qui 
converge pour tous les systèmes de valeurs des yi de D' qui donnent des systè~aes 
de valeurs des x amartenant à D. 

Et le theorème: 
T R I ~ O R ~ M E  1.7. - Soient A,, ..., A, des séries erztières de n sariables 

X, ,..., x,, convergentes dans wn voisinage de x, = ... = x, = O ,  telles que la 

matrice a r lignes et n colonnes 11 aAilI soit de rang r pour x, = ... = X, = 0. 
llax, II 

Soient B ,  ,..., B,, n séries entières de n variables y , ,  ..., y,, convergentes au 
voisinage de y ,  = ... =y, = O, telles que la matrice à n lignes et n CO- 

l aBi ' '  soit de rang n gour y ,  = ... = y. = O. Efeotuons dans les A la zOnncs I I  1, 
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substitz~tion xi = Bi, i = 1, 2, ... , n, les A deviennent des fonctions des y telles 

pue la  matrice à r lignes et n colonnes ' SI1 mil de rang r pour y, = ... =y. = 0. Il a ~ i  I I  
Itléitux de séries entières convergentes. - Considérons t o d e s  les series 

entibres de n variables x , ,  ..., x, à coefficients dans HP 

satisfaisant aux conditions suivantes: chacune d'elles est convergente dans 
un voisinage de l'origine et ses coefficients sont dans une même extension 
algebrique finie de R,. Elles forment un anneau d7int6grit6 U n .  

Pour l'anneau analogue dans les series dont les coefficients sont des 
nombres complexes ordinaires, il y a des thborèmes classiques renseignant 
sur la structure des ideaux et des vari6tés des e6ros de ces idéaux. Les 
mémes problbmes se posent pour Un. Nous y trouverons des réponses aila- 
logues, principalement: le résultat que pour la varieté des zéros d 'un idéal 
premier, i l  y a une représentation parametrique de K WEIERSTRASS ». Pour 
les obtenir, nous démontrerons entre Bléments de Un une identitB connue 
dans le cas classique sous le nom de formule de WEIERSTRASS. Nous réfé- 
rerons pour le detail des d6monstrntions de .ses conséquences à un memoire 
de W. RUCKERT (9), (mémoire désigne dans la suite par W. R..), car elles en 
sont deduites par des procedés purement algebriques, valables encore dans le 
cas que nous consid6rons. 

Donnons quelques definitions préalables. Un Blément de U,, sera dit unité 
quand il existe un element B de Un tel que AB = 1. Alors, on a nécessai- 

CO 

rement A(0, ..., 0) + 0. L7identit6 (1 - a)-L = Z a" et une majoration facile 
lz=o 

permettent de demontrer que cette condition est suffisante pour que A soit 
une unité. Deux elements A, B de Un seront dits équivalents s'il  existe une 
unité C de Un telle que A = BC. 

Si A(0, ... , O, x,) +O, A sera dit régulier e n  x, de degré s, s &tant la  plus 
petite puissance de x,, à coefficient non nul dans A(0, ..., O, z,,). Par  un 
changement de coordonn6es, portant seulement sur x , ,  ..., x,-,, on peut 
toujours amener un Blément A à être regulier en x, 

Si  A est un polynôme en x,, à coefficients non unites de U,,-, (anneau 
analogue à Un pour les series entières en x, , ... , x,,-,), & 1' exception du terme 

(9) W. RUCKERT, a Math. Annal. B, Bd. 107 (1932), p. 259-281. 
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de plus haut degré xnS dont le coefficient est 1, A est dit un polynônze di- 
st ingué en x, de degr6 s. 

Ddmontrons alors la  
FORMULE DE WEIERSTRASS. - Soit  F un élément de TT,, régulier e n  x, 

d e  degré a, à - t o u t  élément A d e  Un correspondent les é lé~nents  B et C de Un.  
C: étant e n  x, un polynome de degré < s - 1, tels que l ' o n  a i t  identiquement 
A = F B + C .  

Prenons un voisinage de zéro 1 xi 1 ,  < 1 X 1 ,  suffisamment petit pour que 

A et F y convergent tous deux. Par  un changement de variables x,'= xi 
A 

i = 1, ... , n, A et F donnent deux séries que nous continuons à appeler A 
et F, convergentes pour 1 x i ] ,  = 1, dont les coefficients ont une valeur 
absolue p-adique qui tend vers zero avec l'inverse de la hauteur de leur 

indice. Par une changement de variables x , ~ " = ~ ~  avec 1 1' 1, suffisamment A' 
petit, nous obtenons que le  coefficient de xnfS dans P soit le plus grand de 

xi1 
ces coefficients des pures puissances de x,, et en faisant ensuite x/ - - - A" 
(i = 1, ... , n - 1), avec 1 A" 1, assez petit, nous obtenons que ce coefficient soit, 
le plus grand de tous les coefficients dans F. 

Dans le corps K, algebrique fini sur R,, qui contient les coefficients 
de F et A on peut trouver un nombre n tel que tout nombre a du coips, 
se mette sous la forme a = n k ,  E étant une unit6 p-adique du corps, 
c'est-à-dire un nombre d'ordre zéro. Comme les coefficients de F et G 
tendent vers zéro quand la hauteur de leur indice croit indefiniment, il n'y 
en a qu'un nombre fini de meme ordre, on peut donc Bcrire: 

les g, étant des polynames en x, , ... , x,, à coefficients unitds de K,, de même 
pour F, avec cette remarque que f, se rBduit à E , X ~ ~  

F =  7 ~ ~ ' ( e ~ ~ ~ ~  + xf, + ... + nQfq i- ... 1. 

Nous pouvons supposer h = h' = O, E, = 1, car nous ne consid6rons pas 
comme différents deux éléments de U, dont le quotient est une constante. 

Considérons des éldments .de U,,, B, G :  

b, et c, étant des Gléinents de U,, détwminer, L'identitB A = FB + C est 
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équivalente au système de l'infinité de congruences A = EIB -+- C (mod. 7cQ) 

(q = 1, 2, ... à l'infini). Ce système est satisfait s ' il  en est de même pour le 
système d' une in finit6 d' égalités : 

obtenu en égalant les coefficients des différentes puissances de 7c. 

Supposons qu' on ait pu, pour q = 0, 1, ... , h - 1, déterminer des élements 
de U,,, b , ,  c , ,  qui satisfassent aux Bgalités d'indices (O), (1) ,..., (h - i), et 
qui soient des polynômes en x , ,  ..., x, ,  & coefficients d7 ordre >O,  les cg de 
degr6 I s - i en x , .  Alors, posant dh = a, - xN6bQ - ... - f,b, , dh est encore 
un polynome en a , ,  ..., x ,  à coefficients d' ordre 2 0. L a  relation (q) s'écrit, 

d ,  est connu. S i  on prend pour b , ,  c h ,  respectivement le  quotient et le reste 
de la division de d ,  suivant les puissances décroissantes de  X ,  par rHa, 
l'égalité (h) est satisfaite et bh et ch sont des polynomes en x i ,  ..., x ,  & coef- 

ficients d'ordre 2 0 ,  ch 6tant de degrd < s - 1 en x , .  Nous formons donc- 
ainsi par récurrence tons les polynômes b, ,  c g .  

403 

Daiis 2 nqbq développe suivant les monômes en x, ...., x,, le coefficient .. . 
G U  

+Co 

du monôme xLrl ... xnvs est Bgal à L E ,,...,,. , , , K ~ ,  E,. ,,..., ,.,,, 6tant le coef- 
P-0 

ficient de x ,n  .., x,+.) dans b,, coefficient qui est d'ordre >O, le  terme 
général de cette serie tend vers O et o'est toujours un nombre de K,, 
cette serie converge vers une limite b,,,...,,., de K ,  d' ordre 2 0, donc 
B = Z b,, ,,,.,,, x , f i  ... xnVtb converge pour 1 ai 1, = 1 et tous ses coefficients 

g-, ,...,'r,3 

appartiennent à K,. B est donc un él6ment de U,,. De même C, qui en 
outre, est un polynome en  xn de degr6 < s  - 1. Et ils satisfont bien à 

l'identité A = FB 4- C. On a donc trouv6 les éléments cherches. 
APPLICATIONS. - Prenons A = xns. A F correspond un élément B 

tel que RB = A - C soit un polÿnome en x ,  A coefficient dans Un-, , dont 
le terme de degr6 la plus élevé est xns. On montre facilement que B est 
une iinih6 de U,,, que A -  C est un polynome distingué en x,, et qu'il est 
uniquement d6terminé (Cf. W. R., p. 262). On a donc le 

LEMME DE WEIERSTRASS ( 'O) .  - Tout élément de Un, régzclier e.n x,, de 

( i O )  Voir pour une d6monstration directe Th. SKOLEM, e Math. Ann. 3 ,  111, 1936, p. 399. 
M.ais le lemnie clc WEIERSTRASS ne nous suffirait pas pour obtenir la représentation para- 
métrique dont nous avons besoin pour des varietes alg6broïdes. 

Annoii Ji .\ioce~iwtica, Serie IV. Tomo STII.  18 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 C. CHABAUTY:  Swr les kquations diophawtienmes liées a u x  unités 

degré s, est équivalent à un polynôme dist ingué d e  degré s e n  x,, uniquement  
déterminé. 

Comme cas particulier pour les Bléments de degr6 1 en x,, on  a le: 
THÉORIDME DE L'INVERSION. - A étant  un élément de  Un tel que  A = O 

Ci A 
et ,- =# O, à 1' origine, 1' équat ion A = O définit x, comme fonction analy t ique 

c xn 
de x, , ... , x,-, au voisinage de  x, = ... = x,-, = 0. 

Par  récurrence, on obtient le théorème analogue pour les fonctions im- 
plicites de plusieurs variables. 

THÉORIDME GÉNÉRAL DE L'INVERSION. - Soient F,,  ... , F h ,  h fonctions 
analy t iques  des h + m variables u , ,  ..., u h ,  xi, ..., x,, nul les  q u a n d  les u et 
les x soÿzt nuls ,  convergenies au uoisinage de ce système de valeurs,  et lelles 

que le déferuninatzt fonctionnel D(F'7.." soit d i f férent  d e  zéro gua>id les x 
D ( q ,  S.. , ~ h )  

et les u sont nuls .  Alors  les équations P, = O, ..., Fh = O définissent les u 
comme fonctions analy t iques  des x, nulles pour  les x nu l s ,  et convergedes 
dons zcw voisinage de ce système de  valeurs  des x. 

Variétés algébroïdes. - Appelons variété algébrolde en O (xi = ... = x,, = O )  
l'ensemble des points de l'espace X" qui sont des zéros communs à un 
système d1 6lements de LJ,, . 

La formule de WEIERS~RAS~  permet, par récurrence, sur le nombre des 
variables, de démontrer la propriete triviale dans U,, = H P  qui est un corps, 
que dans U,, tout idéal a une base finie (Cf. W. R., p. 264) et par conséquent 
pent se représenter comme intersection d 'un nombre fini d'idéaux primaires. 
A chaque idéal primaire est attaché un idéal premier (qui possède la 
m8me variéte de zéros). La condition nkcessaire et suffisante pour qu'une 
varit? te algebroïde soit irréductible (c' est-&-dire qu' elle ne piiisse être re- 
présentee comme la somme de deux variétés algébroïdes en O dont aucune 
ne contient l 'autre) est que son ideal propre (c'est-à-dire l'idéal de tous les 
éléments de A s'annulant sur tout un voisinage de O de la vari6té) soit 
premier. II en rBsulte: 

THÉORIDME 1.8. - Une variété alyébroide e n  O est d&onzposable d a n s  un 
voisinage de O, e n  un nombre fini de variétés algébroïdes e n  0, irréductibles. 

Soit alors 3 un idéal premier de U,,, II,, le corps quotient de l'anneau 
de classes de restes Un/3. On trouve (Cf. W. R., p. 266-269), qu'après, au  
besoin, une substitution linéaire et homogène non singulière sur les variables, 

il y a k des variables, soient x, , ... , x, , telles qu' on ait 1' isomorphie II, A, ,  
An etant le  corps quotient de Uk, w un Blernent algebrique sur U, satisfaisant 
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à une equation irreductible dans U,*, g(w) = wS -1- g , ~ ~ - ~  + .., + gs = 0, où 
les gi sont des élements non unités de Uk. On en deduit (Cf. W. R., p. 275-280): 

TRI~ORÈME 1.9. - Une variété de  Xn, algPbroXde e n  0, irréductible, admet  
a u  voisinage de O u n e  représentation parn.métrique 

les P h  étant  des polynômes de degré s - 1 e n  o, a 

« de WEIERSTRASS » 

(h = 1, 2, ... , n - k) 

coefficients éléments de Uk , 
w satisfaisant a utze équation irréductible g(w) = wS + g,oS-l + ... + g, = O o ù  
les gi sont des éléments de Uk n u l s  à l 'origine,  D é tant  le d iscr iminant  de  
Z' équation g(w) = O. 

T o u t  systèrne de  valeurs x, , ... , x p  de HP suffisa+nwzent petites, telles que 
D(x, , ... , xk) + O, donne par ces formules s points d i  l a  variété vois in  d e  
l 'or igine ,  et tout point  de  l a  variété suff isainment vois in  de  1' origine, tel que  
D ( x , ,  ..., xk)+ 0, est niîzsi obtenu. 

Les points de la variéte tels que D(x, , ... , x,) $= O seroiit appelés points 
réguliers de ln variét6. Si1 n'y a que des points reguliers (s = 1) la variet6 
algébroïde sera dite regoliere. 

L'ensemble des points qui fournit une representation parametrique, telle 
que (3), sera appel6 un élément de WEIERSTRASS. Le theoreme (1.9) peut 
s'6noncer ainsi: les points d ' u n e  variété V ,  algébrozde e n  0, irréductible 
forwzent, au voisinage de  O, un élhnent de WEIERSTRASS, a condztion de 
négliger au besoiw les points d ' u n e  vraie  sous-variltr' algébroide d e  V .  Le 
nombre k est dit la dimension de 1'6lement. C'est aussi par definition la 
dimension de la  variet6 algébroïde irreductible V car on demontre (Cf. W. R., 
p. 274) qu' il ne dépend pas de la façon dont on a choisi les variables x, , ... , xk. 
On montre aussi que les composants irréductibles d'une vraie sous-variétb 
alg6broïde de V ont des dimensions < k.  

DBmontrons maintenant quelques consequences du théoréme (1.9) qui 
nous seront utiles pour la  suite. Les points de l a  variété V, tels que 
D(z,,  ... , x,,) = O sont les 5Bros de 1' idéal (3, D). E n  leur appliquant le théo- 
rbme (1.9)' on obtient finalement : 

THI~ORÈME 1.10. - O n  obtient tows les poinis appartenant  à un voisinage 
de  l 'or igine  suffisarnwtent petit d ' u n e  variété algébrozde, en 0, irréductible, e n  
réunissant  un nombre fini d'élérnents de WEIERSTRASS. 

Parmi ceux-ci l'élément de WEIERSTRASS qui donne les points reguliers 
de V sera appelé 1'616ment de WEIERSTRASS principal. 

Les élements de WEIERSTRASS de dimension zéro fournissent un nombre 
f in i  de points. I l  en resulte: 
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T H I ~ O R ~ M E  1.11. - Si deux variéth algébroides en O, ont en cowunun 
une infini18 de points convergents en 0, elles ont en commun au moins un  
élément de WEIERSTRASS de  dimension au moins 1, qui contient une infinilé 
de ces points. 

Nous appellerons éléazent paramétrique de centre O l'ensemble des points 

oh les fi Btant des fonctions analytiques definies au voisinage de t ,  = ... = t ,  = O 
et nulles pour ce systhme de valeurs. 

Soit F l'idéal des é16ments de U, qui s'annulent sur tous ces points. 
On demontre facilement que cet idBa1 est premier. La varikt6 algebrorde des 
zBros de l'ideal P sera dite la  variété algébroi'de de l'élénre~tt. Elle contient 
tous , les points de 1' é16ment paramétrique? mais par contre, celui-ci n' en 
represente pas n6cessairement tous les points voisins de O quand on donne 
aux t j  des valeurs voisines de O. 

Si la matrice fonctionnelle Ils1 est de rang s en O, donc au voisinage 
II % Il 

de O, nous dirons que 17B16ment parametrique est régulier de dimension s ;  
en effet le  th6oréme de l'inversion permet facilement de montrer que la 
variete algébroïde de 1'61ément est régulihre en O et de dimension s et que 
dans ce cas, 17é16ment parametrique donne toute sa variet4 algébroïde au 
voisinage de O. 

Si la matrice fonctionnelle II311 est a en general x de rang s au voisinage 
II at, I 

de O, mais non au point O même, la variet6 alg6broYde de l7 616ment n7est 
plus n6cessaireinent r6gulière en O. On voit imm6diatement qu'elle est de 
dimension 2 S. On peut montrer, qu' en fait, elle est exactement S. 

En faisant un changement de coordonn6es convenable et en utilisant 
encore le theoreme de l'inversion, on voit aussi que si J est un élément de 
WEIERSTRASS de dimension k, A un point de J, le voisinage de A sur J est 
un dement regulier de dimension 76. 

Nous d6montrerons d'autre part: 
THÉORÈME 1.12. - Soit V une variété irréductible algébroide en 0 ;  soit A 

un point régulier de l'élément de WEIERSTRASS principal de V. Si tout un  
voisinage de A est contenu dans une variété algébrique W ,  alors W contient 
toute la variété V au voisinage de O. 

Soit x,,, - - P(x' "' ' xk ; (h = 1, 2, .. . , n - k) la repr6sentation de WEI- 
D(%, .-- ) xk) 

ERSTRASS de V, valable dans le domaine le, l p  ,..., lx, 1, -==-fit pour les 
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points reguliers D(x,, ... , x,) + O .  Soit Q(x,, ... , x,,) - O  l 'une des équations 
algebriques qui dBfinissent W; Q,(x, ,..., x,; O) le  résultat de l a  substitution 
aux xk+,, de leurs valeurs en fonction de x ,,..., x k ,  O ;  Q2(x, ,..., x,) = 
= Norme (&, (x, , ... , x,, ; w)). le produit des expressions obtenues en rem- 
plaçant o par ses conjugu6s dans &,; Q, est un &ment de Un qui converge 
dans tout le domaine 1 x,  I V ,  ... , 1 x,, 1, < nt. Si a , ,  ... , an sont les coordonn6es 
du point r e p l i e r  A de l'enoncé ( 1  a, I V ,  ... , 1 a, 1, < nz), Q, est nul pour tout 
le voisinage du système de valeurs a, ,..., a h ,  donc (théorème 1.5) Q ,  est 
identiquement nul. Pour tout système de valeurs x, , ... , x, en valeur 
absolue p-adique <wz, il y a donc un des s points correspondants sur V 
(s degré de 1'6quation de w) qui est sur la variete algébroïde (Q) d'equation 

Q = 0, (Q) contient donc l'origine. Si (Q) ne contient pas V, comme V est 
irreductible, son intersection avec V se compose d' un nombre fini d' éléinents 
de dimensions < k - 1 dont la projection sur 1' espace des x, , ... , a, ne peut 
recouvrir tout un ~ois inagc de l'origine de cet espace ti, k dimensions. 
(Q) contient donc V tout entier. E n  appliquant ce résn1t:it aux éléments 
d'une base de V, on obtient donc le  resultat à démontrer. 

REMARQUE. - Si on remplace le  polynome en x , ,  ..., x,, par un Blement 
quelconque s de U,,, la demonstration demeure encore valide. , Donc on 
pourrait remplacer dans l'enonce (1.12) les mots variete alg6briqiie par varitrte 
algebrorde en O. D'autre part, i l  en résulte que si un blément de Un n'est 
pas identiquemeat nul sur V, tout point de V pour lequel il est nul est 
limite des points pour lesquels il n'est pas nul. Si on applique ce résultat 
au discriminant de l'bquation de o on voit que tout point de V p i  n'est 
pas régulier pour utte représentation de Weierstrass donnée, est limite de points 
réguliers. Nous mentionnons seulement ces propri6t6s que nous n'aurons pas 
à utiliser. 

Fonctions expoiianticlles cet logarithmes 11-adiques. - I l  est bien connu 
qu'on peut définir dans H, des fonctions analogues aux fonctions exponen- 
tielles et logarithmiques de 1' analyse classique. Considérons l a  s6rie : 

pv désignant la  plus haute puissance de p ne depassant pas n, on a 

n p V - 1  
ordre (n!)= - + +... t - <-- 11 [Pl [Y pu,- 1 

1 
ordre (5) 2 n (ordre (x) - - 

p - 1 +&p - lJ, 
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1 
La série est donc convergente si ordre (x) > - et elle represente alors 

P - 1  
une fonction analytique de x que nous désignerons par Exp (x). 

On vérifie par un calcul formel, valable quand les Exp x i ,  Exp x, con- 
vergent, que 

Exp (x, + x2) = Exp (x,)*Exp (x,). 

Considérons la série 

Ordre - = n .  ordre ( 5 )  - ordre (n). (9 
La série converge donc si ordre ( 5 )  > 0, c'est-à-dire si 5 est un entier 
p-adiqne qui n'est pas une unit6 p-adique. Elle représente alors iine fonction 
analytique de x que nous d6signerous par Log (1  + 5). 

Pour y, et y ,  suffisamment voisins de 1, Log y , ,  Log y, et Log y,y2 sont 
d6finie et on vérifie par un calcul formel Log (y, .ye) = Logyi + Log y.2. 

Pour x s~iffisaminent petit Log (Exp x) est d6fini ct on v6rifie formel- 
lement que sa  valeur est 2. De même pour y suffisamment voisin de 1, 
Exp (Log y) est définie et sa valeur est y. Les fonctions E x p x  et Logy sont 
des fonctions inverses. 

Soit a un nombre tel que Log a existe. La fonction Exp (x Log a) est 
une fonction analytique convergente pour x suffisamment voisin de z&o, et 

Exp (x, +el) Log a = Exp (x,  Log a). Exp (r, Log a). 

1 
Si ordre (Log a) ) -- alors Exp (%Gog a) converge pour tout x entier 

P - 1  
p-adique, en 'particulier pour tout z entier rationnel. On voit que cette 
fonction coïncide, pour x = q entier rationnel, avec a « à la  puissance q », 

les puissances entibres rationnelles 6tant dbfinies & partir de l a  multiplication 
et de l'inversion comme d'habitude. Pour abrdger, nous la designerons par as. 

Les nombres pour lesquels a" existe et converge pour tout y entier 
p-adique, sont des unites p-adiqnes suffisamment voisines de 1. Nous les 
appellerons unités p-adiques distinguées. 

T H ~ O R ~ C M E  1.13. - Si Kp est une extension algébrique finie de R, , i l  y a 
u n  nombre naturel m tel que pour toute unité p-adigue E de K,, E" soit une 
unité p-adique distingude. 
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Soit n le degr6 de K, sur R,, alors on peut trouver n entiers p-adiques 
de K, tels que tout entier p-adique de K, soit de la forme 

les xi 6tant des entiers de R,. Chacun des xi peut être mis sous la  
+Co 

forme 2 aipi, les ai 6tant pris parmi p entiers rationneis incongrus (mod p). 
i=O 

Donc, EKn designant 1' anneau des entiers p-adiques de K,, , h Btant un nombre 
naturel quelconque, le nombre C(h) de classes de restes de E K ~  modulo 
l'idéal principal ( p h ) ,  est fini. 

Pour tout élhnent E de BK,,. premier à, p, donc unité p-adique, on a 

"(hl-1 G z  qph) 

EC(~) - '  = 1 + yl avec ordre (y) 2 h 

1 il  nous suffira donc de prendre 71, > -- poiir que ln. valeur correspondante 
P - 1  

de C(h) - 1 donne le nombre m cherche. 

CHAPITRE II. - Groupes abeliens de points. 

CONGRUENCES. - Soit, comme dans le chapitre precédent, X" le produit 
topologique de n espaces H,; un point de X" est un syst6me de n nombres 
x, , ... , x,,, de H P ,  que nous a,ppellerons les coordonn6es du  point. Nous defi- 
nirons le produit A, = A , - A ,  de deux points A , ,  A, de X'", comme Btant le 
point ayant pour coordonn6es les produits des coordonn6es de même indice 
de A,  et de A,.  Designons par { X" 1 l'ensemble des points de X" qui n'ont 
aucune coordonnee nulle. Ils forment un groupe abdien par rapport à la 
multiplication que nous venons de définir. Si  nous multiplions tous les points 

de X" par Ln même point A de X" 1, nous obtenons une transformation 
de X n  en lui-même que nous appellerons une congruence. L'ensemble de 
toutes les congruences forme un groupe abdien isomorphe à 1 Xn 1. Deux 
figures formees de points de Xn qui se correspondent dans une même con- 
gruence seront dites congrues. C'est &idemment une relation transitive. Une 
congruence 6tant une transformation affine non singulière de X", deux 
figures congrues ont en même temps le caracthre d'être une variet6 algB- 
brique irreductible, de dimension s, ou d'etre une variet6 algébrolde irre- 
ductible de dimension s, 
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IL-Yariétés. - Soient A, ,... , A,. ,  r points de X n  de coordonnees 

a,,, ... , a,,,; ... ; a,., , ... , a,.,, Nous supposons que l7 on a r < n, que les Log (a,) 
existent, et que les r vecteurs 

(1) (Log (adl , Log (ad) ( j= 1, 2, .,., r) 
sont linéairement indépendants par rapport à H,, . Alors pour des valeurs 

des paramètres suffisamment voisines de zero I y i ] l l  < c, les exponentielles a$ 
sont definies et sont des fonctions analytiques des y. Le point 

xi = Exp (YI Log oli + ... + 2/, Log a,) (i = 1' 2, ... , PZ) 

Yi = ali ... a? 

pour 1 %  l p  ZSZ 4 engendre un element regulier, ayant pour centre le point 
(1, ... , 1), et de dimension r. Une telle varieté, ou ses varietes congrues 

(où q,, ... , qe + O) seront dites des y-variétés de dimension r. 
On voit facilement que si 

(bn,t 9 3 hm) . ( m =  1, 2 ,..., n - r )  

sont n -r vecteurs lineairement indgpendants, dont chacun est orthogonnl à 

toils les vecteurs il), les equations implicites 

(4) 
CC XI% - b,, Log ' + ... 3 b,*, Log - - O (m= 1, 2, ..., n - r) 
PI 4,s 

CLBfinissent la meme variéte que les equations parametriques (3). 
Les y-variétés jouent exactement par rapport a u  groupe des congrueuces, 

le rôle des variétés linéuires par rapport a u  groupe des translations. En effet. 
soient y,", ... , y,? un système de valeurs des exposants telles que 1 yi l,, < cl 
11osons 

p." - yiO . m .  z - piflii ( i  = 1, 2, ... , n) 
les formules 

polir 1 y/ 1, < c fournissent les memes points que les formules (3). On voit 
qu'une p-variété est invariante globale~nettt p l -  la congruence qui fait passer 
de l 'un a l'autre de deux quelconques de ses points. Il en resulte qu'une 
y-variété est bien définie quand on sait qu' clle est congrue à une p-variet6 
donnée, et qu'elle passe par un point donne (qu'il faut supposer appartenir 

3, 1 X "  1 ) .  
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Soit Q, (q ,  , ..., q,,) un point de { X" \ .  Considbrons la transformation 

Soit v un voisinage de Q, le voisinage correspondant de l'origine. Sup- 
posons v suffisamment petit pour que la transformation soit biunivoque et 
bianalytique. Nous appellerons L. un eoisintrge propre de Q. Dans  la suite de 
ce chapitre nous s ~ p p o s e r o n s  toujours pour toutes les études locales que nous 
ferons, que tous les points, les élénaents d e  variétés, les voisinages considérés, 
sont intérieurs a u  voisinage propre d' un même point fixe de { Xn 1 . 

P a r  la  transformation (5),  aux y-varibtés passant par des points voisins 
correspondent des varibtés linéaires de mêmes dimensions, voisines de 1' origine 
et réciproquement. Aux congruences voisines de la  transformation identique 
correspondent des translations d'amplitudes voisines de ~Bro. Noyennant la 
restriction indiquee, et grâce à, la transformation (5)  et au  th6orème (1.12) on 
voit facilement que : 

HA étant un éldment algébrozde irréduclible a u  voisinage d ' u n  point A, 
et IB le voisinage sur  HA d ' u n  point B rdgulier de H A ,  si IB est contenu 
d a n s  u n e  puar ié té  DI, H A  tout entier est contenu d a n s  M.  E n  particulier, si  
o n  montre que Is est u n e  p-variété, i l  e n  résulte que HA est u n e  p-variété. 
On obtient aisement aussi grâce à, l a  transformation (5)> la d6monstration de 
la reciproque d'une proposition Bnonc6e plus haut: 

S i  IA est un élégnent régulier de centre A, et s i  pour tout point B de IA i l  y 
a un voisinage de ce point sur  Ig congru à un voisinage de  A s u r  Ia, IA est 
u n e  p-variété. 

Produit de deux variétk. - Nous appellerons produit  de  deux  figures 
P,-F,, formées de points de Xn, la figure P3 = F,-Pt  formée par l'ensemble 
des points produits d'un point quelconque de l a  premiere par un point 
quelconque de la  seconde. Nous appellerons inverse d ' u n e  figure F ,  la f i-  
gure F-' formée par l'ensemble des points inverses des points de 3' qui 
n'ont aucune coordonnt5e nulle. Nous nous occuperons de figures qui ne sont 
tout entières dans aucun des hyperplans de coordonnees xi = O. Dans ces 
conditions, F, .=F,.F, contient au moins une figure congrue à F, et une 
figure congrue k E s ,  et F-' existe. 

L e  produi t  de  d e u x  variétés algébriques irréductibles ("), W ,  d e  dimen- 

(11) Une variété algebrique W est dite irréductible quand son idéal propre (W)  dans 
l'aiineau des polynômes en x,,  ..., x,,, est premier. C'est une irréductibilité globale, dif- 
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s ion s , ,  W, de dimension s 2 ,  est u n e  variété algébrique irréductible W, de 
dimension s, I s, t -  s2 . 

En effet, le point g6néral de W, admet une représentation parametrique, 
les coordonnées étant des fonctions algébriques de s, parambtres; de même 
W, avec s, autres paramétres. Donc les coordonnées du point gén6ral de W, 
sont des fonctions alg6briques de s ,  + s ,  piirametres. Il en résulte que W, 
est une variéte algébrique irr6ductible de dimension < s ,  + s, . 

On verrait de façon analogue que s i  W est u n e  aariété algébrique irré- 
ductible de  dimension s, n o n  tout entière située d a n s  un hyperplan de coor- 
donnée, W-' est u n e  variété algébrique irréductible, de  dimension S. 

Iu t r r sec t ions  de p-vsriétés et de variétés algébriqu~s. 

LEMME 2.1. - Soit  W u n e  variété algébrique irréductible de Xn, de di- 
gnension s. Soi t  A un point  d e  W ,  n o n  singulier et n o n  si tue d a n s  un des 
hyperplans  de  coordonnées. Soi t  MA u n e  p-variété de d i w n s i o m  r, passant  
p a r  A. Supposons que Ma n W soit, a u  voisinage de A, un élément régulier IA 
d e  dimension k 2 1 et q u ' i l  n ' y  ait  pas  de variété algébrique de dimension 
in fér ieure  à s q u i  contienne I A .  Alors  e n  tout point  Q de W étranger à une 
vraie  sous-variété algkbrique TV de M, l ' i~etersection JIQ fi W (XQ étant  l a  
p-variété congrue c i  MA passant  p a r  Q) est un élévlzent régulier IQ de di- 
azension k ,  q u i  dépend analytiqtbement des coordonnées locales de  Q ,  q u a ~ z d  o n  
fait varier Q s u r  W a u  voisinage d' un point Q ,  étranger à W. 

Soient 

F,,@l, ---, x9,) = 0 (7% = 1, 2? . S . ,  f )  

les équations qui définissent W 

X - b , ~  Log ' + ... i- b,, Log - - O (nt= 1, 2 ,  ... , m-r)  
a,, an 

celles de M A ,  les n - r vecteurs (b,~, ... , b,,J étant par hypothése linéaire- 
ment indépendants. Celles de M g ,  Q Stant un point quelconque de j X "  1 ,  

ferente de I'irréiluctibilit6 locale définie au  chapitre 1 polir toute varieté algébroïde. La 
dimension s de IV, définie algébriquemcnt à partir de  cet idéal de polyndtnes, coïncide en 
tout point avec ln dimension définie localement coinine au chnp. 1. On &montre qu'il  existe 
une repr6sentatio11, comme fonctions algébriques de s param6tres, dcs coordonnées de  tous 
les points do W éti.angess à une vraie sous-variété de W ou comme on dit du  point 
g6n6ral de W. 

(Cf. Tan der WAERIIEN~ Modevne Algebm. tome II, ühap. 13). 
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de coordonnées q ,,..., q,,, sont 

Considérons les système d'équations aux différentielles totales 

bmn 
i- dx,, -- = 0. 

X,, 

Il est satisfait quand le point ( x ,  , ..., e,,) parcourt l'el6inent I* qui est une 
variété intégrale à k dimensions de (D). D'aiitre part, ( D )  est un systéme 
d'équations linéaires et liornogénes par rapport aux de, dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles des x. Son rang a donc ln. méme valeur p en 
tous les points de IV, sauf peut-ètre sur une rraie sous-variété algebrique 
de la  varieté algebrique irréductible W. Nous dbignerons par tu la réunion 
de cette sous-variét6 avec celles qui portent les points singuliers de W et 
les intersections de W avec les hyperplans coordonnees, s 'ils n16taient déjà 
contenns dans la premidre. nt est une vraie sous-varieté algebrique de W. 
I l  est impossible que IA soit contenu tout entier dans n, donc p est 6gal 
à n - k. En un point quelconque Q,, de W étranger à ru le système (D) peut 
donc être résolii par rapport à k variables auxiliaires d t ,  , ... , dth sous la forme 

( D') dxi gtidt,  i- ... + gl,,deh. (i = 1, 2, ,.. , n) 

Les g ,  sont des fonctions rationnelles des x, et les k vecteurs (gj ,  ,..., g.,,,) 
sont lineairement indépendants. Les conditions d'integrabilite de (Dr) sont des 
équations algebriques en x. Comme elles sont verifiées sur IA, elles sont 
n6ceasairement identiquement v6rifi6es sur tout W. 

Soit maintenant 

(1) xi = fi(ti 7 ..- 7 t a )  (i= 1, 2, ... , n) 

17616ment rep l i e r ,  de dimension s, qui représente TV an voisinage de Q, 
(&, correspond à t, = ... = t ,  = O). Substituons les f aux x dans (D) .  Les 
premiéres equations de (D) sont identiquement vérifiées, les n - r restantes 
forment un systéme ( D )  complbtement intégrable. On peut l'écrire b l'aide 
de k 6lbments auxiliaires do,, ... , de,, sous la  forme 

les hi, etctnt des fonctions analytiques des t, au voisinage de t ,  = ... = t ,  = 0, 
et les 7c vecteurs à s dimensions (h,, , ... , h,,) 6tant linbairement indépendants. 
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On peut calculer le dGveloppement en serie des t suivant les puissances 
entieres positives de k variables auxiliaires O , ,  ... , O , ,  . En effet les conditions 
d'intégrabilité Btant identiquement verifiPes, on obtient les derivees partielles 
des t par rapport aux 0 
tiques des fi'' grace aux 

pour les valeurs initiales t? comme fonctions analy- 
formules 

a a - - -- a 
au, x, ho, i- B.. + Ci, hg, 

On verifie aisément que cette serie, consid6rée comme sbrie en O , ,  ..., 0 ,,..., 
tio, ..., t,", converge pour les f " e t  0 assez petits (en supposant qu'on ait filit 
a u  besoin un changement de variables 0, =pNH,', N étant un nombre naturel 
assez grand). Substituons aux t les expressions qu'on vient de calculer, dans 
les équations (i), on obtient 

(2) xi=@i(tiU ,..., t,", 0 ,,..., O h )  (i = 1, 2, ... , n) 

les fonctions CDi btant des fonctions analytiques des t '  et des 0. Pour 
O ,  = ... = 8, = O, elles se rbduisent à 

x i  = @i(t," , ta0, O, ... , O) f i(t, , ... , t,) (i= 1, 2, ... , n) 

et représentent tout le voisinage de Qo sur W. 
Si on y laisse t i0 ,  ..., tSo fixes et si l 'on fait varier les 0 alors (2) repr6- 

sente un bldment IQ de dimension 1, r6gulier autour du  point Q (q, ,... , q,,) 
de W, correspondant à 0, = ... = 0, == O. Il est Svidemment sur W. D' autre 
part, il satisfait à 

Li L n  dx, - +- ... + dx,, - = O (m=1, 2,.:., n-  r )  
2, $9, 

donc, en tenant compte des conditions initiales, on voit qu'il eat sur la 
p-varie te MQ 

x X 
b,iLog-i-...+b,,,Log"=O ( m = l , 2  ,..., n-r) 

'2 1 %, 

qui est l a  y-variéth congrue à M passant par Q. IQ appartient donc à 

W n M A ,  comme il est de dimension 1, il  constitue tout le voisinage de Q 
sur W n M Q ,  le lemme est demontré. 
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LEMME 2.2. - Conservons les notatiolzs et les hypothèses du  l e~nme 2.1. 
Supposons e n  outre qu' i l  14 existe pas de p-variété de dimension inférieure à r 

qui contienne IA. Alors il existe une  variété algébrique de dimension 

s < s i- r - k contenant DIA. 
Prenons un point &, de IV, étranger à w et situ6 sur I A .  C'est toujours 

possible, puisque m ne peut contenir I A .  Alors Q, étant un point de N A ,  Mg, 
est identique à M A .  Soit IQ,, !e voisinage de Q, sur IA, c' est un élément 
régulier de dimension Ic qui représente W n MQ, au voisinage de Q,; Wet AlQ, 
sont la variéte algébrique et la  p-variété de dimension minima contenant IQo. 
Utilisons la représentation paramétrique (2) du lemme pr6cédent pour ie 
voisinage de Q, sur W. Soit C une courbe alg6brique irréductible, située 

sur W, passant par Q,, et regulihre en Q,,. On peut la définir nu voisinage 
de Q, par 1' intermédiaire de (2), en se donnant les i! comme fonctions analy- 
tiques convenablement choisies d 'un paramètre C 

et en laissant les O nuls. Nous supposons que grace B une congruence con- 
venable sur la figure initiale les coordonnees de &, sont 1, ... , 1. Formons la 
varidté algébrique W, = W-C-'. Elle est irrgductible et contient W comme 
sons-vaxiét6. Elle est donc de dimension s -1- 1 ou S.  Dans ce dernier cas, 
elle coincide avec m. Elle contient les points de l'clément parametrique 

C'est meme la variété algebroïde de cet Blément. 
Donnons à 5 une valeur fixe 5' et faisons t ,  - u,(Co), ..., t ,  = u,(g" et 

faisons varier les 0. On obtient ainsi un Blément IQ' congru à I Q  -1 M g  n W 
d' a p r h  le lemme précédent, (Q étant le  point de coordonnees xi = Q(U,(~ ;~) ,  ... 
... , u&"), O, ... , O)). Faisons 0,  = ... = 0, = O dans la representation paramé- 
trique de IQ'. On obtient le point Q,(l,  ... , 1). Donc IQ' appartient à MQo.  
11 en rbsulte que 17616ment parambtrique 

appartient à W n MQ, et qu'il contient des éléments congrus à chacuii des 
Bléments réguliers de dimension k, IQ = W n M Q ,  pour chaque point Q de la 
courbe C voisin de Q,. 

Si  tous ces Bléments 7Q sont congrus à lQ0, quel que soit le choix de In 

courbe alggbrique C passant par Q,, ils sont congrus à IQ,, quel que soit Q 
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sur W dans tout un voisinage de Q,,;  en particulier quel que soit Q sur IQ,. 
Tous les voisinages sur IQ, sont congrus, IQd est donc une p-variete. Mais 
alors comme MQo est la p-variet6 de la plus petite dimension contenant IQo, 
IQo coincide avec MQ,, c'est-à-dire avec MA, et k est égal & r. W est elle- 

même la  variété algébrique ^W cherchée. 
S'il  n'en est pas ainsi, on pourra choisir la courbe algebrique C de 

façon qu'un des IQ, Q étant sur C, ne soit pas congru à IQ,. J, sera néces- 
sairement de dimension plus grande que k. L'intersection de W, et LNQo est 
au  voisinage de Q,, une variet6 algébroïde. I l  y a au moins une de ses com- 

posantes irréductibles, soit H, , qui contient J, ; soit k, la dimension de Hl ; 
on a k, > k  + 1. Soit A, un point de H, régulier et étranger aux autres 
composantes de W, n MQ,. Le voisinage de A, sur H, est un élement ré- 
gulier IA, de dimension k , ,  qui represente toute l'intersection IV, n MA, au 
voisina,ge de A, (MA, est identique à MA). On voit facilement que W, est la 
variété algébrique de dimension minima contenant IA, et que MA r MA, est 
la p-variété de dimension mininia contenant IAl. 

On peut donc operer à partir de W , ,  de dimension s, = s i 1, IA, de 
dimension k, 2 k + 1 et MAI ( MA) comme on vient de fnire ;I partir de W, 
IA, MA. OU bien, k, = r, IA1 est identique B il&, donc à Md, OU bien on peut 
construire W, de diniension s,  = s ,  t 1, telle que W, n Mg,  ait au voisinage 
de Al une composante irr6ductible contenant IAl et de dimension k..>k, - 1  1, etc ... 
Au bout de r - k - 1 operations au plus, on arrive donc LL une variet6 W,,, 
telle que W,,, n MA,,, ait une composante de dimension r, c'est-à-dire que W,,, 
contienne MA,,, d est-h-dire MA. W,,, est de dimension F r I -  s - k. C' est la  

vari6té W cherch6e. 
Remarquons que le résultat peut étrc trivial si 1' on n' a pas r i s - k < n 

car alors W peut être l'espace X n  tont entier. 
LEMME 2.3. - S i  une variétP algébrique da diiuension s contient ?&ne 

p-variété, entre s i 1 yuelcoques des coordo~z~zées d ' u v  point de la p-variéfé, 
soient x,, , ..., xqs+,, il y a une relatiotz 

où les exposants N,, , ... , N,,+, sont des entiers rationnels, nom tous nuls et 

Cg, ,... ,%+I un now~bre différent de xéro indépendant du choix du point sur  la  
p-uariété. 

Nous pouvons, par une congruence, amener le centre de la p-vari6t6, 
au  point de coordonnées 1, ... , 1. Soient M la  p-variété, W la variéte algé- 
brique (toujours de diinension s), deduites des premières par la congruence. 
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s -1- 1 coordonnees d'un point de W, soient x ,,..., x ,,., sont liées par une 
6quation algébrique 

f(x,,..., x s + , ) = 0 .  

Soient b , ,  ..., b,, lcs coordonn6es d 'un point de III autre que le point de 
coordonnées 1, ... , 1, alors Jf contient aussi le point de coordonnées b,h, ... , bh 
quelque soit le nombre naturel h. Donc W le contient aussi, et l'on a 

Soit v le nombre de termes dans f. Ecrivons les équations précedentes pour 
h r= 1, 2, ... , v.  On a ainsi, entre les coefficients de f ,  v équations linexires et 
homogènes dont les coefficients sont des monômes en b, , ... , b,, et dont le 
determinant est un determinant de VAN DER MONIIE. Pour que ces 6qnations 
aient une solution non triviale, i l  faut que ce déterminant soit nul, donc 
qu'il ait deux colonnes dgales, ce qui entraine 116galité de deux monoines 
en b, , ... , b,,, . On obtient un nombre fini de variétés algébriques, chacune 
definie par une equation du type 

(les N 6tant dcs entiers rationiiels non tous nuls), dont !a r6iinioii doit contenir 
tous les points de M. Comme M consid6ré comme varieté alg6broïde est 
irr6ductible, l 'une cles variétés prec6dentes doit contenir 112 tout entier. En 
revenant à la p-varidté initiale par la congruence inverse de la preniibre, on 
trouve la  propri6té annonc6e. 

Groupes abélitvis de points ii bi~sex fillie*. - Consid6rons des points h n 
coordonnées, qui  soient des nombres algébriques, forniant un groupe abdien I' 
par rapport à la multiplication définie au début de ce chapitre et possedant 
une base minima finie à r gén6ratenrs d'ordre infini et r' gén6rateurs d'ordre 
fini. Nous appellerons r le  rang du  groupe et nous supposerons r > W. Soient 
( C L , ,  ,..., a,,,,) ,..., (a,.,, ..., a ,.,, ), les coordonnées des points de base d'ordre fini, 
(a', , , ... , a',,), ... , (a',,, , ... , a',,,,) celles des points de base d'ordre infini. Alors 
un é16ment quelconque du groupe I' a. ponr coordonnées 

les exposants Irz Btant des entiers rationnels. 
Choisissons comme il est toujoiirs possible, le nombre naturel preniicr p, 

de fayon que les coordonnées des 616ments de base, et par suite celle d'uu 
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Blement quelconque du groupe, soient des unites p-ndiqiies. Formons le 
corps H, et l'espace X "  définis pr6cédemment. Nous considérerons les 
éléments de I' comme des points de l'espace Xn. 

Nous dirons qu'un sous-groupe y de ï est d i s t iwpi  s'il admet une base 
minima formoe de points dont les coordonnées sont des unit& distiligu6es 
de H P .  Ces points de base sont tous des Bl6ments d'ordre infini de y car la 
seule unit6 p-iidique distinguee qui soit racine de l'unit6 est i. Leur nombre 
est donc égal au rang du sous-groupe. 

Soit k> l'extension finie de RF, qu'on obtient en adjoignant & R, les 
coordonnees des points de base. D' après le théorème (1.14) il existe 1111 nonibre 
naturel ho tel que, pour toute unité p-adique u de K,, uhuo soit une unit6 
p-adique distingu6e. 

Posons 
a h o  - v - h.j- (i= 1, 2 ,..., r ;  j=l, 2 ,..., n) 

Le groupe 

r d ,  a, = b;;i ... b 5  r* ( i  = 1, 2, ... , n) 

où les +ni sont des entiers rationnels, est un sous-groupe d'indice fiui de i', 
qui est distingué. 

Pour un sous-groupe quelconque y, l'intersection de y et de I', nous 
fournira donc un sous-groupe y* de y d'indice fini par rapport à y (donc de 
meme rang que y) qui est distingué. 

Nous appellerons di+ize?zsion d' un sous-groupe distingue y* 

y*, ai = cri .. . 
le nombre d (au plus Bgal au  rang de y*) de vecteurs linéairement ind6pen- 
dants par rapport à H, parmi les vecteurs formant « la base logarithmique D 
de y*. Nous entendons par là les vecte~irs ayant chacun pour coordonnees 
les logarithmes p-adiques des coordonn6es d 'un même point de la  base 
distingoée do y*. Soient (c,, , ..., c,,), ..., (c,,, ..., cd,,) ,  les points de base cor- 
respondant h d de ces vecteurs linéairement indépendants. La p-variet6 de 
dimension d 

{Y* \, X ~ = C ? ;  ...ciir7 di ( b  = 1' 2, .,. , 9%) 

contient tous les points de y* pour lesquels lcs m sont en valeur absolue 
p-adique, suffisamment voisins de zéro. Nous appellerons j y 1 la p-variété 
de y*. On voit facilement qu'un ensemble infini G d'616ments de y*, a au 
moins u n  point d' accumulation, soit C, et que la p-varikt6 Cg \y* \ congrue 

1 y* 1 et passant par C, contient un sous-ensemble infini d'élements de 6, 
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s'accumulant autour de C. On a le mème r6sultat pour l'ensemble d'une 
infinit6 d7616ments appartenant à une même classe de ï / y .  

Soit G l'ensemble d 'une infinite cl' éléments de ï, nous dirons qu'un 
sous-groupe y de rang p est wziniînal par rapport à & pour la  classe cy 
de l'/y si les deux conditions snivantes sont remplies: 

10) la classe cy de I'ly contient un sous-ensemble infini 6 ,  de 6 ;  
20) il n 'y a pas de sous-groupe y' de i', de rang moindre que celui 

de y, tel qu' il y ait une classe de Tly contenant un sous-ensemble infini de 6 , .  
Si y est minimal par rapport à & pour la classe cy le sous-groupe 

distingue y* = y n I', est minimal par rapport it G, pour l 'une au moins des 
classes de I'/y* dont la  r6union forme la  classe cy,  car celles-ci sont en 
nombre fini. 

Si  & est un ensemble infini d'é16inents de i' i l  y a toujoiirs a u  moins 
un sous-groupe minimal, donc au moins un sous-groupe distingue minimal 
par rapport à 6 , .  

G 6tant encore l'ensemble d'une infinit6 d'6léments de r, nous dirons 
qu'une variet6 alg6briqiie W irreductible est min imale  par rapport à G si: 

Io) elle contient les élements d 'un sous-ensemble infini &, de 6, et si 
2O) ii n'y ri, aucune de ses variet6 alg6briques de dimension inférieurs 

à celle de qui contienne les 616ments d 'un sous-ensemble infini de 6 , .  
Si les Bléments de 6 sont contenus dans une variet6 algebrique de di- 

mension s il y au moins une vari6t6 algebrique minimale par rapport à G 
de dimension <S.  

THÉOR&ME 2.4. - Soi t  I' un groupe abéliem nzult iplicati f  de  points a coor- 
données algébriques, d e  r a n g  r in fér ieur  au noinbre n de coordonnPes des 
points. Soi t  

(1) I? '~(X,  , .m. ' 4 = O (h= 1, 2' ... , 8') 

un système d'équations algébriques à coefficients algébriques dont les premiers 
~tzetnbres forment l a  base d ' u n  idéal de  polynôrtzes premier de dimension s. 
Supposons que les éléments d e  F sat is fa isant  à (1) forment un ensemble infini G. 

A tout sous-ensemble infini 6' de G correspond au moins  un sous-groupe y 
de T a y a n t  les propriétés suivantes : 

10) i l  y a au moins  u n e  classe de  l'/y q u i  contient un sous-ensemble 
infini d' élément de 6'. 

20) Posons o = s +- r ;  entre o yuelconques des coordonnées d ' u n  élémzent 
de  y, soient x,,: ... , xqo i l  y a u n e  relation 
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où les exposants N sont d ~ s  entiers rationnels non tous nuls independants du 
choix de Z'élém~nt dans y .  

(Ces résultats devielznent triviaux si l'on n ' a  pas s ( n - r - 1). 
Choisissons p de façon que les coordonnées des points d 'une base de I' 

soient des unités p-adiques. Supposons les points de I' reprbsent6s dans 
l'espace Xn  construit à l 'aide du corps p-adiqne H P .  Dosignons par W la 
variété algébrique de X", de dimension s, définie par les équations (1). Soit y" 

un sous-groupe de I' distingué, minimal par rapport à l'ensemble G' gour 
une classe de ï y*. Soit 6" le sous-ensemble infini de G' dont cette classe 
contient les éléments. Les éléments de Gu sont dans W de dimension s, donc 
il y a une varibtb algkbrique W,, (sous-varidté de TV) minimale par rapport 
à G" et de dimension s, Fs .  Soit Go le sous-ensemble infini de 6" dont elle 
contient les élements. y* est encore évidemment minimal par rapport à Go 
pour la classe de Tly* considCIr6e plus haut. Il y a au moins un point d'ac- 
cumulation C des 6lPinents de G,, . Soit Mc la p-variet6 congfue à la p-variété 
{ y*  1 de y%t passant par C. Elle a une dimension d L r, Elle contient un 
sous-ensemble infini Gc d'éléments de G, convergents vers le  point C, et 
aucune p-variétél de dimension plus petite ne peut contenir un sous-ensemble 
infini de Gc. W, et Mc ont une infinité de points communs convergents en C. 
Leur intersection est au  voisinage de C une variet6 alg6broïde qui a nu 
moins une composante irréductible H de dimension L 2 1 contenant un 
sous-ensemble infini 6;  de Gc.  H ne peut être contenu dans une variétb 
algbbrique de dimension moindre que celle de Wu, une telle sous-variet6 
contiendrait les 616ments du sous-ensemble infini Gd de G,, ce qui est con- 
tradictoire avec le choix de W,. Soit A u'n point régulier de H et non sitÙt5 
sur une autre des composantes do W, JIc. W, n MA est au voisinage de A 
un élément analytique régulier IA de dimension 7c 1. Et IA ne peut être 
contenu daus aucune variéte algébrique de dimension inférieure k s,  car une 
telle sous-varieté contiendrait H ce qui est impossible. ne peut être 
contenu dans aucune p-variété de dimension inforienre à celle de MA,  car 
une telle p-variété contenant IA contiendrait H, donc l'ensemble infini 66, 
ce qui est impossible. On peut donc appliquer W,, le lemme 2.2. Il en 
résulte que XA est contenu dans une varieté algebrique irreductible IV de 
dimension s < s, + d - 1, < s + r - 1 = a - 1. I l  en résulte d' après le 
lemme 2.3 que o coordonnées d 'un point de MA sont liées par une relation 

N xNq1 ... x QO = constante. 
Q I  (10 

Donc pour les coordonnées des points de la p-variété de y%t finalement 
pour celles des elements de tout y* on obtient les relations annoncées. 
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Nous pouvons ajonter ce complément à 1' énonce : 
p étant  un nombre naturel  premier tel que les coordonnées des éléments de  

base de I' soient des e~z f i e r s  p-adiq~ces; tout sous-groupe de  r distingué pour  
ce choix de p, et ~winimccl p a r  rc~pport a 6' pour au nzoins u n e  claese de r/y 
fournit zcn sous-g~oupe a y a n t  les proprietés indiquées d a n s  le théorènze 2.4. 

CHAP~TRE III. - Equations diophantiennes. 

Considérons le systeme d'équations dioplimtiennes à resoudre en entiers 
ra,tionnels Xi 

(1) 
, (1) Norme (X,w, 4- ... + X,w,) = z!= 1 

\ (2) Fj(Xi , ... , XJ = O ( j  = i, 2, ... , 112) 
où (w, , ... , w,,) représentent une base d' un corps de nombres algébriques 
fini K de degrB. n, et où les equations (2) sont des Bquations algébriques 
en X, ,  ..., X,, (qiie nous pouvons sans restreindre la genéralit6 du probleme 
supposer à coefficients rationnels). 

A tonte solution (A,, ... , A,) en entiers rationnels de 1' equation (1) cor- 
respond un entier de K, a = A,w, + ... i- A,,w,, dont la norme est t 1, c'est- 
à-dire une unit6 de K. Réciproquement les composantes d 'une unit6 de E 
par rapport à la  base ( w , ,  ... . w,,) fournissent une solution en entiers ra-  
tionnels de (1). 

Nous repr6sente~ons dans la mite tout nombre a de K par le point 
ayant pour coordonn6es les ut conjugues de a par rapport a n  corps des 
nombres rationnels 

dans 1' espace X" ( X "  est toujours le produit topologique de n corps p-adiques 
identiques au corps p-adique algébriquement fermé H P ,  qu'on a consideré dans 
les chapitres pr6cédents, le choix du nombre naturel premier p étant indifférent). 

La transformation linéaire non singulière 

où W.") .1 , ... , ( o , ~ ( " )  sont les coi7Jugu& de w, = ( I ) , ( ' )  peut être interpretée comme 
u n  changement des coordonn6es dans X", Le systhme 1 definit une variété 
algébrique W de X" q& a pour éqoations en x 

\ (1') Xi, ..., X', = -1 1 

1 (2,) fl(q , S.. , z,,) = o. ( j =  1, 2, ..., m) 

Nous appellerons du meme nom le nombre de K et le point qui le repr6sente. 
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De la  sorte l 'étude d u  syst6wze 1 est l 'é tude des uni tés  de K apparfenant  à 
la  variété algébrique W .  Nous énoncerons en gén6ral les résultats que nous 
obtiendrons sur le  système 1 dans ce langage g6omdtrique. 

Le th6orème de DIRICHLET sur les unités d'un corps alg4brique fini 
nous apprend que ces unités forment un giwnpe abdlien par rapport à la 
multiplication, admettant une base minima B r generateurs d'ordre infini, 
et un gén6rateiir d'ordre fini. r, que nous appellerom le notnbre de Dirichlet 
de K, est ddfini de la façon snivante: soient r, le  nombre de corps reels, 
2r, le nombre de corps complexes, parmi les 12 corps conjugués de K, 
K") .= K, K'", ..., Z P ' ,  on a r =Y, -1- r,  - 1. 

Les corps K"), ..., KO') btmt isomorphes, les élements conjugués à ceux 
d'une base minima des unites de IC forment des bases minima des unites 
des corps conjuguks corïespondnnts. On voit que les unit& de K sont re- 
prdsentees dans X "  par un groupe abdien multiplicatif de points dont les 
coordonnees sont des ilnites p-adiques, et ce groupe est de rang r < n. Nous 
pouvons donc lui appliquer le théorème (2.4). Nous obtenons ainsi: 

THÉORBME 3.1. - Soit G l 'e)tsea~ble, supposé infini,  des unités d ' u n  corps 
de nombres algébriques K de degré n, de nombre de DIRICHLET r, qui  appar- 
tiennent à u n e  variété algébrique W de diaze)zsion S. A tout sous-e~?se~~zbke 
infini 8' de G i l  col-respond au moins t t i z  sous-groupe y d u  groupe I' des 
u n i f é s  de  K,  a y a n t  les propriétés suivanics: 

10) i l  y a a u  moins  u n e  classe de r / y  q u i  contient un sous-ensed le  
infifii d'élément de G'; 

2 O )  5 quelconques des conjugués d' u n  élément de y ,  soient t'ql', ... , 
satisfont à u n e  relation indépendante d u  choix de l'élément d a n s  y 

les N étant des entiers rationnels n o n  tous nu l s ,  et o étant égal h r ;- S. 

( L e  résultat devient trivial s i  l 'ow n ' a  p a s  s s n - r - 1). 
Nous avons donc obtenu une condition nécessaire pour l'existence d'une 

infinite de solutions en entiers rationnels au système 1. Nous donnerons 
deux types d'applications de ce rdsultat à des syfitèmes 1 specialisbs, soit 
quant ii la nature du corps K, soit quant à la nature de la variétd W. 

10 - Nous avons obtenu pour les unites de K appartenant au sous- 
groupe y et leurs conjugués des relations (3) rationnelles entiéres à coef- 
ficients rationnels. En effectuant sur les conjugues des permutations du 
groupe de GALOIS G de K (nous entendons par là le groupe de GALOIS de 
l'equation rationnellement irreductible d 'un blément primitif de If), nous 
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obtenons de nouvelles relations dont nous examinerons l a  compatibilit6 pour 
certains types de groupe de GALOIS. 

2 O  - Comme il y a une classe de E'/r contenant une infinite des unitds 
situees sur W, les unit& correspondantes de y sont sur une variété W' 
congrue b W. Nous examinerons la compatibilité des relations (3) avec les 
équations de 1S' quand les équations (2) du systéme 1 sont linéaires et 
homogènes (problème des unités dans un module). 

Pi.eiiiièrc app1ic;ition. - Soit G le groupe de GALOIS de 71. Une operation 
de g est une permutation entre les nombres conjuguds de k- 

Dans 1' espace des n variables z, , ... , x,, , lcs transformations (xi -, x h i )  cor- 
respondantes, nous donnent une? représentation du groupe de GALOIS dans X". 
Etant doniid un vccteur issu de l'origine dans X", il lui correspond par ces 
transformations, des vecteurs que nous appelons les ti.ansformés du vecteur 
donné, par les permutations de  G. 

Considdrons le corps K du théoreme (3.1) et snppoions qu'uue infinit6 
d'unités de K appartiennent à une variéte3 alg6brique W de dimension 
s < n - r - 1. Le sous-groupe y mis en Bvidence dans le thborème (3.1) est 
d'ordre infini. I l  contient donc au moins une unit6 E qui n'est pas une 
racine de 17unit6. n - 1 de ses conjugu6s, soient E ( ~ ) , . . .  , E("-~) ,  satisfont à une 

N relation 1, ,.. , E ' " - I ) ~ I ~ - ~  = 1, les N, 6tant des entiers rationnels non tous 
nuls. On en deduit en multipliant au  besoin membre h membre cette Bgalitb 
et 1' 6galit6 (E '~)  ... = 1 une relation 

où les .î)z sont des entiers rationnels non tous égaux et tels que nai+ ... -1- m,, +O. 
--C 

Considerons le vecteur M à coordonnees entières rationnelles x, = wz, ,... - ... , x,, =nt , ,  , et les vecteurs transformés de ilf par les permutations du 
groupe de GALOIS de K. Supposons qu' aucune sous-variété lin6aire de 

l'espace de reprhentation ne contienne 3 et ses transformés. On peut 
choisir n dc ces vecteurs lin6airement ind6pendants, soient 
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L'unit6 E consideree satisfait aux n relations: 

Le determinant des mij est + 0. Soit d sa valeur. C'est un nombre entier 
rationnel. Donc les Bquations 

ont une solution en entiers rationnels q , ,  ... , q,, non tous nuls. De 

et E serait une racine de l'unité, ce qui est contraire à l'hypothése. 

Si, au contraire, le vecteur 2 et ses conjngu6s sont dans un meme 
sous-espace linéaire L, celui-ci est un sous-espace invariant dans la  repr6- 
sentation considgrBe de G, et il est defini par des Bquations B coefficients 
rationnels. I l  y a toujours dans cette représentation, quelle que soit la  nature 
de G, deux sous-espaces invariants rationnels triviaux: le sous-espace 

-+ 
xi + ... + x18 = O  et le sous-espace xi = ... = x,. L contenant le vecteur Al 
étranger à ces deux sous-espaces, ne peut être confondu avec l 'un d'eux. 
On a donc le théorème suivant: 

THÉORÈME 3.2. - Soient  K un corps de  nowzbres algdbriques de degré n, 
G son  groupe de  GALOIS. Supposons que l a  représentation d e  G d a n s  un 
espace de dimension n p a r  des perwtzttutions des n coordonnées soit ration- 
n e l l e w n t  complètement réduite quand  o n  a m i s  e n  évidence les  sous-espaces 
iwvariants  t r i v iaux  x, = ... = x, et x, + ... + x, = O. Alors i l  est inzpossible 
q u ' i l  y ait u n e  in f in i té  d7un2t6s de K appnrte?zunt à u n e  variété algébrique 
d e  dimension s < n - r -- 1, r désignant le nonzbre de DIRICHLET de K. En 
particulier, i l  n'y cc q u ' u n  nombre fini d ' u n i t é s  d a n s  un rlrodule de dime~zsiolû 
h < n - r de nombres de K.  

La valeur de la limite imposée à h est n -- r et non 12 - r - 1, car 
quand on assujettit des unités de K à être sur un module de dimension h, 
c'est-%-dire sur une variét6 linéaire de dimension h, on les assujettit par 1% 
meme à être sur l 'une des deux varietes algebriques de dimension h - 1, 
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intersections avec la variet6 lineaire precedente des ~ a r i b t é s  x i  ... x,, = -t. 1 
(Cf. d h o n s t r a  tion du th6orbme (3.4)). 

Comme exemple de tels corps, i l  y a d' abord évidemment les corps ayant 
pour groupe de Galois, le growpe syyzétrique. E n  effet, s ' il  y avait un sous- 
espace invariant antre que les sous-espaces invariants totalement orthogonaux 
EL x, - ... = x, et E, x, i- ... +a,, = O, i l  y aurait un sous-espace invariant 
E, interieur et non identique h E,, donc de dimension < n - 2. I l  y aurait 
donc un point à coordorin6es cc, , ... , a,, non toutes nnlles et non toutes égales, 
satisfaisant à une rel a t' ion 

à coefficients non tous nuls, ainsi qu 'à  toute relation dBdnite de celle-ci 
en y remplaqant a,, ... , a, par une permutation quelconque de ceux-ci. 

Supposons que m , ,  par exemple, soit + O .  Effectuons la permutation 
qui échange ml en m, en laissant les autres inchangbs, on voit que a, = a,, 
et parconsbquent, grâce à une permutation convenable de G, ai - a,j quels 
que soient i et j, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Un autre exemple de tels corps est donne par les corps de degré n 
premier. En effet, l'ordre du groupe de GALOIS G est un multiple de n, en 
vertu d'un théoréme de CAUCHY ('*), G contient un élément d'ordre n. Une 
permutation d'ordre n sur n élbinents, n étant premier, est ndcessairement 
form6e d' un seul cycle, puisque 1' ordre d' une permutation est égal au p. p. c.  m. 

du nombre de termes de chaque cycle. S ' i l  y avait un sous-espace invariant 
rationnel autre que Et et E2 dans la representation consid6rée de G, il y 
aurait un vecteur à composautes rationnelles a, ,..., a,,, non toutes égales, 
et de somme non nulle, tel que ses 12 transformés par la permutation cyclique, 
mise tout à l'heure. en évidence, et ses puissances, ne  soient pas indépen- 
dantes. Le déterminant 

serait donc nul. Or, i l  est bien connu que 

A = (a, + a, I- . .. + a,,)(a, + a, t, + . .. + a,, { y - ' )  
n 1 

(aI + a,S,,-, + ... + [a, ,-,) 

( 1 2 )  SPEISER, Th'heorie der Gmppen von ewdlicher Ordnîtng, p. 64 
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g ,  , ..., t,,-, Btant les racines de 176qiintion 

qui est rationnellement irrgductible puisque n est premier. 
Le facteur a,  -1- ... -+ 18, est + O  par hypothèse, snpposons que le facteur 

a ,  -1: a,[, + ... + a,,~;-' par exemple soit nul. On a anssi 1 + 5 ,  i- ... i- [y-' = 0, 
et cornme les a, sont des nombres rationnels non tous nuls, et non tous 
Bgaux, on tirerait de ces deux relations ilne équation à coefficients rationnels 
de degr6 1% - 1 pour g , ,  ce qui est 
une contradiction. 

On a donc l e  r6sultat suivant: 
THÉOREME 3.3. - Les résultats 

culier à tous les corps pour lesquels 
à tous les corps de degré n premier. 

Par  exemple, posons 0 = 2 ' 1 3 9 ,  

2r, = 28, r = 14, n - r = 15. I l  n'y 
en entiers rationnels Xi à l'équation 

impossible. A est donc + O ,  on arrive à 

d u  théorème 3.2 s'appliquent en parti- 
le groupe G est le groupe syr)zétriyue, et 

alors pour K = R(0),  n = 29, Y ,  = 1, 
a donc qu'un nombre fini de soliitions 

Norme (X, + X,0 -1- ... +- X,,AL4) = rk 1. 

Deiirièiiie ;ippl ir.ilt,ioii. - Sans faire d' hypothase sur le groupe de Galois 
de K, nous étudions maintenant une infinit6 d7unit6s de K appartenant à un 
sous-module du modnle de dimension n 
que forment les nombres du corps K. 

Pour Btudier les unit& appartenant 
on peut Bvidemment supposer que la 
forme 1, a ,,..., a,-, par division par 
module initial. 

par rapport au  corps des rationnels, 

à un 
base 
une 

module de nombres alg6briqiies, 
d a  module a et6 arnenée à la 
des u n i t h  contenues dans le 

Soit K= R[a,  ,..., a ,,-, ] le corps obtenu en adjoignant a ,,..., ah-, au 
corps R des rationnels. Soit 1% son degr& ReprBsentoiis tout nombre de K 
comme d'habitude par le point ayant pour coordonnées ce nombre et ses 
conjugués. Les points du modiile sont sur la variet6 linenire L de dimension h 

(LI !ri = X o  +X,a , " ' - t  ... + X ,,-, a,,'" (i = 1, 2, ... , n) 

dans laqiielle les X , ,  . ., X,,-, forment un sgsthme de coorclonnt3es carte- 
siennes. Les unites sont sur l' une des varietes 

(N) X I  ... X,, = + 1 (N'l xi ,..., raz= -1. 

L'intersection d'au moins l'iipe d' elles, soit N, avec L contient une infinite 
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d'iinitds de K. Cette intersection W a pour Bquation en Xi 

Cette équation ne peut être une identite en Xi, cal. une telle identite en- 
trainerait la  proportionnalith d 'au  moins deux facteurs du produit. Soit 

ce qui est en contradiction avec le fait que E a et6 defini comme bgal 
à R[a, , ..., a,-,]. IV est donc une sous-variété algebrique de L dont les 
composantes irréductibles sont de dinlension h - 1. (On pourrait démontrer 
facilement qu'elle est en fait irréductible). 

Supposons que, r 6t;int toujours le nombre de DIRICHLET de K, on ait 
7h  - 1 < n - r ,  alors il rBsulte du theoreme (3.1) qu' i l  y a un sous-groupe y 
du groupe des unitbs de K, dont les coordonn6es satisfont à une relation 

Ni Nn-i - XI ...XN-~ - 1 

les N étant des entiers rationnels non tous nuls. En la combinant à la  
relation à laquelle satisfont les coordonnées de toutes les unit& considérées: 

on peut toujours obtenir une relation liomog8ne 

où les q, sont des entiers rationnels non tous nuls, à laquelle satisfont les 
coordonn6es de tous les 616nients de y. D'autre part, nous savons aussi qu'il 
y a au moins une classe de ï l y  qui contient une infinitb des unites situbes 
sur W. Soit E,, un représentant de cette classe. Posons 

(4% 
C zzz ... Eu 

il y a donc une infinité des unitds situdes sur W qui sont aussi sur l a  
sous-variéth C de L d'hqiiation 

IZ 
( i )  II (X, + ~ , a f )  + ... + Xn-,~h.-l)Qi -= C. 

i-1 

Comme pour 1'6quation de TV, on demontre que celle-ci 

dianali di Mutematicri, Serie  IV. l o m o  XVII. 

ne peut être une 

21 
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identite en Xi.  Comme q ,  I ... + q,, = O elle represente nn cane dans L. 
W n'btant pas un cône ne peut avoir en commun avec C que des varietés 
de dimension h - 2 en nombre fini. On a donc le théorérne: 

T H I ~ O R ~ M E  3.4. - Soit M un module d' entiers algébriques de dimension h, 
de  base (i, a ,  ,..., ah-,). Soient n le degré, r le nombre de DIRICHLET d u  corps 
K = R[a ,  , ... , ah-,]. A tout ensemble infini 6 d' uni tés  de  K situées s w  31 
correspond un sous-ensewzble infini G' de 6 dont les éléments sont sur u n e  
variété de  dimension h - 2. 

Appliquons ce -r6sultat à un module de dimension 2:  comme une variet6 
algebrique de dimension zero se reduit à un nombre fini de points, il ne 
peut exister d' ensemble infini 6'. D' autre part, la condition r s n - 2 peut 
se mettre sous la forme: le corps K n 'a  pas tous ses conjugués réels. 
On a donc: 

TH*OR&ME 3.5. - K = R[u] étant un corps de nognbres algébriques de  
degré n, dont les corps conjugués ne  sont p u s  tous réels, i l  n e  peut 3 avoir 
qu'urt  nombre fimi d ' u n i t é s  d u  corps darns le module de base (1 ,  a). 

On en deduit facilement: f(t) étant u n e  équation algébrique de degré n à 
coefficients rationnels, qu i  est rationnellement irréductible et dont les racines 
n e  sont pas  toutes réelles, 1' équation 

n' a qu' un nombre fini de solutioîzs e n  entiers rationnels X, Y .  
C'est le résultat de THUE, restreint au  cas OU l'équation f ( t )  n'a as 

toutes ses racines r6elles; il est obtenu ind6pendamment de 1'6tude de l'ap- 
proximation des nombres algébriques par les nombres rationnels. Le travail 
de 51. SKOLEM cit6 dans l'introduction donnait déjlt ce r6sultat. 

Le thborème (3.4) applique au cas d'un module de dimension 3, nous 
niontre que si r xn - 3, et si G designe l'ensemble d 'une infinité d'unit& 
contenues dans le module, & admet un sous-ensemble infini 6' dont les 
BlBments appartiennent à une courbe algébrique. En utilisant alors un ré- 
sultat de DI. SIEGEL sur les courbes algebriques contenant une infinit6 de 
points dont les coordonn6es sont des entiers rationnels ou des entiers d'un 
même corps alg6brique fini, nous pouvons démontrer un résultat plus pr6cis. 
Ce résultat, à l'encontre des pr6cédents, n'est plus indépendant des travaux 
sur 1' approximation des nninbres algébriques, puisque le théorhme de M. SIEGEL 
qu'on utilise, tire de là  son origine. 

LEMME 3.6. - Soient K un corps algébrique de degré n et ( ( O , ,  ..., w,) 

u n e  base des entiers de ce corps. Soit  ( N )  la variété Norme (X,w,+ ... -+ X,w,)= 1. 
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Supposons qu' u n e  courbe algébrique irréductible C contienne u n e  infinité de points 
à coordonnées X I ,  ... , X, entières rationnelles, de (N), alors I< doit contenir u n  
sous-corps quadratique réel k et les poinis entiers de C correspond~nt  à des unités 
de K qui fortnent u n e  classe de restes du groupe des uni tés  de K par rapport 
a u  sous-groupe des unités à norme positive de k. 

L e  wzême résultat subsiste s i  o n  substitue à N la uariété (N') 

Norme (X,o, + ... + Xp,) = - 1. 

La  courbe C contenant une infinite de points entiers, admet ( ' " )  une 
representation parainetrique des Xi par des polyndmes en t et t-', donc 

On a xi ... xn = 1, donc xi = h,tmi, les Ai designant des constantes et les mi 
n 

des entiers rationnels avec X mi =O. Soient x, = sou) les coordonnees d 'un  
i=l 

point entier fixe de C. xi =di' celles d'un point entier quelconque de C, 
.$i) 

les E,'~': sont des unites de K et leurs conjugues. Posons ui - - . 
E " ( i )  ' 

l t i ,  ..., u,,, sont les conjugués d' une même unité de K; on a pour f= 1, ... , n; 
g -  1, ..., n 

u7-f = uQS. 

Soit Th la  transformation du groupe de GALOIS de K qui transforme znf 
en u,; cette transforination est permutable avec l'tslevation à une puissance 
entiere rationnelle. On a donc 

et plus généralement 

Soit Q l'ordre de Tpg;  donnons à q la valeur Q. I l  vient 

Comme il y a une infinit6 d'unités E donc 

('3) C.-L. SIEGEL, r Abh. Preuss. Akad. Wiss. B, 

d'unit& u diffdrentes, elles ne 

n. 1, 1929, p. 45. 
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peuvent toutes etre des racines de l'unité, donc 911; = mf, et comme sn/, l n ,  

sont des entiers rationnels, Q un nombre naturel, on a In, = t l n f .  Lcs 
exposants mi ne sont donc susceptibles que de deux valeurs au plus t u n ,  
donc uCi, = tLm. Les unites u ont donc nu plus denx conjtigués distincts: 
donc elles sont rationnelles ou quadratiques. Cornine il y a une infinite de 
ces unites distinctes, ce sont des unites de corps quadratiques reel. 

I l  y a un nombre fini de sous-corps quadratiques réels de Ii, il y en a 
donc un, soit k qui contient une infinit6 des unit& a. La courbe C' d'Equa- 
tion xi - f f ,m a donc une infinite de points communs avec l'hyperbole H 
qui porte les unit;& à norme positive de k ,  ou avec l'hyperbole H' qui porte 
les unités à norme négative de k. Elle est donc confondue avec N ou Hf. 
Dans les deux cas, on voit que C correspond A H dans l 'une des transfor- 
mations Xir  = (l'x, (i = 1, 2, ... , 12). Le résultat subsisterait si on etait parti 
d'une courbe C situ6e sur N'. La  propriete énoncee dans le lemme en.résiilte 
immédiatenien t. 

THI~ORÈRIE 3.7. - Soit utz module M, de ~201~zbres algébriques de base (1, cx, P). 
Supposons que le corps K = R[a, PI ai t  au m o i ~ z s  d e u x  paires de corps 
conjugués imaginaires.  L a  co~zclition nécessaire et s u f f i s a d e  pour qu ' i l  y ait  
u n e  infinité d 'uni tés  de K appartenant à X,, est que BI, contie~zne deux 

fiombras y, +, dont le quotient soit uiz n o n d m  quadrnliyue réel 0 = ', cp étant 
(F 

une m i t é  de K .  Soit  E I 'unité fondunzentale d u  sous-corp k -- R[0] de Ji, 
toutes les unités (PE" (n, entier rationnel) appurt ienne~t t  à M, et toutes les 
unités contenues d a n s  AliI, a un nombre fini d'exceptions près, sont douzndes 
p a r  cette formule. 

K ayant au moins deux paires de conjugués imaginaires, son nonibre 
de DIRICHLET satisfait à 1' in6galit6 r < n - 3. On peut donc appliquer le 
théorème 3.4. 

De tout ensemble infini des unites de K appartenant au module, on peut 
extraire un sous-ensemble infini dont les élkments sont situes sur une courbe 
algdbrique. Cette courbe cloit être, en vertu du lemme pr6cddent, la  trans- 
formée d'une hyperbole portant les unités a norme positive d 'un sous-corps 

quadratique reel k = R[8] de K, par une transformation (xi- cp"'xi) cq etant 
une unite fixe de K. Le module J& contient donc le module de base (cp, TB) 
transforme du module des nombres de k.  Il contient donc. toutes les unités 
donnees par l a  formule cpan, E Btant l'unit6 fondamentale de k, et n un entier 
rationnel quelconque. Si  les unités de M, ne sont pas, à un nombre fini 
d'exceptions prés, donnees par cette formule, le raisonnement precedent 
montre que M, contient encore un autre module de base (cp', ipi9'), O' etant aussi 
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un nombre quadratique réel, appartenant à K. Mais ceci est impossible. En 
effet, cpt 90, y', cp'Or, formeraient une base (surabondante) de M,. Ils ne seraient 

pas rationnellement indépendants; serait le quotient de deux nombres 
CP 

quadratiques réels, donc un nombre totalement reel. Le module JI3' de base 

1, y', Y' 0' ne contiendrait que des nombres totalement réels. Comme M3 
f i %  rp 

1 
contient le nombre 1, M3' contiendrait le nombre -, qui serait donc tota- 

'9 
lement r6el; y ,  et par cons6quent y', auraient aussi cette propri6t6, et II, 
serait compost! de nombres totalement rdels, ce qui est contraire aux hypo- 
thPses. Le théoreme est donc d~montré.  

Remarquons que si le degré de K est impair, K ne peut avoir de sous- 
corps quadratique. I l  ne peiit y avoir qu' un nonibre fini d'unités dans M,. 
Si en particulier K est de degré 5, nous obtenons le résultat de M. SKOLEM, 
citd dans l'introduction. C'est aussi d'nilleurs un cas pzrticiilier du théo. 
rème (3.3) puisque 5 est un nombre premier. 

Nous allons maintenant déduire du r6sultat précédent un tliéorbme sur 
l'approximation de O par des formes linéaires et lioinogènes & trois variables 
à coefficients algébriques, pour des valeurs entières rationnelles des variables. 
Considerons une telle forme, nous pouvons sans restreindre la généralité, 
l'écrire X i- Yu +- ZP, a et P 6tant des entiers alg6briques. Soit le degr6 
de K== R[a, Pl. Posons H =  1 X 1 + 1  Y 1 i- 1 Z 1 (la valeur absolue @tant la 
valeur absolue ordinaire). Comme Norme (X 1- Ya + ZS), pour X, Y, Z entiers 
rationnels quelconques, est necessairement un entier rationnel, il est trivial 

C qu9il y a une constante positive c,, telle que 1 X + Ya i ZP 1 > H*i quels que 

soient X,  Y, Z entiers rationnels. Nous allons démontrer le résnltat plus 
pr6cis suivant : 

THÉOR~ME 3.8. -- W le corps K = R[a, P] de &gré n a cm moins deux 
pa i~es  de corps confugués imaginaires, l'inégalitd 

n 'a  qu'urz notr~bre f i l a i  de solutions en entiers rationnels X ,  Y ,  Z ,  qzcelle que 
soit la constante positive c. 

Posons 
A = max (1, 1 a") 1 ,  1  pu) 1, ..., 1 a(' ' )  1 ,  1 j3'") 1 ) .  
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Supposons que l'in6galité ait une infinité de solutions en entiers rationnels 
X, Y, 2. Soient cp = X +  Yu i- Zp les entiers de K correspondant h ces 
solutions. On a 

n 
Norme cp = (X 4- Yu + Zp) 11 ( X  + Yu(i1 + ZP'") 

i=2 

donc 
A>l-IHfl-l = 1 Norme y 1 s H7 

Ainsi les nombres 1 Norme cp 1 Btant des entiers rationnels bornés, ne peuvent 
prendre qu'un nombre fini de valeurs. Les idéaux principaux ( y )  ne reprb- 
sentent qu'un nombre fini d'idéaux distincts. I l  y a au moins un de ce6 
ideaux qui eat identique à l'ideal principal d'une infinit6 de nombres y, 
soient y,,, q. ) ,  , ... , rq,,  ... . 

On a (cp,) = (cp,,), donc &= E, E Btant une unit6 de K. Il y a donc une 
(0, 
1 "  

a 
infinit6 d'unités dans le module de base (A, , B). Alors on peut facile- 

Y "  Y0 ' 9 3 ,  
ment montrer grace au thboréme 3.8 que K contient un sous-corps qua- 
dratique . rtiel k = R[H], que le module initial contient un sons-module 
(1, At)), et que les nornbres cp correspondant aux solutions en entiers rationnels 
de l'inegalité Btudiée, sont à un nombre fini d'exceptions près, des nombres 
de  ce sous-module cp = A ( X t i -  X'B), X', Y' @tant des entiers rationnels. 

d ' 
Posons H' = j X' 1 + 1 Y' 1, 8 Btant quadratique 1 X' + Y'tl 1 < fi1i-to - n' a qu'un 

nombre fini de solutions, quelles que soient les constantes rBelles positives cf' 
et q. Mais on voit facilement qu'il y a une constante positive c"' telle que 

C 
H' < c"'H. Une infinité de ces nombres ne peut donc satisfaire B 1 q.) 1 < N,, 

puisque n est supérieur à 4. On arrive donc à une contradiction et le théo- 
rème est demontre. 

Notons que: le r6sultat du théorème (3.8) n' est plus prdcis que celui 
qu'on peut tirer des resultats de SIEGEL (« Math. Zeit. », Bd. 10, 1921) que 
quand n est < 57. 

REMARQUE. -  exemple simple auquel nous faisions allusion dans l'in- 
troduction, de variétes algbbriques contenant une infinité d'nnités de R est 
le  suivant: Supposons que K contienne des unit& E satisfaisant avec leurs 
conjugués à un systbme de relations 

les N étant des entiers rationnels non tous nuls; toutes les unites du sous- 
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groupe y engendre par ces unités, satisfont à ces relations. Si au  moins 1' une 
d'elles n' est pas une racine de l'unité, ce sous-groupe est d'ordre infini, et 
la varidte algébrique 

(W*) %y ... ~ r m j  = 1 ( j  = 1, 2, ..., h) 

« contient une infinit6 d' unités » dans notre repr6sentation habituelle des 
nombres de K. 

De meme 7 étant une unit6 quelconque de K 

contient une infinité d'unités: toutes les unités de la classe de I'/y de 
représentant 7. 

Soient W,*, W2", ... les variétés algebriques irréductibles de dimension 
minima du type W", contenant au moins une unit6 de K non racine de 
17 unite, donc un sous-groupe d'ordre infini de ï. La conjecture dont nous 
parlions dans l'introduction est ln suivante: si une variété algebrique V 
contient une infinité d'unités, c'est qu'elle contient comme sous-varihtés, 

des variétés W,", ou des varietés congrues à des variétés IV,* en nombre 
fini, et que les sous-groupes y i  de I' ou les classes cle r /y i  correspondant B 
ces sous-vari6tBs ont tous leurs Blements contenus dans V, et donnent toutes 
les unites contenues dans V, à un nombre fini d'unités prhs. Alors si  V est 
un hyperplan passant par l'origine (unites dans un module) les sous groiipes y,  
mis en hidence seraient necessairement les groupes des unites de sous- 
corps de K. 

Remarquons que pour une variété algébrique V quelconque cette derniére 
proprieté des yi n'est silrement pas nécessaire, comme on peut le voir par des 
exemples simples. Par  exemple, consid6rons le corps k formé par l'adjonction 
à un corps k, de degré p, premier, d' un corps de degré p , ,  premier. Soit N ,  
la  vari6tB algébrique portant les. unités à norme positive de k , ,  N, ln varidté 
portant sur les unités à norme positive de k , ,  la vnrit5té AT, .N  dans la 
représentation habituelle de TE, contient toutes les unit& d 'un sous-groupe 
du groupe I' des unites de K, qui n'est sûrenlent pas le groupe des unités 
d 'un sous-corps de  K, ni la réunion d 'un nombre fini de classes de I' 
par rapport à de tels soiis-groupes. 

Les résultats obtenus dans ce travail sont bien en accord avec la conjecture 
énonche. Dans le cas Btudié par le théorème (3.2), il ne peut exister de 
varieté W* (autre que les varietes triviales, d' Bquations x, ... x,, = + 1)' et 
nous trouvons que sur aucune des varietes que nous considerons il ne peut y 
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avoir une infinit6 d'unités. Dans le thhorème (3.7) la condition nécessaire et 
suffisai~te obtenue, pour l'existence d 'une infinite d'unit& dans les modules 
de dimension 3 consider&, est que la  variété linéaire que definit le module, 
contienne une vnribte congrue à la  variété form6e par les 2 hyperboles 
portant les unités d'un sous-corps quadratique réel de II, hyperboles qui 
sont bien des variétés W*. Et l'on a bien ainsi toutes les unites contenues 
dans le modale, à un nombre fini d'exceptions près peut-ètre. 
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8111 iiurnero degli zeri di certe serie di L:tui.eiit. 

Blenioria di LUIGI ONOFRI (a Bologna). 

Snnto. - Fondandosi su  alcune disu~yuaylianze relative a serie trigonontetriche, l'A, stabi. 
lisce var i  criteri concerne+zti i l  nwmevo degli zeri che u n a  serie d i  LAURENT, a coeffi- 
cienti reali, possierle nell'i?zterno della propria corona d i  convergenza. S i  estendono 
cosà diverse proposizioni relative agli  zeri dei polinomi e delle serie cli potewze, dovute 
a B. SEGRE ed al7'A. medesirno. 

I n  un lavoro pubblicnto nelle « Nemorie della R. Accademia d'Italia » ('), 
ho stabilito un gruppo di proposizioni rignardanti il numero degli zeri che 
certe serie di potenze f (z), a co~fficienti  reali, posseggona nell' interno del 
proprio cerchio di convergenza. 1 metodi ivi seguiti si fondano essenzialmente 
su alcune disuguaglianze relative a serie di seni O di coseni che estendono, 
ne1 modo più semplice e diretto, varie proposizioni sui polinomi trigonome- 
trici ottenute da B. SEGRE, il quale da esse ha  pure dedotto numerosi inte- 
ressanti risultati concernenti gli zeri di  certi polinomi ('). L'impiego delle 
suddette disuguaglianze consente precisamente, in casi assai estesi, di deter- 
minare i segni delle parti reale ed immaginaria di f (z j  e, con l'ausilio della 
nota formula dell'indicatore logaritmico, di valutare il numero degli zeri della 
serie medesima. . 

Ne1 presente lavoro mostro corne, applicando quegli stessi metodi alle 
serie di LAURENT, si possano stabilire dei criteri, abbastanza generali, atti a 
dcterminare il numero degli zeri che una serie siffatta possiede nell'interno 
della propria corona di convergenza. 

1. Consideriamo una funaione analitica f (a)  definita da una serie di 

(') II. ONOFRI, In1'12to~no ayli  zeri d i  alcune classi d i  funziowi analiticlze, u Meni. della 
R. Acc. d'Italia 2 ,  tom0 Go (1935), pag. 1267. 

(?) B. SEGRE, I d o r n o  ad u n  teoretna d i  Iiwkeya, Boll. della Uriione Mat. Italii~ria D ,  

tomo la0 (1933), p. 123; S u l l a  teoria clelle equazioni algebriche a coeficienté reali, u Nem.  della 
R. dcc.  d'Italia B, tom0 5' (1934)' p. 323. 

AnnaEi d i  Ucite~natir.a. Serie Il-. Tonio STII.  2.4 
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a coefficienti reali e convergente entro una corona circolare di centro l'ori- 
gine, limitata dalla circonferenza unitaria e da una circonferenza di raggio 
r < 1. 

Posto s = pei? ed indicate con R(p, y ) ,  i I ( p ,  y) la  parte reale e la  parte 
immaginaria di f (z ) ,  dalla (1) si traggono le 

w 
I ( p ,  y) = 2 (anpt '  - a-np-n) sen ny. 

n=1 

Lo studio del coinportamento di queste funzioni nella corona più sopra 
definita, ci consentira di stabilire varie proposizioni riguardanti il numero 
degli zeri che la f(a) possiede nell'interno della corona medesima. 

Per  sernplicità di scrittiira, converremo di rappresentare col simbolo (p , ,  p,) 

l a  corona circolare definita dalle due circonferenae che hanno i centri nel- 
1' origine ed i raggi p, e p, (p, < p,) ; in particolare, dunque, la corona entro 
cui converge la  (1) verrà indicata con (r, 1). 

2. TEOREMA 1. - Se: 

e se esiste u n  nunzero E 2 O tale c72e negli intervalli r-r 4- E, 1 - E-1 la  f(z) sia 
positiva, allora ta f(z) non ha  seri nell'interno di (r, 1). 

Anaitutto osserviaino che, in virtù delle condizioni cui soddisfano i coef- 
ficienti a,,, 6 
(4) 

cornunque si scelga p nell'intervallo ri. 
Cib preniesso, prendiamo una corona circolare (p ,  , p,) tale che r < pi < r+s, 

1 - E  < p 2  cl, e valutiamo la  funaione R(p, y) su1 contorno di  questa corona. 
Avendosi, per dato, f (p , )  > O, f(p,) > 0 e valendo le (4)' deve essere 

e, conseguentemente, R(p,, cp) > O, R(p,, y) > O Fer ogni valore di cp. Queste 
ultime disuguaglianze ci assicurano che la fnnzione arg f(z) non subisce varia- 
zione alcuna quando a z si fa percorrere l'inter0 contorno di (p,, p,). Cib vu01 
dire, per la  nota formula dell'indicatore logaritmico, che la  f(z) non si annulla 

mai nell'interno di (p,, p,), e quindi, per l'arbitrarietà consentita a p , ,  p,, 

nemmeno nell'interno di (r, 1). 
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3. TEORENA Il. - S e  i coefficienti a, sono nom negativi ,  n o n  tutt i  nu l l i ,  
e ta l i  che 

essendo m ulz intero positivo fisso, l a  f(z) n o n  ha zeri n e l l ' i n t e m o  d i  (r. 1). 
Pormiamo il prodo t to della f un~ione  

1 z r t r r z - I *  
cp(a) = 1 - - Z 

112 ,,=i 1 t r r  

per la  f(zJ. La funzione 

the in ta1 guisa otteniamo, si mantiene positiva in tutto l'intervallo r-1 
percliè a, > O per ogni n, e y(z) > O in ogni punto dell' intervallo medesimo. 
Si h a  inoltre, in conseguenza delle ipotesi fatte sui coefficienti a,,, 

Tenendo conto di cib, si pub asserire, a norma del teorema 1, che la P(z), 
e quindi anche la f(z), non si anznllano mai nell'interno di (Y ,  1). 

Il teorema II include alcuni casi particolari degni di speciale rilievo. 
Pacendo r = O, a-, = O (n = 1, 2, ...) si ottiene il 

COROLLARIO 1. - S e  i coefficienti a, d i  una serie d i  p o t e n z ~  

sono reali ,  n o n  negativi ,  notz tut t i  n ~ l l i ,  e ta l i  clze 

essendo m un intero positivo fisso, Zn f(z) n o n  12a zeri nel l ' in terno del cerchio 
uni tar io .  

Se, invece, si suppone 91% = 1 ed r qualunque, si ottiene il 

COROLLARIO II. - S e  i wefficienti  a ,  della (1) sono mon ~zegcrtiz'i, notz 
t u t t i  lzulli, e ta l i  clze 

la f(5) n o n  ha zeri ~zel l ' in terno d i  (r,  1). 
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Questa proposizione si pub riguardare come la pih semplice e diretta 
estensione alle serie di LAURENT di un noto teorema di KAKEYA relativo alle 
serie di potenze (7. 

4. Passiamo ora ad esaminare la  funzione I ( p ,  y),  sempre al10 scopo di 
valutare il numero degli seri posseduti dalla f ( z )  nell'interno di (r, 1). 

Supponiamo dapprima che i coefficienti a, soddisfino alle condiaioni 

(6) an - a-,% > O, 

(7) A + + &  - a-,) < O, 

il sirnbolo A indicando l'operazione 

n-m 

an?"" - > O (12 > 1) ; 

An(a,rn - a- ,~-~)  < O (n 22 1) ; 

di differenziazione finita. 
Tenendo conto delle (5),  (6) si prova immediatamente che: 

a) esiste un indice B. > O taie che, per  n => fi, è a, ) O, a-, < 0. 
Cib premesso, prendiamo in esamc le  funzioni 

H&) = pn+'An(a,p* - a-,? -)') = (n + I ) U , , + ~ ~ ~ ~ ~ + ~  - nanp2t1+i + 
-t na-,p - (n + i)a-,-,, 

essendo r < p < 1. 
A causa delle (7) e della a), una qualsiasi Hw(p), d'indice n. > f i ,  possiede 

due radici positive, al più, ed B positiva per p = O e negativa per p = r, p = i. 
Pertanto, H,(p) si mantiene negativa in tutto 1' intervallo r '-' 1. Quindi: 

b) s i  pub determinare un E > O in  guisa tale che, i n  ognuno degii inter- 
ualii r '-' r + E, i - E -' 1, sia H,(p) < O (n 2 1). 

Questa proposizione ci offre i l  modo di  determinare il segno della fun- 
zione I ( p ,  y) in un qualsiasi punto z di (r, 1) avente il modulo p maggiore 
di 1 - E O minore di r + E. Ed infatti, per essere H,(p) < O, la serie trigonome- 
trica (3) si mantiene positiva per O < cp < 7~ e negativa per .n < cp < 2rc (4). 

Consideriamo ora una corona circolare (p, , p,) tale che r < p, < r + E, 

1 - E < pr < 1. Per  cose note, il numero 112 degli zeri che la  f (a )  possiede nel- 
l'interna di ( p , ,  p,) é rlato da1 quoziente per 2n della -fariacione subita da 

(7 Cfr. S. KAKEYA, On the Limits of the Roots of an Algebraic Epuatious with Positice 
Coelficients, u S6hoku Math. Jonrn. s, tom0 2 O  (1912); oppure B. SEGRE, loc. cit. in (2). Facendo 
r = O, a ,  = O (va < O )  nell' eniinciato del Cor. II, si ritrova appiinto il teor. di KAKEYA. 

(4) A questa asserziorie si perviene applicando alla (3) il teorema: Se la vaviabile 
m 

bn (11 = 1, 2, ...) è mai neyativa e non sempre nulla, e se inoltre Anbn 5 O, la serie 211, sen n? 
1 

(0 < (9 <n) converge per ogni y, e la sua somma é semnpve positiva. Cfr. L. ONOFRI, Mem. 
citata in (i), pag. 1374. 
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L. ONOFRI: Su l  lzuntero ciellli scri d i  certe serie di Lnzcrelzt 1% 

argf(z) quando a z si fa percorrere, ne1 verso positivo, l'inter0 contorno 
di ( p l ,  p,). Basandosi su qunnto s'è detto più sopra intorno al segno di I(p, cp), 

si vede subito che, in corrispondenna di un intero giro compiuto siilla cir- 
confsrenza di raggio p l  (di raggio p,), arg f(z) aumenta di 2n se f(p,)  < O ,  
f ( -  p i )  )O (se f(p2) > O, f(-p.>) < O ) ;  diminuisce di 2.n se f (p , )  >O, f(- pi) < O  
(se f(p.) < O, f(- p,) > 0);  non subisce mutainenti se f ( ~ , ) ,  f(- P , )  (se f ( ~ ? ) ,  
f(-  p,)) hanno egual segiio. Pert:into, il calcolo della rariazione totale di 
arg f(a), e conseguentemente di ln, si sa eseguire tutte le volte che si cono- 
scano i segni dei qua ttro numeri f (P,), f (  - pl) ,  f(p,), f(- p,). 

Qunndo l n  corona ( p , ,  p,) è sufficientemente prossinia alla (r, 1)) si pub 

~ost i tu i re  alla consideraaione dei suddetti quattro numeri quella dei limiti 

Co 00 

f ( r  1-0) =a, + 2 a,rn + a-,vn, f (-Y-O)=ao + 2 (-~]"(D,~V + a-,,Y-"), 
n=t 

(8) 
n=1 

Co aJ 
f(1-0) =a,+ 2: a, + a..,, f (- 1 +O) =a,, + E (- l)"(an + a-,), 

n=l ra -1 

certiiniente esistenti in forza delle (5), (6), (7). Anche ne1 cas0 in uui alcuni 
di questi limiti siano nulli, Q possibile di determinare i segni di f ( p , ) ,  .... 
Difi~tti, se p appartiene ad r-r + E. oppure a 1 - E-1, risulta 

e quindi dall' annullarsi di ilno dei quattro numeri f ( r  + O), f(- r - O), 
f (1  - O), f ( -  1 + O) consegue rispettivamenle f(pl) > O, f(-- pl) < O, f(pJ ( 0, 

f(- P,) > 0- 
R,iassumendo le considerazioni superiormente svolte e c O n v e il e n d O c h  e, 

q u a l o r a  u n a  d e l l e  e s p r e s s i o n i  

f(r+O), f(- 1 +O); f - 0 ,  f ( l  -0) 
r i s u l t i  n u l l a ,  a d  e s s a  v e n g a  a t t r i b n i t o  i l  s e g n o  + o d  i l  s e g n o  - 
a s e c o n d a  c h e  s i  t r n t t i  d i  u n a  d e l l e  p r i m e  d u e  O d e l l e  u l t i m e  
d u e  e s p r e s s i o n i ,  p o s s i a m o  e n u n c i a r e  i l  

TEOREIIA III. - S e  i coefficienti a, della (1) soddisfano aile condi3ioni 
(5 ) )  ((6, (71, la  f(z) possiede nell'interno di (r, 1) tanti zeri qunnte soizo 10 v a ~ ~ i a -  
oioni che cowzplessivnw,ente presenta+zo le due successioni f(- 1 -+ O), f(- r - 01 ; 
(fr -1- O), f(1 - O). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5. Siipponiamo ora che i coefficienti a,, della (1) soddisfino alle (5) ed 
alle condizioiii 

(9) a,, - a-, > O, a,rn - a-,Y-" < O ( 1 2 2  1); 
( 10) hn(a, - a-,) < O ,  An(a,rn -a-,~-") > O ( n  2 1). 

Osserviamo anzitutto che, a causa delle (5) e (9): 
a) esiste u n  indice fi > 0 tale che, per n > f i ,  è a, > O, a-, > 0. 

Riprendiamo poi a considerare le funzioni H,(p) introdotte al no 4. Ne1 
cas0 attuale, ogni H,(p) ( n  > f i )  possiede una ed uns  sola radice in ciascuno 
degli intervalli O-r, r-1, 1--i- CO. Cib si vede subito applicando la  regola dei 
segni di CARTESIO e tenendo presente che H,(O) < O, H,(r) > O. H,(1) < O, 
Hn(+ 00) > 0. 

Inoltre, preso p nell'intervallo V?i, si ha, per le (5))  

a-, a-n-i lim - - - lim ?n+i = O, 
n-coan+iP n-man+ip 

onde : 

iim H ~ P )  an 
P,,+i = p - lim -. 

(n + l)a%+ip - an+, 

an Na per p = 1 B H J l )  < O, e percib 1 - lim- <O; quindi, fissato p in 
an+i vi - 1, risulta 

- H&) lim 
(n + 1 k h + i  P ?n+i < 0, 

e conseguentemente H,(p) < 0, per n sufficientemente elevato. 

I n  modo analogo si prova che, fissato p nell'intervallo r -  VG, é possibile 
deterrninare un indice ni in guisa che per n > n ,  risulti H,(p) > O. 

Da quanto si è ora stabilito e da1 fatto che H&) > O, H,(l) < O  ( n  2 1) 
discende tosto la  seguente proposizione : 

b) si possono deterrninare due intervalli r '-' r -1- E, 1 - E '-' 1 ifi modo che 
me1 primo d i  essi sia H&) > O e ne1 secondo sia H,(p) < O, per ogni n 2 1. 

Valendosi di questa proposizione e seguendo un procedimento del tutto 
analogo a quel10 tenuto al no 4 per determinare la variazione di arg f(s), si 
perviene senza difficoltà, al 

TEOREMA IV. - Se i coefficienti a, della ( i)  soddisfano alle condizioni 
(5), (91, ( I O ) ,  la f(5) possiede nell'interno di (r, i) tanti eeri puante sono le varia- 
zioni che comnplessivarnente presentano le due successioni f(r  + O), f(- r - 0 ) ;  
f ( 1  - O), f(- 1 + O). 
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II. ONOFRI: Su1 wunzero degli zer i  d i  certe serie  d i  L a w e n t  175 

X cornplet;imento di questo enunciato è fiecessario osservare che i limiti 
f  (r + O), ... sono forniti seinpre dalle (8) e clle, q ii a 1 O r n 11 n a d e 11 e e s p r e s- 
s i o n i  

f i r + O ) ,  f(1-O); f(-r-01, f ( -  i + O )  

r i s u l t i  n u l l a ,  s i  d e v e  c o n v e n i r e  d i  a t t r i b u i r e  a d  e s s a  i l  s e g n o  - 
o d  i l  s e g n o  + a s e c o n d a  c h e  s i  t r a t t i  d i  i i n a  d e l l e  p r i m e  d u e  O 

d e l l e  u l t i m e  d u e  e s p r e s s i o n i .  

fi. Stabiliaino, da ultiino, un nuovo gruppo di teoremi prendendo in manie 
la serie 

Alanifestamente, la (11) converge entro la corona (Vr; 1), ed ha ivi  un 
numero di zeri doppio del numero degli zeri che la f ( z )  possiede all'interno 
di (r, 1). 

Posto z = peiQ ed indicate con I t , ( p ,  y), i I , ( p ,  y) la parte reale e la piirte 
immaginaria di P ( g ) ,  dalla (11 si tragguno le:  

00 

(12) Ri(?, y) = Y (a,p""+l +- n - , - , p - 2 n - l  
n  O 

) COS (an i- i)y, 

Supposto cho i coefficienti a ,  soddisfino alle condizioni (5) ed alle 

si  diinostra, con argomentazioni analoghe a quelle esposte al no 4, l'esistenza 
di un E > O tale che, per ogni p appartenente ad uno qualunque degli inter- 

valli vi  '-' v& + E, 1 - E '-' 1, risulti 

Da cib discende che è R,(P, y)  > O per 1 rq 1 <:, p essendo scelto co- 
2 

munque in lino dei suddetti intervalli (j). Procedendo corne a l  no 4, si pu6 

(") A questa asseraione si perviene npplicaiido alla serie (12) il teorema: Se la varia. 
bile bn è mai 9zegatiua e no96 sempre mulla, e tale inoltre che At211 t- l ) b n  5 O (n p O), la 

00 

serie Zbn cos (2n + i)? conuerge per ogmi Q ,  escluso al più i l  valore cp = O, e In situ 
O 

somma è sempre positiva. Cfr. IJ. ONOFRI, Mein. citata in ('), pag. 1276. 
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determinare la vnriazione di argF(8) su1 contorno di una corona (p, ,  p,), 

sufficientemente prossima alla (VE 1)) pervenendo al 
TEOREMA V. - Se  i coefficienti a, della (1) soddis fano alle condizioni (5)' 

(141, (ls), lu f (z)  possiede nell ' interno d i  (r, 1) u n o  zero a l  p i ù  (necessariamente 
negativo). E tale zero esiste se e solo se fi- 1 + 0) > 0, f(- r - 0) < 0. 

Se alla condidone (15) si sostituisce I'altra: 

si dimostra, con ragionamenti che sostanzialmente non differiscono da qnelli 
fatti al no 5, e con l'ansilio della proposizione citata in (7, il 

TEOREMA VI. - Se  i coef/icienti a, del la  (1) soddisfano alle condi3ioni (5), 
(14), (16)) l a  f(z) possiede nel l ' in terno d i  (r, 1) u n o  ed zcn solo sero (necessu- 
r iamente  positivo). 

Consideriamo, infine, la  funaione Ti(?, y). Tenuto conto che, se la  va- 
cn 

riabile b, é infinitesima decrescente, la serie Y b,  sen (2?2 + l ) y j  (O < cp < n) 
O 

converge per ogni p e la sua somma b positiva (=), e ragionando sulla (13) 
come ai nt 4, 5 siilla (S), si dimostrano senza difficoltà i seguenti 

TEOREMA VII. - Se i coefficienti a, della (1) soddisfano alle condizioni (5) 
ed nl le  

(17) a n  - > O? A(an - a-n-i) 6 O ( n 2  O), 
( 1s) a, ,rn-a  -,-, Y-"-'> 0, A(aVJrn -- a-n-, r-fi-') < O (9" 00) ; 

la f(5) possiede nel l ' in terno d i  (r, 1) u n o  zero a l  pi& (necessariawze& positivo). 
E tale  zero esiste se e solo se f(l - 0) > O, f(r I 0) < 0. 

TEORENA VIII. - Se i coefficienti a, della (1)  soddis fano alle condizioni 
(5),  (17) ed alle 

la f(z) possiede nel!'inter)zo d i  jr, 1)  u n o  ed un solo aero (necessuriaazente 
negativo). 

(6) Cfr. II. ONOFRI, Mem. citata in ( a ) ,  pan. ?257. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Familles de surfaces iiopwarnétriques dam les espaces 

à courbure constante. 

(Extrait d'une lettre & M. Beniamino Segre) 

par ÉLIE CARTAN (h  Paris). 

. . . . Les r6sultats que vous avez obtenus sur les familles isoparametriques 
d'hypersurfaces de l'espace euclidien à n dimensions (') peuvent 6tre Btendus 
aux espaces à n dimensions à courbure constante negative et, en partie, aux 
espaces à courbure constante positive. Dans les deux cas on peut demontrer 

que le problbme revient à la  recherche des hypersurfaces dont toutes les 
courbures principales sont constantes, mais, alors que pour les espaces à 
courbure constante ndgatiue ou nulle: le nombre des courbures principales 
distinctes ne peut depasser deux, il n'en est plus de meme si l'espace est à 

courbure constante positive. Le probldme dans ce dernier cas est compliqu6, 
mais fort int6ressant; j 'ai  pu le resoudre complbtement pour l'espace à 

courbure constante positive à 4 dimensions; on peut du reste dans le cas 
general trouver une loi donnant les courbures principales, des que l'on connaît 
leurs degres de multiplicité. 

La  methode que j 'a i  employBe fait appel à une technique differente de 
la votre: c'est la  methode du repdre mobile, apparentee, comme vous le 
savez, à la methode des congruences normales de G. RECI. 

1. PrBliminaires. - J e  suppose la  forme fondamentale de l'espace, 5L ul 

dimensions et de courbure riemannienne constante (; decompos6e en une 
somme de ul carres w,' + w," ... + un2, avec les formules de structure 

où l'on a 

(2) 

les y,,, sont les  coefficient^ de rotation de Rrcc~. 

( i )  N Rendic. Lincei a ,  VI a., '27, 1938, p. 203-207. 

Annali di Matematica, Serie 1 Y, Tomo XVII, 
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178 É. CARTAN : Fnmilles cle surfaces isoparam6triques 

Soit f m e  fonction jouissant de la  propriété que ses deux paramhtres 
différentiels A,  f et A,f soient des fonctions de f. Je  supposerai que le nièm0 
vecteur du repère rectangulaire attacht! à la d6composition en carres est 
normal aux hypersurfaees de niveau de la fonction f ;  la  differentielle df est 
alors un multiple ym7* de o,; rp est pr6cis6ment la  racine carrbe de A,f, 
donc une fonction de f ,  de sorte que w ,  est une differentielle exacte dt. 
D'oh il résulte le r6sultat bien connu que les hypersiirfaces de niveau de la 
fonction f forment une famille d'hypersiirfaces parallèles et que cette famille 
est connue dbs qu'on en connait une hypersurface. 

De la  propri6t4 de la forme o, d'ètre une differentielle exacte r6snlte 
o,' = O, et par suite, d7 a p r b  (l), 

cela signifie que les wi, sont des combinaisons lineaires de o,, o,, ..., w,-, 
avec u n  tableau de coefficients symdtrique. 

Or la forme quadratique w ,  w,,, qui est la seconde forme fonda'mentale 
de 17 hypersurface t = Cte, peut etre ramenée à une somme de carrés par un 
choix convenable des n - 1 premiers vecteurs du repbre; on petit donc poser 

(4) wiqs = a , w ,  (ne pas sommer), 

formule dans laqnelle les a ,  sont les î.t - 1 courbures principales de l'hy- 
persiirface. 

Introduisons maintenant le paramètre différentiel A,f. Les d6rivées CO- 

variantes f i  de la fonction f p a r  rapport a u  repère choisi sont 

on a d'autre part, en designant par D la symbole de la différentiation co- 
variante, 

S 'est  Ovideinment une fonction de f. On a donc 

4f  = fi ,  + f,, -+ .;. + f,,, = + - (a,  t a2 + ... + a,-,)y. 

Nous arrivons ainsi à lx conclusion suivante: 
Ln condition nécessaire et suffisante pour que A,f soit u n e  fonction de  f ,  

e n  supposalzt que A , f  soit déjà U?ZP fonction de f ,  est que les ht~persurfaces de  
n i v e a u  de la fonctiott f soient toutes ic courbure moyenne co~zstante. 
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t l a ~ s  les espaces & c o u d m ~ e  consfcinfe 179 

2. Les courbures principales des hypersurfaces de niveau. - La ddri- 
vation exterieure de 1'6quation (4) donne, en tenant compte de ( l ) ,  

l'indice de sommation k variant seulement de 1 h vz - 1, comme du reste 
dans toutes les formules qui suivront. Comme la preirlihe somme da premier 
membre ne contient aucun terme en [w,wJ puisque la forme wii est identi- 
quement nulle, on a 

(61 dal = (C + a,')coqL + ... . 
les termes lion indiques dependant lindairement de w, , w,, ... , w,-, . Mais 
comme da, + da, + ... i- da ,,-, ne depend que de w,,, nous en d6duisons 

dta, + a, + ... + a,-,) = [(n - l ) C  + a: + a: -t ... i- an-llw,; 

par suite ni  -t a: + ... + ai-1 est aussi une fonction de f. La considhition 
de SR diffdrentielle montre, en tenant compte de (6) et par un calcul ana- 

logue au précédent, que a: + af + ... + est également une fonction de f ,  
et ainsi de suite. D'oh résulte le thBorPrne: 

Les hypersurfaces de niveau de la fonction f out toutes leurs courbures 
principales constantes. On a de plus 

RBciproquement soit X une hypersurface particulihre B courbures prin- 
cipales constantes; les hypersurfaces paralldles forment une famille isopa- 
ram6trique. I l  suffira de faire la dOmonstration dans un espace de courbure 
constante Bgale B 1. Si 1' on pose ai = tg 8, , la  ~ o u r b u r e  principale corres- 
pondante de I'hypersurface parallele à 2 à la distance t est tg (Bi  + t ) ;  elle 

est donc constante sur cette hypersurface. 

3. Une formule fondamentale. - Revenons A l'équation (5) et annulons 
l'ensemble des termes en [wk w,]; nons obtenons 

formule d' où nous tirons deux conclusions : 
10 le'coefficient ykih est nul si a, = a, * a,: 

(8) yklh  = O si ai =a, ,  + a R  ou a, = a, $=ai. 

20 On a, pour ai, a,, ah distincts, 

19) ( a h  - k i h  = (ai - a h ) y i h a  = (a,  - ak )yh r i  (ai, a,, ah distincts), 
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180 É. CARTAN : Fccmitles de surfaces isoparamt?tl-iq~es 

ce qui permet de poser 

la quantite hikh Btant symétrique par rapport à ses trois indices ('). 
Cela posé d6rivons extérieurement l'équation (2) 

ou nous supposerons essentiellement ai + aj ,  et égalons dans les deux membres 
l' ensemble des termes en [ w i ~ , ~ ] .  En tenant compte des Bquations (l), dans 
lesquelles l'indice de sommation peut prendre la valeur n, nous obtenons 

formule dans laquelle l'indice de sommation r varie de 1 à n - 1 .  
Si dans le second membre on donne à r une valeur fixe telle que 

a,. = ai, les coefficients y,, y,,, yj, s'annulent en tenant compte de (8); il 
en est de même si a ,  = a,i; il suffit donc de donner à r les valeurs pour 
lesquelles a,. est different de ai et de a , .  En tenant compte de (101, on 
trouve alors la forwule fondamentale 

la  sommation étant effectue0 par rapport aux indices r pour lesquels 

a, .  

4. Cas où l'b ypersurface n'admet que deux courbures principales dis- 
tinctes. - Dans ce cas, le second membre de l'équation (11) est nul et 
l'on voit que le produit des deux courbures principales de Z'hypersurface est 
égal a la courbure riemannienne changke de signe de l'espace ambiant. 

Changeons de notations et désignons par des lettres latines i,  j, ..., les 
indices correspondant B ai = a et par des lettres grecques a,  P, ... , les indices 
correspondant à a,= b (ab= - C'). D'après (8), tous les coefficients yi,k, 

yiap et yi,,  sont nuls; on a donc 
mi, = o. 

(i) On a aussi ykin = O si  a k  f ai. Cette relation sera utilisée au no 4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d a a s  tes espcices à courbure  constante i$i 

Les formules (1) donnent d'abord 

Supposons d'abord la courbure de l'espace positive et égale à 1 ;  on 
peut supposer, d'après (7), 

a = tg t, b = - cot t. 
Posons 

wi=costOi, o,=sintG,, 
d' oh 

Wilr = sin t Oi ,  Wu, = - COB t G a ,  

En remplaçant dans (12) et (13), on obtient 

Ces formules montrent que les deux formes differentielles L Oi2 et L W,* 
sont de courbure constante 6gale à 1. Supposons la premihre forme à p 

variables et la seconde à q variables (p + q = n - 1). On pourra r6aliser la 
premihre au moyen de p t 1 variables u, , u,, ... , u,,,, dont l a  somme des 
carres est Bgale à 1, et la seconde au moyen de q +  1 nouvelles variables 

up+ 3 , . . . ,  1~ ,+ ,  dont la somme des carres est aussi egale à 1. On aura 
alors 

Or + 5: + ... -i- 6; = du: t du: + ... + du;+l, 
- 2 
W,+I + a P + a  + ... + 6-1 = d ~ i + z  + du:+s + ... I- d u L .  

et par suite, pour le dse de l'espace, 

Posons enfin 

z i = c o s t u i  ( i l , . . . ,  1 )  x ,=s in tu ,  ( a = p + 2  ,..., n + l )  

on constate immbdiatement que l'on a 

ds' = dx: + dre + ... + d ~ : + ~ ,  
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182 É. CARTAN : Familles de swfnces fsopnvanzétriqz~es 

la somme des carres des n + 1 variables étant égale R 1. On retrouve le ds2 
de l'hypersphbre de rayon 1 de l'espace euclidien à n+ 1 dimensions, c'est- 
A-dire le dsP de 17 espace sphhrique à PP, dimensions, et l'on voit que les 
hypersurfaces isoparam6triques sont donnees par 1' eqna tion 

(14) 
2 

x ~ 2  + ... + x:, , = tgL t (x; + ... + 
OU encore 

(14') cos 21 = x; + ... + x;+l - (xit2 f- ... + x i + , ) .  

Parmi ces hypersurfaces deux sont singulières, c'est celles qui corres- 
n 

pondent à t = O et t = - ; la premiére donne 
2 

xp+s = ... = = 0 ;  
la seconde donne 

XI  = ... = Xp+, = O :  

ce soiit dotlx varietes totalement gbodésiques compl&iiient orthogonales et 
compl6mentaires. 

Supposons maintenant la courbiire de l'espace negaiive et 6 p l e  k - 1. 
On peut poser 

a = - th t, b = - cth t ,  

de maniére à respecter la relation (7). Nous poserons encore 

Les formules (12) et (13) prennent maintenant la forme 

Les deux formes différentielles Z ai2 et Z sont la première à courbure 
constante - 1, et la seconde à courbure constante + 1. On les réalisera en 
posant 

2 L rn; = du: + ... + du: - du:+, , E w, = du;+ +- ... + du:, 

avec n + 1 variables liees par les relations 
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On aura alors pour le ds' de l'espace 

ds2 = ch' /(du: + ... + du; - du:+.,) + sh2 t ( d ~ i + ~  + ... + d u t )  + dt2. 

Il suffira de poser 

et 1' on aura 

ds' = dx: + dxf + ... i- dxt - dxn+l, 

avec 

- X; - X; - ... - Z: = 1. 

On a retrouve la repr6sentation de CAYLEY-KLEIN avec l'absolu 

Les hypersurfaces de niveau sont données par 1' Bquation 

qu'on peut encore &rire sous la forme 

le second membre 6tant une fonction f dont les deux premiers païaniètres 
differentiels sont des fonctions de f. 

Pour t = O on a une hypersurface singiilibre d'équations 

c'est une variet6 lin6aire totalement g6od6sique A p dimensions, 

5. Cas où les courbures principales sont toutes égales entre elles. 
Si C = 1, on peut poser la courbure principale a = tg t et on retombe sur 
les forn~ules (14) en supposant p = n  - 1: on obfient les hypersphéres de 
centre fixe 

x: + x ~ + . . . + x : = ~ o t ~ t ~ : , ~ ;  
X 

pour t = -, on trouve le point xi = ... = x,, = O, centre commun des hyper- 
2 

sphbres. 
Si C = - 1, on trouve en posant soit a = - th t, soit a = cth f ,  les 

hypersurfaces obtenues en donnant dans (15) A p la valeur rz - 1 et !a 
valeur O, à savoir 

(16) x: = thY t (&+, - x: - ... - x: ,), 
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Les hypersurfaces (17) sont des hypersphres de centre x ,  = x, = ... = x, = 0; 
les hypersurfaces (16) sont les équidistantes de l'hyperplan x, = 0. 

Mais il y a encore une solution qui ne se déduit pas des resultats 
du  no 4, c'est celle qui correspond & a = 1 (le cas a = - 1 n' en est pas 
distinct). En posant 

mi = mir = e-%ji, 

les 6quations (1) deviennent 

elles prouvent que la forme O: + wf + ... + an-, est de courbure nulle; on 
peut donc poser 

dsy - e-gt(du~ + du: + ... + + dt2, 

OU encore, en posant et = un, 

Les hypersurfaces un = Qte sont des horisphères. Dans la representation 
de CAYLEY-KLEIN, 1' absolu Atant la quadrique 

la  famille d' hypersurfaces isoparam6triques correspondante peut s' écrire 

6. ClBnéralité$ sur le c a ~  oii i l  existe pliis de deux courbures principales 
distinctes. - Reprenons la formule fondamentale (11) 

C + aiaj = 2 Z 
(ai - a,.) ( aj  - a,.) ' 

Nous allons en deduire que le cas oh les hypersurfaces admettent plus de 
deux cowbures principales distinctes ne peut se présenter que dans un espace 
à. courbure positive. 

Supposons qu'il y ait p courbures principales distinctes, par exemple 
a , ,  a 2 ,  ..., a, et soient v , ,  v ,,..., v, leurs degrés de multiplicit6 ~espectifs 
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(Y,  + Y, + ... t vp = n - 1). Posons 

la somme Btant Btendue à tous les indices a = 1, 2, ... , n - 1 pour lesquels 
a, = ai, à tous les indices j = 1, 2, ..., n - 1 pour lesquels a p  = aj, A tous 
les indices y = 1, 2, ... , n - 1 pour lesquels aY = a, . Les pqk sont 6videm- 
ment antisymetriques par rapport à leurs trois indices. Nous poserons en 

Cela pose l7 equation (11) peut s76crire 

(22) viv,(C + aiai) = pi,(ai - a;). 

Si l'on y regarde pq comme d o n d e ,  on obtient une relation homographique 
entre ai et aj, et toutes ces relations homographiques ont les mêmes points 

unis * v-: Il en r6sulte a priori l ' exi~tence d'une relation entre pl,, p jk ,  pki. 
En eliminant en effet ak entre les Bquations ( ik)  et dj7) et comparant à 

l76quation (y), on trouve 

C'est cette relation qui va nous fournir le theorème annonc6. 
Remarquons d'abard que les quantites p, ne peuvent etre toutes nulles, 

sinon en effet on aurait ais, = - C; i l  existe a u  moins une courbure ai non 
nulle, et on aurait alors - ak) = O, d7 où ad = a,, cqs exclu. Supposons 
donc p,, > O. La  relation (21) pour i = 2, combinee avec 17in6galit6 p,, < 0, 
montre que 1' une des quantites p,,, ... , p,, est positive, soit p,, > O. De meme 
si nous supposons p3, < O, on peut supposer p,, > O et ainsi de suite. I l  
arrivera necessairement un moment où l'on aura la suite dJin6galités 

Pi2 > O7 P 2 3  > O, -S. 7 PQ-,,Q > 0, avec p,i > O pour un indice i < q - 1, aucune 
des quantites p,- ,, , n' Btant positive pour Tc < q - 1. Mais alors l a  formule (23) 
pour les indices i ,  q- 1, q montre immediatement que C est positif. C. Q. F. D. 

Nous avons dono rBsolu complètement le problème pour C negatif et les 
solutions sont donnees par les formules (15) e t  (19). Mais il n'est pas r6solu 
complètement pour C positif. 

A a w a l i  di ~Wacemotiaa, Serie IV. 'Porno XTII. 24 
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7. On peut cepeudant donner le moyen de trouver la  loi qui fournit en 
fonction de t les courbures principales des hypersurfaces isoparam6triques, 
connaissant le nombre p des courbures distinctes et leurs degres de multi- 
plicite v ,  , v ,  , ... , v, . Supposons C = 1 ; nous posons, d' aprds (7), 

où ti ne diffère de t que par une constante. L'Bquation (22) s'&rit alors 

(22') pjj = vivj cot (ti - tj), 

et les relations ( 2 1 )  deviennent 

i+i 
Z vivj cot (ti - t,) = 0. 
i 

Le probldme consiste à r6soudre ces p Bquations, qui se reduisent du reste 
à p - 1, aux p -. 1 inconnues ti - t j .  

Figurons dans un plan les p droites Ai  de coefficients angulaires ai 

passant par un point fixe O, et donnons-nous l'ordre dans lequel elles se 
succddent quand on tourne autour de O dans un sens d6termin6. Supposons 
qu'on rencontre successivement les droites A , ,  A , ,  ... , A, : on aura les 
in6galit6s 

(24) O < t , - t , < t , - t ,  < . . . < t , - t , < n .  

Considérons p variables rBelles u ,  , u, , ... , u, assujetties à satisfaire aux 
mames inegalites 

o<u,-U,<u.3-u ,< ... < U p - u 1 < 7 C ,  

et formons la fonction essentiellement positive 

L2, a.., p 
P(u) = II  [sin (u, - ui)lyPj ; 

é<j 

les Bquations (21') expriment que toutes les dérivees partielles du premier 
ordre de cette fonction s'annulent pour ui = t,. I l  est facile de voir que la 
fonction F atteint son maximum absolu pour ces valeurs (suppos6es exister). 
En effet la formule de TAYLOR donne 

Nais le calcul des d6rivBes partielles de F conduit pour le  second membre 
à la valeur 

1 , v ,  v j [ (u i  - ti) - (?Aj - t,)I2 - - 
2  iy.  sin"vi - vj) 
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On a donc F(u) < I i ( f ) ,  sauf s i  ui - ti = u, - t j ,  c' est-à-dire sauf si on 
augmente les ti d'une in8me constante arbitraire. 

Il resulte de là  que le systéme (18') ne peut admettre qu' une solution 
pour les différences t ,  - tj, s i  l'on suppose les ti assujetties aux inégalités (21). 
Mais la fonction F(u) admet Bvidemment un maximum absolu lorsqu'on 
assujettit les ui à ces inégalit6s; il y a donc une loi et une seule qui downe 
les courbures principales des hypersurfaces isoparamétriques lorsqu' on se donne 
1' ordre dans lequel se succèdent les droites A , ,  A , ,  ... , A,. Il est clair que si 
toutes les courbures principales sont simples, les angles ti consecutifs diffèrent 

'.T 
entre eux de - et on peut s u ~ p o s e r  

n -1  ' 

Si l'on se donne simplement les v i ,  i l  y aura autant de solutions qu' i l  
existe d'ordres diffBrents pour les droites Ai, deux ordres n'6tant pas regardes 
comme diff6rents si, en inscrivant à côte de chaque droite A i  l'entier v ,  cor- 
respondant, les deux figures considerées presentent la meme suite d'entiers 
et dans le même ordre, soit qu'on suive les droites les deux fois sans le 
même sens de rotation, soit qu'on les suive la première fois dans un sens 
l a  seconde fois dans le sens contraire. Si  tous les entiers v i  sont Bgaux, il 
n'y a dvidemment qu'une solution, celle qui a Bté indiquée plus haut;  
pour p = 4, il y a 3 solutions si les 4 indices de multiplicité v, sont distincts, 
deux solutions s'ils sont au nombre de 3 ou de 2 distincts, une solution 
s'ils sont 6gaux entre eux. 

8. Le cas de 1'esp;lce sphériqiie à quatre dimensions. - I l  n'est pas 
évident à priori qu'à une des lois qui viennent d'étre indiquees il cor- 
responde toujours une famille d' hypersurfaces isoparamétriques. On peut 
montrer facilement qu'il en est ainsi pour n = 4 ;  cela r6soudra en meme 
temps compléternent le problbme des familles d'hypersurfaces isoparam6- 
triques dan8 l'espace sphBrique à 4 dimensions. 

NOUS avons ici V ,  = Y, = Y, = 1 et on peut supposer 

Les formules (22') donnent 
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d7 où, d'aprhs (20), 

- 1 sin ( t ,  - t , )  sin ( t ,  - t,) sin ( t ,  - t ,)  
- -- - 3 

2v3  cos2 t ,  COS' t, cos"t, 16 cosz t ,  cos' te cos' t ,  ' 

Nous pourrons prendre 

i 3  hiZ3 cos t ,  cos tp  COS t3 = -- . 
4 

On a alors, d'aprés (2)  et (10)) 

4 2 3  hl,; Co8 1, COS t ,  I L 0  OZ3 = - O ,  = W ----l 
a, - 0 3  sin (t, - t,) ' - 2 COS ti ' 

Ai,, . A,,, CO8 t ,  Co6 t ,  1 0, 
Os, = - W ,  = O,= -- 

a3 - ai sin ( t ,  - t , )  2 cos t, ' 
A,,, A , 2 3  cos t ,  cos t2 

W,, = --- W 3  = 1 O3 W .  =----- .  
a ,  - a2 sin ( t ,  - t,) " V 2 Cos t ,  

Il est donc naturel de poser 

P5) W ,  = 2 W ,  cos t , ,  o2 = 2Wz COS ts , O, = 2W3 COS t3 , 
d7 où 

( 2 6 )  w, ,  = 2 5 ,  sin t , ,  w2, = 25, sin t,, o,, = 25, sin t , ,  
avec 

(27) W z 3  = - O ,  > W B i  = ch*, O,, = - 03. 

Les formules de structure (1) donnent, après simplifications, 

la forme differentielle quadratique i- 9: t 0; est de courbure 1. 
On peut arriver aux hypersurfaces cherchées en cherchant celle pour 

laquelle l 'un des cos ti est nul, par exemple cos t, ,  car alors le ds' 

se r6duira à une somme de deux  carré^, à savoir 

On aura du reste pour la surface ainsi consideree 

O ,  =V3W,, O, = V 3 W 2 ,  
o3 = O )  Co4 = 0) 
W, ,  = - 3,) W Z 3  = - 0, , 
O,,= W , ,  w2,=0,.  
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Les deux formes asymptotiques de cette surface sont 

w , w , ~  + = - 2 V3 W4G2 
w,o,, + ~ p , ,  = 6 3  (ai - ai), 

de sorte que la courbure normale d'une courbe quelconque tracée sur la 
surface est 

elle est constante. Or M. BORUVKA a dernontré (') que toutes les surfaces 
de l'espace elliptique à 4 dimensions dont toutes les courbes ont la même 
courbure normale constante sont les surfaces représentatives des polynomes 
harmoniques du second degr6 B trois variables et sont applicables sur la 
sph&re, ou plutôt sur le plan elliptique. Nous pourrons prendre dans l'espace 
spherique à 4 dimensions rapporte aux coordonnees x,, x2 ,  x,, x,, x,, dont 
la somme des carres est égale à 1, pour représenter l a  surface considérée, 
les formules 

où u, v, n, sont trois parambtres lies par la  relation 

Les hypersurfaces parallèles s' obtiendront en chercliant 1' enveloppe, dans 
l'espace sph6rique à 4 dimensions, des hypersphhes de rayon t ayant leurs 
centres aux differents points de la surface. Ces hypersphères ont pour 
équation gBn6rale 

Leur enveloppe est fournie par les relations 

v3 n>x2 -F v3 vx, + v3 ux, - ux, = Au, 
V I  WLr, + v 3  ux, - v 3  vx, - VX, = ).v, 
v\/ VX, + v\/3 ux, 4- ~ W X ,  = A?v ; 

en tenant compte de (32), on trouve A = 2 cos t. Par suite l'enveloppe a pour 

-- - 

(') Comptes rendu5 P, 187, pp. 334-336, 1028. 
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v\/3 x, - x, - 2 cos t 63 X, .\/3 x, 
v3 x, - v3 x, - x, - 2 cos t v3 x, 
V3 x, 63 x, 2x, - 2 cos t 

ou encore, en d6veloppant, 

3 3v3 
(33) cos 3t = x; + (x: + xi)x, - 3(xE + x;)x, + -- (xi - xi)%, + 3v3 x,x,x, . 2 2 

Telle est l'équation des hypersurfaces isoparamétriques cherchées. On 
voit que si 17 on est dans 17 espace sphérique, on retrouve la m6me hyper- 

2 x  
surface quand on augmente t de -; si l'on est dans l'espace elliptique, il 

3 
7t 

suffit d'augmenter t de - Dans ce dernier cas il n'y a qu'une hÿpersurface 
3 ' 

singulière, c' est la surface (31). Dans le premier cas, i l  y en a deux, à 

savoir la  surface (31) et son antipode. Les équations de ces surfaces peuvent 
se mettre sous la  forme 

en designant par P le polynome qui est a u  second membre de (33). 
On peut v6rifier à posteriori d'une manière simple 1' isoparamétrisme 

des hypersurfaces (33). Pour que le polynome P jouisse, dans l'espace sphé- 
rique à quatre dimensions, de la  propri6t6 que A,P et A,P sont des fonctions 
de P, il suffit que les deux paramétres differentiels A , P  et A,P ,  calculés 
dans Z'espace euclidien à 5 dimensions, deviennent, sur l'hypersphhre de 
rayon 1, des fonctions de P. Or on trouve facilement 

l a  verification est ainsi faite. Cette remarque suggère le problème de trouver, 
dans l'espace euclidien à n dimensions, tous les polynomes homogénes P 
tels que A,P et A,P soient, à des facteurs constants prés, des puissances 

de xi + xi + ... + xn; si  n est impair, cela exige du  reste que A,P soit nul. 
Les polynomes qui se sont présentes au No 4 (formule 14'), jouissent Avi- 
demment des deux propriAt6s en question. 
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J'ajouterai enfin que les hypersurfaces (33) admettent un groupe de 
déplacements transitif à trois paramètres de l'espace ambiant. I l  serait 
intéressant de savoir si toute hypersurface à courbures principales constantes 
d7 un espace à courbure constante positive admet un groupe de délplacements 
rigides transitif; il en est ainsi si les courbures principales sont au  nombre 
de deux au plus distinctes, mais cela n' est pas évident dans le cas contraire ('). 

( i )  Pendant l'impression, j'ai pu déterminer toutes les familles isoparam6triques à 
trois courbures principales distinctes; elles n'existent que dans les espaces à 4, 7, 13 et 26 
dimensions. Elles feront l'objet d'un prochain article. 
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Risoluzione di due probletni cl;i,ssici per rnezzo 

di u u t  equazioiie di Volterra. 

Memoria di PIA NALLI (a Catania). 

Sunta. - 1 due problemi dei quali intendiamo oociiparci sono i seguenti: integrazione delle 
eqrtazioni differenaiali d i  u n  moto rigido; costmzione di una  curva, della quale sialzo 
asseg~ate  l a  curvatura e la torsione in funzione dell'arco. 

1. Cominciamo col ricordare le formule di FRENET e la dimostraaione 
che di esse viene data col metodo vettoriale. 

Se  C B una curva ne110 spazio, s l'arc0 su  di essa, )I il vettore unitario, 
funzione di s, tangente alla curva e diret,to ne1 verso degli archi crescenti, 

r i .  il suo derivato rispetto ad s, qiiesto risulta ortogonale ad t i .  

Infatti, essendo t c  X rt  = 1, si ottiene, derivando, r r  X rc = 0. 

Se C non si riduce ad una retta, t i  non sarR nul10 idefiticamente, e deno- 
1 

tando con - ( p  > O) il suo modulo, con u i l  suo versore, avremo 
P 

(1) 
1 

t l  = - v, 
P 

1 
ed B noto che - 13 la curvatura di C e che v B diretto coine il rnggio della 

P 
normale principale situato dalla stessa parte della curva rispetto al piano 
rettificante. 

Il derivato di u, v, risulta ortogonale a 81, perche u X u = 1, e quindi si 
potrh acrivere 

(2) v = a u  + pw, 
dove 

(3) w = $1 A va. 

Dalla (2) si trae 

a = o X u ,  

ma essendo o X ?G = O e quindi, per derivazione, 

Annoli d i  Matematica. Serie IV. Yomo XTII. 
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1 1 1 
e, per la (1), t c  X v = - risulta a = - - e, posto p = - - sarA 

P '  P 2 '  

1 1 
v = - - I L - -  W.  

P Z 

Di qui risulta 

ed essendo v X w = - 7, x w (perchè a X w = O), th ortogonale a w (percha 
t o  X w = i), tisulterà 

Ma 6 y =O, perche tu X u = O, quindi 

y=wx7c=-wx4;=0 

per la (11, 
Si arriva cos1 alle forrnule di FRENET: 

i l  
dove - ed - sono rispettivamente la curvatura e la  torsione della linea. 

P 2 

Ma osserviamo che il modo corne le (4) sono state ottenute B essenzial- 
mente legato non alla curva, ma a l  vettore unimodulare t r ,  funzione di un 
parametro S. 

Possiamo quindi asserire che se t r  é un vettore unirnodulare funzione di 
un parametro, purchè non costante, esiste un vettore 11 unimodulare, definito 
per meezo della prima delle (4), con la  coiidizione p > O, e, posto tu = u /\ I * ,  

snssistono le (4), per mezzo delle quali viene definita anche la funzione 7. 

Continuerelno a chiamare le (4): fornazcle di FRENET. 
Del resto, assegnato t~ funaione di una variabile s, esistono infinite curve, 

che si ottengono da una di esse per traslazione, per le  quali s è l 'arco ed t c  

il versore tangenziale, quindi le (4) sono in ogni caso le formule di  FRENET 
relative ad una curva. Ma a noi interessa di far  notare che ce ne possiamo 
servire per un vettore unimodulare IL qualunque. 
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2. Si presenta immediatamente il problema : assepzate le due funzioni 
1 1  di s, - ed -, trovare rr.  A meno di tre integraaioni si tratta del problema 
P = 

classico, di geometria intrinseca, di trovare la curva della quale siano asse- 
gnate la curvatura e la  torsione in fnnzione dell'arco. Perché le tre compo- 
nenti di t r ,  rispetto a tre assi cartesiani ortogonali, sono le  derivate delle 
coordinate di un punto della curva rispetto all'arco. , 

È noto che tale problema si riduce alla integrazione delle equaaioni dif- 
ferenziali di un particolare tipo di moto rigido ('). Ma cib che a me non 
risulta sia stnto osservato 15 che, inversamente, le equaaioni differenziali di 
un moto rigido qualunque si possono ridurre alle (4), cioè alla ricerca di r r ,  

1 1  
note che siano - ed -. 

P 2 

Cib mostrerb ne1 presente lavoro, riducendo il problema ad una equa- 
eione integrale di VOLTERRA di seconda specie. 

Ora è noto che i l  problema della integraaione delle equaeioni differen- 
ziali di un moto rigido si riduce alla integrazione di una equazione di RIO- 
CATI ('). & in cssa figurano delle quantità complesse. Fer  la forma partico- 
lare di essa accade che la conoscenza di un integrale porta alla conoscenza 
di un altro integrale (e ci06 l'opposto dell'inverso del complesso coniugato 
del primo). Cosichè, per una nota proprietà dell' equazione d i  RICCATI, la cono- 
scenza di un integrale porta alla conoscenza dell'integrale generale per meazo 
di una quadratura. Ma in fondo, per arrivare a cib, bisogna conoscere due 
funzioni reali. 

Invece, nella equanione di VOLTERRA alla quale perverremo, figurano 
solo quantità reali ed essa si presta per l a  risoluzione approssimata dei pro- 
blemi che ad Hssa vengono ricondotti (osculazione di una curva, di  un moto 
rigido ....). 

Volendo operare solo su quantità reali, servendosi di  equazioni differen- 
ziali, ritengo che non dovrebbe essere difficile ridurre il problema non ad 
una equazione del prim'ordine, come quella di RIOCATI, ma ad una del se- 
cond' ordine che avesse qualche analogia con quella di RICOATI, e ci06 tale che 
la conoscenaa di uu integrale particolare portasse alla conoscenza dell'integrale 
generale per mezzo di una quadratura. Ignoro se cib sia stato già ottenuto. 

( l )  Pr. DARBOUX, Legofis sur la théorie générale des surfaces, 2ème édition. [Paris, Gau- 
thier-Villars, 19141, (pp. 13-14). 

(') 1. c. (l), (pp. 27-41). Cfr. anche: II). LEVI-CI~ITA e U. AMALDI, Lezioni di meccanica 
razionale, vol. 1, Za edizione [Bologna, Zanichelli, 19291, (pp. 223-239). 
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3. Passiamo alla trattazione del problema. 
È noto che le equazioni differenziali di un moto rigido si compendiano 

nell' m i c a  equazione vettoriale 

O e P essendo due punti del sistema ed O il vettore che rappresenta la rota- 
zione istantanea. Le derivazioni, indicate con un punto, sono fatte rispetto 
al tempo. 

1 due vettori caratteristici del moto: O ed 0, possono essere assegnati, 
in funaione del tempo t, sia rispetto al sistema mobile, sia rispetto al sistema 
fisso. 

Occupiamoci dapprirna del vettore O e denotiamo con Z il suo modulo 
e con rr  il suo versore. 1 ed w sono funzioni di t ;  Z B una qu&tità scalare 
e quindi ammette la stessa derivata rispetto a t, sia che ci riferiamo al  
sistema fisso, sia che ci riferiamo al  sistema mobile. I n  quanto ad 1 1 ,  Re deno- 

tiamo con t i  i l  suo derivato rispetto a t con referenza al sistema fisso, e 
con 16' i l  derivato con referenza al sistema mobile, B noto che 

ed essendo O = Zr,. sarà ;G = d ,  cioè varranno le due uguaglianse 

1 
in altri termini: Io scalare - ed i l  vettore 1. sono identici per i due sisteini, 

P 
il mobile ed i l  fisso. Avremo percib 

ed essendo O = l r r  ed tc  /\ c = w, risulterà 

e quindi tV= ?rq  (il che B evidente, perchè anche W coincide con u Ai.) ed' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per nzezso d i  wnn eqztazione d i  Voltevra 197 

Da cib concludiamo che quando sia assegnato O rispetto ad uno dei due 
sistemi (il mobile O il fisso) per avere O rispetto all'altro siamo condotti al 

1 
problema di trovare il vettore 7 1  soddisfacente alle (4) dove al posto di - 

2 

1 1 
bisogna mettere - + 1, se O è assegnato rispetto a l  sistema fisso, ed - - 1 

2 T 
se O è assegnato rispetto al sistema mobile. 

Quando poi O sia noto rispetto ai due sistemi, sarà noto O rispetto ad 

entrambi i sistemi, perchè allora sarh noto O rispetto alla terna t r ,  tq, W. 

Resta cosi dimostrato che i due problemi: costruire una curva,  assegnata 
l a  curvatura e En torsione in funaione dell 'arco: integrare le equasioni d i f i -  
renaiali  del moto rigido sono equivalenti, a meno di quadrature. 

Entrambi si riducono a risolvere un sistema del tipo (4) e ad eseguire 
quadrature, 

L'equivalenza dei due problemi risulterA iinmediatamente dalla riduzione 
di entrambi ed una medesima equazione di VOLTERRA (da sostituire a1 si- 
stema (4)). Abbiamo voluto mostrarlo, indipendentemente da tale riduzione. 
per notare che l'equazione di RICCATI (') 

d h  q-ip ---- qtQhh2 
d t  - 2 

i r h  -+ --- 
2 

alla quale si riduce il sistema di  equa~ioni  differenaiali di un moto rigido 
(dove p, q, r sono le componenti di O secondo tre assi ortogoriali legati 
al sistema mobile, e che, secondo quanto abbiamo esposto, pub essere sosti- 
tuita dalle (4) e, secondo quanto esporremo, da una equ;taione di VOLTERRA) 
si pub pensare sempre ridotta alla f o r m ~  piii semplice in cui q = O, come 
nella equazione 

che si ha per il particolare moto rigido che porta su se stesso il triedro fon- 
damentale legato ad uiia curva. 

4. Ora mostreremo come la  (5) si riduce ad iinn eqnazione di VOLTERRA 
d i  seconda specie. 

Supporremo che i vettori caratteristici, O e W, siano assegnati rispetto 
a l  sistema fisso. (Quando siano assegnati rispetto a1 sistema mobile, trovarli 

(1) 1. c .  (i), (p. 31). 
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rispetto al sistema fisso riconduce al10 stesso problema, e quindi al10 stesso 
tipo di equazione integrale. A cib abbiamo gia accennato e risulterà anche 
da quanto esporremo). 

Posto 

(6) P- O = u u + p n + y w ,  

dove t r  6 il versore di O, e t q  e w sono definiti per mezzo delle (4) (dove le 
derivaaioni si  intendano riferite al sistema fisso) siamo ridotti a ricercare le 
tre funzioni a, p, y in  modo che P- O, dato dalia (C;), soddisfi alla (5). Tro- 
vate a, p e y, occorrono ancora tre quadrature per fissare il moto di O, e 
quindi quello di P. 

Derivando la  (6) e tenendo conto delle (4) (ciob delle formule di FRENET), 
troviamo 

Si ha  poi. per la (3) e le analoghe: tc  = V A  w, v = 7 n  /\ t r ,  

L'equazione vettoriale (5) si riduce percib alle tre seguenti: 

Moltiplicando queste rispettivamente per a, Pl y e sommando, si  ottiene 

(8) au'+ pp' + yyl= O 
ci06 

(9) a" pp" + y2 = cost. 

che esprime l'invariabilità della distanza fra P ed O. Al sistema (7) sosti- 
tuiremo percib quello format0 dalla (9) e dalle diw equazioni 

Sarh dunque 
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Di qui ricaviamo 
t t ..! + ,, = al 1.. +/; dt]  + YI jYo +[(: -+ ~j W ,  

to to 

e, per la (8) e le (IO), 

Dividendo per P ed integrando : 

Applicando all'ultimo integrale la formula di inversione di DIRICHLET, 
troviamo : 

t 

Concludinmo cosi che S(t) è la soluzione della (121, equaaione di VOL- 
TEBRA di seconda specie, carntteristicn per il  p-oblerna. 

Trovata p, occorre ancora unn quadratura, e tenere conto della (9) piJ, 
avere cc e y. 

L'equazione (12) ha il nucleo N(t, s) di una forma particolare 
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ed anche la funzione nota k(t)  6 formata per mezzo delle fiinzioni y(t) ed f ( t ) :  

(14) k(t)  = PO - ao[s(t) - g(t0)l - ro[f(t) - f(f,,)l. 
Le due funzioni g(s) ed fis) possono essere del tutto arbitrarie. 

Risolvendo la (12), si ha  
t 

(15) B(t) = 11) +S&(t, s)kis)ds, 
to 

dove, corne 6 noto, Q(t,  s) 13 il nucleo risolvente della (12), e precisainente 

p essendo un numero naturale qualunque minore di r. 

Diaino anche le espressioni di a(t)  e y( t ) .  Si trova facilmente, tenendo 
conto delle (11) 

5. Possiamo quindi asserire che il sisteina (7) O l'equazione (12) ( ') sono 
carattwistici per i rnoti riyidi in uno sparoio a tre dimensioni ('). Xa cib 
accade perché tale sistema O tale equazione sono caratteristici per l'altro 
problema: trovare 'una curva della quale si:irio assegnate la ciirvatura e la 
torsione in funzione dell'arco. 

E qui dobbianio notare che se si pone 10 stesso problema per una curva 

( 4 )  L'eqiiazione (12) rnantiene la sua forma quaildo si fa  un cambiameiito d i  variabile. 
Di cib si pu6 approfittare perclib g(s) si riduca ad  una fuiizione assegnata. Ci6 porta ad uria 
quadratura. Cosi, per Io studio dell'equazione integrale, si  potrebbe supporre g(s) =s, O a l t rs  
funzione semplice. 

(?) P i ù  i n  geneiale: per il trasporto rigido della stella di vettori lnngo una linea, in 
una varietà metrica a t re  dimensioni. 
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in uno spazio ad n dimensioni, ne1 qua1 caso si hanno VA - 1 curvature, si  
arriva ad una equazione di VOLTERRA, ovvia generalizzazione della (12), con 

Ma relativamente ai tmsporti rigidi non si h a  l'estensione agli spazî che 
non abbiano tre dimensioni. Cib dipende da1 fatto che in uno spazio a tre 

dimensioni un trasporto rigido è carntteriaanto da due vettori, O ed O, mentre 

in generale la caratteriszazione si ha  per mezzo di un vettore, 0, e di un 
tensore doppio emisimmetrico. 

1 1 
Siano dunque - ed - l a  curvatnra e la torsione di una curva in fun- 

d t )  44 
zione dell'arcao t .  Varranno allora le (4)) 14 essendo i l  vettore unimodulnre 
tangente alla curva. 

Se  J 13 un vettore unimodulare costante, posto 

sarà ae  + pe + yz = 1 e, derivando rispetto a t, poichè J = 0, sarà 

e quindi 

1 1 
e si ritrova cosi i l  sistema (7)) dove - + 1 viene sostituito da -. 

T 7 

Fer conseguenza, definito N( t ,  8) per mezzo della (13)) dove 

1 1 
g'("') = eie, 7 f '(s) = - +J 

si ha l a  corrispondente funzione Q(t, s), per menzo della (16). Ed allora, la  
cnrva che soddisfa al problema e che in un punto iniziale ammette corne 
triedro fondamentale quel10 degli assi Ox, Oy, Oz, é rappresentata dalle equa- 
zioni 

t 

r = ali)(s)ds, y = (a")(s)ds, c = ~ ( ~ ) ( s ) d s ,  ! 
to f to 1 

Annali di M a t m t i c a ,  Serie IV, Tomo XVII. 
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a(i), a"', aC3) essendo le a che figurano ne1 vettore J, quando questo si trova 
rispettivamente su Ox, Oy, Oz. Esse si  hanno dalla (15') facendo coincidere la 
terna a,, fi,, y, successivamente con le terne 1, 0, 0 ;  0, 1, 0 ;  0, 0, 1. 

5. Queste, coma le (15), (15'), (15"), si prestano ai calcoli approssimati. 
Per  esempio, volendo calcolare con approssimazione a"', a'2), d3), si pos- 

sono anzitutto approssimare g(s) ed f(s) con funzioni di forma semplice, g(s), f(s) 
(polinomi, somme trigonometriche, ecc.). 

In questo modo, ad N(t, s) si viene a sostituire una funzione approssi- 

mota N(t, s). Per  questa avremo una funzione Q(t, s), ma ad essa sostituiremo 

una approssimata &", come suggerisce la (16), ponendo 

m 
@(t, S) = L,.N,(t, s). 

1 

Cosl formeremo le funnioni j3<"(t), P(P'(t)? P3)(t),  mettendo nei secondi membri 
delle espressioni delle a(i)(t) (date alla fine del n.0 precedente) al posto d i  g(s) 

ed f(s), g(s) ed f(s), ed al posto di Q(t, s), @(t, s). Finalmente porremo 

ed assumeremo le &(t) come coseni direttori della tangente ad una linea di 
arco t. Avremo cosi una linea approssimata a quella di curvatura gl(s) e torsione 
ff(s). E sia che le approssimazioni di  partenza si facciano nell'infinitesimo O 

ne1 finito, avremo unlapprossimazione finale nell'infinitesimo O ne1 finito ('). 

(1) Per ricerche su approssimazione di curve, cfr. !P. LEVI-CIVITA e G. FUBINI, Sulle 
mrve analoghe al cerchio osculatore quando si passa da tre a quattro punti infinitamcnte 
vicini, Annali di matematica pura ed applicata D, Bologna, Serie IV, I. VII, 1929-1930, 
pp. 193-311. 
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Ueber die malytiache Darstellung der automorphen 

Fiinktionen bei fuchsscheii Gruppen vom Geschlecht Nixll. 

Von P. J. MYRBERG (Helsinki, Suomi - binnland). 

Einleitnng. 

P O I ~ A R É  hat seine Theorie der automorphen Funktionen auf die An- 
wendung unendlicher Reihen begriindet, mit deren Hilfe es moglich ist, die 
Ex is ten~  der automorphen Funktionen bei diskontinuierlichen Gruppen sehr 
allgemeiner Art nachzuweisen. Die betreffenden, spater mit dem Namen 
POINCARI~S benannten Reihen haben die Form 

wo S die Substitutionen 

der augehorigen Gruppe I' durchlauft und H eine rationale Funktion und 
schliesslich sn eine ganze Zahl 2 2  bezeinhnet [à]. Bei Ausführung einer 
beliebigen, 5ur Gruppe I' gehorigen Substitution transformiert sich die 
durch (1) definierte Funktion 0 ( x )  multiplikativ gemass der Gleichung 

woraus folgt, dass der Quotient zweier, zu einem und demselben Wert des 
Exponenten m gehorigen 0-Funktionen in besug auf 1' invariant, d. h. eine 
automorphe Funktion von r ist. 

Leider sind die Poincar6schen Reihen aur expliaiten Darstellung einer 
bestimmten autoniorphen Funktion weniger geeignet, niimlich wegen der 
komplizierten Relationen. welche zwischen den Bestandteilen der au bestim- 
menden Funktion und der zugehorigen Poincareschen Reihe herrscht. Man 
hat sich somit die Frage aufgestellt, ob es nicht wie bei den elliptischen 
Funktionen moglich sei, fur die automorphen Funktionen analytische Aus- 
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drücke zu finden, welche die wichtigsten Eigenschaften der Funktion, z. B. 
ihre Nullstellen und Pole oder die Pole mit den zugehorigen Residuen sowie 
die formale Invariana d e n  Substitutionen der zugehorigen Gruppe gegeniiber 
unmittelbar zeigen konnten. Dass dies wenigstens bei gewissen fuchsschen 
Gruppen. allgemeiner Art mit Grenzkreis moglich ist, haben wir in einer 
Reihe von Arbeiten gezeigt, wo wir u. A. analytische Ausdrücke aufgestellt 
haben, welche automorphe Funktionen direkt darstellen. Auch sind wir dabei 
EU einer neuen Darstellung der automorphen Funktionen als Quotient ganser 
Funktionen gelangt, welche ihr Analogon in den elliptischen Thetafunktionen 
besitzen [5], [6]. 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist au zeigen, dass unsere Methode bei 
allen fuchsschen Gruppen vom Geschlecht Null anwendbar ist. 

Sie führt zur expliziten Darstellung der Uniformisierung einer ausge- 
dehnten Elasse algebraischer Riemannscher Flachen, u. A. samtlicher Flachen, 
welche durch eine binomische Gleichung 

yn = R(xh R rational 
gegeben sind. 

Wir wollen im Folgenden unsere Methode in ihren Hauptzügen darstellen. 
Es sei ï, eine fuchssche Gruppe mit dem Hauptkreis 

H: 1 a-1 = 1, 

welcher zugleich Grenzkreis ist und es pei Bo ein Fundamentalbereich von I', . 
ftir welchen wir in' bekannter Weise ein innerhalb H liegendes Krei~bogen- 
polygon wahlen, dessen Seiten au H orthogonal sind. 1st das Geschlecht 
von l?,, wie wir annehmen, gleich Null, so gibt es nach der allgemeinen 
Theorie eine bis auf eine lineare T.ransformation bestimmte Hauptficnktion 

d. h. eine automorphe Funktion, welche in Bo jeden komplexen Wert genau 
einrnal annimmt. Durch f ( z )  wird Bo auf die schlichte 2-Ebene konform 
abgebildet, wobei den Eckpunkten von Bo gewisse Punkte 

entsprechen, die Windungspunkte der su (2) inversen, polymorphen Funktion 

B = B ( X )  

sind. Es seien 

(3') " i ,  " 2 ,  a.. 1 Y, 

die Ordnungszahlen der genannten Windungspunkte. Sie sind alle endlich, 
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wenn wir annehmen, dass r, keine parabolischen Substitutionen besitzt, in 
welchem Fa11 samtliche Eckpunkte von Bo innerhalb H liegen ('). 

Es sei nun 
- 

(4) U = u(x) 

eine beliebige Funktion, welche Windungspunkte nur iiber den Punkten (3) 
besitzt und zwar derart, dass allgemein die Ordnung jedes über p, liegenden 
Windungspunktes ein Teiler der zugeordneten Zahl v i  ist. 1st (4) ausserhalb 
der Punkte (3) meromorph, so ist sie als Funktion von z betrachtet 

u = u(a)  

eine innerhalb H meromorphe Funktion. Eine für das Polgende fundamentale 
Funktion dieser Art wird erhalten, wenn wir iiber die x-Ebene eine alge- 
braische R,iemannsche Flache W vom Geschleclit 1 

(51 P(x, y) = O 
konstruieren, deren Windungspunkte der obigen Bedingung genügen. Dann 
sind nicht nur 

(6) x(z) und g(a) 

meromorphe Funktionen von z, sondern dies gilt auch fiir das au (5) gehorige, bis auf 
eine ganze lineare Transformation bestimmte elliptische Integral erster Ga ttung, 
das wir als Funktion von s mit 

(7)  U = u(z) 

bezeichnen. Es lasst sich leicht zeigen, dass u(z) automorph in  bezug anf 
eine Tintergruppe I', von i', vom I n d ~ n  cc ist. Die Grnppe I', ist eine 
fuchsoide Gruppe, d. h. eine Gruppe, die ein unendliches System von Erzeu- 
genden besitzt und drren Fundamentalbereich ein unendlich vielseitiges 
Kreisbogenpolygon Bu ist, welches aus unendIich vielen Bildpolygonen von Bo 
zusammengesetzt ist. Die Gruppe i', hat das Geschlecht Nul1 und sie besitzt 
in u ( s )  eine Hauptfunktion, welche jeden endlichen komplexen Wert in Bu 
genau einmal annimint. 

Man kann nun filr die Gruppe Tu eine unendliche Folge von einander 
umschliessenden iind gegen H konvergierenden geschlossenen Linien 

(8) Li ,  L2, L3,... 

konstruieren, welche im hyperbolischen Sinne konvexe, gebrochene Linien 
sind, mit der fundamentalen Eigenschaft, dass filr sie die Gleichung 

( ' i  Den einfachsten hier ausgewhlossenen Fa11 haben wir i n  unserer Arbeit 1-51 behandelt. 
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gleichmassig in jedem innerhalb H gelegenen Bereich gilt. Durch Anwendung 
der Cauchyschen Integralformel bekommt man hieraus Reihen und Produkt- 
ausdrticke einfachster kanonischer Form filr die automorphen Funktionen 
der fuchsoiden Gruppe ru. 

Nun gelangt man aber durch Inversion des elliptischen Integrals (4) zu 
einer elliptisohen Funktion 

x = cpw, 
für welche wir bekannte Ausdracke aus der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen einführen. Durch Zusammensetzuny der Punktionen 

gewinnt man schliesslich analytische Ausdrücke verschiedener Art ftlr die 
automorphen Funktionen der gegebenen Gruppe I',. Unsere Arbeit zerfallt in 
drei Teile. 

I m  ersten Kapitel, welches für das VerstEGndnis des übrigen Teiles der 
Arbeit nicht n6tig ist, handelt es sich um die Konstruktion der zu den 
elliptischen Integralen fiihrenden Riemannschen Flachen W bei beliebig 
gegebenen Punkten (3) und beliebigen Verzeigungszahlen v ,  - ein Problem, 
dessen vollst%ndige, Lüsung wegen gewisser Spezialfalle ziemlich umstandlich 
ist. I m  zweiten Eapitel werden die geometrisch-gruppentheoretischen Grund- 
lagen fiir unfiere Arbeit entwickelt. Das Hauptziel der betreffenden Unter- 
suchungen ist, die oben erwahnten Linien (8) zu konstruieren, wodurch wir 
zu einer Darstellung der Substitutionen von I', und I', gelangen, die bei 
unseren funktionentheoretischen Betrachtungen eine fundamentale Rolle spielt. 

Das dritte Kapitel ist der Aufstellung verschiedener analytischer Dar- 
stellungen von automorphen Funktionen gewidmet. Eine zentrale Stellung 
nehmen hier die von uns eingeführten h-Funktionen 

welche ganze, d. h. flir 1 z 1 < 1 regulare analytische Funktionen sind, die 
durch Zusammensetzung gewisser Sigmaprodukte und der fuchsoiden Funk- 
tion u(z) entstehen. Unsere Funktion ist eine Primfunktion der Gruppe I',, 
indem sie nur in einem System beziiglich I', aquivalenter Pnnkte einfach 
verschwindet. Mit Hilfe derselben kann eine willkürlich gewahlte automorphe 
Funktion f ( s )  von I', , deren Yull-, Eins- und co Stellen bzw. mit ai, a , ,  b, 
aquivalent sind, in der Porm 
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als Quotient der Produkte von h-Funktionen dargestellt werden. Unsere Funk- 
tionen (10) verhalten sich den Substitutionen von I', gegenüber multiplikativ 
gemass der Gleichung 

N 
E a$)zc, (z) + bs 

h(S) = ev=l h(4, 

wo die Funktionen zç,(z) ganze Funktionen sind, welche aus u(o) durch lineare 
Transformation von 0 entstehen. Für die h-Funktionen gelten gewisse Pro- 
duktausdrticke einfacher Struktur, welche aus bekannten Sigmaprodukten 
und den Ausdrücken von u(z)  durch Zusammensetzung entstehen. 

Durch Division solcher Ausdriicke bekommt man bezüglich I', forma1 inva- 
riante, bedingt konvergente Produktausdrilclie der einfachsten kanonisohen 
Form 

welche die automorphen Funktionen von i', direkt darstellen. Durch Auf- 
stellung dieser Ausdrticke, welche den von SCHOTTKY bei gewissen Gruppen 
ohne Grenzkreis eingeführten Produkten analog sind, ist ein von P. KLEIN 
aufgestelltes Problem ftir die fuchsschen Gruppen vom ~ e s c h l i c h t  Nul1 
vollstandig gelost [1], [3]. 

Znm Abschluss werden die h-Funktionen von ihrer Funktionalgleichung 
ausgehend untersucht und schliesslich unsere Methode 5ur analytischen 
Ausftihrung der Uniformisierung der binomischen Riemannschen B'lachen 
angewandt. 

KAPITEL 1. Konstruktion der Riemannschen Flachen W. 

5 1. Flachen mit drei p-Punkten. 

1. Es seien wie oben 

(1) Pi t  PZ 7 7 Pm 

die Windungspunkte der polymorphen Funktion z(x) und 

( 2) V I ,  V P , " ' >  y,n 

die augehirrigen endlichen Ordnungsaahlen. Bekanntlich geniigen diese Zahlen 

Wir stellen uns in  dem vorliegenden Kapitel die Anfgabe, eine dgebraische 
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Riemannsche Flache W vom Geschlecht Eins zu konstruieren, die Win- 
dungspunkte nar  iiber die Punkte (1) besitat und zwar so, dass allgemein 
die Ordnung jedes tiber p, gelegenen Windungspunktes ein Teiler der au- 
geordneten Zahl v ,  ist. Wir  beginnen mit dem Fa11 rn = 3. 

9. Die Ungleichung (3) lautet im vorliegenden Fnlle 

' Es sei allgemein k ,  die Anzahl der über pi liegenden Windungspunkte 
von W, und q, ihre gemeinsame Ordnung. Bus der Riemannschen Relation 

awischen dem Geschlecht p, der Anmhl N der Blatter 'und den Ordnungs- 
zahlen q, der Windungspunkte ergibt sich im vorliegenden Falle die Gleichung 

(5)  k , @ ,  - 1) + ~c,(q, - I) + k,(q, - 1) = 2 ~ .  
Wegen 

(6) 3ciq11 
f olgt ans (5) die Ungleichnng 

als notwendige Bedingung für die Zahlen q, , q,, q,. 
Wir nenneri 

(ai', a?, nBa; nT) 
die Signatmr der Plache IV und 

ihr Typus. Sind die Zahlen ai bzw. Teiler der Zahlen q / ,  so sagen wir, der 
Typus von W sei ein Untertypus von (q,', q,', p,'). 

3. Wir werden unsere Plache W aus N Exemplaren von gesclinittenen 
x-Ebenen zusammensetzen, welche samtlich langs zwei Schnitte p,pb, z. B. 
langs 

~ t ~ 3  und PeP3 

mit einander zusammenyeheftet sind. Wir numerieren die Bliitter in der von 
oben aus gerechneten Reihenfolge und wir konnen die Zusammensetaung der 
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Flache W eindeutig durch das Schema 

ausdriicken, welches allgemein angibt, dass das negative Ufer des Schnittes 
p,p3 bzw. p,p, im i: ten Blatte mit dem positiven Ufer des a i :  ten bzw. pi: ten 
Blattes zusammengeheftet wird. 

Wir wollen hier noch eine Hilfskonstruktion einftihren, von der wir im 
Folgenden oft Gebrauch machen werden, um aus Flachen gewissen einfachen 
Typus neue Flachen eines komplizierteren Typus herzuleiten. 

- 
Es sei T ein Blatt von W und A das negative Ufer des zugehorigen 

+ 
Schnittes p,p,. Sei ferner B das positive Ufer desjenigen fiber pip, liegenden 

- 
Schnittes, welches bei der Konstruktion von W mit A zusammengeheftet 
wird. Wir filhren jetzt die Riemannsche Flache 

vom Geschlecht Nul1 der Funktion 

ein. Indem wir von dieser Flache W, die Zusammenheftung der Ufer p. 
+ 

und 1 liber p,p, aufheben und dann die so erhaltenen freien Ufer resp. mit 
+ - 

den Ufern B und A der Flache W musammenheften, entsteht eine neue 
Flache W', wo die Ordnungszahlen der za T gehorigen Windungspunkte 
um q gr8sser als bei W sind. Weil dabei die Blatterzahl zugleich um q 
vermehrt wird, wahrend die Ordnungszahlen der tibrigen Windungspunkte 
ungeandert bIeiben, muss auch die neue Flache das Geschlecht Eins haben. 

Die Operation, welche W in W' verwandelt, sol1 im Folgenden mit O:, 
bezeichnet werden. 

Wir werden nach diesen Vorbereitungen zur Konstruktion der Flachen 
W tibergehen. 

Annali d i  M a t e n s a t i c a ,  Serie I V .  'Porno XVII. a7 
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A )  Allgemeiner Fa11 : 

4. Wir betrachten zuerst den Fall, wo keine der Zahlen vi  eine Potenz 
von zwei ist. Es seien bzw. 

Q i  7 42 4 3  

ungerade Primfaktoren von v ,  , v, , v, , also 

Wir wahlen die Bezeichnung so, dass 

und wir beginnen mit der Konstruktion der Plachen W in demjenigen Falle, 
wo die Bedingung 

(9) q 3  5 q i  + q o  - 3 

erfiillt ist. Wir werden sehen, dass in diesem Palle 

gewahlt werden kann, d. h. es gibt Phchen W, die iiber jeden Punkt pi 

einen einzigen Windungspunkt besitzen. 
Die Relation (5) lautet jetzt 

Wir bestimmen zuerst die Zahlen a, b und c aus 

Sie sind oftenbar ganz. Wegen (8) und (9) folgt 

und somit a 2 O, b 2 3, c 2 O. Bus (10) und (11) ergibt sich ferner 

Wir konstruieren nun eine Riemannsche Flache, deren a oberste Blatter 

langs p,p,, die b darauf folgenden langs p,p, und p,p, und die c untersten 
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langs p,p, geschnitten sind und deren Schema die folgenden Zahlen enthalt: 

Man bestatigt leicht, dass unsere 

p , = p + 2  p = a + b - 2  
Pr =IV p = a + b - i  
& = p - 1  p = a + b  
p ,=a+i  p = a + b + l  
B r . =  p -1  ~ t b t 2 S p s N .  

N-blattrige Flache das Geschlecht 
Eins hat und liber die Punkte p,, p,, p, je einen Windungspunkt der 
Ordnung q , ,  q, bzw. q, besitzt. Sie ist nach unserer Terminologie eine 
Flache des Typus (q , ,  q,, q,) und der Signatur (q:, q i ,  q i ;  N). 

Nachdem wir unsere Aufgabe unter der Bedingung (9) gelost haben, 
wollen wir die anderen Fiille, - von endlich vielen speziellen Fallen 
abgesehen, welche eine besondere Behandlung fordern -, erledigen, indem 
wir die fraglichen Flachen aus den obigen Flachen durch Ausfiihrung der 
in N.0 3 besprochenen Operationen O herleiten. 

5. Wir nehmen zuerst an, es sei 

(12) 43 > 3. 
Wegen (8) ist dann 

q2 f- q3 > Pi + 3 
und somit c > 0. 

Es sei nun T ein beliebiges unter den c untersten Blattern. Durch 

Anwendung der Operation 0i3' auf 4 wachst q, um den Betrag q, - 1 
und dam entsteht in p, ein neuer Windungspunkt der Ordnung q,. Wird 

nun 0;;' auf est verschiedene Blatter angewandt, so wachst q, um den 
Betrag (q, - 1 ) ~  und dazu entstehen in p, insgesamt E neue Windungspunkte 
der Ordnung q, . Nun ist nach (11) 

und mithin, wegen q, 2 q, , 

Man kann also in der obigen Weise bei ungeandert bleibenden Werten 
von q, und q, ftlr q, alle ungeraden Werte der Form 
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erreichen, wo q, eine beliebige ungerade Zahl des Intervalles 

(13) !In 5 qg 5 qi + q2 - 3 
ist. 

Wir lassen nun q, alle ungeraden Zahlen des Intervalles (13) dnrchlaufen 
und wir gelangen in der obigen Weise 5u allen ungeraden Zahlen des 
Intervalles 

6. Wir werden jetat eine neue Operation ausführen, indem wir auerst 

auf ein in p, unverzweigtes Blatt die Operation 013' anwenden und nachher 

bei irgend einem der so erhaltenen neuen qi - 1 Blatter die Operation 0:;' 
ausführen. Weil der Wert von q, beim ersten Schritte um q,  - 1, beim 

aweiten um q, - 1 vermehrt wird, so bewirkt die Resultante O der beiden 
Operationen das Wachsen von q,  um den Betrag q, +- q2 - 2,  wahrend q ,  
und q, ungeandert bleiben. Durch m-rnalige Wiederholung der Operation O '  
kann man den Wert von q,  um einen beliebigen Betrag der Form 

verrnehren. Wenn man zuerst 8 912-mal, dann O:,-' auf s' unter den in pi 

unveraweigten Blattern anwendet, kann man den Wert von q, um einen 
beliebigen Betrag der Form 

vermehren. Hier ist k' eine beliebige ganze Zahl 2 0  und ferner kann E' 

beliebig aus O 5 E'S c, und (für h! > O sogar > c,) gewahlt werden. 
Wir behaupten, dass der Ausdruck (14) im Allgemeinen alle ungeraden 

Zahlen darstellt, wenn q, alle ungeraden Zahlen des Intervalles (13) durchlauft. 
Dies ist offenbar der Pall, wenn 

In  der Tat führt die entgegengesetate Annahme aur Ungleichung 

welche unter den Bedingungen (9) nur fur 

4i = Q2 = 3 
gelten kann. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Fzcwktiowert bei ficchsschem Grzcpperc vom Geschkcht Nd1  213 

7. Mithin bleiben noch die Flbhen des Typus 

(3, 3, d (!l z 3) 
tibrig. 

Wir konstruieren zu diesem Zweck die folgende Flache des Typus (3,3, 7): 

Sign. (3, 3e, 7"; 7) p,p, 1 3 1 2 6 4 5 7 

Diese Plache hat ein in p, unverzweigtes Blatt. Indem man auf dasselbe die 
Operation Ot3, dann aut ein so erhaltenes neues Blatt die Operation 0; 
anwendet und die Resnltante der beiden Operationen wiederholt, kann man 
den Wert von q nm eine beliebige gerade Zahl vermehren. Man gelangt so 
zu Flachen jedes Typus der Form 

Es bleiben somit nur noch die Flachen des Typus 

- 1  
Sign. (3') 3', 3' ; 3) p,p, 3 1 2 

tibrig. Die Konstruktion der betreffende~i Flachen wird direkt durch die 
folgenden Schemata gegeben : 

B) Spezielle Falle: 

Sign. (3?, 3P, 5' ; 6) p,p3 - 
p,p3 

8. Wir famen hier alle diejenigen Falle ausammen, wo wenigstens eine 
unter den Zahlen v,, v,, v, eine Potene von 2 ist. 

Wir beginnen mit dem Fall, dass nur eine der Zahlen v i  gleich 2G0t 
und dass die beiden anderen Zahlen je einen ungeraden Primfaktor q, bzw. q, 
enthalten, flir welche die Bedingung (7), also 

1 2 3 4 5 6  

3 1 2 6 4 5 

4 6 1 3 2 5 
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erfüllt ist. Unter diesen Voraussetzungen sol1 eine Flache W des zuyehorigen 

T Y P ~ ~  
(2, q2 7 q,) 

konstruiert werden. 
Es sei auerst 

> 5. q2 = 

Wir konstruieren zum Anfang die folgende Flache des Typus (2, 5, 5): 

-- 
Sign. (Y, 5') 5';5) , p,p ,  1 2 1 4 3 5 

Vermittels der Operation 0Py5 geht die obige Flache in eine neue Flache 
des Typus 

(21 q1 q) 

über. Diese Plache besitzt insgesamt q - 4 in p,  unverzweigte Blatter. Indem 
man auf E unter ihnen die Operation O:, anwendet, gelangt man zu samtlichen 
Flachentypen der Form 

(15) (2, q7 !-l + 4. ( q ~ 5 , 0 ~ € I q - 4 )  

Indem man anderseits auf ein in p, unverzweigtes Blatt die Operation O:, 
und dann bei einem entstandenen neuen Blatt die Operation O;, anwendet, 

gelangt durch Zusammensetzung beider Operationen au einer Operation O ,  
welche q, um q vermehrt, wahrend q, und'q,  ungetlndert bleiben. Durch 

Wiederholung von O kann man den Wert von q, um einen beliebigen Betrag 
der Form kp vermehren und somit zu Fliichen jedes Typus der Form 

(27 q, kq + q) 7Czo 
gelangen. Die zuletzt erhaltenen q -- 1 Blatter sina in p, unverzweigt und 
wenn man auf E' unter ihnen die Operation O:, anwendet, bekommt man 
Flachen jedes Typus der Form 

(16) (27 q7 (k  + 1)q + Et ) .  ( k 2 0 ,  O ~ E ' ( Q -  1) 

In  (15) und (16) sind nun Flachen jedes Typus der Form 

(2, q, 7 q,) 

mit ungeraden Zahlen q, und q, enthalten, von den Flachen des Typus 

(27 q, 2q - 3 1 7  (2, P, 2~ - 1) 

abgesehen, welche eine besondere Behandlung fordern. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Fzcnlctwnen bei fuchsschen Gruppen. uom Geschlecht Nul1 215 

9. Wir gehen von der oben konstruierten Flache des Typus 

(2, q - 3, q - 3) (a 2 11) 
aus. Sie besitzt insgesamt q - 7 2 4 in p, unverzweigte Blatter. Indem wir 
auf drei unter denselben die Operation O:, anwenden, gelangen wir zu einer 
Flache des Typus (2, q, q - 3). Wenn man nun auf ein viertes iirspriinglich 

in p, unverzweigtes Blatt die Operation 0:;' anwendet, bekommt man eine 
Flache des gesuchten Typus (2, q, 2q - 3). 

Die beiden niedrigsten, ausgeschlossenen Falle q = 5 und q = 7 : 

(2, 5, 71, (2, 7) 11) 
werden durch die folgenden Schemata gelost : 

TYPUS (1, q, 2q - 1). 

10. Wir gehen wieder von der oben konstruierten Flache des Typus 

(2, q - 1, q - 1) (a 2 7) 
aus, die insgesamt q - 5 2 2 in p, unverzweigte Blatter besitat. Durch 
Anwendung der Operation O:, auf ein in p, unverzweigtes Blatt gelangt man 
.su einer Flache des Typus (2, q, q - 1). Wird nun noch auf ein zweites 

urspr~nglich in p, unverzweigtes Blatt die Operation O:, und dann 0;;' 
angewandt, gelangt man schliesslich nu einer Flache des gesuchten Typus. 

Wir wollen hier den Ausnahmefall q = 5 nicht behandeln, weil dann 
2q - 1 = 9 keine Primzahl ist. 

Wir haben noch den Fa11 
q = 3  

iibrig, der im Vorhergehenden aus~schlossen wurde. Es handelt sich hier 
also um die Konstruktion von Plachen des Typus 

(2, 3. 4. 
Wir unterscheiden folgende Unterfalle. 
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Wir konstrnieren euerst eine Flache des Typus (2, 3, 10) mit dem Schema 

Sign. (25, 35, 10'; 10) p,p3 1 4 5 7 1 2 8 3 6 10 9 

Indem wir auf das unterste, in p, unverzweigte Blatt die Operation 0; 
und auf das neue dabei entstandene Blatt die Operation O:, anwenden, 
wachst q3 um drei Einheiten und dam entstehen in p, und p, neue Win- 
dungspunkte der Ordnung 2 und 3. Dnrch Wiederholung der zusammen- 
gesetzten Operation kann man den Wert Bon q, um einen buliebigen Betrag 
der Form 3m vermehren. Man gelangt so au Flachen jedes Typus der 
fraglichen Form, vom Typus 

(2, 3, 7) 

abgesehen, welches von dem folgenden Schema geliht wird ('): 

Wir konstruieren zuerst aine Fl%che des Typus (2, 3, 14) nach dem Schema: 

- 
p,p, -- 
p,p3 

Sign. (2", 39, 72 ; 28) -- 

p,p3 - 
p,p3 

Sign. (Y, 3', 14'; 14) p,p, 13 8 14 5. 4 9 11 2 6 12 7 10 1 3 

- 1 4  PPPS 2 3 7 5  6 1 0 8  9 1 2 ~ 1 1 1 4  

1 2  3 4 5  6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4  

7 1 2 3 4 5 6 14 8 9 10 11 12 13 

20 5 11 12 2 19 24 26 17 13 3 4 10 16 
- 

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

21 15 16 17 18 19 20 28 22 23 24 25 26 27 

27 14 9 25 6 1 23 28 21 7 18 8 15 22 

Man kann wie oben den Wert von q3  um einen beliebigen Betrag der Form 3k 
vermehren. Man gelangt so zu Fl%chenJedes Typus der Form 

(1) Bür die Aufsteiiung des Schemas verdanke ioh Herrn R I ~ T O  KIINI. 
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Der Ausnahmefall k = 3, also (2, 3, Il), wird durch das folgende Schema 
erledigt : 

1 1 2 3 4 5 6 7 8  9 1 0 1 1 1 2  

Sign. (2" i l i ;  12) p,p, 1 4 6 7 1 8 2 3 5 11 12 9 10 

C) Singulare Falle: 

Il., Wir haben noch diejenigen Falle tibrig, wo die grossten Primfak- 
toren q , ,  q,, q, der Zahlen v , ,  v, ,  v ,  der Ungleichung 

gentigen. D a m  ist wenigstens eine der Zahlen v ,  gleich einer Potenz von 2 
und somit eine der Zahlen qi gleich 2. Man hat die folgenden drei M6g- 
lichkeiten. 

ERBTER FLL 
q, = 2, P, = 2, ¶, = !z. 

Jetzt ist 
Y ,  = 2x1, V p  = 2x1, YS = kq. 

Wegen (4) ist A, 2 2. Wenn nun q 2 4, so kann man zum Untertypus (2, 4, m) 
übergehen. Wir konstruieren hier zuerst eine Flache des Typus (2, 4, 8) 
durch das Schema 

1 1 2 3 4 5 6 7 8  

Sign. (2" 44", 8'; 8) p,p, ( 1 2 5 7 3 8 4 6 

Wird nun auf ein in p, unverzweigtes Blatt die Operation O:, und auf 
das erhaltene neue Blatt die Operation OP, angewandt, so wachst q beidemal 
um eine Einheit und dazu entstehen in p; und 6 ,  neue Windungspunkte der 
Ordnung zwei. Durch Wiederholung der genannten Operationen kann man 

' den Wert von q um eine beliebige ganze Zahl vermehren. 
Die Ausnahmefalle 

q = 4, 5, 6, 7 

werden durch die folgenden Schemata gelost: 

Sign. 43, 7' ; 14) p,p, 

Annali di Matematim, Berie IV, 'Porno XVII. 28 
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-- 
Sign. (2"4', 5" 10) p,p, -- 

p,p, 

Es bleibt noch der Fa11 v, = 3 Ubrig, wo die Bedingung (4) ftir A, = 1 
und A, 5 2  nicht mehr erfiillt ist. Für A, = 1 muss jetet A, 1 3  sein, dagegen 
für A ,  = 2 kann A, = 2 gewghlt werden. Man gelangt so au den Typen 

1 2 3 4 5  6 7  8 9 1 0  

7  6 5 9 3  2 1 10 4 8 

5 1 2 3 4 1 0 6  7 8  9 

-- 
Sign. (2', 4i, 4i; 4) p,p, -- 

PIP, -- 

welche durch die folgenden Schemata gelost werden: 

1 2 3 4  

3 4  1 2 

4 1 2  3  

Sign. (Si, 4l, 4'; 4) p,p, 1 3  1 2  4 

Sign. (2"', P, 8' ; 18) --' 

-1. 
q, = 2, q, = 3, q, = 3. 

Der allgemeine Ausdruck der betreffenden Typen ist, 

(2x1, 2" 3 9  2" 3~1). 
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Piir 1 , 2 2  kann man aum Untertypus (3, 3, 4) mit dem Schema 

1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Sign. (33, 33, 4'; 9) 5 6  2 4 7 3  1  8 

iibergehen. Piir 1, = 1 muss wegen (4) wenigstens eine unter den Zahlen 
A,, h3 >O, oder eine der Zahlen p,,  p3 > 1 sein. Man hat somit die Un- 

welche diirch folgende Schemata gelost werden: 

Sign. (z3, 33, 9';  9) p,p3 4 2 9 1 7 8 5  6 3 

a i s 6 4 i g 7 8  

Der allgemeine Ausdruok der Typen ist 

F-ür A, 2 2  hat man den Untertypus (3, 4, 5) und das Schema 

fiir A, = 1, A, > O den Untertypus (2, 5, 6) und das Schema 

Sign. (33, 45 5'; 10) p,p, 

p,p, -- 

Sign. 5', 6i;  6) x p ,  1 2 1  4 3  6 5 

1 2 3 4  5 6 7 8 9 1 0  

1 3  2  7  10 6 4 9 8 5 

5 1 2 3  4 1 0 6 7 8  9 

Für 1, = 1, h, > O  hat man den Untertypus (2, 3, 10). welcher frtiher erledigt 
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worden ist. Auch fiir À, = 1, 1, = X, = O mues wegen (4) entweder p, > 1 
oder pz > 1 sein. Im letzten Falle hat man den Untertypus (2, 3, 25), welcher 
schon früher behandelt worden ist. Es blefbt also nur der erste Fa11 tibrig, 
welcher durch das folgende Schema erledigt wird: 

Die Konstruktion der Flache W ist hiermit für drei p-Punkte vollstandig 
ausgeführt. 

5 2. Fliichen mit beliebig vielen p-Pnnkten. 

12. Es seien 

V,  5 v* 2 ... Y,,, 

die den Punkten (1) sugeordneten Zahlen (2) mit der Bedingung (3). 1st nun 

so kann W schlicht über die Punkte 

gewahlt werden und man kann in der oben angegebenen Weise eine Flache 
konstruieren, die nur in pm-, , p,-, und p, Mfindungspunkte hat. 

Es sei nachher 

Die einzigen dieser Ungleichung genügenden Zahlengruppen (v,-, , v,-, , v,) 
sind 

(2, 2, 4, (2, 3, 31, (2, 3, 5). 

Es sind a190 alle v, = 2 fiir i < sn - 1. Indem wir zu Untertypen übergehen, 
wo v ,  = v z  = ... = vm-, = 1, a180 W schlicht über den Punkten p, , p, , ... , pm-, 
wahlen, haben wir mit den folgenden vier Fallen eu tun: 
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ERSTER FALL: Plachen des Typus (2, 2, 2, q). 
Wir konstruieren zuerst eine Flache des Typus (2, 2, 2, 5) ciurch das 

Schema 

PiP2 Sign. (2', 2" 22', 5' ; 5) 
PzPa - 
P3P4 -- 

Indem wir von d ~ m  im p, unverzweigten Blatt ausgehend die Opera- 
tionen O:, und O:, nacheinander ausfilhren und wiederholen, konnen wir q 
um eine beliebige ganze Zahl vermehren, wahrend die anderen Ordnungszahlen 
ungeandert bleiben. Wir gelangen so zu Flachen jedes Typus der Form 
(2, 2, 2, q), wo P 2 5 .  

Der ausgeschlossene Typus (2, 2, 2, 3) wird durch das Schema 

Sign. (Y, z3, 3 P ;  6) - 3 1 2 6 4 5  

6 5 4 3 2 1 

P3P4 1 1 3 2 6 4 . 6  

der Typus (2, 2, 2, 2) durch das Schema 

i l  2 

Sign. (2$, 2;, Si, 2i ; 2) :::: / : : 
welches eine zweibliittrige Riemannsche Flache mit vier Windungspunkten 
definiert, erledigt. 

ZWEITER FALL: Flachen des Typus (2, 2, 3, 3). 
Eine Flache des betreffenden Typus wird durch das folgende Schema 

gegeben : 

-- ' 1  2 3 

Pipe 3 1 2 Sign. (2', 2i, 3', 31; 3) - 
PzPB 2 1 3 

PSPa 3 2. 
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DRITTER PALL: Plachen des Typus (2, 2, 3, 5). 
Eine Flache des betreffenden Typus wird durch das folgenae Schema 

gegeben : 

PiP2 Sign. (22, 22, 3', 5 ' ;  5 )  - 
P 2 P 3  -- 
P 3 P 4  -- 

Das anfangs aufgestellte Problem ist damit vollstandig erledigt. 

KAPITEL II. Geometrisch-gruppentheoretische Entwicklungen. 

5 3. Konstruktion des Fundamentalbereichs der fuchsoiden Gruppc I', . 

13. Wir kehren zu der ursprünglich gegebenen fuchsschen Gruppe r, 
vom Geschlecht Nul1 zurïick, deren Fundamentalbereich aus eipern ganz 
innerhalb des Hauptkreises H liegenden Kreisbogenpolygon Bo besteht. Durch 
die Hauptfunk tion 

(1) x = f (4 
wird Bo auf die schlichte, geschnittene x-Ebene abgebildet. Den Eckpunkten 
von Bo entsprechen hier gewisse Punkte 

der x-Ebene, welche Windungspunkte der inversen, polymorphen Funktion 

sind. Es seien 

die endlichen Ordnungszahlen der genannten Windungspunkte. 
Wir konstruieren jetzt iiber die x-Ebene eine Biemannsche Flache W 

vom Geschlecht Eins, deren Typus ein Untertypus von 

ist, also eine Flache, die Windungspunkte nur über die Punkte pi besitzt 
und zwar 50, dass allgemein die Ordnung jedes über den Punkt pi liegenden 
Windungspunktes ein Teiler von v,  ist. Den verschiedenen Blattern von W 
entsprechen in der s-Ebene (nach Fixierung des Zweiges von s) wohlbestimmte 
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Bildpolygone von B o ,  welche zusammen ein Polygon B bilden, welches ein 
Fundamentalbereich für eine Untergruppe I' von r, ist. Die Gruppe ï hat 
das Geschlecht Eins 'und sie besitzt als automorphe Funktionen die Gesamtheit 
der rationalen Punktionen von W. 

E s  sei nun u ein 5u W gehoriges elliptisches Integral erster Gattung 
und U die augehorige unendlich vielblattrige, einfach ausammenh%ngende 
Ueberlagerungsfltlche. Jedem 5u U gehorigen Exemplar von W entspricht in 
der z-Ebene ein Bildpolygon von B, und diese Bildpolygone bilden zusammen 
ein unendlich vielseitiges Polygon Bu, welches ein Fundamentalbereich fnr 
eine fuchsoide, d. h. unendlich vielen Substitutionen von I', erzeugte Gruppe I', 
ist. Diese Gruppe hat das Geschlecht Nul1 und sie besitzt in 

eine Hauptfunktion, welche jeden endlichen komplexen Wert in B,, genau 
einmal annimmt. 

14. Jedem 5u Bu gehorigen Bildpolygon von B entspricht in  der zc-Ebene 
ein (im allgemeinen krummliniges) Parallelogramm, welches mit gewissen 
Schnitten versehen ist, die von Teilen des Randes des Polygones herruhren. 
Die verschiedenen Parallelogramme, welche die u-Ebene einfach und lackenlos 
bedecken, werclen aus einander durch die Substitutionen 

(2) U' = zc + m,o,  + m,w, (m,, m, gana rational) 

der zu u gehorigen doppeltperiodischen Gruppe G erhalten. 
Als Punktion von zc betrachtet 

ist s eine polymorphe Funktion, die Windungspunkte offenbar nur in den 
Punkten 

(3)  PO 
haben kann und zwar so? dass die Gesamtheit der aus einem Punkt (3) durch 
die Substitutionen (2) erhaltenen Punkte eine und dieselbe Ordnung besitzen. 
Dem Rand von B, entspricht in der u-Ebene eine Kurve, welche alle Windungs- 
punkte (3) enthilt und die zc-Ebene in einen einfach zusammenh%ngenden 
Bereich verwandelt. Man kann auch umgekehrt von einem geeigneten Schnitt- 
system der u-Ebene ausgehen und Fundamentalbereiehe verschiedener~ Form 
für die Gruppe I', finden. Als besonders zweckm%ssig hat sich folgendes 
Schnittsystem erwiesen. 
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Es sei n ein beliebiges u-Parallelogramm und 

die endlich vielen dort liegenden Windungspunkte der Funktion i(u). Wir 

Fig. 1 

ziehen in n eine einfache Linie, welche durch die Sunkte (4) geht und zwei 
aquivalente, d. h. durch die Substitution 

konjugierte Punkte auf den vertikalen Randkurven von n verbindet. Indem 
wir nun in jedem Parallelogra.mm die entsprechenden Linien siehen, erhalten 
wir ein unendliches System aus den obigen Linien zusammengesetzter un- 
begrenater Linien 

1" (v=O, +l, zk2 ,... ), 
welche in besug auf (5) invariant sind und aus einander durch die vertikalen 
Verschiebungen 

(5') w l = u  +wO,  

erhalten werden. Durch die neuen Linien wird die u-Ebene in unendlich 
viele kongruente Streifengebiete geteilt. 

15. Wir wollen jetzt die Streifengebiete mit einander in Verbindung 
setzen, indem wir von jeder Linie 1, einen zwischen zwei Windungspunkten 
liegenden Bogen ausschneiden, z. B. denjenigen, welcher von der irnaginaren 
Achse getroffen wird. Jede Linie 1, zerhllt in awei Teile 

welche resp. in den Halbebenen 

verlaufen. Indem wir nun die Linien (6) als Schnitte der u-Ebene auffassen, 
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haben wir diese Ebene in einen Bereich verwandelt, dem in der z-Ebene 
(nach Fixierung des Anfangspunktes) ein unendlich vi&eitiges Polygon B, 
entspricht, welches ein Fundamentalbereich von Tu ist. Wir konnen die 
Linie Z,, stets so wiihlen, dass die Bilder ihrer Bogen in der z-Ebene 

au H orthogonale Kreisbogen sind. Jeder Linie (6) entspricht dann eine 
Linie, die aus unendlich vielen Kreisbogen ausammengesetat ist und deren 
beide Endpunkte auf H liegen. Die genannten Linien 

(7) k y  und k: (v=O,  t-1, t 2, ...) 
die wir Rafidzüge von Bu nennen, sind offenbar irn hyperbolischen Sinne 
konvex, d. h. sie liegen ausserhalb jedes Kreises, der durch einen beliebigen 
ihrer Teilbogen definiert wird (l). 

Wir bemerken ferner, dass zwei benachbarte Randauge 

tc: und k:+~ (E = +, -) 

einen gemeinsamen Eckpunkt Pi besitzen. In  der Tat konnen die einander 
gegentiberliegenden Ufer der entsprechenden u-Linien durch ein unendliches 
System von aquidistanten und vertikalen Linien mit derselben, endlichen 
Lange verbunden werden. Diesen Linien entsprechen aber im Bereich Bu 
gewisse die fraglichen Ziige verbindende au H orthogonale Kreisbogen, deren 

(1) In der Fig 2 sind Ic; und ky bsw. durch k, und kt ersetst. 

Annoli di Matematica, b r i e  I V ,  Tomo XVII. a9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



226 P. J .  MYRBERG: Ueber die awcclytische Darstellumg der autmorphew 

hyperbolische Lange beschrankt ist, woraus folgt, dass ihre euklidische Lange 
den Grenewert Null hat. I n  gleicher Weise ist eineuseheo, dass der gegen- 

seitige Abstand der Randzüge k i  und kY für v--+CO gegen Null konver- 

giert, woraus folgt, dass die Punkte Pt für v - c c  und v-- oo resp. gegen 
zwei Punkte Pm und P-, von H konvergieren. Es sind diese Punkte Bild- 
punkte der beiden Endpunkte der imaginaren Achse der u-Ebene. 

Sarntliche Seiten von Bu liegen nach dem Obigen innerhalb des Haupt- 
kreises H. Die Eckpunkte von Bu sind dreierlei Art: 1) Die unendlich vielen 
innerhalb H liegenden Eckpunkte der ZUge (7)) welche Pixpunkte elliptischer 
Substitutionen sind und denen die Punkte u(pil entsprechen; 2) die unendlich 
vielen auf H liegenden Endpunkte der Zuge (7)) welche zugleich Haufungs- 
punkte ftir die Eckpunkte erster Art sind und 3) die zwei H a u f ~ n g s p u ~ k t e  
P m  der Eckpunkte zweiter Art. I n  den Eckpunkten zweiter und dritter Art - 
hat die Funktion u(s) den Grenawert CO. 

Wir  bemerken noch, dass Bu keinen Bogen von H enthalt, woraus folgt, 

dass H zugleich ein Grenzkreis von I', ist. 

16. Aus der Konstruktion von Bu geht hervor, dass die mit einander 
konjugierten Seiten von B,  stets einem und dernselben Randzug angehoren. 

Fig. 3 

Betrachten wir nun naher einen bestimmten Randzug, 5. B. k,. Die Verteilung 
der konjugierten Seiten ist in bezug auf den Xittelpunkt a, ,  den Bildpunkt 

des Endpunktes O von Io, symmetrisch in der Weise, dass Seiten, die in  der 
einen oder anderen Richtung gleiche Ordnungsnummer haben, mit einander 
konjugiert sind. 

Um die zugehorigen Substitutionen au bestimmen, markieren wir auf 

den beiden Halften von k i  diejenigen Punkte 

(s) ZWl 7 %tl (W = 0, 1, 2, S..) (80 ='0')7 

deren Bildpunkte in der w-Ebene mit den Punkten 
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zusammenfallen. Die beiden Teile von werden durch die genannten 
Punkte in unendlich viele Teile 

zerlegt, wobei f i r n  und Pm' aus Po bzw. fi,' durch die Potenzen 

gewisser hyperbolischer Substitutionen V,, und V,' erhalten werden, welche 
beide der Parallelverschiebung 

u" = U - W4 

entsprechen. Sind nun 

(11) Y,, Tz,--, Tl 

diejenigen Substitutionen, welche die endlich vielen Bogen von Bo und fi,' 
einander paarweise zuordnen, so gibt 

die Gesamtheit derjenigen Substitutionen, welche die zu k o  gehorigen konju- 
gierten Bogen in einander tiberführen. 

Es  seien 

die entsprechenden, zu k,' gehorigen Substitutionen. Offenbar konnen die 

Ziige k; aus und die Züge 12: aus k: durch die Potenaen 

einer hyperbolischen Substitution V erhalten werden, die der Parallel- 
verschiebung 

ut=u+O, 

entspricht und deren Fixpunkte mit den Punkten Pm und P-, zusammenfallen. 

Hieraus folgt, dass die au 7c: gehorigen Erzeugenden von l', aus (12) und (12') 
durch Transformation mit (13) erhalten werden konnen. Han kann somit die 
Gesamtheit der Erzeugenden von F u i  in der Form 

schreiben. 
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Die zu einem und demselben Zug gehtirigen Substitutionen (14) eraeugen 

eine Gruppe G:, deren Pundamentalbereich den betreffenden Randzug und 
den ausserhalb desselben liegenden Bogen von H als Begrenzung hat. Die 
Gruppe Tu selbst kann aus den unendlich vielen Gruppen 

durch Komposition, der Bereich Bu durch Ineinanderschiebung der Pun- 
damentalbereiche der genannten Gruppen erhalten werden. 

§ 4. Darstellung von ru durch Grenzübergang ltus fuchsschen Gruppen. . 
17. Wir beginnen, i d e m  wir die Randzilge von Bu einer Red'uktion 

unterwerfen, wodurch sie in neue Zilge mit endlich vielen Bogen tibergehen. 

Dies geschieht einfach so, dass wir von einem Bug k: nur die n mittleren 
je aus wl Kreisbogen zusammengesetzten Teile 

behalten und die beiden extremen Bogen ilber ihre Endpunkte s,, bzw. z,,' 

hinaus bis zum Hauptkreis H geradlinig fortsetzen. Der so erhaltene Bug k;,, 
sol1 nzodulo n reduziwter  Zug genannt werden. Offenbar liegen die verschie- 
denen reduzierten Zilge voneinander getrennt. 

Aue der Definition von Tc:,, geht hervor, dass ihre Seiten vermittels der 
Substitutionen 

einander bezogen sind, welche Substitutionen eine Untergruppe G:,, von G: 
eraeugen. Die Gruppe G:,, ist eine fuchssche Gruppe, deren Pundamental- 

bereich von Tc:., und dem ausserhalb desselben liegenden Teil von H begrenzt 
wird. Wir wollen nun die 4m+ 2 ersten RandzUge von Bu modulo n redu- 
eieren und die tibrigen Randztige fortlassen. Der von den genannten redu- 
aierten ZUgen 

(17) T c ,  (v=O,  t l ,  + 2  ,..., t m ;  s=*) 

und den awischen denselben liegenden Bogen von H begrenzte Bereich B,,, , 
ist ein Fundamentalbereich filr diejenige fuchssche Gruppe r,,,, , die aus 
den Gruppen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Fuuzktionerc bei fuchsschen Gruppm vom Geschleeht Nu11 229 

durch Eomposition erhalten wird. Am der Gruppe ï,,,,, , welche eine Unter- 
gruppe von l?, ist, kann ru selbst durch den doppelten Grenziibergang 

I', = lim Fm, 
m,n-+cc 

gewonnen werden. 
Wir wollen im Folgenden etwas naher in die Zusammensetzung 

Polygonnetzes von r,,, , eingehen. 
Wir bezeichnen mit 

(El, 

des 

die endliche Dlenge derjenigen Polygone, welche mit B,,, wenigstens einen 
gemeinsamen Punkt haben bzw. der zugehorigen Substitutionen. Die Menge (E), 
besteht offenbar aus der Gesamtheit der Substitutionen 

welche die konjugierten Seiten von B,, , einander paarweise zuordnen und 
ferner aus den Potenzen der elliptischen Substitutionen 

welche die Eckpunkte von B,,,, als Fixpunkte haben. Sei ferner (E), die 
endliche Menge derjenigen neuen Polygone, welche mit einem zu (E) ,  gehb 
rigen Polygon wenigstens einen gemeinsamen Punkt haben usw. 

Allgemein sei (E) ,  die endliche Menge derjenigen Polygone von r,,,,, 
welche mit B,,, , vermittels einer Linie verbunden werden konnen, fiir welche 
das Minimiim der Anzahl der Schnittpunkte mit den Seiten des Polygonnetzes 
von FM,, gleich q ist. Die zu (E) ,  gehorigen Substitutionen sind offenbar 
identisch mit denjenigen, welche als Produkt von genau q zu (E),  gehorigen 
Substitutionen darstellbar sind. Wir werden diesen Substitutionen und den 
zugehorigen Polygonen die Stufenzahl q beilegen. 

Es sei nun 

Ai, m 

der von der Gesamtheit der Polygone 

also der Polygone der Stufen 5 q  gebildete Bereich. Der Rand von An,, 
besteht teils aus Bogen von H, teils aus gewissen im hyperbolischen Sinne 

gebrochenen Linien, namlich den inneren Randzügen a$'), der innersten 
Polygone (E) ,  . Durch Betrachtungen, die wir in unserer Arbeit [5] ausführlich 
entwickelt haben und die hier im Wesentlichen ungeandert gelten, findet 
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man für die Gesamtlange des Randes der leztgenannten Art von A:,, die 
Ungleichung 

(21) 2, 6&, < c(1 - d m + * ) ) Q ,  

wo c und A gewisse endliche, von m und n unabhangige Konstanten be- 
aeichnen. Die aus (21) durch Grenanbergang erhaltene Gleichung 

zeigt, dass die Menge der singularen Punkte der Gruppe J?, , das lineare 
Mass Nul1 hat-ein Satzl, der fiir alle fuchsschen Gruppen ohne Grenakreis 
giiltig ist [4]. 

5 5. Konstruktion der Linien L,, . 
19. Wir werden im Folgenden die Existen~ einer unendlichen Folge 

von einander umschliessenden und gegen H konvergierenden, im hyperbo- 
lischen Sinne konvexen, gebrochenen Linien 

nachweisen, fnr welche die Gleichung 

iim /, IdcI = O  
n - m - u(S) - %(a) 1 

gleichmiissig in jedem innerhalb H liegenden Bereich gilt. 
Indem wir der Kürze halber nz = n w%hlen, gehen wir von dem oben 

konstruierten Bereich A? aus, welcher aus der Gesamtheit der Polygone der 

besteht. Wenn wir jeden zum Rand von A? gehorigen reduaierten Zug 

durch den entsprechenden nichtreduzierten Zug ersetzen und ferner in jedem 

5u A? gehorigen Polygon auch die oben fortgelassenen Zlige 

wieder einftihren, geht A: in einen Bereich über, der von Bu und 

'denjenigen Bildpolygonen von Bu besteht, die aus Bu vermittels der Sub- 

stitutionen (20) erhalten werden. In  der u-Ebene entspricht dem Bereich A$ 
eine endlich vielblattrige Riemnnnsche Flache R,, ,  deren Blatter den ver- 
schiedenen Bildpolygonen von Bu zugeordnet sind. 
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Um die Plache R,, einfach 5u charakterisieren, fiihren wir in der u-Ebene 
dasjenige von 4n2 Bildbereichen von 7c zusammengesetzte Parallelogramm Ii,, 
ein, die ihre Eckpunkte in den Punkten 

(24) + 120, -f- n w ,  

hat ('). Die Veraweigungsschnitte von R, fallen mit denjenigen Teilen 
Linien 

(25) 1: 

der 

susammen, welche dem Innern oder Rand von II,, anphoren.  Die Flache B., 
selbst besteht aus der Gesamtheit derjenigen u-Blatter, die im Innern 

von II,, dnrch Uebersteigen von hochstens q, verschiedenen Verzweigungs- 
schnitten erreicht werden konnen. 

Der Rand von z,, besteht ans dreierlei Linien: 
1) Die Schnitte 

(26) z: I v l  > n  

gehoren in jedem Blatt von R,, zum Rand. Ihnen entsprechen die Ziige (23) 
und ihre Transformierten vermittels der Substitutionen (20) für q = q, . 

(i) In der Big. 4 sind die liinien lY schematisch durch G-eraden ersetzt worden. 
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2) Die Ufer der -5u II,, nichtgehorigen Schnitte (25) bilden je awei eine 
in zwei Blattern verlaufende Linie. Diesen Linien entsprechen in der s-Ebene 
konvexe, in zwei benachbarten Polygonen von Bu verlaufende Linien. 

3) Die freien Ufer der ganzen Schnitte (25) in den am tiefsten lie- 

genden Blattern der Plache R,, gehoren als Ganzes zum Rand von R,, . Ihnen 
entsprechen diejenigen nichtreduzierten Ziige q :  ter Stufe, welche den unteren 

Rand der au A> gehorigen Polygone, der Polygone ¶:ter Stufe, ausmachen. 

Die obigen drei Linien bilden zusammen eine konvexe, geschlossene im 

hyperbolischen Sinne gebrochene Linie z,,, deren Lange ersichtlich be- 
schrankt ist. 

Wir bemerken ferner, dass nur die Linien der dritten Art solche Seiten 
des Polygonnetzes son I',, enthalten, deren Bild in der u-Ebene innerhalb Iln 
lie@ Die betreffenden endlich vielen Seiten gehoren offenbar schon 5um 

Rand von A:, namlich zu den modulo n redu~ierten Zügen q,,:ter Stufe, 

deren Gesamtlllnge L," nach (21) der Ungleichung 

gentigt. Der komplementare Teil, der Hauptteil L,,' von besteht also aus 
Seiten, deren u-Bild au II1 nicht gehort. 

20. Der Bereich 23 besteht aus unendlich vielen Polygonen von l?,. 

Wir wollen jetst A> durch einen Teilbereich D> ersetzen, der aus endlich 

vielen r,,-Polygonen zusammengesetat ist und dessen Rand alle obigen 
Eigenschaften hat. Dies geschieht einfach so, dass wir aus jedem Blatt 

von R,, das ganze Aeussere von II,, ausschneiden, wodurch R,, in eine 
berandete Riemannsche Flache R,, tibergeht, die aus einer endlichen Anzahl 
über einander gelagerter II,,-Parallelogramme ausgebnut ist. Man kann den 

Uebergang von AQ," au D> durch Ausführung gewisser Schnitte bewerkstel- 

ligen, welche die Haufungsecken von A? ausschneiden. Die fraglichen 

Schnitte sind aweierlei Art. Die Schnitte erster Art sind solche, die aus A> 
die gewohnlichen Haufungsecken, namlich die Punkte P-c eliminieren und 
ihnen entsprechen in der u-Ebene von awei aufeinander folgenden 1-Linien 
begrenzte Teile der vertikalen Seiten des Parallelogrammes II,, . Die Schnitte 

zweiter Art schneiden aus 2: die Hriufungsecken hoherer Art, also Bild- 

punkte von P * m  mit ihren Umgebungen und ihnen entsprechen in der 
u-Ebene diejenigen Teile der horizontalen Seiten von ri,,, welche awischen 

den Endpunkten der Linien 1: und 1; oder l?, und IL, liogen. Die Schnitte 
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der beiden Arten, deren Gesamtheit wir mit L,' beaeichnen, bilden mit den 

zu z,," = Ln" gehorigen Seiten zusammen eine konvexe, geschlossene, hyper- 
bolisch gebrochene Linie L, , .  Der von L,  begrenzte, aus endlich vielen 

I',-Polygonen ausammengesetzte Bereich D p  ist dann wirklich identisch mit 

dem a-Bild unserer berandeten Flache R,, . 
Aus der Konstruktion von L ,  geht hervor, dass allgemein L, von L,,, 

umschlossen wird, wenn die zugeordueten ganaen Zahlen q, monoton 
wachsen und ferner, dass L,, ftir 12-00 gegen H konv'ergiert. Die zugehorigen 
Riemannschen Flachen 

bilden eine unendliche 
1) Allgemein ist 

Randpunkt von Rn ein 

Rl, 

Folge mit den folgenden 
R,, ein Teil von Rn+, 
innerer Punkt von Rn+, 

(n = 1, 2, 3, ...) 

Eigenschaften : 
und zwar derart, dass jeder 
ist. 

2) Die Plache R, geht durch Grenailbergang n-oo zur Ueberlagerungs- 
flache U von z(u) trber, d. h. jeder Punkt von U gehort von einer gewissen 
Stelle lz ab aur Flache R,%. 

21. Es erübrigt noch, filr die ganaen Zahlen n und q = qn eine Bedin- 
gung aufzustellen, wodurch die obigen Resultate au funktionentheoretischen 
Zwecke verwertet werden ktinnen. Wir schreiben zu diesem Zweck fiir die 
Zahlen q, die Ungleichung 

welche 5. B. unter der Annahme 

(2 7 ") q, > ke2" log n 

sicher erfilllt ist. Dann ist nach (27) und (27') 

Wir bilden j e t ~ t  das Integral 

(28) 1, NI L4 1 =jî G) I d C '  - 4 4  1 + / ~ ~ ( c ~ - w  ~ d r l  
L, L n  L," 

wo z ein beliebiger Punkt innerhalb H ist. Liegt das u-Bild von s 5. B. 
in II,, so mage n > m in (28) gewahlt werden. Weil das u-Bild von L,' 5um 
Rand von II, gehort, so gilt auf Ln' die Ungleichung 

Annali di Matenrotiea. Serie I V .  Porno XVII. 30 
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Mithin ist 

Wir konnen durch eine erlaubte Abanderung von B, stets erreichen, dass 
der Aiisdruck 1 u(() - u(z) 1 auf den Polygonseiten ein von Nul1 verschiedenes 
Minimum hat. Nach (27"') ist dann 

C IdSI ,o. J--- 
1 uci;, - ~ ( 4  I n 

L," 

Nun folgt aus (28), (29) und (30) 

und hieraus, durch Grenzübergang ne- ,  die au beweisende Grenz- 
gleichung (22). 

22. Die Riemannsche Flache R, besteht nach der Definition aus einer 
endlichen Anzahl iiber einander gelagerter Ii,-Parallelograrnme, narnlich aus 
denjenigen, die vom Fundamentalparallelogramm II,'' ausgehend durch Ueber- 
schreiten von hochstens q,  Verzweigungschnitten innerhalb II,, erreicht werden 
konnen. Wir wollen die Zahl q,, vorliiufig die T k f e  von Rn nennen. Der 
Flache R, entspricht in der 2-Ebene (nach Fixierung des Zweiges der 

Funktion z(u)) der oben mit Dp bezeichnete Bereich, welcher die Linie L, 
5ur Randkurve hat. Nach N. 21 gilt die Limesgleichung (22) sicher, wenn 
die Tiefe q, von R, der Bedingung (27'), 5. B. (27'1, genügt. 

Es ist leicht die Gesamtheit derjenigen Substitutionen von I', aufzustellen, 

die den au D p  gehorigen r,-Polygonen entsprechen, Substitutionen, welche 

die Funktion a(w) beirn Uebergung von I I , O  5u den übrigen Blattern von R, 
erleidet. Sie sind namlich nach N. 18 identisch mit denjenigen Substitu- 
tionen, welche in der Form 

(32) Ei,Eh ... Ei 
qn 

als Produkt von hochstens p, unter den zu (E), gehorigen Substitutionen 
darstellbar sind. Wir bezeichnen ihre Gesamtheit mit (S ) ,  . 

Wir fiihren ferner die Differenzen 
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ein und wir konnen die Gesamtheit der Substitutionen von ru in  der 
unendlichen Folge 

(33) [SI, = 1, [SI,, [SI,, S.. 

zusammenfassen. Diese Folge, die wir kurz eine L-Folge nennen werden, ist 
in hohern Grade willkürlich, weil die Zahlen q,, nur der einzigen Bedin- 
gung (27') ' unterworfen sind. Die fundamentale Bedeutung der L-Folgen 
besteht darin, dass sie die Reihenfolge der Glieder in den analytischen 
DarstelIungen verschiedener Art der automorphen Punktionen angeben. 

Um eine entsprechende Darstellung der Substitutionen der fuchsschen 
Gruppe I', au gewinnen, haben wir zuerst die Gesamtheit der Substitutionen 
der E'aktorgruppe 

gu" =o/I'u 

aufaustellen. Sie bestehen offenbar aus den Substitutionen 

die Substitutionen der Faktorgruppe 

und 

(36) 

die Substitutionen der mit G isomorphen Faktorgruppe 

zu durchlaufen Iiat, Nach N. 16 hat T, den allgemeinen Ausdriwk 

Nun besteht derjenige Teilbereich von DM., welcher dem Parallelogramm 

entspricht, aus der Gesamtheit derjenigen Polygone von F,, die den Sub- 
stitutionen 

zugeordnet sind. Es sei (T), die endliche Menge der genannten Substitu- 
tionen. Indein wir  die Differen~en 
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einführen, k6nnen wir die Substitutionen von g,O in die unendliche Polge 

]Tl0 . [Tl, . [Tl, .... 
ordnen. Hieraus und aus (33) bekommt man für die Substitutionen von r, 
die Darstellung 

[Tlo[Slo [Tlo[Q [Tl,[Sl, - . 
[Ml: ITll[Sl, [Tll[Sll [T l , [S l , - . .  

[Tl,[Slo [TIPL [TI,[Sl, - . 
. . . . .  
. . . . .  

Wir wollen diese Tabelle durch 
zwischen den Ordnungsnummern 
Reihen von [Ml eine Relation 

auf s tellen, wo m(n) 
die der Bedingung 

(37) 

eine unendliche Folge ersetzen, indem wir 
rn und n der horizontalen und vertikalen 

eine ganzwertige, monoton wachsende Funktion bezeichnet, 

gentigt. Es sei dann (TS), die endliche Menge derjenigen Substitutionen 
von I',, die den nû ersten horizontalen und n ersten vertikalen Reihen 
angehüren. Indem wir die Differenzen 

einftihren, konnen wir die Gesamtheit der Substitutionen von T, in die 
unendliche Folge 

(38) [TSIO 7 [T$l, , [ T a * ,  S.. 

ordnen, wo sie in unseren funktionentheoreti&hen Betrachtungen angewandt 
wird. 

KAPITEL III. 
Analytische Darstellnng der automorphen Funktionen. 

5 6. Darstellung von u(x). 

24. Wir gehen von der Funktion 
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aus, welche eine Hauptfunktion von I', ist, die in dem in B, gewahlten 
Punkt B = a einen Pol mit dem Residuum 1 hat. Die Qbrigen Pole von (1) 
werden aus 

B = S(a) 

erhalten, wo S die Substitutionen von î, durchlauft. Man findet leicht? 
dass allgemein das Residuum im Pole S(a) gleich S'(a) ist. 

Durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel in dem von L, be- 

grenzten Bereich D$ bekommt man für (1) die Darstellung 

fllr jeden innerhalb D> liegenden Punkt e. Liegt ferner a im Parallelo- 

gramme II,, so gilt die Ungleichung (31) in N. 21 und somit 

wo d den ktlrzesten Abstand des Punktes z von L, bezeichnet. 
Mithin gilt gleichmassig in jedem innerhalb H liegenden Bereich der 

Ausdruck 

fur unsere Funktion (i). Wir wollen dies kur5 

schreiben, wo S die Substitutionen von r, in einer beliebigen L-folge 
durchlaufen kann. 

Durch Integration von (5) in bezug auf den Parameter a swischen den 
beliebig innerhalb H gewahlten Punkten a und b und durch Uebergang zur 
Exponentialfunktion gelangt man sur Produktdarstellung 

wo wir links eine Hauptfunktion von Y, mit den Nullstellen und Polen 

z=S(a), a = S(b) 
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haben. Wir vertauschen hier nun a, a und schreiben ferner a, statt b, 
wodurch wir zur Gleichung 

gelangen. Wir haben links diejenige eindeutig bestimmte Hauptfunktion 
von ru, die ganz ist und deren Nullstellen und Einsstellen in den mit z = a  
bzw. z = z, Bquivalenten Punkten 

liegen. Der Ausdruck (7 )  kann auch in der Form 

geschrieben werden. 

25. Man kann die Sonderstellung des Punktes z - CO iin letzten Ausdruok 
in folgender Weise umgehen. 

Wir  führen statt z die neue Variable z' durch 

ein, wo die Punkte a und a Spiegelbilder von einander in Bezug auf H 
sind und k so gewahlt ist, dass Y(z) den Hauptkreis invariant lasst. Dadurch 
geht (1) in eine Punktion tiber, welche Pole in den mit z'= 0 beziiglich der 
transformierten Gruppe L-i I', Z = r,' aquivalenten Punkten besitzt. Indem 

man nun auf die neue Punktion Ü(sl) den Ausdruck (7 )  anwendet, bekommt man 

Durch Ausführuiig der inversen Transformation folgt hieraus für die Funk- 
tion (7 )  der neue Ausdruck 

wo der Punkt z = oo durch z = e r s e t ~ t  worden ist. Wegen der fiir un- 

abhangige Grossen z, a,, a, ; geltenden Identitat 
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kann (8) auch in der Form 

geschrieben werden. 
Wir haben in (8) und (8') für unsere Funktion (8) analytische Ausdrücke 

einfachster kanonischer Form, ans denen die Nullpuiikte und Pole derselben 
unmittelbar hervorgehen. Der erste Ausdruck ist ausserdem in bezug auf 
die Gruppe l', forma1 invariant, weil bei Ausführung einer beliebigen 5u ï, 
gehorigen Substitutionen die Glieder nur mit einander permutiert werden. 

Bu bemerken ist, dass die Reihen (5) und Produkte (8) nicht absolut, 
sondern bedingt konvergent sind, mithin Sind die betreffenden Ausdriicke 
nicht von der Reihenfolge der Glieder unabhangig gtiltig. Anderseits ist die 
ftir die Reihenfolge aufgestellte Bedingung sehr allgeinein und, was besonders 
zu bemerken ist, die Reihenfolge ist durch die Gruppe selbst bestimnt und 
won der speziellen Wahl der Funktion unabhnngig. 

§ 7. Darstelliing dei. automorphen E'iinktionen von I', rls &iiotient 
von h-Funlrtioncn. 

26. Wir gehen nun von der Funktion 

x ( 4  - ~ ( a )  . ~ ( 2 , )  - %(a) f (#, a,, ; 4 b)  = -- 
a(#) - a(6) ' x ( 4  - x(Oj 

nus, welche diejenige Hauptfunktion von I', ist, welche die mit 

(1 1) z = a  , z ~ ,  b 

in bezug nuf r,, iiquivalenten Punkte als N~i11-, Eins-bzw. oo Stellen hnt. 
Die Funktion (10) ist symmetrisch in beaug auf die Grossenpaare 

(12) ; O ,  (a, 6). 

Wir betrachteu nun die Funktion (10) als Funktion des elliptischen Integrals 
erster Gattung u 

(13) f (z, 4 ; a, b) = f(4. 
Wir wissen, dass f(u) eine elliptische Funktion ist, deren Ordnung gleich 
der Anzahl N der Blatter der Riemannschen Flache W ist. 

Es seien 

( 14) % = a i ,  ui, Pi @=O, 1, 2 ,..., IV- 1) 
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vollstandige Systeme nichtaquivalenter Null-, Eins-bzw. CO Stellen von f7u). 
Man kann bekanntlich durch eine geeignete Wall von (14) stets erreichen, 

dass f(u) durch Sigmafunktionen in der Form 
N-1 

~ ( u  - ai) . o(ui - ai) 
nu) = n [,, 

i=o - Pi) ' ~ ( u i  - Pi) I 
dargestellt wird. 

Es seien nun 
a, =a, a,,  a,, ...,  UN-^ 

die Bildpunkte von z .= a im Pundamentalbereiche B der zu W gehorigen 
Gruppe r. Wir konnen 

(16) a, - &(a) 
schreiben, wo 

E,,, X i ,  E t ,  ... ) EN-1 

die Substitutionen der Faktorgruppe go durchlauft. Weil gleiches für die 
b-und a,-Punkte gilt, konnen wir (15) als Funktion von a in der 

schreiben. Durch Vertauschung der Grossenpaare (12) ergibt sicb 
neue Ausdruck 

fur imsere automorphe Funktion (10). Wir haben 
als Quotient 

(1  9) 

der Funktionen 

(20) 

dargestellt, welche 
sind. Die Funktion 

Form 

aus (17) der 

damit die Puuktion (10) 

offenbar ganze, also fur 1 z 1 < 1 regulare Funktionen 
(20) kann ihrerseits in der Form 

da, t )  h(a; a,, t )  = - 
d a o  t ,  

geschrieben werden, wo 
N-1 
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eine gnnze Funktion von z: beaeichnet, die nur von dem einaigen Para- 
meter t abhangt. 

27. Es sol1 im Folgenden dns Verhalten der Funktion (22) den Substi- 
tutionen von i', gegenüber untersucht werden. 

Es sei Sn eine beliebige solche Substitution. Wir künnen sie in der Form 

S, = S'Z 

schreiben, wo S' 5u I' und Z zu g" gehürt. Dann ist 

SOLi = S'Z Zi = S'Z, = s,s, 
wo S zu I' und 2 ,  zu go geh6rt und L, mit Li gleichaeitig die Gruppe go 
durchlauft. Nun ist 

(23) u(S,,&) = u(rihS) = u(Z,) + W S ,  

wo o s  die zu S gehürige Periode von u beaeichnet. Ferner ist 

wo As und Bs gewisse von S abhangige Konstanten bezeichnen. Bus (23) 
und (24) folgt flir einen einnelnen Faktor 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen bekommt man für die Funktionen 
(20) und (22) die Gleichung 

wo die Exponenten lineare Punktionen der ganzen Funktionen 

(27) 4 4  = u(&(z)) (v = O ,  1,  2 ,..., N-1) 

sind, die ihrerseits bei Ausfiihrung einer beliebigen eu I', gehorigen Sub- 
stitution S eine Transformation der Form 

(28) %(S) = Wz:) + fs 
erleiden. Als eindeutige Funktionen von u sind (20) und (22) automorphe 
F~inktionen der fuchsoiden Gruppe I', . 

Die Punktion (22) ist eine Primfunktion unserer Gruppe I',, d. h. sie 
verschwindet einfach in einem System beziiglich I', aquivalenter Punkte. 

Annal; di Matematica. Serie IV, Tomo XVII. 31 
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1st F(a) eine beliebige automorphe Funktion von I', mit den Null-, Eins-baw. cm 
Punkten 

ai, bi, 20 (i = 1, 2, ... . k]  
und somit 

(29)  

ihr Ausdruck als eine rationale Punktion von x, so kann dieselbe nach (19) 
und (21) durch die g-Funktionen in der Form 

dargestellt werden. Unsere g-Funktionen konnen ala Analogon der Sigma- 
funktionen angesehen werden. 

Wenn man in (26) und (30)  g durch h ersetzt, bekommt man 

(26') 
und 

8. Analytische Dstrstellung der Funktion h(x; x , ,  1). 

28. Wir gehen von der bekannten Prodnktentwicklung 

der elliptischen Sigmafunktion a(u)  aus. Hieraus ergibt sich fur die Funktion 

mnachst der Ausdruck 

h"(4 = 44 - 44 u(4 + 0, - 44 k.(s ; 1.. a); 

u(z.i - .(ai t+zo) + w - u(a) 

wo die Exponenten 
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g a n ~ e  Fnnktionen von z  sind. Indem man hier fiir die einzelnen Glieder die 
Produktausdrücke (8) einfiihrt, gelangt man zur gesuchten Darstellung von (32) 
als Punktion von z. 

Um dies genauer auszufiihren, gehen wir von einem beliebigen, inner- 
halb H gelegenen Bereich D aus. Wir wahlen die ganze Zahl .m so gross, 
dass das u-Bild von D im Innern von II, liegen wird, dann wahlen wir 
ut > rn und ersetzen das unendIiche Produkt (33) durch ein endliches, indem 
wir in (33) nur diejenigen Glieder berücksichtigen, fiir welche TC durch 

auf ein innerhalb II, liegendes Parallelogramm abgebildet wird. 
Wir definieren nun z, O für w = O und bekommen, unter Anwendunb 

einer leicht verstandlichen Schreibweise, 

wo E,' eine ftir m-oo gegen Nul1 konvergierende Grosse bezeichnet, für 
welche bekanntlich die Abschiitzung 

gilt (I). 

Wir ftihren jetzt fiir die Substitutionen der Faktorgruppe g, die Be- 
~eichnunp 

zw = TJ-4 
ein und wir konnen schreiben 

Nun gilt nach (7) für die transformierten Faktoren von (35) die Darstellung 

wo c i f  eine flir m-oo gegen  NUI^ konvergierende Grosse bezeichnet, für 

(9 Hier und im Folgenden beaeichnen die in verschiedenen TVeisen indixierten Buch- 
staben c endliche, von der Grlippe l', allein abhangige Konstanten. 
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welche aus (29) N. 21 die Abschatzung 

erhalten wird. Durch Einsetzung der Ausdriicke (37) in (35) ergibt sich 
hieraus 

29. Wir w%hlen nun die Abhangigkeit der Zalilen wt und n so, dass die 
Bedingung E, d. h. (37) in N. 23 erfiillt ist. Dann ergibt sich aus (38) durch 
Grenztibergang 

Indem man hier z und a, bzw. durch. Li(z), Z&,) ersetzt, bekommt man eine 
analoge Darstellung filr einen willkürlichen Faktor 

von h(s; e,, a). Durch Multiplikation der verschiedenen Gleichungen gewinnt 
man schlieaalich fiir die Funktion (20) den Ausdruck 

wo 

zi, 0 = ToQi(a)), zb u = Tu(2 i ( ~ 0 ) ) .  

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, bemerken a i r ,  dass 

s(ai, a) = S(z), 
WO 

- 
S = EiTuS 

die Substitutionen von r0 zu durchlaufen hat. Wir definieren 
ganse Funktion .cs(z) = rs(z; s,, a) filr jede Substitution von I', 
folgenden Regel : 

ferner die 
gemàss der 
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Es ist 

%(z) = L(xi(z)  ; xi(zn), a )  

für die Substitutionen filr die Substitutionen der Faktorgruppe gU0, also 
der ersten Zeile von [Ml und sonst ist 

Wir konnen dann 

(41) h(z ; 

schreiben, wo S die 
ntlgenden Reihenfolge 

Q(z) O. 

unseren Ausdruck (40) in der verkiirzten Form 

Substitutionen von r, in einer der Bedingung E ge- 
aus '[Ml au wahlen sind. Wegen (9) kann man (41) durch 

ersetzen. 
I n  der Form (41) geschrieben genllgt unser Ausdruck forma1 der Punk- 

tionalgleichung (26). In (41') haben wir aber einen kanonischen Ausdruck, 
woraus die Null-und Einsstellen der Funktion unmittelbar hervorgehen. 

5 9. Direkte Darstellnng der automorphen Funktionen von ro.  
30. Man gelangt 5u einer direkten Produktdarstellang der Hauptfunktion 

(10) und damit auch jeder automorphen Funktion von I',, indem man im 
Ausdruck (19) für die h-Funktionen ihre Ausdrlicke (41) einführt. Wegen der 
bekannten Relation 

N N 
Z a(ai) = ri u(bi), 

i=l i=l 

welche bei passender Wahl der Punkte a,, bi gilt, ist 

Z ~ ( z ;  z,,  a , )  = L zS(z; go', bi) 
i=l é-1 

und die transzendenten Faktoren fallen somit weg. Wir bekommen in dieser 
Weise fnr unsere Funktion (10) den Ausdruck 

wo die Substitutionen S aus [DI] wieder in einer der Bedingung E genü- 
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genden Reihenfolge au wahlen sind. Wegen (9) kann (43) durch 

ersetat werden. 
Der Ausdruck (42) verhalt sich den Substitutionen von ï, gegenüber 

forma1 invariant, weil dabei die Qlieder nur miteinander permutiert werden. 
I n  (42') wir besitzen einen kanonischen Ausdruck der einfachsten Art, woraus 
die Nuli-, Eins-und oo Stellen der Punktion unmittelbar hervorgehen. 

Durch Multiplikation von Ausdrücken der Form (42) oder (42') gewinnt 
man Produktausdrticke für willkürlich gewahlte automorphe Panktionen 
von r,, deren Null-, Eins-und cc Punkte geyeben sind. Durch logarithmische 
Differentiation oder auch direkt aus den Entwicklungen von 5 6 konnte man 
Reihenausdrticke ftlr beliebige automorphe Funktionen von I', aufstellen, 
wenn die Pole mit den zugehorigen Residuen oder allgemein mit den auge- 
horigen unendlichen Bestandteilen gegeben sind. Wie in N. 25 haben wir 
auch hier und in N. 29 mit bedingt konvergenten Reihen und Produkten 
eu tun. Die für die Reihenfolge der Glieder aufgestellte Bedingung ist von 
der Gruppe I', allein, nicht aber von der betreffenden Funktion abhangig. 

5 10. Charakterisierung der h-Funktionen. 

31. Es sol1 im Fokgenden untersucht werden, in welchem Masse die oben 
eingeftlhrten 72-Funktionen durch ihre Eigenschaften charakterisiert werden 
konnen. 

Es ist auf unendlich vielen verschiedenen Weisen moglich, eine mero- 
morphe Punktion wie (IO) als Quotient zweier ganaer Punktionen 

dar~ustellen, wo cp,  in den Nullpunkten und y, in den Polen von f Null- 
stellen entsprechender Ordnung hat. Die Funktion 

wo cp den Zahler oder Nenner von (43) bezeichnet und S eine willktlrliche 
Substitution von ï, bezeichnet, ist dann eine nichtverschwindende ganze 
Funktion, also von der Form 

e ~ s ( ~ )  
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wo us(z) ebenfalls ganz ist und die Punktion y(#) genllgt somit für jede 
Substitution von ï, einer Gleichung der Form 

Die obigen Funktionen cp sind offenbar zu allgemein. Eine natiirliche 
Einschrankung bildet die Annahme, dass die Exponenten u s  einer linearen 
Schar mit endlicher Basis gehoren, also 

'l 

(45) us(2) = ri a,u,(z) + a,,, 
v = l  

fur jede S von ï, gilt. Wir  wollen diese Annahme machen und hieraus eine 
fundamentale Eigenschaft der u-Funktionen herleiten. 

32. Es seien S und S' zwei beliebige Substitutionen von T', und us ,  us, 
die eugehorigen Exponenten. Bus 

fol@ fiir die zusammengesetzte Substitution SS' die Gleichung 

(46) rp(SSrj = e ~ ~ r ( ~ ) r p ( ~ )  = e"sJS) +- " S ( ~ ) ~ ( Z ) .  

Weil anderseits 

(46') rp(SS1) = e".~~f(z)y(z),  

wo usa den au SS' gehtirigen Exponenten bezeichnet, so gilt die Gleichung 

(47) ZLSS,(Z) = usi(S) + US(Z) + ks- %ri, 

wo ks eine ganze Zahl bezeichnet. 
Wir nehmen der Ktirze halber, es sei q = 2 und  also 

Indem man diese Ausdrticke in (47) einsetzt, gelangt man zur Gleichung 

~ S S I ~ ,  (2) + b ~ ~ ~ u ~ ( z )  + CSSI = 
= aslu, (S) + bsa,(S) -t c.y t asu,  (2) + bsa,(z) + cs + ks2ni, 

welche die Form 

(49) astu,(S) + bs1up(S) = AU,(#) + BU&) + C 

hat. Wird S' durch eine willktirliche andere Substitution S" von ï, ersetzt, 
so hat man statt (49) die Gleichung 

(49') asr,u,(S) + bsllu,(S) = A'u, (2) -t Bfu,(z) + C'. 
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Man kann nun S' und S" stets so wahlen, dass 

Denn andernfalls hatte man nach (48) für jede Substitution S f  von ï, 

US(.) = 4 %  (4 +  PU,(^ + Cs 7 

wo p von S unabhhgig ist, d. h. die Anzahl p ware = i7 gegen unsere 
Annahme. Man kann somit das Gleichungspaar (49)) (49') in bezug auf zc,(S), 
u,(S) aufldsen und bekommt die Gleichungen 

uy(S) = U(SY)ZC,(B) + ~$ 'U* (ZJ  + (v = 1, 2) 

filr die willkiirlich gewahlte Substitution S von' i', . 
Allgemein folgt aus (45) für jede S aus I', eine Gleichung der Form 

Die Funktionen 

% ( 4  u*(4 ... 7 u&7 M * + ~ ( B )  = 1 

bilden somit ein System zetafuchsscher Funktionen und sie geniigen einer 
linearen Diff erentialgleichung 

mit rationalen Koeffizienten R,(x). 

33. Man gelangt zu unseren h-Funktionen, wenn man das Gleichungs- 
system (50) in der spezialisierten Form 

(51) u,(S) = 'Ur(.) + O$) 

wahlt, wo die u,(z) eine Permutation der Funktionen u,(z) bezeichnen, welche 
im Allgemeinen linear abhangig sind. Wir betrachten jetzt die Funktionen u, 
a18 Punktionen,von x : 

- 

u, = %,(d 

und wir fiihren die in beaug auf x genommenen Ableitungen 

ein. Den Gleichungen (51) entsprechen hier die Gleichungen 

(521 v,(xt) = vp(x). 
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wo x' den Wert von x nach einein geschlossenen Umlauf in der a-Ebene 
bezeichnet. Diese Gleichungen gelten insbesondere für die Uinlaufe um die 
Windungspunkte p, von ~(x), welche offenbar die einzigen XTindungspunlite 

von v(x) sein konnen, damit die Punktionen uv(x) eindeutig in z waren. Weil 
die Punktionen vv nach (52 )  dabei miteinander permutiert werden, konnen 
sie als Wureeln einer algebraischen* Gleichung 

(53) vh + y,(x)vk-' + ... + yk(x) = O 

angesehen werden, deren Koeffizienten rationale Funktionen von x sind. 
Es sind aomit uv(x) zu (53) gehorige Abelsche Integrale und offenbar Integrale 
erster Gattung, weil sie i-tberall endlich bleiben. 

Als einfachsten Fa11 hat man denjrnigen, wo (53) das Geschleclit Eins 
hat und die genannten Integrale sich soinit auf elliptische reduzieren. Die 
zugehorigen Punktionen cp sind dann identisch mit unseren h-Funktionen. 

34. Wir wollen aum Abschluss noch untersuchen, wann q = 1 in (45) 
gewghlt werden, also wann die Funktionen (21) und (22 )  fiir jede Substi- 
tution von I',, einer Gleichung der Form 

geniigen, wo u(s) eine ganae Funktion ist. 
Nach dem Obigen gilt jetzt fur jede Substitution S von r,, eine Gleiclinng 

der Form 

(55) u(S) = a&(#) + bs .  

Es sei nun insbesondere S eine elliptische Substitution v :ter Ordnang 
von I',. Weil au0 (55) durch v-fache Wiederholung die identische Gleichung 

(56) u(Sv) = U(Z)  

folgen muss, gilt die Gleichung 

(57) aY, = 1. 
Nun ist aber v gleich einer unter den Zahlen (5))  S. 207. Wird also mit n 
der kleinste gerneinsame Divideiid jener Zahlen bezeichnet, so gilt 

und swar ftir jede Substitution von I',. Wir betrachten nun u(z) als Funktion 
von e 

Der Gleichung (55)  entspricht die Gleichung 

Annal* d i  Macematica. Serie IV, Porno XVII. 
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wo x' den Wert von x nach demjenigen geschlossenen Umlauf in der r-Ebene 
be~eichnet, welcher der will%~r~licherr Substitution S von I',, entspricht. Ails 
(58) und (59) folgt aber, dass 

bei solchen Umliiufen ungeandert bleibt. Es ist sornit v(x) eine eindeutige 
Funktion von x und 5war offenbar eine rationale Funktion r(x). Aus (60) 
folgt nun 

dh. u(x) ist ein zu einer binomischen PlWche der Forni 

gshuriges AbeIsches Integral erster Gattung. 

Damit nun Ü ein elliptisches Integral wiire, muss dns Geschlecht von 
(62) gleich Eins sein, was unter folgenden Bedingung stattfinden kann: 

1) Wenn uz = 2 und 1 = 4. In  diesem Palle milesen wenigstens vier 
unter den Zahlen v,  gerade sein. Umgekehrt kann man im Palle, wo die 
Aneahl der Punkte pi wenigstens gleich vier ist und wenn wenigstens vier 
unter denselben gerade Zahlen sind, als W die elliptische Riei!iannsche Flauhe 

und d s  .u ein ziigehoriges elliptisches Integrnl erster Gattung wiihlen. Dadiirch 
geliingt man au Funktionen u, fiir welche wirklich q = 1 ist. 

2) Wenn n = Z = 3. I n  diesem Falle müssen vr-enigstens drei unter 
den Zahlen v ,  durch drei teilbar sein. Umgekehrt folgt daraus, dass drei 
unter den Zahlen v i  durch drei teilbar sind, dass man als Flache W die 
Riemannsche Plache 

3 

vom Geschlecht Eins und als u ein eugehoriges elliptisches Integral erster 
Gattung wiihlen kann. 

Wir haben somit eu dem Schlussresultat gelangt, dass die Schar der 
u-Funktionen im elliptischen Falle dann und nur dann eingliedrig ist, wenn 
wenigstens vier unter den Zahlen v i  diirch ewei oder wenigstens d r ~ i  unter 
denselben durch drei teilbar sind. 
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II .  Uniformisierung der binomischen Riemannschen Flacheu. 

35. Wir  schreiben die Gleichung unserer Riemannschen Flache R in 
der Form 

k 
,y =; I-J - Pi . $0 - Pi,]. 

1 -  

i=i x - Pd xo - Pt 

Wir markieren in der x-Ebene die Punkte 

P i ,  Pi1 

und wir ordnen denselben die Zahlen 

zu. Die mgehorige polymorphe Funktion z(x) ist dann offenbar identisch mit 
der Hauptuniformisierenden der Riemannschen Plache R. 

Die Funktionen x(z) und y(z) und mit ihnen die rationalen F'unktionen 
von R sind automorphe Funktionen einer fuchsschen Gruppe I", welche 
in r, a h  Untergruppe des Index 9% enthalten ist. 

Wir betrachten jetzt allgemein die Wurzelfunktion 

als Funktion von a. Sie ist eine eindeutige Funktion, welche bei Aiisflihruny 
einer willklirlichen Substitution S von Fo die Transformation 

erleidet, wo E, die n :  te Einheitswurzel und ps eine von S abhangige 
positive ganze Zahl 2 n. bezeichnet. Diejenigen Substitutionen von 1'")  für 
welche (64) invariant bleibt, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe FCt' von I', , 
deren Index = a  ist. Als Faktorgruppe îo/F(L) kann die zyklische Gruppe 

gewahlt werden, wo X eine elliptische Substitution n: ter Ordnung bezeichnet, 
welche den Bildpunkt von p, oder p,' als Fixpunkt hnt. 

Wir drricken nun fin(z) in der Form (19) als Quotient zweier h-Funk- 
tionen aus, welche resp. in den Nullstellen uild Polen von f,*(z) n-fach 
verschwinden. Offenbar Sind die Funktionen 
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eindeutige Funktionen von z und man hat in 

eine Darstellung von (64) als Quotient von g a n ~ e n  Funktionen, die bei Aus- 
flihrung einer willkürlichen Substitution von I', eine Transformation der Form 

erleiden. Für  die Funktionen (66) ergibt sich aus (41) der Ausdrnck 

wo S die Substitutionen von Tu) zu durchlaufen hat. Um den Ausdruck (68) 
streng herauleiten, muss man von (38) ausgehen und nachweisen, dass die 
dort auftretenden Faktoren je n mit einander gleich werden. Dies ist wirklich 
der Fa11 nach einer Modifikation der Tabelle (37), S. 236, die einer erlaubten 
Abanderung entspricht, wie leicht zu zeigen ist. 

Durch Multiplikation der zu den verschiedenen Baktoren der rechten 
Seiten von (63) gehorigen Funktionen gelangt man eu den ganzen Funktionen 

durch welche die Funktion y(z) als Quotient 

dargestellt werden kann. Die Funktionen (69) verhalten sich den Substitu- 
tionen von l', gegenilber multiplikativ gemass der Formel (67). 

36. I n  Analogie mit (42) kann man schliesslich die Funktion y(z) auch 
direkt in der Form 

darstellen, wo keine transzendenten Faktoren mehr vorhanden sind. Wir 
haben durch Aufstellung der Ausdriicke (42) und (71) die Uniformisierung 
der binomischen Riemannschen Flache R durch kanonische Aueidrücke ein- 
fachster Art geleistet, aus denen die Bestandteile der Punktionen unmittelbar 
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hervorgehen und welche bezuglich der zugehorigen Gruppe gegenliber forma1 
invariant sind. 

Man bekommt aiich fiir die anderen automorphen Punktionen von T' einen 
Ausdruck, wenn man von der Darstellung ' 

. 

der genannten Funktionen als rationale Funktionen der Plache R ausgeht. 
Indem man hier für die Koeffizienten y,(@, welche rationale Funktionen 
von x sind, die aus (19) folgenden Au~drücke als Quotienten von h-Produkten 
und £tir y(a) die Darstellung (70) einführt, bekommt' man schliesslich filr F(B)  
einen Ausdruck der Form 

als Quotient von Funktionen der Form 

wo die Faktoren h, . (~)  Produkte von gleich vielen Funktionen (20) und die 

F+ktoreii h,(z) die Piinktionen h"(s; z, , a)  - hn-'-I(z; z, , b)  bezeichnen. Die 
Funktionen H ( z )  sind ganze Funktionen, die bei Ausfilhrung einer beliebigen 
Substitution S von I" eine Transformation der Form 

erleiden. 
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Sulla pivpgaaioiie elettromngiieticît simiiietrica 

rispetto a i i i i  asse. 

Memoria d i  CATALDO AGOSTINELLI (a Torino). 

Sunto. - S i  studia i l  problema della propagazione elettromagneticu simmetrica rispetto a ulz 
asse e in u n  mezso ne1 quale le proprietà dielettriche e magnetiche siano espl-esse d a  
elementi costanti, riconducendo l a  questione all' integrazione d i  tre equaaioni differenziali 
del 20 ordine. Dopo aver caratteriazate le sm~perficie d 'onda,  s i  assegnano d i  quelle 
equazioni differenziali le formule generali d i  ilztegrazione. Si esaminano quindi,  col 
sussidio delle funzioni d i  BESSWL, divel-si casi notevoli d i  propagaaione simmetrica e 
infine s i  considera i l  caso dell'emissione, in u n  interwallo d i  tempo (0, T ) ,  d a  u n a  sor- 
gente situata sull' asse d i  simmetria. 

Mentre la teoria delle funzioni potenziali siwnetriçhe é stata, come A noto, 
già oggetto di classiche ricerche, specialmente da parte del nostro BELTRAMI, 
non mi sembra che uno studio orgwnico sia stato ancora dedicato all'analogo 
problema della propagazione ondosa simmetrica rispetto a un asse, nonch8 a 
quel10 della propagazione simmetrica del campo elettromagnetico, che in parte 
si  riconduce al precedente. Del primo problema mi sono occupato in una Nota 
recente, da1 punto di vista della risoluaione del problema di CAUCHY per la 
corrispondente eyuazione diffmenziale. 

In questo lavoro mi occupo invece dell'integrazione delle equazioni di 
MAXWELL-HERTZ, ne1 caso della propagazione simmetrica e nell'ipotesi che 
le proprietà dielettriche e magnrtiche del messo siano caratterizzate da due 
omografie vettoriali (dilatazioni), costanti. 

Introducendo un vettore 77, analogo al vettore di HERTZ ne1 caso della 
propagaeione in un mezzo omogeneo ed isotropo, il problema viene ricondotto 
alla risoluzione di tre equazioni differenaiali del 20 ordine, a ciascuna delle 
quali devono rispettivamente soddisfare le tre componenti del vettore U prese, 
secondo l'asse di simmetria, in direzione radiale, e ne1 senso in cui cresce 
1' anomalia 0. 

Una di quelle equazioni differensiwli, e più precisamente quella relativn 
alla componente assiale del vettore U ,  non 6 altro che 1' eqiiazione delle onde 
eimmetriche e della sua integrazione, come ho detto, m i  sono yià occupato. 
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Le altre due appartengono a uno stesso tipo di equazione differenziale della 
cui integrazione mi sono anche occupato in una seconda Nota. 

Dopo avere caratterizzata ne1 problema in esame, utilizzando un procedi- 
rnento del prof. LETI-CI~ITA, le superficie di onda, le quali, ne1 caso della 
propagazione epicentrale, sono costituite da due ellissoidi di rotazione bitan- 
genti in due punti dell' asse di simmetria, stabilisco le condizioni a cui devono 
soddisfare, sulla superficie d'onda, le  componenti della forza elettrica e magne- 
tica, condizioni che, ne1 caso dei mezzi omogenei ed isotropi, furono assegnate 
per la prima volta da1 LOVE, recentemente ritrovate da1 prof. LAURA, e uti- 
lizzate da1 SONA in alcune sue ricerche. 

Sucoessivamente vengono richiamate, per le equazioni differenziali a cui 
soddisfano le componenti del vettore hertziano C, le formule generali di rap- 
presentazione degli integrali. 

Riprendendo quindi 1' integrazione delle suddette equazioni differenziali 
per mezzo delle funaioni di BESSEL, e utilizzando un elegante teorema di 
SONINE, ritrovo, per altra via, quelle soluzioni elementari che mi hanno con- 
s e n t i t ~  di risolvere per quelle equaaioni il probleina di CAUUHY. 

Ulteriori e nuovi risultnti ho ottenuto aneora coll'ausilio di una formula 
di  trasformaaione di HANKEL, determinando le componenti del vettore U 
quando di quelle componenti siano assegna,ti i valori all'istante iniziale nel- 
l'interna di un cerchio col centro sull'asse di simmetria e perpendicolare a 

quell'asse, ovvero su una superficie chiiisa di rotazione intorno a quell'asse. 
Altri risultati degni di rilievo ottengo poi per mezzo di due formule di 

trasformazione, che credo nuove, e che stabilisco nella Nota riportata alla fine 
di questo lavoro, le quali formule mi hanno permesso di determinare, per le 
componenti del vettore di HERTB, dei valori in cui non coinpiiiono pih le fun- 
zioiii di  BESSEL, ma che diperidono invece, in forma elementare, da opportune 
funzioni arbitrarie delle coordinate e del tempo, le quali caratterizzano il 
fenomeno di propagazione. 

Infine vengono assegnati, mediante sviluppi in serie, le componenti del 
vettore di HERTZ corrispondenti a una propagazione elettromagnetica simme- 
trica, che viene eniessa, in un intervallo di tempo (0, T), da una sorgente pun- 
tiforme situata sull'asse di simmetria. 

5 1. Equazioni differenziali del campo elettrornagnetico. 

1. Le eyuazioni differenziali di MAXWELL-HERTZ, che caratterizzano la 
propagazione elettromagnetica, in un nlezzo ne1 quale non vi siano cariche 
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sinznzetvica rispetto a un asse 257 

elettriche, correnti, forze elettromotrici ecc., sono notoriamente ( ') 

i a i a 
(1) rot Æ = - - - ( P H ) ,  c a t   rot^=--(EE); c at  

(2) div (E E)  = 0, div (IL FI) = 0, 

ove E ed H sono rispettivamente i ve t ty i  rappresentativi della forza elet- 
trica e della forza magnetica, la  costante c è la velocità della luce, e, ne1 caso 
di un mezzo qualsiasi, E e p sono, in generale,, due omografie vettoriali, dipen- 
denti dalle proprieth dielettriche e dalla pernieabilità magnetica del mezzo. 

Per  risolvere il sistema differenziale (11, (2), osserviamo intanto che le (2) 
espriinono notoriainente che i vettori EE, p l i  devon0 essere i rotazionali di 
due vettori, e percio poniamo 

ove U è l'analogo del vettore di HERTZ, ne1 caso dei mezzi omogenei ed iso- 
tropi, e che percib chiameremo vettore hertziano. 

Ir1 ta1 modo, oltre ad essere identicaniente soddisfatte le equazioni (21, è 

pare soddisfatta la seconda delle equazioni (11, rilentre, in virtù delle (3), la 
prima delle equaaioni (1) purge 

ci rot (p-' rot U) f 
c"t2 

Questa è la condizione a cui deve soddisfare il vettore ausiliario U, e da 
essa, integrando, si ottiene subito: 

1 a"] 
E-' rot (p-' rot U )  + - - = grad V, 

cZ atz 

ove V è una funzione arbitraria delle coordinate e del tempo. 
Ne1 caso di cui qui ci vogliamo occupare riterreino le omografie E, p due 

dilataaioni costanti. Inoltre, trattandosi di siinmetria rispetto a un asse z (ne1 
senso che le componenti del campo elettromagnetico si suppoiigono variabili 
solo col tempo su ogni circonferenza col centro sull'asse s e perpendicolare 
a quell'asse), se si indica con K un vettore unitario parallelo all' asse a, e 

(i) Cfr. C. BURALI-PORTI e R. MARCOLONGO, Analyse vectorielle yénéralet Applications 
a la mecaniqzle et & la physique, p. 94 (Mattei e C., Pavia, 1013). 

Vedi anche: !P. LEVI-CIVITA, Caratterastiche dei sistemi differeaziali e propagazione 
ondosa, p. 73 (Zanichelli, Bologna, 1931-XI). 

dnnali di ifatematéoa, Serie IT, Tomo XVII. 53 
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con 1, J, altri due vettori nnitari ortogoiiali fra di loro e a K, possiamo porre 

i nuineri E, ed E,  essendo le costanti dielettriche in direzione assiale e in dire- 
zione radiale, e i nuineri p,, y, le analoghe costanti della per)neubilith mu- 
gnetica. 

2. Per  scrivere ora le equazioni differenziali scalari corrispondenti alla (5), 
introduciamo un sisteina di coordinate cilindriclle r ,  0, a, ponendo 

ove O B un punto clell'asse di siminetria 8, scelto coine origine, P lin punto 
generico del campo, ed i O i l  rotore di un retto in un piano perpendicolare a K. 

Si ottiene pertanto 

e sussistono le relaaioni 

Indichianio poi con 

le coinponenti del vettore Cr, le quali. in virtù della siinmetria del campo 
intorno all'asse a, le riterrerrio indipendenti dall' anomalia 0, e qaindi fun- 
zioni soltanto delle coordinate r, a e del tempo. Cosi pure sarà indipendente 

aP av 
da O, nella relazione (5), la funzione arbitraria V, e quindi grad VX -= -0. ae a0 - 

aP 
Moltiplicando allora ainbo i meinbri della (5) scdarmente per 0 avendo 

3r 
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1.iguardo alle relazioni (7) ed (8). si  ottiene 

cioé, per dcfinizione dell'operatore rot, e ricordando che 1e.componenti del 
vettore II' sono indipendenti da 0, si ha 

ma tenando conto della seconda delle (7) 

percib ln (9) diviene: 

In modo perfettamente analogo, inoltiplicando arnbo i membri della (5) 
a~ i a~ 

scalnrmente per - e per - -, si ottiene 
as r ae 

Essendo la V funaione arbitraria di r ,  s, t ,  possiamo porre 

ove W B ancora funzione arbitraria di  r,  a, t. e allora le eqiiazioni (9') e (10) 
diventnno 

( 10') 
a w ,  1 a-u, l a 5% + Et-*P -i -- --- - 1 aw 

- -  ( 3,. ) 4 222 -- -* c2 2s 

Ponendo jnfine nelle (g',), (10') e (11): 
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si hanno le equadoni differenziali del 20 ordine 

(13) 
l a  au, a2u3 a2u3 - aw 

) q B i a r ( r  a r ) +  T * = - ~ - - -  as 

a0 ae 
- ru2) + ( r U , ) = O ,  ar rar 

alle qiiali devono rispettivamente soddisfare le coinponenti U,, U.,, U, del 
vettore U. La 1" e la  3" di esse sono evidentem~nte dello stesso tipo, ed P 
manifesto il significato delle costanti 17,' Vi*, Vd, delle qiiali le prime due 
rappresentano le velocità di propagazione dell'onda elettromagnetica in dire- 
zione radiale, mentre V ,  A la velocitk di propagazione in direzione assiale. 

Dalle stesse equazioiii (13) risolta ancora che le prime due di esse ammet- 
tono, all'istante t, la medesima superficie carntfe~istica, la qnale, ne1 caso di 
un' onda che ernana dall' epicentro 0, si dimostra (') che è 1' ellissoide cli rota- 
zione 

mentre In superficie carntteristica della terza eqnazione A l'ellissoide di  rota- 
zione 

I n  altri termini, la superficie d'onda di FRESNEL che, com'è noto, è una 
superficie algebrica del 40 ordine (7, degenera, ne1 caso in esame, in due 
ellissoidi di rotazione bitangenti nei punti z  = f V,t. 

Determinate mediante l'integrazione delle equazioni (13), le componenti U,,  
U,, U3 del vettore di HERTZ, si ha 

e quindi dalle (3) si ricavano subito i vettori E, Tri della forza elettrica e 
magnetica. 

(i) C f r .  T .  LEVI-CIVITA, loco citato, § 2. 
(2) C f r .  T .  L E V I - C I V I T A ,  loco oitato, p. 88; vedi  anche: T. BOGGIO, Sûclla supel-ficie 

d'onda di Fresnel (a Rendiconti della R. Accademia dei Lincei u, vol. XIV, serie 6", 2 O  sem., 
a. 1931-X). 
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5 2. Superficie di discontinuità delle derivate 
della forza elettrica e magnetica. 

3. Delle equazioni differensiali del tipo (13) ho già dato, in due Note pre- 
cedenti ('j, e per mezzo di integrali definiti, le formule generali di risoliisione. 
Ma prima di richiamare queste formule e dedurre dalle (1:3j ulteriori notevoli 
risultati, P opportun0 caratterizzare più dettagliatamente, riel caso che qui ci 
interessa, le superficie di onda, ovvero le siiperficie caratteristiche su cui, 
com'é noto, sono discontinue le derivate prime della forza elettrica e magne- 
tica, e cib faremo utilizzando il criterio con cui il LEVI-CIVITA (loco citato), 
pervenne alla determinasione della siiperficie di FRESNEL. 

Essendo in generale c(x,, r2, x:, , t )  = cost.. una eventuale superficie carat- 
teristica o, riferita a un sistema di coorclinate ortogonali x , ,  x,, %,, se si pone 

e si inclicano con e ;  Ir. i vettori caratteristici della discontinuttà delle deri- 
vate prime dei vettori della forsa elettrica e magnetica, e con al il versore 
della normale alla superficie D, sussistono le relazioni (T. LEVI-CIVITA, loco 
citato, p. 77), 

ove il vettore p n  ha per componenti p,, p,, p,. 
Per  ricavare dalle (15) l'equazione differen~iale delle superficie caratte- 

ristiche, eliminiamo intanto da esse il vettore I L .  
Dalla seconda si ricava 

e sostituendo nella prima si ottiene 

(') C. AGOSTINELLI. Sul problewa d i  Cauchy per Z'equazio~ze delle o lde  simmetriche 
rispetto a u n  asse ( S  Atti della K. Accademia delle Scienze di Torino P, vol. 73, 1937-38-XVI). 

C. AGOSTINELLI, SUI problema d i  Cauchy per un'equazione differenziale che interessa 
la propagazione elett~.onzagizeticu simmetrica rispetto a u n  asse ( u  Rendiconti del Reale Istituto 
Lonibardo ., vol LXXI, fasc. 1, 1938-XVI). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Poichè l'omografia p 8 dilatazione, indicando con Rp la  sua reciproca, 
risulta (') 

R P 1 P-'@ /\ e) = - (n ;\ e) = - . p92 A pe, 
1 3  P 1 8  P 

e quindi, per le proprietà del doppio prodotto vettoriale, si ha 

1 
n A y-'(n A e) = [la X pe p1d - n X pn . pe] = 

1, P 

La (16) diventa allora 

dalla quale risulta che l'espressione chiusa fra le parentesi { 1, è nna omo- 
grafia degenere, e pertanto deve essere nullo il sno invariante terzo, cioé 

Questa è, ne1 caso più generale, l'equazione alle derivate parziali nella 
funeione incoynita 5 che definisce le  superficie di onda. 

4. Ne1 caso della propagaaione simmetrica rispetto a un asse a, facendo 
coincidere le coordinate x,, x2, x,, rispettivamente colle coordinate cilindriche 
r ,  0, z, 6 da osservare che deve ossere 5 indipendente da 0, e qiiiiidi 

Indichiamo ora con e , ,  e , ,  e3 le compoiienti del vettore e,  ponendo cioè 

3P 
e moltiplichiamo quindi scalarmente ambo i iuembri delta (17) per-. 

2r 
Poichè, ricordando le relazioni (81, risulta: 

(1) Cfr. C. BURAI.I-FORTI e R. MARCOLONGO, Amalisi vettoriale genevale, vol. 1°, p. 95 
(Zanichelli, Bologna, a. 1929). 
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ed inoltre 

si ottiene 

In  modo perfettameiite analogo, moltiplicando scalarinente ambo i membri 
1 aP 2'P 

della (17) per -- e per - si  hanno le nltre due relazioni 
r ae a# 

Escludendo Che sia e, = O, tenenclo conto delle posizioni (12)) la (20) porge 

sena1 altro la  relazione 

Eliininando poi e, ed e ,  dalle (19) e (21)) in virtù delle stesse posizioni (12), 
si ottiene 

':(pi - v;$; - v 3 g  = O, 

dails quale, esoludendo il oaso di p - "=O, (superficie dlonda fissa), segue 
O - at 

1' altra relaaione 

(22') pi - 8yp; - V3g = O. 
Se poniamo ora 

A - 

(23) H = t- V Vfp: + V:pJ; H* = v;$: + ripi, 
le equazioni parametriche delle superficie di onda epicentrali risultano (T. LEVI- 
CIVITA, loco citato, pp. 54 e 88): 

Ciob, rtvendo riguardo alle relazioni (23), si deduce, conformemente a 
quanto si b affermato alla fine del no 2, tj 1, che le superficie di onda o 

sono composti di due ellissoidi di rotazione O , ,  a,, rispettivamente di senii- 

assi Vit, V3t. e ~ ; t ,  V,t, bitangenti nei punti s = & Vat. 
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Se la propaga~ione ha origine dai piinti P,(r,,z,,), di una superficie a,,, le 
due superficie in cui si spezza la superficie di onda saranno invece gli invi- 
luppi degli ellissoidi 

coi centri nei piiiiti P,,(r, 8,) della superficie O , .  

5. Indicando ancora cou a , ,  a ,  i coseni degli nngoli che la direzione rz 
della normale esterna. alla superficie d'ondii fornia colle direaioni radiale e 
assiale, risulta 

ai = P ~ / P ;  a,=P,P. 

Dividendo d o r a  ambo i rnembri delle relnsioni (22) e (22')' per p" e 
osservando che (T. LEVI-CIVITA, loco citato, p. 34), 

ove dm è l'elemento di normale compreso fra due superficie d' onda infinitn- 
mente vicine, e V b l a  velocità di avarzzamento della superficie il'onda, si 
ottiene 

(24) v" q + a 2 v 2  3 ,  sulla superficie a,, 

(24') V 3 = a i ~ ~ 2 + a , ~ 3 ,  >) >> Oz 7 

le quali confernmno che le due superficie di onda, di prora e di poppa avan- 

znno in direaione radiale con due velocitW distinte V,  e VT, e in direeione 
assiale con una sola velocith V 3 .  

3. Condizioni a m i  devoiio soddisfare le componenti 
del campo eletfromagnetico sullzl superficie d'oiidti. 

6. Dalle equaaioni (1) di MAXWELL-HEETZ, essendo per ipotesi E, p dila- 
taaioni costanti, si dediice 

E 3~ p a ~  1 3 = E X - - - + H x - - =  ( E E X E + ~ H X  H).  
c at c at  2cat 
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Se supponiamo ora che l'emissione abbia origine da  una superficie 
chiusa a,,: e indichiamo con o la superficie di onda all'istante t, e con S 10 
spazio (finito), compreso fra a, e o, dalla r'elazione precedente si ricava 

ciob, per il teorema della divergenza, 

ove r l ,  ed 18, sono vettori unitari normali rispettivamente a o, e a o, e diretti 
verso l'esterno del campo S. 

7. Per trasformare opportunamente la relazione (23) dimostrian~o intanto 
che se y(P, t) é una fuimione del punto P di un campo finito S, limitato da 
m a  superficie O, ed 6 inoltre funzioiie di t ,  si ha la formnla 

ove n indica al solito la  direzione della normale esterna alla superficie o. 

Infatti, pel teorema di HERTZ sulla variazione del flusso si  ha la nota 
relazione (') 

nella quale u b un vettore funzione dei punti del campo S e del tempo, n B 
vettore unitario normale alla superficie a che limita i l  campo S, diretto verso 
l'esterno, e u 6 il vettore che rappresenta la velocith di avaneamento dei 
punti di  G. Da essa, pel teorema della divergenza, segue 

( i )  Cfr. C. BURALI-FORTI e R. ~IARCOLONGO, Elementi di Cale020 uettoriale, p. 171, (12)' 
(Zanichelli, Bologna, 2a edizione 1920). Vedi anche: T. BOGGIO, Sulla trasformaaione di 
alcuni integrali che si  p~esentano .~zell'Idvodinamica ( a  Rendiconti della R. Accademia dei 
Lincei m, vol. XXII1, a. 1914). 
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Poncndo dis t h  = y, e osservando che X g r  = * si Lx proprio la  rela- 
dt ' 

zione (26) ('). 

b. Trasforrnando per meüzo della (26) il i0 membro della (251, si ha 

che si pub scrivere anche cosi 

Questa equa~ione si semplifica molto se siilln superficie d'onda o poniamo 
(cib che sarà giustificato subito), 

perchè allora la relazione precedente, dopo aver integrato rispetto a t porge 

la quale esprime il principio della conservazione dell'energia per la propa- 
gazione elettromagnetica in un mezzo ne1 quale le proprietà dielettriche e 
magnetiche sono caratterizzate dalle dilatazioni costanti E, p. 

Le condi~ioni (27) a cui devono soddisfare i vettori della forza elettrica 
e magnetica suila superficie d'onda O, dono quelle Che, ne1 cas0 dei mezzi 

(') Ne1 caso dei mezzi omogenei ed isotiopi cfr.: E. LAURA, Sopra il problema estel-no 
della dinamica dei lnezzi elastiei isotropi (. Dilernorie della Reale Aceademia delle Scienze 
di Torino D, serie I I ,  vol. 64 a. 1911). I D E M ,  Sopra una classe d i  soluzioni delle equazioni 
di  Lkbxmell-Hertz (Switti matematici offerti a Iiuigi Berzolari, a. 1936-SIV). 
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omogenei ed isotropi pvrtano il nome di condiaioni d i  Love ('1). Ricordando 

d n  P che - =&A, risiilta evidente I'analogia f ra  le condizioni (27) e le rela- 
d t  P 

zioni (15) di LEVI-CIVITA, le  quiili, pur esprimendo una proprieta del tutto 
diversa, hanno struttiira perfettarnente identica alle precedenti. 

I n  altri termini si lia il risultato notevole che nel caso della propagazione 
elettrornagnetica in un mezzo me1 quale  le  proprietà dielettriche e magrcetiche 
sono caratteriszate d a  due  dil~ntaziotzi costanti E ,  pl su l ln  superficie d ' o n d a  o 

al17istante t, tatzto i ~ e t t o r i  E ,  H della foraa elettrica e magnetica,  quanto  i 
vettori e, h che caratteriaaano t a  discontinuita attrnverso o delle derirate p i m e  
d i  E ed H ,  soddis fano alle fitedesime condiaioni. 

9. È chiaro che operando sulle condizioni (27), nello stesso modo con cui 
si B operato siille condizioni (15), si pervicne a stabilire ancora 1' equazione 
alle derivate parziali che definisce le superficie d'onda. Qui non ripeteremo 
quel calcolo, ma ricerremo acquisiti i risultati del 5 2. 

Piuttosto è opportuno dimostrare corne sulla superficie d' onda a, quando 
siano soddisfwtte le equazioni (1) e le coiiclizioni (27), i vettori EE, pH, verifi- 
Cano anche, oome è necessario, le equaeioni (2), cioè risulta 

div (EE) = O,, div ( p H )  = 0, sopra o. 

Infatti, dalle equazioni (1) si deduce 

(28) 
a a 
- div (EE) = O, - div ( p H )  = O, a t a t 

le quali sussistono in tutto il campo S, mentre per la formula fondamen- 
tale (26), si ha 

ciod, per la la delle (28), e osservando che pel teorema della divergenea d 

risulta 

(l) LOVE. Wave-motions mith discontinuities at mave-fronts (U Proceedings of the London 
Math. Society D, serie II, vol. 1, 1903-1904). Cfr. anche E. LAURA, secondo loco citato. 
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Ma dalle condizioni (27) si deduce 

EEXIYL=O, pHXn=O, sopra O, 

percib dalla (29) segue 
d n  

div (EE) . - dt . do = 0. 

Questa condiaione, essendo soddisfatta in ogni istante t > O, dice, giusta 
quanto si era affermato, che in ogni punto della superficie o è div ( E E )  = 0. 
I n  modo perfettamente analogo si vede che sopra o è div (pH) = 0. 

10. Perchè nella propagazione elettromagnetica siinmetrica rispetto a un 
asse a la  superficie d'onda all'istante t è composta di due parti o,, a,, bitan- 
genti in due punti dell'asse a, possiamo applicare la  formula (25) al10 spazio S 
compreso fra o, e O,. 

Supponendo che O, sia la superficie interna si ha 

Ma la  (26)  porge in qnesto caso: 

percib si deduce 
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cioh, per le condizioni (27), 

da cui segue che l'integrale 

é costante rispetto al tempo, cioè, nel la  yvopagazione elettronzngnetica simtîze- 
t r ica  rispetto a un asse, I'energia del campo compreso fra le d u e  superficie a, 

e O, d i  c u i  è composta l a  superficie d ' o n d n ,  s i  naa~ztiene costante. 

I l .  I n  qnesta nostra ricerca abbiamo ricondotto In risoluzione delle eyua- 
aioni differenziali del campo e1ettrom:ignetico alla determinazione del vettore 
hertziano U, le cui componenti sono solueioni delle equazioni (13). E mani- 
festo pertanto che le proprieta che involgoiio i vettori E, 13 della forza elet- 
trica e magnetica si tradurranno in altrettante proprieth del vettore U o delle 
sue componenti. Viene spontaneo percib di domandarsi che cosa diventano 
le condizioni (271, quando ai vettori E, H si attribuisce la  determinazione 
espressa dalle relazioni (3). 

d n  
Facendo la  sostituzione. e ricordando che 

d t  
B la  velocità V di avan- 

zamento dell'onda, si ottiene 

ap 
Dalla prima di queste, moltiplicando ambo i membri scalarmente per - ar 

ap 
e per -, ricordando che le componenti del vettore U sono indipendenti dal- 

as 

l'anomalia N, Che inoltre la  superficie d'onda a è composta d i  due superficie 
di rotazione bitangenti, una delle quali, che indichiamo con a,, è superficie 
caratteristica per le componenti U, e U,, mentre l'altra, che indichiamo con a,, 

è superficie caratteristica per la componente U,,  e osservando infine che ne1 
nostro caso è 
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270 C .  AGOSTINELLI: Sulla propgazione elettromagnetica 

si deducono le due condizioni scalari 

a au, au, a au, au V -  --- + a  - ---2 = O  

(28) 
&(B l a  au, $) au, a a t ( a 8  a au, aJ y 

V - - r - - - -  + a  ---- 
r a r [ ( b  ar)] i a t ( a .  ,)=O? 

nelle quali la velocith V é espressa dalla relazione (24). 
ap 

Analogamente dalla seconda delle (27'), moltiplicnndo scalarmente per - 
ar 

ap 
e -, si hanno le altre due condizioni 

aa 

a2u2 a2uLo, v. - 
a ~ a t  + "CF 
i ayru*) a2u, v.- - + a, -- 

atz 
=O, sopra oz, 

r arat 

ove la  velocità V 6 ora espressa dalla (24'). 
Non abbiamo considerato le relaaioni che si ottcngono dalle ('27') rnolti- 

ap 
plicandone ambo i membri scalarmente per -, poiché, come é facile verifi- 

20 
care, quella che si ottiene dalla prima di esse, avuto riguardo alla teraa delle 
equaaioni differen~iali (13) ed alla (24')) risulta combinasionc lineare delle 
equazioni (28'). Analogamente, quella che deriva dalla seconda delle condi- 
zioni (27') 6 conseguenza delle equaaioni (28) e delle (24). 

4. Integrazione delle equazloni differenziali 
a cul soddisfano le componentï del vettore di Hertz. 

12. Ho già detto che delle equaaioni differenaiali del tipo (13) ho gih 
dato, in due Note precedenti, le  formule generali di rappresentazione degli 
integrali, risolvendo per esse il problema di CAUCHY. 

Fer applicarle ne1 nostro cas0 consideriamo nello spaaio cartesiano rap- 
presentativo (r,, a,, t,) i due c o n i  ca ra t t e r i s t i c i  1' e l'", rispettivamente di 

entrambi col vertice ne1 punto P(r, s, i), e supponiamo che essi taglino su 
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sirnmetrica rispetto a un asse 271 

nna superficie G(r,,, o,, t , )  = O ,  due porzioni finite S, ed SOY, situate dalla 
parte per cui 6 O < tn  < t. 

Indicando inoltre con T e T* le due porzioni di spazio limitate rispetti- 
varnente da  detti coni e dalle superficie S ed S* si hanno, per le equazioni 
differenziali (13)) le soluzioni : 

KU&-, s, t )  = - U3 cos a dSo + 1 

- & a//($ - $) U2 cos y -dSo* ,  
O* 

nelle quali a, P, y sono gli angoli che la normale ad S,, ovvero ad S,", 
(diretta esternamente a l  campo T, ovvero T"), forma cogli assi r,, a,, t, ,  ed 
B inoltre 

mentre 
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272 C. AGOSTINELLI : S d l n  propagnzione elettr-omagnetica 

è il siinbolo di derivasione conormale ne1 senso di D'ADHÉMAR. Gli analoghi 
elementi contrassegnati con asterisco si  ottengono dai precedenti sostituendo V," 
in luogo di V,. 

Le formule precedenti forniscono, nella forma più generale, gli integrali 
delle equazioni differenziali (13)' quando siano assegnati i valori delle fun- 
zioni U,, U, ed U,, nonch& i valori delle derivate conormali  sulla superficie S,, 
ovvero S,*. 

13. Volendo ora dedurre per i l  problema che qui ci siamo proposto degli 
ulteriori risultati. che in parte lurneggiano, sotto una forma nuova e non priva 
di eleganaa, quelle soluzioni elementari, ottenute nelle Note citate, ripren- 
diamo le equasioni differenaiali (13), ponendo in esse l a  funzione arbitraria W 
uguale a costante, con che esse diventano: 

Incominciando dalla Sa delle (13')) se cerchiarno di soddisfare ad essa 
ponendo 

ove J O  6 la funzione di BESSEL di ordine zero e di prima specie, ed s é para- 
metro arbitrario, 

si ottiene, per la 

(29 1 

la quale, corne B 

ricordando che J,(x) soddisfa all'equaaione differenziale 

d V J ,  l d J ,  
- - + - - + J o = O ,  d x b  ddx 

funzione F(s, O, t),  1' equazione 

facile verificare, ammette la soluaione 

Dimodochd si ha la soluzione 

u, = JO S - .JO 8 (1 - ta)' - -?y], , )  I l '  
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simn~etriccc r ispstto n U N  nsse 273 

ed é anche soluaione della suddetta equazione 

ove f,(s) B funzione arbitraria del parametro S. 

hnalogamente, posto 

ove Ji(x) è la fuiizione di BESSEL di 
aione differenziale è notoriamente 

si trova che la  fuiizione @(s, a, t)  deve 
Pertanto risulta 

10 ordine e di la specie, la  cui equa- 

soddisfare alla stessa equazione (29). 

soluzione della prima delle equaaioni (lx), e quindi si ha la soluzione più 
generale 

ove f,(s) è un'altra funzione arbitraria del parametro s. 
Infine, da1 confronto della la delle equaaioni (Ir) ,  colla 3a delle mede- 

sirne, si deduce che è soluzione di quest'ultima l a  

con f,(s) al solito funzione arbitraria del parametro S. 

14. Se in particolare poniamo nella (30) : f,(s) = JO 

costante arbitraria, si ha 
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274 C. AGOHT I ~ E L L I  : Sulla propc~gn~ione elettromagnelica 

Ora, per un noto teorerna di SONINE ('), risulta 

ove I' 6 i l  noto integrale euleriano di 2" specie, oppure I= 0, secondochè si 
possa formare O no un triangolo avente per lati a, 6, c. Percib ne1 caso di 

i' - = v\ln si ottiene dalla (30') ( 8 )  

- - -- - 
TC r + r o  B - z , ~  r - r ,  B-zo4' 

( +  ) - t - 
. 1/ ' t - to) '  - 

risultato notevolissimo, in  qnantochè si ritrova, per la 2" delle equazioni dif- 
ferenaiali (13'), la soluzione elementare che già ho trovato direttamente, con 
tutt'altro metodo, nella prima delle mie due Note citate, suluzione che mi ha 
reso possibile, per quell'equazione, la  risoluaione del problema. di CAUCHY. 

Non 6 privo di  interesse dare ancora alla soluaione (30',) un' altra forma, 
osservando che 

- 1 - -  - 1 - -  - per a > b. 
va'-b' 

O y a + b - v a - b '  

Ponendo in questa: 

( 4 )  N .  SONINE, Recherches suv les fonctions cylindriques etc. (a Mathematische Annalen 8 ,  

Band XVI, 1880, p. 46). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a meno di un fattore costante, si  ottiene 

15. Scriviamo ora nella (30')) o in luogo di r,/V,, moltiplichiamo quindi il 
20 membro di essa per cp3(a)-odo, e integriamo rispetto a o da zero ad r,,/V,. 
Si deduce allora l'altra soluzione 

la quale del resto si ottiene dalla (30) ponendo 

%IV, 

f,(s) = s J,(so)-cp,(o)*odo. S O 

I n  virth della (30',), la  (30) equivale anche alla soluaione 

Per  vedere i l  significato della fuk ione  cp,(o), osserviamo che per t = t ,  
e z = a,, O pih in generale z = z, & V,(t -. t,,), la (30) porge : 

Orn, la nota formula di trasformazione di HANKEL (') 

ne1 caso di m = O, e per x = r/ V, ; c = ro/ V, , dimostra che 

(33') , p e r r < r , , .  
O 

(1) H. HANKEL, Die Wurier'schen. Reihen und Inteyvale für Cylinderfunctio.nen (U Math. 
Annalen n, Band VIII, a. 1872, p. 471). Vedi anche SONINE, loco citato. 
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Confrontando percib le relazioni (33) e (337, si deduce che la funzione y ,  
non 6 altro che il valore che acquista la funzione U, ,  definita dalla (30)' 
all' istante t = t,, nei punti interni al cerchio di raggio r , ,  col centro siil- 
l'asse s, e situato ne1 piano s = z, [ovvero nei punti interni al cerchio di 
raggio r, del piano s = a, +- V,(t - t,)]. 

In  conclusione la soluzione (301'), ovvero la (3N1,), B quella che determina 
l'integrale della 2" delle equazioni (13'), quando siano assegnati i valori della 
funzione U3 all'istante iniziale t = t,, nei punti interni al cerchio anzidetto. 

Se z, si fa ~ a r i a r e  su una superficie chiusa di rotazione intorno all'asse z, 
di equazione r,, = rU(z,), e nella (30 )  si esprime r, in funzione di z,, allora 
essa dà, llintegr+le della 216 delle equazioni (13'), essendo assegnati su quella 
superficie i valori della funzione U3 all'istante t = t,. 

Osserviamo ancora che se nella (30)  l'integra~ione rispetto al parametro a 

si esegnisce da zero ad infinito, cioh si pone 

in questo cas0 si ha la funzione U s ,  per valori assegnati y ,  di essa, all'i- 
stante t = t,, in tutto il piano s = z,. 

È notevole il fatto che, in virtù della formula di trasformazione 

(361 ~o(sx)-.T(sy)-sa i x,,(ro) f ( a l c ~  = n (vr2 + - 2 x 2 ~  nos hido, 
O O O 

stabilita nella Nota posta in fine, la relazione (35) porge 

la quale esprime appunto l'integrale della 2" delle equazioni (13') per valori 

arbi t ra i  ( )  assegnati alla funzione U,,  all'istante t = t,, in tutto il 

piano z = z, . 

16. Vogliaino infine far vedere corne dalla relazione (30) si possa dedurre 
un valore della funeione U, che per t  = t ,  sia singolare in un punto generico 
z = a,, dell' asse s, e che ha molta analogia con una espressione che il BEL- 
TRAMI ha data della funzione potenziale in un anello circolare omogeneo ('). 

(4) E.  BELTRAMI, Sull'attrazione di un anello cil-colal-e od ellittico ( e  Opere Matema- 
tiche 2, vol. I I I ) .  IDEM, SulEa teoria delle fuflzioni potenziali simmetriche (idem). 
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A ta1 fine poniamo nella (30) f,(s) = 1, e ricordiamo il noto valore della 
£ unzione JO(%) : 

Si ha d o r a  dalla (30) 

T[ 00 

& = y2d$ [s i / ( t  - 1J - (. Y, '"r] - cos ( s  sen 0) - ds. 
'=. 

O O 

M a  per note formule ( i )  é 

m k, (sa) cos (sb). ds = l,ye' - be, per a > b. 
O 

percib, in forma molto semplice ed espressiva, si deduce 

la quale fornisce la funsione U,, colla singolarita richiesta, mediante un inte- 
grale ellittico completo di la specie, corrispondente ad una perturbasione 
simmetrira che ha  origine all'istante t = t ,  da un punto 2; = e, dell'asse a. 

17. Le consideraaioni che abbiamo svolte nei nunieri precedenti per l a  
funzione U,, si possono ora estendere alle funzioni U ,  ed U , .  

Osserviaino intanto che derivando il 20 e 30 membro della (30'J rispetto 
ad r, e moltiplicando per rot-, si ottiene 

ove per seinplicità si è posto 

- 

+ a - a , "  r - r u  2-8, 4 
(58) 1 = v(-)?+ (--) 1 ( t  - t J z ;  = v ( t  - tOl2  - (T y- (T) . v, v, 
- -  

(') Cfr. BELTRAMI, secondo loco citato. 
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2% C. A~OSFINELLI: Sulla propagazione elettromagmetica 

Ma si verifica facilmente che 

ed è noto d'altra parte che 

sostitnendo percib nella (37), e integrando rispetto ad r , , ,  si ricava 

Ma tenendo conto dell'equaaione differensiale a cui soddisfa la funzione 
Jo(x), nonch6 della (39j, si ha 

d 
~ J ~ ( x ) = ~ [ x J ~ ( x ) ] ,  e quindi: 

segue percib dalla (40): 

Se ora nella (31) poniamo f,(s) = sJ, , in  virtù della relazione pre- 

cedente si ha l'altro risultato notevole 

e si ritrova cosi, per altra via, la soluzione elementare della la delle equa- 
zioni differenziali (13'), già, considerata nelln seconda delle mie Note citate. 

Analogamente, dalla (32), per f ,  = sJ, SL si ricava ( t;,*)? 

ove A* e p* hanno i valori che si ottengono dalle (38), pooendo VI* in luogo 
di  V , .  
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18. Nello stesso modo con cui dalla (30') si 6 dedotta ln relazione (30"), 
cos1 ora dalla (41) si ricava ancora, per la funzione U,, il valore 

Da questa, per t  =to e z=z,,, [ovvero più in generale per ~=~,*v~( t - t , ) ] ,  segue 

la quale, per la  trasformazione (34) di HANKEL, mostra che la funaione y, 
rappresenta i valori arbitrariamente assegnati per la funzione U, nll' istante 
t = t,, nell'interno del cerchio di raggio r , :  situato ne1 piano e = a,, e col 
centro sull'asse z, i quali sono anche i valori che la funzione Li, assume nel- 
l'interno del cerchio di raggio r, appartenente al piano z =.zo dz V,(t - t,). 

La (43) dà percib 1' integrale della la delle equazioni (13') per valori asse- 
gnati alla funaione U,, all'istante t = t , ,  nell'interno del cerchio di raggio r ,  
appartenente a l  piano z = n o .  

Analogamente se alla funzione U, si assegnano all'istante t  = t , ,  e nel- 

l'interno del10 stesso cerchio, i valori y, (ta) si ottiene 

Vale anche qui l'osservazione che se s, si fa variare su una superficie 
chiusa di rotazione di equazione r, =r,(e,,), e nelle relazioni (43) e (44) si 
esprime r, in funaione di a,, allora esse forniscono gli integrali della la e 3" 
delle equazioni (13')' quando siano assegnati su detta superficie, all' istante 
t = t,, rispettivamente i valori delle fun~ion i  U, ed U,.  

Si vede inoltre che in virth delle relazioni (41) e (42) le soluzioni (43) 
e (44) equivalgono rispettivamente alle seguenti : 
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280 C.  AGOSTINELLI : Sulla propnyazione elett~onmgnetica 

col significato già noto delle funzioni cp, e y,. 
Se ora fitcciamo tendere r,, ad infinito, in virtù della formula di trasfor- 

mazione 

anch'essa stabilita nella Kota finale, le  (43) e (44) porgono 

ove, per semplicith, si 6 posto 

Le relazioni (43') e (44') esprimono rispettivamente gli integrali della l a  

e 3" delle equazioni (13'), quando delle funaioni U,  ed U, siano assegnati i 

valori y ,  (k), e .p,(;*), al17istante f = i,, su tiitto il piano z = a,. 

S 
Poniamo infine nella (31) f,(s) =*- -, e ricordiamo che 

Fi 
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simmetrica rispetto a un asse 281 

Si deduce allora 

e quindi, per le considera~ioni svolte alla fine del n. 16, si ha 

Analogamente dalla (32) si ottiene : 

Le relaaioni (43") e (44") costitniscono evidentemente dne valori delle fun. 
aioni U, e U,, singolari all'istante t = t, ne1 punto a = a, de117 asse a, e corri- 
spondono ad una propagazione che ha origine in quel punbo all'istante t = t,. 

g 5. Campo elettrom&gnetïco 
emesso da una sorgente pnntiforme. 

19. Proponiamoci ora di determinare, sotto forma di serie, i valori delle 
componenti del vettore di HERTZ, soddisfacenti alle equazioni differenziali (13'), 
ne1 caso di una propagazione elettromagnetica simmetrica avente origine da 

un punto dell'asse di simmetria, supponendo per semplicith che la sorgente 
sia nell' origine O(r = O, s = O), degli nssi, che 1' emissione avvenga nell' in- 
tervallo di tempo (O, T), e nelle ipotesi seguenti : a) Le componenti della 
foraa elettrica e magnetica siano continue, e colle derivate prime limitate, 
in ogni punto del campo diverso da O; 6) Le componenti E l , ,  E,, Hz,  siano 
identicamente nulle allesterno dell'ellissoide di rotaaione p = t, ed interna- 

mente all' ellissoide p = t - Tl essendo p c) Le componenti E,, 

H l ,  H,, si annullinp identicamente all'esterno dell' ellissoide di rotaaione p*= t, 

rS zZ 
e al17interno dell'ellissoide p* = t - Tl ove p* =il<" + (<). 

7 s  

(') Ne1 caso della propagazione in un memo dielettrico omogeneo ed isotrope, ne1 quale 
le superficie d'onda epicentrali sono sferiche, Yanalogr qaestione B giEa stata risolta, corn9& 
noto, in generale, da1 prof. R. EINAUDI ne1 suo lavoro: Sul campo e l e t k o m a g m t i c o  emesso 

Annali di Matenatica, Serie IV, Tomo XVII. 36 
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Trasformiamo intanto le equazioni differenziali (13')) ponendo nella 1" 
e 2a di esse 

e nell' ultima 

-- 
r - 2! = p sen 0, - 
v, 7 3  = 

Si ottiene cos1 

20. Per determinare nelle ipotesi ammesse le componenti U,, U,, U, del 
vettore U, per mezzo delle eqnadoni differenziali (47)) incominciamo da U,,  
ponendo 

(48) 

Sostituendo nella seconda delle (47) essa si scinde nelle seguenti equa- 
zioni 

(50) 
d"., dP,,  
~ + c t g 0  B+k'k.P.=O, (%=O,  1, 2) 3 ,... ), 

ove le k.. possono essere costanti arbitrarie. 
Posto ancora 

[ = cos 0 
la (50) diventa 

dXPn(E) 
dS2 

"P") + kk. P., (E) = O. (1 - 5" - - 225 - 
dS 

d a  ulza sorgente puntiforme ( a  Atti della Reale Accademia delle Scienee di Torino 2 ,  vol. 71, 
a. 1935-1936-XIV). Cfr. anche del10 stesso Autore, Sulle silzgolwitd isolate delle solzczioni 
della eqzcazione delle onde ( a  Memorie della R. Accademia dei Lincei w ,  vol. VI, anno 
CCCXXXIII-19'36-XIV). 
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È noto che gli autovalori di questa equaaione, per 6 variabile da - 1 
a + 1, sono dati da k,, = n(n + 1). In ta1 caso essa risulta l'equazione diffe- 
renziale dei polinomi di LEGENDRE di ordine n ( I ) ,  definiti dalla 

mentre la (49) si trasforma facilmente nella seguente 

Cerchiamo ora la soluzione dell'equazione (49') che sia somma di pro- 
dotti di una funzione della sola p per una funzione arbitraria del parametro 
a = t -  p, ponendo cioh 

(52) P F ~ '  = %P,&)*+~~(s). 
O 

Sostituendo nella (49') si ottiene 

e ponendo ancora 

con Sf)(s) funzione arbitraria del parametro s, derivabile quante voolte occor- 

rerà, si ha 

da cui, per l'arbitrarietà delle funzioni $t], si deduce ohe deve essere 

(4 )  L'equadone differenziale dei polinomi di LEGENDRE di ordine n. Q notoriamente 

Per nz = O, si ha il polinomio espresso dalla (51). 
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Queste sono soddisfatte per 

(54) 
a n i  

pn-t' 
(i = O, 1, 2, ...), 

ove i coefficienti a,,i sono espressi dalla relazione ricorrente 

Da qaesta risulta che i ooefficienti successivi ad a,, sono tutti nulli, e 
posto ana = 1, si ricava 

2%(n - 1) ... (n-i I- 1) 
ani = (i = 1, 2, ,.. , n). 

i !  2m(2n-1) ... (21.1- i -I- 1)' 

In  virth delle relazioni (51), (52), (53), (54) e (55), l a  (48) porge quindi per 
la funaione U, il valore 

21 In modo perfettamente analogo, ponendo 

00 

r U, = LFt)(p, t )  &(Q, (E = cos O ) ,  
O 

si deduce dalla la delle equaaioni (47) che le funzioni II,(() e PLi)(p, t), devono 

soddisfare alle equazioni differenaiali 

La prima 6 17 equazione differenziale dei polinomi di LEGENDRE P(1) (vedi 

nota numero precedente), e si ha quindi (') 

mentre la seconda, analogamente a quanto si B visto per la (497, porge 

(8 = t - p), 

( 4 )  Si osservi che per m =  0 I'espressione di II&) perde significato. In ta1 cas0 risulta, 
corne è evidente, II,&) = & + b, con a, b costanti arbitrarie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ove i coefficienti ami sono ancora espressi dalla (55), e le +n)(s) sono funaioni 

arbitrarie del parametro s = t - p. 
Dimodochh risulta 

e analogamente, dall'nltima delle (47), si ottiene 

essendo p = cos 8*, s* = t - p*, . ed ove l e  +t)(s*) sono a1 solito funzioni arbi- 

trarie del parametro se. 
Se ora ricordiamo le espressioni delle componenti della forza elettrica e 

magnetica in funzione delle componenti Ut, U,, U, del vettore di HERTZ 
(no 3, 5 1), nonch6 le condizioni a), b), c) poste ne1 no 19, si vede dalle rela- 
zioni (56), (57) e (58), che le funzioni +f)(s), $!)(s), e Jzn)(s), devono essere deri- 

vabili n + 3 volte rispetto ad s (ovvero s*) ed annnllarsi identicamente per 
s < 0 ed s > T, (ovvero per s* < O, ed s* > T), ed ewere nulle colle derivate, 
fino a quelle di  ordine n + 2, per s = O ed s = T, (ovvero per s* = O, ed s*= T). 

N O T A  

Dalla serie di NEUMANN (') 
00 

(1) Jo(Vxy + y' - 2xy cos0) = Jo(x)* Jo(y) + 2Z,Jn(x)- Jn(y) cos ne, 
1 

moltiplicando ambo i membri per cosm0, con m u n  numero intero, e inte- 
grando da zero a 2x, si deduce 

J m ( ~ ) .  J&) = &SJ.(vxr + y2 - 2 % ~   CO^ 0) 0 COS me* dB. 
O 

Poniamo ora nella (II), in luogo di  x ed y rispettivamente s& 

tiplichiamo quindi ambo i membri per s J,,(so)- f(o)-odq ove f (o)  J O 

ed ay, mol- 

B una fun- 

(') C. NEUMANN, Theorie der Bessel'schera Fî~lzctionen (Leip~ig, 1867). 
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aione arbitraria del parametro a, e integriamo rispetto al parametro s da ~ e r o  
ad infinito. Si ottiene cos1 

2~ m =&Po, m6dpo(sv12 + Y. - 2x9  COS U) .scia i ~~~~~~~~~~~~o~.. 
O 

ilta per la formula (34) di HANKEL, ricordata ne1 no 15, risulta 
S 00 

[J,(SVX' +y2 - 2xy cos 0) . s d ~ [ ~ ( s a ) - ~ ( o ) - o d a  = f(Yx2 + y2 - 2xy  cos O ) ,  
JO 

percib la ( I I I )  porge 

(IV,! 

la relaaione notevole ( i )  

2lT 
1 

= 2 z  - [f(yx2 + y' - 2 r y  cos R) cos m6 -do. 

I n  particolare, per m = O, si ha la formula (36) 

S 1 
f i ( sx)-  ~ ~ ( s ~ ) s d s  Jo(sa).f(a).ado = -S f (vx2  n + y' - 2xy  cos 6 )  -do 
O O O '  

adoperata ne1 no 15. 
Poichh 

con una integraeione per parti si ricava 

(1)  La formula (IV), che B una nuova generalizaazione della formula di HANKEL, ha 
una certa analogia con alcune generalizaazioni che della trasformazione di HANKEL ha dato 
A. ERDELYI nella sua Nota: Sulla trasformasione d i  Hankel plztridimensionale ( a  Atti del- 
1'Accademia delle Scienae di Torino 9 ,  vol. 62, 1936-1937). Essa perb non rientra nelle for- 
mule stabilite da ERDELYI. 
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Derivando allora ambo i membri della (IV) rispetto ad x e ponendo 

ovvero, ponendo 

si ha 

In particoiare, per m = O ,  e ricordando che J',,(T) = - J,(t), si ha la rela- 
zione (45) 

R 

= il$(~e~ + ÿ2 - 2x9 coa 0 ) . ~ ( V d  +y2 - 2xy COS 0)*d0,  
O 

di cui ci siamo serviti ne1 no 18. 
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Ueber P u i i k t e  (n + 1)-ter Ordnuiig auf Bogen im R,, . 
u Ueber differenzierbare Kurven und B6gen III B. 

V o n  PETER SCHERK (Vycapky ,  C .  S .  R.) .  

Bem Andenken meinee verehrten Lehrers EDMUND LANDAU, 

Einlei tung. 

Die vorliegmden Bemerkungen wurden angeregt durch eine Arbeit Frau- 
lein SAUTERS (i), in der sie einen differenzierbaren Punkt s auf einem Bogen 
im n-dimensionalen projektiven Raum R, betrachtete und die Falle angab, 
in denen sich die Diffeïenaierbarkeit von s in dem Sinne automatisch ver- 
scharft, dass jede Folge von k-dimensionalen Unterraumen, die den Bogen in 
wenigstens je k + 1 gegen s konvergenten Punkten treffen, gegen den k-dimen- 
sionalen Schmiegraum von s konvergieren; Dabei setzt sie voraus, dass der 
Punkt s den Bogen in awei Teilbogen n-ter Ordnung eerlegt [Definitionen 
weiter unten]. 

I n  dieser Arbeit werden i n  einem charakteristischen Speaialfall die Hau- 
fungsunterraume solcher Folgen angegeben. Wir setzen einerseits voraus, dass 
der Punkt s die Ordnung n + 1 hat, - dann ist nach einem Satze von Herrn 
HAUPT (0) die Zusatzvoraussetzung Fraulein SAUTERS von allein erfiillt -, 
audererseits fordern wir, um die Pnnkte, in denen der Bogen von einem 
Unterraum getroffen wird, mit einer gewissen Vielfachheit zahlen zu konnen, 
dass nicht nur der Punkt s sondern der ganee Bogen differeiizierbar sei. Die 
Ergebnisse lassen sioh unter der SAUTER' schen Zusatzvoranssetaung un- 
schwer auf den Allgemeinfall ausdehnen. 

Von den Resultaten sei erwahnt : Geht keiner der k-dimensionalen Unter- 
raume durch s, so enthalt jeder H%ufungsunterraum den (k - 1) - dimensio- 
nalen Schmiegraum von s und liegt im (k + 1) - dimensionalen. Eine Polge 
von Unterraumen treffe den Bogen in mindesteus je 911 [verschiedenen oder 

(') SAUTER: ZUT Theorie der Bogelz 12-ter (Realitats-) Ordmmg im pvojektiven R,, 
Zweite Mitteilung: a Nath. Ztschr. X ,  42 (1937), S. 580 ff .  

(') H A ~ J P T :  Ein Sntz iibev die  reellen Roztmkuruen viertev Ovdwng und seigle Vevall- 
getneinerung, a Math. Ann. >, 108 (1933), S. 126 ff. 
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ausammenfallenden] gegen s bonvergenten Punkten ; dann trifft jeder Haufungs- 
unterraum den Bogeu mindestens nz-fach in S .  

Bei den Beweisen wird nicht so sehr benutzt, dass der Punkt s die Ordnung 
n + 1 hat, als dass die Hyperebenen durch s dort den Bogen nach bestimmten, 
- durch ein im wesentlichen von Herrn DENK (3) herrahrendes Schema, die Cha- 
rakteristik von s, festgelegten -, Regeln sttitzen oder durchsetzen, je nachdem 
welches die Hikhstdimension der in ihnen gelegenen Schmiegraume von s ist. 
Den Uebergang awischen Charakteristik und Ordnung vermittelt ein ebenfnlls 
von Herrn DENK atammender Satz. 

1. Definitionen und Hilfss&tze ('). 

1.1. Unter einem B o  g e  n verstehen wir ein eindeutiges und stetiges Bild 
der Strecke im R,, [n 2 11. Wir fassen die Bilder verschiedener Punkte der 
Strecke als verschiedene Punkte des Bogens auf. Dann kann er eineindeutig 
und stetig auf einen die Strecke durchlaufenden P a r  a m  e t e r s beaogen 
werden. Den anm Parameter s gehorigen Pnnkt bezeichnen wir gleichfalls mit S.  

Eine Umgebung des Parameters s auf der Parameterstrecke hat zum Bild 
eine U m  g e b  u n g  des Punktes s auf dem Bogen. Konvergiert eine Polge von 
Parameterwerten gegen den Parameter s, so nennen wir auch die sugehorige 
Folge von Eunkten des Bogens k O n v  e r g e  n t gegen den Punkt S. 

1 2. Die O r  d n  u n g eines Bogens ist die obere Grenae der Aneahl seiner 
Treffpunkte mit einer Hyperebene. Offensichtlich ist die Ordnung eines Bogens 
im R,, mindestens gleich n. Einen Bogen m-ter Ordnnng im R, nennt man 
auch einen E l e m e n t a r b o g e n .  \ 

Die O r d  n u n g e i n e  s P LI n k t e s s des Rogens ist .die einer hinreichend 
kleinen Umgebung von S .  

1.3. Jeder Bogen (.nt 1)-ter Ordnung im R, setet sich nach einem Satze 
von Herrn HAUPT (g) aus einer [bei festem rz] beschrankten Anzahl von Ele- 
mentarbogen masammen. Die Anzahl der Punkte ( n t  i)-ter Ordnung ist also 
beschrankt; denn al8 solche kommen hochstens die Endpunkte der Elemen- 
tarbogen in Betracht. Ferner ist in  dem HAUPT' schen Satze enthalten: Trifft 

( 3 )  D E N K :  Ueber die elementaren Punkte hoherer Ordnulzg auf Kurven. im R,, a S.-B. 
Phys.-med. Sos. Erlangen 2 ,  67 (19353, S.  1 ff. 

(4) Dieser Abschnitt ist sum Teil der folgenden Arbeit entnommen. SCHERK: Ueber 
diffetensievbare Kuvven und Bogen I. Zum Beyriff der Charakteristik, a Cas. mat. a phys. a, 

66 (1937), S. 165 ff. 
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eine Hyperebene eine hinreichend kleine Umgebung eines Punktes (n + 1)-ter 
Ordnung in n + 1 Punkten, so liegen diese nicht alle auf derselben Seite 
des Punktes. 

1.4. Der Punkt s heisst S t il t z - bezw. S c h  n i t t p u n k t bezüglich einer 
Hyperebene, wenn eine passende Umgebung von s keinen weiteren Punkt 
mit der Hyperebene gemein hat und die beiden Teilbogen, in die die Umge- 
bung durch s zerlegt wird, au£ derselben bezw. auf verschiedenen Seiten der 
Hyperebene liegen. Entsprechend werde die Hyperebene selbst als Stütz- oder 
Schnitthyperebene des Bogens in s bezeichnet (j). 

1.5. Wir nennen den Punkt s d i f f e r  e n  z i e r b a r , wenn siimtliche 

S c h  in i e g r  a u in e Lk = Lk(s) existieren [k = - 1, 0, 1, .... n] : L"_ sei der leere 

Raum. Lk-l [O < k < n] sei bereits definiert und seine Existena gefordert. Dann 

sol1 jeder. k-dimensionale Unterraum durch LE-1 und einen gegen s riickenden 
Punkt des Bogens stets konvergieren. Seine Grenzlage bezeichnen wir als den 

k-dimensionalen Schmiegraum L f .  Es ist also Li  der Punkt s selbst, Ln-, 
seine Schmieghyperebene und LE der volle RH. 

XTir nennen einen B O g e n d i f f e r e n  z i e 1- b a r ,  wenn jeder seiner Punkte 
differenzierbar ist. 

1.6. Die folgenden Bemerkungen gelten fiir einen differenzierbaren Punkt s 

auf einem beliebigen Bogen, der die Schmieghyperebene von s nur endlich 
oft trifft (6). 

Jede Hyperebene ist Stiita- oder Schnitthyperebene in s; ist s Stützpunkt 

bezw. Schnittpunkt beziiglich einer Hyperebene, die genau Lk(s) enthalt (7), 
so beziiglich einer jeden solchen Hyperebene. Daher kann man dem Punkte s 
eine C h a r a k t e r i s t i k  auf folgende FCTeise zuordnen: Es  s e i O < k  < n ;  ist s 
Stiitz- bezw. Schnittpunkt bentiglich einer Hyperebene, die genau LLl(s )  
enthalt, so werde LE(s) die Zahl 1 oder 2 zugeordnet, je nachdem eine Hyper- 

ebene, die genau L$(s) enthalt, Schnitt- bezw. Stiitzhyperebene in s ist oder 
nicht. Hiermit ist der Folge 

A;, L;, m.., L:+ 
eine Zahlenfolge 

(a0 , a,,  m.. , a,,-,) 

zugeordnet, eben die Charakteristik von S. 

(5) Eiue nicht diirch s gehende Hyperebeiie ist mithin Stiitzhyperebene. 
(6) SCHERK: a. a. O. 
(7) D. h . :  L;(s) aber nicht Lk+l(s). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 P. S C H E R K :  Ueber Punkte (n. t- 1)-ter Ordwng nuf Bogen. irn R,, 

Aus der Definition der Charakteristik folgt unmittelbar: Hat s die Cha- 

rakteristik (a,, a,, ..., a,-,), so ist eine Hyperebene, die genau LA@) enthalt, 
Stüta- oder Schnitthyperebene, je nachdem a, + ... + a k  gerade oder ungerade ist. 

1.7. Der Punkt s sei differenzierbar und zerlege eine passende Umgebiiiig 
in awei Elementarbogen; er  habe die Charakteristik (a,, ... , a,-,). Dann hat 
er  nach einem Satze von Herrn DENK (3)  genau die Ordnung a, + a, + ... + a,-, . 
Nach dem in 1.3 angeftihrten Sata von Herrn HAUPT folgt hieraus, dass alle 
Ziffern der Charakteristik eines differenaierbaren Punktes s der Ordnung n 
oder n + 1 im R, bis auf hochstens eine gleich eins sind. Die Ordnung von s 
ist dann und nur dann gleich n, wenn alle Ziffern gleich eins sind, sonst 
gleich n + 1. I m  ersten Falle nennen wir s r e g u l a r ,  im aweiten singular 
und awar (n-k)-fach s i n g u l a r ,  wenn a k = 2 .  

1.8. Schliesslich noch awei Bemerkungen über die Projektion differen- 
aierbarer Punkte ("). 

Auf einem Bogen im R, liege der differenaierbare Punkt S. Wir projiaieren 

den Bogen aus einem Punkt, der auf L:+i(s) aber nicht aof L q s )  gelegen ist 
[- 1 < nt, < n]. Die Projektion von s ist gleichfalls differenzierbar. Sie habe 

die Schmiegriiume LA-.' = L;-'(S) [k = - 1, 0, 1, ... , n - 11. Dann ist LE-' die 

Projektion von L; bezw. Lk+' fiir - 1 4 k < w z  baw. .iîz < k < n. 
Hat s die Charakteristik (a,, a , ,  ... , a,-,), so hat die Projektion die Cha- 

rakteristik 
(a ,,..., a,,-,) ftlr m = -  1, 
(a, ,..., a ,,-,) für m =  n - 1 

und 
(a, , ... , a,-, , a', , am+-, , ... , a, - ,) 

mit 
a', = am -+ am+, (mod 2) 

sonst. 

2. Weitere Hilfssatze. 

Wir betrachten in dieser Nummer differenzierbare offene Bogen B ' q e r  
Ordnung rc + 1 im R, (S). Zunachst awei allgemeinere Bemerkungen. 

2.1. Ein Bogen sei von endlicher Ordnung. Es gebe eine Zahl k derart, 
dass jede Hyperebene, die endlich viele feste Punkte des Bogens nicht trifft, 

( 8 )  Nan kann diesen Paragraphen und den grosseren Teil des folgenden tiberschlagen, 
wenn man sich in 4 au£ solche Punkte (n t 1)-ter Ordnung beschrankt, deren Ordnung 
durch die Vielfachheitszahlung 3.1 nicht erhoht wird, die also eine Umgebung besitzen, 
welche von jeder Hyperebene hochstens ( w +  1)-fach getroffen wird. Vgl. Pussnote 12. 
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hochstens k Punkte mit dem Bogen geinein hxt. Dann ist seine Ordnung 
htkhstens gleich k. 

Die Behauptung ergibt sich für den R, aus dem Sate, dass eine stetige 
reelle Funktion, die jeden Wert bis auf endlich viele hochstens k-mal, diese 
aber nur endlich oft annimmt, sie gleichfalls hochstens Ic-mal annimmt (7.Ist 
die Behauptung filr Boyen im II,-, bewiesen, so ergibt sich durch Projektion 
a m  einem beliebigen nicht auf dem Bogen gelegenen Punkt des R,,, dass jede 
Hyperebene durch diesen Piinkt den Bogen in hochstens k Punkten trifft. 
Dies gilt filr jeden solchen Punkt, moraus die Behauptung folgt. 

2.2. Ein Bogen endlicher Ordnung gehe durch den Punkt P. Fur alle 
nnch P fa,llenden Punkte s des Bogens existiere die Tangente L?(s) iin Sinne 
von 1.5; m. a. W., die Gerade durch s und einen irgendwie gegen s riickenden 
Punkt des Bogens sei stets konvergent. Dann ist die Pro-jektion des Bogens 
aus P ein Bogen, dessen Ordnung hochstem gleich der um eins verminderten 
Ordnung des Ausgangsbogens ist. 

Beweis: Der Bogen habe die Ordnixng m. Offensichtlich ist die Projektion 
ein Bogen endlicher Ordriung. Weiter folgt aas der Definition der Ordnung 
[oder nus der Existenz der Tangenten], dass nur endlioh viele im Sinne von 1.1 
verschidene Punkte des Bogens im Projektionszentrum iiiaidieren. Jede Hyper- 
eberie durcli das [auf dern Bogen gelegene] Projektionszentrum, die seine 
endlicli vielen Tangenten nicht enthslt, projiziert sich in eine Hypeïebene, die 
die Projektion hochstens ($12 - 1)-fach trifft. Die Voraussetzungen von 2.1 sind 
mit n - 1 statt n und Ic = .îlz - 1 erfilllt. 

Gennuer ergibt sich so, dass, wenn j verschiedene Punkte des Bogenrt in 

( 9 )  Dieser Satz kann etwa so eingesehen werden. Die Fiinktion f(z) sei im Intervall 
(a, b) definiert und stetig. Sie nehme dort alle Werte bis auf endlich viele hoohstens je 
k-mal an. E a  sei f (xi) = y [i = 1, ... , r ; die xi paarweise voneinander verschieden] und 
f (x) :) y sonsi.. Wir haben au seigen r ( k. 

Urn y grenzen wir  ein Intervall V ab und um die xi 5u einander fremde in (a, b) 
gelegene Umgebungen Ui ,  dia durcli f in das lnnere von P abgebildet werden. xi nerlegt Ui 
in ewei Intervalle Uir und UT [i = 1, ... , r]. Die Funktion f bildet Up' beew. Ui' auf sin 
lntervall f (Up')  bemv. f(U,.") ab, dessen einer Endpiinkt y ist, und das gana dern einen der 
beiden Seilintervalle angehort, in die V diirch y zerlegt wird. Wi r  beaeichnen den Durch. 
schnitt aller f(Uil) und f (Up) ,  die irn einen bezw. andern dieser leilintervalle liegen, 
mit V, bezw. V, [Hat Vi oder V, die Iiange O ,  so ist das Folgende passend abmandeni]. 

1st etwa ein Uir gegeben, so hat also entweder jeder Punkt von V ,  oder jeder von V2 
mindestens je ein Urbild in U,'. Wir wthhlcri je einen Punkt aus Vi und V,, der hochstens k 
Urbilder besitzt. Diese beiden Punkte haben misammen einerseits hochstem 2k, andererseits 
iuindestens 2r Urbilder; denn in jedern U; und UT liegt mindestens je ein Urbild. Hieraus 
folgt  die Behauptung. 
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das Projektionszentrum fallen, die Ordnung der Projektion hochstens gleich 
m - j ist. 

I n  der obigen Bemerkung ist insbesondere enthalten, dass die Projektion 
eines Elementarbogens aus einem differenzierbaren Punkte von ihm wieder 
ein Elementarbogen und die eines Bogens B'" aus einem seiner Punkte entweder 
ein Elementarbogen oder ein Bogen Bw-' ist. 

2.3. Unter einem D o p p e l p u n k t  bezw. k - f a c h e n  P u n k t  werde ein 
Punkt verstanden, in dem zwei bezw. k im Sinne von 1.1 verschiedene Punkte 
eines Bogens inzidieren. Aus der Definition 1.1 folgt unmittelbar, dass ein 
Elementarbogen keine mehrfachen Punkte, ein Bogen Bn hochstens einen 
Doppelpunkt und keinen mehr-als-ameifachen Punkt hat. Die Projektion von B" 
aus einem Doppelpunkt ist nach 2.2 ein Elementarbogen [n 2 21. 

Inz idieren die P u n k t e  s, u n d  s, des Bogens Bn in. eineln Do$pelpunkt, so 
s ind sie regular  [n 2 21. 

Beweis: Der Punkt s, habe die Charakteristik (ao,  a,, ... , a,-,). Die Pro- 
jektion von Bn aus s, ist als Elementarbogen nach 1.7 liberall, insbesondere 
in s ,  regular. Nach 1.8 hat sie in si die Charakteristik (a,, ... , a,-,). Somit 
ist a, = a, = ... = a,,-, = 1. Durch Diskussion der moglichen Lageverhaltnisse 
ergibt sich leicht a, + 2 für n = 2 ( ' O ) .  1st a, = 1 schon für Ba-' nachgewiesen, 
so folgt dies für B" mittels Projektion aus einem Punkte des Bogens, der 
nicht in die Schmieghyperebene von si fgllt [vgl. 1.81. 

2.4. Unter einer S p i  t 5 e  werde ein n-fach singuhrer Punkt verstanden, 
also ein Punkt mit der Charakteristik (2, 1, ..., 1) [vgl. 1.71. 

Jede Gerade durch eine Spitze eines Bogens B2 trifft ihn, wie leicht zu 
bestatigen, in hochstens einem weiteren Punkte; ihre Tangente trifft ihn nicht 
mehr. Da ein differenzierbarer Elementarbogen keine singularen Punkte hat, 
projiziert sich ein Bogen Bn mit Spitze aus einem nicht in  der Schinieghyper- 
ebene der Spitze gelegenen Punkte des Bogens nach 2.2 in einen Bogen Bn-'. 

(iO).Wir nehmen an, es riei a, =2, s, habe also die Charakteristik (2,l) [Spitee]. Der 
Punkt s liege auf dom Bogen B' aber nicht auf den Tangenten von si und s,. Die Verbin- 
dungsgerade von s mit dern Doppelpunkt stlitzt den Bogen in s,. Stlitzte sie ihn in se nicht, 
so trafe eine passende Nachbargerade durch s den Bogen dritter Ordnung Bz ausser in s 
noch in mindestens drei Punkten. Somit ist auch s, eine Spitze [vgl. 1.71. Hatten si und se 
nicht die Tangente gemeinsam, so stiitzte eine passende Gerade durch den Doppelpunkt den 
Bogen in s, und in s2; eine passeiide Nachbargerade trafe ihn in mindestens vier Punkten. 
Hatten sie schliesslich dieselbe Tangente, so trafe jede ihr hinreichend benachbarte Gerade 
durch den Doppelpunkt den Bogen ausserhalb von ihm noch zweifach, was gleichfalls 
unmoglich ist. 
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Somit ergibt sich durch Induktion : Jede Hyperebene durch eine Spitze des 
Bogens Bn trifft ihn in hochstens n - 1 weiteren Punkten; die Tangente der 
Spitze trifft ihn sonst nicht mehr [n 2 21. 

Aus der ersten Bemerkung folgt, dass die Projektion von B" aus einer 
Spitze ein Elementarbogen ist ; denn die Projektion erftillt die Voraussetzungen 
von 2.1 mit n - 1 statt n und B = n - 1. Weiter ergibt sich, dass B" hochstens 
eine Spitse und nicht gleichzeitig eine Spitse und einen Doppelpunkt hat. 
Denn eine Spitze projiziert sich nur aus einem auf ihrer Tangente gelegenen 
Punkt in einen regularen [1.8], wahrend die Projektion von Bn aus einer 
sweiten Spitze oder einem Doppelpunkt ein Elementarbogen ware. 

Die Schmieghyperebene einer S p i t ~ e  trifft den Bogen Bn sonst nicht mehr 
[n> 21. Denn da ein solcher Treffpunkt jedenfalls nicht auf der Tangente der 
Spitze gelegen ware, projizierte sich aus ihm einerseits B" nach 2.2 in einen 
Bogen hochst'ens n-ter Ordnung, andererseits die Spitze in einen Punkt, dessen 
Charakteristik nach 1.8 zwei Zweien enthielte, der also nach 1.7 mindestens 
die Ordnung n + 1 hatte. 

2.5. Unter einem W e n d e p u n k t werde ein einfach singiilarer Punkt 
von Bn verstanden; er  hat die Charakteristik (1, 1, ..., 1 ,  2). 

Die Schmieghyperebene bezuv. die Hypertangente  eines , mindestens  zweifach 
s ingularen besw. eines Wendepunktes  triff t den  Bogen Bn sonst  nicht mehr .  Die 
Schmieghyperebene eines Wendepunktes  triff t Bn in hochstens einem weiteren 
P u n k t ,  der - wenn vorhanden, - S tü t zpunk t  besüylich der Schmieghyperebene 
is t  [n 2 11. 

Zum Beweis ftihre man die Behauptungen durch wiederholte Projektion 
aus dem singularen Punkt auf 2.3, 2.4 und den trivialen eindimensionalen 
Fa11 zurlick. 

3.1. Wir  benutzen weiterhin folgende V i e 1 f a c h h e i t s z a h 1 u n  ,o : Der 
Punkt s habe die Charakteristik (a,, a, ,  ... , a,-,). Ein Unterraum des Rn ent- 

halte genau L k ( s )  ( l )  [O < Tc < n]. Dann nahlen wir s als (a, -t- ... + ak)-fachen 
Treffpunkt mit dem Unterraum. 1st der Punkt s insbesondere regular, so wird 
er  mithin (k -1- 1)-fach gezahlt. 

Es kann nattlrlich vorkommen, dass die Ordniing eines differenzierbaren 
Bogens durch die Vielfachheitszahlung erhoht wiid, dass also die Suinme der 
Vielfachheiten der Treffpunkte des Bogens mit einer passenden Hyperebene 
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grosser ist als die Maximalanzahl der Punkte, in denen er von einer Hyper- 
ebene getroffen wird ("). 

3.2. Auf einem beliebigen Bogen liege der differenzierbare Punkt s mit 
der Charakteristik (a,, ... , a,-,). Wir projizieren den Bogen aus einem Punkte P, 

der auf Ln, ,i(s) aber nicht auf Lm(s) gelegen ist [- l< m < n]. Die Projektion 

hnbe in s die Schmiegr5ume ~ k - l ( s )  [vgl. 1.81. 
Der Unterraum E durch s und P enthalte genau L;(s); dann ist jeden- 

falls k + m. Wir fragen, wie sich die Vielfachheit. mit der der Bogen den 
Unterraum E in s trifft, von der Vielfachheit unterscheidet, mit der die Pro- 
jektion E' von E aus P von der Projektion des Bogens in [der Projektion 
von] s getroffen wird. 

1st m= - 1, falit also P mit .s,   usa in men, so a i r d  die Vielfachheit durch 
die Projektion um a, vermindert. Es sei weiterhin In 2 O. 

a) Falls k < m, so enthalt E' geriau den Schmiegrauin L;-'(S); s wird 
auf E und auf E' gleich oft, namlich je (a, -+ ... + a,)-fach gezahlt jvgl. 1.81. 

b )  Es sei Tc > nt; dann liegt genau ~ ; 7 : ( s )  in E r ;  s wird nuf E (a,+ ...+ a,)- 
fach, auf Er 1.8 sufolge (a,, + ... t a,-i+ a', + a,+z+ ... + ah)-fach gez%hlt 
[a', = a, i- a,+l (mod. 2) ; ftir Tc = m + 1 bricht der Ausdruck hinter a!, ab]. 
Die Vielfachheit, mit welcher der Treffpiinkt s gezahlt wird, vermindert sich 
somit infolge der Projektion um a, + a,+l- a',,. Diese Zahl ist gleich O fnr 
a, = a,, I = 1, sonst gleich 2. 

I n  allen Fallen wird die Vielfachheit durch die Projektion nicht erhoht. 
Einige Folgerungen aus 3.2 ("). 

3.3. Pllr jeden differemierbaren offenen Elementarbogen gilt die Viel- 
fachheitszahlung ; anders ausgedrlickt, die Summe der Vielfachheiten der Treff- 
punkte eines Elementarbogens im R, mit einer Hyperebene ist hochstens 
gleich n [n > 11. Denn da die Charakteristik eines jeden Pnnktes eines solchen 
Bogens nach 1.7 lauter Einsen enthalt und der Bogen sich a m  einem seiner 
Punkte wieder in einen offenen differenzierbaren Elementarbogen projiziert, 
ergibt sich die Behauptung mittels 3.2 dnrch Induktion. 

(u) Ob die Ordnnng eines Punktes  ltuf einem diffei.enzierbaren Bogen durch die 
Vielfacliheitseahlung erhoht wird, ist unbekannt. 

(12) B u s  3.2 eigibt sich sofort:  Die Projektion eines differetzeierbaven offelzen Bogens, 
der von jeder Hyperebene htichstens m-fach yetl-offen wil-rl, aus einem seinev Pulzkte ist eigz 
rlifferenzierbarer offenev Boyen, der von jerler Hypevebegie hiickstens (m - 1)-fach getroffelz 
n i d .  Vgl. Pussnote (8). 
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Die Schlussbemerkung von 1.3 gilt somit auch bei Zahlung der Treff- 
punkte gemass 3.1. 

Mit Bn sei hier wie in 2 ein differenzierbarer offener Bogen (n + 1)-ter 
Ordnung im R,, bezeichnet. 

3.4. Eine Hyperebene habe [mindestens] zwei nicht inzidente Punkte s 

und s1 mit Bn gemein [n 2 21. Die Vielfachheit, mit der s gezahlt mird, m6ge 
sich bei Projektion von Bn aus s' verkleinern. Dann muss nach 3.2 s singular 
und s' auf der Schmieghyperebene von s gelegen sein. Aue 2.5 entnimmt man, 
dass s Wendepunkt und die betrachtete Hyperebene die Schmieghyperebene 
von s ist; sie trifft B" nur noch in 8'. 

3.8. Die Vielfachheit, mit der eiue Hyperebene Bn trifft, ist, wenn überhaupt, 
so um eine gerade Anzahl grosser als n -+ 1. 

Beweis: Die Behauptung, richtig fiir n = 1, sei bis n - 1 bewiesen. Eine 
Hyperebene treffe B" mehr als (n + 1)-fach. Es ist nicht moglich, dass die 
Hyperebene Bn in einem Doppelpunkte und sonst nirgends trifft. Denn Pro- 
jektion aus dem Doppelpunkt führte Bn in einen Elementarbogen tiber und 
verminderte die Vielfachheitszahlung der Treffpunkte wegen 2.3 nur um 2; 
Widerspruch au 3.3. Es gibt also einen Treffpunkt der Hyperebene, der weder 
Spitze ist noch in einen Doppelpunkt fallt [vgl. 2.41. Wir  projizieren den Bogen 
und die Hyperebene aus diesem Punkt. Die Vielfachheit, mit der er gezahlt 
wird, verkleinert sich infolge der Projektion um genau eins. Werden die Viel- 
fachheiten der Ubrigen Treffpunkte durch die Projektion nicht verkleinert, so 
ergibt sich die Behauptung aus der Indnktionsannahme. Wird aber die Viel- 
fachheit eines andern Treffpunktes durch die Projektion erniedrigt, 00  folgt 
die Behauptung aus 3.4 und 2.5. 

Wir schliessen noch zwei einfache spater nicht benützte Bemerkungen 
liber die Vielfachheitsziihlung an. 

3.6. Die Vielfachheitszahlung yilt fiir alle Hyperebenen, die Ba nicht in 
yenau zwei verschiedenen Pzcnicten treffen. 

Dies gilt flir n = i und sei bis n - 1 schon bewiesen [n 2 21. Eine Hy- 
perebene treffe Bn in mindestens drei verschiedenen Punkten insgesamt 
mehr als (n +- 1)-fach. Lage auf ihr eine Spitze oder ein Doppelpunkt, so pro- 
jizierte sich B" aus einem solchen Punkt in einen Bogen (n- 1)-ter Ordnung 
im R,-l, der entgegen 3.3 von der Projektion der Hgperebeue mehr als 
( n  - 1)-fach getroffen würde. Wegen 3.4 projizierte sich demnach die Hypere- 
bene aus jedem Treffpunkt in eine Hyperebene, die die Projektion von Bn 
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mindestens n-fach trafe. Aus der Induktionsannahme folgte, dass die Hypere- 
bene nur in drei Punkten getroffen werden wiirde, und dass das Projektions- 
zentrum einfa,cher Treffpunkt ware. Da jeder der Treffpunkte zum Projektions- 
zentrum gewahlt werden kann, ware die Gesamtvielfachheit der Treffpunkte 
gleich 3 < n + 1. 

3.7. Keine Hypergerade trifft den Bogen Bn mehr als n-fach. Diese Be- 
hauptung ergibt sich mittels Induktion auf Grund der Bemerkung, dass wegen 
3.2 und 2.5 die Vielfachheit eines Treffpunktes des Bogens mit einer Hyper- 
geraden nur dann durch Projektion verkleinert wird, wenn e r  in das Projek- 
tionszentrum fallt. 

4. Differenzierbarkeit. 

Wir betrachten im Folgenden einen Punkt s der Ordnung n oder n -t- 1 
aiif einem differenzierbaren Bogen im Rn und beweisen, dass sich die gemgss 
1.5 definierte Differenzierbarkeit, wie in der Einleitung angedeutet, automa- 
tisch verscharft ( i3 ) .  

4.1. Der Punkt P liege nicht in der Schmieghyperebene von S. Dann 
gibt es einen offenen Teilbogen B" des urspriinglichen Bogens, der s enthalt, 
nicht durch P geht, hochstens die Ordnung n -t- 1 hat, dessen Projektion aus P 
hochstens von der Ordnung n ist, und der ebenso wie seine Projektion durch s 
in  awei Elementarbogen serlegt wird. Denn da s auf dem Bogen bezw. seiner 
Projektion nach 1.7 und 1.8 h6chstezis die Ordnung n + 1 bezw. n hat, gibt 
es eine Umgebung (n + 1)-ter beew. n-ter Ordnung von s; beide Umgebungen 
setzen sich nach 1.3 aus endlich vielen Elementarbogen ausammen. 

Die Vielfachheit, mit der ein Unterraum durch P den Bogen B'qriff t ,  
bleibthei Projektion aus P erhalten; denn nach 3.2 gilt dies fiir jeden einaelnen 
Treffpunkt. Die Vielfachheit, mit der ein nicht durch P gehender Unterraum 
einer Dimension < n - 1 den Bogen Bn trifft, wird daher durch die Pro- 
jektion nicht verkleinert. 

Keine Hyperebene durch P trifft Bn mehr als %-fach; die Projektion 
von Bn aus P wird daher von jeder Hyperebene hochstens uz-fach getroffen. 

Ware die gemass 3.1 gezahlte Anzahl der Treffpunkte einer Hyperebene 
durch P mit Bn namlich grosser als n, so ware sie nach 3.5 einerseits r n + 1 

(13) Ein lei1 der Ergebnisse dieser Kummer ist der Arbeit Fraulein SAUTERS entnoin. 
men. Vgl. Fussnote (4). 
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(mod 2), andererseits gleich der Anzahl der Treffpunkte der Projektion der 
Hyperebene mit der Projektion von B", also r n (mod 2). 

4.2 1st der Punkt s (n - k)-fach singular, so wird ein passender Bogen 

unz s von jeder Hypergeraden, die Lr(s) nicht enthalt, hochstens (n - 1)-fach ge- 
troffelz [O < k I n]. 

Beweis: Ein Bogen n-ter Ordnung um einen regularen Punkt wird von 
jeder Hyperebene hochstens n-fach, erst recht von jeder Hypergeraden hoch- 

stens (n - 1)-fach getroffen. Es sei O I: k < n. Der Punkt Q liege auf Lz+l(s) 
aber nicht auf Li@). Nach 1.8 projiziert sich s aus Q in einen regularen Punkt. 
Deswegen und nach 1.3 gibt es einen 5u Q fremden Bogen (n  + 1)-ter Ordnung 
um s, der ausserhalb von s regular ist und sich aus Q in einen Elementar- 
bogen projiziert. Dieser Bogen leistet das Verlangte. Die Summe der Viel- 
fachheiten der Treffputikte eines Unterraumes durch Q mit dem Bogen ver- 
mindert sich ngmlich 3.2 zufolge durch Projektion aus Q um 2 oder O, je 
nachdein der Uriterraum Lk(s) enthalt oder nicht. G ~ h t  der von Q und einer 

Hypergeraden aufgespannte Unterraum nicht durch Lk(s), so trifft er, also 
auch die Hypergerade, den Bogen hochstens ( n  - 1)-fach. Geht er aber durch 
Li(s), die Hypergerade selbst aber nicht, so wird s auf ihm mindestens zweimal 
mehr gezahlt als auf der Hypergeraden. Da der Unterraum den Bogen hoch- 
stens (n + 1)-fach trifft, trifft die Hypergerade selbst ihn hochstens (n-1)-fach 
[vgl. 3.31. 

- 
4.3. Eine Polge von Hyperebenen E,"-i konvergiere gegen E L  und treffe 

den Bogen in genau je n bezw: n + i [verschiedenen oder ausammenfallenden] 
gegen s konvergenten Punkten. Jede hinreichend kleine Umgebung wird also 

von fast allen En-1 in genau je n bezw n + 1 Punkten getroffen. Ihre End- 
punkte liegen auf derselben oder auf verschiedenen Seiten einer jeden Ez-I,  

somit auch von En-i7 je nachdem n bezw n + 1 gerade oder ungerade ist. 

Da dies fUr jede hinreichend kleine Umgebung gilt, ist E:-i Stütz- oder 
Schnitthyperebene in s, je nachdem n bezw n. + 1 gerade oder ungerade ist. 

4.4. Auf einem differenzierbaren Bogen inz R, liege der Punlct s von hoch- 

stens (n +- 1)-ter Ordnung. Eine jede einer Folge won Hyperebenen E:-i treffe 
den Bogen i n  genau n bezw n -1- 1 [eusammenfallenden oder verschiedenen] 

gegen s konvergenten Punkten. Dann haufen sich die Ez-1 gegen Hyperebenen 
durch die Hypertangente von s und konvergieren genau dann gegen die Schmieghy- 
perebene von s, wenn s regular ist, beaw. konvergieren gegen die Schmieghyper- 
ebene von S. Ist s Wendepwkt, so Icann der erste Fa11 nickt eintreten [vgl. 2.51. 
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Beweis: Die Behauptung, richtig für f i  = 1, sei bis n - 1 bewiesen. Eine 
Folge von Hypergeraden, die den Bogen in je n - 1 gegen s riickenden Punkten 

- - 
treffen, konvergiere gegen E;-,. Der Punkt P liege weder auf E; ,  noch in 

der Schmieghyperebene von S. Dann projiziert sich s aus P in einen Punkt 
hochstens n-ter Ordnung, und die Hypergeraden werden in Hyperebenen pro- 
jiaiert, die die Projektion des Bogens in mindestens % - 1 gegen s konvergenten 
Punkten treffen [vyl. 4.11. Nach Indnktionsannahme geht daher die Projektion 

von E:-a aus P durch die Hypertangente der Projektion des Bogens in  s ;  
falls der Punkt s hochstens zweifach singular, seine Projektion also hochstens 

- 
einfach singular ist, ist die Projektion von En-z sogar gleich der Schmieghy- - 
perebene der Projektion von S .  Daher geht die Hyperebene durch P und EE-2 
durch L;-~(s)  und für hüchfitens zweifach singul%res s sogar durch 
Da P, abgesehen von den obigen Einschrankungen, beliebig gewahlt werden 

kann, haben wir:  1st s hnchstens zweifach singular, so ist En-z gleich der 

Hypertangente, sonst eine Hypergerade durch L n - a ( ~ )  ("). 
Eine Folge von Hyperebenen E",I treffe den Bogen in genau je n bezw. 

- 

n + 1 gegen s konvergenten Punkten und strebe gegen EE-i. Da durch irgend 

n - 1 auf einer E L l  gelegene Punkte des Bogens eine Hypergerade gelegt - 
werden kann, enthBlt E,"-i den Schmiegraum Ln-s(s) und, wenn s hbhstens  
zweifach singular ist, sogar die Hypertangente. 

1. Jede treffe den Bogen in genau n nach s strebenden Punkten. 
1st s singular, so ist nach 1.6 die Schmieghyperebene, ist s mindestens drei- 

fach singular, so jede genau Ln__s(s) enthaltende Hyperebene Stütz- oder 
Schnitthyperebene, je nachdem n- 1 gerade oder ungerade ist. Aus dem Obigen 

b 

und aus 4.3 ergibt sich daher: 1st s mindestens dreifach singnhr, so geht E:-i 
durch die Hypertangente von s, ist aber nicht die Schmieghyperebene. Das 
Gleiche gilt dem Obigen und 4.3 zufolge, wenn s zweifach singular ist. 1st s 

- 
Wendepunkt, so milsste En-i einerseits durch die Hypertangente von s gehen; 
andererseits ware jede Hyperebene durch die Hypertangente, auch die Schmieg- 
hyperebene, Stütz- oder Schnitthyperebene, je nachdem - 1 gerade oder 
ungerade ist; dieser Fsll kann daher nicht eintreten. 1st s schliesslich regular, 

- - 

so geht Enpi durch die Hypertangente; wegen 1.6 und 4.3 muss El-i  dann 
die Schmieghyperebene sein. 

('4) Dieser Schluss findet sich bei SAUTER a. a. 0, 
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II. Die En-l treffen den Bogen in je n +  1 gegen s  konvergenten 
Punkten. Wegen 1.3 und 3.3 konnen wir vorausseteen, dass nicht alle n -t 1 

Treffpunkte auf derselben Seite von s liegen. Wir wahlen au£ jeder En-i ewei 
auf verschiedenen Seiten von s gelegene Treffpunkte und legen durch die 

Ubrigen n - 1 eine Hypergerade Ez-2. Eine Teilfolge der konvergiere 

gegen die Hypergerade EZ-2. Wir beschranken uns auf diese Teilfolge und 

die eugehorigen E:-l. 

Wir nehmen an, E;-i sei nicht die Schmieghyperebene von S .  Dann gibt 
- - 

es elnen Punkt P, der auf Et-i aber weder auf .E:-a noch in der Schmieg- 
hyperebene gelegen ist. Der Punkt s  projiaiert sich ans P in einen Punkt 
hochstens n-ter Ordnung. Wir beschranken uns weiterhin auf einen Bogen Bn 
um s  gemass 4.1 und 4.2 und eine Teilfolge der En-l mit der Eigenschaft, 

dass B" von ihnen je (n + 1)-fach, von den mgehorigen En-9 je (n - 1)-fach 

getroffen wird. Wie oben bewiesen, geht Ez-2 durch L L ( s ) .  Wir k6nnen vor- 

ausseteen, dass kein E:-2 durch P geht. 

Die Hyperebenen Pz-1 durch P und die E:-% konvergieren gegen die Hy- 
- - 

perebene durch P und Enpz, also gegen E:-l. Nach 4.1 treffen sie Bq hoch- 

stens n-fach. Um die beiden von En-1 und F:-I eingeschlossenen WinkeI- 
rsume unterscheiden zu konnen, ~eichnen wir irgend eine s  und P nicht 
treffende Hyperebene als uneigentlich aus und ftihren eine euklidische Metrik 

ein. Unter a dem Winkelraum . awischen EL1 und Fn-1 werde der mit dem 

kleineren ~ f f n u n ~ s w i n k e l  verstanden. Mit E:-i und FE-1 konvergiert auch der 
- 

Winkelraum ~wischen ihnen gegen En-1. 
Die Projektion von Br' aus EZP2 ist ein Bogen aweiter Ordnung anf der 

Geraden, der von der Projektion von A':-, in zwei Punkten getroffen wird. 

Drehen wir eine Hyperebene um ECp2 aus E:-i in den Winkelraum zwischen 

En-1 und P;-l hinein bis nach PnPi, so nimmt die Aneahl ihrer Treffpunkte 

mit B" um mindestens eins ab. Durch Projektion aus Ez-2 ergibt sich, dass diese 
Anzahl sich hochstens dann andert, wenn einer der beiden Treffpunkte durch 
einen der Endpunkte von Bn hindurchgeht, oder wenn beide Treffpunkte 
zusammenfallen. Da sie in der Anfangslage auf verschiedenen Seiten von s  
liegen, folgt hieraus: Es gibt eine Hyperebene Gnrdl durch Ec-2 im Winkelraum 

zwischen En-, und Pz-i, die durch s  oder einen der beiden Endpunkte von B" 
geht und Bn (n -1- 1)-fach trifft (i5). Die G,"-i konvergieren gegen EZPi. Wahlen 

(i5) Die Endpunkte von 33% je einfach gesahlt. 
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wir den Bogen B" von vornherein so klein, dass er E",I nur in s selbst trifft, so 

gohen nur endlich viele G:-l durch einen der Endpunkte von B". L m t  man diese 

Hyperebenen weg, so erh%lt man eine Folge von Hyperebenen G:-1 durch s, 

die gegen Enul konvergieren und B" in noch n Punkten treffen, von denen 
mindestens n - 1 gegen s konvergieren. 

Wir projisieren den Raum aus S. Dann geht s selbst in einen Punkt hoch- 

stens n-ter Ordnung und jede Gz-i in eine Hyperebene über, die die Projektion 
von B" in mindestens n - 1 gegen s konvergenten Punkten trifft. 1st s Wen- 

- 

depunkt, so ist die Projektion von EE-i nach Induktionsannahme Schmieg- 
- 

hyperebene, also auch En-1 selbst. 1st s mindestens sweifach singuliir, so geht - 
die Projektion von EE-l aus s nach Induktionsannahme durch die Hypertan- - 
gente der Projektion, EIP1 daher durch Ln-2(s). Ware die Hyperebene En-l 
nicht die Schmieghyperebene des mindestens zweifach singuliiren Punktes s,  
so ware sie nach 1.6 Stüta- oder Schnitthyperebene, je nachdem 7 2  gerade 
oder ungerade ist, im Widerspruch zu 4.3. 

4.5. A u f  einewz dif ferenzierbaren Bogen in8 R, liege der P u n k t  s v o n  hoch- 
stens (n + 1)-ter O r d n u n ~ .  Ein jeder einer Folge v o n  m-diinensionalen Unter- 
raurnen EL, ,  v o n  denen keiner durch  s gehe, treffe d e n  Bogen  in mindeslens  m + 1 
[verschiedenen oder zusammenfallenden] gegen s konvergenten Punk ten  [vgl. 4.2 ; 
O I; m I n - 11. I s t  s hochstens (7% - lit)-fach singular,  so konvergieren d ie  E k  
gegen L:(s). 1st  s mindestens (n - %)-fach s ingu l ih ,  so h a u f e n  sich die  EL  
gegen Unterraume v o n  Lm+l(s)  durch  L z - ~ ( s )  u n d  konvergieren d a n n  u n d  nur 
d a n n  gegen L:,(s), w e n n  die Hyperebenen durch  die E u n d  irgend e inen 
(n - m - 2)-dimensionalen Unterraum,  der m i t  d e n  LZ+z, j ( ~ )  n u r  j-dimensio- 
na le  Unterrautne geirzein ha t  [ j  = - i, 0, 1, ... , tt - nc - 21 sonst aber beliebig 
gewahlt ist ,  d e n  Bogen schliesslich in m + 2 gegen s konvergenten P u n k t e n  treffen. 

Beweis: Die Rehauptung, richtig filr n. = 1, sei bis n - 1 bewiesen. Der 
Fa11 m = n - 1 ist in 4.4 behandelt worden. Es sei m < n - 1 und der Punkt s 
gennu (n - k)-fach singular [O < k < n]. Eine Folge von m-dimensionalen Un- 

- 

terrsumen E n ,  der angegebenen Art sei konvergent gegen den Unterraum E z .  
Der Punkt P liege nicht in der Schmieghyperebene von S. Wir beschranken 

uns auf einen Bogen Bn um s gemass 4.1 und 4.2 und eine Teilfolge der EL,  
die nicht durch P geht und B" je (rn + 1)-fach trifft (16). Sie projiziert sich 

('6) Gingen unendlich viele E k  durch P, so projizierten sie sich aus P in  (m - 1)- 
dimensionale Unterraume, die die Projektion von Bn in mindestens je m+ 1 gegen s kon- 
vergenten Punkten trafen ; Widerspruch zu 4.2. 
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aus P in eine Folge von Unterraumen, die die Projektion von B" aus P min- 
destens je (m + 1)-fach treffen. Die Schmiegraume der Projektion von s seien 

mit ~j"-'(s) bezeichnet. 

1st m < k, so konvergieren die Projektionen der EL nach Induktionsan- 
- 

nahme gegen den Schmiegraum L;-'(S). Daher liegt E",n dem von P und 

L x s )  aufgespannten Unterraum. Da P ausserhalb der Schmieghyperebene be- - 
liebig gewiihlt werden kann, muas EL gleich L2",(s) sein ('y. 

1st m>k, so haufen sich die Projektionen der EL nach Induktionsannahme 
- 

gegen Unterraurne von L;:~(S) durch LL+Z!~(S); folglich liegt EL in dem von 
- 

L;+,(s) und P aufgespannten Unterraum und Lz-~(s), falls P nicht auf Em, in 

dem von EL und P aufgespannten. Dies gilt wieder, von den obigen Einschran- - 
kungen abgesehen, bei beliebiger Wahl von P. Daher geht En durch L;-.i(s) 

und liegt, falls 99% < n - 2, in LL+l(s). 

1st m = n - 2, so wahlen wir einen auf LE+i(s) aber nicht au£ Lk(s) gele- 
genen Punkt Q;  s projiaiert sich aus Q in einen regularen Punkt, eine passende 

Teilumgebung mithin in einen Elementarbogen. Die En-z, die nicht durch Q 
gehen ('7, projiaieren sich aus Q in Hyperebenen, die den Elementarbogen 
schliesslich in n -- 1 gegen s konvergenten Punkten treffen, also nach 4.4 
gegen die Schmieghyperebene des Elementarbogens in s konvergieren, d. h. 

gegen die Projektion von Ln-~(s) [vgl. 1.81. Somit liegt En-2 in der Schmieg- 
hyperebene von s, wie behauptet. 

Fiir m 2 k gilt ferner nach Induktionsannahme: Die von den Fm und P 
aufgespannten Unterraume konvergieren genan dann gegen Unterraume des 

von P und Lfi(s) aufgespannten, wenn die Hyperebenen durch die Fm und 
einen (n - m -2 )-dimensionalen Unterraum durch P, der mit den von den 

LL,z,j(s) und P aufgespannten Unterraumen nur ( j  + 1)-dimensionale Unter- 
raume gemein hat, den Bogen schliesslich in m + 2 gegen s strebenden Punkten 

- 

tre£fen. Hieraus folgt, mag P auf EL liegen oder nicht : EL liegt genau danil 

in dem von P und L a s )  aufgespannten Unterraum, wenn die Hyperebenen 

durch die E> und einen (n - m - 2)-dimensionalen Unterraum durch P, dessen 

Durchschnitte mit den Lm +z+j(s) nur j-dimensional sind, den Bogen schliess- 
lich in m i- 2 gegen s konvergenten Punkten treffen. Da auf jedem solchen 
(n - m. - 2)-dimensionalen Unterraum ein Punkt P ausserhalb der Srhmieg- 

('7) Vgl. Fussnote ('6). 
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hyperebene von s gewahlt werden kann, folgt hieraus das « nur dann 9 der 
- 

Behauptung. Das « dann » ergibt sich einfach so: EL liegt im Durchschnitt 

von L;+i(s) mit dem von P und Lm(s) aufgespannten Unterraum, also in  L",s). 

4.6. Die Einschrankung, dass keiner der Unterraume EL durch s geht, ist 
leicht zu beseitigen. Wir begniîgen uns mit der folgenden Bemerkung. 

Es sei s ein Punkt hochstens (n + 1)-ter Ordnung auf einem differenzier- 
baren Bogen im R,. Eine Folgë von Unterraumen treffe den Bogen i n  mindestens 
je m [verschiedenen oder zusammenfallenden] gegen s konvergenten Punkten. 
Dann haufen sie sich gegen Unterrauwze, die den Bogen nzindestens je m-fach 
in s treffen. 

Beweis : Es eei - 1 < j < rn - 1. Es geniigt, die Behauptung fiîr die 
Teilfolge der Unterraume su beweisen, die den Bogen je m-fach treffen und 

L ~ ( s )  aber nicht Ly+i(s) enthalten. Der Punkf s sei hllchstens (n - j - 1)-fach 

bezw. mindestens (n  - j)-fach singular. Dann trifft Ly(s) den Bogen ( j  + 1)-fach 
beaw. U + 2)-fach in s. Das Gleiche gilt fiîr jeden Unterraum der Teilfolge. 
Der (m - 1)- beaw. (m - 2)-dimensionale Unterraum E durch seine m Treff- 
punkte ist in ihm enthalten. Der Fall, dass die E den Bogen nur in s treffen, 
ist trivial; wir setzen 9% .m j + 1 bezw. m > j + 2 voraus. 

Falls j >  0, projizieren wir den Raum nus L~(s) .  Dem Punkte s entspricht 
ein Punkt hochstens (n  - j)-ter Ordnung im R,-+i, den wir wieder mit s, 
und dessep Schmiegraume wir mit L;-'-'(S) bezeichnen [k = - 1, O, .. ., n--j-il. 
Fast alle E proji~ieren sich in (m - j - 2)- bezw. (wz - j - 3)-dimensionale 
nicht durch s gehende Unterraume, die die a~sse rha~lb  von s regulare Pro- 
jektion eines Teilbogens in  mindestens je m - j - 1 bezw. m -. j - 2 gegen s 
konvergenten Punkten treffen, sich 4.5 zufolge daher gegen Unterraurne durch 

m-j-1 n--j-i L,-j-a(s) bezw. LmPj3(s) haufen. Daher haufen sich die E selbst gegen Un- 

terriLume durch Lz-l(s) bezw. Lm4.s). Fiir j = - 1 folgt unmittelbar aus 4.5, 
dass sich die E gegen Unterraume durch Lmpi(s) haufen. Die Haufungsun- 
terraume der E treffen den gegebenen Bogen in s also stets mindestens m-fach, 
woraufl die Behauptung folgt. 

4.7. Flir die Punkte s der Ordnung n folgt aus 4.6: Konvergieren irgend 
m Punkte des ~ o ~ e n s  gegen s, so strebt der von ihnen aufgespannte (na-1)-di- 

mensionale Unterraum gegen L~-I(s ') .  D ~ s s  dies nicht nur  fiîr die inneren 
sondern auch fllr die Randpunkte s eines Elementarbogens gilt, ergibt sich da- 
raus, dass er selbst oder ein s enthal tader  Teil von ihm über s hinaus 5u 
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einem neuen Elementarbogen fortgesetzt werden kann Da jeder Purikt 
(12 + 1)-ter Ordnung Randpunkt eines Elementslrbogens ist, haben wir : 

Der Punkt s der Ordnung I n t 1 liege auf einern differenzierbaren Bogen 
irn R,. Eine Folge von m-dimensionalen Unterraumen trefe den Bogen i n  
nz t- 1 gegen s konvergenten Punkten. Die nicht nach s fallenden Treffpunkte 
eines jeden Unterraumes seien samtlich auf derselben Seite von s gelegen. 

Dann konuergieren die Unterraurne gegen Lk(s). 
Das Kriterium in 4.5 ist hier automatisch erfiillt. Lasst man alle + 1 

Punkte ousammenfallern, so ergibt sich die Stetigkeit der Schmiegraurne der 
differenzierbaren Bügen (n i- 1)-ter Ordnung (19). 

(18) Vgl. SCHERK : Ueber differensierbare Kurven und Bogen II:  Elementarbogen und 
Kzcrve n-ter fh-dnung am Rn, a Cas. mat. a phys. ., 66 (1937), S. 172 ff. 

( 1 9 )  Polgerungen aus 4 für differenzierbare geschlossene Kurven Kn+i der Ordnung 
n +- 1 irn R,: 

Aus 4.7: Die Schmiegrauîne der Kn+i sind stetig. 
Aus 4.6: Trifft eine Folge von Uwterraumen eilae Kn+i mindestems je m-fach, so auch 

jeder Hüufungsunterraum von ihnen. 
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Le condizioni ai limiti  per le lastre elastiche p iam.  

Memoria di GIULIO SUPINO (a Bologna). 

Sunto. - L'A. studia le condizioni a i  l imiti  per le lastse piane earicate soltanto su1 contorno 
e completa i risultati del KIRCHHOFF 8 quelli pih reeenti d i  ALMANSI. 

1. Si consideri una lastra elastica caricata soltanto su1 contorno. Per  
determinare esattamente la  sollecitazione sarebbe necessario assegnare su 
ogni generatrice del contorno e per ogni punto di questa la  forza esterna 
agente (O 10 spostamento impresso). Ma nei solidi che hanno una dimensione 
piccola rispetto alle altre due, non h a  interesse la  distribuaione precisa delle 
forze al contorno bastando conoscere, su ogni generatrice, i valori delle 
risultanti e ritenendo (in applicazione a l  principio del DE SAIBT VENANT) 
che due distribuzioni diverse di forze esterne, corrispondenti, su  ogni gene- 
ratrice, alle stesse risultanti, diano luopo, a piccola distanza da1 contorno, a 
differenze di tensione trascurabili. 

I n  queste condieioni, assunto corne piano x, y il piano medio della lastra, 
basta assegnare su ogni generatrice del contorno 

a) le risultanti Pz e P, agenti su1 piano medio; 
b) la risultante Pz; 
c) i momenti M,, e Mt che hanno per asse la normale n al contorno s 

della lastra in corrispondenza del suo piano medio e la  tangente d al10 stesso 
contorno. 

Queste cinque condizioni sono state ammesse da1 POISSON. 
Il KIRCHHOFF invece assegna quattro sole condizioni ai limiti e ciob, 

oltre alle due indicate in a) e che per la  sovrapposiaione degli effetti pos- 
sono essere considerate separatamente, anche 

Una spiegazione, a carattere intuitivo, di questa discordanza si deve a 
THOMSON e TAIT (ne1 « Treatise on Natural Phylosophy ») e al BOUSSINESQ; 
gli Autori successivi la  riproducono tutti senza modificazioni. In una Nota 
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del 1932 (') (alla quale rimando per le citazioni precedenti) osservavo su un 
esempio che la spiegazione del THOMSON e TAIT non B sempre esatta p ~ r c h é ,  
mentre essa afferma che in una lastra caricata soltanto su1 contorno da forze 
corrispondenti a 

le sollecitazioni sono trascurabili a piccola distanza da1 contorno stesso, si 
osserva invece che la deformazione del piano medio è nulla in ogni punto 
del campo (per le lastre sottili) ma non si pub affermare che le tensioni 
tangenziali divengano presto trascurabili. 

Successivamente AF AL MAN SI, in una serie di Note pubblicate ne1 1933 (') 
impostava di nuovo la teoria delle lastre grosse e dimostrava che una solle- 
ci ta~ione corrispondente alle (1) si  pub costruire con una combinazione lineare 
di tre funzioni u (soddisfacenti alla equazione A'u = Au (" con X costante ma 
diverso da una funzione all'altra) e affermava che le funzioni stesse davano 
luogo a componeuti di tensione trascurabili a piccola distanza da1 contorno 
(soluaioni « evmescenti »). 

I n  questa Xemoria io riprendo la qnestione e, seguendo in parte il pro- 
cedimento  ALMA AL MAN SI, dimostro che non solo le soluzioni corrispondenti 
alle (1) dànno luogo a deformazioni nulle del piano medio ma anche tutte 
quelle altre che corrispondono a una delle ~ieguenti condizioni : 

Mt=O, M,,=O, Pz=l=O, 

Mt = O. M,, =+ O, P, = O, 

M,+O, M,,=O, l',=o. 

Dimostro pure che non sempre qneste soluzioni dànno lnogo a componenti 
di tensione rapidainente u evanescenti » confermando in cib quanto avevo 
affermato nella mia Nota del 1932. 

Per  chiarezza riprenderb dall' inizio il problema delle lastre grosse inflesse 
riferendo anche la  soluzione di LOVE-NICHELL; esporrb poi le soluzioni di 

(l) G. SUPINO, Le equazioni ai  limiti nella tewia -delle lastre sottili. u Bollettino della 
Unione Matematica Italiana ., Giugno 1932. 

(') Sulle deformazioni delle piastre elastiche. Note 1 e 11, c Rend. Lincei D, 2 O  sem. 1932 ; 
Note III a V I I ,  ibid., 1" sem. 1933; Note V I 1 1  e IX,  ibid., 2O sem. 1933. 

a 2  ;? 82 a? ,y 
(3) Scrivo 4' = + - ' A = + 7 + -. Qiiando si sappia già chc una funzione ayg ' ax- ay azy 

It indipendente da z scrivo A i n  luogo di A'. 
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ALMANSI e tratterb delle loro caratteristiche. Infine estenderb il risultato alle 
lastre sottili. È da rilevare che un nuovo problema analitico (riducibile ad 
una equazione integro-differenziale) risulta dalle condizioni ai limiti stu- 
diate a1 3. 

1. Notazioni. Eqnazioni generali. 

2. Assumiamo come piano (x, y) il piano medio della lastra; l'asse z 
sin normale a, questo piano e posi tivo verso 1' alto ; il triedro x, y, a sia 
orientato in modo che un osservatore diretto secondo a e rivolto al verso 
positivo dell'asse y abbia x alla sua destra (triedro destrorso, usuale della 
meccanica). 

Sia a la  distanea delle due basi della lastra del piano s, y e s la linea 
che il contorno sega sullo stesso piano. I n  un punto di s sia t la tangente 
ed n la normale ne1 piano x, y. I l  contorno sarà destrorso, t si assume posi- 
tiva ne1 verso di percorrenza del contorno e f i  positiva verso l'esterno ; cos1 
il triedro n, t ,  a 6 orientato come il triedro x, y, a ('). 

3. Su ogni generatrice del contorno ln risultante delle forze esterne si 
pub decomporre : 

a) nelle componenti secondo gli assi x e y giacenti ne1 piano medio 
della lastra ; 

b) nella componente Pz e nei. momenti M, e M ,  : la  Pz è positiva verso 
1' alto, i momenti banno per asse rispettivamente y e x e sono positivi se un 
osservatore orientato come l'asse li vede ruotare come le lancette dell' orologio. 

Invece di M, e M ,  si possono considerare i momenti M,, e Mt (per i 
quali valgono le stesse convenzioni). 

Per la sovrapposizione degli effetti si pub tener conto separatamente 
delle condizioni ai limiti a) e b). Ne1 seguito ci occuperemo solo delle con- 
dizioni b) perche il caso a) é già completameute risolto (con la soluzione del 
problema di CLEBSCH) (2). 

P .  Scriviamo ora le  equazioni generali dell'equilibrio elastico (in assenza 
di forze di massa). 

(') Sarebbe ovviamente 10 stesso riferirsi alla normale interna e assumere s sinistrorso. 
( 2 )  A proposito del quale si pi16 confrontare la mia Nota: Sul problema d i  Clehsclz, 

R Rendic. Lincei a ,  l0 sem. 193% 
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Le equazioni indefinite sono : 

Le condizioni a i  limiti hanno la forma : 

a, COS (n, x )  +T,, cos (12, y) + T,, cos (n, 8) = p , ,  

(6) -cZy COS (n, x) + oy COB (n, y) + T,, cos (n, z) =p,, 
T,, COS (n, x) i- z,, cos (n, y) + oz cos (n, e) = p z .  

Ma, corne si sa, le (6) e (6) non determinano ancora la soluaione. Occorre 
tener conto delle condiaioni di congruenza del DE SAINT-VENANT. Esprimendo 
queste in funzione delle tensioni si ricavano (dopo qualche trasformazione) 
le equazioni di BELTRAMI. Posto H = a, + o, + a,, m coefficiente di POISSON 
si ha : 

112 J2H m JrH 
ha,. + - - = O ,  AT,, -t- - -- = O, 

nt + 1 ax2 912.3- i axa2 

(7) , 

qn aLH 
Ao, 4- --- - = O ,  AT 

912 a'H 
-- 

u2 = na + i a2138 
= O, 

nz i- 1 ay2 
112 a2H a2 11 

Aa, + -- - . = O ,  AT,, + -- - = O. 
m + 1 &- ~n -1- i Cidy 

Cercheremo di determinare le soluzioni possibili in una lastra partendo da 
posizioni particolari e fondandosi sulle (5), (6) e (7). 

5 .  Supponiamo che sia nulla in ogni punto della lastra In a,, essendo 
diverse da zero le altre Cinque componenti. 

Se a, = O  si ricava dalla terza delle ~quazioni di BELTRAMI che a, 1- o, = H 
deve essere lineare in z : 

H = K , ( x ,  y) i - s K , ( x ,  y), (AK,=AK, =O). 

(') J. H. ~ ~ ! H E L L ,  a London Math. 60c. Proc.  m, vol. 31 (1900), p. 100. A .  E. H. LOVE, 
A Treatise on the L71athematical Theory of Elasticity. Londra 1906, ed.) e edia. successive. 
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Lo stato di solleoitazione corrispondente a K,, 13 già stato studiato a pro- 
posito del problema di CLEBSCH e non ha interesse per le condizioni ai li- 
miti b) ; resta da deterininare la  sollecitazione più generale corrispondente a KI. 

P e r  l e  equazioni di BELTRAMI é 

e da  queste (rioordando che AKi = O 
segue corne soluzione 

(8) 

aK, AT?,, = - - -- 
m t l  a ~ '  

e che T,,, z,, sono nuIle sulle basi) 
possibile (') 

Le prime due equazioni indefinite divengono allora 

aox + a%w - - - 9n aK m aKi a % ;  a b -  -- B -I, 
aa: a3 m+l%i?aay a% m + ~ a y  

mentre l a  tersa è. automaticamente soddisfatta. 
Segue di qui (tenendo conto che la soluzione del sistema precedente 

quando i seoondi membri siano eguali a zero b una funzione di AIRY): 

m - 1  
Deve essere A A S  = O  ed inoltre A+ = - - 

9n 1- 1 KI 

(i) Volendo la soluzione piii generale dovremmo aggiungero alla prima della (8) una 
funzione arwonica arbitraria +,, alla seconda una funsione armonica 4,. Dalle equazioni 

dS 
a '2 .  e sucressivamente s i  otterebbero le  espressioni indefinite si ricaverebbe poi -L = - 

ax 8% ' 
per a,, g. T,~. I n  definitiva si potrebbe verificare che tali espressioni coincidono con 
le solurioili d i  ALMANSI che saranno esposte al $ 3. Concludiamo percib affermando che la 
soluaione LOVE-MICHELL più ln soluzione QL;MANSI danno l a  soluzione elastica più generale 
corrispondente a a, = 0. 
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6. Le condizioni ai  limiti si esprimono facilmente. È chiaro che é 

Pz = P, -- O. Ricerchiamo Px, Ms e M,. Su ogni generatrice del contorno 
si ha (in base alle (6) essendo cos (.n, n) = 0) 

O, COS (n, x) + T,, cos (n, y )  =pz 

%2/ cos (n, x) + 0, cos (n7 Y) =Pu, 
TZ, COS (n, 4 + TU, cos (n, Y) =PZ, 

ed inoltre (dato l'orientamento scelto per gli nssi coordinatiie per i momenti) 

Analogamente é 

Dalle (81, (9), (IO), (11) si deduce, tenendo presente che ne1 nostro caso A 

cos (12, X) = COS ( t ,  y), COS (n, y) = - cos (t, x), 

od anche, tenendo oonto che 

Mt = M, cos (t, y)  + Mx cos (t, x), 
M, = M,  cos(%, y) + M x  cos (m, x), 

( 2a3 m a ~ ,  pz = - -- -- -- 
3 m l - 1  an' 

m t i  
Essendo K, = - ---- A +  e + armonica del 2 O  ordine non è possibile, 

m - 1  
in generale, soddisfare a tutte e tre le condizioni poste, ma si puo soddisfare 
a due di esse, ottenendo una solimione ehe differisca dalla effettiva per condi- 
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aM,, zioni al contorno tipo (i) O (2) O (3) O (4). Tisualinente si asseguano Mt e -- - Pz ; 
as 

2a3 21n - 1 2a3 2a" m - 1 
posto x = 6 -t- a 5 K , ,  AX = -- A+ = - - --- 

13(m + 1) 3 3 n z t l  
K,) si 

soddisfa alle condizioni 

ma si possono assegnare, indifferentementti, anche condizioni diverse corne 
abbiamo gis accennato e come mostreremo in seguito. 

5 3. Le  soluzioni d i  Almansi. 

7. Se si vogliono soddisfare, per una lastra inflessa, tutte e tre le condi- 
zioni imposte sn una generatrice (e cioé Pz, M t ,  M,, essendo Pm = P, = 0) 
occorre considerare oltre alla soluzione ora esposta anche un'altra soluzione 
dovuta ad ALMANSI. 

Si ponga : 

essendo ip una fnnzione armonica di r, g, a. La derivata 3 deve annullarsi 
a2 

per s = +- a se si vuole che le basi siano scariche. 
Teuendo conto che si ha identicamente 

si pub verificare elle sono soddisfatte le equazioni indefinite dell'equilibrio 
e le equaaioni di BELTRAMI (2). 

Gli spostamenti sono dati dalle formule (nelle quali E indica il modulo 
di elasticitk) : 

Se cp è dispari in z si ha su1 piano niedio u = v = 7u = 0. 
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8. Un tipo di fanzione cp che utiliaaeremo in seguito é il seguente: 

k m  
y = u,&, y) sen - Ba ' 

con k intero e dispari perchè sia i 
Dalla condiaione Arp = O risulta 

Poniamo ora 

-a -a -a 

Data la scelta di  cp si ha 
+a 

knz 
/z sen dz. Mji =2&& 

e quindi possiamo scrivere 

È poi 
-Ca 

[sen g]g= * 2 

(+ se k = 4m + 1, - se k = 4rn + 3). 
2u 

Conviene scrivere le condizioni ai limiti riferendosi alla funzione Ü, = =k 2. 
Ah 

Si ha allora 
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9. Consideriamo ora tre numeri positivi A,, A,, 1, ( A ,  > A, > 1,) e tre 
fuunioni u,, u,, u, soddisfacenti alle condizioni 

Vediamo se è possibile soddisfare con esse a condizioni del tipo seguente 
(valide su1 contorno del campo) : 

Consideriamo percib l'integrale esteso al contorno s :  

ne1 quale a, P, y sono funzioni per ora indeterminate e trasformiamolo in  
in integrale esteso a l  campo o (per meezo del lemma di GREEN). Scriviamo 
per brevità 

U=u,+u, '+u,  (onde AU=l,u,-i-A,u,+l,u,) 

apau apau ar ~ Y ~ A U ! ~ ~ .  
+--+--+Ay*AU+--+-- 

a ~ a x  a y a y  ax a% ay c'y ! 
Poniamo ora 

a =AAU-k ,AU+ k,U 

P = - (AAu - i%,Au) 

y=AU 
essendo 

Ai\ U = Aiu, -t- AEu, + A& 

k , = A , + l , + h , ,  k,=A,A,+A,A,+A,A, 

ed osserviamo che 
AAAU - k,AAU+ k,AU= A,À,A3U. 

Allora l'integrale L si riduce a 

1 [(a,")' (Zr] * 1i1213 '' ' do +k,(AU)"k, - + - I 

ciob a una somma di soli quadrati. Ora quando L si esprime come inte- 
a 

grale di  contorno esso è nul10 se sono nulli u, t u, + a,, - (u, -t u, + u,), a?& 
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h , u ,  + A2u, + h3w3, se L si esprime corne integrale di campo allora si annulla 
soltanto se è zero u, + u, t- u, = U. Concludiamo che se esiste iana soluzione 
per le (17) tale soluzione è unica in quanto se nelle (17) stesfie si pongono i 

secondi membri uguali a zero, allora B L uguale a zero e quindi (per l'inte- 
grale di campo) u, + zc, + u, = O, A,u, + A,u, + A,u, = O in tutto il cnnipo. 

Per  dimostrare l'esistenza della soluzione cominciamo col ricordare che 
dati i valori che una funzione u assume su1 contorno, la soluzione per u 
eeiste ed B unica. 

Se dunque non fosse possibile soddisfare alle (17) con A, B, C arbitrari 
ci8 significherebbe soltanto che con. i valori scelti di A , ,  A,. h ,  si trovano 
tre funzioni (del tipo (16)) che non sono tra loro completamente indipendenti 
sicch6 fissati, per esempio, A e Ci resta determinato il valore di B su1 con- 
torno O, se cib non &, resta cornunque circoscritto i l  campo di variabi1it.h 
di  B (cioh pub essere assegnato un insierne di valori di B che renda impos- 
sibile la  soluzione). 

Ora nella prima ipotesi (B determinato dai valori assiinti da A e Cf con 
le tre funaioui u,, a,, u3 possinmo soddisfare in infiniti modi alle due con- 
dizioni relative ad A e C sicchè se i l  valore di B fosfie quel10 compatibile 
con i valori assegnati da A e C avremrrio non uiia soluzione soln, ma infi- 
nite soluzioni del problema contrariamente a quaiito si  è diinostrato prece- 
dememente. Non posso invece escludere che i valori B (per A e C nssegnati) 
possano essere in  qualche modo condizionati in dipeiidenza di A e di C ;  solo 
osservo che ne1 cerchio e ne1 rettangolo si veri£ica, costruendo la soluzione, 
che questa esiste pur assegnando arbitrariamente i' valori di A, B e C ('). 

g 4. Le condizioni ai limiti per le lastre. 

10. Sin qui, ci siamo riferiti a risiiltati in gran parte noti. Amniettiamo 
ora l'esistenza di tre funzioni u , ,  u,, u, con le quali possiamo soddisfare 
alle condizioni ai  liniiti (17) quando A, B, C sono dati su1 contorno corne 
funaioni a un sol valore dei punti del contorno stesso. 

Cib vu01 dire che B possibile soddisfare con tre funzioni u alle condi- 
zioni ai limiti date su1 contorno di una lastra elastica piana quando dalle (15) 
si posBa risalire alle (17)  ottenendo valori di A, B, C continui. 

( i )  Osserviamo che il problema di determinare tre fun~ioni  zt , ,  w 2 ,  u, (con A , ,  A,, 1, 
prefissati) in funzione di A, B, C non si riconduce ad un'equazione di FRKDHOLM ma ad 
una eqiiazione integro-differenziale, che non so se s i  sappia finora risolvere. 
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Consideriamo ora alcuni casi particolari notevoli. Scriviamo le (16) nella 
forina equivalente 

(18) 

Segu e 
S 

C = P,ds + q, I (q,, cost. arbitraria) 
O 

e C 6 continu0 su s perche / ~ , d s  = O per l'equilibrio secondo 1s a. 
J 
s 

Supponiamo ora che sia Mt = O, aM" ,- = Pz. Allorn per la seconda delle (181 
os 

P A  
si pub porre B = O  mentre risulta dalla prima che - = O  e quindi anche A 2t" 

pub esscre posto uguale a zero. Si conclude che se 3M,, = P z .  M t = O  la 
as 

soluzione 6 esprimibile con tre funzioni u. Si  pub quindi risolvere conlple- 
tarnente il problerna al contorno per la lastra servendosi di una solnzione 

LOVE-MICHELL per soddisfare slle .due condizioni - Pz ed Y ,  ; serven- 
as 

dosi di tre soluzioni u tipo ALMANSI per soddisfare alla sollecitazione residua. 
Questa ultima sollecitazione dà luogo a spostamenti niilli del piano medio 
mentre le caratteristiche delle componenti di  tensione saranno studiate più 
particolarmente in seguito (v. n.0 12). Comunque resta rigorosamente dimo- 
strato, che per la deforinazione del piano medio di una lastra grossa sono 
equivalenti due sollecitazioni che differiscono tra loro per valori di JI,, e Pz 

twli ehe aia aM1l - Pz = O (corne aveva affermato il KIRCAAOFF riferendosi 
as 

alle lastre sottili). 

I I .  Resta ancora da chiarire un dubbio notevole. fi proprio necessario 
soddisfare a l  contorno alle due condizioni 

oppure & sufficiente soddisfare a due qualunque delle tre condizioni ai li- 
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miti M, , ,  Mt e Pz, rimanendo la tema soddisfatta con tre funaioni u cioè 
con una solunione a deformanione nulla del piano medio ? 

Per  rispondere a questa domanda non vi  13 che provare a costruire tro 
funzioni A, B, C continue su1 contorno e corrispondenti a due (qualunque) 
condizioni ai limiti nulle e alla terza arbitraria (piirchè equilibrata). 

Partiamo dunque dalle (18) e supponiamo dapprima M,, = M t  =O, Pz + 0. 
Dalla (19) risulta che C 6 continuo su s, mentre dalla seconda delle (18) si 
ricava B = cost. e dalla prima risulta 

F A  
2 - = C = fnnzione continua. 

?tg 
Sia ora 

s 

Segue 

e possiamo disporre della costante q, in modo che sia ÿids + q,s = +(s) es- i 
0 

sendo +(s) continua su S .  Inoltre segue 

e possiamo ancora disporre di q, in modo che A risulti continuo su S. Abbiamo 
diinque, in qiiesto cas0 Che A, B, C sono continui su s sicch& il problema posto 
aminette una soluzione U(= u, + u, + u,). 

Supponiamo ora Mt = Pz = O ,  M,, +O.  Si  pub porre C = q,  e B = q, e 
quindi dalla prima delle (18) segue 

e possiamo disporre di q,  in modo che sia 
s 

- / ~ , , d s  + gis  = +,(s) con +, ( s )  continua su  S .  

O 
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Si ha allora 

2A = y,(s)ds + q,s + p., 
fi i 

e si pub disporre di q, in modo che A sia continu0 su S. Anche in questo caso 
il problems posto ammette una soluzione tipo ALMANSI. 

Un poco diverso 6 il cas0 in cui sia M,, = P, = O ,  Mt +O. 
Da!la prima e dalla terza delle (18) si ricava al solito, che si pu0 porre 

C = O, A z O ma per poter scrivere, in base alla seconda delle (18) stesse, 

+ q occorre che sia 
O 

Senonch& una soluzione tipo LOVE-MICHELL che soddisfi a condizioni P, e M,, 

assegnate consente di soddisfare anche a un j ~ ~ d s  = K essendo K fissata 
8 

a priori. 
Infatti in una soluzione LOVE-NICHELL si ha ne1 contorno 

Dalla prima di queste equazioni si ottiene K, a meno di  ulza costante; questa 
costante si piib determinare ponendo 

dopo di  che si ottiene la + in base ai valori dati di M,,. La soluzione LOVE- 
MICHELL cosi trovata corrisponde esattamente ai valori assegnati su1 con- 
torno per Pz e M,,, non soddisfa ai valori di Mt, ma la differenza tra i va- 
lori assegnati per Mt e quelli di Mt1 risultanti dalla soluzione LOVE & tale 

che (Mt - M,')ds = O. Si pub dunque completare la soluzione con una fuu- / 
zione U. 
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Queste considerazioni mostrano che le condizioni al contorno possono 
essere soddisfatte oltre che ne1 modo indicato al n.O precedente, anche in 
altri modi bastando sempre assegnare due sole condizioni perchè la  terza sia 
soddisfatta con tre funzioni zc ci06 con una sollecitazione che lascia inva- 
r iato  i l  p iano ?nedio. 

È appena necessario osservare che questi varl modi sono sostanzialinente 
equivalenti in quanto due soluzioni LOVE-MICHELL corrispondenti alle stesse 
tre condizioni al contorno il!!,,, Nt e Pz,  ma ottenute soddisfacendo a due 
diverse di esse, differiscono tra loro soltanto per delle soluzioni U e quindi 
dànno luogo a deformazioni che nei limiti di approssimazione amrnessi sono 
praticamente eguali. 

~ rec i sando  meglio, supponiamo di aveii. ottenuto la  soluzione L, soddi- 
2nf,3 

sfacendo alle condizioni ai limiti M t ,  P, - -- e la soluzione L2 con le 
3s 

condizioni Nt e M,,. Si osserva subito che con una soluzione L, + U si sod- 
disfa alle tre condizioni M t ,  M,,, Pz; alle stesse condizioni si  soddisfa con 

una soluzione L, i -  Ü. Dunque L, e L, differiscono tra loro per le deforma- 

eioni provocate da U e U (che lasciano invariato i l  piano medio); inoltre 

esse possono differire per il fatto che L,  + U e L, + U soddisfano su1 con- 
torno alle stesse r isul tant i  su ogni generatrice (e non alle stesse forze): ma 
questa differenza B trascurabile per il principio del DE SAINT-VENANT. 

5 5. Caratterisfiche delle funziorii u. 

12. S i  6 già osservato in base alle (14) che una soluzione dipendente da 
una funzione u dà senipro luogo ad una deformazione nulla del piano medio. 
,Ma per poter precisare il comportamento delle componenti di tensione (espresse 
in funzione delle u per mezao delle (13)) occorre considerare piii da vicino 
l'andamento delle u stesse. I n  proposito notevoli limitazioni sono state rile- 
vate da ALMANSI. 

Indicando con U il massimo modulo di una u su1 contorno si ha in un 
punto interno alla minima distanza r da1 contorno stesso 

mentre per la derivata normale si ha (secondo ALMANSI e sulla maggior parte 
del contorno) 
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au Quest'ultima associata ai valori noti di - permette di ricavare dalla prece. 
as 

SU Su 
dente una limitazione per - -, valida nell'interno del campo. 

ax' ay 
Queste 1 

su1 contorno 
h i t az ion i  mostrano che i massimi della sollecitazione sono certo 

(cib che del resto 6 immediato da proprieth elementari della 

funzione u) e, da1 punto di vistn, delle applicazioiii tecniclie tale noaione pub 
essere siifficiente per far conoscere un limite massiiiio per la sollecita~ione ('). 

Na sarebbe errato il ritenere che a piccola distanza da1 contorno la solle- 
citasione fosse trascurabile. Che cib non sempre accada si dimostra in più 
modi. Un primo esernpio di carattere intuitive lio gih indicato altra volta ('). 

(') Infatti, determinata una sollecitazione tipo LOVE-MICHELL, si considerino le  diffe- 
renze massime tra le  sollecitaeioni ad essa dovute e quelle assegnate su1 contorno. L a  
solleoitazione in un punto interno non potr l  superare il valore che si ottiene aggiuiigendo 
alla sollecit~zione LOTE, in quel punto, il valore massirno della differenza rilevata su1 
contorno. 

(') * Bollettino deli' Uniono Mateinatica Italiana P, 1939, loc. cit.. 

Ansali di Matematka, Serio IV, 'Porno XVII. 
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Si consideri una lastra rettangolare incastrata da un lato e soggetta siil 
lato opporto a forme normali a l  suo piano medio e distribuite uniformemente 

d~ con intensità p per unità di lunghemsa del contorno (v. fig. a). Posto p= - 
ds 

e assunta 1' origine del contorno ne1 punto A (v. fig. b), (la scelta B eviden- 
temente opportuns per ragi'oni di simmetria) la cp pub essere rappresentata 
(scegliendo convenientemente la scala) dalla linea a tratto e punto della fi- 
gura:  la  distribuzione di forze pub dunque essere sostituita con l a  distribu- 
zione di m o m ~ n t i  M,, rappresentata dalla cp ora descritta O con una distri- 
buzione intermedia di forze e di momenti ('). Ma ora eeghiamo la lastra con 
un piano a perpendicolare al piano medio della lastra : se si ha  la  distribu- 
zione p = P, fissata ne1 primo oaso allora su a si hanno tensioni tangenziali 

la cui risultante vale T = pdz ; se invece si ha  la  distribuzione di soli mo- J 
menti allora 6 T = O. Dunque per quauto riguarda le tensioni tangeneiali le 
due distribusioni di  forze esterne non sono affatto equivalenti. E la differenma 
tra i tagli provocati dalle due distribuzioni resta costante quando si sposti 
il piano a parallelamente a sQ stesso. 

Lo stesso fatto potrebbe essere precisato per via analitica e, del resto, 
non Q affatto in contraddimione con le limitaeioni ricordate precedentemente. 

13. Completiamo ora i risultnti ottenuti indicando la solumione generale 
per la  u ne1 caso del cerchio. 

Riferiamoci percib a coorclinate polari. Si ha . 

Poniamo 

Segue 

sen nz0 ( 
u=  

cos 1,20 1 W. 

(') La soluaione elastica effettiva (unica) ne1 campo delle lastre sottili è appunto iina 
diatribuzione intermedia tra le due. Assunti gli assi corne in fig. b e indicando con w 10 
spostamento verticale si trova 

essendo 2a Io spessore della lastra. Con le notazioni del LOVE si ha poi 
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e questa equa~ione A soddisfatta ponendo 

1 v = -  3,(ir V  1) = Im(r V h) ( I ) .  
m m  

Si ha dunque in  generale 

u = aoIo(r VA) t a ,  cos 0 I , ( r ~ h )  + b ,  sen 01,(r V A )  + ... 
e cib consente di determinare la u in base ai  valori assunti da  essa su1 con- 
torno. Infatti si sviluppano i valori assegnati per la u sul contorno in serie 
di FOURIER; se il cerchio lia raggio R la u vale allora 

% = a  Io(r V I )  
3- a, cos O ~ , ( r V h )  + ... . 

I,(R V A )  I , ( R v ~ )  

Se l a  serie di FOURIER converge, converge anche la espressione data 

è certo minore di uno, per r < R, in quanto i termini della serie di 1,, sono 
tutti del10 stesso segno per r positivo e di modulo crescente con il crescere di r. 

Combinando tre valori diversi di h si ha la soluaione completa nella lastra 
circolare, in quanto si  verifica che sviluppando in serie di FOURIER i valori 
di A, B, C (condi~ione 17)) si ha  per ogni 1î2 due sistemi di tre equazioni 
con tre incognite (un0 relativo a sen m 0 ,  l 'altro a COS 1 n O )  con determinante 
diverso da aero. 

8 6. Passaggio alle lastre sottili. 

14. Le considerazioni finora esposte rigiiardano le lastre grosse. Ma esse 
possono essere estese alle lastre sottili ricordando che in una Nota pubblicata 
ai c Lincei » ne1 10 semestre 1932 ho dimostrato corne a una soluzione tipo 
LOVE-MICHELL nella ' l a ~ t r a  grossa corrisponda una soluzione tipo KIRCHHOFF 
nella lastra sottile. Pertanto a soluzioni, valide nella lastra grossa e appros- 
simatamente equivalenti, corrispondono nella lastra. sottile soluzioni pure 
approseimatamente equivalenti. 

(l) Importa appena di osservare che v Q reale. Infatti B 

Se x Q immaginario -- i y  allora I ,  Q puramente immaginaria se m B dispari (e quindi nella v 
deve essere introdotta dopo avei-la divisa per i) è reale senz'altro se m B pari. 
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Ma perche il KIRCHHOFF indica come condiaioni al contorno soltanto Mt 
aM,, e Pz --- e non accenna alle altre condizioni che abbiaino visto essere 

as 
sostanzialmente equivalenti alle precedenti ? 

Si h a  la  risposta a questa domanda riferendosi alla dimostrazione del 
KIRCHHOFF che qui riassumo brevemente ('). Egli, premesse le ipotesi: 

che ogni segment0 perpendicolare a1 piano medio della lastra sia, a 
deformazione avvenuta ancora rettilineo e perpendicolare alla superficie de- 
formata del piano medio; 

e che tutti gli elementi del piano medio subiscano dilatazioni trascu- 
rabili in confronto alle inflessioni ru ;  

osserva come, in conseguenza della prima di queste, una dilatazione 
principale risulta perpendicolare al piano inedio; le altre due giacciono quindi 
ne1 piano medio stesso. Se z indica la distanza primitiva di un elemento da1 
piano medio, X ,  la distanza dopo la deformazione dalla superficie elastica 
allora, posto 

z , - z = p  

a~ è - una dilataaione principale. Poichè questa deve essere infinitesima e p si a~ 
annulla insieme con B cosi p 6 infinite~imo in confronto a a. Le altre due 

x a, 
dilat&oni principali valgono (come si  vede facilmente) e -, p i ,  p,, raggi 

Pi  Pa 
principali di curvatura. 

Scriviamo ora i l  principio dei lavori virtuali. Deve essere 

ed in questa espressione si possono sostituire i valori ora ottenuti per le 
dilatazioni principali (indicate qui genericamente con E,, E, ,  E,). Na si osservi 

3~ che - si  pub esprimere in funzione delle altre due , " )  senza che sia 
az P, p e  

necessaria l a  conoscenza delle forze esterne. Si pub infatti ficrivere in base 
alle ipotesi fatte 

8 u  = 8u,, t z8 COS (z, , x) 
6v = ôv, t 88 cos (a, ,  y) 

819 = 8wo + a8 cos (z, , X )  

s Journal für die reine und angewandte Math. (crelle) D, Bd 40, pagg. 51-88. 
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dove u,, v,, w, sono quantità relative al piano medio. Sostituendo queste 
nella espressione di 6L relativa alle forze esterne si osserva che essa risulta 
indipendente da Ep, percib 10 stesso FL espresso per mezzo delle deforma- 
zioni deve essere indipendente, deve pure essere indipendente da p. Cib im- 
plica la  condizione 

Questa relazione permette al KIRCHHOFF di assumere il lavoro interno 
a a 

in funzione delle sole , -; trascurando poi 6u,, Ev, (in base alla seconda 
P i  Pz 

ipotesi fatta) e ponendo 

(l'indice zero indica quantità relative al piano medio) egli giunge a trasfor- 
mare l'integrale relativo al lavoro interno ne1 modo seguente 

essendo 

(si omettono per brevità gli indici zero). 
Di qui tenendo conto della espressione di 6L relativa alle forze esterne 

e trasformando secondo i principl del calcolo delle variazioni si ottengono tre 
equazioni; una valida in tutto il campo (AAw = O se X = Y= Z=O) le altre, 

valide uul contorno, eqiiivalgono ad assegnare su di esso Mt e Pz - aM,, 
as 

15. Pin qui la dimostrazione del KIRCHHOFF. Ma risulta chiaramente da 

essa che le tre condizioni ai limiti sono ridotte a due in virtù della rcla. 
zione (20) che è soddisfatta in base alle ipotesi iniziali : e se ln stessa rela- 

sione fosse sfruttatû invece che per eliminare ap, par eliminare una delle a# 
altre due dilatazioni principali si otterrebbe una nuova espressione del la- 
voro di deformazione che, per le ipotesi iniziali sarebbe eguale alla prece- 
dente, ma in realtà, sarebbe solo approssimativamente eguale perche le ipotesi 
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stesse sono solo approssimativamente soddisfatte. Si otterrebbe allora una 
combinazione diversa delle condizioni ai limiti, combinazione che per altro 

6 difficile scrivere materialmente perche non sappiamo scrivere 9 in fun- a~ 
zione di ru. 

Ma, si pub obiettare, non si è dimostrato che le funzioni zc lasciano inva- 
riato il piano medio? In tale condizione non basta osservare che nelle lastre 
sottili si studia soltanto la deformazione del piano medio e quindi non si pub 
tener conto di quelle sollecitazioni che lasciano invariato il piano stesso? 
Una tale spiegaaione non giustifica il risultato del KIRCHHOFF (percha non 
spiega la ragione della particolare scelta delle condizioni ai limiti) ma  rap- 
presenta certo la spiegaaione più spontanea del risultato ottenuto, quando si 
voglia svdgere la teoria delle lastre sottili dopo aver riferito sui fondamenti 
della teoria della lastra grossa. 

Bologno, Giugno 1938. 
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Sur les surfitces du 4""" ordre à conique double. 

Par FR. FABRICIUS-BJERRE (b  Copenhague). 

La question des différentes formes rbelles d 'une surface du  46me ordre 
à conique double a et6 etudiée par H. G. ZEUTHEX, qui a donne une classi- 
fication complbte de ces surfaces ('). Outre que les methodes de ZEUTHEN, 
dont nous nous occuperons plus loin, on peut se servir de la methoda de 
projection de C. SEGRE, C' est-&dire s' imaginer la surface S comme projection 
centrale de la surface d'intersection I' de deux hyperquadriques V et W, 
situees dans un espace à 4 dimensions (I).; et, en Btudiant les formes r6elles 
de I' et les positions diffbrentes du centre de projection O par rapport à ï, 
on peut obtenir une nouvelle classification des surfaces S. 

Aprbs quelques remarques prbliminaires sur la conique double, les cônes 
de KUMMER etc., nous allons faire voir - par un exemple - comment cette 
classification peut se rbaliser. Finalement nous ferons une comparaison entre 
cette méthode de classification et celles de ZEUTHEN. 

Soit U l'hyperquadrique du  faisceau W - AV qui pasqe par le centre 
de projection O. L'espace tangent de U au point O coupe U dans un cône 
quadrique, et la conique double C est la  courbe d'intersection de ce cône 
avec l'espace R,, sur lequel nous projetons. P a r  suite C sera réelle ou ima- 
ginaire selon que 1' hyperquadrique U est hyperbolique ou elliptique. En 
employant l a  construction de C. SEGRE pour obtenir les cônes de KUMMER, 
on voit immédiatement que le cdne de KUMMER, dérive d'lin hypercône 
hyperbolique (non-convexe), est r6el. Ses plans tangents coupent S suivant 
deux coniques réelles, et S est située à 19ext6rieur du cône. S i  l'hypercône 
est elliptique (convexe), les génératrices du  cône correspondant sont reelles 
ou imaginaires selon que O est situ6 à l7 exterieur ou à l'iutbrieur de 
1' hypercône. S est situ& à 17 int6rieur du cône de KUMMER. Les points-pinces 

(4) H. G. ZEUTHEN, SU la szqwrfieie di -1' ordine 
(3), t. 14, 1886, pp. 31-70. 

(2) C .  SEGRE, Étude s r r  les différe~ates surfaces d u  
Ann. B, t. 24, 1884, pp. 313-444. 

cos  eottica doppia, a Ann. di Mat. n ,  

&me ordre à conique double ..., . Nath. 
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de S sont les points d'intersection de C et des cônes de KUMMER; ils séparent 
les parties isolées de C des parties dans lesquelles S se coupe elle-meme. 
Enfin, la projection des droites et des coniques de I' sont en général des 
droites et des coniques de S. 

Dans l'espace réel R, il existe 6 (7) types differents de surfaces r (3). 

Chaque type donne par projection un type principal de S, dont la forme 
depend de la  position du point O. 

La surface r de le esphce est définie par les Bquations: 

sous les conditions 

(2) U > P > O > Y .  

Le faisceau W-- AV contient dans ce cas quatre hypercônes elliptiqiies et 
un hypercône hyperbolique. Par  les proprietés de I' on peut deduire que 
chaque surface S de le espbce possede un systhme double de coniques réelles, 
16 droites imaginaires avec un point réel, et qu'elle est composee de deux 
nappes d' ordre pair. 

Les hypercônes convexes divisent l'espace R, en 3 domaines contenant: 
1) Les points situes à l'extérieur ou à l'intérieur de tous les hyper- 

cônes (A > a ou A < y). Une hyperquadrique du faisceau qui passe par u i ~  
point de ce domaine est hyperbolique, et chaque génBratrice de l'hyperqua- 
drique coupe une des nappes de' ï en O ou 2 points réels. 

2) Les points situes B l'ext6rieur ou à l'int6rieur de trois hypercônes 
convexes (a > A > p ou O > A > y). Iles hyperquadriques du faisceau dans 
ce domaine sont elliptiques. 

3) Les points à l'intdrieur de deux et à l'extérieur de deiix hyper- 
cônes convexes ( p  > A >O). Les hyperquadriques du faisceau possèdent de 
nouveau des gBnératrices réelles, dont chacune coupe l'une et l'antre des 
nappes de r en un aeul point. 

Nous supposons d'abord que le centre de projection O est situe dans le 
sommet P(1, O, 0, 0, O) de 1' hypercône V= O. Si nous projectons sur 1' espace 
x, =O,  la projection de I' sera les domaines de l'hyperboloïde double 

(3) E. TOGLIATTI, Questioni d i  forma et d i  real i tà  relative a fasci d i  quadriçhe in uno 
spazio ad  n dimegtsioni, a Ann. di Mat. », (3), t. 30, 19'21, pp. 75-117, et FR. FABRICI~JS- 
BJERILE, Uebev algebraische Fliichen uierter Ordw?tg  i ~ n  projektiven a,, « Math. Zeiisclii. , , 
t. 41, 1936, pp. 686-707. 
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dont les coordonnées satisfont R la condition 

Il en r6sulte que S remplit deux domaines simples sur 1' hyperboloïde, chacun 
d'eux limite par une branche d'une courbe du 4"le ordre. Le point P est 
h l 'exterieur de tous les hypercones convexes. S i  O est un autre point de 
ce domaine, la surface S sera composee de deux nappes sans points communs. 
Quant à la conique double raelle C, un examen detaillé montre que C peut 
etre courbe d'intersection d 'une nappe avec elle-méme, de sorte que la 
conique contient O, 1 ou 2 parties isolees, correspondant à 0, 2 ou 4 points- 
pinces r6els; ou bien chaque nappe peiit se couper elle-meme, de faqon 
qu' i l  y a deux points-pinces sur chaque nappe; ou bien C peut être courbe 
isol6e. Si le point O est situ6 IZ 1' intérieur des quatre hypercônes, la conique 
double sera courbe d'intersection sans points-pinces, et l'une des nappes 
jouit de la propriet6 d'être coupee par un plan quelconque de l'espace R,. 

Soit O situ6 à l'exttrrieur (à l'int6rieur) de 3 hypercônes convexes. La 
conique C est imaginaire, et la forme de S est celle d'une cyclide ('). L'une 
des nappes est sitube à l 'exterieur (à l'intérieur) de l'autre. On obtient 
facilement une idee de la forme de S en choisissant le centre de projection 
prbs d'un des sommets des hypercônes du faisceau. 

S i  le point O est situ6 à l'ext6rieur de deux et à l'interieur de deux 
hypercônes convexes, la  conique double réelle doit être courbe d' intersection 
des deux nappes de S. 

Le point O peut encore etre situe sur un hypercdne. Dans ce cas la  
conique double est decomposée en deux droites. Si O est sur la surface ï, 
la surface S sera une cubique, ayant 3 droites r6elles et 13 plans tangents 
triples. 

Si  l 'on emploie cette méthode de projection dans tous les cas de r, on 
obtiendra sans difficiilt6 toutes les formes differentes d 'une surface géngrale 
du 4""" ordre à conique double (ou d 'une surface cubique). 

Dans son memoire ZEUTHEN classifie les surfaces S par deux methodes 
differentes. Premibrement il examine la realit6 des surfaces par la methode 
du  contour apparent de GEISER, le centre de projection étant choisi sur la 
conique double. La seconde methode est fond6e sur la construction suivante 
des points d 'une surface S :  

(4) Voir G. DARBOUX, Swv tvne classe vema~quable de couvbes et de surfaces, Paris 1873, 
pp. 128-131. 

AnnaEi d i  ~Maternatica, Serie I V .  l o m o  XVII.  42 
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Soit T un point, a et 6 deux quadriqiies, situdes dans l'espace ordinaire 
à trois dimensions, et T' un point de o. La droite TT' coupe 6 en deux 
points D et D'. Les points M et M' qui divisent les couples TT' et DD' har- 
moniquement décrivent la surface S, lorsque T' parcourt la  quadrique o. 

Cette constlxction peut s'obtenir facilement de notre point de vue ( 5 ) .  

Projectons d'un point O sur l'espace x, =O. Le point T sera la projection 
du sommet P(1, O, 0, 0, O) et la quadrique o sera l'hyperboloïde (3). La 
quadrique ô est la projection de la surface dans laquelle l'hyperquadrique U 
est coupee par 1' espace polaire du point P par rapport à cette hyperquadrique. 

ZEUTHEN classifie les surfaces en faisant varier la quadrique o et la 
courbe d'intersection de a et ô. Notre classification - par contre - est 
faite selon le caracthre des hyperoanes du faisceau et la position du centre 
de projection, et il ne semble pas qu'il y ait une relation simple entre les 
deux classifications. 

( 5 )  C. SEGRE, loc. cit., p. 338. 
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